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DU TRAITÉ
DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMERIQUES, Par M. POINSOT , de l’Académie des Sciences, etc. (*).
Deht» Leibnitz et Newton , presque tous les géomètres se sont uniquement occupés du perfectionnement des nouveaux calculs , ou de leur application à la Géométrie et & la Mécanique , et il faut convenir que l’Algèbre a été un peu négligée. On a donc cette première obligation à M. Lagrange , de n'avoir pas perdu de vue cette partie fondamentale des mathématiques, et d'y rappeler l’attention des géomètres par cet excellent Traite : car, comme toute l’Algèbre se réduit, au fond, à l’analyse des équations, on peut dire que cet ouvrage, avec les Notes savantes dont il est enrichi, forme le Traité d’Algèbre le plus complet et le plus profond que l’on puisse désirer dans 1 état actuel de la science.
L'auteur y donne d’abord, pour la résolution des équations numériques, cette méthode élégante et aùre qu’il a publiée pour la première fois dans le Recueil des Mémoires de l’Académie de Berlin (années 1767 et 1768). Il confirme ensuite, dans les Notes, par des démonstrations nouvelles et rigoureuses , les principes généraux qui servent de base à cette résolution. Il y passe en revue toutes les méthodes imaginées pour le même objet ; il les compare, les rapproche, et, suivant le tour naturel de son génie, les ramène au même principe. Il y reproduit enfin , avec des réflexions nouvelles, toute la substance de celles qu’il fit autrefois dans le même Recueil de Berlin , pour 1770 et 1771 s il donne un précis clair et rapide de sa méthode générale fondée sur l’art de réduire le nombre des permutations qui multiplie les fonctions cherchées, et d’abaisser par-là le degré des Résolvantes; et rappelant, à l'occasion du beau travail de M. Gauss, scs anciennes idées sur cette matière , il en déduit , dans la Note XIV, qui est entièrement nouvelle , la résolution directe et générale des équations binômes de tous les degrés.
(*) Cette Analyse, publiée en 1808, dam le Mttgatm encyclopédique , ayant reçu l'approbation de M. fjtgrange , on a cm devoir U placer S la tête de cct Ouvrage,
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Tels 'Sont les points les plus importans approfondis dans l'ouvrage dont nous allons rendre compte. O simple sommaire suffirait sans doute au* géomètres , qui ne manquent pas de lire les écrits de l’auteur , et qui '/ connaissent très bien l'élégance et la simplicité qui régnent dans, toutes scs méthodes : mais comme 11 peut être utile à plusieurs jeunes lecteurs d’avoir une idée nette de la science , de savoir ce qu’ils doivent apprendre dans celte partie de l’Analyse , et où ils le doivent étudier , nous croyons devoir donner quelques détails sur les principales questions qu’on se propose ici , sur les solutions qu’on en donne , et développer la suite des théorèmes avec une certaine étendue.
D’abord si l’on jette un coup d'œil général sur l’Algèbre, on voit que celte «cicnce, abstraction faite des opérations ordinaires (au nombre desquelles on peut compter l'élimination) , se partage naturellement en trois articles principaux. t°. La théorie générale des équations, c'est-à-dire l'ensemble des propriétés qui leur sont communes à toutes, a*. Leur résolution générale, qui consiste à trouver une expression composée des coefficiens de la proposée , ot qui , mise au lieu de l’inconnue , satisfasse identiquement à cette équation , en sorte que tout s’y détruise par la seule opposition des signes. 3°. La résolution des équations numériques , où il s’agit de trouver des valeurs particulières qui satisfassent d’une manière aussi approchée qu’ou le voudra , à uue équation dont tous les cocfficicns sont actuellement connus et donnés en nombres.
Celle dernière recherche est sans contredit \/l plus utile dans l'application : car, outre que la résolution générale ne s’étend pas au-delà du 4' degré , les formules en sont déjà si compliquées , ct le seraient tellement pour les dpgrés supérieurs , si l’on venait à les découvrir , qu’ou ne pourrait jamais s’eu servir pour le calcul des racines. Aiusi il faudrait encore recourir aux méthodes d'approximation qui font l'objet principal de ce Traité. Or, les principes de ces méthodes étant puisés dans les propriétés générales des équalious, nous allons d’abord examiner ce que l'on sait de plus général sur leur théorie.
Le premier principe, conuu depuis long-temps, est que si, dans une équation quelconque, deux nombres mis successivement au lieu de l’inconuuc donnent des résultats de signes contraires, il y a nécessairement au moins un nombre intermédiaire qui donnerait nu résultat nul, ou serait racine de la proposée. Ou avait coutume de démontrer ce théorème par la considération des lignes courbes ; mais M. Lagrange en donne, dans la Note I, une démonslraliou nette et rigoureuse, fondée sur la nature même du polynôme algébrique dout l’égalité à j,éro forme l’équation proposée.
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Le second principe est, que si un nombre réduit le polynôme à zéro, ou bien est racine de la proposée , le polynôme est exactement divisible par le binôme formé de l’inconnue moins cette racine. D' Alembert est le premier qui ait démontré ce principe d'une manière rigoureuse : on en trouve dans la Note II une démonstration aussi exacte et plus complète , en ce qu'on y voit , non-seulement que la division doit réussir , mats qu’elle réussit encore actuellement.
Il est bien facile de voir ensuite celle partie réciproque du premier théorème : que s’il y a une racine entre deux nombres, et qu'il n'y en ait qu’une seule , ces deux nombres mis au lieu de l’inconnue donneront des résultats de signes contraires ; d’où il suit que la même chose aura lie» pour un nombre quelcouque impair de racines comprises , et n’aura lien que dans ce cas.
Tels sont les principes fondamentaux de toute la théorie des équations : on en déduit sur-le-champ qu’elles peuvent anmir autant de raçincs qu’il y a d'unités dans le plus haut exposant de l'inconnue , et n’en peuvent jamais avoir davantage. Que les équations de degrés impairs ont essentiellement au moins une racine réelle ; d’où il snit que dans une équation quelconque, les racines qui manquent sont nécessairement en nombre pair. Quant k ces sortes de racines , que l’on nomme imaginaires , il parut d’abord , par la résolution connue des quatre premiers degrés , que leur forme était la même que celle des imaginaires du second degré. D'Alombrrt essaya de démontrer généralement ce théorème, dans sa pièce sur la cause des vents, cr dans les Mémoires de Berlin pour l’année iy/jü’ M. Lagrange, qui rapporte celte démonstration , nu commencement de la Note IX , sur la forme des racines imaginaires, la rend plus rigoureuse et plus simple ; mais il faut convenir qu'excepté l’endroit oh l’on prouve que, dans le passage du réel à l’imaginaire, on réciproquement, la racine devient double, on quadruple, ou multiple d’nn ordre pair, le reste de la démonstration n’est point à l’abri d objections très solides. Aussi M. Ixigrange revient-il au théorème d’une manière plus directe , en considérant qu’il s'agit de prouver en général qne tout poiynome de degré pair, est résoluble en facteurs réels du second degré ; et , comme il n'y a que les équations de degrés impairs oh l’on puisse toujours assurer l'existence d'une racine réelle , on bien encore celles de degrés pairs , mais dont le dernier terme est essentiellement négatif, tout se réduit à prouver que , dans la recherche des coefficiens d’un facteur de degré pair pour le poiynome proposé, ou tombera finalement sur de telles équations. L’auteur, en rapprochant les travaux successifs des divers géomètres sur celle matière, et particulièrement les recherches d 'Euler, de Foncencx , et celles que Ini-tnèmc ajouta dans Us
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Mémoires de Berlin de 177a. fait voir que le théorème général se trouât par- là démontré d’une manière rigoureuse; mais à 1 a fin de la mime Note IX , il en rapporte une autre démonstration très élégante et déduite des mêmes principes , que M. Laplace a fait connaître depuis , dans les Leçons de l’École Normale. Cependant, si l’on voulait résoudre effectivement le polynôme en ses facteurs réels, comme il serait presque impossible de suivre le procédé indiqué par l'analyse qu'on y emploie, M. Lagrange croit devoir reprendre en entier ce problème général dans la Note X , où il fait voir à priori, non-seulement la possibilité de la décomposition de tout polynôme en facteurs réels du t" et du a* degré, mais encore le procédé qu’il faudrait suivre si l’on voulait actuellement efléctuer cette décomposition , ce qui ne laisse plus rien à désirer sur ce point important de la théorie générale des équations.
La nature des racines étant par-là bien connue , on peut se proposer maintenant ce problème général de leur résolution numérique.
a Étant donnée une équation numériqne , sans aucune notion préalable a de la grandeur ni de l’espèce de ses racines, trouver la valeur exacte, » s’il est possible, ou aussi approchée qu’on voudra de chacune de ces » racines. » -,
D'abord , s'il y a des racines égales , il sera facile de les reconnaître et de les dégager de l’équation , comme on le voit dans le Chapitre II du Traité. S’il y a des racines imaginaires , la recherche des parties imaginaires se réduira à celle des racines réelles d’une autre équation que l’on peut actuellement construire, et les parties réelles de ces mêmes racines s’obtiendront sur-le-champ par la simple opération du commun diviseur , comme l’auteur le fait voir dans le même chapitre. Reste donc à savoir comment on obtient les racines réelles d’une équation quelconque. Mais , pour plus de clarté , cette recherche se divise encore; car parmi les racines, les unes seront positives, les autres négatives. Or, si l’on sait trouver les positives , la même méthode appliquée à la transformée que donne l’équation , en y changeant le signe de l'inconnue, fera connaître les racines positives de cette transformée, et par conséquent les négatives de la proposée.
Tout se réduit donc enfin à savoir trouver les racines réelles et positives d’une équation numérique quelconque donnée. Or , le premier problème sera d’en reconnaître le nombre et les limites entières les plus approchées.
Si ces racines différaient entre elles au moins d’une unité, de sorte que, entre deux nombres entiers consécutifs , il n'en pût tomber qu’une Seule, on serait sûr qu'en mettant, au lieu de l’inconnue, la suite naturelle des
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nombres , les résultats successifs présenteraient autant du variations de signe qu’il y aurait de racines dans la proposée. Mais si , entre les deux Dombres consécutifs , il se trouve deux, ou un nombre quelconque pair de racines, les résultats donnés par ces nombres seront de signes semblables, et ces racines ne seront point aperçues. S'il s’en trouvait un nombre impair, les deux résultats seraient à la vérité de signes différons , et indiqueraient l’existence de racines comprises, mais ne feraient point connaître leur nombre, puisqu'il pourrait y en avoir une , ou trois, ou un nombre quelconque impair. Donc, pour reconnaître à coup sùr le nombre des racines, il faudra faire une suite de substitutions dont les intervalles soient moindres que le plus petit intervalle des racines entre clics. Alors on verra paraître dans Ja suite des résultats, juste autant de variations de signes qu'il y aura de racines dans la proposée. C’est pourquoi M. Lagrange cherche d'abord dans le problème du n° 8 , Chapitre I, une équation dont les racines soient les différences entre celles de la proposée prises deux à deux. Il apprend à trouver une quantité qui soit moindre que la plus petite racine de cette équation , et par conséquent , que le moindre intervalle des racines de l'équation numérique à résoudre. Il est le premier qui ait fait ce grand usage de l’équation aux différences, soit pour séparer exactement les racines , soit pour obleuir les imaginaires , et reconnaître leur présence dans les équations. 11 donne, au reste, dans la Note IV, une manière plus simple de trouver cette limite de la plus petite différence , sans calculer en entier l’équation ; et cette méthode peut abréger considérablement le travail dans la résolution des équations un peu élevées.
Cette recherche des limites des racines doit être regardée comme la plus importante de toutes dans là résolution des équations. C’est une chose qui ne paraît pas avoir été sentie par la plupart des auteurs : quelques-uns , même dans des ouvrages nouveaux, croient encore donner une méthode sûre , en indiquant le procédé de la substitution successive des nombres entiers; ce qui est, pour ainsi dire, passer à côté de la seule difficulté réelle du problème; car, une fois qu’on a les limites, il est bien aisé de les resserrer , et d'approcher autant qu’on veut de la racine comprise. Au reste , on a encore sur celte détermination des limites des racines, et sur les caractères de leur réalité, plusieurs méthodes très élégantes que la considération des maxima, dans les lignes paraboliques, a fait découvrir à plusieurs géomètres. On les trouve réunies dans la Note VIII , avec la fameuse règle de Descartes, mais toutes déduites, suivant la marche uniforme de l’auteur , des premiers principes de l'analyse des équalious.
Lorsque le nombre et les premières limites des racines sont déterminés, il s’agit de voir comment on en approche d’aussi près qu’on peut le
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désirer. L'auteur applique à la solution de ce problème celle ingénieuse théorie des fractions continues , qu'il a perfectionnée et rendue si féconde dans toute l'Analyse. La racine dont on s’occupe étant imaginée développée en fraction continue , il fait voir comment , par la répétition de la même méthode appliquée h des transformées successives, on peut trouver exactement les dénominateurs successifs de la fraction, et par conséquent la valeur aussi approchée qu'on voudra de la racine inconnue. Les opérations à faire sur ces transformées deviennent très simples; car, si l’on a en soin de changer d’abord la proposée en une autre où les racines soient distantes au moins de l’unité, ce qui est facile, alors chaque transformée n’a jamais qu'une seule racine supérieure è l'unité, et il est bien aisé de trouver les deux nombres entiers qui la renferment. On a donc, par la nature même des fractions continues , l'expression la plus simple et la plus exacte possible de chaque racine, et, à chaque instant, les limites de l’erreur que l'on pourrons commettre. Si la racine est commcnsurable , la fraction continue s'arrête ; si elle est incommensurable du a* degré , la fraction devient périodique, et là méthode de l'auteur a encore cet avantage de faire connaître les diviseurs commensurables du t" r et du a' degrés que la proposée pourrait contenir.
Aiusi l’on a, dans l’analyse des équations , ce beau résultat entièrement dù à M. Lagrange : si une inconnue est engagée dans une équation numérique de degré quelconque , on peut regarder actuellement sa valeur comme déterminée d’une manière parfaite; et l’on est en étal d'assigner les termes successifs de la fraction continue qui la représenterait, avec autant de rigueur que s’il s'agissait d’une fraction ordinaire que l’on voudrait actuellement développer.
Ni cette rigueur, ni celte généralité n’ont lieu dans aucune des méthodes données pour la solution du même problème. Outre qu’elles supposent la connaissance des limites des racines , qui ne s’obtiennent rigoureusement que par la première analyse de l'auteur , elles ne donnent point à chaque correction les limites de l’erreur , et laissent en doute sur les chiffres que l'on doit conserver. En suivant la méthode de Newton , si élégante d’ailleurs , cl si commode dans l’usage , non-seulement on ne reconnaîtrait point les racines commensurables, et les limites de l'erreur actuelle; mais on pourrait trouver des valeurs successives corrigées qui , au lieu de converger continuellement vers la racine , s'en éloigneraient , au contraire , de plus en plus. M. Lagrange, qui examine et apprécie cette méthode dans la Note Y, fait voir que l’usage n'en est sûr que dans le cas où la racine cherchée est la plus grande ou la plus petite de toutes,' et s’il y a des racines imaginaires, il faut encore que les parties réelles soient moindres
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que la plus grande racine réelle, ou plus grandes que la plus petite de ces racines. C'est ce qu’on pourrait voir d'ailleurs par la construction géométrique delà règle de Newton. Car les corrections successives de la racine reviennent à ajouter continuellement à l'abscisse qui représente la valeur approchée, la sous-tangente qui répond à cette abscisse; et il est visible que l'extrémité de cette sous-tangcntc peut, dans plusieurs cas , tomber plus loin de l’intersection cherchée de la courbe avec l’axe , que ne le fait l’abscisse elle-même. On éviterait cet inconvénient en tirant la corde de l’arc dont les extrémités répondent aux deux abscisses qui sont les limites de la racine ; car cette corde traversant l’axe dans l'intervalle des limites , donnerait un point nécessairement plus voisin de l'intersection de la courbe, et l'on serait sûr d'approcher.
La méthode d’approximation que Daniel Bernoulli a tirée des séries récurrentes , est sujette aux mêmes défauts. Elle ne s'applique qu'à la recherche de la plus petite ou de la plus grande racine ; et lorsqu'il y a des racines imaginaires, il faut aussi que la racine soit dans de certaines limites par rapport aux produits réels des racines imaginaires conjuguées. On pourrait également l’appliquer , par une transformation de la proposée , à la recherche de l'une quelconque des racines réelles. Mais il faudrait connaître d'avance une valeur qui fût approchée de cette racine au moins jusqu'à un certain poiui déterminé. Or ces premières limites ne peuvent s'obtenir, comme on Ta dit , que par les méthodes données dans cet écrit; et ces valeurs une fois connues, il est bien plus exact d’employer la méthode des fractions continues pour approcher rapidement de la vraie valeur des racines. Au reste, celte méthode , déduite de la considération des séries récurrentes , revient à celle de Newton , comme on le voit dans la Note XI. M. Lagrange y réduit en formule générale le résultat des substitutions successives indiquées par cette règle. Il déduit facilement de son élégante analyse, le rapprochement des méthodes précédentes, et la formule d 'Euler ponr le développement en série de la racine d'une équation quelconque, et celle de Newton pour le retour des suites , avec la loi des termes et le moyen| de continuer la série aussi loin qu'on peut le désirer ; enfin la démonstration de cette formule qu'il a donnée le premier, en 1768, dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, et qui est aussi remarquable par son élégance que par sa généralité. Cette Note , qui est un des plus beaux morceaux d'analyse , est terminée par l’extension de la règle de Newton à la résolution simultanée de plusieurs équations où Ton connaît déjà les valeurs approchées des diverses inconnues. Thomas Simpson avait indiqué ce procédé ; mais l’auteur développe les incounues en séries générales dont il montre la loi, ce que Simpson n'avait point fait.
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Quant à la méthode de Fontaine, sur laquelle <f Alembert et Condorcet t'étaient contentés de jeter quelques doutes , on la troure très nettement discutée dans la Note VU. M. Lagrange y prouve d’abord l'équivoque des caractères établis par l'auteur pour reconnaître , au moyen des roefliciens de l'équation , le système particulier de racines qui lui doit correspondre. Ces caractères conviennent quelquefois à plusieurs systèmes, et par conquent ne distinguent pas toujours, de tous les autres, le système unique dont il s’agit; de sorte qu’on ne peut assurer par-là , ni le nombre , ni la qualité des différentes racines. Mais la méthode est encore en défaut dans la seconde partie de la recherche : on y suppose que, par la substitution des nombres entiers au lieu de l'inconnue , les équations que l’on considère présenteront des résultats de signes contraires ; et cela n’a lieu , comme on sait , que pour celles où le plus petit intervalle des racines serait supérieur à l'unité. Aussi M. Lagrange n'cxamiuc-l-il cette méthode, dont on ne fait point usage , mais dont l’idée est très fine, que pour ne rien laisser à désirer sur la matière des équations. Comme il n’y a , dans toute l'Analyse , aucun point remarquable où ce géomètre n’ait porté son esprit , et qu’il n’ait, pour ainsi dire, regardé de très près, on est sùr de trouver dans scs ouvrages , en même temps que ses propres découvertes , tout cc qui a été pensé de plus profond on de plus ingénieux par ses prédécesseurs; et, ce qui est bien digne de remarque, tout y parait suivre uniformément des mêmes principes, comme si l’auteur en développait les plus simples corollaires.
Mais on a un exemple plus frappant de ce talent de simplifier et d'étendre à la fois les doctrines , dans le problème si fameux de la résolution générale des équations. Tout consiste, comme on l'a dit, à trouver une formule composée des coeffieiens littéraux de la proposée et qui la rende satisfaite d’une manière tout-à-fait identique. La première idée qui s’offrit aux géomètres, fut de chercher immédiatement quelque artifice par leqnel on pût mettre l'inconnue toute seule dans un membre de l'équation, et tous les coefficient donnés dans l’autre. On imagina ensuite de chercher des transformations de l’inconnue qui rendissent l’équation semblable à une autre que l’on pût résoudre ou décomposer. C’est à ces premières vues très naturelles, mais point encore éclairées par la théorie profonde des équations, qu’on doit rapporter les solutions de Cardan et de Tarlalea, pour le 3* et le 4' degrés ; la méthode de Descartes pour décomposer l’équation du 4', en deux autres du second; celle de Tschimaüt, pour réduire la proposée aux deux termes extrêmes par l’évanouissement des termes intermédiaires ; celle d'Euler, qui consiste à feindre d’avance la forme de l’expression générale de la racine, et à chercher ensuite ce qu’il faut mettre sous les radicaux qu’on y suppose; enfin celle de
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Betoul , fondée sur un principe semblable , mais où l’on commence à observe» les degrés des Réduites , et à indiquer la loi de leur élévation successive.
Toutes ces méthodes dépendent de l'exécution actuelle d’un calcul , et l’on n’y voit point qu'on doive arriver, 4 moins qu’on n’arrive effectivement : or par la nature du problème , la longueur des calculs croit avec une telle rapidité , que la question ne peut plus être aujourd’hui de chercher 1s formule, mais simplement.de prédire la suite des opération» qui y conduirait à coup s tir. Aucune de ces méthodes ne peut donc satisfaire l’esprit, et c'est à des idées plus hautes sur la nature des équations qu'il faut s'élever à présent pour découvrir s’il y a ou non nne rouir certaine qui ferait parvenir à leur résolution générale. 4 , /
y andennonde attaqua le problème avec beaucoup de justesse et de profondeur, dans les Mémoires de l’Académie des Sciences pour l'année 1771- Il considère que ai la formule était trouvée, et qu’on mit, un lieu de» coefbciens, leurs valeurs en fonction des racines, cette formule qui doit donner également. chacune d’elles, devrait pouvoir présenter indiHèremment ou la première, ou la seconde, ou l'une quelconque de ces racines , à volonté. D’après cette idée, prenant plusieurs lettres qui représentent les racines, il cherche à en coraposergéne e x pres sion qui, parl’équivoque des signes, se réduise indifféremment à l’une ou à l’autre, comme on voudra. Les formules connues lui donnèrent sur-le-champ ces expressions pour les quatre premiers degrés , et poannalogie, il est facile d’en trouver pour les degrés supérieurs. Mais la difficulté reste d’exprimer ensuite ces fonctions des racines, par les simples coefficiens de la proposée, on de les faire dépendre d’autres équations dont la résolution soit connue, li donne là-dessus des formes abrégées de calcul , qu’il nomme Types , et au moyen desquels il peut voir plus rapidement quelle aem l’issao de ces longues opérations. Sa méthode, comme toutes les * autres, réussit très bien pour les équations des quatre premiers degrés; mais pour le cinquième , il se trouve conduit et arrêté à une équation du sixième degré qu’il faudrait résoudre. " Quant à l’équation générale de ce dernier degré, il trouve qu’on arrivera à une réduite finale ou du quinzième, ou da dixième, suivant 1a route qu'on voudra choisir : car pour les degrés composés , on peut former avec les racines plusieurs expressions équivoque», qui aient également la propriété d’otfrir indiiléraaamcnt chacune d’elles; et il y a un choix à faire pour la moindre élévation du degré de la réduite. C'est une remarque que les formules du 4* degré auront naturellement présentée à V and#! monde. Par certaines méthodes, ou n’y trouve point de radicaux pairs plus élevé* que le radical carré ; par d’autres , on y trouve des radicaux quatrièmes. Toutefois les formules doivent être identiques et le sont en ellët , parce que ces radicaux pairs sont réductibles entre eux. Je me suis
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un peu arrêté sur ce Mémoire, parce qu'il est plein de choses. L'auteur parait ne point douter du succès de sa méthode pour la résolution des équations binômes. Sans indiquer la suite des opérations qu'il a dû faire , il donne la formule qui résout l'équation binôme du 11* degré, et il se trouve que ce résultat , à peu près ignoré jusqu'ici , est exact à un changement de signe près , comme M. Lagrange vient de le vérifier dans la note XJV de cet ouvrage, où il donne la résolution générale de toute cette classe d'équations. Ainsi V andermonde est , suivant M. Lagrange luimême , le premier qui ait franchi les limites où la résolution des équations binômes se trouvait resserrée.
A peu près dans le même temps, M. Lagrange parcourant les principales méthodes trouvées jusque-là sur la résolution générale des équations , les rappelait à un même principe, et formait cette théorie lumineuse où l'on voit sans calcul les degrés où doivent monter les réduites, et la raison de leur abaissement au-dessous de la proposée dans les quatre premiers degrés. Voici 1 idée générale de ce beau travail que l'auteur a donné, dans les Mémoires de Berlin, pour 1770 et 177*, et dont le précis fait l’objet de la Note XIII de cet ouvrage.
Quelles que soient ces équations d'où l’on ferait dépendre Ja résolution de la proposée, et qu’on nomme ainsi les réduites, leurs coefficieus seront fonctions des coefficiens de cette proposée, et par conséquent leurs racines, fonctions de ses racines. Toute réduite s’élèvera donc toujours à un degré«xnar, qué par le nombre de valeurs que peut avoir la fonction des racines que l’on y considère. Or, cette fonction en géuéral aura autant de valeurs qu’on y pourra faire de permutatiéns entre les racines qui y soûl contenues. Si donc elle en a moins, cela ne pourra provenir que de la nature particulière de la fonction qui sera telle, que plusieurs permutations entre les racines n'y apporteront aucun changement. D’après ces principes , il est bien facile à l’auteur de rapprocher toutes les méthodes des géomètres. Car, en mettant sous leurs formules, à la place des coefficiens. leurs valeurs parles racines, il découvre les fonctions particulières qu’ils cherchaient, pour ainsi dire, à leur insu; et ii arrive que toutes ces fonctions reviennent à la même , malgré l’apparunte diversité du leurs calculs et de leurs méthodes. Il voit en même temps pourquoi leurs réduites, dan* les quatre premiers degrés , s’abaissent audessous de l’équation et la résolvent ; et , se trouvant à même de prévoir le succès de calculs impraticables pour le cinquième degré, il montre que la réduite, qui est naturellement du tao* degré, descendra d’abord nu »4*i t l UK ccllc équation nouvelle se partagent en six autres du 4* degré, dont les coefficiens dépendront ainsi d’une équation finale ilu 6* degré , qu’il s’agirait d abaisser encore , mais qui a résisté jusqu’ici
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à tous les efforts des géomitres. D trouve de ftiême l'abaissement des réduites au i 5 * ou au 10* degré, pour la résolution générale du fi* : on voit l'accord de ces résultats avec ceux que Vandermonde obtenait dans le même temps par le moyen de ses formes ou types de calcul qu’il avait imaginés. Mais la' théorie de M. Lagrange est bien plus claire, et l’on y prévoit avéc Une égale facilité les résultats qu’on peut espérer ponr la résolution de tons les degrés supérieurs. De plus, l’auteur en tire une méthojlg simple et uniforme pour résoudre les équations. Car il est clair actuellement que le problème peut revenir à celui-ci : trouver des fonctions des racines qui soient telles d’abord qu’on en puisse aisément dégager ces racines, et en second lieu, qui ne dépendent que d'équations inférieures à la proposée , donL les cocfficteai soient connus , on dépendent eux-mêmes d’équations aussi inférieures à cette proposée. M. Lagrange choisit une fooclion linéaire de* racines: l’équation qui la donnerait, et qu'on peut actuellement construire , s’élèverait au degré marqué par le nombre dea permutations qu’on pourrait faire entre toutes ces racines, et, passé le 9 * degré, serait toujours plus haute que la proposée. Mais si l’on a soin de prendre , pour tes eoefliciens de cette fonction linéaire, les racines de l'unité du même degré que l’équation , ce que chutes les méthodes indiquent , la réduite s'abaissera, comme on peut' le voir à priori, par la forme même de la fonction.
Pour en donner une idée, qu'il a’agisse, par exemple, de résoudre l’équation générale du 5 * degré. L'équation résolvante qui donnera la fonction linéaire doses cinq racines, s'élèvera au degré i. a. 3 . 4 . 5 ou 190, nombre de manières dont on peut permuter cinq choses entre elles. Mais si les coefficient de cette fonction sont les radines cinquièmes de l’unité, on observera que cette fonction multipliée successivement par ces 5 racines , fournira 5 fonctions pareilles où les racines de la proposée auront changé de pince. Cette multiplication équivaudrait donc A 5 permutations qu’on ferait entre les racines. Donc, si la fonction simple a 190 valeurs différentes , sa cinquième puissance n’en aura que la 5 * partie ou 94. On cherchera donc la cinquième puissance de la fonction linéaire. Mais ces a 4 valeurs se partageront encore en six groupes. Car , par la nature des racines imaginaires de l’unité , une seule , avec scs puissances successives, donne toutes les autres; une autre , avec ses paissances successives, les donne encore , mais rangées dans un ordre nouveau. Or , comme il y a ici quatre de ces racines, la même fonction où l’on emploierait successivement et do la même manière ces quatre racines, répondrait successivement A quatre de scs valeurs . comme si l’on y eût permuté quatre fois le» racines de la proposée. Touip expression semblable de ces quatre
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fonctions, telles que leur somme , la spmtnc de leurs produits deux à deux, on trois A trois, etc., n'aura donc que le quart de toutes les valeurs, ou simplement six valeurs différentes- L a fonction pourra donc être regardée routine la racine d'une équation dn 4* degré dont les çocfficicns seront donnés par une équation dn 6 e qui sera entièrement connue. On ferait voir par les mêmes raisonnemens que la résolvante du y* degré et qui montera au degré t. a. 3, 4 .5. 6. y s'abaissera au degré 2 . 3-4.5; et ainsi de suite : de sorte que la méthode , pour les degrés qui sont des nombres premiers, ne fait disparaître que les difficultés marquées par les deux derniers facteurs dans la formule qui exprime le nombre de toutes les permutations possibles ; et cette réduction ne suffit pas pour les degrés supérieurs an 3*.
L’auteur applique également sa méthode aux équations de degrés composés ; et par la nature même de la chose, il y a pour ces degrés des simplifications particulières dans la marche et le résultat du calcul. Les réduites s'y abaissent davantage; mais, au-delà du 4° degré, elles restent toujours supérieures à la proposée; et l'on n’a pu y voir jusqu’ici aucune réduction ultérieure.
Voilà lotit ce qu’on sait sur la résolution générale des équations où les racines sont supposées dans une parfaite indépendance. On ignore entièrement si cette résolution est possible, et s’il ne pourrait pas y avoir des formes do fonction! où 1 on épuiserait plus de permutations que dans celles do«fenous venons de parler.
Mais, lorsque les racines sont liées par quelque relation connue, la difficulté descend toujours à celle de» degrés inférieurs. Si une partie Ass racines est traitée d’une certaine manière, 011 pourra sur-le-champ dégager le polynôme qui les renferme ; et s'il y a plusieurs groupes où les racines contenues soient semblablement traitées , on obtiendra un quelconque de ces groupes par une équation d’up tjegré marqué par leur nombre. Quand 011 sait, par exemple, que les racines d'une équation se conjuguent deux à deux, de manière que leur produit fait l'unité, celte équation , qu’on nomme réciproque , se "partage aisément en deux autres de degré deux fois moindres ; et de même, si les racines se conjuguaient trois à trois par quelque relation commune , 1 équation se partagerait entrois autres; et, en général, la difficulté dune équation où les racines s'assemblent en groupes semblables se réduit aux difficultés des degrés respectifs marqués par le nombre des groupes, et par le nombre de racines contenues dans chacun d eux.
C'est ce qui arrive naturellement aux équations binômes d'un degré composé. Si vous considérez , par exemple, l’équation binôme du i5*
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degré, elle a i5 racines; mais, parmi ces racines, il y en a (rois dont les cubes sont égaux, trois autres dont les cubes sont égaux, etc.; donc si, au lien de chercher les racines simples, vous ne cherche! d'abord que les cubes , vous «'aurez plus que cinq valeurs. Et de même , si l'on n'eùl cherché que les cinquièmes puissances, on n'aurait eu que trois valeurs diOércntcs; d’où il parait manifeste qu'une équation binôme d'un degré composé se réduit à la résolution d’équations semblables de degrés marqués par les facteurs du degré de la proposée.
11 ne reste donc qu’à résoudre l'équation binôme d'nn degré premier. Or, en ôtant par la division le facteur linéaire qui répond à la racine réelle , on obtient une équation réciproque ale degré pair, laquelle su dédouble comme on l’a dit , et n'a plus que la difficulté d'un degré deux fois moindre.
On n'avait pas été plus loin dans la réduction des équations binômes , lorsque M . Gauss démontra que cette équation réciproque pouvait se résoudre à l'aide d'autant d'équations particulières qu'il y a de facteurs dans son degré, et dont les degrés sont exprimés par ces mime* facteurs. Ainsi l'équation binôme du i3* degré donne, en séparant le facteur réel, une équation réciproque du ta* degré qui ne demande (dus que la résolution de trois équations des degrés respectifs a, a et 3 qui sont les facteurs premiers de ia. L'équation binôme du Mg* degré n'exige de même que la résolution de trois équations des degrés 3,3,3; et ainsi de suite. Sans entrer ici dans le détail des propriétés de nombres qui ont condnit M. Gauss h cette réduction nouvelle, nous ferons observer quelle lient essentiellement à ce que les racines se conjuguent non-seulement deux à deux , comme on le savait depuis long-temps , mais se groupent encore 3 à 3, 5 à 5, etc.; si 3 et 5, etc., sont encore facteurs du nombre de ces racines. C’est ce qu'on pourra reconnaître sur des exemples, avec un peu d’attention. Ainsi, l’on verra sans peine que les douze racines imaginaires de l'équation binôme du i3* degré se partagent en quatre groupes de trois racines, telles, dans chacun d'eux, qu'en mettant l'une à la place de l’autre , ces trois racines no se séparent pas; et par conséquent , si l'on échange les racines d'un groupe à l'autre, les groupes ne feront que changer de place en conservant toujours leurs mêmes raciues. Ensuite on verni que , parmi ces quatre groupes , il y en a deux qui sont tels que , tout échange qui fait passer l’un à la place de l'autre, ramène çehii-ci à la place du premier; ainsi, les deux autres groupes sont dans le même cas. Si donc vous demandez à l'équation du ta* degré, le diviseur du 3* qui rassemblerait les trois racines d'un groupe, vous aurez les coefficient de ce diviseur par une
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«jualion du 4* degré; et si vous cherchez à celle-ci le diviseur du second qui n ses racines correspondantes aux deux groupes conjugués , vous aurez ses cocfficicns par une équation du a* degré; de sorte que la proposée sera résolue par des équations auxiliaires du a' et du 3* degré; et ainsi des autres. Quant à ces équations auxiliaires, elles n'ont elles-mêmes que la difficulté dos équations binômes du même degré. Ou peut voir là-dessus les disquisitiones arithmeticce , aux endroits cités par M. Lagrange, dans la Note XIV de ce Traité.
Mais, par l’analyse qu’il vient de nous donner dans cette Note nouvelle, on voit, avec la dernière évidence, la réduction immédiate de l'équatiun réciproque proposée à une équation binôme du même degré qui est déjà censée résolue ; de sorte que sa méthode rend superflue cette considération des équations auxiliaires, et fait disparaître les ambiguités que l’on rencontre dans le procédé de M. Gauss, pour distinguer à chaque instant la racine particulière qu’on a dessein de dégager dans toute la suite du calcul.
Pour mieux expliquer cette Analyse, qui n’est autre chose qu'une application particulière de la méthode générale exposée dans la Note précédente, je prendrai l’exemple de l'équation binôme du onzième degré : le discours en sera plus facile, et le raisonnement ne perdra rien de sa généralité.
En séparant donc la racine réelle, on a une équation réciproque du 10 * degré qu’il s’agit de résoudre. Or, on sait d'abord que les racines de cette équation ont cette singulière propriété , qu’une seule d’entre elles élevée successivement aux puissances 1, a, 3, 4> 5, etc., donne toutes les autres (’); et si l’on continuait d'élever à des puissances plus hautes, on les verrait reparaître périodiquement dans le même ordre , à l’infini , en trouvant l’unilé à chaque puissance qui serait un multiple de onze. Cette propriété uous permet donc d’écrire tontes nos racines avec une seule lettre affectée de différons exposant,. Mais, au lieu de ranger ces exposans en progression arithmétique, M. Gauss , d'après le théorème de Fermât sur les résidus des puissances, eut l’heureuse idée de les ranger en progression géométrique, en prenant pour base un de ces nombres , qu 'Euler nomme racines primitives , et qui sont tels que leurs puissances successives, divisées par le nombre premier dont il s’agit, qui
(*) IVaring attribue ce üiéortme à M La/[range ; ce qu’il j s de rcmarqaahle , c'est que Valider monde ne fe connaissait point en 1771 : il représente encore les diverses racines de l'unité par des lettres différemment accentuées, tandis qu'il ponçait les représenter par nne même lettre avec différent exposant . et voir tena calcul toutes les réductions qn’il effectue et laborieusement dans sut Mémoire
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est ici onze, laissent des résidus successifs tous différent : de celte manière on a encore les dix mêmes racines que si l’on eût pris les exposant t, a, 3, 4 » etc. , mais dam un ordre nouveau, ce qui ,cst indifférent. Or à présent , on peut voir que cette disposition des racines est telle que, si l’on veut mettre une d'entre tilles à la place d’une autre, et que, par ce changement, une des racines s’avance d’une, de deux, de trois ou de quatre places, etc., toutes les autres s’avanceront en même temps d’une, de doux, de trois ou de quatre places, etc.; de sorte que toutes les permutations possibles que vous voudriez faire entre ce* dix racines, par le transport de l’une à la place d’une autre, œ réduiront uniquement aux dix permutations que voit» obtenez en lisant de suite vos racines, d'abord à partir de la première, puis de la deuxième, puis de la troisième, etc., enfin de la dixième, exactement comme si elles étaient écm^ajyii cercle. Cela posé , si , en suivant la méthode générale de la Note XIII, vous prenez une fonction linéaire de vos dix racines, i't que vous mettiez pour coefiiciens les dix racines dixièmes de l’unité, en plaçant ces raciucs suivant l’ordre naturel des puissances d’une seule, vous observerez qu’en multipliant toute cette fonction linéaire par la première racine dixième de l'unité, vous faites avancer dans la fonction toutes vos racines cherchées d’une place; si vous multipliez par la deuxième, vous les faites avancer de deux places, et ainsi de suite. Donc, si vous élevez tout d’un coup la fonction linéaire à la dixième puissance, vous épuisez les dix seules permutations différentes dont elle était susceptible, et par conséquent vous n'y trouvez plus qu’une seule valeur, quelque échauge qu’on y fasse entre les racines contenues. Vous obtenez donc cette première fonction linéaire en remettant le radical dixième sur sa dixième puissance qui est connue. Vous obtenez de même une seconde fonction linéaire, en employant une autre racine dixième de l’unité, et ainsi de suite ; et de ces dix fonctions linéaires vous tire» surle-champ , sans ambiguité, vos dix racines inconnues.
Telle est la méthode donnée par M. iMgrangc , comme une suite naturelle de sa méthode générale. On y profite encore dos simplifications qui sc présentent dans la résolution des équations composées. Ainsi, au lien d’élever la fonction linéaire à la puissance marquée par le degré de l’équation , on peut n’élever d’abord qu’à la puissance marquée par l’un de» facteur* premiers de ce degré, et ainsi de suite; et l’on aura le double avantage d’arriver d'une manière plus prompte à des formules plus simples. Toutefois ces formules seront les mêmes eu égard à la nature des radicaux, parce que des radicaux d’un degré composé se réduisent à ceux des degrés respectifs marqués par les facteurs premiers de
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ce degré. On voit donc que , (Uns U formule qui résout une équation binôme d’un degré quelconque premier, il tt'y aura pas d'autres radicaux que ceux qui répondent aux facteurs simples de ce degré premier moins un. Ainsi, pour l'équation binôme du 17* degré, il n’y aura que des racines carrées ; on pourra donc construire la formule par la règle et le compas; voilà pourquoi l'on peut inscrire geomét licitement le polvgone régulier de dix-sept côtés ; et en général , tout polygone d’un nombre de côtés, égal à une puissance de deux plus un, et en même temps premier. Car on sait que la résolution de l’équatiou binôme donne la division du cercle en parties égales : réciproquement , ai l’on sait diviser le cercle eu parties égales , on peut résoudre l’équation binôme d’un degré marqué par le nombre de ces parties. Aussi , de toutes les solutions de cette équation, la meilleure dans l’usage est celle que donnent les tables de trigonométrie, où l’on trouve la circonférence divisée- £n un nombre quelconque de parties, avec une très grande exactitude. Mais il n’en était pas moins curieux et important pour l’Analyse, d’examiner et de suivre jusqu’au bout celte résolution algébrique des équations binômes, qui est comme Jet clef de la résolution générale des équations complètes (*).
(♦) Vojre* ce que noos avons eceit depuis sur celle matièic, dans le XIV* ei dernier volume des Mémoires de l'Institut , cl dans le tome IV des Mémoires de l' Académie des Scicnrr»
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INTRODUCTION
La solution de tout problème déterminé se réduit, en dernière analyse , à la résolution d’une ou de plusieurs équations , dont les coefficiens sont donnés en nombres, et qu’on peut appeler équations numériques. Il est donc important d’avoir des méthodes pour résoudre complètement ces équations, de quelque degré quelles soient. Celle que l’on trouve dans le Recueil des Mémoires de l’Académie de Berlin pour l’année 1767 , est la seule qui offre des moyens directs et sûrs de découvrir toutes les racines tant réelles qu’imaginaires d’une équation numérique donnéè, et d’approcher le plus rapidement et aussi près que l’on veut de chacune de ces racines. On a réuni dans le présent Traité le Mémoire qui contient cette méthode , et les Additions qui ont paru dans le volume des Mémoires de la même Académie, pour l’année 1768. Et pour rendre ce Traité plus intéressant, on y a joint plusieurs Notes , dont les deux dernières paraissent pour la première fois dans cette nouvelle Édition . Ces Notes contiennent des recherches sur les principaux points de la théorie des équations algébriques.
Il faut bien distinguer la résolution des équations numériques de ce qu’on appelle en Algèbre la résolution générale des équations. La première est, à proprement parler , une opération arithmétique , fondée à la vérité sur les principes généraux de la théorie des équations , mais dont les résultats ne sont que des nombres , où l’on ne reconnaît plus les pre-
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miers nombres qui ont servi d’élémens , et qui ne conservent aucune trace des différentes opérations particulières qui les ont produits. L’extraction des racines carrées et cubiques est l’opération la plus simple de ce genre ; c’est la résolution des équations numériques du second et du troisième degré , dans lesquelles tous les termes intermédiaires manquent. Aussi conviendrait-il de donner dans l’Arithmétique les règles de la résolution des équations numériques , sauf à renvoyer àd’Algèbre la démonstration de celles qui dépendent de la théo rie générale des équations.
Newton a appelé l’Algèbre Arithmétique universelle. Cette dénomination est exacte à quelques égards ; mais elle ne fait pas assez connaître la véritable différence qui se trouve entre l'Arithmétique et l’Algèbre. Lecaractère essentiel de celle-ci consiste en ce que les résultats de ses opérations ne donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu'on cherche’, comme ceux des opérations arithmétiques ou des constructions géométriques, mais représentent seulement les opérations, soit arithmétiques ou géométriques qu’il faudra faire sur les premières quantités données pour obtenir les valeurs cherchées ; je dis arithmétiques ou géométriques , car on connaît depuis Vïéle les constructions géométriques par lesquelles on peut faire sur les lignes les mêmes opérations que l’on fait en Arithmétique sur les nombres.
L'Algèbre plane pour ainsi dire également sur l’Arithmétique et sur la Géométrie; son objet n’est pas de trouver les valeurs mêmes des quantités cherchées , mais le système d’opérations à faire sur les quantités données pour en déduire les valeurs des quantités qu’on cherche, d’après les conditions du problème. Le tableau de ces opérations représentées par les caractères algébriques, est ce qu’on nomme en Algèbre unè formule; et lorsqu’une quantité dépend d’autres quantités, de manière qu’elle peut être exprimée par une formule
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qui contient ces quantités , on dit alors qu'elle est une fonction de ces marnes quantités.
L'Algèbre , prise dans le sens le plus étendu , est l’art de déterminer les inconnues par des fonctions des quantités connues , ou qu’on regarde comme connues ; et la résolution générale des équations consiste à trouver pour toutes les équations d’un même degré, les fonctions des coefficiens de ces équations qui peuvent.en représenter toutes les racines.
On n’a pu jusqu’à présent trouver ces fonctions que pour les équations du second, du troisième* et du quatrième degré ; mais quoique ces fonctions expriment généralement toutes les racines des équations de ces mêmes degrés , elles se présentent néanmoins , dès le troisième degré , sous une forme telle qu’il est impossible d’en tirer les valeurs numériques des racines par la simple substitution de celles des coefficiens, dans les cas mêmes où toutes les racines sont essentiellement réelles; c’est cette difficulté que les Analystes désignent par le nom de cas irréductible; elle aurait lieu à pins forte raison dans les équatiops des degrés supérieurs , s’il était possible de les résoudre par des formules générales. . '
Heureusement on a trouvé le moyen de la vaincre dans le troisième et le quatrième degré , par la considération de la trisection des angles , et par le secours des tables trigonométriques; mais ce moyen, qui dépend .de la division des angles , n’est applicable dans les degrés plus élevés qu'à une classe d’équations très limitée ; et l’on peut assurer d’avance que quand même on parviendrait à résoudre généralement le cinquième degré et les suivans , on n’aurait par là que des formules algébriques , précieuses en elles-mêmes , mais très peu utiles pour la résolution effective et numérique des équations des mêmes degrés, et qui, par conséquent, ne
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dispenseraient pas d’avoir recours aux méthodes arithmétiques qui sont l’objet de ce Traité.
Vie te est le premier qui se soit occupé de la résolution des équations numériques d’un degré quelconque. Il fait voir , dans le Traité de numerosa potes latum adfectarum resolutione, comment on peut résoudre plusieurs équations de ce genre par des opérations analogues à celles qui servent à extraire les racines des nombres.
Harriot , Ougtred, Pell, etc. , ont cherché à faciliter la pratique de cette méthode, en donnant des règles particulières pour diminuer les tâtonnemens, suivant les différens cas qui ont lieu dans les équations relativement aux signes de leurs termes. Mais la multitude des opérations qu’elle demande, et l’incertitude du succès dans un grand nombre de cas , l’ont fait abandonner entièrement.
En effet , il est aisé de se convaincre qu’elle' ne peut réussir d’une manière certaine, que pour les équations dont tous les termes ont le même signe , à l’exception du dernier tout connu ; car alors ce terme devant être égal à la somme de tous les autres , on peut , par des tâtonnemens limités et réglés , trouver successivement tous les chiffres de la valeur de l’inconnue, jusqu’au degré de précision qu’on aura fixé. Dans tous les autres cas , les tâtonnemens deviendront plus ou moins incertains, à cause des termes soustractifs.
Il faudrait donc , pour l’emploi de cette méthode, qu’on put par une préparation préliminaire,' réduire toutes les équations à cette forme. Nous prouverons , dans une des Notes (*), que cette réduction est toujours possible; pourvu qu’on ait deux limites d’une racine, l’une en plus, l’autre en
(*) Voyei la Note XII.
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moins, et qui soient telles que toutes les autres racines , ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s’il y en a , tombent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver ces limites est elle-même aussi grande, et peut être quelquefois plus grande que celle de résoudre l’équation.
A la méthode de Viete a succédé celle de Newton j qui n’est proprement qu’une méthode d’approximation , puisqu’elle suppose que l’on ait déjà la valeur de la racine qu’on cherche, à une quantité près moindre que sa dixième partie; alors on substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue à l’inconnue de l’équatiou proposée , et l’on a une seconde équation dont la racine est ce qui reste à ajouter à la première valeur pour avoir la valeur exacte de la raci no -cjjetchéc ; mais, à cause de la petitesse supposée de ce reste , on néglige, dans la nouvelle équation , le carré et les puissances plus hautes de l’inconnue ; et l’équation étant ainsi rabaissée au premier degré , on a sur-le-champ la valeur de l’inconnue. Cette valeur ne sera encore qu’approchée ; mais on pourra s’en servir pour en trouver une autre plus exacte , en ,4gisant sur la seconde équation la même opération que sur la première, et ainsi de suite. De cette manière , on trouve à chaque opération une nouvelle quantité à ajouter ou Retrancher de la valeur déjà trouvée, et on a la racine d’autant plus exacte, qu’on pousse le calcul plus loin.
Telle est la méthode que l’on emploie communément pour résoudre les équations numériques; mais elle ne sert, comme l’on voit, que pour celles qui sont déjà à peu près résolues. De plus, elle n’est pas toujours sûre; car en négligeant à chaque opération des termes dont on ne connaît pas la valeur, il est impossible de juger du degré d’exactitude de chaque nouvelle correction; et il peut arriver, dans les équations qui ont des racines presque égales , que la série soit très peu
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convergente, ou qu’elle devienne même divergente après avoir été convergente (*). Enfin , elle a encore l’inconvénient de ne donner que des valeurs approchées des racines mêmes qui peuvent être exprimées exactement en nombres , et de laisser par conséquent en doute si elles sont commensu râbles ou non.
Le problème qu’on doit se proposer dans cette partie de l’Analyse , est celui-ci wEtant donnée une équation numérique sans aucune notion préalable de la grandeur ni de l espece de ses racines , trouver la valeur numérique exacte, s'il est possible , ou aussi approchée quon voudra de chacune de ses racines. Ce problème n’avait pas encore été résolu; il feit^’objet des recherches suivantes.
Depuis la première édition de cet ouvrage (**) , il a paru différentes méthodes pour la résolution des équations numérique^ mais la solution rigoureuse du problème dont il Spgit, est restée au même point où je l’avais portée; et jusqu’ici on n’a rien trouvé qui puisse dispenser dans tous leS cas de la recherche d’une limite moindre que la plus pêtite différence entre les racines, ou qui soit préférable aux* moyens donnés dans la Note IV, pour faciliter cette recherche.
O Vo yez la Note V.
O En 1798. ’
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CHAPITRE PREMIER
Méthode pour trouver, dans une équation numérique quelconque, la valeur entière la plus approchée de chacune de ses racines réelles.
i. Théorème I. Si l’on a une équation quelconque , et que l’on connaisse deux nombres tels qu’étant substitués successivement à la place de l’inconnue de cette équation , îls donnent des résultats de signes contraires ', l’équation aura nécessairement au moins une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres. • ,
Ce théorème est connu depuis long-temps , et l’on a coutume de le démontrer par la théorie des lignes courbes ; mais on peut aussi le démontrer directement par la théorie des équations, en cette aorte. Soit x l’inconnue de l’équation, et a, /S, y, etc., ses racines, l’équation se réduira , comme l’on sait , à cette forme
éStetib : x - ■
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Or , soient p et q les nombres qui , substitués par x , donneront des résultats de signes contraires, il faudra donc que ces deux quantités
soient de signes diflërens ; par conséquent, il faudra qu’il y ait au moins deux facteurs correspondans , comme p — es et q — et , qui soient de signes contraires : donc il y aura au moins une des racines de l’équation , comme et, qui sera entre les nombres p et q, c’est-àdire plus petite que le plus grand de ces deux nombres , et plus grande que le plus petit d’eutre eux ; donc cette racine sera nécessairement réelle.
3. Corollaire 1. Donc si les nombres p et q ne diffèrent l’un de l’autre que de l’unité, ou d’une quantité moindre que l’unité, le plus petit de ces nombres, s’il est entier, ou le nombre entier qui sera immédiatement moindre que le plus petit de ces deux nombres, s’il n’est pas entier, sera la valeur entière la plus approchée d’une des racines de l’équation. Si In diflerence entre p et q est plus grande que l’unité, alors nommant n, n+i, n-f-a, etc., les nombres entiers qui tombent entre p et q , il est clair que , si l’on substitue successivement à la place de l’inconnue les nombres p , n, re-f-i , n-j-a, etc. q , on trouvera nécessairement deux substitutions consécutives qui donneront des résultats de signes différens ; donc , puisque les nombres qui donneront ces deux résultats 11e diffèrent entre eux que de l’unité, on trouvera , comme ci-dessus, la valeur entière la plus approchée d’une des racines de l’équation.
3. Corollaire a. Toute équation dont le dernier terme est négatif, en supposant le premier positif, n nécessairement une racine réelle positive, dont on pourra trouver la valeur entière la plus approchée, en substituant à la place de l’inconnue les nombres 0, 1 , 2,3, etc., jusqu’à ce que l’on rencontre deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires.
Car, en supposant le premier terme x”, et le dernier — H (H étant un nombre positif), on aura, en faisant x,= o, le résultat négatif — H, et en faisant x = 00, le résultat positif oc”; donc on aura ici p= o et q — ce; donc les nombres entiers intermediaires seront tous les nombres naturels 1, 3, 3, etc., donc, etc. ( 'Coroll . prêc.)
De là ou voit, i*. que toute équation d’un degré impair, dont le dernier terme est négatif, a nécessairement une racine réelle positive.
a*. Que toute équation d’un degré impair, dont le dernier tenue est positif, a nécessairement une racine réelle négative; car, en changeant x en — x, le premier terme de l’équation deviendra négatif: donc, changeant tous les signes pour rendre de nouveau le premier terme positif , le dernier deviendra négatif : donc l’équation aura alors une racine réelle positive; par conséquent l’équation primitive aura une racine réelle négative.
3*. Que toute équation d’un degré pair, dont le dernier terme est négatif, a nécessairement deux racines réelles , l’une positive et l’autre négative; car, premièrement, elle aura une racine réelle positive; ensuite, comme en changeant x en — x, le premier terme demeure positif, la transformée aura aussi une racine réelle positive : donc l’équation primitive en aura une réelle et négative.
4- Remarque. Comme on peut toujours changer les racines négatives d’une équation quelconque en positives, en changeant seulement le sigue de l’inconnue , nous ne considérerons dans la suite , pour plus de simplicité , que les racines positives ; ainsi , quand il s’agira d’examiner les racines d’une équation donnée, on considérera d’abord les racines positives de cette équation , ensuite on y changera les signes de tous les termes où l’inconnue se trouvera élevée à une puissance impaire , et on considérera de même les racines positives de celte nouvelle équation; ces racines, prises en moins, seront les racines négatives de la proposée.
5. Théorème II. Si dans une équation quelconque, qui a une ou plusieurs racines réelles et inégales , on substitue successivement à la place de l’inconnue deux nombres, dont l’un soit plus grand et dont l’autre soit plus petit que l’une de ces racines , et qui didêrent en même temps l’un de l’autre d’une quantité moindre que la différence entre cette racine et chacune des autres racines réelles de l’équation ces deux substitutions donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.
Eu effet , soit * une des racines réelles et inégales de l’équation , et 0,>, tf, etc. , les autres racines quelconques ; soit de plus f la plus petite des différences entre la racine et et chacune des autres racines
réelles de l’équation , il est clair qu’en prenant p > a , q < a . , et p — q < f , les quantités p—a et q — a seront de signes contraires, et que les quantités p — /3, p — y, etc., seront cbacuue de même signe que sa correspondante q — /3 , q — y , etc. , car , si p — \ S et q — â étaient de signes contraires , il faudrait que /3 fut aussi compris entre p et q, ce qui ne se peut. Donc les deux produits
c’cst-à-dire, les résultats des substitutions de p et q à la place de l’inconnue x (n* i) seront nécessairement de signes contraires.
6. Corollaire i. Donc, si dans une équation quelconque on substitue successivement à la place de l’inconnue les nombres en progression arithmétique
o, A, aA , 3A, 4A, etc., (A)
les résultats correspondans formeront une suite , dans laquelle il y aura autant de variations de signes que l’équation proposée aura de racines réelles positives et inégales , mais dont les différences ne seront pas moindres que la différence A de la progression. De sorte que si l’on prend A égale ou moindre que la plus petite des différences entre les différentes racines positives et inégales de l’équation , la suite dont il s’agit aura nécessairement autant de variations de signes que l’cquation contiendra de racines réelles positives et inégales.
Donc, si la différence A est en meme temps égale ou moindre que l’unité, on trouvera aussi, par ce moyen, la valeur entière approchée de chacune des racines réelles positives et inégales de l’cquation (n* a).
Si l’équation ne peut avoir qu’une seule racine réelle et positive , ou si elle en a plusieurs , mais dont les différences ne soient pas moindres que l'imite, il est clair qu’on pourra faire A = i , c’est-à -dire qu’on pourra prendre les nombres naturels o, i , 2, 5, etc. , pour les substituer à la place de l’inconnue; mais, s’il y a dans l’équation des racines inégales dont les différences soient moindres que l’unité, alors il faudra prendre A moindre que l’unité, et telle qu’elle soit égale ou moindre que la plus petite des différences entre les racines don| il s’agit : ainsi la difficulté se réduit à trouver la valeur qu’on doit donner
à A, en sorte qu’on soit assuré qu’elle ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines positives et inégales de l’équation proposée : c’est l’objet du problème suivant.
Corollaire a. Toute équation qui a un seul changement de signe, a nécessairement une seule racine réelle positive.
11 est d’abord clair que l’équation aura nécessairement une racine réelle positive, à cause que sou dernier terme sera de signe différent du premier (n" 3). Or je vais démontrer qu’elle ne peut en avoir qu’une.
Soit (en supposant le premier terme positif, comme à l’ordinaire) X la somme de tous les termes positifs de l’équation , et Y la somme de tous les négatifs, en sorte que l’équation soit X — Y = o ; et puisqu’il n’y a, par l'hypothèse, qu’un seul changement de signe, il est clair que les puissances de l’inconnue x du polynôme X seront toujours plus hautes que celles du polynôme Y ; de sorte que si x? est la plus petite puissance de x dans le polynôme X, et qu’on divise les deux polynômes
X et Y par x', la quantité — ne contiendra que des puissances posi- Y
tives de x, et la quantité — r ne contiendra que des puissances uéga-
tives de x; d où il suit que x croissant, la valeur de — devra croître
aussi, et x diminuant, — diminuera aussi, à moins que le polynôme
X ne contienne que le seul terme x', auquel cas — sera toujours une
quantité constante; au contraire, x croissant, la valeur de — dimi-
nuera nécessairement , et x diminuant , — ira en augmentant. Soit a
la racine réelle et positive de l’équation , on aura donc , lorsque x=a , X Y
X = Y; donc aussi — = — : donc en substituant, au lieu de x, des
nombres quelconques plus grands que a , on aura toujours — > — , et
par conséquent X — Y égal à un nombre positif; et en substituant, au lieu de x, des nombres moindres que a , on aura toujours — < — ; et par conséquent X — Y égal à un nombre négatif : donc il sera impos-
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sible que l’équation ait des racines réelles et positives plus grandes ou plus petites que a.
Si l’équation a plusieurs changemens de signe, elle peut avoir aussi plusieurs racines réelles positives; mais leur nombre ne peut jamais surpasser celui des changemens ou variations de signe : c’est ce théorème qu’on appelle la règle de Descartes. Voyez la note VIII.
8. Problème. Une équation quelconque étant donnée, trouver une autre équation dont les racines soient les différences entre les racines de l’équation donnée.
Soit donnée l’équation
x” — Ax— + Bx— — Cx— - 3 + etc. = o (B);
on sait que x peut être indifféremment égal à une quelconque de ses racines: soit x' une autre racine quelconque de la même équation , en sorte que l’on ait aussi
x'" — Ax 1 * -1 -f- Bx'“~* — Cx'— 3 + etc. — o ,
et soit u la différence entre les deux racines x et J, de manière que l’on ait x'==x-|-u; substituant cette valeur de x' dans la dernière équation , et ordonnant les termes par rapport à u , on aura une équation en u du même degré m , laquelle , en commençant par les derniers termes , sera de cette forme
X + Yu -f- Zu“ ■+■ Vu 3 *+- etc. -f- u“ 5= o , les coefliciens X, Y, Z, etc., étant des fonctions de x telles que
X = x- — Ax— -f- Bx— — • Cx— 3 ■+■ etc. ,
Y = mx* -1 — (m — 1) Ax— *-f- (m — a)Bx— 3 — etc. ,
Z = X— - Ax- 3 + etc. ,
etc. ;
c’est-à-dire , suivant la notation du calcul différentiel , v dX _ d‘X v _ d 3 X
Y =S’ Z= 53?> V — 53dP> etc ’
Donc, puisque par l’équation donnée (B) on a X = o , l’équation pré-
cêdente étant divisée par u, deviendra celle-ci :
Y-+- Zn + Vu* 4- etc. + (C).
Cette équation , si l’on y substitue pour x une quelconque des racines de l’équation (B), aura pour racines les différences entre cette racine et toutes les autres de la même équation (B) : donc , si l’on combine les équations (B) et (C) en éliminant x, on aura une équation en u, dont les racines seront les différences entre chacune des racines de l’équation (B) et toutes les autres racines de la même équation ; ce sera l’équation cherchée.
Mais sans exécuter ccttc élimination , qui serait souvent fort laborieuse, il suffira de considérer :
1 °. Que a, 0 , y, etc. , étant les racines de l’équation en x, celles de l’équation en u seront « — 0 , a — y, etc., 0 — a, 0 — y , etc., y — a , y — 0 , etc. , etc. ; d’où l’on voit que ces racines seront au nombre de m (m — i), et que de plus elles seront égales deux à deux , et de signes contraires ; de sorte que l’équation en u manquera nécessairement de toutes les puissances impaires de u. Donc , en faisant
— — n et u* = u , l’équation dont il s’agit sera de cette forme v* — au*~‘ -+- bu’—‘ — co* -3 -+- etc. = o (D).
3 °. Que (« — /3)*, (<* — y)', {0 — >)*, etc. , étant les différentes valeurs de u dans l’cquation (D), le coefficient a sera égal à la somme de toutes ces valeurs, le coefficient b sera la somme de tous leurs produits deux à deux , etc.
Or, il est facile de voir que (a — /3)“— J— (a — y)' -f- (0 — y)‘ -|- etc. = (m — i) (a* -f- 0‘ + y % 4- etc.) — 3 (*0 -f- wy -f- 0y etc.) ; mais on sait que a.0 -J- <*-y *+* 0y etc. = B ; et *‘+ 0‘ ■+■ >*- f- etc. — A* — aB : donc on aura a = [m~ i) (A*— aB) — aB , savoir: a=(m — i) A* — amB ; et on pourra , de la même manière , trouver la valeur des autres coefficieus b , c , etc.
Pour y parvenir plus facilement , supposons
A, = * -h 0 -h y -f- etc. ,
A. = <t* + 0‘ -h Y 4- etc. ,
Aj = « s -f 0* + y* + etc. ,
et l’on aura , comme l’on sait ,
A. = AA, — aB ,
A 4 ^ AA, — BA, + CA, — 4®> etc.
Supposons de plus
a, = (a — j3)* + (a — y)‘ ■+■ (P — >)* ■+■ etc., a, = (* — py + (* — yY -+- (/3 — yY 4 - etc. , a, = (* - PY + (* - >)' + (/3 - yf + etc., etc. j
il est facile de voir que l’on aura
a, — (m — i) A 4 - 4(A|A, - A 4 ) + 6( (A ° - ‘ -f ^ ) , a, = (ni — i)A e — 6(A,A, — A,) ■+■ i5(A,A 4 — A«)
etc., ou bien
a, = mA. — a^J- *
a, = mA^ — 4A,A, -f- 6 ,
a, = mA/ — 6A.A, -f- i 5A,A 4 ao ^ ,
etc. j
et , en général ,
Of, =s mAy, — a^*A,A(^u-. i) ,
+ SSïpiî A.A^—i) - etc.
. (■>■* — a) 0» 4- O ÇM_*
Les quantités a ,, a,, a,, etc., étant ainsi connues, on aura sur-le-
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champ les valeurs des coefficiens a, b , c, etc:, de l’équation (D) par les formules
aax —
ba, — aa % -f- ûj 3 *
ca, — ba % -|- aaj —
Ainsi on pourra déterminer directement les coefliciens a, b, c, etc. , de l’équation (D) par ceux de l’équation donnée (B). Pour cela , on cherchera d’abord, par les formules ci-dessus, les valeurs des quantités A,, A., A s , etc. , jusqu’à A„; ensuite, à l’aide de celles-ci, on cherchera celles des quantités a, ; a,, etc. , jusqu’à a., et enfin , par ces
dernières , on trouvera les valeurs cherchées des coefliciens a , b , c , etc.
g. Remarque. 11 est bon de remarquer que l’équation (D) exprime également les différences entre les racines positives et négatives de l’équation (B); de sorte que la même équation aura lieu aussi lorsqu’on changera x en — x pour avoir les racines négatives (n° 4)-
De plus , il est clair que l’équation (D) sera toujours la même , soit qu’on augmente ou qu’on diminue toutes les racines de l’équation proposée d’une même quantité quelconque : donc, si cette équation a son second terme , on pourra le faire disparaître , et chercher ensuite l’équation en v ; on aura ainsi la même équation qu’on aurait eue si l’on n’avait pas fait évanouir le second terme, mais l’évanouissement de ce terme rendra toujours la recherche des coefliciens a , b , c , etc. , un peu plus facile , parce qu’on aura A = o , et par conséquent aussi A, s= o ; de sorte que les formules du numéro précédent deviendront
A, = — aB,
A^ = — BA
etc. ,
d = etc.
lu
a, = mA, ,
77, = 77lA, + i5A,A< 30^-,
etc. , a = a,, b =
„ ba { — <KJ a -f- aj
etc.
io. Corollaire i. Puisque les racines de l’équation (D) sont les carrés des différences entre les racines de l’équation proposée (B) , il est clair que si cette équation (D) avait, tous ses tiennes de même signe , auquel cas elle n’aurait aucune racine réelle positive , il est clair , disje , que , dans ce cas , les différences entre les racines de l’équation (B) , seraient toutes imaginaires ; de sorte que cette équation ne pourrait avoir qu’une seule racine réelle , ou bien plusieurs racines réelles et égales entre elles. Si ce dernier cas a lieu , on le reconnaîtra , et on le résoudra par les méthodes connues (voyez aussi plus bas le chapitre II); à l’égard du premier cas, il suit du n° 6 qu’on pourra prendre A = i .
ri. Corollaire 3 . Si l’équation (B) a une ou plusieurs couples de racines égales, il est clair que l’équation (D) aura uno ou plusieurs valeurs de t7 égales à zéro; de sorte qu’elle sera alors divisible une ou plusieurs fois par u. Cette division faite, lorsqu’elle a lieu, soit l’équation restante disposée à rebours de cette manière :
1 etc. -f-wn’szo (E) ,
r étant = ou ■< 71 ; qu’on fasse u = - , et ordonnant l’éqUation par rap-
port on aura
y + + etc. + w = o (F).
Qu’on cherche par les méthodes connues la limite des racines positives de cette équation , et soit l cette limite ; en sorte que / surpasse cha-
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cune des valeurs positives dey ; donc j sera moindre que chacune des
valeurs positives de - ou de u ; et par conséquent moindre que chacune des valeurs de «*, à cause de w = u‘ ( problème précédent ). Donc ~ l sera nécessairement moindre qu’aucune des valeurs de
u , c’est-à-dire qu’aucune des différences entre les racines réelles et inégales de l’équation proposée (B).
Donc, i°. si ^l<i i, alors on sera sûr que l’équation (B) n’aura point de racines réelles dont les différences soient moindres que l’unité : ainsi, dans ce cas, -on pourra faire, sans scrupule, Aci (n°6).
3°. Mais si \/l— ou >■ i , alors il peut se feire qu’il y ait dans l’équation (B) des racines dont les différences soient moindres que l’unité; mais, comme la plus petite de ces différences sera toujours
nécessairement plus grande que , on pourra toujours prendre A — ou < (numéro cité).
En général, soit h le nombre entier qui est égal ou immédiatement plus grand que pé l, et on pourra toujours prendre A — j.
ta. Scholie i. Quant à la manière de trouver la limite des racines d’une équation , la plus commode et la plus exacte est celle de Newton, laquelle consiste à trouver un nombre dont les racines de l’équation proposée étant diminuées , l’équation résultante n’ait aucune variation de signe ; car alors cette équation ne pourra avoir que des racines négatives; par conséquent le nombre dont les racines de la proposée auront été diminuées , surpassera nécessairement la plus grande de ces racines.
Ainsi, pour chercher la limite l des racines de l’équation (F) 7’+ *y- + fyr~ + yy~' •+■ etc. = o ,
on y mettra y+1 au beu dey, et ordonnant l’équation résultante par rapport à y , elle deviendra
P + Qy 4- Ry* 4- Sy J 4- etc. -j-y' = o ,
dans laquelle
P = /' + *l'~' ■+■ + >/'“ 5 + etc. + TT ,
Q = rl'~' 4- (r — i)a/'-*4-(r — 2 ) fil'- 3 + etc. ; R = ±=ll l'-‘ 4 . (>—■) ( r ~J! *t- 3 + etc. ,
S = r(r -^ r - 9) t~ 3 4- etc. , etc.,
et il n’y aura qu’à chercher une valeur de / qui , étant substituée dans les quantités F, Q, R, etc., les rende toutes positives; en commençant par la dernière de ces quantités, laquelle n’aura que deux termes, et remontant successivement aux quantités précédentes, on déterminera facilement le plus petit nombre entier qui pourra être pris pour l , et qui sera la limite la plus proche cherchée.
Si l’on voulait éviter tout tâtonnement , il n’y aurait qu’à prendre pour l le plus grand coefficient des termes négatifs de l’équation (F) , augmenté d’une unité ; car il est facile de prouver qu’en donnant à Z cette valeur, les quantités P, Q, R, etc., seront toujours positives.
Cette manière d’avoir la limite des racines d’une équation quelconque est due, je crois, à Maclaurin; mais en voici une autre qui donnera le plus souvent des limites plus approchées.
Soit — W~ m — ry'T" — — etc. , les termes négatifs de
l’équation (F), on prendra pour l la somme des deux plus grandes
des quantités Ç'fJ . , y'f , V'tt , etc. , ou un nombre quelconque plus grand que cette somme. Celte proposition peut se démontrer de la même manière que la précédente; ainsi nous ne nous y arrêterons pas.
Au reste , il faut observer que les limites trouvées de l’une ou de l’autre de ces deux manières seront rarement' les plus prochaines limites. Pour en avoir de plus petites, on essayera successivement pour Z des nombres moindres , et l’on prendra le plus petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q, R, etc., soient des nombres positifs.
i3. Scholie 2 . Ayant donc trouvé la limite Z de l’équation (F), et pris k égal ou immédiatement plus grand que {/l, on fera
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û = j (a* u), et on substituera successivement dans l’équation pro-
posée , à la place de l’inconnue, les nombres o, ^ ^ , j, etc. ; les résultats venant de ces substitutions, formeront une série dans laquelle il y aura autant de variations de signe que l’équation proposée contiendra de racines réelles positives et inégales, et, de plus, chacune de ces racines se trouvera entre les deux nombres qui auront donné des résultats consécutifs de signes différens; de sorte que si les nombres
j et —j— donnent des résultats de signe contraire, il y aura une racine entre j et - ; par conséquent , le nombre entier qui appro-
chera le plus de ^ sera la valeur entière approchée de cette racine (n'a).
Ainsi l’on reconnaîtra par*ce moyen , non-seulement le nombre des racines positives et inégales de l’équation proposée , mais encore la valeur entière approchée de chacune de ces racines.
An reste, il est clair que si l’on trouvait uu ou plusieurs résultats égaux à zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats seraient des racines exactes de l’équation proposée.
Pour faciliter et abréger ce calcul , on fera encore les remarques suivantes :
i*. Si l’on cherche par les méthodes des numéros précédens la limite des racines positives de l’équation proposée, il est clair qu’il sera inutile d’y substituer à la place de l’inconnue des nombres plus grands que cette limite. En effet, il est facile de voir qu’en substituant des nombres plus grands que cette limite, on aura toujours nécessairement des résultats positifs. Ainsi , nommant A la limite dont il s’agit , le nombre des substitutions à faire sera égal à A À", et par conséquent toujours limité.
En général, sans chercher la limite A, il suilira de pousser les substitutions jusqu’à ce que le premier terme de l’équation ou la somme des premiers termes , s’il y en a plusieurs consécutifs avec le même signe -f- , soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes négatifs; car il est facile de prouver, par la méthode du n* 7, qu’en donnant à l’inconnue des valeurs plus grandes, on aura toujours à l’infini des résultats positifs.
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a°. . Au lieu de substituer à la place de l’inconnue x les fractions i, etc., on y mettra d’abord | à la place de x, on, ce qui revient
au même, on multipliera le coefficient du second terme par k, celui du troisième terme par k‘, et ainsi des autres; et on substituera ensuite à la place de x les nombres naturels o, i, a, 3, etc. jusqu’à la limite de cette équation, ou- bien jusqu’à ce que le premier terme ou la somme des premiers, quand il y en a plusieurs consécutifs avec le même signe, soit égale ou plus grande que la somme des négatifs; par ce moyen, les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de l’équation proposée se trouveront nécessairement entre les nombres consécutifs qui donneront des résultats de signes contraires , ces nombres étant divisés par k, comme nous l’avons vu plus haut.
3°. Soit m le degré de l’équation dans laquelle il s’agit de substituer successivement les nombres naturels o, a, 3, etc., je dis que, dès que l’on aura trouvé les m-f-i premiers résultats, c’est-à-dire ceux qui répondent àr = o, i, a, etc., ns, on pourra trouver tous les suivans par la seule addition.
Pour cela, il n’y aura qu’à chercher les différences des résultats trouvés, lesquelles seront au nombre de m , ensuite les différences de ces différences, lesquelles ne seront plus qu’au nombre de ni — i, et ainsi de suite jusqu’à la différence ni """.
Cette dernière différence sera nécessairement constante, parce que l’exposant de la plus haute puissance de l’inconnue est m ; ainsi on pourra continuer la suite des différences m' im " aussi loin qu’on voudra, eu répétant seulement la meme différence trouvée; ensuite, par le moyen de cette suite, on pourra, par la simple addition, continuer celle des différences m—~ i*"", et à l’aide de celle-ci, on pourra continuer de même la suite des différences m— a u ”", et aipsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive à la première suite, qui sera celle des résultats cherchés.
11 est bon d’observer ici que si les termes correspondaus des différentes suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes suivans dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque la dernière différence est toujours positive , il est clair qu’on parviendra nécessairement dans chaque suite à des termes tous positifs ; ainsi il suffira de continuer toutes ces suites jusqu’à ce que leurs termes correspondons
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soient devenus tous positifs, parce qu’ai ors on sera sûr que la série des résultats, continuée aussi loin qu’on voudra, sera toujours positive, et que, par conséquent, elle ne contiendra plus aucune variation de signe.
Pour éclaircir ceci par un exemple, soit proposée l’équation
00 trouvera d’abord que les résultats qui répondent à o , 1,3, 3, sont 189, 137, 71, 37, d’où l’on tirera les différences premières —63, — 56 , — 44 » I e5 différences secondes 6 , 13, et la différence troisième 6 ; ainsi on formera les quatre séries suivantes :
6 6 6 6 6 6 6, etc.,
6 13 18 34 3 o 36 43, etc.,
— 6a — 56 — 44 — a6 — 3 a8 64, etc.,
dont la loi est que chaque terme est égal à la somme du terme précédent de la môme série , et de celui qui y est au-dessus dans la série précédente ; de sorte qu’il est très facile de continuer ces séries aussi loin qu’on voudra.
La dernière de ces quatre Béries sera , comme l’on voit, celle des résultats qui viennent de la substitution des nombres naturels o 1 3 , etc. à la place de x dans l’équation proposée ; et comme les termes de la septième colonne, Bavoir : 6 , 43, 64, 37, sont tous positifs, il s’ensuit que les termes suivans seront tous aussi positifs ; de sorte que la série des résultats, continuée aussi loin qu’on voudra} n’aura plus aucune variation de signe.
i 4 - Remarque. On avait déjà remarqué que l’on pouvait trouver la valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales d’une équation quelconque, en y substituant successivement à la place de l’inconnue différens nombres en progression arithmétique; mais cette remarque ne pouvait pas être d’une grande utilité, faute d’avoir une méthode pour déterminer la progression que l’on doit employer dans chaque cas, en sorte que l’on soit assuré qu’elle fasse connaître toutes les racines réelles et inégales de l’équation proposée. Nous en sommes heureusement venus à bout à l’aide du problème du n° 8, et nous
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verrons encore ci-après d’autre» usages de ce même problème par rapport aux racines égales et imaginaires.
Au reste, la recherche de la quantité A (n° n) ne serait point nécessaire si l’équation proposée n’avait que des racines réelles; mais les conditions par lesquelles on peut reconnaître d’avance la réalité de toutes les racines, lorsqu’elle a lieu dans une équation donnée, dépendent de l’équation même des différences, ou de formules équivalentes. (Voyez la note VIII.)
CHAPITRE II
De la manière d’avoir les racines égales et les racines imaginaires des équations.
1 5. Nous n’avons considéré, dans le chapitre précédent, que les racines réelles et inégales de l’équation proposée (B) ; supposons maintenant que cette équation ait des racines égales : dans ce cas, il faudra (u° il) que l’équation (D).soil divisible autant de fois par u qu’il y aura de combinaisons de racines égales deux à deux ; par conséquent il faudra qu’il y ait dans cette équation (D) autant des derniers termes qui manquent; ainsi on connaîtra par ce moyen combien de racines égales il y aura dans la proposée.
Mais on peut s’assurer d’avance si l’cquation proposée a des racines égales, et même trouver ces racines indépendamment de l'équation (D). Car puisque dans le cas des racines égales, on a nécessairement u= o (n° 8), l’équation (C) du même numéro donnera pour ce cas Y = o; ainsi il faudra que les deux équations cm, X = o, et Y = o, aient lieu en même temps lorsque X est égal à une quelconque des racines égales de l’équation (B).
On cherchera donc, par les méthodes connues, le plus grand commun diviseur des deux polynômes X et Y ; et faisant ensuite ce diviseur égal à zéro, on aura une équation qui ne sera composée que des racines égales de la proposée, mais élevées à une puissance moindre de l’unité.
Soit R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X' le quotient de X divisé par R, il est facile de voir que l’équation X'=o contiendra toutes les memes racines que l’équation proposée X = o , avec cette différence que les racines multiples de cette équation seront simples dans l’équation X' = o; ainsi l’équation.X'= o sera dans le cas des méthodes précédentes.
On peut encore, si l’on veut, trouver deux équations séparées, dont
l’une contienne seulement les racines égales de l’équation X = o, et dont l’autre contienne les racines inégales de la même équation. Pour cela, il n’y aura qu’à chercher de nouveau le plus grand commun diviseur des polynômes X' et Y ; et nommant ce diviseur R', on prendra le quotient de X' divisé par R', lequel étant nommé X", on fera ces deux équations X"=o, et R' = o.
La première contiendra seulement les racines inégales de l’équation X = o, et la seconde contiendra seulement les racines égales de la même équation , mais chacune une seule fois ; de sorte que les deux équations X"=o, et R'=o, n’auront que des racines inégales, et par conséquent seront susceptibles des méthodes du chapitre précédent.
16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant inégales qu’égales, de l’équation proposée, si ce nombre est moindre que le degré de l’équation , on en conclura que les autres racines sont nécessairement imaginaires.
En général, pour que l’équation (B) ait toutes ses racines réelles, il faut que les valeurs de u soient réelles aussi; donc il faudra que les valeurs de u* ou de u soient toutes réelles et positives; par conséquent, l’équation (D) du n° 8 doit avoir toutes ses racines réelles positives : donc il faudra, par 1a règle connue, que les signes de cette équation soient alternativement positifs et négatifs; de sorte que si cette condition n’a pas Heu, ce sera une marque sûre que l’équation (B) a nécessairement des racines imaginaires. *
Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre pair, et qu’elles peuvent se mettre deux à deux sous cette forme, * -f- /3 \/ — i , a — /S v/ — 1 , a et j 3 étant des quantités réelles (*) ; donc on aura a=±2/3j/ — i, et par conséquent u = — 4 / 3 *; d’où l’on voit que l’équation (D) aura nécessairement autant de racines réelles négatives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans l’équation (B).
Donc , si l’on fait u = — tv , ce qui changera l’équation (D) en celle-ci
w* -f- avv’~‘ + bw‘~ % -f- ctv* s -f- etc. — o (G),
cette équation aura nécessairement autant de racines réelles po-
(*) Voyci U note IX.
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sitives qu’il y aura de couple» de racines imaginaires dans l’équation (B).
17. 11 suit de là que pour avoir la valeur des racines imaginaires de l’équation (B) , il n’y a qu’à chercher les racines réelles positives de l’équation (G). En effet , soient tv', w", w"', etc. ces racines , on aura
d’abord etc. pour les valeurs de /3; ensuite, )>our
trouver les valeurs correspondantes «, on substituera, dans l’équation (B), *-f- — 1 , à la place de jr, et on fera deux équation* séparées
des termes tous réels, et de ceux qui seront multipliés par y/—i ; de cette manière, on aura deux équations en « de celte forme:
ar -f- Pa"~ 1 -f- Qa” _ * -f- etc. = 0 1 ma"'—' •+• pa" v ~* -f- -1- etc. = o j
dans lesquelles les coefilciens P, Q, etc. p, </, etc. seront donnés en a, b, c, etc. et en j0.
Donc, si l’on donne à /3 quelqu’une des valeurs précédentes, il faudra nécessairement que ces deux équations aient lieu en même ’emps, et par conséquent il faudra qu’elles aient un diviseur commun. On cherchera donc leur plus grand commun diviseur; et le faisant égal à zéro, on aura une équation en « et /3 , par laquelle /3 étant connu, on trouvera ».
Il est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de /3 tirées de l’équation (G) sont inégales entre elles,' alors à chaque valeur de /3 il ne pourra répondre qu’une seule valeur de » ; donc, dans ce cas, les deux équations (H) ne pourront avoir qu’une seule racine commune ; et par conséquent leur plus grand commun diviseur ne pourra être que du premier degré.
On poussera donc la division jusqu’à ce que l’on parvienne à un reste où a ne se trouve plus qu’à la première dimension , et l’on fera ensuite ce reste égal à zéro; ce qui donnera la valeur cherchée de ».
Mais si parmi les valeurs de j3 tirées de l’équation (G) , il y en a , par exemple, deux égales entre elles, alors, comme à chacune de ces valeurs égales de /3, il peut répondre des valeurs différentes de a, il faudra qu’en mettant celte valeur double de /S dans les équations (H), elles puissent avoir lieu par rapport à l’une et l’autre des valeurs de a qui y répondent; ainsi ces deux équations auront nécessairement
ao
deux racines communes, et par conséquent leur plus grand commun diviseur sera du second degré. Il faudra donc, dans ce cas, ne pousser la division que jusqu’à ce que l’on arrive à un reste où a se trouve à la seconde dimension seulement ; et alors on fera ce reste égal à zéro, ce qui dounera une équation du second degré, par laquelle on déterminera les deux valeurs de a , lesquelles seront nécessairement toutes deux réelles.
De même, s’il y avait trois valeurs égales de /3, il faudrait, pour trouver les valeurs de * qui répondraient à cette valeur triple de /S , ne pousser la division que jusqu’à ce que l’on parvînt à un reste où la plus haute puissance de a fût la troisième ; et alors faisant ce reste égal à zéro , on aurait une équation en a. du troisième degré , laquelle donnerait les trois valeurs réelles de a . , correspondantes à la mèmè valeur de /3 , et ainsi de suite.
Soit l’équation
Ajc“ -1- Bx*" - ‘ + G*"—* -f- etc. *-f- K = o (a),
et supposons qu’on ait déjà trouvé par la méthode précédente , ou autrement, la valeur entière approchée d’une Je ses racines réelles et positives; soit cette première valeur p, en sorte que l’on ait x > p et
■*<!?+••> on fera *=P+' y ; et substituant cette valeur dans
l’équation proposée, à la place de a;, on aura, après avoir multiplié toute l’équation par y m \ et ordonné les termes par rapport à y, une équation de cette forme
A>- + B>— + C'y— + etc. + K' = o (b).
Or , comme ( hyp .) , > o et < i , on aura y > 1 j donc l’équation
( b ) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que l’unité.
On cherchera donc, par les méthodes du chapitre P r , la valeur entière approchée de cette racine ; et comme cette racine doit être nécessairement positive, il suflira de considérer^ comme positif (n* 4)- Ayant trouvé la valeur entière approchée de_^, que je nommerai q,
on fera ensuite y = q -f- -, et substituant cette valeur de y dans l’équation (b) , on aura une troisième équation en z de cette forme ,
AV -f BV— -f C"z— * ■+• etc. + K" = o (c),
laquelle aura nécessairement, au moins, une racine réelle plus grande
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que l’unité , dont on pourra trouver de même la valeur entière approchée.
Cette valeur approchée de z étant nommée r, on fera z = r -f- - j
et substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins une racine réelle plus grande que l’unité, et ainsi de suite.
En continuant de la même manière, on approchera toujours de plus en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive que quelqu’un des nombres/», q , etc., soit une racine exacte, alors on aura x = p , ou y = q, etc., et l’opération sera terminée ; ainsi , dans ce cas , on trouvera pour x une valeur commensurable.
Dans tous les autres cas , la valeur de la racine sera nécessairement incommensurable, et l’on pourra seulement en approcher aussi près qu’on voudra.
19. Si l’équation proposée a plusieurs racines réelles positives , on pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre l* r , la valeur entière approchée de chacune de ces racines; et nommant ces valeurs p , p', p", etc. , on les emploiera successivement pour approcher davantage de la vraie valeur de chaque racine , il faudra seulement remarquer ,
,®. Que si les nombres p, p', p", etc. , sont tous différens l’un de l’autre, alors les transformées (b), (c), etc., du numéro précédent, n’auront chacune qu’une seule racine réelle et plus grande que l’unité ; car si , par exemple , l’équation (b) avait deux racines réelles plus
grandes que l’unité, telles que ÿ et j", on aurait donc x = p y
et x — p -1 — ; de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même
valeur entière approchée p contre l’hypothèse : il en serait de même si IV quation (c) , ou quelqu’uue des suivantes , avait deux racines réelles plus grandes que l’unité.
De là il suit que, pour trouver dans ce cas les valeurs entières approchées q, r, etc., des racines des équations (b), (c), etc., il suffira de substituer successivement à la place dejr, z, etc., les nombres naturels positifs 1 , a , 3 , etc., jusqu’à ce que l’on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires (u° 6). a®. Que s’il y a deux valeurs de x qui aient la même valeur entière
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approchée p, en employant celte valeur, l’équation (b) anra aussi deux racines plus grandes que l’unité, et si leur valeur entière approchée est la même, l’équatiou (c) aura encore deux racines plus grandes que l’unité , et ainsi de suite , jusqu’à ce que l’on arrive à une équation dont les deux racines, plus grandes que l’unité, aient des valeurs entières approchées différentes ; alors chacune de ces deux valeurs donnera une suite particulière d’équations qui n’auront plus qu’une seule racine réelle plus grande que l’unité.
En effet , puisqu’il y a deux valeurs différentes de x qui ont la même valeur entière approchée p, ces deux valeurs seront représentées par p-^- 1 --, de sorte- qu’il faudra que y ait nécessairement deux
valeurs réelles plus grandes que l’unité : et , si ces deux valeurs de y ont la même valeur approchée q , il faudra de nouveau qu’cn faisant
y = q -+- i , s ait deux valeurs différentes plus grandes que l’unité , et ainsi de suite.
Mais, si les valeurs entières approchées dey étaient différentes, alors nommant ces valeurs q et tf , on ferait (successivement y = q 4- l
et y = q > il est clair que s, dans l’une et l’autre de ces deux
suppositions , n’aurait plus qu’une seule valeur réelle plus grande que l’unité, autrement les valeurs dey , au lieu d’être seulement doubles, seraient triples ou quadruples, etc.
Donc , quand on sera parvenu à une transformée dont les deux racines, plus grandes que l’unité, auront des valeurs entières différentes, on sera assuré que les autres transformées résultantes de chacune de ces deux valeurs , n’auront plus qu’une seule racine plus grande que Punité. Quant à la manière de trouver les valeurs entières approchées p, q, etc., lorsqu’elles répondent à plus d’une racine, voyez ci-après Chap. VI, art. rv.
On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y aurait dans l’équation (a) trois racines, ou davantage, qui auraient la même valeur entière approchée. •
ao. Nous avons supposé dans le n" 18 que les racines cherchées étaient positives; pour trouver les négatives, il n’y aura qu ’4 mettre
— x à la place (le x dans l’équation proposée , et l’on cherchera de même les racines positives de cette dernière équation : ce seront les racines négatives de la proposée (n° 4).
Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par *4-/3 4/— i, nous avons donné, dans le chapitre II, le moyen de trouver les équations dont a et /S sont les racines ; ainsi il n’y aura qu’à chercher les racines réelles de ces équations, et l’on aura la valeur de toutes les racines imaginaires de l’équation proposée.
ai. Pour faciliter les substitutions (n° 18) de p4- au lieu de x, «le q 4* au lieu de_p, etc., il est bon de remarquer que les cocffi-
ciens de la transformée (b) peuvent se déduire immédiatement de ceux de l’équation (a) en cette sorte :
A' = A p" -f- Bp" - * -f- Cp— * + Dp" -3 +• etc. ,
B' = + (771 — 1) Bp—* -f- (m — 3) Cp— 3 -f- etc.,
C = Ap— + Bp- 3 4- etc.,
etc. 1 .
On aura de même ceux de la transformée (c) par ceux de la transformée (b ) , en mettant dans les formules précédentes q à la place de p, A", B", C", etc. à la place de A', B', C', etc. et A', B', C', etc. à la place de A, B, C, etc. , et ainsi de suite.
De là , il est évident que le premier coefficient A' ou A", etc. ne sera jamais nul, à moins que le nombre p ou q , etc. ne soit une racine exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine à ce nombre (n° 18). En effet, si A'= o, ou A"— o, etc., ou aura y = m, ou z — 00; donc x— p , ou yz=q, etc.
aa. Soient donc p, q, r, s, t, etc. les valeurs entières approchées des racines des équations (a), (A), (c), etc., en sorte que l’on ait
x=P+'-> J — q -f- s=r+I, etc., substituant successivement ces valeurs dans celle de x, ou aura
* + etc.
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Ainsi la valeur de x, c’est-à-dire de la racine chcrclrée, sera exprimée par une fraction- continue. Or, on sait que ces sortes de fractions donnent toujours l’expression la plus simple, et en même temps la plus exacte qu’il est possible d’un nombre quelconque, rationnel ou irrationnel.
Huygens parait être le premier qui ait remarqué cette propriété des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les fractions les plus simples, et en même temps les plus approchantes d’une fraction quelconque donnée. ( Voyez son Traité de Aulomalo planetario.)
Plusieurs habiles géomètres ont ensuite développé davantage celte théorie, et en ont fait différentes applications ingénieuses et utiles; mais on n’avait pas encore pensé, ce me semble, à s’eu servir dans la résolution des équations.
a3. Maintenant, si on réduit les fractions continues
^ + } + ;, etc.
eu fractions ordinaires, on aura
etr faisant
fi =■ qa. ~ f- »,
y = rfi -H <*,
y' — rfi' 4- a',
eT = sy -+• fi,
r = *>' 4- fi'.
etc.,
etc.;
on aura, dis- je, cette suite de fractions particulières :
y» clc ->
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur de x, et dont la première sera plus petite que cette valeur, la seconde sera plus grande, la troisième plus petite, et ainsi de suite; de sorte que la valeur cherchée se trouvera toujours entre deux fractions consécutives quelconques : c’est ce qu’il est aisé de déduire de la nature même de la fraction continue, d’où celles-ci sont tirées.
Or, il est facile de voir que les valeurs, de et, fi, y, etc. , et fi' ,
y', etc. sont toujours telles que fia.' — a/3'= i, fiy' — y fi '= i, Sy' — yS'— i, etc.; d’où il s’ensuit,
i°. Que ces fractions sont déjà réduites à leurs moindres termes;
a6 . DE LA RÉSOLUTION
car si y et y', par exemple, avaient un commun diviseur autre que l’unité, il faudrait, en vertu de l’équation 0y'—~yi 9'=s i que l’unité fût aussi divisible par ce même diviseur.
3°. Qu’on aura
— ? — T — p — yr^ etc '>
• et $ • * ,
de sorte que les fractions etc. ne peuvent jamais différer de
la vraie valeur de x que d’une quantité respectivement moindre que îÎF’ ¥y’' ^7?» etc ' » d’où ^ sera facile de juger de la quantité de l’approximation.
En général , puisque /3' > a', y' > jS 7 , etc. , on aura
gr > , etc. ;
d’où l’on voit que l’erreur de chaque fraction sera toujours moindre que l’unité divisée par le carré du dénominateur de la meme fraction.
3*. Que chaque fraction approchera de la valeur de x, non-seulement plus que »e fait aucune des fractions précédentes, mais aussi plus que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui aurait
un moindre dénominateur. En effet, si la fraction par exemple,
approchait plus que la fraction -p , y' étant > fd, il faudrait que la
quantité —, se trouvât entre ces deux ^ et ^ ; donc^ — ^
et >o; donc fty ' — < i, et> o; ce qui ne se peut, puisque
y, y', f*, p! sont des nombres entiers.
^ fl y
3 4- Les fractions -g , -r , etc. peuvent être appelées fractions
principales, parce qu’elles convergent le plus qu’il est possible vers la valeur cherchée; mais, quand les nombres p, q, r, etc. diffèrent de l’unité, on peut encore trouver d’autres fractions convergentes vers la même valeur, et qu’on appellera, si l’on veut, fractions secondaires.
Par exemple, si r est > i , on peut, entre les fractions £ et ^,qui
DES ÉQÜATIOBS NUMÉRIQUES. «7,
sont tontes deux moindre* que la valeur de ar, insérer autant de fractions secondaires qu’il y a d’unité* dans r— i, en mettant successivement i, a, 3, etc. r— i, au lieu de r. De cette manière , à cause de et j-'esrjS'-f-*', on aura cette suite de fractions
a 0 + » afl + * 33 + » t rfi -f- *
P+ *" etC ‘ r/l'-f
dont les deux extrêmes sont les deux fractions principales ^ ^ , et
dont les intermédiaires sont des fractions 'secondaires.
Or, si on prend la différence entre deux fractions consécutive»
quelconques de cette suite , comme entre et ||/yy , on tan»-
vera ^ + -f."» 7 ) » 80116 c i ae 081116 différence sera toujours
positive, et ira en diminuant d’une fraction à l’autre; d’où il suit que comme la dernière fraction ^ est moindre que la vraie valeur de
la fraction continue , les fractions dont il s’agit seront toutes plus petites que celte valeur, et seront en même temps convergentes vers cette même valeur.
On fera le même raisonnement par rapport à toutes les autres fractions principales ; et si on ajoute à ces fractions les deux fractions * et s, dont la première est toujours plus petite, et dont la seconde est plus grande que toute quantité donnée, on pourra former deux séries de fractions Convergentes vers la valeur cherchée, dont l’une contiendra toutes les fractions plus petites que cette valeur, et dont l’autre contiendra toutes les fractions plus grandes que la même valeur.
Fractions plus petites.
etc., ^ ... ...
3$ -f* et 3 S + 2’ elc- ’
rfi + *
rf~+7 '
ti’ + y
etc.
ïT+7' 1 ’
tr+s •
Fractions plus grandes.
i < -4- i a<* 4- i 3a 4- t . ya 4- i f fi' \
y 4~ £ »y 4- ^ 3y 4 -fi
■/'+?) ay' 4- fi’ ’ 3y'4-^’
etc.
Quant à la nature de ces fractions, il est facile de prouver, comme nousTavons fait par rapport aux fractions principales, i\ que chacune de ces fractions sera déjà réduite à ses moindres termes; d’où il suit que comme les numérateurs et les dénominateurs vont en augmentant, ces fractions se trouveront toujours exprimées par des termes plus grands à mesure qu’elles s’éloigneront du commencement de la série, a*. Que chaque fraction de la première série approchera de la valeur de x plus qu’aucune autre fraction quelconque qui serait moindre que cette valeur, et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la même fraction ; et que, de même, chaque fraction delà seconde série approchera plus de la valeur de x que ne pourrait faire toute autre fraction qui serait plus grande que cette valeur, et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la même fraction.
En effet, s’il y avait une fraction comme ^ plus petite que la valeur de x, et en même temps plus approchante de cette valeur que la fraction -A, par exemple, en supposant a.' > p,', il faudrait
(à cause que la fraction y est plus grande que la valeur dont il s’agit) que la quantité y, se trouvât entre les deux quantités et y',
donc la quantité y, — fr'+ y devrait être
etc.,
«y 4- fi iy'+T '
fi _ 3s 4fi 3r -f- «
donc il faudrait que /tx( 3/3'— f- as') — ft'( 3/3 -f- * ) fût < y <. i ; ce qui ne se peut.
Au reste, il peut arriver qu’une fraction d’une série n’approche pas si près qu’une autre de l’autre série, quoique conçue en termes moins simples ; mais cela n’arrive jamais quand la fraction qui a le plus grand dénominateur est une fraction principale (n* a3).
CHAPITRE IY
Applications des Méthodes précédentes à quelques Exemples. .
a5. Je prendrai pour premier exemple l'équation que Newton u résolue par sa méthode , savoir :
x 3 — ax — • 5 = o.
Je commence par chercher par les formules du n* 8 l’équation en u qui résulte de cette équation ; je fais donc m = 3 , A = o , B = — a,
C = 5; j’aurai n=-^- = 3 , A, = o , A. = 4, A,z= i5, A 4 = 8 ,
A,= 5o, A, = 91 ; donc a,= 1 a, a,= 7 a , a s = — 1497 , ct de là a= ia, b = 36, c = — 643; de sorte que l’e'quation cherchée sera
t>* — iau*-f- 36u -f- 643 = o.
Comme cette équation n’a pas les signes alternativement positifs et négatifs, j’en conclus sur-le-champ que l’équation proposée a nécessairement deux ratines imaginaires, et par conséquent une seule réelle (n° 16 ).
Ainsi les nombres à substituer à la place de x, seront les nombres naturels o, 1 , a, 3, etc. (n“ 6 ).
Je suppose d’abord x positif, et je cherche la limite des valeurs
de x par les méthodes du n° la, je trouve j/a -f- \/5 <3; ainsi 3 sera la limite cherchée en nombres entiers; de sorte qu’il suffira de faire successivement x = o, = i, = a , = 3 ; ce qui donnera ces résultats : — 5, — 6 , — 1 , + 16 ; d’où l’on voit que la racine réelle de l’équation proposée, sera entre les nombres a et 3 ; et qu’ainsi a sera la valeur entièfe la plus approchée de cette racine (n° a).
3o DE LA. RÉSOLUTION
Je fais maintenant, suivant la méthode du chapitre III, ar=a+ j’ai, en substituant et ordonnant les termes par rapport à/, l’équation y * — 107* — &J — 1=0,
dans laquelle j’ai changé les signes pour rendre le premier terme
positif. * >
Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus grande que l’unité (n° 19) ; de sorte que pour en trouver la valeur approchée, il n’y aura qu’à substituer les nombres o, I, a, 3 , etc. jusqu’à ce que l’on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires.
Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque qu’en faisant j=o, j’ai un résultat négatif, et qu’en faisant .7= 10, le résultat est encore négatif; je commence donc par le nombre 10, et je fais successivement _7= 10, = II, etc., je trouve d abord les résultats — 61, -+-54, etc. ; d’où je conclus que la valeur approchée de y est 10; donc q = 10.
Je fais dotac y— 10 -f- j’irai l’équation
Giz 1 — 94a*— aoa —1=0;
et supposant successivement a=>, =1 i etc. x j’aurai les résultats — 54, +71, etc.; donc r= 1.
Je fais encore Z = 1 + “ , j’aurai
54 if-+- a 5 u* — 89a — 61 = 0;
et supposant u = i, = a, j’aurai les résultats —71, +293, etc.; donc s = 1, et ainsi de suite.
En continuant de cette manière, on trouvera les nombres a, 10, 1 etc., de sorte que la racine cherchée sera
exprimée par cette fraction continue
+ et#.;
d’où l’on tirera les fractions (n° 2 3)
* II 44 * » t* i 55 5 ^ 2ll I ^° 7 iG 4>5
î ’ 10* 7 t* ai* * 5 T * 74' 375’ 340 6 ^ 4 * 7837* e >
lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que la valeur de x.
La dernière fraction YaVr est plus grande que la racine cherchée ; majs l’erreur sera moindre que ( n ° a3, a°.), c’est-à-dire moindre
qne o,ooooooot63 ; donc, si on réduit la fraction en fraction décimale, elle sera exacte jusqu’à la septième décimale : or, en faisant la
division, on trouve 2,og455 i4865 ; ainsi hT racine cherchée sera
entre les nombres 2,og455i49 et 3,og455i47>
Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,og|55i47 [voyez sa Méthode des suités infinies); d’où l’on voit que cette méthode donne dans ce cas un résultat fort exact : mais on aurait tort de se promettre toujours une pareille exactitude.
26. Quant aux deux autres racines de la même équation , nous avons déjà vu qu’elles doivent être imaginaires : néanmoins, si on voulait en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode du n° 17.
Pour cela, on reprendra l’équation en u trouvée ci-dessus, et en y changeant u en — tv, et changeant ensuite tous les signes, on aura
w* -f- rasv* -f- 36 h> — 643 = o,
et il ne s’agira plus que de chercher une racine réelle et positive de cette équation. Or, puisqu’elle a son dernier terme négatif, elle aura nécessairemeut uue telle racine , dont on pourra trouver la valeur entière la plus approchée par la substitution successive des nombres naturels o, 1, 2, 3, etc. (n° 3). En effet, en faisant tv = 5, on aura le résultat -—38, et en faisant tv=G, on aura -j- 221 ; ainsi la valeur entière la plus approchée de la racine positive de cette équation sera 5.
On fera donc maintenant tv=5 -f- -, et en substituant, on aura, après avoir changé les signes,
Faisant successivement usa o, t, 2, etc., on trouvera pour u=6 et u=7 les résultats *—271, -j- i5a5 ; donc 6 sera la valeur entière approchée de u.
On fera donc M = 6 -f- j, et l’on aura, en substituant et changeant les signes,
37 ix 1 — i3o5x* — 4^3 x — 38 = o.
En faisant successivement x = o, 1 , a, etc., on trouvera des résultats négatifs jusqu’à la supposition de x = G, qui donne 8837 P° ur résultat ; de sorte que 5 sera la valeur entière approchée de x.
On fera donc x=5-f- -, substituant et réduisant, on aura
et l’on trouvera 6 pour 1 a valeur approchée de_ 7 ', et ainsi de suite.
De cette manière, on approchera de plus en plus de la valeur de iv, laquelle se trouvera exprimée par la fraction continue
iv = 5 -f-
d’où l’on tire ces fractions particulières
etc
etc.
Connaissant ainsi w, on aura (n° 17 )^ = ; ainsi on connaîtra /3.
On substituera maintenant a + / 3 y/ — 1 à la place de x dans l’équation proposée ; et faisant deux équations séparées des termes tout réels, et de ceux qui sont aficctés de y / — I, on aura les deux équations
On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux équations ’ et on poussera seulement la division jusqu’à ce que l’on arrive à un reste où a ne se trouve qu’à 1 a première puissance (numéro cité) ; ce
reste sera — a — 5, lequel étant fait = 0 , donnera
Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires — 1 ,
et et — /Sy'— 1 de l’équation proposée.
37. Prenons pour second exemple l’équation . x 3 — 7X + 7 = o.
On aura encore ici m = 3, et par conséquent n = 3; ensuite A = o, B = — 7 , C = — 7 ; d’où A , = o , A,= 1 4 > A j = — ai, A 4 = 98 , As= — a45, A, = 833; et de là, a, = 4 a > «» = 88a, «, = 18669 , et enfin a = 43 , i=44'> c ~ 49* 3e sorte que l’équation en u sera
u J — 4au*+ 44 lu — 49 — °*
Puisque les signes de cette équation sont alternatifs , c’est une marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n° 16) ; et comme d’ailleurs cette équation n’est point divisible par u, il s’ensuit que l’équation en x n’aura point de racines égales (n° i 5 ).
On fera maintenant (n° 1 1) u = i , et ordonnant l’équation par rapport a y, on aura
y'— sr*+ $ y — iV =
Le plu9 grand coefficient négatif étant 9, on pourrait prendre l— 10 (n° 1 3); mais on peut trouver une limite plus rapprochée en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ces trois quantités
p- çf+Si-
3 /* — 1 8/ -f- fi,
et on trouvera que 1 = 9 satisfait à ces conditions ; de sorte qu’on aura £=3 (n* 1 1), et par conséquent A = j.
On mettra donc (n° i 3 , a*.) dans l’équation proposée ^ à la place de x, ce qui la réduira à celle-ci:
dans laquelle il n’y aura plus qu'à substituer les nombres naturels o, 1, a, etc. à la place de x. Or, suivant la méthode du n° i 3 ( 3 °.), on trouve que la série des résultats 11e contient que deux variations de signes, lesquelles répondent à x = 4i 5 , 6 ; de sorte que l’équation proposée n’aura que deux racines positives, lesquelles tomberont, l’une entre les nombres f et f, et l’autre entre les nombres f et f ;
d’où l’on voit que la valeur entière la plus approchée de l’uDe et de l’autre sera i (n® a).
Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines négatives (n° 4), et Péqualion se changera en
laquelle ayant son dernier terme négatif, aura sûrement une racine positive (n* 3 ), et il est clair qu’elle n’en aura qu’une seule, puisque nous avons déjà trouvé les deux autres; ainsi on pourra d’abord trouver la valeur entière approchée de cette racine, en substituant à la place de x les nombres o , i , a , etc. jusqu’à ce que l’on rencontre deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires (n° 3 ) : or, on trouve que ces substitutions sont x = 3 et x = 4 , de sorte que 3 sera la valeur entière la plus approchée de x dans l’équation précédente, et par conséquent de — x dans la proposée.
Ayant ainsi trouvé que l’équation a trois racines réelles, deux positives et une négative, et ayant trouvé en même temps leurs valeurs entières approchées, on pourra approcher autant qu’on voudra de la vraie valeur de chacune d’elles par la méthode du chapitre III.
Considérons d’abord les racines positives, et faisons dans l’équation
x % — jx-f-j — o, x = t -f - elle deviendra celle-ci : y — 4 j' -h + i = o,
laquelle, à cause que i est la valeur approchée de deux racines, aura nécessairement (n* 19, a*.) deux racines plus grandes que l’unité.
J’essaie d’abord si je peux trouver les valeurs approchées de ces deux racines par la substitution des nombres entiers o, 1, a, etc., et comme il n’y a que le terme !\ y' de négatif, il suffira (n° i 3 , i°.) de pousser les substitutions jusqu’à ce que l’on ait y 4 = 011 > 4./* ; c’est-àdire jusqu’à ^'' = 4 : or > en faisant J=zo, l, a, 3 , 4 > j’ai le* résultats r, 1, — 1, 1, i 3 ; d’où je conclus que les racines cherchées sont, l’une entre les nombres 1 et a, et l’autre entre les nombres a et 3 ; de sorte que les valeurs approchées de y seront 1 et 2.
On fera donc, i*. y = 1 -f- et l’on aura s 3 — as’— -s-f- 1=0,
équation qui 11’aura plus qu’une racine réelle plus grande que l’unité (n® ig, a°.)j ainsi on supposera successivement 2 = 1, a, etc. jusqu’à
ce cfiie l’on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires : or, on trouve que z = a donne — i, et 3 = 3 doune + 7; doue a sera la valeur entière approchée de z.
On fera donc 3=3+ ~ , et substituant, l’on aura, en changeant
les signes, a 3 — -3u* — 4“ — 1 = o.
On supposera de même u = 1, 2, etc., et l’on trouvera que la valeur entière approchée de u sera 4-
On fera «= 1 + — , et ainsi de suite.
a*. On fera ^ = 3 + *, et substituant dans l’équation précédente eu jr y ou aura, après avoir changé les signes,
z 3 + 2* — aa — 1 =0;
cette équation n’aura, comme la précédente en *, qu’une seule racine réelle plus grande que l’unité; de sorte qu’il n’y aura qu’à faire z=i, a, etc., ce qui donne les résultats — 1, 7; d’où l’on conclut que 1 est la valeur entière approchée de ».
On fera donc 3=1 + , et l’on aura , en changeant les signes , u 3 — 3u* — 4 U — * = o;
d’où l'on trouvera, de la meme manière que ci-dessus, que la valeur entière approchée de u sera 4»
Ainsi on fera u = 4 + ^ , et ainsi de suite.
Donc les deux racines positives de l’équation proposée seront
4 + etc..
, + î+e te
D’où l’on tirera, si l’on veut, des fractions convergentes, comme dans l’exemple précédent (n°* a3 et a4).
Pour trouver maintenant la valeur approchée de la racine négative,
DE LA RÉSOLUTION on reprendra l’équation x 3 — ’jx — 7 = 0, dans laquelle on a déjà trouvé que la-valeur entière approchée est 3 ; ainsi on fera x — 3 -j- - , ce qui donnera , en changeant les signes,
y — aor*— ar — ' = u;
et comme cette équation ne peut avoir qu’une seule racine réelle, plus grande que 1 (n* 19, a°.), on en trouvera la valeur approchée en faisant jrz si, a, etc. jusqu’à ce que l’on rencontre deux résultats consécutifs de signes contraires, ce qui arrivera lorsque y=z ao, ai ; de sorte que la valeur dont il s’agit sera ao.
On fera donc j'ssao-j"", etc.
De cette manière, la racine négative de l’équation proposée sera
ÎO -J-
ARTICLE PREMIER
Sur la manière de reconnaître si une équation a des racines imaginaires.
38. J’ai donné, dans le n° 8, des formules générales pour déduire d’une équation quelconque une autre équation dont les racines soient les carrés des différences entre les racines de l’équation proposée. Or, si toutes les racines d’une équation sont réelles, il est évident que les carrés de leurs différences seront tous positifs; par conséquent, l’équation dont ces carrés seront les racines , et que nous appellerons dorénavant, pour abréger, équation des différences; cette équation, dis- je, n’ayant que des racines positives, aura nécessairement les signes de ses termes alternativement positifs et négatifs ; de sorte que, si cette condition n’a pas lieu, ce sera une marque sûre que l’équation primitive a nécessairement des racines imaginaires.
39. De plus, comme les racines imaginaires vont toujours deux à deux, et qu’elles peuvent se mettre sous la forme a-f- fii/-— a — ${/ — 1, a. et /3 étant des quantités réelles (voyez la Note IX); il s’ensuit que la différence de deux racines imaginaires correspondantes sera nécessairement de la forme ajS\/ — 1; de sorte que le carré de oette différence. sera — 4/®*» «’eat-à-dirc xinc quantité réelle et négative. Donc, si l’équation pro|>osée a des racines imaginaires, il faudra nécessairement que l’cquation des différences ait au moins autant de racines réelles négatives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans la proposée.
30. Mais il est démontré (voyez la Note VIII) qu’une équation quelconque ne saurait avoir plus de racines positives qu’elle n’a de cliangemens de signes, ni plus de racines négatives qu’elle n’a de successions du même signe. Donc, le nombre des racines imaginaires dans une équation quelconque ne pourra jamais être plus grand que le double de celui des successions du meme signe dans l’équation des différences.
31. De là, et de ce que nous avons dit ci-dessus, il suit que si l’équation des différences a tous ses termes alternativement positifs et négatifs , l’équation primitive aura nécessairement toutes scs racines réelles, sinon elle aura nécessairement des racines imaginaires. Ainsi on pourra toujours juger, par ce moyen , s’il y a ou non des racines imaginaires dans une équation quelconque donnée.
ARTICLE II
Où üon donne des règles pour déterminer dons certains cas le nombre des racines imaginaires des équations.
3a. Soient a, b , c, d, etc. les racines réelles d’une équation quelconque, et a-\-$y / — i, et — @\/ — i, y-f J'y / — i, y — Syé — i, etc. les racines imaginaires ; les carrés des différences de ces racines seront
(a — b)*, {a — c)*, (« — d)‘, etc.,
(é — c)*, (b — d)‘, etc., (c — d)‘, etc.,
~ 4/3*, —4^, etc.;
(* _ a + PV 1 — i)‘, (» _ a — i)*,
(* _ d 4 - /V — i)‘, ( a _ d — &y/ — i)‘, etc.;
(> — a 4- JV — •)*> (y — a — SV — i)*,
(y-c + J 1 /- i)*, (y — c — SV — i)‘,
(y — d + JV— • l)*, (y — d — SV — »)*, etc. ;
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lesquels seront, par conséquent, les racines de l’équaLion des différcnces.
Soit m le degré de l’équation proposée, qui est égal au nombre des racines a, b, c, etc., a-)-/ Si/— t, a— /3i/— i , y + S'y/— , }
y — V — i , etc. , celui de l’équation des différences sera — ~ = n
(n° 8) : soit p le nombre des racines réelles a, b, c, etc., et iq celui
des racines imaginaires <x-f-/3v/ — i, a — /3i/ — l, y + fÿ i,
y — J'i / — l, etc. j en sorte que m=p + aq, il est facile de voir parla table précédente que , parmi les n racines de l’cquation des différences, il y en aura nécessairement p ^ p ~ de réelles et positives, q de réelles et négatives, et iq{p-\- q — i) d’imaginaires.
33. Qu’on fasse maintenant le produit de toutes ces racines, et il est visible que le produit des p - p ~ racines positives sera toujours positif, que celui des q racines négatives sera positif ou négatif, suivant que le nombre q sera pair ou impair, qu’cnün le produit des iq{p + q — i) racines imaginaires sera toujours positif; en effet, ces
dernières racines étant deux à deux de la forme (A-f-Bj/ i)*
{A — Bp- 1 — i)*, leurs produits • deux à deux seront de la forme (A*+B*)*, et par conséquent positifs : donc le produit de toutes ces racines ensemble sera toujours aussi positif.
Donc le produit total sera nécessairement positif ou négatif, suivant que q sera pair ou impair.
Mais le dernier terme d’une équation est, comme l’on sait, égal au produit de toutes ses racines avec le signe -f- ou —, suivant que le. nombre des racines est pair ou impair.
Donc le dernier terme de l’équation des différences, dont le degré est n, sera nécessairement positif, si n et q sont tous deux pairs ou tous deux impairs, et négatif si l’un de ces nombres est pair et l’autre impair.
34- Or, si n et q sont tous deux pairs ou impairs , n— q sera néces-
sairement pair, et si « et q sont, l’un pair, et l’autre impair, n — q sera nécessairement impair; mais à cause de n = — -, et de
m=p-\- 3 q , on a n — q = -f- iq'p-\-q — i), de sorte que
n — q sera toujours pair ou impair, suivant que pSE-^LÙ. ] e sera.
Donc le dernier terme de l’équation des différences sera nécessairement positif ou négatif, suivant que le nombre sera pair ou
impair, c’est-à-dire , suivant que le nombre des combinaisons des racines réelles de la proposée , prises deux à deux , sera pair ou impair.
35 . Supposons, i“. que ce dernier terme soit positif, il faudra, en ce cas, que P - soit pair; donc ou ^ = aA, et p = 4^> ou
p i = et p — 4^ -f- i ; d’où il suit que, dans ce cas, le
nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple de 4, si ce nombre est pair, c’est-à-dire si le degré de l’équation est pair, ou multiple de 4 plus i si le degré de l’équation est impair. Ainsi il sera impossible que l’équation ait 3 , ou 3 , ou 6 , ou 7, etc. racines réelles.
a°. Supposons que le dernier terme de l’équation des différences soit négatif, il faudra alors que — - soit impair, donc ou ^ = 2/\ -J- i.
et p = 4* ■+■ 3 > ou ( ' P 2 = aA -f- i, et ^ = 4^ 3 ; d’où il suit
que, dans ce cas, le nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple de 4 pl us 3 »i 1® degré de l’équation est pair, où multiple de 4 plu* 3 si ce degré est impair. De sorte qu’il sera impossible que l’équation ait en ce cas i, ou 4 > ou 5 , ou. 8, ou 9, etc. racines réelles.
36 . Ainsi, par l’inspection seule des signes de l’équation des différences, on sera en état de juger, i°. si toutes les racines de l’équation proposée sont réelles ou non ; 2°. si le nombre des racines réelles est un de ceux-ci : i, 4 i 5 , 8, 9, 13, i 3 , etc., ou bien s’il est un de ceux-ci : 3, 3 , 6, 7, 10, 11, etc., ce qui suffira pour déterminer
le nombre des racines réelles et des imaginaires dans les équations qui ne passent pas le cinquième degré , et dans toutes les équations où l’on saura d’avance que les racines imaginaires ne sauraient être plus de quatre.
Peut-être qu’en poussant plus loin cette théorie, on pourrait trouver des règles sûres pour déterminer le nombre des racines réelles dans les équations de degrés quelconques , les méthodes que l’on a proposées jusqu’à présent pour cet objet étant ou insuffisantes, comme celles de Newton, Maclaurin, etc., ou impraticables, comme celles de Stirling et de De Gua , qui supposent la résolution des équations des degrés inférieurs.
Soit proposée l’équation générale du troisième degré
x 3 — Ajc* -f- Rr — C = 0,
l’équation des différences sera ici du degré = 3 , et on trouvera par la même métltode
u 3 — ou‘-f> bu — o = o, a sa a (A* <~ 3B), b j=s (A* — 3B)*,
_ 4(A* — 3B ) (B*— 3AC) — (gC— AB)'
Donc, pour que les racines soient toutes réelles, il faudra que l’on oit, i". A*— 3B>o,
a?. 4(A*— 3B) (B* — 3AC) — (gC — AB)*>o.
Si l’une de ces deux conditions manque, l’équation aura deux racines imaginaires.
3g. Soit maintenant proposée l’équation générale du quatrième degré
B**— Cx + D = o,
dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité; le degré de l’équation des différences sera — = 6 ; de sorte que cette équation
sera
o* — au‘-{- bu * — eu 3 **f* du'— ev + y = o ,
où l’on trouvera par la même méthode
a ss — 8 B,
b — aaB* -+- 8 D,
c s= — i 8 B s + 16 BD +
d pse t"B 4 -f- a4B*D — 7 ^i6D*+3. 16BC*,
e = — 4B 5 — a . a 7 C*B* — 8 . a 7 C*D -+• 3 . 4’BD* — a . 4*B’D ,
/ = 4 4 fi î — a J .4*B*D'+4‘.3*€*BD4-4*B 4 l>--4C'B 1 — 3*0.
Donc, i°. si la quantité
4<D S — a s .4'B'D'+ 4*.3'C'BD + 4*B 4 D — 4C*B S — 3 3 C*
est négative, la proposée aura nécessairement deux racines réelles et deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.
Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les coefficiens a, b, c, d, e,f sont positives; donc elle» seront toutes imagi-
naires si le dernier coefficient /étant positif, quelqu’un des antres se
trouve négatif.
Supposons donc le coefficient f positif, en sorte que l’on ait
4'D 3 _ a 1 . 4‘B*D*-f- 4* . 3 3 C*BD -f- 4*B<D — 4C*B 5 — 3 3 C*> o,
et on trouvera que tous les autres coefiiciens seront aussi positifs si l’on a en même temps
B<o, et B* — 4 ® > °j
et qu’au contraire quelqu’un d’eux deviendra nécessairement négatif si B > o, ou B* — 40 < °>
Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de l’équation seront toutes réelles,’ et dans le second elles seront toutes imaginaires.
On pourrait de même trouver les conditions qui rendent les racines des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en partie réelles et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, l’équation des différences monterait au degré — = ro, lé calcul deviendrait extrétne- - • a
ment prolixe et embarrassant. , ( ; y
ARTICLE IV
Sur la manière de trouver les racines imaginaires d'une équation.
4o. Nous avons vu dans l’article TI* que chaque couple de racines imaginaires correspondantes — i, a — ySy/ — i donne néces-
sairement dans l’équation des différences une racine réelle négative — 4/3* ; d’où il suit qu’en cherchant les racines réelles négatives de cette équation, on trouvera nécessairement les valeurs de — 4 / 3 *, d’où l’on aura celle de /3 à l’aide desquelles on pourra ensuite' trouver les valeurs correspondantes de a, comme nous l’avons enseigné dans le n* 17 ; de sorte qu’on aura, par ce moyen, l’expression de chaque racine imaginaire de l’éqnation proposée; ce qui est souvent nécessaire, surtout dans le calcul intégral. Voici seulement une observation qui peut servir à répandre un plus grand jour sur cette théorie, et à dissiper en même temps lès doutes qu’on pourrait se former sur son exactitude et sa généralité. ' 1
4l. Lorsque les parties réelles et, y, etc. des racines imaginaires
<t -f- fiy/ — r,
• * — Pv' — «,
y - 4 - J'y/—. J, y _ J y/ — 1 , etc.
sont inégales taut entre elles qu’avec les racines réelles a, b, c, etc. , il est évident, par la table de l’article second , que l’cqualion des différences n’aura absolument d’autres racines réelles négatives que celles-ci : —4/3*, etc.; de sorte que le nombre de ces racines sera le même que celui des couples de racines imaginaires dans l’éqnation proposée.
Mais s’il arrive que , parmi les quantités * , y, etc. , il s’en trouve d’égales entre elles ou d’égales aux quantités a, b, c, etc., alors l’équation des différences aura nécessairement plus de racines négatives que la proposée n’aura de couples de racines imaginaires.
En effet, soit a— a., les deux racines imaginaires (<* — a -{-fiy/ — i)* ( (« — a — P y/ — 1 )*, deviendront — P*, et — fi', et par conséquent réelles négatives.
De sorte que si l’équation proposée ne contient, par exemple, que le* deux imaginaires a + fi\/ — 1 , et a. — fi y/ — », l’équation des différences contiendra, dans le cas de a. — a, outre la racine réelle négative — 4 fi', encore ces deux-ci : — fi', — fi', égales entre elles.
D’où l’on voit que lorsque l’équation des différences a trois racines réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors la proposée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires, ou une seulement.
Si la proposée contient quatre racines imaginaires a. -{-fi y/ — 1 , a — fi y 1 , y -f- J y / — * , y — JV — * » alors l’équation des différences contiendra d’abord les deux racines réelles négatives — 4P*,
4 J' ; ensuite si et — a, elle aura encore ces deux-ci : — fi', — fi' ;
si y — elle aura de même ces deux autres-ci : — -J' — J'\ enfin , si on avait a = y, alors les quatre racines imaginaires
[ct-y + (fi- J ) /-.]*, l«-y-(fi-J ) '
[a — y + (0-f- ef')v<— 1 ]*, [a. — y — (fi + cT(/— >]’,
deviendraient
-os- J 1 )*, -03-/)% -03 + sy, -(fi + fy,
c’cat-à-dire réelles négatives, ou égales deux à deux.
4a. De là il est facile de conclure,
i*. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de l'équation des différences sont iuégales entre elles, alors la proposée aura nécessairement autant de couples de racines imaginaires qu’il y aura de ces racines.
Et, dans ce cas, nommant —W une quelconque de ces racines, on aura d’abord 5 = — ; cette valeur étant ensuite substituée dans les
deux équations (H) du n* 17 , on cherchera leur plus grand commua diviseur, en poussant la division jusqu’à ce que l’on parvienne à un reste ou * ne se trouve plus qu’à la première dimension ; et faisant ce reste égal à zéro , on aura la valeur de a. correspondante à celle de /3 ; par ce moyen, chaque racine négative — w donnera deux racines imaginaires * + / Sy'—t, et * — fiy/ — 1 .
a*. Que si, parmi les racines réelles négatives de l’équation des différences, il y en a d’égales entre elles, alors chaque racine inégale, s’il y en a, donnera toujours, comme dans le cas précédent, une couple de racines imaginaires ; mais chaque couple de racines égales pourra donner aussi deux couples de racines imaginaires , ou n’en donner aucune ; ainsi deux racines égales donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune; trois racines égales donneront ou six ou deux racines; quatre racines égales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires, et ainsi de suite.
43. Or soient, par exemple, — W, et — w deux racines égales négatives de l’équation des différences, on fera fi = comme ci-dessus;
et substituant cette valeur de fi dans les équations (H) du numéro cité, on cherchera leur commun diviseur en ne poussant la division que jusqu’à ce que l’on parvienue à un reste où a ne se trouve qu’à la seconde dimension , à cause que la valeur de fi est double, comme nous l’avons déjà remarqué dans l’endroit cité.
Ainsi, faisant ce reste égal à zéro, on aura pour la détermination de a
une équation du second degré , laquelle aura , par conséquent, ou deux racines réelles ou deux imaginaires.
Dans le premier cas, nommant ees deux racines al et on aura les quatre racines imaginaires «'+ /3y/ — l, «' — /3j/ — i, a"-f- — i,
a"—/ 84 / — 1 ; dans le second cas, les valeurs de et étant imaginaires contre l’hypothèse, ce sera une marque que les deux racines égales — tv, — w ne donneront point de racines imaginaires de la proposée.
44- S’il y avait dans l’équation des différences trois racines égales et négatives — w, — w, — u>, alors faisant /3 = , on poussera seulement
la division des équations jusqu’à ce que l’on parvienne à un reste où * se trouve à la troisième dimension ; de sorte que ce reste étant fait = 0 , on aura une équation du troisième degré en a, d’où l’on tirera, ou trois valeurs réelles de a, ou une réelle et deux imaginaires : dans le premier cas , on aura six racines imaginaires ; dans le second , on n'en aura que deux, les valeurs imaginaires de a. devant toujours être rejetées comme contraires à l’hypothèse, et ainsi de suite.
ft
CHAPITRE VI
Sur la manière d approcher de la valeur numérique des racines des équations par les fractions continues.
On a vu dans le chapitre III comment on peut réduire le* racines des équations numériques à des fractions continues, et combien ces sortes de réductions sont préférables à toutes les antres : nous allons ajouter ici quelques recherches , pour donner à cette théorie toute la généralité et la simplicité dont elle est susceptible.
ARTICLE PREMIER
Sur les fractions contenues périodiques.
45. Nous avons déjà remarqué dans le n* t8, que lorsque la racine cherchée est égale à un nombre commensurable , la fraction continue doit nécessairement se terminer; de sorte que l’on pourra avoir l'expression exacte de la racine; mais il y a encore un autre cas où l’on peut aussi avoir l’expression exacte de la racine, quoique la fraction continue qui la représente aille à l’infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction continue est périodique, c’est-à-dire, telle que les mêmes dénominateurs reviennent toujours dans le même ordre à l’infini; psr exemple, si on avait la fraction
? P ■+■ etc.,
il est clair qu’en nommant x la valeur de cette fraction, on aurait
ce qui donne cette équation
ffX‘ — pqx — p = o ,
par laquelle on pourra déterminer a:; il en serait de même si la période était d’un plus grand nombre de termes, et l’on trouverait toujours pour la détermination de x une équation du second degré. 11 peut aussi arriver que la traction continue soit irrégulière dans scs premiers termes, et qu’elle ne commence à devenir périodique qu’après un certain nombre de termes; dans ces cas, on pourra trouver de la meme manière la valeur de la fraction , et elle dépendra pareillement toujours d’une équation du second degré; car soit, par exemple, la fraction
Nommons toute la fraction X, et y la partie qui est périodique, savoir :
on aura
r + etc;
d’oi» l’on tire y — x -.. p . — . ■ mais l’on a r = r H — , ce qui
donne tj * — rsy—r—o -, donc, substituant pour y sa valeur en x,
*(* —PY— rs ( x —P) [i — q(x — p)] — j'ti — ?(*—/»)]• = o,
équation qui , étant développée et ordonnée par rapport à x, montera au second degré.
46. O11 voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont il s’agit doit avoir lieu toutes les fois que, dans la suite des équations transformées (a), (b), (c), (d), etc. du n* 18, il s’en trouvera deux qui
auront les mêmes racines; car si la racine z, par exemple, de l’équation (c) était la même que la racine x de l’cquation (a), on aurait
ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus, et ainsi des autres- Donc , quand on voit que , dans une fraction continue , certains nombres reviennent dans le même ordre, alors pour s’assurer si la fraction doit être réellement périodique à l’intini, il n’y aura qu’à examiner si les racines des deux équations qui ont la même valeur entière approchée sont parfaitement égales, c’est-à-dire si ces deux équations ont une racine commune; ce qu’on reconnaîtra aisément en cherchant leur plus grand commun diviseur, lequel doit nécessairement renfermer toutes les racines communes aux deux équations, s’il y en a : or, comme nous avons vu que toute fraction continue périodique se réduit à la racine d’une équation du second degré, il s’ensuit que le plus grand diviseur commun dont nous parlons sera nécessairement du second degré.
47. Supposons donc qu’on ait reconnu que parmi les différentes équations transformées , il s’eu trouve deux qui ont la même racine ; alors la fraction continue sera nécessairement périodique à l’infini; de sorte qu’on pourra la continuer aussi loin qu’on voudra, en répétant seulement les mêmes nombres; mais voyons comment on pourra dans ce cas continuer aussi la suite des fractions convergentes du n* a 3 sans être obligé de les calculer toutes l’une après l’autre par les formules données.
Pour cet effet, nous supposerons que l’on ait en général
x = A' p , x' = A 1 ' + p , x 1 ' = A'" -f- -p , etc. ,
en sorte que x étant la racine cherchée, x', x", x"', etc. soient celles des équations transformées que nous avons désignées ailleurs par y, z, u, etc., et l’on aura
io
DE LA RÉSOLDTIOH
Donc, faisant comme dans l = i,
z» = h ir r 4- z',
etc.,
le n* cité
L" = A"L* -f- L'', etc.,
, on aura ccs fraction» convergentes vers x
1 * r ^ il etc
Maintenant F équation x= A'+ p donnera
mettons au lieu de af, dans Je second membre de cette équation , sa valeur A"+ p-, et multipliant par x", on aura
xx'x" = (A "Z' + Z)x" + t = t'a ! 1 -+• t,
on trouvera de même, en substituant dans le second membre de cette équation , A ,n -j- pr à la place de x’,
xx'xV"s= fx'+ Z",
et ainsi de suite.
Pareillement l’équation x! = A"-f- p donnera
xV = AV + i sa LV+ L'j
ensuite, substituant dans le second membre A'*-f-pr à la place de x 1 ', et multipliant par a!’, on aura
x W = (A«'L"+ V)x"'+ L"= L'V" + L", et ainsi de suite.
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. ffl
D’ou il suit qu’on aura en général, [quelle que soit la fraction continue, soit périodique ou non,
xx’^'x'" x' = /V + 1
xtx’x'" x' = L*x< + L«-*i (B) '
11 faudra bien se souvenir qu’ici et dans les calculs suivons les exposans des quantités x, l, L représentent des indices et non des puissances.
48. Cela posé , supposons que l’on ait trouvé , par exettiplc , x*“ "f" ’ = x^* , c’est-à-dire que la racine de la ( y. -f- e J* - transformée soit égale à celle de la transformée ; alors on aura aussi x“ +, 4« — *,“+•, x**+’ + a = j/*+ a , etc., xt‘+ a ’ = x*, etc., et en général ■zV*"l''* , 4-*' =x fl ^~' lr ; donc aussi Af* "f" ’ d" 1 s d* 1 , A“+’ + a = W* + a , etc., et en général A“+ n * +’•' = *<“+»; de sorte que l’on aura
x = y-f-^ etc.,
j/* + * +etc.,
V + »-UÎ
etc.
Maintenant si on suppose en général f = fj. -f- m -J- tt, il est facile de voir que les deux équations (B) du numéro précédent deviendront
xxV'. . . X* x ■z | ‘‘+ *Jo“ + î . . . x-‘ , + r x ( x <“ + , a?“+ 2 .. . x*+’)* x'x". . . 3? X xf t +* X"+ a . . . x-“ + ' x (a/‘+ I av+ 4 .. .**»+')'
saLV^-KL»*” 1 .
Or, en faisant dans les mêmes équations p = fi, cto a
JMf'.a*. X* aat /V* -f- r — *,
x'x".... a* = LV* + L r Mt .
De plus , à cause de
^ = V+i + _i_, *• + ' = ** +a 4- etc.,
il est clair que si l’on fait
h'=tf+ l , H' = i ,
h" = X'“ + 2 A' -f- A, H" = X* + ’ff, y.. (C),
etc.,
on aura en général
etc.;
x*xt‘+ l xf + *....x*+ r = h r xi t + , + hr— -j.
aT+ .«* + ' = H r jc*“ + r +H*— 'J
Donc on aura
et, à cause de jc“ + ' = a>“ (Uyp.),
De sorte qu’en faisant ces substitutions dans les deux équations ci-dessus, on aura
(rv-f- /•-*) (hV +, + ir-‘) (h’^ + h’- 1 )*
(LV + IF -1 ) (tfV + '-f- H'“‘) (HV+ H'-'>
Dans ces formules et dans les suivantes, les exposans des quantités X, h, H dénotent aussi des indices.
4g. Or, les équations (D) étant divisées l’une par l’autre, donnent
II'!**' 4- H* WI
d’où l’on tire
II— ' — h'-'
Donc, iàisant tr = t, on aura x^'t* * = — — — — — , et de là
’ ’ h r — HV
H'x* + * -f- H ir 1 = 1 • — — — ; mais il est facile de voir par
h* — Wxt* ’ /
la nature des quantités A, A', A", etc., H, IV, II", etc., que l’on a H'A — A'H = i, H' A' — A"H'= — i, H'"A''— A'"H"= i , etc. ; d’où l’on aura en général
h r U r ~‘ — H'A' -1 ==fc I,
le signe supérieur ayant lieu lorsque -ir est un nombre impair, et l’inférieur lorsque 7T est pair. : “
Donc, faisant ces substitutions dans les deux dernières équations du numéro précédent, on aura
d= 4- r- ’) (hv + h’ - *)•
= (AH'-"' — é' _ -f- /«-«A' — Ph w ~\
=fc (LV 4- lf-') (HV 4- H’ “ ')■
les signes ambigus dépendans du nombre w, comme nous l’avons vp ci-dessus.
Maintenant, si, dans l’équation (E), on fait c=r, on aura, à cause de xT + ’ = sf (hyp.) &=: ^^,_ T ;d’où l’on tire l’équation en x*
laquelle donne
x* — ** - H’ + t/IC*’ — H’ ~ 4- jn’A’ ~ ' ]
Soit, pour abréger,
At’ W> — ' i
aH' V U’ ’
en sorte que l’on ait Jf/* = P -f- l/Q; substituant cette valeur
* =b (rp + r~ l + Tt/q) (h’p + h'-' + uvq)' -
= (W -1 — / {_I H') (P 4- 1/Q) +1'-' h w — l'h’-', ab (LfP+L“ _, .+-I/i/Q) (I1’P+H'~'+HVQ)*
= {l/ff* — L* ~ 1 (P-f- i/Q) +V~' h w — Vh* ~ 1 ,
d’où, à cause de l’ambiguité du radical l/Q, on tirera quatre équations, par lesquelles ou pourra déterminer £*, f *, L { , 1/
5o. En effet, supposons, pour abréger,
L*P + lf~ l = F*,
les exposan* de /, F, K, dénotant des indices , on trouvera ces quatre équation à :
t f .4- »VQ) (R* -h -(/* - (K’ - KVQ )■
aV/Q *
e — « f t^-i_- h ( P+i/Q) (/P-fVQ) (R» -H’t/Q)»
ap'Q
_(P-l/Q) (r+ 0VQ) (K r + HVQ)‘
l'h*-*— L« -, ir
- -b (F^ + I^l/Q) (R’ 4 -H , i/’Q)* — (P* — l/'l/Q) (K’-tl t/Q)‘
I.e - V_ L «/,* - « _ ± (P-f y/Q) (FM-Lry/Q) (K* — H, t/Ot
db < p -»/Q> (F > +I/ 1 y/Q) (R’-HIVQ)»
aj/Q
Donc si l’on ajoute la première multipliée par h* à la seconde multipliée par II , et de même la troisième multipliée par V à la quatrième multipliée par lf*, et qu’on fasse, pour abréger,
— ITP -f h” ~ QF,
on aura, à cause de A* H* - 1 — HV '=±i(n' 49),
/t (/ F, + *VQ) (C’+ UVOKR'+H't/Of at/Q
_ (/“ — l“y/Q) (G’ r — Hn^O) Ht'-H’i/nv ' '
ïpÇ »
L« = (F^+L/yQ) (Q T + HyQ) (K* -t-H't/Q)»
_ ïV' Q
_ (F^.— fZ-y/Q) (G^ — JI'V/Q) (R* — lî'l/OV
»VQ - ", ■' '• »
f étant = (U. -J- nv -f- 7r.
Ainsi, lorsqu’à l’aide des quantités A', A*, A"*, etc. A'-*', on aura calculé, par les formules (A) et (C), les quantités l, F, F, etc., L,
L', l>", etc. jusqu’à r et L 1 ”, et Ira quantités A, h', A*, etc.. H, H', H ", etc. jusqu’à A’ et H’, on pourra, par les formules précédentes, trouver les valeurs de F et de U, c’êst-à-dire les termes de la fraction quel que soit l’exposant du quantième f; car pour cela il n’v
aura qu’à retrancher p de f, et diviser la différence par r, le quotient sera le nombre n qui entre dans, les formules précédentes comme exposant, et le reste sera le nombre vr, qui sera par conséquent toujours moindre que r.
Quoique les formules précédentes renferment le radical y/Q, il est
facile de voir que ce radical s’en ira après le développement ; de sorte que les nombres l ( et L { seront toujours rationnels et entiers.
5i. Au reste, si l’on voulait trouver en général l’équation du second degré par laquelle peut être déterminée la racine x de l’équation proposée lorsqu’on a = x“, comme dans le n° 48, il n’y aurait qu’à
remarquer que les équations (B) du n° 47 étant divisées l’une par l’autre, donnent en général
ffx> + 1'-'
Ux> +Lf~ ''
d’où l’on tire, en faisant /> = ft , x? =
ir-'x — ir-'
; donc , substi -
!?— Ifx
tuant cette valeur de x* 4 dans l’équatiou (F) du n’ 49 , un aura celle-ci :
h’Cl'*- ’x— r-')*— ( a-h’-*) (lt~ ’x — f ') (r-L^x)
c’est-à-dire
■)* ■+■ (h’— H’ - 0 If- * L r — A— ‘ (l/)*]x*
— CaH'LT—r— *-+-(/»’ — H’ - ‘) iü'-'t+ir-'V 4 ) — ih’-'mAx
et cette équation sera nécessairement un diviseur de l’équation proposée.
ARTICLE II
Oh P on donne une manière très simple de réduire en fractions continues les racines des équations du second degré.
5a. Considérons l’équation générale du second degré Ex ? — aex — E = o,
dans laquelle E , E' et e sont supposés des nombres entiers , tels que **-+*£E' >o, pour que les racines soient réelles; celte équation étant
résolue, donne
_ .+v/(«' + EE') x — Ë’ »
où le radical peut être pris positivement ou négativement. Supposons que la racine cherchée soit positive, et soit A' le nombre entier qui sera immédiatement plus petit que la valeur de x : on fera donc
x = A' -f- 4- ; et substituant cette valeur dans l’équation proposée, on
aura une équation transformée dont l’inconnue sera x' : or, si après avoir fait la substitution , on multiplie toute l’équation par x'*, qu’ensuite on change les signes, et qu’on suppose, pour abréger,
E' = E + aeA' — E'A'*,
on aura la transformée
E "x'* — iis! — E' = o,
laquelle donnera
on cherchera donc le nombre entier A", qui sera immédiatement plus petit que cette valeur de x 7 , et on fera x* = A"-f- Ar , et ainsi de suite.
Maintenant je remarque que la quantité E'E", qui est sous le signe dans l’expression de x', devient , en substituant les valeurs de é et de E*, et ôtant ce qui se détruit, celle-ci **+ EE', qui est la même que celle qui est sous le signe dans l’expression de x; d’où il est facile de conclure que la quantité radicale sera toujours la même dans les expressions de x, x*, x", etc.
Donc, si on suppose, pour abréger,
B = «* ■+• EE
et qu'on fasse (le signe < dénote qu’il faut prendre le nombre entier qui est immédiatement moindre)
E'" — E'-f a«'A" — EV*,
E” = E"+ a t\ m — E'"A'"*, etc.,
elc.,
etc.,
ou aura
gs— _ A + pr ,
etc.;
* = A'+ -ilj
*'+ I-T-etc.
Quant au radical ^/B, il faudra toujours lui douuer le même signe qu’on lui a suppose dans la valeur de la racine cherchée x.
On peut observer encore que, comme l’on a trouvé
E'E'= **+ EE'= B
on aura
et de même E ,n =
etc.
Ainsi on pourra, si on le juge plus commode, employer ces formules à la place de celles qu’on a données plus haut, pour avoir les valeurs de E”, E”, etc.
53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la valeur de x sera toujours nécessairement périodique.
Pour pouvoir démontrer ce théorème , nous commencerons par prouver en général que, quelle que soit l’équation proposée, on doit toujours nécessairement arriver à des équations transformées dont le premier et le dernier terme soient de signes différons. En effet, nous
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avons vu dans le n* 19 qu’on doit toujours nécessairement arriver à une équation transformée qui n’ait qu’une seule racine plus grande que l’unité, après quoi chacune des transformées suivantes n’aura aussi qu’une seule racine plus grande que l’unité ; soit donc
nu" + 4«— 1 eu—* -f- etc. 4 - k = o
une de ces transformées qui n’ont qu’une seule racine plus grande que l’unité, et soit s la valeur entière approchée de u : on fera , pour avoir
la transformée suivante, u—s-\- ce qui, étant substitué, donnera
une transformée dans laquelle il est aisé de voir que le premier terme sera
(as- 4 - 4j— ' + es*— • 4- etc. 4- A)w",
et que le dernier sera a. Or, puisque la vraie valeur de 11 dans la transformée précédente tombe entre ces deux-ci : u = s et u=oo, entre lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur de u (hyp.), il s’ensuit qu’en faisant ces deux substitutions dans l’équation en u, on aura nécessairement des résultats de signes contraires; car il est facile de concevoir qu’il n’y aura, en ce cas, qu’un seul des (acteurs de cette équation qui pourra changer de signe en passant d’une valeur de u à l’autre (n° 5 ). Mais la supposition de u— *> donne le résultat au m (tous les autres termes devenant nuis vis-à-vis de celui-ci), lequel est de même signe que le coefficient a ; donc il faudra que la supposition de u=s donne un résultat de signe contraire à a; mais ce résultat est égal à
as- 4- 4 s— ‘ 4- es—* 4- etc. -f- A;
donc, puisque celte quantité est en même temps le coefficient du premier terme de l’équation transformée en w, dont le dernier terme est u, -il s’ensuit que cette transformée aura nécessairement ses deux termes extrêmes de signes différens.
Et on peut prouver de la même manière que cela aura lieu , à plus forte raison, dans toutes les transformées suivantes.
Cela posé, puisque l’équation proposée
E’x‘ — 2ix — E = o
donne les transformées (n° 5 a)
Go
EV — a*V — E' = o,
E"’x'* — a.'x' — E"= o, etc.;
il s’ensuit de ce que nous venons de démontrer, qu’on parviendra nécessairement à des transformées, comme
E y + a (* y+, )‘ — as v + , x y+I — E y+ ' = O, etc.,
dont les premiers et derniers termes seront de signes difTérens ; de
sorte que les nombres E^, E^*^* 1 , E^*^ 1 , etc. seront tous de même signe. Or, on a (n° Si)
B = G y )‘ + E*E>+' = + E y + ’E y + 1 = etc.;
donc, puisque E y , E 7 "*" 1 , E y_ ^ 2 , etc. sont de meme signe , les produits E y E y+ * , E y+, E y+a , etc. seront nécessairement positifs; d’où il suit, J®, que l’on aura (e 7 ’) < B, ’) < B, etc., c’est-à-dire
(en faisant abstraction du signe) c y < y B, t 5 ' - *” 1 < [/$, et ainsi de suite à l’infini; a°. que l’on aura aussi, à cause que les nombres E,
E', E*, etc. sont tous entiers, E*<B, E>' +1 <B, E> + î <B, et ainsi de suite. Donc, comme B est donné, il est clair qu’il n’y aura qu’un certain nombre de nombres entiers qui pourront être moindres
que B et que ^/B; de sorte que les nombres E 7 , E y "^* 1 , E y "^ ï , etc.,
t y , t v ~^ 1 , s v+2 , etc. ne pourront avoir qu’un certain nombre de valeurs différentes, et qu’ainsi dans l’une et l’autre de ces séries, si on les pousse à l’infini, il faudra nécessairement que les mêmes termes reviennent une infinité de fois; et, par la même raison, il faudra aussi qu’une même combinaison de termes correspondons dans les deux séries, revienne une infinité de fois; d’où il suit qu’on aura nécessairement, par exemple,
E' , + * + ’ — E y_ *‘ ,f , et **+* + ’ _ t r+*
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ou bien, faisant
E*+’ _ E', et f + ’ = <T-,
donc, à cause de
on aura aussi E , ‘^"'^' 1 = E*"^" 1 ; mais on a
et af + ’
•*+’ + \ZB
donc = x'* ; donc la fraction continue sera nécessairement
périodique (n° 48).
54- En efTet, on voit par les formules du n° 5a que si l’on a E^"^’^=E^, et on aura
et ainsi de suite; de sorte qu’en général les termes des trois séries E, E , t , etc., s, 6 , c , etc., A , A , etc. qui auront pour exposant /u-f- /u> -f- w, seront les memes que les termes précédens, dont les exposans seront /K-J-7T, en prenant pour n un nombre quelconque entier positif.
Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique, à commencer par les termes F/ 1 , é“ et A*'"*' 1 , et leurs périodes seront de y termes, après lesquels les mêmes termes reviendront dans le meme ordre à l’infini.
55. Nous venons de démontrer qu’en continuant la série des nombres E, E', E", etc. ou doit nécessairement trouver des termes consécutifs qui soient de même signe, et ou’ensuite la série doit nécessairement devenir périodique : or, je dis que dès que, dans la même série
on sera parvenu à deux termes consécutifs, comme E v , E v '^‘. <J e même signe , on sera assuré que l’un de' ces deux termes sera déjà un des termes périodiques, lequel reparaîtra nécessairement dans chaque période.
En effet, comme E^, E 5 '^' 1 sont de même signe , il est clair que la transformée
aura nécessairement une racine positive et l’autre négative; de sorte qu’elle n’eu pourra avoir qu’une seule qui soit plus grande que l’unité; donc toutes les transformées suivantes auront nécessairement leurs termes extrêmes de signes différens (n° 53) , par conséquent tous les nombres E r , E*"^" 1 , E*'"^" 1 , etc. seront de même signe; de sorte que chacun d’eux sera moindre que B, et chacun des nombres s v , i y ^* a J ete. sera moindre que (numéro cité).
56. Or, comme on a B = (« y ) -f-E 7 E v "^', il est visible que les
nombres E?, E*^" 1 seront ou tous les deux moindres que j/B, ou que si l’un est plus grand, l’autre en sera nécessairement moindre; de sorte qu’il y en aura au moins toujours un qui sera moindre que v^B.
Supposons que ce soit E y , je vais prouver que les nombres E7, £*+' E v ^* 2 , etc., s\ £ v "^', s v "^ a , etc. seront tous nécessairement de même signe que le radical t/B. En effet, puisque les racines x' , 3 ?, x m , etc. des équations transformées doivent être toutes plus grandes que l’unité par la nature de la fraction continue, on aura
donc aussi x y > » , i , et ainsi de suite ; donc
> i , etc- }
et comme
B = (s r )* H- = (« y+, )‘ 4- E y+, E y+a = etc.,
iV-H/B _
E v ,H" 4 . ÿn _ gH-'
et ainsi des autres ; donc ausss E y
> i , etc .
Or, comme < y , « y+l , etc. sont plus petits que \/B, il est clair que quel que soit le signe de ces nombres £ y , etc., les dénomina-
teurs j/B — t y , \/B — etc. seront nécessairement du même
signe que v^B; donc il faudra que les numérateurs E v , E y "*' 1 , etc. soient aussi tous du même signe que \/B.
Maintenant, supposons pour plus de simplicité \/B positif, en sorte que E y , E y+I ', etc. doivent être aussi tous ]K»ilifs; je dis que t y , « y+2 , etc. le seront aussi. Car, soit, s’il est possible, * y = — s (s étant uu nombre positif) comme E y < \ZB (hyp.), on aura, à plus forte raison, E y < t/B-f-w; donc — = — - sera < i,
au lieu que cette quantité doit être > i ; donc « y doit être positif. Soit ensuite, s’il est possible, « y *^‘ = — comme l’on a, par les formules du numéro 5a, 4 y ^’ 1 = A y '*‘ , E y ^" , — e y , on aura
a -/+'£V+ i _ e y — V; donc, à cause que e v et a' sont des nombres positifs moindres que i/B, et que A y+I est aussi un nombre entier positif, il est clair que E y+I devra être moindre que ]/B; et, dans ce
cas, on prouvera, comme ci-dcvaul, que 6 y "^‘ devra être positif, et ainsi de suite.
Si i/B était pris négativement, on prouverait de la même manière
que t y , £ y+> , etc. devraient être négatifs; et même, sans faire un nouveau calcul, il n’y aurait qu’à remarquer que les formules du numéro cité demeurent les mêmes, en y changeant les signes de toutes les quantités E, E', E*, etc. «, s', t", etc., et du radical i/B; de sorte qu’on pourra toujours regarder ce radical comme positif, en preuant les quantités E, E', E', etc., «, t', *", etc. avec des signes contraires.
57 . Cela posé, je dis que si deux termes correspondons quelconques
des suites E y , E^ 1 , E y+a , etc., « y , , «>+ 3 , etc. sont donné.,
tous les précédera dan» les mêmes suites seront nécessairement donnes aussi.
Supposons, par exemple, que E >,+3 pt soient dotmés (on verra
aisément que la démonstration est générale , quels que soient les termes donnés), et voyons quels doivent cire les termes qui précèdent ceux-ci , en vertu des formules du n* 5a, et des conditions du numéro précédent. On aura d’abord
donc
£ >+ 3 _ A y+ 3 EH - 3 s 5 '"*'*';
mais on doit avoir y' B ; donc il faudra que I’od ait
On aura de même
d’où, à cause
de < |/B, on tirera
mais il faut, par la nature de la fraction continue, que X" soit un nombre entier positif; donc il faudra que l’on ait
or, on a aussi
donc v/B — < E^ 3 , savoir : en mettant pour sa valeur
ci-dessus, V /B~A> +3 E> +3 + «> +3 <E>+ 3 ; d’où
Donc, puisque le nombre A*"^ 3 doit être entier, il est clair qu’il ne pourra être égal qu’au nombre entier qui sera immédiatement pins
petit que — ainsi A 3 ^* 3 sera donné, et de là i^" 3 le sera
aussi ; et comme = •» — -■ , il est clair que E^" a sera aussi
donné. Maintenant on aura
et par conséquent, à cause de s 5 ' < y/B,
EH
Donc, pour que A*"*" 1 soit entier positif, tel qu’il doit être, il faudra
que *>+' -4- y/B > E> +1 ; par conséquent, à cause de
£T+i E y+a = B _ ( t y+i)‘ > il faudra que VB _ { y+i < E vM f ou
bien , en mettant pour 1 sa valeur ci-dessus,
d’où l’on tire
De sorte que le nombre A y '*' a ne pourra être que le nombre entier qui sera immédiatement plus petit que la quantité donnée -~ +
donc ce nombre sera donné, et par 11 les nombres et E v + * le seront aussi.
Enfin, puisque E v est (liyp.) < y/B, on aura, à plus forte raison, « v + y/B>E y ; et de là , 1 cause de rE** 1 = B — G*)* , on aura’ y/B — t v < E Y , ou bien, en substituant pour t v sa valeur trouvée cidessus,
Ce qui donne
Donc le nombre A 1 '"^’ 1 ne pourra être que le nombre entier qui est
immédiatement moindre que la quantité donnée
— ^+T— i P»" con-
séquent ce nombre sera entièrement donné, et les nombres e r et E y le seront aussi.
Or, nous avons vu (n* 53) qu’en continuant les séries E y , E r ^ _ 1 , etc. , » v , etc., il arrivera nécessairement que deux termes correspon-
dans , comme E v "^, s v "^, reparaîtront après un certain nombre d’autres termes; en sorte que l’on aura, par exemple.
gv+’-M' _ £*+/ ( v+’+^ __
Donc, par ce que nous venons de démontrer , on aura aussi en remontant ,
etc.,
etc.,
58. De là je conclus en général, que lorsque dans la série des nombres E , E', E", etc. , on en trouvera deux consécutifs de même signe , celui des deux qui sera moindre que v/B sera déjà nécessairement périodique.
Ainsi , si dans l’équation proposée
E'x’ — 3fjr — E = o,
les coefficiens E et E' étaient de même signe, la série serait périodique dès le premier ou le second terme.
Si l’on a £ = o, en sorte que x =r y/ -g> , alors on aura B =EE'; d’on
l’on voit que des deux nombres E , E', le plus petit sera moindre que t/B, et le plus grand sera nécessairement plus grand que i/B; donc ,
dans ce cas , si le nombre — , dont il s’agit d’extraire la racine carrée est
plus petit que l’unité, la série sera périodique dès le premier terme E ; et, s’il est plus grand que l'unité, la période ne pourra pas commencer plus bas qu’au second tarme.
5 g. On avait remarqué depuis long-temps que toute fraction continue périodique pouvait toujours se ramener à une équation du second degré; mais personne, que je sache, n’avait encore démontré l’inverse de cette proposition, savoir: que toute racine d’une équation du second degré se réduit toujours nécessairement en une fraction continue périodique. Il est vrai que Euler , dans un excellent Mémoire imprimé au tome XI des nouveaux Commentaires de Pétersbourg, a observé que la racine carré d’un nombre entier se réduisait toujours en une fraction continue périodique; mais ce théorème qui n’est qu’un cas particulier du nôtre, n’a pas été démontré par Euler , et ne peut l’être, ce me semble, que par le moyen des principes que nous avons établis plus haut.
60. Nous avons donné ci-dessus des formules générales pour trouver aisément tous les termes des fractions convergentes vers la racine d’une équation donnée , lorsqu’on a reconnu que la fraction continue qui exprime celte racine , est périodique.
Or , dans le cas où l’cquation est du second degré , et où l’on se sert de la méthode du n° 5 a, on pourra , si l’on veut, simplifier beaucoup
les calculs des n c * 48 et suivons, pougr trouver les termes l ( et iJ 'de chacune des fractions convergentes versa:.
En effet, ayant 0/“ = et jc f,+r = , où é“, «“+»,
E '“ +1 et ~ ' * sont connues ( 7 T étant < p ) il n’y aura qu’à substituer ccs valeurs dans les deux équations du n* 48; et faisant pour
abréger ,
!" + lT — 1
HV+* 4 - lV r - t E M+r+t = G*.
on aura
(/' + j$) X (G" 4- HVB)x (v +%gy — P j« — 1 E^+' _f_£ y'B,
(p* + ££) X (G- + IÏVB) x (k> 4^?)‘
= Uf + * 4- L« _I E“ +,T+ ' 4- L f i/B ;
d’où, à cause de l’ambiguité du signe du radical y/ B , on lire sur-le-champ
ap'B
_*vb\
Fr+' /
IUv^V
Et-t" J
ay-B
V Et* +I ,
) X (G'+H’VB) x
ai B
l/vb'>
ET +I J
l x(o*-nyB) x (
hvbV v Ef+* J
ayu
f étant, comme plus haut, =-fJ. + r» 4 7r.
6i. On peut aussi remarquer que la valeur de L { peut se déterminer par le moyen de celle de l* et ', sans avoir besoin d’un nouveau calcul-
En effet, ayant x= —g- = * el de meme x = ~ B _ t , >
on aura par l’équation (G) du n* 5 1 ,
V'B — « L/Et +L'- , (t/B — ’
E[L'E { 4 L«“‘(^B — £<)] sxl'E'Cv'B — 0 4 f !-I [B4« { — («*4«) /B];
savoir ,
de sorte qu’en comparant )a partie rationnelle avec la rationnelle , et l’irrationnelle avec l’irrationnelle, on aura
d’où, à cause de B —(**)• = E^E*"^" 1 , on aura
Or, f étant ss f* -f- nn -f- w , on aura
as' >T +W , E<+* = E^ Hr+I ;
de sorte que «* et seront connus, quel que soit le quan-
tième f.
6a. Supposons, pour donner un exemple de l’application des formules précédentes , qu’on demande la racine carrée de par une fraction continue.
Faisant x = , on aura l’équation 3 æ* — 11=0; donc
(n*5a) E= 1 1 , E' = 3, t = o j ainsi , on fera le calcul suivant , en prenant B = 33 ,
E* = - , , A'" < =,0 , «T atio. 1—5
E' - £fS = 3, A* < *^±1 =“ 3 , = 3.3-3
, as '* R
Je m’arrête ici , parce que je vois que E* sa E' et «* as de sorte
que j’aurai , dans ce cas , f* = i et > = 4 i el P ar conséquent
io -J- etc.
63 . Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur de \/ ; mais si on veut trouver les fractions convergentes vers cette valeur, on fera dans les formules du n° 6 o, /*= i, i— 4 , et comme tt doit être <4 » on fera successivement w=o, i, a, 3 .
On aura donc T = /' = (form. A, n° 47) — 1, f * = i=i;
^* = «' == 3 , E'*^” ' =E" = 8 ; donc f * — (n* 60) ^ -J- 1 = on
trouvera de même L/* = 1, 1 ,v * = g. Ensuite on calculera les valeurs de
H, H', etc. jusqu’à H’=H ,T par les formules (C) du n° 48, et l’on trouvera
II" = X"H
D’où H’ = 3 a , H’ - 1 = 1 1 , et de là K’ = ^ + 1 1 = a 3 . ’
Maintenant soit , i*. w = o , on aura H * = o et H* * = 1; car il est facile de voir par la nature des formules (C) que le terme qui précéderait H, serait nécessairement ai: ea effet , on doit avoir par l’analogie H' =3 V* + ' H + H “ *; on prouverait de même que le terme qui précéderait h, serait = 0; donc G* = Ef * 1 = 8 . a*. Soitw= 1, on aura H r = x, H* 1 = 8 ; donc
3*. Soit nr = a ; donc
= 10 , H* ' = i, G'= 10 i l “ +I + i. E H ' 3 = i04"4-E"®*58. 4*. Soit 7T = 3, donc
H' = n, H' 1 = io, et G' s= i»"+ioE’ = 63.
Donc, substituant ces valeurs dans les expressions de P et U du n* 6o , et multipliant ensemble, pour plus de simplicité, les deux
(acteurs , G' =fc H' |/B , comme aussi les deux
F / ‘=fc^f, G'iH' v/B, ce qui donne ces facteurs simples
Er *'
on aura les formules suivantes :
I ,**•• = ( 3+ fc/33) (s3+4t/33)»— ( 3— y 33) ( a 3 — 4y/33)*
ïj/33 ~
(63+ii t/33) (23 + 4 v/33)* — ( 63 - 1 1 v/33) ( a 3 — 4t/33)*
u — ; jpâT
tlM _ (i 3a + 23 1/33) (23 + 4t/33)*-(i32 -23t/33) (23 — 41/33)*
au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de chacune des i f r
fractions , j-j , ^ , etc, convergentes vers la racine de -y-.
DE Là RÉSOLUTION
Ainsi , faisant d’abord n = o , on aura les quatre premières fractions; faisant ensuite n= 1 , on aura les quatre suivantes , et ainsi de suite , «t ces fractions seront
i * ai il 56 qo r/ÿj io $9
«’ i* ««" n' 35’ 47* 535’ ÎSâT* ®
Si l’on voulait avoir , par exemple, le cinquième terme de cette série, c’est-à-dire la fraction - j-jj-, il n’y aurait qu’à diviser 5o par 4 , ce qui
donne ta de quotient et a de reste; et l’on ferait n ss la; de sorte qn’en développant la puissance douzième de a3 4 V 33 , et faisant pour abréger
N = ta (4) (a3)" + a» (33) (4)' (a3)> + 79 a (33)* (4)* (a3)* - 4 - 793 ( 39 )* (4)' (a3 ) 5 + aao(33)‘(4)* (a3)’ + ta (33)' (4)” (a3),
on aura
(a3±4 v/33)'=M=fc!V /33;
donc, substituant cette valeur dans les expressions de /••+ 1 * etLf'+* , on aura pour la fraction cherchée ,
64 - Je vais terminer cette remarque par une observation qui me paraît digne d’attention. Lorsque l’équation proposée a des diviseurs commcnsurables du premier degré, alors les fractions continues qui représenteront les racines de ces diviseurs, seront nécessairement terminées; et lorsque l’équation aura des diviseurs commensurables du second degré à racines réelles, alors lesfractions continues qui exprimeront lesracinesde ces diviseurs seront nécessaire ment périodiques. Ainsi la méthode des fractions continues a non-seulement l’avantage de donner toujours les valeurs rationnelles les plus approchantes qu’il est possible de la racine cherchée ; mais elle a encore celui de donner tous les diviseurs commensurablcs du premicreldu second degré que l’équation proposée peut renfermer- liseraitàsouhaiterquel’on pût trouver aussi quelque caractère qui
pût servir à faire reconnaître les diviseurs coramensurables des troisième, quatrième , etc. , degrés, lorsqu’il y en a dans l’équation proposée; c’est du moins une recherche qui me parait très digne d’occuper les Géomètres.
ARTICLE III
Généralisation de la théorie des fractions continues.
65 . Nous avons supposé dans le chapitre 111 que les nombres p, q , r, etc., étaient les valeurs entières approchées des racines x ,/ , z , etc. , mais plus petites que ces racines, c’est-à-dire que p, q, r, etc. , ctaientles nombres entiers qui seraient immédiatement plus petits que les valeurs de x,y , z, etc.; cependant il est clair que rien n’empêcherait qu’on ne prît pour/», q , r, etc. , les nombres entiers qui seraient immédiatement plus grands que les racines x,/, z, etc.
66 . Imaginons donc qu’on prenne pour/» le nombre entier qui est immédiatement plus grand que x, en sorte que p > x et p — 1 < x, il est clair
qu’il faudra dans ce cas x = p • — c’est-à-dire qu’il faudra prendre/
négativement, et comme x < /» et > /> ■ — 1 on aura i > o et < 1 ,
et par conséquent/ > 1 , comme dans le cas où l’on aurait pris p plus petit que x (n° 18). Ainsi on pourra prendre de nouveau pour q, le nombre entier qui serait immédiatement plus petit que/, ou celui qui serait immédiatement plus grand , et l’on fera dans le premier cas
y — q -f- ^ , et dans le second, / z=.q — i , et ainsi de suite.
De cette manière ou aurait donc
x = pd='-, y = q ±'~, ; * = r ± i, etc.
ce qui donnerait la fraction continue x — p de. —
où il est bon de remarquer que chacun des dénominateurs q, r, etc. ,
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qui sera suivi d’un signe—, devra nécessairement ôtre=a, ou > a ; car , puisque^ > i , si on fait ^ = q — ^,on aura q — i , donc q > i — f- ^ , donc q devant être un nombre entier , sera nécessairement = a , ou >-a ; et ainsi des autres.
67. J’observe maintenant que ces sortes de fractions qui procèdent ainsi par addition et par soustraction , peuvent toujours facilement se changer en d’autres qui ne soient formées que par la simple addition.
En effet , supposons en général
n et A devant être des nombres entiers, et / , T des nombres plus grands que l’unité; on aura donc a — • A = d -j- i ; donc, puisque i ■< 1 , et ^ < 1 , j 4- sera < a ; donc on ne pourra supposer
que a — A = 1 , ce qui donne A = a — 1 ; on aura donc
n-i = n- I H-i;doncI = .-^etT==^ = ,4- î _L Tj de sorte qu’on aura en général
et cette formule servira pour faire disparaître tous les signes — dans une fraction continue quelconque.
Soit, par exemple, la fraction
, etc.,
elle deviendra, en faisant 0=7» , m / — q -h pi» etc.,
Si l’on avait la fraction
elle se changerait d’abord en
: etc.,
P-'+ Thm
et ensuite en
retc.,
r — i etc. ,
et ainsi des autres fractions semblables. 11 est bon de remarquer qu’il peut arriver que , dans ces sortes de transformations , quelqu’un des dénominateurs devienne nul , auquel cas la fraction deviendra plus simple.
En effet, supposons que la fraction à réduire soit
r etc. ,
la transformée sera
c’est-à-dire
r etc.,
etc.
De même , si l’on avait la fraction
elle se réduirait à celle-ci
r etc. ,
r — i etc. ;
savoir ,
r — i etc. ,
et ainsi du reste.
68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus, et qu’on peut mettre sous cette forme
fait voir qu’une fraction continue dont tous les termes ont le signe +- , peut quelquefois être simplifiée en y introduisant des signes — ; c’est ce qui a lieu lorsqu’il y a des dénominateurs égaux à l’unité; car soit, par exemple , la fraction
P+ HH
elle sc réduirait à celle-ci
et si l’on avait celle-ci
P+TTJ
« + 1 7 etc. ,
' etc. ,
elle se réduirait d’abord à
« etc. ,
1 + 1 7 etc. ,
et ensuite à
* ■+■ i etc.,
d’où il est facile de conclure, en général, que si l’on aune fraction continue qui n’ait que des signes -fr, et où il y ait des dénominateurs égaux à l’unité, on pourra toujours la changer en une autre qui ait autant de termes de moins qu’il y aura de pareils dénominateurs , pourvu qu’ils ne se suivent pas immédiatement ; car, lorsqu’il y en aura deux de suite , on ne pourra faire disparaître qu’un seul terme ; lorsqu’il y en aura trois de suite , on pourra faire disparaître deux termes -, et en général, s’il y en a an, ou an -fr i de suite, on ne pourra faire disparaître que nouu+ i termes.
Ainsi , la fraction continue qui exprime le rapport de la circonférence au diamètre étant, comme l’on sait,
a 4 - etc.,
elle peut sé réduire à uneautre qui ait déjà trois termes de moins, et qui sera
3 + etc.
69 . Pour pouvoir comprendre sous une même forme générale les fractions continues où les signes sont tous positifs , et celles où il y a des signes négatifs , il est bon de transformer ces dernières, en sorte que les signes négatifs n’aficctent que les dénominateurs , ce qui est très facile ; car ayant, par exemple, la fraction
il est clair qu’elle peut d’abord se changer en
ensuite en celle-ci
4 4- etc. ,
P + ZZ
et ainsi des autres.
De cette manière , la forme générale des fractions continues dont nous venons de parler ci-dessus , sera
r -+. etc. ,
les nombres p, q, r , etc. étant tous entiers, mais pouvant être positifs ou négatifs, au lieu que jusqu’ici nous les avions toujours supposés positifs.
Il faut cependant remarquer que , si quelqu’un des dénominateurs q, r, etc. se trouve égal à l’unité prise positivement ou négativement, alors le dénominateur suivant devra être de même signe; c’est ce qui Suit de ce qu’un dénominateur positif, et égal à l'unité, ne saurait jamais être suivi du signe — (n* 68).
70. H suit de là que la méthode d’approximation donnée dans le chapitre III, peut être généralisée en cette sorte.
Soit x la racine cherchée, on prendra d’abord pour p la valeur entière approchée de x, c’est-à-dire qu’on fera p égal à l’un des deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de x, et qu’on peut toujours trouver par la méthode du chapitre I";
l’on supposera ensuite x = p + ~ , ce qui donnera une transformée en y qui aura nécessairemeut une racine positive ou négative plus grande que l’unité; on prendra de même pour q la valeur entière approchée de y, soit plus grande ou plus petite que y , et l’on
fera y = q + - ; et ainsi de suite.
Si l’équation en x avait plusieurs racines , on ferait sur les transformées eu y , en 2 , en u, etc. des remarques analogues à celles du n* 19.
Ayant donc
x=P+j, / = ? +' t i 2 = r +î> etc >
on aura
r -h etc. , i
où les dénominateurs q , r, etc. pourront être positifs ou négatifs, comme nous l’avons supposé ci-dessus ; et cette fraction pourra ensuite se réduire, si l’on veut, à une autre dont les dénominateurs soient tous positifs , et qui ne contienne d’ailleurs que des signes + (n* 67).
L’avantage de la méthode que nous proposons ici , consiste en ce qu’on est libre de prendre pour les nombres p,.q, r, etc. les nombres entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits que les racines x , y , s, etc. , ce qui pourra souvent donner Leu à des abrégés de calcul dont nous parlerons plus bas.
Au reste, si l’on veut avoir la fraction continue la plus courte, et par conséquent la plus convergente qu’il soit possible , il faudra prendre toujours les nombres p, q, r, etc. plus petits que les racines x,j, a, etc., tant que ces nombres seront différons de l’unité; mais, dés que l’on en trouvera un égal à l’unité , alors il faudra augmenter le précédent d’une unité , c’est-à-dire qu’on le prendra plus grand que la racine correspondante ; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré sur ce sujet («• 68).
Maintenant, si l’on fait, comme dans le n* a
P =2 aq . 4- r.
y = fir + a.
J 1 = ys H- P,
etc. ,
etc. ,
on aura, en ajoutant au > commencement la fraction f qui est plus grande que toute quantité donnée, les fractions
o’ «'> jF> yf> //» e,c ->
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur de x.
Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions , nous remarquerons ,
i°. Que l’on aura toujours
ao — i a' = — t ,
JV— y r= . ,
etc. ,
d’où l’on voit que les nombres a , et', 1 3 , /3', etc. , n’auront aucun diviseur commun , et que par conséquent les fractions " , A, etc. , seront
déjà rcduitps à leurs moindres termes.
a°. Que les nombres a , |3 , y , etc. , et (3', y, etc. , pourront être positifs ou négatifs ; lorsque la valeur de x est positive, les deux termes •le chaque fraction seront de même signe , mais ils seront de signes (différons lorsque la valeur de x sera négative , et qu’abstractiou faite de leurs signes , ces nombres iront en augmentant.
3’. Qucl’onaura, à cause de x = /> 4-- , etc- ,
etc.
7 a. Donc, en général, si w, f>, <r, sont trois termes consécutifs quelconques de la série *, |3, y, etc., et ir', p' , </, les termes correspon-
dans de la série et', /3', ÿ, etc., en sorte que , A , A soient trois fractions consécutives convergentes vers la valeur dex, on aura p-jr' — 7Tp' s± 1 , et erp' — p<r' = q= 1 ,
les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la fraction f -, est impair, et les inférieurs pour celui où ce quantième est pair,
compter depuis la première fraction de plus, on aura (abstraction faite des signes)
enfin, si l’on dénote par t le terme correspondant dans la série x,j, a, etc., on aura rigoureusement
Et si k est la valeur entière approchée de t, soit plus grande ou plus petite que t, on aura
<r — fk -f- ic , tr 1 = f'k + ir'.
75 . Cela posé, considérons la fraction^ et voyons de combien elle diffère de la vraie valeur de x; pour cela , nous aurons
donc
Ainsi 1 erreur sera ^ f l (t't+r') > or > s * ® ®t 9 -f- 1 sont les deux nom -
bres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de t , il est clair que la quantité f't tombera entre ces deux /' 9 ■+. ir', et />'(9 4 1 ) 4 . 4 ,
et qu’ainsi l’erreur de la fraction sera renfermée entre cesdeux limites.
^ cV« 4 »') » et =*= tTî'C* + 0 +»') ’
Or, on peut prendre k = 6 , ou k = 9 -f- 1 , de sorte que l’on aura a 1 = /'fl -f- 'ir' , ou = /'(fl + d’où je conclus que si, pour dis-
tinguer les deux cas , on nomme a' le dénominateur de la fraction qui
suit jr, lorsqu’on prend la valeur approchée de t en défeut, et 2 ' le dénominateur de la même fraction , lorsqu’on prend la valeur approchée de t en excès, l’erreur de la fraction 4 - sera nécessairement renfermée
entre ces deux limites qp-4-> et a=- 4 >< t' ^ f*
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D’où l’on voit que l’erreur ira toujours en diminuant d’une fraction a l’autre, à cause que les dénominateurs /, a' ou 2 ', etc., vont nécessairement en augmentant. On voit aussi, à cause de o'> />' et ï'> /*',
que l’erreur sera toujours moindre que =p 4 yj c’est-à-dire que l’erreur
de chaque fraction sera moindre que l’unité divisée par le carré du dénominateur de cette fraction. D’où il est facile de conclure que la
fraction 4 approchera plus de la valeur de x, que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui serait conçue en termes plus simples ; car supposons que la fraction — approche plus de x que la
fraction l, n étant < comme la valeur de x est contenue entre
et i •+• 4r, ou entre -, et -, — 4r , il faudra que la valeur de — soit
«te’ t < c ^ »
pareillement contenue entre ces limites; donc la différence entre
* et — devra être < 4.; mais eette différence est — — r-^-, dont le nu-
mérateur ne peut jamais être moindre que l’unité , et dont le dénominateur sera nécessairement plus grand que />'*, à cause de />'>»; donc, etc.
74- On doit remarquer, au reste, que si les dénominateurs a', /3', y% etc. sont tous de même signe ou de signes alternatifs , les erreurs seront alternativement positives ou négatives; de sorte que les fractions
W’ y n e *°’ seront alternativement plus petites et plus grandes que
la véritable valeur de x, comme nous l’avons dit dans le n° a3 ; mais cela cessera d’avoir lieu lorsque les nombres a.', /3', y', etc. ne seront pas deux à deux de même signe ou de signes différais ; c’est ce qui arrivera nécessairement lorsque, parmi les dénominateurs 7 , r, s, etc. de la fraction continue, il y en aura de positifs et de négatifs, c’est-àdire, lorsqu’on prendra les valeurs approchées de x, y, s, etc. tantôt plus grandes, tantôt plus petites que les véritables.
7 $. Si au lieu des fractions convergentes J, ^ , 4 , etc. on aimait mieux avoir une suite de termes décroissons , on remarquerait que.. . .
DES EQUATIONS NUMÉRIQUES.
0 * 0m — nJ? I , , »
g — -t = vg~ — — î et de même
et ainsi de suite ; d’où Ton tire, à cause de a! — r ,
y = * + 7g7 — gy + 77 .
et, en général,
? — * + 77 — Wï + 77 ** etc - * S7'
Ainsi on aura pour la valeur de x la série * -f- ^~p — ■£-> •+• etc. , laquelle en approchera d’autant plus qu’elle sera poussée plus loin ; et si après avoir continué cette série jusqu’au terme quelconque
on veut savoir de combien elle diffère encore de la véritable valeur de x, on sera assuré que l’erreur se trouvera entre ces deux limites. . . .
^ -'-J et =p (n* 73), de sorte qu’elle sera nécessairement moindre que p.
76. Il est à remarquer que chaque terme de la série <*■ + ?$ — gy + etc.
répond à chaque terme de la fraction continue
r-f etc.
d’où elle dérive; de sorte que la série dont nous parlons sera plus ou moins convergente, suivant que cette fraction le sera. Or nous avons
donné plus haut (n° 68) le moyen de rendre une fraction continue la plus convergente qu’il est possible ; donc on pourra avoir aussi la suite la plus convergente qu’il soit possible.
Ainsi , pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes vers le rapport de la circonférence au diamètre , on prendra la fraction continue qui exprime ce rapport; et après l’avoir simplifiée comme nous l’avons fait (n* 68) , on la mettra sous la forme suivante :
etc. .
de sorte qu’on aura p = 3 , 9 = 7, r= 16, s = — 294 , etc. donc on trouvera (n* 71)
4 ' = — 9953a x — 3 — 33 ai 5 = a 6538 i, etc.
de sorte que la série cherchée sera
3 4.1 ï ! ! i_ etc
^7 7.113 ii 3 . 33 ai 5 33213.99533 99532.265381’
ARTICLE IV
Où Von propose dijfferens moyens pour simplifier le calcul des racines par les fractions continues.
77. Nous avons trouvé en général (n° 73) que si et j, sont deux fractions consécutives convergentes vers la valeur de x, on aura. . . . x = j donc si l’on substitue cette expression de x dans l’équation en x dont on cherche la racine, on aura une transformée en t, qui sera nécessairement la même que celle qu’on aurait eue par le»
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES, substitutions successives de p + ^ à la place de x, de 9 + ^ à la place
de y, etc., et pour avoir la fraction suivante n, >1 faudra trouver la valeur entière approchée de I, laquelle étant nommée b, on aura
= a / = kf' + 7r'.
De cette manière, connaissant les deux premières fractions ^etjp,
qui sont toujours A, et j (n* 71 ), on pourra trouver successivement toutes les autres, à l’aide de la seule équation en x.
78. Or , soit qu’on emploie les substitutions successives de p -J-à la place de x, de 9-f- ~ à 1a place de y, etc. soit qu’on fasse usage
de la substitution générale de * à la place de x, la difficulté se
réduira toujours à trouver dans chaque équation transformée , la valeur entière approchée de la racine positive ou négative, au-dessus de l’unité que cette équation contiendra nécessairement ( n° 70 ). Si la première valeur approchée de p ne convient qu’à une seule racine , alors toutes les équations transformées en y , en z , etc. n’auront chacune qu’une seule racine plus grande que l’unité ; de sorte qu’011 pourra trouver les valeurs entières approchées de ces racines par la simple substitution des nombres naturels (n* 19). Mais si la même valeur appartient à plusieurs racines, les transformées auront nécessairement plusieurs racines plus grandes que l’unité, soit positives ou négatives, jusqu’à ce que l’on arrive à une de ces transformées qui n’ait plus qu’une pareille racine; car alors toutes les suivantes n’en auront plus qu’une seule au-dessus de l’unité, comme nous l’avons démontré dans le numéro cité.
Avant d’être parvenu à celte transformée, il arrivera souvent que la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas pour faire trouver les valeurs entières approchées dont on aura besoin , parce que l’équation aura des racines qui différeront entre elles par des quantités moindres que l’unité. Dans ce cas donc , il semble qu’il faudrait avoir recours à la méthode générale que nous avons donnée dans
as
le chapitre premier; mais, ayant déjà employé cette méthode pour trouver les premières valeurs approchées des racines x de l’équation primitive, on pourra se dispenser de faire un nouveau calcula chaque équation transformée; c’est ce qu’il est bon de développer.
-g. En faisant usage de la méthode dont nous parlons , on trouvera d’abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle de l’équation proposée sera renfermée, en sorte qu’entre deux limites trouvées, il n’y ait qu’une seule racine (n° i 3 ).
Soient A et A les limites de la racine chercliée ; l’expression .... x = donne t= — — — ; donc la valeur de t sera renfermée
entre les limites par conséquent, si ces dernières li-
mites diffèrent l’une de l’autre moins que de l’unité, on aura sur-lechamp la valeur entière approchée de t ; mais si elles different l’une de l’autre d’une quantité égale ou plus grande que l’unité, alors ce sera une marque que la racine cherchée t différera des autres racin es de l’équation transformée en t par des quantités égales ou plus grandes que l’unité; de sorte qu’on sera sûr de pouvoir trouver la valeur entière approchée de cette racine, par la simple substitution des nombres naturels à la place de t ; et la meme chose aura lieu , à plus forte raisou, dans les transformées suivantes.
La formule t
peut être aussi très utile pour réduire
en fraction continue toute quantité jc qui sera renfermée entre des limites données, au moins pour trouver les termes de cette fraction qui pourront être donnés par ces limites; car nommant, comme ci-
dessus , A et A les deux limites de x , on aura — — et — — — pour ’ e — <* t — t A r
celles de <; de sorte que, tant que la différence entre ces dernières limites ne sera pas plus grande que l’unité , on pourra trouver exac-
tement la valeur entière de t : ainsi , prenant ; et ~ ( p étant la
valeur entière approchée de x) pour les deux premières fractions, on pourra pousser la suite des fractions convergentes, et par conséquent la fraction continue, jusqu’à ce que les limites dont noos parlons diffèrent entre elles d’une quantité plus grande que l’unité ;
alors U fandra s’arrêter, parce que les limites données A et A ne comporteront pas une plus grande exactitude dans la valeur de jc.
Par ce moyen , on n’aura jamais à craindre de ae tromper en poussant la fraction continue plus loin qu’on ne doit, comme cek arriverait facilement si, pour avoir cette fraction, on se contentait de prendre un des nombres A ou A, et d’y pratiquer la même opération dont on se sert pour trouver la plus grande commune mesnrc, conformément à la manière usitée de réduire les fractions ordinaires en fractions continues.
Pour pouvoir employer cette méthode en toute sûreté, il faudrait faire la même opération sur les deux nombres A ou A, et n’admetlre ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait également des deux opérations ; mais la méthode précédente parait pins commode et plus simple.
81. Voyons maintenant d’autres moyens pour simplifier encore la recherche des valeurs entières approchées dans les différentes équations transformées. Soit
/“ — at* - * ■+• àl*~‘ — etc. = o ,
une quelconque de ces équations, dans laquelle il s’agit de trouver la valeur entière approchée de t, que nous désignerons en général par A; cette équation étant dérivée de l’équation proposée en x, sera du même degré que celle-ci , et aura par conséquent 'le même nombre de racines, que nous supposons égal à n.
Nous avons trouvé en général (n° 79) t = , ce qui se
réduit à l sas % X J~~ sas X ^ — — tj-, mais....
p =5 db py , le signe supérieur étant pour le cas où le quantième de la fraction p est pair, et l’inférieur pour celai où ce quantième est impair; donc on aura
Donc , si l’on dénote par * la racine cherchée, et par x\ x”, etc. les autres racines de l’équation en x , qui sont au nombre de a, et qu’on dénote de même par t, t', t", les valeurs correspondantes de t,
=fc
("= dfc
etc.
Mais l’é<(uation en t donne a = t + r' 4- t" + etc. ; donc substituant les valeurs de t’, i', etc. que nous venons de trouver, et qui sont au nombre de n •— i , on aura
h ( + r ~ + elc Y
Or nous avons trouvé (n* 73) ^ = x ± ^ ^ , ou bien en faisant *• =ri r|r; , où l’on remarquéra que
étant renfermé entre les limites d et 2', qui sont l’une et l’autre plus grandes que / (n* 7 a) , la quantité sera nécessairement plus grande que l’unité. Donc , faisant cette substitution dans la formule précédente , on aura
+ etc. A.
Mais les quantités x — x 1 , x — a/ 1 , etc. sont données , et la quantité /' va toujours en augmentant ; donc puisque la fraction i
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est toujours moindre que l’unité, il est clair que chacune des quantités
# i y , > etc. .
' (* — ,'‘lx—x’)±ç
ira nécessairement en diminuant , et que par conséquent la somme de ces quantités, qui sont au nombre de n— 1 , ira en diminuant aussi ; de sorte qu’elle deviendra nécessairement moindre que Donc, on parviendra nécessairement à une équation transformée telle , que sa racine t sera , à £ prés , égale à a -f- ~ ( a ^ tant ] e
coefficient du second terme pris négativement), c’est-à-dire que cette racine sera contenue entre les limites
+ i et a+ '-
et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les transiormecs suivantes.
Donc, dès qu’on sera parvenu à une pareille transformée, il n’y aura qu a prendre le nombre entier qui approchera le plus delà quantité a + -^—y — , c’est-à-dire, celui qui sera contenu entre les mêmes limites
+ ? et a -f
et nombre sera nécessairement un des deux consécutifs, entre lesquels se trouvera- la vraie valeur de t, de sorte qu’il pourra être pris en toute sûrete pour la valeur approchée k (n« 77 ) Auisl
pourra continuer l’approximation aussi loin qu’on voudra, sans le moindre tâtonnement. * le
8a . Puisque a = t + 1 -f- 1" t”, etc., (n° 81) on aura
etc., en substituant les valeurs d et, t,
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Or , soit
x" — Ax*— + B x*“*
etc. , = o ,
l’équation proposée ; qu’on fasse le premier membre de cette équation égal à X , il est facile de voir, par la théorie des équations , que la quan- Xd
tite deviendra, en y mettant à la place de x, après la différentiation ,
T~ Kj.tr- H- H etc »
à cause que x , x', x", etc. , sont les différentes racines de l’équation
(IX flm'
X = o. Donc oh aura a=dz - ,. v — % et par conséquentla quantité
r -f- — — r—^-— deviendra <
{ '*Xdx
dX
{'*Xd»
Donc , si l’on fait
n _ "t— — ("—■) A(— f -4- ( » - a ) a {'* — etc.
11 — {• — A{— — etc.
la quantité dont il s’agit sera = — , , par conséquent les limites dont
nous avons parlé dans le numéro précédent seront
zfcR — *•'
Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de l’équation transformée en t, et par le seul moyen de l’équation proposée en x, ce qui pourra servir à abréger le calcul.
85. Il reste maintenant à voir comment on pourra reconnaître si la racine t est renfermée entre les limites dont il s’agit; or, cela est facile dès qu’on connaît les deux nombres entiers consécutifs 8 , 8 — f- * , entre lesquels se trouve cette racine; car, soient X + j et X — £ les deux limites données ; il est clair que, pour que t se trouve entre ces deux limites , il faudra que A tombe entre les mêmes nombres 8,6 + 1 ,
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et même plus près de celui de ces deux nombres dont t approchera davantage. On examinera donc, i" si A tombe entre fl et 0 -+• i ; a 8 cela étant , on prendra celui de ces deux nombres dont A approche davantage pour la valeur approchée de <, que nous nommerons A;, et
faisant t = k -f- — , on verra si l’équation transformée en w a une racine
positive ou négative plus grande que 2; si cette seconde condition a lieu, on sera assuré que la racine t tombera réellement entre les limite* ^ " 4 “ ï et A — i ; et on pourra poursuivre le calcul , comme nous l’avons dit dans le n° 8 1 .
84. Onpourraits’y prendreencorede la manière suivante, pours’assurer si la racine t tombe entre les limites A ± et A — J. 11 est facile de voir par le n* 81 que la difficulté se réduit à savoir si la somme des
quantités
, etc., divisée par f'*, est moindre que
ainsi il ne s’agira que de trouver une quantité qui soit plus grande que
«ette somme, et de voir ensuite si celte quantité est moindre que É-.
Or , soient x , x\ x", etc. , les racines réelles de l’équation proposée , que nous supposerons au nombre de (i-, et
^ + 4 ' V — 1 . 6 ' — 4 ' V — 1 » elc - >
les racines imaginaires que nous supposerons au nombre de a* , en sorte que/* + ar = n; comme la fraction ^ diffère de la racine a: d’une quantité moindre que — (p° 7?), il est clair que si A est une quantité égale ou moindre que la plus petite des différences entre les racines réelles de la même équation, chacune des quantités réelles >
, etc. sera nécessairement moindre que — — — , et par consé-
quent la somme de ces quantités , qui sont au nombre de fi 1 , sera
moindre que —
■rn 9» r> h» s
Considérons ensuite les quantités imaginaires, lesquelles seront deux à deux de la forme
jr— ( -'J'V' — ‘
de sorte qu’on aura v quantité de la forme -
or, ie re-
— - ; or. le
marque que , quels que soient les nombres 4-, ? > 4" > la quantité
sera toujours moindre que -j i en effet si l’on consi-
dère la quantité y \^_ > et qu’on fasse , ce qui est toujours permis , jr = 4 tang ip , elle deviendra
2sin <p cos $
lin 30 _
or la plus grande valeur de sin ai p est l’unité ; donc , etc.
Donc , si on dénote par n une quantité égale ou moindre que la
plus petite des quantités 4- , 4/', etc-, la quantité 4- sera nécessairement plus grande que la somme des quantités imaginaires dont nous parlons. Donc , en général , la quantité — ~ — •+■ j? sera plus grande que la
A * Insomnie de toutes les quantités
Donc , si Ton a
etc.
= ou<£,
A et IT étant prises positivement , on sera sûr que la racine t tombera entre les limites proposées.
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Or , pour avoir les nombres A et n , lorsqu’on ne connaît pas d’avance les racines de l’équation proposée , il n’y aura qu’à chercher dans l’équation desdifférences (D) du n* 8,1a limite /des racincspositives, et la limite — h des racines négatives , et on pourra prendre pour A un nom-
bre quelconque = ou < ~j, et pour II un nombre quelconque :
< rrr ; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré dans l’en- V" *
droit cité.
85. Si l’on avait ^ _ j + , alors la condition requise aurait
lieu dés le commencement de la série; de sorte qu’on pourrait approcher do la valeur de x sans aucun tâtonnement ; voici lg procédé du calcul-
Ayant trouvé la première valeur entière approchée de x, qu’on pourra prendre ou plus petite ou plus grande que x à volonté , et nommant cette valeur p , on aura les deux premières fractions I P
On fera donc, i°. vr = 1 , <jr' = o, p = p, y' — t , et substituant ces valeurs dans l’expression de R (n* 8a) , on prendra le nombre entier
qui approchera le plus de , — - , c’est-à-dire de — R , lequel étant
nommé k , on aura la fraction
a°. On fera 7 r=p, it 1 =2 1 , f=kp-f- 1 , / = k, et substituant dans R, on prendra Je nombre entier qui approchera le plus de...
R ^ , c’est-à-dire — j— , et ce nombre étant nommé k!, on aura la
fraction &±4 = 7) ±£,
k ç -f* ir kk -f- i
3*. On fera 7r = kp - f- 1 , fr' = k’, y = k? (kp H- 1 ) -f- p, f' = k'k -(- 1 , et on prendra la valeur entière la plus approchée mmm R — if _____ ____
de t ou tl , _j_ t , laquelle étant nommée k", on aura la frac-
tion jy^y = etc. , et ainsi de suite.
De cette manière, la valeur de x sera exprimée par la fraction
continue
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f+elc.,
ou par les fractions convergentes
, p tp+j >' H{k P + ^±p etc -> , > y > kk + i
Si l’on n’a pas d’abord + 5 < *' U
cher la fraction continue par la méthode ordinaire, jusqu’à ce que Von arrive à une fraction dont le dénommaient f soit tel que Ion
. . p — 1 i_ i ou bien jusqu'à ce que l’on parvienne à une
transformée qui soit dans le cas du n* 83.
Au reste, comme en augmentant toutes les racines dune aquation dans une raison quelconque, on augmente aussi dans la meme raison les différence, entre ces racines, d est clair que si, dans
l’équation proposée, on met J à la place de * , « qui en augmentera les racines en raison de i :/, les nombres A et n qui con- • A ont à la nouvelle équation, en seront augmentés dans la même
STi Jte ,»c 1« condition dn n' 85 soit «*, » *»•»* à f une valeur telle que
Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro cité,
sSrir zzssïïïttîxz
“c' Iis on pourra néanmoins approche, ans,. p^.qu cadrai ce qui suffi! 1»“,
Soit l’équation proposée
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en sorte que l’on demande la racine du nombre A.
Soit, i*. n pair, et = am, l’équation aura, comme l’on sait, deux
racines réelles -J- y/ A et — y' A , et n — - a racines imaginaires qui s’exprimeront ainsi
(cos^rfcsin* y/— i)|/A,
e étant la circonférence ou l’angle de 36o*, et s étant successivement = i, a, 3, etc. jusqu’à m — i; donc on aura dans ce cas
(n* 84) n =a , v = m — 1 , et on pourra prendre A = ap^A,
n = sin - x y/ A, à cause que sin - est le plus petit de tous les
«n — : donc la condition du n° 85 aura lieu si » 1
a^/A— 1 sin - X \/A-
= ou <i;
donc elle aura lieu sûrement toutes les fois que l’on aura
Soit , a*, n impair et =am + i, l’équation n’aura qu’une seule racine réelle y/ A , et elle aura im imaginaires de la forme
(cos^dssin^ y/— t)»/A,
en faisant successivement s = 1 , a , etc. , jusqu’à m ; donc on aura dans ce cas , p 1 , » = m, et comme le plus petit des sin — est»
a cause de n = a m -f- 1 , sin — — , on pourra prendre n=sin — — , ■
X y/ A ; de sorte que la condition du numéro cité aura lieu ici , si
•in X v/A = ou •< -J , c’est-à-dire, si l’on a A = ou ... .
> 1 jia iHo* ). Donc , lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des
limites que nous venons de trouver, on pourra toujours , en faisant usage de la mélbode du n” 85 , trouver directement et sans tâtonnement la racine n 1 "** de ce nombre ; et s’il est plus petit que ces limites, on pourra toujours le rendre plus grand en le multipliant par un nombre quelconque qui soit une puissance exacte du même exposant n ; en sorte qu’après avoir trouvé la racine de ce nombre composé, il n’y aura plus qu’à la diviser par celle de son multiplicateur pour avoir la racine cherchée de A.
Quant à la valeur de R. (n* 83 ), elle sera pour l’cquation x‘ — A = o ,
88 . Puisque le cas de n = a peut se résoudre par la méthode de l’art. II ci-dessus , nous en ferons abstraction ici ; soit donc 36o“
i°. n = 4 > on aura sin = i ; donc A = ou > 4 <-
a*, n = 6 , on aura sm -g- = g- ; donc A = ou > 3 S . 4'.
3°. n = 8 , on aura sin -g- — — ; donc A sa ou > a * . 4*.
Et ainsi de suite.
De même , si l’on fait
i*. » = 3, on aura sm — g- = -g- ; donc A = ou > J y J-
a*. re= 5, on aura sin —g— ; et faisant le calcul par les logarithmes , on trouvera A s ou > i3i 5 , et ainsi de suite.
8 g. Supposons, par exemple , qu’on demande la racine cubique
de 17 ; puisque 17 est > f à cause de 3|/3 >4, on pourra employer d’abord la méthode du n° 85. On aura donc ici, à cause de n = 3 et A = 1 7 (rç* 87 ) , R = • Or, le nombre en-
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lier le plus proche de yf 1 7 est a ou 3 ; de sorte qu’on pourra faire À volonté p = a ou p es 3 .
Faisons p — a, et les premières fractions seront £, donc,
•. 7T = I, 7^=0, /•= a, r = I , donc R=g-£ 2 ^= —
et
le nombre entier qui approche le plus de j_, =| serai; donc
A' = 1 , ce qui donne la fraction 1 = f .
a". 7r=a, *' = 1 , p = 3 , f ' = 1 , donc , R = -V/ et
^ ~ ; le nombre entier qui approche le plus de -75 étant a ,
on fera A 7 — a, ce qui donnera la fraction = |.
3 *. -7T = a , tt* = 1 , f = 8 , f := 3 ; donc
n 3.8* iqj . R ^ 141 .
,l — 8 1 — 17. T — sr > et —7 — =—Tt»;
le nombre entier qui approchera le plus de celte fraction sera — a ; donc A" = — a , et la fraction sera ~_j \ , etc.
De cette manière , on aura les fractions convergentes vers t/17,
et la fraction continue sera
aàib
etc. , «
■ ub mfyc
a + 7 Tl_
• iin'i ' 4 * f •'•«r ■
...i rsjî'tà-nx"* .j-N'!' • • •-
ifi nnJLq. fel ~x ■ ' v
t:\.v '1 hriùnV.- ; <X eoqj oi'
t‘. i.yyj ?OvJ
j V’ OXf . %
;v . rf* 31 '
NOTE PREMIÈRE
Sur la démonstration du Théorème I.
Les deux théorèmes du chapitre 1" sont Ja base de toute la théorie des équations, et doivent être démontrés d’une manière rigoureuse , et sans rien emprunter de cette même théorie. La démonstration que j’ai donnée du premier théorème (n* i), est tirée de la considération des facteurs de l’équation, et pourrait laisser des doutes relativement aux facteurs imaginaires. Il est vrai qu’en supposant connu le théorème sur la forme des racines imaginaires, on est sûr que le produit de deux facteurs imaginaires correspondons , est toujours une quantité essentiellement positive, quelque valeur qu’on donne à X ; d’où il suit que la différence des signes dans les résultats des substitutions de p et q à la place de x , ne peut venir que des racines réelles. Mais on doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théorème dépend elle-même du théorème qu’il s’agit de démontrer ; de sorte qu’on ne peut l’employer dans la démonstration de celui-ci. Pour éviter toute difficulté, j’ai cherché à démontrer ce théorème par la nature même de l’équation, indépendamment d’aucune de ses propriétés.
Représentons en général l’équation proposée par P — Q = o, P étant la somme de tous les termes qui ont le signe plus, et — Q , la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Supposons d’abord que les deux nombres p et q soient positifs , et que q soit
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plus grand que />; si, en faisant x—p, on a P — Q<o, et en faisant x—q on a P — Q>o, il est dair que dans le premier cas P sera <Q, et que dans le second, P sera > Q. Or, par la forme des quantités P et Q , qui ne contiennent que des termes positifs et des puissances entières et positives, il est évident que ces quantités augmentent nécessairement à mesure que x augmente , et qu’en faisant augmenter x par tous les degrés insensibles, depuis p jusqu’à q , elles augmenteront aussi par des degré» insensibles, mais de manière que P augmentera plus que Q, puisque déplus petite qu'elle était, elle devient la plus grande. Donc il y aura nécessairement un terme entre les deux valeurs de pet q, où P égalera Q, comme deux mobiles qu’on suppose parcourir une même ligne dans le même sens, et qui, partant à la fois de deux points différens , arrivent en même temps à deux autres points , mais de manière que celui qui était d’abord en arrière se trouve ensuite plus avancé que l’autre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin. Cette valeur de x, qui rendra P égal à Q ; sera donc une des racines de l’équation , et tombera entre les valeurs p et q. De même, si, en faisant x = p , on avait P— Q>o, et en faisant x-=q on avait P — Q<o, on aurait dans le premier casQ<P, et dans le second Q> Pp et- ‘en- faisant augmenter x depuis p jusqu’à q , la quantité Q augmentera plus que la quantité P, et l’égalera dans un point entre p et q.
Si les deux nombres p et q étaient négatifs, ou un des deux seulement , alors prenant un nombre positif r, tel que r + p et r + q soient des nombres positifs, il n’y aurait qu’à transformer l’équation par la substitution de y — r à la place de x; on aurait ainsi une transformée en y , dans laquelle les substitutions de r -f -p et de r -f- ÿ à la place de l’inconnue y, donneraient par l’hypothèse des résultats de signes contraires, puisque ces résultats sont les memes que ceux qui viendraient des substitutions de p et de y à la place de x dans la proposée. Or , les nombres r -j- p et r -f- y étant supposés positifs, on pourra reprendre le raisonnement précédent , et l’on prouvera que l’équation en y aura nécessairement une racine comprise entre les nombres r + p et r -f- q ; par conséquent , à cause de x=y— r, l'équation en x aura [aussi une racine entre p et q.
NOTE II
Sur la démonstration du Théorème II.
La démonstration de ce théorème ( n* 5 ) suppose ces deux propositions, que toute équation peut se décomposer en autant de facteurs simples réels qu’elle a de racines réelles , et que le facteur restant, si le nombre de ces racines est moindre que l’exposant du degré de l’équation, est tel qu’il ne peut jamais devenir négatif, quelque valeur qu’on donne à l’inconnue. La première proposition a été long - temps admise par les analystes , comme un résultat de la formation des équations; et d Alembert est, je crois, le premier qui ait fait sentir la nécessité de la démontrer rigoureusement. A l’égard de la seconde, on pourrait la regarder comme une conséquence de la première ; mais pour ne rien laisser à désirer sur la rigueur , il est bon de la démontrer aussi en particulier. .
Représentons en général par (x* , ...).un polynôme quelconque en x du degré ni, tel que
x m — Ax— 4- B** - * — Car-* -f- etc. =fc V ;
si l’on change x en n, il deviendra (û" . • •), et il est facile de voir que la différence (x“. . . ) — (a*. . .) de ces deu * polynômes semblables, sera divisible par x— a; car chaque terme du polynôme (x-... )» comme Nx*, donnera dans la différence les termes N (x* — a"); or on a en général, tant que n est un nombre entier positif,
x* — a* = (x — a) (x* -1 -+- ax‘~‘ -f- a*x*^ 3 -f- etc. -f- a* -1 ) ;
donc, réunissant tous les quotiens, et les ordonnant suivant le puissances de x , on aura
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(•x“~‘ . . .) étant un polynôme en x du degré inférieur m — 1. Ainsi on aura, quelle que soit la quantité a,
De la même manière, en prenant une autre quantité quelconque b , on pourra réduire le polynôme (xT ~ '...) à cette forme
(af - *•••) étant un autre polynôme du degré inférieur m — a, et ainsi de suite.
Maintenant je remarque que si l’on a l’équation (a*...) =o, et que a soit une des racines de cette équation , c’est-à-dire une valeur de x qui y satisfasse, on aura aussi (a“. . .) = o ; donc le polynôme (x-.. .) sera alors réductible à la forme
et par conséquent divisible exactement par x — a.
Si, outre la quantité fl, il y a une autre quantité b qui satisfasse à la même équation (x“ o, il faudra que cette quantité, étant prise pour x, fasse évanouir l’autre facteur (x** - 1 .. .) , et soit par conséquent telle que l’on ait (b m ~' . . — Q . Donc le polynôme sera réductible à la forme (x — b) ..)• et
par conséquent on aura
(x -, . .) = (x — a) (x—b) (jf— . .
de sorte que le premier polynôme (x“. . . j sera exactement divisible par x — a et par x—b, et ainsi de suite.
Si donc l’équation ( x m . . .)=b n’a qu’un nombre n moindre que m de racines réelles a, b, c, etc., on aura d’abord
et le polynôme ( x . . . ) ne sera plus résoluble en facteurs simples réels. Donc, quelque valeur qu’on donne b x , ce polynôme ne pourra jamais avoir une valeur négative; car s’il y avaii une valeur de x qui pût le rendre négatif, comme d’un autre côté on peut toujours prendre * assez grand pour que le premier
NOTE II
terme surpasse la somme de tous les autres , il s’ensuivrait qu’il y aurait deux valeurs qui, étant substituées pour x, donneraient des résultats de signe différent , et que par conséquent , par le théorème I, il y aurait une valeur intermédiaire h qui pourrait rendre (x* - * . . .) = o, et qui serait ainsi une racine réelle de cette équation ; donc on aurait alors
et le polynôme ( x **. . .) aurait encore le facteur réel x — h , ce qui est contre l’hypothèse. Ce polynôme (x** - *) sera donc nécessairement d’on degré pair, et son dernier terme sera toujours positif (n° 5); et le polynôme ( x ". . .) aura par conséquent son dernier terme positif ou négatif, suivant que le nombre des racines positives a , b , etc., sera pair ou impair.
Non-seulement le polynôme (x m ~ *) aura toujours une valeur positive lorsque l’équation (x“ — • . . .) = o n’a aucune racine réelle, mais encore quand elle aura des racines réelles doubles ou quadruples , et en général multiples, suivant un nombre pair; car alors le polynôme aura des facteurs de la forme (x — g)", a r étant un nombre pair; et il est visible que cette quantité est toujours positive , quelque valeur réelle qu’On donne à x. D’où il suit que le théorème II a encore lieu pour les racines égales, triples, quintuples , etc. Mais comme on a des méthodes particulières pour les racines égales, il suffit de considérer les racines inégales, et d’avoir une méthode pour les trouver.
Au reste , l’esprit du calcul algébrique , qui est indépendant des valeurs particulières qu’on peut donner aux quantités , fait qu’on peut regarder tout polynôme (x“. . .) comme formé du produit d’autant de facteurs simples x — a, x — b , x — » c , etc. , qu’il y a d’unités dans l’exposant m du degré de ce polynôme, quelles que puissent être d’ailleurs les quantités a, b , c, etc., ce qui donne cette équation identique
x « — Ax“ _ ‘ ■+• lir*~* — etc., ±V = (x — a) (x — b) (x — c)...
laquelle doit toujours avoir lieu indépendamment de la valeur de x.
C’est uniquement dans cette transformation des polynômes que consiste la théorie des équations. On a trouvé différentes relations entre les quantités a, b, c, etc., des facteurs, et les coefliciens A , B, C, etc. ,
NOTE II-
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du polynôme, et ce sont ces relations qui constituent les propriétés générales des équations. [V ojrez la Note X.)
Les facteurs qu’on suppose aux polynômes qui ne peuvent jamais acquérir une valeur négative , sont appelés imaginaires , et les quantités a, b, c, etc., de ces facteurs sont les racines imaginaires des équations formées en égalant ces polynômes à zéro; d’où l’on voit que le nombre de ces racines est toujours nécessairement pair, et que leur produit, qui se trouve égal au dernier terme du polynôme, est toujours positif.
-•) af< i • r ' •'
■ mil- m! ' fiq vyt-'iftaûg «as annoi» *->L '»,! v.-j) -v ; ,,
nos ol’orjr,*!* ul * ■jKsajp> rtatmcw >~t-
NOTE III
Sur l'équation que donnent les différences entre les racines (f une équation donnée, prises deux à deux.
La recherche de cette équation , qui est l’objet du problème du n° 8 , deviendrait très pénible si l’on y employait la voie de l’élimination qui se présente naturellement; mais pour les formules que j’y donne , elle n’a d’autre difficulté que la longueur du calcul. Tout se réduit à calculer un certain nombre de termes de trois séries , dont la loi est assez simple.
i. La première série, celle des quantités A,, A., A 3 , etc., n’est autre chose que la série connue pour avoir les sommes des puissances des racines par les coefficiens de l’équation donnée, et l’on en verra la démonstration dans la note Y(. La troisième série, celle des quantités a, b , c, etc., qui forment les coefficiens de l’équation cherchée, est l’inverse de la précédente ; elle donne ces coefficiens par le moyen des sommes des puissances des racines qu’on a par la seconde série a,, a,, a,, etc. Je n’avais trouvé que par induction la loi des termes de celle-ci ; mais on peut la démontrer d’une manière générale.
Pour cela, il n’y a qu’à considérer la quantité
(* —a)* +(x — £)■-}-(*— yy -P etc. ,
qui étant développée suivant les puissances de x , devient
mX — s A A,x*~* — A,x ,_ ’ = etc.
Comme ces deux expressions sont identiques, on y peut faire x tout ce qu’on voudra. Qu’on suppose donc successivement x s= «, /3, y , etc., et qu’on ajoute ensemble les résultats de ces substitutions, on aura
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(a — Æ )'-}-(« — + etc. -f-(/3 — a.) 1 +( fi — y)' etc.
ri” (> — *)' + (> — /3)'ri- etc.
= m A. — j A,A,_ , + îîiTLi} A. A,_,
AjA,_j -j- etc. ,
ce qui est évident , puisque , par la notation qu’on a employée , on a, en général , A, = a' 4 - /3* 4- y' -f- etc.
Lorsque s est un nombre impair, il est facile de voir que le premier membre de cette équation devient nul par la destruction mutuelle de tous les termes ;et le second membre devientnul aussi de lui-même, en remarquant que l’on doit avoir A, = #• — f— /S* — f— >” — etc. = m, nombre des racines.
Mais lorsque s est un nombre quelconque pair = a/U. , le premier membre devient égal à a Of,, suivant la notation des termes de la seconde série ; ainsi on aura
aa ,« — — a^tAi — i ri" ^ A.Aj^ — a
- a) A,A^-3 ri” etc.
Comme les termes de cette série se trouvent les mêmes de part et d’autre du terme du milieu , qui contient A* Ap , en réunissant les termes égaux , et divisant par a, on aura la formule générale de la valeur de a* que j’ai donnée dans l’endroit rite.
a. On pourrait, delà même manière, trouver des formules pour les sommes des racines prises deux à deux. Car en considérant la quantité
(x -f- *y 4- (x -f- fi y 4- (x -|- y y etc., on aura par le développement cette expression identique
mx “ ri- sÀ.ar'-’ri- *** 3 — A,ar ,_ *4- 4- etc.
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Donc , faisant successivement x = «, y, etc., et ajoutant ensemble les résultats, on aura-
a'(ct' + /S'-f-j'-t-etc.)
+ 2 (* + P)' + a (* + >)' ~h z (/3 - 4 -?y~h etc.
= mA, + sA,A_, + A. A,_.
•+■ ^73 AjA,_i -f- etc.
Donc , si I on dénote en général par a, la somme des puissances s 1 '"" des racines ajoutées deux à deux, on aura, à cause de.... 4 -etc. =A, cette expression de an,,
ia, = (m — a') A, 4 - sA,A_, - A,A,_.
4 7-3 A 3 A,_j ■+■ etc.
Comme s est supposé un nombre entier, il est clair que les termes également éloignés des deux extrêmes seront égaux : or le dernier terme sera A,A. , mais A. = 771; donc réunissant le dernier au premier, l’avant-dernier au second, et ainsi de suite, et divisant par a, on aura, lorsque a est un nombre impair,
a, = (ra — a'~N) A» -f- rA,A,_, ■+■ A,A,_. -f- etc.
et lorsque a est un nombre pair ,
a, = ( m — a— >) A, ■+• sA.A^., -f A.A,_, + etc.
Si Ton détermine par cette formnle les termes de la série a t , a % , a S} etc,., et qu’on emploie ces valeurs dans les expressions des
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quantités a, b, c, etc. de la troisième série, on aura les coefflciens dé l’équation , dont les racines seront les n sommes .... * + * + > j Æ +> > etc. des racines de l’éqoation donnée ,
prises deux à deux. Cette équation peut être utile dans plusieurs occasions.
3 . Je dois, au reste, observer ici que PVaring avait déjà remarqué dans ses Miscellanea analjtica, imprimés en 176a, l’usage de l’équation dont les racines seraient
pour trouver les limites des racines réelles de l’équation dont les racines sont et, / 3 , y, etc. Mais je ne connaissais pas «et ou* vrage lorsque je composai mon premier .Mémoire sur la résolution des équations numériques ; d’ailleurs cette remarque n’étant présentée dans l’ouvrage de TV aring que d’une manière isolée , serait peutêtre restée long-temps stérile, sans les recherches dont cTTë était accompagnée dans ce Mémoire.
Je dois ajouter que le même auteur a aussi remarqué avant moi les caractères qu’on peut tirer des .signes de l’équation dont les racines sont les carrés des différences entre les racines d’une équation donnée, pour juger des racines imaginaires de cette équation. Il avait dit simplement, dans l’ouvrage cité, que si cette équation des différences n’a que des signes alternatifs , l’équation primitive a nécessairement toutes ses racines réelles; autrement elle en a d’imaginaires; mais.il a donné ensuite, sans démonstration, dans les Transactions philosophiques de l’année 176^, les conditions qui résultent des équations des 'différences du quatrième et du cinquième degré, pour que les équations de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles , ou deux ou quatre racines imaginaires ; ce que personne n’avait encore fait pour le cinquième degré.
Dans le second Mémoire , je m’étais contenté de donner les équations des différences pour le second, Je troisième et le quatrième degré ; la longueur du calcul m’avait, empêché de donner celle du cinquième degré ; mais comme elle peut être utile dans quelques occasions, je vais la rapporter ici, d’après TVaring.
NOTE III
4. Soit donc l’équation du cinquième degré « x 5 4- Bx* — Cx* 4- Dx — E = 0 ,
l’équation des différences sera
en>* + bv* — cv' -\-dv* — ev* — gv* 4- hv' — iv 4 - k = 0 ,
dans laquelle
b s SjB 1 4” 1 sD ,
e = — 8oB J — 5oBD — a5C*,
d = - 95B 4 4 - i a4B‘D — g5D* 4- 93BC* 4- 1 aooCE ,
e = — 66B 5 4- 36oBD* — i6gB 3 D — n8B*C* — a6oC'D — 6a5E*
— 4 °°BCE,
f — — a5B‘ 4- 40D 3 — 53C 4 4- 5aB s C’ — 5aaB*D* 4- ig4B 4 D 4- 708BOD 4- a4oB*CE 4- 1 7 5oBE* — g5oCDE , g = — 4B' — io6B 8 D 4- 80BD 3 4- 3o8B s D‘ 4- ioaBC 4 4- -BC*
— 57<C*D* — 6iaB*C*D — 7 ooC 3 E 4- 375oDE* — a5ooB*E*
— 8oB*CE 4- ai5oBCDE,
h = 4ool> — 360B*!) 5 — » 5 B 4 D' 4 - a 4 B 6 D — 8B 5 L‘ — 45 B*C 4
— 37oC 4 D4- i4oB*C*D4-g6oBC*D‘4- i 8 7 5C*E'4- ioooCD*E
— 5oooBDE‘4- i75oB 5 E*4-4oB 4 CE4-6ooBC s E— i65oB’CDE, i = — 36B S D* 4- aa4B 3 D* — 3aoBI> — 4BH: 4 — a 7 C‘ 4- 4oC*D J
— 434B*C*D* 4- a4BC*D 4- 1 98BC 4 D — 5oooD*E* 4- 45oC 3 DE 4- 6a5oCE 3 — 6 7 5B 4 E* 4- 3 7 5oB*DE* — 3oooBC*E* — 6oB*C 3 E
— aooBCD*E 4- 33oB 3 CDE,
k — 3ia5E 4 — 3750BCE 3 4" (aoooBD* 4* aa5oC*D — gooB 3 D 4- 8a5B*C’4- io8B*)E‘ — (1G00CD 3 — SGoB’CD* — i6B 3 C 3 4- 63oBC 3 D 4- 7 aB 4 CD — io8C‘)E 4- a56D* — 1 aSB'D 4 4. 1 44BC*D 3 4- iGB 4 !) 3 4- a 7 C 4 D* — 4B'C*D*.
La réalité de toutes les racines de l’équation du cinquième degré
NOTE III
exige donc que la valeur de chacune des quantités a , b, c, etc. soit positive; ce qui donne, comme l’on voit, dix conditions : mais il est possible que quelques-unes de ces conditions se trouvent renfermées dans le système des autres ; ce qui en diminuerait le nombre, comme nous l’avons vu pour le quatrième degré. Si toutes ces conditions n’ont pas lieu à la fois , alors l’équation aura nécessairement deux ou quatre racines imaginaires, suivant que la quantité k aura une valeur négative ou positive. Mais si celle quantité était nulle, l’équation aurait deux racines égales; elle en aurait trois égales, si la quantité i était nulle en même temps, et ainsi du reste.
je..
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NOTE IV
Sur la manière de trouver une limite plus petite que la plus petite différence entre les racines d'une équation donnée.
La détermination de celte limite est nécessaire pour pouvoir former une suite de nombres dont la substitution successive fasse connaître d’une manière certaine toutes les racines réelles de l’équation proposée ( n° 6).
Le moyen le plus direct d’y parvenir , est de calculer , comme nous Pavons propose, l’équation même dont les' racines seraient les différences entre celles de l’équation donnée , et dd déterminer ensuite, par les méthodes connues, la limite' de la plus petite racine de cette équation. Mais pour peu que le degré de l’équation proposée soit élevé , celui de l’équation des différences monte si haut, qu’on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les termes de cette
équation, puisque le degré de la proposée étant m, on a ^ 1 ) eoeffi-
cieus à calculer , et que, pour employer les séries du n° 8 , il faudrait eu tout calculer im[m — i) termes.
Comme cet inconvénient pourrait rendre la méthode générale presque impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis long-temps • occupé des moyens de l’affranchir de la recherche de l’équation des différences , et j’ai reconnu , eh effet , que sans calculer en entier cette équation, on pouvait néanmoins trouver une limite moindre que la plus petite de ses racines; ce qui est le but principal du calcul de cette même équation.
«. En effet , soit l’équation proposée en x
xr — A*** - ' -f- Bx*~* — Cx*~ 5 + etc. — o , que je représenterai , pour plus de simplicité, par X = o; qu’on en dé-
duise cette équation en u du degré m— i ( n° 8)
Y + Z « -f- etc., ■+■ = o.
dans laquelle
Y =s mx* - ' — ( m — î ) Ajc"-* ■+■ ( m — p j B*“~ J — etc. ,
Z = . _ ( OT - ±U m -T-- 2 j Aæ— 5 4 - étc. ,
v __ m (m — ■) ('" je— J — e tc
savoir, Y = X', Z = V=^,etc.,
X', X", X" 1 , étant les fonctions dérivées de X, ou les coefliciens diffé-
.. , rfX cPX cPX •
rcntiels gg-, ^ , ^r.etc.
On a vu dans le problème du n* 8, que si l’on substitue dans cette équation en u , à la place de x, une quelconque des racines de l’équation x — o , elle aura alors pour racines les différences entre celte racine et toutes les autres racines de la même équation. Donc si l’on y substitue successivement les m racines de l’équation X = o, on aura m équations en u , dont tes racines seront toutes les différences possibles entre les racines de l’équation proposée ; par conséquent , il ne s’agira que de trou-’ ver une quantité plus petite que la plus petite racine de chacune de ces m équations.
Donc , si l’on fait u = r , cg qui changera l’équation en U en celle-ci ,
T+ T + J+ etc. +^=0,
ou bien en multipliant par i “~ * , etdivisant par Y ,
f* -1 4- ? i“~* -j- ^ i*“ 5 + etc. 4-^ = 0,
tout se réduira à trouver une limite plus grau Je que la plus grande des racines de cette dernière équation , en supposant qu’on y substitue suc-
NOTE IV
cessivement pour x chacune des m racines de l’équation proposée ; car cette limite étant trouvée , si on la nomme L , il est visible que sera la limite cherchée plus petite que chacune des m racines.
a°. Or, on sait (n* i a) que le plus grand coefficient- des termes négatifs d’une équation, pris positivement et augmenté d’une unité, est'plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi , pour avoir la limite L , il n’y aurait qu’à trouver la plus grande valeur négative qui pourrait résulter de la substitution des racines de l'équation X = o , à
la place de x dans les coefficiens ^ , ÿ , etc. de l’équation en i, ou une
quantité plus grande que cette valeur.
Si ces coefficiens ne contenaient que des puissances de x sans dénominateur, on pourrait résoudre la question en substituant à la place de x dans les termes positifs, une limite plus petite que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes négatifs , une limite plus grande que la plus grande de ces valeurs; car il est visible qu’on aurait, par ce moyen , des quantités négatives plus grandes que les valeurs négatives que chaque coefficient pourrait recevoir par la substitution de chacune des racines positives de la proposée en x;et pour avoir égard aux racines négatives de la même équation , il n’y aurait qu’à changer dans les expressions des mêmes coefficiens x , en — x , et substituer ensuite dans les termes positifs une valeur de x plus petite que la plus petite racine négative de cette équation, prise positivement, et dans les termes négatifs une valeur dex plus grande que la plus grande de ces racines.
La plus grande des quantités négatives trouvées de cette manière , prise positivement et augmentée dé l’unité , pourrait sans scrupule être employée pour la limite cherchée L.
Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y , qui contient aussi l’inconnue x. J’avais proposé autrefois de prendre pour Y une valeur plus petite que chacune de celles qui pourraient résulter de la substitution des racines de l’équation X := o a la place de x; mais la difficulté était d’avoir cette limite, et il ne parait pas possible de la trouver autrement que par l’équation même , dont les différentes valeurs de Y seraient racines. Pour avoir cette équation, on ferait Y =/, et on éliminerait x au moyeu de l’équation X = o , et de celle-ci/ — Y = o j
l’équation résultante en y serait du rn' m ‘ degré; et la limite plus petite que la plus petite de oes racines serait la quantité qu’on pourrait prendre pour Y, mais celte équation en j' peut encore -être fort longue à calculer, soit qu’on la déduise de l’élimination , soit qu’on veuille la chercher directement par lo nature même de ces racines.
3. J’ai fait réflexion depuis , qu’on pouvait toujours éliminer l’inconnue x du polynôme Y, en le multipliant par un polynôme convenable du même degré m — i ; et en faisant disparaître, au moyen de l’équation X = o, toutes les puissances de * plus hautes que x m ~‘.
En effet , si l’on prend un polynôme tel que
— ax“~‘ -f- bj^~* — ex?"* + etc. ,
que' nous nommerons £ pour abréger, et dans lequel les coefliciens a, i, o, etc. soient arbitraires; et qu’on multiplie le polynôme Y par celui-ci, on aura un polynôme du degré am — 2 . Or, l’équation X = o donne d’abord la valeur de x“, et avec cette valeur on pourra former , en multipliant successivement par x, et substituant à mesure la valeur de x M , toutqp les puissances de x supérieures à jusqu’à je*** - *. On substituera donc ces valeurs dans le polynôme Y£, et il s’abaissera à la puissance m ■ — i ; on fera alors disparaître tous les termes qui contiennent x , en égalant à zéro chacun de leurs coefliciens; ce qui donnera m— i équations linéaires en a, A, e, etc. lesquelles serviront à déterminer ces inconnues, dont le nombre qst aussi m — i ; nommant K le terme ou les termes restans et tous connus, on aura
Y£ = K , et par conséquent Y = y.
L’équation en i deviendra , par celle substitution ,
«— * + §.«“- + x *'-* + etc - = ° ;
7JL
et comme les coefficieris ^ , etc., ne contiennent plus que des puis-
sances de x sans dénominateur , on pourra y appliquer la méthode proposée ci-dessus, et trouver une limite L plus grande que la plus grande des valeurs de i.
On pourra réduire aussi les polynômes Z£ , V£, etc., à ne contenir
S'OTE rv.
VrtJ
que des puissances de x moindres que x“~‘, par les mêmes substitutions dés valeurs de X“ et des puissances supérieures à *■. Cette réduction ri'est pas absolument nécessaire, et l’on peutsaus inconvénient employer les polynômes tels qu’ils résultent de la multiplication de Z, V, etc., par £; mais elle est utile pour simpliter le calcul et avoir une limite L plus approchée.
4 . 11 est bon de remarquer encore que, comme les valeurs de tt qui représentent les différences entre les racines de -l’équation proposée , peuvent être également positives et négatives, les valeurs de i pourront
l’être aussi, puisque nous avons fait u= r; d’où il suit que la limite
des valeurs positives dc.i le sera aussi des valeurs négatives prises positivement; et réciproquement celles des plus grandes valeurs négatives prises positivement , le deviendra de* plus grandes positives.
Oh pourra donc dans l’équation en i prendre également i positif ou négatif , et par conséquent, prendre le second, le quatrième, le sixième , etc. , termes de l’équation en i avec des signes contraires , si , de cette manière, il en résulte pour L une limite moindre.
5. Ayant trouvé la limite L, on aura —■ pour ta limite plus petite que la plus petite différence entre les racines de l’équation proposée, et l’on pourra faire A = j- (a 0 6) pour avoir la suite A, 3A, 3n; etc., dm
nombres dont la substitution successive fera connaître sûrement toutes les racines réelles de la même équation , et donnera leurs premières limites. . .•
Si la quantité K était nulle, ou aurait pour L une quantité infinie , et la limite ■— deviendrait ïéro; ce qui indiquerait l’égalité de deux ou
plusieurs racines dans l’équation proposée. En effet , s’il y a deux racines égales, il est clair qu’il y aura une des valeurs de u qui sera nulle; donc le dernier terme Y de l’équation en u, deviendra nul, en y substituant pour x une des racines de l’équation X = o ; donc cette équation aura lieu en même temps que l’équation Y = o, c’cst-à-dire , X’ = 0 , ou
^ = o ; ce qui revient à ce que l’on sait depuis long-temps. Donc l’équation résultante de celle-ci par l’élimination de x , aura lieu aussi.
Or, il est facile de voir que cette équation n’est autre chose que l’équation K = o; car, puisque le produit YÇ devient = R, parle moyen
de l’équation X = o , on aura Y s= , et par conséquent l’équation Y = o donnera R = o.
Lorsqu’on sera assuré par là que l’équation en x a des racines égales , on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équations X = o , et Y = o (n° i5); ensuite l’équation en i donnée ci-dessus étant* multipliée par R et divisée par , deviendra, à cause de K =o,
etc.
à laquelle on pourra appliquer la même méthode pour trouver une-limite plus grande que les valeurs de i, et ainsi de suite. * *
Au reste, comme avant d’entreprendre la résolution d’une équation par quelque méthode que ce soit, il est toujours necessaire de s'assurer si ellea des racines égales , parce que ees racines peuvent se déterminer à part d’une manière rigoureuse , on voit que le calcul dé la quantité K est indispensable lorsqu’on ne calcule pas l’équation des différences; car l’équation K = o est proprement celle que l’on trouve par les méthodes ordinaires, lorsqu’on cherche les conditions de l’égalité des racines. Ainsi à cet égard , la méthode que nous proposons n’alonge point le calcul nécessaire pour la résolution des équations.
6. La quantité R étant connue, tout se réduità chercher une quantité égale ou plus grande que la pins grande valeur négative des quantités
^ , etc. , ~ coeflicicns de l’équation en'i ; pour cela on substituera
à la place de x une quantité plus petite que la plus petite-des racines positives de l’équalion X *= o, dans les te^èspositils de ces eoefficiens , et une quantité plus grande que la pltejgpmdede ces racines dans les termes négatüs; ensuite, ayant changé dans ces mêmes coefliciens * en — x, on substituera de même dam les termes positifs une quantité plus petite que la plus petite des racines négatives, et dans les termes négatifs une quantité plus grande que la plus grande des racines négatives de la même équation , en aprenant ces racines positivement Le plus grand résultat négatif qu’on aura de cette manière, étant pris
ROTE IV
positivement et augmenté de l’unité, donnera la valeur de la limite L, que l’on cherche.
Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les racines de l’équation X = o , on pourrait prendre tout de suite le plus grand coefficient des termes négatifs de cette équation , augmenté de l’unité, pour la quantité plus grande que ses racines positives ; ensuite , après avoir échangé dans la meme équation
x en ^ , et fait disparaître, par la multiplication, les puissances
négatives de x, on prendrait de même le plus grand coefficient des termes qui seraient de signe différent du premier, et l’unité diluée par ce coefficient augmenté de l’unité, serait la quantité plus petite que les mêmes racines. A l’égard des racines négatives, on changerait, dans l’équation, x. en — x, pour les rendre positives, et l’on trouverait de la même manière les quantités plus grandes et plus petites que ces racines.
""Mais , quoique les limites qu’on trouvera par cette méthode soient toujours exactes , elles peuvent néanmoins être trop éloignées entre elles; ce qui aurait l’inconvénient de donner pour la limite L une quantité trop grande, et par conséquent pour la différence A des termes de la suite une quantité trop petite : d’où résulterait un trop grand nombre de substitutions successives à faire dans l’équation proposée , pour en découvrir toutes les racines (n* 6).
7. 11 est donc utile d’avoir des limites plus resserrées, et Ton pourra les trouver par la méthode exposée dans le n* ia. Suivant l’esprit de cette méthode, il ne s’agira que de chercher d’abord une valeur de X qui rende positives les valeurs des fonctions X, X', X", etc. , ce qui n’est tia» difficile en commençant par la dernière , où x n’est qu’à la première dimension , et remontant successivement à celles qui précèdent. Cette valeur sera la limite plus grande que toutes les racines positives de l’équation X = o. Pour avoir ensuite une limite plus petite que ces racines , on transformera
la fonction X , en y substituant ^ à la place de x, et la multipliant par x" pour faire disparaître les puissances négatives ; et si
NOTE IV
le- tenue où est x" se trouve négatif, on changera tous les signes pour le rendre positif. On prendra cette nouvelle fonction pour X , et en ayant déduit les fonctions X', X", etc. , on cherchera de nouveau la valeur de x, qui rendra toutes ces fonctions positives. L’unité divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite que toutes les racines positives de la même équation X = o. Enfin on changera dans ces deux séries les fonctions x en — x, en changeant en même temps tous les signes , si la plus haute puissance de or se trouve affectée du signe — ■ ; et les valeurs de x qui les rendront toutes positives seront les limites plus grandes et plus petites que les racines négatives de la même équation prises positivement.
8. Pour donner un exemple de la méthode que nous venons d’exposer , nous l’appliquerons à l’équation
x 1 — 7X ri- 7 = ° ,
que toous avons résolue dans le n* 27.
On aura donc ici
X = 3? — 7X ri- 7 ;
et les fonctions dérivées seront X' = 3 x* — 7 , X" = 6x, X' n = 6, X*?«=.o;
donc •
et l’équation en u sera du second degré.
On prendra pour 0 le polynôme indéterminé du second dega»
X* -f- dx -p- b ,
et en le multipliant par le polynôme Y , on aura
YÇ as 3 x* 4- 5 <ix s -f" ( — 7 ) x* 7 ax — 7^
nB
NOTE IV
Mais l'équation X = o donne x 1 =7X — 7; donc x*i= 7X* — 7*. Faisant ces substitutions, on aura
Y£ s= ( 3 & 4- 14) x* * 4 * ,( * 4 ^* — ai ) x — aja — 7 b.
On fera donc
3 i -f- »4 = o, i 4 <* — ai == o, — aia — 76 = R; ' '
d’où l’on tire
». « = i, i = “ Ti et K =
Ainsi , puisque la quantité K n’est pas nulle, on en conclura d’abord que l’équation n’a pas de racines égales.
Maintenant on aura . •
et de là , en valeur ,
multipliant par Z = 5 x , et substituant pour x 5
ZÇ =^4-7* — 21 i -
sa
de Arteàqne les deux coefficiens de l’équation en i seront . 27** 4 - 4 “ — ,J >6 .. 6 ** 4 - 9* — 38 _
— 7 ,et r~ \
et il ne s’agira plus que de trouver une quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative que ces coefficiens puissent avoir sans connaître les valeurs de x : or , c’est à quoi on peut parvenir par le moyen des limites de ces valeurs.
' 9. Pour cela , on commencera par chercher des limites plus grandes et plus petites que les valeurs de x , tant positives que négatives. Je remarque d’abord que le plus grand coefficient des termes négatif dans l’équation en x, étant 7, on pourrait prendre 8 pour la limite plus grande que les racines positives ; mais on j>eut
NOTE Î.V. 119
trouver une Hmite moindre par la considération des fonctions
X, X'-, X"; savoir,-
en cherchant une valeur de x qui les rende toutes positives : on trouve que x = a satisfait à ces conditions ; de sorte que 2 sera une limite plus grande que les racines positives.
Si l’on change dans ces mêmes fonctions x en — x, en changeant en même temps les signes , s’il est nécessaire , pour que le premier terme soit toujours positif, on a celles-ci,
et l’on voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire en nombres entiers x — 4 ; mais en nombres fractionnaires il suffit de x = 3 rs : ainsi sera une limite plus grande que les racines négatives prises positivement.
On transformera maintenant la fonction x par la substitution de à la place de x ; et l’ayant multipliée par x* •pour faire disparaître
les puissances négatives , on aura , après avoir divisé par 7 , coefficient du premier terme, cette fonction transformée
dont les deux fonctions dérivées seront
3 x* — ax , 6x — a,
qu'il faudra rendre positives pour une valeur supposée de x. Or , on trouve que 1 satisfait à ces conditions; mais on y peut satisfaire par un nombre moindre , comme $. Ainsi $ sera une limite plus petite que les racines positives.
Enfin , en changeant dans ces mêmes fonctions x en x, et changeant en même temps tous les signes de la première et de la troisième , pour rendre les premiers termes positifs , on a celles-ci ,
x* ■+• x* — 4 , 3 x* -f- ax, 6* ■+■ a;.
NOTE IV
et i’on trouvera aisément qu’elles deviennent toutes positives en faisant x 3 = j ; d’où il suit que 3 sera une limite moindre que les racines négatives prises positivement.
On a donc, pour les limites des racines positives, les nombres £ et a, et pour celle des racines négatives prises positivement, les nombres 3 et -fi.
On substituera donc d’abord, à la place de x, f dans les termes positifs , et a dans les termes négatifs des deux quantités
et l’on trouvera les résultats — et — f4i comme le premier de ces deux résultats est le plus grand, il est bon de voir si, en changeant tous les signes de la première quantité, ce qui la réduit à
— 3 7**~ ^ substituant de même } dans les termes positifs, et a dans les termes négatifs, au lieu de x, on aurait un résultat moindre ; mais on trouve celui — ^ , qui est au contraire plus grand , et par conséquent inutile.
On changera maintenant, dans ces memes quantités, x en— x, ce qui les changera en celles-ci ,
37g* — 42* \ a6 6g* — gx — 28
et l’on y substituera 3 à la place de x, dans les termes positifs, et fs dans les termes négatif», il viendra ces résultats, — et — et comme le résultat de la première quantité est moindre que l’un de ceux que nous avons déjà trouvés , il est inutile d’en chercher un autre en changeant les signes de cette quantités.
Puisque — est le plus grand résultat négatif, on aura
L = + 1 , et par conséquent A = ^ pour la limite cher-
chée , moindre que la plus petite différence entre les racines de l’équation proposée.
Nous avons trouvé ptfr l’équation même des différences 4=j ( n* 27 ) ; d’où l’on voit que la méthode précédente donne à la
NOTE IV
vérité une limite un peu plus petite , mais que la différence est peu considérable. Au reste, quoique pour une équation du troisième degré il n’y ait guère rien à gagner par cette méthode sur la longueur du calcul, il n’en sera pas de même pour les équations des degrés supérieurs; car le nombre des opérations que cette méthode exige n’augmente que comme le degré de l’équation , au lieu que celui des opérations nécessaires pour calculer l’équation des différences et en déduire la limite cherchée, augmente comme les carrés de ce même degré.
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NOTE V
Sur la Méthode d Approximation donnée par Newton.
Cjomw* la méthode de Newton pour ta résolution approchée des équations numériques est la plus connue et la plus usitée à cause de sa simplicité , il est important d’apprécier le degré d’exactitude dont elle est susceptible; voici comment on y peut parvenir.
i. Soit l’équation générale du degré m
jc* — Ax“~' 4* Bjc*~* — etc. = o,
dont on cherche une racine. La méthode dont il s’agit demande qu’on connaisse d’avance une valeur approchée de la racine cherchée ; en désignant cette valeur par a , on fera x = a + p , et l’on aura par cette substitution une équation transformée en p , qui , à commencer par les derniers termes, sera de la forme
X 4 - \p 4- Zp' 4- Vp» + etc. 4- p - ,
où les quantités X , Y , Z , etc. seront des fonctions de a , qu’on trouvera tout de suite, par les formules du n°8, en changeant x en a ; ainsi on aura
X — a- — A— 4- Ba— ■ — Cn— » 4- etc. ,
Y = nu" ' — (m — i) An* - * 4" ( m — a) Bu" - * — * etc., etc.
Comme p doit être par l’hypothèse une quantité assez petite, étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée de cette racine, les puissances p‘, p', etc., seront de fort petites quantités auprès de p ; par conséquent les termes affectés de ces puissances seront eux-mêmes nécessairement très petits à l’égard des
premiers termes X 4- Yp , puisque les eoeffieiens Z , V , etc. , ne peuvent jamais devenir fort grands, étant des fonctions sana dénominateur : ainsi , en réduisant toute l’équation à ses deux ternies ,
on en tirera une valeur approchée de p , qui sera = — ■=. Appelons b
cette valeur approchée de p , on pourra faire par la même raison , dans l’équation en p, la substitution de b -f- y, a la place dep, et négliger ensuite dans la transformée en y les termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes du q ; cette transformée étant ainsi réduite aux deux premiers termes de la forme (X) -f- (Y)?,
donnera sur-le-champ q xx — jS. Cette quantité étant nommée c ,
on substituera c + rà la place de q dans la dernière translbrraoe , et l’on en aura une nouvelle en r, d’où l’on tirera de même la valeur en r , et ainsi de suite. *
De cette manière l’on aura les approximations a , a 4*. b , a - f- b 4- c , etc. , vers la vraie valeur de la. racine cherchée. \
a. Voilà la méthode telle que Newton l’a donnée dans la Méthode des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu’on peut se dispenser de faire continuellement de nouvelles transformées ; car , puisque la transformée en p est le résultat de b> substitution de a -f- p , au lieu de x , dans l’équation en x , et que la transformée en q est le résultat de la substitution de b -f- q , au lieu de p, clans la transformée en p , il s’ensuit que cette transformée en q sera le résultat de la substitution immédiate de a -f- b -+■ q à la place de X dans la même équation eu x ; par conséquent eHe ne sera autre chose que la première transformée en p , en y changeant p en q , et a en a ■+- b\ d’où il suit qu’ayant trouvé l'expression générale de p en a , on aura celle de y, en y substituant a -f- b au lieu de a ; et par la même raison on aura la valeur de r, en substituant a -f- b -j- c au lieu de a, et ainsi de suite.
Donc en général si , dans l’expressiosi de p en a , on substitue pour a un terme quelconque de la suite convergente vers la racine cherchée , on aura la quantité qu’il faudra ajouter à ce terme pour avoir le terme suivant.
La méthode qui résulte de cette considération est, comme l’on voit, plus simple que celle de Newton ; c’est celle que ffaphson
NOTE V
a donnée dans l’ouvrage intitulé Analysis Æquationum universalis , imprimé à Londres en 1690, et réimprimé en 1697. Comme la méthode de Newton avait déjà paru dans l’édition anglaise de
Y Algèbre de Wallis en i 685 , et qu’elle a été ensuite eipliquée en détail dans l’édition latine de 1793 , on peut être surpris que Raphson n’en ait pas fait mention dans son ouvrage ; ce qui porterait à croire qu’il la regardait comme entièrement différente de la sienne : c’est pourquoi j’ai cru qu’il n’était pas inutile de faire remarquer que ces deux méthodes ne sont au fond que la même présentée différemment.
# 3 . Maintenant, il est clair que la bonté de la méthode dont il s’agit , dépend de cette condition , que si a est une valeur approchée d’une des racines de l’équation proposée, a -+• p sera une valeur plus approchée de la même racine; c’est donc ce qu’il faut examiner.
Soient a., fi, y, etc-, les m racines de l’équation
or* — Ax?~' -f- B.r““* — etc. s= o ;
cette équation , comme nous l’avons vu dans la Note seconde , peut toujours se mettre sous la forme
(x — a) (x — fi) (x — y) = o.
Mettons a -f- p à la place de x, et développons les termes suivant les puissances de p-, on trouvera pour les deux premiers termes X -f- Y p , ces valeurs de X et Y ,
X = (a — *) (a — fi) (a y)
Y = (a — ■ fi) (a — y) + (« — *) (« _ y)
•+■ (a — a) (a — fi) 4- etc.,
d’où l’on tire
et par conséquent
Supposons que a. soit la racine que l’on cherche , et que a soit une valeur approchée en plus ou en moins , et — a sera le défaut ou l’excès de la valeur a sur la véritable et, et cl — a — p sera le défaut ou l’excès de la valeur corrigée a <+- p ; et il faudra , pour la bonté de la méthode, que la quautité * — a — p soit toujours plus petite que la quantité et — a, abstraction faite des signes de ces quan-
tités; et par conséquent que la quantité ^ soit toujours plus
grande que ^ abstraction laite des signes.
etc
on aura, par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p.
donc,
D’où je conclus que si la valeur de R est du même signe que celle de at — a, la valeur de et — a — p sera encore du même signe, et que la condition dont il s’agit aura nécessairement beu.
Mais si les deux quantités a — a et R sont de signes contraires , alors , pour que la condition ait lieu , abstraction faite des signes ,
il faudra que l’on ait ‘ _ p ÿ > (TZTSpi or l’équation précédente on tire
(«_<,_£)* (a—ay -r (*— a^R “ (« — a)< R*»
donc il faudra que ^ r *1" (j _ a pR î soi* une quantité positive,
et par conséquent que l’on ait la condition a (a — n)R + i>o.
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Comme la valeur de R dépend de» autres racines /0, y , etc., qui sont inconnues, R est difficile, peut-être même impossible de trouver à priori un caractère pour juger si la condition dont il s’agit est remplie ou non.
Il est aisé d’ailleurs de former à posteriori des équations où cette condition n’aura point lieu, en prenant les racines /S, y, etc. , de manière que quelques-unes de# différences — a , y — a , etc. soient fort petites et de signes différens; et si (3 et y, par exemple, sont imaginaires et de la forme d er + pi/ — t et or — p y' ~ i , il n’y aura qu’à prendre or peu différent de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée a ■+• p , au lieu d’ètre plus près de la vraie valeur de la racine a. que la valeur de a, s’en éloignera au contraire davantage.
5. 11 n’y a donc que le premier cas où l’on puisse établir un caractère certain pour le succès de la méthode ; car il est visble que si la quaDtité a est à la fois plus petite que chacune des racines a, /3, y, etc. de l’équation proposée , ou phis grande que chacune de ces racines, en regardant, comme on le doit, les quantités négatives comme plus petites que les positives, et les plus grandes négatives comme plus petites que les moins grandes ; alors la quantité R sera nécessairement de même signe que la quantité a. — a; et si , parmi ces racines, il y en a d’imaginaires de la forme or p v' — i , or — f j/ — i,
il en résultera dans R les termes , 1 '—-y ,
qui se réduisent à ^ y ,« > quantité qui sera aussi de même signe que a. — a, si a est en même temps plus petit ou plus grand que or.
D’où l’on peut conclure, en général, que l’usage de la méthode dont il s’agit, n’est sûr que lorsque la valeur approchée a est à la fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles de l’équation , et que chacune des parties réelles des racines imaginaires ; et que par conséquent cette méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou la plus petite racine d’une équation qui n’a que des racines réelles , ou qui en a d’imaginaires , mais dont les parties réelles sont moindre» que la plus grande racine réelle , ou plus grandes que la plus petite de ces racines.
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Pour que les valeurs corrigées successivement approchent toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine , il faudra prendre pour première valeur approchée une quantité plus grande que la plus grande des racines , si c’est celle-ci qu’on cherche ; ou plus petite que la plus petite racine , si l’on cherche la plus petite ; alors toutes les valeurs corrigées Successivement seront aussi plus grandes que la plus grande, ou plus petites que la plus petite des racines, et la condition nécessaire pour la convergence aura constamment lieu pour tontes ces valeurs, puisque R et a — a seront toujours de utéme signe , en prenait pour a chacuuc de ces mêmes valeurs.
6. Lorsque toutes les racines de l’équation sont réelles , il est facile de reconnaître si la première valenr approchée a est plus grande ou plus petite que chacune des racines ; car en mettant l’équation sous la forme
(* — a) (* — fi) (x — y).... = 0,
et substituant a + p pour x. elle deviendra
(P -f a — (/»-+• <1 — fi) {.p 4. a — >).... s= o,
où a — * , s — fi, a — y , etc., seront , dans le premier cas, des quantités positives, et dans le second, toutes négatives; donc, dans 4 e premier cas , on aura une transformée en p dont tous les termes seront positifs, et, dans le seoond cas, cette tranfonnée aura ses termes alternativement positifs et négatifs.
Réciproquement , si les termes de la transformée en p sont tous positifs, il est évident quSl n’y aura «lors aucune valeur positive de p qui puisse satisfaire à l’équation ; par conséquent les valeurs réelles de p seront nécessairement négatives - donc 4 e* racines de l’équation en p étant a. — a, fi — a, y — a , sic., jj .faudra ' ÿf c ‘ ces quantités soient toutes négatives ou imaginaires; donc la quantité a sera nécessairement plus grande que chacune des racines réelles de l’équation , quand même elle aurait des racines imaginaires.
On prouvera de la même manière que si les termes de la transformée en p sont ‘alternativement .positifs et négatifs, .la quantité a sera
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nécessairement plus petite que chacune des racines réelles , soit qu’il y ait des imaginaires ou non.
7. Mais dans le cas où l’équation a de» racines imaginaires , on ne pourra pas s’assurer de la même manière que la quantité a sera en même temps plus grande ou plus petite que chacune des parties réelles de ces racines; je ne vois pas même qu’on puisse s’en assurer autrement que par le moyen de l’équation dont ces parties réelles seraient racines. Or, si /3 = n -f- f y/ — 1 , et
y -K — f p'' — t , on a tr =s — — £ : ainsi l’équation dont ir
sera une des racines, ne peut être que celle qui aura pour racines les demi-sommes des racines de la proposée , prises deux à deux , et qui , par la théorie des combinaisons , montera au degré
Ayant formé cette équation par les formules que noua avons indiquées plus haut (Note III), on y substituera a -f- a à k place de l’inconnue; et si 1a transformée a tous ses termes positifs , ou alternativement positifs et négatifs , on sera assuré que le nombre a sera plus grand ou plus petit que chacune des valeurs de sr , et par conséquent aussi que chacune des parties réelles des racines imaginaires.
8 . Newton n’a appliqué sa méthode qu’à l’équation x’— -2X— 5 =o que nous avons résolue (n° a 5 ). Il suppose d’abord dans le chapitre IV a sst 2 , et substituant 2 -f- p à 1 a place de x , il a k transformée
d’où il tire =0,1; il kit ensuite p s 0,1 4- q , il a k
nouvelle transformée
d’où il tire ç = — - j as — o,oo 54 ; il continue en faisant
q as — o,oo54 4- r, il vient 1a transformée
o = o,ooo 54 i?o 8 4 - n,i6i96r 4- 6 , 5 r* 4- r*,
NOTE V
d’où il déduit r = — 0 [ ’ i °°g^ 708 = — o,oooo4853 ; et
aiusi de suite.
Ainsi les valeurs convergentes de x sont a, a,i, 3,0946 , 3,09455i 47 , dont la dernière est exacte à la dernière décimale près ( numéro cité).
Dans ce cas , la série est, comme l’on voit , très convergente. On peut, en effet, s’assurer à priori par ce que nous avons démontré, que cela doit être ainsi.
Car nous avons vu ( numéro a6 ) que les deux autres racines de cette équation sont imaginaires , et qu’en les représentant par
* ± p - 1, ou 1 a très peu près p* = , et. . . .
TT
racine naires on a
— g-r~+J = — 47177 = ~m' J donc ’ p,us<lue ’ oulre la
a. que l’on cherche, il n’y a que ces deux racines imagi-
, on aura dans ce cas R =r — -)■ ■■. Or, a étant = 3 ,
7ï — a — ; mais et étant a 1res peu près 3,0940. . .
on a a— a = 0,0945. • • • , d’où l’on voit d’abord que R et « a
sont de signes différens, et qu’ainsi, pour que la première correction de a soit juste, il faut que la condition 3 (a. — a) R -j-i > o ait lieu. Or, on trouve R = — 0,65^5, et de là a(at — a) R sss— 0,1344 i de sorte que la condition dont il s’agit est amplement satisfaite. Ainsi on est assuré que la première valeur corrigée 3,1 approchera davantage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette
valeur pour a, on a a. — a = — o,oo55 ’ f donc a — a et
R étant maintenant de même signe, les corrections suivantes approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine cherchée.
NOTE YI.
Sur la Méthode d Approximation tirée des séries récurrentes.
i. Reprenons l’équation
x “ — Ax m ~‘ -(- Bx“ * — Cx'* -1 -f* etc. =s o,
dont on a désigné les racines par <t, /3, y , etc.; on aura (Note 11), par la nature de ces racines, l’équation identique
x" — Ai*-' + Bx“— — Car-* -+- etc.
laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x.
L’identité de l’équation subsistera donc encore en mettant .r-f-j au lieu de x, quelles que soient les valeurs de x et i; donc aussi si après la substitution , on développe suivant les puissances de i, les termes affectés de »'*, etc. , fourniront d’autres équations identiques ; ce seront les équations que nous avons appelées déniées , dans la Théorie des Fonctions.
La première de ces équations dérivées sera
mx"~ ' — (m — i) A.r"~‘ -f- (m — a) Bx “ -3 — etc.
(x — et) (x — /3).... 4* etc.
Divisons cette équation par l’équation identique ci-dessus, on aura
— f m — Q Ar— » + (m — a) Bj— — etc.
X- Ax"— ' — Cr“ -J -f- etc
— _J— 4 . -L_ + -L- + etc. ,
— x — » — x — B x-fy *
équation qui doit aussi être identique, quelle que soit la valeur de x.
NOTE VI
Donc, elle le sera encore si on en développe les deux membres en séries qui procèdent suivant les puissances positives ou négatives de x.
2 .' Développons d’abord suivant les paissances négatives ; la fraction qui forme le premier membre deviendra
7 + ?-*-p+?-+- etc ->
et pour trouver ks valeurs des coefficiens P , Q , R , etc. , il n’y a qu’à multiplier par le dénominateur x" — Ax“~' 4 * etc. , et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur • — (m — i) Ax" — * -f- etc. , on aura ainsi
Q sb AP — ( m — i ) A,
R = AQ — BP + ( ni — 2 ) B ,
S = AR — BQ 4- CP — (m — 3) C,
etc.,
où l’on voit que la suite des quantités P, Q, R, etc. devient après le terme une suite récurrente, dont l’échelle de relation est A , — B , C , — D , etc.
Développant de même les fractions qui forment le second membre, il deviendra
“ + (« + Æ ■+■ etc.) p -f- (*• + 0 * 4 - y _j_ etc. ) p 4 * (* s ■+■ 0 a +y*+ etc. ) p 4 - etc.
Maintenant la comparaison dès termes semblables des deux membres de l’équation donne
Q = 1 4* ^ 4- > 4- etc.,
R = a* 4 - /3* 4 - y -f etc.,
S ss *’ 4- / 3 S 4- y* 4- etc. ,
etc. ,
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et, en général, un terme quelconque dont le quantième sera fi, à
compter de Q , sera égal à / -f- -f- y* + etc- C’est l’expression
du terme général de la série.
On a par là la démonstration la plus simple de la loi donnée par Newton, pour la somme des puissances des racines. Mais les formules précédentes sont surtout utiles pour approcher de la valeur de la plus grande des racines a , /3 , y, etc. En effet, il est clair que si toutes ces racines sont réelles, et que a soit, par exemple, la plus grande des racines, soit qu’elle soit positive ou négative,
la puissance a? surpassera d’autant plus les puissances semblables des autres racines , et même la somme de ces puissances , que l’exposant fi sera plus grand ; d’où il s’ensuit que si T et V sont des termes consécutifs de la série P , Q , R , etc. , on aura à très
peu près a = , et cette valeur de la racine a sera d’autant plus
approchée que les termes dont il s’agit seront plus éloignés du commencement de la série.
3. Si parmi les racines /3,y, etc. il y en avait d’imaginaires, on aurait, par exemple, /3 = w + f y/ — i , y = 7r — / — i;
alors faisant / (•*’ -f- f*) = n et £ = tang <p , on aurait
/3 = n ( cos <p -f- sin ç — i ) et y = n ( cos <p — . sin <p i/ — i ) ;. donc par le théorème connu
/3“ = rf (cos p Q + sm fi $ y/ — i),
yf = (cos fi <p — sin fi Q \/ — i ),
et parconséquent ,
+ / = a [f cos fi i p.
Ainsi , pourvu que la racine a soit en même temps plus grande que n ou y/ ( vr* -f- f*) , c’est-à-dire plus grande que y/ fïy ,
puissance (t surpassera aussi la somme de pareilles puissances de /S et y.
Donc la méthode ne sera en défaut à cause des racines imaginaires, qu’aulaut qu’il s’en trouvera daDS lesquelles le produit réel des deux
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racines correspondantes , sera plus grand que le carré de la plus grande des racines réelles , et , dans ce cas , la série , au lieu de s’approcher et de se confondre à la fin avec une série géométrique , s’en éloignera continuellement.
4 . Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel Ber-
noulli a déduite de la considération des suites récurrentes , et qu ’ Euler a exposée eu détail dans son Introduction. Dans celle-ci on donne à la fraction génératrice de la série , pour numérateur , un polynôme quelconque d’un degré moindre que le dénominateur ; ce qui rend les m premiers termes de la série, entièrement arbitraires. Cette fraction se décompose dans les fractions simples - -f- - — —
-1 etc. , d’oii résulte , pour les termes de la série , cette
expression générale aaf bfif -f- cy 1 * -f- etc. , laquelle donne également , lorsque la racine a. est beaucoup plus grande que cha-
cune des autres , ^ pour la valeur approchée de a , quelle que soit
la valeur du coefficient a. Mais l’indétermination des premiers termes de la série , au lieu d’être un avantage de cette méthode , est plutôt un inconvénient; car s’il arrive que deux racines a, fi,
soient égales, alors les deux termes aa f -f- bfif prennent en général la forme ( d -f- b'p) a? ; et si les trois racines a, fi, y , sont égales , les trois termes aa -f- b (if -f- cyf prennent la
forme (a' -f- b'p dp?) a? , et ainsi de suite : d’où il est aisé de voir que lorsque la plus grande racine a est une racine double ou triple , etc. , la série converge bien moins rapidement vers une série géométrique. En prenant pour numérateur la fonction prime du dénominateur , ainsi que nous l’avons fait ci-dessus, tous les coefliciens a , b, c, etc., deviennent égaux à l’unité; et dans le cas des racines égales a et fi , les deux termes
et ' 4 - 4 - fif deviennent simplement aaf , et ainsi des autres ; de sorte que les racines égales n’influent en rien sur la convergence de la série.
Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire , je
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prendrai celui de l’article 346 de l’Introduction d’Euler. IA'quation à résoudre est x 3 — 3x* -j- 4 — o. Euler prend o , i et 3 pour les trois premiers termes , et il forme par l’échelle de relation 3, o, — 4> la série récurrente *, 3 , 9 , a3, 5^, i3S, 3*3, 71*1 etc. dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme , divisé par le précédent, est toujours plus grand que a, racine double et en même temps la plus grande.
Si l’on emploie les formules données ci-dessus ; en faisant
tous les termes P, Q, R, etc. se trouvent multiples de 3; de sorte que, rejetant ce facteur pour plus de simplicité, on trouve par la même échelle de relation, mais en partant des termes 1 , 1 , 3 , la série
3, 5, xi, ai, 43) 85, 171 , 341 , etc.,
où l’on voit que le quotient de chaque terme, divisé par celui qui le précède, converge très rapidement vers la racine double 3 .
Nous avons développé plus haut l’équation identique
nu *" 1 — etc. « , 1
= + —3 + etC ‘ *
suivant les puissances négatives de x ; développons - la maiute-
nant suivant les puissances positives : pour cela, soient...'
a — bx + ex* — dx* , etc. les derniers termes du polynôme .... x" — Ax“ - ' -1- Bx*~* — etc. : on mettra le premier membre de l’équation identique sous la forme
— ',!> + ac* — 3 tfr* -b — etc.
a — bx -f- cx‘ — ilx* -f- ex* — etc. ’
et le développement de cette fraction , suivant les puissances croissantes de x, sera de la forme
— F — Q'x — R'x* = S'x 3 4 - etc. ;
en multipliant par le dénominateur, et comparant les termes , on trouvera
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aP = b,
aQ' = bP — a c,
aR' = AQ' — cP' 3d,
aS' = AR' — cQ'+ dP — 4c,
ce qui donne une série récurrente dont l’éciielle est
Le second membre de la même équation , e'tant développé pareillement suivant les puissances croissantes de x , donnera la série
— & + 7 + 7 + etc - ) - (r* + w + ? + etc - ) x
— (p + gî + ? + etc. ) x‘ + etc. ; de sorte qu’on aura par la comparaison ,
7+*+7 + etc = P '>
* + £+£ + elc - = Q'»
gî + jp 4- p 4- etc- —
etc.
Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réciproques des racines.
H est évident que si * est la plus petite racine, soit positive ou négative, le* puissances surpasseront d’autant plus la somme
des pareilles puissances des autres racines, que a sera plus petite que chacune des autres racines /S , y , etc. Par conséquent , si T' et V' sont deux termes consécutif de la série P 1 , Q', H', etc., T*
le quotient çj approchera d’autant plus de la valeur de la plus
NOTE VI
petite racine réelle de l’équation , que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série. Ainsi cette série servira à trouver la plus petite racine, comme la première P, Q, R, etc. sert à trouver la plus grande ; et à l’égard des racines imaginaires , on prouvera , de la même manière, qu’elles n’cmpéclieront pas l’approximation vers la plus petite racine réelle, pourvu que le carré de cette racine soit en même temps plus petit que chacun de3 produits réels des racines imaginaires correspondantes.
7 . On pourrait donc employer cette méthode d’approximation pour chacune des racines réelles d’une équation quelconque, si l’on connaissait d’avance une valeur approchée a de cette racine , telle que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine fût moindre en quantité, c’est-à-dire, abstraction faite des signes, que la différence entre la meme valeur et chacune des autres racines réelles , et en même temps moindre que la racine carrée de chacun des produits des racines imaginaires correspondantes, s’il y en a, diminuées de la même valeur; car alors , en nommant a la valeur approchée de la racine cherchée, et faisant x — a-t-p, on aura une transformée en p , dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode précédente ; et cette racine, jointe à la première valeur approchée , donnera la racine cherchée. Mais on ne saurait trouver les premières valeurs qu’en faisant usage des méthodes que nous avons données ; et ces valeurs étant une fois connues , il est bien plus exact d’employer la méthode d’approximation du chapitre 111 : aussi ne suis-je entré dans ce détail sur la méthode d’approximation tirée des séries récurrentes, que pour ne rien laisser à désirer sur le sujet dont il s’agit.
8. Si l’on veut appliquer la méthode précédente à l’exemple de
Newton, on prendra d’abord la transformée p* -f- 6 p' -+- top — i ( Note précédente ) ; et comme on sait que la racine réelle est moindre que o,i , il s’ensuit que le produit des deux autres racines qu’ou sait être imaginaires , sera > > io, puisque le
dernier terme i est le produit des trois racines ; ainsi on est assuré que le carré de la racine cherchée est beaucoup moindre que le produit des deux racines imaginaires. On formera donc la série
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récurrente par le moyen de la fraction , et l’on
aura les termes 10, na, 1 1 83 , ia 5 ia, i 3 a 33 o, etc. , qu’on peut continuer aussi loin qu’on veut par l’échelle de relation i o , 6 , i ; chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les fractions
~ , jffâi i *àÿ fa » e * c > *l u ‘> étant réduites en décimales , deviennent 0,089, 0,09467, 0,094549 > o,09455i 5, etc. Or nous avons vu, dans la Note précédente, que la méthode de Newton donne pour la valeur de p la série convergente 0,1, 0,946, o,qg 455 i 47 , etc., d’où l’on peut juger de l’accord des deux méthodes. £n effet, nous ferons voir plus bas que ces méthodes, quoique fondées sur des principes différées , reviennent à peu près nu même dans le fond , et donnent des résultats semblables.
éJïlV s(| i£- ; ...üf, •
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NOTE y I I.
Sur la Méthode de Fontaine, pour la résolution des équations.
Comme on m» fait point usage de cette méthode , qui est d'ailleurs peu connue , je pourrais me dispenser d’en parler ici ; mais le nom de l’Auteur et la manière dont il l’a annoncée, m’engagent à en donner une idée abrégée , et à examiner les principes sur lesquels elle est fondée. Je la donne , dit -il, pour ranaljse en entier que Von cherche si inutilement depuis V origine de F Algèbre. Voyez les Mémoires de l’Académie des Sciences, pour l’année 1747 , page 665 .
1 . Cette méthode a deux parties. Dans la première , l’auteur considère les équations comme composées de facteurs simples , réels ou imaginaires de la forme x’àza, x^zadtb \é — 1, et contenant un certain nombre de quantités réelles positives et inégales, a, b , c , etc. 11 parcourt toutes les combinaisons possibles des différons facteurs qu’on peut former de cette manière, et il cherche' pour chaque système de facteurs, dans les coefliciens de l’équation, les conditions qui sont propres à ce système , et qui peuvent le distinguer de tous les autres. Il forme ainsi des tables qui contiennent tous les différons systèmes de facteurs, et les conditions qui leur appartiennent ; de manière qu’une équation quelconque étant proposée , dont les coefliciens sont donnés en nombres , on puisse tout de suite reconnaître quel est le système de facteurs dont elle peut être composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle a de racines réelles inégales ou égales , positives ou négatives , et combien elle en a d’imaginaires avec la forme de chacune des imaginaires.
a. Pour donner une idée plus nette de ce que je- viens de dire , à ceux qui ne sont pas à portée de consulter le Recueil des Mé-
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moires de Fontaine, je vais rapporter ici la table dts équations du second degré , avec un précis de la méthode par laquelle l'auteur l’a construite; ensuite je ferai quelques remarques sur cette méthode.
Dans les formules suivantes , les lettres m , n et a , b désignent des nombres ou des quantités quelconques positives , et l'on suppose que a est toujours une quantité plus gronde que b.
x'-f-mx i
x • -(- rnx -f- n =
x* — mx -f- n = ,
x*— mx-f-n — x*-f- n =
(x-f-a+by/—i) (x-f-a— b \/ — 1) f m ‘~ 4 "<°»
(x-f -b-f-a y / — 1 ) (x-f-b — a y/ — 1 ) m* — an<o , (x+«)(x— i),
(x — a-f-ay/ — 1) (x — a — ay' — 1). . .m* — 2/1=0, (x — a) (x — b) ,/n*. — 4«> 0 ,
(x-a-f-by / — 1 ) (x — a—by/ — r) j
(x—b+ay'—i) (x—b—ay'—i) ,
On voit d’abord dans cette table toutes les combinaisons possibles des dilTércns facteurs, qui ne peuvent être ici que xdza, xabé, ou x±adta/ — 1, *± a d= by '— -1 et x±id=aj/ — 1.
Pour savoir à quelle forme d’équation chaque combinaison pouvait se rapporter, on a développé les produits , et on les a comparés aux équations , en faisant attention que la quantité a doit être plus grande que b. Jusque là, la méthode n’a de difficulté que la longueur du calcul ; et tout l’art consiste à trouver les caractères ou conditions propres à chaque combinaison.
Ces conditions sont de deux sortes ; les unes sont données par des éqdations déterminées, comme m‘ — 4 n = o, ou m‘ — 3/1 = 0,
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ce sont celles qui ont lieu lorsqu’on suppose que la quantité b devient nulle, ou devient égale à a. Elles ne sont pas difficiles à trouver : car, comme ces suppositions détruisent une des deux indéterminées a, b, en faisant la comparaison des termes rcsultans du produit des facteurs avec ceux de l’équation, on a une équation de plus qu’il n’y a d’indéterminées ; de sorte que, par l’élimination , on parvient nécessairement à une équation de condition ; c’est ainsi que les facteurs égaux (x-f-a) (x-f-a) donnent la condition m'— -4n=o, et que les facteurs (x-f-a-f-ai/ — i), (x-f -a — ay'—i) donnent m* — an — o.
Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe d’égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de cette considération , que si une fonction des coelïiciens m et n est nulle lorsque a — b ou è = o, elle sera plus grande ou plus petite que zéro lorsque n sera plus grand que b, ou b plus grand que zéro.
Ainsi , comme le système (x-f- a) (x -f-a) peut résulter de celui-ci (x-f-a) ( x -f- i ) , en faisant b = a , ou de celuici ( x -f- a -f- b i/— i) ( x a — b \/ — 1), en faisant b — o , la fonction m* — 4” > qui est nulle pour ce système-là , ne le sers plus dans ces deux -ci; et l’on trouve que cette fonction est positive pour le système (x -\-a )(* + £), et négative pour le système (x -f- a -f- by/ — i) (x-f-a — b \/ — i).
L’auteur suppose , comme un principe général , que la fonction qui est nulle dans le cas de la coïncidence de deux systèmes, sera toujours plus grande que zéro dans l’un, et moindre que zéro dans l’autre , et il détermine par un exemple particulier celui des systèmes où elle est positive, et celui où elle est négative; mais celte proposition ne peut pas être admise sans démonstration; et il y a même de fortes raisons de douter qu’elle soit vraie en général.
Dans lç$ cas dont il s’agit , on en peut prouver la vérité ; car le système (x-f-a) (x-|-A) étant développé , donne x*-f-(a -f- 4 ) x -f- ai ; donc m = a -f- 4 , n = a 4 , cl par conséquent m* — =( « — b)‘, quantité toujours positive. De même,
le système
(x -f- a -f- b\/ — i) (x -f-a — 4 |/— -,) = x* -f- aax -f- a* -f- é* ,
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donne m = aa , n =s a* -f- i*, et m* — \n-= — 4 è*, quantité toujours négative. On peut démontrer de la même manière les autres conditions pour les différens systèmes des équations du second degré.
3. L’auteur a appliqué les mêmes principes et la même méthode aux équations du troisième et du quatrième degré, et il a donné pour ces degrés des tables semblables à celle que nous venons de rapporter. Voyez le Recueil de ses Mémoires, imprimés en 1764 .
L’étendue de ces tables augmente en proportion du nombre des combinaisons des différens facteurs; et la recherche des conditions propres à chaque combinaison ou système, devient d’autant plus difficile, qu’il arrive souvent que les conditions qui résultent de l’égalité de quelques-unes des quantités a, b, c, etc., qui sont censées former une série décroissante , ont lieu pour plus d’un système à la fois, et qu’il est alors nécessaire de trouver des conditions pour dislinguer ces mêmes systèmes entre eux.
L’auteur ne donne aucune règle générale sur cet objet ; il se contente d’essayer successivement les fonctions les plus simples des coefficiens m, n, p, etc. de l’équation, jusqu’à ce qu’il en trouve une qui soit nulle dans le cas commun à deux systèmes, et qui soit plus grande que zéro dans l’un , et plus petite que zéro dans l’autre.
C’est ainsi, par exemple, qu’ayant trouvé pour l’équation
x* 4 - nx-\~p = o que les deux systèmes (x-f-a) (x-f- 6 ) (jr-f-i)
et (x -f- n) (x a) (x -j- 6) ont la même équation de condition
/ t (m‘ — 3n) ( — 3mp 4- n‘) — • (ma — ry>)* = o,
il cherche une fonction de la forme Am'-j-Bn, ou Am 5 4-Bmn4-C l p, ou etc. , telle qu’elle soit = o dans le cas commun de a = b , et qu’elle soit > o pour le premier système , et < o pour le second ; il trouve celle-ci, a/n J — gmn %^p , qui satisfait à ces deux conditions.
Quoique l’auteur soit parvenu à trouver ces fonctions pour tous les cas des équations du troisième et du quatrième degré, on peut douter qu’il soit possible de les trouver en général dans les équations des degrés supérieurs; du moins il n’est pas démontré qu’il existe
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toujours nécessairement des fonctions qui aient ces propriétés : ainsi la théorie peut être aussi en défaut de ce côté.
4. Au reste, on peut trouver directement les conditions précédentes; car, si l’on suppose que l’équation
jc 1 -H ma :* 4 “ nx 4 - P = o
ait un facteur double ( x 4- <t )* , il n’y aura qu’à diviser le polynôme x 5 4- mx' 4- nx 4- p par x* + aux •+• «* , on trouvera le quotient x 4- m — a* , et le reste
(n — «• — mut 4- 4 *‘) x 4 - p + aa s — wa‘; ainsi, il faudra faire séparément
d’où l’on tire
3a* — a ma, 4 - n — o , aa s — mx‘ 4 ~ p = o;
Cette valeur, substituée dans la première équation, donne
(mn — QpY 4 “ 4 ("»* — 3n ) ( 3 '"P — n ‘) = °>
ce qui est la condition commun eaux deux systèmes.
Maintenant, comme le quotient x 4 " m — 2<e f° ruae k facteur inégal de l’équation , on fera a. = b et m — aa = a pour le système (x 4- a) (x 4-£) (x4-i), et* = a, m — 2* = b pour le système (x 4- fl) (x 4- «) (x 4- *); donc, puisque par l’hypothèse a > b, on aura pour le premier système m — aa > a , ou
m 3« > o , et pour le second m — 3 * < o.
Mais en substituant la valeur de « , on a
n 2m 3 — çjmrc 4 - 27 p
m — 3tt __ —czz 3 „
d’un autre côté, il est facile de s’assurer que , pour les deux systèmes, on a m* — 3n>o; car le système (x 4- a) (x 4- b) (x 4- b) donne m = a 4- ai , n = aab 4- 6*, comme il résulte du dévelop-
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peinent : donc
m‘ — 3/j = a' — lab -f- A* = (a — A)* ;
et comme pour l’autre système il n’y a qu’à changer a en b , on aura de même m* — 3 n = ( a — b )*. Donc les conditions pour les deux systèmes seront simplement .
2m 5 — gmn -f- 27 p > 0 pour le premier ,
2 m 3 — gmn -f- 27 p < o pour le second , .
comme Fontaine l’a trouvé.
5 . Mais les conditions mêmes qui résultent de l’égalité de quelques-unes des quantités a, b,c , etc., ne sont pas toujours particulières aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu , comme Fontaine le suppose; ce qui détruit un des principaux fondemens de sa théorie.
Par exemple , il trouve dans le troisième degré que , pour l’équation
x 5 ■+• mx* — nx — p = 0,
la condition
2 m s — mn — p = o
est particulière au système
et doit le distinguer de tous les autres. Mais j’ai reconnu que cette condition a lieu aussi pour tout système de la forme (x -f -a) (x — b ) (x -f- c), qui se rapporte à la même formule d’équation , lorsque a 4- c = 2A ; ce qu’on peut aussi prouver à priori.
Ainsi, si l’on a l’équation x 5 -f- 2X* — 5 x * — 6=0, comme elle satisfait à la condition dont il s’agit , puisque en faisant m = 2, n — 5 , p — 6 , on a 2.8 — 2.5 — 6=0, ou pourrait conclure de la table de la page 546 du Recueil des Mémoires de Fontaine , que celte équation a trois facteurs de la forme • y .» *
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et que par conséquent elle a deux racines imaginaires , tandis qu’elle a au contraire les trois facteurs réels
On doit dire la même chose de la condition
+ a 4 i 3 *. 5 . 7 np‘q — V.^p* -{- a'. 5^’ = o,
que Fontaine trouve (page 568) pour le caractère commun des deux systèmes
(x+a) (x — b) ( x <— è -f- c \/ — i) (x — b — c y/ — i), et(x~t" a ) (x— c) ( x — c ~\~b — t) (x — c — b ^ — i),
appartenant à la formule
x * — nx* -f- px — q = o.
Cette condition n’est pas particulière à ces deux systèmes ; elle a lieu aussi dans tout système de la forme
appartenant à la même formule d’équations (page 53a), pourvu que l’on ait b + d = ic ; c’est ce qu’on peut trouver « priori ; mais ce détail nous mènerait trop loin.
6 . On peut conclure de ces observations , qu’il n’est pas toujours possible de trouver les conditions qui distinguent chaque système de facteurs de tous les autres, en ne considérant dans les quantités a, b , c , etc. , qui entrent dans ces facteurs, d’autres rapports que ceux d’égalité ou d’inégalité, suivant la théorie de Fontaine. Mais, quand on le pourrait, le travail pour les trouver dans les degrés au-dessus du quatrième , serait immense, et ne serait pas même utile pour la résolution numérique des équations, comme nous allons le montrer en examinant la seconde partie de la Méthode. •
7 . Dès qu’on aura trouvé , comme l’auteur le suppose , la forme de chaque facteur de l’équation proposée, il n’y aura plus qu’à
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déterminer les valeurs des quantités a, b, c, etc., qui entrent dans ces facteurs , et qu’ou sait être toutes positives et inégales ; et voici comment il s’y prend. Il développe le produit des facteurs , et le comparant à l’équation proposée , il a autant d’équations qu’il y a d’indéterminées a , b , c , etc. , il élimine toutes ces quantités, hors deux, qu’il se propose de déterminer : il a ainsi deux équations entre ces deux quantités ; il fait la plus grande de ces quantités = R*, et la plus petite R /3 j et éliminant R, il a une équation homogène en a et j 3 , dans laquelle il substitue -f- y pour * , et Zip *f" u pour (3.
Il suppose d’abord en x = i.^ = o,z = o,«=i;ila une équation en p , dans laquelle il fait successivement <p = 1, 3, 3 , etc., jusqu’à ce qu’il trouve deux résultats de signes contraires ; alors il fait <p = A, A étaut le plus petit des deux nombres qui ont donné des résultats de signes contraires : donc isA, (4 — 1 .
Il fait ensuite x = A , y == 1 , 2 = 1, u — o ; et dans l’équation résultante en p , il cherche de même deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires : nommant B le plus petit des deux nombres , il fuit p = B ; donc * = AB -f- 1 , 13 = B.
Il continue de la même manière , en faisant x = à la dernière valeur de a ,jr à l’avant-dernière , 3 = à la dernière valeur de [3 , et u à l’avant-dernière.
Substituant ensuite successivement ces valeurs de « et /3 dans l’expression rationnelle de R qui résulte des deux équations, on a celles de a et b , d’autant plus exactement, que les opérations sur a. el (3 ont été poussées plus loin.
Pour en donner un exemple, je vais rapporter celui que l’on trouve daus les Mémoires de l’Académie de 1747» page 67a.
Soit l’équation x* — 3 x -f- 1=0; comme elle se rapporte à la formule x* — mx -f- n , en faisant m = 3 , n = 1 , si 'l’on examine les conditions relatives à cette formule dans la table donnée ci-dessus, on trouve que celle-ci m* — 4 ra — o a lieu; d’où l’on conclut que les deux facteurs sont de la forme (x — a) (x — b). On a donc en développant a-f-é= 3 etaè = i.
Soit a = «R , b 3= / 3 R , on aura R ( a 4- /3 ) =s 3 , R‘a/3 == 1 ;
donc R —
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7 £0 et 9 çt@ = ( a. + 0 )•; savoir,
a* — 7«/3 -f- /S* = o, où l’on fera * = xp -f- y et /3 ses zp -f- u.
Soit , l°. x — 1 , _y = o , 2 = o, u = 1 ; donc « = p , 0 = 1 j substituant ces valeurs, on a p* — •jp + 1=0; faisant $ = t a , etc. , jusqu’à f = 6, on a des résultats négatifs; mais p = 7 donne le résultat 1 ; donc p = G , donc a. = 6 , /3 = 1 ,
a“. x = 6 ,^ si,i=i,u = oj donc a = fty -f- 1 , /3 = p, et l’on a l’équation 5 p‘ — 5 p —1=0.
Ici p = 1 donne le résultat — 1 , p = 3 donne g : donc p = 1 ;
et de là a = 7 , j 3 = 1 , R = 5.
3 °. x=7, j' =G , s = 1 ,u= 1 ; donc * = 7<p-t-6,/3=p-f-i; et substituant, on a l’équation p‘ — 5 p — 5 = 0. Faisant p — 1 , a , etc. , jusqu’à $ = 5 , on a des résultats négatifs ; niais p = 6 donne
le résultat 1 ; donc ip = 5 , et de là a = 4 1 , P = 6 , et R = ^, et ainsi de suite.
8 - Telle est la méthode d’approximation que Fontaine a donnée sans démonstration dans son Mémoire de 1747» et qu’il a redonnée de même dans le Recueil de ses Mémoires- Elle suppose, comme l’on voit , que l’on peut toujours , par la substitution des nombres 1 , 3 , 3 , etc. , au lieu de p dans les différentes équations eu p , trouver deux nombres qui donnent des résultats de signes différens ; ce qui , par ce que nous avons démontré dans le chapitre 1 ", ( n° 5 et suivans) n’a lieu qu’au tant que ces équations ont des racines positives dont la moindre différence est plus grande que l’unité. D’après cette considération, il est facile de trouver des exemples où la méthode de Fontaine sera en défaut.
Soit, par exemple, l’équation
qui se rapporte à la formule x 3 — mx* — nx 4- p, en faisant m— 2, n =s a 3 , p = 60. La table de la page 547 du Recueil des Mémoires de Fontaine , donne ces trois conditions
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4 (/n* + 3n*) (n* *+* 3»» tp) — ( — mn -f- gp)* > o, mn — p <Z o , m‘ — n < o ,
pour le système (x -f- a) ( x — b) (x — c) , lesquelles se trouva nt remplies ici , il s’ensuit que ce système est celui de l’équation proposée.
Pour trouver les trois quantités positives et inégales a, b , c, etc. , on comparera le produit des facteurs
x 5 -f- (a — b — c) **+•( — ab — ac «f- bc) x + abc
avec l’équation donnée , on aura ces trois équations
a — b — c = — a , — ab — ac bc — a3 et abc = 6o.
Éliminant c , on aura c = a — è -f- a, et les deux autres équations deviendront
a % — ab -f- b‘ -f- a (a — b) = a3 ,
(a — b ) ab + a ab = 6o ;
et faisant a = aR, b = /3R , on aura
R* («• — a/3 j8* ) -f- aR (<* — /3) = a 5 ,
R’ (* — /3) cej3 -f- aR* «jS = 6o.
Enfin , éliminant R, on aura une équation homogène du sixième degré en « et J0 , réductible à cette forme
[ao(«*-H3‘) — 4 ' (*/3) ( 1 5a*-f/3*) — 34*/3] [ i a(**-4-/3*)4-a5<e^] = o.
Maintenant on fera , suivant Fontaine , os = -f- ,
j3 = z# -f- u, et on supposera dans la première opération x = i , _^ = o,z = o, « = i ; ce qui donne a. — <p, 1 3 = i : l’équation sera donc . •
[ao(?*+>)— 4»<P] 34<p] [ia(<p*+0”t- a5< P] = °j
et il faudra faire successivement p = i, a, 3, etc., jusqu’à ce que l’on trouve deux valeurs de <p qui donnent des résultats de signes contraires, ce qui n’arrivera jamais, les résultats étant toujours posi-
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tifs comme i) est facile de s’en convaincre par la simple inspection de l’équation. Ainsi la méthode sera en défaut dès la première opération.
Il est aisé de voir qu’on ne peut avoir des résultats négatifs qu’en donnant à fp une valeur intermédiaire entre 1 et a. Par exemple en
faisant ç = | , on trouve le résultat — ' j niais cela est contraire à l’esprit de la méthode de Fontaine , qui suppose que a et fi sont toujours des nombres entiers. D’ailleurs , si l’on voulait admettre pour <p des nombres fractionnaires , il serait bien plus simple d’opérer immédiatement sur l’équation proposée , en cherchant deux valeurs de l’inconnue qui donnent des résultats de signes contraires; mais la connaissance de la forme des facteurs, qui est l’objet des Tables de Fontaine, devient inutile pour celle recherche, et la difficulté du problème demeure en son entier.
Nous remarquerons encore que, puisque dans la première opéralioti on fait p = ^ = g, l’équation en <p sera toujours, généralement, parlant , d’un degré plus haut que l’équation proposée ; car si a et b sont deux racines réelles, les racines de l’équation en p seront tous les quotiens qu’on peut former en divisant une racine par l’autre; de sorte que si m est le degré de la proposée , m(m — i ) sera celui de l’équation en p, laquelle sera d’ailleurs nécessairement du genre des réciproques.
Mais si a étant une racine réelle , b était la partie réelle de deux racines imaginaires , alors ^ serait le quotient d’une racine divisée par la demi-somme de deux autres racines , et l’équation en p serait du degré
9. An reste , comme l’équation en « et /S , que l’on trouve par le procédé de Fontaine , est nécessairement une équation homogène ,
elle n’a , k proprement parler , qu’une seule inconnue jj et la substitution de asp -+-J à la place de a , et de sp 4- « à la place de fi , revient à substituer immédiatement - à la place de l’incon-
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nue de cette équation ; or , cette formule est l’ expression générale des fractions convergentes qui résultent d’une fraction continue , dans laquelle <Q représente successivement les dénominateurs de cette
traction , et j, | sont les deux fractions successives qui précèdent
la fraction ** comme il résulte de la théorie connue des fractions
continues. Ainsi , il parait que Fontaine a cherché à exprimer le rapport entre les quantités et et /3 , qui est le même que celui entre les quantités a et b , par les fractions convergentes dépendantes des fractions continues ; mais la difficulté consiste à déterminer
les valeurs de <p lorsque la fraction j n’est donnée que par une équation. Voyez ci-dessus l’article IV ( n° 78 ).
Je me suis un peu étendu sur l’analyse de la Méthode de Fontaine , parce que je ne connais jusqu’à présent que deux auteurs qui en aient parlé, d’Alembert dans l’Encyclopédie, au mot Équation , et Condorcet dans l’Histoire de l’Académie des Sciences pour les années 1771 et 1773, et que l’un et l’autre se sont contentés de jeter des doutes sur cette méthode , sans donner les moyens de l’apprécier.
NOTE VIII
Sur les limites des racines des équations , et sur les caractères de la réalité de toutes leurs racines.
L a recherche des limites des raciaes est le premier problème qui se présente dans la théorie des équations , après celui de leur résolution générale. Comme cette résolution est bornée jusqu’ici au quatrième degré , et comme il est démontré , par la considération des fonctions des racines , que si elle est possible au-delà de ce degré, ce ne peut être qu’en résolvant des équations d’un degré beaucoup plus élevé , ee qui donnerait des expressions intraitables par leur complication : on peut dire que c’est du problème des limites que dépend maintenant tout l’art de résoudre les équations. Eu effet , dès qu’on a trouvé des limites particulières pour chaque racine, on peut les resserrer par des substitutions successives, et approcher ainsi de la valeur de la racine autant que l’on veut.
l. On a senti, avant la fin du dix-septième siècle, la nécessité de s’occuper de ce problème , et dès qu’on eut trouvé que l’équation , formée en multipliant chaque terme d’une équation donnée par l’exposant de son inconnue , renferme les conditions de l’égalité des facines de la proposée , on découvrit bientôt que les racines de cette même équation ainsi formée étaient les limites de celles de l’équation primitive. On sait que Hudde est l’auteur de la première de ces deux importantes découvertes ; et je crois que la seconde est due à Rolle , qui l’a donnée dans son Algèbre , imprimée en 1690, et qui en a fait la base de sa méthode des Cascades. Suivant cette méthode , les limites des racines d’une équation dépendent d’une équation d’un degré inférieur d’une unité , et les limites des racines de celle-ci dépendent de même d’une autre équation d’un degré moindre d’une unité , et ainsi de suite ; de
sorte que , pour parvenir aux limites des racines de l’équation proposée , il faut résoudre des équations différentes et successives , qui vont toujours en baissant d’un degré. Voyez V Analyse démontrée de BeyneaUj où cette méthode est exposée avec beaucoup de détail. Mais la longueur du calcul qu’elle ilémandc , et l’incertitude qui naît des racines imaginaires , l’ont fait abandonner depuis longtemps; et l’on aurait peut-être été obligé de renoncer à avoir une méthode générale pour résoudre les équations , si Pbn n’avait pas trouvé, pour déterminer les limites des racines, nn moyen indépendant de la résolution de toute équation, comme on l’a vu dans le Chapitre 1 " et dans la Note IV*.
La considération des maxima et minima des lignes paraboliques a conduit Stirling à une méthode pour déterminer le nombre et les limites des racines réelles du troisième et du quatrième degré , laquelle a été généralisée par Euler , dans son Calcul différentiel. Cette méthode revient à celle de Rolle dans le fond ; mais elle embrasse également les racines réelles et les racines imaginaires , et pourrait fournir des formules générales pour distinguer ces racines dans les équations du cinquième degré, au moyen des racines du quatrième.
La même considération a fait trouver à De Gua une méthode pour déterminer les caractères de la réalité de toutes les racines d’une équation quelconque. ( Mémoires de F Académie des Sciences , année 1741.-)
Nous avons vu que ce problème peut se résoudre aussi par le moyen de l’équation dont les racines sont les carrés des différences entre les racines de l’équation donuée ; mais cette solution est fondée sur la forme même des racines imaginaires, au lieu que la théorie de De Gua est indépendante de cette forme; et sa méthode a, déplus, l’avantage de n’exiger que le calcul d'équations de degrés inférieurs à celui de l’équation proposée.
Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par elles-mêmes, -et encore plus par l’usage dont elles peuvent être dans plusieurs occasions , j’ai cru qu’on serait bien aise de les trouver ici réunies, et
NOTE VIII
déduites d’une même théorie, formée uniquement sur les premiers principes de l’analyse des équations.
a. Soit en général Fx une fonction rationnelle et sans diviseur , telle que
x" -f- Ax" - ' H- Bx*" - * -H G*” -5 + etc. ■+• V;
si l’on nomme et, /3^ y , etc. les racines réelles de l’équation I’x=o, c’est-à-dire les valeurs de x qui peuvent satisfaire à cette équation , on aura l’éqtiation identique
Fx = (x— <x) (x — 0) (x — y) xfx ,
fx étant une pareille fonction de x, mais d’un degré moindre que m , et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative, quelque valeur qu’on donne à x ( INotc II ).
Celte équation devant avoir lieu , quelle que soit la valeur de x , elle aura lieu aussi en mettant x -f- i à la place de x , quelle que soit la valeur de i; donc, développant les fonctions suivant les puissances de f, il faudra que tous les termes affectés d’une même puissance de i sc détruisent mutuellement ; ce qui donnera encore autant d’équations identiques qu’on pourra trouver ainsi par le développement actuel. Mais comme ces nouvelles équations ne sont autre chose que celles que nous avons appelées dérivées , dans la Théorie des fonctions , nous emploierons ici , pour plus de simplicité , la notation et l’algorithme de cette théorie ; et l’application que nous allons en faire aux équations fournira un nouvel exemple de son usage dans l’Algcbre, dont elle n’est proprement qu’une branche.
Désignons, pour abréger, par <px la fonction
(x — ce) (x — 0)(x — y) (x— J') ,
on aura l’équation identique Fxac^x X fx-, d’où l’on tirera sur-lechamp l’équation dérivée
F'x = i p'x X.fx + tpx'X.fx-,
et l’on trouvera
-f- etc.
Supposons que les racines et, /3, y, etc. soient rangées par ordre de grandeurs , en commençant par les plus grandes positives , et finissant par les plus grandes négatives. 11 est facile de voir, par la nature de la fonction <p'x , qu’en faisant x = a, on aura ç'x> o, qu’en faisant x = /S , on aura <p'x < o , qu’en iàisant x—y , oh aura <p'x > o, et ainsi de suite. D’un autre côté, en faisant x — a, P, y j etc., on a toujours $x=o et _/x> o, par la nature de ces fonctions. Donc
x — a donnera F'x > o ,
et ainsi de suite.
Or, en prenant la fonction dérivée du polynôme F*, on a
F x—mx"~' + (m — i) Ax"~* (m — a) Bx“~ 3 etc. ■+■ T ;
donc l’équation F'x= o , qui est du degré m — i , aura nécessairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines a et P, P et y, y et J'y etc. (Note I" 1 ).
4- Désignons par P,, y,, etc. les racines réelles de l’équation F'x = o , et l’on démontrera de la même manière que
x — a, donnera F'x > o,
et ainsi de suite.
D’où il suit que l’équation F'x = o , dans laquelle
F"x == m(m — j)x— + (m— i) (to— -a)Ax^=* -f-(m — a) (m — 3)BxT"i+ etc. + a S,
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aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines a, et /S,, |S, et y,, etc., et ainsi de suite.
* 11 résulte de ces formules , différentes conséquences que nous allons
développer.
Si l’équation primitive Fx. = o a deux racines égales, l’équation dérivée F'x — o aura une racine qui , devant tomber entre ces deux, leur sera encore égale; par conséquent, le facteur qui contiendra œtte racine, sera un diviseur commun des deux polynômes Fx et F'x ; ce qui est d’ailleurs évident , parce que le polynôme Fx contenant le facteur carré (x — a)*, le polynôme F'x contiendra encore le facteur simple x— a. Ainsi l’équation F'x = o renferme la condition pour qu’une des racines de l’équation Fx= o soit, double.
On prouvera , de la même manière , que si l’équation Fx = o a trois racines égales, le facteur qui contiendra cette raciue sera un diviseur commun des trois polynômes Fx, F'x et F"x,ct que les deux équations F'x=o, F"x = o contiennent les conditions pour que l’équation Fx = 0 ait trois racines égales , et ainsi de suite; ce qui donne les théorèmes connus sur les racines égales.
5. Cousidérons d’abord les racines réelles de l’équation Fx=o, en tant qu’elles peuvent être positives et négatives, et supposons qu’elle eu ait un nombre p de positives, et un nombre q de négatives. Donc l’équation F'x = o aura nécessairement ^ — 1 racines réelles positives , q — 1 racines réelles négatives , et de plus une racine réelle qui pourra être positive ou négative; car puisque, entre deux racines consécutives de l’équation Fx o , il en tombe nécessairement une de l’équation F'x ss o , il en tombera p — 1 positives entre les p positives , q — - 1 négatives entre les q négatives, et une entre la plus petite positive et la première négative, qui pourra être positive ou négative.
Donc , si l’équation Fx = o a ptus de racines |>ositives que l’équation F'x = o, elle ne peut en avoir qu’une de plus, et si elle a plus de racines négatives que celle-ci, elle n’en peut avoir qu’une de plus-
Or , comme touttf équation a toujours un nombre pair ou impair de racines positives, suivant que sou dernier terme est positif ou
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négatif (Note II), il s’ensuit que si les derniers termes sans x des équations Fx = o , F'x = o, sont de même signe, l’équation Fx ne pourra pas avoir une racine positive de plus que l’équation . . . F'x = o ; donc, dans ce cas, elle ne pourra avoir qu’une racine négative de plus que cette dernière équation , et par conséquent aussi elle ne pourra avoir une racine positive de plus que celle-ci, que dans le cas où les derniers termes des memes équations seront de signes différons.
Donc , en général , l’équation Fx = o ne pourra avoir qu’une racine positive ou négative de plus que l’équation F'x = o , suivant que leurs derniers termes sont de signes différons ou de même signe. Par la même raison , l’équation F'x = o ne pourra avoir qu’une racine positive ou négative de plus que l’équation F"x = o, suivant que leurs derniers termes seront de signes différons ou de même signe, et ainsi de suite.
Or on voit , par les formules ci - dessus ; que le dernier terme de l’équation Fx = o est V, que le dernier terme de l’équation F'x = o est T , que le dernier terme de l’équation F'x s= o est aS j et ainsi de suite ; de sorte qu’en prenant ces équations à rebours ,
la ( m — i)*”' aura pour dernier terme a. 3 ( m — i)A,
la ( m — a)*” aura pour dernier terme a. 3 ( m — a ) B ,
la ( m — 3 )**" aura a . 3 ( m — 3 ) C pour dernier terme ,
et ainsi de suite. Mais la ( m — i )*”" équation ou Ft= 0 x = o , devient
a.3.4> • • • mx ■+■ i .a.3.» . . (m — i)A = o,
qui a , comme l’on voit , la racine positive ou négative — ^ ,
suivant que A est négatif ou positif. Donc la ( m — a )'“* équation ne poùrra avoir une racine positive ou négative de plus que celle - ci , qu’uutant que B sera de différent ou de même signe que A. De même , la ( m — 3 )*"" équation ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que la (m— <a)*"*, qu’autant que C sera de différent ou de même signe que &, et ainsi de suite.
D’ou l’on peut conclure que l’équation Fx = o ou
xr -f- Ax^~' -+• Bx” - * -f- Cx”~î + etc. + Y = o,
• ao. .
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ne peut avoir plus de racines positives ou négatives qu’il y a dans cette équation de termes consécutifs de différent ou de même sigue , c’est-à-dire que de variations ou de permanences de signes; par conséquent , si l’équation a toutes ses racines réelles , elle -aura précisément autant de racines positives que de variations, et autant de négatives que de permanences.
C’est là le fameux théorème de Descartes , que les Anglais attribuent à Harriot, et dont on a différentes démonstrations données par De Gua , dans les Mémoires de Paris; par Segner et Epinus , dans ceux de Berlin ; par Kestner, dans le Commentaire sur l’Arithmétique de Newton, etc. J’ai rapporté la précédente, parce qu’elle découle naturellement de notre analyse; cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de l’année 1756. Elle consiste simplement à faire voir qu’en multipliant une équation quelconque par x — a, on augmente d’une unité le nombre des variations de signe , et qu'en la multipliant par x-f-a, on augmente aussi d’une unité le nombre des permanences, quelle que soit la valeur des coefliciens de l’équation.
6. Nous allons considérer maintenant les racines de l’équation Fx=o, comme réelles ou imaginaires.
Soient, comme ci-dessus, et, fi , y , etc. les racines réelles de l’équation Fx = o , et a, , /3, , y,, etc. les racines réelles de l’équation Pat = o, ces racines étant rangées par ordre de grandeur. Je dis que des racines a, fi, y, etc. il ne peut y en avoir qu’une qui soit plus grande que a,, qu’une qui tombe entre a, et fi,, qu’une qui tombe entre fi, et y, , et ainsi de suite ; et enfin une seule plus petite que la plus petite des quantités et,, fi,, y t , etc. Car si a et fi, par exemple, étaient à la fois plus grandes que a , , comme entre les deux racines et et fi il doit tomber nécessairement une racine de l’équation F'x=ro, cette racine serait alors plus grande que et, ; donc et, ne serait plus la plus grande des racines de F'x o , comme on le suppose. De même, si deux racines fi et y tombaient à la fois entre les deux a, et fi , , comme entre fi et y, il doit nécessairement tomber une racine de l’équation Fx = o, cette racine tomberait aussi entre a, et fi,, contre l’hy-
NOTE VIII. j5 7
pothèse, puisque celles-ci sçmt supposées se suivre relativement à leur grandeur, et ainsi de suite. Enfin, si plusieurs des racines a, 0 , y , etc. se trouvaient plus petites que la plus petite des racines «, , 0,, y„ etc. , comme il tomberait nécessairement entre elles des racines de l’équation F 'oc = o , ces racines seraient donc encore plus petites que la plus petite des mêmes racines a,, 0,, j-./etc. , ce qui ne se peut.
Or, puisqu’on a en général
il est clair qu’en substituant a, au lieu de x, si aucune des racines “ > y, etc. n’est plus grande que a, , la valeur de Fx sera positive ; et si la seule racine a est plus grande que a, , la valeur de Fx deviendra négative, puisque, dans le premier cas, tous les facteurs simples seront positifs, et que, dans le second, il n’y en aura qu’un de négatif, le polynôme fx conservant toujours une valeur positive.
. Supposons ensuite qu’on substitue 0, au lieu dex, et si aucune des racines a, y , etc# ne tombe entre a, et /3, , cette substitution donnera une valeur de Fx de même signe que la substitutionde a, ; mais elle donnera une valeur de signe contraire, si uue des racines tombe entre a, et 0,. Car il est visible que tout produit, comme (a, — a) (0, — a) est toujours nécessairement positif, tant que la quantité a est à la fois plus grande ou plus petite que chacune des quantités a, , 0, ; qu’au contraire, il est nécessairement négatif si la quantité a se trouve entre les deux quantités a, et 0„ c’est-à-dire plus grande que l’une d’entre elles et plus petite que l’autre. Or, la substitution de a. , au lieu de x dans Fx , donne
et la substitution de /S, au beu de x dans la même fonction , donne
(0i ®) (0, —0) (0, — y) x/ftï
donc le produit de ces deux quantités, savoir, la valeur de Fa, x F/3, , sera de la forme
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Donc ce produit sera positif si aucune des quantité» «, jS, y, etc. ne tombe entre les quantités «, , /3, ; et il sera négatif si une seule des quantités a , /3 , y , etc. tombe entre les quantités a, , fi, , puisque les quantités fa, et fl 3, sont toujours essentiellement positives; par conséquent, les valeurs de Fa, et de F/0, seront de même signe dans le premier cas, et de signe différent dans le second.
On démontrera de la même manière , que la substitution de y, au lieu de x dans Fx , donnera un résultat de même signe ou de signe contraire à celui de la substitution de /S, , suivant qu’aucune des racines *, fi, y, etc- ne tombera entre /3, et y,, ou qu’il en tombera une, et ainsi de suite.
Enfin , si l’on désigne par u, la dernière en grandeur des racines a , , /3, , y,, etc., on trouvera, par l'es pression de Fx en facteurs, que le résultat de la substitution de «, au lieu de x dans Fx, sera positif ou négatif, suivant qu’aucune des racines a, fi, y, etc. ne sera plus petite que u, , ou qu’il y eu aura une plus petite que u, , le nombre de ces racines étant pair; et que, lorsque ce. nombre sera impair, le même résultat sera, au contraire, positif ou négatif, suivant qu’une des mêmes racines sera plus petite que u , , ou qu’aucune d’elles ne sera moindre que u,. Or comme le nombre des racines imaginaires est toujours pair , le nombre des racines réelles a , /3 , y , etc. de l’équation Fx =* o , sera nécessairement pair ou impair, suivant que le nombre total des racines, c’est-à-dire le degré m de l’équation, sera lui-même pair ou impair.
•j. On pourra donc toujours juger de la nature des racines d’une équation quelconque de degré m, Fx = o par celles de l’équation dérivée F'x = o , qui est toujours d’un degré moindre d’une unité. Car ayant les racines réelles a,, j0,, y , , etc. o,- de celles-ci, qu’on suppose rangées par ordre de grandeur , il n’y aura qu’à les substituer successivement, auJieu de x, dans l’équation proposée; on en conclura, i°. qu’elle aura ou n’aura pas une racine plus grande que a,, selon que Fa, sera ■< ou > o.
2 ®. Qu’elle aura ou n’aura pas une racine comprise entre a, et fi , , selon que F/3, sera de signe différent ou de même signe que F«,.
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3°. Qu’elle aura ou n’aura pas une racine comprise entre /3, et y,, selon que Fy, sera de signe différent ou de même signe que F/B,, et ainsi de suite.
Et qu’enfin elle aura ou n’aura pas une racine plus petite que u,, selon que Fu, sera positif ou négatif dans le cas de m impair, et négatif ou positif dans le cas de m pair.
Ainsi l’on connaîtra par ces règles, non-seulement le nombre des racines réelles de la proposée, mais encore leurs limites; et si l’on veut compléter ces limites à l’égard des racines plus grandes que a, , ou plus petites que u,, il n’y aurait qu’à chercher encore, par les méthodes du chap. IV (n° ta), les limites des racines positives et des racines négatives de l’équation proposée.
Nous remarquerons ici, à l’occasion des règles données dans cet endroit, d’après Newton et Maclaurin , pour trouver ces limites, que Rolle les connaissait déjà, comme on le voit par les chapitres V et VI du second livre de son Algèbre.
8. Nous avons suppose jusqu’ici que I’cquation proposée pouvait avoir des racines imaginaires mêlées avec les réelles ; examinons présentement ce qui doit résulter de la supposition que toutes ses racines soient réelles.
Il est d’abord évident que l’équation Fx=0 du degré m, aura m racines réelles, et que l’équatiou dérivée F'x —o du degré m — i aura aussi nécessairement m — i racines réelles , puisque, entre deux racines réelles consécutives de l’équation Fx = o , il tombe toujours une racine réelle de l’équation F'xs=o. Par la même raison , la seconde équation dérivée F"x=o aura aussi nécessairement toutes ses racines réelles, et ainsi de suite.
Ainsi la première condition pour qu’une équation ait toutes ses racines réelles , est que ses équations dérivées aient aussi toutes leurs racines réelles; mais celles-ci pourraient avoir toutes leurs racines réelles, sans que l’équation primitive en eût aucune.
Supposons donc qut» les m — i racines a,, /3,, y, etc. de l’équation F'x s o soient toutes réelles;, et voyons quelle» sont les conditions nécessaires pour que les m racines a, /3, y r eto. de l’équation Fx=o soient aussi nécessairement réelles. Puisque
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nous avons démontré , en général , que les racines réelles de l’équation Far =s o ne peuvent tomber plus d’une à la fois dans charpie intervalle entre deux racines consécutives de l’équation Far = o , et qu’il ne peut y en avoir aussi qu’une plus grande et une plus petite que la plus grande et la plus petite de cette équation ; il est encore évident que , lorsque scs racines sont toutes réelles , et au nombre de m, elles doivent nécessairement être telles que a soit plus grande que «, , que p tombe entre et, et /3,, que y tombe entre fi, et y, , et ainsi de suite. Au contraire, si elles n’étaient pas toutes réelles, comme le nombre des réelles ne pourrait alors surpasser m — a, et serait, par conséquent, moindre que celui des racines a,, /3,, y,, etc. , il est visible que la même disposition ne pourrait plus avoir lieu , et qu’il y aurait nécessairement quelque intervalle entre ces dernières racines, dans lequel il ne tomberait aucune de celles de l’équation Far = o, ou au moins qu’aucune de celles-ci ne serait plus grande ou plus petite que la plus grande ou la plus petite des racines a,, /3 ,, y,, etc.
Donc , par ce qui a été démontré ci-dessus , si l’on substitue successivement , au lieu de ar, dans Far, toutes les racines a,, j3 ,,y,, etc., on aura nécessairement, dans le premier cas,
F«, <o, F/3,>o, Fy, < o, etc.,
et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces conditions qui n’auront pas lieu.
D’un autre côté , en substituant successivement les mêmes racines a,, /3, f y,, etc. dans la seconde fonction dérivée F'ar , on aura toujours , comme on l’a vu plus haut ,
F'*, > o, F'jS, < o , T'y, > o , etc.
Donc , en combinant ces conditions avec les précédentes , on en conclura que lorsque les racines de l’équation donnée Far = o sont toutes réelles , les quantités F*, x F"*, , F/3, X F'/ 3, , Fj^, x T'y , , etc. seront toutes négatives , et qu’au contraire il y en aura nécessairement de positives si l’équation donnée a des racines imaginaires.
NOT,E VIII
On aurait le même résultat si l’on considérait les quotiens — ,
etc., et en général des fonctions de la forme M(Fot,)T ( F'a, )",
M(F/S,)^(F"/3,)' etc., M étant un coefficient positif ou une fonction quelconque essentiellement positive, et f*, y des nombres entiers impairs positifs ou négatifs.
Or, si l’on fait Fx X F''x=y, ou en général M(Fx/* x (F*'x)' —y, et qu’on élimine ensuite x au moyen de l’équation F'x=o, dont les racines sont /3,, y,, etc., on aura une équation en y du même degré que cette équation , et dont les racines seront les valeurs dey, qui résulteraient de la substitution successive des racines et, , /3 t , y, , etc. à la place de x. Donc , si ces valeurs sont toutes négatives , l’équation en y n’aura que des racines négatives , et par conséquent tous ses termes auront le signe plus. Et réciproquement , si tous les termes de cette équation ont le signe plus , elle n’aura que des racines négatives , et les valeurs de y seront toutes négatives.
ç). On peut conclure de là que les caractères de la réalité des racines de l’équation Fx = o, sont que l’équation dérivée F'x = o ait toutes ses racines réelles, et que l’équation en y résultante de l’élimination de x, au moyen de cette dernière équation et de
l’équation Fx x F'x =y , ou M (Fx)^ (F'x)’ —y, aij tous ses termes positifs.
En appliquant les mêmes raisonnemens à l’équation dérivée Fx=o, on en conclura aussi que les caractères de la réalité de ses racines, sont que la seconde équation dérivée F"x = o ait toutes ses racines réelles , et que l’équation en y résultante de l’élimination de x , par le moyen de celle-ci et de l’équation F'x X F"'x =y , ait tous ses termes positifs, et ainsi de suite.
Donc enfin , pour avoir tous les caractères de la réalité des racines de l’équation Fx = o, on fera , i°. y = Fx x F'x , et l’on éliminera x, au moyen de l’équation Fx = o ; on aura la première équation eu y.
a®. On fera y=Fx xF n 'x, et on éliminera x, au moyen de l’équation F'x = o; on aura la seconde équation en y.
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3 °. Ou fera y = F"* X F ,T x , et on éliminera x , au moyeu de l’équation F"'x = o ; on aura la troisième équation en y et ainsi de suite.
Ces équations en y seront au nombre de m — i , si l’équation primitive Fx = o est du degré m, parce que la m"*' fonction dé- « rivée de Fx sera constante, et ne contiendra plus x.
10. Cela posé, les caractères de la réalité des racines de l’équaliou Fx = o, se réduiront à ce que tous les termes de ces différentes équations en y soient positifs , c’est-à-dire du même signe que le premier dans chaque équation.
Or il est aisé de voir que l’équation Fx =o étant du degré m, les fonctions dérivées F'x, F'x, etc. seront successivement des degrés m— i, m — a, etc., et que les équations en y seront aussi de ces mêmes degrés; elles fourniront, par conséquent, chacune autant de conditions ; de sorte que le nombre total des conditions sera
m — i+m — i-\-m — 3 -f-etc. , ou i-f-2-t-3-f-elc.-(-m — i = — .
Nous avons déjà vu, chap. V (n° 28), qu’on peut déduire les caractères de la réalité de toutes les racines d’une équation de son équation des différences , laquelle doit avoir pour cela tous ses termes alternativement positifs et négatifs ; ce qui donne autant de conditions qu’il y a '‘d’unités dans le degré de cette équation ; de sorte
que mêlant le degré de l’équation proposée, ^ — — sera le nom-
bre des conditions nécessaires pour la réalité de toutes les racines. Ainsi les deux méthodes donnent le même nombre de conditions ; ce qui est d’autant plus remarquable, que, dans les équations du troisième efesdu quatrième degré, les conditions de la réalité des racines sont réductibles à un moindre nombre, comme on l’a vu dans le chapitre cité (art. 1 1 1).
Mais la méthode précédente a cet avantage, que les conditions trouvées pour la réalité des racines des équations d’un degré quelconque , peuvent servir pour tous les degrés plus élevés; ce qui n’a pas lieu à l’égard de celles qui résultent des équations des différences. Ainsi ou pourrait facilement construire des tables qui contiendraient
NOTE VIII
successivement les caractères de la réalité de toules les racines , en commençant par l’équation du second degré , et remontant successivement aux équations plus élevées.
1 1 . Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par la fonction la plus simple de x, qui est x° ou i , que nous désignerons par X, et nous remonterons successivement aux fonctions primitives, que nous désignerons par x„ X (J , x«, etc., en sorte que X sera la fonction dérivée de X,, X, la fonction dérivée de X (l , et ainsi de suite. Nous aurons ainsi , en multipliant ces fonctions par les nombres 3 , 3, 4» etc., pour éviter les fractions, et ajoutant successivement les constantes A , B , C , etc. ,
2 X„ s= x* -f- aAx 4 * B , a . 3X, U = x 5 4- 3 Ax* 4- 3Bx 4 - C , a.3.4X„ = x* -f- 4Ax> 4- 6 Bx* + 4Cx + D, etc.
Maintenant , pour l’équation du second degré , x* 4 - aAx 4 " B = o ,
an fera y — aXX () = x* 4 - aAx B , et l’on éliminera x , au moyen de l’équation X' ss o , ou x4- A = o , on aura l’équation en y
Donc A* — B > o sera la condition de la réalité des racines de L’équation proposée.
Pour l’équation du troisième degré,
3 ? 4* 3Ax* 4” 3Bx 4* C = o ,
on aura d’abord la condition précédente ; ensuite on fera
y = a.3X,X,„; savoir,
r = (x+A) (x s 4 - 3Ax* 4- 3Bx 4- C )
= x* 4* 4Ax* 4" 3(A* 4“ B)x* 4" (3AB 4* C)x 4” AC ,
ai..
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et l’on éliminera X , au moyen de l’équation X„ = o , ou
x* aAx + B = o ; on trouvera cette équation du second degré ,
y* -f- a(Aa — b) y -4- a*B — aabA -f- b‘ = o ,
en faisant pour abréger ,
a = a A 5 — 3 AB -f- C , b = A‘B — aB* + AC;
ainsi on aura, de plus, ces deux conditions,
, A a — b > o , a’B — aabA -f- b‘ > o.
Pour l’équation du quatrième degré ,
x 4 -f- !\Ax* -f- 6 Bx* -J- 4C* -f- D = o ,
on aura d’abord les trois conditions précédentes ; ensuite on fera
y = (x* + aAx - 4 - B) (x 4 •+• 4Ax* -f- 6 Bx* -f- 4Cx -f- D) ,
et éliminant x, au moyen de l’équation X UI — 0 , ou
x* -|- 3Ax* *4- 3Bx -f- C = o , on aura une équation en y du troisième degré, qui, étant représentée par y 3 -f- My* + Ny -}- P — o, donnera, de plus, les trois conditions
et ainsi de suite.
la. Au reste, nous ne devons pas oublier une très belle conséquence que De Gua a tirée de sa théorie ; voici en quoi elle consiste.
Si, dans l’équation Fx = o, l’on substitue a -f- z à la place de x, on a, par la formule du développement des fonctions, la transformée
Fa
.Ta .
etc. -f- 2 * sss 0 ,
dont on peut faire disparaître un terme quelconque, contenant, par exemple , la puissance z*, en déterminant a de manière que
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i’on ait F"a ss o. Or , nous venons de voir que si toutes les racines de l’équation Far = o , sont toutes réelles , les valeurs de F* - 'x et F^'x sont nécessairement de signes contraires pour toutes les valeurs de x qui résultent de l’équation F\r = o ; donc aussi les valeurs de F’ - 'a et de F" + ‘a seront de signes contraires pour toutes les valeurs de a résultantes de l’équation F*a = o. D’où il suit que si l’on fait évanouir un terme quelconque de la transformée en z , les deux termes voisins auront nécessairement des signes dilTérens , si -la proposée a toutes ses racines réelles ; par conséquent , elle aura des racines imaginaires , si les termes voisins de celui qui disparaît ont le même signe , et de là on peut conclure aussi que toute équation à laquelle il manque des termes , a nécessairement des racines imaginaires , si les termes voisins de ceux qui manquent, sont de même signe.
13. Lorsque tontes les racines de l’équation sont réelles, on peut trouver leurs limites sans le secours d’aucune autre équation , par le moyen de la seule règle de Descartes , dont nous avons parlé plus haut (n* 5). Car si l’on diminue, par exemple, toutes les racines d’une équation en x de la quantité a, en y substituant z-J- a à la place de x, la transformée en z on en x — a aura autant de variations de signes de moins qu’il y aura de racines positives de l’équation en x qui seront devenues négatives dans l’équation en x — a; et par conséquent, parmi les racines positives de l’équation en x, il y en aura autant qui seront moindres que a. Donc, si l’on forme successivement les transformées en x — i , x— a, x — 3 ,' etc. , chaque variation de signe qui disparaîtra d’une transformée à l’autre, par exemple, de la transformée en x — n à la transformée en x— n— i, indiquera une racine positive moindre que n-f-i, mais non moindre que n, et par conséquent contenue entre les limites n et n-f-i. On pourr.1 trouver ainsi successivement les premières limites des racines positives', et l’on aura de même celles des racines négatives, par la considération des permanences dans les
p transformées en n-f- î, n-f-a, etc.
14 . J’ignore si cette remarque avait été faite avant le Mémoire que M. Budan présenta à l’institut en >8o3 , et qu’il vient de publier avec des augmentations , sous le titre de Nouvelle Méthode
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pour la Résolution des Équations numériques. L’auteur y donne un moyen simple et élégant de former les coefliciens des transformées en x — 1 , x — a , etc. ; et appliquant la règle de Descartes à ces transformé»» , ainsi qu’à d’autres déduites de celleslà , il trouve les limites de toutes les racines et leurs valeurs aussi approchées qu’on veut. On peut dire que cet Ouvrage ne laisse rien à désirer sur la résolution des équations numériques dont toutes les racines sont réelles, et il pourrait, à cet égard, servir de supplément au présent Traité.
Au reste, si l’équation avait des racines imaginaires, il pourrait disparaître des variations de signe d’une transformée à l’autre, sans qu’aucune des racines réelles positives devînt négative, comme on peut
s’en convaincre aisément par des exemples ; ainsi l’équation
jc 5 — 2x* 6x — ii=o a pour transformée en x — 1 ,
(x— • 1)’ -f- [x — i)*-J- 5 (x — 1) — 6 = 0, où l’on voit que deux variations de signe ont disparu ; cependant elle n’a pas de racines entre o et 1.
Mais si le nombre des variations de signes qui disparaissent d’une transformée à la suivante, était impair, on en pourrait toujours conclure l’existence d’une racine réelle positive; car cela ne peut arriver, à moins que le dernier terme ne change de signe. Or, il est visible que les derniers termes des transformées enx — », x — n — 1 , ne sont autre chose que les résultats des substitutions de » et de » -f- 1 à la place de x dans la proposée, parce que ces transformées se réduisent à leur dernier terme , en y faisant x = n — n -j- 1 ; ainsi il doit nécessairement y avoir une racine réelle entre n ef « — f- x , (chap. I", n" 1). La transformée en x — a de l’équation ci-dessus est (x — -f-4 (x — a)*-f- 1 o'(jc — a)-f-i=o, qui a une variation de moins que la précédente; aussi y a-t-il une racine de la proposée entre 1 et a.
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NOTE IX
Sur la forme des racines imaginaires.
i. Lorsqu'on eut trouvé les formules générales des racines des équations du troisième et du quatrième degré , on remarqua que les racines imaginaires de ces équations se réduisent , comme celles des équations du second degré, à la forme /» •+- <7 1/ — 1, p et q étant des quantités réelles; et l’on fut porté à conclure que les racines imaginaires de toutes les équations étaient toujours réductibles à la même forme. Cependant on ne pouvait pas adopter cette proposition générale sans démonstration ; et ce n’est qu’après plusieurs tentatives qu’on est parvenu à s’eu convaincre par des preuves rigoureuses. Comme ce point de la théorie des équations est un de ceux dont les géomètres se sont le plus occupés dans ce siècle, j’ai cru qu’on ne serait pas fâché de trouver ici un exposé succinct des diflerentes recherches qu’il a occasionnées.
a. D'Alemùert est le premier qui ait envisagé celte question d’une manière générale, dans sa Pièce sur les Vents, et dans les Mémoires de l’Académie de Berlin , pour l’année 1746.
11 démontre d’abord qu’une quantité algébrique quelconque, composée de tant d’imaginaires qu’on voudra, de la forme a-\-b \/ — j , peut toujours se réduire à lu même forme. Cela se voit facilement pour les quantités formées par multiplicatiou , division, et élévation aux puissances entières : on pourrait le démontrer en général pour les quantités de la forme (« -f- b\/— 1 ', pm- développement
ordinaire du binôme ; mais pour avoir des expressions finies , d'Alembert emploie d’une manière ingénieuse, la différentiation et l’intégration, en faisant varier les quantités a, l, p et q dans l’équation
Cq>endant il faut avouer que l'emploi du calcul diilérentiel est
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peu naturel dans une question comme celle-ci , où la considération des infiniment petits ou des fluxions, est tout-à-fait étrangère, puisqu’il ne s’agit que d’une simple transformation algébrique. Mais les fonctions dérivées se présentent , au contraire , très naturellement , et offrent même ici un des exemples les plus propres à montrer l’usage de leur algorithme dans l’Algèbre.
En effet , si l’on ' considère l’équation identique
(x 4 -jrV — = p + çy'—t ,
en regardant/ - comme une fonction donnée de x, et p, q comme des fonctions inconnues de x qu’il s’agit de déterminer , les fonctions dérivées des deux membres formeront encore une équation identique ; on aura ainsi
(mH-nj/— i) (*-(-/ -hr'v/-!) =/+ ÿV-i i
divisant cette équation par l’équation primitive , on aura
(m + wt/— .) (. 4 -jV— O p + g V— ■
*+yV— < p+jv'— 1 1 ’
équation qui sera, par conséquent, encore identique.
Qu’on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier membre, par x —j \/—i , et le haut et le bas de la fraction du second membre, par p — q\/ — i pour faire disparaître le radica.
t du dénominateur , et qu’ensuite on compare la partie réelle du premier membre avec la partie réelle du second , et l’imaginaire avec l’imaginaire , on aura ces deux équations
"H» -H y/) — »(*/ —y) pp 4- qq
«*- hr* />*+?* ’
' d*-kr/) + mfcy'— y) P'/ —ip
Qu’on prenne maintenant les fonctions primitives , on aura , en désignant par l les logarithmes hyperboliques, et par Atang l’angle de la taDgenie ,
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in l. i/(x* +y‘) — nA tang ^ = /. \/( p‘ -f* <7*) ■+■ R ,
n l, i/(x* +_7 J )+mÀt8ng- = Atang • * P
K et H étant deux constantes arbitraires qu’il s’agit de déterminer conformément à l’équation primitive donnée. Or, en faisant dans celte équation y — o et x = 1 , on a y = o et /> = 1 j et cci suppositions étant introduites dans les équations précédentes , donnent K = o et H = o.
Si donc on fait, pour plus de simplicité, x =«coss , y = usinz, ce qui donne
et ensuite
on aura
u = v/(x* +y‘) , tang s ~ y - , p s= r cos s , q = r sin s , ^
Ir e mlu — ns, s = n/u -f- ms,
et repassant des logarithmes aux nombres
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité»
Ainsi r et s, et par conséquent p et q , seront des fonctions réelles, en supposant x,y, m, n des quantités réelles.
4. On peut , par ces formules , réduire à une forme réelle l’expression des racines des équations du troisième degré, dans le cas irréductible. Car l’expression générale de x dans l’équation
x 5 — 3 Mx — aN = o , étant , comme l’on sait ,
1/.[N+ y^(N* — M 1 )] + & [H - ✓(«’ - M’Xf,
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laquelle , dans le cas irréductible où M 5 > N*, devient
t/[N+t/(M 5 -N*)|/-i] + fa»— ^(U'-NV— i],
si l’on fait dans les formules précédentes
on aura «= j/M 1 , tan g s = ^ , et de là r=s«’=: y/M,
s = J ; donc on aura
✓ [N =fc v/(M J — N*). »/— 1 ] = t/M (cos| =fc sin l »/— «)’
et la somme des deux radicaux sera ay/M.cos^.
Or, comme à la même tangente répondent les angles
s, z -f -aA, z -f* 4 Cl, A étant l’angle droit, l’expression a cos aura ces trois valeurs différentes,
av/M.cosj, ay/M.cos 0 -f-y), a/M.cos 0 + ^ ,
qui seront les trois racines de l’équation proposée, et qu’on trouvera ainsi facilement par les tables trigonométriques.
. 5. Au reste, il est bon de remarquer que, lorsqu’il ne s’agit que de radicaux pairs, on peut faire la réduction dont il s’agit par les simples opérations de l’Algèbre ordinaire. En effet , soit la quantité | /{a-\- — i) à réduire; je considère la quantité
j’aurai , en élevant au carré ,
aa -f- 3|/(a* + b') = u*,
quantité toujours nécessairement positive en prenant le radical positivement ; donc « sera une quantité réelle.
Je considère ensuite la quantité
✓(« + h V— ')— ✓(« — ty— »)==<}
wi n
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je trouve de même , en carrant ,
an — s/fa* +• *') = **>
quantité essentiellement négative ; ainsi on aura <* s= — T*, et t = V / — i , V étant une quantité réelle : de là , on aura
/(a =fc A/ — i) = j(«±V / — i).
Considérons de même la quantité
t/(a 4- */— •) -1- /(« — by/— i) = s ; on aura, en carrant,
/(a -f- b\/— i) 4- 34 /( 0 * + b‘) 4- /(« — Al/— 1 )
quantité essentiellement positive , en prenant le radical positivement ; donc s sera une quantité réelle.
Considérons ensuite la quantité
on aura de la même manière
quantité essentiellement négative; car u* s= aa 4- a /( o* -f- A* )
< 4 /( 0 * 4" **)> et P® r conséquent u < 3 /(a* 4“ **)• D° nc > faisant r* = — S*, on aura rs=z S/-—! , S étant une quantité réelle; donc
V'i 0 dfc A/ — 1) = %(s rfc S/— i), et ainsi de suite.
6. Ces réductions supposées, cT A lembert considère une courbe quelconque , dont l’ordonnée y soit nulle ou infinie , lorsque
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l’abscisse x est nulle ; et il observe que , quelle que puisse être l’équation de la courbe , on peut toujours , lorsque x est très petite , avoir la valeur de y en x, au moyen du parallélogramme de Newton , exprimée par une série très convergente de la forme «
y = ax‘ -{- éx* -f- ex* -f- etc. , dans laquelle les exposans de x sont imaginés aller en augmentant , et dont on peut toujours supposer que tous les termes sont réels , en faisant x positive ; car on peut faire répondre les x positives à la branche où les y sont réelles. »
En faisant x négative, les termes où x se trouve élevée à des puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre pair, deviennent imaginaires; et par le théorème précédent, ils seront toujours réductibles à la forme p-\-qÿ — i, p et q étant des quan- 1 1 tés réelles. Donc toute la série, et par conséquent la valeur de y, lorsqu’elle devient imaginaire , sera aussi de la même forme tant que x sera très petite.
Maintenant , quelle que soit la valeur de y pour une de x quelconque, on peut toujours supposer y =/? -f- qÿ ' — i , p et q étant des quantités indéterminées ; et comme cette valeur est réellement double, à raison du radical \/ — i , les quantités p et q seront exprimées par deux équations qu’on aura en substituant p-\-q \/ — i, au lieu de y , dans l’équation de la courbe, et égalant séparément à zéro la partie toute réelle de la transformée , et la partie multipliée par \/ — i ; ces équations contiendront les quantités p et q mêlées ensemble ; mais on pourra , par les méthodes connues, les changer en deux autres, dont l’une ne renferme que p et x, et l’autre q et x.
Or, si y n’est pas toujours de la même forme p ~i~q V — i, p et q étant des quantités réelles pour toutes les valeurs de x, soit a la plus grande valeur de x , pour laquelle y , sera de cette forme , et soit p=b , q = c lorsque x — a. Supposons x=<»-f-i, et" p = b -Ç-r, q = c -f- s : en substituant ces valeurs dans les deux équations en ^ cl y, on aura deux équations , l’une en r et i , et l’autre en s et i, dans laquelle t = o donnera r — o et s = o, et qui, par la démonstration précédente, donneront r et s de la forme p + q\/— i , lorsque i sera très petite, si rets deviennent O
imaginaires. On aura donc alors r—tt-j- fi\/ — i, — i ,
a, fi, y, «f étant des quantités réelles; donc p—b~\-a.-\~fi\/ — i, 9 =of->-t-jy— i , et par conséquent, y~=b^pa . — V — * » c’est-à-dire de la même forme p-j~q\/— i. Donc a n’est pas, comme on l’a supposé , la plus grande valeur de x qui donne y de cette forme ; donc la valeur de y , lorsqu’elle est imaginaire , sera toujours de cette meme forme , quelle que soit la valeur de x.
Cette conclusion générale s’applique naturellement aux équations d’un degré quelconque , à une seule inconnue ; car nommant^ l’inconnue de l’équation , et supposant le dernier terme égal à x, on aura une équation entre x et y , dans laquelle x = o donnera y=o, et qui sera susceptible de la démonstration précédente. Donc, quelle que soit la valeur du dernier terme x , celle de y, si elle devient imaginairo, sera de la forme p- \r ‘{V — >•
L’équation ayant ainsi une raciue imaginaire de cette forme, en aura nécessairement une autre de la forme p — q\/ — i, puisque le calcul est le meme pour les deux racines , à cause de l’ambiguité du radical i; elle aura donc les deux fadeurs y — p — q )/ — i ; et y — p-*r<}V — 1 > qui forme le facteur double réel y' — a py +P‘+r, et sera, par conséquent , divisible par ce facteur ; ce qui l’abaissera à un degré moindre de deux unités , et l’on pourra appliquer à cette nouvelle équation les mêmes raisonnemens et les même; conclusions , et ainsi de suite.
7. Celte démonstration est incomplète; car quoique dausuue équation à deux indéterminées on puisse toujours exprimer l’une des indéterminées par une série de puissances ascendantes de l’autre indéterminée, il |>eut arriver que les coeflkiens des termes de la série dépendent eux-mêmes d’équations qui n’aient point de racines réelles, ce qui introduirait dans la série d’autres imaginaires que celles qui viennent des puissances de l’indéterminée. Mais on peut, sur les mêmes principes, fonder une démonstration plus rigoureuse, et en même temps plus générale et plus simple, de la manière suivante.
Soit l’équation
x" -f- Ax"~‘ -f- Bx" - ‘ -f- etc. -f- V = o, que nous représenterons, pour plus de simplicité, par/x-f- \ = o,
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fx étant une fonction rationnelle et entière de x , qui contient x dans tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n’ait point de racines réelles, parce que si elle en a, on peut les éliminer, en divisant l’équation par les facteurs simples réels qui résultent de ces racines.
Il est clair que si l’équation proposée n’a pas de racines réelles dans l’état où elle est, c’est-à-dire tant que ses coefliciens ont les valeurs données, elle peut en recevoir en changeant seulement la valeur du dernier terme V ; car en prenant une quantité quelconque K , et faisant V = — f K , l’équation fx — fK = o aura la racine réelle K. Considérons donc une des racines imaginaires de l’équation fx -f- V =o, laquelle devienne réelle en faisant varier la valeur de Y, et supposons qu’elle ne demeure imaginaire que tant que la valeur de V sera entre les limites a et b , a étant < b , de manière que x ait une valeur réelle a dans l’équation fx -f-a = o, et une valeur réelle /3 dans l’équation fx 4- b = o , et que cette racine soit imaginaire dans l’équation fx -f- a -f- » = o , et dans l’équation fx + b — 1=0, i étant une quantité quelconque positive, aussi petite qu’on voudra. Soit « -f- u la valeur imaginaire de x dans l’équation fx -f- a -f- 1 = o , la fonction fx deviendra , par la substitution de et-f-tt à la place de x, fa. -f- uf'a. -f- -f- etc.,
par la formule connue du développement des fonctions; mais puisque a. est la racine de l’équation /x -f- a = o, on a fa. -f- fl = o ; donc, o = — fk ; ainsi l’équation fx Hra + 1= o deviendra
ufct 4* ~ fx 4* etc. 4- * =o.
Or, si le coefficient fa. n’est pas nul, il est évident qu’en supposant i une quantité très petite , à volonté , on pourra toujours avoir u par une série très convergente et toute réelle ; car on aura
d’abord ttzsa — jr , ensuite, en substituant cette première valeur.*
de u, on aura u = — ^ — une quantité réelle, contre l’hypothèse.
Il faudra donc, pour que u devienne imaginaire, que l’on ait
et ainsi de suite. Donc u sera
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J '* — o ; alors l'équation deviendra
■£/"•+£ 3/'"* + etc. o,
et la première valeur approchée de u sera y/ — , laquelle sera
réelle ou imaginaire, suivant que y 11 * sera une quantité négative ou positive, puisque i est supposée positive.
Si le premier terme de u est réel , il est aisé de voir que tous les autres le seront aussi ; par conséquent , toute la valeur de u sera réelle. Si le coefficient J "a est positif, le premier terme de u sera
imaginaire de la forme \f * V — 1 ? et les termes soivans seront
réels ou imaginaires de la même forme, de sorte que toute la valeur de u sera de la forme p , p et q étant réelles.
Mais si l’on avait en même temps fa. — 0 , alors l’équation devenant
+ dfl f "* + etc. + « = o ,
il est aisé de voir que la valeur de u serait de nouveau réelle , à moins que le- terme qui contient u* ne disparaisse, et qne f"a ne
soit positif; car dans ce cas 011 aurait u = l/i— 1 ; mais
parle théorème démoutré plus haut (n° 5 ), V — 1 est réductible à la forme m + nj/ — i, m et n étant des quantités réelles; donc, la première valeur, approchée de i/,sera de la forme p-f- q \/ — j f e t les termes swivans seront aussi de la même (orme, en sorte que toute la valeur de u sera encore de cette forme, et ainsi de suite.
8 . 11 résulte de là cette conclusion, que lorsqu’une racine a de l’équation fx-\r <1 = 0, est dans le passage du réel à l’imaginaire, on a, non-seulement fa. 4 -<*=*o, mais eucoae /'<* 3=0 et fa. > o , et que si fasso, on aura, de plus ,/'"* = o et f’a, > o , et ainsi de suite. Or , en faisant fx -f- a — Fx , on a f’x = F'x , fx =■ F"x, etc. ; donc, par ce qu’on a vu dans la Note précédente (n* 4 ), fa. — o sera la condition pour qüe la racine « de l’équation
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fx -f* u = o soit double , fa. = o sera la condition pour que cette racine soit triple, etc.
D'où il suit qu’une racine ne peut passer du réel à l’imaginaire, sans devenir double ou quadruple, et en général multiple d’un ordre pair.
On prouvera, de la même manière , en faisant x = /3 u dans l’équation fx -4- è — 1=0, que Ta valeur de u ne pourra devenir imaginaire, à moins que l’on n’ait f fi =0 et f[ï <0, et &[ffi=zo, il faudra, de plus, que l’on ait /"'/3 = o et f ”!2 < o, et ainsi de suite. D’où l’on conclura que dans le passage de l’imaginaire au réel , la racine devient aussi double, ou quadruple, ou, etc.
Cette proposition n’avait été démontrée jusqu’ici que par la théorie des courbes, ou comme une suite du théorème sur' la forme des racines imaginaires.
g. Maintenant, puisque quand la valeur de V est très près des limites a et b , une des racines imaginaires de l’équation fx -f- V = o, • est nécessairement de la forme p- f- 7 1/ — 1, si cette racine n’est pas toujours de la même forme pour toutes les valeurs de V comprises entre ces limites , soit c la plus grande valeur de V, pour laquelle x sera de cette forme ; de manière que , dans l’équation fx -f- c — o , on aitar = /n + nj/ — 1, m et n étant des quantités réelles, et soit m •+• n y/ — i-f-ula valeur de x, lorsque Y sera c -f- », t étant une quantité positive et très petite à volonté. On aura donc f(m-\-ny/ — i)-J-c=o, et f(m-\-n\/ — i-f-K)-f-c-j-» = o; dévelop pant la valeur de u dans la seconde équation , et retranchan t la première , on aura
uf'(m+ ny/— 1) + ^ f'(m -f- n\/— 1) -f- etc. •+■ i = o.
Mais les fonctions dérivées
. /> + «/-!), f'(m-j-ny/— 1), etc.,
ne contenant que des puissances de m+ny ' — 1, sont toutes réductibles à la forme p -\-qV~ 1 ‘ ainsi, en prenant des quantités réelles M, N, P, Q, etc., l’équation précédente deviendra
u(M — 1) + ^ (P-f-Qv' — ') -l-elc. + i = o.
Donc , la première valeur approchée de u sera
i(M — N \/ — i ) M*-fN* 1
et par conséquent de la forme p-\- </[/— t ; cl l’on trouvera que tous les termes suivans de la série, qu’on peut rendre aussi convergente que l’on veut, en prenant i très petite à volonté, seront aussi de la même forme; de sorte que la série entière le sera aussi. On aura donc, pour une. valeur de t* aussi petite qu’on voudra, u = r -f- s y/ — i ; donc la valeur de x sera m -f- r -H (n + s) \/ — i . et par conséquent encore de la même forme p -J- qy / — i , contre l’hypothèse. Donc il n’y a aucune valeur de V intermédiaire entre les limites a et b, pour laquelle la racine x ne soit pas de cette même forme.
Si la fonction .f (m -+■» y/ — i) devenait nulle, alors l’équation en u serait
~ f"(m-\-ny/— i) -f- f"'(m + n,\/— i)-f- etc. -f- i = o ,
et l’on prouverait de même que la valeur de u serait toujours de la forme p-\-q\, / — i , et ainsi de suite. %
Celte démonstration a l’avantage de pouvoir s’appliquer également aux équations qui renfermeraient des fonctions logarithmiques ou circulaires, et en général à toute équation de la forme Fx = o, dans laquelle la fonction dérivée F’x sera réductible à la, forme p q — i , en faisant x = m -f- n \/ — i ; car alors toutes les autres fonctions dérivées F"x , F"'x , etc. seront aussi réductibles à la même forme ; mais ce detail nous écarterait trop de notre sujet.
10. Nous venons de démontrer que dans les équations qui n’ont que des racines imaginaires, il y en a, au moins, deux de la forme pdzqy/— i; on pourra donc- trouver les valeurs de>/7 et q par la méthode du chapitre II ( n° 17 ) , et l’équation sera divisible par x* — spx -f- p‘ -}- q‘ =: o ;• après la divisioiS, elle ne contiendra plus que les autres racines imaginaires; et en y appliquant les mêmes raisonneniens , on prouvera de même que deux
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de ces racines seront nécessairement de la forme p dxq[/ — i, et ainsi de suite.
Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour prouver la vérité de la proposition dont il s’agit , on fie peut disconvenir qu’elle ne soit indirecte , et qu’elle ne laisse encore à désirer une démonstration tirée uniquement des principes de la chose. En effet, nous avons déjà observé que toute racine imaginaire de la forme p-\- qV — 1 suppose le facteur réel du second degré x* — 7px+p'~\-q‘ , ainsi la question se réduit à prouver que toute équation est toujours divisible par des facteurs réels du premier et du second degré; et comme les équations d’un degré impair out toujours une racine réelle , et sont, par conséquent, divisibles par un facteur réel du premier degré, ce qui les rabaisse à un degré moindre d’une unité , il s’ensuit qu’il suffit de considérer les équations des degrés pairs.
1 1 . Descartes a trouvé que l’équation du quatrième degré x 4 + px* ■+• qx ■+• r == o, a deux facteurs du second degré ,
x' tizyx + y --+-'-p^i±'=i o, la quantité jr étant donnée par l’équation
Donc , comme cette équation a son dernier terme négatif, elle a toujours nécessairement une racine réelle (cliap. 1", n* 3); par conséquent, les deux facteurs seront réels en employant cette racine.
Hudde a considéré ensuite l’équation générale, du (uième degré , dans son Traité De Reduclione Æquationum , imprimé à la suite du Commentaire de Scholen sur la Géométrie de Descartes , et il a trouvé que cette équation eit divisible par une équation du second degré, comme x* — yx-f-u=o, dans laquelle le coefficient y est donné par une équation du quinzième degré, et le coefficient u est une fonction rationnelle de y. Or, l’équation du quinzième degré ayant nécessairement une racine réelle, il s’ensuit que le diviseur du second degré pourra toujours être réel en employant celte racine;
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de sorte que l’équation se trouvant ensuite abaissée au quatrième degré, on aura encore deux autres diviseurs réels.
Hudde n’a pas été plus loin; et comme il n’avait trouvé l’équation en y du quinzième degré qu’en lapant le calcul tout au long, il a dû sentir qu’il tomberait dans des calculs impraticables par leur longueur, s’il voulait traiter de même les équations des degrés plus élevés.
i a. On trouve à la fin de l’Algèbre de Saunderson , imprimée en 1740» après sa mort, celte remarque importante, que dans le diviseur x* — yx -f- u = o de l’équation du quatrième degré , le coefficient y est donné par une équation du sixième degré, parce que ce coefficient devant être la somme de deux racines de l’équation du quatrième degré , l’équation en y doit avoir pour racines toutes les différentes sommes qu’on peut faire des quatre racines de la proposée ", prises deux à deux ; et comme ces combinaisons sont au nombre de six, l’équation eu y doit être du sixième degré, comme Descartes l’a trouvé ; mais l’auteur n’appüque cette remarque qu’à un exemple particulier, et n’eu tire d’ailleurs aucune autre conséquence.
Le Seur, l’un des commentateurs des Principes de Newton, a généralisé ce résultat, dans un petit ouvrage sur le calcul intégral , imprime à Rome en 1748. Il prouve , par la théorie des combinaisons , que quand on cherche à diviser une équation du degré m par une équation d’un degré moindre n, les coelficieiis de celle-ci sont donnés nécessairement par des équations du degré
— s — a • g - ! — - , parce que le diviseur devant avoir,
ce qui est évident, n racines communes avec l’cquation proposée, on peut former alitant de diviseurs différons qu’il y a de manières de prendre n- choses sur m choses; et de là il conclut que toute équation du degré !\m -f- a est toujours divisible par un facteur réel du second degré , parce que ce facteur dépend d’une équation qui se trouve d’un degré impair, et qui aura par conséquent une racine réelle; mais on n’en peut rien conclure pour la réalité des diviseurs du second degré des équations dont le degré est un nombre qui n’est pas de la forme ,\n 4- a , parce que ces diviseurs dépendent alors d’équations de degrés pairs.
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i 3 . Euler a approfondi cette théorie dans uii Mémoire imprimé eu 1751, dans le Recueil de ceux de l’Académie de Berlin pour l’année > 749 » et il s’est attaché principalement à prouver que toute équation d’un degré exprimé par une puissance de a , est décotnposable en deux équations réelles d’un degré moindre de la moitié; pour cela, il suppose que l’équation proposée est privée de son second terme; ce qui fait que le coclïïcicnt du second terme est le même avec des signes contraires dans les deux équations dont elle est le produit; et il trouve, par la théorie des combinaisons, que ce coefficient est donné par une équation d’un degré iinpairement pair, qui manque de toutes les puissances impaires, et dont le dernier terme est le carré d’une fonction des racines de la proposée , précédé du signe moins.
Euler suppose que cette function des racines peut toujours être déterminée sans irrationnalité par les cocfficiens de l’équation proposée , et il en conclut que son carré est nécessairement une quantité positive, et que, par conséquent, l’équation qui détermine le coefficient dont il s’agit a deux racines réelles; il arrive, en effet, que cela a lieu lorsque l’équation proposée u’est que du quatrième degré, comme on le voit par les formules de Descartes , rapportées ci-dessus; mais pour les équatious des degrés plus élevés, il faut une démonstration à priori, qu 'Euler n’a point donnée, et qui est même d’autant plus nécessaire , que celte fonction ne contenant pas toutes les racines de la même manière ne parait pas déterminable par une fonction rationnelle des cnefficicns , qui sont euxmêmes, comme l’on sait, des fonctions où toutes les racines entrent également.
Euler considère, de plus, les équations dont les degrés spnt exprimés par les nombres ai, 4 *> 8 * , etc., i étant un nombre impair quelconque, et il trouve qu’elles admettent des diviseurs réels des degrés a, { , 8 > etc., parce que les équations dont ces diviseurs dépendent, sont toutes de degrés impairs; de sorte que, par ce moyeu , toute équation peut se décomposer en équations réelles de degrés exprimés par des puissances de a ; mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci, lorsqu’elles passent le quatrième degré, reste en son entier dans la théorie d'Euler.
i/j. On "peut, éviter cette difficulté , comme Fonceriez: l’a tait dans le premier volume des Miscellanea de Turin , imprimé eu 1 709 , en ne considérant <|ue les diviseurs du second degré. Car soit
le degré de l’équation proposée, r étant un nombre’ impair , si l’on cherche à la diviser par line 'équation du second degré jr*— ax + V = o, on trouve, par la théorie des combinaisons, que le coefficient u est déterminé par une équation du degré
î'Sfl'S 1 ) U 1 , U . fl I ... I!
— - — 2 r(2 » — 1) s= 2 et, K étant, comme Ion
voit, un nombre impair.
Donc, si /*= 1, celte équation sera d’un degré impair et aura nécessairement une racine réelle; de sorte que, comme 4 e dernier terme V est exprimé généralement par une fonction rationnelle de u, l’équation proposée atrra un diviseur rationnel du second degré, et s’abaissera par là à un degré moindre de deux unités.
.Si est plus grand que l’unité, on cherchera à diviser pareillement l’équation en u, par une équation du second degré, comme u* — tu -f~ T = o , et le coefficient t sera donné par une équation du degré
f étant , comme l’on voit , un nombre impair; et le terme T sera exprimé généralement par une fonction rationnelle de t.
Donc, si ^1=2, cette équation sera d’un degré impair, et aura une racine réelle; donc t et T auront des valeurs réelles, et l’équation u‘ — ut -+• T = o donnera pour u une valeur réelle ou imaginaire de la forme p -4- — 1. Dans le f^emier cas, u et V seroul
des quantités réelles; dans le second, ces quantités seront imagirfaires de la mémo forme, puisque V est une fonction rationnelle de «, Mais l’équation x* — ux-j~ Y=o donne x= ^rfc . d 0DCj
par la réduction des radicaux imaginaires, cette valeur deviendra aussi de la forme p <j\/—
Si p. est un nombre plus grand que a, on continuera le même calcul, et l’on divisera l’équation en t du degré 2
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par une équation du second degré , comme t* — st ■+• S = o ; on aura , pour la détermination de s , une équation- du degré
a =sT p(a p — r) = a ff, <r étant, comme
l’on voit, un nombre impair, et la quantité S sera généralement une fonction rationnelle de s.
Donc , si p. — 3 , cette équation étant d’un degré impair , aura une racine réelle ; donc s et S auront tics valeurs réelles ; donc l’équation <* — st -f- S = o donnera pour t une valeur réelle ou imaginaire de la forme p -f- q \/ — 1 . Donc, dans l’équation u* — - tu, T = o , les coefficiens t et T auront des valeurs réelles ou imaginaires de la même forme ; et de là résultera aussi pour u une valeur réelle ou imaginaires de la même forme P -f* 9 V — I) comme nous l’avons vu ; ci-dessus , parce que
u = db — T^j donc enfin l’équation x* — iAr-f-V=o, don-
nera aussi pour x une valeur réelle ou imaginaire de la même forme.
Si p est plus grand que 3 , on continuera le calcul de la même manière, et l’on parviendra nécessairement à un diviseur du second degré, dont les coefficiens seront réels; et dè là, en remontant successivement aux diviseurs précédens cfii second degré, ou trouvera que leurs coefficiens seront réels ou imaginaires de la forme jusqu’au diviseur x ' — ux -f- V = o de l’équation proposée, lequel donnera aussi pour x une valeur réelle ou imaginaire de la même forme.
Telle est la démonstration donnée par Foncenex; on voit qu’elle est très rigoureuse , en admettant le principe , que les coefficiens de l’équation du second degré , qui est un diviseur d’une équation du degré n, ne dépendent *tjue d’une seule racine d’une équation du
degré '*^ n ~ — . Ce principe est vrai généralement ; mais j’ai remarqué , depuis , qu’il était sujet à des exceptions qui pouvaient mettre la démonstration précédente en défaut. En clfet, lorsqu’on cherche à rendre un polynôme d’un degré quelconque m, divisible par un autre polynôme d’un degré moindre n , soit qu’on fasse lu « division à la manière ordinaire, et qu’on égale ensuite à zéro chaque lerSae du reste, soit qu’ou multiplie ce polynôme par un autre du
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degré m — n, et qu’on compare le produit terme à terme avec le polynôme proposé ; on parvient toujours , par l’élimination successive, en prenant un des coefficiens du polynôme diviseur pour l’inconnue principale, à déterminer les autres coefficiens du même polynôme par des fonctions rationnelles de celui-ci , et ensuite on trouve, par les substitutions, une équation où il n’y a plus que celui-ci d’inconnue, et où l’inconnue monte au degré
— ci s— = = — . comme on 1 a dit plus haut.
i5. Mais s’il arrive que cette équation ait deux ou plusieurs racines égales, alors, à moins que les valeurs des autres coefliciens qui répondent à ces racines égales , ne soient aussi égales , ce qui n’a lieu que lorsque le diviseur est lui-méme un diviseur double ou triple , etc. , il est visible que ces valeurs ne peuvent plus être exprimées en fonctions rationnelles de ces mêmes racines , mais qu’elles doivent dépendre elles-mêmes d’équations du second, du troisième degré, etc., suivant le degré d’cgalité des racines. Dans ce cas, en substituant dans les fonctions rationnelles trouvées , une des racines égales, les fonctions deviendront indéterminées, par l’évanouissement simultané du numérateur et du dénominateur ; et en revenant sur les éliminations, on sc trouvera arrêté à une équation du second ou du troisième, etc. degré, parce que l’équation à laquelle il faudrait la comparer, pour l’abaisser à un degré moindre, sera identique avec elle. C’est de quoi on peut se convaincre par le calcul; et nous en donnerons, dans la Note suivante , une démonstration général^. Comme la même difficulté peut sc présenter dans toutes les éliminations , je suis bien aise d’appeler l’attention du lecteur sur ce point, pour qu’il ne se trouve point embarrassé dans l’occasion.
On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie que nous venons d’exposer sur’ les diviseurs du second degré; car lorsque l’équation d’où dépend un des coefliciens a des racines égales, l’autre coefficient, en employant ces racines, dépendra d’une équation d’un degré égal au nombre des racines égales , et qui , par conséquent , si elle n’est pas d’un degré impair, demandera de nouvelles combinaisons pour pouvoir s’assurer qu’elle a une
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racine réelle de la forme p -f- q l ; et si l’on ne voulait pas employer ces racines égales, alors, en les éliminant par la division, on aurait une équation d’un degré moindre, a la vérité, mais qui ne serait plus exprimée par Un nombre de la même forme ,
ou a" - ‘p , etc. y
Si l’on considère , par exemple, la formule trouvée par Descartes, pour la résolution des équations du quatrième degré , que nous avons rapportée ci - dessus , et d’après laquelle nous avons conclu tout de suite que l’équation est toujours décomposable en deux facteurs réels du second degré , on Voit qu’il y a néanmoins un cas qui échappe à cette conclusion; c’est .qcelui où l’on aurait y = o; car alors la réduite en y a. deux racines égales y — o ,
et en employant ces racines , le terme ~ du facteur du second degré détient f.
Ou pourrait employer d’autres racines ; mais l’équation en y étant divisée, par y', devient y* -f* ipy' -f- p' — 4 r — 0 > laquelle étant de nouveau du quatrième degré, et son dernier terme n’étant pas essentiellement négatif, la difficulté est ramenée an même point. Ce n’est pas que dans ce cas particulier on ne puisse prouver* par ces formules mêmes, la réalité des deux facteurs; car si p' < 4 ,- > I e dernier terme de l’équation en sera négatif; et par conséquent il y aura deux racines réelles. Si p‘ > 4 r > alors l’équation proposée devenant, à cause de 7 = 0, x* 4 “ p’X‘ -+- /\r s= o , aura les deux facteurs réels , x* -f- ^ sh \/(jr — f).
16. Ces difficultés ont occasionné les recherches que j’ai données sur cette matière à l’Académie de Berlin, en 177a, et dans lesquelles je me suis particulièrement attaché à compléter la théorie commencée par Euler.
J’ai démontré d’une manière rigoureuse, que si l’on veut décomposer un polynôme du degré a" en deux polynômes du degré a" tels que. ( n étant = a" -1 ),
x" H- M x*~‘ -f- N x'~‘ -f- P x*~ 3 + etc. , x* 4 - 4 - * H- P,x— 3 4- etc. ,
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pt qu'on fasse
“=«{M— rM,) 4- b(!S — N.) -f- e(P — P,y*4* clc ->
a, b, c, etc. étant des quantités (lucluonques , ou pourra déterininrr généralement les coelBciens M, N, P, etc., M, , N,, P,, etc. des deux polynômes, par des fonctions rationnelles de u, et que l’on trouvera pour u une équation d’un degré impairement pair, n’ayant que des puissances paires de «, dout le dernier terme sera essentiellement négatif; et à cause des arbitraires a, b, c , etc., on pourra toujours faire en sorte que le dernier terme de celte équation ne soit pus nul , ce qui lui donnerait les deux racines égaies u = o , ni qu’elle ait d’autres racines égales. De sorte qu’on sera toujours assuré d’avoir par là des valeurs réelles pour les coefficiens dont il s agit , et par conséquent île pouvoir décomposer l’équation du degré a" en deux du degré a" - *, et ensuite chacune de celles-ci en deux, du degré a" - *, et ainsi de suite, jusqu’aux équations du second degré.
A l’égard des équations du degré a“i, i étant un nombre impair, Euler avait trouvé qu’en employant un diviseur du degré a”, on tombe dans une équatiou d’un degré impair, pour la détermination d’un quelconque de ses coelliciens ; et j’ai remarqué que si elle a des racines égales, les racines doubles, quadruples, etc. pourront être éliminées, parce que l’équation restante sera encore d’un degré impair , et que les racines triples, quintuples, etc. pourront être employées dans la détermination des autres coelBciens , parce qu’elle dépendra alors d’équations du troisième, du cinquième, etc. degré, qui auront, par copséqueut, toujours des racines réelles,
17 . De cette mauière, la décomposition des équations en diviseurs réels du premier et du second degré était rigoureusement démontrée ; mais Laplace a donné, depuis, dans les Leçons de l’École Normale, un moyen plus simple d’établir cette vérité,, en partant de l’analyse employée par Foncenex. Au lieu de considérer simplement l’équation qui détermine le coefficient u du diviseur quadratique x‘ — ux -f- V = o , il considère l’équation qui détermine la quantité u-f-aV, que je désignerai par u,, a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera, par la théorie des combinaisons, du
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même degié que l’équation eu u. Donc, si l’équatioD proposée est du degré ar, » étant impair, l’équation en u, sera d’un degré impair, et aura toujours une racine réelle ; et comme on peut donner à a une infinité de valeurs, on aura une infinité d’équations qui auront toutes une racine réelle. Parmi ces racines, il y en aura nécessairement plusieurs qui se rapporteront au même diviseur; soient a., fi deux de ces racines, et a, b les deux valeurs du coefficient a; on aura u-j-aV = at, u-j-bV = (3, d’où l’on tirera les valeurs de u et V, qui seront par conséquent réelles.
Si l’équation proposée est du degré '4 v , r étant un nombre impair quelconque, l’équation en Ju, sera du degré a ir , 7r étant aussi un nombre impair. Cette équation aura donc, par ce qu’on vient de démontrer, un diviseur quadratique de la forme u,* — tu, -f-T = 0, qui donnera pour u, une valeur de la forme * + A /— tj et en donnant à a une infinité de valeurs, on aura une infinité d’équations en u, , dout chacune aura une racine de la forme «-j-Aj/ — i ; parmi ces racines, il y en aura nécessairement deux qui se rapporteront au même diviseur; en les désignant par « + A^— î et ^3 -f. Bt/ — i , et par a, A les deux valeurs de a qui y répondent, on aura u •+■ aY = « -f- A y'— i , u -f- b V = /3 -{- B ^ — i ; donc u et V seront l’une et l’autre de 1a forme p-\~q — i, et la valeur de x, tirée de l’équation x* — ux + V = o , sera encore de la môme fOrtnc. Donc, toute équation du degré 4' aura deux racines de la forme pdcqÿ — î , et par conséquent un diviseur réel du second degré, et ainsi de suite.
Celte démonstration ne laisse rien à désirer comme simple démonstration; mais si l’on voulait résoudre effectivement une équation donnée en scs facteurs réels de deux dimensions, il serait comme impossible de suivre le procédé indiqué par l’analvse que nous venons d’exposer. Cependant cette résolution est nécessaire pour trouver les fonctions primitives, ou les intégrales des fonctions rationnelles fractionnaires d’une seule variable, et on la suppose dans tous lesTraité» de Calcul intégral. Cette raison m’engage à rn’arrêter encore sur cet objet important, et à en faire le sujet de la Note suivante.
NOTE X
Sur la décomposition des polynômes dun degré quelcontpte en facteurs réels.
i. Je me propose de montrer, dans cette Note, comment tout polynôme d’un degré quelconque peut toujours sê résoudre en polynômes réels du premier ou du second degrc. En regardant un polynôme comme composé d’autant de facteurs simples qu’il y a d’unités dans l’exposant de la plus haute puissance de l’indéterminée, on voit clairement qu’il ne peut avoir pour diviseurs que des polynômes composés de quelques-uns de ses facteurs; d’où il suit d’abord que si m est le degré du polynôme donné, il pourra avoir autant de diviseurs différent du degré n, qu’il y a de manières de prendre n choses sur m choses , c’est-à-dire par la théorie des combinaisons , qu’il y a d’unités dans le nombre
que nous désignerons par /ut dans la suite.
Cette seule considération nous met en état de déterminer à priori les coefficiens du polynôme diviseur, sans passer par les opérations longues et pénibles de la méthode ordinaire, fondée sur la division ou sur la comparaison du produit de deux polynômes indéterminés, avec le polynôme diviseur, et sur l’élimination successive des inconnues.
a. Soit en effet le polynôme du degré m ,
x* — axT-' 4- fcx— *' * — cx*~* + etc. =fc h,
que nous supposerons composé de* m facteurs simples x—a, x—fi, x—y , .
En développant le produit de ces facteurs, et le comparant terme
SOTE X
à urine avec le polynôme donné, un aura, comme l’on sait,
a = a fi -|- y +</'+ etc. ,
b = afi -f- tty -4“ -f" "}“ etc. ,
c = afiy -j- «x^cT -f- fiyJ' + etc ,
etc. ,
h = afi y S . . .
Si l’on représente de même par
x ■ — px—' -f- — /vr* -3 , etc. zfc u
un diviseur du uicnie polynôme, ce polynôme diviseur ne pourra être composé que d’un nombre n des mêmes facteurs simples; ainsi on aura , en ne prenant que n quantités parmi les m quantités, a, fi, y, etc.
p = * -H /3 + y -h etc.,
q = a. fi tty -f- fiy •+• etc. , ,
r = a fiy -+- etc. ,
etc. ,
u = *fiy - .....
Comme les coefllciens donnés a, b, c, etc. h sont des fonctions des quantités a, fi, y, etc. dans lesquelle^ ces quantités entrent tontes également, et qui demeurent ainsi invariables, en faisant entre ces mêmes quantités tels échanges que l’on vomira, il s’ensuit que toute expression rationnelle de ces coefficiJÉjfjSuia lu même propriété; et comme les coefliciens p, q, r. ère. g du diviseur, sont de semblables fonctions, mais seulement d’un nombre, n dçs quantités a , , fi , y , etc. , il est évident que ces coefliciens ne peuvent pas êtr* exprimés par des fonctions rationnelles des coefficiens a, b, c, etc.; mais ort pourra les faire dépendre chacun d’une équation dont tous les coefliciens seront des fonctions rationnelles de a, b, c, etc., en composant cette équation de manière qu’elle ait pour racines toutes les différentes valeurs de p, ou de q , ou de r, etc. , dont le nombre est égal au nombre u donné ci-dessus.
NOTE X
3. Considérons le dernier coefficient », qui est formé du produit de n des quantités a, fi, y, etc., on aura «j By..., /3ytf... , ayj'... , etc. pour les differentes valeurs de u Donc, si l’on forme un polynôme du produit de ces facteurs simples,
u — a/3y.. . . , u — j ByJ'. . u — ayS . . . , etc. ,
ce polynôme aura la propriété d’étre une fonction invariable de a, (Z, y, etc., indépendamment de l’indéterminée u ; par conséquent, étant développé, tons ses coefficiens auront encore la même propriété.
Car soit ce polynôme
,<T — A n ** -1 ■+■ Br/ - * — Cu *” -3 -+- etc. rib Y, on aura
A = af&y... -f- fiyj'... -f ■ et; J 1 ... -f- etc.,
B == a@y - . . x /3y<f. . . + «y J. . . x ay<f * ■
+ IZyJ'. .. x *><T. .. 4 - etc., ' »
V = a(3 y ... X 1 Sy J 1 . . . X <*>cf . . . ,
où l’on voit que les coefficiens A, B , C , etc. sont en effet des fonctions invariables de a/3 y, etc. Or, on sait que ces sortes de fonctions peuvent toujours être déterminées par îles fonctions rationnelles des coefficiens a, b, c, etc. h. r
4 . Eu effet, on peut d’abord déterminer par ces fonctions la somme des puissances d’uu même degré des quantités a, j3, y , etc., comme nous l’avons vu dans la Note Y 1 (n* 1 ). Ensuite, si l’on multiplie
2 a*, somme des puissances a*, par 2 a^*, somme des puissances a“, le produit 2a* X 2»^ sera égal à 2« A_ ^ V * -j- 2 a* &“ ; ainsi on aura
la somme des termes au moyen de celle de» puissances. Ou
trouvera pareillement .
NOTE X
ainsi on aura aussi cette dernière somme en fonctions des sommes des puissances , et ainsi de suite.
Maintenant, il est facile de voir que toute fonction rationnelle et invariable des quantités a, 0 , y, etc. ne peut être formée que d’une ou plusieurs sommes des formes précédentes; elle pourra donc toujours être déterminée en fonctions des coefiiciens a, 6 , c, etc.
C’est là un des principes les plus féconds de la théorie des équalions. Newton, et long-temps avant lui Albert Girard, avaient donné la manière de déterminer la somme des puissances des racines d’une équation par des fonctions de ces coefficiens. Voyez dans l’ouvrage d 'Albert Girard, intitulé Invention nouvelle en Algèbre , et imprimé à Amsterdam en 1629, l’exemple second du théorème second. Euler, dans les Mémoires de l’Académie de Berlin pour l’année 1748, et Cramer, à la fin de son Introduction à l’Analyse des lignes courhes, ont fait voir que l’on pouvait toujours déterminer, par les coefliciens d’une équation , les sommes des produits de ses racines , prises deux à deux , trois à trois , etc. , et élevées à différentes puissances ; et Waring a donné ensuite des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions des racines ; mais dans les cas particuliers, il est peut-être plus simple d’employer la méthode indiquée ci-dessus.
5. A l’égard des coelficiens A , B , C , etc. du polynôme, on pourra les calculer de la manière suivante.
On commencera par déterminer les sommes des puissances par ces formules
la = a,
2** ss aZa — 2 b ,
2a 5 = o2a* — èZa-f- 3c, etc.
Ensuite on cherchera les termes n“ m " des séries
s sa, 2aj3 = i, 'Xet 0 y=ac, etc.
X* 3 X£« 5 — x*‘ Xï^’xia 3 — £<t’X£«'+
etc.,
NOTE X
Ces tenues seront les valeurs des sommes Xafiy . , . , X‘$'y‘...,' . . , etc.
Enfin on aura
A — Xct/3^. • • • • |
g _ As»/»> .... — Xx’B'y' —
ç _ Brafly....— Ax , g , Æy....4-s« 3 ty... .
etc.
Au reste, il est visible qu’on aura d’abord sans calcul les valeurs du premier coefficient A et du dernier V ; car le coefficient A est évidemment égal au coefficient de la puissance x*“* dans le polynôme donné x" — ax” - ' +etc. Quant au coefficient T, il est visible qu’il doit être de la forme . . , es h ’ ; et pour déter-
miner l’exposant v , il suffira de considérer que ce coefficient doit être le produit de /a quantités , dont chacune est le produit de n quantités prises parmi les m quantités * , /3, y , etc. , de sorte que ce coefficient sera de la dimension n/i-, donc il faudra quejm» = nju, r t par
conséquent r
Donc, puisque /a = — ^ ^ — ! - — ■ , ou aura
et la valeur de Y sera h’.
Ayant ainsi la valeur du dernier coefficient Y du polyuome en u, on pourra se contenter de calculer directement la première moitié des coefficiens A, B, G, etc. de ce polyuome. Car soient T, S, R, etc. les termes qui précèdent le dernier V, il est facile de voir qu’on aura
Y “ 5Ç77*. ëŸFTT. ZÏJ7T. " + " elc "
Or, si l’on désigne par (n) le coefficient de la puissance x* dans
NOTE X
le polynôme donné, on aura aussi
A ~ agy... ' «y/-...
T fa) . ... (n)V.
Donc et |>ar conséquent i = — .
Ensuite si l’on désigne par g , J, e , etc. les coefliciens du polynôme donné, qui précèdent le dernier h ; . lorsqu’on aura trouvé l’expression de B en a, b, c, etc., il n’y aura qu’à y changer a
eu | , b en j , c en ~ , etc. , pour avoir la valeur de ^ , et faisant
les mêmes changemens dans l’expression de C , on aura la valeur
, Il -,
«le ÿ , et ainsi de suite.
Ayant ainsi formé le polynôme en u, si ou le fait égal à zéio, on aura une équation dont les racines seront a/3y . . . , fiy J 1 . . . , et} J'. . . , etc. , et qui servira , par conséquent, à déterminer la valeur de u. Il ne restera doue plus qu’à trouver les valeurs de tous les autres coefliciens p, q, r, etc. du polynôme diviseur.
6. 1 -a manière la plus simple de trouver ces coefliciens, est de faire la divisiou actuelle du polynôme x m — aa r“~‘ -f- etc. par le polynôme x“ — px"~' -f- etc. rb u, jusqu’à ce qu’on soit parvenu à un reste dans lequel la plus haute puissance de x soit moindre que x * ; alors en égalant à zéro chacun des termes de ce reste, pour qu’il devienne nul indépendamment de l’inconnue x, ou aura n équations entre les n coefliciens p, q , etc. u; et l’on pourra , généralement parlant , par ces équations , déterminer les valeurs de p, q , etc. en fonctions rationnelles de u. On aurait ensuite l’équaliou même en u, par la substitution de ces valeurs dans l’équation restante; mais comme on ne voit pas, de celte manière, de quel degré devrait être cette équation finale en u, qu’on pourrait même parvenir à une équation en u d’un degré plus haut qu’elle ne devrait être, ce qui est l'inconvénient ordinaire îles méthodes d’élimination , nous avons cru devoir montrer comment on peut trouver cette équation à priori , et s’assurer du degré précis auquel elle doit monter.
Par la meme raison , nous croyons qu’il est nécessaire d’avoir une
NOTE X
méthode directe pour trouver les expressions des coefficiens p , q , etc. en u, et pour être assuré que ces expressions peuvent toujours être rationnelles, excepté les cas particuliers où elles doivent dépendre d’équations du second ou du troisième degré, comme nous l’avons déjà observé dans la Note précédente. Voici donc comment , en supposant l’équation en a, on peut avoir la valeur des coefKciens p, ç, etc. en fonctions de u.
7. Je considère que la quantité x étant indéterminée, on peut mettre x— i à la place de x, tant dans le polynôme donné x" — ax*~' + ctc., que dans le polynôme diviseur x*-f -/ jx* - 1 -f- etc. Par cette substitution , le premier de ces polynômes deviendra
X" — a,x“~‘ -f- é,x” - * — etc. de h, , ,
où l’on aura
a, = a + mi,
b, z= b + (m— i)ai-f. ” ( ” «*,
c, = c + (m - ->)bi + a p + ,s >
etc.
h, = h H- gi dbfi? -f-c* 1 ■+- etc.
Et le second polynôme deviendra pareillement
.r" — p,x"~ k ■+• q,x*~ % — etc. ± u, ,
en faisant
?• = ?+ (»— i)pi-h " -- ~ - ' > t‘,
. r \ • 1 n ( n — 0( n — a) •» . n(n— iH 1 »— a) ,
etc.,
a, = a + ti -f- si? ■+■ ri? etc.
D’où l’on peut conclure que si, dans l’équation en u,
it — Ait 1 + B it - 3 — etc. ±V = o,
aS
NOTE X
dans laquelle les coefliciens A, B, C, etc. sont des fonctions de a, b, c, etc. h, on substitue respectivement a,, b,, c„ etc. h, au lien de ces quantités , la valeur de u deviendra celle de u,, quelle que soit la valeur de » ; de sorte qu’en développant les ternies suivant les puissances de 1, il fendra que la somme de tous les termes multipliés par une même puissance soit nulle; ce qui donnera plusieurs équations , dont chacune servira à déterminer un des coefliciens t , s, r, etc. par les précédens.
8. Un pourra même trouver directement ces équations par l’algorithme des fonctions dérivées. En effet , si l’on naet partout ^ à la
place de t, il s’ensuivra des formules précédentes, que a devenant a + t , b Reviendra
• . , ' fl» * ÏTO* ’
c deviendra
. m ~ 3 fa 4 - ( m ~ O ("» — ») ai . . — 0 ("»— 3) ,
mi om* 1 . W ?
etc. ,
et enfin u deviendra
« -t- — * 4- l * + —, i * .+ etc.
Donc, si l’on regarde, ce qui est permis, les coefliciens b, c , etc., h et u, comme des fonctions de a, et qu’on se rnppelle que a devenant a 4" i> toute fonction de a, comme u, devient
u 4- iu' 4 - *- vP 4 - j-3 •+* etc. ,
ou pourra supposer
NOTE X
d = — ic, d" = (m ~ 2 )fm -'3) A ,
rf* = o; etc.
* «=^» , etc.,
et il n’y aura plus qu’à prendre les fonctions dérivées successives de l’équation en u, et y faire les substitutions précédentes.
Supposons
Z = S — AuT~' 4 . B i/—* — CiT~ 3 4- etc. ± V ;
en sorte que Z=o soit l’équation qui détermine la valeur de u : cette quantité Z étant regardée comme une fonction de a, donnera les équations dérivées Z'sco, Z"=co, 7J n = <>,■ etc.
Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est dû en particulier aux variations des quantités a~, A, c, etc. A et u, nous représenterons en général, à l’imitation de ce qu’on pratique
dans le calcul qu’on appelle aux différences partielles , par ^ ^ ) t (fO ’ ( c 7 )’ ctc ' ^ cs coc ft |c * cn5 «les fonctions «dérivées a', A', </, etc. dans l’expression de Z'; par (jfi) ’ elc -> les coefliciens
des quantités a' 1 , ab\ A'*, ctc. dans l’expression générale Z", et ainsi de suite, et nous appellerons de même ces fonctions, fonctions dérivées partielles. Lorsque a est la variable principale dont les autres sont ou peuvent être censées fonctions , on aura o' — 1 j mais nous retiendrons la lettre ci sous les lettres Z’, Z", etc. pour représenter en général les coelEciens des termes de Z', Z", etc. qui contiendraient cette même lettre , si a était une fonction quelconque d’une autre variable principale, et pour dénoter par conséquent ce qui est dû en particulier à la variation de a.
Cette notation est plus nette et plus expressive que celle que j’ai employée dans la Théorie des fonctions , en plaçant les acrens
NOTE X
différemment , suivant les différentes variables auxquelles ils se rapportent. En la substituant à celle-ci , l’algorithme des fonctions dérivées conservera tous les avantages du calcul différentiel , et aura , de plus , celui de débarrasser les formules de cette multitude de d qui les alongent et les défigurent même en quelque façon , et qui rappellent continuellement à l’esprit l’idée fausse des infiniment petits.
10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités a, b, c, etc. A, et u, comme les fonctions quelconques d’une variable primitive ,
et prenant de nouveau les fonctions dérivées,
et ainsi de suite. .
Donc, faisant a'=iy a"=o, etc., b'=z m 1 n, A 1 '— ^ "* 1 ^
b m = o, c'= — — -A, etc., comme nous l’avons trouvé ci-dessus, on aura lés équations Z'=o, Z" = o, etc., savoir :
© sü =F a + (I) *+«•+© s
+ (z‘)S +etc,=o>
S OTE X
et ainsi de suite, dans lesquelles les fonctions dérivées partielles (?) ’ (s 7 ) ’ e * c ‘ ’ > etC- scron t tic® fonctions connues de
a, b , e, etc. u.
La première équation donnera donc la valeur de <; la seconde donnera celle de s, etc. en fonctions rationnelles de a, b , c, etc. u;
à moins que la fonction partielle ne devienne nulle, auquel
cas la première équation ne contiendra plus t, ni la seconde s , etc. Dans ce cas donc il faudra tirer la valeur de t de la secoude équation, dans laquelle t monte au second degré; et les équations suivantes donneront alors les valeurs de s, r, etc. par des fonc-
tious rationnelles. Si la fonction dérivée f ^ J était aussi nulle ,
l’équation en t ne serait plus que du premier degré, et si la somme des fonctions qui multiplient t était nulle en même temps , la quantité t disparaîtrait de la seconde équation , et ne pourrait être donnée que par la troisième, où elle monterait au troisième degré, et ainsi de suite.
Or la fonction partielle est égale à
pi/— 1 — (/*— i)A n J ““ a + (f* — — et*,
et l’on voit que l’équation ^^=o renferme les conditions de l’égalité des racines de l’équation Z = o. D’où il suit que si cette équation a des racines égales , et qu’on emploie pour la valeur de u une
des racines égales , en sorte que la fonction devieune nulle en
même temps que Z, le coefficient t dépendra alors d’une équation particulière du second degré; et par conséquent tous les autres coefficiens du polynôme diviseur, dépendront à la fois de la résolution des deux équations en u et en t. Nous en avons donné ci-dessus ( Note précédente, n* i3) la raison métaphysique tirée de l’égalité des racines; mais on en a ici une démonstration analytique rigoureuse.
u. Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé-
NOTE X
dente», c’est que tant que la fonction ne sera pas nulle, tous les
coefliciens t, s, r, etc. seront données en fonctions rationnelles du coefficient u ; et que par conséquent cela aura lieu nécessairement lorsque l’équation en u n’aura point de racines égales, ou du moins lorsqu’on n’emploiera pour la valeur de u que des racines inégales.
Or j’observe qu’on peut toujours faire en sorte que l’équation en u n’ait point de racines égales, à moins que le polynôme douué n’ait lui-mème des facteurs égaux; mais comme on peut éliminer ces facteurs d’avance , on pourra toujours supposer que tous les facteurs de ces polynômes soient inégaux. Cela supposé, si ou substitue dans ce polynôme x — A à la place de x, ce qui changera les coefliciens a, b, c, en
b + (m- t)a A + m<, "~ — ) A», etc. ,
les facteurs du nouveau polynôme seront x — * — A, x — (2 — A, x — y — A, etc. c'est-à-dire que les quantités [a, /3, y, etc. deviendront a-JrA, 0-f-A, etc.
Donc les racines de lcquatiou en u, seront tous les produits possibles de n quantités, prises parmi les m quantités a-f-A, /3-f-A, y- 1- A, etc. ; et il est clair que deux de ces racines ne sauraient devenir égales à moins qu’il n’y ait deux produits égaux de deux ou de plusieurs dimensions, formés de ces différentes quantités. Or il est visible que tant que les quantités a, /3, y, etc. seront inégales, on pourra toujours prendre A de manière qu’aucune de ces égalités n’ait lieu ; car en considérant, par exemple, les deux produits (* + A) (j3-f- A) et (y + A) («T -(-A) qui sc réduisent à A* + (as-f- /3)A + a/3 et A*-t-( 7 -f-«f)A+j'tf, on voit qu’il n’y a qu’une valeur de A qui puisse les rendre égaux; et que, par conséquent, il y en aura une infinité qui les rendront inégaux, à moins que l’on ait a+^3=}<-f-'cf et xfi — yi?, ce qui emporterait l’égalité de a et )3 avec y et <f.
il en sera de même des produits d’un plus grand nombre de facteurs; d’où l’on conclura en général, qu’on peut toujours transformer
NOTE X
ainsi le polynôme primitif, en augmentant l'indéterminée x d’une quantité quelconque, de manière que l’équation résultante en u n’ait [xiint de racines égales.
i a. Nous venons de donner , non-seulement la manière, mais les formules mêmes par lesquelles on pourra toujours trouver un diviseur d’un degré n d’un polynôme quelconque du degré m ; et nous venons de démontrer par ces formules, que ce diviseur ne dépendra que «le la racine d’une seule équation du degré ft, savoir :
Il suffira donc que cette équation ait une racine réelle pour que tout le diviseur soit réel ; mais comme il n’y a , en général , que les équations «l’un degré impair, ou celles des degrés pairs dont le dernier terme est négatif, où l’on soit assuré de l’existence d’une racine réelle, il reste à voir quelles sont les valeurs de n pour lesquelles ces conditions auront nécessairement lieu.
Quel que soit le nombre m, il est toujours réductible à la forme a' i, i étant un nombre impair. Supposons n = a', on aura
tfifa'i— Ofa'i — a}....
ou Lien , ce qui est la même chose,
et divisant le haut et le bas de cette fraction par a', ensuite par a, par 4, etc. on aura
Gomme le numérateur et le dénominateur ne contiennent plus que des facteurs impairs, et que le nombre fi est, par sa nature, un nombre entier, il s’ensuit qu’il sera nécessairement impair.
NOTE X
U suit de là que tout polynôme du degrc a r < peut toujours avoir un diviseur réel du degré ?! ; le polynôme restant après la division
sera donc aussi réel, et du degré ?! i— ? f , savoir, ?! (i — i); or, i étant un nombre impair, i — i sera un nombre pair, qu’on pourra
représenter par a r k, k étant un nombre impair; le jwlynome restant
sera alors du degré et aura un diviseur réel du degré ? f ~^~',
et ainsi de suite. Comme de cette manière tout nombre entier peut être décomposé en un certain nombre de puissances croissantes de a, comme ?* -j-a^'-f-elc. , il s’ensuit que tout polynôme d’un degré quelconque, pourra être décomposé immédiatement en un pareil nombre de polynômes, dont les degrés seront ces mêmes puissances de deux.
i3. 11 reste doue à considérer les polynômes dont le degré est une simple puissance de a. Faisons dans la formule générale de /s,
a , et n = — = a , on aura
?f (if » ) ( 2) (2> 2> ~ 7 + 1 )
divisant le haut et le bas de cette fraction par ?! 1 , et ensuite par a,
par 4> etc., on aura
Comme tous les facteurs du numérateur, à l’exception du premier a , ainsi que tous les facteurs du dénominateur, sont impairs, il s’ensuit que le nombre /*, qui est d’ailleurs entier par sa nature, sera nécessairement de la forme ai, i étant un nombre impair.
Considérons dans ce cas l’équation en u; puisque le degré du diviseur est la moitié de celui du polynôme, les racines de celte équation seront tous les produits qu’on pourra faire en prenant la moitié des quantités a, /3, y, etc. dont le nombre est supposé pair. Donc,
NOTE X
puisque le produit de toutes ces quantités est A, il s’ensuit que si u est un de ces produits partiels, ~ en sera un autre; par conséquent si u est une racine de l’cquation dont il s’agit , * en sera une aussi. Cette
équation devra donc demeurer la même, en y substituant ~ pour u. Far cette substitution, l’équation
Aif-' — Cu “~ 3 •+• etc. — Ru J + Su-— T«+ V=o
deviendra, après avoir été multipliée par u'* et divisée par V,
f* AT r—i . A*S *-a A 3 R ^3 , . hP ~ »C ,
« — XT“ -h-xrU r — vr- “ ~h etc. ÿ— u 1
hp-'k
et comme ces deux équations doivent être identiques, on aura
• . AT „ A*S ^ ATI
A — -ÿ - , ü — y i b y , etc. ;
mais on a trouvé ci-dessus X — h" , r étant = — = - (à cause de an, dans le cas présent ), et par conséquent impair; on aura donc
S = BA
R = CA’ 3 , etc. ;
ainsi, en substituant ar à la place de ft, et réunissant les termes également éloignés du milieu, l’équation en u deviendra
— C ( u 2 ’ -3 + A ’ -3 u») + etc. = o.
14. C’est la forme générale des équations qu’on appelle réciproques, et qui peuvent toujours s’abaisser à un degré moindre de la moitié.
En effet, en divisant l’équation précédente par u’, elle devient — C (u’-? + + etc. = o.
NOTE X
Or, si l’on fait y ss u -4
JT 3 = «* 4” y, -4- 3A (u + 1)
h ~ u , on aura y* =s n* -t- ~ + a* , , et ainsi de suite; d’où l’on tire
et en général
etc. ,
«* + 5 =/ - A hy*~* + h'y*-t
— hy— 6 + etc.
JE
Par le moyen de ces substitutions , l’équation en u du degré a», sera transformée en une équation en y du degré r, laquelle sera de la forme •
/-(A)/“ I + (B)/^*-(Ci /- 3 + «tc.Bi 0 ,
en supposant
(B) = B — vh,
(C) = C — (r— i)AA,
(D) = D-Cr-a)AB + ii^A‘,
etc.
Ensuite on aura u en y par l’équation «* — uy -f< h = o, laquelle donne *=
i5. Maintenant on voit qu’il suffit de calculer directement la moitié des coefficiens A, B, C, etc. de l’équation en «; ce qui réduit le calcul à la moitié. On voit de plus que, comme l’exposant ft est , dans le cas
présent, un nombre de la forme 2t, fêtant impair, le nombre y sera impair, et par conséquent l’équation en y aura nécessairement une racine réelle.
Mais pour que u ait une valeur réelle, il ne suffit pas que la Valeur d ey soit réelle, il faut encore que J* — soit une quantité positive. Cela aura lieu nécessairement lorsque h a une valeur négative; ainsi,
dans ce cas, le polynôme du degré i r est résoluble par deux polynômes
réels du degré ~ . Mais si A a une valeur positive, il faut voir de plus si l’on peut toujours trouver une valeur réelle de y, telle que
16. Soit donc y* — = a; qu’ou substitue dans l’équation précé-
dente en y, \Z(z-\-^h) au lieu dey, on aura, après avoir feit disparaître le radical par l’élévation ou carré, et ordonné les termes suivant les puissances de s, une équation en z du même degré r , laquelle aura nécessairement une racine réelle positive, si son damier terme est négatif. Or, puisque y est un nombre impair, le dernier terme sera le produit de toutes les racines, pris négativemènt ; ainsi la question est réduite à voir si le produit de toutes les valeurs de 2 est essentiellement une quantité positive, en supposant que la valeur de h soit positive.
Puisque z — J* — 4 h , et y — u -+■ - , on aura a -“• + £“ *** (■-;)*•
Or u a pour valeurs tous les produits qu’on peut faire en multipliant ensemble une moitié des quantités a, / 3 , y, etc., et nous avons
déjà vu que les valeurs de ^ sont les produits qu’on peut faire en multipliant ensemble l’autre moitié des mêmes quantités; donc les valeurs de u — ^ seront deux à deux égales et de signes contraires; par
conséquent, on aura toutes les valeurs différentes de 2, en ne donnant à u que la moitié de ses différentes valeurs; il est évident que le produit de tontes les valeurs de 2 sera positif, si le produit des valeurs
NOTE X
u — * peut être exprimé par une fonction rationnelle des coeflicicns
a, b, c, etc., car alors son carre sera nécessairement une quantité positive.
S’il n’y a, par exemple, que quatre quantités a, / 3, y, J ' , toutes les valeurs de u seront a/3, a.y , a-f , fiy, jS«T, y S ; et les valeurs différentes de u — ^ seront, en ne prenant pour u que les trois premiers produits,
a/3 — yJ 1 , tty — /3 /, a.j' — /S y-
le produit de ces trois quantités étant développé, donne
a?(iyj' a.B s y£ -f- a/3y’cf -f- a@y<P s — a*/3*>* — a‘/3*cf * — a'y'S" — - /3*>*J*,
où l’on voit que la partie positive et. la partie négative sont chacune une fonction invariable et symétrique des quantités a, (2, y, <f, et peuvent par conséquent être déterminées en a, b, c, d, par les formules données plus haut.
17. Généralisons maintenant ce résultat, et désignons, pour plus de simplicité , par P, Q, R, etc. les dilTérens produits qu’on peut faire avec la moitié des quantités a, & , y, etc., en y conservant une meme quantité œ, et par p , q , r, etc. les produits formés par l’autre moitié des mêmes quantités, et que j’appellerai réciproques. Je vais d’abord prouver que les quantités P,. Q, R, etc. et leurs réciproques p , q, r, etc. renferment toutes les valeurs de «. On a vu que ces valeurs sont au nombre de fi; et à cause de m = an, on a
a» (an— O (Kl— a) (n + 1 )
D’un autre côté, comme on a supposé que les quantités P, Q, R, etc. contiennent toutes une même quantité a, il est clair que le nombre de ces quantités sera celui de tous les produits qu’on peut faire en ne prenant que n — 1 quantités sur an — 1 quantités; donc ce nombre sera *
(an — 1 ) (an — a) t u-j- O /•
Donc, puisque les quantités P, Q, R, etc. forment la moitié de toutes les valeurs de u, il suffira de prendre ces quantités pour les différentes
valeurs de u, et p, q, r, etc. seront les valeurs correspondantes de -, Ainsi il s’agira de voir si le produit
est nécessairement une fonction invariable des quantités u., /Q, y, etc. auquel cas ou sera assuré qu’il peut être déterminé rationnellement par les coefficiens a , b, c," etc; D’abord il est évident que toutes les permutations qu’on peut faire des quantités fi, y, etc. entre elles, ne peuvent que faire échanger les produits P, Q, R, etc. entre eux, et leurs réciproques en môme temps entre- eux; de sorte qu’il ne peut résulter de ces permutations aucun changeaient dans le produit
Considérons ensuite les échanges de a. contre chacuiie des autres quantités fi, y, J", etc.’; il est clair qu'en échangeant a. en fi, celles des quantités P, Q, R, etc. qui contiennent à la lois a. et fi , ne souffriront aucun changement; il n’y aura donc à considérer que celles qui ne contiennent point fi. Or si P, par exemple, ne soutient point fi, comme les deux produits P et p contiennent toutes les quantités a, fi, y, etc., il s’ensuit que fi sera contenu dans p, et ainsi des autres; donc, par l’échange de a en fi, toute quantité P ou Q, etc. qui ne contiendra point fi , ne pourra que devenir une des réciproques p, q, r, etc. qui sont supposées né point contenir œ; ainsi P deviendra par exemple q, etalorsQ deviendra nécessairement/?; donc P — p deviendra q — Q, et en môme temps Q — q deviendra p — P, D’où l’on peut conclure en général que, par les échanges de « en fi, y, etc., les différens facteurs P — p, Q — q, R — /•, etc. ne pourront que rester les mêmes, ou s’échangcr entre eux, en changeant en même temps de signe.
j 8. Maintenant, si on cherche le nombre des produits P, Q, R , etc. qui ne changeront pas par l’échange de a en fi, ce nombre sera celui de ces produits où et et fi se trouveront ensemble; donc le nombre total des quantités a., fi, y, etc. étant an, et le nombre de ces quantités dans chaque produit étant n, le noitibre des produits qui contien-
ao6
NOTE X
«iront à la fois a et /S , sera celui des combinaisons qu’on peut faire en prenant » — a choses sur a n — a choses; par conséquent, il sera exprimé par
(an — 2 ) (an — 3) 0 .
comparant ce nombre au nombre s donné ci-dessus, il pourra s’ex-
» (n — i ) primer par 2 „_, •
Or le nombre total des quantités P, Q, R, etc. étant », si l’on
en retranche le nombre — — - , on aura — — — pour le uonibre 2n — i ’ m — i 1
des produits P, Q, R, etc. qui, par l’échange de a en / 3 , se changeront dans les réciproques p , q , r, etc.; par conséquent, c« nombre sera aussi celui des facteurs P— p, Q — q , R — r, etc., . qui changeront de signe par ce même échange; donc, tant que n sera un nombre pair, et par conséquent tant que l’exposant tn= an sera une paissance de a , plus grande que a , le nombre dont il s'agit sera nécessairement pair; d’où il suit que le produit total
ne changera pas par l’échange de a en /S; il en sera de même des autres échanges de a en J , j', etc.
Doue enün , ce produit sera une fonction invariable des quantités a , 0, y, etc., et pourra par conséquent se détermiuer par des fonctions rationnelles des coeŒciens a , b, c, etc. du polynôme donné. Doue l’équation en s du degré impair » aura sou dernier terme négatif; par conséquent, elle aura nécessairement une racine réelle positive (n* 3 ).
En prenant cette valeur positive pour 3, on aura (u — = a, ’
et de là u — ^ = t/2. Donc , n* — u ^2 — h = o, et de là
up= i t/2dt » quantité nécessairement réelle, puisque
nous avons supposé la quantité h positive (n° 16).
Donc tout polynôme du degré a r , tant que p sera plus grand que l’unité , soit que sou dernier terme h soit positif ou négatif,
NOTE X
pourra se décomposer par les formules que nous venons de donner,
en deux polynômes réels du degré a' 1 , et l’on aura ces deux polynômes à la fois, en employant la double valeur de u. Donc, en combinant cette conclusion avec celle qu’on a trouvée plus haut
pour tout polynôme du degré a f », on en conclura généralement qu’on peut toujours résoudre un polynôme quelconque en facteurs réels du premier ou du second degré.
19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de donner sur la décomposition des polynômes, on voit qu’on peut toujours résoudre une équation quelconque en deux autres équations dont les coelficiens seront réels et ne dépendront que de la racine réelle d’une équation de degré impair. Or nous avons vu dans le chapitre l* r , qu’on peut tout de suite avoir les limites de cette racine par la simple substitution des nombres naturels 1 , a , 3 , etc. ; et qu’ayant les premières limites, il est facile de les resserrer à volonté par des substitutions successives.
Ainsi , lorsque l’équation donnée est numérique, on pourra la résoudre en deux autres équations numériques dont les coefficicns seront aussi exacts qu’on voudra ; et résolvant de* même chacune de celles-ci en deux autres, on parviendra enfin à des équations du premier ou du second degré , lesquelles donneront par conséquent immédiatement toutes les racines réelles et les racines imaginaires. De là nait une méthode de résoudre les équations numériques, qui est indépendante de la recherche des limites entre racines, et qui, à cet égard, paraît avoir quelque avantage sur la méthode des dëux premiers chapitres. Mai* d’un autre côté, il faut avouer qu’à l’exception «le quelques cas particuliers où la décomposition de l’équation est facile, cette méthode sera impraticable par la multiplicité et la longueur des opérations qu’elle peut demander. Aussi l’objet principal de cette Note est de prouver à priori la possibilité de la décomposition des polynômes et des équatiops en facteur* réels du premier ou du second degré, objet qui n’avait pas encore été rempli d’une manière direct» et complète.
NOTE XI
Sur les formules d approximation pour les racines des équations.
Non s avons vu, dans la INote V, que la méthode de Newton consiste à substituer successivement dans une même fonction les résultats des substitutions précédentes; ainsi l’on peut réduire en formule le résultat général de ces substitutions.
i. Soit Far = o l’équation proposée, et a la première valeur approchée d’une des racines de cette équation. Suivant la méthode dont il s’agit , on substitue a -f - p à la place de a;, et l’on rejette dans le développement tous les termes où p monte au-dessus de la première dimension.
Par le développement connu des fonctions , l’équation F.r = o devient
Fa -f- pY'a + ~ F"a -f- etc. = o,
et sc réduit d’abord à Fa -f- pV a = o , d’où l’on tire p — —
Ainsi a étant une première approximation , si Ton fait b = — ,
on aura a -{-b pour seconde approximation, et celle-ci donnera de la
meme maniéré , en taisant c = — , la troisième approxima-
tion a-f- b + c, et ainsi de suite; de sorte que la valeur de x sera exprimée par la série a -f- b -f- c -f- d -+- etc.
Or, je remarque que si b est une quantité très petite, la. valeur de F(a -f b) sera très petite de l’ordre de i*; car le développement
de F (a H- b) donne Fa -+■ bF'a -F — F'a -f- etc. ; mais b = — — ;
NOTE X I
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donc F (a -f- b) sss ^ F"a -f- etc. ; ^onc , puisque c = — ,
la valeur de c sera aussi du même ordre b'. De même, la valeur de F (a + b + c) sera de l’ordre de c*, et par conséquent de l’ordre
. de b* ; car F(a~f-b-f-c) = F(a-4- A)+cF'(«^f-/') + — F"(aH- b) -f- etc. ; % » * mais c = — ? ; donc F(a -f- b 4- c) = — F "( a + b) -f- etc. ;
do^, puisque d = — p,|'' ^ ^ > l fl valeur de d sera aussi de
l’ordre de é 4 , et ainsi de suite. D’où il suit que si Fa est une quantité très petite, l’erreur des approximations a b, a -f- é-f-c, a b -f- c -f- d , etc. sera respectivement de l’ordre des puissances a, 4,8, etc. de Fa.
Ce procédé est assez commode pour le calcul arithmétique ; mais si l’on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puissances de Fa, il faudrait développer successivement toutes les fonations , et l’on trouverait la série , :
Fa (Fa)*F'a . (Fa) 5 F'« (Fa) 3 (F'a)‘ .
° Fa + ïl^T 4 elC -
■ a. On pourrait parvenir plus simplement à cette formule , en tirant la valeur de p de l’équation
Fa + pF'a 4- Ç F"a 4- f 4- etc: = o ;
on aurait d’abord
et l’on substituerait successivement les premières valeurs de p dans les termes qui contiennent p ‘ , p*, etc. ; ou bien on supposerait tout de suite
p = AFa 4- B(Fa)* 4- C(Fa) 1 + etc. ,
et égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de Fa ; ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination des
mo NOTE XL * «
coeflicieus indéterminés A, B, C, etc., on aurait AF'a H- i = o ,
• BF'a -f- - F'a = o ,
SI 4 . m
CF'a 4- ABF'a + ^ V'a = o , +
etc. , »
d’où l’on tire
aCFa) 3 ’
(F-ap
“ WÏ)'
et la rerie
* 4- AFc 4- B( Fc)* 4- C(Fc)» + etc. ,
rera'la même que celle qu’on a trouvée ci-dessus ; ce qui prouve la correspondance des deux méthodes.
3. Mais on peut arriver à ce même résultat par une autre méthode plus directe et plus analytique.
La question consiste à tirer de l’équation F(a4-p) = o, la valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une fonction d’une autre quantité a, et supposer que a devienne a-\-p lorsque <t deviendra a. 4- 1. Ainsi , comme « devient en général
a -f- id 4 - - a" 4- ^-3 a '" 4 ” etc. > lorsque a devient a 4- ‘ , ou aura
p — id 4- 4“ a "‘ + etc. ;
comme la quantité a est indéterminée , je puis la supposer telle , que l’on ait alors F (a 4* p) deviendra *+t, et l’équa-
tion F (a 4- p) sa o sera * 4 - 15 : o, laquelle donne sur-le-champ
i sss — et * — - Fa ; de sorte qu’on aura
P =' ~ SP* + ï (F-)* - ~3 (Fay + e«c.,
et il n’y aura plus qu’à trouver les valeurs de a', a", a" 1 , etc.
Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a , considérées comme fonction de a; or on, a pour la détermination de a, on a, l’équation l a = ce ; donc , si l’on prend les fonctions dérivées relativement à a , en regardant a comme la fonction de a, et qu’on désigne , ’ comme on l’a £ut plus haut, pur F 'a, F "a, F '"a, etc. les fonctions dérivées de Fa , par rapport à a , les fonctions dérivées de Fa , F'a, etc., relativement à a, seront a'F'a, a'F"a, etc., et l’équation F a — a donnera d’abord a'F'a = r , d’où l’on tire
et de là, en prenant toujours les fonctions dérivées, et substituant ce;tte valeur de a',
a ~ (F'a)* = (Fa?’
— (F'a)* (FSF *
(Fa)* (Fa)» »
etc.
On peut trouver ainsi successivement les valeurs vie a', à ", a'", etc., par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu’on voudra la série * m
a — a'Fa -f- ^ (Fa)* — ^ (F * 1 ) 5 ■+• etc. ,
qui exprime la valeur de x dans l’équation Fx= o, et l’on aura la même série qu’on a trouvée ci*dessus.
Cette formule revient à celle qu ’ Euler a donnée dans la seconde partie du Calcul différentiel (chapitre IX, art. a 34 )- On voit par un Mémoire de Caurtivron , imprimé dans le volume de l’Académie des Sciences, pour l’année 1744 j qu’EWer l’avait déjà trouvée à
ai»
^OTE XI
cette époque, et l’on peut la compter au nombre des découvertes dont il a enrichi l’Analyse. Par la manière dont nous venons de la présenter, elle est une suite naturelle de la théorifc du développement des fonctions.
4. Nous allons maintenant rapprocher les résultats préccdens de ceux qu’on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la méthode exposée dans la Note VI, pour avoir la valeftr de la racine p de *
. l’équation ^
Fa -4- pY a F "a + F"'o -f- etc. b= o ,
il faudrait développer la fraction
Fa pYa + j F*a + etc.
F a -j- jjT* tt -f- — F'» 4- etc.
suivant les puissances de p ; et si T 'pT et sont deux termes
consécutifs, on aura ÿ pour la valeur de p, d’autant plus exacte que céfe termes seront plus éloignés du commencement de la série.
Dans la méthode ordinaire, les termes d’une série récurrente se forment les uns d’après les autres; mais cette manière, qui est très commode pour le calcul arithmétique, n’est pas propre à donner le terme général en fonction des coafiiciens de l’équation , et il faut , pour cela , employer d’autres moyens.
5. Pour donner à celle recherche tpute la généralité dont elle est susceptible , je vais considérer la fonction fractionnaire
dans laquelle je suppose que fx et <px sont des fonctions de x telles, que
fx = A -f- Ilx -f- Cx* -f- Dx 5 - 4 - etc. , fx = F + Qx -f- Rx* + Sx 5 -f- etc.
Je représente par
(°) + (>)* + (a)** + (3)*» + etc.,
la série résultante du développement de cette fonction , suivant les puissances de x, et je me propose de trouver l’expression du cocf- • licient (/i) de la puissance x*.
Je commence par développer la fonction suivant les puissances de Jx\ j’ai la série
+ elc - »
je considère chacune de ces fractions en particulier , et je cherche les termes multipliés par x* qui peuvent résulter de leur développement.
La fraction — - — donne la série connue
Z + ,7 + ? + .7 + etc ’
laquelle étant multipliée par la série représentée par <px. donnera les termes suivans, affectés de x*.
où il faut remarquer que , comme les puissances de u dans les dénominateurs vont en diminuant, il faudra s’arrêter au terme divisé par u.
, " 6. Or, si l’on considère la fonction çx , qu’on la divise par x" +1 , qu’ensuite on y change X en u, et qu’on ne retienne que les termes divisés par u ou par des puissances de u, il est aisé de voir qu’on aura de cette manière la série qui multiplie x 1 . Donc, la partie multipliée par x", provenant de la fonction ^ , pourra être représentée par x*, en ayant soin de ne retenir que les termes de — ^ qui auront u au dénominateur.
De la même manière, si l’on cherchait la partie multipliée par y*,
NOTE XI
âi4
provenant du développement de la fraction t suivant les
puissances de x, on trouverait x", en ne retenant dans
que les termes qui auraient une puissance de u au dénominateur. La quantité est donc identique avec le coefficient de x* dans le développement de ^ ; donc l’identité
subsistera encore entre les fonctions dérivées relativement à «; d’où il suit que la fonction dérivée de , que nous dénoterons par
( »£* ) , sera égale au coefficient de x* dans le développement
de la fonction dérivée de relativement à u.
Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominateur, et que la
fonction dérivée de — - — est — , — '—r,, on en conclura tout de suite u — x (»— i)
que ■ r " sera la p art * e du développement de — qui
sera multipliée par x*, en ayant toujours soin de ne retenir dans la fonction , et par conséquent aussi dans sa fonction dérivée
(«££)' , <]ue les termes qui auront u au dénominateur.
On trouvera pareillement que la partie multipliée par x* dans le
développement de suivant les puissances de x, sera exprimée
par ^-7^7-—, en ne retenant que les termes divisés par des puissances
de «; donc l’identité subsistera encore à l’égard des fonctions dérivées relativement à u ; par conséquent , la seconde fonction dérivée de
— relativement à u, que nous dénoterons par ( ) , sera
encore égale à la partie affectée de x* dans le développement de la seconde
fonction dérivée de * x f ’ x . Mais la première fonction dérivée «le — —
étant — secont le sera donc, divisant par a, on
NOTE XI
ai5
en conclura que •*" 861-3 l a partie du développement de ^~~ÿ
qui sera multipliée par x", en ayant soin de ne retenir dans la valeur de que le» termes divisés par des puissances de u.
On prouvera par une analyse semblable , qu’en dénotant par (âTu^O tr0 “*® me f° nc ü° n dérivée, relativement à u, de lafonc-
tion , et supposant qu’on ne retienne dans cette fonction que
les termes divisés par des puissances de «, la partie multipliée par x" dans le développement de — > suivant les puissances de x, sera
exprimée par P") et a ' n8 ‘ de suite.
Donc, en rassemblant toutes ces parties, on aura l’expression complète du terme (n) x* du développement de la quantité - _ 9 y yj x ’ suivant les puissances positives de x, et l’on trouvera
en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront des puissances négatives de u.
n, ISous remarquerons ici qu’en prenant encore successivement les fonctions dérivées suivant u , on pourra avoir les expressions des termes
multipliés par x*dans les dévcloppemens de ^ _ 'x+fxÿ ’ jZ’ —x’+fxÿ ' de (u _ TjTftf ' etc - Aiusi cn désignant par («)', (n)", (n) m , etc. les
fonctions dérivées, première, seconde, etc. de la fonction de u désignée par (n), on aura
_(«)'x-, {*>" !’, p, etc.
pour les expressions des termes dont il s’agit. Et pour avoir les valeurs
a, 6 NOTE XI.
de (n)', (n )" , etc. il n’y aura qu’à ajouter un trait, deux traits, etc. aux fonctions > etc - de l’expression de («).
8. Supposons qu’on demande le terme général (n) x° de la série provenant du développement de la fraction rationnelle
avec cette formule
Donc on aura
1 IX cos
numérotée
ir et le dénominateur , et l’on aura par la
' u — x+fx
a co»*’ P
(a cos*)* 7
m. etc.
, (2 COS *y '
Donc
Çu
_ Pu-"' 1
acos»
çu X fu
_ Pu-*-*"
Qu-**
(2 cos»)*
çu X/*u
Pu-** 1
. Qu — h
1 (acos«)*‘
En prenant les fonctions dérivées par rapport à u, on aura donc
/ç u X /u\ ' ( » — i)Pa~* (n— a)Q»—*"
\ u**‘ / (a cos •)• (a cos •)* ’
/ çu.Xf'u V'
V. au* +l
(/» — 3) (n— a) Vif *' a (a cos») 3
■ (» — 4) (n — 3)Qu— +*
etc.
NOTE xr.
et par conséquent
(„) = p + (h ~!V;- 3 ?s u — - etc.)
v ' \2cos* (200s*) a (2 cos*) 3 /
‘ ^Vicos» (acos*)’ ~ a(acos»)' )
où il n’y a plus qu’à substituer au lieu de u sa valeur On aura ainsi
(n) — P Qacoso»)* — (n — 1) (a cos — — (a cos en )’ -4
_ ( 3 cos a y-4 + etc . J
- 1 - Q £(acosûi)*~' — (n — ajfacosa»)" - 1 ’ + — — — — (acosai )* -5 - ("- 6 )(»- 5 )(»- 4 ) (a cos + elc . ^
où il suilira de 11e point admettre de puissances négatives de cos a*.
Cette expression peut se réduire à une forme plus simple , en employant les formules connues des sinus des angles multiples; on aura par ce moyen
fa) = P* in( " +0 * + Qgg^,
comme Euler l’a trouvé dans l’Introduction à l’Analyse ; mais la formule précédente a l’avantage de pouvoir s’appliquer facilement aux fractions dont le dénominateur est une puissance quelconque.
En effet, pour la fraction
__JP±Q*_ .
(1 — Xï cos « + **)* ’
on aura le terme général — (n)'x*; et en prenant la fonction dérivée de l’expression de (n) en u, on aura
_ („)' = p / (»+«) «-*-; _ fc- «) «T-»
NOTE XI
et substituant pour u sa valeur — - — , il viendra 1 acos«
— (n)' =: P £(« *+- 1 ) (a cos «)•■*■ 1 — (n — i ) n ( a cos «)*~*
-+■ — — ^ " ~ ^ — — — (a cos ai)* - 3 — etc. ,
-f-Q|^n(acosûi)* — (n — a) (n — i) (a cos /d)‘~‘
-f- — - — — - (a cos u) 4 — etc. I ,
où il suflira aussi de pousser les séries jflS^u’aux puissances négatives de cos a exclusivement, et ainsi de suite.
9. Reprenons maintenant l’expression générale en u, du coefficient (n) de la puissance x* dans le développement de la fraction ^ ^x+fx ’’ et
supposons que le numérateur <px soit 1 — fx, ou plus généralement, de la forme (1 — fx), c’est-à-dire qu’il soit le produit de la fonc-
tion dérivée du dénominateur prise négativement, par une fonction qu’on suppose entière et rationnelle. Faisant la substitution de 4 “(i — fu) au lieu de $u, on aura
Or
4« 4“ xf“ , /’4»x/«V /4“X/u/'u\'
et par conséquent
Donc faisant ces réductions, et supposant pour abréger
NOTE XI
on aura
(n) = '{■'« + 'ir'u x/a +
Cetle formule servira à trouver l’expression du terme général (n) x* dans le développement de la fraction
suivant les puissances de x, pourvu qu’on ait soin de ne retenir que les termes qui contiennent des puissances négatives de u.
10. Supposons 4 -x = 1 , et par conséquent -\u=z i , ~Ÿu = u * , on aura le terme général ( n) x m du développement de la fraction
Or, ai et, ( 2 , y, etc. sont les racines de l’équation u — x~\-fx=. o, ce terme sera exprimé par
jjîr. -f-ÿSï ■+• etc.)x*,
par ce qu’on a démontré dans la Note VI (n* 6). On aura donc, en mettant n à la place de n -f- 1 ,
.Jr-^ + ^ + etc.
— u~‘ 4- (u—y fu •+■
etc.,
en ne conservant que les puissances négatives de u.
1 1 . Soit proposée , par exemple , l’équation a — bx + cx‘ — o, dont les racines soient et et fi.
On la divisera par b pour la réduire à la forme u — x-\-fx, on aura fx^~, et la valeur de a sera g. Donc changeant x en u dans
NOTE xr.
fx, on aura fu sa et de là
nc 5 u-" +5
(«“■y X = — — p — , etc. Donc - -4- - = ^ U—*" O- üli
- n ( B -5)(,-4)c^ - +a + etc>
n(n— 3)c‘ ai*
où il n’y aura plus qu’à faire u = On aura ainsi
î y*y nc/iy , «(»— 3)o* yty
0* — w — à w ■* ÏÏ 1 W
en continuant cette série tant qu’il y aura de puissances positives de
Si l’on voulait avoir la somme des puissances positives <t*+/3“, il n’y aurait qu’à considérer l’équation a, r* — àx -j- c = o , qui résulte de
l’équation précédente, en changeant x en et dont les racines sont
par conséquent ^et ce qui ne demande que de changer a en c et c en a. On aura donc ainsi
.. + s-=©-?cT'+”- t ^cr
la. En général, a., /3, y, etc. étant les racines de l’équation
u — x -f- fx — o ,
u—x+jx — k{x — <t) (x — &) (x — y)
k étant le coefficient de la plus haute puissance de x; et prenant les
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fondions dérivées de part et d’autre,
donc divisant et changeant les signes ,
u — x — fx « — x fi — x y — *
et multipliant par 4 ar «
•etc..
> H — — — f- etc.
Or 4- r étant supposé une fonction entière de x, on pourra la diviser par a— x , jusqu’à ce qu’on parvienne à un reste sans x; et, pour trouver tout de suite ce reste, il n’y a qu’à considérer que 4 « — 4 •Z' est divisible par * — x , le quotient étant une fonction entière de x et a, que nous désignerons par F (x, a); et si 4^ est une fonction du degré m, il est clair que F(x, a) sera du degré m — i. Donc, puisque 4* “ 4^ = F(x, *) X (* — x), on aura
4x = 4a — F(x, a) X (« — x); donc ^4^ = — F (x, a) 4 —
On trouvera de mémo == — F (x, 0) -}- j~~~ x > et ainsi des autres. Donc, en faisant ces substitutions, on aura
= — F (x, a) — F(x, 0) — F (x, y) — etc.
-f- etc.
En résolvant ces fractions en séries, on aura après les m — 1 premiers termes, dans lesquels se fondent les parties entières — F(x, a), — F(x, 0), etc. une suite régulière dont le terme général sera
+ ÿsn + «te- ) *■;
de sorte qu’on aura, n étant > m,
(") — “4* îï£r *4- 4yr +
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C’est le terme général de la suite récurrente qui résulte de la fraction x , exprime par les racines *, fi, y, etc. de lequation U — x -f- Jx = O.
En comparant cette expression avec l’expression générale de (n) en u trouvée ci-dessus, et mettant pour plus de simplicité n à la place Jen+ l, on aura
= Vu- f- Vu X Ju + (- “ */-)
etc. ,
où Vu = , et où l’on ne doit retenir que les termes qui con-
tiendront des puissances négatives de u.
i3. Supposons maintenant que l’exposant n soit infiniment grand, en sorte que le terme (n)x m ~‘, auquel il répond dans la série récurrente, soit pris à une très grande distance de l’origine, on pourra
alors regarder la fonction Vu = ^ comme ne contenant que des
puissances négatives de u, et même toutes les fonctions Vu X Ju, Vu x f‘u , etc. , comme ne contenant aussi que des puissances négatives de u; du moins cette supposition sera d’autant plus exacte, que le nombre n sera plus grand. Dans cette hypothèse, il n’y aura aucun terme à rejeter dans l’expression de (n), et l’on pourra regarder la série
-ft. + Vu X fr + (Î^£î)' „c.
comme allant à l’infini sans aucune interruption.
i3. Or, j’observe que toute série de cette forme, dans laquelle Vu et Ju sont des fonctions quelconques de u, a cette propriété remarquable , que si on la multiplie par une autre série semblable , dans laquelle, à la place de la fonction Vu, il y ait une autre fonc-
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tion quelconque nu, le produit sera encore une série semblable, mais dàu9 laquelle il y aura taxll# à la place de 4 u. En effet, si l’on multiplie ensemble les deux séries
♦* + -Tu x/a + (ï^&)'+ C'^)"+ nu + n'u x ru + elc .,
on a
•Eu x nu
x n'u 4 . n u x Vu)f u + + y u x n'u x /*u
Or, *u x n'u 4- nu x *'u = (ÿu x nu)',
( "* ; n-« x pu + n'u x >/'«,
(i i|SC!)' = : x + x Jupu.
donc la série devient
x n« + (*u x nu)'/u
4- 4 ("Eu x n"u 4 - aŸ'u x n'u 4 nu x , E"u)/*u + (4u X n u)'fufu 4- etc.,
savoir ,
•Eu x nu 4 - (Eu X nu)'/u 4 ^“xn«)'A y + etc
Et l’on trouvera la même chose en poussant la multiplication plus loin, et en rassemblant les termes qui contiennent les mêmes dimensions de fu.
Donc en général, si l’on dénote par (Eu) la série qui contient la fonction 'Eu , et de même par (nu) la série qui contient (nu) , la fonction fu demeurant la même dans les deux séries, il résulte de ce
2*4 NOTE XI
que nous venons de trouver, que l’on mira
(i'fs) X (n«) = (’Ett X nu) ;
et comme cette propriété a lieu quelles que soient les Ponctions S Vu et fin, si l’on fait "Eu x nu =<î>u, on aura ('f'u) x (nu) = (4>u);
donc (nu)= » mais n« =s ^ , donc = (—') , c’est-à-dire
que le quotient de deux séries semblables, lesquelles contiennent deux fonctions différentes, Qu et •f’u, sera aussi une semblable fonction qui contiendra le quotient de ces memes fonctions.
i5. Donc, si l’on prend deux nombres très grands , n et n-J-r, dont la différence r soit un nombre quelconque positif ou négatif, le quotient de la quantité
ü j. j_ ctc
a,«+r ~ t yn+r }
sera exprimée par la série infinie
etc. .
en faisant Ÿu=^ divisé par —p, c’est-à-dire 'î'u = u.
D’un autre côté, n étant un nombre infiniment grand, il est visible que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leurs premiers
termes ^ et a. étant la plus petite des racines a, /3, y, etc.
Donc le quotient de la première des quantités , divisée par la seconde, se réduira à a'; d’où il résulte ce théorème très remarquable :
Si a. est la plus petite racine de F équation
u + x fx = o,
on aura
et r = u r -+-
W X > + (!=ï^)'+ (!^)"+ etc-,
r o/anr un nombre quelconque positif ou négatif.
Ainsi l’on a par cette formule , non-seulement la racine a . , niais encore une puissance quelconque de la même racine.
16. Si l’on fait maintenant r— n, n étant un nombre fini quelconque, et qu’on compare cette formule avec celle qu’on a donnée
plus haut pour la valeur de ~ -j* -f- ^ -f- etc., on en tirera la
conclusion suivante, très singulière.
Si, dans la formule
+ (.-r/* + (ÈqjÆ)" +
on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives de u, elle donne la valeur de la somme des puissances — n de toutes les racines a., (3, y, etc., et si l’on y conserve tous les termes, elle ne donnera que la même puissance de la plus petite racine a.
17. Ainsi, comme nous avons déjà trouvé plus haut pour les racines a et /3 de l’cquation ex* — ix-f-a=o, la formule
i\* ne /AV* - 1 , n(n — 3)c * /A
a* 4 "** - W TW "f" ai* W
en 11e continuant la série que tant qu’il y a de puissances positives
de - ; si l’on continue cette même série à l’infini sans aucune intera
ruption, on aura alors la valeur du seul terme p, en prenant pour a
la plus petite des deux racines a et /3 ; et même on pourra y faire n positif ou négatif, à volonté.
Les deux racines de l’équation ex* — bx -f- c = o étant <*
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et /3, celles de l’équatiôu ox* — bx c — o, seront ^ et et l’on aura
■ b , v/(i* — 4 a£ ) 1 b __ y'fà* — 4 UC )
a. la ' 2 a ’ fi ~~~ 2a 2a
a étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la série
O-tO
2 i* Va/
eu ne retenant que les puissances positives de - , c’est-à-dire les puissances négatives de a, sera égale à
(aa)" ’
n étant un nombre entier quelconque; et si l’on continue la série à l’infini , elle deviendra égale à
1 /( 6 * — jac)y
n étant un nombre quelconque positif ou négatif.
La première partie de cette proposition est facile à vérifier par le simple développement des puissances n""", puisque le radical l/(é‘ — 4 ac ) disparaît de lui-même; et d’ailleurs elle est déjà connue par le théorème de Moivre.
Pour vérifier l’autre partie , il faut réduire en série le radical lu imènie. Ainsi en faisant, par exemple, n = i, la série devient
b c a ac* 3.4 a'r’
â~~ Z ~ elc ' »
laquelle peut se mettre sous cette forme
b . b 12 c I . i 8ac* 1 . 1 . 3 32a*!: 1
8ac*
— etc.
Or cette série est évidemment égale à — -f
v/(6* — 4<jf)
JU — J
d’où l’on tire
ft u _ c ‘“* — acrfa 5 + ( J* -f. ace) »<■ -f. c t c .
c*m® — ~icdu' -f. etc.
: P «éu* — etc.
Or (i/)' — ru' ‘ j donc ,
(vy x f u = r fuH " ~ —Z"'* 4 + ctc -
X f‘u = r r *'* H ~ 3 ~ -t- 4- ice)w* 1 -+• etc.
(t/)' X /’ü = r cV **~ ^«^ + <*<=■ ^
(«0' X /<« = r f!£l±£ÎS-.
Prenant les fonctions dérivées , et substituant dans la formule
dont d s’agit, on aura, après avoir fait u = y, et changé « en .r ,
. a r . /û'+’c a r +*<f . aT^f , . \
ér* - ^ '"(.*'** ir-n “P p+4+ etc )
■ r /(H-3)a '-*V (H-4)a ^»Xacd . (r+5)a^(a* + ace) . \
' 2 \ b '-*•» gw-s T y** r etc . J
-f ( (r+5) _ (r+6) (r + 5)o^X3crf [ ^ ^
+ rii( sa ^t^r^ +nc . ) .
etc.
Si es r
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a , a'c d'd dt df
, aa’c* 5a W . 3a 5 (t^ + a»)
1? TF
üa'c* ai dcd
etc.
-f- etc.
etc.
J(*'r ai an .
— ÿ- + etc.
\^dc*
etc.,
C’est ia fortnule connue de Newton, pour le retour des suites, qu'on n’avait encore trouvée que par la méthode des indéterminées. L’analyse précédente, en même temps qu’elle donne la loi de cette formule et le moyen de la continuer aussi loin qu’on voudra , fait voir que la valeur de x qu’elle exprime est la plus petite des racines de l'équation proposée.
20. Si l’on veut appliquer la formule précédente à la détermination de la valeur dé jà dans l’équation
Fa + pF'a -f- — F "a F"'a -f- etc. = o,
que nous avons considérée au commencement de cette Note, il n’y
aura plus qu’à substituer Fa, — F'a, ^F"a, — ^jF'"a, etc. , au lieu
de a, A, c, d, etc., et p au lieu de x\ on aura ainsi
Fa (Fa)*F* g , (Fa)^« _ (Fg) 3 (fa)-
H F'g a(Fa) 1 " r a.3(Faj« a(F''a) s r *
ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux méthodes différentes.
Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème donnée plus haut. En effet, puisque a est une des valeurs de x , ce théorème peut se présenter ainsi.
ai. L’équation x=«-|-/x donne en général
*-<+W*A+ (iïïf&y + (S2^Cï)' +
Or, soit Fx une fonction quelconque donnée de xj on peut la
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supposer réduite à la forme Mx' -f- Nx' -f- Px* -f- etc. ; ainsi , pour la valeur de Fx, il n’y aura qu’à ajouter ensemble les valeurs de x', x’, x 1 , etc., multipliées respectivement par RI, N, P, etc.; on aura par ce moyen une formule dans laquelle, à la place de a', il y aura Mu' -f- Na' -f- Pu' -f- etc. , c’est-à-dire Fa, et par conséquent F'u à la place de (u')'.
De là résulte enfiu ce nouveau théorème , remarquable autant par sa généralité que par sa simplicité.
L'équation x — u -f- fx donne
Fx = Fu+F'u x/a-f- j (F'u X f'u)' 4 - (F'u X / 3 u)" -f- etc. ,
où les fonctions désignées par les caractéristiques f et F', peuvent être quelconques.
En effet, ce théorème, présenté de cette manière, est indépendant de la considération des racines, et n’est plus qu’un résultat de la transformation des fonctions, qu’on peut vérifier par l’élimination successive (le x ou de u. J’ai donné, le premier, ce théorème dans les Mémoires de l’Académie de Berlin, pour l’année 1768; j’y étais parvenu par une analyse à peu près semblable à la précédente, mais moins rigoureuse. Plusieurs géomètres se sont occupés, depuis, à le démontrer à posteriori par le développement des fonctions ; mais Laplace en a donné , dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris, pour l’année 1777, une démonstration directe et élégante, tirée du calcul différentiel; c’est cette démonstration que j’ai transportée dans la Théorie des Jonctions (n* 99).
Il est bon de remarquer qu’en faisant u = o, l’équation
x = u +fr devient x = /x, laquelle peut représenter une équation quelconque eu x; et l’on aura la valeur d’une fonction quelconque Fx, en faisant « = o dans la série
Fa + Fa x/a -f- (F'a x f'u)' + ^ (F'a X />«)"+ etc. ,
après le développement des fonctions; ce qui est beaucoup plus simple.
aa. Avant de terminer celte Note , je vais faire voir comment la
NOTE Xî.
7ÎO .
méthode du n* i3, pour résoudre par approximation l’équation
F(a + />) = o, peut être appliquée à la résolution sumultanéc de plusieurs équations à plusieurs inconnues.
Supposons que l’on ait deux équations entre les deux inconnues x et J que nous désignerons en général par F(x, y) = o, elf(x,jr) =o. Supposons en même temps qu’on connaisse déjà deux valeurs approchées a et b, de x et y', ensorte qu’en faisant x = a+p , j = b-j-q, les quantités p et q aient des valeurs fort petites. U s’agira de tirer ces valeurs des deux, équations
Suivant l’esprit de la méthode de Neivlon, on développerait les deux fonctions en séries, les deux équations deviendraient ainsi
F (o, b) + M/> -f- Nç-f-elc. = o, f[a, b) mp ■+■ nq - 4 - etc. == o,
d’où l’on tire pour première approximation
P Mn — Nm ’
M fia, b) — mF (a, b)
9 N n» — Mn
Ainsi a et b étant les premières valeurs approchées de x et y, a-\-p, b -\-q seront des valeurs plus approchées qu’on pourra substituer à la place de a et b dans les fonctions/» et 9 ; et désignant par p„q, ces nouvelles valeurs de p et q, on aura a+p+p, et b+q+q' pour les valeurs de a? et y encore plus approchées, et ainsi de suite.
Ce procédé a été donné par Thomas Simpson, dans ses Essais sur plusieurs Sujets mathématiques , et il est assez commode pour le calcul arithmétique ; mais il serait difficile d’en tirer des expressions de x et y en séries ordonnées suivant les puissances des quantités F (a, b) , et /(a, b), qui expriment les erreurs provenantes des premières suppositions, et surtout d’avoir la loi de ces sériés 5 voici comment on peut y parvenir.
On regardera les quantités a et b comme des fonctions quelconques de deux autres quantités « et /3, etc. , de manière que ces quantités de-
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venant a -(- i et /3 + o, les quantités a et b deviennent a-\-p et b + q ; et on supposera que ces fonctions soient telles que F (a, b) = a. et y (a, b) = j 3; ce qui donnera, en mettant a-f-« et |8 + o au lieu de a et /3,
F(a+p, b + q) = oL-{-i, f{a + p, b -f- q) = /3 -f- o;
de sorte que les équations proposées deviendront alors a-j-i = o et /3-\-o=o; d’où l’on lire i= — a.= — F(a, b) et o= — /3= — f(a, b).
Or, en adoptant la notation des fonctions dérivées, indiquée dans lu Note précédente (n* g), les fonctions a et i des quantités a cl fi, lorsque ces quantités deviennent a + i et /3 + o, se développent dans les séries
fl + (7) * + G 7 ) ° + &) à + fe) 10 *+■ (B 7 + elc b + (1) * + (?) 0 + ®)ï + (À 7 ) io + © 7 + etc '
Donc, substituant — F(n, A) pour t et — fi a > b) pour o, on aura + î©B>7ï)V(ÿ) F (a, i) x/(«, i)
+5.(J:)/K*)‘+ etc >
*;©*<**)■ + (£)*<•» x A*> b ) +^(^)/( a > *) + elc ->
où il n’y aura plus qu’à substituer les valeurs des fonctions partielles (a 7 )’ (f 5 )» (~>)> etc. qu’on tirera des équations
F (a, b)— a, et f(a,b) = l 3,
eu prenant successivement les fonctions dérivées relativement à a e l fi, et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dans les suivantes.
Ainsi on aura d’abord
Mais on a en général, relativement à a et b,
. F' (a, b) = (H»> *2) fl < + b . ,
donc , en regardant a et b comme fonctions de * et /3 , on aura relativement à chacune de ces quantités en particulier,
W - W) X © + W) x © = o, (pr*) = x © + (ppt) x © =
d’où l’on tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées partielles du premier ordre (J), (j), (K), (J), exprimées par les fonctions puw
tielles (^--), qui sont faciles à
déduire des fonctions données F(a, i), f(a, é), en prenant leurs fonctions dérivées, relativement à a et b en particulier.
Ensuite, en prenant de nouveau les fonctions dérivées des valeurs ^ t (jp), etc. relativement à a et /3, on aura les valeurs de
(Jrjj), etc. et ainsi de suite.
Si l’on fait pour abréger
(PP)—. (Pv ± !)-«•
on aura
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M» — Nn*’ \j) ~~ Ma — N/jj’
Un — Nm* M/J — Nn»’
el les premières valeurs de p et q seront
«F (a, b) fi fia, b)
' . Mn — Nm " t " Mn — Nm’
Ces premières valeurs de p et q coïncident avec celles que nous avons trouvées ci-dessus; mais les formules que nous venons de donner pour les expressions générales de p et q ont l’avantage de présenter des séries toutes développées, et faciles à continuer aussi loin que l’on veut.
NOTE XII
Sur la maniéré de transformer toute équation , en sorte que les termes qui contiennent X inconnue, aient le même signe, et que le terme tout connu ait un signe différent.
J’ai observé dans l’Introduction, que les méthodes de Viete et de Ilarriot, pour la résolution des équations numériques, ne peuvent s’appliquer d’une manière certaine qu’aux équations dont tous les termes qui contiennent l’inconnue, ont le même signe, et le terme tout connu a un signe différeut, et j’ai dit qu’on peut toujours ramener à cette forme toute équation, pourvu qu’on ait deux limites d’une de ces racines, lesquelles soieut assez rapprochées pour que toutes les autres racines réelles, ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s’il y en a, tombent hors de ces limites. Comme j’ignore si cette transformation est connue, je crois devoir l’exposer ici, afin que ceux qui désireraient se servir des ancieunes méthodes puissent toujours les employer avec succès.
i. Soieut a, b les deux limites données, ou connues d’une manière quelconque , a la limite en moins , b la limite en plus.
En supposant que x soit l'inconnue de l’équation proposée, on
fera x = et après les substitutions et les réductions, on
aura une équation transformée en y, du même degré que l’équation en x, qui aura la forme demandée , si la limite a est assez près de la valeur de la racine.
Car soient «, j3, y , etc. les racines de l'équation proposée en x, et a. la racine dont a et J sont les limites. Puisque x — a ~^- , on aura y = ; donc les racines de l’équation en y seront * ~ " ,
\_ a y » e t c - Or oïl a par l’hypothèse a. > a < b ; donc ,
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a — a > o, b — a > o; donc la racine sera positive et d’au*
tant plus petite, que la différence entre la limite a et la racine a sera moindre. Ensuite, comme les autres racines fi, y, etc. sont supposées tomber hors des limites a et b , si fi <a, on aura aussi nécessairement fi < b ; donc fi — n <; o , et A — /9 > o; donc la
racine ^ sera nécessairement négative. Si, au contraire, /3 > b , on aura aussi fi > a ; donc /S — a > o, et A — /3<oj Jonc sera encore une quantité négative. Donc la racine ^ ^ sera , dans tous les cas, négative. Il en sera de même de .toute autre racine, comme qui correspond à une racine réelle y de l’équa-
tion en x.
Mais supposons que fi et y soient imaginaires, elles seront nécessairement de la forme p-i-try/— i, p — a\/— i, p et a étant des quantités réelles (Note IX) ; donc faisant fi=sip-\-a^— i , la racine ~~ ^ deviendra ^ ^ ^ j ; multiplions le haut et le bas
par b — — i, on aura — — — ^ ••
Mais on suppose que la partie réelle p tombe aussi hors des limites a et b ; donc si p<a, on aura aussi p<A; par conséquent p — a<o, b — p>o; donc (p — a)(b — p)<o; et si p >A, on aura aussi p > a; donc p— a > o, b — p < o, et par conséquent aussi (p — a)(b — p)<o; donc la quantité (p — u) (A — p) sera, dans tous les cas , négative.
Donc , puisque a‘ et (b — p )* sont essentiellement des quantilés positives, la racine ^ deviendra, dans ce cas, de la forme
— P Q V~ 1 i Pet Q étant des quantités réelles, et P étant essentiellement positive. De même, en faisant y = p — sri/— i,
la racine * deviendra — P — Q t/ — > , et ainsi des autres racines imaginaires.
Donc, en prenant des quantités positives p , q, r, etc., P, Q, R , etc. , les racines réelles de l’équation en x donneront dans la
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transformée en y les racines réelles p, — q, — r, etc., et les racines imaginaires de la même équation donneront dans la transformée les racines — P+Qv^ — i> — P — Qv/ — *> — R+Sv/ — i, — R — S j/ — i , etc. Donc la transformée en y sera formée des facteurs
ï — Pt J + 9, S + r, etc.; jr + P — Qj/—,,
.r-t-P + Q/— t, 7 +R — Sv/— I, y~\r R+Sv/— I, etc.
Or, les deux facteurs imaginaires _y+P — Qv/ — i et .X+P-f-Ql/ — i , donnent le facteur double rcel_y*-f- aPj" -4- P* -p Q*, et ainsi des autres. Donc l’cqualion en y sera
( y—p) (s-H) ( y+ r )- •(r‘+aP/+P*+Q‘) ( •+R , +s*)” =»•
a. Considérons le produit de tous ces facteurs, excepté le premier,^ — p\ comme tous les termes de ces facteurs sont positifs, il est visible que leur produit , ordonné par rapport à y , ne pourra contenir que des termes positifs. Le produit sera donc de la forme
_ y“~‘ -f- Ay— -f- R/* - ’ -f- etc. -f- K ,
où les coefliciens . A , B, C, etc. R seront tous positifs, sans qu’aucun puisse être nul. Multiplions maintenant ce polynôme par le facteur y — p, on aura
y + (A —p)y-‘ + (B -A p)y- + (C-R/OjT - 5
+ etc. — K/) = o,
pour l’équation en y. *
On voit ici que le dernier terme — R/j est essentiellement négatif, et que les termes précédens seront tous positifs , si l’on a A >/>, B> A p, C >B p, etc. Comme en rapprochant la limite a
de la racine a, la valeur de p, qui est y ° , peut devenir aussi
petite qu’on voudra , il est clair qu’ou pourra toujours prendre a
telle que l’on ait P<A, , <g, e * c *> ce *l u * ren <lra tous les termes positifs, excepté le dernier.
NOTE XII
Ou ne doit pas craindre qu’en diminuant ainsi la valeur de p , les valeurs de q, r, etc., P, Q, etc. diminuent en même temps, de manière à devenir nulies avec P. Car en faisant a — a , ce
qui donne p =o, la valeur de q , qui est j-— deviendra — ^ — • et les valeurs de P et Q, qui sont — et
deviendront *~ et , et ainsi desautres.
Donc , on est assuré que la substitution de “y ^ au lieu de x ,
donnera une transformée en y qui aura la condition demandée, pourvu que la limite a eu moins soit assez près de lu racine dont elle est limite; ce qu’on pourra toujours obtenir eu essayant successivement pour a des valeurs grandes.
3 . On a trouvé dans le chap. IV (n* 37), que l’cquation x 3 — 7374-7=0 a trois racines, deux, positives et une négative} et que les deux racines positives sont exprimées par des fractions continues , dont les termes sont 1, 1, a, 4> etc. et 1, a, 1, l\ , etc.; de là on peut former ces fractions convergentes vers les deux racines
ô » 7 » I » 3 » 73 » etc ' »
JL I 5 4 29
O » I » 2 ’ 3 ’ 14 » eu "
On voit d’abord que 1 et a sont deux limites de la première racine ; mois , comme la seconde racine est renfermée entre les nombres 1 et § , elle se trouve aussi nécessairement renfermée entre les mêmes limites ; 011 prendra donc les limites suivantes a et j ,
et l’on fera a = |, b— a , et par conséquent x= ~y =
Mais , puisque les multiples de^ ne changent pas les signes de l’équation city, on pourra faire simplement x=^y-y, en mettant y pour 3 y. On trouvera ainsi la transformée
qui est, comme l’on voit, à l’état demandé.
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De môme, si l’on prend pour l’autre racine le» limites {et J, en faisant a=i et b = { , on aura la substitution x = Œ - ,
g -X-Zy
ou bien, en mettaut simplement^ au lieu de 3y, xz= et l’on trou-
vera la transformée
J* + fy" -h 4 r — 8 = 0,
qui n aiis^i Ifl forme demandéo.
Les limites que nous avons employées ont conduit directement aux transformées que l’on cherchait , mais si l’on avait pris , par exemple, pour la première racine les limites a et {, qui ont également la propriété qu’aucune autre racine s’y trouve comprise, puisque l’autre racine réelle est moindre que {, on aurait eus={,
b = 3 ; ce qui aurait donné la substitution x = ijtiï = AdrJZ
ou bien, en mettant y pour a y, x = et l’on aurait trouvé
la transformée
qui n’a pas encore la forme demandée, parce que la racine positive se trouve trop grande.
Mais, sans recourir à une nouvelle substitution en augmentant la valeur de a, il suffira de diminuer toutes les racines d’une môme quantité », en faisant y = z 4- i, et chercher ensuite par des essais une .valeur de i qui satisfasse aux conditions qu’on demande. On aura ainsi cette transformée
z 1 -f- (3t -f- i)z* 4- (3i* -f- ai — a)z -f- i* + t* — a» — i = o ,
et il s’agira de prendre i positif, et tel que 3i*-f-ai>a et... t' + i* < ji+i. On voit tout de suite que » = i satisfait, et l’on a la transformée
■ z* -f- /fc* 4* 3z — i = o , qui est la même que la transformée en y trouvée d’abord.
4. Nous avons vu dans l’article 111 du chapitre V ( n° 7a ) ,
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que si 4 et j, sont deux fractions convergentes vers une des racines de l’équation en x , la transformée en ( qui doit servir à trouver la fraction suivante , résulte directement de la substitution
de i au lieu de x dans l’équation proposée. Fuisons t = ,
on aura
CH
Cette substitution est, comme l’on voit, analogue à celle que nous
avons employée ci-dessus, en prenant 4 et A pour les deux limites que nous avons nommées a et b. t
Or, comme deux fractions consécutives sont elles-mêmes des limites alternativement plus grandes et plus petites que la racine cherchée , et qui se resserrent' * continuellement , il s’ensuit que les transformées qui répondent aux fractions plus petites que la racine , approcheront de plus en plus d’avoir les conditions nécessaires pour pouvoir être de la forme proposée; et les transformé» in-
termediaires auront la même propriété , en y substituant ^ au lieu d ejr-, car si > A, l’expression de x devient, par cette substi-
tution ,
La différence entre les deux fractions —, et A étant 4-,
lorsque
cette différence sera devenue moindre que la plus petite différence entre les racines de l’cquation proposée, c’est-à-dire moindre que
la limite -j- (Note IV), on sera assuré qu’il ne pourra tomber entre
ces fractions qu’uDe seule racine ; mais , à l’égard des parties réelles des racines imaginaires, il ne sera pas facile de s’assurer à priori qu’elles tombent hors de ces fractions , à moins de former l’équa-
tion dont les racines seraient a,— — , et de chercher ensuite
une limite plus petite que chacune de ces racines, pour la comparer avec la même différence A-,.
NOTE XII
Au reste , quoique les fractions consécutives fournissent des limites qui se resserrent de plus en plus autour de la même racine, il est possible que les transformées n’acquièrent jamais la forme dont il s’agit , par la raison que les deux limites se resserrant à la fois , la racine positive peut aller en augmentaut au lieu de diminuer. Mais, lorsqu’on sera parvenu à des fractions entre lesquelles il n’y aura qu’une seule racine réelle et aucune des parties réelles des racines imaginaires, il suflira de diminuer toutes les racines de la transformée correspondante , d’une même quantité qu’on pourra trouver par quelques essais, comme on l’a vu plus haut.
Lorsqu’une équation est réduite à la forme dont nous parlons , c’est-à-dire que tous ses termes ont le même signe , à l’exceptiou du dernier terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans le second membre, et l’on pourra en extraire la racine^ peu près comme dans les équations à deux termes où il n’y a qu’une seule puissance de l’inconnue ; seulement on aura besoin de plus d’essais et d’épreuves , à raison des différentes puissances de l’inconnue qu’elle contiendra.
Ainsi, par exemple, si l’on a l’équation du troisième degré 7* + Ay* + Br — N = o,
dans laquelle A, B, N sont supposés des nombres positifs, en la mettant sous la forme
f 4. Ay* + By = N,
on voit qu'au lieu d’extraire simplement du nombre N la racine de la puissance j' 5 , il s’agit d’en extraire celle de la somme des puissances y ' 1 -H Ay* + By ; et si a est la partie de cette racine déjà trouvée, et p le reste, on aura
( 3 a* +■ aAa •+- B)/> -4- ( 3 a + A)/>* +P* = N — o s — Au* — Ba ; et par conséquent,
,N-a(«* + Aa + B)
P ^ 3a*-faAa+B »
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formule qui répond à celle-ci p < , sur laquelle est fondé le
procédé de l’extraction de la racine cubique.
Prenons l’équation trouvée plus haut
la formule sera ici
11 est d’abord facile de voir que le premier chiffre de la valeur de a ne peut être que o,a; faisant donc a = o,a , on trouvera...-
p < “ ' ^ > o,o 5 . En prenant p = o,o 4 , la nouvelle valeur de a sera o,a4> et l’on trouvera p < 5**^^' ' ' ' <0,008, etc.
NOTE XIII
Sur la résolution des équations algébriques.
La résolution des équations du second degré se trouve dans Diophante , et peut aussi se déduire de quelques propositions des Data d’ Euclidc ; mais il paraît que les premiers algébristes italiens l’avaient apprise des Arabes. Ils ont résolu ensuite les équations du troisième et du quatrième degré; mais toutes les tentatives qu’on a faites depuis pour pousser plus loin la résolution des équations, n’ont abouti qu’à Faire trouver de nouvelles méthodes pour le troisième et le quatrième degré , sans qu’on ait pu entamer les degrés supérieurs, si ce n’est pour des classes particulières d’équations, telles que les équations réciproques qui peuvent toujours s’abaisser à un degré moindre de la moitié, celles dont les racines sont semblables aux racines des équations du troisième degré, et que Moivrc a données le premier, et quelques autres du même genre.
i. Dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (années 1770 et 1771 ), j’ai examiné et comparé les principales méthodes connues pour la résolution des équations algébriques , et j’ai trouvé que ces méthodes se réduisent toutes , en dernière analyse , à employer une équation secondaire qu’on appelle résolvante , dont la racine est de la forme
x 1 + eue" -f- a,‘x"' -f- *\r" -f- etc. ,
en désignant par x\ x", x 1 ", etc. les racines de l’équation proposée, et par a une des racines de l’unité, du meme degré que celui de l’équation.
Je suis ensuite parti de celte forme générale des racines , et j’ai cherché « priori , le degré de l’équation résolvante et les diviseurs qu’elle peut avoir, et j’ai rendu raison pourquoi cette équation, qui est toujours d’un degré plus haut que l’équation donnée,
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est susceptible (l’abaissement pour les équations du troisième et du quatrième degré, et peut servir à les résoudre.
J’ai cru qu’un précis de celte théorie ne serait pas déplacé dans le présent Traite, non-seulement parce qu’il en résulte une méthode uniforme pour la résolution des équations des quatre premiers degrés, mais encore parce que cette méthode s’applique avec succès aux équations à deux termes, de quelque degré qu’elles soient.
Représentons l’équation proposée pur la formule générale
x“ — Ax “ — 1 -f- B" - * — C" -! -f- etc. = o ,
et désignons ses m racines par x', x", x'", etc. x*" 3 ; on aura , par les propriétés connues des équations,
A = x' -f- x" -+- x'" -f- etc. + x<* 3 ,
B — x'x" x'x"' -f- etc. -f- x"x"' -f- etc. ,
C = xx"x"' 4- etc.
Soit t l’inconnue de l’équation résolvante; nous ferons, d’après ce que nous venons de dire ,
t = x' -f- <tx" 4- ct‘x"' 4- c i*x" -f- etc. 4 - ,
la quantité a étant une des racines m‘“" de l’unité, c’est-à-dire , une des racines de l’équation à deux termes y* — 1 = o.
Pour avoir l’équation en t, il faudra éliminer les m inconnues x', x 1 ', x m , etc. , au moyen des équations précédentes qui sont aussi au nombre de m: mais ce procédé exigerait de longs calculs, et aurait, de plus, l’inconvénient de conduire à une équation finale d’un degré plus haut qu’elle ne devrait être.
3 . On peut parvenir directement et de la manière la plus simple à l’équation dont il s’agit , en employant la méthode dont nous avons fait un fréquent usage jusqu’ici, laquelle consiste à trouver d’abord la forme de toutes les racines de l’équation cherchée, et à composer ensuite cette équation par le moyen de ses racines.
Il est d’alwrd clair que dans l’expression de t, on peut échanger entre elles, à volonté, les racines x', x", etc., puisque rien ne
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les distingue jusqu’ici l’une de l’autre. D’où il suit qu’on aura toutes les differentes valeurs de t , en faisant toutes les permutations possibles entre les racines x', x", x"', etc.; et ces valeurs seront nécessairement les racines de la réduite en t, qu’il s’agit de construire.
Or, l’on sait, par la théorie des combinaisons, que le nombre des permutations qui peuvent avoir lieu entre m choses , est exprimé en général par le produit i.a. 3 ....m; donc l’équation en t aura, en général autant de racines qu’il y a d’unités dans ce nombre, et sera par conséquent d’un degré exprimé par le nombre i.a. 3 ...m; mais nous allons voir que cette équation est susceptible d’abaissement par la forme même de ses racines.
Comme cette forme dépend de la quantité a qu’on suppose cire une racine de l’équation y x — i = o , nous commencerons par quelques remarques sur les propriétés des racines de celte équation ; et pour cela, nous considérerons séparément les cas où l’exposant m est un nombre premier, et celui où cet exposant est un nombre composé.
4 . Supposons d’abord que le nombre m soit premier ; dans ce cas, toutes les puissances de a jusqu’il a" auront des valeurs différentes, à moins que l’on n’ait a = 1 . Car si deux puissances a" et v étaient égales, on aurait a" = a', et de là a"—’ — 1 j or aucune puissance de a moindre que m ne peut être = 1 tant que a n’est pas — 1. En effet, puisque a" — 1 =0, si l’on avait en même temps a* — 1=0, n étant </n, il faudrait que ces deux équations eussent une racine commune; et en cherchant, par les règles ordinaires, le plus grand commun diviseur des deux quantités a” — 1 et a* — 1 , ou trouve nécessairement a — 1 pour ce diviseur, à cause que rn est un nombre premier ; de sorte que la racine commune aux deux équation» a" — 1=0 et a" — 1 = 0 ne peut être que l’unité.
5 . 11 suit de là, i*. que les puissances a, a*, a s , etc. a” représentent toutes les racines de l’équation^” — 1=0, en prenant pour a une quelconque des racines de cette équation , autre que l’unité. Car puisque a”= 1 , on aura aussi a*“= 1 , a 3 “= t , etc. ;
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de sorte que les puissances a, <*’, et’, etc. a“ seront aussi des racines de la même équation ; et comme elles sont au nombre de m, et ont toutes des valeurs différentes , elles donneront nécessairement toutes les racines de l’équation — 1 =0.
6. 11 s’ensuit aussi, 2*. que si, dans la série des puissances a, a*, a 5 , etc. a" -1 , l’on substitue pour a une quelconque de ces puissances, comme œ*, n étant < m; la nouvelle série <*", a**, a 5 *, etc., en rabaissant toutes les puissances au-dessous de ot“ , à cause de «“ = j, contiendra encore les mêmes puissances; niais dans un ordre différent ; car il est visible que tous les exposa ns n, an, 3 /», etc. sont difl'érens, et que leurs restes de la division par m le sont aussi, parce que m est un nombre premier; de sorte que ces restes étant au nombre de m, et tous dilTérens entre eux, ne peuvent être que les nombres 1 , 2 , 3 , etc. m.
7. Considérons maintenant le cas où m est un nombre composé. Dans ce cas , « n est un diviseur de m , toutes les racines de l’équation jr* — 1=0 seront commune à l’équation jT — 1 = 0, parce qu’en supposant le nombre r racine de l’cquation j" — 1=0, on aura r" = 1 , et par conséquent aussi r“ = 1 : de sorte que r sera aussi racine de l’équation y“ — 1=0. En faisant donc a = r , on aura a*= 1 ; et si m — np, il est visible que dans la série des puissances a, a*, a J , etc. a", chacune se trouvera répétée p fois; par conséquent ces puissances ne pourront plus représenter toutes les racines de l’équation jT — 1 = o , parce que cette équation ne peut avoir de racines égales.
8. Soit m—pq, p et q étant deux nombres premiers, et soit /S une des racines de l’équalion y* — 1=0, et y une des racines de l’équation jr* — 1 = o , il est clair que /3 et y seront aussi racines de l’équation j m — 1 = o , parce que (Z? et y 1 étant = 1 , on aura aussi / 3 M = 1 , y M =\ -, mais toutes les racines de l’équation j m — 1=0 ne pourront pas être représentées par les puissances successives de ces racines /3 et y.
On voit aussi que le produit / 3 y sera racine de la même équation jT — 1=0; mais aucune puissance de cette racine, dont l’exposant serait inférieur à m , ne pourra être égale à l’unité ,
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à moins que /3 ou y lie soit =s t; car il faudrait que l’exposant de cette puissance fût un diviseur de m, et par conséquent égal à p ou à q ; on aurait donc (/S y"/ = i , ou (fiy) 11 — i. Dans Je premier cas, on aurait y f = i , à cause de /S<’ = i (liyp.) ; et comme on a déjà y 1 — i =o (hyp.), il en résulterait y — i =o, à cause que p et q sont premiers entre eux ; dans le second cas, on aurait fi — 1 = 0.
9. Ainsi, tant que )3 et y sont différens de l’unité, la racine fiy de l’équation y m — 1=0, a, lorsque m=.pq , la même propriété que la racine « lorsque m est un nombre premier, savoir, que toutes les racines de celte équation peinent être représentées par les puissances successives de f 3 y .
10. Comme les valeurs de /3 sont au nombre de p, et celles de y au nombre de q , les valeurs de / 3 y seront au nombre de pq , c’est-à-dire de m; et il est facile de prouver que ces valeurs seront toutes différentes entre elles, parce qu’elles peuvent, être représentées par fi'y', en faisant successivement /•= 1 , a, 3 ... p et.... s = i, a, 3 ...q, à cause que les nombres p et q sont supposés premiers. D’où il suit que toutes les racines de l’équation y* — 1=0, m étant =pq> peuvent être représentées par les produits / 3 y des racines des équations y* — 1 = 0, y * — 1 = 0, p et q étant des nombres premiers.
Un prouvera de meme que s\m=pqr, en supposant p , q, r des nombres premiers, et que fi, y, tf soient respectivement des racines quelconques des trois équations^ — i = o, y* — 1 — o, y' — 1=0, le produit fiyj ' , en donnant successivement à j 3 , y, £ toutes leurs valeurs , pourra représenter toutes les racines de l’équation y — * = 0; et que celles de ces racines qui seront exprimées par fiyS ' , en excluant l’unité des valeurs de / 3 , y, tf, auront les memes propriétés que les racines de l'équation y m — 1 =0, lorsque m est un nombre premier.
Et ainsi de suite.
1 1. \tiis si l’on avait m=p*, p étant un nombre premier, en prenant /3 pour une quelconque des racines de l’équation y* — 1=0, il ei)t clair que /3 serait aussi racine de l’équation y“ — 1 =0,
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et que [/ fi le serait aussi. On -prendrait donc, dans ce cas, pour y
une quelconque des valeurs de [/fi, et l’on aurait également fiy pour l’expression de toutes les racines y“ — 1 = 0.
De même, si m e= p*, en conservant les valeurs de fi et y , on
ferait, de plus, S— [/fi, et l’ou aurait fiy<f pour l’expression de toutes les racines de y m — 1 =0 , en donnant successivement à fi ,y, J' toutes leurs valeurs. Et ainsi de suite.
12. Donc, en général, si m=//* <fr w . . . , et que fi , y , J , etc.
soient respectivement des racines quelconques des équations
y* — 1 — o , y ' — 1 =0, y " — 1 =0, etc., p, q, r , etc. e'tant des
nombres premiers, si l’on fait, de plus, fi 1 as \/fi, (&"=[/ fi', etc.,
y' = y/y t y" — \/y', etc., /'= [/j', etc., on aura...
fi fi' fi ". . . X yy'y" • . • X tS'S'J". . . pour l’expression générale des racines de l’équation y* — 1=0, en donnant successivement à fi, fi', etc., y, y', etc., <f, J v , etc. toutes les valeurs dont ces quantités sont susceptibles chacune en particulier.
On voit par là que pour avoir les racines de l’équation à deux termes y“ — 1 = o, lorsque m n’est pas un nombre premier, il suffit de résoudre des équations semblables des degrés dont les exposans soient les nombres premiers qui composent le nombre m.
1 3 . Enfin nous remarquerons que comme l’équation y“ — 1=0 manque de tous les termes intermédiaires, si l’on nomme 1, a, fi, y, etc. ses racines, on aura par les formules générales données au commencement de la Note VI,
f- * 3 -f- fi* -{- y 1 -f- ef 3 + etc. sa o
etc. ,
1 4- a— 4. fi—' + y— + <f— -f- etc. = 0 j ensuite, à cause de a m ss 1 , fi" = j , etc., ou aura
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i -J- a" ■+• /3" + y m -f~ S m 4- etc. sa m,
, 4- «-+• 4. 0«+‘ 4- y’+‘ 4- etc. = o ,
, 4- *»+• 4- 4- y m+ * 4- etc. = 0,
et ainsi de suite. *
Ces différentes remarques nous seront fort utiles dans la suite.
Ces préliminaires posés, considérons la fonction
i = a/ 4- <x*x'" 4- a’x 1 ’ 4- <t*x' 4- etc. 4- *— * X e ’ 5 ,
daus laquelle x', x'\ x'", etc. X e * 5 sont les racines de l’équation proposée du degré m, et a, est une racine quelconque de l’équation. . . jT — i = o, de manière que l’on ait <e” = 1 .
On voit d’abord que cette expression est une fonction invariable des quantités «'x', otx'', «*x m , etc. , et qu’ainsi le résultat des permutations des racines x 1 , x", x' n , etc. entre elles, sera le même que celui des puissances de « entre elles.
1 5. 11 suit de là que at sera le résultat des permutations simultanées de x' en x”, x 1 ' en x"’, etc. , x* 1 * 5 en x', à cause de <*“=1. De même aH sera le résultat des permutations simultanées de x' en x'", x" en x ,T , etc. , x < “~ ,J en x', et x w en x", à cause de a“=i, a“ +1 = a, , et ainsi de suite.
Donc, t étant une des racines de l’équation résolvante en t , ttt , <t't, a?t, etc., ct m ~'l seront aussi des racines de la même équation ; par conséquent l’équation en t devra être telle, qu’elle ne change pas en y changeant t en ai, en «V, en a 5 i, etc., en d’où il est
fheile de conclure d’abord que cette équation ne pourra contenir que des puissances de t dont les exposans soient multiples de m.
Si donc on fait f* = fl, on aura une équation en fl qui ne sera que du degré i.a. 3 ...m— i,et dont les racines seront les différentes valeurs de fl résultantes des permutations des m — 1 racines x", x"', etc., x 4 * 5 entre elles.
16. L’expression de fl sera, à cause de a." = 1 , <x“= 1 , etc., de la forme
8 = Ç* 4- 4- «*£" 4- #>f n 4- etc. 4- a--'£o-o,
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dans laquelle les quantités g*, etc. seront des fonctions déter-
minées de x', x " , x'", etc., lesquelles auront en général la propriété d être invariables , par les permutations simultanées de x 1 en x", x" en x" 1 , etc. , x*"> en x', de x 1 en x"', x" en x", etc. , x^~“ en x', x c " 3 en x", et ainsi de suite; ce qui suit de ce que fl est également = r =(«/)-= («V)”, etc.
Lorsque les quantités Ç*, etc. seront connues , on aura tout
de suite les valeurs de toutes les racines x*, x", x'", etc. de la proposée. Car puisque 8 = f*, on aura t = t/ 8 ; et si I’od dénote par i, a "> @ t y > e tc. les racines de l’équation jr" — i =o, et qu’on dénote aussi par fl*, 8’, 8'', etc. les valeurs de 8 qui répondent à la substitution successive de i , cl, / 9 , y, etc. à la place de a. dans l’expression de 9 , on aura, à cause de
t = x' ox" -j- o*x"' -f. etc. -f- a»-‘x t, °, les équations suivantes :
x' -f- x" -f- x"' etc. -f- x<”> = v'ô’,
x' + ax" 4- a*x'"4- etc. 4- œ— x<-> = y/tf,
x' 4- /Sx" -(- / 3 *x"' 4 - etc. -f- / 3 *-*x< w —
x" 4 - >x" -f- >*x"'4- etc. -f- >■— •x’» =
etc.
Ces équations étant ajoutées ensemble, donneront d’abord par les propriétés des racines i , et, / 2 , y , etc. (n° i3),
^ _ ✓P 4- l/ÿ 4- t/7 4 - e tc. + |/ 8 ^ô m *
Ensuite , si on les multiplie respectivement par i , a" - ^3“— 1 etc., et qu’on les ajoute de nouveau ensemble , on aura, par les mêmes propriétés ,
x" = ^ + a "~' ^ + g "~‘ l/ ^-é- y"- 1 l/S*-»- etc.
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On trouverait de la même manière
/„ t/6* + x--‘ t/P 4- ê m ~‘ t/p + >" -■ t/ji* 4- etc.
et ainsi de suite.
17. Nous remarquerons sur ces formules que le terme v/S° étant égal à la somme x' + x" + x'" + etc. des racines, est donné immédiatement par l’équation; de sorte qu’on a \/(t 0 r=A (n° 2) , équation nécessairement identique, et qui pourrait servir, s il en était besoin, à s’assurer de la bonté du calcul.
Il suit de là aussi que comme 9* = g* + g' + £"+ etc- , en faisant a. = t , on aura
g° + g' 4. g" -4- etc- •+- g 6 — 0 = 0* = A-, et par conséquent,
g* = A* — g' — g" - g'" - etc.,
valeur qui , étant substituée dans l’expression général* de 0 , la réduira à cette forme plus simple
9 = A" +’(* — 0 g' 4- (**— 0 ?" + ~ 0 ?'"> elc - »
et l’on aura les valeurs de 9', 9”, 9'", etc., en mettant «, 0 ,y, etc. racines de l’équation jT~' +J m ~' +J— + etc. + . = o , à la place de <t (n° a3).
18. La difficulté se réduit donc à trouver les valeurs des quantités g' g" g'", etc. qui entrent dans l’expression de 9 , lorsqu’elles ne sont pas données immédiatement, Dans cette recherche, il convient de distinguer le cas où l’exposant m est un nombre premier de ceux où m est un nombre composé.
Supposons d’abord que m soit un nombre premier ; nous avons démontré ci-dessus (u° 6), qu’alors en prenant pour a une racine quelconque de l’équation jT — 1 = «, autre que l’unité, si, dans la série des puissances a, a*, « 5 , etc. a — , on substitue 4 la place de *
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une quelconque de ces memes puissances, on retrouvera toujours La même série de puissances , seulement dans un ordre différent. Or il est visible que dans la fonction f, le changement de a en a* rc|x>nd aux permutations simultanées de x" en x”, x"' en x', etc.; que le changement de a. en <x 5 répondra aux permutations simultanées de x ' 1 en x", x 1 " en x’", etc., et ainsi de suite. Donc, les changemens successifs de a en a.*, a?, etc. a" - ', répondront à autant de permutations où x" prendra la place de x"', x”, etc. x ( * J ; ce qui fait m— i permutations dont chacune pourra] ensuite être combinée avec toutes les permutations possibles entre les autres m — a racines x"', x 1 *, etc. x t " 5 .
11 en sera donc de même de la fonction 0 ; et comme dans cette fonction les changemens de a, en a‘, a J , etc. répondent à des permutations de Ç' en Ç", en etc. , correspondantes à celles de x / ' en x"', en x ,T , etc. , dans la fonction t ; il est facile d’en conclure que les quantités {■", etc. seront les m — ï racines d’une équation en Ç du degré m — i , dont les coefiiciens seront des fonctions de x 1 , x", x m , etc., qui ne seront susceptibles que d’autant de valeurs différentes qu’il y aura de permutations entre les m — a racines x'", x”, etc. X e " 1 , c’est-à-dire de I .a. 3 . . .(m — 3) valeurs, et dépendront par conséquent d’équations du degré...
19. On peut même démontrer que tous ces coefiiciens ne dépendront que d'une seule équation de ce même degré; car si l’on représente par
‘ — MÇ"— + Nf— 1 — etc. = o ,
l’équation en g , dont j*", etc. sont les racines ; en faisant dans les fonctions M, N, etc. les i.a. 3 ...(/n — a) permutation» entre les racines x'", x”, etc. , on aura autant de pareilles équations qui , étant multipliées ensemble , donneront une équation finale en £ du degré 1 .2.3. . .m — 1, dans laquelle les coefiiciens seront des fonctions invariables des racines x', x", x”, et par conséquent déterminables par les coefiiciens A , B , C , etc. de l’équation proposée.
L’équation Ç— 1 — M£“— + N£— » — etc. = o sera donc un
NOTE XIII
diviseur de celle-ci; faisant la .division à la manière ordinaire, et égalant à zéro les m — i termes du reste, on aura autant d’équations dont les premières m—n donneront les valeurs de N , P, etc. en fonctions rationnelles de M. Ainsi il suffira de trouver l’équation en M du degré i .3.3. . .m — • a.
Si donc cette équation pouvait se résoudre , et il suffirait d’en connaître une seule racine, on aurait les valeurs des coefficiens de l’équation en Ç, qui est d’un degré moindre d’^ne unité que la proposée, et dont les m — i racines seraient les valeurs des quantités J- 1 ', qui entrent dans l’expression de 8.
ao. Mais au lieu de chercher les raciues Ç", etc., il pourrait être plus simple de chercher directement 6', 8", 8"', etc. 11 est clair que ces quantités seront les racines d’uue équation en 8 du m — 1 degré, qu’on trouvera en éliminant a. de l’expression de 8, au moyen de l’équation «t“ — i — o , après en avoir ôté la racine i, c’est-à-dire de l’équation
r* + •— » -f- etc. + i=o
Cette équation en 9 sera ainsi débarrassée de la racine a , et ses coefficiens exprimés par les quantités J*°, f*”, etc. étant consi-
dérés comme fonctions des racines x', x", x"\ etc. , ne seront susceptibles que de i . a. 3 . . .(w — a) variations par toutes les permutations possibles entre ces racines ; car comme les changemens de place de x’’ répondent aux substitutions de a*, a 5 , etc., au lieu de «, et que la quantité * a disparu de l’equation en 8, il s ensuit que dans l’expression de ses coefficiens , on pourra regarder x comme fixe, ainsi que x? .
Sans employer la voie de l’élimination , on pourra parvenir directement à cette équation en 8, au moyen de ses racines 8, 8”, 8"', etc., dont l’expression est connue; car en représentant cette équation par
g— > — T^~* + L'8* - ’ — • etc. = o , on aura , par les formules connues ,
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T = 8' 4 - 8" + 8"’ + etc. ,
U = 8 ' 0 " 4 - 8'8"' + 8''8'" 4 - etc. , etc.
ai. On pourra faciliter beaucoup la détermination de ces coefliciens , en les déduisant des sommes des puissances successives des racines 8', 8", etc. jusqu’à la nt Um ' puissance. En effet , si l’on élève successivement le polynôme
Ç° 4- 4- *-Ç" 4- a*?" 4- etc. 4 -
aui puissances a 4 ”", 3 *”’, etc. , et qu’on dénote par Ça, Ç 3 , Ç 4 > etc les termes de ces puissances , qui ne seront point affectés de la quantité a, après avoir substitué partout l pour a“, a pour a” + *, et ainsi des autres; que, déplus, on lasse pour l’uniformité
fl- = Ç- 4 - Ç' 4 - Ç" 4 - r 4 - etc. 4 - >;
eu sorte que les quantités fl’, 8', 8", etc. répondent aux racines i , a, /S, etc.; il est facile de voir qu’on aura , par les propriétés de ces racines exposées plus haut , mÇ*, mÇa, mÇ 3 , etc. pour les sommes des puissances i‘”, a**“, 3 *“, etc. des quantités 8°, 6', ô", etc.
Or 8“ = A" (n° 1 7) ; donc , si l’on retranche respectivement des (juantités mÇa , raÇ 3 , etc. les puissances de A", les restes
mÇ- — A”, mÇa — A", mÇ 3 — A’*, etc. sont les sommes des m — 1 racines 8', 8", 8"', etc. de leurs carrés, de leurs cubes, etc.; d’où l’on tirera les sommes de leurs produits deux à deux , trois à trois, etc. par les formules données dans le chapitre I ,r (n° 8), ainsi qu’il suit :
mÇa — A‘"
T(mÇî — A*®) , 3 — A 3 "
aa. Maintenant, si l’on fait dans les expressions des coefliciens T, U, V, etc. en x ' , x", x"\ etc. toutes les permutations pos-
T = mÇ- — A”,
U _ T(mÇ- - A-) _
etc.
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sibles entre ces racines a/, a etc., on ne trouvera pour chacun de ces coefliciens que 1 .2.3. . . (ni — a) permutations provenant uniquement des permutations entre les m — i racines x", x"', etc.
Ainsi on aura pour la détermination de T une équation de ce même degré, qu’on pourra former pr le moyen de ses racines, ensuite on trouvera les valeurs des autres coefliciens U, V, etc. en fonctions rationnelles de T, par la méthode donnée plus haut, relativement aux coellîciens de l’équation £ (n° 19).
Le problème se trouvera donc réduit à la résolution de l’équation en T du degrc 1.2. 3. . .(m — 3), laquelle sera toujours d’un degré plus haut que la proposée , lorsque m sera au-dessus de 3. Il est possible que cette équation puisse être abaissée à un degré moindre, mais c’est de quoi il me parait très difficile , sinon impossible , de juger à priori.
a3. A l’égard des racines « , /3 , y , etc. , comme elles sont avec l’unité les racines de l’équation y" — 1=0, si l’on divise cette équation par y — 1, pour en éliminer la racine t, on aura l’équation du degré m — 1 ,
y— + y*— + y— s + etc. + 1=0,
dont «, /3, y, etc. seront les m — 1 racines.
Cette équation est d’abord , comme l’on voit , d’un degré moindre d’une unité que l’équation proposée ; mais étant d’une forme convertible, elle peut toujours s’abaisser à un degré moindre de la moitié; de plus, par la belle découverte de M. Gauss, on peut la résoudre i l’aide d’autant d’équations qu’il y a de facteurs premiers dans m — 1 , et qui ne montent qu’aux degrés marqués par ces facteurs. On peut même la résoudre directement sans passer par aucune équation intermédiaire , comme ou le verra dans la Note suivante.
24. Nous avons supposé ( n # 18) que l’exposant m du degré de l’équation est un nombre premier ; considérons maintenant le cas où cet exposant est un nombre composé. Dans ce cas, nous avons vu que les racines de l’équation y“ — 1=0 sont de deux espèces ; les unes sont communes à l’équation y*— 1=0, n étant un
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diviseur de m, et leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes les racines de l’équation primitive, parce qu'elles n’ont de valeurs différentes que jusqu’aux puissances n ; après quoi , les mêmes valeurs reviennent toujours dans le même ordre ; les autres n 'appartiennent qu’à l’équation y m — i = o, et jouissent des mêmes propriétés que les racines de cette équation , lorsque m est un nombre premier. Ainsi , il faudrait d’abord borner le ' raisonnement du n° 18 aux seules racines a, qui sont propres à l’équation — i=o, et modifier, en conséquence, les conclusions que nous*cn avons déduites, relativement à l’équation en £. De plus, en n’employant même que ces racines pour a , on ne peut pas dire que la substitution d’une puissance quelconque de a à la place de et dans la série et, a‘, et*, etc. a“ - “, redonne toujours les mêmes termes, parce que si m^=np, la substitution de a* pour et, ne donnera jamais que les puissances et", a.“, etc. et’>, à cause de a v =i. 11 résulte de là que les quantités g, etc. ne pourront plus être
les racines d’une même équation , mais devront dépendre d’équations différentes] qu’il faudrait chercher séparément, ce qui alongerait le calcul.
Mais en employant les racines communes à l’équation y " — i = o, la méthode générale se simplifie, et la résolution du degré m se réduit à celle d’autant d’équations des degrés inférieurs n que l’exposant m a de facteurs premiers; c’est ce que nous allons développer.
2 5 . Supposons donc que le nombre mait un diviseur n, nous avons vu (n® 7) que toutes les raciues de l’équation y" — 1 =0 sont communes à l’équation y “ — 1 = 0; ainsi dans ht fonction
t = x' ctx 1 ' + oL'x ,n 4- etc. -f- ,
nous pourrons prendre pour aune des racines de l’équation y* — 1=0. O11 aura alors a"= 1 , ot® 4_, =a., et‘ +, =a‘, etc., *“=1 ,
•“■*■* = a*, etc., jusqu’à œ"=i ; et l’expression de t se réduira à cette forme plus simple,
t = X' 4- aX" 4- «*x"' 4- etc. 4 - *— X«,
en faisant, pour abréger,
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X' = x' 4- 4 *(•■+.) _j_ clc> _p. x c«-«-o >
X" = x" + + a^** +0 + etc. 4 x (m —* , \
X'"= x' n 4 4 a*""» 4 etc. 4 x 1 —*»,
etc. ,
X w = — |— x^‘ } -j- x (,,} 4 etc. 4 x (m \
Regardant maintenant les quantités X , X", X'", etc. X (,) comme les racines d’une équation du degré n, il est clair qu’on pourra appliquer à la fonction t les mêmes raisonuemens qu’on a faits dans les n°‘ i5 et 1 6, et qu’on parviendra à des conclusions semblables.
Ainsi , en faisant t* = 0 , on aura , à cause de a"= i , une expression de 9 de la forme
8 = ?• + «f + *•£" 4 etc. «— gc— ■: >,
dans laquelle les quantités £*, Ç", etc. seront des fonctions con-
nues de X', X", X"', etc. lesquelles auront la propriété d’être invariables par les échanges simultanées de X' en X", X w en X'®, etc. , XW en X'.
Connaissant ces quantités, on aura immédiatement les valeurs des racines X', X", X™, etc. , par des formules semblables a celles du n° 16.
Ainsi, en prenant i , a, fi, etc. pour les racines de l’équation... y* — i = o; et supposant que fi*, 6', ô", etc. soient les valeurs de fi qui répondent à<t = i , a, fi, y, etc., on aura
, + y/y 4 - t/y -j- etc.
" — ÿ' 8 * + y'ÿ 4- g—* iA* 4 etc.
etc.
— l/S* 4- «*~* V* + fl*~‘ ✓P -h etc.
où l’on remarquera que le terme p'®* est toujours égal à la somme
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des racines , qui est ici
X' + X" + X'" 4- etc. = a/ 4- *" + + etc. = A.
On n’aura encore par là que les racines X', X'', X'", etc.; pour avoir les racines primitives x', x", x™, etc. , il n’y aura qu’à regarder séparément celles qui composent chacune des quantités X', X", X'", etc. comme les racines d’une équation du degré égal au nombre de ces racines, et y appliquer la même méthode.
a6. Lorsque n est un nombre premier, ce qu’on peut toujours supposer en prenant poxir n un des facteurs premiers du nombre m , les quantités £', £", etc. seront, comme dans le u° 18, les. racines d’une équation du degré n — î , dont les coelïïciens dépendront d’une équation du degré ] .a. 3. . .n — 3. Cette dernière équation aura pour coediciens des fonctions rationnelles de ceux de l’équation en X, dont X', X", X' n , etc. sont les racines. Or ceux-ci ne sont pas connus;' il n’y a que ceux de l’équation donnée, dont x 1 , x", x'", etc. sont les racines, qui le soient; il s’agit donc de' voir comment ceux-là pourront dépendre de ceux-ci.
11 est clair qu’en substituant pour X', X", X”, etc. leurs valeurs en x', x", x" 1 , etc. , les coediciens dont il s’agit deviendront des fonctions connues des racines x', x", x'*, etc. ; et pour trouver les éq nations d’où ces fonctions dépendront , la difficulté se réduira à chercher de combien de valeurs différentes ces fonctions seront susceptibles par toutes les permutations possible» entre les racines x', x", x*, etc. xK
a 7. Le nombre total des permutations entre ces m racines, est en général i.a.3...m; mais s’il y a des permutations qui ne produisent aucun changement dans les fonctions dont il s’agit, il faudra diviser par le nombre de ces permutations le nombre total des permutations, parce que chaque permutation 'se combinant avec toutes les autres , ne s’ajoute pas aux autres , mais les multiplie.
Or les racines x*, x<* +0 , etc. , x ( *“* + ' 5 qui entrent dans l’expression de X', et qui sont au nombre de p , à cause de m = np , sont susceptibles de 1.2. 3 ...p permutations; mais comme elles
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entrent dans X' sous une forme invariable, leurs permutations ne produisent aucun changement dans la valeur de X'; par conséquent on aura d’abord le diviseur i.a.3.../;.
L’expression de X" étant dans le meme cas, donnera de nouveau le diviseur i .a. 3. . .p\ de sorte qu’on aura le diviseur (i .a. 3. . . p)\ à raison des deux fonctions X' et X" ; par la même raison , les trois fonctions X', X", X'", donneront le diviseur (i .a. 3. . . p) a et les n fonctions X', X", X'", etc. X (,) donneront par conséquent le diviseur (i . a .3. . .p)“.
Enfin les n quantités X', X", X" 1 , etc. sont susceptibles en ellesmêmes de ■ .3.3. . . n permutations; et comme les coefliciens de l’cqualion en X, sont des fonctions invariables de ces quantités, il en résultera encore le nouveau diviseur i.a.3... n.
D’où l’on peut conclure que les coefliciens de cette équation , regardés comme des fonctions des m racines x', x'', x"', etc., ne seront
susceptibles que de „ .. t . : a ' 3 ' " ' " . valeurs différentes, et
* u i .a.* nX(i.I
ne dépendront par conséquent que d’une équation de ce degré.
Ainsi, les coefficiens de l’équation du degré i.a.3...n — a, qui sont des fonctions rationnelles de ceux de l’cquation en X, dépendront d’une équation de ce degré.
’ Donc, en donnant à ces coefficiens toutes les valeurs qui répondent aux racines de cette dernière équation , et. multipliant ensemble toutes les équations résultantes, on aura enfin une équation du degré ^ X 1.3.3...» — a), savoir ,
,* , a ” — jÿi j ce s 6 ™ l’équation d’où dépendront les coef-
ficiens de l’équation en £ du degré n — i , dont les racines seront les valeurs de Ç'", etc. Ainsi on peut dire que c’est à une
équation de co degré que la résolution de l’équation proposée se réduira en dernière analyse.
a8. Pour achever la résolution de l’équation proposée en x, il faudra encore tirer les valeurs de scs racines x', x", x"', etc. x < " ) de celles des racines X', X”, X m , etc. ( n° a5). Pour cela, on regardera les p racines x', X e "*' 5 , etc. , qui composent la valeur
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de X', comme étant les racines d’une équation du p“ a ‘ degré , et qui sera de cette forme
x r — 4- Xx'~‘ — ftx f ~ z + txr~* — etc. = o,
dans laquelle les coefficiens A , ft , r , etc. seront inconnus; mais comme cette équation est censée renfermer p des m racines de l’cquation proposée
x a — Ajc" - 1 -f- x m ~* — G** - ’ 4- etc. — o,
ou m=z np , elle devra être un diviseur de celle - ci ; par conséquent il n’y aura qu’à faire la division ordinaire, en supposant nuis les termes affectés de x *— £*“*, etc. dans le reste. Ou aura, par ce moyen, p équations en X’, A, ft, etc. dont les p — i premières donneront les valeurs de A , ft , etc. en X', par des équations linéaires. Ainsi X' étant connu, on aura aussi A, ft, etc., et il ne s’agira plus que de résoudre cette équation du degré r p. De même, en substituant la valeur de X" à la place de celle de X', on aura l’équation qui donnera les racines x", Æ t * + * 5 , etc. ,
et ainsi de suite.
a g. On voit par là que cette dernière méthode revient à décomposer l’équation du degré m = n/> en n équations du degré/»; mais si, pour cette décomposition, l’on suivait la méthode ordinaire, il faudrait résoudre une équation du degré *
m{m — i) (ot — a)... . . (jn — p 4* O 1 . 3 . 3 ..*.... ... .p *
comme nous l’avons vu dans la Note X ; au lieu que celle-ci ne demande que la résolution du degré
qui est toujours moindre que le précédent.
Soit m = 4> n — 2 » /> == a , ces degrés seront
et
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Soit m = 6, n=a, p=3, on aura
? — 30 t — -, ^vrr — = IO;
if fl. 3 ’ 2(1. a. 3)* ’
et si l’on fait n = 3 , p = 2 , on aura
et ainsi de suite.
30. Appliquons la théorie précédente aux équations du second , du troisième et du quatrième degré.
Soit d’àbord l’équation du second degré
x* — Ax 4- B = o ,
dont- les racines soient x 1 et x".
On a ici m = a, qu’on peut regarder comme un nombre premier ; prenant pour a une racine de l’équation j - * — 1=0, oh fera
t = x 1 •+■ »uc",
d’où l’on déduit
6 = f = x' % + x"‘ + attx'x",
à cause de a* = 1 ; donc = ix'x", fonction invariable des racines x 1 et x".
En effet , on a B = x’x", et par conséquent £' = aB. Or l’équation jr‘ — 1 =3 o donne y = i , — 1; donc a = — i , et (n° 17) &* = A* — a£-' = A* — 4B. Ainsi les expressions des deux racines seront (n M 16, 17)
comme on le sait depuis long-temps.
Soit maintenant l’équation générale du troisième degré
dont les racines soient - x 1 , x", x'“ .
On n ici 7»= 3 nombre premier; la foucüçm t sera donc,' en prenant pour a une racine de jA — i = ©, .
/ = x' -f- ax” 4- et**'", et la fonction fl s=.t’ sera , à cause de a? sr= i ,
où l’on aura
£• = a:' 5 4- x"> •+• x'* 3 + GxV'x"', f =r 3 (xV' + x"‘x"’ + x'"'x ') , g" = 3 (x"x"' -f- + x m *r'').
Les quantité seront donc les raciues d’une équation du se-
cond degré, dont les coefliciens dépendront d’une équation du degré — a, c’est-à-dire du premier degré, et qui seront par conséquent des fonctions rationnelles de ceux de l’équation proposée. En effet , on voit que par toutes les permutations possibles entre les trois racines x', x", x'", les deux fonctions £" restent les mêmes, ou se changent l’une dans l’antre; de sorte qu’en les supposant racines de l’équation _
_ MÇ 4- N == o,
on aura M = £'-f-£", N fonctions invariables de x', x ", x m ,
et par conséquent déterminables par les coefliciens A , B, C de la proposée.
En effet, on trouve facilement, par les formules de la Note X (n° jf),
M = f + Ç" = 3 AB - 9C,
N = Ç'f == 9 B j g(A s — GAJS)C 4 - 8iC\
Ainsi l’on n’aura -à résoudre que l’équation -du second degré ?* — ( 3 AB — siC) £ 4 -i)B 5 + 9 (A 1 — 6 AB) C 4 - 8iÇ* = o , dont on prendra les deux racines pour’ les valeurs de Ç'-et- Ç". Faisant ensuite (n“ i”)
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fi' = A» 4- (« - i)Ç' + (*■ _ i)Ç«,
et subtituant , dans les formules du n° 16, 3 au lieu de m, et A , . ' *
au lieu de S/8* (n° 17) , on aura
.J, __ a + «*|/F 4- e*l/«* > ou bien A + fl t/6' + W*
.j» _ A -+- * VF + fl t/F ar — 3 ,
à cause de /3 = a', et par conséquent /3‘ = a.
Et les deux quantités a, /3 seront (n* a3) les racines de l’équation J* -h J ' == 0 , laquelle donne
, fi =
3a. Mais on peut avoir des expressions plus simples , par le moyen de l’équation en 9 , qui sera ainsi du second degré.
En représentant cette équation par
fi* _ Tfi 4- U =. o ,
on trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus haut (n° ai).
On aura ainsi
T (3Ç° — A. 3 ) _ 3ga — A*
où Ça est lé premier terme dégagé de a dans le développement de (Ç* 4-a.Ç' 4- a*Ç") 3 ; et l’on trouve , à cause de ** = 1 ,
Ça = (?•)• 4- a?'?'-
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Or on a (n* 17) Ç* = A 5 — — Ç'' = A J — M ; donc puisque
Ç'Ç" = N , on aura • *.
U = — — 3fA ’~ M)‘'+6S — A. 8 .
et substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura
T = aA J — gAB + a 7 C, r . •
U = A 4 — gA 4 B -+■ 37A‘li‘ — 27B = (A* — 3 B)>.
L’équation en fl sera donc • 1
fl- — (à A 1 — gAB + a 7 C)fl •+■ (A* — 3 B) S = 0,
dont les deux racines étant prises pour fl' et fl 1 ', et substituées dans les expressions précédentes de x', x ", x" 1 , etc. , on aura la résolution la plus simple de l’équatiou du troisième degré.
33 . Venons à l’équation du quatrième degré représentée par la formule
x* — Ai’ -f- Bx' Lmf Cr -f- D = o.
Comme on a ici 4 = 3 * 3 > il est plus simple de suivre la méthode du n* a 5 ; en faisant n — 3, on prendra pour a. une racine de l’équation j* — 1=0, en sorte que «* = 1. On fera ainsi
!=îX' + «X”, X' = x' + x", X" B x" + x”.
De là , on aura
fl = g- + «g' et = X'* + X"*, £' = aX'X".
Ainsi l’équation en Ç, dont Jj' est racine, ne sera que du degré n — 1 , • c’esl-à-dire du premier degré , et ses coelüciens ne dé-
pendront que d’une équation du degré ' = 3 ( n* 37 ) ; de
sorte que l’on aura eu une équation du troisième degré , telle que
£' s — M£'* + Wg' — P = o.
NOTE XIII
Les racines de cette équation seront les râleurs de
~ e Ç' = aX'X" = afx' 4- x>") (x" 4- x 1 ’),
qui proviendront des permutations entre les trois racines ; et il est facile de voir en effet que ces valeurs ne seront que les trois suivantes :
3(x' + x"') (x".+ X”), a(x' 4- x" ) (x'" 4- x ") , afx' + x 1 *) (x" 4- x"').
D’aprè^ ces racines, on pourra former les coefticiens M , N, qui se trouveront exprimés par des fonctions invariables de x', x", x"', x", et seront déterminables en A , 13 , C, D.
34 - Pour faciliter cette recherche, nous remarquerons que l’on 0, par l’équation proposée,
d’où il suit que si l’on fait Ç” = aB — au , l’équation en £' se transformera en une équation en u, dont les racines seront
Soit • .
u 5 — Ru* 4- Su — T = o
cette équation en u, on aura
et l’on trouvera de la meme manière, en employant les formules données dans la Note X , les valeurs suivantes :
S = AC — 4D, T = (A* — 4 B)D 4- C
Désignons par u' une quelconque des racines de l’équation en u ,
a> _ Bu* 4- (AC — 4 D)u — (A* — 4 B)D — C* = o ,
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on aura£'=aB — au'; et de là, en faisant a=-»i et n = a, on aura
et enfin
X' = ±±-Vl X" = A ~~
35 . Maintenant, comme X' as x' + a/", on peut regarder a/ et x'" comme les deux racines de l’équation du second degré (n* 28) ,
et pour avoir X, il n’y aura qu’à diviser l’équation proposée du quatrième degré par celle-ci; le premier terme du reste égalé à zéro donnera
, _ X' s — AX'*+BX' — C
ix-^TÂ »
ainsi, en résolvant l’équation du second degré, on aura
x , X' + y/ÇX'* — 4 *) jjn X'-t/(X'‘-4A) .
et comme X" = x" 4 * ■*", on aura les racines x", x”, en changeant dans ces expressions X' en X", ce qui ne demande que de changer le signe du radical \/¥.
Cette solution revient à celle de Descartes, dans laquelle on résout l’équation du quatrième degré en deux du deuxième, moyennant une du troisième.
36 . On peut simplifier ces formules en substituant d’abord... 1 — — à la place de u, ce qui donnera cette équation en 6,
8* — ( 3 A* — 8B)6* 4- ( 3 A+ — i6A‘B 4 - i6B* 4 - 16AC— 64D) 0 — (A 5 — 4 AB 4- 8C)* = 0 ,
dont 0' sera une quelconque des racines à volonté; mais en employant les trois racines , on peut avoir tout d’un coup les quatre racines x 1 , x", x'", x”.
Car en faisant * = — 1 , on a
NOTE XIII
et par corn
sequent ,
Cette expression de 0 n’est en effet susceptible que de ces trois valeurs différentes
(x'+x"'— x"— x”)-, (x'-hr"— x'"— x”)*, x'+x”— x"— x'")*,
qui seront par conséquent les trois racines de l’équation en 0.
Nommons 0', 0", 0"' les trois racines de cette équation ; ou aura donc ces trois équations
x' 4- x"' — x" — x” = y/6 7 , x' x" — x"'— x” = \/¥, x> 4. x" — x" — x" sa
qui , étant (ointes à l’équation
laquelle répand is=i, serviront à déterminer chacune des quatre racines a?, x", x r ", x”, et l’on trouvera
a - i/r+ v/s' — VJ"
37 . Cette solution, la plus simple de toutes, est due à Euler, mais elle présente une espèce d’ambiguité, à cause des radicaux carrés qui peuvent être pris chacun en plus et en moins. En effet , on voit qu’en changeant le signe d’un quelconque de ces radicaux , ou les signes des trois radicaux à la fois, on a un autre système de
ROTE XIII
racines, représenté par les formules
Au contraire, eu ne changeant à la fois que les signes des deux radicaux , on a toujours le même système de racines. Ainsi, pour savoir lequel des deux systèmes il faut employer, il n’y a qu’à déterminer le signe que doit avoir le produit X \/$' X n/S™.
Or l’équation en 0 donne
donc , extrayant la racine carrée
v/5 7 x s/W x VF = =fc (A 1 — 4 AB +. 8C),
et remettant pour v/5 7 » VF, V^"' leurs valeurs en x', x", etc.,
(x 1 ■+• x?" — x" — x”) (x' -f- x" — x m — x”) (x' +X 1 ’— x" — x**) = =fc(A 3 — 4AB4-8C).
Pour déterminer le signe ambigu , il n’y a qu’à considérer un cas particulier , par exemple , celui où les trois racines x", x'", x‘ T sont nulles. Dans ce cas, on aura A=x', B=o, C=o, D=o, et l’équation précédente deviendra x"= ± A*, par où l’on voit qu’il faut prendre le signe supérieur pour la rendre identique. Ainsi on aura nécessairement
V/fi 7 x N/S" X VF = A’ — 4AB -f- 8C.
D’où l’on doit conclure que lorsque la quantité
NOTE XIII
aura une valeur positive, il faudra employer le premier système des racines j et que lorsque cette quantité aura une valeur négative, il faudra employer le second système, en donnant toujours aux radicaux y/F, \/¥, v/fl"' une valeur positive (*).
38. Passé le quatrième degré, la méthode, quoiqu’applicable en général , ne conduit pim qu’à des équations résolvantes de degrés supérieurs à celui de la proposée.
Pour le cinquième degré, soit la formule générale
x* — Ax 4 - 4 - Bar 1 — Gr* -f- Dx — E = r o ,
dont les racines soient x', x", x"', x”, x’.
On aura ici m — 5 nombre premier, et l’on fera
t = x' -f- eue" -f- «*x'" -f- a 5 x" -f- a<x’,
où et est une des racines de l’équation y* — i es o , autre que l’unité.
On fera ensuite 0 = r®, et l’on parviendra à une équation en 0 du degré i ,3.3.4, mais qui sera décomposakle en 3.3 équations chacune du quatrième degré ; de manière qu’en représentant chacune de ces équations par la formule
• 0« _ Ifli L0* — X0 + Y = o,
les coelïicicns T, U, etc. ne seront susceptibles chacun que de six valeurs différentes, par toutes les permutations possibles entre les cinq racines x', x”, x"', x 1 ’, x’, dont ces coefliciens sont fonctions; et ces six valeurs ne dépendront par conséquent que d’une équation du sixième degré ; de sorte qu’en dernière analyse , la résolution de l’équation du cinquième degré serait réduite h celle d’une équation du sixième. Il est donc inutile d’entreprendre ce calcul dont on peut, au reste, voir le commencement dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (année 1771 , p. i3o et suiv ).
3g. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des fonctions résol-
(•) Voye s *page 3io , la correction laissée par M. Lagrange pour «et article.
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vantes de la forme a:' -f- eue" +«*.*"' + etc. ; mais les principes que nous avons employés pour trouver directement l’équation dont ces fonctions seraient les racines, peuvent s’appliquer à toute autre fonction des racines x 1 , x", x"\ etc. de l’équation proposée. Il ne s’agit que de chercher toutes les différentes formes dont la fonction proposée est susceptible par Routes les permutations des racines x x", x”', etc. entre elles , et former une équation qui .ait toutes ces différentes formes pour racines. Les coefficiens de * cette équation étant des fonctions invariables de ces racines, seront aussi des fonctions invariables des racines de la proposée; et pourront par conséquent se déterminer par des fonctions rationnelles des cotfliciens de celles-ci, qu’on trouvera toujours par les formules données dans la Note X.
On pourrait croire que chaque fonction différente des racines d’une même équation , dépendrait aüssi d’une équation différente ; cela a lieu en effet pour toutes les fonctions qui ne sont pas semblables ; mais pour celles que j’appelle semblables , et dont la propriété consiste en ce que, par les mêmes permutations, elle! varient ensemble, ou demeurent les mêmes, on peut les faire dépendre toutes d’une même équation , parce qu’on peut toujours Jes exprimer par des fonctions rationnelles d’une quelconque d’entre elles.
J’ai donné, dans les Mémoires de Berlin de l’année 1771 (p. ao 3 et suiv.) , une méthode générale pour la détermination des fonctions semblables des racines d’une équation quelconque donnée ; je ne la rapporterai point ici , pour ne pas trop alonger cette Note.
4 o. Mais je ne saurais la terminer, sans dire un mot du beau travail que feu F" andermonde a donné dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris (année 1771), sur la résolution générale des équations. Son ouvrage et le mien ont été composés et lus à peu près en. même temps, l’un à l’Académie drs Sciences de Paris, et l’autre à celle de Berlin. V andermonde , en partant d’un principe général, est arrivé à des résultats semblables à ceux auxquels m’avait conduit l’examen des différentes méthodes connues jusqu’alors. Comme ce rapprochement est intéressant pour l’Analyse, on sera bien aise de les trouver ici.
sera de la forme
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■— (a-\- b + c-l-etc.) -f- db-\-r"c -f- etc.)“
-f- (/(a ■+*r'*S-f-r"*e-{-etc.)* , -f- ^(d+r^A+j^tf+etc.^-f-etc.,
r 1 , r 1 ', d", etc. étant avec l’unité les racines de l’équation r"— i =o.
Si l’on compare cette expression à celle de la racine ad du/1 0 16, on verra facilement leur accord , en considérant que 8 est en général = (x' -f- eux" -f- a*x"' -f- etc.)“ (ri* »5), et que 0', 0", etc. sont les valeurs de 0 qui répondent aux racines et, fi, y, etc. de l’équation^*— i=o, lesquelles sont désignées par r \ d', d", etc. dans l’Analyse de Vandermonde , et que lorsque m est un nombre premier, toutes les racines sont représentées également par i , et, et*,
**» etc. , par i , /3 , /3*, /3 J , etc. (n* 5).
Pour déterminer les valeurs de (a -f- db -f- d'e -f- etc.)” en fonctions des coefficicns de l’équation donnée, en quoi consiste toute la difficulté du problème, l’auteur emploie un algorithme ingénieux , fondé sur une notation particulière ; il ne cherche pas à priori , comme nous l’avons fait, le degré de l’équation d’où cette détermination doit dépendre ; mais il donne pour les équations du troisième et du quatrième degré, leur résolution complète; et pour celles du cinquième et du sixième degré, des formules générales qu’il appelle types, et qui font voir que la résolution de l’équation du cinquième degré dépend en dernière analyse d’une équation du sixième , et que la résolution de celle-ci dépend de celle d’une équation du quinzième ou du dixième degré , comme nous l’avons trouvé.
4a. Vi andermonde a aussi remarqué les simplifications dont la for- , mule générale des racines est susceptible dans les degrés dont l’exposant est un nombre composé ; par exemple , il trouve que , pour les équations du quatrième degré , les racines a, b, c, d peuvent être représentées par la fonction
“f” c — b — rf)*-f-y/(o -f- d — b — c)*J,
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en prenant les radicaux carrés en plus et en moins , et il en déduit la
résolution donnée plus haut (n° 36).
Comme la méthode de Vandermonde découle d’un principe fondé sur la nature des équations , et qu’à cet égard elle est plus directe que celle que nous avons exposée dans cette Note, on peut regarder les résultats communs de ces méthodes sur la résolution générale des équations qui passent le quatrième degré, comme des conséquences necessaires de la théorie générale des équations.
NOTE XIV
Ou l'on donne la résolution générale des équations à deux termes.
i. Quoique les équations à deux termes, telles que x * — A = o , ou
plus simplement, a/' — i = o (puisque cette forme-là peut se réduire e ...
à celle-ci, en y mettant x\ A pour x ), soient toujours résolubles par les tables des sinus, d’une manière aussi approchée qu’on puisse le désirer, en employant la formule connue
x — cos - 36o® -f- sin - 36o* X V — » , e e
et faisant successivement v— i, a, 3, etc., p, leur résolution algébrique n’en est pas moins intéressante pour l’analyse; et les géomètres s’en sont beaucoup occupés. Ils ont d’abord réduit la difficulté à résoudre les équations dont le degré a pour exposant un nombre premier, comme nous l’avons vu au commencement de k Note précédente. Ils
ont trouvé de plus que comme l’équation af 1 — » — o a nécessairement i pour l’une de ses racines, en la divisant par x — i , on a pour les autres l’équation du degré f* — i ,
x 1 ^ -f- etc. -f- i = o ,
laquelle étant du genre des équations qu’on appelle réciproques , parce qu’elles demeurent les mêmes, en y changeant x en - , est décompo-
sable en £ ~ * équations du second degré, telles que xé~jrx+ i = o,
dans lesquelles y dépend d’une équation du degré de la
forme
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+ — — r — etc. = o,
où »== ^ ■ * , comme nous l’avons vu dans la Note X (n° i 4 ).
De cette manière on avait pu résoudre l’ équation x’ — 1 = o , parce qu’elle se réduit à une équation du troisième degré ; mais on était arrêté à l’équation x" — i = o , qui ne se réduit par ce moyen qu’à une du cinquième.
a. On en était là lorsque M. Gauss donna, en 1801 , dans son excellent Ouvrage intitulé Disquisitiones arilhmclicce (*), une méthode aussi originale qu’ingénieuse pour réduire la solution de l’équation
Je** — i =o, lorsque (ï est un nombre premier, à la résolution d’autant d’équations particulières que le nombre y, — t contient de facteurs premiers, et dont les degrés soient exprimés par ces mêmes facteurs. Ainsi l’équation x**— -i=o ne demande que la résolution de. deux équations d*> second, et d’une du troisième, parce que i 3 — i=a.a. 3 . L’équation x” — î = o ne demande que la résolution de quatre équations du second degré, et ainsi de suite.
Mais en appliquant les principes de la théorie de M. Gauss à la méthode exposée dans la Note précédente, j’ai reconnu qu’on pouvait obtenir directement la résolution complète de toute équation à deux termes dont le degré est exprimé par un nombre premier , sans passer par aucune équation intermédiaire , ni avoir à craindre l’inconvénient qui naît de l’ambiguité des racines. C’est ce que je vais développer dans cette Note.
3 . Soit l’équation à résoudre a/ 1 — i — o, //. étant un nombre premier ; si l’on en sépare la racine = i , elle s’abaisse à celle - ci du degré f*— i ,
' * + y - 1 + y _3 -f- etc. + i = o.
sSoit r une racine quelconque de celle équation, on pourri représenter
(*) Cet ouvrage vient d’étre traduit en français, sous le titre de Rechercha* arithmétique* , chez Bachelier .
ses p — • i racines par les termes de la série géométrique
r, >*t t, r», etc., , ..
comme nous'l’avons démontré dans la Note prccédcnle fn° 5 J.
M. Gauss a eu l’idée ingénieuse ot heureuse de substituer à la progression arithmétique des exposans de r, "une progression géométrique , en vertu du fameux théorème de Fermât , sur les nombres premiers.
Par ce théorème démontré d’abord par Euler , ctensyile par tous ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres , on sait que si U est un nombre premier, et a un nombre moindre que p, le nombre
a* ' — i sera nécessairement divisible par p, de sorte que le riÿte de la division de et~' par p , sera l’unité. * ■
Euler a démontré de plus que si en divisant tous les termes de la
progression a, a*, a 1 , etc., et 1 par p , il se trouve d’autres puissances de a qui donnent aussi l’unité pour reste , les ex posa ns de ces puissances seront nécessairement des diviseurs de p — i. De sorte que pour savoir si parmi les puissances de a moindres que et 1 , il y en a aussi “qui , étant divisés par p , donnent le reste 1 i , il suffira d’essayer celles dont l’exposant sera un diviseur de
ft — i.
4- On nomme racines primitives les nombres a dont aucune puissance moindre que et 1 ue donne le reste î par la division par p: et ces racines ont la propriété que tous les ternies de ht progression
a, a*, o J , etc. , et ~ 1 étant divisés par p , donnent des restç^ difièrens , et donnent par conséquent tous les nombres moindres que p pour restes, puisque ces restes sont au nombre de p — i. Car si deux puissances a*, ef donnaient le même reste , n et p étant < p , et p < n, leur différence a* — a' = ef [a *~ T — i ) serait nécessairement divisible par p , mais a n’étant pas divisible , et p étant premier,. il faudrait que a —' — i le fût; donc il y aurait mie puissaneé
<t~ f moindre que et ~ ' qui donnerait l’unité pour reste, par conséquent a ne serait pas racine primitive, contre l’hypothèse.
ÎÏOTE XIV.
Un n’a pas, jusqu’à préserft, de méthode directe pour trouver les racines primitives pour chaque nombre premier; mais on peut toujours les trouver facilement par le tâtonnement. Euler en a donné dans les Omnmcutaire» de Pétersbourg ( 'l’orne WJ 11 ) une table pour tous les nombres premiers jusqu’à 37 , que nous |*lacerons ici.
ft-
XI
ao,
8, jo,
ii>
ai ,
ao ,
où l’on remarque que le nombre de ces racines primitives, pour un nombre premier /x donné , est toujours égal à eelui des nombres moindres que /x, et premiers à /x — 1. On peut voir, sur ce sujet , la section troisième des Disquisiliones arithmeticœ.
Au reste, pour notre objet, il suffira de connaître une seule des racines primitives pour un nombre premier donné , et il sera toujours plus avantageux , pour le calcul , d’en connaître la plus petite. • «
5. Soit donc a une ratine primitive pour le nombre premier fx , de manière que les /x — 1 termes de la progression géométrique a , •
a*, a*, etc. a** 1 , étant divisés par fjt , donnent pour restes tous les
nombres moindres que fi , dont l’unité sttra Je dernier j il est facile de voir que les ft — 1 racines r, r*, r’j.etc. r 1 ** - ' (n“ 3) pourront aussi, en faisant abstraction de l’ordre, être représentées |»r la série
Car connue on a par l’équation a/ 1 — i sss o, dont r est supposé racine, r 3 = i , il est visible qu’à la place de chaque puissance de r, comme r' , lorsque À , on pourra toujours prendre la puissance
r , où v sera le reste de la division de A par fx. Ainsi, dans la série précédente , on pourra toujours réduire les esposans de t à leurs restes après la division par ft, , restes que nous avons vu comprendra tous les nombres i , 2,3, etc., jusqu'à (x — i , mais dans uh ordre diflérent de l’ordré naturel, ce qui est ici indifférent pour les racines' c, /•*, i 3 , etc. ' . - ,
L’avantage de cette nouvelle forme des racines consiste en ce que si dans la série des racines
»• r > r“, r a ', r 3 ’, r a \ etc. r" on met r* à la place de r, elle devient
r a , r r a , r“‘, r®* , etc. r;
et si l’on y met r 3 à la place de r , elle devient
r > r > r >*r > r , etc. r, r ,
et ainsi de suite.
En effet, il est visible que par la substitution der“ à la place de r, r a devient (r“) a — r° , r° devient (r°) a * = etc., et le dernier tenue
devient (r a ) a> “ —r 1 ^ —r, h cause que le reste de a 3-1 après la
'division par fx est l’unité
De même, par la substitution de r® au lieu de r, r° devient (r°*)“ == r® , r a . devient (r® )“ = r®*, etc. l’avant dernier terme i* r " S deviendra (r 3 = r^~ as r, le dernier deviendra...,
cause que le reste de la division de et par fx est a, puisque et ■=. a <r“ — ‘, et que le reste de la division de et ~ 1 .est i.
6. Cela posé, si pour résoudre 1’équation du degré u — i (n* 3)
NOTE XIV
x? 1 -f- X? a *f- x? ^ -f- elc. -f- 1 = o , dont le* racines sont (n* 5 )
. • r, r a , r°*, etc;
/** étant = 1 , en vertu de l'équation X“ — i=o, on emploie la méthode de la Note précédente, et qu’eu prenant ces racines {tour x', x", x>", etc., op fasse (n* 14, Note précédente),
t sas r-f- ar a ■+- x 3 r a -f- a} -f- etc. ,
où a est une des racines de l’équation y* 1 — 1=0; qu’eusuite on développe la puissance /x— 1*” de t , en faisant attention de rabaisser les puissances de et et de r au-dessous de a!' 1 êt de 4 *,
par les conditions =1 et 4 * = 1 , de manppe qu’on ait cette fonction ordonnée suivant les puissances de a,
0 = = Ç* - 4 - «f -+- <*•£" + *»£"' 4- etc. 4- *>,
les quantités Ç°, Ç", etc. seront des fonctions rationnelles et en-
tières de r, telles qu’elles ne changeront pas par la substitution de
r a , r a , r*', elc. à la place de r, puisque nous avons vu (n* 16, Rote précédente) que ces quantités regardées comme des fonctions de x', x ", x' n , etc. sont invariables par les permutations simultanée* de x ' en x", x" en x'", etc., ainsi que par les permutations simultanées de x! en x"', x" en x ,T , auxquelles répondent les changemen*
de r en r a , en etc. (n° 5 ).
~. Maintenant il est clair que toute fonction rationnelle et entière de r, dans Irfquelle = 1 , peut toujours se réduire à la forme
A 4 - Bf + Cr* + Dr 1 4 " etc. 4 " N 4 * ',
les coeflicicns A, B, C, etc. étant des quantités donuces indépendantes de r. On peut même prouver que toute fonction rationnelle de r est réductible à cette forme; car si 41 c a un dénominateur, on pourra toujours le faire disparaître, en multipliant le hqut et le bas
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de la fraction par an polynôme convenable en r, comme nous Taxons vu dans la Note IV (n* 3).
Or puisque , dans notre cas, les puissances r, r*, r 1 , etc. t* 1 peuvent être représentées, quoique dans un autre ordre, par les
puissances r, r a t r° , r etc. r a>> , on pourra egalement réduire toute fonction rationnelle de r à la forme
A + Br ■+■ CV •+■ Dr"* + E^’ + etc. + Nr^,
en prenant pour A, B. C, etc. des cocfficicns quelconques indépendans de r.
Donc si cette fonction est telle qu’elle doive demeurer la même, en y mettant r a à la place de r, il faudra que la nouvelle forme
' A + Br* -H>“* + D/-"" + etc. + Nr
(la puissance r af * devenant r af ‘ se change en r, puisque r* = i
et 1 divisé par f* donne le reste i) coïncide avec la précédente, ce qui donne ces conditions
B ss C, C ss D, D =3 E, etc. N = B,
et réduit la forme de la fonction à celle-ci
A -f- B(r -b r a -+■ r a ' + f* 4. etc. -f../'*'’"’*).
8. Donc si Ton dénote par s la somme des racines r, r*, r 3 , etc. r 1 " on aura également
î = r+ r + r -f- /■ ■+■ etc. -f- r ,
et les quantités £*, etc. de la fonction Ô, seront toutes de la
forme A 4- Bs.
Les coefficiens À et B se détermineront par le développement
actuel de la fonction 6 = ', et la quantité s est connue par la
nature de l’équation i résoudre,
f- -f- etc. -f- 1 ss o (n
laquelle donne sur-le-champ scs — 1. Ainsi on a le cas oit les
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valeurs de» quantités £*, Ç', £*', etc. sont connues immédiatement , sans dépendre d’aucune équation ; de sorte qu’en désignant par ■ , a, /S, y , etc. les fi— i racines de l’équation y*~ l — - i = o , et par 6*, 0', 8”, 8'", etc. les valeurs de 8 qui répondent aux substitutions de ces racines à la place de a , on aura sur - le - champ , par les formules de la Note précédente (n* 16), en substituant r pour x et p. — i i>our U»,
_ y/ 8° - 4 - 1/8* + y/S 7 + etc- +
Telle est l’expression d’une des racines de l’équation x? — ■ i = o ;
on aura toutes les autres par les puissances r*, r 3 , etc. r *~ * ; mais on peut aussi les avoir directement par les mêmes formules, en prenant r a pour jc", r° pour x" 1 , etc.
On aura de cette manière
» _ y/6° 4- w»~» y/r + y-» y/ y etc.
v y/ÿ + *r - 3 y/â’ -y- ge~ 3 y/F -+■ etc.
etc.
g. On pourra aussi, si l’on veut, se dispenser de calculer ees quantités %° et 0*; car, par ce que nous avons vu dans l’article 17
de la Note précédente, le terme yfl* (en faisant ici m = /i — 1 ^ est toujours égal à la somme des racines que nous dénotons en général par « , et l’exprêssion de 0 peut se mettre sous la forme
8 ==S— ’ -f- (<x- 1) ? + («• -.)?' + («*-«) r + etc.,
qui ne renferme pas ; et il n’y a plus qu’à substituer », /S, y, etc. , au lieu de à, pour avoir les valeurs de 0', 0”, 0**, etc.
De cette manière, la résolution de l’équation X* — 1=0, ne dépendra que de la résolution de l’équation — 1=0, dont 1,
a, (i , y , etc. sont les racines. Or, celle-ci est d’un degré moindre que la proposée; mais de plus, comme/* — 1 est nécessairement un nombre composé, on aura les racines *, /S, y, etc. par celles
d’autant d’équations y* — i = o qu’il y aura de facteurs premiers 7T dans le nombre /* — r , comme on l’a vu dans la Note précédente (u* la).
to. Soit, par exemple, l’éqoation x 5 — i = o dont on demande les racines. Celte équation étant résoluble par les méthodes connues, on pourra comparer cette solution avec celle qui résulte de la méthode précédente.
En ôtant par la division la racine i , on a l’équation du quatrième degré
jr<-|-jc J -t-a:* + x-i-i=o,
dont les racines seront r, /■*, r 3 , r*.
Puisqu’on a ici /t=5, on trouve parla table donnée ci-dessus (n* 4) que la plus petite racine primitive est 2; de. sorte qu’on a u— 3, et que les racines dont il s’agit peuvent être représentées
par les puissances r, r a , r a , r a , lesquelles se rabaissent, à cause de r 5 = 1 , à celles-ci r, r*, r*, r 1 , en prenant au lieu de l’exposant 2* = 8, le reste de la division par 5. «
On fera donc
en prenant pour a. uue racine de l’équation y* — 1=0, de manière que l’on ait et 4 == 1.
Maintenant, pour trouver la fonction 6, il n’y a qu’à élever à la quatrième puissance le polynôme t , et le développer suivant les puissances de a, en rabaissant celles-ci au-dessous de a 4 , et celles de r au-dessous de r 5 , par les conditions et 4 = 1 et r 5 s= 1 . On trouve , par un calcul qui n’a aucune difficulté ,
où les quantités £*, jj*', etc. ont les valeurs suivantes , dans lesquelles
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je mets s pour la somme de» racines r, r*, r*, r s
Ç* = 1a -f- i 3 s, = 16 -f- lar,
Ç" = a4 -f- ioj, £"’ = 16*.
Ainsi , comme s = — 1 par lu nature de l’équation en x , on aura
et la fonction 0 deviendra
Or l’équation jr* — 1 =0 se décomposant en ces deux-ci^* — 1 =0 et^ + 1=0, donne tout de suite les quatre racines t, — 1, V—ï, — V^T, qu’il faudra substituer successivement pour a . , pour avoir les valeurs de 9 °, W, fl 1 ', 8"'.
On aura aipsi
8 ' = a 5 , D" = — i 5 ao V-—ï , 8 '"=— i 5 — ao\ — 7 .
Donc substituant ces valeurs dans l’expression de r du n* 8 , et mettant s = — 1 au lieu de V$° (n* 9)1 on aura sur-le-champ
/•= i [— 1 + 1/5 + /(— iS-fao/— i)H-t/(— i 5 — 20 1/— 1)].
11. Mais on peut avoir une expression plus simple de la même racine r, en faisant usage de la méthode du n* a.ï de la Note précédente, laquelle est toujours applicable aux équations du genre que nous traitons, parce que l’exposant ft — 1 est nécessairement un nombre composé.
Supposant donc en général ft , — 1 =rw, et prenant pour a une racine de l’équation y' — 1=0, la fonction l du n* 6 deviendra de la forme
t = X' + aX" -f »*X'" + etc. + a’-'X (,) , dans laquelle
etc. r a
On formera ensuite la fonction 6 = 1*, laquelle, à cause de et* = sera de la forme
? # ■+■ *?' + 4 - * *%" 4- etc. 4- a'" 1 g'” 1 ,
et aura la propriété que les quantités ?*, f, f, etc. seront des (onctions de X , X", X ", etc. , telles qu’elles demeureront invariables, en échangeant à la foi» X' en X", X" en X'", X'" en X” etc. XW en X'.
Or on voit par les expressions précédentes de X', X", etc. , qu’en y substituant r* à la place de r, X' devient X", X" devient X"', etc. , et devient X', car X« se change en
r 4 *’ -f- r'* 1 ’ -f. r°** -f etc. -f- r“”;
mais m = /. i — 1 , et r° = r, comme on l’a vu ci-dessus
Donc les quantités Ç', g", etc. devront être des fonctions de r telles qu’elles demeurent invariables par le changement de r en /-• par conséquent , par le n° 7 , elles ne pourront être que de la forme A + B.v, A, B étant des coeflicien» qui seront donnés par la formation de ces mêmes quantités, et s dénotant la somme des racines
r + r ° + ,a ’ + ^ + etc. + r a ^\ laquelle est = par 1 équation proposée ; de sorte que les quantités g*, g', £" ( etc. seront toutes données, comme dans le cas précédent (n" 10), et l’on aura sur-le-champ, par les formules du n* a5 de la Noté précédente, «n y mettant s k la place de n, et * somme des racines
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à la place du terme \fô,
« •+• t /t + •+■ etc.
X" = « 4- «’-yy + p-'yT 4 - etc.
X"' — « 4- a’~yy -f g- Ve* 4- etc.
etc.
Dans ces expressions », /S, j-, etc. sont, avec l’unité, les racines
de l’équation y — i =o et S', S", 6"', etc. sont les valeurs de fl qui répondent à la substitution de », jS, y, etc. au lieu de ».
Oh n’aura pas besoin de calculer la valeur de £*, en employant l’expression de 8 du n* 9 ? laquelle devient ici
9 = *’ + (« - i)Ç' + («•-■»)£" + («’- ,)f' + etc.
la. Le cas de t sa f> ~ 1 mérite une attention particulière, parce qu’il donne la division de la circonférence en yt parties.
Soit donc » = * * , et par conséquent * — 2 , on aura...
X' = r -1- r" * . Or, puisque a — ( est divisible par /» , et que
« est supposé une racine primitive , a 1 — i ne sera pas divisible
par ju; mais — i = (a * — i)(a * ■+• i). Donc, p étant un r— <
nombre premier, a * + i sera divisible par n, par conséquent
— i sera le reste de la division de a 1 par donc r" 1 sera égale à -i.
Ainsi l’on aura
X' = r+I, X" = S+±, X*= !*■+•£, etc.
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Or on a, par les formules connues du théorème de Cotes ,
r — cos — — -+- sin — V — i (n
et , en général ,
r* = cos — 36o* -f- sin — 36o* \J — i .
Donc
X' = acos ^2- , X" ssa acos- 36o*, X* = acos — 36o‘, etc. f ’ p p
Ainsi les valeurs de X', X", X ,n , etc. sont toutes réelles dans ce cas, et donnent immédiatement les cosinus des divisions de la circonférence en fi parties.
i3. Ayant trouvé , par les formules générales du n’ n, les racines X', X", X'", etc. , il faudra poursuivre le calcul de la même manière pour arriver à la racines. On regardera donc les 7t racines qui composent la fonction X', comme les racines d’une équation du
degré 7 r , et on les substituera pour x', x'\ x"', etc. x^ dans l’expression générale de la fonction t ; on aura ainsi
t,= r+ ar a ’ + «V* + «V* + etc. + a»-'/* - *
où il faudra prendre pour * une racine de l’équation y * — i =o. De là un aura , à cause de a" = i ,
9, = «: = ç: -f. + «•?; + etc. + ,r-.ç( r .)
(J’écris ici t,, 6 , , pour distinguer ces quantités de celles que nous avons désignées plus haut par t, 6 , £ ). Comme les quantités ÇT , Çj , Ç', etc. sont en général des fonctions de x', x", x"\ etc. , qui ne varient pas par les permutations de s! en x ", ai’ en x”’, etc.,
x ^ en x' (n* 16 , Note précédente), elles seront ici des fonctions
de r qui ne varieront pas , en y changeant r en r° , puisque par ce
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changement, les racines r, r a , . • . a’ a 3 ' .
tivement r , r , r , etc. r.
etc. r a * deviennent respec-
Or il n’est pas difficile de prouver , pur un procédé semblable à celui du n" 8 , que toute fonction rationnelle de r, qui aura lu
propriété d’être invariable par le changement de r eu r a , sera nécessairement de la forme
A -(- BX' ■+■ CX" 4 - DX'" -f- etc. + I1X
eu conservant les expressions de X', X", - X’", etc. du n* il.
Car d’abord toute fonction rationnelle de r peut se réduire à la forme ( n * 7).
A + Br - 4 - Cr a 4 - Dr"' -f E/“’ -f- etc. 4- «r^'j et pour que cette fonction demeure la même , en y changeant r en r a ’ ', il faut que les coefficiens des ternies qui renlérineut r n \ r“”, r a , etc. soient les mêmes que celui de r; que les coefli-
fl »+ | a
ciens îles termes qui renferment r ,_r , r
etc. soient
les mêmes que celui de r a ; que ceux des termes r a , r a ,
r a , etc. soient les mêmes i|ue celui de r a , 'et ainsi de suite ; ce qui réduit la fonction à la forme que nous venons de lui assigner.
En effet on voit que chacune des quantités X', X", X'", etc.
demeure la même, en y substituant r a à la place de r; car le der-
nier terme r
de X' devient r“ = r" = r, le dern
de X" devient r“ = /•“, et ainsi des autres.
i4- Donc chacune des quantités {**, Ç', etc. deviendra, après le développement , de la forme
A H- BX' 4- CX" 4- DX"’ 4 - etc., et aura par conséquent uue valeur connue. Ainsi la fonction ô
sera connue, et l’on aura les valeurs de O 7 , 6", fl"', etc., en y substituant, au lieu de a, les w — i racines a, jS , y, etc., qui, avec
l’unité, résolvent l’équation y * — i = o. On aura ensuite pour r une formule semblable à celle du n° 8, en y mettant tt à la place
ir
de fi . — i, et X'. somme des racines, au lieu du terme v/8*. Ou aura ainsi
ir flr ▼
— x ' ~+~ v'? + i/t* + y v 4- etc.
1 5. Ou aurait aussi, si on le désirait, les expressions des autres racines r a \ r a r“ h , etc., qui composent la fonction X' ( n* n),
en multipliant dans l’expression de r les radicaux y/® 7 , V^'', etc. ,
d’abord par a* 1 , ji 7r ~ ', etc., et ensuite par a* a , *, etc. r a'" 3 , etc.
On pourrait même, sans faire un nouveau calcul, avoir égale-
ment les racines r , , etc., qui composent la fonction X",
par la seule considération que X' devient X", X" devient X'", etc., en y changeant r en r"; de sorte qu’il suffira de changer dans l’expression générale de 6, X' eu X", X'' en X 1 ", etc. , en X'.
Par la même raison, comme X' devient X'", X” devient X 1 ', etc. r
par la substitution de r a à la place de r, on pourra déduire des expressions des racines qui composent la fonction X', celles des racines qui composent la fonction X'", en changeant simplement dans l’expression générale de fl , X' en X'", X" en X**, etc., X ( ’ en X', en X", et ainsi de suite.
>6. Si le nombre 7r n’est pas premier, on pourra, en le décomposant en ses facteurs, décomposer encore l’opération précédente en d’autres plus simples.
Ainsi si vr = »'w', on ]>ourra ne prendre pour a qu’une racine
de l’équation j — i = o, en sorte que *’ = î , et la fonction l„ (n* n) deviendra
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— X' + “X* -(- a'X’ 4* etc. 4-
eu supposant
x; =/•“’' + r aV +'* +r a
+ etc. -f- r
(*»—'> . . . „<»—'+■)> + etc. 4~ r ,
r 4- r 4~ etc. 4 * r
etc. ,
etc.
On fera ensuite fl, = t\ , et l’expression de 6, étant développée sous la forme
s. = ?: 4- « s : 4- «* s ; 4- etc. 4 - «Z— 1 '\
à cause de a — I, les quantités Ç” , Ç' , , etc. seront des fonc-
tions de X', X', X*> qui ne changeront pas par le changement simultané de X' en X| , de X' en X*, de X" en X", etc., en X ' ( Note précédente, a 5 ). Or on voit, par les expressions précédentes de Xj, X*, etc., que ces changemens ont lieu en changeant
simplement r en r a . Donc les quantités Ç' , etc., regardées
comme des fonctions de r devront être invariables par le changement de r en r a ; par conséquent elles seront nécessairement de la forme
A 4- BX' 4- CX" 4 - DX'" 4 - etc.,
par ce qu’on a démontré ci-dessus ( n° i 3 ).
Donc, puisque les valeurs de X', X”, X'", etc. sont déjà conuues par l’opération précédente , celles de , etc. seront connues
anssi. Ainsi la fonction 6 , sera connue aussi , et de là on aura les valeurs des »' racines X', X', X*, etc. par des formules semblables à celles du n* 1 1 , en y changeant » en»', X en X, , fl en 8 ,, et
prenant pour <x, y, etc. les racines de l’équation^’ — i = o, excepté l’unité.
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On remarquera aussi que s étant la somme des racines
X', -j- X,, -f- X’ -f- etc. sera ici égale à X'.
17. La valeur connue de X[ ne donne que la somme des tt j racines r, r a , r° , etc. r a ; il faudra, pour avoir la valeur de r, regarder encore ces it' racines comme données par une équation du degré w' , et faire de nouveau
t,—r-j-ar +a‘r a + etc. 4- a. 'r 0 ,
en prenant pour <1 une racine de l’équation y — 1=0; on fera ensuite
r. + «ç; + *•?; + etc. + *'-■ &'~ i
et l’on suivra le même procédé que nous avons exposé dans le n* i 3 et suit. Que si le nombre 7r‘ est composé de manière que l’on ait V = y"yr 11 , on pourra , pour éviter le développement d’une
puissance trop haute , prendre pour a une racine de l’équation
y — 1=0, ce qui donnera à f. la forme .
L = x; + *x: 4 - «-x: 4- etc. -f cc-'—Xp,
et l’on poursuivra le calcul comme ci-dessus, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on arrive à un dernier facteur indécomposable.
L’avantage de ces décompositions consiste dans l’abaissement des puissances auxquelles il faut élever les polynômes t pour avoir les fonctions ô, ce qui diminue la longueur du calcul; et ensuite dans l’abaissement des radicaux qui entrent dans l’expression delà racine r, ce qui simplifie cette expression.
Telle est la marche générale et uniforme du calcul; nous allons l’appliquer à quelques exemples pour la faire mieux concevoir , et nous reprendrons d’abord celui de l’équation x* — 1=0, que nous avons résolu ci-dessus (n* 10).
18. On a ici ft— 1=4= a. a; ainsi on fera r = a, -a - = 3 ( n* 11). On prendra pour a une des racines de l’équation y * — 1 = o: de sorte qu’à cause de a* = 1 , l’expression de la fonc-
tion i du n* 10 , détient
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< = X' + *X", où X'=r-f-' 4 , X" = r* -J- r\
De là on trouve, en faisant le carré de t, à cause de a* = i ,
fl = /• = £•-+-<*£', far + X" 1 , g' = aX'X".
Substituant les valeurs de X', X" en r, et développant les carrés et les produits, en rabaissant les puissances de r au-dessous de r 1 , à cause de r 5 = i , on trouve
Donc, comme r + r* -J- r 3 -f- r* somme des racines est = — i par l’équation, on a g’ = 3 et g' — — 2 . Ainsi l’expression générale de 9 deviendra 8=3 — a».
De là, à cause que les valeurs de <* sont i et — i, en faisant et = — i , on aura 8=5; et comme
s = x! -f- jr" -f- x'" -f-'*” = — i , les formules du n* 1 1 ci-dessus donneront
vi — 1 + p5
On aura ainsi par la valeur de X' celle de r -f- r 2 , somme de deux des quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine r en particulier, on fera de nouveau un calcul semblable, en considérant les deux racines r et r 4 comme racines d’une équation du second degré.
On fera donc f, =: r -f- ar 4 , a. étant, comme ci-dessus, racine de j* — i =o; et de là, on aura
g\ + *g [ , où £ = r* + r*, et g[ = ar
Ici, l’ou voit tout de suite que les valeurs de et g\ sont donnée» au moyen des valeurs déjà connues de X' et X". En eflét , à cause de »•*==!, et par conséquent r* s= r*, on a g\ = r* -f- r’ = X 1 ' et
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£' = a. Donc on aura 8, =X W + aa; de là, en faisant a=— 19 on aura fl' sss X" — a, et la formule du n* 1 4 donnera, ?r étant = 2,
r _ X' + y/ÇX'-a)
Enfin , substituant ici les valeurs X' et X" trouvées ci-dessus , on aura
et par les remarques du n° 10, on aura aussi
et clianj’eant X' en X", X" en X',
d’où l’on aura , par les substitutions des valeurs de X' et X",
. — 1 4- y/ 5 — y/ (—ia—2 y/ 5 )
— 1 — t/ 5 -f y/(— io-fat/ 5 ) •
Comme 5 est un nombre premier, ces valeur» de r, r*, r*, r* seront les quatre racines qui , avec l’unité , résolvent l’équation x 5 — 1=0 (n* 3 ).
19. Les «pressions de ces racines coïncident avec celles qu’on trouve eu résolvant l’équation a * — 1=0 par les méthodes connues. Car on a d’abord, en divisant par x—i ,
équation qui, étant mise sous la forme x* -f- ^ 4 - x —4— — 2-f-r 1=0,
devient m‘ 4 " «■— > =0, par la substitution de x + ~ = 4 On a
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ainsi l’équation x‘ — xu -f- 1 = 0, laquelle donne
ensuite l’équation en u donne u = — — ; de sorte qu’eu substituant celte valeur, on a
— 1 ±[/ 5 ± v/(— toqrit/S)
où les signes supérieurs et inférieurs de \/5 doivent se répondre, mais sont indépendaus de ceux de l’autre radical ; de sorte qu’on a les quatre racines par l’ambiguitc des signes des deux radicaux.
20. Passons à l’équation x' — 1 =0, laquelle étant dégagée de la racine 1 , devient
dont les racines seront r, r*, r*, r*, r 5 , r*.
La plus petite racine primitive pour le nombre 7 est 3 , d’après la table du n* 4 j ainsi l’on aura la progression 3 *, 3 ‘, 3 *, 3 5 , 3 *, 3 *, savoir, 1, 3 , 9, 27, 81, 243, dont les ternies, étant divisés par 7, donneront les restes 1, 3 , 2, 6, 4 > 5 , qu’on prendra pour exposans de r. On aura ainsi, pour les racines de l’équation proposée, les termes r, r 1 , r*, r*, r*, r 5 , qu’on prendra pour x 1 , x xT, etc.
21. Nous remarquerons ici que pour avoir les exposans de r qui doivent former toutes les racines, il n’est pas nécessaire d’élever la racine primitive aux puissances successives, et de diviser ensuite ces puissances par le nombre premier auquel la racine primitive se rapporte : il suffit de multiplier chaque reste par la racine primitive, et de ne retenir que le reste de la division par le nombre premier donné. Ainsi en commençant par 1, on a, dans le cas présent, les deux premiers termes 1, 3 ; multipliant 3 par la racine primitive 3 , et divisant par 7, on a le reste 2 troisième terme ; 2 multiplié par 3 donne 6 quatrième terme ; 6 multiplié
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par 3 et divisé par 7 donne 4 ; enfin 4 multiplié par 3 et divisé par 7 donne 5 . Si l’on voulait continuer en multipliant 5 par 3 et divisant par 7 , on retrouverait l’unité et successivement les autres termes déjà trouvés.
aa. Maintenant on fera
l = r + ar 3 + a*c* + aV -f- aV -f- a 5 /-*,
en prenant pour f a une racine de l’équation jr' — 1=0; ensuite on formera (a fonction 0 = £® j mais comme l’exposant 6 = a. 3, on pourra simplifier le calcul et les résultats, par la méthode du n’ 11, en ne prenant d’abord pour a qu’une racine de l’équation y % 1=0; ce qui , à cause de «’ = 1 , réduira l’expression de t a celle-ci t X f -f- aX”, dans laquelle
on aura ensuite
6 = I* = Ç* •+•«£', où Ç* = X'* 4- X"*, £' = aX'X", et l’on trouvera après le développement, à cause de /•»=?,
= 3(r 4 . r» + r* + r* + r = a (3 + r H-r 3 + r*-fr*-{-r<-f-r 5 ).
Or r-f-r 3 -j-r‘-j-r‘-{-r 4 -{-r s , somme des racines, est = — 1 j donc ?* = — 3 , §'=4, et la valeur de fl se réduira à 6 = — 34 ~ 4 *. De là , en faisant a = — i, on aura 6'= — 7, et l’on trouvera sur-le-champ les deux racines
a 3 . Considérons maintenant les trois termes de l’expression de X' comme les racines d’une équation du troisième degré : prenant « pour racine de l’équation y 3 — 1 = 0, on fera
ensuite , en faisant
ou trouvera , à cause de *’=i et f = i,
savoir ,
«le sorte qu’on aura
donc eu nommant * et 0 les deux racines imaginaires de y*— 1 savoir, «lejr* + J-+- 1 =°> lesquelles sont
et faisant
0' « 6 + X" + 3aX' + 3a*X",
0*= 6 + X" + 3j3X' -f 3/MT',
on aura (n* *4) » e “ faisant 7r = 3,
34 . Venons à l’équation X " — i = o, laquelle étant divisée par x 1 , s’abaisse au dixième degré et devient
On voit par la table du n* 4 > que ' a plus petite racine primitive pour le nombre 1 1 est a ; ainsi la suite de» rwtes qu’on trouvera facilement par le procède du n* 31 , sera ici 1, 3 , 4i d, 5» *°> 9» 7* 3» 6> d « sorte que 1a série des racines sera
dont la somme sera par conséquent =— i, et l’on aura pour t celte expression générale
t = r + ctr 4 - et'r* 4- a’r* + *V + <»V -f- «V + «V+iV + s>i i ,
laquelle, en prenant pour a une racine de l’équation jr'* — 1=0, donnera, à cause dej a'* = t ,
8±r=?' + <*£' 4 - 4 - *T' 4 - etc. + a*|'%
d’où l’on tirera la valeur de r par la formule générale du n* 8, en y faisant fl = 1 1.
!V?ais pour se dispenser d’élever le polynôme t à la dixiéme puissance, on pourra décomposer l'opération en deux autres correspondantes aux deux facteurs a et 5 du nombre it — i = io, parla méthode du n* n.
Prenons d’abord pour a une racine de l’équation jr m — i = o, de sorte que l’on ait a* = t . Par là l’expression de t sc réduira à celte forme plus simple ,
en faisant , pour abréger ,
X' as r -|- r* -f- r 5 -f- r® -f- r J ,
et la valeur de 6 sera
fi =. <* =3 X'* 4- X"* + aetX'X".
En développant les carrés des fonctions X' et X", et rabaissant toutes les puissances de r au-dessous de r ”, à cause de r"= i, on trouve
X'* = aX' 4 - 3X”, X"* = aX" 4- 3 X',
et par conséquent X'* 4- X"* = 5 (X' 4- X") = — 5 , à cause que X' 4- X" est la somme de toutes les racines.
NOTE XIV
ag6
On trouve de même, par la multiplication,
On aura ainsi 8 = — 5 + 6« , et faisant a = — i , on aura
6' = — ii.
Donc , on aura par les formules du n” i ■ , en y faisant r = a ,
a5. Ayant ainsi les valeurs de X' et X", pour avoir celle de r, il faudra considérer les cinq termes qui composent la quantité X' comme les racines d’une équation du cinquième degré, et pu^que 5 est un nombre premier, ou ne pourra employer que l’expression générale de t,
t = r -f- «r* -f. tfr 5 + a’r* + a*r 3 ,
en prenant pour a une racine de l’équation — 1 = o. Ensuite il faudra fuire
8 = < s = £* + <*g' -f- + ct’g'" +
et il ne s’agira que de trouver les valeurs en r des coefBciens £*, etc. , par l’élévation de l’expression de t à la cinquième puissance , en ayant soin de rabaisser les puissances de a au-dessous de a}, et celle de r au-dessous de r", à cause de a s = i et r"=i. Par un calcul qui n’a de difficulté qu’un peu de longueur , et sur l’exactitude duquel on peut compter, j’ai trouvé, en retenant les expressions de X' et X 1 ' en r du n* précédent ,
£* = tao + 3iX' + 7 oX",
= ioo + 6oX' + 45X", g" = 5o + 85X' -f- 3oX",
£'"= 6oX' ■+■ G5X",
£■» = 5oX' + 75X".
Comme les valeurs de X', X'' sont déjà connues, par l’opération précédente , l’expression de la fonction de 8 ne présente plus rien d’indéterminé , et elle donnera sur-le-champ la valeur de la pre-
NOTE XIV
mitre racine r, par la formule générale du n* i/j, en y faisant t =5, et prenant pour et, /3 , y-, cf les quatre racines qui, avec l’unité, résolvent lcqualion y 1 — i = o , et pour ô', 0", 0"', 8” les valeurs de 0 qui répondent aux substitutions de a, j9, y, <f à la place de a dans l’expression trouvée pour 0.
a6. Si dans les valeurs de £*, etc. , on substitue celles de X' et X", données dans le n* a 4, on a
Si ensuite, au lieu des racines j9, y, «f, on substitue les puissances et*, a 3 , a 4 de la racine a , qui le» représentent, à cause que 5 est un nombre premier , et qu’on rabaisse les puissances de a au-dessous de a ( , on aura
6’"= f -f. * 3 g' -f- aï" + a 4 £'" -f.
et l’expression de la racine r sera
_ i(-i + v'- 3 0+^'9'+V/6 , + 1/S 5 +V/5 tî
où il n’y aura plus qu’à mettre pour a, a*, a 3 , a* les valeurs de r, r*, r 3 , r 4 , .que nous avons données plus haut (n* 18).
37. On trouverait par les mêmes principes les valeurs des puissances de r qui forment les autres racines de l’équation x“ — 1=0, excepté l’unité.
Et d’abord on aura les valeurs des racines r 4 , r*, r*, r 3 , qui entrent dans la fonction X', en multipliant , dans l’expression de r,
NOTE XIV
les radicaux v'S', Vv', Vo , VÔ‘ , ) respectivement par a 4 , /3 4 , y 4 , J 1 *, pour la racine r 4 ; par /S*, y’, «P, pour »■*; par et*, /3*, y‘, J u , pour r 9 ; et par a, (3 , y, ef, pour r*, c’est-à-dire par et 4 , et*, et*, a; par a 1 , a, et 4 , a*; par a*, a 4 , et, a s ; et par a, a*, a 3 , a 4 .
Ensuite , pour avoir les valeurs des autres racines r*, r*, r 1 *, r 3 , r‘, qui entrent dans la fonction X", il n’y aura qu’à changer dans celles de r, r 4 , r 8 , r*, r 3 , X' en X", et X" en X'; ce qui ne demande que de changer le signe du radical yé — 1 1 dans les expressions de £°, etc.
a8. Je donne ici d’autant plus volontiers ces expressions des racines de l’équation x 11 — 1 = 0, qu’elles n’ont jamais été données, et qu’elles n’auraient pas même pu l’être par les méthodes connues qui demandent la résolution d’une équation du cinquième degré.
11 y a cependant une exception à faire à ce que nous venons de dire; car on trouve à la fin du Mémoire de Vandermonde , sur la Résolution des équations , dont nous avons parlé dans la Note précédente , l’expression de la racine d’une équation du cinquième degré, d’où dépend la résolution de l’équation x 11 — 1=0; car cette équation étant divisée par x — 1 , devient
x'* -f- x} -f- x* -f- etc. -f- 1 = o ,
laquelle étant du genre des réciproques , peut s’abaisser au cinquième degré, par la substitution de x-f-^=n, et l’on obtient par les formules de la Note X (n* 1 4) , cette équation en u,
En prenant u négativement , ce qui change les signes de tous les termes pairs , on a l’équation résolue par Vandermonde. Cet auteur ne donne l’expression dont il s’agit, que comme un résultat de sa méthode générale, sans indiquer en détail les opérations par lesquelles il y est parvenu, et personne, après lui, ne s’est
NOTE XIV
occupe, que je sache, à vériGer cc résultat, qui paraît même être resté ignoré.
aç). La valeur que nous venons de trouver pour la racine r de l’équation x" — 1 = 0 , pourrait servir à cette vérification; mais on peut parvenir directement à un résultat comparable à celui de V^andermonde , en prenaut pour a , , dans l’expression générale de t du n* a/j, une racine de l’équation J*— \ —o, au lieu de l’équation j‘ — 1=0 que nous avons employée , ce qui est permis , puisque a et 5 étant les facteurs de io, on peut partir de l’un ou de l’autre, à volonté.
3o. Faisant donc <x s = i , l’expression générale de t (n* a4) * deviendra
* t = X' 4- *X'' + **X"' 4- * S X” + <*‘X% dans laquelle
et l’on regardera maintenant les quantités X', X", etc., comme les racines d’une équation du cinquième degré ; c’est le cas- que nous avons considéré en général dans le n s i a.
On fera donc
et l’on cherchera les valeurs de jjf*, Ç”, etc. en fonction de r, par le développement de la puissance cinquième de t , en y rabaissant continuellement les puissances de * au-dessous de <t®, et celles de r au-dessous de r 11 , à cause de a.* = i, et r l, s=i. Le calcul n’a d’autre difficulté que la longueur. Yoici les résultats que j’ai trouvés, et dont je crois pouvoir répondre.
En faisant , pour abréger ,
on ■
3oo
NOTE XIV
Ç" = ao 5 o -f- 1795 s , =s 1800 4- 1820 s ,
Or s est la somme des racines qui, par la nature de l’équation du dixième degré en x , dont le second terme est x * , doit être égale à — 1 .
Faisant donc s = — 1 , on aura
Ainsi la valeur de 0 sera
9 = — 196 — i 3 oa 4 * 255 a* — aoct* 4- 90a 4 . '
En mettant successivement à la place de a les quatre racines a , fi, y, J' de l’équation .a 4 — |=o, on aura les quantités 0 ',
0'", 0”, et si l’on prend , comme ci-dessus (n* 26) , pour ces racines les puissances a, a*, a s , a 4 , dont les valeurs sont les memes que celles de r, r*, r*, r 4 , du n* 18, on aura, à cause de a* = 1,
0 ' = — 196 — l 3 oa 4- 255 a* — aoa s 4 ” 90®S
0 "l = — 196 — i 3 oa* 4 " 255 a 4 — 20a 4 - 90®’,
0 "'= — 196 — i3oa J 4- a 55 a — 20a 4 4* 90a*,
0 ”= — 196 — i 3 oa 4 4 - a 55 a s — 20a* 4- goa ,
et la formule générale du n* 11, donnera tout de suite , en faisant r = 5 et s = — 1 ,
v , _ — 1 + fo+v'ï s +v'ÿ > +Vï r '
Cette quantité X' est =r4- r l * = r+^ l à cause de r* 1 = 1 ; c’est la valeur de acos^- (n* 12); c’est aussi celle de la racine u de
l’équation en u du cinquième degré (n* 28) , puisque r est la racine de l’équation x" — 1 = o. Ainsi l’expression précédente, prise négativement, doit s’accorder avec celle de Vandermonde.
NOTE XIV. 3 0I
3i. Pour pouvoir les comparer facilement, nous substituerons dans les expressions précédentes de fl 7 , 6", fl'", fl”, les valeurs de a., a*, « 3 , «■*, qui sont les memes que celles de r, r*, r 3 , r* du n* 18.
En faisant, pour abréger,
on a
et pour s’assurer de la justesse de ces expressions , il n’y a qu’à faire le carré de — i-f- v/5-f-m, qui est 6—2 \Z5*H n *-J-x(\/5— or en faisant passer sous le signe radical de m le coefficient V'S 1 élevé au carré, on trouvera ( \/5— 1) m= an; de sorte qu’en substituant la valeur de /»*, on n
On peut vérifier de même les autres puissances de a.
Faisant ces substitutions , on trouve
6" — i ( — 979 + a 7^ V/5 — 375m — aaon),
fl'" = i ( — 979 4- 375 \/5 4- 37 5 m 4- 220/1) ,
où l’on remarquera que les coefiiciens 979, 375, 220 sont tous divisibles par 1 1 et donnent pour quotiens 89 , 25 , 30 , de sorte que les quantités S', fl", fl'”, fl” peuvent être exprimées plus simplement ainsi :
0' = rf ( — 89 — i 5\/5 — 20/n 4- 35 b),
fi™ = T - ( 89 4 - 35 \/5 4 - 35/71 4 - 30 B) ,
fi” = t 1 ( — 89 — s5 V5 4" 30/» — o5n).
NOTE XIV
3oa
3a. Pour rapprocher davantage nos expressions de celles de V andermondc , nous emploierons ces transformations :
en supposant
P = V{~ 5— a \/5), q = t/(— 5-fav/5),
lesquelles se vérifient en faisant les carrés , et en observant que pq — — , parce que le produit des deux radicaux réels et po-
sitifs i/(5 4 - ay^ô) > j/(5 — ayO)) est \/5 ; donc
\/5=p x q V— "ï = — pq-
Par ces substitutions, les quantités (f, 8 ", 8 "', 8 ,T deviendront
8 "'= V (- 89 -f- a5 VB + 45/> -f 5 ? ),
33. Pandermonde a donné, dans les Mémoires de l’Académie des Sciences, de l’année 1771 (page 4 « 6 ), pour la résolution de l’équation
a * — x * — 4X 3 + 3** 4- 3x — 1=0 cette expression de la racine
dans laquelle
A"* = (89 - a5 VS - 5y - 45/0 >
A”= t/-ÿ- (89 — a5 \/5 4- 57 4- 45/a) , en conservant les valeurs de p et q supposées ci-dessus.
NOTE XIV. 3o3
On voit que les expression* de A'" et A” coïncident avec celles
de >/:TF et \/ — 8'', et que les expressions de A' et A' ne dif-
fèrenl de celles de \/ — 0' et V — fl” que par l’échange des quantités p et q entre elles , ce qui ne tient qu’au signe du radical a sous le radical carré. A cette différence près , qui peut venir d’une faute d’impression dans le Mémoire de V andermonde, ses résultats s’accordent parfaitement avec les nôtres , puisque la racine de son équation eu x répond à la racine de notre équation en u prise négativement , et que tout radical cinquième s s _
V — fl est la même chose que — VA- On peut donc dire que y andermonde est le premier qui ait franchi les limites dans lesquelles la résolution des équations à deux termes se trouvait resserrée.
34- Pour ne laisser aucun doute sur la correction à faire à la formule de V andermonde , nous allons prouver qu’elle résulte des principes mêmes de sa théorie. En effet, si l’çn désigne, comme lui, par d, d', r"', r” les quatre racines qui, avec l’unité, résolvent l’équation j: 5 — i =o, il est facile de voir, par la formule générale de l’article YÏII de son Mémoire, que la quantité A ne peut être que de la forme
V/(A + Br' + (/ + Dr"' -f. Er>’);
et qu’en prenant cette expression pour l’une des quantités A', A", A'", A”, les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci, par la substitution de r*, r 1 , r 4 à la place de r; les quantités A , B, C, D, E étant des fonctions des racines de l’équation à résoudre, indépendantes des racines d, r", d", r”.
Or, par les relations données dans le même article entre ces dernières racines , on a
r" = d ", r"* = r”, d"‘ = d', r* =/, r ' » = dd" = r*’, d'* =s r"r” = d", d "* d* = dr" = d', d'< d'd“ = d, d "*
= d'd" = d, d = dd' = r", es dd" — r”, r*= d'r"— d".
Donc, les quatre expressions dont il s’agit deviendront
/(A -f- B/’' + Cr" + Dr"' + E>") ,
l/(A 4- Br"' 4 Cr"’ 4 * Dr" 4- Er' ),
V/(A 4- Br” -f- G"' 4- Dr* 4- Er") ,
/(A 4- Br" 4 - Cr* 4- Dr” 4- Er"').
35 . Dans l’article XX 1 I 1 du même Mémoire, on trouve pour les racines de l’équalion x 5 — 1 =0, ces expressions , dans lesquelles j’introdnis, pour plus de simplicité, les mêmes lettres p et q employées ci-dessus ,
— -tJ ~ +
En prenant la première de ces racines pour r', de sorte que l’on ait
r' = i (— 1 4- Va 4- 4- 9 ) ,
il faudra , d’après les formules du n° 3 1 , en prenant et pour r', et substituant p-\-q, p — q pour m, n , supposer
Substituant ces valeurs dans les expressions ci-dessus , elles se changeront en celles-ci :
(F -}■ G V5 4 - H)» 4 - Ky),
Vi (F — G V/5 + R p — H 9 ),
(F - G \/5 — Rp 4 - H q),
^(F + G V'5 4- Hp _ K f ) ,
NOTE XIV
en faisant, pour abréger,
II = B — C + D — E
lesquelles doivent coïncider avec celles de A', A", A'", A”, rapportées ci-dessus (n° 33 ). Mais on voit au premier coup d’œil que cette coïncidence ne peut avoir lieu , à moins qu’on ne change à la fois p en q et g en p dans A' et A", ou dans A'" et A”, parce que dans les formules précédentes, les coefficiens de p et q ne sont les mêmes que dans les deux où la racine \/5 est affectée du même signe, au lieu que dans les expressions de A', A", A'", A”, les quantités p et q ont partout les mêmes coefficiens.
36 . En faisant ce changement dans A' et A", comme nous l’avons indiqué (n* 33 ) pour accorder les formules de V mdermondc avec les nôtres, on pourra supposer
A' = y'i (F + G v /5 + Hp 4- K q),
A»' = v/i (F - Gn /5 + K p- Bq), ce qui se vérifiera en faisant
De là , on aura , par les formules du numéro précédent,
et la quantité A restera indéterminée, parce qu’à cause de... 1 4- r 1 4- r" -f- r"' 4- r” = o , elle disparaîtra des expressions des quantités A du n* 34 -
NOTE XIV
Si l’on fait À= 196, on trouve
B — i3o , C = — 90 , D = — a55, E = ao ,
et la formule
t /( A + Br 4- C r" -f- Dr'" 4- E4')
du n* 34, coïncidera avec celle de / — 6' du n*3o, parce qu’en faisant a = r', on a r" = a 4 , r'" = «*, r” === <4 (n* 35); et les formules dérivées de celle-là coïncideront aussi avec celles de
/— 8", /—fl"', /—fl".
37. Prenons pour dernier exemple l’équation a:' 1 — 1 = 0. Comme i3 — 1 = 12 = a. a. 3, l’opération pourra se décomposer en trois, de la manière suivante.
Il faut d’abord avoir une racine primitive pour le nombre i3, et la table du n* 4 fournit le nombre 2, dont les puissances successives, jusqu’à la onzième , divisées par 1 3 , donnent les restes 3,4, 8,3, 6, la, 11, 9, 5, 10, 7.
Ainsi en nommant r une racine de l’équation
•r" -j- ar" + x '• 4* x s -|- JT* 4“ etc. 4* 1 — o ,
les autres onze racines seront
On fera donc en général
t = r -H <xr* 4- <44 4- aV -4- a 4 4 -4- * ! 4 4- a‘4* 4- <tV" 4- a'4 4- a»4 4- a"4* 4- a"4,
et l’on prendra d’abord pour aune racine de l’équation/* — 1 =0, en sorte que a* = 1 , ce qui réduira la fonction t à la forme.... i=X'-f-aX", dans laquelle
NOTE XIV
De là, on aura
fl = e = £• + «*£,. ? = X'* 4 X"*, r = aX'X".
On peut se dispenser de chercher la valeur de j;*, en se servant de l’expression de fl du n* 1 1 , qui ne renferme pas Ç*, et qui donne ici, à cause de r = a et de j=— i somme des racines de l’équarlion proposée, 6 = i -|- (<*■— i)£'; de sorte qu’en faisant «.=«■*>, on aura la valeur de fl*, et les deux racines X', X" seront (n* cité)
Pour avoir la valeur de Ç', il faut développer le produit X'X" en puissance de r, ayant soin de rabaisser les puissances supérieures à r“, à cause de r” = i , et l’on trouve X'X" =3$, en mettant s pour la somme des racines r , r*, r 4 , etc. , laquelle est =s — i ; de sorte qu’on aura 6 , et les valeurs de X', X" seront
38. On regardera maintenant les six racines qui composent la quantité X' comme celles d’une équation du sixième degré, et l’on fera de nouveau
t, s= r 4 ar * 4 <**/ J 4 «V* 4- * 4 r* 4- *V**j
mais au lieu de prendre en général pour a une racine de l’équation j* — i = o, ce qui demanderait ensuite le développement de la sixième puissance du polynôme t , , nous prendrons de nouveau une racine de l’équation y* i = o, de sorte qu’au moyen de »* =s i , la fonction t, redeviendra de la ferme t, = X[ -f- X’ , dans laquelle on aura
NOTE XIV
On aura ensuite, comme ci-dessus,
et à cause que la somme des racines est ici X', le-champ
y- __ X'+t/iî^ _ X' — t/sT
on aura
sur-
on aura en môme temps 0, =s X'* -f-(® — i) Çj, et faisant a = — i ,
Pour avoir £(, il faudra développer le produit de Xj par X*,< en se souvenant toujours que r 1 ’ = i , et l’on trouvera
ce qui donnera $•' = 6 -f- aX",
et par conséquent
Y' X’ -f» LZ(X #t — 12 — <fX*)
3g. Nous remarquerons ici que comme en mettant r* au lieu de r, la fonction X' devient X", et la fonction X" devient X'; si l’on dénote par (X,'), (X')ce que deviennent les fonctions X' , X', en y substituant r* au lieu de r dans toutes les puissances de r, ce qui donne
on aura les valeurs de (X[), (X*), en échangeant dans celles de X;, X,, les quantités X’, X f/ entre elles. On trouvera ainsi
(X') = **+ y/ÇX'*— 12— 4 X') nr-s — X*— t/(X'.— 12 — jX')
NOTE XIV
3og
Ce sont les fonctions correspondantes àX', X| qu’on obtiendrait en procédant à l’égard des racines qui composent la fonction X", comme on a fait sur celles de X f . Ces valeurs sont nécessaires pour parvenir à celles de r.
4o. Pour cet effet, il faut encore regarder les trois racines qui composent la fonction X* comme celle d’une équation du troisième degré, et faire, en conséquence,
i, = r + ar 5 +
et prenant pour a une racine de l’équation y 3 — i — o.
De là , on formera la fonction
et l’on trouvera, par le développement, en taisant a s = i , et r” = i , ces expressions
Donc , nommant a et /3 les deux racines de l’équation
et faisant
on aura, comme dans le n° a3 ,
_ _ x; + W, + fa
Ainsi la valeur de r est entièrement déterminée; nous ne chercherons pas à la simplifier, parce que, dans tous les cas, il est toujours plus avantageux d’employer, pour la résolution de l’équation • r ” — i=o, ainsi que de toutes les équations de ce genre, les formules connues en sinus et cosinus.
3io
NOTE XIV
4i. Je remarquerai, eu finissant, que la méthode exposée dam cette Note, peut être regardée comme une simplification de celle que M. Gauss a indiquée d’une manière générale , dans l’article 36o des Disquisitiones arithmeticœ. Celle-ci est fondée aussi sur le développement d'un fonction semblable à la fonction que nous avons désignée par 9; mais elle demande de plus la formation et le développement d’autant d’autres fonctions du même ordre que l’équation a de racines, ce qui alonge considérablement le calcul. Notre méthode est indépendante de ces fonctions auxiliaires , et conduit directement aux expressions les plus simples des racines.
Correction ( laissée par M. Lagrange) pour t article 3-] de la Note XIII , page a4 2 -
La règle donnée dans cet article, pour savoir lequel des deux systèmes d’équations on doit choisir dans chaque cas, n’est pas assez générale.
M. Bret, professeur de Mathématiques au Lycée de Grenoble, a trouvé un exemple où elle est en défaut.
Soit l’équation
x 4 + ax* — 8x + 5 = o; la transformée en fl est
fl 5 + ,6fl* — a 56 fl — (64)* = o, dont les racines sont — 16, — 16, «6, ce qui donne
v'fl 7 = 4 . v/6 7 ' = 4v /=r r, v/r = W—'-
La fonction A* — 4 ^® + 8 C est >o, parce que A=o, C = 8 ; ainsi il faudrait prendre le premier système. On aurait d’abord
x 1 = i + a y/ — i , qui ne satisfait pas. Eu elTct,
( i -f- ay r —ï)‘ = — 3 + 4 V* — « ,
ainsi l’équation serait
ce qui n’est pas zéro.
Le deuxième système donnerait
x' = — 1 — ay/ — 1 ,
donc
CORRECTION
— 7 — iW — i — G +8 — i — f- 8 -f- 1 6 \/ — î + 5 =o.
Mais je remarque que l’analyse donne simplement la condition
V/ 5 7 X \/¥' X v/Ô* = A» — 4 AB + 8C;
d’où il suit que le produ it des trois radicaux N/O", \Z¥" doit
être égal, et par conséquent de même signe que la quantité...». A*‘ — 4 AB + 8C. Donc si, en prenant les trois radicaux positivement, leur produit est de même signe que cette quantité, ce sera le premier système qui aura lieu; mais s’il est de signe contraire , alors il faudra donner le signe — à l’un des trois radicaux, ce qui donnera le deuxième système.
Dans l’exemple dont il s’agit, on a
x v/ff' x v^ 5 — 4- x i\Z=Ti x 4 v' zr ï =— 64 ,
tandis que
Ainsi c’est le second système qui a lieu.
La méprise vient de ce qu’on a supposé que le produit des trois radicaux, pris positivement, serait toujours positif.
Au reste , on peut ôter toute ambiguité en prenant dans le premier système
x/ m _ A 3 -4AB+ 8C
V ” \/Vx l/F ‘
Dans l'exemple proposé, pour lequel
ayant fait \/¥ — 4 , \/¥ — 4 V^— i , on aura — 4 \/— 1" ;
alors le premier système donnera
x' — i , x" = — 1 + 2 \/ — 1 , x"’= 1, x” = — 1 — 3 \/ — 1 , véritables racines.
NOTE DE M. POIJNSOT , relative à ïq correction précédente*
Il me semble qu’il y avait à faire sur ce point de doctrine, une remarque plus simple et plus lumineuse que celle qu’on vient de lire, parce qu’en meme temps qu’elle efface, de l’Algèbre, cette inutile éumiération de formules qui a donne lieu à la méprise dont il s’agit , elle rend encore plus claire et plus précise la règle qu’on doit suivre dans les applications particulières.
En représentant, comme le fait Euler, par
l’équation du 4 # degré, et par les lettres a t b t c , les trois racines de la réduite , j’obærve que , dans l’Algèbre, on ne devrait présenter , pour l’expression générale de x, que la simple formule
et qu’il faudrait supprimer, comme inutiles, toutes celles qu’on en tire par ces différentes combinaisons de signes dont on affecte les radicaux, {/a, [/b , y/c. Car ces signes ou — qu’on met devant ces radicaux , n’en font pas pour cela des quantités, positives ou négatives; et, par l’équivoque même qui reste attachée au signe radical^, et à ceux qui entrent dans l’expression de «, b f c , toutes ces représentations, ou formules diverses en apparence, reviennent toujours à la même, et ne signifient rien de plus en Algèbre. Il suflit donc d’ccrire la simple formule précédente , où le signe -f- que j’emploie , signifie uniquement que l’expression de x est formée par la réunion des trois expressions générales y/a, y/ b , y/c, sans rien dire de la nature de ces quantités, qu’on ne peut ni connaître, ni marquer par aucun signe, tant qu’on reste dans la généralité de l’analyse.
Actuellement , je suppose qu’on veuille douncr une règle pour l’application arithmétique qu’on pourrait avoir à faire de cette formule générale à une équation particulière donnée. 11 suffit de dire que , dans chaque cas particulier , ou aura soin d’assembler les valeurs trouvées pour ces radicaux , de manière que le produit de ces valeurs soit de signe contraire an coefficient q de la proposée : ce qui donnera précisément et dans tous les cas , les quatre racines de cette équation.
( Ceci suppose que , par la règle analogue dans le 3 e degré , on a d’abord déterminé les trois racines particulières a, b t c, qui conviennent à la réduite.)
On voit que tout devient clair et facile , par cette seule attention de ne pas confondre avec l’Algèbre ce qui n’appartient qu’à l’Arithmétique. Le défaut qu’on relève ici vient uniquement de ce faux mélange qu'on veut faire de l’analyse et de la synthèse. On essaye de distinguer et d’isoler , par certains signes, les différentes
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racines d’une formule radicale , et cette séparation est tnut-à-fait illusoire : car ces racines coexistent toujours dans une seule quelconque d’entre elles , tant qu'on y laisse ces radicaux qui donnent lies 4 cette multiplicité de valeurs. Or, par la nature même de l’Algèbre, il faut que ces signes équivoques demeurent, puisque cette science n’a d’autre objet que d'indiquer les opérations à faire, mais sans les exécuter, afin que le tableau de ces opérations, la seule chose que l’esprit ait en vue, soit parfaitement conservé. Cest même pour prévenir tonte imperfection de ce genre, que, dans le calcul, an lieu de nombres , on emploie des lettres; d'oii il résulte qu’aucune opération ne peut se faire actuellement, et que le signe de l’opération demandée subsiste toujours.
Lorsqu’on passe aux applications numériques , les opérations s'effectuent , les signes radicaux disparaissent, et l’on n’a plus que des valeurs particulières, composées de nombres réels ou simplement affectés de l’imaginaire — I : c’est la seule ambiguité qui reste; et le clioix de ces valeurs particulières se fait aisément par cette règle naturelle, qui consiste à « conformer à l’hypothèse même du calcul, afin de ne pas se contredire aoi-méme.
Ainsi, dans la formule d’Euler, l'hypothèse H u calcul est \/a X \/b X(/t= — g, qui signifie que le produif dcvtrni. •U*«rs particulières , qu’on réunit pour former
la racine x de la proposée, doit- être précisément égal à — Il faut donc so con-
former à cette supposition, comme , lorsqu'on demande le carré de l/— - t , on doit écrire — i , pour ne pas se contredire. Par ce seul principe , on est sûr de trouver dans chaque cas les vraies valeurs qui conviennent à la question que l’on, considère.
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Errata.
7 a , ligne 4 , jjj , hsft jj,
81 , ligne i3, x e= ^ ±, lue* x = 4y T
fia, ligne i5, plus grand que lue* plus petit que {'
86 , ligne 8 en remontant, * * ~*~, w , /i»i^t { _ { A { — C*
gi, dernière ligne, — , /«es — -
. Ad; 4- A ±4;
>44. Kg" 8 6, -+■*'• <3‘, tuez -fa'. 3*
?93, dernière ligne, /, = 1 -f , litt* t, = r +
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