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ANALYSE
DU TRAITÉ
Par M. POINSOT, de l'Académie des Sciences, etc. (*).
Depuis Leibnitz et Newton ^ presque tous les gëomèires se sont uniquement occupes du perfectionnement des nouveaux calculs , ou de leur application a la Géométrie et à la Mécanique , et il faut convenir que TAlgèbre a été un peu négligée. On a donc cette première obligation à M. Lagrange , de n^avoir pas perdu de vue cette partie fondamentale des mathématiques, et d*y rappeler Tattention des géomètres par cet excellent Traité : car , comme toute r Algèbre se réduit^ au fond, à Tanalyse des équations, on peut dire que cet ouvrage, avec les Notes savantes dont il est enrichi, forme le Traité d'Algèbre le plus complet et le plus profond que Ton puisse désirer dans Tétat actuel de la science.
L'auteur y donne d'abord, pour la résolution des équations numériques, cette méthode élégante et sûre qu^il a publiée pour la première fois dans le Recueil des Mémoires de l'Académie de Berlin (années 1767 et 1768). Il confirme ensuite , dans les Notes , par des 'démonstrations nouvelles pt llgoureuses , les principes généraux qui servent de base à cette résolution, n y passe en revue toutes les méthodes imaginées pouf le môme objet ; il les compare, les rapproche, et, suivant le tour naturel de son génie, les ramène au môme principe. H y reproduit enfin , avec, des réflexions nouvelles, toute la substance de celles qu'il fit autrefois dans le même Recueil de Berlin , pour 1770 et 1771 : il donne un précis clair et rapide de sa méthode générale fondée sur Tar^ de réduire le nombre des permutations qui multiplie les fonctions cherchées, et d'abaisser par-là le degré des Résolvantes; et rappelant, a l'occasion du beau travail de M. Gauss, ses anciennes idées sur cette matière , il en déduit , dans la Note XIV, qui est entièrement nouvelle , la résolution directe et générale des équations binômes de tous les degrés.
(*) Cette Andyie , pobliét en 1808, dane le Magasin enefUopédtque , aynil nçn TappcobAâon de M. Lagrange , on a cra defoir la placer à la léte de cei Oanagi^
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Tels sont les points les plus importans approfondis dans Touvrage dont nous allons rendre con^ple. Ce simple sommaire suffirait sans doute aux géomètres , qui ne manquent pas de lire les écrits de Tauteur , et qui connaissent très bien Télégance et la simplicité qui régnent dans toutes ses méthodes : mais comme il peut être utile à plusieurs jeunes lecteurs d^avoir une idée nette de la science , de savoir ce qu'ils doivent apprendre dam f^H^ .mrtie de TAnalvae , et où ils le doivent ^ étudier, nous croyons devoir donner quelques détails sur les principales questions qu'on se pro« pose ici , sur les solutions qu'on en donne , et développer la suite des théorèmeis avec une certaine étendue.
D*abord si Ton jette un coup d'œil général sur l'Algèbre, on voit que cette science , abstraction faite des opérations ordinaires (au nombre desquelles on peut compter l'élimination) , se partage naturellement en trois articles principaux, i"". La théorie générale des équations, c'est*à-dire Tensemble des propriétés qui leur sont communes à toutes. 2"*. Leur résolution générale, qui consiste à trouver ime expression composée des coefficiens de la proposée , et qui , mise au lieu de l'inconnue , satisfasse identiquement k cette équation , en sorte que tout s'y détruise par la seule opposition des signes. 3^. La résolution des équations numériques , où il f*agit de trouver des valeurs particulières qui satisfassent d'une manière aussi approchée qu'on le voudra , à une équation dont tous les coefficicns sont actuellement connus et donnés en nombres.
Cette dernière recherche est sans contredit la plus utile dans l'application : car, outre que la résolution générale ne s'étend pas au-delà du 4*" degré, les formules eu sont déjà si compliquées^ et le seraient tellement pour les degrés supérieurs , si l'on venait à les découvrir , qu'on ne pourrait jamais s'en servir pour le calcul des racines. Ainsi il faudrait encore recourir aux méthodes d'approximation qui font l'objet principal de ce Traité. Or, les principes de ces méthodes étant puisés dans les propriétés générales des équations, nous allons d'abord examiner ce que l'on sait de plus général sur leur théorie.
Le premier principe > connu depuis long-temps, est que si, dans une équation quelconque , deux nombres mis successivement au lieu de l'inconnue donnent des résultats de signes contraires, il y a nécessairement au moins un nombre intermédiaire qui donnerait un résultat nul, ou serait racine de la proposée. On avait coutume de démontrer ce théorème par k considération des lignes courbes ; mais M. Lagrange en donne , dans la Note I, une démonstration nette et rigoureuse, fondée sur la nat]l^is même du polynôme algébrique dont l'égalité à zéro forme l'équation proposée.
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Le second principe est, que si un nombre réduit le polynôme à mérù , ou bien est racine de la proposée , le polynôme est etaet«ment divisSik par le binôme formé de Tincônnue moine Cette racine^ D'Alembert est Yé premier qui ait démontré ce principe d*une manière rigoureuse : tm. eti trouve dans la Note II une démonstration aussi exacte et plus complète | en ce qu'on y voit , non-seulement qtié fa division doit réussir ; mais qu'elle réussit eiicorè actuellement.
Il est bien facile de voir ensuite cette partie réciproque du prenûer théorème : que s'il y a une mcine entre deux nombres, et qii!il ii'y en bX qu'une seule , ces deux noihbres mis au lieu de i'inioonnue donneront 'des résultats de signes contraires ; d'où il suit que la même those cuim lieu pour un nombre quelconque impair de racines comprises , et n'aura litfci que dans ce cas.
Tels sont les principes fondamentaux de toute la théorie des équatioAs : on en déduit stir-le*champ qu^elles peuvent ■ avoir autant de racines qu'il y a d'unités dans le plus haut exposant de rinèonnue, et n'en peuvent jamais avoir davantage. Que les équations de degrés impairs ont essentiellement au moins une racine réelle ; d'où il suit que dans une équation quelconque, les racines qui manquent sont nécessairement en nombre pair. Quant à ces sortes de racines , que l'on nomme imaginaires, il parut d'abord , par la résolution connue des quatre premiers degrés , que leur forme était la même ^e celle des imaginaires du second degré. D*Alèmbert essaya de démontrer généralement ce théorème, dans sa pièce «qr la catise des vents, et dans les Mémoires de Berlih pour Tannée 1746* M. Lagrange, qui rapporte cette démonstration , au commencement de la Note IX , sUr la forme des racines imaginaires, la rend plus rigoureuse et plus simple; mais il faut convenir qu'excepté l'endroit où l'on prouve qite, dans le paa^ sage du réel à l'imaginaire-, ou réciproquement', la racine devient double, ou quadruple, ou multiple d'un ordre pair, le reste de la démonstratîoii n'eist point è l'abri d*objections très solides. Aussi M. Lagrange revient-jl au théorème d'une manière plus directe , en considérant qu'il s'agit de prouver en général que tout polynôme de degré pair est résoluble en facteurs réels du second degré ; et , comme il n'y a que les équations de degrés impairs où l'on puisse toujours assurer Texistence d'une ratine réelle, ou bien encore celles de degrés pairs ^ ihais dont le dernier ternie est essentiellement négatif, tout se réduit à prouver que , dan^ la recherdlé des coefficiens d'un facteur de degré pair pour le polynôme proposé, on U>mbera finalement sur de telles équations. L'auteur, en raj^ochant les tiravanx successifs des divers géomètres sûr cette matière, et' particulièrement les
éiEuler, de Foneènex, et celles que lu^nnème ajouta -dans les
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Mémoires de Berlin de 177^^» fait voir que le théorème général se trou- Tait parais démontré d'une nmnière rigoureuse; mais à la fin de la même Note IX » il en rapporte une autre démonstration très élégante et déduite des mimes principes, que M. Laplace a fait connaître depuis, dans les Leçons de FÉcole Normale. Cependant, si Ton voulait résoudre effecti-* vement le polynôme en ses facteurs réels , comme il serait presque impossible de suivre le procédé indiqué par l'analyse qu'on y emploie , M. Lagrange croit devoir reprendre en entier ce problème général dans la Note X , on il fait voir à priori, non-seulement la possibilité de la décomposition de tout polynôme en facteurs réels du i** et du a* degré 9 mais encore le procédé qu'il faudrait suivre si l'on voulait actuellement eûectuer cette décomposition , ce qui ne laisse plus rien k désirer sur ce point important de la théorie générale des équations.
La nature des racines étant par-là bien connue , on peut se proposer maintenant ce problème général de leur résolution numérique.
« Étant donnée une équation numérique , sans aucune notion préalable » de la grandeur ni de l'espèce de ses racines , trouver la valeur exacte , Il s'il est possible, ou aussi approchée qu'on voudra de chacune de ces » racines. »
D'abord, s'il y a des racines égales., \1 sera facile de les reconnaiti^ et de les dégager de l'équation , comme on le voit dans le Chapitre > Il du Traité. S'il y a des racines imaginaires , la recherche des parties imaginaires se réduira k celle des racines réelles d'une autre équation que l'on peut actuellement construire^ et les .parties réelles de ces mêmes racines s'obtiendront sur-le-champ par la simple opération du commun diviseur , comme l'auteur le fait voir dans le même chapitre. Reste donc à savoir comment on obtient les racines réelles d'une équation quelconque. Mais , pour plus de clarté, cette recherche se divise encore^ car parmi les racines, les unes seront positives, les autres négatives. Or, si l'on sait trouver les positives , la même méthode appliquée à la transformée que donne l'équa» tion , en y changeant le signe de l'inconnue, fera connaître les racines positives de cette transformée, et par conséquent les négatives de la proposée.
Tout se réduit donc enfin à savoir trouver les racines réelles et positives d'une équation numérique quelconque donnée. Or , le premier problème sera d'en reconnaître le nombre et les limites entières les plus approchées.
Si ces racines différaient entre elles au moins d'une unité, de sorte que, entre deux nombres entiers consécutifs , il n'en put tomber qu'une seule, on serait sûr qu'en mettant , au lieu de l'inconnue , la suite naturelle des
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nombres , les résultats successifs présenteraient autailt de variations de signe qu*il y aurait de racines dans la proposée. Mais si , entre les deux nombres consécutifs , il se trouve deux , ou un nombre quelconque pair de racines, les résultats donnés par ces nombres seront de signes semblables , et ces racines ne seront point aperçues. S'il s'en trouvait un nombre impair, les deux résultats seraient à la vérité de signes différens, et indiqueraient Texistence de racines comprises, mais ne feraient point connaître leur nombre, puisqu'il pourrait y en avoir une , ou trois, ou un nombre quelconque impair. Donc, pour reconnaître à coup sûr le nombre des racines, il faudra faire une suite de substitutions dont les intervalles soient moindres que le plus petit intervalle des racines entre elles. Alors on verra paraître dans la suite des résultats, juste autant de variations de signes qu'il y aura de. racines dans la proposée. C'est pourquoi M. Lagrange cberche d'abord dans le problème du n"* 8 , Chapitre I, une équation dont les racines soient les différences entre celles de la proposée prises deux à deux. Il apprend à trouver une quantité qui soit moindre que la plus petite racine de cette équation , et par conséquent , que le moindre intervalle des racines de l'équation numérique k résoudre. Il est le premier qui ait fait ce grand usage de l'équation aux différences, soit pour séparer exactement les racines , soit pour obtenir les imaginaires , et reconnaître leur présence dans les- équations. Il donne, au reste, dans la Note IV, une manière plus simple de trouver cette limite de la plus petite différence , sans calculer en entier l'équation; et cette méthode peut abréger considérablement le travail dans la résolution des équations un peu élevées.
Cette recherche des limites des racines doit être regardée comme la plus importante de toutes dans la résolution des équations. C'est une chose qui ne parait pas avoir été sentie par la plupart des auteurs : quelques-uns, même dans des ouvrages nouveaux , croient encore donner une méthode sûre , en indiquant le procédé de la substitution successive des nombres entiers ; ce qui est , pour ainsi dire , passer à côté de la seule difficulté réelle du problème; car, une fois qu'on a les limites, il est bien aisé de les resserrer , et d'approcher autant qu'on veut de la racine comprise. Au reste , on a encore sur cette détermination des limites des racines, et sur les caractères de leur réalité, plusieurs méthodes très élégantes que Li considération des maxima, dans les lignes paraboliques, a fait découvrir i plusieurs géomètres. On les trouve réunies dans la Note YIII, avec la fameuse règle de Descartes ^ mais toutes déduites, suivant la marche uniforme de l'auteur , des premiers principes de l'analyse des équations.
Lorsque le nombre et les premières limites des racines sont déterminés, il s'agit de voir comment on en approche d'aussi près qu'on peut le
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détàret. L'auteur applique k là solàllon de ce problème cette ingénieuse ûiêôi^ dès fractions continues ^ qu'il a perfectionnée et rendue si féconde dahs tôùtè rÂhalysé. La racinle dont on s'occttpe étant imaginée déyeloppéé éh fraction continue, il fait Yoir "comment , par la répétition de la même méthode appliquée à des transformées sticcessives, on peut trouver exactement les dénominateurs successifs de la fraction , et par conséquent la valeur aussi approchée qu'on voudra de la racine inconnue. Les ojpérations k faire sur ces transformées deviennent très simples; car, si Ton a eu soin de changer d'aboifd la proposée en une autre où les racines soient distantes au iiioins de Tùnité, ce qui est fâdle^ alors chaque transformée li'a jamais qu'une seule racine supérieure à Vunité, et il est bien aisé de trouver les deux nombres entiers qui la renferment. On a donc, par la nature même des fractions continues , l'expression la plus simple et la plus exacte possible de chaque racine, et, k chaque instant, les limites de Terrétir que Von pourrait commettre. Si la racine est commensurable , la fraction continue s'arrête *, si elle est incommensurable du a* degré , la fractioii devient périodique, et la méthode de l'auteur a encore cet avantage de faire connaître les diviseurs conimensurables du i^' et du !i* degrés que la proposée pourrait contenir.
' Ainsi l'on a , dans l'analyse des équations , ce beau résultat entièrement dû à M. Lagrange : si une inconnue e^t engagée dans une équation numérique de degré quelconque , on peut regarder actuellement sa valeur comme déterminée d'une maiiière parfaite*, et Ton est en état d^assigner les termes successifs de la fraction continue qui la représenterait, avec autant de rigueur que s'il s'agissait d'une fraction ordinaire que Ton voudrait actuellement développer.
Ni cette rigueur, ni celte généralité n'ont lieu dans aucune des méthodes données pour la solution du même problème. Outre qu'elles supposent la connaissance des limites des racines^ qui ne s'obtiennéht rigoureusement que par la première analyse de l'auteur , elles ne donnent point & chaque correction les limites de l'erreur , et laissent en doute sur les chiffres que l'on doit conserver. En suivant la méthode de Newton y si élégante d'ailleurs , et si commode dans l'usage , non-seulèmënt on ne reconnaîtrait point les racines commensurables , et les limites de l'erreur actuelle; mais on 'pourrait trouver des valeurs successives corrigées qui , au lieu de converger continuellement vers la racine, s'en éloigneraient, au éotitrair^, de (lus en plus. M. Lagrange', qui examine et apprécie cette méthode dans la Note V, fait voir que l'usage n'en est sûr que dans le cas où la racine cherchée est la plus grande ou la plus petite de toutes ; et s'il y a des racines imaginaires, il faut encore que les parties réelles soient moindres
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que la plus gfande racine réelle, ou plus grandes que la plus petite de ces racines. C'est ce qu'oa pourrait voir d'ailleurs par la coostruction géomé» trique delà règle de iVewton. Car les corrections successives de la racine reviennent k ajouter continuellement à Tabscisse qui représente la valeur approchée, la soùs-tangente qui répond à cette abscisse; et il est visible que Textrémîté de cette spus-tangente peut, 'dans plusieurs cas , tomber plus loin de Tintersection cherchée de la courbe avec Taxe , que ne le fait Tabscisso eUe-méme. On éviterait cet inconvénient en tirant la corde de Tare dont les extrémités répondent aux deux, abscisses qui sont les limites de la racine ; car cette corde traversant Taxe dans Tintervalle des limites , donnerait un point nécessairement plus voisin de Tintersection de la courbe, et Ton serait sûr d'approcher.
La méthode d'approximation que Daniel Bemoulli a tirée des séries récurrentes, est sujette aux mêmes défauts. Elle, ne s'applique qu'à la recherche de la plus petite ou de la plus grande racine ; et lorsqu'il j^ a des racines imaginaires, il faut aussi que Ja racine soit dans de certaines limites par rapport aux produits réels des racines imaginaires conjuguées. On pourrait également l'appliquer, par une transformation de la proposée, A la recherche de l'une quelconque des racines réelles. Mais il faudrait connalire d'avance une valeur qui fut approchée de cette racine au moins jusqu'à un certain point déterminé. Or ces premières limites ne peuvent s'obtenir, comme on l'a dit , que par les méthodes données dans cet écrit; et ces valeurs une fois connues , il est bien plus exact d'employer la méthode des fractions continues pour approcher rapidement de la vraie valeur des racines. An reste, cette méthode , déduite de la considération des séries récurrentes, revient k celle de Newton, comme on le voit dans la Note XI. M. Lagrange j réduit en formule générale le résultat .des substitutions successives indiquées par cette règle. U déduit facilement de son élégante analyse, le rapprochement des méthodes précédentes y et la formule à^Euler pour le développement en série de la racine d'uAe équation quelconque, et celle de Newton pour le retour des suites , aveo la loi des termes et le moyen de continuer la série aussi loin qu'on peut le désirer ; enfin la démonstration de cette formule qu'il a donnée le. premier, en 1768, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, et qui est aussi remarquable par son élégance que par sa généralité. Cette Note, qui est un des plus beaux morceaux d'analyse , est terminée par l'extension de la règle de Newton k la résolution simultanée de plusieurs équations où l'on connaît déjà lei valeurs approchées des diverses inconnues. Thomas Simpson zy^il indiqué ce procédé ; mais l'auteur développe les inconnues en séries générales dont il montre la loi, œ que i$îiny9J0it n'avait point fait.
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Quant à la mëihode de Fontaine, sur laquelle éPAlembert et Candorcet s'étaient contentés de jeter cpelqnes doutes , joh la trouve très nettement , discutée dans la Note Vil. M. Lagrange y prouve d*abord Téquivoque des caractères établis par l'auteur pour reconnaître 9 au moyen des co^ciens de Téquation , le système particulier de racines qui lui doit correspondre. Ces caractères conviennent quelquefois à plusieurs systèmes , et par conquent ne distinguent pas toujours , de tous les autres ^ le système unique dont il s'agit; de sorte qu'on ne peut assurer par-là , ni le nombre , ni la qualité des différentes racines. Mais la méthode est encore en défaut dans la seconde partie de la recherche : on y suppose que, par la substitution des nombres entiers au lieu de l'inconnue , les équations que l'on considère présenteront des résultats de signes contraires \ et cela n'a lieu , comme on sait ^ que pour celles où le plus petit intervalle des racines serait supérieur à l'unité. Aussi M. Lagrange n'ezamine>t-il cette méthode, dont on ne fait point usage , mais dont l'idée est très fine, que pour ne rien laisser a désirer sur la matière des équations. Comme il n'y a , dans toute l'Analyse^ aucun point remarquable où ce géomètre n'ait porté son esprit, et qu'il n'ait, pour ainsi dire, regardé de très près, on est sûr de trouver dans ses ouvrages , en même temps que ses. propres découvertes , tout ce qui a été pensé de plus profond ou de plus ingénieux par ses prédécesseurs; et, ce qui est bien digne de remarque, tout y parait suivre uniformément des mêmes principes, comme si l'auteur en développait les plus simples corollaires.
Mais on a un exemple plus frappant de ce talent de simplifier et d'étendre à la fois les doctrines , dans le problème si fameux de la résolution générale des équations. Tout consiste , comme on l'a dit , i trouver une formule composée des coefficiens littéraux de la proposée et qui la rende satisfaite d'une manière tout-à-fait identique. La première idée qui s'offrit aux géomètres , fut de chercher immédiatement quelque artifice par lequel on pût mettre l'inconnue toute seule dans un membre de l'équation , et tous les coefficiens donnés dans l'autre. On imagina ensuite de chercher des transformations de l'inconnue qui rendissent l'éqiuition semblable à une autre que l'on pût résoudre ou décomposer. C'est à ces premières vues très naturelles, mais point encore éclairées par la théorie profonde des équations, qu'on doit rapporter les solutions de Cardan et de Tartalea, pour le 3* et le 4' degrés \ la méthode de Deseartes pour décomposer l'équation du ^"ycn deux autres du second; eelle.de TschimaUs, pour réduire la proposée aux deux termes extrêmes pa» l'évanouissement des termes intermédiaires ; celle à*EuIer, qui consiste à feindre d'avance la forme de l'expression générale de la racine , et à chercher msuite ce qu1l faut mettre souf les radicaux qu'on y suppose ; enÛA cellfs de
D£S ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. vi)
Bezout^ fondée sur wx principe semblable, mais où Ton commence à observer les degrés des Réduites, et à indiquer la loi de leur élévation successive.
Tontes ces métbodes dépendent^le 1 exécution actuelle d'un calcul , et Ton n'y voit point qu'on doive arriver, à moins qu'on n'arrive efiectivement : or par la nature du problème, la Icmgueur des calculs Croit avec une telle rapidité , que la question ne peut plus étrfr aujourd'hui de chercher la formule , mais simplement dei prédire la suite 4es> opérations qui y conduirait à coup sûr. Aucitte de ces méthodes nepent donc satisfaire l'esprit, et c'est a des idées plus hautes sur la nature des équations iqpi'il faut s'élever à pré^ sent pour découvrir s'il y a ou non ime route certaine qui (erait parvenir k leur résolution générale.
F^andermonde attaqua le problème avec beaucoup de justesse et de profondeur, dans les Mémoires de rAcadémîe des Science^ pour l'année 1771. Il considère que si la formule était trouvée, et qu'on mit, au lieu des coefficiens, leurs valeurs en fonction des raeines, cette formule qui doit donner égalç^ ment chacune d'elles, devrait pouvoir présenter indiâéremment ou la première, ou la seconde, ou Tune quelconque de €e# racines, à volonté. D'après cette idée, prenant plusieurs lettres qui représentent W racines', il cherche à en c<»nposer une expression qui, par l'équivoque des signes, se réduise indifféremment à Tune ou à l'autre, comme on voudra, Les formules connues lui donnèrent sur-le«-champ ces expressions pour les quatre premiers degrés, et par analogie,, il est facile d'en trouver pour les degrés supérieurs. Mais la difficulté resté d'exprimer ensuite ces fonctions des racines, par les simples coefficiens de la {Nroposée, .ou de les faire dépendre d'autres équations dont la résolution s<Ht connue. Il donne la-dessus des formes abrégées de calcul , qu'il nomme Types , et au moyen desquels il peut voir plus rapidement quelle sera Tissue de ces longues opérations. $a métliode, comme toutes les autres, réussit très bien pour les équations des quatre premiers degrés; mais pour le cinquième , il se trouve conduit et arrêté ^ tme équation du sixième degré qu'il faudrait résoudre. Quant à l'équation générale de ce dernier degré, il trouve qu'on arrivera à une réduite finale ou du quinzième, on du dixième, snivan$ la route qu'on voudra choisir ; car pour les degrés composés , on peut former avec les racines plusieurs expressions, équivoques, qui aient également la propriété d'offrir indifiéremment chacune d'elles ; et il y a un choix à faire pour la moindre élévation du degré de la réduite. C'est une remarque que les formulas du 4^ degré aurolit naturellement présentée ^ VamAcrmonàô. Par ceruines méthodes^ on n'y trouve point de radicaux pairs pfau élevés que la radical carré ; par^ d'autres, on y trouve des radicaux quatrièmes. Toutefois les formules doivent .être identiques et le sont en eflei , parce que «s radicaux pairs sont réductiUes entre eux. Je me suis
■g^^^'—^^P— ^^^— «^1 ■ m t-^mmm/m^
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un peu arrêté sur ce Mémoire , parce qa*il est plein de choses* L*autear parait ne point douter du succès de sa méthode pour la résolution des équations binômes. Sans indiquer la suite des opérations qu*il a dû faire , il donne la formule qui résout Téquation binôme du ii* degré, et il se trouve que ce résultat , à peu près ignoré jusqulci , est exact à un changement de signe près, comme M. Lagrange Ment de le vérifier dans la note XIV de cet ouvrage, où il donne la résolution générale de toute cette classe d'équations. Ainsi Vandermonde est , suivant M* Lagrange luimême, le premier qui ait franchi les limites où la résolution des équations binômes se trouvait resserrée.
A peu près dans le même temps, M. Lagrange parcourant les principales méthodes trouvées jusque-là sur la résolution générale des équations, les rappelait k un même principe^ et formait cette théorie lumineuse où Ton voit sans calcul les degrés où doivent monter les réduites, et la raison de leur abaissement au-dessous de la proposée dans les quatre premiers degrés. Voici Tidée générale de ce beau travail que l'auteur a donné dans les Mémoires de Berlin, pour 1770 et 177 1, et dont le précis fait Tobjet de la Note XIU de cet ouvrage.
Quelles que soient ces équations d'où Ton ferait dépendre la résolution de la proposée , et qu'on nomme ainsi les réduites^ leurs coefficiens seront fonctions des coefficiens de cette proposée, et par conséquent leurs racines, fonctions de ses racines. Toute réduite s'élèvera donc toujours à un degré mar^ que par le nombre de valeurs que peut avoir la fonction des racines que l'on y considère. Or, cette fonction en général aura autant de valeurs qu'on y pourra faire de permutations entre les racines qui y sont contenues. Si donc elle en a moins, cela ne pourra provenir que de la natui-e particulière de la fonction qui sera telle, que plusieurs permutations entre les racines n^ apporteront aucun changement. D'après ces principes, il est bien facile à l'auteur de rapprocher toutes les méthodes des géomètres. Car, en mettant sous leurs formules, à la place des coefficiens^ leurs valeurs parles racines, il découvre les fonctions particulières qu'ils cherchaient, pour ainsi dire, à leur insu^ et il arrive que toutes ces fonctions reviennent à la même , nialgré l'apparente diversité de leurs calculs et de leurs méthodes. Il voit en même temps pourquoi leurs réduites , dans les quatre premiers degrés , s'abaissent audessous de l'équation et la résolvent^ et, se trouvant à même de prévoir le succès de calculs impraticables pour le cinquième degré, il montre que la réduite, qui est naturellement du lao* degré, descendra d'abord au si4*; que cette équation nouvelle se partagera en six autres du 4* degrés dont les coefficiens dépendront ainsi d*une équation finale du 6* degré , qu'il s'agirait d'iibaisser encore , mais qui a résisté jusqu'ici
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À tous les efforts des géomètres. H trouve de même rabaissement des réduites au i5* ou an lo* degré, pour la résolution générale du 6* : on voit Vaccord de ces résultats avec ceux que F^andermonde obtenait dans le même temps par le moyen de ses formes ou types de calcul qu^il avait imaginés. Mais la théorie de M. Lagrange est bien plus claire 9 et Ton y prévoit avec une égale facilité les résultats qu'on peut espérer pour la résolution de tous les degrés supérieurs. De plus , Fauteur en tire une méthode simple et uniforme pour résoudre les équations. Gir il est clair actuellement que le problème peut revenir à celui-ci : trouver des fonctions des racines qui soient telles d'abord qu'on en puisse aisément dégager ces racines , et en second lieu y qui ne dépendent que d'équations inférieures h la proposée , dont les coeffidens soient connus , ou dépendent eux-mêmes d'équations aussi inférieures à cette proposée. M. Lagrange choisit une fonction linéaire des racines: réquatipn qui la donnerait y et qu*on peut actuellement construire , s'élèverait au degré marqué par le nombre des permutations qu'on pourrait faire entre toutes ces racines, et, passé le a* degré, serait toujours phis haute que la proposée. Mais si l'on a soin de prendre , pour les coefficiens de cette fonction linéaire, les racines de l'unité du même degré que l'équation , ce que toutes les méthodes indiquent , la réduite s'abais* sera, comme on peut; le voir à priori, par la forme même de la fonction. Pour en donner une idée, qu'il s'agisse, par exemple, de résoudre Téquation générale du 5^ degré. L'équation résolvante qui donnera la fonction linéaire de ses cinq racines, s'élèvera au degré i. a. 3. 4*5 ou lao, nombre de manières dont on peut permuter cinq choses entre elles. Mais si les coefficiens de cette fonction sont les racines cinquièmes de l'unité, on observera que cette fonction multipliée successivement par ces 5 racines , fournira 5 fonctions pareilles où les racines de la proposée auront changé de place. Cette multiplication équivaudrait donc à 5 permutations qu'on ferait entre les racines. Donc, si la fonction simple a lao valeurs différentes, sa cinquième puissance n'en aura que la 5* partie ou 214. On cherchera donc la cinquième puissance de la fonction linéaire. Mais ces a4 valeurs se partageront encore en six groupes. Car , par la nature des racines imaginaires de l'unité, une seule, avec ses puissances succès» sives, donne toutes les autres; une autre, avec ses puissances successives, les donne encore , mais rangées dans un ordre nouveau. Or , comme il y a ici quatre de ces racines, la même fonction oà l'on emploierait successivement et de la même manière ces quatre racines, répondrait successivement k quatre de ses valeurs, comme si l'on y eût permuté quatre fois les racines de la proposée. Toute expression semblable de ces quatre
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fonctions , telles que leur somme » la somme 4e leurs produits deux k deux , ou trois i trois , etc. , a*liura donc que. le qusrt de toutes les valeurs , ou simplement six valeurs différâtes. La fonction pourra donc être regardée comme la racine d*une équation du 4* degr^ dont les coefficîens seront donnés par une équation du 6* qui sera entièrement connue. On ferait ▼oir par les mômes raisonnemens que la résolvante du n« degré et qui montera au degré i.a.3.4«5.6.7 s'abaissera au degré 2*3. 4*5; et ainsi de suite : de sorte que la métbode , pour les degrés qui sont des nombres premiers, ne fait disparaître que les difficultés marquées par les deux derniers facteurs dans la formule qui exprime le nombre de toutes les permutations possibles ; et cette réduction ne suffit pas pour les degrés supérieurs au 3*.
L^auteur applique également sa métbode aux équations de degrés composés ; et par la nature même de la cbose, il y a pour ces degrés des simplifications particulières dans la marche et le résultat du calcul. Les réduites s*y abaissent davantage^ mais, au-delà du 4' degré, elles restent toujours supérieures à la proposée; et Ton n'a pu y voir jusqu-ici aucune réduction ultérieure.
Voilà tout ce qu*on sait sur la résolution générale des équations où les racines sont supposées dans une parfaite indépendance. On ignore entièrement si celte résolution est possible, et s'il ne pourrait pas y avoir des formes de fonctions où l'on épuiserait plus de permutations que dans celles dont nous venons de parler.
Mais , lorsque les racines sont liées par quelque relation connue , la difficulté descend toujours à celle des degrés inférieurs. Si une partie des racines est traitée d'une certaine manière, on pourra sur-le-champ dégager le polynôme qui les renferme ; et s'il y a plusieurs groupes où les racines contenues soient semblablement traitées, on obtiendra un quel* conque de ces groupes par une équation d'un degré marqué par leur nombre. Quand on sait, par exemple, que les racines d'une équation se conjuguent deux à deux, de manière que leur produit fait l'unité, cette équation , qu'on nomme réciproque j se partage aisément en deux autres de degré deux fois moindres; et de même, si les racines se conjuguaient trois à trois par quelque relation commune , l'équation se partagerait en trois autres^ et, en général, la difficulté dune équation où les racines s'assemblent en groupes semblables se réduit aux difficultés des degrés respectifs marqués par le nombre des groupes, et par le nombre de racines contenues dans chacun d'eux.
C'est ce qui arrive naturellement aux équations binômes d'un degré composé. Si vous considérez, par exemple, l'équation binôme du i5*
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degré, elle a i5 racines^ mais, pa^rmi ces, racM&çs^ U y en a trois dont les cubes isont égaux, trois autres dont Les cubes sonjt égaux, etc.; dpnc si, au lieu de chercber les racines simples, vous ne cberchez d'abord que les cubes, vous n aurez plus que cinq valeurs. Et de même, si Ton n'eût cbercbé que les cinquièmes puissances, on n!aurai| eu que trois valeurs différentes ; d'où il parait manifesta qufune équation binôme d'un degré composé se réduit à la résolution d'équations semblables de degrés marqués par les facteurs du degré de la proposée.
U ne resté donc qu'à résoudre l'équation binôme d'un degré premier. Or, en étant par la division le facteur linéaire qui répond à la racine réelle, ou obtient une équation réciproque de degré pair, laquelle se dédouble comme on l'a dit, et n'a plus que la difficulté d'un degré dçux fois moindre.
On n'avait pas été plus loin dans la réduction des équations binômes , lorsque M* Gauss démontra que cette équation réciproque pouvait se résoudre k l'aide d*autant d'équations particulières qu'il y a de facteurs dans son degré, et dont les degrés sont exprimés par ces mêmes facteurs. Ainsi l'équation binôme du i3* degré donne, en séparant le facteur réel, une équation réciproque du la* degré q\ii ne demande plus que la résolution de trois équations des degrés respectifs a, a et 3 qui sont les facteurs premiers de la. L'équation binôme du 19* degré n'exige de même que la résolution de trois équations des degrés a , 3 , 3 ; et ainsi de suite. Sans entrer ici dans le détail des propriétés de nombres qui ont condmt M. Gaiiss k cette réduction nouvelle, nous ferons observer qu'elle tient essentiellement à çç que les racines se conjuguent non-seulement deux à deux , comme on le savait depuis long-temps , mais se groupent encore 3à3,5à5,etc.;si 3 et 5^ etc., sont encore facteurs du nombre de ces racines. Ceat ce qu'on pourra reconnaître sur des exemples, avec un peu d'attention. Ainsi, l'on verra sans peine que les douze racines imaginaires de l'équation binôme du i3* degré se partagent en quatre groupes de trois racines, telles, dans cbacun d'eux, qu'en mettant l'une à la place de l'autre , ces trois racines ne se séparent pas; et par conséquent, si Ton écbange les racines d'un groupe i l'autre, les groupes ne feront que cbanger de place en conservant toujours leurs mêmes racines. Ensuite on verra que , parmi ces quatre groupes , il y en a deux qui sont tels que , tout échange qui iaU passer i'un 1 la place de l'autre, ramène celui-ci à la place du premier; «insi, les deux autres groupes sont dam le même cas. Si donc sous demandez à l'équation du la* degré, le diviseur du 3* qid Tasseihblcrait les trois radnes d'un groupe, vous aurez les cœffidens de ce diviseur par ]uae
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équation du 4* degré; et si vous cherchez à celle-ci le diviseur du secoi|d qui a ses raciDes correspondantes aux deux groupes conjugués, vous aures ses coefficiens par une équation du a* degré; de sorte que la proposée sera résolue par des équations auxiliaires du a* et du 3* degré ; et ainsi des autres. Quant à ces équations auxiliaires , elles n*ont elles-mêmes que la difficulté des équations binômes du même degré. On peut Toir U-dessus les disquisitiones arithmeticœ, aux endroits cités par M. Lagrange, dans la Note XIV de ce Traité.
Mais, par Tanalyse quil vient de nous donner dans cette Note nouvelle, on voit» avec la dernière évidence, la réduction immédiate de Féquation réciproque proposée à une équation binonie du même degré qui est déjà censée résolue ; de sorte que sa méthode rend superflue cette considération des équations auxiliaires, et fait disparaître les ambiguïtés que Ton rencontre dans le procédé de M. Gauss, pour distinguer à chaque instant la racine particulière qu'on a dessein de dégager dans toute la suite du calcul.
Pour mieux expliquer cette Analyse , qui n'est autre chose qu'une application particulière de la méthode générale exposée dans la Note précédente, je prendrai l'exemple de l'équation binôme du onzième degré : le discours en sera plus facile , et le raisonnement ne perdra rien de sa généralité.
En séparant donc la racine réelle, on a une équation réciproque du lo* degré qu'il s'agit de résoudre. Or^ on sait d'abord que les racines de cette équation ont cette singulière propriété , qu'une seule d'eAtre eUes élevée successivement aux puissances i, a, 3, 4» 5> etc., donne toutes les autres ( '^ ) ; et si l'on continuait d'élever à des puissances plus hautes , on les verrait reparaître périodiquement dans le même ordre, à l'infini, en trouvant l'unité à chaque puissance qui serait un multiple de onze. Cette propriété nous permet donc d'écrire toutes nos racines avec une seule lettre aifectée de différens exposans. Mais, au lieu de ranger ces exposans en progression arithmétique, M. Gauss, d'après le théorème de Fermât sur les résidus des puissances , eut l'heureuse idée de les ranger en progression géométrique, en prenant pour base un de ces nombres , <iu Euler nomme racines primitives , et qui sont tels que leurs puissances successives ,' divisées par le nombre premier dont il s*agit, qui
(*) H^aring attribue ce théorème à M. Lagrange '^ ce qa*U y a de remarquable, c^ei t qae Vandermonde ne le comiaÎMaît point en 177 1 : il représente encore lei diferseï racines de Tonité par des lettres différemment accentuées, tandis qu'il ponyait les représenter par nne même lettre arec différens exposant , et voir sans calcul toutes les réductions qu^il effectue si laborieusement dans sou Mémoire.
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est ici ODEO, laissent des résidus successifs tous différens: de cette manière on a encore les ds mêmes racines que si Ton eût pris. les expo-» sans I, a, 3| 4» etc. 9 mais dans un ordre nouveau, ce qui est indiffé-r:. rent. Or à présent , on peut voir que cette disposition des racines est telle que, si Ton veut mettre une d'entre elles à la place d'une autre, et que, par ce changement, une des racines s'avance d'une, de deux, de. trois ou de quatre places, etc., toutes les autres s'avanceront en même temps d'une, de deux^ de trois ou de quatre places, etc.; de sorte que toutes les permutations possibles que vous voudriez faire entre ces dix racineé, par le transport de Tune à la place d'une autre, se réduiront uniquement aux dix permutations que vous obtenez en lisant de suite vos racines, d'abord à partir de la première, puis de la deuxième, puis de la troisième > etc., enfin de la dixième, exactement comme si elles étaient écrites en ^cercle. Cela posé , si , en suivant la méthode générale de la Note XITT, vous prenez une fonction linéaire de vos dix racines, et que vous mettiez pour coeffidens les dix racines dixièmes de l'unité, en plaçant ces racines suivant Tordre naturel des puissances d'ime $eule^ vous observerez qu'en multipliant toute cette fonction linéaire par la première racine dixième de l'unité, vous faites avancer dans la fonction toutes vos racines cherchées d'une place; si vous multipliez par la deuxième, vous les faites avancer de deux places, et ainsi de suite. Donc, si vous élevez tout d'un coup la fonction linéaire à la dixième pi\issance, vous épuisez les dix seules permutations différentes dont elle était susceptible, et par conséquent vous n'y trouvez plus qu'une seule valeur, quelque échange qu'on y fasse entre les racines contenues. Vous obtenez donc cette première fonction linéaire en remettant le radical dixième sur sa dixième puissance qui est connue. Vous obtenez de même une seconde fonction linéaire, en employant une autre racine dixième de l'unité, et ainsi de suite; et de ces dix 'fonctions linéaires vous tirez surle-champ, sans ambiguïté,. vos dix racines inconnues.
Telle est la méthode donnée par M. Lagrange , comme une suite naturelle de sa méthode générale. On y profite 'encore des simplifications qui se présentent dans la résolution des équations composées. Ainsi, au lieu d'élever la fonction linéaire k la puissance marquée par le degré de l'équation^ on peut n'élever d'abord qu'à la puissance marquée par l'un des facteurs premiers de ce degré, et ainsi de suite; et l'on aura le double avantage d'arriver d'une manière plus prompte à des formules plus simples. Toutefois ces formules seront les mêmes eu égard à la nature des radicaux , parce que des radicaux d'un degré composé se réduisent à ceux des degrés respectifs marqués par les facteurs premiers de
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oe degfé* On voit detfc que 9 dans b formule qoi t^ésont une équation bifiiptne d^un degré quelconcpae premier, il n*y awa pas d'autres radicaux que ceixt qiii répondent aux facteurs simples de ce degré premier moins un. Ain», potir TéquaUon bitiome du 17* degré, il n'y aura que des racines carrées; on pourra dànc construire la formule par la règle et le Cbmpas ; voilà pourquoi Ton peut inscrire géométriquement le polygone régulier de dix-sept côtés ; et en général , tout polygone d'un nombre de côtés, égal a une puissance de deux plus un, et en même temps pre» nrier. dar on saât qne la résolution de Péqnslion bmome donne la division du cercle en parties égailes : rédiroquemest , si l'on sait diviser le cercle en parties égales, on peut résoudre l'équation binôme dfun degré marqué par le nombre de cea parties. Aussi , de toutes les solutions de cette équation , la meilleure dans Pusage est celle que doraient les tables de. trigonométrie, où l'on trouve la circonférence divisée en un nombre quelconque de parties^ avec une très grande exactitude. Mais il n'en était pas moins curieux et important pour l'Analyse, d'examiner et do suivre jusqu'au bout cette résolution algébrique des équations binômes, qui est comme la def de la résolution générale des équations complètes Ç^).
^m*^mm0mmmitttmmm^mm^mtmmÉÊ^mmm^màm»*m**m^mmimmm0im*mitmmmm^
(*) Vojes oe qoit ooiia arooi écrit depoii far mUc madère , dtne le XIV* et denrier Tohune des Mémoires de Tlnsiitat , et dantle tome FV des Mémoires de F Académie des Sciences.
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INTRODUCTION
La solution de tout problème détermine se réduit , en dernière analyse , à la résolution d'une ou de plusieurs équations , dont les coefficiens sont donnés en nombres , et' qu'on peut appeler équations numériques. Il est donc important d'avoir des méthodes pour résoudre complètement ces équations , de quelque degré qu^elles soient. Celle que l'on trouve dans le Recueil des Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1767 9 est la seule qui offre des moyens directs et sûrs de découvrir toutes les racines tant réelles qu imaginaires d'une équation numérique donnée , et d'approcher le plus rapide-^ ment et aussi près que l'on veut de chacune de ces racines. On a réuni dans le présent Traité le Mémoire qui contient cette méthode , et les Additions qui ont paru dans le volume des Mémoires de la même Académie , pour l'année 1768. Et pour rendre ce Traité plus intéressant , on y a joint plusieurs Notes , dont les deux dernières paraissent pour la première fois dans cette nouvelle Édition • Ces Notes contiennent des recherches sur les principaux points de la théorie des équations algébriques.
Il faut bien distinguer la résolution des équations numé* riques de ce qu^on appelle en Algèbre la résolution générale des équations. La première tôt, à proprement parler , une opération arithmétique , fondée à la vérité sur les principes généraux de la théorie des équations , mais dont les résultats ne sont que des nombres y oii Ton ne reconnaît plus les pre^
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miers nombres qui ont servi d'ëlémens , et qui ne conservent aucune Uaj^e des différentes opérations particulières qui les ont prodjpLits, iLi'éxtractiQn des racinies carrées et cubiques est l'opération la plus simple de ce genre ; c'est la résolution des équations numériques du second et du troisième degré , dans lesquelles tous les termes intermédiaires manquent. Aussi conviendrait-il de donner dans l'Arithmétique les règles de la résolution des équations numériques , sauf à renvoyer à l'Algèbre la démonstration de celles qui dépendent de la théorie générale des équations.
Newton a appelé l'Algèbre Arithmétique unwerselle. Cette dénomination est exacte à quelques égards ; mais elle ne fait pas assez connaître la véritable différence qui se trouve entre rArithmétique et l'Algèbre. Le caractère essentiel de celle^îî consiste en ce que les résultats de ses opérations ne donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu'on cherche, comme ceux des opérations arithmétiques ou des constructions géométriques, mais représentent seulement les opérations, soit arithmétiques ou géométriques qu'il faudra faire sur les premières quantités données pour obtenir les valeurs cherchées; je dis arithmétiques ou géométriques, car on connaît depuis Viete les constructions géométriques par lesquelles on peut faire sur les lignes les mêmes opérations que .J'oh faît en Arithmétique sur les nombres.
L'Algèbre plane pour ainsi dire également sur l'Arithmétique et sur la Géométrie; son objet n'est pas de trouver les valeurs mêmes des quantités cherchées , mais le système d'opérations à faire sur les quantités données pour en déduire les valeurs des quantités qu'on cherche , d'après les conditiotls dû problème. Le tableaui^de ces opérations représentées par les ùaractères algébriques , est ce qu'on nôifame en Algèbre une formule; et lorsqu'une quantité dépend d'autres quantités, de manière qu'elle peut être exprimée par une fwmule
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qui contient ces quantités ^ on dit alors qu'elle est une fomition de ces mêmes quantités.
L'Algèbre , prise dans le sens le plus étendu y est Fart de déterminer les inconnues par des fonctions des quabtités connues , ou qu'on regarde comme connues ^ et la i^ésolutioil générale des équations consiste à trouver pour toutes lés équations d'un même degré , les fonctions des coefficiens de ces équations qui peuvent en représenter toutes les racineà.
On n'a pu jusqu'à pr^nt trouver ces fonctions que pour les équations du second y du troisième et du quatrième degré ; mais quoique ces fonctions expriment généralement toutes les racines des équations de ces métnes degrés , elles se présentent néanmoins , dès le troisième d^ré , sous une forme telle qu'il est impossible d'en tirer les valeurs numë^ riques des racines par la simple substitution, de celles des coefficiens, dans les cas mêmes où toutes les racines sont essentiellement réelles; c'est cette difficulté que les Ame lystes désignent par le nom de cas irréductible; elle aurait lieu à plus forte raison dans les équations des degrés supérieurs , s'il était possible de les résoudre par des formules générales.
Heureusement on a trouvé le moyen de la vaincre dans le troisième et le quatrième degré , par k considératiou de la trisection des angles , et par le secours des tables trigo^ nométriques ; mais ce moyen , qui dépend de la division des angles , n'est applicable dans les degrés plus élevés qu'à une classe d'équations très limitée ; et Ton peut assurer d'avance que quand même on parviendrait à résondrie généralement le cinquième degré et les suivans , on n'aurait par là que des formules algébriques , précieuses en elles-mêmes y mais très peu utiles pour la résolution effective et numérique des équations des mêmes degrés, et qui^ par conséquent, ne
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dispenseraient pas d'avoir recours aux méthodes arithmétiques qui sont l'objet de ce Traité.
Viete est le premier qui se soit occupé de la résolution des équations numériques d'un degré quelconque. Il fait voir , dans le Traité de numéros a potes tatum adfectarwn résolu-tione y comment on peut résoudre plusieurs équations de ce genre par des opérations analogues à celles qui servent à extraire les racines des nombres.
Harriotj Ougtredj Pelly etc. , ont cherché à faciliter la pratique de cette méthode^ en donnant des règles particulières pour diniinuer les tâtohneniens, suivant les'différens cas qui ont lieu dans les équations relativement aux signes de leurs termes. Mais la multitude des opérations qu'elle demande , et l'incertitude du succès dans un grand nombre de cas ^ ront fait abandonner entièrement.
En effet 9 il est aisé de se convaincre qu'elle ne peut réussir d'une manière certaine , que pour les équations dont tous les termes ont le même signe , à l'exception du dernier tout connu ; car alors ce terme devant être égal à la somme de tous les autres , on peut , par des tâtonnemens limités et réglés , trouver successivement tous les chiffres de la valeur de l'inconnue , jusqu'au degré de précision qu'on aura fixé. Dans tous les autres cas, les tâtonnemens deviendront plus ou moins incertains , à cause des termes soustractifs.
Il faudrait donc , pour l'emploi de cette méthode , qu'on pût par une préparation préliminaire,', réduire toutes les équations à cette forme. Nous prouverons , dans une des Notes (*) , que cette réduction est toujours possible; pourvu qu'on ait deux limites d'une racine, l'une en plus, l'autre en
C) Voyei U Note XII.
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moins j et qui soient telles que toutes les autres racines , ainsi que les parties relies des racines imaginaires , s'il y en a , tombent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver ces limites est elle-même aussi grande , et peut être quelquefois plus grande que celle de résoudre l'équation.
A la méthode de Fiète a succédé celle de Newton, qui n'est proprement qu'une méthode d'approximation , puisqu'elle suppose que Ion ait déjà la valeur de la racine qu'on cherche , à une quantité près moindre que sa dixième partie ; alors on substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue à l'inconnue de l'équation proposée , et l'on a une seconde équation dont la racine est ce qui reste à ajouter à la premier valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cher- ' chée ; mais , à cause de la petitesse supposée de ce reste ^ on néglige, dans la nouvelle équation , le carré et les puissances plus hautes de l'inconnue ; et l'équation étant ainsi rabaissée au premier degré , on a sur4e-champ la valeur de l'inconnue. Cette valeur ne sera encore qu'approchée ; mais on pourra s'en servir pour en trouver une autre plus exacte , «n faisant sur la seconde équation la même opération que sur la première, et ainsi de suite. De cette manière , on trouve à chaque opération une nouvelle quantité à ajouter ou à retrancher de la valeur déjà trouvée, et on a la racine d'autant plus exacte, qu'on pousse le calcul plus loin.
Telle est la méthode que l'on emploie communément pour résoudre les équations numériques^ mais elle ne sert, comme l'on voit , que pour celles qui sont déjà à peu près résolues. De plus , elle n'est pas toujours sûre ; car en négligeant à chaque opération des termes dont on ne connaît pas la valeur, il est impossible de juger du degré d'exactitude de chaque nouvelle correction; et il peut arriver, dans les équations qui ont des racines presque égales , que la série soit très peu
tXT) INTRODUCTION.
convergente, ou qu'elle devienne même divergente après avoir ëtë convergente (^). Enfin y elle a encore l'inconvénient de ne donner que des valeurs approchées des racines mêmes qui peuvent être exprimées exactement en nombres , et de laisser par conséquent en doute si elles sont commensurables ou non.
Le problème qu'on doit se proposer dans cette partie de l'Analyse , est celui-ci : Etant donnée une équation numé-nique sans aucune notion préalable de la grandeur ni de l espèce de ses racines , trouver la valeur numérique exacte ^ s'il est possible y ou aussi approchée quon voudra de chacune de ses racines. Ce problème n'avait pas encore été résolu; il fait l'objet des recherches suivantes.
Depuis la première édition de cet ouvrage (^^) , il a paru di£Ssrentes méthodes pour la résolution des équations numériques ; mais la solution rigoureuse du problème dont il s'agit 9 est restée au même point où je lavais portée; et jusqu'ici on n'a rien trouvé qui puisse dispenser dans tous les cas de la recherche d'une limite moindre que la plus petite difiérence entre les racines y ou qui soit préférable aux moyens donnés dans la Note IV, pour faciliter cette recherche.
n Voyez la Note V.
n En 1,98.
»»W%^^M»l^%WW»^^WV^%<^WWW»^^WIM»IMM^»Wi»»M^M^»IM>^M)%l» < %l(l<»^^
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CHAPITRE PREMIER
Méthode pour trouver, dans une équation numérique queUconque j la valeur entière la plus approchée de chacune de ses racines réelles.
I. Théorème I. oi Ton a une équation quelconque , et que l'on connaisse deux nombres tels qu'étant substitués successivement i la place de l'inconnue de cette équation , ils donnent des résultats de signes contraires , l'équation aura nécessairement au moins une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres.
Ce théorème est connu depuis long-temps^ et l'on a coutume de le démontrer par la théorie des lignes courbes ; mais on peut ausn le démontrer directement par la théorie des équations ^ en cette sorte* Soit X Pinconnue de l'équation^ et «, ^^y^ ^\^.^ ses racines, l'équation se réduira , comme l'on sait , à cette forme
a ^S lia EÉ^Lip^QH
Or, soient p et q ieê nombres qui, -si^tUttés par x, donneront des résultats de signes contraires, il faudra donc que ces deux quantités
{p ^ a) (p -^ fi) (p ^ yy (ç — «) (7 — fi) (9 — y)
soient de signes différens ; par conséquent , il faudra qu'il y ait au moins deux facteurs correspondans, comme ^-— a et q^^a^ qui soient de signes contraires : donc il y aura au moins une des racines de requal||on , coonne ^, qui sera entre les qombres p etq^ c'est«>idire ' plus petite que le plus grand de ces deux nombres , et plus grande que le plus petit d'entre eux ; donc cette racine sera nécessairement réelle.
2. Corollaire i« Donc si les nombres p et q ne. diSBèrent l'un de l'autre que de l'unité , ou d'une quaqtité moindre que l'unité , le plus petit de ces nombres, s'il est entier, ou le nombre entier qui sera immédiatement moindre que le plus petit de ces deux nombres , s'il n'est pas entier, sera la valeur entière la plus approchée d'une des racines de l'équation. Sjî la différence entrç petqest plus grande que l'unité, alors nommant n, n'^i^ /t-f-^? ^^c, les nombres entiers qui tombent entre ^ et ^ , il est clair que , si l'on substitue successivement k k plaof^ de Vi^çûnaue les non^)re3 PjUy ^"f*' > '^^'^^ ^^- ?> OR ^rqy^yera néçessairei^ç^t deux subsUtutiom cçoisijçc^tive^ qui dpnneront des résultats de signes différens ) dqpf( j puisque les nombres qui donneront ces deux résultats ne diffèrent entre eux que de Funité, on trouvera , comme ci-dessus, la valeur entière la plu^ ap*prochée d'une 4Çft ra^iflÇs 4e l'^c^ua.tiqp..
3^ Corollaire a. Toiite équation dont le dernier terme e^t négatif, 6XE^ suj^pp^f^t J^Q p;;çmier positif^ a necessairem^t une racolé, réeQe pq9JHfy,e.,.flp9H 01^ p,9^rIi? trouver la. vajeur entière, la çlus approchée , en substituant a la plajfl^ çle l'inconnue Içs nombres 9, i ,^ ^, 3j, ej^i, jusq^^à çfi qwft i;ofi. rpi^conjtre; deijix sul^tit^tions qui, donnent ^ps résiatat^ <jle ^ig^l^ ÇW^r^^^?. ,
^^% Sft «Ï^BB^^W^*, l9, Ç^ffîier t^rme a?*^ el^ le denier — H, (H estant
Htt nW^e PP?f^Ov ;?», ^W^^ ??^ %T*^, ^"^^ ^P r^ultat né^f —H. et en faisant x= 00. le iesùltat positif oû*; donc on aura ici
p SI o et 7 = CD ; donc les nombres entiers mtermédiaires seront tous
les nombres naturels F^-a, 3^ ete.*, tlojàc)-etc. (£oroU. préc.)
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De là on Voit, i*. que toute équation d'an degré iiripâir , dont le dernier terme est n^tif, a néôessairement une raôîné l'éeile
positive.
a*. Que toute ëquatk>n d'un degré impair , doiiit le dernier terme est pbntif, a néeésdairement une racine réelte négative; oàr, en clian^ géant x eu — â^, le premâôr terme de Féquation deviendra négatif : donc y changeant tous les signes pour rendre de nouveau le premier terme positif, le deriiiér devieiidlra négatif: donb l'équation aura alors une racine réelle positive; par conséquent l'équation primitive aura mie racine réelle négative.
3*. Que toute équation d'un degré pair , dont le dernier terme est négiatif , a nécessairement deux racines réelles , l'une positive et ï^atitre négative; car, premièrement,* elle aura une racine réelle positive ; ensuite, comme en changeant or en —or, le premier terme demeure positif, la transformée aura aussi une racine réelle positive : donc l'équation primitive en aura une réelle et négative.
4^ HenutrtjfU^ Gomtee on peut toujours chiîngieir tes racines négatives d'une équation quelconque en pontives, en chaiigeant ^ulèmént le signe de l'inconnue , nous ne considèrerond dans la suite , pour plus de simplicité , que les racines positives ; ainsi , quand il s'agira d'cfxaminer les racines d'une équation donnée, cm considérera d'abord les racines positives de cette équation , ensuite on y changera les signes de tous les teimes où llnconnue se trouvera élevée k une pais^ sance impaire , et On coniûdèrera de niéme les radnes positives dé cette nouvelle équation; ces racines, prises en mmM, seront lés racines négatives de la proposée.
5. Théorème II. Si dans une équation quelcontjue, qui a une où plusieurs racines réelles et inégales , on substitue successivement à là place de l'inconnue deux nombres, dont Fun soit plus grand et dont l'autre soit plus petit qvie l'une de ces racines, et qui difiSrent en même temps l'un dé Fautre d'une (Juantité moindre que la différence entre cette racine et chacune des autres racânes réeUes de l'équation, ces deux substitutions donneront nécessairement dèfnx résultats» de signes contraire^.
£n effet, soit a nue dés racines téellés et inégalée de l'équation , et jS, >, J^, etc. , les auti^ racines quélconqnei; soit de pltts f la' plus petite des différences entre Ift radne et et chacune des auUres ra<iined
réelles de l'ëquation , il est clair qu'en prenant p > « 9 9 < ^ 9 ^^ p^^q ^f yles quantités p^^a et q — A seront de signes contraires, et que les quantités p — /3 , P^^y> ^tc. ^ seront chacune de même signe que sa correspondante y — /S, y — y, etc., car , si p -^ fi et q — jg étaient de signes contraires , il faudrait que /3 fût aussi compris entre p et q^ee qui ne se peut. Donc les deux produits
(p-a)(p^ fi)(p^y)
(q — £ft) (y — fi) (q — >),....
c'est-i-dire , les résultats des substitutions de ;? et ^ i la place de linconnue a: (n*" i) seront nécessairement de signes contraires.
6. Corollaire i. Donc, si dans une équation quelconque on substitue successivement à la place de l'inconnue les nombres en progressi<»i arithmétique
o , A, 2Ûk y 3A, 4^, etc.,.. ••.••••• (A)
les résultats correspondans formeront une suite , dans laquelle il j aura autant de variations de signes que l'équation pn^osée aura de radnes réelles positives et inégales , mais dont les différences ne seront pas moindres que la différence A de la progression. De sorte que si l'on prend A égale ou moindre que la plus petite des différences entre les différentes racines positives et inhales de l'équation, la suite dont il s'agit aura nécessairement autant de variations de signes que l'équation contiendra de racines réelles positives et inégales.
Donc, si la différence A est en même temps égale ou moindre que l'unité, on trouvera aussi, par ce moyen, la valeur entière approchée de chacune des racines réelles positives et inégales de l'équation (n* 3).^
Si l'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive , ou si elle en a plusieurs , mais dont les différences ne soient pas moindres que l'unité, il est clair qu'on pourra fidre As=s i, c'est-à-dire qu'on pourra prendre les nombres naturels o, 1,2, 5, etc. , pour les substituer à la place de l'inconnue ; mais , s'il y a dans l'équation des racines inégales dont les différences soient moindres que l'unité , alors il Êiudra prendre A moindre que l'unité , et telle qu'elle soit égale ou moindre que la plus petite des différences entre les racines dont il s'agit : ainsi la difficulté se réduit à trouver la valeur qu'on doit donner
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à A, en sorte qu'oa soit assuré qu'elle ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines positives et inhales de l'équation proposée : c'est l'objet du problème suivant.
7. Corollaire a. Toute équation qui a un seul cbangement d« signey a nécessairement uneaeule racine réelle positive.
Il est d'abord clair que l'équation aura nécessairement une racine réelle positive, à cause que son dernier terme sera de signe différent du premier (n* 3). Or je vais démontrer qu'elle ne peut en avoir qu'une.
Soit (en supposant le premier terme positif, comme k l'ordinaire) X la somme de tous les tennes positifs de l'équation , et Y la somme de tous les négatif , en sorte que l'équation soit X •— Y s= o ; et puisqu'il n'y a, par l'hypothèse, qu'un seul changement de signe, il est clair que les puissances de l'inconnue x du polynôme X seront toujours plus hautes que celles du polynôme Y; de sorte que si a:' e3t la plus petite puissance de x dans le polynôme X, et qu'on divise les deux polynômes
X et Y par af^ la quantité ^ ne contiendra que des puissances posi-
tives de a:, et la quantité -^ ne contiendra que des puissances néga-
tives de a:; d'où il suit que x croissant , la valeur de -j devra croître
aussi, et x diminuant, -; diminuera aussi, à moins que le polynôme
X ne contienne que le seul terme Af^ àûquer cas ^^^sra toujours une
quai\^té constante ; au contraire , x croissant, la valeur de -; dimi-
-i "sr I — t
nuera nécessairement , et a: diojiinuant , -p ira en augmentant. Soit a la racine réelle et positive de l'équation , on aura donc , lorsque x:=:a , X=Y; donc aussi —=: — : donc en substituant , au lieu de Xy des
nombres quelconques pluç grands que a , on aura toujours z; ^ ""> ^ et
par conséquent X — Y égal à un nombre positif; et en substituant , au
' ' - X Y lieu de x, des nombres moindres que â,-6h tiura toujbnrs z? < r? î ^^
par conséquent X — - Y égal à un nombre négatif : donc il sera impos^
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siHIè qm Féquatioâ ait de$ râtinte^ rêélled et poàîtivës pliis grandes* otr pfiiai jiétites que d:
Si Tëquation a plusieurs chatogi^etis de si^e, elle peut! âVôir aussi pkmëufS racines réelles? positives; mais leur nombre ne peuftÎMaâls surpasser celui des changeiAens on variations désigne:; cffi^kj ce: théorème qu'on appellQ la règle de Deseartes. Voyez la note VIII. ;
8. Problèmes Une équation quelconque étant donnée , troutec une autre équation dont le» sacines soient les différenoe^ »itareles:iiacines de Uéquation donnée.
. $oiiti4o?inée l'équation
en siait que jr peut étte indifféremm^it ^al à une quelconque de ses rtfeiues: soit â/une autre racine quelconque de la même éqiiatioii , en sorte que l'on ait aiussi
a/- — Aa/--:» + Bj:r'"-* — Gr'"^» 4-etc. = o,
et soit u la différence entre lea deux racines x et %% de manière que Ton ait i/=:a?-|-ii; substituant cette valeur dé o^ dans la^^detaièt^ équation, et ordonnant les termes par rapport à u, on aura une équation en u du même degré m , laquelle , en commençant par les
dernier^ termes • sera de cette forme . _
X -h Yu.H- Za* H- Yw» H- etc. 4- aP" = o
les, coefilcieiis X, Y, Z , etc. , étant des fonctions de x telles que
X =5 jc- — Aa--' H- Ba-— — Cx—» 4- etc. ,
Y = ma*-^ — (m — i) Ajc— 4- (pi — a)Ba— > — etc. ,
Z = !*^Lnl>:r»-»-.^'"~^^^""''^Aj:^4- etc.,
c'est-à-<^re^ suivant la notation du calcul différentiel,
;y=l-^ Z—^*^ V— ^ etc
ît.' ». ' '
Donb, puisque par l'équation donnée (B) on a Xso, Téquation pré-^
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cédente étant divisée par Uy deviendra ceUcnci; . ) ;,. : i. ,
Y4-Zii + Vii'4-etc.4-ii!-:^» = o (C).
Cette équation , si l'on y substitue potir x une quelconque des racines de l'équation (B)^ aura ponrT&cînes les différences entre cette racine et toutes les autres tfs la même ^qùation^ (B) : donc , si l'on combine les équations (B) et (C) en éliminant Xy on aura une équation en Uy dont les racines seront les différences entre chacune, des racipes de l'équation (B) et toutes les autres racines de la même équation; ce sera l'équation cherclrée.
Mais sans exécuter cette 'élimination, qui serait souvent Sgtl labo^ rieuse, il suffira de' considérer': — - - — -- .
I "*. Que cLy ^yyy etc. , étant les racines de l'équation en a y celles de l'équation en u seront a — jS, *— >, etc., ,/8 — fl^^ j3r— j^^ etc. , >< — a , y — j8 , etc. , etc. ; d'où l'on voit que ces racines seront au nombre de m (m — i), et que de plus elles seront égales d^mx à deux y et de signes contraires ; de sorte que Téquation en u manquera nécessairement die toutes les puissances impaires de u. Donc , eof Gnsant wnwt-^i j ;^ n ^ II» --« y-^ Péquation dont il s'agit senrde cette forme
u" — flw"~" 4- iw"~*— eu*—' -f- etc. = (D).
2*. Que (a — i8)% (et— >)•, (jS — >)% etc. , étant les différeiUes valeurs de u dans l'équation (D) y le coefficient m sera égal à la somme de toutes ces valeurs y le coefficient b sera la'^sontte éè tous leurs produits deux k deux y etc.
Or, il est facile de voir qiie (« — fiY+ (a — yY if- C/S"-^ >)• + etc. = (m — i) (a* 4- ^' 4^ yr + etc.) — 2^1^ Hr «> .^-i^^rH etc.) ; mais on sait que afi'+'Cty + fiy^ etc.s= B ; et a'-|-i8*+ >'4-etc. = A*— aB: donc on aura fl = (m — i)(A* — aB) — âft,' savoir: a=z{m — i) A* — amB ; et on pourra , de la même mapbivt/itr^iAver. la valeur des autres coefficiens by c y etc.
Pour y parvenir plus facilement y supposons
A, = a 4-/8 •\' y + eic. ,
A^ = *» -f- ja» 4- y\ "^éSLf :r:
A, = et» + /3»- + y 4- etc. ;
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et l'on aura ,
comme
Vùa sait ,
CA
etc;
Supposons de plus
a, = (et — fiy + (* — >)• + (/3 -- >)• + etc., a,z=z (a^ ^y + (a — >)♦ +v(i8 — >)^ + etc-, a, = (et - ^)* 4- (a - >)• H- (iS — >)• + etc., etCuj
il est facile de voir que l'on aura
«. = (m- i)A.-a(5^i21JILè-),
41. = {m - i)A, - 4(A.A, ^ A4)H-6( ^^^7^^ ), il, s=B (iw — i)A, -p- 6(A,A, -P- A,) H- i5(A,A4-^ A,)
etc.,
ou bien
f A V a, s=s otA, — a î^ ,
«, œmA, — 6A,A, + i5A,A4 — 20 ^^*,
etc. î
et , en général ,
-f 5 A.A(ayu— a) — etc.
Les quantités a^, a^^ 0$} etc., étant ainsi connues, on aura sur-le-
champ les valeurs des coeJQliciens a^ b^ Cj etc: , de Fequation (D) par les formules
bai -^ aa^ -f- 03
rf_ ^ ,
etc.
Ainsi on pourra dëterminer directement les coefiîciens a^ h^ c^ etc. , de l'équation (D) par ceux de l'équation donnée (B). Pour cela , on cherchera d'ahord , par les formules ci-dessus , les valeurs des quantités A|) A»y As, etc. y jusqu'à A„; ensuite, à l'aide de celles-ci, on cher* chera celles des quantités a^i a^j a^y etc., jusqu'à a., et enfin , par ces dernières, on trouvera les valeurs cherchées des coefficiens a, b, c y etc*
9. Bemarque. 11 est bon de remarquer que l'équation (D) exprime également les différences entre les racines positives et négatives de l'équation (B) ; de sorte que la même équation aura lieu aussi lorsqu'on changera ^ en — x pour avoir les racines négatives (n^ 4)*
De plus , il est clair que l'équation (D) sera toujours la même , soit qu'on augmente ou qu'on diminue toutes les racines de l'équation proposée d'une même quantité quelconque : donc, si cette équation a son second terme , on pourra le faire disparaître , et chercher ensuite l'équation en ti ; on aura ainsi la même équation qu'on aurait eue si l'on n'avait pas tait évanouir le second terme , mais l'évanouissement de ce terme rendra toujours la recherche des coefficiens a , bj Cy etc. , un peu plus &cile , parce qu'on aura A =c= o , et par conséquent aussi A, =: G ; de sorte que les formules du numéro précé* dent deviendront
A. = — aB,
A4 s= — BA, — 4D ,
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Û3 = mAfi + i5A^A4 -^ ^o^-r^?
etc. ,
ete.
ip, Corollaire i. Puisque les racines de l'ëquation (D) sont les carrés des différ^ices entre les racines de l'ëquation proposée (B) , il est clair que si cette équation (D) avait tous ses termes de même signe , auquel cas elle n'aurait aucune racine rédle positive ^ il est clair , disje y que , dans ce cas , les différences entre les racines de l'équation (B) j seraient toutes imaginaires ; de sorte que cette équation ne pourrait avoir qu'une seule racine réelle , ou bien plusieurs racines réelles et égales entre elles. Si ce dernier cas a lieu , on le reconnaîtra , et on . le résoudra par les méthodes connues (vojrez aussi plus bas le cha-*^ pitre II) j à P^ard du premier cas ^ il suit du n^ 6 qu'on pourra prendre A=si.
IX. Corollaire 2. Si l'équation (B) a une ou plusieurs couples de racines égales, il est clair que l'équation (D) aura une ou plusieurs valeurs de u égales à zéro; de sorte qu'elle sera alors divisible une ou plusieurs fois par u. Cette division faite ^ lorsqu'elle a lieu^ soit l'équation restante disposée à rebours de cette manière :
i4-at;-f-j8w*4-><u'-|-, etc.4-9'^'=o (E) ?
r étant s= 6u <^ /i; qu'on fasse t^ = -9 et ordonnant l'équation par rapport kjTy on aura
y + tfj^r' + jSx— 4-9ir"'+> etc.4-7r = o (F).
Qu'on cherche par les méthodes connues la limite des racines positives de cette équation y et soit / cette limite ; en sorte ^ue / surpasse cha-
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cane des valeurs positives dejr^ donc y sera moindre que chacune des
valeurs positives de - ou de u ; et par conséquent moindre que chacune des valeurs de u% à cause de u = ii* ( problème précédent ).
Donc — > sera nécessairement moindre qu'aucune des valeiu's de
u j c'est-à«dire qu'aucune des différences entre les racines réelles et inégales de l'équation proposée (B).
Donc, I®. si ^/< I, alors on sera sûr que l'équation (B) n'aura point de racines réelles dont les différences soienlt moindres que l'unité : ainsi, dans ce cas, on pourra faire, sans scrupule, A =: i (n"* 6).
2^. Mais si )//= ou ^ I , alors il peut se faire qu'il y ait dans l'équation (B) des racines dont les différences soient moindres* que l'unité ; mais , comme la plus petite de ces difiërences sera toujours
nécessairement plus grande que —,y on pourra toujours prendre A =
ou < -^ (numéro cit^).
En général, soit k le nombre entier qui est ^al ou immédiatement plus grand que (//, et on pourra toujours prendre A = p
12. Scholie I. Quant à la manière de trouver la limite des racines d'une équation , la plus commode et la plus exacte est celle de Newton , laquelle consiste à trouver un nombre dont les racines de l'équation proposée étant diminuées , l'équation résultante n'ait aucune variation de signe ; car alors cette équation ne pourra avoir que des racines négatives ; par conséquent le nombre dont les racines de la proposée auront été diminuées, surpassera nécessairement la plus grande de ces racines.
Ainsi, pour chercher la limite / des racines de l'équation
(F) r4-«r'"'4-/3r^*4-9:r"'+etc. = o,
on y mettra j" -H /au lieu dej^, et ordonnant l'équation résultante par rapport à j^ elle deviendra
P+Qr4-Rr*+Sr' + etc.+y = o,
dans laquelle
P = /' + otl'-' -f- /3f-» + yl'-^ 4- etc. + TT ,
Q = r/'-' + (r — i) a/^* 4- (r— a) j8/'-' + etc. ;
etc.,
et il n'y aura qu'à chercher une valeur de / qui , étant substituée dans les quantités P, Q, R^ etc., les rende toutes positives; en commençant par la dernière de ces quantités, laquelle n'aura que deux termes, et remontant successivement aux quantités précédentes, on déterminera facilement le plus petit nombre entier qui pourra être pris pour /, et qui sera la limiter la plus proche cherchée.
Si l'on voulait éviter tout tâtonnement , il n'y aurait qu'à prendre pour / le plus grand coefficient des termes négatifs de l'équation (F) , augmenté d'une unité ; car il est facile de prouver qu'en donnant à / cette valeur, les quantités P> Q^ R, etc., seront toujours positives.
Cette manière d'avoir la limite des racines d'une équation quelconque est due, je crois, à Maclaurin; mais en voici une autre qui donnera le plus souvent des limites plus approchées.
Soit — fiy^ — y^^^" — ^""^ — €lc. , les termes négati& de l'équation (F), on prendra pour / la somme des deux plus grandes
tu n p
des quantités v//a , ^v , yTT , etc. , ou un nombre quelconque plus grand que cette sonune. Cette proposition peut se démontrer de la même manière que la précédente ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. Au reste , il faut observer que les limites trouvées de l'une ou de l'autre de ces deux manières seront rarement les plus prochaines limites. Pour en avoir de plus petites, on essayera successivement pour l des nombres moindres , et l'on prendra le plus petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q, R, etc., soient des nombres positifs.
i3. Scholie 2. Ayant donc trouvé la limite / de l'équation (F), et pris k égal ou immédiatement plus grand que \/ly on fera
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As? (n* II) ; et on substituera successivement dans l'équation pro-
13 3 posée, à la place de l'inconnue, les nombres ^y %y %i Tj ^tc. j les ré-
soltats venant de ces substitutions, formeront une série dans laquelle il y aura autant de variations de signe que l'équation proposée contiendra de racines réelles positives et inégales, et, de plus, chacune de ces racines se trouvera entre les deux nombres qui auront donné des résultats consécutiÊ de signes différons; de sorte que si les nombres
T et 7" donnent des résultats de signe contraire, il y aura une racine entre t et — r— j par conséquent , le nombre entier qui appro-
dbera le plus de t sera la valeur entière approchée de cette racine
Ainsi Ton reconnaîtra par ce moyen , non-^seulement le nombre des racines positives et inégales de l'équation proposée , mais encore la valeur entière approchée de chacune de ces racines.
Au reste, il est clair que si l'on trouvait un ou plusieurs résultats ^aux à zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats seraient des racines exactes de l'équation proposée.
Pour &ciliter et abr^er ce calcul , on fera encore les remarques suivantes :
I*. Si l'on cherche par les méthodes des numéros précédens la limite des racines positives de l'équation proposée, il est clair qu'il sera inutile d'y substituer à la place de l'inconnue des nombres plus grands que cette limite* En effet, il est fecile de voir qu'en substituant des nombres plus grands que cette limite , on aura toujours nécessairement des résultats positifs. Ainsi , nommant A la limite dont il s'agit , le nombre des substitutions à faire sera égal à AA:, et par conséquent toujours limité.
En général, sans chercher la limite A, il suffira de pousser les substitutions jusqu'à ce que le premier terme de l'équation ou la somme des premiers termes , s'il y en a plusieurs consécutifs avec le même âgne -f- , soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes négatifs ; car il est &cile de prouver , par la méthode du n^ 7 , qu'en donnant à l'inconnue des valeurs plus grandes, on aura toujours à IHnfini des résultats positifs.
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9°- Aa Uea de substituer à -la place de Pinoonnue x Yen fitiotioDs
X, T, letc.^ on y mettra d'abord j à Ja place de âp, ou, ce qui r^ent
au même, on multipliera le coefficient du second terme par A:, celui du troisième terme par k% et ainsi des autre&j et on substituera ensuite à la place de x les nombres naturels o, i, a, 3, etc. jusqu'à la limite de cette équation, ou bien jusqu'à ce que le premier terme ou la somme des premiers, quaud il y en a plu^eurs consécutifs avec le même signe, soit égale ou plus grande que la somme des n^atifs ; par ce moyen , les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de Téquatipn proposée se trouveront nécessairement entre les nombres consécutifs qui donneront des résultats de signes contraires , ces nombres étant divisés par A:, comme nous l'avons vu plus baut
3^. Soit m le degré de l'équation dans laqueUe il s'agit de substituer successivement les nombres naturels o, 1,2, 3, etc., je dis que, dès que l'on aura trouvé les /7i-|-i premiers résultats, c'est-à-dire ceux qui répondent à ar=:o, i , ^, etc., m, on pourra trouver tous les suivans par la seule addition.
Pour cela, il n'y aura qu'à chercher les différences des résultats trouvés, lesquelles seront au nombre de m , ensuite les différences de ces différences, lesquelles ne seront plus qu'au nombre de iti— » 1 , et ainsi de suite jusqu'à la différence m**^.
Cett^ dernière différence sera nécessairement constante, parce que l'exposant de la plus haute puissance de l'inconnue est m y ainsi on pourra continuer la suite des différences n^'^ aussi loin qu'on voudra y en répétant seulement la même différence trouvée; ensuite, par le moyen de cette suite, on pourra, par la simple addition, continuer* celle des différences iw-^i**^, et à l'aide de celle-ci, on pourra continuer de même la suite des différences m— a'*^', et ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton arrive à la première suite, qui sera celle des résultats cherchés.
Il est bon d'observer ici que si les termes correspondans des différentes suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes suivans dans chaque suite seraient tous aussi positif. Or, puisque la dernière différence est toujours positive , il est clair qu'on parviendra nécessairement dans chaque suite à des termes tous positi& ; ainsi il suffira de continuer toutes ces suites jusqu'à ce que leurs termes correspondans
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soient devenus tous positif , parce qu'alors on sera sûr que la série des résultats^ continuée aussi loin qu'on voudra, sera toujours positive, et que, par conséquent, elle ne contiendra plus aucune variation de signe. Pour édaircir ceci par un exemple, soit proposée l'équation
on trouvera d'abord que les résultats qui répondent à 0:= o ^ i , :i,.3^, sont 189, 137, 71, 27, d'où l'on tirera les différences premières —6a, •— 56, -— 44> ^^^ différences secondes 6^ i a, et la différence troisième 6; ainsi on formera les quatre séries suivantes :
6, etc..
la
64 i etc..
ia7
27, etc.j
dont la loi est que chaque terme est ^al à la somme du terme précédent de la même série , et de celui qui y est au-dessus dans la série précédente ; de sorte qu'il est très facile de continuer ces séries aussi loin qu'on voudra.
La dernière de ces quatre séries sera, comme l'on voit, celle des résultats qui viennent de la substitution des nombres naturels 0,1, a , etc. à la place de x dans l'équation proposée ; et comme les termes de la septième colonne ^ savoir : 6, 4^» 64 9 27, sont tous positifs , il s'ensuit que les termes suivans seront tous aussi positif ; de sorte que la série des résultats, continuée aussi loin qu'on voudra , n'aura plus aucune variation de signe*
i4« Remarque. On avait déjà remarqué que l'on pouvait trouver la valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales d'une équation quelconque, en y substituant successivement à la place de l'inconnue di0érens nombres en progression arithmétique; mais cette remarque ne pouvait pas être d'une grande utilité , &ute d'avoir une méthode pour déterminer la progression que l'on doit employer dans chaque cas, en sorte que l'on soit assuré qu'elle fiisse connaître toutes les racines réelles et inhales de l'équation proposée. Pïous en sommes heureusement venus à bout à l'aide du problème du n^ 8, et nous
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verrons encore d«après d'autres usages de ce même problème par rapport aux racines égales et imaginaires.
Au reste, la recherche de la quantité A (n^ ii) ne serait point nécessaire si l'équation proposée n'avait que des racines réelles; mais les conditions par lesquelles on peut reconnaître d'avance la réalité de toutes les racines, lorsqu'elle a lieu dans une équation donnée, dépendent de l'équation même des différences, ou de formules équivalentes. (Voyez la note VIII.)
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CHAPifRE II.
De la manière das^oir les racines égales et les racines
imaginaires des équations.
i5. jNous n'avons considéré , dans le chapitre précédent, que les racines réelles et inégales de Véquation proposée (B) ; supposons maintenant que cette équation ait des radnes égales : dans ce cas, il finidra (n^ 1 1) que l'équation (D) soit divisible autant de fois par u qu'il y aura de combinaisons de racines égales deux ^à deux ; par conséquent il faudra qu'il y ait dans cette équation (D) autant des derniers termes qui manquent; ainsi on connaîtra par ce moyen combien de racines égales il y aura dans la proposée.
Mais on peut s'assurer d'avance si l'équation proposée a des racines égales, et même trouver ces racines indépendamment de l'équation (D). Car puisque dans le cas des racines égales, on a nécessairement 11=0 (n^ 8) , l'équation (C) du même numéro donnera pour ce cas Y =: o ; ainsi il faudra que les deux équations en x, X = o^ et Y=o, aient lieu en même temps lorsque x est ^1 à une quelconque des racines ^les de l'équation (B).
On cherchera donc, par les méthodes connues, le plus grand commun diviseur des deux polynômes X et Y.; et faisant ensuite ce divir seur égal à zéro, on aura une équation qui ne sera composée que ()é| racines égales de la proposée , mais élevées à une puissance, moindre de l'unité.
Soit R le plus grand commun diviseur.de X et de Y, et XMe quotient de X divisé par R, il est facile de voir que l'équation X's=o contiendra toutes les mêmes racines que l'équation proposée X = o , avec cette différence que les racines mùTtiples de cette équation seront simples dans l'équaticm X'=o; ainu l'équation. X'=sOi sera dans le cas des méthodes précédentes. ...
On peut encore, si l'on veut, trouver deux équations sépajr^^ ^içnt
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l'uoe contienne seulement les racines égales de l'équation Xko, et dont l'autre oontieiiAe les racines inégales de la même équation. Pour cela, il n'y aura qu'à chercher de nouveau le plus grand commun diviseur des polynômes X' et Y; e( nommant ce diviseur R', on prendra le quotient de X' divisé par R', lequel étant nommé X'', on fera ces deux équations X''=o, et R'=:o.
I^^ prçniière Qoi|j4eadr$i çe^uleqaent iesi racines inhales de ï'éqçatioi^ X = o, et la second^ copt^eadra seulem^ixt les racines égales de la même équation, mais chacune une seule fois; de sorte que les deux équations X'^=o, et R'=o, n'auront que des racines inégales, et par conséquent serpnt su^ceptiUes des méthodes du chapitre précédent
i6. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant inégales qn'^ales, de l'équation proposée, si ce nombre est moindre que le degré de l'équation, on en conclura que les autres racines sont nécessairement imaginaires.
En général, pour que l'équation (B) ait toutes ses racines réelles, il fiiut que les valeurs de u soient réelles aussi ; donc il faudra que les valeurs de ii* ou de v soient toutes réelles et positives; par conséquent, l'équation (D) du n^ 8 doit avoir toutes ses racines réelles positives : dcmc il &udra, par ia règle connue, que les signes de cette équaticNCi soient alternativement positifs et négatif ; de sorte que si cette condition n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équation (B) a nécessairement des racines imaginaires.
Orj on sait que lés racines imaginaires vont toujours en nombre pair, et qu'elles peuvent se mettre deux à deux sous cette forme, «H-jS V/ — ï j a — jS^/— 1, a et fi étant des quantités réelles (*); donc on aura uzsidanfi^'-^ i , et par conséquent u = -« ^fi^ ; d'où Pan voit que l'équation (D) aura nécessairement autant de racines réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans l'équation (B).
Doùc j û l'on feit w s=s — w , ce qui changera l'équation (D) en celle-ci ^
fv-^- a^\ + *H^-* 4- w— 3 + etc. = o (G),
cette équation aura nécettàirement autant de racines réelles po-
(*) Tojfc» la note IX.
DES ÉQUATIONS. «UMÉiîQUES. f^
sitiyes qu^ y aora de couples de racmes imaginaires dans l'équa^ tion (B). ' . '
17. II' suit de là que poiit a voit* là yaléi^ desf raèSpéà îMàgfaianrés de réc[uatioD (B) , il n'y a qtt'à cbériilié^ \éi racines réelles pMltiVei^ dé l'équation (G)- En éflel , Soient iv^, fV", t*/*^, été. ces racine^ , on aura
d'abord -î^^ — , ^ — , ^ — , etc. pour les valeurs de j3j ensmte, ppjir
trouver les vakurs o6rrésp<»dàntes'«^ on rabstituem ^ dan» J'équafibn (B), « -f* j3 v^-^ t , à la place dé Xy et on fera deiÉi équAtions séparëea des termes tons réels , et dé ceux qur seront multipliés païf |/-— 'i ; de cette manière, on aura deux équations éti « de cette forme i
mar
. + Par-' +Qa— + etc. = 01. ,j^.
I + par-- + qar-^ + etc, = p j* ••'• ^"^^
dans lesquelles les coefficiens P, Q, etc. p^ q, etc. seront donnés en ay bj Cj etc. et en j8.
Donc 9 si l'on donne à j3 quelqu'une des valeurs précédentes, il faudra nécessairement que ces deui équations aient lieu en même temps, et par conséquent il faudra qu'elles aient un diviseur commun. On cherchera donc leur plus grand commun diviseur; et le feisànt ^al à zéro, on aura une équation en a et /3, par laquelle /3 étant connu, on trouvera a.
Il est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de fi tirées de l'équation (G) sont inégales entre elles, alors à chaque valeur de fi îl ne pourra répondre qu'une seule valeur de et] donc, dans ce cas, les deux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule racine commune ; et par conséquent leur plus grand commun diviseur ne pourra être que du premier degré.
On poussera donc la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste où c( ne se trouve plus qu'à la première dimension , et l'on fera ensuite ce reste ^al à zéro; ce qui donnera la valeur cherchée de a.
Mais si parmi les valeurs de fi tirées de l'équation (G) , il y en a , par exemple, deux égales entre elles, alors, comme à chacune de ces valeurs égales de jS, il peut répondre des valeurs différentes de ce, il fendra qu'en mettant cette valeur double de fi dans les équations (H), elles puissent avoir lieu par rapport a l'une et l'autre des valeurs de et qui y répondent; ainsi ces deux équations auront nécessairement
ao
deux racines communes, et par conséquent leur plus grand commuD diviseur sera du second degrë. Il faudra donc y dans ce cas , ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on arrive à un reste où et se trouve à la seconde dimension seulement j et alors on fera ce reste égal à zéro , ce qui donnera une équation du second d^ré y par laquelle on déterminera les deux valeurs de a , lesquelles seront nécessairement toutes deux réelles.
'De même, s'il y avait trois valeurs ^ales de jS, il faudrait, pour trouver les valeurs de « qui répondraient à cette valeur triple de /3 , ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on parvint à tm reste où la plus haute puissance de « fût la troisième ; et alors fidsant ce reste égcd à zéro , on aurait une équation en a du troisième degré , laquelle donnerait les trois valeurs réelles de a , correspondantes à la même valeur de ^ , et ainsi de suite.
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CHAPITRE III
Nouvelle méthode pour approcher des racines des équations
numériques.
i8. i3oiT l'équation
Aa*»+Rr^*4-Gr^*+etc,4.Ks==o (a),
et supposons qu'on ait déjà trouvé par la méthode précédente , ou autrement ^ la valeur entière approchée d'une de ses racines réelles et po* sitives; soit cette première valeur /?, en sorte que l'on ait x^ p et
^^/'"Hi) on fera xzszp^- ^ et substituant cette valeur dans
l'équation proposée , à la place de x^ on aura y après avoir multiplié toute l'équation par j^\ et ordonné les termes par rapport à jr^ une é quation de cette forme
Ay» + B>*-»4-C>--*-|-etc.-|-K' = o (*).
Or , comme {hjp.) , - > o et < i , on aura J^ > x j donc l'équation
(fi) aura nécessairement au mcnns une racine réelle plus grande que l'unité.
On cherchera donc ^ par les méthodes du chapitre T', la valeur enr tière approchée de cette racine ; et comme cette racine doit être nécessairement positive , il suflira de conâdérer^ comme poâtif (n* 4)*
Ayant trouvé la valeur entière approchée de j^^ que je nommerai q^
on fera ensuite j^ s= ^ + - , et substituant cette valeur de j^ dans l'équation {b) y on aura une troisième équation en 2 de cette forme ,
AV + B^'z— » + C'2^*+etc. + K"=o (c),
laquelle aura nécessairement^ au moins, une racine réelle plus grande
que Puoitë y dont on pourra trouver de même la valeur entière approchée.
Cette valeur approchée de z étant nommée r, on fera z:=:r^ - ;
et substituant, on aura une équation en tt, qui aura au moins une racine réelle plus grande que Funité , et ainsi de suite.
En continuant de la même manière , on approchera toujours de plus en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive que qttel<* qu'un des nombres/?, q, etc., soit une racine exacte, alors on aura x^=zpj ou ^ = 7, etc. , et l'opération sera terminée ; ainsi , dans ce cas , on trouvera pour x une valeur commensurable.
Dans tous les autres cas , la valeur de la racine sera nécessairement incommensurable , et l'on pourra seulement en approcher aussi prés qu'on voudra.
19. Si l'équation proposée a plusieurs racines réelles positives , on pourra trouver , par les méthodes exposées dans le chapitre I*', la valeur entière approchée de chacune de ces racines* et nommant ces valeurs p , p\ p"^ etc. , on les emploiera successivement pour apptocher davantage de la vraie valeur de chaque racine , il faudra seules ment remarquer ,
1**. Que si les nombres p^ p\ ;?", etc., sont tous différens l'un de l'autre, alors les transformées (A), (c), etc., du numéro précédent, n'auront chacune qu'une seule racine réelle et plus grande que l'unité ; car si , par exemple , l'équation (3) avait deux racines réelles plus
grandes que l'unité, telles que y^ et ^', on aurait donc or = ^ -f- -i.
et ar=/? + — ; de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même
valeur entière approchée p contre l'hypothèse : il en serait de même si l'équation (c) , ou quelqu'une des suivantes , avait deux racines réelles plus grandes que l'unité.
De là il suit que , pour trouver dans ce cas les valeurs entières approchées y, r, etc., des racines des équations (d), (c), ctd. , il suffira de substituée successivement è la place àty^ z, etc., les noinbres iiatureb positif 1,2, 3 , etc., jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires (n^ 6).
:2°. Que s'il y a deux valeurs de x qui aient la même valeur entière
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approchée p^ en eœployaDi cette valeur, l'équation {b) aura aussi deux racines plus grandes que l'unité , et si leur valeur entière approchée est la même , l'équation (c) aura encore deux racines plus grandes que l'unité , et ainsi de suite , jusqu'à ce que l'on arrive à une équation dont les deux racines , plus grandes que l'unité , aient des valeurs entières approchées différentes ; alors chacune de ces deux valeurs donnera une suite particulière d'équations qui n'auront plus qu'une seule racine réelle plus grande que l'unité.
En effet , puisqu'il y a deux valeurs différentes de x qui ont la même valeur entière approchée py ces deux valeurs seront représentées par ;?+ - ; de sorte qu'il faudra que jr ait nécessairement deux
valeurs réelles plus grandes que l'unité : et , si ces deux valeurs de y ont la même valeur approchée q , il faudra de nouveau qu'en faisant
^ s= y -|- - , z ait deux valeurs différentes plus grandes que l'unité ,
et ainsi de suite.
Mais, si les valeurs entières approchées de^ étaient différentes, alors
nommant ces valeurs ^ et ^, on ferait successivement y z=z q ^ L
et^ssy^H--; il est clair que 2, dans l'une et l'autre de ces deux
suppositions , n'aurait plus qu'une seule valeur réeUe plus grande que l'unité, autrement les valeurs de^, au lieu d'être seulement doubles seraient triples ou quadruples , etc.
Donc , quand on sera parvenu à une transformée dont les deux racines, plus grand#9 que l'unité ^ auront dea valeurs entières différentes on sera assuré que les autr^ transformée^ résultantes de chacune de ces deux valeurs , n'auront plus qu'une seule racine plus grande que l'unité. Quant à la manière de trouver les valeurs entières approchées Pj ^f etc., lorsqu'elles répondent k plus d'une racine, voyez ci-après Ghap. VI , art. nr.
On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y aurait dans l'équation (a) trois racines, ou davantage, qui auraient la même valeur entière approchée.
2o. Nous avons supposé dans le n^ 18 que les racines cherchées étaient positives j pour trouver les n^atives, il n'y aura qu'à mettre
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-— X à la place de x dans Féquation proposée j et l'on cherchera de même les racines positives de cette dernière équation : ce seront les racines négatives de la proposée (n^ 4)*
Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par €e*|-j8^— i, nous avons donné, dans le chapitre II, le moyen de trouver les équations dont a et jS sont les radnes; ainsi il n'y aura qu'à chercher les racines réelles de ces équations, et l'on aura la valeur de toutes les racines imaginaires de l'équation proposée.
:k\. Pour faciliter les substitutions (n^ i8) de ;'+ -, au Ken de a;,
de ^ 4- -, au lieu de j^, elc. , il est bon de remarquer que les ooeffi-
ciens de la transformée (b) peuvent se déduire immédiatement de ceux de l'équation (a) en cette sorte :
A' = AfT + B;r-' + Cff-* H- D;>»-' -f- etc.,
B' = otA;>— • 4- ipi—i) B;?— • -f- (m— a) CjiT-* -f- etc. ,
G = «ifLziO A/T- H- ('"-'M'»-») B;;*-» H- etc.,
etc.
Ou aura de même ceux de la transformée (c) par ceux de la transformée (6), en mettant dans les formules précédentes ^ à la place de /?, A", B", C", etc. à la place de A', B', C, etc. et A', B', C, etc. à k place de A, B, G, etc. , et ainsi de suite.
De là , il est évident que le premier coefficient A' ou A'', etc. ne sera
jamais nul^ à moins que le nombre p ou ç^ elc. ne soit une racine
exacte , auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine
à ce nombre (n^ i8). En effet, si A'sso, ou A''=:o, etc.^ on aura
jrzs: co y ou 2 = 00; donc x=zpj ou j^ss^, etc.
a a. Soient donc;;, q^r^s^t^ etc. les valeurs entières approchées des racines des équations (a), (6), (c), etc., en sorte que l'on ait
jc =:p ^l, ^ = y4-i, » = r4.i, etc., sub9tituant successivement ces valeurs dans celle de x, on aura
« + etc.
iUnsi ia valeur de x, c^eat^^dite <le la racnbf chercliée,rsçrâ ei:primée par une fraoti0D^vQpntib)ie. Or^, pn «sait ^tie^oes ^rlés^âeirfràèUoiië donnent toujours l'expression, la plus simple, et qU'ibâïie temps 'k plus eiacte qu'il est possible d'un nombre quelconque^ iratiônnél ou irrationnel.
JSujrgens psLmU, tStrc le premier qui àitremarqué cçtIBKpjrapriëté des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les fractions les plus simples, et en. même temps les pluS approchantjss. fl'une fraction quelconque donnée. ( Voyez son Traité de Automaio planeiario,)
Plusieurs h2d>iles géomètres ont ebsùîté'dilfèlopi^ê dàvdiita^e b'etlë diéorie, et en ont^iait différentes âpplicafioiis iogéhîeuses .et utiles; mais on n'avait pas encore pensé, ce me semble , à s'en servir dans la résolution des équiitions. .
tZ. Maintenant, si on réduit les fractions continues
en tractions ordinaires, on aura en faisant
J^ = sy + fi, ., r r=^ sy' + ^', ' •
eiCk , eic* ,
on aura, dis- je, cette suitte de fractions jitoÛciiH^ës'i» ^l ^ ' l i^-
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur de x, et dont la première sera plus petite que eëttevaleufj la secoi^dè seiol^ plus grande, la troisième plus petite, et ^insi de^suite^ de sorte que la valeur cherchée se trouvera tou jburs ëntt^ diçur jfrâlétibns ' côésëcÉtives quelconque^ : .Q?est ee qu'il est si^è de déduire; de la na^we, mlffie4i&\l^ fraction continuey d'où œllesnci ^pat tirém. .,: ,i ■/ ,.t ,, . î, .,. ■/ -,-
Or^ il €ft ^cile de voir que le9?Mleu^/çJi^,^i,^,^;>iiPJ^.|ic^t al^ fi\ y, e,tç;.w»t. toujours telles qp|Bi../?fltî'fH-.^.:W)l^> ^^Tnî>/3^5pi f.,
Jy — ".>i^= 1 1 etc. : d où; il s ensuit , ^ • , ,
i^^' y}w ces firactions sont deja Téduites a Teurs nÉnnares termes;
CMT si y et y!j, par ezeuifle,. avaient oa commuu divîaeur aatt^ ^pte Ifioaité, il fiiuiratfc, eo^vert» de rjquatkn fiy^'^yfi'^ss t^ ^œ ft t. «mû dÎTisilile par ce* mime dififieur.
2^. Qu'on aura
jpr-^y— ;j^> -y— 5?— |py> y
etc.
de sorte que lies fractions' jpf V} ^y ^^» n®. peuvent jamais djSEsrer de la. vraie vateuv de x <p|a d'une quantité respectivement moindre que
-*»> |r^'9 -Tpr ^i^* r ^'^ ^ ^^^ fadld de juger de la quantiitdderapi»
proximation.
En général , puisque fi' > a', }^' > /S', etc. ^ on aura
î>7?> ÏÏ^^ÏÏÇ^ ^^^"^
d'où l'on voit que l'erreur de chaque fraction sera toujours moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la même fraction. 3*. Que chaque fraction- aj^rochera de la valeur de x, non-seule* ment plus quir ne- fis( aueune des fractions précédentes , mais aussi plus que ne pbumit ftire aucnne autre fipaction quelconque qui aurait
un moindre déinoininateur. En effet, s! la fraction ^y par exemple,
approchait plus quala fraction -^9. y étante /i! y il faudrait que Ja
^M tfM ^F ^M 0kM ^S^ 0kM %
quantité ^ se trouvât entre ces deux -7 et pidonc -7 7<j7'— ;7< -^
et>03 donc î«y— y j' < y < i, et>oj ce qui ne se peut,puisque >> y'r f^jt^ *^^' ^^ nombres entiers.
àt fi y
a4« Le&fractions^^,j^9 -7-9 etc. peuvent être appelées fiactiani
primripédBSj ptffoe qu^elles^ eonvei^ent le* plu^* qu'il est possible vers la valeur cherchée 5 mais, ijfoand lea nondbres^/;, q^ p, etc. diffèrent àk Pnnité, on peut eneere trouver d^autres fractions convergente» vers la mteie vilemr, A qu'on- àppettera,. sillon v^ut, fractions ^ai?aitd!0//i?j%
Par exemple^ si r est ^ i , <in peut, entre les fractions -7 et ^^^^
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sont toutes deux moindres cpie h valoir de xp^ insérer autant de fractions secondaires qu'il y a d'unités dans r-r- 1> en mettant successivement 1, a, 3^ etc. r— 1> au lieu de r. De cette manièrei A cause de ^sar^-|-«^ «t ys=srj3!»f-a', on aura oâtte suite de fractions
7> gr4r7> W^' W+7^ ^^^- rfiT+A"
dont les deux extrêmes sotil les deux fractions principales ^ , ^ , et
dont les intermédiaires sont des fractions secondaires,- Or, si on prend la différence entre deux fractions consécutives
quelconques de celte smte , comme entre ^ ' j et inf ' T v > on troQ^
va» (^ ^j\ (ifiA- a^) ^ ^® ^^*® ^^ ^^ diflEerence sera ta)4i)ours positive, et ira en diminuant d'une fraction à Tratre; d'oè il suit que comme la dernière fraction -7 est moindre que la vraie valeur de
la fraction oontimae , les fractions dont il s'a^t seront ^toutes plus petites que cette valeur, et seront en m&ne temps ooavci^gentes vers cette même valeur.
On fera le même raisonnement par rapport k toutes les autres fractions principales ; et si on ajoute & ces fractions les deux fractions { et ^, dont la première est toujours plus petite, et dont la seconde est plus grande que toute quantité doimée , on pourra former deux séries de fractions convergentes vers la valeur cherdiée , dont Pune contiendra toutes les iractions plus petites que cette valeur, et dcmt l'autre contiendra toutes les fractions plus grandes que la jnême valeur.
Fractions plus petites.
f,etc., « (J), '
F+7' 57+7' WT7' ***"» S^+7 -''w)*
etc.
' I ' ' Fractions plus grandes.
y + /> îy_+ /• 3y + il ty + il //\
7+7, ay' + 7' V+/5" ^^^'^ ïy"+T--AF>
etc.
Quant à la nature de ces fractions, il est facile de prouver, comme nous ravons fak par rapport aux fractions principales, I^ qpie chacune de ces fractions sera déjà réduite à ses moindres termes; d'où il suit que comme les numérateurs et les dénominateurs vont en augmentant, ces fractions se trouveront toujours exprimées par des termes plus grands à mesuré qu'elles s'éloigneront du commenconent de la série. 3*. Que chaque fraction de la première série approchera de la valettr de X plus qu'aucune autre fraction quelconque qui serait moindre que cette valeur, et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la même fraction ; et que , de même , chaque fraction de la seconde série approchera plus de la valeur de x que ne pourrait faire toute autre fraction qui serait plus grande que cette valeur, et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la même fraction.
En effet, s'il y avait une fraction comme ~ plus petite que la Valeur
de or, et en même temps plus approchante de cette valeur que la fiac-
tion avT / > P2»r exemple^ en supposant 3j8'-|-«'>/t4', il faudrait
(k cause que la fraction p est plus grande que la valeur dont il s'agit)
que la quantité ^ se trouvât entre les deux quantités " ^^jT • ^t ^;
donc la quantité ^ — ^v t * devrait être
donc il faudrait que ft(3i8*+a^) — jLt'(3i8-|-a) fût < J? < ij.ce qui ne se peut.
Au reste, il peut arriver qu'une fraction d'une série n'approche pas^ si près qu'une autre de l'autre série, quoique conçue en termes moins simples; mais cela n'arrive jamais quand la fraction qui a le plus grand dénominateur est une fraction principale (u* aS).
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CHAPITRE IV
Applications des Méthodes précédentes à quelques
Exemples.
;i5. Jb prendrai pour premier eiemple réquation que Newton a résolue par sa mélhode , savoir :
Je commence par chercher par les formules du n"* 8 l'équation en u qui résulte de cette équation ; je fais donc /7i = 3,A = o, B=. — 2,
C=5j j'aurai /i=-^ = 3, A, = o, A.=4> As= i5, A4=8,
As=5o, Ae=9i; donc a, = 13, ^i.= 72,^13 = — 1497) «^ de là as=: la, 6 = 36, £? = — -643; de sorte que l'équation cherchée sera
G>mme cette équation n'a pas les signes alternativement positifs et négatifs, j'en conclus sur-le-champ que l'équation proposée a nécessairement deux racines imaginaires , et par conséquent une seule réelle (n« 16).
Ainsi les n'ombres à substituer à la place dé x, seront les nombres naturels ô, i, a, 3, etc. (n*' 6),
Je suppose d'abord x positif, et je cherché la limite des valeurs
de X par les méthodes du n^ la, je trouve V^a-|- t/5< 3; ainsi 3 sera la limite cherchée en nombres entiers; de sorte qu'il suffira de fidre successivement x=:o, = i, =a, =3; ce qui donnera ces résultats : —5, —6, — - 1, -|-i6j d'où l'on voit que la racine réelle de l'équation proposée , s^ entre les nombres a et 3 ; et qu'ainsi a sera la valeur entière la plus approchée de cette racine Cn^ a).
Je £ûs maintenant, suivant la méthode da chapitre UI, x=sa-|- -, 1*91^ ra 'scdiAltQatit M oniomiiiiit ics tmncs pw Tflpport "i^y FétjintkMi
dans laquelle j'ai [change les ngnes pour rendre le premier terme positif.
Cette équation aura donc nécessaicement une senle racine plus grande que Tunité (n^ 19) ; de sorte que pour en trouver la valeur ap^oodliëe, il n'y aura qu'à substituer les nombres o, i, 3, 3, etc. jusqu'à ce qœ Fou trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires.
Pour ne pas Ëdre beaucoup de substitutions inutileS| je r em arqu e qii^en ùàsantjr=zOy j'ai un résultat négatif, et qu'en disant j^= 10, le ré* sultat est encore négatif; je commence donc par le nombre 10, et je Ëiis successivement j^=s 10, =ti> etc., je trouve d'abord les résultats — 61, +54) etc.; d'où je conclus que la valeur approdiée de jr est lo; donc ^=10.
Je ûds donc jr:ss lo-f*-, j'aurai l'équatkm
ÔIZ*— - 94^'— 302 — • I
et supposant successivement z:=st^ =3, etc.^ j'aurai les résultats — 54f +71 > ^te.; donc r= i.
Je feîs encore « = i + j, j'aurai
54ii*H- aSiif — Sgu — 6r
et si;qp»posant ii=:i,=sa, j'aurai les résultats — 7I9 +2Q3y etc.; donc 5= I, et ainsi de suite.
£& continuant de cette manière, on trouvera les sombres 3, 10, 1 , 1 , 3 , 1 , 3^ 1,1, I a , etc. , de sorte que la racine cherchée sera exprimée par cette fraction continue
a »f> «tin.;
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d'où l'on tirera lea fractions (q^ a3)
a 91 a3 44 ïï* *^ 576 731 i3o7 1641 5 .
1' w» Tî* S* 3f W '^' ^ 64' 7»37' ^>
lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que la valeur de x.
La dernière fraction ^ff- est plus grande que la racine cherchée }
mais l'erreur sera moindre que >,g^y (p^ ^3, a^), c'esl^à-dire moindre
que OyOOOOOOOi63 ; donc, si on réduit la fraction ^^f- en fraction décimale, elle sera exacter jusqufà la: septièese décimale ; of, en faisant la
division, on trouve ajOg^55i4B65 ; ainsi, la racine cherchée sera
entre les nomlires 2,094^5149 et 2,094^5147-
Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,og455i47 {^vcQrez sa Méthode des suites infinies)'; d'où l'on voit que cette méthode donne dans ce cas un résultat fort exact : mais on aurait, tort de se promettre toujours une pareille exactitude»
a6. Quant aux deux aistres racines de la même équation , nous avons déjà vu qu'elles doivent être imaginairea : néanmoins y.sloa voulait en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode du n^ 17.
Pour cela, on reprend)ra l'éqoatioir en* ci tiDuvée ci-dessus, et en y changeant u en — *fv, et changeant ensuite tous les signes, on aura
11^+ i!iTV*+ 36w — 643 = o,
et il. ne a'agira plus que de chercher une racine réelle et. positive de cette équation. Or, puisqu'elle a son dernier terme négatif ^^ elle aum nécessairement une telle racine , dont on pourra trouver la valeur eik^ tière la plus approchée par la.aubsIitutIom suceesttye des nombres naturels o, 1, :2, 3, etc. (n^ 3). En eSet^enL £sMsaak ivsbS, on aura le résultat —38, et en &isant fv=s6, on aura -f- aa i ]^ ainsi la valeuc entière la ptùs'approchée de lia racine positive dé cette équation sera 5.
On fisra donc maintenant fiiss55+ -9 et en> fiiiU^tituant^ on aurai , après avoir changé les signe»,
38a* — a3iu' — 27a — 1 =3 o.
Faisant successivement iisco, r^.a, etc., on trouvera pour tt=i6 et 11SS.7 lêa résultats "— ^271, 4*i525; donC' & sera là valeur entiife approchée de u.
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Od fiera donc v :=6+ -, et Ton «m, en sobstitnant et dangeani
lessi^ne»,
En faisant saccemirement jr=:Oy i, 2, etc., on troorera des résahals négatift josqu'à la supposition de x=6y qui donne 8837 pour lésoltat ; de sorte que 5 sera la iralear entière approchée de x.
On fera donc jr=: 5 + -, sobstitnant et rédinsant, on aura
io53;^— 68337* — 37607^ — 371 = o,
et Ton trouvera 6 pour la Taleur approchée de^, et ainâ. de suite.
De cette manière, on approchera de plus en plus de la Taleor de fv, lar|uelle se trouvera exprimée par la firaction continue
6 + etc.; d'où l'on tire ces fractions particulières
ï' 6^' TT' i^* ®^^-
Coooaissaot ainsi u^, on aura (n® i7)j3 r= ^^* ainsi on connaîtm /S.
On substituera maintenant a -f- i^ 1/ — i à la place de x dans
l'équation proposée; et fiiisant deux équations séparées des termes
tout l'éels , et de ceux qui sont affectés de |/ — r , on aura les deux
équations
On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux équations ' et on poussera seulement la division jusqu'à ce que l'on arrive à un reste oii a ne se trouve qu'à la première puissance (numéro cité) ; ce
reste sera — — ^tLÎ a, — 5 , lequel étant feit 5= o , donnera
Ainsi ou aura la valeur des deux racines imaginaires «-f~/9v^'"~ '> et flt — jSy/— I de l'équation proposée. '
Prenons pour second exemple l'ëquation
On aura encore ici 171=: 3, et par conséquent /i=:3; ensuite A:;=o, B= — 7, C = — 7; d'où Aj = o, A,= i4, A3 = — ni, A^ssgS, A5= — 345, Ae = 833; et de là, ^4 = 42, ^. = 882, ^3=18669, et enfin a=4^9 ^=44'> ^=49! ^^ sorte que Fëquation en v sera
li*— 42^'+ 44**^ — 49 = o*
Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c'est une marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n^ 16); et comme d'ailleurs cette équation n'est point divisible par v , il s'ensuit que l'équation en x n'aura point de racines égales (n^ i5).
On fera maintenant (n^ 1 1) u = -, et ordonnant l'équation par rapport à^, on aura
Le plus grand coefficient négatif étant 9, on pourrait prendre /= 10 (n^ 1 2) ; mais on peut trouver une limite plus rapprochée en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ces trois quantités
et on trouvera que l=:g satisfait à ces conditions ; de sorte qu'on aura A:= 3 (n"" 1 1) , et par conséquent A = j.
mm
On mettra donc (n® i3, 2"".) dans l'équation proposée 3 à la place de x, ce qui la réduira à celle-ci :
dans laquelle il n'y aura plus qu'à substituer les nombres naturels o, I, 3, etc. à la place de x. Or, suivant la méthode du n^ i3 (3^.)? on trouve que la série des résultats ne contient que deux variations de signes, lesquelles répondent à â? = 4, 5,6; de sorte que l'équation proposée n'aura que deux racines positives, lesquelles tomberont, l'une entre les nombres | et f , et l'autre entre les nombres f et f ;
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d'où l'on voit que la valeur entière la* [Jus approchée de l'une et de l'autre sera i (d? 2).
Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines négatives (n^'4)i^^ l'équation; se 4)hangera en
laquelle ayant son dernier terme négatif y. aura sûrement une racine positive (n* 3), et il est clair qu'elle n'en aura qu'une seule, puisque nous avons déjà trouvé les deux tiutres ; ainsi on pourra d'abord trouver la valeur entière approchée de cette racine, en substituant à la placp de. a: les nombres o, 1,2, etc. jusqu'à ce que l'on rencontre deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires (u^ 3) : or^ on trouve que ces substitutions sont a: = 3 et x =4; ^^ sorte que 3 sera la valeur entière la plus approchée de x dans l'équation précé* dente y et par conséquent de •— x dans la proposée.
Ayant ainsi trouvé que l'équation a trois racines réelles, deux posa-*' tives et une négative, et ayant trouvé en même temps leurs valeurs entières approchées, on pourra approcher autant qu'on voudra de la vraie valeur d^ chacune d'elles par la méthode du chapitre III.
G)nsidérons d'abord les racines positives , et faisons dans l'équation
ar*— 7X 4-7 = 0, a:=i4--, elle deviendra celle-ci :
laquelle, à cause que i est la valeur approchée de deux racines, aura nécessairement (n* 19, a*.) deux racines plus grandes que l'unité.
J'essaie d'abord si je peux trouver les: valeurs approchées de ces deux .racine^ par la substitution des nombres lentiçrs o, i, 2, etc., et comme il n'y a que le terme 4/* de négatif, il suffira (n® i3, i^.) de pousser les substitutions jusqu'à ce que Ton ait j<'^=ou > 4^*; c'est-àdire jusqu'à 7" = 4 • or, en faisant j^=:o, i, a, 3, 4) j'ai les résultats I, I, —I, I, i3; d'où je conclus que les racines cherchées sont, l'une entre les jiQinbres i et a, et l'autre entre les nombres 2 et 3^ de sorte que les valeurs approchées de jr seront 1 et 2.
On fera donp, 1*. j^c= 1 + -, et l'on aura a'-—az*— 3+ i s=so,
équation qui n'aura plus qù'iine racine réelle plus grande que l'unité (n^ ig, a^.); ainsi on supposera successivement zz=i j, 3, etc. jusqu'à
ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires : or, on trouve que zzsza donne — ^ i , et 2 s= 3 donne + 7 ; donc 2 sera la valeur entière approchée de z.
On fera donc 2=^2 + -, et substituant, Ton aura, en changeant
les signes , 11' — 3tt* — 4" — ^ =0.
On supposera de même 11= i, a , etc. , et l'on troxnrera que la valeur entière approchée de u sera 4*
On fera u = i -I — .et ainsi de suite.
a^ On fera^=a-f-'> 6t substituant dans Féquation précédente en j^, on aura, après avoir changé les signes,
cette équation n'aura, comme la préoédente- en z , qu'une seule racine réelle plus grande qi^e' l'unité; de sorte qu'il n'y aura qu'à &ire z=i, 2 y etc., ce qui donne les résultats -^i> 7; d'où l'on conclut que I est la valeur entière approchée de ».
On fera donc 2= i -f~ ' 9 et l'on aura, en changeant les signes ,
II» _. 3||* — . 4u — - I = o;
d'où l'on trouvera, de la même manière que ci-dessus, que la valeur entière approchée de u sera 4*
Ainsi on fera 21 = 4 *f* ~~9 ^^ sÀnsi de suite.
Donc les deux racines positives de l'équation proposée seront
or sss I H~
4 + eta, a: = 1 -h —
4+ etc.
D'où l'on tirera, si l'on veut, des fractions convergentes, comme dans l'exemple précédent (n^ 2^ et ^4)*
Pour trouver maintenant la valeur approchée de la racine négative
on reprendra Féquatiou ^*— ^x*— 7 = 0, dans laquelle on a déjà
trouvé que la valeur entière approchée est 3 ; ainsi on fera ^= 3 -f-^9
ce qui donnera , en changeant les signes ,
et comme cette équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle plus grande que i (n"" 19 , !2^.), on en trouvera la valeur approchée en £iisant j^ss I, a, etc. jusqu'à ce que l'on rencontre deux résultats consécutifs de signes contraires, ce qui arrivera lorsque jr = ao, 21 ; de sorte que la valeur dont il s'agit sera 20.
On fera donc ^ = ao -|- - , etc.
De cette manière, la racine négative de l'équation proposée sera
, I ao +
3 + etc.
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ARTICLE PREMIER
Sur la manière de reconnaître si une équation a des racines
imaginaires.
28. J'ai donné, dans le n^ 8, des formules générales pour déduire d'une équation quelconque une autre équation dont les racines soient les carrés des différences entre les racines de l'équation proposée. Or; si toutes les racines d'une équation sont réelles, il est évident que les carrés de leurs différences seront tous positiâ; par conséquent, l'équa* tion dont ces carrés seront les racines, et que nous appellerons doréna* vaut, pour abréger, équation des différences; cette équation, dis- je, n'ayant que des racines positives, aura nécessairement les signes de ses termes alternativement positif et négatifs ; de sorte que, si cette condition n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équation primitive a nécessairement des racines imaginaires.
29. De plus, 4:)omme les racines imaginaires vont toujours deux à deux, et qu'elles peuvent se mettre sous la forme a»f-)S^— .1^ «— - jSv^— I, a et jS étant des . quantités réelles (voyez la Note IX); il s'ensuit que la différence de deux racines imaginaires correspondantes sera nécessairement de la forme 2jSv^— i; de sorte que le carré de cette différence sera *— 41^*9 c'est-à-dire une quantité réelle et n^ative. Donc, si l'équation proposée a des racines imaginaires, il &udra nécessairement que l'équation des différences ait au moins autant de racines réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans la proposée.
3o. Mais il est dëmontré (voyez la Note VIII) qu'une ëquatîon quelconque ne saurait avoir plus de racines positives qn'elle n'a de changemens de signes, ni plus de racines négatives qu'elle n'a fie successions du même signe. Donc, le nombre des racines imaginaires dans une équation quelconque ne pourra jamais être plus grand que le double de celui des successions du même signe dans l'équation des difierences.
3i. De là, et de ce que nous avons dit ci-dessus, il suit que si l'équation des différences a tous ses termes alternativement positif et négatifs , l'équation primitive aura nécessairement toutes ses racines réelles, sinon elle aura nécessairement des racines imaginaires. Ainsi on pourra toujours juger, par ce moyen , s'il y a ou non des racines imaginaires dans une équation quelconque donnée.
ARTICLE II
Oii ton donne des règles pour déterminer dans certains cas le nombre
des racines imaginaires des équations.
3^. Soient a^b^c^ d, etc. les racines réelles d'une équation quel-* conque, etce+jS^/ — i, a— ]8v/ — i^y+J'V^ — i, j^— J^|/— i, etc. les racines imaginaires ; les carrés des différences de ces radnes seront
(a — 6y, (« — c)% (a — d)% etc.,
(b — c)', (b — d)% etc., (c — d)% etc., — 4/a', — 4<fs etc. ;
-Os
OS
etc.;
-cTt/-
•i + cT/-
■os
- os
-«Tï/-
etc.;
etc.;
lesquels seront, par conséquent, les racines de Péquation des diflerenées.
Soit m le degré de l'équation proposée , qui est égal au nombre des racines «, i, c, etc. , a+jS^/— i, ^ — fiv^ — i, y + J'V^ — i,
y — «T^/ — ï, etc., celui de l'équation des différences sera ^^'"'^'^ =/i
(n? 8) : soit p le nombre des racines réelles a, b, Cj etc. , et 2q celui des racines imaginaires et -f- ]8|/ — . i , et — j8^/— i , y + J^ v^— i , 7 — «r$/— I, etc.j en sorte que m=^ + 2y, il est facile de voir par la table précédente que, parmi les n racines de l'équation des différences, il y en aura nécessairement ^ -^ de réelles et positives^ q de réelles et négatives, et 2y(/^4- y — i) d'imaginaires.
33. Qu'on fasse maintenant le produit de toutes ces racines ^ et il
est visible que le produit des ^^ ^ racines positives sera toujours po-
sitif^ que celui des ç racines négatives sera positif ou n^atif , suivant que le nombre q sera pair ou impair, qu'enfin le produit des ay(/>H-^ — 1) racines imaginaires sera toujours positif; en effet, cesdernières racines étant deux à deux de la forme ( A -f- B (/— - 1 )*, (A— «Bv/ — i)% leurs produits deux à deux seront de la forme (A*+B*)% et par conséquent positifs : donc le produit de toutes ces racines ensemble sera toujours aussi positif.
Donc le produit total sera nécessairement positif ou négatif, suivant que q sera pair ou impair.
Mais le dernier terme d'une équation est, comme l'on sait, ^al au produit de toutes ses racines avec le signe -f* ou — •, suivant que le nombre des racines est pair ou impair.
Donc le dernier terme de l'équation des différences , dont le d^ré est n, sera nécessairement positif, si /s et ^ sont tous deux pairs ou tous deux impairs , et négatif si l'un de ces nombres est pair et l'autre impair.
34. Or, si n et 9 sont tous deux pairs ou impairs , /i— 9 sera nécesr
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sairement pair, et si n et ^ sont, l'un pair, et l'antre impair ^ n-— ^
sera nécessairement impair; mais à cause de nss ^ , et de
m=p-f-3y, on a n — y=- ^~ +3yfpH"y~'0> ^® ^^^ que
n-^ç sera toujours pair ou impair, suivant que ^^^~ ^ le sera.
Donc le dernier terme de l'équation des différences sera nécessai*-
rement positif ou négatif, suivant que le nombre ^^ ^ sera pair ou
impair, c'est-à-dire, suivant que le nombre des combinaisons des racines réelles de la proposée, prises deux à deux, sera pair ou impair.
35. Supposons, i®. que ce dernier terme soit positif, il fendra, en ce cas, que^^^^ — - soit pair; donc ou £=s2A, et pz=z^Xj ou
Lui s=: aX et ;7s= 4^+ I > d'où il suit crue, dans ce cas, le
nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple de 4) ^^ ^^ nombre est pair, c'est-à-dire si le degré de l'équation est pair, ou multiple de 4 P^us i si le degré de l'équation est impair* Ainsi il sera impossible que l'équation ait a , ou 3 , ou 6 , ou 7, etc. racines réelles.
2^. Supposons que le dernier terme de l'équation des différences soit
négatif, il faudra ^ors que ^^ soit impair, donc ou - = nA + i*
et D = 4^ + 3 , ou ^""'^ = 2A+1, et ;^ = 4^ + 3; d'où il suit
que, dans ce cas , le nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple de 4 P^^^ ^ ^^ ^® degré de l'équalion est pair,, ou multiple de 4 pl^^ ^ ^^ ^^ degré est impair. De sorte qu'il sera impossible que l'équation ait en ce cas i, ou 4 9 ou 5, ou 8, ou 9, etc. racines réelles.
36. Ainsi, par l'inspection seule des signes de l'équation des différences, on sera en état de juger, i^. si toutes les racines de l'équation proposée sont réelles ou non ; 2^. si le nombre des racines réelles est nn de ceux-ci : i, 4» ^^ 3, 9, 12, i3, etc. , ou bien s'il est un
^de ceux-ci : 2, 3, 6, 7, 10, 11, etc., ce qui suffira pour déterminer
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le nombre des racines réelles et des imaginaires dans les équations qui ne passent pas le cinquième degré , et dans toutes les équations où l'on saura d'avance que les racines imaginaires ne sauraient, être plus de quatre.
Peut-être qu'en poussant plus loin cette théorie, on pourrait trouver des règles sûres pour déterminer le nombre des racines réelles dans les équations de degrés quelconques , les méthodes que l'on a proposées jusqu'à présent pour cet objet étant ou insufibantes, comme celles de Newton, Maclaurin, etc., ou impraticables, comme celles de Stirling et de De Gua , qui supposent la résolution des équations des degrés inférieurs.
Soit l'équation proposée du second degré, conmtie
a:* — • Ax H* B =s 0,
l'équation des diflférences sera du degré -^ =5 i ; et on trouvera par la méthode du n"" 8 que cette équation sera
u — fl = o,
où l'on aura
Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou toutes deux imaginaires , suivant que l'on aura A*— -/{^^o, ou <o; et elles seront ^ales lorsque A*=:4B«
___ 4(A'— 3B) (B*— 3AC) — (9C--AB
Donc, pour que les radnes soient toutes réelles, U faudra que l'on ait,
2«. 4(A«— 3B)(B'— 3AC) — (9C — AB)«>o.
Si l'une de ces deux conditions manque, l'équation aura deux racines imaginaires.
39. Soit maintenant proposée l'équation générale du quatrième
degré
a:<H- Bic*— Ca; + D =s o,
dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité; le degré de
l'équation des difi^nces sera ^^= 6 ; de sorte que cette équation
sera
w* — aw' H- 'bu* — eu* -|- du* — eu -^ f =s ,
où l'on trouvera par la même méthode
* = aaB* + 8D,
c = — ïSB'H- i6BD-f-a6C',
d = 1 7B* 4- a4B«D — 7 . i6D»+ 3 . 1 6BC',
e = — 4B'— a.a7C*B'— 8.27C*DH-3.4'BD«— a.4«B»D,
/ = 4<D» — a» . 4*B«D'+ 4* . 3'C«BD + 4»B*D — 4C»B» — 3»C<.
Donc, 1^. si la quantité
D«— 2^ .4*B*D-4- 4^ . 3*C^BD + 4^B^D — 4OB' — .3'C
est négative , la proposée aura nécessairement deux racines réelles et deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.
Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les coefficiens a, by c, dy e,/sont positives; donc elles seront toutes imagi-
naires A le dernier coefllcieat / étant po6it,lf , quelqu'un des autres se trouTe négatif.
Supposons donc le coefficient f positif, en sorte que Ton ait
44D3 — 3* • 4'B*D*+ 4* . 3'C*BD + 4«B^D — 4C*B«— S^C* > o,
et on trouvera que tous les autres coelHciens seront aussi positifs si l'on a en même temps
B<o, et B*— 4D>o,
et qu'au contraire quelqu'un d'eux deviendra nécessairement négatif si
B>o, ou B*— •4D<o.
Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de l'équation serpol toutes réelles , et dans le second elles seront toutes imaginaires.
On pourrait de même trouver les conditions qui rendent les racines des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en partie réeUei et en partie imaginaires; mab comme, dans ce cas, l'équation des dif-
férences monterait au degré — î= lo, le calcul deviendrait extrême* ment prolixe et embarrassant.
ARTICLE IV
Sur la manière de trouver les racines imaginaires dune équation.
4o. Nous avons vu dans l'article II* que chaque couple de radnes imaginaires correspondantes a-f-/3v^ — '» « — i^v/— i donne nécessairement dans l'équation des différences une racine réelle négative — 4/3* \ d'où il suit qu'en cherchant les racines réelles négatives de cette équation, ou trouvera nécessairement les valeurs de —4)8% d'où l'on aura celle de j9 à l'aide desquelles on pourra ensuite trouver les valeurs correspondantes de a, comme nous l'avons enseigné dlains le n* 1 7 ; de sorte qu'on aura , par ce moyen , l'expression de chaque racine imaginaire de l'équation proposée; ce qui est souvent néces* saire^ surtout dans le calcul intégral. Voici seulement une observation qui peut servir à répandre un plus grand jour sur cette théorie , et à dissiper en même temps les doutes qu'on pourrait se former sur son exactitude et sa généralité.
4i« Lorsque les parties rëelles «) >, etc. des racines imaginaires
> + «rv/— I,
etc.
sont inégales tant entre elles qu^avec les racines réelles a^l^ c^ etc., il est évident, par la table de l'article second, que l'équation des différences n'aura absolument d'autres racines réelles négatives que celles-ci : — 4/3% 4^% ^^^' î ^^ sorte que le nombre de ces racines sera le même que celui des couples de racines imaginaires dans l'équation proposée.
Mais s'il arrive que , parmi les quantités a , y^ etc. , il s'en trouve d'égales entre elles ou d'égales aux quantités a, b^ Cy etc., alors Téquation des différences aura nécessairement plus de racines négatives que la proposée n'aura de couples de racines imaginaires.
En effet, soitâ=:ci, les deux racines imaginaires (et — a-f-/3l/— *i)% (a — a — fi\/ — i)', deviendront — jS*, et — j3», et par conséquent réelles négatives.
De sorte que si l'équation proposée ne contient, par exemple, que les deux imaginaires « + jS \/ — i , et a — j3 {/ — i , l'équation des différences contiendra, dans le cas de a=â, outre la racine réelle négative — 4i3*, encore ces deux-ci : — /S*, — j8% égales entre elles.
D'où l'on voit que lorsque l'équation des différences a trois racines réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors la proposée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires, ou une seulemeut.
Si la proposée contient quatre racines imaginaires a-f-jSj/ — i, A .^ jSy/.-. I , > + J^ V^— I , J' — J^ V^— I > alors l'équation des différences contiendra d'abord les deux racines réelles négatives — 4/S*, — 4J^*; ensuite si « = fl, elle aura encore ces deux-ci : — 'iS*, -^/3*; si yzszby elle aura de même ces deux autres-ci : — J^* — cT'j enfin , si on avait a=>> alors les quatre racines imaginaires
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deviendraient
-(/3-«r)«, -(^-cT)', -c^+cT)', -(^+«r)«,
c'est-à-dire réelles négatives, ou égales deux à deux.
4a. De là il est facile de conclure,
1®. Que lorsque toutes les racines réelles n^atives de l'équation des différences sont inégales entre elles, alors la proposée aura nécessairement autant de couples de racines imaginaires qu'il y aura de ces racines.
Et, dans ce cas, nommant — tv une quelconque de ces racines, on
aura d'abord ô = — ; cette valeur étant ensuite substituée dans les
deux équations (H) du n*" 17, on cherchera leur plus grand commun diviseur, en poussant la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste ou ft ne se trouve plus qu'à la première dimension ; et faisant ce reste égal à zéro , on aura la valeur de cl correspondante à celle de /3 ; par ce moyen, chaque racine négative — îv donnera' deux racines imaginaires aH-jSv/-^!, et a— /3v/ — i.
a"*.' Que si, parmi les racines réelles natives de l'équation des différences, il y en a d'égales entre elles, alors chaque «acine inégale, s'il y en a, donnera toujours, comme dans le cas précédent, une couple de racines imaginaires; mais chaque couple de racines égales pourra donner aussi deux couples de racines imaginaires, ou n'en donner aucune; ainsi deux racines égales donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune; trois racines égales donneront ou six ou deux racines; quatre racines égales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires, et ainsi de suite.
43. Or soient, par exemple, •— w, et — w deux racines égales néga«
tives de l'équation des différences, on fera j3 = -— comme ci-dessus;
et substituant cette valeur de /3 dans les équations (H) du numéro dté, on cherchera leur commun diviseur en ne poussant la divisioti que jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste où a ne se trouve qu'à la seconde dimension , à cause que la valeur de jS est double , conune nous l'avons déjà remarqué dans l'endroit cité.
Ainsi, faisant ce reste égal à zéro , on aura pour la détermination de a
une ëquatlon du second degré , laquelle aura , par conséquent ^ ou deux racines réelles ou deux imaginaires.
Dans le premier cas, nommant ces deux racines a! et et'', on aura les quatre racines imaginaires *'+i8v/ — i, *' — ^Sj/-— i, a"+ /3v/ — i, ai^ — /3 ^ — I ; dans le second cas , les valeurs de tt étant imaginaires contre l'hypothèse, ce sera une marque que les deux racines égales — -fVy — *TV ne donneront point de racines imaginaires de la proposée.
44- S'il jnavait dans l'équation des différences trois racines ^ales et
négatives — w, — w^ — ^, alors faisant )8=: -î— , on poussera seulement
la divbion des équations jusqu'à ce que Ton parvienne à un reste où a se trouve à la troisième dimension ; de sorte que ce reste étant fait =o> on aura une équation du troisième degré en ci, d'où l'on tirera, ou trois valeurs réelles de c&, ou une réelle et deux imaginaires : dans le premier cas , on aura six racines imaginaires ; dans le second , on n'en aura que deux, les valeurs imaginaires de a devant toujours être rejetées «omme contraires à l'hypothèse^ et ainsi de suite.
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CHAPITRE YI
Sur la manière d approcher de la valeur numérique des racines des équations par les fractions continues.
On a vu dans le chapitre III comment on peut réduire les racin» des équations numériques à des fractions continues, et combien ces sortes de réductions sont préférables à toutes les autres : nous allons ajouter ici quelques recherches , pour donner à cette théorie toute la généralité et la simplicité dont elle est susceptible.
ARTICLE PREMIER
Sur les fractions continues périodiques.
45. Nous avons déjà remarqué dans le n* i8, que lorsque la racine cherchée est égale à un nombre commensurable , la fraction continue doit nécessairement se terminer; de sorte que l'on pourra avoir l'expression exacte de la racine ; mais il y a encore un autre cas où l'on peut aussi avoir l'expression exacte de la racine, quoique la fraction continue qui la représente aille à l'infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction continue est périodique, c'est-à-dire, telle que les mêmes dénominateurs reviennent toujours dans le même ordre à l'infini; par exemple, si on avait la firaction
P + etc-i il est dair qu'en nonunant x la valeur de cette fraction , on aurait
ce qui donne cette équation
qoc^ — pqx — ^ = o ,
par laquelle on pourra déterminer a:; il en serait de même si la période était d'un plus grand nombre de termes, et Ton trouverait toujours pour la détermination de x une équation du second degré. 11 peut aussi arriver que la fraction continue soit irréguliére dans ses premiers termes, et qu'eUe ne commence à devenir périodique qu'après un certain nombre de termes ; dans ces cas ^ on pourra trouver de la même manière la valeur de la fraction , et elle dépendra pareillement toujours d'une équation du second degré; car soit, par exemple, la fraction
^ r + etc.
Nommons toute la fraction x^ etj* la partie qui est périodique, savoir :
' ■*" r+ eta, on aura
d'où l'on tire r ==- r-^ — r : niai3 l'on a r = r+ • , ce qui
donne ^ — rçT*— r=so; donc, substituant pour j^ sa valeur en Xj on aura
^(or— ;?)•— rî(ar— ;?)[x— ç(ar-.;?)] — r[i— ç(jr— ;?)]*==o,
équation qui , étant développée et ordonnée par l^pport à x, montera au second degré.
46. On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont il s'agit doit avoir lieu toutes les fois que, dans la suite des équations transformées (a), (6), (c), {d)j etc. du n"* 18, il s'en trouvera deux qui
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auront les mêmes racines; car si la racine z, par exemple, de Pëqiia^. tion (c) était la même que la racine x de l'ëquation (a), on aurait
ce qui est le cas que nous avons examine ci-dessus, et ainsi des autres* Donc, quand on voit que, dans une fraction continue, certaines nombres reviennent dans le même ordre , alors pour s'assurer si la fraction doit être réellement périodique à l'infini , il n'y aura qu'è examiner si les racines des deux équations qui ont la même valeur entière approchée sont parfaitement égales, c'est-à-dire si ces deux équations ont une racine commune; ce qu'on reconnaîtra aisément en cherchant leur plus grand commun divisem:, lequel doit nécessairement renfermer toutes les racines communes aux deux équations, s'il y en a : or, comme nous avons vu que toute fraction continue périodique se réduit à la ^ " racine d'une équation du second degré, il s'ensuit que le plus grand diviseur commun dont nous parlons sera nécessairement du second degré.
47. Supposons donc qu'on ait reconnu que parmi les différentes équations transformées, il s'en trouvé deux qui ont la même racine; alors la fraction continue sera nécessairement périodique à l'infini; de sorte qu'on pourra la continuer aussi loin qu'on voudra, en répétant seulement les mêmes nombres ; mais voyons comment on pourra dans ce cas continuer aussi la suite des fractions convergentes du n* ^3 sans être obligé de les calculer toutes l'une après l'autre par les formules données.
Pour cet effet , nous supposerons que l'on ait en général
x = A'+7, a/=:M'+^, 4/'=A'^.H.j^, etc.,^
en sorte que x étant la racine cherchée y a/ y af'y xf^'y etc. soient celles des équations transformées que nous avons désignées ailleurs par jy Zy Uj etc., et l'on aura
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Doaoy fintent QQMuae dms le n"" dtë
P' = aY + /, L" = X'U
r = A^r + l'y L' = ATL' + L'
etc.| etc.,
on aura ces firactîons conveigentes vers x
E> Ï7' !7> L*'' L»» > ®^^* Maintébatit l'ëqciation ap= A'+ -7 donnera
mettons au lieu de â/, dans le second membre de cette équation y ta valeur A"-|* -> , et multipliant par od', on aura
on trouvera de même, en substituant dans le second membre de cette équation I A"'+ jr a la place de ai\
et ainsi de suite.
PardllemôBt l'ëquatiom afzsi A''-(- -^r donnera
enisuite, substituant dabs là second nombre A''^-^ -^ à ki place de af^y et lÀïiltipIiaht par jé^, on aura
et ainsi de suite*
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D'où il suit qu'où aura en général, [quelle que MÛt la finaçtion continue , soit périodique ou non ,
X oc X • • • • • oc ï^ii JLi «^ *p" 1j j
Il faudra bien se souvenir qu'ici et ^ans les calculs suivans les exposans des quantités x^ /, L représentent des indices çt non des puissances.
Gela posé, supposons que Pon ait >trouvé'9 par exÀnple
o^ + 'ssa:/*, c'est-à-dire que ia racine de ^à »(At 4" i»)^ ^transformée soit égale à celle de la transformée ft^; \èl6rs çn aur;^ aussi a:<»»+' + i = x^+S af*+' + ^ =a/*+^, etc., af*+^'=: jc^; etc., et en général 0:^+'*'' + ^ = X'^ + '^j donc aussi A^ + '+* =A/^+", ;^+» + 2_.;^ + 2^ etc., et en général A/*+'*'+*' = W*+*'j de sorte que l'on aura ^ ■
V*-*-* + etc.,
j/f."*- ' + etc.
Maintenant si on suppose en général p = fo -|- w + ^, il est facile de voir que les deux équations (B^ du numéro prédédent deviendront
Or, en faisant dans les mêmes équations p = ft, <ui -A
xx'af. ... jrrf* se #j/* .i-(- /•" * ,
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De plus, à cause de
o^ = X-+' -f- ;^y *- + » = A-+-+ ^jîVî etc., il est clair que si Ton (ait
h ^= ly H 1= G,
A"»== X''-+^A"4- À', , H"'= X'^+V H- H',| A" = A'* + Vh- A", H" = A-" + %"' -f- H",
on aura en général
IXmc on aura
et, k cause de «'•+' = x'* (hyp.).
De sorte qu'ICQ Êdsaat ces substitutions dans les deux équations ci-*dessus , on aura
(ta^ H- r - ») (hV+' + H*- ') (H'*" 4- H'~')«
Dans ces formules et dans les suivantes, tes exposans des quantités X, hy H dénotent ausn des indices.
49. Or, les équations (D) étant divisées l'une par l'autre, dcmnoat
d'où Ton tire
hr—BTx^
Donc, fidsant a=7r, on aura jc^t'^ = — -- — — , et de là
H*"a:^ + *' + H*""' = ;mai8 il est facile de voir par
la nature des quantités h^ h!^ hl\ etc., H, H', H'', etc., que l'on a
H'A — AU = I , H'A'— A'W= ~ », B!^K'^ hf'lA!' = i , etc. ; d'où l'on aura en général
le signe supérieur ayant lieu lorsque ne est un nombre impair, et l'inférieur lorsque tt est pair.
Doncj faisant ces substitutions d9ns les deux dernières équations du numéro précédent , on aura
db {ra/^ H- r-') (jXa^ 4- H' -*)-
les signes ambigus dépendans du nombre tr, comme nous l'avons vu ci-dessus.
Maintenant, si, dans l'équation (Ë)^ on fait assi», on aura, k
cause de JC^ + ' = JC^ (hyp.) JC^= ^^5^7 î <*'^*^ *'on tire l'équation en x/^
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Soit, pour abréger.
en MTte qœ Poa ait d^:=P-f- ^Q; substituant cette Talenr
(rp + r- ' + r»/Q) (irp + et- • + bvq)'
(iCH'-» — it-'ir) (p+^/Q) +/«-•*' — 5*'-',
(Lrp+L^~'+Lrt/Q) (irp + H' ~ ' + H VQ)"
= (L^fiT-* — L« -' IT) (P4- V^Q)+L<~' A'— L<»*— ' ,
d'où, à cause de Fambiguité du radical v^Q, on tirera «joatzv éqna-
UoDs, par lesquelles on pourra déterminer 5, 5~~^, U^ U '. 5o. En eSêt, supposons, pour abréger,
les exposans de /, F, K, dénotant des indices, on trouvera ces quatre équations :
_' (f'+ JVQ) (K7 -f. ffij/Q)- — cr — yyQ) (k^ — hvq )■
a*-i/Q) (y^+ g'j/Q) (K* + HVQ)'
^ (F^-f-I/'j/Q) (K' +HVQ)'— (E>'~-I/'v/Q) (K'—H y/Q)'
Donc si l'on ajoute la première multipliée par A à la seccnde maltipliée par H , et de même la troisième multipliée par n a la quatrième multipliée par H'^, et qu'on fasse, pour abréger,
on aura, à cause de A'^H' "" ^ — H'A'"" " = =t i (n* 49),
TC _ (F^+I/^j/Q) (G^+HVQ) (K^+H^l/Q)»
/ étant = jiA + 7W -H 9r.
Ainsi , lorsqu'à Taide des quantités A', A', X'", etc. A'* "*" ', on aura calculé, par les formules (A) et (C), les quantités /, f, Pj etc., L,
U, V'y etc. jusqu'à /^ et LT, €t les quantités A, A', A*, etc.. H, H',
H", etc. jusqu'à A' et H', on pourra , par les formules précédentes ,
trouver les valeurs de /^ et de L*, c'est-à-dire les termes de la frac*
tion y-, quel que soit l'exposant du quantième f ; car pour cela il n'y
aura qu'à retrancher fe de f , et diviser la différence par v , le quotient sera le nombre n qui entre dans les ibrmules piëcédentes comme exposant, et le reste sera le nombre :t, qui sera par conséquent toujours moindre que r.
Quoique les formutes précédentes renferment le radical v^Q, il est
£Eu;ile de voir que ce radical s'en ira aprèt le développement ; de sorte
que les nombres P etU seront toujours rationnels et entiers.
5i. Au reste y â Ton voulait trouver en général l'équation du second degré par laquelle peut être déterminée la racine x de l'équation proposée lorsqu'on aaf^^ = oé^^ comme dans le n^ 4^9 ^ ^'j aurait qu'à remarquer que les équations (B) du n® 4? étant divisées l'une par l'autre y donnent en général
d'où Ton tire, en&isant /ss/x, jr = ; donc, substi-
tuant cette valeur de af^ dans l'équation (F) du n* 49 9 ^^ ^^^ ceUe-ci :
ir(ir-'x— r"-'>-(A'-H'--0 (ir-'«-z'^0 (r-D"x)
c'est-à-dire
[h'(i7— 0* + (a'- ff- ir- » ir- A'- ' (ir)']»« +H'(r-0' + (a' - H'-Or-'r- a— '(r)«=o ,
et cette équation sera nécessairement un diviseur de l'équation pro* posée.
ARTICLE II
OU Von donne une manière très simple de réduire en fractions continues les racines des équations du second degré.
S2. G>nsidérons l'équation générale du second degré
Kar»— aar — E = o,
dans laquelle E , E^ et c sont supposés des nombres entiers , tels que i*+EE'>^0| pour que les racines soient réelles; cette équation étant
résolue 9 donne
« + i/(t» + Er) .
ar = g7 ,
où le radical peut étk*e pris positivement ou négativement. Supposons que la racine cherchée soit positive^ et soit V le nombre entier qui sera immédiatement plus petit que la valeur de .r : on fera donc
j: = A'+ -r J et substituant cette valeur dans l'équation proposée, on
aura une équation transformée dont l'inconnue sera ck/ : or, si après avoir fait la substitution , on multiplie toute l'équation par x'% qu'ensuite on change les signes, et qu'on suppose, pour abréger,
£• = E + 2éA' — E'A'*, on aura la transformée
E"a<*— 2^af— E'= o, laquelle donnera
on cherchera donc le nombre entier A'', qui sera immédiatement plus petit que cette valeur de d/, et on fera a/ s= A"-|- -r , et ainsi de
suite.
Maintenant je remarque que la quantité c'*-f- E'E'', qui est sous le signe dans l'expression de x% devient, en substituant les valeurs de ^ et de E', et ôtant ce qui se détruit, celle-ci 6*+ E£^ q^î est la même que celle qui est sous le signe dans l'expression de x ; d'où il est facile de conclure que la quantité radicale sera toujours la même dans les expressions de x, xf^ oà\ etc.
Donc, si on suppose, pour abréger,
B = «• + EE
et qu'on fasse (le signe ^ dénote qu'il îxoX prendre le nombre entier qui est immédiatement moindre)
E'''= E'4-a€'A''— EV% A'''<^1^, 6'^= A'^E'''— €",
etc. , elc. , etc. ,
ou aura
jo'
d'où
3 — £?- — ^ •'"?■> etc.;
^ "^ 3;*+^«tc.
Quant au radical v^B, il faudra toujours lui donner le même signe qu'on lui a supposé dans la Taleur de la racme cherchée x. On peut observer encore que , comme l'on a trouvé
E'E'= 6*+ EE'= B
on aura fc =3 , -^ et de même E^^ss ^^ ■ - , E'^=5— gr-> etc.
Ainsi on pourra, si on le juge plus commode, employer ces formules à la place de celles qu'on a données plus haut, pour avoir les valeurs de E", E* etc.
53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la valeur de «r sera toujours nécessairement périodique.
Pour pouvoir démontrer ce théorème, nous commencerons par prouver en général que, quelle que soit l'équation proposée, on doit toujours nécessairement arriver à des équations transformées dont le premier et le dernier terme soient de signes différens. En effet, nous
avons vu dans le n* 19 qa'on doit toujours nécessairement arriver à une équation transformée qui n'ait qu'une seule racine plus grande que l'unité, après quoi chacune des transformées suivantes n'aura aussi qu'une seule radne plus grande que l'unité ; soil donc
ai^ -f- Att*""' -!• c«*""' + etc. -1-^ =
une de ces transformées qui n'ont qu'une seule racine plus grande que l'unité , et soit s la valeur entière approchée de i< : on fera , pour avoir
la transformée suivante, Il s= ^ »!« —, ce qui, étant substitué, donnera
une transformée dans laquelle il est aisé de voir que le premier terme sera
(iW* H- 4^"-* -j- cf^^ -[- etc. +• A:)w^,
et que le dernier sera a. Or, puisque la vraie valeur de u dans la trans* formée précédente tombe entre ces deux*ci : 11 = ^ et ii=oo, entre lesquelles il ne se tnmve aucune autre valeur de u (hyp.), il s'ensuit qu'en faisant ces deux substitutions dans l'équation en u,^ on aura nécessairement des résultats de signes contraires; car il est facile de ocmcevoir qu'il n'y aura , eti ce cas , qu'un seul des facteurs de cette équation qui pourra changer de signe en passant d'une valeur de u à l'autre (n® 5). Mais la supposition de tt=oo donne le résultat avT (tous les autres termes devenant nuls vis-à-vis de celui-ci), lequel est de même signe que le coefficient a ; donc il faudra que la supposition de 1^=9^ donne un résultat de signe contraire à a\ mais ce résultat est ^al à
«•+ 05"^* -H ^y^'-f- etc. -f- k\
donc , pmsque cette quantité est en même temps le coefficient du pre^ mier terme de l'équation transformée en ¥V, dont le dermer terme est A, il s^ensuit que cette transformée aura nécessairement ses deux termes extrêmes de signes différens.
Et on peut prouver de la même manière que cela aura lieu , à plus forte raison, dans toutes les transformées suivantes.
Gela posé, puisque Féquation proposée
Ylx^ — acr •— E = o
donne les transformées (n^ 5a)
- as'or' — E'^ = o ,
Waf*-
etc.;
il s'ensuit de ce que nous venons de démontrer, qu'on parviendra nécessairement à des transformées, comme
E^+Kx^/ — 26V — E^ = o, etc.,
dont les premiers et derniers termes seront de signes diffërens; de
sorte que les nombres E^, E^.*^', E''"*"^, etc. seront tous de même signe. Or, on a (n° 5^)
B= (e^)* + E>E3^+* = (€>+0* + E^+'E^+^ = etc.;
donc, puisque E^, E^"*"', E^"*"^, etc. sont de même signe, les produits E^E'*'"^', E^"*"*E^"*"^, etc. seront nécessairement positifs; d'où il suit, 1®. que l'on aura W) <B,(€^"*"v <B, etc., c'est-à-dire
(en faisant abstraction du signe) 6^< V'B, €^"^' < y/B, et ainsi de suite à l'infini; 2°. que l'qn aura aussi, à cause que les nombres E,
E', E*, etc. sont tous entiers, E>'<B, E^'^' <B, E>' + ^<B, et ainsi de suite. Donc, comme B est donne, il est clair qu'il n'y aura qu'un certain nombre do nombres entiers ({ui pourront être moindres
que B et que j/B; de sorte que les nombres E^, E^"*"', E^"*"^, etc.,
%^y 6^ * ', É^"*"^, etc. ne pourront avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes, et qu'ainsi dans l'une et l'autre de ces séries, si on les pousse à l'infini, il faudra nécessairement que les mêmes termes reviennent une infinité de fois^ et, par la même raison, il faudra aussi qu'une même combinaison de termes correspondans dans les deux séries, revienne une infinité de fois; d'où il suit qu'on aura nécessairement, par exemple.
E>+^+' _ E^^', et ,y+^+' = ^+^
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ou bien, faisant y-^'J'ssfty
£'*+' = E'*, et «r+' = fc'-j donc, à cause de
on aura aussi £'*'*'''*"* = ET"*"* ; mais on a
^_/MM^ et ^+> _ »^-*--+ i/B
donc a/^^' z=:af^'y donc la fraction continue sera nëcessairement périodique (n*' 48)-
54' En efiet, on voit par les formules du n® Sa que si Ton a E^+' = E'*, et 6^'^' = fc^, on aura
et ainsi de suite; de sorte qu'en général les termes des trois séries E, E', E', etc., 6, i', ê", etc., A', X^, etc. qui auront pour exposant ju«|.7}v-f-^, seront les mêmes que les termes précédens, dont les exposans seront f^^Tr^ en prenant pour n un nombre quelconque entier positif.
Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique , à commencer par les termes E^, ^ et A'*"*"^, et leurs périodes seront de p termes, après lesquels les mêmes termes reviendront dans le même ordre à l'infini.
55. Pïous venons de démontrer qu'en continuant la série des nombres E, E', E", etc. on doit nécessairement trouver des termes consécutifs qui soient de même signe, et qu'ensuite la séria doit nécessairement devenir périodique : or, je dis que dès que, dans la même série
on sera parvenu à deux termes consécutifs, comme E^, E^''"', de même signe , on sera assuré que l'un de ces deux termes sera déjà un des termes périodiques, lequel reparaîtra nécessairement dans chaque période.
En efiTet, comme E^, E^^' sont de même signe , il est clair que la transformée
E>+'(x>)' — %^xy — £> = o
aura nécessairement une racine positive et l'autre négative; de sorte qu'elle n'en pourra avoir qu'une seule qui soit plus grande que l'unité; donc toutes les transformées suivantes auront nécessairement leurs termes extrêmes de signes différons (n^ 53) ^ par conséquent tous les
nombres E^, E^^^, E^^^, etc. seront de même signe; de sorte que
chacun d'eux sera moindre que B, et chacun des nombres 6^, é^^'>
é''"*'^, etc. sera moindre que j/B (numéro cité).
Or, comme on a B = («^) +E^E^^', il est visible que les
nombres E^, E*^*^^ seront ou tous les deux moindres que v/B, ou que si l'un est plus grand, l'autre en sera nécessairement moindre; de sorte qu'il y en aura au moins toujours un qui sera moindre que |/B«
Supposons que ce soit E^^ je vais prouver que les nombres E^,
E^"'"', E^"^^, etc., €*', e^"*"', e^"*"^, etc. seront tous nécessairement de même signe que le radical v^B. En effet, puisque les racines ai y j^y xf^y etc. des équations transformées doivent être toutes plus grandes que l'unité par la nature de la fraction continue | on aura
donc autoi jî^>i, a:'*^^>i, et ainsi de suite; donc
et comme
B = {^Y + E>Ey+" = G^O* + JB^+'E^^ = etc. , ou aura
et ainsi des autres f donc aussi
>ij rT:>i>ctc,
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Or, comme i^, e^"'"', etc. sont plus petits que v/B, il est clair que quel que soit le signe de ces nombres £^, €^ * ^, etc., les dénominateurs j/B— -é^, \/h — fc*'"'"', etc. seront nécessairement dd méine
signe que v/B; donc il faudra que les numérateurs Ey, E^^', etc. soient aussi tous du même signe que \/B.
Maintenant, supposons pour plus de simplicité f/B positif, en sotte que E^, E^"^', etc. doivent être aussi tous positifs j je dis que é% ^y+i^ ^7+2^ g^ç jg seront aussi. Car, soit, s'il est possible, €^=: — )f (ti étant un nombre positif) comme E^< \/B (hyp.), on aura, à plus forte raison, E^< j/B + Ji; donc —53;^ = pIT» »«"><'>
au lieu que cette quantité doit être > i ; donc «^ doit être positif. Soit ensuite, s'il est possible, é*^' = — u^, comme Ton à, par les formules du numéro Sa, é^"*"' =s A^^' E^^' — i^, on aura
^y+i£y+i --.^7 — ^#. donc, à cause que t^ et V sont des nombres positifs moindres que y^B, et que A^"'"^ est aussi un nombre entier positif, il est clair que E^"**' devra être moindre que |/B; et, dans ce
cas, on prouvera, comme ci-devant, que «^"^' devra être positif, et ainsi de suite.
Si |/B était pris négativement, on prouverait de la même manière
que ^, ^ y 6to* devraient être négatifs; et même, sans faire iat nouveau calcul, il n'y aurait qu'à remarquer que les formules du numéro cité demeurent les mêmes, en y changeant le^ signes de toutes les quantités E, E', E', etc. s, ^, d'y etc. y et dâ radical f/B; de sorte qu'on pourra toujours regarder ce radical comme positif, en prenant les quantités E, E', E', etc., s, €', c'',.etc. avec des signes contraires.
57* Gela posé, je dis que si deux termes correspondans quelconques
des suites £^, E^"^', E^^, ett.,i^, ^', s^"*"*, etc. sont donnés, tous les précédens dans les mêmes suites serotit nécessatremetit donnés aussi.
Supposons, par exemple, que É^ •" et «^ * soient donnés (on verra
aisément que la dëmonstration est générale , quels que soient les termes donnés), et voyons quels doivent être les termes qui précèdent ceux-ci, en vertu des formules du n^ 5^ , et des conditions du numéro précédent. On aura d'abord
donc £>+^ = a>+3e>'+^ — 6>+^
mais on doit avoir û^^<^ j/B; donc il Êiudra que l'on ait
On aura
de même
' = A>+*E>+^ — fi5'+^
d'où, à
cause de
gj'+i
< j/B, on tirera
mais il faut, par la nature de la fraction continue, que A'^^ soit un nombre entier positif j donc il Ëiudra que l'on ait
or, on a aussi
Ë3'+aE?'+3-_B_(,>+3)* — (^B + «>+*) (|/B — 6>+»);
donc j/B — t^* < E''"' , savoir : en mettant pour P^* sa valeur ci-dessus, i/B — A^+^E^'^^ + «>+^ < E>+^ j d'où
Donc, puisque le nombre A^^ doit être entier, il est clair qu'il ne pourra être ^al qu'au nombre entier qui sera immédiatement plus
petit que * — ^^ j ainsi A^ «era donné, et de là é^^^ le sera
aussi ; et comme E>"*"^ = — JL^" y il est clair que E^^ sera aussi donné. Maintenant on aura
et par conséquent, à cause de £^<C l/B,
Donc, pour que A^"*"' soit entier positif, tel qu'il doit être, il faudra
que é^"*"* -j- \/B > E^"*"* ; par conséquent, à cause de
EV+ » Ey+^ — B — (é^+O* , il faudra que {/B — 6^+^ < E^^ , bu bien , en mettant pour €^ * * sa valeur ci-dessus,
^B — xy+^E^+^ + é^^ < Ey+^ ; d'où l'on tire
De sorte que le nombre A^"*"^ ne pourra être que le nombre entier qui sera immédiatement plus petit que la quantité donnée * it-K?;
donc ce nombre sera donné , et par là les nombres g^' et E^"^' le seront aussi*
Enfin, puisque E^ est (hyp.) < v/B, on aura, à plus forte raison,
€^+ V/B>Ey; et de là, à cause de E^E^' =6—0^)*, on aura
|/B — 6^ < E'^, ou bien , en substituant pour ^ sa valeur trouvée cidessus ,
»/B — X^^* E^+' H- ^+' < E^' ; ce qui donne
Donc le nombre A^^* ne pourra être que le nombre entier qui est
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imiiiédialemeiit moinéte que k qaaBti|é doonëe — :^^^ — j par conséquent ce nombre sera entièrement donné , et les nombres £ et E^ le seront aussi.
Or, nous avons vu (n* 53) qu'en continuant les séries E^, E?^*, etc.,
6^, E^"*"^, etc., îl arrivera nécessairement que deux termes correspou-
dans , comme E^"*" , s^"^ , rq>aisaîtront après un certain nombre d'autres termes; en sorte que Foa^iira, par exemple,
Donc, par. ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en remontant ,
etc. , etc. ,
Ey+' _ £y ^y+' _ ,y
58. De là je conclus en général , que lorsque dans la série des nombres E , £', Ë'V etc. , on en trouvera deux consécutif de même signe , celui des deux qui sera moindre que \/B sera déjà nécessairement périodique.
Ainsi, si dan^ l'écraatlon proposée
E'j:* — 2iX — E = o,
les coeiEciens E et E étaient de même signe , la série serait périodique
dès le premier ou le second terme.
E Si l'on a € s= G, en sorte que xtsz \/ -^,j alors on aura B ssEE'j d'où
l'on voit que des deux nombres E , E^ le plus petit sera moindre que \/Bf et le plus grand sera nécessairement plus grand que |/Bj donc ,
dans ce cas , si le nombre p dont il s'agit d'extraire la racine carrée est
plus petit que l'unité , la série sera périodique dès le premier terme E ; et, s'il est plus grand que l'unité, la période ne pourra pas commencer plus bps qu'au second terme^
DES ÉQVITIDITS K0HÉ2.IQUE
jTg. Onatait remarqué depuis long-temps que toutèiraction tontinue périodique pouvait toujours se ramener à ime équation du second degré; mais personne^ que je sache , n'avait encore démontré Finverse de cette proposition , savoir : que toute racine d'une équation du second degré se réduit toujours nécessairement en une fraction €i»nlitiue périodique. Il est vrai que Euler^ dans un excellent Mémoire imprimé au tome XI des nouveaux Commentaires de Pétêrâbourg, à observé que la racine carré d'un nombre entier se réduisait toujours en une fraction continue périodique ; mais ce théorème qui n'est qu'un ca^ particulier du nôtre 9 n'a pas été démontré par Eiiler , et ne peut l'être , ce me semble, que par le moyen des principes que nous avons établis plus haut.
60. Nous avons donné ci-dessus des formules générales pour trouver aisément tous les termes des fractions convei^ntes vers la racine d'une équation donnée , lorsqu'on a reconnu que la fraction €(mtinue qui ex* prime celte racine , est périodique.
Or, dans le cas où l'équation est du second degré , et où l'x)n se sert de la méthode du n^ 5:3, on pourra , si l'on veut, simplifier beaucoup
les calculs des n^' 4^ ^^ suivans , pour trouver les termes l^ et IJ de chacune des fractions convergentes vers x*
En effet, ayant 0^ = -^^;:^ et JC^^"^= - ^^, ,oui^,^+',
E^+' et E^ ' ** sont connues (^ étant < y ) il n'y aura qu'à substituer ces valeurs dans les deux équations du n^ 48> ^^ Êdsant pour sÀ>réger ,
fiv
on aura
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(^- + ^) X (^^-*- HVB) X (k' +^^?)" = Le€r+' + L«- • £'*+"+ ' + L VB ;
d'où, à cause de Tambiguité du signe du radical y^B, on tire •ur-le-champ
f étant , comme plus haut , =/* + /if -{- ^.
61. On peut aussi remarquer que la valeur de L^ peut se déterminer par le moyen de celle de Z^ et l^ ', sans avoir besoin d'un nouveau calcul.
En effet, ayant ar= — 77-- = rr» — > ^t de même x^ =s ,
on aura par Féquation (G) du n* 5 1 ,
V/B — • LfEf +L^'(v/B— •') ' savoir ,
de sorte qu'en comparant la partie rationnelle avec la rationnelle , et l'irrationnelle avec l'irrationnelle , on aura .
^ = jÊ ,
JCi
d'où, à cause de B — (6^)*=:E^E^^ on aura
Or , f étant s= fe -f" np + '^ > on aura
de sorte que €^ et £^ * ^ seront connus , quel que soit le quan* tième / .
6a. Supposons , pour donner un exemple de l'application des formules précédentes y qu'on demande la racine carrée de ^ par une fraction continue.
Faisant x = ^^ , on aura l'équation 3a:* — 1 1 s= o ; donc (n* Sa) E=ii, E'=:3, €=0j ainsi , on fera le calcul suivant , en prenant B = 33 ,
E S3 -I I < ES o ,
E'/ == Ep = 8, A" < V2|±l = I , / = 1.8-3 » 5,
E" = !?=H5 =a 8 , Vr< l^gti — ,, i"aa i.8-5a=â, E' = ^^ = 3 , A' < i^,-±i = a, é' =^.3-3 es 3.
Je m'arrête ici , parce qne je vob que E' ca E' et C sa/'j de aorte
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4|ae ftwai, àaaoB ce eu, f*=i et >^ ii ^ pv
lo + de
63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur de |/-7-; mais si on veut trouver les fractions ^xmvergentes vers cette valeur, on fera dans les formules dun® 60^ /^=<9 F=4>etcomme7doitêtre<<49 on fera successivement 7=0, 1,2,3.
On aura donc T z^V = (form. A, n** 4") ^' == ^j ^ = /= i j ^=£' = 3,E^+'=E" = 8;donc/^=(n-6o)i^ + i=-^jon
trouvera de même L^= i , F^= g. Ensuite on calculera les valeurs de
H^ H', etc- jusqu'à H' =H'^ par les formules (C) du n^ 48, et l'on
trouvera
D'où H' = i32 , H'"* = 1 1 , et de là K' = ^ + 11 = !i3.
Maintenant soit, i\^=so, on aura H =oetH ~ =3i;caril éx fScife'tTë vôir^r la nature des formules (C) qu)é le trâoe qm précéderait H, serait nécessairement sss i : en effet , on doit nvoir^ar l'a-
nalogie H' sa X*"^ H + H "^ ; on prouverait de même que le terme
^^fféeédâratt A^ «ait = 05 donc G* =5 ET"^ ' =& a\ Soft^rsox,
op aurall^;=si, H *" =8; donc
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3*. Soit 9r SB ^9 donc.
H^ = 10, H""'= I, G'= 10 r^^ + 1. E^+^=ioi"'+F'==;58- 4*. Soit ^=3, donc
H' = II, H'~' = io, et G' = ii6*'H-ioE^c=:63.
Donc, substituant ces valeurs dans Ic^ expressions de /^ eyLf du, n*6o, et multipliant ensemble, pour plus de simplicité, les deux
fecteurs /^db ^ G' ifc H^ -l/B , copme aussi Us^ deux. . . . •
F'* db Jf^ , G*" =fc H*" \/B , ce qui donne ces facteurs simples
on aura les formules suivantes :
H^,_ (11+ t/33) (23 + 4 \/33)' — (II— 1/33) (a3 — 4^/33)' — 2\/33 >
* — aV33 »
.^^, (i2i+aïV/33) (23 + 4V/33)» — (121 — aiv/33) (a3 — 4i/3S)'
* — ~ ai/33 ^ "^ *■
I ^,^j _ ( 63 + 1 1 i/33) (a3 + 4 VS3)« — ( 63 — 1 1 1/33) (aS — 4t/33) »
.^^^ (i3a + a3vf33) (a3 + 4t/33)'^.>.(i3a~ g3i/88> (a?— 4t/88)»
' "^ ~ ~ âïTdT ^ : ••■ »
r 4^4 __ ( 69+ia\/33) (a3 + 4i/33y,^( 69- laySS) (a8^4»/3 >)T
an moyen desquelles ob pourra trouTer la valeur de chacune des fractions j-,i o « fjf r ^^' copyer|^ptes yers la racine de y-.
Ainsi, faisant d'abord n = o ^ on aura les quatre premières (raptioiis; Élisant ensuite /^ = i , on aura les quatre suivantes , et ainsi de suite , et ces fraclions seront
ai
a3 la
etc.
Si l'on voulait avoir y par exemple, le cinquième terme de cette sërie,
c'est-à-dire la fraction , 5^^ ^ il n'y aurait qu'à diviser 5o par 4 > ce qui
donne 12 de quotient et a de reste; et l'on ferait n sa 12 ; de sorte qu'en développant la puissance douzième de ^3 db 4 t/ 33', et faisant pour abréger
N = la (4) (23)" + aao (33) (4)» (a3)9 + 792 (33)« (4)» (a3)' + 79^(39)' (4)' (a3)*+ aao(33)*(4)' (=»3)'+ la (33)« (4)" (a3),
On aura
(23db4 v/33)"=M±N v/33;
donc y substituant cette valeur dans les expressions de /i«"*-'* etL4'"*"*, on aura pour la fraction clierchée ,
64- Je vais terminer cette remarque par une observation qui me parait digne d'attention. Lorsque l'équation proposée a des diviseurs com« mensurables du premier degré, alors les fractions continues qui représenteronties racines de ces diviseurs, seront nécessairement terminées j et lorsque l'équation aura des diviseurs commensurablcs du second degré à racines réelles, alors les fractions continues qui exprimeront lesracinesde ces diviseurs seront nécessairemsnt périodiques. Ainsi la méthode des fractions continues a non-seulement l'avantage de donner toujours les valeurs rationnelles les plus approchantes qu'il est possible de la racine cherchée ; mais elle a encore celui de donner, tous les diviseurs commen*. surables du premieretda second degré que l'équation proposée peut renfermer* Il serait à souhaiter que l'on pût trouver aussi quelque caractère qui
pût servir à faire reconnaître les diviseurs commensurables des troisième, quatrième , etc. , degrés , lorsqu'il y en a dans l'équation proposée; c'est du moins une recherche qui me parait très digne d'occuper les Géomètres. .
ARTICLE III
Généralisation de la théorie des fractions continues.
65. Nous avons supposé dans le chapitre III que les nombres Pj q j rj etc., étaient les valeurs entières approchées (des racines x,^, ;;, etc. , mais plus petites que ces racines, c'est-à-dire que ^, ^, r, etc. , étaient les nombres entiers qui seraient immédiatement plus petits que les valeurs de o:,^, z, etc.; cependant il est clair que rien n'empêcherait qu'on ne prit pour;?, q , r, etc. , les nombres entiers qui seraient immédiatement plus grands que les racines ^^j^, z, etc.
66. Imaginons donc qu'on prenne pouryc? le nombre entier qui est immé^ diatement plus grand que x, en sorte que;? > x etp — i < J:, il est clair
qu'il faudra dans ce cas a: = /? — -, c'est-à-dire qu'il faudra prendre/
négativement , et comme x^Cpef^p — i on aura - >> o et •< f ,
et par conséquent j^ > i , comme dans le cas où l'on aurait pris p plus petit que x (n** i8). Ainsi on pourra prendre de nouveau pour q, le nombre entier qui serait immédiatement plus petit que j^, ou celui qui serait immédiatement plus grand, et l'on fera dans le premier cas
/ = y + - , et dans le second, y = çr , et ainsi de suite.
De celte manière ou aurait donc
d: = ;?±J;, jr z:^ ç ^^, z = r =fc 1,
etc.
ce qui donnerait la fraction continue
— • eic* «
OÙ il est bon de remarquer que chacun des dénominateurs y , r, etc. ,
lO
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qui sera foivi d'un signe-^, devra BécewûremeDt élre.=: a , ou > s :
car , puisque ^ > i , si on fait 7- = y — -, on aura 7— -> i ,
donc ^ >> I + ~ 9 donc q devant être un nombre entier , sera néc^* sairement = 3 , ou >* 2 ; et ainsi des autres. -
67. J'observe maintenant que ces sortes de (ractipnç q^î procèdent ainsi par addition et par soustraction , peuvent toujours facilement se changer en d'autres qui ne soient formées que par la simple addition.
En effet , supppsons en général
a et A devant êfre des nombres entiers , et / , T des nombres plus grands que l'unité; on aura donc a — A = - + a,; donc^ puisque
j<i,etijr< ijj+fT sera < a j donc on ne pourra supposer que a — A s= i , ce qm donQe A c= a — i j on aura donc
y = fl— I +^;donc^ = i— ^,etT = j-i-j. = i + de sorte qu^on aura en général
flj — -
et cette formule servira pour faire disparaître tous les signes — dans ime fraction continue quelconque.
Soit, par exemple, la fraction
■"* e tC« * r ' '
elle deviendra, en faisantes/?, et / ss ^ -f--, etc..
'^Th
r etc.
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Si l'on avait la fraction
* retc,
dit se diangerait d'abord tn
el ensuite en
r — 1 etc. ,
et ainsi des autres fractions semblables. Il e^t bon de remarquer qu'il peut arriver que , dans ces sortes de transformations , quelqu'un des dénominateurs denemie nul'^ auquel oas k ft*actioi> ikMmâUftt pKiar simple.
En effet 9 supposons que la fnaotioD à rëduire soit
1 +1 r etc.
la transformée sera
r etc., c'est-à-dire
;^— i+^etc.
De même , si l'on avait la fraction
r etc. , elle se réduirait â celle-ci
r — I etc. y
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savoir , ;? — < I -f
r — I etc., et ainsi du reste.
68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus, et qu'on peut mettre sous cette forme
fait voir qu'une fraction continue dont tous les termes ont le signe -^ , peut quelquefois être simplifiée en y introduisant des signes — - j c'est ce qui a lieu lorsqu'il y a des dénominateurs égaux à l'unité ; car scât^ par exemple , la fraction
r + etc. y elle pourra se réduire par la formule précédente à celle-ci y
P ^ ^ r -I- I etc. ,
qui a y comme l'on voit , un terme de moins ; donc si l'on avait la fraction
8 etc. y
elle se réduirait à celle-ci
8 etc. ^ et si l'on avait celle-ci
p^riri
elle se réduirait d'abord à
1 + 1 8 etc. y
8 etc. y
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et ensuite à
« + 1 etc., d'où il est facile de conclure / en gênerai , que si Ton a une fraction continue qui n'ait que des signes +, et où il y ait des dénominateurs ëgau:K à l'unité, on pourra toujours la changer en une autre qui ait autant de termes de moins qu'il y aura de pareils dénominateurs , pourvu qu'ils ne se suivent pas immédiatement ; car, lorsqu'il y en aura deux de suite , on ne pourra faire disparaître qu'un seul terme ^ lorsqu'il y en aura trois de suite , on pourra faire disparaître deux termes; et en général, s'il y en a 2/1, ou :2/ï+ I de suite, on ne pourra faire disparaître que/iou/i-f- I termes.
Ainsi , la fraction continue qui exprime le rapport de la circonférence au diamètre étant , comme l'on sait ,
2 + etc., elle peut se réduire à une autre qui ait déjà trois termes de moins, et qui sera
69. Pour pouvoir comprendre sous tme même forme générale \e& firactions continues où les signes sont tous positif , et celles où il y a des signes négatifs , il est bon de transformer ces dernières , en sorte que les signes négatiâ n'affectent que les dénominateurs , ce qui est très facile; car ayant , par exemple , la fraction
7+ etc.
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il est clair qu'elle peut d'abord se changer en
ê -f- etc. , ei^.4uite çn cçlle-cî
« + etc. , et ainsi des autres.
Be cette manière j la forme générale: dfs fraotion^ Qontinues dont nous venons de parler ci-dessus , sera
r + etc. ,
les nombres p, Çj r, etc. étant tous entiers,, mds. pouvant être positifs ou négatifs y au lieu que jusqu'ici nous lies avions toujours supposés positifs.
Il feut cependant remarquer que , si quelqu'un des dénominateurs y, r, etc. se trouve égal à l'unité prise positivement ou négativement, alors le dénominateur suivant devra être de même signe; c'est ce qui suit de ce qu'un dénominateur positif, et égal à l'unité, ne saurait jamais être suivi du signe — (a* 68).
70. Il suit de là que la méthode d'apprQ:i^iui9Uo9 donnée dans le chapitre III, peut être généralisée en cette sorte.
Soit X la racine cherchée, op prendra d'abord pour p la valeur entière approchée de a:, c'est-à-dire qu'on fera p égal à l'un des deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraiç valeur de x^ et qu'on p^ut toujours trouver par la méthode du chapitre I*';
l'oq supposera ensuite a: = /i + -^ , ce qui donnera nne transfin**-
mjçp en jr, qui aura nécessairement une raciue positive ou négative plus grande que l'unité 3 on prendra de même pour q la valeur entière approchée dej^, soit plus grande ou plus petite que^, et l'on
fera j^ =z ^ + - ; et ainsi de suite.
Si l'équation en x avait plus^ieura racines , on ferait sur les transformées en ^ , en Zj en u, etc. des remarques analogues à celles du n"" ig.
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Ayant donc
x=:p+^y jr = q + ly z = r+J, etc., on aura
r + etc. ^
où les dénominateurs 7, r, etc. poartont étire positifs ou négatifs, comme nous Pavons supposé ci-dessus ; et cette fraction pourra ensuite se réduire /si Ton veut, à une autre dont les dénominateurs scùent tous positifs , et qui ne contienne d'ailleurs que des signes -H (n' 67).
L'avantage de la méthode que nous proposons id , cofahiste en tje qu'on est libre de prendre pour les nombre3 p^ ^y r^ €tc. le$ nombras entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits que les racines x^ jy Zy etc. , ce qui pourra souvent -donoer lieu à des abrégés de calcul dont nous parlerons plus l>a8.
Aja reste ^ si l'on veut avoir la fraction continu^ la plus courte , et par conséquent la plus convergente qu'il soit possible ^ il faudra prmdrf toujours les nombres "p^ q^ r, etc. plu3 petits que les racines oc^j^ Zj etc., tant que ces nombres seront difierens de Tunité; mais, dès que l'on en trouvera un égal à l'unité , alors il faudra augmenter le précédent d'une unité , e'est-à-dbe qu'on le prendra plus grand que la racine correspondante; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré sur ce su]^.(n* 6$).
Maintenant, si l'on fait , xomnîe dans le n
et =
jSV
ys
etc.
ecc. ,
on aura , en
ajoutant au commencement la &
aotk)
O' 7 qm
est
fhjts
grande
que 1
toute quaptité
donnée,
les fractions
i etc. ,
lesquelles secont nécessairement oonvergentes^ ver§ la valeur de x.
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Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions , nous marquerons ,
1°. Que Ton aura toujours
ao — la' = — 1 , /S*' — aj9' = I , y^ — ^' = — I , J^y'-yr= I, etc. ,
d'où Ton voit que les nombres a^ a\ fiy j8', etc. , n'auront aucun dm-
seur commun , et que par conséquent les fractions -7 j p-, etc. ,
déjà réduites à leurs moindres termes.
2^. Que les nombres a, jS , >, etc. , et a', /3', y' y etc., pourront être
positif ou négatifs ; lorsque la valeur de a: est positive, les deux termes
de chaque fraction seront de même signe , mais ils seront de signes ;dif«
férens lorsque la valeur de x sera négative , et qu'abstractbn faite de
leurs signes , ces nombres iront en augmentant'
5". QueFon aura , à cause dea: = /? +-,^s=:^-j--, etc* ,
^ yu + fi
etc.
72. Donc, en général, si tt, p, a*, sont trois termes consëcutib quelconques de la série et, jS, y^ etc., et 'Tt', p', ^, les termes correspon-
dans de la série a', jS', y, etc. , en sorte que — 7 , A , y soient trois fipac-
tions consécutives convergentes vers la valeur dex, on aura
P'tt' — TTp' = =fc I, et o^p'— pt/ =: qz 1,
les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la fraction 7 est impair, et les inférieurs pour celui où ce quantième est pairj
•otnpter depuis la première fraction ^ ; de plus , on aura (abstraction fia te des signes)
f >9r, ff>/, />?/, (r'>/'; .p
enfin, si l'on dénote parole terme correspondant dans la série :c,j^, s, etc., on aura rigoureusement
Et si A: est la valeur entière approchée de ty soit plus grande ou plus petite que t^ on aura
a=z fk + ^ , 0^ = /* H- '7r^
75. Cela posé, considérons la fraction 4 et voyons de combien elle diflSère delà vraie valeur dexj pour cela, nous aurons
_ £ — g^ + ^ L ÙLZLi
^ 1' — j* -1- -'"""v*^ j (jé^ï^^'\ — T
c' o + »' c' ao+'') "^ <'(<-*+»')
donc â: ss ^
Ainsi Terreur sera rp tt-tt^t-tt, or, si Ô et fl + 1 senties deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de t ^ il est clair que la quantité f't + ^ tombera entre ces deux /'ô + 'TT', et f '(9 + *) +'''^»
et qu'ainsi Terreur de la fraction ^, sera renfermée entre ces
et
Or, on peut prendre A: = , ou £ = + 1, de sorte que Ton aura a' = /'8 + 'Tt' , ou =s /'(fl + i) + tt'; d'où je conclus que si, pour distinguer les deux cas , on nomme <r' le dénominateur de la fi*action qui
suit ^, lorsqu'on prend la valeur approchée de t en dé&ut , et Z' le dénominateur de la même fraction , lorsqu'on prend la valeur approchée de t en excès 9 l'erreur de la fraction 4- sera nécessairement renfermée
entre ces deux limites =p-7p et rp-^*
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&<A l'on voit que l'erreur ira toujour»ea diminuant d'une fractàaià à l'autre, à cause que les dénominateurs f% a' ou 2', etc., vont néçe»^ sairenent en augmeptant. On voit lau^sî-^jà cause- de o'^ f ei 2'>/y
que l'erreur sera toujours moindre que qp-?;:; c'est-à-dire que l'erreur
de chaque fraction sera moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de cette fraction. D'où. il est facile de conclure que la
fraction 4 approchera plus de la valeur de x^ que ne pourrait faire
aucune autre fraction quelconque qui serait conçue en termes plus
simples; car supposons que la fraction — approche plus de. a: que la-
fraction -/, n étant < f, comme la valeur de x est contenue entre
^et-,«+--7r, ou entre -, et -, — -tt, il faudra que la valeur de — soit c ç ç ' < C ç* ^ ^ »
pareillement contenue entre ces limites; donc la différence entre
^ et — d^vra être < -7» ; mais celte différence est 2LZI-^ dont le nu- % n i i^
mérateur ne peut jamais être moin4re que l'unité , et dont le dénor minateur sera nécessairement plus grand que /*, à cause de / ^ n ; donc, etc.
74- On doit remarquer^ au reste, que si les dénominateurs a!^ jS^ y;ete<so9t tous^ de même signe ou de signes alternatifs,. les erreuis seront alternativement positives ou négatives; de sorte que les fractions
« iS y
"^' ?' n7' ^^^' seront alternativement plus petites et plus grandes que
la véritable valeur de;^, comme nous l'avons dit dans le n"* ja3; mais cela cessera d'avoir lieu lorsque les nombres a!y /3^, y'^ etc. ne seront pas deux à deux de même signe ou de signes difierens ; c'est ' ce qui arrivera nécessairement lorsque, parmi les dénominateurs ^, r, 5, etc. de la fraction continue, il y en aura de positifs et de négatifs , c'est-à* dire ^ lorsqu'on prendra les valeurs approchées de x^ y^ z, etc. tantôt plus grandes, tantôt plus petites que les véritables.
75. Si au lieu des fractions convergentes ^, y, ■^, etc. on aimait mieux avoir une suite de termes ilécioissaw > on remarquerait que;. . •
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If'
= ^î^r^ = -^ ; et 'de même
et ainsi de suite ; â'bù Ton tire , à cause
de
et' as
/ ~ * ^ «'iS' ~ /S'y'
et, en général ,
«+;i^^ii7 + ;^— ^e.^i;^^.
Ainsi on aura pour la ^eur ^^de x -la «érie ^^gg; "iJi ;q| etc., laquelle en approchera d'autant plus qu'elle sera ^poussée -plus loin; et si après avoir continué cette série jusqu'au terme quelconque =^-7-7,
on veut savoir de combien elle diffère encore de la véritable valeur de Ai on sera assuré que l'erreur se trouvera entre ces deux fifiiites. • • •
^ et =P7^ (n* 73), de -sorte qu'elle seva nécessairement moindre
que ^.•
II
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donné plus haut (n^ 68) le moyen de rendre une fraction continue la plus convergente qu'il est possible ; donc on pourra avoir aussi la suite la plus convergente qu'il soit possible.
Ainsi , pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes vers le rapport de la circonférence au diamètre , on prendra la fraction continue qui exprime ce rapport; et après Favoir simplifiée comme nous l'avons fait (n^ 68) , on la mettra sous la forme suivante i
^ + iTT
— 3 + etc. y
de sorte qu'on aura /7=/3, ^ = rj, r=: 16, 5=— 294^ etc. donc on trouvera (n* 71)
a/ =: I, /S' = 7, y= 7.16+ I ==: il3,
«T = ii3 X — 394 + 7 = — 332i5,
fc' = — • 332i5 X 3 +- ii3 =3 — 99532,
{^ s= — 99532 X •— 3 — 332 15 = 26538 1, etc.
de sorte que la série cherchée sera
3 j. i l î î ^ etc.
'j «7.113 ii3.332i5 33215.99532 99532. a6538i '
ARTICLE IV
Ou ton propose différens moyens pour simplifier le calcul des racines
par les fractions continues.
77. Nous avons trouvé en général (n^ 72) que si -7 et -, sont deux
fractions consécutives convergentes vers la valeur de a; , on aura» . • » X = V / ; donc si l'on substitue cette expression de x dans l'équation en X dont on cherche la racine , on aura une transformée en t , qui sera nécessairement la même que celle qu'on aurait eue par le»
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substitutions saccessives de /»-f-- à la place de jt, de y -f- - à la place
de y y etc., et pour avoir la fraction suivante ->, il faudra trouver la valeur entière approchée de i^ laquelle ëtant nommée i^ on aura
ffssskf + ^y a' =2 if' + TT^.
De cette manière, connaissant les deux premières fractions -ret-^,
qui sont toujours ^, et - ( n* 71 ), on pourra trouver successivement toutes les autres, à l'aide de la seule équation en x.
78. Or, soit qu'on emploie les substitutions successives de p^- \ la place de or, de 7^- à la place de j*, etc. soit qu'on fasse usage
de la substitution générale de , ; à la place de â:r, la difficulté se
réduira toujours à trouver dans chaque équation transformée, la valeur entière approchée de la racine positive ou négative, au-dessus de l'unité que cette équation contiendra nécessairement ( n^ 70 ). Si la première valeur approchée de p ne convient qu'à une seule racine , alors toutes les équations transformées en y^ en z , etc. n'auront chacune qu'une seule racine plus grande que l'unité j de sorte qu'on pourra trouver les valeurs entièi^es approchées de ces racines par la simple substitution des nombres naturels (n^ 19). Maïs si la même valeur appartient à plusieurs racines, les transformées auront nécessairement plusieurs racines plus grandes que l'unité, soit positives ou négatives, jusqu'à ce que l'on arrive à une de ces transformées qui n'ait plus qu'une pareille racine; car alors toutes les suivantes n'en auront plus qu'une seule au-dessus de l'unité, comme nous l'avons démontré dans le numéro cité.
Avant d'être parvenu à cette transformée, il arrivera souvent que la simple substitution des nombres naturels ne suiBra pas pour faire trouver les valeurs entières approchées dont on aura besoin, parce que l'équation aura des racines qui différeront enire elles par des quantités moindres que.l'qnité. Dans ce cas donc, il semble qu'il fiiudrait avoir recours à la méthode générale que nous avons donnée dan&
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le chapitre piremier; mais, ayant déjà ismployé cette méthode pour trouver les premières valeurs approchées des racines x de l'équation priiniti^é , on pourra se dispenser de faire Un nouveau calcul à chaque équation transformée ; c'est ce qu'il est bon de développer*
79. En faisant usage de la méthode dont nous parlons , on trouvera d'abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle de l'équation proposée sera renfermée, en sorte qu'entre deux limites trouvées., il n'j ait qu'une seule racine (n® i3).
Soient X et A les limites de la racine cherchée ; l'expression • • « • jr = ^, . Z donne fss *^*"^,^ '; donc la valeur de t sera reilferniée
entre ies limites , — , *- / ; par conséquent, si ces dernières limites diffèrent l'une de l'autre moins que de l'unité , on aura sur-lechamp la valeur entière approchée de ^ ; mais si elles difierent l'une de Fautr^ d'une quantité égale ou plus grande que l'unité, alors ce sera une marque que la racine cherchée t différera des autres racin es de l'équation transformée en t par des quantités égales ou plus grandes que l'unité; de sorte qu'on sera sûr de pouvoir trouver la valeur entière approchée de cette racine, par la simple substitution des nombres naturels à la place de ^ ; et la même chose aura lieu , à plus forte rai* son, dans les transformées suivantes.
ir's — w
80. La formule r =:--—;— peut être aussi très utile pour réduira
en fraction continue toute quantité x qui sera renfermée entre des limites données , au moins pour trouver les termes de cette fraction qui pourront être donnés par ces limites; car nommant, comme ci*
dessus, A et A les deux limites de op , on aura ^3-- et rr pour
celles de ^ ; de sorte que , tant que la différence entre ces dernières linûtes ne sera pas plus grande que l'unité, on pourra trouver exactement la valeur entière de t : ainsi , prenant i et ^ (7? étant la
valeur entière approchée de a:) pour les deux premières fractions, on pourra pousser la suite des fractions convergentes , et par ocok* séquent la fraction continue, jusqu'à ce que les limites dont nous parlons diffèrent entre elles d'une quantité plus grande que l'unité;
DES ÉQUATIONS SUMÉHlQUES. %
alors il faudra s'arrêter^ parce que les Umilea dounéea A et A se eomporteroDt pas une plua grande exactitude dans la /vakur et a\
Bftrce moyen 9 oa n'aura jamais^ à craindre de setrdmper' en poua^ sant la fraction continue plus loin qu'on ne doit, comme cela aiti«verait facilement si, pour avoir cette. fraction, on se contentait de prendre un des noml)res A ou. A, et d'y pratiquer la même opération dont on se. sert pour trouver la plus grande commune mesure, conformément à la manière usitée de réduÊre les fractions ordinaires en fractions continues.
Pour poui^oir employer cette méthode, en toute sûreté, il faudrait faire la même opération sur les deux nombres A ou A , et n'admettre ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait également des deux opérations ; mais la méthode précédente parait plu5 commode et plus simple.
8i. Yôyons maintenant d'autres moyens pour simplifier encore la recherche des valeurs entières approchées dans lès difiërentes équations transformées. Soit
f — ae^^ + ht^^ — etc. = o ,
une quelconque de ces équations, dans laquelle il s'agit de trouver la valeur entière approchée de t^ que nous désignerons en général par k\ cette équation étant dérivée de l'équation proposée en x, sera du métne degré' que celle-ci, ^ aura par conséquent le méfne nombre de racines , que nous supposons égal à n-
Nous avons, trouvé en* général (n* 79) tas ^^^JT^ , ce qui se
réduit à I = ^ X , sa ^^ X 1' ^ — i J î maïs. . . .
^ — ^ s=3 ± -7^ , le signe supérieur étant pour le cas où le quantième de la firactkxi'^ est pak^ et l'inférieur pour cduàioù ce quantième est impair; donc. on aura
Donc , si l'on dénote par x la racine cherchée, et par x\ af'^ etc. les antres racines de l'équation en x y qui sont au nombre de n ,^ et qu'on dénote de même par tj i^ i\ les valeurs correspondantes de f, on aura
etc.
JMlais l'équation en t donne a'=stt^i ^f ^ etc. \ donc substituant les valeurs de i^ i\ etc. que nous venons de trouver , et qui sont au nombre de /» *— i , on aura
^ (n— Qtr^
db-j^l i + 7-^ — -f,— -î_ -I- etc
Or nous avons trouvé (n* 78) ^:=x± i^i ' ^^ , ou bien en fid-
sant /'< -H ^ = 4/^ '^^^^JT^J où l'on remarquera que f '/-f-*'-
étant renfermé entre les limites 0^ et S', qui sont l'une et l'autre plus grandes que f (n* 73) , la quantité ^ sera nécessairement plus, grande que l'unité. Donc , faisant cette substitution dans la finrmule précédente, on aura
+ -f- etc
Mais les quantités x '^ af y x '— sé\ etc. sont données , et la quantité f va toujours en augmentant ; donc puisque la fraction t
est toujours moindre que l'unité ^ il est cltùr que duicune des
quanbtes
ira nécessairement en diminuant , et que par conséquent la somme de ces quantités , qui sont au nombre de /i — i , ira en diminuant aussi; de sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre que |.
Donc, on parviendra nécessairetnent à une équation transformée
telle , que sa racine t sera , à i près, égale à « + ^ 7 — (a étant le
ooeiBcient du second terme pris négativement), c'est-à-dire que cette racine sera contenue entre les limites
« + (iZ^+.etaH-^il!L-i,
et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les transformées suivantes.
Donc , dés qu'on sera parvenu a une pareille transformée , il n'y aura qu'à prendre le nombre entier qui approchera le plus de la quan-
tité a -^ — — T' — , c'est-à-dire , celui qui sera contenu entre les
mêmes limites
.+ ^I^Vi et a+^îiZlOîf.a,
et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutif, entre lesquels se trouvera la vraie valeur de /, de sorte qu'il pourra être pris en toute sûreté pour la valeur approchée it (n* 77). Ainsi on pourra continuer l'approximation aussi loin qu'on voudra, sans le moindre tâtonnement.
82. Puisque a =l-|-<^ + ^Se^>^ substituant les valeurs de/, t^ if^yeiQ.y (p? 61) on aura
+ — -^ -f- etc.
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Or, 8<Kt
af — Ax^* + Bx*^ — etc., = o,
l'ëquation proposée ; qu'on fasse le premier membre de cette ëquaticm égal à X , il est facile de voir, par la théorie des équations, que la qoan-
tîte ^^ deviendra^ en y mettant^, i la place de x, afirèsla diffierco* tiation,
H - . JU «4- etc..
k cause que x,^> x'\ etc. , sont les différentes racines de Féqnilkm X = o. Donc on aura a =: db ,^ ^ r et par consëquentla quantité
a + ^^ ~ V * deviendra
dX sr'
e'»xd* c' Donc , si l'on fait
^ ~ C — Ac— *c' + B c""^ C" — etc. '
la quantité dont il s'agit sera ; — , par conséquent les liimleBdoiit
nous avons parlé dans le numéro précédent seront
rfcR — «"'j^, dbR— «"
Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de l'équation transformée en ^, et par le seul moyen de l'équation proposée en âP, et qui pourra servir à abréger le calcul.
85* Il reste maintenant à voir comment on pourra reconnaître si la racine t est renfermée entre les limites dont il s'agit; or, cela est facile dès qu'on connaît les deux nombres entiers consécutifs , fi -f" ' > entre lesquels se trouve cette racine; car, soient X + i et X — * ^ les deux limites données ; il est clair que, pour que i se trouve entre ces deux li«mites, il faudra que A tombe entre les mêmes nombres 0, -f* i >
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. gt
et même plas près de celui de eés deux nombres dont t approchera davantage. On examinera donc , i^ si X tombe entre 6 et H** i ; 2^ cela étant , on prendra celui de ces deux nombres dont A approche davantage pour la valeur approchée de / , que nous nommerons k , et
&isant ^ = A: -f- — , on verra si Féquation transformée en tv a une racine
positive ou négative plus grande que 3; si cette seconde condition a lieu, on sera assuré que la racine t tombera réellement entre les limites A -|- -j et X — i; et on pourra poursuivre le calcul , cooune nous l'avons dit dans le n^ 81 .
' 84* Onpourraits^y prendreencorede la manière suivante^pour s^assurersi la racine^ tombe entre les limites X + J et A — ^. 11 est facile de voir par le n* 81 que la difficulté se réduit à savoir si la somme des
quantités , , etc. , divisée par f '*, est moindre que i }
7— * -7- «^ JT t
ainsi il ne s'agira que de trouver une quantité qui soit plus grande que
cette somme, et de voir ensuite si cette quantité est moindre que ^,
Or y soient x , or', x", etc. , les racines réelles de l'équation proposée , que nous supposerons au nombre de ft ; et
ÇH-4, |/-
- I , etc.,
les racines ima^naires que nous supposerons au nombre de ^y , en sorte que/x ^ 2P =s n-^ comme la fracticm ^ diffère de la racine x d'une
quantité moindre que -7^ {n? 75)^ il est clair que si A est une quantité
^ale ou moindre que la plus petite des différences entre les racines réelles de la même équation , -chacune des^ quantités réelles -^
, etc. isera nécessairement moindre que • ^ et par consé-
quent la somme de ces q^ianlSftés , (foi sOnt ^u nombre de /a — • i ^ sera
mcnndre que ^ — :— , , .
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Gmndérons ensuite les quanti^ imaginaire», lescpielles seront deux à deux de la forme
de sorte qu'on aura p quantité de la forme ^ ; or, je re-
marque que, quels que soient les nombres 4-9 f 9 ^p» 1a quantité ^^ sera toujours moindre que -r î en effet si Pon consi-
dère la quantité 7^ ^ , et qu'on fasse , ce qui est toujours permis , ^=54 tang ^ , elle deviendra
2sin o 009 é sin 2$
or la plus grande valeur de sin 2(p est l'unité ; donc , etc. Donc , si on dénote par II une quantité égale ou moindre que la
plus petite des quantités 4^ , %[/', etc^ la quantité ^ sera nécessairement
plus grande que la somme des quantités imaginaires dopt nous parlons.
Donc , en général , la quantité ^ — + ~ sera plus grande que la
somme de toutes les quantités
etc,.
Donc , si l'on a
A et n étant prises positivement y on sera sûr que la raciae t tombera entre les limites prcposées.
Or y pour avoir les nombres A et n , lorsqu'on ne connaît pas d'avance les racines de l'équation proposée , il n'y aura qu'à chercher dans l'équation desdifférences(D)du n"" S^la limite /des racines positives, et la limite *» h des racines négatives , et on pourra prendre pour A un nombre quelconque := ou << -jj , et pour II un nombre quelconque = ou
r^ 3 cela suit évidemment de ce que nous avons démontré dans l'endroit cité.
85. Si l'on avait ^~ + ^ < i ? alors la condition requise aurait
lieu dés le commencement de la série ; de sorte qu'on pourrait approcher de la valeur de x sans aucun tâtonnement ; voici le procédé du calcul.
Ayant trouvé la première valeur entière approchée de or, qu'on pourra prendre ou plus petite ou plus grande que œ à volonté , et nommant cette valeur p , on aura les deux premières Exactions I P
On fera donc, 1®. ^ = i , -tt' := o, p =/?,/'= i , et substituant ces valeurs dans l'expression de R (n^ 82) , on prendra le nombre entier
qui approchera le plus de — — / ^ , c'est-à-dire de — R, lequel étant nommé k , on aura la fraction rr-^ — r = ^ i/ .
2^. On fera 7r=p^ 7^= i , fs=ikp^ i, /' = *, et substituant dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le plus de...
— -p — , c'est-à-dire — r-— , et ce nombre étant nommé k!^ on aura la
fraction ^^-:~^^lî^P±iI±£
iraciion jt^^/^,/— pj+T •
3*. On fera ^ = A;p + 1 , 7/ =: k', f = kf (kp + i) + p, f' =: k!k ^ i y et on prendra la valeur entière la plus approchée
de n ou jLi/ r — 9 laquelle étant nommée A'', on aura la fraction ^y , ^ = etc. , et ainsi de suite.
De cette manière, la valeur de x sera exprimée par la fraction
mntinne
P + tqTi
k" -f- etc. , ou par les fractions convergentes
86. Si Ton n'a pas d'abord ^^^ + ^ <ï, il n'y aura qu'à chei^
cher la fraction continue par la métliode ordinaire, jusqu'à ce que Ton arrive à une fraction dont le dénominateur /' soit tel que l'on
•it' J^^Z,^ + "Tïn < » » ^^ ^^^^ jusqu'à ce que l'on parvienne à une transformée qui soit dans le cas du n® 83.
Au reste, comme en augmentant toutes les racines d'une équation dans une raisou quelconque, on augmente aussi dans la même raison les diOerences entre ces racines, il est clair que si, dnnp
l'équation proposée, on met -^ à la place de a? , ce qui en augmentera les racines en raison de i : /*, les nombres A et II qui conviendront à la nouvelle équation , en seront augmentés dans la même raison , et par conséquent deviendront JA et jfïl ; donc on pourra fidre en sorte que la condition du n* 85 soit vérifiée , en donnant à y* une valeur telle que
Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro cite, pour approcher sans tâtonnement de la valeur cherchée de a: ; il fendra seulement diviser ensuite cette valeur par y, pour avoir la véritable racine de l'équation proposée : il est vrai que, de cette manière, on n'aura plus ce^te racine exprimée par une simple fraction continue; mais on pourra néanmoins en approcher aussi près qu'on voudra; ce qui suffit pour l'usage ordinaire.
Soit l'équation proposée
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jc" — A = oj
en sorte que l'on demande la racine n''*' du nombre A.
Soit^ I*. n pair , et = 2m, l'équation aura, comme l'on sait, deux
racines réelles -|- v/A et ^^ |/A , et n — 3 racines imaginaires qui s'exprimeront ainsi
(cos^±sin^V/— i)v/A,
e étant la circonférence ou l'angle de SGo"", et s étant successivement = 1 , 21 , 3 , etc. jusqu'à m — - 1 ; donc on aura dans ce cas
(n* 84) ft=a, ir = i7i— I, et on pourra prendre A = av^A,
n = sin-x |/A, à cause que sin - est le plus petit de tous les
sin — ; donc la condition du n® 85 aura lieu si
ai/A— I sin -X VA
donc elle aura lieu sûrement toutes les fois que l'on aura
ou
Soit , 21^* n impair et = 2m -f- 1 , l'équation n'aura qu'une seule racine réelle \/A , et elle aura 2m imaginaires de la forme
( cos— db sin — j/— i \ y^A,
en faisant successivement ^ = i , a , etc. , jusqu'à m ; donc on aura dans ce cas ,fi = T, y = m, et comme le plus petit des sin *- eat^
i cause den:=:am+i,sm , on pourra prendre nsasm -—
X |/A ; de sorte que la condition du numéro dté aura lieu ici , si
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•in i^^ X i/A = OU < 7 , c'est-à-dire, si l'on a A = oa •
VA
fjL
lÔo*
Donc y lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des
limites que nous venons de trouver, on pourra toujours , en faisant usage de la mélhode du n^ 85, trouver directement et sans tâtonnement la racine n^"^ de ce nombre; et s'il est plus petit que ces limites, oa pourra toujours le rendre plus grand en le multipliant par un nombre quelconque qui soit une puissance exacte du même exposant /s ; en sorte qu'après avoir trouvé la racine de ce nombre composé, il n'y aura plus qu'à la diviser par celle de son multiplicateur pour avoir la racine cherchée de A.
Quant à la valeur de R (n* 85 ), elle sera pour l'équation x" — A =0,
C- - Ac
88. Puisque le cas de /i =s 2 peut se résoudre par la méthode de Fart. II ci-dessus , nous en ferons abstraction ici ; soit donc
I®. /ï == 4 > on aura sin — j- = i ; donc A = ou > 4*'
360® 1/3 a*, /i :si 6, on aura sin -^ ^'V ^ ^^^^ A =: ou > 5*. 4'.
36o^ 1/2 5®. 71 = 8, onaurasin— g-;=-Sj-j doncA:^ou> 2*. 4*.
Et ainsi de suite.
De même, si l'on fait
I*. ii = 3,onaurasm— 5- = -^^— : donc A = ou > •=-ï-5..
2*. «=3 5, on aura sin -j- j et Ëûsant le calcul par les logarithmes , on trouvera A =s ou >; i3i5 , et ainsi de suite.
89. Supposons, par exemple, qu'on demande la racine cubique de 17; puisque 17 est > ^^ , à cause de 3v/3 > 4, on pourra employer d'abord la méthode du n"" 85. On aura donc ici, à cause de » = 3 et A= 17 (n* 87) , R = JTZT^Tî • Or, le nombre en-
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lier le plus proche de ^^17 est a ou 3; de sorte qu'on pourra faire à volonté/? = 2 ou ^c=s3.
Faisons /7S2, et les premières fractions seront 7, j-; donc,
3 ^ >. 7r=ï=i, 5/=:o, /sa, f'= I, donc R = g-f2- = — |; et
— R — 1^ le nombre entier qui approche le plus de r? =| serai; donc
A:^ = I , ce qui donne la fraction ^7"' = -f .
2^ ^=3, ^'=1, f = 3, / = i, donc, R = ^ et — 7 — = yI ; ïe nombre entier qui approche le plus de ^ étant 2 ,
on fera A/ = 2, ce qui donnera la fraction -p ^T^Z = !• 3*. '7r = 2, ';r'=i, / = 8, / = 3; donc
le nombre entier qui approchera le plus de cette fraction sera — donc A^' = — 2 , et la fraction i/,'T^ sera "^'^ , etc.
De cette manière, on aura les fractions convei^entes vers v/17,
et la fraction continue sera
— a 4- etc.
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NOTE PREMIÈRE
Sur la démonstration du TTiéorème I.
Les deux théorèmes du chapitre P' sont la base de toute la théorie des équations, et doivent être démontrés d'une manière rigoureuse^ et sans rien emprunter de celte même théorie:. La dë« monstration que j'ai donnée du premier théorème (n"^ i), est tirée de la considération des fiMsteurs de l'équation , et pourrait laisser des doutes relativement aux facteurs imaginaires. U est vrai qu'en supposant connu le théorème sur la forme des racines imaginaires, on est sûr que le produit de deux &cteurs imaginaires correspondans , est toujours une quantité essentiellement positive, quelque valeur qu'on donne à x ; d'où il suit que la différence des signes dans les résultats des substitutions de p et q k l^ place de :r , ne peut venir que des racines réelles. Mais on doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théorème dépend elle-même du théorème qu'il s'agit de démontrer; de sorte qu'on ne peut l'employer dans la démonstration de celui-ci. Pour éviter toute dijQiculté , j'ai cherché à démontrer ce théorème par la nature même de l'équation, indépendamment d'aucune de ses propriétés.
Représentons en général l'équation proposée par P — Q = o,
P étant la somme de tous les termes qui ont le signe plus, et
— Q , la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Supposons
d'abord que les deux nombres p^t q soient positiÊ , et que ç soit
plus grand que p-y si, en faisant :r=:/7, on a P— Q<o, et en faisant 0?=^ on a P— -Q>'0, il est clair que dans le premier cas P sera < Q > ®^ ^^^ ^^^^ ^^ second , P sera > Q. Or , par la forme des quantités P et Q, qui ne contiennent que des termes positifs et des puissances entières et positives, il est évident que ces quantités augmentent nécessairement à mesure que a: augmente , et qu'en faisant augmenter a: par tous les degrés insensibles , depuis p jusqu'à 7 , elles augmenteront aussi par des degrés insensibles , mais de manière que P augmentera plus que Q, puisque de plus petite qu'elle était , elle devient la plus grande. Donc il y aura nécessairement un terme entre les deux valeurs de ;e^ et ^ , où P égalera Q, comme deux mobiles qu'on suppose parcourir ime même ligne dans le même sens, et qui, partant à la fois de deux pœnts différens, arrivent en même temps à deux autres points, mais de manière que celui qui 4tait d'abord en arrière se trouve ensuite plus avancé que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin. Cette valeur de x, qui rendra P égid à Q , sera donc une des racines de l'équation, et tombera entre les valeurs ;; et 9^. De même, si , en faisant x:s=:p^ ob avait P— -Q > o, et en faisant x=:q on avait P — Q<!o, on aurait dans le premier cas Q<P, et dans le second Q>>P; et en faisant augmenter x depuis p jusqu'à Çj la quantité Q augmentera pins que la quantité P, et l'égalera dans un point entre p et ç.
Si les deux nombres p et q étaient négatifi, ou un des deux seulement, alors prenant un nombre positif r, tel que r^p et r -f- ^ soient des nombres positifs, il n'y aurait qu'à transformer l'équation par la substitution de ^ — r à la place de ^ ; on aurait ainsi une transformée en jr , dans laquelle les substitutions de r *^p et de r^ q k la place de l'inconnue jr , donneraient par l'hypothèse des résultats de signes contraires, puisque ces résultats sont les mêmes que ceux qui viendraient des substitutions de p et de 7 à la place de x dans la proposée. Or, les nombres r^p et r+ ^ étant supposés positifs, on pourra reprendre le raisonnement précédent , et l'on prouvera que l'équation en y aura nécessairement une racine comprise entre les nombres r -f- /? et r -f« 9^ ; par conséquent , à cause de xs^* — r, l'équation en x aura ^ aussi une racine entre p et q.
^y^^^^^^ M ^^^^V^Vf0^VV^^yifV^^ymf¥iMI/iM/ W ¥^*l^ttltlll/^M^^A^Mt^^M^^^à^^^^^^ ^ n^^
Sur la démonstration du Théorème II.
La démonstration de ce théorème (n* 5) suppose ces deux propositions, que toute équation peut se décomposer en autant de facteurs simples réels qu'elle a de racines réelles, et que le facteur restant, si le nombre de ces racines est moindre que l'eiposant du degré de Féquation, est tel qu'il ne peut jamais devenir négatif, quelque valeur qu'on donne à l'inconnue. La première proposition a été long - temps admise par les analystes , comme un résultat de la formation des équations j et cCAlembert est, je crois, le premier qui ait fait sentir la nécessité de la démontrer rigoureusement. A l'égard de la seconde, on pourrait la regarder comme une conséquence de la première ; mais pour ne rien laisser à désirer sur la rigueur, il est bon de la démontrer aussi en particulier.
Représentons en général par {xf^ . • . ) un polynôme quelconque en j? du degré /n, tel que
or — Ao*-* H-B^""* — Gr"^' + etc. =b V;
si l'on change or en a, il deviendra (a*...), et il est facile de voir que la différence (x*. .•) — («".••) de ces deux polynômes semblables, sera divisible par x— «a; car chaque terme du polynôme (^««O? comme Nx*, donnera dans la différence les termes N {af — a") j or on a en général , tant que n est un nombre entier positif,
X*— . a» = (or— fl) (a:»-* + aaf""^ + «•aft:» + etc. -|- a"-*) j
donC| réunissant tous les quotiens, et les ordonnant suivant le puissances de a: , on aura
(^— >,,,) ëtant un polynôme en x du degré inférieur w-— i. Ainsi on aura, quelle que soit la quantité a^
De la même manière, en prenant une autre quantité quelconque h ^ on pourra réduire le polynôme ( af^^ . . . ) à cette forme
(jc"""*...) étant un autre polynôme du degré inférieur /w — 2, et ainsi de suite.
Maintenant je remarque que si l'on a l'équation (.r". • •) =0, et que a soit une des racines de cette équation , c'est-à-dire une valeur de X qui y satisfiaisse , on aura aussi (â" • . . ) = o j donc le polynôme {pd^ . . . ) sera alors réductible à la forme
{x — a) (ar*""'.. .),
et par conséquent divisible exactement par Jc -— a.
Si, outre la quantité a, il y a une autre quantité h qui satisfasse à la même équation {af^ . • . ) = o , il faudra que cette quantité, étant prise pour x^ fasse évanouir l'autre facteur (a:*""'...), et soit par conséquent telle que l'on ait (i"'"*. . .) = o. Donc le polynôme (ac"""*. . .) sera réductible à la forme {x — V) (z"""'. . .)j et par conséquent on aura
(jcf • . .) = (x — fl) (x — *) (or—. . .);
de sorte que le premier polynôme (.zf*. . S) sera exactement divisible par jc — a et par a: — i , et ainsi de suite.
Si donc l'équation (x*. . •)=o n'a qu'un nombre n moindre que m de racines réeUes a, bj c^ etc., on aura d'abord
(a^.. .) = (^ — ^) {x'—b)(x — c)... .(of^"...),
et le polynôme ( .zf^ • • • ) ^^ sera plus résoluble en &cteurs simples réels. Donc, quelque valeur qu'on donne i x, ce polynôme ne pourra jamais avoir une valeur négative; car s'il y avaii une valeur de x qui pût le rendre négatif, comme d'un autre côté on peut toujours prendre x assez grand pour que le premier
•"wa
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terme rarpasse la somme de tous les autres, il s'^isuivrait qu'il y aurait deux valeurs qui, étant substituées pour Xp donneraienH des résultats de signe différent, et que par conséquent, par le théorème I, il y aurait une valeur intermédiaire h qui pourrait rendre ( JC*""* . . .) z=: o , et qui serait ainsi une racine réelle de cett« équation ; donc on aurait alors
et le polynôme (jc* • • . ) aurait encore le &cteur réel a: — « A , ce qui est contre l'hypothèse. Ce polynôme (jtf^") sera donc nécessairement d'un degré pair , et son dernier terme sera toujours positif (n^ 3) ; et le polynôme {af . ..) aura par conséquent son dernier terme positif ou né^ gatif, suivant que le nombre des racines positives a^ b ^ etc., sera pair ou impair.
Non-seulement le polynôme (JC"""") aura toujours une valeur positive lorsque l'équation (jc"""* . . .) = o n'a aucune racine réelle , mais encore quand elle aura des racines réelles doubles ou quadruples, et en général multiples , suivant un nombre pair ; car alors le polynôme aura des facteurs de la forme {x .— gY^ ar étant un nombre pair ; et il est visible que cette quantité est toujours positive , quelque valeur réelle qu'on donne à x. D'où il suit que le théorème II a encore lieu pour les racines ^ales, triples, quintuples , etc. Mais comme on a des mé«thodes particulières pour les racines égales , il suffit de considérer les racines inégales, et d'avoir une méthode pour les trouver.
Au reste , l'esprit du calcul algébrique , qui est indépendant des valeurs particulières qu'on peut donner aux quantités , fait qu'on peut regarder tout polynôme (x^^ . •) comme formé du produit d'autant de {acteurs simples Jî-^a, jc— •i,jc — c, etc, qu'il y a d'unités dans l'exposant m du degré de ce polynôme, quelles que puissent être d'ail<^ leurs les quantités a, b^ c, etc., ce qui donne cette équation identique
jsf — Aa--* + Ba:"-^* — etc. , ±V = (x — a) (x—b) (x—c)...
laquelle doit toujours avoir Ueu indépendamment de la valeur de x.
C'est uniquement dans cette transformation des poljmames que ooasisie la tliéorie des équations. On a trouvé différentes relations entre les quontitésii, ^, c, etc., des facteurs, et ks coefficiens A , B, C, etc. ,
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du polynôme, et ce sont ces relations qui constituent les propriétés gë* nérales des équations. [J^ojez la Note X.)
Les iacteurs qu'on suppose aux polynômes qui ne peuvent jamais acquérir une valeur négative , sont appelés imaginaires , et les quantités a^ h^ Cf etc. , de ces fiu^teurs sont les raoines imaginaires des équatiena formées en égalant ces polynômes à zéro ; d'où l'on voit que le nombre de ces racines est toujours nécessairement pair , et que leur produit y qui se trouve égal au dernier terme du polynôme, est toujours positif.
Sur t équation que donnent les différences entre les racines dune équation donnée ^ prises deux à deux.
La recherche de cette équation , qui est l'objet du problème du n® 8 , deviendrait très pénible si l'on y employait la voie de l'élimination qui se présente naturellement; mais pour les formules que j'y donne , elle n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul. Tout se réduit à calculer un certain nombre de termes de trois séries , dont la loi est assez simple.
I. La première série, celle des quantités A|, A* , A3, etc. , n'est autre chose que la série connue pour avoir les sommes des puissances des racines par les coefficiens de l'équation donnée , et l'on en verra la démonstration dans la note Y L La troisième série , celle des quantités a, b^ Cy etc., qui forment les coefficiens de Téquation cherchée, est l'inverse de la précédente; elle donne ces coefficiens par le moyen des sommes des puissances des racines qu'on a par la seconde série ^19 ^9 ^9 ^tc. Je n'avais trouvé que par induction la loi des termes de celle-ci ; mais on peut la démontrer d'une manière générale.
Pour cela, il n'y a qu'à considérer la quantité
(a? — ay +(a? — i8)' + (or— >)' + etc. ,
qui étant développée suivant les puissances de x , devient
maf — sA.a:'-^ + l^Ilil A,x^ ^ , (^x) (^) ^^,^3 _ ^^^^
G>mme ces deux expressions sont identiques , on y peut faire x tout ce qu'on voudra. Qu'on suppose donc successivement ^ =s a, /S, y^ etc., et qu'on ajoute ensemble les résultats de ces substitutions, on aura
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(« — j8)'4- (a — >.)» + etc. + (j8 — a)' -f-(/3 — 5.)' etc.
-h {y — »)' H- (> — /S)' H- etc.
- '('-OC'-^) a,A.., + etc. ,
ce qui est évident , puisque , par la notation qu'on a employée , on a, en général , A, = a' + /3' + >' + elc.
Lorsque s est un nombre impair, il est facile de voir que le premier membre de cette équation devient nul par la destruction mutuelle de tous les termes ; et le second membre devient nul aussi de lui-même, en remarquant que Ton doit avoir Ao = ot* + /3* + 5.* + etc. = m, nombre des racines.
Mais lorsque s est un nombre quelconque pair z=z 2fJLj le premier membre devient ^al à 20^, suivant la notation des termes de la seconde série j ainsi on aura
- ^(^-0(^-^) A^ ^ + etc.
Comme les termes de cette série se trouvent les mêmes de part et d'autre du terme du milieu , qui contient A/» A^ , en réunissant les termes ^aux y et divisant par ^^ on aura la formule générale de la valeur de Oft que j'ai donnée dans l'endroit cité.
a. On pourrait, delà même manière, trouver des formules pour les sommes des racines prises deux à deux. Car en considérant la quantité
(a? + «y + (x + ^y + (X + yy etc.,
on aura par le développement cette expression identique
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Donc , fiasant suoceanTement or s= « , /^ 9 > » etc. , et «joutant ensemble les résultats, on aura
a'(a' + /9'H->'4-ctc.) -t- 2 (« + /S)» 4- a (a 4- >)» 4- 2(/3 + >)» -H etc.
= lîiA; 4- *A,A,_, 4- *^*~'^ A.A^,
^ ,(,-0 ( >-») A,A^^etc.
Donc, si Pon dénote en général par a, la 6<Mnme des puissances y*^ des racines ajoutées deux à deux, on aura, à cause de..*. «'+i8^-|-y-Hetc. rsA, cette expression de aa,,
2a, = (m ^ 2') A, + M.A^, + tkzLil A.A^.
^ .(.^0(.~.) A,A^ 4- etc.
G)nime s est supposé un nombre entier, il est clair que les termes paiement élcngnëa des deux extrêmes seront ^aux : or le dernier terme sera A^Ao , mais A«=: m; donc réunissant le dernier au premier, Favant-demier au second, et ainsi de suite, et divisant par 3, on aura, lorsque s est un nombre impair,
a, :ss (m— a*^*) A, + 5A,A^ 4- î^-^—^- A^A^ -i- etc. 1 . a . 3 l 1 • •
et lorsque s est tin nombre pair ,
a,=z(m — a—) A, 4- jA.A^, 4- '-^^ A^,_ 4- etc.
Si Von détermine par cette formule les termes de la série a., ^ft 9 ^ ) etCi , et qu'on emploie ces valeurs dans les expressions des
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quantités a, 6, c^ etc. de la troisième sërîe^ on aura Jes cœfficiens de l'équation , dont les racines seront les n sommes • • . • tt-f-jS) tt + T', ^ ^y j ^^^' ^^^ racines de Fëquation donnée , prises deux à deux. Cette équation peut être utile dans plusieurs occasions.
3. Je dois, au reste, observer ici que TVaring avait déjà remarqué dans ses Miscellanea anafytica, imprimés en 176a, l'usage de l'équation dont les racines seraient
ct_|3> rt — y' jS— y'
etc..
pour trouver les limites des racines réelles de l'équation dont les racines sont a, j8, y^ etc. Mais je ne connaissais pas cet ouvrage lorsque je composai mon premier Mémoire sur la résolution des équations numériques ; d'ailleurs cette remarque n'étant présentée dans l'ouvrage de Waring que d'une manière isolée , serait peutêtre restée long*temps stérile, sans les recherches dont elle était accompagnée dans ce Mémoire.
Je dois ajouter que le même auteur a aussi remarqué avant moi les caractères qu'on peut tirer des signes de l'équation dont les racines sont les carrés des différences entre les racines d'une équation donnée, pour juger des racines imaginaires de cette équation. Il avait dit simplement , dans l'ouvrage cité, que si cette équation des différences n'a que des signes alternatif , l'équation primitive a nécessairement toutes ses racine» réelles; autrement elle en a d'imaginaires; mais il a donné ensuite, sans démonstration, dans les Transactions^ philosophiques de l'année 1 763 , les conditions qui résultent des équations des différences du quatrième et du cinquième degré ^ pour que les équations de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles , ou deux ou quatre racines imaginaires ; ce que personne n'avait encore fiiit pour le cinquième degré.
Dans le second Mémoire, je m'étais cotiténtéde donner les équa* tions des différences pour le second, le troisième et le qiiatrième degré ; la longueur du calcul m'avait empêché de donner celle du cinquième d^é ; mais comme elle peut être utile dans quelques occasions, je vais la rapporter ici, d'aptes Waring.
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Soit donc l'équation du cinquième degré
ir» -4- Bar» — Car* + Dar — E s= o , l'équation des différences sera
«• af»9-f- ij»« — w' -\-dv* — «c* +fv* — gv' + hv* — (c-f-A = o ,
dans laquelle
a = — loB,
* = SgB'+ioD,
c = — 80B» — 5oBD — aSC, d = gSB* H- 1 34B»D — gSD* H- gaBC» -H i aooCE , e = — 66B« H- 36oBD* — iGgB'D — i i8B*C» — 26oC'D — ôaSE» ~ 400BGE,
/ = — 25B» + 4oD' — 53C* + 5aB»C» — SsaB»!)* + i94B*D + 7o8BC*D H- a4oB'CE + i75oBE» — gSoCDE ,
g^ = — 4B' — io6B»D + 80BD» + 3o8B»D* + loaBC* + 7©^:*
— 57oC»D* — 6i2B*C*D — 7ooC»E -H 375oDE* — aSooB'E*
— 8oB»CE + 2 1 SoBCDE ,
h = 400EH — 36oB*D» — i5B«D* + 34B«D — 8B*C* — 45B«C*
— a7oC<D-f-i4oB»C»D+96oBC*D*+ i875C*E*+ loooCD'E
— 5oooBDE*+ i75oB»E*4-4oB<CE+6ooBC»E— i65oB'CDE,
» s= — 36B'D» + aa4B»D» — 3aoBD* — 4B»C« — a7C« + 4oC*D»
— 434B*C*D» H- a4BC*D + igSBC^D — 5oooD»E* + 45oC»DE + 6a5oCE» — 675B+E* + 375oB*DE« — 3oooBC»E» — 6oB*C»E
— aooBCD'E H- 33oB'CDE ,
k := 3ia5E* — 3750BCE' + (aoooBD* -f- aa5oC*D — gooB'D + 8a5B*C*-H io8B»)E* — (1600CD» — 56oB'CD*— i6B»C» + 63oBC»D H- 7aB«CD — io8C»)E + aSôD» — ia8B'D* 4- i44BC»D» 4- i6B*D» -t- ayOD» — 4B»C*D».
L« réalité de toirtes les racines de l'équation du cinquième degré
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exige doue que Ja valeur de chacune des quantités a, b, c, etc. soit pasitive; ce qui donne, comme l'on voit, dix conditions : mais il est possible que quelques-unes de ces conditions se trouvent renfermées dans le système des autres ; ce qui en diminuerait le nombre, comme nous l'avons vu pour le quatrième degré. Si toutes ces conditions n'ont pas lieu à la fois , alors l'équation aura nécessairement deux ou quatre racines imaginaires , suivant que la quantité k aura une valeur négative ou positive. Mais si cette quantité était nulle, l'équation aurait deux racines égales; elle en aurait trois égales, si la quantité 1 était nulle en même temps, et ainsi du reste.
f ^^^^00$ ^f^ ^f^ A^i^Wl«^WinW^WI^Rf ^W ARn^W<^W^^^'lW^Wp^W»^rll^^^^WI^WP*^^^Wnr^WWPinW*^rll^Wn^Wli^Wr ^R^^WRr •^W^WWRWwi'
Sur la manière de trouver une limite plus petite que la plus petite différence entre les racines dune équation donnée.
La dëterminatioa de cette limite est nécessaire pour pouvoir former une suite de nombres dont la substitution successive fasse connaître d'une manière certaine toutes les racines réelles de l'équation proposée (n^6). Le moyen le plus direct d'y parvenir, est de calculer, comme nous l'avons proposé , l'équation même dont les racines seraient les différences entre celles de l'équation donnée , et de déterminer ensuite, par les méthodes connues, la limite de la plus petite racine de cette équation. Mais pour peu que le degré de l'équation proposée soit élevé , celui de l'équation des différences monte si haut, qu'on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les termes de cette
équation, puisque le degré de la proposée étant m, on a ^ coeffi-
ciens à calculer, et que, pour employer les séries du n^ 8 , il faudrait en tout calculer 2772 (m — i) termes.
Comme cet inconvénient pourrait rendre la méthode générale presque impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis long-temps occupé des moyens de l'affranchir de la recherche de l'équation des différences , et j'ai reconnu , en effet , que sans calculer en entier cette équation , on pouvait néanmoins trouver une limite moindre que la plus petite de ses racines ; ce qui est le but principal du calcul de cette même équation.
I. En effet, soit l'équation proposée en x
a* — Ax— * +Baf— • — Ga-— « + etfc. = o, que je représenterai , pour plus de simplicité, par X :=: o; qu'on en dé-
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diûse celte équation en u du degré m—- 1 ( n** 8)
Y + Zu 4-Vi«* 4- etc., + i^^' = o,
dans lacpielle
Y =s jwa--' ~ ( m — I ) Aa*-* -f- ( m — 2 ) Bac*-» — etc. , Z =2^2=i)^-. ». ('"-0 (»"-») j^^p— , . etc.,
V = '"('"" o(>»- ::i) ^3„etc.,
savoir, Y = X', Z = Ç, V = ^,etc.,
X', X'', X'^, étant les fonctions dérivées de X, ou les coefficiens difië- .. , rfX {fX cPX ^
On a vu dans le problème du n^ 8, que si Ton substitue dans cette équation en zi , à la place de x, une quelconque des racines de l'équation or = o 9 elle aura alors pour racines les différences entre cette racine et toutes les autres racines de la même équation. Donc si l'on y substitue successivement les m racines de l'équation X :=: o^ on aura m équations en II , dont les racines seront toutes les différences possibles enjtre les racines de l'équation proposée ; par conséquent , il ne s'agira que de trouver une quantité plus petite que là plus petite racine de cbacune de ces m équations.
Donc 9 si l'on fidt « s=s ;- , ce qui changera l'équation en » en celle-ci ,
OU bien en multipliant par î^~' , et divisant par Y ,
tout se réduira à trouver une limite plus grande que la plus grande des racines de cette dernière équation y en supposant qu'on y substitue suc-
cessi?ement pour x chacune des m raciaes de l'équation proposée ; car cette limite étant trouvée , si on la nomme L, il est visible que r- sera la limite cherchée plus petite que chacune des m racines.
a^. Or, on sait (n"" la) que le plus grand coefficient des termes négatifs d'une équation, pris positivement et augmenté d'une unité /est plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi, pour avoir la limite L, il n'y aurait qu'à trouver la plus grande valeur négative qui pourrait résulter de la substitution des racines de l'équation X = o , à
la place de x dans les coeffîciens y' y ' ^^^' ^^ l'équation en i, ou une
quantité plus grande que cette valeur.
Si ces coeffîciens ne contenaient que des puissances de x sans dénominateur, on pourrait résoudre la question en substituant à la place de X dans les termes positifs, une limite plus petite que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes négatifs , une limite plus grande que la plus grande de ces valeurs ; car il est visible qu'on aurait, par ce moyen, des quantités négatives plus grandes que les valeurs négatives que chaque coefficient pourrait recevoir par la substitution de chacune des racines positives de la proposée en ^; et pour avoir égard aux racines négatives de la même équation , il n'y aurait qu'à changer dans les expressions des mêmes coeffîciens a: , en — - ^ , et substituer ensuite dans les termes positifs une valeur de x plus petite qu e la plus petite racine négative de cette équation, prise positivement, et dans les termes négatifs une valeur de x plus grande que la plus grande de ces racines.
La plus gèiinde des quantités négatives trouvées de cette manière , prise positivement et augmentée de l'unité , pourrait sans scrupule être employée pour la limite cherchée L.
Toute la diffîculté vient donc du dénominateur Y , qui contient aussi l'inconnue x. J'avais proposé autrefois de prendre pour Y une valeur plus petite que chacune de celles qui pourraient résulter de la substitution des racines de l'équation X = o à la place de x ; mais la difficulté était d'avoir celte limite, et il ne parait pas possible de la trouver autrement que par l'équation même , dont les différentes valeurs de Y seraient racines. Pour avoir cette équation , on ferait Y =^, et on éliminerait X au moyen de l'équation X =: o , et de celle-ci^' — » Y sss o j
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l'équation résultante en j^ serait du mf'^degcéy et la limite plus petite que la plus petite de ces racines serait la quantité qu'on pourrait prendre pour Y, mais cette équation en j^ peut encore être fort longue à calculer, soit qu'on la déduise de l'élimination , soit qu'on veuille la chercher directement par la nature même de ces racines.
3. J'ai fait réflexion depuis , qu'on pouvait toujours éliminer l'inconnue X du polynôme Y, en le multipliant par un polynôme convenable du même degré /7i -— i ; et ai faisant disparaître , au moyen de l'équation X = o , toutes les puissances de x plus hautes que af^'
En effet ^ si l'on prend un polynôme tel que
— ar*~* + bx^^^ — caf^^^ + etc. ,
que nous nommerons ^ pour abréger, et dans lequel les coefiiciens éiyb^ c^etc. soient arbitraires; et qu'on multiplie le polynôme Y par celui-ci, on aura un polynôme du degré am -— 3. Or, l'équation X s= o donne d'abord la valeur de jî", et ■ avec cette valeur on pourra former , en multipliant successivement par x, et substituante mesure la valeur de a:* , toutes les puissances de x supérieures à x^'^^ jusqu'à ^■""•. On substituera donc ces valeurs dans le polynôme YÇ, et il s'abaissera à la puissance m — i ; on fera alors disparaître tous les termes qui contiennent x , en égalant à zéro chacun de leurs cœfficiens ; * ce qui donnera m— i équations linéaires en a, 6, a, etc. lesquelles serviront à déterminer ces inconnues, dont le nombre est aussi m — • i ; nommant K le terme ou les termes restans et tou9 connus, on aura
YÇ = K , et par conséquent Y = j.
L'équation en i deviendra , par cette substitution ,
i^- + f *^ + ^*-' + etc. -Hi = o;
et comme les cœfficiens 7979 ^c., ne contiennent plus que des puissances de X sans dénominateur , on pourra y appliquer la méthode proposée ci-dessus, et trouver une limite L plus grande que la plus grande des valeurs de <•
On pourra réduire aussi les polynômes Z^, V^, etc., à ne contenir
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que des puissances de a: moindres que j:"*^% par les mêmes substitutions des valeurs de af* et des puissances supérieures à a^. Cette réduction n^est pas absolument nécessaiie, et l'on peut sans inconvénient employer les polynmnes tels qu'ils résultent de la multiplication de Z, Y, etc., par ^ ; mais elle est utile pour simplifier le calcul et avoir une limite L plus approchée.
4« U est bon de remarquer encore que y comme les valeurs de u qui représentent les différences entre les racines de l'équation proposée , peuvent être également positives et négatives , les valeurs de i pourront
l'être aussi , puisque nous avons fait u r=: - ; d'où il suit que la limite
des valeurs positives de i le sera aussi des valeurs négatives prises positivement y et réciproquement celles des plus grandes valeurs négatives prises positivement y le deviendra des plus grandes positives.
On pourra donc dans l'équation en i prendre également i positif ou négatif, et par conséquent, prendre le sec<Hid, le quatrième, le sixième , etc. , termes de l'équation en i avec des signes contraires , si , de cette manière, il en résulte pour L une limite moindre.
5. Ayant trouvé la limite L , on aura =- pour la limite plus petite
que la plus petite différence entre les racines de l'équation proposée,
et l'on pourra faire ^ = 77 (p!" .6) pour avoir la suite /i , 2/1 , Sa ; etc. , des
nomlirés dont la substitution successive fera connattre sûrement toutes les racines réelles de la même équation , et donnera leurs premières limites.
Si la quantité K était nulle , on aurait pour L une quantité infinie ,.
et la limite y- deviendrait zéro y ce qui indiquerait l'égalité de deux ou
plusieurs racines-ds^is l'équation proposée. En effet , s'il y a deux racines égales, il est clair qu'il y aura une des valeurs de u qui sera nulle; donc le der^ûer terme Y de.l'équatiop en tt, deviendra nul, en y substituant pour X une des racine^ de l'équation X = o ; donc cette équation aura lieu en même temps que l'équation Y = o, c'est-àr-dire , X' = o , ou
^ sso; ce qui revient à ce que l'on sait depuis long-temps. Donc l'é-
quation résultante de ceUerci par l'élimination de ^ , aura lieu au^i.
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Qr, il est facile de voir que cette équation n'eàt autre chose que l'équation R = o ; car, puisque le produit YÇ devient = K., par le moyen
de l'équation X = o , on aura Y s=: j , et par conséquent l'équation Y = o donnera R = o.
Lorsqu'on sera assuré par là que Féquation en x a des racines égales , on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équations X = o , etY = o (n^i5); ensuite l'équation en i donnée ci-dessus étant multipliée par K et divisée par Z^ , deviendra ^ à cause de K =so,
à laquelle on pourra appliquer la même méthode pour trouver une limite plus grande que, les valeurs de i, et ainsi de suite.
Au reste, comme avant d'entreprendre la résolution d'une équation par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire de s^assurer si elle a des racines égales , parce que ces racines peuvent se déterminer à part d'une manière rigoureuse , on voit que le calcul de la quantité R est indispensable lorsqu'on ne calcule pas l'équation des différences* car l'équation R = o est proprement celle que Ton trouve par les méthodes ordinaires, lorsqu'on cherche les conditions de l'égalité des racines. Ainsi à cet égard , la méthode que nous proposons n'alonge point le calcul nécessaire pour la résolution des équations.
6. La quantitéR étant connue, tout se réduità chercher une quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative des quantités
g- , -^ , etc. , =r coefiiciens de l'équation en £ ; pour cela on substituera
à la place de x une quantité plus petite que la flus petite des racines positives de l'équation X = o, dans les termes positif de ces coeffîciensy et une quantité plus grande que la plus grande de ces racines dans les termes négatifs; ensuite, ayant changé dans ces mêmes coeffiçiens jc en — X, on substituera de même dans les termes positifi une quantité plus petite que la plus petite des racines négatives y et dans les termes négatifs une quantité plus grande que la plus grande des racines négatives de la même équation , en prenant ces racines positivement. Le plus grand résultat négatif qu'on aura de celte manière, étant pris
positivement et augmenté de l'miitë, donnera la valeur de la limite L^ que Pon cherche.
Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les racines de l'équation X ss o , on pourrait prendre tout de suite le plus grand coefficient des termes négatifs de cette équation , augmenté de l'unité, pour la quantité plus grande que ses racines positives ; ensuite , après avoir échangé dans la même équation
X en ^j et fait disparaître , par la multiplication , les puissances
négatives de x, on prendrait de même le plus grand coefficient des termes qui seraient de signe différent du premier, et l'unité divisée par ce coefficient augmenté de l'unité, serait la quantité plus petite que les mêmes racines. A l'égard des racines négatives, on changerait, dans l'équation, x en *— a:, pour les rendre positives, et l'on trouverait de la même manière les quantités plus grandes et plus petites que ces racines.
Mais, quoique les limites qu'on trouvera par cette méthode soient toujours exactes , elles peuvent néanmoins être trop éloignées entre elles; ce qui aurait l'inconvénient de donner pour la limite L une quantité trop grande, et par conséquent pour la différence A des termes de la suite une quantité trop petite : d'où résulterait un trop grand nombre de substitutions successives à faire dans l'équation proposée , pour en découvrir toutes les ra* cines (n* 6).
7. 11 est donc utile d'avoir des limites plus resserrées , et l'on pourra les trouver par la méthode exposée dans le n® 12. Suivant l'esprit de cette méthode, il ne s'agira que de chercher d'abord une valeur de X qui rende positives les valeurs des fonctions X, X', X'V^tc, ce qui n'est pas difficile en commençant par la dernière, où X n'est qu'à la première dimension , et remontant successivement à celles qui précèdent. Cette valeur sera la limite plus grande que toutes les racines positives de l'équation X s= o. Pour avoir ensuite une limite plus petite que ces racines, on transformera
la fonction X, en y substituant - à la place de x, et la multipliant par af^ pour faire disparaître les puissances natives 3 et sa
le terme où est ^ se trouve négatif, on changera tous les signes pour le rendre positif. On prendra cette nouveUe fonction pour X , et en ayant déduit les fonctions X^ X'', etc. , on cherchera de nouveau la valeur de x , qui rendra toutes ces fonctions positives. L'unité divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite que toutes les racines positives de la même équation X==o. Enfin on changera dans ces deux séries les fonctions a: en — x^ en changeant en même temps tous les signes , si la plus haute puissance de a: se trouve affectée du signe —- ; et les valeurs de x qui les rendront toutes positives seront les limites plus grandes et plus petites que les racines négatives de la même équation prises positivement.
8. Pour donner un exemple de la méthode que nous venons d'exposer , nous l'appliquerons à l'équation
que nous avons résolue dans le n* 27.
On aura donc ici
X = or' — 7^ + 7 5
et les fonctions dérivées seront
donc
V — II
et l'équation en u sera du second degré.
On prendra pour Ç le polynôme indéterminé du second degré
op» H- or H- A , et en le multipliant par le polynôme Y , on aura
YÇ as 5ar* 4- 5ac« -f- (34 — 7 ) or» — 74X — 7A. •
Mais l'équation X = o donne a:r* = 70: — 7 ; donc x^ = 7jc* — 7X. Faisant ces substitutions , on aura
Yf = (3i + 14) «r^ + (^4^ — 21) X -— 21a — 7A. On fera donc
5* 4- l4 == ^> ^4^ — 21 = o, — 2ia — 76 = K;
d'où Ton tire
Ainsi , puisque la quantité K n'est pas nulle, on en conclura d'abord que l'équation n'a pas de racines égales.
Maintenant on aura
et de là, en multipliant par Z = 5a:, et substituant pour x^ sa valeur,
de sorte que les deux coefficiens de l'équation en i seront
27jr* + 4^^f— * '^6 fiy* + 9^ — 2 8 ^
et il ne s'agira plus que de trouver une quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative que ces coefficiens puissent avoir sans connaître les valeurs de x : or , c'est à quoi on peut parvenir par le moyen des limites de ces valeurs.
9. Pour cela , on commencera par chercher des limites plus grandes et plus petites que les valeurs de x, tant positives que négatives. Je remarque d'abord que le plus grand coefficient des termes négatifs dans l'équation en x , étant 7, on pourrait prendre 8 pour la limite plus grande que les racines positives ; mais on peut
NOTE IV. n9
trouver une limite moindre par la considération des fonctions X , X', X"; savoir ,
X* — 7 jî + 7 , 3a:* — 7 > 6^ >
en cherchant une valeur de x qui les rende toutes positives : on trouve que X z=: :k satisfidt à ces conditions y de sorte que n sera une limite plus grande que les racines positives.
Si Ton change dans ces mêmes fonctions x en — * x, en changeant en même temps les signes , s'il est nécessaire , pour que le premier terme soit toujours positif, on a celles-ci,
a:' — 7X — 7 , 3x* — 7 , Gx ;
et l'on voit que, pour les rendre toutes positives, il Ëiut faire en nombres entiers a: = 4 3 niais en nombres fractionnaires il suffit de X szs 3 -^ : ainsi 7^ sera une limite plus grande que les racines négatives prises positivement.
On transformera maintenant la fonction x par la substitution
de - à la place de x j et l'ayant multipliée par x^ pour faire disparaître
les puissances négatives, on aura, après avoir divisé par 7 , coe0icient du premier terme, cette fonction transformée
or» — X* + 4,
dont les deux fonctions dérivées seront
qu^il &udra rendre positives pour une valeur supposée de x. Or , on trouve que i satisfait à ces conditions ; mais on y peut satisfaire par un nombre moindre , comme |. Ainsi ^ sera une limite plus petite que les racines positives.
Enfin, en changeant dans ces mêmes fonctions x en — x, et changeant en même temps tous les signes de la première et de la troi-^ sième , pour rendre les premiers termes positifs , on a celles-ci ,
x* + X» — f , Sx* + 2X , 6x + a j
lao NOTE IV.
et Pou trouvera aisément qu'elles deviennent toutes positives en &isant «r = j ; d'où il suit que 3 sera une limite moindre que les racines négatives prises positivement.
On a donc, pour les limites des racines positives, les nombres ^ et 3, et pour celle des racines négatives prises positivement, les nombres 3 et ^h-
On substituera donc d'abord , à la place de j: , | dans les termes positifs , et 2 dans les termes négatifs des deux quantités
27xM-4^*— 126 63c* + y — ' a8
et l'on trouvera les résultats — -^ et — -î^ ; comme le premier de ces deux résultats est le plus grand , il est bon de voir si , en changeant tous les signes de la première quantité, ce qui la réduit à
7* ""^ *r ^ g|. sijjsti tuant de même f dans les termes po-
siti&, et 2 dans les termes négatifs, au lieu de x, on aurait un résultat moindre; mais on trouve celui — -'•^, qui est au contraire plus grand, et par conséquent inutile.
On changera maintenant, dans ces mêmes quantités, x en— -x, ce qui les changera en celles-ci ,
2^x^ — 4^ — 126 6br* — Qx — 28
et l'on y substituera 3 à la place de x , dans les termes positifs , et |~ dans les termes négatiÊ, il viendra ces résultats, — f| et •— ff; et comme le résultat de la première quantité est moindre que l'un de ceux que nous avons déjà trouvés , il est inutile d'en chercher un autre en changeant les signes de cette quantités.
Puisque — -^ est le plus grand résultat négatif, on aura
L =5? ^ + I , et par conséquent A = y- = — pour la limite cher-
chée , moindre que la plus petite différence entre les racine de l'équation proposée .
Nous avons trouvé par l'équation même des différences A =s -1 (n* 27); d'où l'on voit que la méthode précédente donne à la
NOTE IV. lai
vérité une limite un peu plus petite , mais que la différence est peu considérable. Au reste, quoique pour une équation du troisième d^é il n'y ait guère rien à gagner par cette méthode sur la longueur du calcul, il n'en sera pas de même pour les équations des degrés supérieurs; car le nombre des opérations que cette méthode exige n'augmente que comme le degré de l'équation , au lieu que celui des opérations nécessaires pour calculer l'équation des différences et en déduire la limite cherchée, augmente comme les carrés de ce même d^é.
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Sur la Méthode d Approximation donnée par Newton.
OoMMS la méthode de Newton pour- la résolution approchée des équations numériques est la plus connue et la plus usitée à cause de sa simplicité , il est important d'apprécier le degré d'exactitude dont elle est susceptible; voici comment on y peut parvenir.
I. Soit l'équation générale du degré m
or — A;r*"» + Bjc"^» — etc. = o,
dont on cherche une racine. La méthode dont il s'agit demande qu'on connaisse d'avance une valeur approchée de la racine cherchée ; en désignant cette valeur par a , on fera a: ss a *!* ^ , et l'on aura par cette substitution une équation transformée en p , qui ^ à comniencer par les derniers termes, sera de la forme
X + Y;> + Z;>* + V;?» + etc. + ^ ,
où les quantités X ^ Y , Z , etc. seront des fonctions de a y qu'on trouvera tout de suite, par les formules du n^ 8, en changeant a? en a; ainsi on aura
X == rf* — A"-' + Bfl"— — OP-» + etc. ,
Y = ma-' _ (m — i) Arf— + (m — a) Brf""' — etc.,
Comme p doit être par l'hypothèse une quantité assez petite, étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée de cette racine , les puissances p^^ p^^ etc. , seront de fort petites quantités auprès de p ; par conséquent les termes affectés de ces puissances seront eux-mêmes nécessairement très petits à l'égard des
NOTE V. ia3
premiers termes X 4* ^p 9 puisque les coefficiens Z , Y , etc. , ne peuvent jamais devenir fort grands, étant des fonctions sans dénominateur : ainsi, en réduisant toute l'équation à ses deux termes,
on en tirera une valeur approchée de p , qui sera = — - =. Appelons b
cette valeur approchée de /? , on pourra faire par la même raison , dans l'équation en /? ^ la substitution de b ^ q^ k Isl place de p , et négliger ensuite dans la transformée en ^ les termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes de 9; cette transformée étant ainsi réduite aux deux premiers termes de la forme (X) -f* (Y)^,
donnera sur-le-champ ^ = — - ^. Cette quantité étant nommée c ,
on substituera c ^ r k la place de if dans la dernière transformée , et l'on en aura une nouvelle en r, d'où l'on tirera de même la valeur en r , et ainsi de suite.
De cette manière l'on aura les approximations a ^ a -f* ^ 9 ^ + A + c , etc. , vers la vraie valeur de la racine cherchée.
a. Voilà la méthode telle que Newton ]'a donnée dans la Méthode des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu'on peut se dispenser de &ire continuellement de nouvelles transformées; car, puisque la transformée en p est le résultat de la substitution de a ^ p , au lieu de x , dans l'équation en or , et que la transformée en ç est le résultat de la substitution de b ^ q y qlxx lieu de py dans la transformée en ^ , il s'ensuit que cette transformée en q sera le résultat de la substitution immédiate de a ^ b ^ q k la place de of dans la même équation en x ; par conséquent elle ne sera autre chose que la première transformée en /? , en y changeant p en q ^ et a en a 4* ^; d'où il suit qu'ayant trouvé l'expression générale de p en a , on aura celle de ^ , en y substituant a ^ b au lieu de a ; et par la même raison on aura la valeur de r, en substituant a^b-^- c au lieu de a , et ainsi de suite.
Donc en général si , dans l'expression de ;? en a ^ on substitue pour a un terme quelconque de la suite convergente vers la racine cherchée , on aura la quantité qu'il faudra ajouter k ce terme pour avoir le terme suivant.
La méthode qui résulte de cette considération est, comme l'on voit, plus simple que celle de Newton; c'est celle que Baphson
a donnée dans l'ouvrage intitulé Anafysis ^quationum imwersalis j imprimé k Londres en i6go, et réimprimé en 1697. Gomme la méthode de Newton avait déjà paru dans l'édition anglaise de V Algèbre de FTallis en i685 , et qu'elle a été ensuite eipliquée en détail dans l'édition latine de 1793, on peut être surpris que Raphson n'en ait pas fait mention dans son ouvrage ; ce qui porterait à croire qu'il la regardait comme entièrement différente de la sienne : c'est pourquoi j'aî cru qu'il n'était pas inutile de faire remarquer que ces deux méthodes ne sont au fond que la même présentée différemment.
3. Maintenant , il est clair que la bonté de la méthode dont il s'agit y dépend de cette condition , que si a est une valeur approchée d'une des racines de l'équation proposée, a ^ p sera une valeur plus approchée de la même racine^ c'est donc ce qu'il faut examiner.
Soient ct^ fi^y^ etc. , les m racines de l'équation
xT — Ajc""* -|- Bo:"""* — etc. c= o ;
cette équation , comme nous l'avons vu dans la Note seconde , peut toujours se mettre sous la forme
{x — et) {x — /S) (jc — 5,) sso.
Mettons a ^ p kht place de or, et développons les termes suivant les puissances de pi on trouvera pour les deux premiers termes X + Y;:^ , ces valeurs de X et Y ,
+ (a — «) (a — )8) + etc.,
d'où l'on tire
v = r "H : + —etc.,
A a — fit ' a— /8 a — j^ '
et par conséquent
+ etc.
+ etc.
Supposons que a soit la racine que l'on cherche , et que a soit une valeur approchée en plus ou en moins , ce — - a sera le défaut ou Poxcès de la valeur a sur la véritable a , et a -^ a -*— j9 sera le dé&ut ou l'excès de la valeur comgëe a^p^ et il faudra , pour la bonté de la méthode , que la quantité a -— a — - ;? soit toujours plus petite que la quantité ce — - a, abstraction faite des signes de ces quan*
tités; et par conséquent que la quantité • soit toujours plus
grande que , abstraction faite des signes.
Faisons; pour abréger
R î= 7 H 1- etc. ,
on aura , par la formule trouvée ci-des&us pour la valeur de p ,
ce— a a— a
donc,
it'^a'^p R(«e — a) «— a ^^ (• ^ a)'R*
D'où je conclus que si la valeur de R est du même signe que celle de a — a , la valeur de « — a — ^ sera encore du même signe , et que la condition dont il s'agit aura nécessairement lieu.
Mais si les deux quantités et— >a et R sont désignes contraires, alors, pour que la condition ait lieu, abstraction faite des signes,
il fiiudra que l'on ait ^ ^_ ^ > . ^ ; or de l'équation précédente on tire
donc il fiiudra que . ^^ ^^^ + . j " ^ . ^g ; soit une quantité positive, et par conséquent que l'on ait la condition
a(«— fl)R -f. I >o.
ia6 NOTE V.
Comme la valeur de R dépend des autres racines fiy y^ etc. , qui sont inconnues, il est difficile, peut-être même impossible de trouver à priori un caractère pour juger si la condition dont il s'agit est remplie ou non.
n est aisé d'ailleurs de former à posteriori des équations où cette condition n'aura point lieu, en prenant les racines jS, ^, etc. , de manière que quelques-unes des différences fi — ^j > — «, etc. soient fort petites et de signes différens ; et si jS et 5^ , par exemple , sont imaginaires et de la forme deTT + pi/— letw— p |/ — i^ il n'y aura qu'à prendre tt peu différent de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée a + ^, au lieu d'être plus près de la vraie valeur de la racine et que la valeur de a, s'en éloignera au contraire davantage.
5. Il n'y a donc que le premier cas où l'on puisse établir un caractère certain pour le succès de la méthode ; car il est visble que si la quantité a est à la fois plus petite que chacune des racines ce , j3, y^ etc. de l'équation proposée , ou plus grande que chacune de ces racines, en regardant, comme on le doit, les quantités négatives comme plus petites que les positives , et les plus grandes n^atives comme plus petites que les moins grandes 3 alors la quantité R sera nécessairement de même signe que la quantité «( — - a; et si , parmi ces racines, il y en a d'imaginaires de la forme ^+p l/— 'i?^— Pi^— i j
il en résultera dans R les termes ; — — h . ,
qui se réduisent à . _ ^^^ , , quantité qui sera aussi de même signe
que «( — « a, si a est en même temps plus petit ou plus grand que it.
D'où l'on peut conclure , en général , que l'usage de la méthode dont il s'agit, n'est sûr que lorsque la valeur approchée a est è la fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles de l'équation , et que chacune des parties réelles des racines imaginaires ; et que par conséquent cette méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou la plus petite racine d'une équation qui n'a que des racines réelles , ou qui en a d'imaginaires , mais dont les parties réelles sont moindres que la plus grande racine réelle ^ ' ou plus grandes que la plus petite de ces racines.
Pour que les valeurs corrigées successivement approchent toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine , il faudra prendre pour première valeur approchée une quantité plus grande que la plus grande des racines, si c^est celle-ci qu\)n cherche; ou plus petite que la plus petite racine , si l'on cherche la plus petite ; alors toutes les valeurs corrigées successivement seront aussi plus grandes que la plus grande y ou plus petites que la plus petite des racines, et la condition nécessaire pour la convergence aura constamment lieu pour toutes ces valeurs, puisque R et a -^ a seront toujours de même signe , en prenant pour a chacune de ces mêmes valeurs.
6* Lorsque toutes les racines de Péquation sont réelles , il est facile de reconnaître si la première valeur a'pprochée a est plus grande ou plus petite que chacune des racines ; car en mettant Pé-quation sous la forme
{x — a) (jc— fi) {x — >)•••• =ïa, et substituant a -^ p pour Xy elle deviendra
oùa— -«(,a— - j8, a— «^, etc. , seront , dans le premier cas , des quantités positives , et dans le second , toutes négatives ; donc , dans le premier cas , on aura une transformée en p dont tous les termes seront positifs, et, dans le second cas, cette tranformée aura ses termes alternativement positif et négatiÊ.
Réciproquement, si les termes de la transformée en p sont tous positift, il est évident qu'il n'y aura alors aucune valeur positive de p qui puisse satisfaire à l'équation ; par conséquent les valeurs réelles de p seront nécessairement négatives : donc les racines de l'équation en p étant <e — a, j8 — a, 5. — a, etc. , il faudra que ces quantités soient toutes négatives ou imaginaires; donc la quantité a sera nécessairement plus grande que chacune des racines réelles de l'équation , quand même eUe aurait des racines imagi-^ naires.
On prouvera de la même manière que si les termes de la transformée en p sont alternativement positifs et négatifa , la quantité a sera
nécessairement plus petite que chacune des racines réelles y soit qu'il y ait des imaginaires ou non.
7 . Mais dans le cas où l'équation a des racines imaginaires , on ne pourra pas s'assurer de la même manière que la quantité a sera en même temps plus grande ou plus petite que chacune des parties réelles de ces racines; je ne vois pas même qu'on puisse s'en assurer autrement que par le moyen de l'équation dont ces parties réelles seraient racines. Or, si ^ = tt -|- f |/ — i , et
j.sss'Tr— p ^ — f,on a7r= ^ : ainsi l'équation dont ^
sera une des racines, ne peut être que celle qui aura pour racines les demi-sommes des racines de la proposée , prises deux à deux , et qui , par la théorie des combinaisons , montera au degré
Ayant formé cette équation par les formules que nous avons indiquées plus haut ( Note lU ) , on y substituera a -f- s à la place de l'inconnue ; et si la transformée a tous ses termes positiÊ , ou alternativement positifs et négatif ^ on sera assuré que le nombre a sera plus grand ou plus petit que chacune des valeurs de 9r , et par conséquent aussi que chacune des parties réelles des racines imaginaires.
8. ffewton n'a appliqué sa méthode qu'à l'équation x^ — oor— 5=so que nous avons résolue (n? 2S). Il suppose d'abord dans le chapitre ly a = a , et substituant 2 -H /^ à la place de âp , il a la transformée
o »s — I -H lop ^ 6p^ + p^^
d'où il tire p ss= — =9 0,1 ; il &it ensuite ;9 = o,i»H9>ilala nouvelle transformée
o 8= 0,061 + ii,a3^ + 6,3f* + y*,
d'où il tire y s= — j^-j ses — o,oo54 ; il continue en
^ ss — o,oo54 «H ^9 il vient la transformée
o ss 0,000541708 H* ii,i6i96r -i- 6,5/* -i- H,
d'où il déduit r = ^:i-î^^^^^=-o,oooo4853 ; et
ainsi de suite.
Ainsi les valeurs convergentes de x sont 2, 2,1, 2,0946, 2,09455147 9 dont la dernière est exacte à la dernière décimale près (numéro cité).
Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, très convergente. On peut, en effet, s'assurer à priori par ce que nous avons démontré, que cela doit être ainsi.
Car nous avons vu ( numéro 26 ) que les deux autres racines de cette équation sont imaginaires , et qu'en les représentant par
p V — 1 , ou a a très peu près p' 5= j-jj = |- , et. . . .
^ = — 8?ï"+T=~ 17777 = " 444Î ^^'^^^ puisque, outre la
racine a que l'on cherche, il n'y a que ces deux racines imaginaires , on aura dans ce cas R = 7 — ^ ^. . . . Or, a étant = 2,
i353 ou a ^ — a :^ — -777- ; mais a étant à très peu près 2,0945 . . .
on a et — a =3 0,0^45 • • • • , d'où l'on voit d'abord que R et et — - a sont de signes diiférens, et qu'ainsi, pour que la première correction de a soit juste, il faut que la condition a(a — d) R 4-1 > o ait lieu. Or, on trouve R =— 0,6576, et de là 2(a — a)R = — 0,1244 ; de sorte que la condition dont il s'agit est amplement satisfeiite. Ainsi on est assuré que la première valeur corrigée 2,1 approchera davantage de la vraie valeur de la racine. Eu prenant cette
valeur pour a, on a «—<!=:—• o,oo55 ; donc * — a et
R étant maintenant de même signe, les corrections suivantes approcheront toutes de plus en plus de la vi'aie valeur de la radne cherchée.
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NOTE YI.
Sur la Méthode d Approximation tirée des séries
récurrentes.
I. Reprenons l'équation
a:-— - Ai— ' + Bx— — Gr— ^ + etc. = o,
dont on a désigné les racines par a, ^9 >> etc.; on aura (Note II), par la nature de ces racines, l'équation identique
af" — AoT-' •+- Ba:— — Gr"-^ + etc.
= {x — a) {œ — jS) {x — y) (x — cT). . . . ,
laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x.
L'identité de l'équation subsistera donc encore en mettant a: -{- < au lieu de Xy quelles que soient les valeurs de x et i; donc aussi si après la substitution , on développe suivant les puissances de /, les termes affectés de 1% etc. , fourniront d'autres équations identiques ; ce seront les équations que nous avons appelées dérivées , dans la Théorie des Fonctions,
La première de ces équations dérivées sera
maf*'^^ — (m — ^ i) Ajj"""* + (/w — '2} Hx*^^ — etc.
=s{x— fi) (x-^y) H- (^ — a) (^ — >)
(x — et) (a: — jS).... + etc.
Divisons cette équation par l'équation identique ci-dessus, on
aura
Tiuf»-' — (wf — i) Aaf^ + (m — 2) Bx— ^ — etc. X- — Aa:«— -+. B««-* — Gt^^ H- etc.
= — 1 ^ + -A- + etc. ,
équation qu i doit aussi être identique , quelle que soit la valeur de x.
NOTE VL i3i
Donc, elle le sera encore si on en développe les deux membres en séries qui procèdent suivant les puissances positives ou natives de X.
2» Développons d'abord smvant les puissances négatives ^ la fraction qui forme le premier membre deviendra
P «lQ J^^ •l-^ -i_ fr
et pour trouver les valeurs des coefiiciens P , Q , R , etc. , il n'y a qu'à multiplier par le dénominateur x" — Aof*""' -|- etc. , et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur maf""* — (^m — i) Aaf*"' -f- etc. > on aura ainsi
AR
- BQ 4- CP — {m — 5) C,
etc. ,
où l'on voit que la suite des quantités P , Q , R , etc. devient après le ni^^ terme une suite récurrente ^ dont l'échelle de relation est A, — B, C, *- D, etc.
Développant de même les fractions qui forment le second membre, il deviendra
7-i-(« + i3 + etc.)l + (.f + /3* + >' + etc0p + («5-4-/3^ -i- j.» -H etc. ) ^-f-etc.
Maintenant la comparaison des termes semblables des deux membres de l'équation donne
Q=0t-|*i^+>+ etc., R = «• + jS» + >' + etc.,
S = a» + j8» 4- >»-H etc.,
etc. ,
et, en général, un terme quelconque dont le quantième sera fiy à
compter de Q , sera égal à of* -f- |3^ 4- y* -|- etc. C'est l'expression du terme général de la série.
On a par là la démonstration la plus simple de la loi donnée par Newton j pour la somme des puissances des racines. Mais les formules précédentes sont surtout utiles pour approcher de la valeur de la plus grande des racines et, fi^y^ etc. En effet, il est clair que si toutes ces racines sont réelles, et que a soit, par exemple, la plus grande des racines, soit qu'elle soit positive ou native,
la puissance cl^ surpassera d'autant plus les puissances semblables des autres racines , et même la somme de ces puissances , que l'exposant /Ei sera plus grand ; d'où il s'ensuit que si T et Y sont des termes consécutifs de la série P , Q , R , etc. , on aura à très
peu près ee = ^ , et cette valeur de la racine a sera d'autant plus
approchée que les termes dont il s'agit seront plus éloignés du com* mencement de la série.
3. Si parmi les racines /S , > , etc. il y en avait d'imaginaires , on aurait, par exemple, j8 = 7rH-f \/— 1,7^ = 5^-/1/ — 1;
alors faisant \/ {^* -j- p*) =n et^= tang ^ , on aurait
/S = n(cosÇ 4-sinÇ^— •i)et7 = n(cos^— sin^V^ — i)j donc par le théorème connu
^ =i if (cos fi^-f-sinft^i/— i), >^ = ly* (cosft^-— sin a^ 1/ — I )>
et par conséquent
/3^ + jr=an^cosf«(p.
Ainsi , pourvu que la racine ce soit en même temps plus grande que n ou 1/ '(^ 4- ^•)j c'est-à-dire plus grande que \/ fiyy
puissance J* surpassera aussi la somme de pareilles puissances de jS et y.
Donc la méthode ne sera en défaut à cause des racines imaginaires^ qu'autant qu^il s'en trouvera dans lesquelles le produit réel des deux
racines correspondantes, sera plus grand que le carré de la plus grande des racines réelles , et , dans ce cas , la série , au lieu de s'approcher et de se confondre à la fin avec une série géométrique , s'en éloignera continuellement.
4. Celte méthode rentre évidemment dans celle que Daniel Bernoulli a déduite de la considération des suites récurrentes , et c^Euler a exposée en détail dans son Introduction. Dans celle-ci on donne à la fraction génératrice de la série, pour numérateur, un polynôme quelconque d'un degré moindre que le dénominateur ; ce qui rend les m premiers termes de la série, entièrement arbitraires. Cette frac*
tion se décompose dans les fractions simples — — — -f-
-f- — ^ — , etc., d'où résulte, pour les termes de la série, cette
expression générale aeé* + b^ + q'* + etc. , laquelle donne également , lorsque la racine « est beaucoup plus grande que cha-
cune des autres , ^ pour la valeur approchée de a, , quelle que soit
la valeur du coefficient a. Mais l'indétermination âes premiers termes de la série , au lieu d'être un avantage de cette méthode , est plutôt un inconvénient; car s'il arrive que deux racines et, /3,
soient égales, alors les deux termes aal^ + i)S^ prennent en général la forme {J -f- Vfi) etf^ i et si les trois racines a, /3, y^ sont égales , les trois termes oû^ -|- b^ + cj/* prennent la
forme {af -f- ft'jte -j- €//e') «^ , et ainsi de suite : d'où il est aisé de voir que lorsque la plus ^nde racine a est une racine double ou triple , etc. , la série converge bien moins rapidement vers une série géométrique. En prenant pour numérateur la fonction prime du dénominateur , ainsi que nous l'avons fait ci-dessus, tous les coefficiens a, bj Cj etc., deviennent égaux à l'unité ; et dans le cas des racines égales a et jS , les deux termes
af^ J^ ^ deviennent simplement ao^ , et ainsi des autres ; de sorte que les racines égales n'influent en rien sur la convergence de la série.
5. Pour donner uit exemj^le de ce que nous venons de dire ^ ^e
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prendrai celui de l'article 346 de l'Introduction diEider. L'équation à résoudre est a::' — Sx* 4^ 4 =^ û. Exiler prend o , i et 3 pour les trois premiers termes , et il forme par l'échelle de relation 3^ O9 — 4? la série récurrente 1,3, 9, 2?, 57, i35y 3i3, 711 ^ etc.* dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme , divisé par le précédent, est toujours plus grand que 3, racine double et en même temps la plus grande.
Si l'on emploie les formules données ci-dessus; en faisant
m :^ 3 y A s= 3 y B ss G y G = 4 9
tous les termes P, Q, R, etc. se trouvent multiples de 3; de sorte que , rejetant ce facteur pour plus de simplicité , on trouve par la même échelle de relation, mais en partant des termes i , 1 , 3 , la série
I, I, 3^ 5, II, ai, 43, 85, 171, 341 > etc. ,
où l'on voit que le quotient de chaque terme, divisé par celui qui le précède, converge très rapidement vers la raciçe double a.
Nous avons développé plus haut Féquation identique
suivant les puissances négatives de x ; développons - la maintenant suivant lès puissances positives : pour cela ^ soient • • •
a — - 4j? -f- car* — dlr* , etc. les derniers termes du polynôme* • . • af^ — Ajî*~* -f- Bjc*^* -— etc. : on mettra le premier membre de l'équation identique sous la forme
-^'h H- a^g ■>■• 3flfe* -f" 4^^ -^ etc.
a — bx'i'c:^ — «&'+«*♦ — etc. '
et le développement de cette fraction, suivant les puissances crois* santés de x, sera de la forme
— . P* — Q'jc _ R'a- =s S'x^ -f-etc. ;
en multipliant par le dénominateur, et comparant les termes, on tionvera
aQ' == *F — ac,
<iR' = iQ' — cV + Sd,
aS' =^ *R' — cQ' -H dF — 4c,
etc.,
ce qui donne une eérie récnirente dont l'éclielle est
Le second membre de la même équation, étant développé pareillement suivant les puissances croissantes de x^ donnera la série
— (^, + ^ + ^ + etc. ) x»+ etc. ; de sorte qu'on aura par la comparaison ,
i + Ji + 7 + ^tc. = Q',
etc.
Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réciproques des racines.
Il est évident que n et est la plus petite jacine, soit positive ou négative, les puissances — surpasseront d'autant plus la somme
des pareilles puissances des autres racines , que et sera plus petite que chacune des autres racines ^^y^ etc. Par conséquent, si T' et y sont deux termes consécutifs de la série F, Q', R', etc.,
le quotient y? approchera d'autant plus de la valeur de la plus
i36 NOTE VI.
petite racine réelle de l'équation, que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série. Ainsi cette série servira à trouver la plus petite racine, comme la première P, Q, R, etc. sert à trouver la plus grande ; et à l'égard des racines imaginaires , on prouvera , de la même manière, qu'elles n'empêcheront paa l'approximation vers la plus petite racine réelle , pourvu que le carré de cette racine soit en même temps plus petit que chacun des produits réels des racines imaginaires correspondantes.
7. On pourrait donc employer celte méthode d'approximation pour chacune des racines réelles d'une équation quelconque, si l'on connaissait d'avance une valeur approchée a de cette racine , telle que la difierence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine fût moindre en quantité, c'est-à-dire, abstraction &ite des signes^ que la différence entre la même valeur et chacune des autres ra« cines réelles , et en même temps moindre que la racine carrée de chacun des produits des racines imaginaires correspondantes, s'il y en a, dirmnuées de la même valeur; car alors, en nommant a la valeur approchée de la racine cherchée, et faisant x=z a+p ^ on aura une transformée en p , dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode précédente ; et cette racine, jointe à la première valeur approchée , donnera la racine cherchée. Mais on ne saurait trouver les premières valeurs qu'en &isant usage des méthodes que nous avons données ; et ces valeurs étant une fois connues , il est bien plus exact d'employer la méthode d'approximation du chapitre III : aussi ne suis- je entré dans ce détail sur la méthode d'ap* proximation tirée des séries récurrentes, que pour ne rien laisser à désirer sur le sujet dont il s'agit.
8. Si l'on veut appliquer la méthode précédente k l'exemple de Newton, on prendra d'abord la transformée p* -j- 6p* -f- 10/? — i ( Note précédente ) ; et comme on sait que la racine réelle est moindre que 0,1 , il s'ensuit que le produit des deux autres ra*
cines qu'on sait être imaginaires, sera > — - > 10, puisque le
dernier terme i est le produit des trois racines ; ainsi on est assuré que le carré de la racine cherchée est beaucoup moindre que le produit des deux racines imaginaires. On formera donc la série
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récurrente par le moyen de la fraction '^*r '^+ jF ^ ^ ^^ y^^
aura les termes lo, 11^9 ii83, 12S12J i3233o, etc. ^ qu'on peut continuer aussi loin qu'on veut par l'échelle de relation lo, 6, i; chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les fractions
— » —00* — r — 9 etc., qui, étant réduites en décimales, devienlia' n83 ' laSia ' 7^7 7
nent 0,089 , 0,09467 , 0,094549 > 0,09455 1 5 , etc. Or nous avons
vu, dans la Note précédente, que la méthode de Newton donne pour
la valeur de p la série convergente 0,1 , 0,946, 0,09455 147 , etc.,
d'où l'on peut juger de l'accord des deux méthodes. £n effet, nous
ferons voir plus baa que ces méthodes , quoique fondées Sur àes
principes différens , reviennent à peu près au même dans le fond ,
et donnent des résultats semblables.
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Sur la Méthode de Fontaine ^ pour la résojiftion des
équations.
VJOBDfE OQ ne &it point usage de cette méthode, qui est d'ailleurs peu connue, je pourrais me dispenser d'en parler ici; mais le nom de l'Auteur et la manière dont il l'a annoncée, m'engagent à en donner une idée abrégée , et à examiner les principes sur lesquels elle est fondée. Je la donne, dit -il, pour V analyse en entier que Von cherche si inutilement depuis V origine de V Algèbre. Voyez les Mémoires de l'Académie des Sciences, pour l'année 1747 , page 665.
I. Cette méthode a deux parties. Dans la première, l'auteur considère les équations comme composées de facteurs simples, réels ou imaginaires de la forme xdtza^ x dtzadbb ^— i , et contenant un certain nombre de quantités réelles positives et inégales, a y by c, etc. Il parcourt toutes les combinaisons possibles des differens facteurs qu'où peut former de cette manière , et il cherche pour chaque système de facteurs, dans les coefficiens de l'équation , les conditions qui sont propres à ce système , et qui peuvent le distinguer de tous les autres. Il forme ainsi des tables qui contiennent tous les differens systèmes de facteurs, et les conditions qui leur appartiennent ; de manière qu'une équation quelconque étant proposée 9 dont les coeffidens sont donnés en nombres, on puisse tout de suite reconnaître quel est le système de facteurs dont elle peut être composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle a de racines réelles inégales ou égales , positives ou n^atives , et combien elle en a d'imaginaires avec la forme de chacune des imaginaires.
a. Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire , à ceux qui ne sont pas à portée de consulter le Recueil des Mé-
moires de Fontaine ^ je vais rapporter ici la table des équations du second degré y avec ud précis de la métliode par laquelle Fauteur Fa construite j ensuite je ferai quelques remarques sur cette mStbode.
Dans les formules suivantes , les lettres m , n et a , & désignent des nombres ou des quantités quelconques positives , et l'on suppose que a est toujours une quantité pins grande que b.
x*H-iiir + »
X* + mx -f- » =
«• — mà'\»n
{pc+a) {pc+a) .m*-
(jc-f-a+a^/— i) (jc+a — a^/— i) • . .//i*- (or-f-a) {x^h) m*-
(x+J+fly/ — (jp+i— ûy/ — i) m*-
(jc— a) (a: — a) .m*-
(x— fl+Av/— i) (a>-a— *v/— i) I '^''
{x — J+a^/ — i) (x— J— ny/ — i) m* (a:— a) (x+b) , (a:-H»y/— i) (^— ay/— i),
•an<o .4/1=0
On voit d'abord dans cette table toutes les combinaisons possibles des différens fecteurs, qui ne peuvent être ici que xdbay xdzb^ ou ordbadbav/— *i , arrba±6y/-«i et xdzbzha^/'^i.
Pour savoir à quelle forme d'équation chaque combinaison pouvait se rapporter , on a développé les plroduits , et on les a comparés aux équations , en £3iisant attention que la quantité a doit être plus grande que b. Jusque là, la méthode n'a de difficulté que la longueur du calcul; et tout Fart consbte à trouver les caractères ou conditions propres à chaque combinaison.
Ces conditions sont de deux sortes; les unes sont données par des équations déterminées , comme m*— 4^ = o, ou m* — a» = O ,
iS..
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ce sont celles qui ont lieu lorsqu'on suppose que la quantité b devient nulle, ou devient égale à a. Elles ne sont pas difficiles à trouver : car, comme ces suppositions détruisent une des deux indéterminées a y bj en faisant la comparaison des termes résultan^sidu produit des facteurs avec ceux de l'équation, on a une équation de plus qu'il n'y a d'indéterminées} de sorte que, par l'élimination, dn parvient nécessairement à une équation de condition ; c'est ainsi que les facteurs égaux (po+a) (x-^a) donnent la condition /»•— 4^1=0, et que les facteurs (x^ a + ay^ — 1), {x + a — a\/ — 1) donnent
Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe d'égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de cette considération , que si une fonction des coefficiens m et n est nulle lorsque a z=zb ou bz=zo ^ elle sera plus grande ou plus petite que zéro lorsque a sera plus grand que i, ou i plus grand que zéro.
Ainsi , comme le système (x >^ a) (x ^^ a) peut résulter de celui-ci (jc + a) (^ + i), en faisant b z=z a ^ ou de celuici ( a: + a + i v/— i) {x + a — b v/— i ) , en faisant ^= o, b fonction m* — 4/s > qui est nulle pour ce système-là , ne le sera plus dans ces deux - ci ; et l'on trouve que cette fonction est positive pour le système (x -\-a ) ( jc + 6 ) , et négative pour le système (x + a + b\/'—i)(x'\^a — b{/ — i).
L'auteur suppose , comme un principe général , que la fonction qui est nulle dans le cas de la coïncidence de deux systèmes, sera toujours plus grande que zéro dans l'un, et moindre que zéro dans Tautre , et il détermine par un exemple particulier celui des systèmes où elle est positive, et celui où elle est négative; mais cette proposition ne peut pas être admise sans démonstration; et il* y a même de fortes raisons de douter qu'elle soit vraie en général.
Dans les cas dont il s'agit, on en peut prouver la vérité: car le système (x -+- a) (x + ô) étant développé , donne a:* + (a -f-A)a:-f-aA; donc m=za^ by n zirzaby et par conséquent m* — ^n:=(a — i)*, quantité toujours positive. De même, le système *
{x +a + b)/ — t) (x+a — iy/— 1) =a:» -f-aojc + «•-}- ^•>
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domne inss.aa, » = a*+;i% et .mf.^-^4'*=*' ■^4^> quantité ^jours Dégative. On pçut démoiitnsr de la même manière lios autres conditions pour les différens systèmes des équations du second degré.
3. L'auteur a appliqué les mêmes; prindipe& et la même n^thode aux équations du troisième et du quatrième degré, et il a donné pour ces degrés des tables semblables -à 'celle -(que nous venons de rapporter, f^ojfez le Recueil de seç Mémoires, imprimés en 1764.
L'étendue de ces tables avgmente , en proportion du, nombre des combinaisons des diflférens facteurs; et la refch'erche des conmTions propres à chaque combinaison ou système, devient d'autant plus ^iflidie, qu'il arrive.souvent que les couditioos^qtti lé^ulteuLde l'égalité de quelques-unes des quantités a, &, c, etc., qui sont censées former une série décroissante , ont lieu pour plus d'un système à la fois, et qu'il est alors nécessaire de trouver des conditions pour distinguer ces mêmes systèmes entre eux.
L'auteur ne donne aucune- ' règle générale sur cet objet; il se contente d'essayer successivement le& fonctions les plus s^ApJes des coefficicns niy n^ p, etc. de l'équation, jusqu'à ce qu'il en trouve une qui soit nulle dans le cas commun à deux systèmes, et qui soit plus grande que zéro dans l'un , et plus petite que zéro dans l'autre. » « *. ,^
C'est ainsi , par exemple , qu'ayant trouvé pour l'équation
a:' + ^^^^* + ^^^ +/' ^= ^ q"® I®^ ^®^* systèmes (^-f-^) (jc+i) (x-f-^) et {x + àj(x+à)(x'^b) ont la même équation de condition
il cberche une fonction de la forme Am^-j-B/i, ou Aw'+Bww+Q?, ou etc., telle qu'elle soU =s o - dans le cas commun .dea=:^, et qu'elle smt >o pour le premier système, et < o pour le second; il trouve celle-ci, am*-— gm/i-^- 27/?, qui satisfait à ces deux conditions.
Quoique l'auteur soit parvenu a trouver ces fonctions pour tous les cas des équations du troisième et du quatrième degré, on p^t douter 4|ii'il soi^- possible de les trouver en général dans les. équations des degrés supérieurs; du moins U n'est pas çlémontré quHl existe
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toujours néeessmfmeut des fonctions qui- aient ees pfopnélés : i^wm la théorie peut être aussi en défaut de ce côté.
4. Au reste, on peut trouver directement les conditions précédentes ^ car, si l'on suppose que l'équation
x^ -f- lîMC* -f- nJf 4- /> =s o
ait un facteur double ( jc + et )• , il n'y aura qu'à diviser le polynôme ^ +Liiu:' *+ nx + pfSLV x^ + 200: + «• , on trouvera le quotient X 4. m -^ 2ct , et le reste
(» — «' — 2nm H- 4«*) X + p -^ 20? '^ ma*;
ainsi, il fiiudra &ire séparément
20? — wia* + ^ ;= oj d'où l'on tire et =;^ ^^E^.
Cette valeur , substituée dans la première équation , donne
(mn — gpY + 4 (^ "• 3^) (5m;> — »•) = o j
cç qui est la condition commune aux deux système.
Maintenant, comme le quotient x -^ m ^^ ^^ forme le facteur inégal de l'équation , on fera a :=s b et m^-^ acL zas a pour le système (x •+• a) {x + b) (X'i^b)y eietssxa, in-^ sttfuzcs b pour le système (a: ■+• a) (x + a) {x + ^) } donc, puisque par l'hypothèse a "> bj on aura pour le premier système nii -— 2« ^ a , ou m — * 3a ^ o , et pour le second iti •<- 3^ <^ p.
Mais en substituant la valeur de a , on a
7nr — o/i
d'un autre côté, il est facile de s'assurer que , pour les deux systèmes, on a ?ii* — 5/1 > o; car le système {x + «) (x + b) (4^ 4* b) donne /ti ;s=s a -f- a6 , n s 2ab -f* ^ 9 comme il résulte du dévelop*
pcmeftt; donc
m* — 3/» = fl* — aaô 4- J^ 5= (fl — &)•;
et obmme pour l'autre système il n'y a qu'à changer a en & , on aura de même m* — 3ii =s ( a <-*-£)*• Donc les eonditiotiS' pour les deux systèmes seront simplement
2m? -^ gmnj^^'jp > o pouTv le j^remi^r , am* — 9/wn + 27/1 < o pour le second |
comme Fontaine l'a trouve.
5 r Mais le»- cénditibns mêmes qm rësulleiit de f ^alité^ àé qûelquesrunes • des. quantités ay^byCy^ieMf ne sobl 7pas toujotàrs fii^ ticulières aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu ^ comme Fontaine le suppose ; ce qui détruit un des principaux fbnchmens de sa théorie*
Par exemple 9 il trouve dsms le troisième d^ré que -^ pour l'équation
x^ -|- mx^ — /w? — /? s= o,
la condition
ajii?' •^ mn -^« p «sçb o
est particulière au système
et doit le distinguer de tous les autres. JMtais j'ai reconnu que cette^ condition. a lieu aussi pour tout système de la forme (o: •!- a } (or -*-* £) (;r + ^)V qui se rapporte à la même formule d'équation , lorsque a + c ;=s 2& ; ce qu'on peut aussi prouver à priori.
Ain^i , si l'on a l'équfitien a^ -H a«' — 5a? — 6 =» o , comme elle satisfiiit à la condition dont il s'agit , ptt^que « en faismt m s :2^ n s 5^ p,=s^ 6^ on a 2.Q — 2.5 -^ 6 £=so , on pourrait conclure de la table de la page 546 du Recueil des Mémoires de Fontaine , que cette équation a trois facteurs de la forme
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et que par conséquent elle a deux racines imaginaires y tandis qu'elle a au contraire les trois facteur^ réels.
(a: + 5) (jc — 2) (jc 4- i).
On doit dire la même chose de la condition
+ a^i3V5.7/ipV — 3^7y -f- 2\5Y = o,
que Fontaine trouve ( page 568 ) pour le caractère commun des deux systèmes
• (x+a) (or — ^)(a:f — i + cy/— i) (or— 4— cj/ — i)^ ei(x + a) (X'-yc) (jc — c + i y/— 1) (a?— c — i y/ — i),
appartenant à la formule
x^ — nx* + px — y = o.
Cette condition n'est pas particulière à (^es deux systèmes; elle a lieu
aussi dans tout système de la forme
(x + a) (x '^ h) (jc — c) (j: — d)j
appartenant à la même fimnule d'équations (page 55^), pourvu que l'on nit b ^ d z=i 2c 'y c'est ce qu'on peut trouver à priori ; mais ce détail nous mènerait trop loin.
6. On peut conclure de ces iobservations , qu'il n*est pas toujours possible de trouver les conditions qui distinguent chaque systràtie de facteurs de tous les autres, en ne considérant dans les quantités a y b yC y etc.*, qui entrent dans ces facteurs, d'autres rapports que ceux d'égalité ou d'in^alité, suivant la théorie de Fontaine. Mais, quand on le pourrait, le travail pour les trouver dans les d^rés au-dessus du ' qiiatrièm'e , serait immense, et ne serait pas même utile pour la résolution numérique des équations, comme nous allons le montrer en examinant la seconde partie de la Méthode.
7. Dès qu'on aura trouvé, conune l'auteur le suppose, la forme de chaque facteur de*. l'équation proposée, il. n'y aura plus qu'à
dëterminer les valeurs des quantités a , /^ / c , etc., qui entrent dans ces facteurs , et qu'on sait être toutes positives et inégales ; et voici comment il s'y prend. Il développe le produit des Ëicteurs , et le comparant à l'équation proposée , il a autant d'équations qu'il y a d'indéterminées a ^ b ^ c , etc. , il élimine toutes ces quantités , hors deux , qu'il se propose de déterminer : il a ainsi deux équations entre ces deux quantités ; il fait la plus grande de ces quantités = Rct, et la plus -petite s= RjS^ et éliminant R, il a une équation homogène en et et jS , dans laquelle il substitue x^ ^ y pour et , et z^ -4* £é pour /3.
Il suppose d'abord eux z=: i.^s=o,2 = o,i<s=;i;ila une équation en ^ , dans laquelle il fait successivement ^ =: i , 2, 3, etc. , jusqu'à ce qu'il trouve deux résultats de signes contraires ; alors il fait ^ s= A, A étant le plus petit des deux nombres qui ont donné des résultats de signes contraires : donc ot sss A, jS = i.
Il fait ensuite x =i A.y jr^=i i,z= i, 11 = 0; et dans l'équation résultante en ^ , il cherche de même deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires : nommant B le plus petit des deux nombres , il fait ^ = B; donc et =: AB -f* i , j8 s= B.
Il continue de la même manière , en faisant x s= à la dernière va« leur de a , j^ à l'avant-demière , is = à la dernière valeur de jS , et 11 à l'avant-dernière .
Substituant ensuite successivement ces valeurs de et et jS dans l'expression rationnelle de R qui résulte des deux équations, on a celles de a et 6 ; d'autant plus exactement, que les opérations sur et et /3 ont été poussées plus loin .
Pour en donner un exemple, je vais rapporter ôelui que l'on trouve dans les Mémoires de l'Académie de 17471 P^g^ ^1^*
Soit l'équation x^ — 3a: *f« i == o ; comme elle se rapporte a la formule x^ — mx + 1» , en faisant ut r= 3 , n s= i , si l'on examine les conditions relatives à cette formule dans la table donnée ci-nlessus , on trouve que celle-ci m* — 4^* = ^ ^ ^^®^ 5 ^^^ ^^^ conclut que les deux facteurs sont de la forme (jp— -fl) (x— i). On a donc en développant a-{-i&=3 eta^ssi.
Soit a sa ctR, b ssjSR, on aura R (ct + i8)=j3, R'etjSssi;
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donc R == j37^ et Qctfi =ss ( a 4- /3 )•; savoir,
«fc* — 7*iS + j8* = o,
où Ton fera A s=s ar^ + 7 et /S sa «^ -f* ii.
Soit , i^. x=siyjr;ssOjZ:ssOj u s=s i ; donc « =: ^, /9 as i • substituant ces valeurs, on a f * -— 79 + i es o; fiûsant ^ ss: i , a , etc. , jusqu'à ^ = 6 , on a des résultats négatif ; mais ^ sa j donne le résultat i ; donc ^=36, donc a sa 6 , j8 ss i ,
a*. X = Q^jr = j , 2 = I , li = o^ donc ctsssG^+i, j8=^, et Ton a l'équation 5^* — 5^ — i =0.
Ici 9 ss I donne le résultat — i , ^ =s a donne 9 : donc 9=1; etdelàct=s7,j8 = i,R=g.
3®. a:s=5 7,j^=:6,z= i,ii=: 1 j donc et 5=7^ + 6, j9=^*f-i; et substituant, on a Féquation ^* -— 5^ — - 5 =: 0. Faisant =^ i , :i , etc. , jusqu'à ^ = 5, on a des résultats négatifi ; mais ^ s=: 6 donne
le résultat i \ donc ç = 5 , et de là « = 4^ 9 i^ ^= 6, et R =3 y- j
et ainsi de suite.
8. TeHe est la méthode d'approximatioa que Foniaine a donnée sans démonstration dans son Mémoire de 1 747 , et qu'il a redonnée de même dans le Recueil de ses Mémoires^ Elle suppose, comme l'on voit, que l'on peut toujours, par la substitution des nombres I ,. a: , 5 , etc. , au lieu de ^ dans les différentes équations en ^ , trouver deux nombres qui donnent des résultats de signes différens ; ce qui, par ce que nous avons démontré dans le chapitre I*', (n® 5 et suivans) n'a lieu qu'autant que ces équations ont des racines positives dont là moindre différence est pins grande que Tnnité. D'aprèft cette considératûm , il est &eile de trouver des escfmples où la méthode de Fontaine sf^sb en défiinfc.
Soil, par exemple , l'équation
a^ — 2X^ — 23 Of-f- 60 =0, qui se rapporte à la formule a^ — mx^ — /ix + p^ en fiûsant m s= a, ^ = a3, /? = 60. La table de la page 547 ^^ Recueil dès Mémoires de Fmtaine, domxe ces trois conditions
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4(w* + 5/I*) (/!• + 5mp) — ( — m/i + 9p)* > o,
pour le système (x H- a) (x — i) (jc — c) , lesquelles se trouvant remplies ici^ il s'ensuit que ce système est celui de Féquation proposée.
Pour trouver les trois quantités positives et inégales a^ h, Cy etc. , on comparera le produit des&cteurs
j:*-f-(a— -i — c)x* + ( — ai — flc»|- bc) X -[- abc avec l'équation donnée , on aura ces trois équations a-^é-^c = — a,— -«4 — ac-4-^^ = "^^3et abc ss 60.
Éliminant c y on aura c = ii-— &-f-^>6t les deux autres équations deviendront
a* — ai ■+• 4* ■+• 2 (a — - i) = ^3 , (a — i ) a J + aai = 60 ;
et fusant a ;s= aR, 4 s= /3R , on aura
R« (et* — etj3 + jS») + aR (et — /8) = 35, R» (flfc — /8) «jS + aR* AjS = 60.
Enfin., éliminant R, on aura une équation homogène du sixième degré en £t et j8 , réductible à cette forme
[ao(etH-i8*)-^i(cti8)(i5«M-/9')--54«/3][ia^^^
Maintenant on fera , suivant Fontaine , » =z jc^ ^ jr ^ jS = ;5^ -|- 11^ et on supposera dans la première opération x as i , j^s=o,2 = o, 11= i;ce qui donne cl z=(Py fi ssi i : l'équation sera donc
[ao(^*^.0— 41^] [i5(?*+i)— 54?] [ia(?*-f-0+^5(p] = o,
et il &ttdra &ire succestiv«ment 9 =s I9 ^i 3, etc.,. jusqu'à ce que l'on trouve deux valeurs de ^ qui donnent des résultats de signes contraires , ce qui n'arrivera jamais , les résultats étant toujours posi-
tifs comme il est facile de s'en convaincre par la simple inspection de l'équation. Ainsi la méthode sera en défaut dès la première opération.
Il est aisé de voir qu'on ne peut avoir des résultats négatifs qu'en donnant à ^ une valeur intermédiaire entre i et 2. Par exemple en
faisant Ç s= - , on trouve le résultat — 2-^^^= — j mais cela est contraire à l'esprit de la méthode de Fontaine, qui suppose que « et /S sont toujours des nombres entiers. D'ailleurs , si l'on voulait admettre pour ^ des nombres fractionnaires , il serait bien plus simple d'opérer immédiatement sur l'équation proposée , en cherchant deux valeurs de l'inconnue qui donnent des résultats de signes contraires; mais la connaissance de la forme des facteurs, qui est l'objet des Tables de Fontaine, devient inutile pour cette recherche, et la difficulté du problème demeure en son entier.
Nous remarquerons encore que, puisque dans la première opération on fait 9 = Â ^^ Â ' l'équation en ^ sera toujours , généralement parlant , d'un degré plus haut que l'équation proposée ; car si a et 6 sont deux racines réelles^ les racines de l'équation en ^ seront tous les quotiens qu'on peut former en divisant une racine par l'autre ; de sorte que si m est le degré de la proposée , m(m -— i ) sera celui de Téquation en ^, laquelle sera d'ailleurs nécessairement du genre des réciproques.
Mais si a étant une racine réelle , b était la partie réelle de deux
racines imaginaires, alors ^ serait le quotient d'une racine divisée
par la demi-somme de deux autres racines , et l'équation en ç serait d« degré "«C^^-O^Cm-a)
g. Au reste , comme l'équation en ot et jS , que l'on trouve par le procédé de Fontaine , est nécessairement une équation homogène ,
elle n'a , à proprement parler , qu'une seule inconnue - et la substi-
tution de x^ -|-^ à la place de 01, et de z^ -I- » à la place de
fi , revient à substituer immédiatement f^^ y^ à la place de l'incon-
nue de cette équation ; or , cette formule est V expressiou générale des fractions convei^entes qui résultent d'une fraction continue^ dans laquelle (p représente successivement les dénominateurs de cette
fraction , et -, - sont les deux fractions successives qui précèdent
la fraction T^ , comme il résulte de la théorie connue des fractions
continues. Ainsi, îl parait que Fontaine 9 cherché à exprimer le rapport entre les quantités a et /i , qui est le même que celui entre les quantités aetb y par les fractions convergentes dépendantes des fractions continues ; mais la difficulté consiste à déterminer
les valeurs de (f lorsque la fraction r n'est donnée que par une équa-
tion . /^o^6z ci-dessus l'article IV (n®78).
Je me suis un peu étendu sur l'analyse de la Méthode de Fontaine , parce que je ne connais jusqu'à présent que deux auteurs qui en aient parlé, d*Alembert dans l'Encyclopédie, au mot Équa^ tion , et Condorcet dans l'Histoire de l'Académie des Sciences pour les années 1771 et 177a, et que l'un et l'autre se sont contentés de jeter des doutes sur cette méthode , sans donner les moyens de l'apprécier.
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Sur les limites des racines des équations ^ et sur les caractères de la réalité de toutes leurs racines.
La reclierche des limites des racines est le premier problème qui se présje^t^ dans la théorie des équations , après cdm de leur résolution générale. Gonune cette résolution est bornée jusqu'ici au quatrième degré , et comme il est démontré , par la considération des fonctions des racines , que si elle est possible au-delà de ce degré, ce ne peut être qu'en résolvant des équaticms d'un degré beaucoup plus élevé , ce qui donnerait des expressions intraitables par leur complication : on peut dire que c'est du pro* blême des limites que dépend maintenant tout l'art de résoudre les équations. En effet , dès qu'on a trouvé des limites particulières pour chaque racine, on peut les resserrer par des substitutions successives, et approcher ainsi de la valeur de la racine autant que l'on veut.
1. On a senti, avant la fin du dix-septième siècle, la nécessité de s'occuper de ce problème , et dès qu'on eut trouvé que l'équation , formée en multipliant chaque tenne d'une équation donnée par l'exposant de son inconnue, renferme les conditions de i'^alité des racines de la proposée , on découvrit bientôt que les racines de cette même équation ainsi formée étaient les limites de celles de l'équation primitive' On sait que Hudde est l'auteur de la première de ces deux importantes découvertes ; et )e crois que la seconde est due à Rolle , qui l'a donnée dans son Algèbre , imprimée en 1690, et qui en a Ëiit la base de sa méthode des Cascades. Suivant cette méthode , les limites des racines d'une équation dépendent d'une équation d'un degré inférieur d'une unité , et les limites des racines de celle-ci dépendent de même d'une autre équation d'un degré moindre d'une unité , et ainsi de suite ; de
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sorte que, pour parvenir anx limites déd rsicines de réqnation proposée, il faut résoudre des écpiations différentes et SuteeâfSivéS , qui vont toujours en baissant d'un degré. Voyez V Analyse démonttëe de Bëyheàu, où cette méthode est exposée Avec beaucbup* de détail. Mais la longueur du calcul qu'elle demande , et l'ihcèrtitdde qui naît des racines imaginaires , l'ont fait abandonner depuis longtemps; et l'on aurait peut'^élre été obligé de renoncer à avoir une méthode générale pour résoudre les équations , si l'on n'avait pafs t-rëuvé, poBi» déterminer les limites des racines , un moyen indépcSidant de la résolution de toute équation, comme on l'a vti dans lé Ghslpltre V^ et dans la Note IV*.
La considération des maxima et minima des lignes parabolii|ùes a conduit Stitlifig à une méthode pour déterminer le nombre et tes liniites des racines réelles du troisième et du quatrième d^gré , laquelle a été généralisée par Euler , dans son Calcul différentiel. Cette méthiodé revient à celle de Jkoîlè dans le fond ; mais elle etilbMsse égaleiiient les racines réelles et les racines îmàgiii'airès , ef {Kkhrràit fotimir des formules gétiét^les pour dislinguer ces ràeiiles datis lés équatioiis du cinquième degré, au moyen dés rètcines du ^Mtriême.
La même considération a faîxt trouver k De Gua une méthode pour déterminer les caractères de la réalité de toutes les racines d'une équation queiccmque. {Mémoires de V Académie dés Sciéf(ceSj aft^ née 1741-)
Neufs aVons vu ^e Ce problème |)eut se résoudre aussi par le moyen ât réqûatîon dont les ràôitoeâ sont fes carrés des différences entre les racines de l'équation donnée ; mais cette soluti on est fondée sur la forme même des racines imaginaires, au lieu que \dt théâ*ie' de De Gua est indépendante de cette forme ; et sa méthode a, de plus, l'avantage de n'exiger quelle' eàïcKit d'eqttaGoh^ èff degféè inférieurs à celui de l'équation proposée.
Comme ces différentes méthodes sont intéréisâtrtei fiàr elleà-m^élf , et encore plus par l'usage dont elles peuvent être dans plusieurs occasions, j'ai cru quTori^iérâîf bien aisé dSîIês trouver ici réunies, et
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déduites d'une même théorie, formée uniquement sur les premiers principes de l'analyse des équations.
2. Soit en général Yx une fonction , rationnelle et. sans diviseur, telle que
jtf -f- Ajc"-' + ftr—» + CxT-^ + etc. + V;
si l'on nomme et y /3 , y y etc. les racines réelles de l'équation Fj?s=:o , c'est-à-dire les valeurs de x qui peuvent satis&ire à cette équation , on aura l'équation . identique .
Fx=(^ — a) (x — /3)(x— >) X>x ,
fx étant une pareille fonction de x , mais d'un degré moindre que m , et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative, quelque valeur qu'on donne k x { Note II ).
Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la valeur de x , elle aura lieu aussi en mettant x -|- £ à la place de x , quelle que soit la valeur de i; donc, développant les fonctions suivant les puissances de if, il faudra que tous les termes affectés d'une même puissance de i se détruisent mutuellement ; ce qui donnera encore autant d'équations identiques qu'on pourra trouver ainsi par le développement actjuel. Mais comme ces nouvelles équations ne sont autre chose que celles que nous avons appelées dérivées, dans la Théorie des fonctions , nous emploierons ici , pour plus de simplicité, la notation et l'algorithme de cette théorie; et l'application que nous allons en fairç aux équations fournira un nouvel exemple de son usage dans l'Algèbre, dont elle n'est proprement qu'une branche.
Désignons, pour abréger, par ^x la fonction
on aura l'équation identique Fjpsss^x x/r; d'oii l'on tirera sur-le-^ cjiamp l'équation dérivée
¥'xz=2^'x ><fx'j^^x x/'jc;
et l'on trouvera
(p'o: = (a:— jS) (a;— ^) (a:— cT) . . • •^^x — a) (x — y) {x — cT) .... + (a>— a) {x — j8) (^— cT) . . . .+(^i>— «) (^— jS) (^•— >) • • • . etc.
Supposons que les racines et, jS, 7^, etc. soient rangées par ordre de grandeurs, en commençant par les plus grandes positives, et finissant par les plus grandes négatives. Il est facile de voir^ par la nature de la fonction (p'x, qu'en faisant xzssety on aura ^'x*^ o, qu'en disant or = /3 , on aura (p^x <C o , qu'en fidsant xz=zy ^ on aura (p'x >> , et ainsi de suite. .D'un autre côté ^ en faisant ar=:flt, fijy^ etc., on a toujours ^=0 et^^o^ par la nature de ces fonctions. Donc
X =z a donnera F'x > o ,
et ainsi de suite.
Or , en prenant la fonction dérivée du polynôme Fo: , on a
Txzszmxf'TZ^ 4. (/» — i) Ajc*=' 4- (/»— 2) Bjrt"' •+• etc. 4- T ;
donc l'équation F'x = o , qui est du degré 771-*- 1 , aura nécessairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines a et jS, jS et yy y et «T, etc. (Note I").
4* Désignons par «. , jS. , y£ , etc. les racines réelles de l'équation Vx ss o , et l'on démontrera de la même manière que
o: = et, donnera F'x >^^ o,
x = IS, F« < o,
et ainsi de suite.
D'où il suit que l'équation Vx s= o , dans laquelle
F'xzszmÇm'^ i)x"^* + (''• "— ') {m — 2)Aaf^ ^(m^2) (m — 3)B«r-i^h etc. -|- aS,
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aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines a^ et jSx , /3, et y^ , etc. y et ainsi de suite.
Il résulte de ces formules , différentes conséquences que nous allons développer.
Si Téquation primitive Fa:=o a deux racines égales, l'équation dérivéfi Wx =& o aura une racine qui , devant tomber entre ces deux, leur sera encore égale; par conséqueiit, le &cteur qui coatiendra cette racine , sera on diviseur conmiun des deux poly* nomes /Fx et ¥^x; ce qui est d'ailleurs évident, parce que le polynôme Fx ceaitenant le iaoieur carré (x — «)% le polynôme T'a: contiendra encore le facteur Ample a?— ««. Ainsi l'équation F'j: :^ o renferme la condition pour qu'ime des racines de l'équation Tx ss: o soit double.
On prouvera , de la même manière , que si l'équalion ¥x = o a trois racines égales, le facteur qui contiendra celte racine sera un diviseur commun des trois polynômes Fx, ¥'x et ¥"Xy et que les deux équations F'xsso, Vx = o contiennent les conditions pour que l'éq nation ¥x = o ait trois racines égales ^ et ainsi de suite ; ce qui donne les théorèmes connus sur les racines égales.
5. Considérons d'abord les racines réelles de l'équation Fx=o, en tant qu'elles peuvent être positives et négatives, et supposons qu'elle en ait un nombre p de positives^ et un nombre q de négatives. Donc r équation T'x 3= o aura nécessaireipient p — i racines réelles positives 9^—1 racines réelles n^atiyes y et de plus une racine réelle qui pourra être positive ou négative j car puisque, entre deux racines consécutives de l'équatioa Fx == o ^ il en tombe nécessairement une de l'équation ¥*x ss o , il en tombera p — 1 positives entre les p positives , 9 — - i négatives entre les q négatives, et une entre la plus petite positive et la première négative, qui pourra être positive ou négative.
Donc , si l'équation Fx :=: o a plus de racines positives que l'équation F'x = o , elle ne peut en avoir qu'une de plus, et si elle a plus de racines négatives que celle-ci, elle n'en peut avoir qu'une de plus*
Or, comme toute équation a toqjours un nom)>re pair ou impair de racines positives^ suivant que son dernier terme est positif ou
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négatif ( Note II), il s'ensuit que si les derniers termes sans x des équations Fo: = o , F'orsso, sont de même signe, l'équation Yx ne pourra pas avoir une racine positive de plus que l'équation • • . Y'x = o ; donc , dans ce cas , * elle ne pourra avoir qu'une racine négative de plus que cette dernière équation , et par conséquent aussi elle ne pourra avoir une racine positive de plus que celle-ci, que dans le cas où les derniers termes des mêmes équations seront de signes difierens.
Donc, en général, l'équation F^=o ne pourra avoir qu'une racine positive ou négative de plus que l'équation F'x = o, suivant que leurs derniers termes sont de signes dififérens ou de même signe. Par la même raison , l'équation F';r = o ne pourra avoir qu'une racine positive ou négative de plus que l'équation F^'^sso, suivant que leurs derniers termes seront de signes différens ou de même signe, et ainsi de suite.
Or on voit, par les formules ci* dessus, que le dernier terme de l'équation F^ = o est Y, que le dernier terme de l'équation ^x = o est T , que le dernier terme de l'équation Vx = o est ^S , et ainsi de suite j de sorte qu'en prenant ces équations à rebours ,
la ( m — 1 )*"• aura pour dernier terme a. 3 {m — i ) A,
la ( 171 — 2 y^ aura pour dernier terme :i.3 (/n — 2) B,
la ( m — 3 )*^ aura 3.3 (m — 3) C pour dernier terme ,
et ainsi de suite. Mais la ( m — i )*~ équation ou F^*^jp =: o , devient
^•3.4«*** /TtiSr *(- I •2*3. • • • (/7i -— i) A =2 o ,
qui a , Qomme l'on voit , la racine positive ou n^ative •-^ — ,
suivant que A est négatif ou positi£ Donc la ( /n •— a y^ équation ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que celle - ci , qu'autant que B sera de différent ou de même signe que A. De même , la ( m — 3 )^~ équation ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que la (m— «:2)^% qu'autant que C sera de différent ou de même signe que B, et ainsi de suite.
D'où l'on peut conclure que l'équation Fj? ss o ou
af^ + Kaf^^ + Ba-r^ + C«"^î + etc. + V = 0,
ao..
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ne peut avoir plus de racines positives ou négatives qu'il y a dans cette équation de termes consécutiâ de différent ou de même signe , c'est^-à-dire que de variations ou de permanences de signes; par con* séquent , si l'équation a toutes ses racines réelles , elle aura précisé* ment autant de racines positives que de variations , et autant de négatives que de permanences.
C'est là le Êimeux théorème de Descartes j que les Anglais attribuent à Harrioi, et dont on a différentes démonstrations données par De Gua , dans les Mémoires de Paris ; par Segner et Epinus , dans ceux de Berlin ; par Kesiner, dans le G)mmentaire sur l'Arithmétique de Newton, etc. J'ai rapporté la précédente , parce qu'elle découle naturellement de notre analyse; cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de l'année 1756. Elle consiste simplement à faire voir qu'en multipliant une équation quelconque par ^ — a , on augniente d'une unité le nombre des variations de signe , et qu'en la multipliant par x + ^9 on augmente aussi d'une unité le nombre des permanences, quelle que soit la valeur des coefficiens de l'équation.
6. Nous allons considérer maintenant les racines de l'équation FiTsso, comme réelles ou imaginaires.
Soient, comme ci -dessus, a, jS, >", etc. les racines réelles de l'équation Yx s= o , et a, , ^^ , ^, ^ etc. les racines réelles de l'équation F'x ^ o , ces racines étant rangées par ordre de grandeur. Je dis que des racines et , /3 , )^ , etc. il ne peut y en avoir qu'une qui soit plus grande que a, , qu'une qui tombe entre a, et /S,^ qu'une qui tombe entre j8, et y y , et ainsi de suite ; et enfin une seule plus jpetite que la plus petite des quantités a, , j8, , y^ , etc. Car si a et /3, par exempte, étaient à la fois plus grande^ que a», comme entre les deux racines et et ^ û doit tomber nécessairement une racine de l'équation Vx = o , cette racine seraît alors plus grande que a, ; donc a, ne serait plus la plus grande des racines deF'a: = o, comme on le suppose. De même, si deux racines fi eX, y tombaient à la fois entre les deux a, et )8, , comme entre fi et y ^ il doit nécessairement tomber une racine de l'équation Vx = o , cette racine tomberait aussi entre a» et j8, , contre l'hy-
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potbèse, puisque celles-ci sont supposées se suivre relativement à leur grandeur, et ainsi de suite. Enfin, si plusieurs des racines a^ fijy, etc. se trouvaient plus petites que la plus petite des racines «i> /3i, >o etc., comme il tomberait nécessairement entre elles des racines de l'équation F'^ == o > ces racines seraient donc encore plus petites que la plus petite des mêmes racines et,, ^i, j/,, etc., ce qui ne se peut.
Or, puisqu'on a en général
¥x=z{x — a){x^fi) (or — >) xfx,
il est clair qu'en substituant et^ au lieu de or , si aucune des racines a, j8, y y etc. n'est plus grande que a», la valeur de Fx sera positive ; et si la seule racine et est plus grande que a^ , la valeur de Fx deviendra négative , puisque , dans le premier cas , tous les facteurs simples seront positifs, et que, dans le second, il n'y en aura qu'un de négatif, le polynôme fx conservant toujours une valeur positive.
Supposons ensuite qu'on substitue jS.. au lieu dex^ et si aucune des racines a, j8, 7, etc.- ne tombe entre cti et j8, , cette substitution donnera une valeur de Fx de même signe que la substitution de a^ ; mais elle donnera une valeur de signe contraire, si une des racines tombe entre et^ et /3,. Car il est visible que tout produit, comme (a, — a) f/3| —-et) est toujours nécessairement positif, tant que la quantité et est à la fois plus grande ou plus petite que chacune des quan^ titcs et, , j8^ 3 qu'au contraire, il est nécessairement négatif si la quantité et se trouve entre les deux quantités et, et jS^, c'est-à-dire plus grande que l'une d'entre elles et plus petite que l'auti*e. Or^ la substitution de et, , au lieu de x dans Fx , donne
(et, ~ et) (et, — i8) (et, — >) X^et.,
et la substitution de /3, au lieu de x dans la même fonction , donne
donc le produit de ces deux quantités, savoir, la valeur de Fet, x F/3, ,. sera de la forme
(«,-«) (^.-«t) (et.-/3) (i8.-/8) (flt.-5,)(/3.^). . . . x/ct. X//3»,
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Donc ce produit sera positif si aucune àes quantités fit^ j8, y y etc. ne tombe entre les quantités a, , jS. ; et il sera négatif si une sefole des quantités et^ 13 y y y etc. tombe entre les quantités c&i , /S. , puisque les quantités fct, et ffi^ sont toujours essentiellement positives ; par conséquent , les valeurs de Fa, et de F/3, seront de même signe dans le premier cas, et de signe différent dans le second.
On démontrera de la même manière , que la substitution de ^^ au lieu de x dans Fx y donnera un résultat de même signe ou de signe contraire à celui de la substitution de jS, y suivant qu'aucune des racines a y fiy y, etc. ne tombera entre /3, et y^y ou qu'il en tombera une, et ainsi de suite.
Enfin y si l'on désigne par t/i la dernière en grandeur des racines *i > /3| , yiy etc. , on trouvera , par l'expression de Fa: en facteurs , que le résultat de la substitution de u^ au lieu de a: dans ¥x , sera positif ou négatif , suivant qu'aucune des racines et y fi y y y etc. ne sera plus petite que u, , ou qu'il y eu aura une plus petite que v^y le nombre de ces racines étant pair; et que^ lorsque ce nombre sera impair, le même résultat sera^ au contraire, positif ou n^tify suivant qu'une des mêmes racines sera plus petite que v^y ou qu'aucune d'elles ne sera moindre que U|. Or comme le nombre des racines imaginaires est toujours pair, le nombre des racines réelles et y fi y y y etc. de l'équation Fx =3 o, sera nécessairement pair ou impair, suivant que le nombre total des racines, c'est-à-dire le degré m de l'équation, sera lui-même pair ou impair.
•j. On pourra donc toujours juger de la nature des racines d'une équation quelconque de degré m , Fx = o par celles de l'équation dérivée ¥'x = o , qui est toujours d'un degré mœndre d'une unité. Car ayant les racines réelles a,, /3|, y^y etc. t/. de celles-ci, qu'on suppose rangées par ordre de grandeur , il n'y aura qu'à les substituer successivement , au lieu de x , dans l'équation [K'oposée ; on en conclura, i^. qu'elle aura ou n'aura pas une racine plus grande que et,, selon que Ffit, sera < ou > o.
Q?. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entre cti et fi^ , selon que F/S. sera de signe différent ou de même signe que F*,.
3^. Qu'elle aura ou n'aura pas une racÎDe comprise entre /S. et 7», selon que F^^ sera de signe différent ou de même signe que F/S^y Qk ainsi de suite.
Et qu'enfin elle aura ou n'aura pas une racine plus petite que u,, selon que Ft^s sera positif ou négatif dans le cas de m impair, et négatif ou positif dans le cas de m pair.
Ainsi l'on connaîtra par ces règles , non-seulement le nombre des racines réelles de la proposée, mais encore leurs limites; et si l'on veut compléter ces Kmites à l'égard des racines plus grandes que a,, ou plus petites que u,, il n'y aurait qu'à chercher encore, par les méthodes du chap. lY (u^ 12), les limites des racines positives et des racines négatives de l'équation proposée.
]^ous remarquerons ici, à l'occasion des règles données dans cet endroit , d'après Newton et Màclaurin j pour trouver ces limites , que Rolle les connaissait déjà , comme on le voit par les chapitres Y et YI du second livre de son Algèbre.
8. Nous avons suppose jusqu'ici que l'équation proposée pouvait avoi^ des racines imaginaires mêlées avec les réelles j examinons présentement ce qui doit résulter de la supposition que toiites ses racines soient réelles.
11 est d'abord évident que l'équation Vxzsso^ du degré m, aura m racines réelles ^ et que l'équation dérivée Y'x =: o du degré m — i aura aussi nécessairement m — i racines réelles , puisque , entre deux racines réelles consécutives de l'équation Fx = o , il tombe toujours une racine réelle de l'équation F'orsso. Par la même raison, la seconde équation dérivée F'^sso aura aussi nécessairement toutes ses racines réelles, et ainsi de suite.
Ainsi la première condition pour qijit'uiie équation» ait toutes ses racines réelles , est que ses équations dérivées aient aussi toutes leurs raisinés réelle»; mais €elle$*ci powraient avoir toutes leurs raciivesrétllef, sans que l'équavion primitive en eût aucune.
Supposons donc que le» m -^ r racines â^i, /d,, y^^ etc. de l'équation Y'x =5 o soient toutes réèOes , et voyons, quelle» sont les conditions nécessaires pour que les m rftdne» «, /3, y^ etc. de l'équation Fo: = o soient aussi nécessairement rëeâes. Puisque
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nous avons démontré , en général , que les racines réelles de l'équa* tîon Fx =s o ne peuvent tomber plus d'une à la fois dans chaque intervalle entre deux racines consécutives de l'équation Y^x = o , et qu'il ne peut y en avoir aussi qu'une plus grande et une plus petite que la plus grande et la plus petite de cette équation ; il est encore évident que , lorsque ses racines sont toutes réelles y et au nombre de m y elles doivent nécessairement être telles que et soit plus grande que ett , que /3 tombe entre ot. et /3g , que y tombe entre fi{ et y^ et ainsi de suite. Au contraire, si elles n'étaient pas toutes réelles, comme le nombre des réelles ne pourrait alors surpasser m — 3 , et serait , par conséquent , moindre que celui des racines a&i , /3i , 7^1 , etc. , il est visible que la même disposition ne pourrait plus avoir lieu , et qu'il y aurait nécessairement quelque intervalle entre ces dernières racines, dans lequel il ne tomberait aucune de celles de l'équation ¥x = o , ou au moins qu'aucune de celles-ci ne serait plus grande ou plus petite que la plus grande ou la plus petite des racines a,, /3i, >!, etc.
Donc , par ce qui a été démontré ci-dessus , si l'on substitue successivement , au lieu de a: y dans Fa:, toutes les racines a,, /3,, 3^», etc., on aura nécessairement, dans le premier cas,
Fa. <o, FjS, >o, F>, <o, etc.,
et, dans le second cas, il^y aura une ou plusieurs de ces conditions qui n'auront pas lieu.
D'un autre côté , en substituant successivement les mêmes racines a,, jSg, y^y etc. dans la seconde fonction dérivée F'x y on aura toujours , comme on l'a vu plus haut ,
Fa.>o, F"^,<o, PV,>o, etc.
Donc , en combinant ces conditions avec les précédentes , on en conclura que lorsque les racines de l'équation donnée Fa: = o sont toutes réelles , les quantités Fat, X F"a, , F/3, x F'/3, , F>i X F"^i , etc. seront toutes négatives , et qu'au contraire ii y en aura nécessairement de posiûves si l'équation donnée a des racines imaginaires.
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On aurait le même résultat si l'on considérait les quotiens — pF^- , etc. , et en général des fonctions de la forme M ( Fa, /* ( F'a. )*,
M (F/3, /'(F^/S,)" etc.^ M étant un coefficient positif ou une fonction quelconque essentiellement positive^ et fc , y des nombres entiers impairs positifs ou négatifs.
Or, si Ton feit Vx X F"x=^, ou en général M(Fa:y* x (F'a:/ =jr, et qu'on élimine ensuite x au moyen de l'équation "F'x = o , dont les racines sont a^^ fiiy y^y etc., on aura une équation en ^ du même degré que cette équation , et dont les racines seront les valeurs de^, qui résulteraient de la substitution successive des ra* cines a^j jS, , y^, etc. à la place de x. Donc , si ces valeurs sont toutes négatives , l'équalion en jr n'aura que des racines négatives , et par conséquent tous ses termes auront le signe plus. Et réciproquement, si tous Les termes de cette équation ont le signe plus, elle n'aura que des racines n^atives , et les valeurs de j' seront toutes négatives.
9. On peut conclure de là que les caractères de la réalité des racines de l'équation F^ =: o , sont que l'équation dérivée F'x = o ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en j^ résultante de l'élimination de x^ au moyen de cette dernière équation et de
l'équation Fx X F'x =7 , ou M (Fx)^ (F"x)' =j, ait tous ses termes positifs.
En appliquant les mêmes raisonnemens a l'équation dérivée T^x=so^ on en conclura aussi que les caractères de la réalité de ses racines, sont que la seconde équation dérivée Vx = o ait toutes ses racines réelles, et que l'équation eujr résultante de l'élimination de x, par le moyen de celle-ci et de l'équation Y'x x V"x ==y , ait tous ses termes positif, et ainsi de suite.
Donc enfin , pour avoir tous les caractères de la réalité des racines de l'équation Fx=s o, on fera , i^. jr z=: Fx X F"x , et l'on éliminera x, au moyen de l'équation Fx sso; on aura la première équation en jr.
3^. On fera jrzssF'x xF'''x, et on éliminera x, au moyen de l'équation F'xs=so; on aura la seconde équation en/*.
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3°. On fera y = F'x X F*^a: , et on éliminera x , au moyen de l'équation F'''a: = o; on aura la troisième équation en y et ainsi
de suite.
Ces équations en y seront au nombre de m— i , si l'équation primitive Fa: = o est du degré /n, parce que la m*"' fonction dé* rivée de Fx sera constante, et ne contiendra plus x.
lo. Cela posé, les caractères de la réalité des racines de l'équation Fo; = o, se réduiront à ce que tous les termes de ces difierentes équations en y soient positifs , c'est-à-dire du même signe que le premier dans chaque équation.
Or il est aisé de voir que l'équation Fa: =: o étant du degré m y les fonctions dérivées F'or, F'or, etc. seront successivement des degrés ut—- r, m-— 2, etc., et que les équations en j^ seront aussi de ces mêmes degrés; elles fourniront, par conséquent, cbacune autant de conditions ; de sorte que le nombre total des conditions sera
/w— i+iîi— 3+m— 3+etc. , ou i+a4-3+etc.-|-m— 1 =s — i ^.
Nous avons déjà vu, chap« Y (n^ 28) , qu'on peut déduire les caractères de la réalité de toutes les racines d'une équation de son équation des différences, laquelle doit avoir pour cela tous ses termes alternativement positifs et négatiÊ ; ce qui donne autant de conditions qu'il y a d'unités dans le degré de cette équation ; de sorte
que m étant le degré de l'équation proposée , '"'^'^ sera le nombre des conditions nécessaires pour la réalité de toutes les racine». Ainsi les deux méthodes donnent le même nombre de conditions ; ce qui est d'autant plus remarquable, que, dans les équations du troisième et du quatrième degré, les conditions de la réalité des racines sont réductibles à un moindre nombre, comme on l'a vu dans le chapitre cité (art. m).
Mais la méthode précédente a cet avantage, que tes conditions trouvées pour la réalité des racines des équations d'un degré quelconque, peuvent servir pour tous les degrés plus élevés j ce qui n'a pas lieu à l'égard de celles qui résultent des équations des différences. Ainsi on pourrait facilement construire des tables qui contiendraient
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snccessivement les caractères de la réalité de toutes les racines , en commençant par Féquation du second degré , et remontant sûcCes^vement aux équations plus élevées.
1 1 . Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par la fonction la plus simple de x^ qui est x^ ou i , que nous désignerons par X, et nous remonterons successivement aux fonctions primitives, que nous désignerons par X,, X^^ X^y, etc., en sorte que X sera la fonction dérivée de X^ , X^ la fonction dérivée de X,^ , et ainsi de suite. Nous aurons ainsi , en multipliant ces fonctions par les nombres â, 3, 4? ^^c* 9 Y^^ éviter les fractions, et ajoutant successivement les constantes A , B , G , etc. ,
aXy, SES x* -f- %Kx -|- B, a.3X,,, = ar^ + 3Ax* + 3Ba: + C , a.3.4X., = a:^ + 4Aa:^ + 6Ba:* + 4Ca: +• D, etc.
Maintenant , pour l'équation du second degré ,
a:* + nPiX -f- B =s o,
on fera y = 2XX,y= x* + nkx + B , et Ton éliminera x , au moyen de Féquation X' =s o , ou jc+ A = o , on aura l'équation en/
Donc A' — B > o sera la condition de la réalité^ des racines de l'équation proposée.
Pour l'équation du troisième degré,
ai? + 3Aa:* + 3Ba: + C = o ,
on aura d'abord la conditit>n précédente ; ensuite on fera
/=2.3X;S^;; savoir,
/=:(a?+A)(x»4.3Aa:* + 3Bx + C) = a:* +4Aa:» + 3(A* + B)ar'+ (3AB H-C)x-|- AC,
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et l'on éliminera x, an moyen de l'équation X^^ = o , ou •
x^ 4~ ^^^ -4- B = o ; on trouvera cette équation du second degré ,
j* + a(Aa — b)jr ^- ^B -r- 2abA + ** z= o , en faisant pour abréger ,
a = aA» — 3AB + C, 6 = A*B— 2B' + AC;
amsi on aura, de plus, ces deux conditions^
Aa — i > o , fl*B — 2abA H- ô* > o.
Pour l'équation du quatrième degré,
ar*-h 4Ax^ 4-6Ba:* + 4GïrH-.D = o,
on aura d'abord les trois conditions précédentes ; ensuite on fera
^^(x^ + aAx + B) (x* + 4A^^ + 6Bx» + 4Cr + D) ,
et éliminant x , au moyen de l'équation X^^ = o , ou
x^ -{- 3Ax^ ^ 31^x + C = o , on aura une équation en jr du troisième degré, qui , étant représentée par jr^ -f- My* •!- Pï;^ -f- P = o> donnera, de plus, les trois conditions
et ainsi de suite.
12. Au reste, nous ne devons pas oublier une très belle conséquence que De Gua a tirée de sa théorie ; voici en quoi elle ' consiste.
Si , dans l'équation Fx = o, l'on substitue a 4* ^ à la place de X, on a, par la formule du développement des fonctions, la transformée
Fa -f- — - z 4- — -. «• H 5 «' 4- etc. 4- 2* s=s 0,
dont on peut &ire disparaître un terme quelconque,, contenant, par exemple, la puissance z"^ en déterminant a de manière que
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l'on ait F'^a = o. Or , nous venons de voir que si toutes les racines de l'équation Fj: = o , sont toutes réelles , les valeurs de F"""*x et F"^*a: sont nécessairement de signes contraires pour toutes les valeurs de x qui résultent de l'équation F'J? = o ; donc aussi les valeurs de F'^'a et de F""*"'û seront de signes contraires pour toutes les valeurs de a résultantes de Téquation F"a = o. D'où il suit que si l'on fait évanouir un terme quelconque de la transformée en z , les deux termes voisins auront nécessairement des signes différens, si la proposée a toutes ses racines réelles; par conséquent , elle aura des racines imaginaires , si les termes voisins de celui qui disparait ont le même signe , et de là on peut conclure aussi que toute équation à laquelle il manque des termes , a nécessairement des racines imaginaires , si les termes voisins de ceux qui manquent, sont de même signe.
i3. Lorsque toutes les racines de Féquation sont réelles, on peut trouver leurs limites sans le secours d'aucune autre équation , par le moyen de la seule règle de Descartes, dont nous avons parlé plus haut (n* 5). Car si l'on diminue, par exemple, toutes les racines d'une équation en x de la quantité a, en y substituant z + a k la place de or, la transformée en z on en x — a aura autant de variations de signes de moins qu'il y aura de racines positives de l'équation en x qui seront devenues négatives dans l'équation en a:-— a; et par conséquent, parmi les racines positives de féqua-> tion en X , il y en aura autant qui seront moindres que a. Donc , si l'on forme successivement les transformées en o? — • i , x — 2 , X — 3 , etc. , chaque variation de signe qui disparaîtra d'une transformée à l'autre, par exemple, de la transformée en a:-— n à la transformée en a: — /i — i , indiquera une racine positive moindre que n-f-i, mais non moindre que /t, et par conséquent contenue entre les limites n et /i-|-i. On pourra trouver ainsi successivement les premières limites des racines positives, et l'on aura de même celles des racines négatives, par la considération des permanences dans les transformées en n-j- ij 'ï+'^j etc.
i4- J'ignore si cette remarque avait été faite avant le Mémoire que M. Budan présenta à l'Institut en i8o3, et qu'il vient de publier avec des augmentations , sous le titre de Nouvelle Méthode
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pour la Résolution des Équations numériques. L'auteur y donne un moyen simple et élégant de former les coefficiens des transformées en jc — I , X — 2 , etc. ; et appliquant la règle de Descartes à ces transformées , ainsi qu'à d'autres déduites de celleslà , il trouve les limites de toutes les racines et leurs valeurs aussi approchées qu^on veut. On peut dire que cet Ouvrage ne laisse rien à désirer sur la résolution des équations numériques dont toutes les racines sont réelles, et il pourrait, à cet égard, servir de supplément au présent Traité.
Au reste, si l'équation avait des racines imaginaires, il pourrait disparaître des variations de signe d'une transformée à l'autre, sans qu'aucune des racines réelles positives devint négative, comme on peut
s'en convaincre aisément par des exemples ; ainsi l'équation
jc3 .^ 20:* + 6x— ii=o a pour transformée en a: — i ,
{x — i)'4-(^ — i)* + 5(a: — i) — 6 = 0, où l'on voit que deux variations de signe ont disparu ; cependant elle n'a pas de racines entre o et i.
Mais si le mombre des variations de signes qui disparaissent d'une transformée à la suivante? , était impair, on en pourrait toujours conclure l'existence d'une racine réelle positive; car cela ne peut arriver, à moins que le dernier terme ne change de signe. Or, il est visible que les derniiers termes des transformées ea x^^n^ â:-— n— •i,ne sont autre chose que les résultats des substitutions de /i et de n -)-- 1 à la plaoe de x dans la proposée , parce que ces transformées se réduisent à leur dernier terme, en y faisant â?3=/i=ii-{- i; ainsi il doit nécessairement y avoir une racine réelle entre n et /i-f-i| (chap. P', n* i). La transformée en x— -a de l'équation ci-dessus est (jc— 2)'-|-4(« — a)*-H io(jî— a)+i =0, quia une variation de moins que la précédente; aussi y a-t-il une racine de la prc^osée entre i et a.
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Sur la forme des racines imaginaires.
1. JLoRSQu'oN eut trouvé les formules générales des racines des équations du troisième et du quatrième degré, t>n remarqua que les racines imaginaires de ces équations se réduisent , comme celles des équations du second degré, à la forme ^+7l/-^i> p et ç étant des quantités réelles j et l'on fut porté à conclure que les racines imagmaires de toutes l€s équations étaient toujours réductibles à la même forme. Cependant ou ne pouvait pas adopter cette proposition générale sans démonstration j et ce n'est qu'après plusieurs tentatives qu'on est parvenu à s'en convaincre par des pr^crvesr rigoureuses. Comme ce point de la théorie des équations est un de ceux dont les géomètres se sont le plus occupés dans ce siècle, j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de trouver ici un exposé succinct des différentes recherches qu'il a occasionnées»
2. lyAlembert est le premier qui ait envisagé cette question d'une manière générale, dans sa Pièce sur les Vents, et dans les Mémoires de l'Académie de Berlin , pour l'année 1 746.
Il démontre d'abord qu'une quantité algébrîque quelconque, composée de tant d'imaginaires qu^on voudra, de la forme â-|-d|/— i , peut toujours se réduire à la même forme. Cela se voit Êicilement pour les quantités formées par multiplication , division, et élévation aux puissances entières : on pourrait le démontrer en général pour les quantités de la forme (tf + ^j/ — >)""*""^""',pap k développement ordinaire du binôme ^mais' pour avoir des expressions finies , d*Alembert emploie d'une manière ingénieuse, la difierentietioa et l'intégration « en faisant varier les quantités a, b^ p et q dans l'équation
Cependant il faut avouer que l'emploi du calcul di&érentiel est
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peu naturel dans une question comme celle-ci , où la considération des infiniment petits ou des fluxions, est tout-à-fait étrangère, puisqu'il ne s'agit que d'une simple transformation algébrique. Mais les fonctions dérivées se présentent , au contraire , très naturellement , et offrent même ici un des exemples les plus propres à montrer l'usage de leur algorithme dans l'Algèbre.
En effet , si l'on considère l'équation identique
(jp +7/— i)""*""*^*' = ;? -H 91/— I ,
en regardant 7* comme une fonction donnée de x, et py q comme des fonctions inconnues de x qu'il s'agit de déterminer , les fonctions dérivées des deux membres formeront encore une équation identique } on aura ainsi
divisant cette équatiou par l'équation primitive , on aura
(^-f-ny/- 0(1 +/•-!) _ y + gV-i
équation qm sera, par conséquent, encore identique.
Qu'on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier membre, par jc— j^v^— i , et le haut et le bas de la fraction du second membre, par p — 71/"— i pour faire disparaître le radica^ |/-— L du dénominateur , et qu'ensuite on compare la partie réelle du premier membre avec la partie réelle du second , et l'imaginaire avec l'imaginaire , on aura ces deux équations
m{x+yy) — n{xy' —y) _^ pp' + gg' <»+yy^) + ni{xy'^—y) _^ pg' — gp\
Qu'on prenne maintenant les fonctions primitives , on aura , en désignant par / les logarithmes hyperboliques, et par Atang l'angle de la tangeote ,
m /. /(jc* +^') — »A tang ^ = /. v/(^* -J- ^») -f R ,
n L v/(a:* +^) +»nA tang^ = A tang ^^H-H,
R et H étant deux constantes arbitraires qu'il s'agit de déterminer conformément à l'équation primitive donnée. Or, en faisant dans cette équation ^=0 et 07 = 1, on a^ = oet;E7=i;etces suppositions étant introduites dans les équations précédentes , donnent R = o et H = o.
Si donc on fait, pour plus de simplicité, x ^=iUCOSZ j jrz=:usinz, ce qui donne
u = ï/(x*+7*) , tang z =^,
et ensuite
p ^s=2 r cos Sj ^ = r si
on aura
Ir = mlu — nz ,
s = nJu -|- mzj
« et repassant des logarithmes aux nombres
r =: vP'er^j
e étant le nombre dont le logarithme hyperbdiique est l'unité.
Ainsi r et ^, et par conséquent p et 7, seront dés fonctions réelles , en supposant x^jr^ m^ n des quantités réelles.
4* On peut, par ces formules , réduire à une forme réelle l'expression des racines des équations du troisième degré, dans le cas irréductible. Car l'expression générale de x dans l'équation
x^ — 3Mb: — aN = o ,
étant, comme l'on sait,
laquelle , dans le cas irréductible oà M' ^ M% devient
si l'on fait dans les formules précédentes
on aura ii= j/M^ tanggss V j^ *^ ^ et de \kr=:Jz=\/My ^ ss X ; donc on aura
V^[N=fc/(M« — W)- /— i] = /M(cosg=fc8in | /— i),
et la somme des deux radicaux sera 2 |/M • cos ?•
Or, comme à la même tangente ^ ~ — - répondent les angles
z, z-H^A, z^4^j A étant l'angle droit, l'expression a ^M • cos ^ aura ces trois valeurs différentes,
at/M.cos|, 3|/M.cosr| + y\ av^M.cosQ + yV
qui seront les trois racines de l'équation proposée , et qu'on trouvera ainsi facilement par les tables trigonométriques.
5. Au reste, il est bon de remarquer que, lorsqu'il ne s'agit que de radicaux pairs^ on peut faire la réduction dont il s'agit par ks simples opiëcations. de l'Algèbre .4>rdiiiwre. En effet , soit la quantité ^(a-4- ^t/ — i) i rédtiini; ye consîdèfpe la q^an^té
j'aurai , en élevant au carré ,
2a + 2 j/(fl' + 4*) = M%
quantité toujours nécessairement positive en prenant le radical positivement ; donc u sera une quantité réelle.
Je considère ensuite la quantité
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je trouve de même, en carrant,
quantité essentiellement négative ; ainsi on aura r = — y% et < = V v/ — I , V étant une quantité réelle : de là , on aura
l/(û=fci/— i) = f (ttdbVi/— i).
Considérons de même la quantité
on aura, en carrant,
quantité essentiellement positive , en prenant le radical positivement ; donc s sera une quantité réelle.
Considérons ensuite la quantité on aura de la même manière
quantité essentiellement négative ; car 11* as su -f-^ a v^( o* + 6* )
< 4V^(^*4"**)f ®' P*^ conaéquent 11 < 3 t/(a* -f- ^). Donc, Csiisant r^ss — S^, on aura rs= S|/— i, S étant une quantité réelle; donc
/(fl db^i/— i) = i (^ =fc S/— 1),
et ainsi de suite.
6. Ces réductionB supposées, JtAlembmt considère une courbe quelconque , dont Fordonnée jr soit nulle ou infime , lorsque
l'abscisse x est nulle; et il observe que, quelle que puisse être l'équation de la courbe , on peut toujours , lorsque x est très petite j avoir la valeur de jr en x^ au moyen du parallëlogranune de Newton , exprimée par une série très convergente de la forme
jf^ = ax* + bx^ + cjc* 4" etc. , dans laquelle les exposans de x sont imaginés aller eu augmentant, et dont on peut toujours supposer que tous les termes sont réels , en faisant x positive ; car on peut faire répondre les x positives à la branche où les jr sont réelles.
En faisant x négative, les termes où x se trouve élevée à des puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre pair, deviennent imaginaires; et par le théorème précédent, ils seront toujours réductibles à la forme /> + 9 V^— ^ y p et q étant des quantités réelles. Donc toute la série, et par conséquent la valeur dejr^ lorsqu'elle devient imaginaire , sera aussi de la même forme tant que X sera très petite.
Maintenant , quelle que soit la valeur de jr pour une de x quelconque, on peut toujours supposer jr =:p -^ ^l/-" i , /? et ^ étant des quantités indéterminées; et comme cette valeur est réellement double, à raison du radical (/ — i , les quantités p et q seront exprimées par deux équations qu'on aura en substituant />-|-jr|/— i , au lieu de jr ^ dans l'équation de la courbe, et égalant séparément à zéro la partie toute réelle de la transformée, et la partie multipliée par |/— i ; ces équations contiendront les quantités p et q mêlées ensemble ; mais oh pourra , par les méthodes connues, les changer en deux autres, dont l'une ne renferme que p et or, et l'autre q et x.
Or, si j" n'est . pas toujours de Ja même forme p + q v/^- i , p et q étant des quantités réelles pour toutes les valeurs de a:, soit a la plus grande valeur de x , pour laquelle jr sera de cette forme , et soit p=b^ q=:c lorsque x = a. Supposons a:=û + i, et P^^^'T^y q^c-j^s : en substituant ces valeurs dans les deux équations en p et q, on aura deux équations , l'une en r et i , et l'autre en s et /, dans laquelle / = o donnera r = o et ^ = 0, et qui, par la démonstration précédente, donneront r et ^ de la forme ;; ^^|/— i ^ lorsque i sera très petite, si ret ^ deviennent
imaginaires. On aura donc alors r=a-|«jS|/— i, ^sr^^-cTi/— r, ^> i^9 >9 ^ étant des quantités réelles; donc /?=:6-|-A+i3l/<— i, y=c4-j'+J^V^"^'> et par conséquent, j'=&4'-ct — J+(j8*f-cN+-}') |/— i ; c'est-à-dire de la même forme ^4"9t/'~i* Donc a n'est pas, comme on l'a supposé, la plus grande valeur de x qui donne ^ de cette forme ; donc la valeur de jt , lorsqu'elle est imaginaire , sera toujours de cette même forme , quelle que soit la valeur de x.
Cette conclusion générale s'applique naturellement aux équations d'un degré quelconque, à une seule inconnue; car nommant j^ l'inconnue de l'équation , et supposant le dernier terme égal à or, on BursL une équation entre x etjr, dans laquelle xso donnera ^=o, et qui sera susceptible de la démonstration précédente. Donc, quelle que soit la valeur du dernier terme x, celle de ^, si elle devient imaginaire , sera de la forme p -^ q V^*-— i •
L'équatioa ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme, en aura nécessairement une autre de la forme /^-—^v^^i , puisque le calcul est le même pour les deux racines , à cause de l'ambiguité du radical |/-— i ; elle aura donc les deux facteurs jr — ^.-^^|/ — | . et jr — />+^V^— ij qui forme le facteur double réel j^— »a^ -f-;?'+9*, et sera, par conséquent, divisible par ce facteur; ce qui l'abaissera a un degré moindre de deux unités | et l'on pourra appliquer à cette nouvelle équation les mêmes raisonnemens et les mêmes conclusions , et ainsi de suite.
7. Cette démonstration est incomplète; car quoique dans une équation à deux indéterminées on puisse toujours exprimer l'une des indéterminées par une série de puissances ascendantes de l'autre indéterminée, il peut arriver que les coefficiens des termes de la série dépendent eux-mêmes d'équations qui n'aient point de racines réelles , ce qui introduirait dans la série d'autres imaginaires que celles qui viennent des puissances de l'indéterminée. Mais on peut, sur les mêmes principes, fonder une démonstration plus rigoureuse, et en même temps plus générale et plus simple, de la manière suivante.
Soit l'équation
a* + Aor— • + Bx*-» + etc. + V = o , que nous représenterons, pour plus de simplicité, par/x^M s= o,
fx éUint une fonction rationnelle et entière de Xy qui contient x dans tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n^ait point de racines péelles , parce que si elle en a , on peut les ëUminer , en divisant l'équation par les acteurs simples réels qui résultait de ces racines.
Il est clair que si l'équation proposée n'a pas de racines réelles dans l'état où elle est, c'est-à-dire tant que ses coefficiens ont les valeurs données, elle peut en recevoir en changeant seulement la valeur du dernier terme Y ; car en prenant une quantité quelconque K, et faisant V =— -jTK, l'équation fx > — y*R= o aura la racine réelle K. Considérons donc une des racines io^ginaires de l'équation fx^ Y =5 o , laquelle devienne réelle en faisant varier la valeur de Y, et supposons qu'elle ne demeure imaginaire que tant que la valeur de Y sera entre les limites a et b^ a étant ^ b^ de manière que x ait une vakur réelle « dans l'équation /x ^asso^ et une v^eur réelle fi dans l'équation fx+bzsso^ et que cette racme soit imaginaire dans l'équation Jic -(- ^ + ^ =^ o , et dans l'équation yj?-H6— ê=so, i étant une quantité quelconque poâtiive^ aussi petite qu'on voudra. Soit a -|- u la valeur imaginaire de x dans Féquation fx «I- a -|- 1 sa o , la fonction /2c deviendra , par k sub-
stitution de a^u k la place de a:, ySt + uf'a + — fa + etc. ,
par la formule connue du développement des fonctions; mais puisque tt est la racine de l'équation ^4"^ = o,on afcL^a =0; donc, a sssm^ft ^ ainsi Féquation fx -fr ^ + ^* = o deviendra
uffk -|- — fa + etc. + i =0.
Or, si le coefficient ^a n'est pas nul, il est évident qu'en supposant i une quantité très petite, à volonté, on pourra toujours avoir u par une série très convergente et toute réelle \ car on aura
d'abord u = •— > 7- , ensuite, en substituant cette première valeur
de II, on aura us-—»- — -4rT9 et ainsi de suite. Donc u sera une quantité réelle, contre l'hypothèse.
Il feudra donc, pour que u devienne imaginaire, que l'on ait
fct^O) alors l'ëquation deviendra
7/'«+7^/"'« + etc. + t=o,
et la première valeur approchée de u sera ^ — 77- , laquelle sera
réelle ou imaginaire y suivant que f^'ct sera une quantité négative ou positive, puisque 1 est supposée positive.
Si le premier terme de u est réel , il est aisé de voir que tous les autres* le seront aussi ; par conséquent , toute la valeur de u sera réelle. Si le coefficient f^'tt est positif, le premier terme de u sera
imaginaire de la forme y jr- X V"^ ^ 9 et les termes suivans seront
réels ou imaginaires de la même forme, de sorte que toute la valeur de u sera de la forme p -f-^v^— i ^ p el q étant réelles.
Mais si lV>n avait en même temps f^'a = o, alors Téquation devenant
il est aisé de voir que la valeur de u serait de nouveau réelle , à moins que le terme qui contient u' fie disparaisse, et que/^'V ne
soit positif; car dans c« cas on aurait 11= i/- * y* *k •*" > ; mais
par le théorème démontré plus haut (n^ 5) , v^ «^ i est réductible à la forme m^n^ — i, m et /» étant des quantités réelles; donc, la première valeur, approchée de m, sera de la forme ^H-7|/— i, et les termes suivans seront aussi de la même forme , en sorte que toute la valeur de u sera encore de cette forme, et ainsi de suite.
8. U résulte de la cette conclusion, que lorsqu'une racine et de l'équation fX'-\r â = o, est dans le passage du réel à l'imaginaire, on a, non-seulement y«^« es o, mais encore y* s=so et/"flt>o, et que si /"Ais=o, on aura, de pluîi„/-''dt=so et/*^c6>o, et ainsi de suite. C^, en fiâsatit ^ + a = Fx , on a fx = F*, /''x = F"a:, etc. j donc, par ce qu'on a vu dans la Note précédente (n* 4)> r^ 55=0 sera Ja condition"" pour qile ht racine i de l'équation
fx *|« a := o soit double , f^^et =s o sera la condition pour que cette racine soit triple, etc.
D'où il suit qu^une racine ne peut passer du réel à l'imaginaire, sans devenir double ou quadruple, et en général multiple d'un ordre pair.
On prouvera , de la même manière , en faisant jc s=: jS -(- zi dans l'équation fx + i — t = o , que la valeur de u ne pourra devenir imaginaire, à moins que l'on n'ait y^i3::^o ety^'jS <o, et siy^'jSsso, il faudra , de plus , que l'on ait y" j8 =so et y^^jS < o, et ainsi de suite. D'où l'on conclura que dans le passage de l'imaginaire au réel , la ra* cine devient aussi double, ou quadruple, ou, etc.
Cette proposition n'avait été démontrée jusqu'ici que par la théo-* rie des courbes , ou comnoie une suite du théorème sur la forme des racines imaginaires.
9. Maintenant, puisque quand la valeur de Y est très près des limites â et &, une des racines imaginaires de l'équation yr+Ysso, est nécessairement de la forme p^g V"^ ^ ^ ^^ cette racine n'est pas toujours de la même forme pour toutes les valeurs de Y comprises entre ces limites, soit c la plus grande valeur de Y, pour laquelle x sera de cette forme ; de manière que , dans l'équation fx'^ c = o , on ait X =7 m *-!- 'S (/-^ i , m et /» étant des quantités réelles , et soit /w + n |/ — i -|- ti la valeur de x , lorsque Y sera c »|- 1, i étant une quantité positive et très petite à volonté. On aura donc/(/?i-4-nv/— i)»|-cc=o, et /"(/n + nv^— i+m)-|-c-{-*=o; dévelop pant la valeur de u dans la seconde équation , et retranchan t la première , on aura
iifX'w+ «i/— + f/'C'» •+•»/— + etc. -f- *= o.
Mais les fonctions dérivées
/(i»4-n/— 1), /'(/w + n»/— 1), etc,
ne contenant que des puissances de 7iiH^/»|/-^ i, sont toutes réductibles à la forme p -|-y|/— i : ainsi, en prenant des quantités réelles M, N, P, Q, etc., l'équation précédente deviendra
tt(M 4- Ni/— 1) + j (P + Q/-. i) + etc. 4- * =;= o.
Donc 5 la première valeur approchée de u sera
i i(M — Ny/— i)
M + Nv/— i"" Rf+N» '
et par conséquent de la forme ;?+ ^V^— 1 ; et Von trouvera que tous les termes suivans de la série, qu'on peut rendre aussi convergente que l'on veut, en prenant i très petite à volonté, seront aussi de la même forme; de sorte que la série entière le sera aussi. On aura donc, pour une valeur de i aussi petite qu'on voudra, u s=zr + ^v/— I ; donc la valeur de x sera m+ r + (n + ^) v/— i > et par conséquent encore de la même forme p + ^v/— i y contre l'hypothèse. Donc il n'y a aucune valeur de V intermédiaire entre les limites a et bj pour laquelle la racine x ne soit pas de cette même forme.
Si la fonction /^{m^^^n |/— i ) devenait nulle , alors l'équation en u serait
^f"(m H- «»/— i) + f^ f"'{m + »v/- OH- etc. + t = o ,
et l'on prouverait de même que la valeur de u serait toujours de la forme ^ + 7 V^^" ^ 9 ®t ainsi de suite.
Cette démonstration a l'avantage de pouvoir s'appliquer également aux équations qui renfermeraient des fofactions Ic^arithmiques ou circulaires, et en général à toute équation de la forme Fx = o, dans laquelle la fonction dérivée F'j? sera réductible à la forme p ^ç ^ — i , en faisant x^^m^-hn |/— i ; car alors toutes les autres fonctions dérivées F''«r , V^^'x , etc. seront aussi réductibles à la même forme ; mais ce détail nous écarterait trop de notre sujet.
10. Nous venons de démontrer que dans les équations qui n'ont que des racines imaginaires, il y en a, au moins, deux de la forme p^^ V^^ i y on pourra donc trouver les valeurs àe p et y par la méthode du chapitre U (n° 17), et l'équation sera divisible par ar* — apx + />• + y* = o ; après la division , elle ne contiendra plus que les autres racines imaginaires; et en y appliquant les mêmes raisonnemens , on prouvera de même que deux
de ces racines seront nécessairement de la forme p dtzq v^— i , et ainsi de suite.
Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour prouver la vérité de la proposition dont il s'agit , on ne peut disconvenir qu'elle ne soit indirecte, et qu'elle ne laisse encore à 'désirer une démonstration tirée uniquement des principes de la chose. En effet, nous avons déjà observé que toute racine imaginaire de la forme
A^+ ^V/ — 1 suppose le facteur réel du second degré a:* — 3^r+;K?*-4-y*, ainsi la question se réduit a prouver que toute équation est toujours divisible par des facteurs réels du premier et du second degré; et comme les équations d'un degré impair ont toujours une racine réelle , et sont , par conséquent , divisibles par un facteur réel du premier degré , ce qui les rabaisse à un degré moindre d'une uiiilé , il s'ensuit qu'il suffit de considérer les équations des degrés pairs.
1 1 . Descartes a trouvé que l'équation du quatrième degré
oc^ + p^ -f" i]X + r = o,
a deux facteurs du second degré ,
X* :izyx + -Ç + i;^ =j= ^ = o, la quantité jr étant donnée par l'équation
y + ^pjr^ + C;^' — ^r)jr^ — 9» = o.
Donc , comme cette équation a son dernier terme négatif, elle a toujours nécessairement une racine réelle (cliap. I*% n® 3) j par conséquent, les deux facteurs seront réels en employant cette racine.
Hudde a considéré ensuite l'équation générale du sixième degré , dans son Traité De Reductione jEquationunij imprimé à la suite du Commentaire de Schoten sur la Géométrie de Descartes, et il a trouvé que cette équation est divisible par une équation du second degré, comme jc*—j^je +11= o, dans laquelle le coefficient^ est donné par une équation du quinzième degré, et le coefficient u est une fonction rationnelle de j. Or, l'équation du quinzième degré ayant nécessairement une racine réelle , il s'ensuit que le diviseur du second degré pourra toujours être réel en employant cette racine;
de sorte que Féqualion se trouvant ensuite abaissée au quatrième d^é, on aura encore deux autres diviseurs réels.
Hudde n'a pas été plus loin ; et comme il n'avait trouvé l'équation en jr du quinzième degré qu'en faisant le calcul tout au long , il a dû sentir qu'il tomberait dans des calculs impraticables par leur longueur, s'il voulait traiter de même les équations des degrés plus élevés.
12. On trouve à la fin de l'Algèbre de Saunderson, imprimée en 1740, après sa mort, cette remarque importante, que dans le diviseur x* '■^yx + w = o de l'équation du quatrième degré , le cœfTicient y est donné par une équation du sixième degré, parce que ce coefficient devant être la somme de deux racines de l'équation du quatrième degré , l'équation en j doit avoir pour racines toutes les diflférentes sommes qu'on peut faire des quatre racines de la proposée , prises deux à deux ; et comme ces combinaisons sont au nombre de six , l'équation en j doit être du sixième degré , comme Descartes l'a trouvé ; mais l'auteur n'applique cette remarque qu'à un exemple particulier, et n'en tire d'ailleurs aucune autre conséquence.
Le Seur, l'un des commentateurs des Principes de Newton, a généralisé ce résultat, dans un petit ouvrage sur le calcul intégral, imprimé à Rome en 1748. Il prouve, par la théorie des combinaisons , que quand on cherche à diviser une équation du degré m par une équation d'un degré moindre n, les coefficiens de celle-ci sont donnés nécessairement par des équations du degré
— ^ ~ 5-^ ^ -! — ' , parce que le diviseur devant avoir ,
ce qui est évident, n racines communes avec l'équation proposée, on peut former autant de diviseurs différens qu'il y a de manières de prendre n choses sur m choses; et de là il conclut que toute équation du degré 4^ + a est toujours divisible par un fiicteur réel du second degré , parce que ce facteur dépend d'une équation qui se trouve d'un degré impair, et qui aura par conséquent une racine réelle ; mais on n'en peut rien conclure pour la réalité des diviseurs du second degré des équations dont le degré est un nombre qui n'est pas de la forme 4^ + 3? parce que ces diviseurs dépendent alors d'équations de degrés pairs.
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i3. Euler a approfondi cette théorie dans un Mémoire imprimé en 1 75 1 , dans le Recueil de ceux de PAcadémie de Berlin pour l'année 17499 ^^ ^ ^^^ attaché principalement à prouver que toute équation d'un degré exprimé par une puissance de 2 , est décomposable en deux équations réelles d'un degré moindre de la moitié; pour cela, il suppose que l'équation proposée est privée de son second terme ; ce qui fait que le coefficient du second terme est le même avec des signes contraires dans les deux équations dont elle est le produit j et il trouve, par la théorie des combinaisons, que ce coefficient est donné par une équation d'un degré impairement pair , qui manque de toutes les puissances impaires ^ et dont le dernier terme est le carré d'une fonction des racines de la proposée , précédé du signe moins.
Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours être déterminée sans irrationnalité par les coefficiens de l'équation proposée , et il en conclut que son carré est nécessairement une quantité positive, et que, par conséquent, l'équation qui détermine le coefficient dont il s'agit a deux racines réelles ; il arrive , en effet , que cela a lieu lorsque l'équation proposée n'est que du quatrième degré, comme on le voit par les formules de Descartes, rapportées ci-dessus; mais pour les équations des degrés plus élevés, il &ut une démonstration à priori, qvL Euler n'a point donnée, et qui est même d'autant plus nécessaire , que cette fonction ne contenant pas toutes les racines de la même manière , ne parait pas déterminable par une fonction rationnelle des coefficiens , qui sont euxmêmes , comme l'on sait , des fonctions où toutes les racines entrent également.
Euler considère , de plus , les équations dont les degrés sont exprimés par les nombres 2^', 4^*, 81, etc. ,* i étant un nombre impair quelconque, et il trouve qu'elles admettent des diviseurs réels des degrés 2, 4 9 ^9 etc., parce que les équations dont ces diviseurs dépendent 9 sont toutes de degrés impairs; de sorte que, par ce moyen , toute équation peut se décomposer en équations réelles de degrés exprimés par des puissances de a ; mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci , lorsqu'eUes passent le quatrième d^é^ reste en son entier dans la théorie d^Euler.
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14. On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex l'a fait dans le premier volume des Miscellanea de Turin, imprimé en 1759, en ne considérant que les diviseurs du second degré. Car soit
a^p le degré de Féqualion proposée, v étant un nombre impair, si l'on cherche à la diviser par une équation du second degré jc*— M^*|-V = o, on trouve, par la théorie des combinaisons, que le coefficient u est déterminé par une équation du degré 2^^(2^S_i) _ ^^-1 / ^^_ V _ 2^*-^, ^ étant, comme l'on
voit, un nombre impair.
Donc, si f6= I, cette équation sera d'un degré impair et aura nécessairement une racine réelle; de sorte que, comme le dernier terme V est exprimé généralement par une fonction rationnelle de «, l'équation proposée aura un diviseur rationnel du second degré , et s'abaissera par là à un degré moindre de deux unités.
Si ft est plus grand que l'unité, on cherchera à diviser pareillement l'équation en ii, par une équation du second degré, comme u* -*- ^K -f- T ss o , et le coefficient t sera donné par une équation du degré
Tf"
-^ ^ = Dl ^{2 ^ — l) = a /,
/ étant , comme l'on voit , un nombre impair; et le terme T sera exprimé généralement par une fonction rationnelle de t.
Donc, si /jLz=i2j cette équation sera d'un degré impair, et aura une racine réelle ; donc < et T auront des valeurs réelles , et l'équation u^ -"^ ut ^T ^=z o donnera pour u une valeur réelle ou imaginaire de la forme ^ + y)/ -— i« Dans le premier cas, u et Y seront des quantités réelles; dans le second, ces quantités seront imaginaires de la même forme, puisque Y est une fonction rationnelle de u.
Mais l'équation a:*— lur-f" V=o donne jc= -db i/^^ — VJ ; donc,
par la réduction des radicaux imaginaires, cette valeur deviendra aussi de la forme /? + 7V^— !•
Si fe est un nombre plus grand que a, on continuera le même calcul, et l'on divisera l'équation en t du d^ré ar'"**f,
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par une équation du second degré , comme <* — ^^ *f- S = o ; on aura, pour la détermination de s^ une équation du degré
2^-Va^-"^ — i) J^—^ f f^-^ \ i»*— 3 . ^
^i C -= aT f{pr p — i)z=z2'^ ^ , ^ étant , comme
l'on voit, un nombre impair, et la quantité S sera généralement une fonction rationnelle de s.
Donc , si )be = 3 , cette équation étant d'un d^é impair , aura une racine réelle; donc ^ et S auront des valeurs réelles; donc l'équation t* — st + S = o donnera pour t une valeur réelle ou imaginaire de la forme ^ + y V^ "" ' • Donc , dans l'équation a' -— ^a 4- T = o , les coefficiens i et T auront des valeurs réelles ou imaginaires de la même forme ; et de la résultera aussi pour u une valeur réelle ou imaginaires de la même forme p ^ ç \/ — I , comme nous l'avons vu ci-'dessus , parce que
fc i/C-T — T^ ; donc enfin l'équation j:* — no: •|-V=o, donnera aussi pour a: une valeur réelle ou imaginaire de la même forme.
Si fJ^ est plus grand que 3 , on continuera le calcul de la même manière, et l'on parviendra nécessairement à un diviseur du second degré, dont les coefficiens seront réels; et de la, en remontant successivement aux diviseurs précédens du second degré, ou trouvera que leurs coefficiens seront réels ou imaginaires de la forme P + ÇV^"^ ^ 9 jusqu'au diviseur or* — aa: + V==o de l'équation proposée, lequel donnera aussi pour x une valeur réelle ou imaginaire de la même forme.
Telle est la démonstration donnée par Foncenex; on voit qu'elle est très rigoureuse, en admettant le principe, que les coefficiens de l'équation du second degré , qui est un diviseur d'une équation du degré n, ne dépendent que d'une seule racine d'une équation du
degré ^v^ ' \ Ce principe est vrai généralement ; mais J'ai re-
marqué , depuis , qu'il était sujet à des exceptions qui pouvaient mettre la démonstration précédente en défaut. En effet, lorsqu'on cherche à rendre un polynôme d'un degré quelconque /», divisible par un autre polynôme d'un degré moindre n^ soit qu'on fasse la division à la manière ordinaire , et qu'on égale ensuite à zéro chaque terme du reste , soit qu'on multiplie ce polynôme par un autre du
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degré wi— •?^, et qu'on compare le produit terme à terme avec le polynôme proposé ; on parvient toujours , par l'élimination successive , en prenant un des coefficiens du polynôme diviseur pour Finconnue principale, à déterminer les autres coefliciens du même polynôme par des fonctions rationnelles de celui-ci, et ensuite on trouve , par les substitutions , une équation où il n'y a plus que celui-ci d'inconnue , et où l'inconnue monte au degré
— i ^ —^ ^ = — ^ , comme on la dit plus haut.
i5. Mais s'il arrive que cette équation ait deux ou plusieurs racines égales, alors, à moins que les valeurs des autres coefficiens qui répondent à ces racines égales , ne soient aussi égales , ce qui n'a lieu que lorsque le diviseur est lui-même un diviseur double ou triple , etc. , il est visible que ces valeurs ne peuvent plus être exprimées en fonctions rationnelles de ces mêmes racines , mais qu'elles doivent dépendre elles-mêmes d'équations du second, du troisième degré, etc., suivant le degré d'égalité des racines. Dans ce cas, en substituant dans les fonctions rationnelles trouvées , une des racines égales, les fonctions deviendront indéterminées, par l'évanouissement simultané du numérateiu: et du dénominateur ; et en revenant sur les éliminations, on se trouvera arrêté à une équation du second ou du troisième, etc. degré, parce que l'équation à laquelle il faudrait la comparer, pour l'abaisser à un degré moindre, sera identique avec elle. C'est de quoi on peut se convaincre par le calcul; et nous en donnerons , dans la Note suivante , une démonstration générale. Comme la même difficulté peut se présenter dans toutes les éliminations, je suis bien aise d'appeler l'attention du lecteur sur ce point, pour qu'il ne se trouve point embarrassé dans l'occasion.
On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie que nous venons d'exposer sur les diviseurs du second degré; car lorsque l'équation d'où dépend un des coefliciens a des racines égales, l'autre coefficient, en employant ces racines, dépendra d'une équation d'un degré égal au nombre des racines égales , et qui , par conséquent, si elle n'est pas d'un degré impair, demandera de nouvelles combinaisons pour pouvoir s'assurer qu'elle a une
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racine réelle de la forme /? + y v/— i ; et si Ton ne voulait pas employer ces racines égales , alors , en les éliminant par la division, on aurait une équation d^un d^é moindre, à la vérité, mais qui ne serait plus exprimée par un nombre de la même forme :i*~'7r, ou 2"""*p, etc.
Si l'on considère , par exemple, la formule trouvée par Descartes, pour la résolution des équations du quatrième degré , que nous avons rapportée ci - dessus , et d'après laquelle nous avons condu tout de suite que l'équation est toujours décomposable en deux facteni^ réels du second degré , on voit qu'il y a néanmoins un cas qui échappe à cette conclusion ; c'est celui où l'on^ aurait y = o ; car alors la réduite en jr a deux racines égales ^ = o ,
et en employant ces racines , le terme — du facteur du second de*
gré devient ^.
On pourrait employer d'autres racines ; mais l'équation en jr étant divisée par j^% devient y^ + npjr^ -|- /?• ^^ 4''= ^ ? laquelle étant de nouveau du quatrième degré , et son dernier terme n'étant pas essentiellement négatif, la difficulté est ramenée au même point. Ce n'est pas que dans ce cas particulier on ne puisse prouver, par ces formules mêmes, la réalité des deux facteurs; car si p^ <^ 4^, le dernier terme de l'équation en y sera négatif; et par conséquent U y aura deux racines réelles. Si p^ >> 4^9 alors l'équation proposée devenant, à cause de ^=s o, x^^^p^x* -|- 4''= o, aura les deux facteurs réels , x' -|- - rb 1/(7- — rS-
16. Ces difficultés ont occasionné les recherches que j'ai données sur cette matière â l'Académie de Berlin, en 177^9 et dans lesquelles je me suis particulièrement attaché à compléter la théorie commencée par JEuler.
J'ai démontré d'une manière rigoureuse, que si Fon veut décom* poser un polynôme du degré 2" en deux polynômes du degré a*"*; tels que (n étant = 2"""*) ,
etc. , etc. ,
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et qu'on fasse
II — a(M — M.) + *(N — N,) 4- c(P — P|) + etc.,
a, b^ Cy etc. étant des quantités quelconques, on pourra déter-* miner généralement les coefficiens M, N, P, etc., M,, N,, P,, etc. des deux polynômes, par des fonctions rationnelles de u, et que l'on trouvera pour u une équation d'un degré impairement pair, n'ayant que des puissances paires de », dont le dernier terme sera essentiellement négatif; et à cause des arbitraires a, &, c, etc., on pourra toujeurs &ire en sorte que le dernier terme de cette équation ne soit pas nul , ce qui lui donnerait les deux racines égales u = o , ni qu'elle ait d'autres racines égales. De sorte qu'on sera toujours assuré d'avoir par là des valeurs réelles pour les coefficiens dont il s'agit , et par conséquent de pouvoir décomposer l'équation du degré â" en deux du degré 2"*', et ensuite chacune de celles-ci en deux , du degré a"^*, et tinsi de suite , jusqu'aux équations du second degré.
À regard des équations du degré aTiy i étant un nombre impair, Euler avait trouvé qu'en employant un diviseur du degré a", on tombe dans une éc{uation d'un degré impair, pour la détermination d'un quelconque de ses coefficiens; et j'ai remarqué que si elle a des racines égales, les racines doubles, quadruples, etc. pourront être éliminées y parce que l'équation restante sera encore d'un degré impair, et que les racines triples, quintuples, etc. pourront être employées Jbp^ la détermination des autres coefficiens , parce qu'elle dépendra alors d'équations du troisième, du cinquième, etc. degré, qui auront, par conséquent ^ toujours des racines réelles.
. 17. De cette manière, la décomposition des équations en diviseurs i6eb du premier et du second degré était rigoureusement démontrée ; mab Laplace a donné , depuis , dans les Leçons de l'Ecole Normale, un moyen plus simple d'établir cette yénté , en partant de Fanalyse employée par Foncenex. Au lieu de considérer simplement l'équation qui détermine le coefficient u du diviseur quadratique jc* — i«P + V = o, il considère l'équation qui détermine la quantité u-hâV, que ]e désignerai par u^, a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera, par la théorie des combinaisons, du
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même degré que l'équation en u. Donc , si l'équation proposée est du degré av , p étant impair , l'équation en u^ sera d'un degré impair, et aura toujours une racine réelle ; et comme on peut donner a a une infinité de valeurs , on aura une infinité d^équations qui auront toutes une racine réelle. Parmi ces racines, il y en aura nécessairement plusieurs qui se rapporteront au même diviseur; soient et, )3 deux de ces racines, et a^b les deux valeurs du coefficient ai on aura tt-|-aV = *, u^by = )3, d'où Pbn tirera les valeurs de u et V, qui seront par conséquent réelles.
Si l'équation proposée est du degré 4^9 ^ étant un nombre impair quelconque, l'équation en u^ sera du degré 27, tf étant auisi un nombre impair. Cette équation aura donc, par ce qu'on vient de démontrer^ un diviseur quadratique de la forme 11/ — - ^t -|-T=o, qui donnera pour u. une valeur de la forme .et + A \/— - 1 , et en donnant à a une infinité de valeurs, on aura une infinité d'équations en u, , dont chacune aura une racine 4e la forme a-]- Av^— - 1 ; parmi ces racines, il y en aura nécessairement deux qui se rapporteront au même diviseur; en les désignant par et -|- A |/— 1 et j8 + B\/— I , et pav a, b les deux valeurs de a qui y répondent, on aura u + aV =: et + A|/— i , i*+ iV = jS + B|/ — i ; donc u et V seront l'une et l'autre de la forme p-h^V — '> ^^ ^^ valeur de Xy tirée de l'équation a:* — «a: -|- V = a, sera encore de la même (Orme. Donc, toute équation du degré fyf aura deux radne» de la forme p datj^'^^ i , et par conséquent un diviseur réel du second degré, et ainsi de suite.
Cette démonstration ne laisse rien à désirer comme simple démonstration ; nAiis si l'on voulait résoudre eflfefijtivement une équation donnée' en ses acteurs réels de deux dimenclans, il serait comme im^ possible de suivre le procédé indiqué par llttiBlyse que nous venons d'exposer. Cependant cette résolution est nécessaire pour trouver les^ fonctions primitives, ou les intégrales des fonctions rationnelles fractionnaires d'une seule variable, et on la suppose dans tous les Traités de Calcul intégral. Cette raison m'engage à m'arréter encore sur cet objet important, et à en faire le sujet de la Note suivante.
%^%M»>M»^%»^WM»^^WMM^>M»%»»»M»^M%»W»MW » ^IMMWW^^»^^f»^»^WWWWM^V%%W^l»W»^%»^»^^%%»W»%^
Sur la décomposition des polynômes d'un degré quelconque
en facteurs réels.
I. Je me propose de montrer, dans cette Note, comment tout polynôme d'un degi*é quelconque peut toujours se résoudre en polynômes réels du premier ou du second degré. En regardant un polynôme comme composé d'éofant de facteurs simples qu'il y a d'unités dans l'exposant de la plus haute puissance de l'indéterminée, on voit clairement qu'il ne peut avoir pour diviseurs que des polynômes composés de quelques-uns de ses facteurs; d'où il suit d'abord que si m est le degré du polynôme donné , il pourra avoir autant de diviseurs différens du degré n, qu'il y a de manières de pi*endre n clioses sur m choses , c'est-à-dire par la théorie des combinaisons , qu'il y a d'unités dans le nombre
1 «dvd******* • 1%
que nous désignerons par /jk â$m là suite.
Cette seule considération nous met en état de déterminer à priori les cœfficiens du polynôme diviseur, sans passer par les opérations longues et pénibles de la méthode ordinaire^ fondée sur la division ou sur la comparaison du produit de deux polynômes indéterminés, avtec le polynôme diviseur, et sur l'élimination successive des inconnues.
Soit eii effet le polynôme du degré m
a* — «c*"* 4- ftoT-' — cxr^ + etc. db A,
que nous supposerons composé des m fiicteurs simples x— -« ^ x^^fi,
En développant le produit de ces &ctèurs , et le comparant terme
à terme avec le polynôme douné, on aura, comme Ton sait
a = a 4-i8 + y +<r+ etc. y
c z=z a^+ <xj8cr-|- j35.cr+ etc.,
h ss et^yS"...
Si l'on représente de même par
^« .. ^^:^" -|- ya'~' — ro:*"'^, etc. db u
un diviseur du même polynôme , ce- polynôme (U viseur ne pourra être composé que d'un nombre n des mêmes facteurs amples ; ainsi on aura , en ne prenant que /i quantités parmi les m quantités, «, ^, >, etc.
p z=z et H-iS -j-^-f- etc.,
q =1 et fi + *> + i3> + ^tc* r r = afiy + etc. ,
etc.,
u = etfiy.. • •• »
Comme les coefficiens donn^ a^ i ^ Cj etc. A sont des fimctions des quantités «, /3, >, etc. dans lesquelles ces quantités entrent toutes également , et qui demeurent ainsi invariables, en fidsant entre ces mêmes quantités tels échanges que l'on voudra, il s'ensuit que toute expression rationnelle de ces coefficiens aura la même propriété; et comme les coefficiens p, ^, r, etc. u du diviseur, sont de semblables fonctions, mais seulement d'un nombre n des quantités et , /3 , y y etc. , il est évident que ces coefficiens ne peuvent pas être exprimés par des fonctions rationnelles des coefficiens a y b, Cy etc.; mais on pourra les faire dépendre chacun d'une équation dont tous les coeffidens seront des fonctions rationnelles de d, by ûy etc., en composant cette équation de manière qu'elle ait pour racines toutes les différentes valeurs de p^ ou de ^ , ou de r, etc. , dont le nombre est égal au nombre /jl donné ci-*dessus.
3. Considérons le dernier coefficient 11, qui est formé du produit de n des quantités a, fiy y j etc., on aura etfiy. . • , /S^J^. . . , ayj". •• y etc. pour les diff*érentes valeurs de u. Donc, si l'on forme un polynôme du produit de ces facteurs simples,
u -^ ajSj.. . . , u --^ fiy^^ • • > I* — *>J^- • • > «le- ,
ce polynôme aura la propriété d'être une fonction invariable de a , /3 , y, etc. , indépendanunent de l'indéterminée u ; par conséquent, étant développé, tous ses coefficiens auront encore la même propriété.
Car soit ce polynôme
«r — AiT^' + BttT-* — CiT"* 4- etc. =fc V^ on aura
A == eifiy. . . + fiy^* • • 4- *> J^« • • + etc. y B = afiy. . . X iSj^cT. . . -H «>^. • • X esyj"
+ iSjJ^. . . X o^cT. . . «f- etc. , etc. / V = A^y. . . X iS^çT. . . X ayj". . . ,
où l'on voit que les coefficiens A, B, C, etc. sont en effet des fonctions invariables de afiy , etc. Or , on sait que ces sortes de (onctions peuvent toujours être déterminées par des fonctions rationnelles des coefficiens a, &, c, etc. A.
4- En effet , on peut d'abord déterminer par ces fonctions la somme des puissances d'un même degré des quantités ^ , iS> >> etc., comme nous l'avons vu dans la Note Yl (n* i). Ensuite, si l'on multiplie
2a , somme des puissances ct^j par 2a^, somme des puissances a^, le produit 2*^ X 2«^ sera q;al à Xit^'^'* + ^^^i^î »^^»i <>" aura
la somme des termes « /3^, au moyen de celle des puissances. On trouvera pareillement
Xa""^ X 2/ = 2a^+'i3^ 4- ^cl""^^' + 2ctVy ;
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ainsi <m aura aussi cette dernière somme en fonctions des sommes des puissances , et ainsi de suite.
Maintenant, il est facile de voir que toute fonction rationnelle ^et invariable des quantités a^ (i ^y^ etc. ne peut être formée que d'une ou piusieWB sommes des formes précédentes; eUe pourra donc toujours être déterminée en fonctions des coefEciens a, ^j Cj etc.
C'est là un des principes les plus féconds de la théorie des équations. Newton, et long-temps avant lui AUbert Girard, avaient donné la manière de déterminer la somme des puissances des racines d'une équation par des fonctions de ces coefiiciens. Voyez dans l'ouvragé d^ Albert Girard, intitulé Invention nous^elle en Algèbre, et imprimé à Amsterdam en 1629, l'exemple second du théorème second. Euler, dan^ les Mémoires de l'Acadânie de Berlin pour l'année 17489 et Cramer, à la fin de son Introduction à l'Analyse des lignes courbes, ont fait voir que l'on pouvait toujours déterminer, par les coefficiens d'une équation , les sommes des produits de ses racines , prises deux à deux , trois à trois , etc. , et élevées à différentes puissances i et PF'aring a donné ensuite des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions des racines; mais dans les cas particuliers, il est peut-être plus simple d'employer la méthode indiquée ci-dessus.
5. A l'égard des coefficiens A, B, G , etc. du polynôme, on pourra les calculer de la manière suivante.
On commencera par déterminer les sommes des puissances par ces formules
2a' = àlct — • ^b y
2a* = fl2a'— . tea-f- 3c, '''■^"
etc.
Ensuite on cherchera les termes n*^'*" des séries
2a=sii, :EûLfi=zb, l^fiyzszc, etc.
2ie», 2«»jr= ' , x«t»iSV= 5———, etc.,
X<^, z«»^=s r-z » ïtf'^V^. — TT- 5 •^^-— • etc.,
Ces termes seront les valeurs des sommes 2ai8)f..., 2'j3^5^..., 2a^j8*>' . . . , etc.
EnBn on aura
etc.
Au reste, il est visible qu'on aura d'abord sans calcul les valeurs du premier coefficient A et du dernier Y ; car le coefficient A est évidemment égal au coefficient de la puissance x^"'* dans le poly* nome donné jc" — aaf^^ -f* etc. Quant au coefficient V, il eat visible qu'il doit être de la forme J ^'yS^ . . . , c=: A'; et pour déterminer Pe^poss^nt 9 , il suffira de considérer que ce coefficient doit être le produit de {ju quantités , dont chacune est le produit de n quantités prises parmi les m quantités a, jS, > , etc. , de sorte que ce coefficient sera de la dimension nfi* \ donc il faudra que m$z=.nfjL^ et par
conséquent v = — .
-,. m(ii»— i)...(iit— 1»+ 1)
Donc 9 puisque ft = — ^ — ^ — - , on aura
et la valeur de Y sera K.
Ayant ainsi la valeur du dernier coefficient Y du polynôme en £i, on pourra se contenter de calculer directement la première moitié des coeffidatts A, B, C,- etc. de ce polynôme. Car soient Ty S y R, etc. les termes qui précèdent le dernier Y, il est Seicile de voir qu'on aura
O, si l'on désigne par (/»)• le coefficient de la puissanoe or^ dans
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le polynôme donné, on aura aussi
+ z:r h—T H etc.
Donc = = ^ j et par conséquent T = ^^f-.
Ensuite si l'on désigne par g ^ /, e ^ etc. les coefficiens du polynôme donné, qui précèdent le dernier A; lorsqu'on aura trouvé l'expression de B en a, &, c, etc., il n'y aura qu'à y changer a
en ^ , i en j , £? en I , etc. , pour avoir la valeur de -g , et fidsant
les mêmes changemens dans l'expression de C , on aura la valeur
de ^ , et ainsi de suite.
Ayant ainsi formé le polynôme en ii, si on le fait égal à zéro, on aura une équation dont les racines seront tfi8>«**, fiy^...^ oLy^. . • y etc. , et qui servira , par conséquent, à déterminer la valeur de u. Il ne restera donc plus qu'à trouver les valeurs de tous les autres coefficiens p^ q^ r, etc. du polynôme diviseur.
6. La manière la plus simple de trouver ces coefficiens, est de faire la division actuelle du polynôme x^ — aaf^* + etc. par le polynôme af — pa^^^ + etc. =b u , jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un reste dans lequel la plus haute puissance de x soit moindre que af) alors en égalant à zéro chacun des termes de ce reste, pour qu'il devienne nul indépendamment de l'inconnue x, on aura n équations entre les n coefficiens p^ (J^ etc. u\ et l'on pourra , généralement parlant , par ces équations , déterminer les valeurs de ^, ^, etc. en fonctions rationnelles de u. On aurait ensuite l'équation même en zi, par la substitution de ces valeurs dans l'équation restante; mais comme on ne voit pas, de cette manière, de quel degré devrait être cette équation finale en u^ qu'on pourrait même parvenir à une équation eu u <l'un d^ré plus haut qu'elle ne devrait être, ce qui est l'inconvénient ordinaire des méthodes d'élimination , nous avons cru devoir montrer comment on peut trouver cette équation a priori, et s'assurer du degré précis auquel elle doit monter.
Par la même raison \ nous croyons qu'il est nécessaire d'avoir une
mélhode directe pour trouver les expressions des coeificiens p^ q^ etc« en II, et pour être assuré que ces expressions peuvent toujours être rationnelles, excepté les cas particuliers où elles doivent dépendre d'équations du second ou du troisième degré, comme nous l'avons déjà observé dans la Noie précédente. Voici donc comment , en supposant l'équation en 11, on peut avoir la valeur des coefficiens p^ q y etc. en fonctions de u.
7. Je considère que la quantité x étant indéterminée, on peut mettre x — i à la place de x^ tant dans le polynôme donné j:"— aa:*""*-f-etc. , que dans le polynôme diviseur ar"+;par""' + etc. Par cette substitution , le premier de ces polynômes deviendra
or" — a.o:"""* + h^af^^ — etc. =fc h^ , où l'on aura
etc.
A. = /k + gi +fi^ + e? H- etc.
Et le second polynôme deviendra pareillement
x" — PiOC^* + ^i^*"' — etc. et i«, ,
en faisant
Pi = P + ni,
u, =: Il -f- <i -|- S^ + '^^ H- CtC-
D'où l'on peut conclure que si , dans l'équation en n, liT— A«r-' + BttT-^ ~ etc. =fc V = o,
dans laquelle les coefficîens A, B, G, etc. sont des fonctions de a, b^ Cj etc. h^ on substitue respectivement a,, b^^ c^y etc. A. au lîea de ces quantités , la valeur de u deviendra celle de u^ , quelle que sml la valeur de i; de sorte qu'en développant les termes suivant les puissances de i, il &udra que la somme de tous les termes mul-^ tipHés par une même puissance soit nulle; ce qui donnera pluneurs équations , dont chacune servira à déterminer un des coeffidens t , Sy r^ etc. par les précédens.
8. On pounra même trouver directement ces équations par Talgo-
rithme des fonctions dérivées. En effet , si l'on met partout — à la
place de i, il s'ensuivra des formules précédentes, que a devenant a^iy b deviendra
c deviendra
, m — 2 , . , (m — i) (m — a) .^ , 111(7» — lYm— s) ^
etc. , et enfin u deviendra
«* + i ^ + ;^ *' + ;^3 *• + «te.
Donc, si l'on regarde, ce qui est permis, les ooefficiens^, c, etc., h et Uy comme des fonctions de a, et qu'on se rappelle que a àt^ venant a -^-'iy toute fonction de a, comme u, devient
Il 4- Mi'+ *^ a»»^— tt-» ^ etc. , on pourra supposer b = a, y = — i — - — i 4'*aïc=a;
c S= ■■» i/L C sa iw ■ ■ I ii r i m I ■ t n •
I» ' mr
t,f ifi(m— i)(iii — 2) ,_
€/"= -:i ^ ^^ tf^=Oî
i«,_ (»— 0(»— a)(ii>~ 3) , ^,_ m(m-i) (ro-a) (m~3) (m— 4) " — ^? '" — m* »
etc.
II' = - , u' = —y v!" z=z — j- , etc. ,
et il n'y aura plus qu'a prendre les fonctions dérivées successives de l'équatioQ en ii, et y faire les substitutions précédentes.
Supposons
Z = liT — AttT-' + Bi/^^ — CuT-^ + etc. =fc Vj
en sorte que 2=0 soit l'équation qui détermine la valeur de u: cette quantité Z étant regardée comme une Fonction de a , donnera les équations dérivées Z'sso, Z^'asOy Z'"^s Oy etc.
Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est dû en particulier aux variations des quantités Oy bj Cy etc. h et Uj nous représenterons en général, à l'imitation de ce qu'on pratique
('pjA-Tjj etc. les coefliciens des fonctions dérivées a\ V^ d^ etc.
dans l'expression de Z' j par T^J, Cd^V' v^y' ^^^*' ^^ coefficiens
des quantités a^*, dV^ V^^ etc. dans l'expression générale Tl\ et ainsi de suite, et nous appellerons de même ces fimctions, fonctions dérivées partielles. Lorsque a est la variable principale dont les autres sont ou peuvent être censées fonctions ^ on aura «' s= i ; mais nous retiendrons la lettre d sous les lettres Z', Tl\ etc. pour représenter en général les coefBciens des termes de Z', T]\ etc. qui contiendraient cette même lettre , si a était une fonction quelconque d'une autre variable principale, et pour dénoter par conséquent ce qui est dû en particulier À la variation de o.
Cette notation est plus nette et plus expressive que celle que j'ai employée dans la Théorie des fonctions , en plaçant les accens
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dîfieremment 9 suivant les di£Pérentes variables auxquelles, ils se rapportent. En la substituant à celle-ci, l'algorithme des fonctions dérivées conservera tous les avantages du calcul différentiel, et aura, de plus, celui de débarrasser les formules de cette multitude de d qui les alongent et les défigurent même en quelque façon , et qui rappellent continuellement à l'esprit l'idée fausse des infiniment petits.
10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités â, 6, c, etc. h y et zi, comme les fonctions quelconques d'une variable primitive ,
et prenant de nouveau les fonctions dérivées.
et ainsi de suite.
Donc, faisant â'ssi, a['=:o. etc., i'=:^-^a, 4"— - ÎLL^-ZLîi
4'"= G, c'= — ^-i, etc., comme nous l'avons trouvé ci-dessus , on aura les équations Z'=o, Z''=o, etc., savoir :
et ainsi de suite, dans, lesquelles les fonctions dérivées partielles
W/ ' \f) ' ^^^' ' Cô^/ ^ Cô^/ ' ^''^* seront des fonctions connues de a^ bj Cy etc. u.
La première équation donnera donc la valeur de <; la seconde donnera celle de s^ etc. en fonctions rationnelles de Hj by Cy etc. u;
(Z'\ —,j ne devienne nulle, auquel
cas la première équation ne contiendra plus ty ni la seconde s y 'etc. Dans ce cas donc il faudra tirer la valeur de t de la seconde équation, dans laquelle t monte au second degré 3 et les équations suivantes donneront alors les valeurs de ^, r, etc. par des fonc-
-7i ) était aussi nulle ,
l'équation en t ne serait plus que du premier degré , et si la somme des fonctions qui multiplient t était nulle en même temps , la quantité t disparaîtrait de la seconde équation, et ne pourrait être donnée que par la troisième, où elle monterait au troisième degré,
et ainsi de suite.
(Z'\ -7J est égale à
fjoJ^^ _ (;t— i)Aii^-^ + ((i — 3)Biir-^ — etc.,
et l'on voit que l'équation (27)^=0 renferme les conditions de l'égalité des racines de l'équation Z = o. D'où il suit que si cette équation a des racines égales , et qu'on emploie pour la valeur de u une
(Z\ -7J devienne nulle en
même temps que Z, le coefficient t dépendra alors d'une équation particulière du second degré; et par conséquent tous les autres coefficiens du polynôme diviseur, dépendront à la fois de la résolution deâ deux équations en u et en t. Nous en avons donné ci* dessus (Note précédente, n* i3) la raison métaphysique tirée de l'égalité des racines; mais on en a ici une démonstration analytique rigoureuse.
II. Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé-*
dentés , c'est que tant que k fonction Cnj ne sera pas nuHe , tous les
coefficiens tj Sj r, etc. seront données en fonctions ralionneUes du coefficient a; et que par conséquent cela aura lieu néccssailement lorsque l'ëquation en u n'aura point de racines égales, ou du moins lorsqu'on n'emploiera pour la valeur de u que des racines inégales.
Or j'observe qu'on peut toujours faire en sorte que l'équadon en u n'ait point de racines ^les^ à moins que le polynôme donné n'ait lui-même des &cteurs ^ux ; mais comme on peut éliminer ces fiK>teurs d'ayance, on pourra toujours supposer que tous les fiideurs de ces polynômes soient in^aux. Gela supposé, si on substitue dbns ce polynôme x-— A à la place de x, ce qui changera les coefficiens a, by Cj en
i + (m-,)«A-HSi^:Llli)A-,
etc. ,
les facteurs du nouveau polynôme seront x — « — A, x — /S — A, X — y — A , etc. c'est-à-dire que les quantités [a, /S, y^ etc. deviendront ci+X^ /8-4-A, > + A, etc.
Donc les racines de l'équation en Uy seront tous les produits possibles de n quantités, prises parmi les m quantités a + A, /3-f-A, ^ -f- X, etc. ; et il est clair que deux de ces racines ne sauraient devenir égales à moins qu'il n'y ait deux produits égaux de deux 00 de plusieurs dimensions , formés de ces difiereutes quantités. Or il est yisiUe que tant que les quantités a, /8, ^, etc. seront ini^ales, on pourra toujours prendre A de manière qu'aucune de ces ^alités n'ait lieu • car en conûdorant, par exemple, les deux produits («(-H^) (/3 + ^) et (>+X) (cT^X) qui se réduisent â A'-h(a+/8)A-h«j3 et ^*-H>+J^)^+> J^j on voit qu'il n'y a qu'une valeur de A qui piûsse les rendre égaux; et que, par conséquent, il y en aura une infinité qm les rendront in^ux, à moins que l'on ait a-f-/3=>+^ct a)3=^, ce qui emporterait F^alité de a et /S avec y et ^.
Il en sera de même des produits d'un plus grand nombre de acteurs ; d'où l'on conclura en général , qu'on peut toujours transformer
BOT£ X
ainsi le polynôme primitif, en augmentant l'indéterminée^ d^une quantité quelconque, de manière que l'équation résultante en u n'ait point de racines égales.
12. Nous vencms de donner, non-seulement la manière, mais les formules mêmes par lesquelles on pourra toujours trouver im diviseur d'un degré n d'un polynôme quelconque du degré m -y et nous venons de démontrer par ces formules, que ce diviseur n^ dépendra que de la racine d'une seule équation du degré /te, savoir :
m(iii— i) (w»— a) (in — j»J*i>
*mm ,
Il suffira donc que cette équation ait une racine réelle pour que tout le diviseur soit réel; mais comme il n'y a, en général, que les équations d'un degré impair, ou celles des degrés pairs dont le dernier terme est négatif, où l'on soit assuré de l'existence d'une racine réelle, il reste à voir quelles sont les valeurs de n pour lesquelles ces conditions auront nécessairement lieu.
Quel que soit le nombre m ^ il est toujours rédueti^ à) k forme 2^ iy i étant un nombre impair: Supposons n =^ a^, on aura
OU bien , ce qui est la même cbose,
7f ilT,^ i—\) ( a' *— 2) , . ( af i— a^ + i\
'^ af (af — iT(a^ — a7 ..Ca"^ — âf^fi)'
et divisant le haut e( le bas de cette fraction par a^, ensuite par a, par 4 9 ct^- ^^ Awa
Gxnme le ouméiiateuF et le déncrainateur ne contieDDeat plus que des facteurs impairs,.et que le nombre >« est^ pe« sa nature^ m nombre entier^ il a'enjsuit ^'il sera nécessiâremekit inpaif.
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Il suit de là que tout polynôme du degré a^ i peut toujours avoir uii diviseur réel du degré 2'; le polynôme restant après la division
sera donc aussi réel, et du degré a^i— 3^, savoir, 2^(1— 1); or, i étant un nombre impair, i — i sera un nombre pair, qu'on pourra
représenter par a'A:, k étant un nombre impair; le polynôme restant
sera alors du degré a^'^'A:, et aura un diviseur réel du degré a^"*"*^, et ainsi de suite. Comme de cette manière tout nombre entier peut être décomposé en un certain nombre de puissances croissantes de a ,
comme 2^ + a^ "*" *^+ etc. , il s'ensuit que tout polynôme d'un degré quelconque, pourra être décomposé immédiatement en un pareil nombre de polynômes, dont les degrés seront ces mêmes puissances de deux.
i3. Il reste donc à considérer les polynômes dont le degré est une simple puissance de a. Faisons dans la formule générale de ;a,
77i = a'^, et 71= — ssa"^ , on aura ' 2 '
2^(2^ — i) (2^—2) (af— a^-i-fi)
_ af (2f —0(2^ —2) (2f_ — 2^-'-f i)
divisant le haut et le bas de cette fraction par a^ ' , et ensuite par 2 , par 4 > etc. , on aura
Comme tous les facteurs du numérateur, à l'exception du premier a , ainsi que tous les facteurs du dénominateur, sont impairs, il s'ensuit que le nombre f6, qui est d'ailleurs entier par sa nature, sera nécessairement de la forme 2/, i étant un nombre impair.
Considérons dans ce cas l'équation en £i; puisque le degré du diviseur est la moitié de celui du polynôme , les racines de cette équation seront tous les produits qu'on pourra faire en p4^nant la moitié des quantités fl(, /3, y y etc. dont le nombre est supposé pair. Donc,
NOTE X. aoi
puisque le produit de toutes ces quantités est A , il s'ensuit que si u est un de ces produits partiels , - en sera un autre ; par conséquent si u est
une racine de Féquation dont il s'agît , - en sera une aussi. Cette
équation devra donc demeurer la m^e, en y substituant - pour u. Par cette substitution, l'ëquation
«r _- Aa^* +Bi/*"~* — Ctt?*"^ -f- etc. — R«» + Sa«--TM+ V=o
deviendra, après avoir été multipliée par i/*et divisée par Y,
"'^ — -y-« -h-^tt —y-» H- etc. ç— u'
et comme ces deux équations doivent être identiques, on aura
A = -^, 15 = -^, t4=-^, etc.;
mais on a trouvé ci-dessus Y z=h\ p étant = — s=^ (à cause de i?i= a/i, dans le cas présent), et par conséquent impair; on aura donc
T = AA'-S S = BÂ'~^, R = CV~^,etc-;
ainsi, en substituant 2¥ à la place de fi, et réunissant les termes éga* lement éloignés du milieu, l'équation en u deviendra
-.C(ii^'""^ + V~^ li») + etc. = o.
i4* C'est la forme générale des équations qu'on appelle réciproques, et qui peuvent toujours s'abaisser à un degré moindre de la moitié.
En effet, en divisant l'équation précédente par ii% elle devient
— CiK -f--j^ j 4'etc. =:o.
Or, si Ton fait j z^ u ^ , on aura j^ z=l u^ H — ; + ih^
^ = w^ + -j-j- 3/t ^«4- -), et ainsi de suite; d'où Ton tire
et en général
etc. ,
Par le moyen de ces substitulions , l'équation en u du degré ar, sera transformée en une équation en j du degré r, laquelle sera de la forme
/-(A)y-* + (BJy-*-(C)/-3 + etc.=o,
en supposant
(D)=D-(,-^,)ÂB+l^^A^ etc»
Ensuite on aura u exxj par r^qwtioli iéV/*r- u^r 4. ft :3: o^.laquelle donne ii = r+V^C/-4^).
i5. Maintenant on voit qu'il suffit d,e.. .calculer directement la moitié des coeffîciens A, B, G, e£&. de' l'équation -en u\ ce qui réduit le calcul à la moitié. On voit de plus que^ comme l'exposant fi est, dans le cas
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présent 9 un nombre de la forme 2i, i étant impair, le nombre p sera impair, et par conséquent l'équation en j^ aura nécessairement une racine réelle.
Mais pour que u ait une valeur réelle, il ne suffît pas que la valeur dejr soit réelle, il ^ut encore qne.jr^^^^h soit une quantité positive. Cela aura lieu nécessairement lorsque h a une valeur négative; ainsi,
dans ce cas, le polynôme du degré a' est résoluble par deux polynômes
réels du degré 2^^'. Mais si A a une valeur positive, il faut voir de plus si l'on peut toujours trouver une valeur réelle dejTy telle que
16. Soit donc j^**^4^s=J5; qu'on substitue dans l'équation précédente en jTj 1/(2+ 4^) ^u l^^u de j^, on aura, après avoir fait disparaître le radical par l'élévation au carré, et ordonné les termes suivant les puissances de z, une équation en z du même degré v , laquelle aura nécessairement une racine réelle positive, si son dernier terme est négatif. Or, puisque if est un nombre impair, le dernier terme sera le produit de toutes les racines, pris n^tivement; ainsi la question est réduite à voir si le produit de toutes les valeurs de z est essentiellement une quantité positive, en supposant que la valeur de h soit positive. . .
Puisque z s=^ — 4^> ©t j^ = i« + - , on aura
Or tt a pour valeurs tous les produits qu'on peut fidre en multipliant ensemble une moitié des quantités et, j3, ^, etc., et nous avons
déjà vu que les valeurs de - sont les produits qu'on peut faire
en multipliant ensemble l'autre moitié des mêmes quantités; donc les
valeurs de u -— - seront deux à deux égales et de signes contraires ; par
conséquent, on aura toutes les valeurs différentes de z, en ne donnant à u que la moitié de ses différentes valeurs; U est évident que le produit de toutes les valeurs de z sera positif, si le produit des valeurs
ao4 NOTE X.
u — ^ peut être exprimé par une fonction rationnelle des coeffidens
a^byCy etc., car alors son carré sera nécessairement une quantité positive.
S'il n'y a, par exemple, que quatre quantités ^9 fi^ y, J", toutes les valeurs de u seront a/3, ay^ a/, fiy^ /SJ^, ^j et les valeurs différentes de £1 — - seront, en ne prenant pour u que les trois premiers produits,
le produit de ces trois quantités étant développé , donne
— . a*/3y — a*j8*cr* — «V<r* — /S VcT*^
où l'on voit que la partie positive et la partie native sont chaciuie une fonction invariable et symétrique des quantités a» jB, ^, cT, et peuvent par conséquent être déterminées en â, 6, c, J, par les formules données plus haut.
17. Généralisons maintenant ce résultat, et déâgnons, pour plus de simplicité , par P, Q, R, etc. les différens produits qu'on peut fiûre avec la moitié des quantités «t, /S, y,eic.y en y conservant une même quantité a, et par p^ (fj r^ etc. les produits fiormés par l'autre moitié des mêmes quantités, et que j'appellerai réciproqpes. Je vais d'abord prouver que les quantités P, Q, R, etc. et leurs réciproques /?, ^, r, etc. renferment toutes les valeurs de u. On a vu que ces valeurs sont au nombi^ de fi; et à cause de /n :=: 211, on a
ajê(an— i) (an — a). ...(>»+ i) ^""^ r . a . 3 n
D\m autre c6té, comme on a supposé que les quantités P, Q, R, etc. con tiennent toutes une même quantité a, il est clair que le nombre lie CVS quQUtittSs st>ra celui de tous les produits qu'on peut faire en ne prenant que ;i — i quantités sur an— i quantités ^ donc ce nombre
(aft — i)(an — a) t^^+O _^
NOTE X, 2o5
Donc, puisque les quantités P, Q, R, etc. forment la moitié de toutes les valeurs de Uy il suffira de prendre ces quantités pour les différentes
valeurs de u^ et p^Çy r^ etc. seront les valeurs correspondantes de -. Ainsi il s'agira de voir si le produit
est nécessairement une fonction invariable des quantités cl^ ^^ y^ etc.. auquel cas on sera assuré qu'il peut être déterminé rationnellement par les coefficiens a^ hj c, etc; D'abord il est évident que toutes les permutations qu'ion peut foire des quantités fi^ y, J", etc. entre elles, ne peuvent que faire échanger les produits P, Q, R, etc. entre eux^ et leurs réciproques en même temps entre eux ; de sorte qu'il ne peut résulter de ces permutations aucun changement dans le produit
Considérons ensuite les échanges de a contre chacune des autres quantités /3, y^J^j etc.^; il est clair qu'en échangeant a en j8, celles des quantités P, Q, R, etc. qui contiennent à la fois « et j8, ne souffriront aucun changement; il n'y aura donc à considérer que celles qui ne contiennent point jS. .Or si P, par exemple, ne contient point j3, comme les deux produits P et p contiennent toutes les quantités ee, jS, y y etc., il s'ensuit que jS sera contenu dans p^ et ainsi des autres; donc, par l'échange de a en j8, toute quantité P ou Q, etc. qui ne contiendra point j8, ne pourra que devenir une des réciproques py (jy r, etc. qui sont supposées ne point contenir «; ainsi P deviendra par exemple Çy et alors Q deviendra nécessairement/?; donc P — p deviendra q — Q, et en même temps Q — q deviendra p — P. D'où l'on peut conclure en général que, par les échanges de a en /S, y y etc., les différens facteurs P —/? , Q — y, R— r, etc. ne pourront que rester les mêmes, ou s'éclianger entre eux, en changeant en même temps de signe.
i8. Maintenant, si on cherche le nombre des produits P, Q, R, etc. qui ne changeront pas par l'échange de a en j3, ce nombre sera celui de ces produits où ce et jS se trouveront ensemble; donc le nombre total des quantités ce, /3, ^, etc. étant !i/i, et le nombre de ces quan--. tités dans chaque produit étant n, le nombre des produits, qui contiens
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dront à la fois a et j6 , sera celui des combinaisons qu'on peut faire en prenant n — 2 choses sur 211 -—2 choses; par conséquent, il sera exprimé par
comparant ce nombre au nombre p donné ci-dessus y il pourra s'expnmer par ^^_, -
Or le nombre total des quantités P, Q, R, etc. étant p^ si l'en
en retranche le nombre , on aura — -^^ pour le nombre
des produits P, Q, R, etc. qui, par l'écliange de ee en /S, se changeront dans les réciproques p^ 7 , r, etc. ; par conséquent , ce nombre sera aussi celui des facteurs P— •/?, Q — y, R — r, etc., qui changeront de signe par ce même échange; donc, tant que n sera un nombre pair, et par conséquent tant que l'exposant m:=z2n sera une puissance de 2 , plus grande que 2 , le nombre dont il s'agit sera nécessairement pair; d'où il suit que le produit total
(p_^)CQ_^)(R_r)
ne changera pas par l'échange de et en /3 ; il en sera de même des autres échanges de et en y' y J^j etc.
Donc enfin , ce produit sera une fonction invariable des quantités a y /3, y y etc., et pourra par conséquent se déterminer par des fonctions rationnelles des coefficiens a, 6, Cy etc. du polynôme donné. Donc l'équation en z du degré impair r aura son dernier terme négatif; par conséquent, elle aura nécessairement une racine réelle positive (n* 3).
En prenant cette valeur positive pour 2, on aura (^"^ 'j ^^ ^9 et de là a = ^z. Donc , ii* — a ^z — - A s= o , et de là
uzsz ^ l/s d= t/r 7 *{* ^ } 9 quantité nécessairement réelle , puisque nous avons supposé la quantité h positive (n® 16).
Donc tout polynôme du d^ré 2^ tant que p sera plus grand ^ue l'unité y soit que sou dernier terme h soit positif ou n^tif ,
pourra se décomposer par les formules que nous venons de donner,
en deux polynômes réels du degré 2^ , et l'on aura ces deux polynômes à la fois, en employant la double valeur de u. Donc, en combinant cette conclusion avec celle qu'on a trouvée plus haut
pour tout polynôme du degré a^i, on en conclura généralement qu'on peut toujours résoudre un polynôme, quelconque en (acteurs réels du premier ou du second degré.
19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de donner sur la décomposition des polynômes, on voit qu'on peut toujours résoudre une équation quelconque en deux autres équations dont les coefliciens seront réels et ne dépendront que de la racine réelle d'une équation de degré impair. Or nous avons vu dans le chapitre P% qu'on peut tout de suite avoir les limites de cette racine par la simple substitution des nombres naturels i, 2t, 3, etc.; et qu'ayant les premières limites , il est facile de les resserrer à volonté par des substitutions successives.
Ainsi, lorsque l'équation donnée est numérique, on pourra la résoudre en deux autres équations numériques dont les coefficiens seront aussi exacts qu'on voudra ; et résolvant de même chacune de celles - ci en deux autres , on parviendra enfin à des équations du premier ou du second degré, lesquelles donneront par conséquent immédiatement toutes les racines réelles et les racines imaginaires. De là naît une méthode de résoudre les équations numériques, qui est indépendante de la recherche des limites entre racines, et qui, à cet égard , parait avoir quelque avantage sur la méthode des deux premiers chapitres. Mais d'un autre côté, il faut avouer qu'à l'exception de quelques cas particuliers où la décomposition de l'équation est facile , cette méthode sera impraticable par la multiplicité et la longueur de^ opérations qu'elle peut demander. Aussi l'objet principal de cette Note est de prouver à priori la possibilité de la décomposition des polynômes et des équations en facteurs. réels du premier ou du second dq;ré, objet qui n'avait pas encore été rempli d'une manière directe et complète.
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Sur les formules d approximation pour les racines des
équations.
jNous avons vu, dans la Note Y, que la méthode de Newton consiste à substituer successivement dans une même fonction les résultats des substitutions précédentes ; ainsi l'on peut réduire en formule le résultat général de ces substitutions.
I. Soit Fj:=o l'équation proposée, et a la première valeur approchée d'une des racines de cette équation. Suivant la méthode dont il s'agit , on substitue a '+' p à la place de or , et l'on rejette dans le développement tous les termes où p monte au-dessus de la première dimension.
Par le développement connu des fonctions, l'équation Fx = o devient
Fa + pTa +£^ F'a + etc. = o, et se réduit d'abord à Fû + ;7Fa=ao, d'où l'on tire p=s — -p.
Fa
Ainsi a étant une première approximation , si l'on fait & = — - ^ , on aura a -f* & pour seconde approximation , et celle-ci donnera de la même manière, en faisant c =s — FrXx(> ^® troisième approximation a^b^Cy et ainsi de suite; de sorte que la valeur de or sera exprimée par la série û + i + c + rf-l- etc.
Or, je remarque. que si b est une quantité très petite, la valeur de F(a -|- b) sera ti^ès petite de l'ordre de b* ; car le développement
de F(û + b) donne Fa + iF'a -t- - F"a + etc. j mais b = — j;;-;
NOTE XI. dog
donc F (n + ^) =^ 7 F"^ + etc. ; donc , puisque c = — piiZl) ^
la valeur de c sera aussi du méoie ordre b*. De même, la valeur de F(a-f-J + c) sera de Tordre de c*, et par conséquent de l'ordre
de b^; car F(H-*+^) = F(^+*)-H?F'(a+*)+| F"(fl-f-i) + etc. j mais c== — l^^^t^; donc F(a+i + c?) = ^ F'(fl+*) + etc.;
donc, puisque rf = — -.^ , , "V > , la valeur de d sera aussi de
l'ordre de ^, et ainsi de suite. D'où il suit que si Fa est une quantité très petite, l'erreur des approximation^ a-^by a + b^c, a^b'^c + d, etc. sera respectivement de l'ordre des puissances 2 , 4,8, etc. de Fa.
Ce procédé est assez commode pour le calcul arithmétique ; mais si l'on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puissances de Fa, il faudrait développer successivement toutes les fonctions, et l'on trouverait la série
2. On pourrait parvenir plus simplement à cette formule , en tirant la valeur de p de l'équation
Fa + pF'a + ^ F'a + ^ W"a 4. etc. =0;
on aurait d'abord
et l'on substituerait successivement les premières valeurs de p dans les termes qui contiennent p^^ /?', etc. ; ou bien on supposerait tout de suite
p = AFa + B(Fii)» H- C(Fii)» + etc. ,
et égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de Fa ; ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination des
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coefikâens indéterminés A, B, G, etc., on aurait
AJF'a 4- » =* o,
BFa + i^ F'a = o ,
CF'a + ABF'a H- ^ F"'a s o , etc.^
d'où l'on tire
" Fa»
Fa " a(Fay'
Gss .
ÇP'aY Va " «(Fo)» ' a.3(Fa)4»
etc.;
et la séiie
a -H AFa + B(Fa)* + C(Fay 4- etc. ,
sera la même que eelle qu'on a trouvëe ci-dessu&j ce qui prouve la correspondance des deux méthodes.
3. Mais on peut arriver à ce même résultat par une autre méthode plus directe et plus analytique.
La question consiste à tirer de l'équation F(a*-\^p) =: o, la valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une fonction d'une autre quantité a , et supposer que a devienne a^p lorsque a deviendra a^ù Ainsi, comme a devient en général
a •+• iV + - û" + — 3 a'" + etc. , lorsque a devient a + « , on aura
p = ia' ^ *- a" + -^ a'" + etc. j '
comme la quantité a est indéterminée, je puis la supposer telle, que l'oD ait Fa ss « ; alors f(a ^p) deviendra (t^i, et Féquatkm t{a'^p)ssio sera m'^i:as o, laquelle donne sur*le«cliamp
NOTE Xt tu
I 3s:-««ct=—- Ftf ; de sorte qu'on aura
p^^ i^a + ^(Vay - ^(F«)' + etc.,
et il n'y aura plus qu'à trouver les valeurs de a'y a!'^ ci'\ etc.
Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a^ considérées comme fonction de ce; or on a pour la détermination de « en a, l'équation Fa = a ; donc , si l'on prend les fonctions dérivées relativement à a, en regaulant a comme la fonction de ce, et qu'on désigne, comme on l'a &it plus haut, par F'a, F^n, F'^'i», eto. les fonctions dérivées de Fa, par rapport à a, les fonctions dérivées de Fa, F'a, etc., relativement à et, seront a'F'a, aT"a, etc., et l'équation Fa = a donnera d'abord a'F'a = i , d'où Pon tire
et de là, en prenant toujours les fonctions dérivées, et substituant cette valeur de a\
— F^g ^ 3(Fay
"" (F^ ■*" (Fa)* '
etc.
On peut trouver ainsi successivement les valeurs de a', û/'^ a^^j etc. , par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu'on vou dra la série
a ^ a'Fa + - (Fa)* — -^ (Fa)« + etc. ,
qui eiprime la valeur de x dans l'équation Tâc = o , et Ton aura la même série qu'on a trouvée ci-dessus.
Cette formule revient à celle qa^Euler a donnée dans la seconde partie du Calcul différentiel (chapitre IX, art. a34)« On voit par un Mémoire de CotutivroUj imprimé dans le volume de l'Académie des Sciences, pour l'année 1744 9 qv^Ealer l'avait déjà trouvée à
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cette époque, et l'on peut la compter au nombre des découvertes dont il a enrichi l'Analyse. Par la manière dont nous yenons de la présenter, elle est une suite naturelle de la théorie du développement des fonctions.
4. Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédens de ceux qu'on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la méthode exposée dans la Note YI, pour avoir la valeur de la racine p de l'équation
Fa + pVa 4-^ F'a + ^ Wa + etc. = o, il faudrait développer la fraction
Fa + fY'a + ^ F*a 4- etc.
Fa + pPa +^ T'a + etc.
suivant les puissances de /i ; et si Tjt et V//*"*"' sont deux termes
T consécutifs, on aura ^ pour la valeur de p^ d'autant plus exacte
que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série.
Dans la méthode ordinaire, les termes d'une série récurrente se forment les uns d'après les autres; mais cette manière, qui est très commode pour le calcul arithmétique, n'est pas propre à donner le terme général en fonction des coefficiens de l'équation , et il faut , pour cela, employer d'autres moyens.
5. Pour donner à cette recherche toute la généralité dont elle est susceptible , je vais considérer la fonction firactionnaire
dans laquelle je suppose que fx et ^x sont des fonctions de x telles, que
> = A + Bx + Cr* 4- Da?» + etc. , ça: = P + Qjc + R^* + &e + etc.
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Je représente par
(o) + (0^^ + (^)^* + (^)^ + etc.,
la série résultante du développement de cette fonction , suivant les puissances de ^, et je me propose de trouver l'expression du coeflicient {n) de la puissance ^*.
Je commence par développer la fonction suivant les puissances de^;
j ai la sene
^^ _ ^^A , J^lfL j. Pic
je considère chacune de ces fractions en particulier , et je cherche les termes multipliés par x" qui peuvent résulter de leur développement.
La fraction donne la série connue
-+nî+^4--ï + etc. ,
laquelle étant multipliée par la série représentée par ^x, donnera les termes suivans, affectés de a:",
(^ + ^ + ~ + —: + etc.)*-,
où il faut remarquer que , comme les puissances de u dans les dénominateurs vont en diminuant, il faudra s'arrêter au terme divisé par u,
6. Or, si l'on considère la fonction (px ^ qu'on la divise par ar""*"*, qu'ensuite on y change x en i/, et qu'on ne retienne que les termes divisés par u ou par des puissances de u^W est aisé de voir qu'on aura de cette manière la série qui multiplie x*. Donc, la partie mul-
tipliée par a:% provenant de la fonction _ , pourra être représen-
tée par —7 x", en ayant soin de ne retenir que les termes de -^ qui auront u au dénominateur.
De la même manière, si l'on cherchait la partie multipliée par x",
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provenant du développement de la fraction _^ ^ suivant les puissances de :c, on trouverait „^7 ' af'j en ne retenant dans ^"^, <p6 1^ termes qui auraient une puissance de u au dénominateur. La quantité ,^f^ est donc identique avec le coefficient de ;r" dans le développement de _'^ i donc l'identité subsistera encore entre les fonctions dérivées relativement à u\ d'où il suit que la fonction dérivée de — j^ip- , que nous dénoterons par \ Vvi J y ®^ra égale au coefficient de a:" dans le développement de la fonction dérivée de — — ^ relativement à u.
Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominateur, et que la fonction dérivée de est — / rr, on en conclura tout de suite
que r »4-i J ^ sera la partie du développement de — j—^^y q ui sera multipliée par ^, en ayant toujours soin de ne retenir dans la fonction ,4., , et par conséquent aussi dans sa fonction dérivée
r «^, J , que les termes qui auront u au dénominateur.
On trouvera pareillement que la partie multipliée par af dans le développement de _ , suivant les puissances de a:, sera exprimée
par — j^ — , en ne retenant que les termes divisés par des puissances
de u; donc l'identité subsistera encore à l'égard des fonctions dérivées relativement à u ; par conséquent , la seconde fonction dérivée de
,j^ -^ relativement à a, que nous dénoterons par ( J^ ) , sera encore égale à la partie affectée deor'dans le développement de la seconde fonction dérivée de ^S-£. Mais la première fonction dérivée de
étant— 7 rr, la seconde sera 7 r^i donc, divisant par 3, on
sera
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en condura que f \^ J a/' sera la partie du développement de v^ - ^s qui sera multipliëe par af, en ayant soin de ne retenir dans la valeur de r^^Tr} que le$ termes divisés par des puissances de u.
On prouvera par une analyse semblable, qu'en dénotant par
( ^^ »" J ^^ troisième fonction dérivée ^ relativement à u, de lafonc-
tion ^'YJti 9 ^ supposant qu'on ne retienne dans cette fonction que les termes divisés par des puissances de u^ la partie multipliée par or" dans le développement de — . _ V4 , suivant les puissances de jc,
exprimée par (-^3 .^J ^'î ^ «^în» de suite.
Donc, en rassemblant toutes ces parties, on aura l'expression complète du terme (n) x" du développement de la quantité ' _ \f > suivant les puissances positives de x, et Ton trouvera
en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront des puissances négatives de u.
7. ISous remarquerons iâ qu'en prenant encore successivement les fonctions dérivées suivant u, on pourra avoâr les expressions des termes
multipliés par x* dans les développemens de ^ \. y^N» y de . _ ,^^3 »
de _^^^f\i J ^^^' Ainsi en désignant par (n)', (/i)'', (»)'", etc. les
fonctions dérivées, première, seconde, etc. de la fonction de u désignée par {n)y on aura
-(»)'a-, (»y'l', -.«'£, etc.
pour les expressions des termes dont il s'agit. Et pour avoir les valeurs
ai6 NOTE XI.
de (/»)', (/»)", etc. il n'y aura qu'à ajouter un trait, deux traits, etc.
aux fonctions -^, (-j^^j > c^c. de l'expression de (»).
8. Supposons qu'on demande le terme général {n)â^ de la série provenant du développement de la fraction rationnelle
On divisera d'abord le numérateur et le dénominateur par 2 cos €0
pour le réduire à la forme ~ _ , ^ - , et l'on aura par la comparaison
a lorme — u —
avec cette formule
çx = H ^ X ,
2C0Sd» ' 2006«
Jx = , u
Donc on aura
^ 2006« 200Sflr '
2008«' -^ (200«iP)*'
Donc
11»^' (acos*/ **" (acosâry ^
En prenant les fonctions dérivées par rapport à 11, on aura donc / fuX/*u \" (it — 3)(ji — a)]Piâ-« *'
etc.
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et par conséquent
.W — *^V2C0S. (2C0S-)» ^ a (2 COS.)' ®*^V
où il n'y a plus qu'à substituer au lieu de w sa valeur ^^;^- On aura ainsi
(n) = P Qacos^)-— (n~i) (2cosa))--* + i^i=^^^^^=^^ (acosoi)-* _ (;.-5)(^-4)(^-3) ç^ ^^ ^^..s ^ ^^^ H
Q rCacos^)-'— (/i— 2)(aco5a>)— ^+ fa- 4^11 -3) ^^^^^^^5
— i ^ — r-^-^ ^ (a cos û))" ' 4- etc. U
où il suffira de ne point admettre de puissances négatives de cos œ.
Cette expression peut se réduire à une forme plus simple , en employant les formules connues des sinus des angles multiples; on aura par ce moyen
^ ' 8m « ^ 8in« '
comme Euler l'a trouvé dans l'Introduction k l'Analyse ; mais la formule précédente a l'avantage de pouvoir s'appliquer facilement aux fractions dont le dénominateur est une puissance quelconque. En effet, pour la fraction
(1 — a«cos» + **)^'
on aura le terme général — (n)'^; et en prenant la fonction dérivée de l'expression de (/t) en k, on aura
^ ' \ a cos* (aco«»)*
(»-3)(»-2) (»—!)»acostf)^
•^^Vacos» (acos^)*
^^ 2 (a cos m)' /'
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et substituant pour u sa valeur , il viendra
— (ny = vT(n H* i) (2 cos «)■** — (n — i ) i» (:a cos a)*"' + C»-,3)(»-')(«-0 (3 cos •)"-» - etc.] , -|-Qrn(aco6«)*— (n— a) (n— i)'(acoB«)*~* _^ (»-4)J»z:3)0iIl2) (a cos «)--♦- etc. ],
OÙ il suffira aussi de pousser les sëries jusqu'aux puissances négatives de cos â» exclusivement, et ainsi de suite.
9. Reprenons mamtemmt Pexpression générale en u, du coefficient
(n) de la puissance a:" dans le développement de la fraction ^*r ^i et
supposons que le numérateur px soit i ^^fx^ ou plus généralement, de la forme 4^ (i ^^f^^)^ c'est-à-dire qu'il soit le produit de la fonction dérivée du dénominateur prise négativement, par une fonction 4^ y qu'on suppose entière et rationnelle. Faisant la substitution de '\u{i'^'f'u) au lieu de (puj on aura
W— j^M..— ^.+1 T-V, W-+' J^\ î?*^ / Or (il>)' = ^/„ + (^)>,
et par conséquent
Donc faisant ces réductions, et supposant pour abréger
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on aura
Celle formule servira à trouver l'expression du terme général (n) or" dans le développement de la fraction
u — x+fi '
suivant les puissances de x^ pourvu qu'on ait soin de ne retenir que les termes qui contiennent des puissances négatives de u.
10. Supposons «^=1) et par conséquent ^^ucs:! , ^Msssii*^' y on aura le terme général (/})«r" du développement de la fraction
:^^Jify ' Or, si «, )8, ^, etc. sont les racines deFéquation ii-^<r-f:^P=o,
ce terme sera exprimé par
(i^Ti + jsrê + ;ï?î + etc. J afj
par ce qu'on a démontré dans la Note YI (n* 6). On aura doue, en mettant n & la place de ;» + i ,
i + |ï + 7 + etc.
^(Oqx£.y^^^
en ne conservant que les-puissances négatives de u. 1 1 . Soit proposée , par exemple , l'équation
fl — &c + c^ = o,
dont les racines soient a et fi.
On la divisera par b pour la réduire à la forme u^^x^Jx^ on aura fx = -7-9 et la valeur de u sera t. Donc changeant « en 11 dans
fx^ on aurais -r-, et de là
ncM"'*^' # \/ . . /». ncV"*"*^
(ïr-)'X/'« = —^Î^Ç^, etc. Donc ,
»(»— 5)(/.— 4)c» ^^, , où il n'y aura plus qu'à fiiire us=y. On aura ainsi
en continuant cette série tant qu'il y aura de puissances positives de -.
Si l'on voulait avoir la somme des puissances positives ci"»{-)9", il n'y aurait qu'à considérer l'équation ax*-—&x 4-^ = 0, qui résulte de
l'équation précédente, en changeant x en -, et dont les racines sont
par conséquent - et -; ce qui ne demande que de changer a en c et c en a. On aura donc ainsi
. -"-^^^siF-^(!r+e,c.
12. En général, cl^ ^^ y^ etc. étant les racines de l'équation
M— x^fx =0, on aura
II— Jtr+yxs: A:(ar — «) (^-—/S) (x — 7)
k étant le coefficient de la plus haute puissance de a:; et prenant les
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fonctions dérivées de part et d'autre,
+ A: (or — ct)(x — iS).. . . ; donc divisant et changeant les signes,
^ , ^ 1 hetc,
u — x-^fx a^x fi — x y — x
et multipliant par 4^^
u — x+fx • — ar i3— « y— jf
Or 4*^ étant supposé une fonction entière de a:, on pourra la diviser par a— «a:, jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste sans X'^ et, pour trouver tout de suite ce reste, il n'y a qu'à considérer que 4^ — - 4^ est divisible par « — jc , le quotient étant une fonction entière de x et a, que nous désignerons par F (a:, ce); et si '^xest une fonction du degré /», il est clair que F(j?, a) sera du degré m— I. Donc, puisque 4*'~4^ = ^('^> *) X (^ — ^)> ^^ aura 4a:=4^ — ^(jir, flt)x(a — x); donc --^ = — F(-», *) + -—•
On trouvera de même J^ = — F (or, ^) -j- ^^ , et ainsi des autres. Donc, en faisant ces substitutions, on aura
:!fii^'> = - F(x, a):- F(:r, ^) -F(x, >)-etc.
En résolvant ces fractions en séries, on aura après les m*— i premiers termes , dans lesquels se fondent les parties entières — F(x^ a)^ — F(a;, /3), etc. une suite régulière dont le terme général sera
(rfe + ^ + ,^ + «">•) -■;
de sorte qu'on aura, n étant ^ m,
(») = ;?^ 4- ;i5+î 4- ^t + etc.
C'est le terme général de la suite récurrente qui résulte de la fraction
u-lT+fx ' ®^P"*^ P^** ^ racines «, jS, >, etc. de l'équation w^x^fx^sz 0.
En comparant cette expression avec l'expression générale de {n) en u trouvée ci*dessus , et mettant pour plus de simplicité /i à la place de n-(* I, on aura
où '9u rr: -^ , et où l'on ne doit retenir que les termes qui contiendront des puissances n^atives de u.
i3. Supposons maintenant que l'exposant n soit infiniment grand, en sorte que le terme (ji)3^^^^ auquel il répond dans la série récurrente , soit pris à une ^£è» grande distance de l'origine , on pourra
alors regarder la fonction '^u = -7 comme ne contenant que des
puissances négatives de i«, et même toutes les fonctions 'Vu Xjuj '^'u X f^u y etc. , comme ne contenant aussi que des puissances négatives de u\àxi moins cette supposition sera d'autant plus exacte, que le nombre n sera plus grand- . Dans cette hypothèse , il n'y aura aucun terme à rejeter dans l'expression de (/s) , et l'on pourra r^rder la série
comme allant à l'infini sans aucune interruption.
i3. Or, j'observe que toute série de cette forme, dans laquelle iru et /u sont des fonctions quelconques de u, a cette propriété remarquable , que si on la multiplie par une autre série semblable , dans laquelle , à la place de la fonction ^k, il y ait une autre fonc-
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tioD quelconque IIii , le produit sera encore une série semblal4e , mais dans laquelle il y aura *tt X Fltt à la place de *«. Eu eCTet , si Ton multiplie ensemble les deux séries
nu + au ^ fi. + (Si?£ïy+ (p^^'-i- «0.,
on a
*tt X Ttu
+ (*K X n'u + ritt X '^u)fu
etc.
Or, -Iru X n'tt H- Dtt X *^« = (*" X Uu)',
çfu x/^^y^ i n'^i, X /-i^ + n'u x fufu,
donc la série devient
*ii x riii -f* ('♦i* X ntt>'yî« + \ (*tt X n"tt 4- 3*^« X n'w + nii X '^"u)f^u
+ (*M X ïluy/ufu 4- etc., savoir ^
*£* X nu H- (*a X uuy/u H- (^:!t><I^j£^ ^ eic.
Et l'on trouvera la màme chose ei» pouisanl la' mcAtiplik^tion pRls loin y et en rassen^lsBit les termes qui continuent les ittémes dimensions dejié.
Donc en général, si l'on (i|i^ta par (i^u) k série qu» eontîenC la fonction 'iTu ^ et de même par (Hu) la série qui contient (IIii) , la fonction yù demeurant la même daés les deuk séries, il résulte de ce
que nous venons de trouver , que l'on aura
(*-m) X (ritt) = (*•« X Uu)i
et comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions *tt et ria, si l'on fait 'Iru x Uu =z9u^ on aura (*a) X (Iltt) =(*tt);
donc (n£i)= ^; mais Ha = |?, donc ^ 2=2 (î^) , c'est-à-dire
que le quotient de deux séries semblables , lesquelles contiennent deux fonctions différentes, 9u et '^u^ sera aussi une semblable fonction qui contiendra le quotient de ces mêmes fonctions.
i5. Donc, si l'on prend deux nombres très grands , n et /i+r, dont la différence r soit un nombre quelconque positif ou négatif, le quotient de la quantité
<^+ 1^4. % + etc.,
divisée par la quantité
-^ -+- -^ 4- ^ 4- etc sera exprimée par la série inûnie
*« + ^'a X /« + (p^^y +etc.,
en feisant SJ'Mzr:^ divisé par --^j c'est-à-dire 'iTu^ssu.
D'un autre côté, n étant un nombre infiniment grand, il est visible que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leurs premiers
termes ^ et -^,, et étant la plus petite des racines *, jS, >, etc.
Donc le quotient de la première des quantités , divisée par la se* conde, se réduira à a'; d'où il résulte ce théorème très remarquable :
Si CL est la plus petite racine de {équation
u ^ X ^ fx = o,
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on aura
-• = .. + (..y x> + (m:|<û;)'+ (fis!^"+ «c.,
r ^i^o/i^ {^ nombre quelconque positif au négatif.
Ainsi Ton a par cette formule^ non-seulemeiit la racine a, mais encore une puissance quelconque de la même racine.
i6. Si l'on fait maintenant r= n, n étant un nombre fini quelconque y et qu'on compare cette formule avec celle qu'on a donnée
plus haut pour la valeur de -^ + 75 + — H" ct^* > on en tirera la
<t fi y
conclusion suivante, très singulière.
Si^ dans la formule
UT
CO'/" + m^+ (fiqx£,y ^ ^ ^
on ne retient que les termes qui ont des puissances négatii^es de u, elle donne la valeur de la somme des puissances — n de toutes les racines et^ ^ 1 > ? etc. y et si Von y conserve tous les termes', elle ne donnera que la même puissance de la plus petite racine a,
17. Ainsi, comme nous avons déjà trouvé plus haut pour les racines CL et fi de l'équation ca^^^bx -f- a = o, la formule
«• "^jS- "" \a) h \a) "*" 2ft* \a) TSP \aj ^ ®^^-'
en ne continuant la série que tant qu'il y a de puissances positives de - : si l'on continue cette même série à l'infini sans aucune inter-
ruption, on aura alors la valeur du seul terme ^, en prenant pour a
la plus petite des deux racines cl et fi; et même on pourra y Ëiire n positif ou négatif, à volonté.
Les deux racines de l'équation cx^ — i^ + ^ = o étant «
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et /3 , celles de Téquation ax^ — ix + c = o , seront - et ^ , 'et l'on auca
tt "^ 2a 2fl ^ "^ aa aa
a étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la série
en ne retenant que les puissances positives de - » c'est-à-dire les puissances négatives de a, sera égale à
[& + j/Ç^'^ — 4ac)]» + [b— {/{b^ — 4ac)]'
(aa)»
n étant un nombre entier quelconque; et si l'on continue la série à l'infini, elle deviendra égale à
/ 6 4- v/(^>* — 4ac) V
iz étant un nombre quelconque positif ou négatif.
La première partie de cette proposition est facile à vérifier par le simple développement des puissances /i'^""'^ puisque le radical V/(i* — 4^c) disparait de lui-même j et d'ailleurs elle est déjà connue par le théorème de Mowre.
Pour vérifier l'autre partie , il faut réduire en série le radical lu imême. Ainsi en £iisant, par exemple, » = i, la série devient
b c 2ac^ 3,^*c^
laquelle peut se mettre sous cette forme
b b £ ac i . I 8ac' i . i . 3 Sao'c^
Or cette série est évidemment égale à — -I- ^-^ ^21.
i8. Soit l'équation indéfinie
a^^has^oxf" — doi?. + ^ocS ^-^fa^ H- etc. = o j
on fera , dans la formule générale du tliéorème ci -dessus ,
f ... ^^^ "^ ^ ^ ^^^ ^'fw^ -f" etc.
d'où
l'on
tire
• ^cdlC^ + (c/* + 2Ctf
3crfi^' + etc.
etc.
etc.
Or («')' = ru"— 'j donc,
/ r\/ ^ ^ ^ cw**' — </«*'•♦* + evT^ —fia^ + etc. («'/ -X, fu =i r -i-g ^ in ,
(uf)' X f»uz= r p :ï- — ,
Prenant les fonctions dérivées, et substituant dans la formule dont il. s'agit, on aura, après avoir fait u:s= T) et changé »
en x,
/r'— «^ , , r r^'^'*^ _ '^'^ . t. ^* - g^/+ etc "1
^ i \, — wi ^ — Fi=5 ' F' ^ y
, J_ / (/•+5)(r+4)(a^V) _ (r+6Mr-fg)or*^X3«f ^^^ \ 2 . 3 \ 6*^^ ft'**^ ^^ /
etc.
Si /•==!, on aura
ag..
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^ = Â + "ï5- — •ïr + "ft^~"ï?" + ®^^-
bi
yi "r ^'^'
C'est la formule connue de Newton^ pour le retour des suites, qu'on n'avait encore trouvée que par la méthode des indéterminées. L'analyse précédente , en même temps qu'elle donne la loi de cette formule et le moyen de la continuer aussi loin qu'on voudra^ fait voir que la valeur de x qu'elle exprime est la plus petite des racines de l'équation proposée.
30. Si l'on veut appliquer la formule précédente à la détermination de la valeur de p dans l'équation
"Pa^p^a H- ^' r'a + ^F'"^ + etc. = o,
que nous avons considérée au commencement de cette Note, il n'y
aura plus qu'à substituer Fa , — F'tf, -F"a, ^F'"a, etc., au lieu
de a, ^, c, dy etc., et p au lieu de xj on aura ainsi
Fa {Yayra (Fa)^a (Fa)^ (Fa)*
'^ ~ ~ F^ Wàf **" 2.3CFa)4 ïcF^s— -1- eic. ,
ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux méthodes différentes.
Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème donnée plus haut. En effet, puisque cl est une des valeurs de x, ce théorème peut se présenter ainsi.
2 1 . L'équation a: = « ^Jx donne en général
x- = ^ + M' x> + (M^y + (m:j^)V etc.
Or, soit F^ une fonction quelconque donnée de x; on peut la
supposer réduite à la forme Ma:' + No:' + Vx* + etc. j ainsi , pour la valeur de Fjc, il n'y aura qu'à ajouter ensemble les valeurs de afj x'y a:', etc. , multipliées respectivement par M , N , P, etc. ; on aura par ce moyen une formule dans laquelle, à la place de u^, il y aura Mtt' + Nk* -|- fu* + etc. , c'est-à-dire ¥u , et par conséquent Ftt à la place de (i/)'.
De là résulte enfin ce nouveau théorème y remarquable autant par sa généralité que par sa simplicité.
L'équation xz=u ^fx donne
Fa: = F«+FttX>H- i(Ftt X /•«)'+ r^(F'wX/M'+ etc.,
oh les /onctions désignées par les caractéristiques f et F'^ peuvent être quelconques.
En effet, ce théorème, présenté de cette manière, est indépendant de la considération des racines, et n'est plus qu'un résultat de la transformation des fonctions, qu'on peut vérifier par l'élimination successive de x ou de u. J'ai donnée le premier, ce théorème dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, pour l'année 1768; j'y étais parvenu par une analyse à peu près semblable à la précédente, mais moins rigoureuse. Plusieurs géomètres se sont occupés, depuis, à le démontrer h posteriori par le développement des fonctions j mais Laplace en a donné , dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, pour l'année 1777, une démonstration directe et él^ante, tirée du calcul différentiel ; c'est cette démonstration que j'ai transportée dans la Théorie des Jonctions (n* 99).
Il est bon de remarquer qu'en faisant z/ = o , l'équation
X == 1/ -f-yir devient x:=ifxy laquelle peut représenter une équation quelconque en X} et l'on aura la valeur d'une fonction quelconque Fx, en faisant i^ = o dans la série
Fi^+r« X> + i (F'w X /•//)' -1- -^ {^u X Puy^ etc. ,
après le développement des fonctions; ce qui est beaucoup plus simple.
22. Avant de terminer cette Note , je vais faire voir comment la
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méthode du n^ i3 , pour résoudre par approximation l'équation
F(a-f-;9)=so, peut être appliquée à la résolution sumultanée de plusieurs équations à plusieurs inronnues.
Supposons que Ton ait deux équations entre les deux inconnues x et j^ que nous désignerons en général par F {x ^j) = o , e\.f[x ,^) =s o. Supposons en même temps qu'on connaisse déjà deux valeurs appro* chées â et &, de x et^; ensorte qu'en faisant xz=za^pyjz=zh^q^ les quantités p et q aient des valeurs fort petites. Il s'agira de tirer ces valeurs des deux équations
F(a-+-;^, * + 7)=:o, f{a+py *-|-7) = o.
Suivant l'esprit de la méthode de Newton, on développerait les deux fonctions en séries , les deux équations deviendraient ainsi
F(a, b)+Mp + Nç -4-etc. = o, '
/(Uj b) + mp ^ nq ^ etc. = o,
d'où l'on tire pour première approximation
^~"" M/i — Nti* '
^_ M/(a, &)-i>^(a, ft) y— Nu» — M;»
Ainsi a et b étant les premières valeurs approchées de .r et ^, a^Py ^ + 7 seront des valeurs iilus approchées qu'on pourra substituer à la place de aet b dans les fonctions ;? et 7; et désignant par Pt^^t ces nouvelles valeurs de ;? et ^, on aura <ï+/H-/^i et ô-f-y+y' pour les valeurs de xetjr encore plus approchées, et ainsi de suite.
Ce procédé a été donné par Thomas Simpson , dans ses Essais sur plusieurs Sujets mathématiques, et il est assez commode pour le calcul arithmétique ; mais il serait difficile d'en tirer des expressions de or et ^ en séries ordonnées suivant les puissances des quantités F(a^b) , et /^(aj b)y qui expriment les erreurs provenantes des premières suppositions, et surtout d'avoir la loi de ces séries^ voici comment on peut y parvenir.
On regardera les quantités a etb comme des fonctions quelconques de deux autres quantités 0» et j3 , etc. , de manière que ces quantités de-
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yenaDt a-|-/ et /3-|-o, les quantités a et b deviennent à*+-p el 6 + ^; et on supposera que ces fonctions soient telles que F(â, b) = a et /{a, i) = /3; ce qui donnera , en mettant a-+- 1 et jS + o au lieu de a et j3,
de sorte que les équations proposées deviendront alors fle+i=o et j8+o=oj d'où Ton lire i=— a=— F(ii, b) et o=— i3=— /(a, b).
Or, en adoptant la notation des fonctions dérivées, indiquée dans la Note précédente (n^ 9) , les fonctions a et b des quantités et et /B y lorsque ces quantités deviennent a + « et /3 + o, se développent dans les séries
Donc, substituant —F (a, b) pour i et -^/(fi^b) pour o, on aura ;,=-(^)F(a,*)-(|;)/(a,i)
^(;i^)7(â7*)*+ etc., oh il n'y aura plus qu'à substituer les valeurs des fonctions partielles Cv» (?/' Cv» ®**^* *1^'°^ tirera des équations
F(a,*)=«, et /(«,*) = /S,
eu prenant successivement les fonctions dérivées relativement à a et jS , et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dans les suivantes.
a3a NOTE XL
Ainsi on aura d'abord
Mais on a en général, relativement a a el b^
/'(a,») = (%ii).'+(i>a)»'i
donc, en regardant aet b comme fonctions de et et /3, on aura relativement à chacune de ces quantités en particulier,
d'où Ton tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées partielles du premier ordre (jt\ C^p w)^ \f)^ exprimées par les fonctions par-
déduire des fonctions données F (a, b)y /(a, b)j en prenant leurs fonctions dérivées, relativement & a et 6 en particulier.
Ensuite , en prenant de nouveau les fonctions dérivées des valeurs r^V r^\ etc. relativement à a et /3, on aura les valeurs de (pi)i
f -7-7Y etc. et ainsi de suite.
Si l'on fait pour abréger
on aura
W*" M»— Ni»' W*" V/~" Ml» — Nii»' W
Mn — Nm'
"*Mb — Nm'
et les premières valeurs de p et q seront
nF(a,b) , N/(a,&) '^ — "" Mb — Ni» ^ Mi»— Ni»»
mF(a,& ) M/(a,fe) ■
^ •"■ M» — Nn» M» — Ni»*'
Ces premières valeurs de p et q coïncident avec celles que nous avons trouvées ci-deSsus; mais les formules que nous venons de donner pour les expressions générales dep et q ont l'avantage de présenter des séries tontes développées, et Ëidles à continuer aussi loin que l'on veut.
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Sur la manière de transformer toute équation j en sorte que les termes qui contiennent T inconnue, aient le même signe, et que le terme tout connu ait un signe différente
J'ai observé dans l'Introduction, que les méthodes de f^ieie et de ffarrioi, pour la résolution des équations numériques , ne peuvent s'appliquer d'une manièfe certaine qu'aux équations dont tous les termes qui contiennent l'inconnue y ont le même âgne y et le terme tout connu a un signe afférent, et j'ai dit qu'on peut toujours ramener à cette fi>rme toute équation, pourvu qu'on ait deux limites d'une de ces racines, lesquelles soient assez rapprochées pour que toutes les autres racines réelles, ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s'il y en a^ tombent hors de ces limites. Comme j'ignore si cette transformation est connue^ je crois devoir l'exposer ici, afin que ceux qui déûreraient se servir des anciennes méthodes puissent toujours les employer avec succès.
I. Soient a, b les deux limites données, ou connues d'une manière quelconque, a la limite en mmns, b la limite en plus. En supposant que x soit l'inconnue de l'équation proposée, oa
fera x= t/^ 9 et après les substitutions et les réductions, on
aura une équation transformée en ^ , du même d^ré que l'équation en Xj qui aura la forme demandée f si la limite a est assez près de la valeur de la racine.
Car soient ^9 jS, >, etc. les racines de l'équation proposée en a:, et CL la racine dont aetb sont les limites. Puisque x = ^ . > on
aura jr = ^^^ ; donc les racines de l'équation en y seront r^-^ y fZTfiy rZT" » ^*^' Qr wi a par l'hypothèse a > a < i ; donc ,
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« — a>>o, 4 — a>oj donc la racine ç-^^ sera positive et cPau-
tani plus petite, que la différence entre la limite a et la racine a sera moindre. Ensuite^ comme les autres racines fi^ y, etc. sont supposées tomber hors des limites a et b^ si /S << ^ , on aura aussi nécessairement j8 < i ; donc jS — a <COj etA — /3>o; donc la
racine f-— g sera nécessairement négative. Si, au contraire, /B > i,
on aura aussi /3 > a ; donc /3 — a>o, et ft — /3<;o; donc , ~^
sera encore une quantité négative. Donc la racine , ^ sera , dans
tous les cas, n^ative. Il en sera de même de toute autre racine, comme Y , qui correspond k une racine réelle y de l'équation en X.
Mais supposons que fi et y soient imaginaires , elles seront nécessairement de la forme p + a*!/— i , p — o-j/ — i , p et a* étant des <{uantités réelles (Note IX); donc faisant /3 = p + o'^/— i, la racine ^ ^ deviendra ^~^_*^^~ j multiplions le haut et le bas
par*— p4-crv/— I, on aura ^^ i^ [b—fy+a^ •
Mais on suppose que la partie réelle p tombe aussi hors des limites a et J; donc si p <fl, on aura aussi p <^; par conséquent p— •fl<o, i— p>o; donc (p— a)(ô — p)<o; et si p>^, on aura aussi p >> a; donc p— a^o, &— p<o, et par conséquent aussi (p — a) {b — p)< o; donc la quantité (p — a)(b — p) sera, dans tous les cas , négative.
Donc , puisque a* et ( ^ — p )* sont essentiellement des quantités positives , la racine i ~^ deviendra , dans ce cas , de la forme
— P -I- Q \/ — I , P et Q étant des quantités réelles, et P étant essentiellement positive. De même, en faisant j^ssp— O'j/— i,
la racine ^-^11? deviendra — P — Q i/— i , et ainsi des autres racines imaginaires.
Donc, en prenant des quantités positives p^ 9, r, etc., P, Q, R , etc. , les racines réelles de Féquation en x donneront dans la
transformée en y les racines réeUes /?, — y, — r, etc., et les racines imaginaires de la même équation donneront dans la transformée les racines— P+Qi/—i,—P — Q/—i,--R+Si/—i, — R — S j/— I , etc. Donc la transformée en y sera formée des ficteurs
y — P^ J + 97 J^ + '' etc.} jr + V — Q\/—i,
^ + P + Ql/— I, J^+R — Sv/— I, ^H-R^-Si/— I, etc.
Or , les deux facteurs imaginaires ^-|-P— Q j/ — i et ^-f-P-f-Q l/— i , donnent le facteur double réel/* -H aPf +P* -|- Q*, et ainsi des autres. Donc l'équation en y sera
(r--p){r+9) (^4-/-)-(r+3Pr+P*+Q*) ( r-+3Rj+R*+so-=o.
a. Considérons le produit de tous ces facteurs , excepté le premier, j^ — Pi comme tous les termes de ces facteurs sont positifs, il est visible que leur produit, ordonné par rapport à /, ne pourra contenir que des termes positifs. Le produit sera donc de la forme
^— H- Ay— • -I- B>*-» -I- etc. + K ,
où les coefHciens A, B, C, etc. K seront tous positifs, sans qu'aucun puisse être nul. Multiplions maintenant ce polynôme par le fiicteur y '^Pj on aura
jr- 4. (A— ;;)7-^« + (B — A;^)/-- + (C — B;;)j^' + etc. — K^ sn o,
pour l'équation en jr.
On voit ici que le dernier terme — - K/? est essentiellement négatif, et que les termes précédens seront tous positifs, si l'on a A>Pj B> A/?, C >B/7, etc. Gomme en rapprochant la limite a
de la racine a , la valeur de p , qui est v ~ , peut devenir aussi
petite qu'on voudra, il est clair qu'on pourra toujours prendre a
telle que l'on ait P<A, < j, <g, etc., ce qui rendra tous les
termes positifs, excepté le dernier.
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On ne doit pas craindre qu'en diminuant ainsi la valeur de p , les valeurs de ^, r, etc., P, Q, etc. diminuent en même temps, de manière à devenir nuUes avec P. Car en faisant a = ct^ ce
qui donne pzzzOj la valeur de q , qui est l^% deviendra — ^~* ; et les valeurs de P et O, qui sont — TI n7"i T et .,^ *^fV -i, deviendront rt xTi 7" et .. "^^j^ , et ainsi des autres.
Donc, on est assuré que la substitution de ^^^ au lieu de a: ^
donnera une transformée en jr qui aura la condition demandée , pourvu que la limite a en moins soit assez près de la racine dont elle est limite j ce qu'on pourra toujours obtenir eu essayant succès* sivement pour a des valeurs grandes.
3. On a trouvé dans le chap, IV (n* 27) , que l'équation oc^ — 70:4-7=0 a trois racines, deux positives et une négative ; et que les deux racines positives sont exprimées par des fractions continues , dont les termes sont 1,1,3,49 etc. et i , :» , i , 4 ^ etc. ; de là on peut former ces fractions convergentes vers les deux racines
i i - ^ iS etc
On voit d'abord que 1 et 2 sont deux limites de la première racine; mais, comme la seconde racine est renfermée entre les nombres 1 et | , elle se trouve aussi nécessairement renfermée entre les mêmes limites 3 on prendra donc les limites suivantes a et f ,
et Ton fera a = f , 6= 3 , et par conséquent a?= 7:7— = 3/, .y
Mais , puisque les multiples dejr ne changent pas les signes de l'équa-
tion en^, on pourra faire simplement a:= ^ , , en mettant j-
pour 3/. On trouvera ainsi la transformée
qui est, comme l'on voit, h l'état demandé.
De même , si l'on prend pour l'autre racine les limites f et | , en faisant a=4 et 4= | , on aura la substitution x = I-^îj21 -s j,,^^ ,
ou bien, en mettant simplement^ au lieu de 3jr^ a:=g-J-^, et l'on trouvera la transformée
qui a aussi la forme demandée.
Les limites que nous avons employées ont conduit directement aux transformées que l'on cherchait , mais si l'on avait pris, par exemple, pour la première racine les limites a et |, qui ont également la propriété qu^aucune autre racine s'y trouve comprise, puisque l'autre racine réelle est moindre que f, on aurait eu a =s|,
bssi2i ce qui aurait donné la substitution x = * , ^"^ == , , . ,
ou bien, en mettant jr pour a/-, or = "V,^^ ? et Ton aurait trouvé la transformée
qui n'a pas encore la forme demandée , parce que la racine positive se trouve trop grande.
Mais, sans recourir à une nouvelle substitution en augmentant la valeur de a, il suffira de diminuer toutes les racines d'une même quantité /, en faisant ^ = 2 -{- i, et chercher ensuite par des essais une valeur de / qui satisfasse aux conditions qu'on demande. On aura ainsi cette transformée
et il s'agira de prendre i positif, et tel que 3i*^2i^2 et... i* -4" ^^ ^ ^^ + I • On voit tout de suite que i = i satis&it , et l'on a la transformée
z^ + 4*' -f- 3^ — I == o, qui est la même que la trans£3rmée en jr trouvée d'ab(M*d. 4. Nous avons vu dans l'article III du chapitre Y ( n^ <y2),
que si ^ et A sont deux fractions convergentes vers une des racines de Péquation en a' , la transformée en i qui doit servir à trouver la fraction suivante, résulte directement de la substitution
de ^7T-^ , au lieu de x dans l'équation proposée. Faisons tz=s ^^
on aura
"•'Cy+O j'H-'
Cette substitution est, comme l'on voit, analogue à celle que nou»
avons employée ci* dessus, en prenant ^ et 7 pour les deux limites
que nous avons nommées a et b.
Or, comme deux fraclions^ consécutive» sont elles-mêmes des limites alternativement plus, grandes et plus petites que la racine cherchée , et qui se resserrent continuellement , il s'ensuit que les transformées qui répondent aux fractions plus petites que la racine , approcheront de plus en plus d'avcnr les conditions nécessaires pour pouvoir être de la forme proposée; et les transformées in->
termédiaires auront ta même propriété, en y substituant -au lieu de j^; car si ^ > >, Pexpression de x devient, pat cette substi-
tution, ; — ^.
La différence entre les deux fractions -7 et 7 étant -t7 9 lorsque
cette différence sera devenue moindre que la plus petite différence entre les racines de l'équation proposée, c'est-à-dire moindre que
la limite -r- (Note IV), on sera assuré qu'il ne pourra tomber entre
ces fractions qu'une seule racine 3 mais , à l'égard des parties réelles des racines imaginaires, il ne sera pas facile de s'assurer à priori qu'elles tombent hors de ces fractions , à moins de former l'équation dont les racines seraient a— — ^i^, et de chercher ensuite une limite plus petite que chacune de ces racines, pour la comparer avec la même différence -7-7.
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Au reste , quoique les fractions consécutives fournissent des limites qui se resserrent de plus en plus autour de la même racine » il est possible que les transformées n'acquièrent jamais la forme dont il s'agit, par la raison que les deux limites se resserrant à la fois, la racine positive peut aller en augmentant au lieu de diminuer. Mais , lorsqu'on sera parvenu à des fractions entre lesquelles il n'y aura qu'une seule racine réelle et aucune des parties réelles des racines imaginaires, il suffira de diminuer toutes les racines de la transformée correspondante , d'une même quantité qu'on pourra trouver par quelques essais, comme on l'a vu plus haut.
Lorsqu'une équation est réduite à la forme dont nous parlons , c'est-à-dire que tous ses termes ont le même signe, à l'exception du dernier terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans le second membre, et l'on pourra en extraire la racine à peu près comme dans les équations à deux termes où il n'y a qu'une seule puissance de l'inconnue; seulement on aura besoin de plus d'essais et d'épreuves , à raison des différentes puissances de l'inconnue qu'elle contiendra.
Ainsi, par exemple , si l'on a l'équation du troisième degré
J^ + Ar-l-Br — N = o,
dans laquelle A, B, N sont supposés des nombres positife, en la mettant sous la forme
^ 4. Aj^ + Bj = N,
on voit qu'au lieu d'extraire simplement du nombre N la racine de la puissance j^, il s'agit d'en extraire celle de la somme des puis^ sauces y^ -f* A;^ + By ; et si a est la partie de cette racine déjà trouvée, et p le reste, on aura
(Sa* H- 3Aa+B> + (3a 4- A);>* -|-;i» = N — a»— Afl»— Ba;
et par conséquent,
N — tt(a«+Aii4-B)
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formule qui répond à celle-ci p < ^ ^ , sur laquelle est fondé le
procédé de l'extraction de la racine cubique. Prenons l'équation trouvée plus haut
la formule sera ici
11 est d'abord facile de voir que le premier chifite de la valeur de a ne peut être que 0,9 j fisiisant donc a =3 0,3, on trouvera •••
p < Y — >> o,o5. En prenant p £= o,o4> la nouvelle valeur de a sera 0,24, et l'on trouvera p < -^^ — ^-^^ ^0,0089 etc.
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Sur la résolution des équations algébriques.
La résolution des équations du second degré se trouve dans Diaphonie, et peut aussi se déduire de quelques propositions des Data âiEucliâe; mais il parait que les premiers algébristes italiens l'avaient apprise des Arabes. Ils ont résolu ensuite les équations du troisième et du quatrième degré; mais toutes les tentatives qu'on a faites depuis pour pousser plus loin la résolution des équations , n'ont abouti qu'à faire trouver de nouvelles méthodes pour le troisième et le quatrième degré , sans qu'on ait pu entamer les degrés supérieurs, si ce n'est pour des classes particulières d'équations, telles que les équations réciproques qui peuvent toujours s'abaisser à un degré moindre de la moitié, celles dont les racines sont semblables aux racines des équations du troisième degré, et que Mowre a données le premier , et quelques autres du même genre.
I. Dans les Mémoires de l'Académie de Berlin (années 1770 et 1771 ), j'ai examiné et comparé les principales méthodes connues pour la résolution des équations algébriques , et j'ai trouvé que ces méthodes se réduisent toutes , en dernière analyse , à employer une équation secondaire qu'on appelle résolvante^ dont la racine est de la forme
x! + aa^' + a^x'" + a^x^'' + etc. ,
en désignant par ^, a!'j a!^^ etc. les racines de l'équation proposée, et par (t une des racines de l'unité, du même degré que celui de l'équation.
Je suis ensuite parti de cette forme générale des racines , et j'ai cherché à priori j le degré de l'équation résolvante et les diviseurs qu'elle peut avoir , et j'ai rendu raison pourquoi cette équation, qui est toujours d'un degré plus haut que l'équation donnée.
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est susceptible d'abaissement* pour Jes équations du troisième et du quatrième degré, et peut servir à les résoudre.
J'ai cru qu'un précis de cette théorie ne serait pas déplacé dans le présent Traité, non^-seulement parce qu'il en résulte une méthode uniforme pour la résolution des équations des quatre premiers degrés, mais encore parce que cette méthode s'applique avec succès aux équations à deux termes, de quelque degré qu'elles soient.
Représentons l'équation proposée par la formule générale
a* — Aor"-' + B»- • — C"-» + etc. = o ,
et désignons ses m racines par a:', a:"^ x'"^ etc. af^^-^ on aura, par les propriétés connues des équations,
A = «^ + ar" -H x''' 4- etc. + ««,
B = a/a^' + o/x"' + etc. + af'ao"' + etc. ,
C = afx''a:f^ -f- etc.
Soit t l'inconnue de l'équation résolvante; nous ferons, d'après ce que nous venons de dire,
< = a:' + cwc" 4- a^œ'" + a?a:'^ + etc. + a«-*jc«,
la quantité a étant une des racines m''"" de l'unité, c'est-à-dire , une des racines de l'équation à deux termes j' •— i = o.
Pour avoir l'équation en f , il &udra éliminer les m inconnues â/, a/', x^^ etc. , au moyen des équations précédentes qui sont aussi au nombre de m: mais ce procédé exigerait de longs calculs, et aurait, de plus , l'inconvénient de conduire à une équation finale d'un degré plus haut qu'elle ne devrait être.
3. On peut parvenir directement et de la manière la plus simple à l'équation dont il s'agit , en employant la méthode dont nous avons fait un fréquent usage jusqu'ici, laquelle consiste à trouver d'abord la forme de toutes les racines de l'équation cherchée, et à composer ensuite cette équation par le moyen de ses racines.
Il est d'abord clair que dans l'expression de < , on peut échanger entre elles , à volonté , les racines x^^ x"j etc. , puisque rien ne
les distingue jusqu'ici l'une de l'autre* D'où il suit qu'on aura toutes les différentes vsdeurs de <, en faisant toutes les permutations possibles entre les racines od^ oé\ ar% etc.; et ces valeurs seront nécessairement les racines de la réduite en t , qu'il ' s'agit de construire.
Or , Ton sait , par la théorie des combinaisons , que le nombre des permutations qui peuvent avoir lieu entre m choses, est exprimé en génà^ai par le produit i.2.3. •• .m; donc l'équation en l aura en général autant de racines qu'il y a d'unités dans ce nombre, et sera par conséquent d'un degré exprimé par le nombre i • 2 . 3 . • • m ; mais nous allons voir que cette équation est susceptible d'abaissement par la forme même de ses racines.
Comme cette forme dépend de la quantité tt qu'on suppose être une racine de l'équation j^ — 1 = 0, nous commencerons par quelques remarques sur les propriétés des racines de cette équation ; et pour cela , nous considérerons séparément les cas où l'exposant m est un nombre premier, et celui où cet exposant est un nombre composé*
4^ Supposons d'abord que le nombre m soit premier; dans ce cas, toutes les puissances de (t jusqu'à a" auront des valeurs différentes, à moins que l'on n'ait a= 1. Gir si deux puissances a»» et a» étaient égales, on aurait «'»==*% et de là «'»—*= i; or aucune puissance de et moindre que m ne peut être .= i tant que a n'est pas = i. En effet, puisque a*^— - i =: o^ si l'on avait en même temps «■ — 1=0, n étant < /» , il faudrait que ces deux équations eussent une racine commune; et en cherchant, par les règles ordinaires, le plus grand commun diviseur des deux quantités a" — i et «■ — I , on trouve nécessairement a — 1 pour ce diviseur, à cause que m est un nombre premier ; de sorte que la racine commmie aux deux équations a*— i = o et a"— i = o ne peut être que l'unité.
5. Il suit de là, l^ que les puissances a, a% a*, etc. a" représentenlr toutes les racines de l'équation y^ — 1=0, en prenant pour et une quelconque des racines de cette équation , autre que l'unilé. Car puisque a*ss 1 , on aura aussi a**=: i , a^'ss i^ etc. ;
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de sorte que les puissmces. et y a?, a', etc. a" seront aussi des ra* cines de la même équation ; et comme elles sont au nombre de m , et ont toutes des valeurs différentes , elles donneront nécessairement toutes les racines de Féquation^— i =:o.
6. Il s^ensuit aussi , a*, que si , dans la série des puissances a , a% a', etc. a""', l'on substitue pour a une quelconque de ces puissances, comme a", n étant <im; la nouvelle série a", a**, a'% etc., en rabaissant toutes les puissances au-dessous de a", à cause de a" =: 1 , contiendra encore les mêmes puissances, mais dans un ordre différent ; car il est visible que tous les exposans /}, a», 3/», etc. sont dîfférens, et que leurs restes de la division par m le sont aussi, parce que m est un nombre premier ; de sorte que ces restes étant au nombre de m, et tous différens entre eux, ne peuvent être que les nombres I ^ ^ , 3 , etc. /7t.
rj. G)nsidérons maintenant le cas ou 77» est un nombre composé. Dans ce cas , si n est un diviseur de 77t , toutes les racines de l'équation ^"— i = o seront commune à l'équatioù ^ — i =s o , parce qu'en supposant le nombre r racine de l'équation jr' — 1=0, on aura r"= i ^ et par conséquent aussi r*== i : de sorte que r sera aussi racine de l'équation j^ — i = o. En faisant donc a = r , on aura a"= i ; et si 77»=5 np^ il est visible que dans la série des puissances A, «t*, a', etc. a", chacune se trouvera répétée p fois; par conséquent ces puissances ne pourront plus représenter toutes les racines de l'équation ^ — i = o ^ parce que cette équation ne peut avoir de racines ^ales.
8. Soit m=pq^ P ^^ 9 étant deux nombres premiers, et soit j3 une des racines de l'équation j^p — 1=0, et y une des racines de l'équation ^ — 1 =s o , il est clair que jS et ^ seront aussi racines de l'équation ^—1=0, parce cjue ^ et y^ étant = 1 , on aura aussi jS^^s i , ^'^zz: 1 ; mais toutes les racines de l'équation ^-—1=0 ne pourront pas être représentées par les puissances successives de ces racines /3 et y.
On voit aussi que le produit fiy sera racine de la même équation ^ — ' I =s o ; mais aucune puissance de cette racine, dont l'exposant serait inférieur a iti, ne pourra être égale à l'unité^
à moins que j8 oa y ne soit = i ; car il Saindrait que l'exposant de cette puissance f^t un diviseur de m, et par conséquent ^al a p ou à 7; on aurait donc (jS^^sis i, ou (fiyy=: i. Dans le pre* mier cas, on aurait >' = i , k cause de jS^ = i (hyp.) : et comme on a déjà ^♦— 1 = (hyp.), il en résulterait y — 1=0, à cause que p et q sont premiers entre eux ; dans le second cas , on aurait /B _ I = o.
9. Ain» , tant que fi et y sont différens de l'unité , la racine fiy de l'équation ^—1 = 0, a, lorsque m^pq^ la même propriété que la racine a lorsque m est un nombre premier, savoir, que toutes les racines de celte équation peuvent être représentées par les puissances successives de fiy.
10. G)mme les valeurs de j8 sont au nombre de /?, et celles de y au nombre de ^, les valeurs de fiy seront an nombre de pç^ c'est-a-dire de m ; et il est facile de prouver que ces valeurs seront toutes différentes entre elles, parce qu'elles peuvent être représentées par fi^y'j en fisiisant successivement r= i , 2 , 3 • • • /f et. . .. 5=:i, 3, 3...7, à cause que les nombres p et q sont supposés premiers. D'où il suit que toutes les radnes de l'équation j^ ■ 1^=0 , m étant =/'79 peuvent être représentées par les produits fiy des racines des équations f^ — i=so,jrf — 1=0,/? et q étant des nombres premiers.
On prouvera de même que ûm^spqty en supposant /?, q^ r des nombres premiers , et que j8 , ^ , J^ soient respectivement des racines quelconques des trois équations^ — i = o, j^ — i — o, y — 1=0, le produit i3>/, en donnant succesâvement à jS, ^, i" toutes leurs valeurs , pourra représenter tontes les racines de l'équation j^ — • I == o ; et que celles de ces racines qui seront exprimées par fiyS" y en excluant l'unité des valeurs de j8, y^ J^, auront les mêmes propriétés que les racines de l'équation y^ —1=0, lorsque m est un nombre premier.
Et ainsi de suite.
1 1 . Mais si l'on avait m=^, p étant un nombre premier, en prenant /3 pour une quelconque des racines de l'équation j^ — isao, il est clair que jS serait aussi racine de l'équation j^ — i s= o ,
et que y file serait aussi. Ou prendrait donti, dans ce cas, pour y
une quelconque des "valeurs de v/p , et 1 on aurait également fiy pour l'expression de toutes les racines ^ — - 1 = o.
De Ynême, à mzs^j^y en conservant les valeurs de jS et y^ on
ferait, de plus, ^=iyfi^ et l'on aurait fiyS" pour l'expression de toutes les radnes de /*-^ i =0 , en donnant successivement k fi^y^J^ toutes leurs valeurs. Et ainsi de suite.
la. Donc, en général, si /ii=//*yV'. . . , et que iS , >, «T, etc.
soient respectivement des racines quelconques des équations. •••• •
jr^ — 1=0,^—1 ==0, y — I = o, etc. , py y, r, etc. étant des
nombres premiers, si l'on fait, de plus, /3'= i/jS, fif'zsiyfi'^ etc.,
y= V^j., y''=\/y, etc., J^^izzy^J', cT^zs/eT', etc., on aura... /SjS'^'^ . . X >yy. • . X cTcT^cT'. . . pour l'expression générale des racines de l'équation ^— i=:o, en donnant successivement à /S, /3', etc., y y y\ etc., cT, J^, etc. toutes les valeurs dont ces quantités sont susceptibles chacune en particulier.
On voit par là que pour avoir les racines de l'équation à deux termes j^ — 1 s=5o, lorsque m n'est pas un nombre premier, il suffit de résoudre des équations semblables des degrés dont les exposâns soient; les nombres premiers qui composent le nombre m.
i3. Enfin nous remarquerons que comme l'équation ^•— 1 ss o manque de tous les termes intermédiaires, si l'on nomme i, 4, j8, >, etc. ses racines, on aura par les formules générales données an commencement de là Note YI,
i-+'*+i3+>+cr+ etc.
I + *• + /3' + >• + J^' + etc.
I + a* + /8» + y + J'* + etc.
etc., 1 + a—' H- /3^* + >^" -H ^^ + etc. es: oj
ensuite^ à €au«e de a" = i , ^ s: t , etc., on aura
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I + a» + /S- + >- + cT* 4- etc. = , + a»-^* + jS»-^* + >-^* + etc. = I + ««+• + /3*-^* 4- >-^» 4- etc. =
et ainsi de suite.
Ces différentes remarques nous seront fort utiles dans la suite.
i4* Ces préliminaires posés, considérons la fonction
f = a:' + Aod^ + a»y + é?x^^ H- a*a?^ + etc. + a""-'a:^\
dans laquelle x\ jc", x'^\ etc. a:^"^ sont les racines de l'équation proposée du degré /7i, et « est une racine quelconque de l'équation. . • ^—1 = 0, de manière que l'on ait a" = i .
On voit d'abord que cette expression est une fonction invariable des quantités cûoC^ aLod\ a^x'"^ etc., et qu'ainsi le résultat des permutations des racines x', od\ x'"j etc. entre elles, sera le même que celui des puissances de (t entre elles.
i5. 11 suit de là que at sera le résultat des permutations simultanées de x' en ai\ x'* en x'"j etc. , jp^"^ en j/, à cause de a*=i. De même etU sera le résultat des permutations simultanées de x' en x"', cd' en a:*% etc., o:^"*'^ en x\ et af^^ en x", à cause de fit" :;= I , a""*"* =^ flt , et ainsi de suite.
Donc, t étant une des racines de Féquatiou résolvante en t y eu y eeMy ct?tj etc., a""7 seront aussi des racines de la même équation ; par conséquent l'équation en t devra être telle, qu'elle ne change pas en y changeant t en ctty en a% en a?ty etc., en a^^^U; d'où il est fiicile de conclure d'abord que cette équation ne pourra contenir que des puissances de t dont les exposans soient multiples de m.
Si donc on £aitf* = 6, on aura une équation en S qui ne sera que du degré i.9*3...m— ^f, et dont les racines seront les différentes valeurs de 6 résultantes des permutations des m— *i racines j/', a?"', etc., a^ entre elles.
i6. L'expression de sera, à cause de *•= i, a*"= i, etc., de la forme
e = ^- + £tf 4- «•f 4- «»f^' 4- etc. 4- ^•^•p-'^
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dans laquelle les quantités ^•j ^', 0", etc. seront des fonctions dëtei>minées de x\ ar", x"\ etc. , lesquelles auront en général la propriété d'être invariables, par les permutations simultanées de xf en a^'^ af' en x"\ etc. , or^"^ en x\ de x' en x"\ af' en x'^^ etc. , x^^^^h en x\ o:^"^ en j:", et ainsi de suite ; ce qui suit de ce que 9 est également s= r ==: (flt/)" == («•/)"•, etc»
Lorsque les quantités Ç*, ^, ^', etc. seront connues , on aura tout de suite les valeurs de toutes les racines a:', a/'y x^'^ etc. de la proposée. Car puisque Sc=f*, on aura f= |/9; et si l'on dénote par i, ^> /^ I 7 » 6^^* ï^ racines de l'équation j^ — i = o , et qu'on dénote aussi par 6"*, fi', 6'^, etc. les valeurs de 6 qui répondent à la substitution successive de ij cl, fi, y^ etc. à la place de et dans l'expression de 0, on aura, à cause de
< = or' -f. flur^' -f. et^x"' + etc. + a"-»ar^'^, les équations suivantes :
x' H- x" + x^' 4- etc. + a:« = V^, x^ + axf' + a^xf'^'J^ etc. + ef^'a^^ = \/F,
jc' H- fiaf' + /S-y'H- elc. + /S"— a<-> = v/fl*,
x!' + >a/' + >*a?"'+ etc. + y^»x« s= \/B^, etc.
Ces équations étant ajoutées ensemble , donneront d'abord par les propriétés des racines i , a, /S, 7, etc. (p? i3),
. ^/ô* + v/6' + y/? + etc. + t/flg =ô
Ensuite , si on les multiplie respectivement par i , a*r', j8*"*, >""*', etc. , et qu'on les ajoute de nouveau ensemble , on aura , par les mêmes propriétés ,
f, _ \/¥ + a"-' y/y + jg'»-' \/¥ + >■»-' v^y +ètc
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On trouverait de la mêaie manière
^6« + ««-* l/y + i8«-* l/a* + ^"'-« ^/8^ 4. etc.
et ainsi de suite.
17.. Nous remarquerons sur ces formules que le terme \/9^ëtant égal: à la somme a:' + a/' -j- a:"' + etc. des racines, est donné immédiatement par l'équation; de sorte qu'on a ^Q^r=:A (n®a),équa« tien nécessairement identique, et qui pourrait servir, s'il en était besoin, à s'assurer de la bonté du calcul.
li' suit de là aussi que comme 6* = ^* + 0' + ^'' + ®tc. , en frisant a = I , on aura
ça ^ ^/ ^ ^'/ ^ etc. + ^»> = fl* = A-, et par conséquent,
valeur qui^ étant substituée dans l'expreasîon générale de ft, la réduira k cette forme plus simple
k cette forme plus simple
=A-H-(«— o?'+(*'-or+(«'-or, etc.,
. aura les valeurs de d', 0'', 0^^, etc., en mettant a, fiyy^
et Ton aura les valeurs de ô', fl", fl''^, etc., en mettant a, i8,y, etc. racines de l'équation ^"'* H-J'**"^ + J^*"^ + etc. -f* ' = o , à la place de a (n^ a3).
18. La difficulté se réduit donc à trouver les valeurs des quantités ^'y j^'^ ^"^y etc< qui entrent dans l'expres^on de 6, lorsqu'elles ne sont pas données immédiatement. Dans cette recherche, il .convient de distinguer le cas où l'exposant /ti est un nombre premier de ceux où m est un nombre composé.
Supposons d'abord que m soit un nombre premier; nous avons: démontré ci-dessus (n^ 6), qu'alors en prenant* pour (t une racine quelconque de l'équation^— i =s o, autre que l'unité, si, dans la série des puissances a, a% oè^ etc» ct""*'^ on. substitue à -la place de a
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une quelconque de ces mêmes puissances, on retrouvera toujours la même série de pmssances, seulement dans tin ordre différent. Or il est visible que dans la fonction t , le changement de a en a* répond aux permutations simultanées de af' en x^^ x^^ en x^y etc.; que le changement de et en a^ répondra aux peritiutations simultanées de x^' en a:'% x^^' en ar^", etc., et ainsi de suite. Donc, les changemens successif de a en a% a', etc. «""% répondront à autant de permutations où x^' prendra la place de xf^y x*% etc. x^ ; ce qui fait m— -i permutations dont chacune pourra] ensuite être combinée avec toutes les permutations possibles entre lés autres m-— a racines «"', x^\ etc. a:^"^
Il en sera donc de même de la fonction ; et comme dans cette fonction les changemens de tf , en a% a', etc. répondent à des permutations de 0' en Ç", en 0'", etc. , correspondantes à celles de a/' en x^'y en x^\ etc. , dans la fonction f ; il est facile d'en conclure que les quantités Ç', Ç", Ç", etc. seront les m — i racines d'une équation en ^ du degré m — i , dont les coefficîens seront des fonctions de fi/, xf\ x^'\ etc. , qui ne seront susceptibles que d'autant de valeurs différentes qu'il y aura de permutations entre les m — a racines x^"y j:*% etc. jc^"\ c'est-à-dire de i.a.3. . .(iw*— a) valeurs , et dépendront par conséquent d'équations du degré • • . i.2«3.. .(m— «a).
19. On peut même démontrer que tous ces coefficiens ne dépendront que d'une seule équation de ce même degré j car si l'on re* présente par
0—» — M0— H- N^» — etc. s= o ^
l'équation en Ç, dont Ç', ^", ^'"y etc. sont les racines; en faisant dans les fonctions M , N , etc. les i • a • 3 • • • (m -— a) permutations entre les racines x^\ x^^, etc. , on aura autant de pareilles équations qui , étant multipliées ensemble , donneront une équation finale en ^ du degré i.a.3. • «m — i , dans laquelle les coefficiens seront des fonctions invariables des radnes a/, xf'y xf*y et par conséquent déterminables par les coefficiens A , B ^ G ^ etc. de l'équation proposée.
L'équation Ç*^' — M^*"* -f- Ni?^* — etc. = o sera donc un
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diviseur de celle-ci ; faisant la division à la manière ordinaire , et galant à zéro les /n— •'! termes du reste, on aura autant d'équations dont les premières m— 2 donneront les valeurs de N , P, etc. eh fonctions rationnelles de M. Ainsi il suffira de trouver l'équation en M du degré i«2.3...m-— x
Si donc cette équation pouvait se résoudre , et il suffirait d'en connaître une seule racine, on aurait les valeurs des coefficiens de l'équation en Ç, qui est d'un degré moindre d'une unité que la proposée , et dont les m — - i racines seraient les valeurs des quantités ^', Ç", 0''', qui entrent dans l'expression de ô.
20. Mais au lieu de chercher les racines ^^, Ç", ^'"j etc. , il pourrait être plus simple de chercher directement fl', 6'', fl''', elc. U est clair que ces quantités seront les racines d'une équation en du /îi — 1 degré, qu'on trouvera en éliminant a de l'expression de fl, au moyen de l'équation a" — « i ::= o , après en avoir ôté la racine i ,, c'est-à-dire de l'équation
ct*~* + "r:* + "^* + etc. 4- ' = ^«
Cette équation en sera ainsi débarrassée de la racine a, et ses coefficiens exprimés par les quantités Ç% ^', Ç", etc. étant considérés comme fonctions des racines or', ^', x^^\ etc. , ne seront susceptibles que de i • a • 3 • • . (m — 2) variations par toutes les permutations possibles entre ces racines \ car comme les changemens de place de oé* répondent aux substitutions de et*, «', etc. , au lieu de a, et que la quantité a a disparu de l'équation en S, il s'ensuit quie dans l'expression de ses coefficiens, on pourra r^rder oê^ comme fixe, ainsi que x\
Sans employer la voie de l'élimination , on pourra parvenir directement à cette équation en 0, au moyen de ses racines 0^, 0'^, 0'^, etc. , dont l'expression est connue ; car en représentant cette équation par
fl— 1 _ T0-^* + U0-^ — etc. = o ,
on aura , par les formules connues ,
T = fl' + 6" + 0'" + etc. , U = fl'fl" + fl'5''' + &T' + etc. ,
21. On pourra faciliter beaucoup la détermination de ces coefiicîens , en les déduisant des sommes des puissances successives des racines fl', fl'', etc. jusqu'à la m""*' puissance. En effet , si Ton élève successivement le polynôme
^o ^ ^^f ^ ^.^r/ ^ ^3çw ^ etc. + a«-«'gc— o
aux puissances a*"% 3*"", etc., et qu'on dénote par ^a, ^3, ^4> etc. les termes de ces puissances , qui ne seront point affectés de la quantité âi, après avoir substitué partout i pour a"*, et pont «1""^% et ainsi des autres; que, déplus, on fasse pour l'uniformité
fl» = Ç« H- ^' + I" + Ç"' + etc. + ^c— >.
en sorte que les quantités 6"*, 0', 6", etc. répondent aux racines i , a, /S, etc. 3 il est facile de voir qu'on aura , par les propriétés de ces racines exposées plus haut , m^*, m^2 , m^3 , etc. pour les sommes des puissances i*", 2*"% 3*—, etc. des quantités fl% 6', fl'', etc.
Or fl® = A" (n® 17); donc, si l'on retranche respectivement des quantités m^% m^2y /7i^3, etc. les puissances de A", les restes mÇ* — A", m^2 — A**, m^3 — A*", etc. sont les sommes des m — I racines fi', fi'', 0'", etc. de leurs carrés, de leurs cubes, etc.; d'où l'on tirera les sommes de leurs produits deux à deux, troia à trois^ etc. par les formules données dans le chapitre I*' (p? 8), ainsi qu'il suit :
T( wigo — A" ) m^a — A
fin
^ _ U(m^<> — A" ) _ T(mg2 — A*") /ng3 — A ^" ^ ~ 3 3 ^ 3 ~>
etc.
aa. Maintenant, si l'on fait dans les expressions des cpefficiens T, U, V, etc. en ai\ x", a/", etc. toutes les permutations pos-
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sibles entre ces racines af^ a!'^ etc. , on ne trouvera pour chacun de ces coefficiens que i .a.3. . .(m-— a) permutations provenant uniquement des permutations entre les m — 2 racines or", x"\ etc.
Ainsi on aura pour la détermination de T une équation de ce même degré , qu'on pourra former par le moyen de ses racines, ensuite on trouvera les valeurs des autres coefficiens U , V, etc. en fonctions rationnelles de T, par la méthode donnée plus haut, relativement aux coefficiens de l'équation Ç (n** ig).
Le problème se trouvera donc réduit à la résolution de l'équation en T du degré i .2.3. • .(m — 2), laquelle sera toujours d'un d^ë plus haut que la proposée, lorsque m sera au-dessus de 3. Il est possible que cette équation puisse être abaissée à un degré moindre , mais c'est de quoi il me parait très difficile, sinon impossible, de juger à priori.
a3. A l'égard des racines ^ 9 jS > > 9 etc. , comme elles sont avec l'unité les racines de l'équation ^"'•—1=0, si l'on divise cette équation par jr^^iy pour en éliminer la racine i , on aura l'équa* tion du degré «fr— i ,
jm^i ^^-t ^^— s ^ etc. -|- 1=0,
dont a, jS, y^ etc. seront les /n— ^i racines.
Cette équation est d'abord , comme l'on voit , d'im degrtf moindre d'une unité que l'équation proposée ; mais étant d'une forme convertible, elle peut toujours s'abaisser à un degré moindre de la moitié; de plus, par la belle découverte de M. GausSj on peut la résoudre à l'aide d'autant d'équations qu'il y a de fiicteurs premiers dans ut — • I , et qui ne montent qu'aux degrés marqués par ces facteurs. On peut même la résoudre directement sans passer par aucune équation intermédiaire , comme on le verra dans la Note suivante.
24- Nous avons supposé (n^ 18) que l'exposant m du degré de l'équation est un nombre premier ; considérons maintenant le cas où cet exposant est un nombre composé. Dans ce cas, nous avons vu que les racines de l'équation ^ — i = o sont de deux espèces ; les unes sont commîmes à l'équation ^— -i=:o^ n étant un
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diviseur de m y et leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes les racines de Féquation primitive, parce qu'elles n'ont de valeurs différentes que jusqu'aux puissances n ; après quoi , les mêmes valeurs reviennent toujours dans lé même ordre ; lès autres n'apparliennent qu'à l'équation j*"» — i = o , et jouissent des mêmes propriétés que les racines de cette équation , lorsque m est un nombre premier. Ainsi, il faudrait d'abord borner le raisonnement du n® i8 aux seules racines a, qui sont propres à l'équation 7* — '1=0, et modifier, en conséquence, les conclusions que nous en avons déduites, relativement à l'équation en ^. De plus, en n'employant même que ces racines pour a, on ne peut pas dire que la substitution d'une puissance quelconque de et à la place de et dans k série a, tt% a', etc. a"^*, redonne toujours les mêmes termes, parce que si m=:n^, la substitution de a" pour et, ne donnera jamais que les puissances a", a*% etc. et"'', à cause de et*^ ^ i . U résulte de là que les quantités ^, ^'\ ^"\ etc. ne pourront plus être les racines d'une même équation , mais devront dépendre d'équa-* tions différentes qu'il faudrait chercher séparément , ce qui al(»igerait le calcul.
Mais en employant les racines communes à l'équation j^ — i = o ,^ la méthode générale se simplifie, et la résolution du degré m se réduit à celle d'autant d'équations des degrés inférieurs n que l'exposant ma de facteurs premiers ; c'est ce que nous allons dcveloj^r.
a5. Supposons donc que le nombre m ait un diviseur /», nous avons vu (n® 7) que toutes les racines de l'équation j""-— ic=o sont communes à l'équation ^"^ — i = o ; ainsi dans la fonction
< =z= j/ + aa^' + <t'x"^ -f- etc. + a— 'a:^"> ,
nous pourrons prendre pour a une des racines de l'équation^*-— i:=sa. On aura alors flt"= i , a"^'=a, ût""*"*=a% etc., «•■=1 , a*""*"'»*^ «'■'*■• = a% etc., jusqu'à flt"=i ; et l'expression de ^ se réduira à cette forme plus simple,
I = X' + aX" + a-X'" + etc. 4- a-*'X^-^
en faisant, pour abréger ^
X' = a:' + ar^'-^'^ + a:^*»-^0 ^ etc. + jrC«— +o^ X" = ^' + a<-^*^ + a^"-^*> + etc. + jfi^'-^^\ X"'= 0:'''+ a:^»+«5 + o:^"-^^^ + etc. + o:^— «+«, etc. , XW= oi^co.^ jjC ■) .^ o:^^"^ + etc. + j:^*\
Regardant maintenant les quantités X', X'', X% etc. X^"^ comme les racines d'une équation du degré n^ il est clair qu'on pourra appliquer à la fonction t les mêmes raisonnemens qu'on a faits dans les n^* i5 et i6, et qu'on parviendra à des conclusions semblables.
Ainsi , en faisant <" = , on aura , à cause de a*s=i i , une expression de 9 de la forme
9 = ^» H- af + a*^" + etc. ct»-»^^— ^
dans laquelle les quantités ^% ^'^ ^^\ etc. seront des fonctions connues de X', X'', X'", etc. lesquelles auront la propriété d'être invariables par les échanges simultanées de X' en X", X" en X'^, etc. , XC^ en X'.
G)nnaissant ces quantités, on aura immédiatement les valeurs des racines X', X'', X''', etc. , par des formules semblables à celles du n® i6.
Ainsi, en prenant i , ci, /3, etc. pour les racines de l'équation. .. j^*— I =o; et supposant que 8% 9', 9", etc. soient les valeurs de fl qui répondent ketz=z i ^ a^ fi^ y^ etc., on aura
|/6» + v^ô' 4- l/ô- + etc.
V¥ + «— \/W + j8— \/¥ + etc.
Y/ff —
n V^F + «— • /r + |g»- t/F + etc.
etc.,
où l'on remarquera que le terme v^fl^ est toujours ^al à la sonune
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des racineB, qui est ici
X' + X" + X"' + etc. = a/ H- x" + «^ H- etc. = A.
On n'aura encore par là que les racines X', X"', X*', etc.; pour avoir les racines primitives x', aP^ x'", etc. , il n'y aura qu'à reg&rder séparément celles qui composent chacune des quantités X', X'', X^, elc. comme les racines d'une équation du degré égal au nombre de ces ra:cines, et y appliquçr la m^e méthode.
26. Lorsque n est un nombre premier, ce qu'on peut toujours supposer en prenant pour n un des facteurs premiers du nombre m , les quantités f', ^'', ^'"^ etc. seront, comme dans le n^ 18, les racines d'une équation du degré n — 1 , dont les coefficiens dépendront d'une équation du degré i.:i.3.../i— -:i. Cette dernière équation aura pour coefficiens des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X, dont X', X'', X"', etc. sont les racines. Or ceux-ci ne' sont pas connus ; il n'y a que ceux de l'équation d<mnéé, dont JC^, a/\ xf"^ etc. Mat les racines, qui le soient; il s'agit donc de voir comment ceux-là pour* ront dépendre de ceux-ci.
Il est clair qu'en substituant pour X\ X'', X'^, etc. leurs valeurs en x\ j!\ ocP\ etc. , les coefficiens dont il s*agît deviendront des fonctions connues des racines x^, y, af^^ etc. ; et pour trouver les équations d'où ces fonctions dépendront , la difficulté se réduira à chercher de combien de valeurs différentes «es fonctions seront susceptibles par toutes les penaatfttîons possibles entre les racines Jt^, x", x^, etc. af^.
37. Le nombre total des permutations entre ces m racines, est en général i • :i . 3 • • . m ; mais s'il y a des pennutations qui ne produisent aucun changement dans les fonctions dont il s'agit ,^ il faudra diviser par le nombre de ces permutations le nombre total des permutations, parce que chaque permutation se combinant avec toutes les autres , ne s'ajoute pas aux autres , mais les multiplie.
Or les mcines a/, a:^'*»>, etc. , x^-^0 qui entrent dans l'expression de X', et qui sont au nombre de p ^ à cause de m sa /yi ^ .«ont susceptibles de i.a*3.*»^ permutations; mais comme eUet
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entrent dans X' sous une forme invariable, leurs permutations ne produisent aucun changement dans la valeur de X'; par conséquent on aura d'abord le diviseur i .2.3. . . p.
L'expression de X'' étant dans le même cas, donnera de nouveau le diviseur i.a.i, . .p'y de sorte qu'on aura le diviseur (i .a.3. . .p)*, à raison des deux fonctions X' et X'' ; par la même raison , les trois fonctions X', X^, X'", donneront le diviseur (i .2.3. • ./?)' et les n fonctions X', X", X"', etc. X^"^ donneront par conséquent le diviseur ( 1 . 3 . 3 ... /?)".
Enfin les n quantités X^, X^', X'^', etc. sont susceptibles en ellesmêmes de I.3..3... /i permutations; et comme les coefficiens de l'équation en X, sont des fonctions invariables de ces quantités, il en résultera encore le nouveau diviseur i • a . 3 . . • n.
D'où l'on peut conclure que les coefficiens de cette équation , regardés comme des fonctions des m racines x'y x^\ a/^', etc. , ne seront
susceptibles que de 5 -7 = r: valeurs dinerentes , et
ne dépendront par conséquent que d'une équation de ce degré.
Ainsi , les coefficiens de l'équation du degré 1.2. 3.. .7» — 2, qui sont des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X, dépen* dront d'une équation de ce degré.
Donc, en donnant à ces coefficiens toutes les valeurs qui ré^ pondent aux racines de cette dernière équation , et multipliant ensemble toutes les équations résuhantes, on aura enfin une équa-
tion du degré ,.,...'„'';;^(V.a'I..p)« >< ».2.3. . .»-a), savoir,
f If i\ n f I 2 3 ï? ' ^^ ^^^ l'équation d'où dépendront les coefficiens de l'équation en ^ du degré — i ,. dont les racines seront les valeurs de ^', ^", ^'"^ etc. Ainsi on peut dire que c'est à une équation de ce degré que la résolution de l'équation proposée se réduira en dernière analyse.
28. Pour achever la résolution de Féquation proposée en jr,Tl faudra encore tirer les valeurs de ses racines a/, jr^, a/", etc. x^"^ de celles des racines X', X", X''', etc. (n* 25). Pour cela, on regardera les p racines «', ^"♦''^, etc. , qui composent la valeur
de X', comme étant les racines d'mie équation du p'^'^ degré , et qui sera de cette forme
a;^ — X'of-' H- ^of-* -- fjut^^ + vj^^ — etc. = o,
dans laquelle les coeiBciens A , /Et , y , etc. seront inconnus; mais comme cette équation est censée renifermer p des m racines de l'éqnation proposée
a^ — Ao:""' + Jc^*"* — Gr*"' + etc. =0,
où m:=inp j elle, devra être un diviseur de celle - ci ; par conséquent il n'y aura qu'à faire la division ordinaire, en supposant nuls les termes affectés de a:*^', af^^y etc. dans le reste. On aura, par ce moyen, p équations en X', A^ ft, etc. dont les /? — i premières donneront les valeurs de A , /i , etc. en X', par des équations linéaires. Ainsi X' étant connu, on aura aussi A, fe, etc., et il ne s'agira plus que de résoudre cette équation dn degré ;>. De même, en substituant la valeur de X'' à la place de celle de X', on aura l'équation qui donnera les racines x'', aff^^y af^^^\ etc. , et ainsi de suite.
29. On voit par là que cette dernière méthode revient à décomposer l'équation du degré m=inp en n équations du degré p'^ mais si, pour cette décomposition, l'on suivait la méthode ordinaire, il faudrait résoudre une équation du degré
mfjn"^ i) (m — 2)%.. ..(m— p + i) i.a.3 -P " '
«omme nous l'avons vu dans la Note X j au lieu que celle-ci ne demande que la résolution du degré
ni
qui est toujours moindre que le précédent.
Soit m = 4 9 '»= ta y ^ ss 2 , ces degrés seront
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Soit m ss 6, nssziy ;9SS53, on aura
i îs= ao, — 7 — ^Tï- = lo:
«t ti l'on fait iissS, /issa^ on aura
et ainsi de 'suite.
3o. Appfiquons la théorie précédente aux équations <ia second ^ du trovstëme et du quatrième degré.
Soit d'abord l'équation du second degré
Jt* •■*• A^ *+• B as» o^
dont les racines soient ^ et aP.
On a id /nsssa, qu'on peut regarder oosune un nombre premier ; prenant f^our ce. --ime ncine de l'équation ^ — - i ss: o , on &ra
t =z a/ + <ta/'y
d^où l'on déduit
9 as (• ta jc^ + ;r^'* 4. 9M(/x^\
à cause de a* as i ) donc ^ = ^x^od'y fonction invariable des racines a/ et af*.
En efiet , on a B =s x^af^j et par cotiséquent ^' = 3B. Or l'équation ^ — is=3 données: i^ """^î <lonc a=— i, et (n** 17) fi' =s À* — a^' = A* — « 4^. Ainsi les expressions des deux racines seront (n*** 16, 17)
comme on le sait depuis long-temps.
3i. Soit maintenant l'é<|sation générale du tnoisiéme degré
a^ — • A^* + Br — C ;= o,
dont les racines soient x?^ af^ air"'.
Ou a ici 771 s=: 3 nombre premier; la fonct^Hi t sera dooc^ en prenant pour cl une racine de j*' — i s= o ,
^ = jc' + «/' 4. (x*a?"', et la fonction :?= I' sera , à cause de a' =s i ,
où l'on aura
Ç* = x'^ + ar"« + ^w ^ ôa^ai'aJ",
Les quantité Ç', Ç" seront donc les racines d'une équation du second degré, dont les eoeiEciens dépendront d'une équation du degré 1 . 2 . • . /7i — 2 ,. c'est-à-dire du premier degré , et qui seront par 000séquent des fonctions rationnelles de ceux de l'équation proposée. En effet , on voit que par toutes les permutations possibles entre les trois racines x\ x^\ x"\ les deux fonctions ^', ^" restent les mêmes , ou se changent l'une dans Tautre ; de sorte qu'en les supposant ra-^ cines de l'équation
?• — MÇ H- N = o,
on aura M = 0'+^", N=Ç'§" fonctions invariables de x\ a^y x^, et par conséquent déterminables par les coefficiens A , B, G de la proposée.
En effet, on trouve facilement, par les formules de la Note X (n^ 4)>
M = g' + ^' = 3AB — 9C, ^ N == er = 9B' 4- ^^' — 6AB)C H- 8iC\ Ainsi l'on n'aura è résoudre que féquation du second degré
^•-.(3AB--9C)e + ftB'4-9(A» — 6AB)CH-aiC';?=P,
dont on prendra les deux racines pour les valeuns dis ^' >et:i^. Faisant ensuite (n^ 17}
9" = A» + (/3 - or + (^* — i)f ,
et subtituant^ dans les formules du n® i6, 3 au lieu de m^ et A au lieu de \/S* (n? 17) , on aura
A + V^ + V^fl* 1
ar _ ,
à cause de /3 = «% et par conséquent j8* = a.
Et les deux quantités a, /3 seront (n^ a3) les racines de l'équation J^ + J^ + I s= o > laquelle donne
3a. Mais on peut avoir des expressions plus simples, par le moyen de l'équation en , qui sera ainsi du second degré.
En représentant cette équiation par
fl« — Tfl H- U
on trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus haut (n* ai).
On aura ainsi
T = 30* -. AS
^ _ T(3g° — A») 3ga —A*
où 0a est le premier terme dégagé, de a dans le développement de (J^j^aJj^^ J^ ct^Çy ; et l'on trouve , à cause de a' = i y
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Or on a (n* 17) §•= A* — Ç' — Ç" 5=s A' — M ; donc puisque ^'f =: N , on aura
T = aA' — 3M,
et substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura
T = aA» — 9AB + 37C,
U = A* — 9A*B 4- ayA'B* — 37B = (A« — 3B)».
L'équation en 6 sera donc
^ _ (aA» -^ 9AB + 37C)9 + (A* — 3B)» = 0,
dont Ie5 deux racines étant prises pour ff et 6^% et substituées dans les expressions précédentes de a:\ a!\ x"\ etc. , on aura la résolution la plus simple de l'équation du troisième degré.
33. Venons à l'équation du quatrième degré représentée par la formulé
4P* — A«* + Bx* — Cr 4. D =? o.
Comme on a ici 4=3*39 ^ e^t plus simple de suivre la mé*-^ tliode du n^ a5 ; en faisant tz = a , on prendra pour cl une racine de l'équation ^—-1:^0, en sorte que «t* = i . On fera ainsi
î = X' + aX', X' = x' + x", X" = x" + x>\ De là, on aura
8 = Ç* + aÇ' et Ç* = X'* + X^ Ç' = aX'X".
Ainsi Féquation en ^, dont ^' est racine, ne sera que du d^re n — I ^ c'est-à-dire du premier degré , et ses coefficiens ne dé-
pendront que d'une équation du degré ^, y g= 3 (n* 27); de
sorte "que l'on aura en ^ une équation du troisième degré , telle que
g/3 _ i^/. + Nf — P = o.
Les racines de cette équàti<m seront les valeurs de
f = aX'X" = 2(x' 4- x'") (x" + x"),
qui proviendront des permutations entre les trois racines ; et il est Ëicile de voir en effet que ces valeurs ne seront que les tnns suivantes :
aCx' .4- a;'") (a/' + x") , alx' -f- x" ) (x'" -H X") , a(a:' -^ x"') (jc" + x"').
D'après ces racines, on pourra former les coefficiens M, N, qui se trouveront exprimés par des fonctions invariables de x'^ x", x"*, or**, et seront détenninables en A , B , C , D.
34* Pour fitciliter cette recherche , nous remarquerons que l'on a , par l'équation proposée,
B = x'a/' + x'x'" H- x'x" -h Jc"x"' •+■ af'x» + «"V' =s («' + xf") («" + X") + x'x'" + a^'x" = (a/ + jc" ) (^+ X") + x'a^' + jc"'x" = (a/ + X") (a" 4- Jc"') + a/a?" + xV" j
d'où il suit que si l'on fait ^' = 2B — 3tt , l'équation en ^' se transformera en une équation en Uj dont les racines seront
Soit
j|8 _ Ri^t ^ Sj^ _ X = G
cette équation en u, on aura
et l'on trouvera d^ la même manière, en employant lès formules don^ nées dans la Note X , les valeurs suivantes :
S = ÀC — 4D, T = (A- — 4B)D + C\
Désignons par vl une quelconque des racines de l'équation en 11 ,
ni .« Ba* + (AC — 40)» — (A* — 4B)D — C* = o,
on auraÇ'=aB— ai/j et de là, en faisant «=s>m et n=:a, on aura
fl' = A» — af = A« — 4B + K
et enfin
35. Maintenant, comme X' = x' + x''', on peut regarder a/ et x"' comme les deux racines de l'équation du second degré (n* 38) ,
jc* — • Xfx 1-f- A = oj
et pour avoir X, il n'y aura qu'à diviser l'équation proposée du quatrième degré par celle-ci; le premier terme du reste ^alé à zéro donnera
^ "^ aX' — A 5
ainsi, en résolvant l'équation du second degrés on aura
et comme X" = a:'' + ar*% on aura les racines «", x*^, en changeant dans ces expressions X' en X'^, ce qui ne demande que de changer
le signe du radical ^¥.
Cette solution revient à celle de Descartes , dans laquelle on résout l'équation du quatrième degré en deux du deuxième, moyennant une du troisième.
36. On peut simplifier ces formules en substituant d'abord. •• 2 — — à la place de u , ce qui donnera cette équation en 6,
8* — (3A* — 8B)fl" + (3A* — i6A*B + i6B* + 16AC— 64D) — (A*— 4ABH.8C)* = o,
dont ^ sera mie quelconque des racines k volonté; mais en employant les trois racines , on peut avoir tout d'un coup les quatre racines a/, a/', a/", ap'^.
Car en fisiisant a ss — i , on a
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et par conséquent,
fl =s !• sa (or' + a/^ — a/' — x'^y.
Cette expression de d n'est en effet susceptible que de ces trois valeurs différentes
qui seront par conséquent les trois racines de Péquatîon en 0.
Nommons 8^, &*, 0^' les trois racines de cette équation ; on aura donc ces trois équations
x' -h af"^-
- af » =
= Vfl^,
qui , étant Juntes k l'ëqui^n
laquelle répond à «ss i, serviront à de terminer chacune des quatre racines a/, a/', «"', a;'% et Ton trouvera
ar"'
A + /y — v^S» _ »/TF ^-^—2 »
37. Cette solution, la plus simple de toutes, est due k Etder, mais elle présente une espèce d'ambiguité , ^ ^i caM^ dés radicaux carrés qui peuvent être piis chacun en plus et eft iiionb; Ëà eflfet, on voit qu'en changeant le signe d'un queloàtique "^e ées NidiOatix , ou les signes des trois radicaux à la fob, oa a on autre système de
racines, représente par les formules
ar"'
Au contraire, en ne changeant k la fob que les signes des deux radicaux , on a toujours le même système de racines. Ainsi , pour savoir lequel des deux systèmes il faut employer, il n'y a qu'à déterminer
le signe que doit avoir le produit V'fl' X V^' X V^-
Or l'équation en donne
fl' X ô'' X 0'" = (A» — 4AB + 8C)*i donc , extrayant la racine carrée
VS^ X \/fl^ X V/fl^ = =fc (A» — 4AB H- 8C), et remettant pour v/JTj V^> \/fi^ l^^rs valeurs en a/, a/'y etc. ,
Pour déterminer le signe ambigu , il n'y a qu'à considérer un cas particulier , par exemple , celui où les trois racines a/'y af^y x^f sont nulles. Dans ce cas, on aura Asso;', B=o, G=:o, D=o, et l'équation précédente deviendra ^r'* e= db A', par où l'on voit qu'il fiiut prendre le signe supérieur pour la rendre identique. Ainsi on aura nécessairement
Vfi^ X VS^ X Vff^ =^ A* — 4AB H- 8C.
D'où l'on doit conclure que lorsque la quantité
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aura une valeur positive ^ il faudra employer le premier système des racines; et que lorsque cette quantité aura une valeur négative, il &udra employer le second système, en donnant toujours aux radicaux V^> V/5o V^fl'" ^^^ valeur positive (*).
38. Passé le quatrième degré, la méthode, quoiqu'applicable en général , ne conduit plus qu'à des équations résolvantes de degrés supérieurs à celui de la proposée.
Pour le cinquième degré, soit la formule générale
ar»— Aar^H-Bjc» — Ca:* + Dar — E = o,
dont les racines soient x', af', a/", cr*^, x^. On aura ici /7i = 5 nombre premier, et l'on fera
où CL est une des racines de l'équation ^* — i = o, autre que l'unité.
On fera ensuite 9 = t^j et l'on parviendra à une équation en du degré i»2.3.4> i^^i^ qui ^^ra décomposable en 2.3 équations chacune du. quatrième degré; de manière qu'en représentant chacune de ces équations par la formule
64 _ ifls ^ ufl. — Xfl + Y = o,
les coefficiens T, U, etc. ne seront susceptibles chacun que de six valeurs différentes, par toutes les permutations possibles entre les citiq racines a/, ;r", a:'", j:"^, a?', dont ces coefficiens sont fonctions'; el ces six valeurs ne dépendront par conséquent que d'une équation dà sixième degré ; de sorte qu'en dernière analyse , la résolution de l'équation du cinquième degré serait réduite à celle d'une équation du sixième. U est donc inutile d'entreprendre ce calcul dont on peut, au reste, voir le commencement dans les Mémoires de l'Académie de Berlin (année 1771 , p. i3o et suiv.}.
Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions résoU
{*) Fbyez page 3io , la correction laissée par M. Lagrange pour cet article.
vantes de la forme J5'4-ew:"+a*J5'"+etc.; mais les pnncipes .que nous avons employés pour trouver directement Téquation dont ces fonctions seraient les racines, peuvent s'appliquer à toute autre fonction des racines or', oi\ a/", etc. de Péquation proposée. Il ne s'agit que de chercher toutes les différentes formes dont la fonction proposée est susceptible par toutes lejs permutations des racines x\ a/', a/", etc. entre elles, et former une équation .qui ait toutes ces différentes formes pour racines* Les coeffîciens de cette équation étant des fonctions invariables de ces racines , seront aussi des fonctions invariables des racines de la proposée, et pourront par conséquent se déterminer par des fonctions rationnelles des coeffîciens de celles-ci, qu'on trouvera toujours par les formules données dans la Note X.
On pourrait croire que chaque fonction différente des racines d'une même équation, dépendrait aussi d'une équation différente; cela a lieu en effet pour toutes les fonctions qui ne sont pas semblables ; mais pour celles que j'appelle semblables, et dont la propriété consiste en ce que, par les mêmes permutations, elles varient ensemble, ou demeurent les mêmes, on peut les faire dépendre toutes d'une mçme équation , parce qu'on peut toujours les exprimer par des fonctions rationnelles d'une quelconque d'entre elles.
J'ai donné, dans les Mémoires de Berlin de l'année 1771 (p. 2o3 et suiv.) , une méthode générale pour la détermination . des fonctions semblables des racines d'une équation quelconque donnée; je ne la rapporterai point ici , pour ne pas trop alonger cette Note.
40. Mais je ne saurais la terminer, sans dire un mot du beau travail que feu Vandermonde a donné dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris (année 1771), sur la résolution générale des équations. Son. ouvrage et le mien ont été composés et lus à peu près en même temps, l'un à l'Académie des Sciences de Paris, et l'autre à celle de Berlin# Vandermonde, en partant d'un .principe général, est arrivé à des résultais semblables à ceux auxquels m'avait conduit Texamen des différentes méthodes connues jusqu'alors. Comme ce rapprochement est iptéressant pour l'Analyse, on sera liien aise de les trouver ici.
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Le principe dont il s'agit est que l'expression analytique des racines d'une équation doit être une fonction de ces racines, telle qu'elle puisse égaler indifféremment chacune des racines , ' et qui ne soit qu'une fonction de leur somme, de la somme de leurs produits deux à deux , de celles de leurs produits trois à trois, et ainsi de suite, afin que cette fonction puisse en même temps se déterminer par les seuls cœffidens de l'équation donnée.
4i- En examinant, conformément à ce principe, la résolution connue de l'équation du second degré, Vandermonde observe que la fonction qui donne cette résolution est de la forme .
a et b étant les deux racines de l'équation. En effet, à cause de l'ambiguitf du, radical carré ^ cette expression devient indifféremment a, ou &, et en. même temps les deux quantités a +^ et (tf -— * ^)^ 'sôiit exprimables par les ooefficiens de l'équation :^ -^ hx -{« B = o ; car on a
a+* = A, (a— .*)*=a*+4»— aii*=5(a+*)*~4fl45=A* — 4B;
ce qui donne la résolution connue — — ^i5/.
L'auteur applique ensuite le même principe aux équations du troisième degré , et il trouve que la fonction qui donne leur résolu^ tion , peut se réduire à la forme
où a, h^c sont les trois racines de l'équation , et r^, r^' les valeurs qui satisfont avec l'unité, à l'équation r*— -1 = 0. En effet, cette expression devient d'abord égale à a, i cause de r + r^-f*^' ===^ o; ensuite , comme chaque radical cube peut être multiplié par r^ ou r^', la même expression deviendra 6, ou c, en multipliant les deux radicaux par r' et /', ou par r^' et r^, à cause de r^' = r'* (n® 5). De là Vandermonde conclut que pour un nombre quelconque m de racines , la fonction qui deviendra indifféremment a, ou &, ou c, etc. ,
sera de la forme .
+ V'(i»4-r'»i4-W*c-fetc.)"+V'(<i+r'»54-y'»tfH-etc.)"H-etc.,
r', r^', r''-, elc- étant avec l'unité les racines de Téquation: ?•— i =0.
Si l'on compare cette expression à celle de la racine ^ du ti^ 16', on verra facilement leur accord , en considérant que est en général = (ar'+aa/' + fit*J^'' + etc.)"(n* i5), et que 9', fl", etc. sont les valeurs de qui répondent aux racines a, j9, ^, etc. de l'équation j^— 1=0, lesquelles sont désignées par r', r^', r"', etc. dans l'Analyse de P^andermonde , et que lorsque m est un nombre premier, tontes les racines sont représentées également par i , a, ct% «*, etc., par i, /3, /3% /3^ etc. (n* 5).
Pour déterminer les valeurs de (« + r'i + i^'c -|- etc.)" en fonctions des coeffîciens de l'équation donnée, en quoi consiste toute la difficulté du problème, l'auteur emploie un algorithme ingénieux , fondé sur une notation particulière ; il ne cherche pas à priori , comme nous l'avons &it, le degré de l'équation d'où cette détermination doit dépendre ; mais il donne pour les équations du troisième et du quatrième degré, leur résolution complète; et pour celles du cinquième et du sixième degré , des formules générales qu'il appelle types , et qui font voir que la résolution de l'équation du cinquième degré dépend en dernière analyse d'une équation du sixième , et que la résolution de celle-ci dépend de celle d'une équation du quinzième ou du dixième degré , comme nous l'avons trouvé.
43. P^andermonde a aussi remarqué les simplifications dont la formule générale des racines est susceptible dans les degrés dont l'expo« sant est un nombre composé ; par exemple , il trouve que , pour les équations du quatrième degré , les racines a^b^Cyd peuvent être représentées par la fonction
en prenant les radicaux carrés en plus et en moins , et il en déduit la résolution donnée plus haut (n^ 36).
G)nime la méthode de Vandermonde découle àixxsi principe fon* dé sur la nature des équations, et qu'à cet égard elle est plus di-^ recte que celle que nous avons exposée dans cette Note ^ on peut re-r garder les résultats communs de ces méthodes sur la résolution générale des équations qui passent le quatrième degré , comme des conséquences nécessaires de la théorie générale des équations.
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Oh Von donne la résolution générale des équations à
deux termes.
I. Quoique les équations à deux termes, telles que ^— A = o , ou plus simplement , a/* — i = o ( puisque cette forme-là peut se réduire
k celle-ci, en y mettant x^A pour x)y soient toujours résolubles par les ti^bles des sinus , d'une manière aussi approchée qu'on puisse le désirer, en employant la formule connue
jc = cos - 36o® + sin - 36o* X V/ — i ,
et faisant successivement y= i, 2^ 3, etc., ft, leur résolution algébrique n'en est pas moins intéressante pour l'analyse; et les géomètres s'en sont beaucoup occupés, ils ont d'abord réduit la difficulté à résoudre les équations dont le degré a pour exposant un nombre premier, romme nous l'avons vu au commencement de la Note précédente. Ils
ont trouvé de plus que comme l'équation j/*— - 1 = o a nécessairement I pour l'une de ses racines , en la divisant par o: — i , on a pour les autres l'équation du degré /ea — • i ,
x'*""' +«3/*'"^+J::'*~^+etc.+ i = o,
laquelle étant du genre des équations qu'on appelle réciproques, parce qu'elles demeurent les mêmes , en y changeant a: en - , est dëcompo*
sable en ^ équations du second degré, telles que a:*-— yj>f-i==:o,
dans lesquelles y dépend d'une équation du àe^gcé ^~*- de la
forme
^(L-3)(>-4y-5_etc. = o,
où F=^- , comme nous l'avons vu dans la Note X (n® i4).
De cette manière on avait pu résoudre l'équation jc'-— i = o, parce qu'elle se réduit à une équation du troisième degré ; mais on était arrêté à l'équation a:'* — i =s o , qui ne se réduit par ce moyen qu'à une du cinquième.
a. On en était là lorsque M. Gauss donna j^ en i8oi ^ dans son excelrlent Ouvrage intitulé Disquisitiones arithmeticœ (^) , une méthode aussi originale qu'ingénieuse pour réduira la solution de l'équatioa
jc^-— I ss:o, lorsque ft est un nombre premier, à la résolution d'autant d'équations particulières que le nombre f( -— r contient de £aicteurs premiers , et dont les degrés soient exprimés par ces mêmes facteurs. Ainsi l'équation x^^^ r =: o ne demande que la résolution de deux équations du second , et d'une du troisième, parcequeiS— -i=!2.x3. L'équalion x'' ^-* i = o ne demande que la résolution de quatre équations du second degré , et ainsi da suite.
Mais en appliquant les principes de la théorie de M. tîauss à la méthode exposée dans la Note précédente , j'ai reconnu qu'on pouvait obtenir directement la résolution complète de toute équation à deux termes dont la degré est exprimé par un nombre premier ^ sans passer par aucune équation intermédiaire , ni avoir à craindre l'inconvénient qui naît de l'ambiguité des racines. C'est ce que je vais développer dana cette Note.
3. Soit l'équation à résoudre :r^ — i =: o ^ ft étant un nombre premier ; si l'on en sépare la racine = i , elle s'abaisse à celle - ci du degré ft— i ,
a/*^ " + jc^"^ + a:^~^+ etc. + 1 = 0.
Soit r une racine quelconque de cette équation , on pourra représenter
(*) Cet ouvrage vient d'être traduit en français, sous le titre de Recherchée arithmétique» j chez Bachelier,
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ses /u — I racines par les termes de la sërie géométrique
r, r^9 ^j ^> etc., /^',
comme nous l'avons démontré dans la Note précédente (n® 5).
M. Gauss a eu l'idée ingénieuse et heureuse de substituer à la progression arithmétique des exposans de r, une progression géométrique , en vertu du fameux théorème de Fermât j sur les nombres premiers.
Par ce théorème démontré d'abord par EulePj et ensuite par tous ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres , on sait que si fjt est un nombre premier, et a un nombre moindre que /^, le nombre
af* ' — I sera nécessairement divisible par fi, de sorte que le reste
de la division de û^ par fjL , sera l'unité.
Euler a démontré de plus que si en divisant tous les termes de la
progression a , a% a', etc. , af^ par ffc , il se trouve d'autres puissances de a qui donnent aussi l'unité pour reste , les exposans de ces puissances seront nécessairement des diviseurs de /x—- i. De sorte que pour savoir si parmi les puissances de a moindres que
af^ *) il y Ç^ ^ aussi qui, étant divisés par /u, donnent le reste I , il suffira d'essayer celles dont l'exposant sera un diviseur de fe — I.
4. On nomme racines primitives les nombres a dont aucune puis«-
sance moindre que o^ ne donne le reste 1 par la division par )k; et ces racines ont la propriété que tous les termes de la progression
a, a^o*, etc.,^ étant divisés par ft , donnent des restes diSerens, et donnent par conséquent tous les nombres moindres que ft pour restes, puisque ces restes sont au nombre de ^ — i. Car si deux puissances a", a^ donnaient le même reste y n et p étant •< /jl , et /? < n, leur différence a* — «^ = O' (û""*'* — i ) serait nécessairement divisible par fx , mais /i n'étant pas divisible , et /n étant premier, il fendrait que el^^ — t le fi\t; donc il y awfiit une ptnssance
a""' moindre que cT "" ' qui donnerait l'unité pour reste , par conséquent a ne serait pas racine primitive, contre l'hypothèse.
On n'a pas, jusqu'à présent, de méthode directe pour trouver les racines primitives pour chaque nombre premier ; mais on peut toujours les trouver facilement par le tâHonnement. Euler en a donné dans les Commentaires de PétersboiÉ|^ C^f**® XVIII ) , une table pour toiis les nombres premiers jusqu'à 87 ', que nous placerons ici.
iy 3 3, .5
la, i4
5, 7, 10, II, i3, 14, i5, 17, 20, 21
3, 3, 8, 10, II, 14, i5, 18, 19, 31, 26, 37
3, II, 13, i3, 17, 31, 33, 34
où l'on remarque que le nombre de ces lacines primitives, pour un nombre premier fi donné , est toujours égal à celui des nombres moindres que /x», et premiers à ft — i. On peut voir, sur ce sujet , la seclion troisième des Disquisitiones arithmeticœ.
Au reste , pour notre objet , il suffira de connaître une seule des racines primitives pour un nombre premier donné , et il sera toujours plus avantageux , pour le calcul , d'en connaître la plus petite.
5. Soit donc a une racine primitive pour le nombre premier ft , de manière que les ft — - i termes de la progression géométrique a ,
a% a*, etc. J^ ', étant divisés par ft, donnent pour restes tous les nombres moindres que fc , dont l'unité sera le dernier j il est &-
cile de voir que les /ea— « i racines r, /*, r*, etc. r^""' (n* 3) pourront aussi, en faisant abstraction de l'ordre, être représentées par la série
etc. r
Car comme on a par l'équation a/* — 1=0, dont r est supposé racine , r^ = I , il est visible qu'à la place de chaque puissance de r , comme r^, lorsque X^fij on pourra toujours prendre la puissance
r\ oii y sera le reste de la division de A par fc. Ainsi , dans la série précédente , on pourra toujours réduire les es^posans de r à leurs restes après la division par /t, restes que nous avons vu comprendre tous les nombres t , ^2, 3 , etc., jusqu'à jEi — 1 , mais dans un ordre différent de Tordre naturel , ce qui est ici indifférent pour les racines r, r^yf'^y etc. ; , .
L'avantage de cette nouvelle forme des racines consiste en ce que si dans la série des racines
on met r^ à la place de r, elle devient
a a* a^ a^ afi ,
r , r , r , r , r , etc. r ;
et si l'on y met r^ à la place de r , elle devient
a* a^ a^ cfi j^ . a
r , r y r , r , r , etc. r, r , et ainsi de suite.
En effet, il est visible que par la substitution der^ à la place de r, r** devient (r^/* == ^^^ ^' devient (j^)^ = r^, etc., et le dernier terme
devient \j^r =^ = r, à cause que le reste de a^""' après la division par fi est l'unité.
De même, par la substitution de r au lieu de r, r^ devient
(r^*^^ssr j r* devient (/^ )^ = f" > etc. l'avant dernier terme
r^'^ deviendra (r ) = r^^ s=s r, le dernier deviendra ••• •
(r^ y^ == r =5 /* , à cause que le reste de la division de a par fé est a, puisque i/* = a X ^^'""^ > et que le reste de la division de
* est i.
6. Cela posé , si pour résoudre l'équation du degré u — i (n^ 3)
^""' -h o/*""^ 4. a^^ + etc. -h 1 = o, dont ies racines sont (n* 5)
r^ r'y r* ^ r y etc; r ,
/* étant =5 I , en vertu de l'équalion a/* — 1 = o , on emploie la méthode de la Note précédente, et qu'en prenant ces racines pour x\ jc", Jt'", etc., on fesse (n^ i4, Note précédente),
t=r + ar''^<^r'^+ a^r^ + etc. aT-^/^"^",
où flft est une des racines de l'équation j^'* "— i :=o; qu'ensuite on développe la puissance /ea— -1^^ de <,en feisant attention de ra«
baisser les puissances de cl et de ?• au-dessous de et'* * et de r^,
par les conditions et'*""' == i et r^= 1, de manière qu'on ait cette fonction ordonnée suivant les puissances de a,
9 = «**""" = ^* + < -f- «•r + *'^'" + etc. + af-^çO—-^),
les quantités ^^, ^', ^", etc. seront des fonctions rationnelles et entières de r, telles qu'elles ne changeront pas par la substitution de
/•^, r^ , r^ j etc. à la place de r, puisque nous ayons vu (n* i6, Note précédente) que ces quantités regardées comme des fimctions de afj od'y x'^'y etc. sont invariables par les permutations simultanées de x' en x^'y af' en a/*, etc., ainsi que par les permutations simultanées de af en x^"y xf' en x^\ auxquelles répondent les changemens
de r en r , en r , etc. (p? 5).
7. Maintenant il est clair que toute fonction rationnelle et entière de r, dans laquelle /^ = i , peut toujours se réduire à la forme
A -f. Br + O* -f- Dr» + etc. -f- Nr*^',
les coefiiciens A, B, C, etc. étant des quantités données indépendantes de r. On peut même prouver que toute fonction rationnelle de r est réductible à cette ferme; car si elle a un dénominateur, on pourra toujoiu^ le feire disparaître, en multipliant le haut et le bas
de la firaction par un polynôme convenable en r y comme nous l'avons vu dans la Note IV (n* 3).
Of puisque, dans notre cas, les puissances r, r*, r*, etc. r^""' peuvent être représentées, quoique dans un antre ordre, par les
puissances r^ r^y r* ^ r etc. r^ , on pourra également réduire toute fonction rationnelle de r à la forme
A + Br + C/J" + Dr*^ + E/^' -f- etc. + ^/^\
en prenant pour A, B^ C, etc« des coeffîciens quelconques indépendans de r.
Donc si cette fonction est telle qu'elle doive demeurer la même, en y mettant r^ à la place de r, il fau^ que la nouvelle forme
A + Br"* -HCr"^ + D/^ + etc. + Nr
(la puissance r devenant r se change en r, puisque r^ s= i
et ^^^ divisé par fjt donne le reste i) coïncide avec la précédente, ce qui donne ces conditions
B = C, C =s D, D = E, etc. N = B,
et réduit la forme de la fonction- à eelle*ei
A 4. B(r + '''' + '•'** + r"^ + etc. + r^" ').
8. DonesiFon dénote par ^ la somme des racines r,^.r^y^ r*^ etc. i'*"**, on aura également
^ = r4"'' ^r +r -J- etc. -f- r ,
et les qmntités Ç% ^'y ^'y etc. de la fonction â, seront toutes de h forme A H- B^.
Les coefficiens A et B se défermineront par le développement
actuel de la fonction =s ^^'^ et k quantité $ est connut par la nature de l'équation k râoiBdre,
j/**^ + oT^^ + etc. -f T ssb e (n*6),
laquelle donne sur-leW:hamp s^z—t. Ainsi on a Ke csas où fe$
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valeurs des quantités ^'^ ^, ^", etc. sont connues immédiatement , sans dépendre d'aucune équation ; de sorte qu'en désignant par
I , flfc, j8, 3^, etc. les /*— i racines de l'équation j^^^ — » i = o , et par 9% fl', 9", 9^'', etc. les valeurs de 9 qui répondent aux substitutions de ces racines à la place àe et ^ on aura sur - le - champ , par les formules de la Note précédente (n"" i6), en substituant r pour x et )tA — I pour m,
/t*--i. /«— 1_ ft— I A«""'
v/e* + v/fi' + v/fi" + etc. + v/ao*-')
Telle est l'expression d'une des racines de l'équation a/* -»- i s=: o ;
on aura toutes les autres par les puissances r*, r', etc. r^"* ; mais on peut aussi les avoir directement par les mêmes formules, en pre^
uant r pour a/', r pour acf"^ etc.
On aura de cette manière
a /F 4- «f*-» V^? 4- (8^-* V^ 9* + etc.
U — I fl^I ft— 1
3 _ v/5^ + a/^--^ y/y + gF-3 y/g^ + etc.
etc.
g. On pourra aussi, si l'on veut, se dispenser de calculer ces quantités ^® et 9*; car, par ce que nous avons vu dans l'article 17
de la Note précédente, le terme y 9* (en faisant ici m = ;A— i) est toujours égal à la somtne des racines que nous dénotons en général par s y et l'expression de 9 peut se mettre sous là forme
9;=^""' + (et- e + («•- i) f .+ (et'- Oe'^'^ etc.,
qui ne renferme pas ^"^ ; et il n'y a plus qu'à substituer a , /S , ^ ^ etc. , au lieu de a , pour avoir les valeurs de 9', 9", 9'^*, etc.
De cette manière, la résolution de l'équation o:^— - 1 s= o , i^e dépendra que de la résolutiop de l'équation J^""' — 1=0, dont 1,
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ât, j3, ^, etc. sont les racines. Or, celle-ci est d'un degré moindre que la proposée; mais de plus, comme f6-—i est nécessairement un nombre composé , on aura les racines a, j8 , y y etc. par celles
d'autant d'équations y^ — i = o qu'il y aura de facteurs premiers w dans le nombre /i — i , comme on Ta tu dans la Note précédente (n* 12).
10. Soit, par «jsemple, l'équation a^ — 1=0 dont on demande les racines. Cette équation étant résoluble par les méthodes connues, on pourra comparer cette solution avec ceUe <\m résulte de la méthode précédente.
En ôtant par la division la racine i , on a l'équation du quatrième degré
dont les racines seront r, /*, r*, r*.
Puisqu'on a ici fi^ssSy on trouve parla table donnée ci-dessus (n"" 4) ^U6 Is plus petite racine primitive est 2; de sorte qu'on a a=:2j et que les racines dont il s'agit peuvent être représentées
par les puissances r, r^, r^ , r^ , lesquelles se rabaissent, à cause de r* = I , à celles-ci t*, /*, r*, r*, en prenant au lieu de l'exposant 3' = 8, le reste de la division par 5.
On fera donc
< =s r + ar* + «•r* + a*r^,
en prenant pour et une racine de l'équation ^ — - is= o, de manière que l'on ait a^ = i .
Maintenant, pour trouver la fonction B, il n'y a qu'à élever à la quatrième puissance le polynôme < , et le développer suivant les puissances de a, en rabaissant celles-ci au-dessous de a^, et celles de r au-dessous de r", par les conditions a^=si et 7*2=1. On trouve, par un calcul qui n'a aucune difficulté,
où les quantités f *, ^', etc. ont les valeurs suivantes , dans lesquelles
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je meU s pour la somme des racines r, i*, r*, t'
f = la -f- i3*, ^' î= i6 -H 12*, f = 24 -f 10*, f"= 16*.
Ainsi f comme 5 =3 — * i par la nature de l'équation ei> x , on aura
et la fonction 9 deviendra
Or Féquation^— i =0 se décomposant en ces deux-ci^' — 1 =0 et ^•-J- 1=0, donne tout de suite les quatre racines 1, — 1,
y/ — i^ _ y/ — ij qu'il faudra substituer successivement pour et, pour avoir les valeurs de 8°, fl', 9'', 9'".
On aura ainsi
^ Donc substituant ces valeurs dans l'expression de r du u"* 8 , et mettant jsir— 1 au lieu de v/9^ (n* 9), on aura sur-le-champ
r= i [— 1 + V/5+ V^(-i5-f-2ov/— i)-f-V/(— i5 - 20 v/— i)].
iT. Mais on peut a^ir une eipressiou plus simple de la même racine r, en faisant usage de la méthode du n"* 25 de la Pïote précédente , laquelle est toujours appKcable aux équations du genre que nous traitons , parce que l'exposant (A — i est nécessairement un nombre composé.
Supposant donc en général ft — » r := i'tt , et prenant pour cl une
racine de l'équation ^-'—1 = 0, la fonction < du n** 6 deviendra de la forme
tz=zli! ^ ùL%!' ^ a?\"' + etc. + «'"'X^'^ dans laquelle
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X" = r" + r" -4- r" 4- 1^ 4.etc.4-r''
X'" = r** + r** H- r« 4" /• 4- etc. 4-/^
etc. ,
X«= r-'-' 4- r«""' 4- r«''"' 4" /•"*'"' +elc. + r'*^\
On formera ensuite la fonction fl = ^', laquelle, à cause de «'= i, sera de la forme
. ?• + «r + <" 4- *»0"' 4- etc. 4- «'"■' r""'»
et aura la propriété que les quantités ^*, ^, ^\ etc. seront des fonctions de X', X", X'", etc., telles qu'elles demeureront invariables, en échangeant à la fois X' en X", X" en X'", X''^ en X'% etc. ,
X('^ en X'.
Or on voit par les expressions précédentes de X', X", etc. , qu'en y substituant r* à la place de r, X' devient X", X" devient X% etc. ,
et X^'^ devient X', car X^'' se change en
/^' + r^'' + r«^' + etc. + r'^'^i mais ?ri» = f6 — i,etr^ =^7 comme on Ta vu ci - dessus
Donc les quantités ^•, ^', ^', etc. devront être des fonctions de r telles qu'elles demeurent invariables par le cliangement de r en /^; par conséquent, par le n® 7 , elles ne pourront être que de la forme A + Bf, A, B étant des coefliciens qui seront donnés par la formation de ces mêmes quantités , et s dénotant la somme des racines
P ^ P^ ^ r H- r^ + etc. -J- r**^ , laquelle est = — i par l'équation proposée ; de sorte que les quantités ^•j Ç', ^", etc. seront toutes données, comme dans le cas précédent (n* 10), et l'on aura sur-le-champ, par les formules du n* aS de la Note précédente, en y mettant f à la place de n, et ^ somme des racines
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à la phçte du terme v6*9
Y, j 4- y/y 4 - y/ F + et c.
„ _ a + «t^-' y/y + y-' y^ë' + etc.
iTW * + àt^^^' V^V + p-^^/b" 4- etc.
etc.
Dans ces eiLpressions et, /S, y, etc. sont, avec l'uuilé, Tes racines
de Féquatîon^' — i =o et 9', ô^j fl"', etc. sont les valeurs de 6 qui répotident à la substitution de a, j9, }^, etc. au lieu de eu
On n'aura pas besoin de calculer la valeur de ^""^ en employant l'expression de G du n* 9 laquelle devient ici
fl = /-h(«-i)f + (««-i)f + («» — i)f' + elc.
%2. Le cas de y =3 mérite une attention particulière , parce
qu'il donne la division de la circonférence en /jc parties.
Soit donc p = '^^— — , et par conséquent ^ z=s 2y on aura. •.
X' = r -J- r^ ^ . Or, puisque a _ i est divisible par /jl , et que
M—' « est supposé une racine primitive , a ^ -— 1 ne sera pas divisible
(fui ffnl
par ft; mais i/*~ — -i =:(is * _ j) (a * + i). Donc, fe étant un
nombre premier, a ^ -f- i sera divisible par /a, par conséquent,
— I sera le reste de la division de ,a * p.ir /t'y, donc r^ * sera égale à -.
Ainsi l'on aura
X' = r+1, X"«;^ + i, X'^=;^- + i-, etc.
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Or on a, par les formules connues du théorème de Cotes,
r = cos + sm — v — i v^ >
et, en général,
/"* = cos — 36o' + sin — 36o' v/— i.
Donc
X' = acos — i, X" = acos- 36o*, X"''::^ acos — 36o% etc*
Ainsi les valem's de X', X'', X"', etc. sont toutes réelles dans ce cas, et donnent immédiatement les cosinus des divisions de la circonférence en /i parties.
i3. Ayant trouvé, par les formules générales du n* ii, les racines X', X'^, X^'', etc., il faudra poursuivre le calcul de la même manière pour arriver à la racine f. On regardera donc les tt racines qui composent la fonction X', comme les racines d'une équation du
degré ^r , et on les substituera pour op', x"y ocf^^ etc. x^^* dans Fexpression générale de la fonction i ; on aura ainsi
<,= r + or"* + ct^r"* + a^r"* + etc. + a*^'/^ ,
où il &udra prendre pour tt une racine de l'équation J^^-— i =o. De là on aura , à cause de a' = i ^
fl. = <: = ç: 4- «ç; + «.ç: + etc. + «— ç<r'^-
( J'écris ici ^1 , 0| , Ç. pour distinguer ces quantités de celles que nous avons désignées plus haut par t, 6, Ç). G)mme les quantités ^t 9 Ci > ^' 9 ^^c* ^Ql^ ^n général des fonctions de y, o/^^ ^'^, etc. , qui ne varient pas par les permutations de oé en a!\ a!' en xf^^ etc.,
JT^^ en a:' (n* i6 , Note précédente ) , elles seront ici des fonctions de r qui ne varieront pas , en y changeant r en r^ , puisque par ce
changement, les racines r^ r y r ^ etc. r deviennent respec-
tivement r , r , r , etc. r.
Or il n'est pas difficile de prouver , par un procédé semblable à celui du n*" 8 , que toute fonction rationnelle de r, qui aura La
propriété d'être invariable par le changement de r en r^ , sera nécessairement de la Forme
A + BX' + CX" + DX^" + etc. + HX^,
en conservant les expressions de X', X", X'", etc. du n* 1 1 .
Car d abord toute fonction rationnelle de r peut se réduire à la forme (n^ 7),
Br + Cr^ + Dr^* + E/''' + etc. + Nr^"^';
et pour que cette fonction demeure la même , en y changeant r
en r^ j il font que les coefficiens des termes qui renferment
r^ y r^ j r^ 9 etc. soient les mêmes que celui de r; que les coeffi-
ciens des termes qui renferment r , r , r , etc. soient
les mêmes que celui de r* ; que ceux des termes r^ ^ r^ ,
r* , etc. soient les mêmes que celui de r^ , et ainsi de suite ; ce qui réduit la fonction à la forme que nous venons de lui assigner.
En eflet on voit que chacune des quantités X', X'', X'", etc. X^'^
demeure la même, en y substituant r à la place de r; car le dernier terme r^ ' de X' devient r^ = r* s= r, le dernier
r* de X" devient r^ = r^, et ainsi des autres.
14. Donc chacune des quantités ^^ ^', 0", etc. deviendra, après le développement, de la forme
A + BX^ + CX" + DX'" + etc., et aura par conséquent une valeur connue. Ainsi la fonction 8
sera connue, et Ton aura les valeur» de ô', 6", ô'", elc, en y substituant, au Heu de a, les t — i racines a, jS, >, etc., qui, avec
l'unité , résolvent IVquation y' — 1=0. On aura ensuite pour r une formale semblable à celle du n* 8, en y mettant m à la place
de (Lt— I, et X'j somme des racines, au Keu du terme \/^, On aura ainsi
ir ir T
_ y + y/y + \/v + y/y- + etc.
i5. On aurait aussi, si on le désirait, les expressions des autres racines r^ , r" , j^ , etc., qui composent la fonction X' (n* 11),
ar ir
en multipliant dans Pexpression de r les radicaux Vo, V'6'^ etc. , d'abord par a^^", fi^^\ etc., et ensuite par a*~^, 0^~^, etc., ctT'^, lar^^, etc.
On pourrait même , sans faire un nouveau calcul , avoir ^le-
ment les racines r^, r , etc., qui composent la fonction X'', par la seule considération que X' devient X'', X" devient Tl'^j etc., en y changeant r en /^; de sorte qu'il suffira de changer dans l'expression générale de 6, X' en X", X'' en X% etc. , X^'^ en X'. Par la même raison, comme X' devient X"', X"^ devient X'^, etc. y
par la substitution de r^ à la place de r,* on pourra déduire des expressions des racines qui composent la fonction X', celles des racines qui composent la fonction X% en changeant simplement dans l'expression générale de ff, X' en X'", X" en X*% etc.,
X^'""^ en X', X^'> en X", et ainsi de suite.
16. Si le nombre tt n'est pas premier, on pourra, en le décomposant en ses facteurs , décomposer encore l'opération présente en d'autres plus simples.
Ainsi si TT =2 v'^rr^f on pourra ne prendre poor a qu'une racine
de l'équation jr^ — iss^o, en sorte que et = i, et la fonction t^ (n* 1 1) deviendra •
a98 NOTE XIV.
«. = X; + eiX: + ««X: + etc. + «•'~'XÎ''^ en supposant
X: = r + r«''' + r-"' + ^•'" + etc. + r'*""\ X = r«'' + Z''^"^' + ;^^"'-^^' + etc. H- ^«^'-''*'^
X: =r«^' + r-^'**' H- X"'*'^' 4- etc. H- /'^•"'•\ etc
On fera eosuite 0^ = /^ , et l'expression de d« étant déveIop|>ée sous la forme
ô. = ^t 4- «e: H- «•?: + etc. + «''- ^z'^,
k cause de «' == i > les quantités Ç J , 0| , ^^ , etc. seront des fonctions de X', , X' , X*9 qui ne changeront pas par le changement simultané de X| en X* , de X^ en X^j de X^ en X*][, etc., X^'^ en X'(Note précédente^ a5). Or on voit, par les expressions précédentes de X^, X^, etc., que ces changemens ont lieu en changeant
simplement r en r^ . Donc les quantités Ç% Ç[, Ç^, etc«, regardées comme des fondions de r devront être invaiiables par le chan>
gement de r en r^ ; par conséquent elles seront nécessairement de la forme
A + BX' H- CX" + DX^" + etc.,
par ce qu'on a démontré ci-dessus (n"" i3).
Donc, puisque les valeurs deX', X", X"', etc. sont déjà connues par l'opération précédente , celles de ^^ , 0[ , 0' , etc. seront connues aussi. Ainsi la fonction 0. sera connue aussi , et de là on aura les valeurs des v' racines X[ , X^ , X% etc. par des formules semblables à celles du n** i.i, isn y changeant v en y', X en X. , 9 en 0., et
prenant pour «, j8, y, etc. les radines de l'équation/*' — 1 = 0, iÇxcepté l'unité.
NO^E XIV. a8ô
On remarquera aussi que s étant - la somme des racines
X,\ + X", + X' Hr etc. sera ici égale à X'.
aç: + «•?: + etc. + «''— eÇ
et l'on suivra le même procédé que nous avons exposé dans le n** i3 et suiv. Que si le nombre ^ est composé de manière que l'on ait st' =s y'V, on pourra , pour éviter le développement d'une puissance trop haute , prendre pour a une racine de l'équation
y — 1 =0, ce qui donnera & /^ la forme
/. = X; + etX: 4- a-X: H- etc. 4. a' -'XÎ''),
et l'on poursuivra le calcul comme ci-dessus ^ et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on arrive à un dernier facteur indécomposable.
L'avantage de ces décompositions consiste dans l'abaissement des puissances auxquelles il faut élever les polynômes t pour avoir les fonctions 0^ ce qui diminue la longueur du calcul; et ensuite dans l'abaissement des radicaux qui entrent dans l'expression de la racine r, ce qui simplifie cette expression.
Telle est la marche générale et uniforme du calcul; nous aUons l'appliquer à quelques exemples pour la faire mieux concevoir, et nous reprendrons d'abord celui de l'équation or' — - 1=0, que nous avons» résolu ci-dessus (n* lo).
18. On a ici fi — i ss 4 s=: ^^^ ; ainsi on fera i' s= 3^ «tt ;=s 2 ,
( n"* II). On prendra pour a une des racines de l'équation
j^ — I CBS o: de sorte qu'à cause de a* :s i , l'expression de la fonc-
t^ NOTE XIV.
tîon / du n* 10, devient
^ = X' + aX'', où X'=r+/^ X"=r* + r».
De là on trouve, en faisant le carre de ty a cause de a* =z i ^
9 = ^* = ^* + <, ^«==X'* + X"% 0' = aX'X''.
Substituant les valeurs de X', X" en r, et développant les carrés et les produits, en rabaissant les puissances de r au-dessous de r^, à cause de r* = i , on trouve
Donc, comme r '{- r^ ^ r^ -^ r^ somme des racines est = — i par l'équation, on a ^•sssS et ^' = — 2. Ainsi l'expression générale de fl deviendra 0=3 — aa.
De là, à cause que les valeurs de a sont i et — -i, en faisant a s= *- I , on aura = 5; et comme
s = a/ + x" + x'" + 'o:*^ = — I , les formules du n' ii ci-dessus donneront
V' — — ' 4 Y ^ yni ....
On aura ainsi par la valeur de X' celle de r + '^ > somme de deux des quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine r en particulier, on fera de nouveau un calcul semblable, en considérant les deux racines r et r^ comme racines d'une équation du second degré.
On fera donc ^, = r + ar*, a étant, comme ci-dessus, racine de j^ — I =o; et de là, on aura
Ict, l'on voit tout de suite que les v«leur» de ^\ et 0| sont données au moyen des valeurs déjà connue» de X' et X'^ En effet , à cause de r*=i, et par conséquent r'ssr*, on a Ç* =sr*4./^s= X" et
NOTE XIV. agf
0[ = a. Donc on aura 6, = X" + set ; de là , en faisant etsas -^^ i ^ on aura 0', = X" — 2, et la formule du n' i4 donnera, tt étant =3,
Enfin 5 substituant ici les Valeurs X' et X" trouvées ci-dessus , on aura
— 1+ 1/54- 1/(— 10 — aï/5) r= ^ j
et par les remarques du n"" t5j ou aura aussi
et changeant X' en X", X" en X',
d'où l'on aura , par les substitutions des valeufs de X' et X*',
, —i+^/S— |/(~io— âv/S) ^ _ -.-t/ 5+t/(~io +aV/S)
3 — 1—^/5-* \/(^io4-2 y/s)
ComHie 5 est un nombre premier^ ces vaieurs de r, r^^ r', r^ seront les quatre racines qui , arec l'unité ^ résolvent l'équation ar* — 1 = o (n* 3).
19. Les expressions de ces racines coïncident avec celles qu'on trouve en résolvant l'équation a::* — i = o par les méthodes connues. Car on a d'abord, en divisant par a>*-i, ar^+x'+^H-^^c+isso,
équation qpii, étant mise sous la forme o^ H** r^~h ^ ^^.^ i s=o,
devient «••{- m-^ i =0, par la substitution de a: + - = 11. On a
ag» NOTE XIV.
ainsi l'ëquatien af — aw + i = o , laqudle donne
ensuite Téquation en u donne u = ^^ ; Je sorte qu'exi substituant cette valeur , on a
où les signes supérieurs et inférieurs de \/5 doivent se répondre, mais sont indépendans de ceux de l'autre radical ; de sorte qu'on a les quatre racines par Tambiguité des signes des deux radicaux.
ao. Passons à l'équation x^ — i = o , laquelle étant dégagée de la racine i, devient
j:* + a:* + a:<4-a^+a:* + a:Tf- i = o,
dont les racines seront r, r*, r*, r*, r*, r*.
La plus petite racine primitive pour le nombre 7 est 3 , d'après la table du n* 4 • ^vûa\ l'on aura la progression 3**, 3', 3% 3', 3*, 3*, savoir, i, 3, 9, 27, 81, ^43, dont les termes, étant divisés par 7, donneront les restes i, 3, 2, 6, 4) ^9 qu'on prendra pour exposans de r. On aura ainsi , pour les racines de l'équation proposée, les termes r, r*, r*, i^^ r*, /^, qu'on prendra poui af, oé'y x!", etc.
:ii. Nous remarquerons ici que pour avoir les exposans de r qui doivent former toutes les racines, il n'est pas nécessaire d'élever la racine primitive aux puissances successives, et de diviser ensuite ces puissances par le nombre premier auquel la racine pri-milive se rapporte : il suffit de multiplier chaque reste par la racine primitive, et de ne retenir que le reste de la division par le nombre premier donné. Ainsi en commençant par i , ou a , dans le cas présent, les deux premiers termes i, 3; multipliant 3 par la racine primitive 3, et divisant par 7, on a le reste a troisième terme ; 2 multiplié par 3 donne 6 quatrième terme ; 6 multiplié
par 3 et divisé par 7 donne 4 y enfin 4 Biultiplié par 3 et divisé par j donne 5. Si l'on voulait continuer en multipliant 5 par 3 et divisant par 7, on retrouverait l'unité et successivement les autres termes déjà trouvés.
:22. Maintenant on fera
^ = r + fltr* H- «•r' + ctV -f- aV4- aV,
en prenant pour fa une racine de l'équation ^* — i = o ; ensuite on formera la fonction = /'; mais comme l'exposant 6 = 2.5, on pourra simplifier le calcul et les résultais, par la méthode du n* 11, en ne prenant d'abord pour a qu'une racine de l'équation jr* — 1=0; ce qui, à cause de a*= 1 , réduira l'expression de t à celle-ci : ^ = X' + (tX!\ dans laquelle
« ou aura ensuite
fl = «* = 0« + «^', oix Ç^rsK^ + X"*, f = 2X'X",
et l'on trouvera après le développement, à cause de r^=:T,
Or r+ r* + r* + /'• + r* H- r*, somme des racines , est ss — i ; donc ^•= — 3, ^'=4> et la valeur de 9 se réduira à 6:=*— 3-f-4*- De là , en faisant a = — i , on aura 6' s= — 7 , et l'on trouvera sur-le-champ les deux racines
23. G}nsidérons maintenant les trois termes de l'expression de X' comme les racines d'une équation du troisième degré : prenant a pour racine de l'équation j^ — i = o, on fera
i94 NOTE XIV.
ensuite , en faisant
on trouvera , à cause de «' = i et r' = i ,
e' = 3 (H+r^ + r*), savoir ,
de sorte qu'on aura
9, = 6 + X" + ZttX' + 3«*X" j
donc en nomtnaût a et j8 les deux racines imaginaires de^' — i =o, savoir, de^*+7'4- i=o, lesquelles sont
et faisant
e; = 6 + X" H- 3aX' + 3a»X", e: = 6 + X" + 3/3X' H- 3i3*X^
on aura (n* i4)> en faisant t= 3,
24- Venons à l'équation x" — i = o, laquelle étant divisée par j: — I , s'abaisse au dixième degré et devient
a:"* + X* + •3:' H- Jc^ + x* + ar" + ^ H- ^* •+■ -^i^* + «^ + 1=0.
On voit par la table du n* 4 9 m^^ ^^ P^^^ petite racine primitive pour le nombre 11 est a ; ainsi la suite des restes qu'on trouvera Ëicilement par le procédé du n* 2 1 , sera ici i , 2 , 4 > ^ 9 ^9 ^^9 9» 7? ^9 69 ^^ sorte que la série des racines sera
dont la somme sera par conséquent =— 1 , et Ton aura pour t cette expression générale ^
^ = r + <xr* + a*r* + aV -|- etV + aV*^ + a«r®
laquelle, en prenant pour a une racine de l'équation ^'''— i =0, donnera, à cause de]flt'*= i ,
Ô = /'« = ^» 4- a^' + a*^" H- «3^'/' 4. etc. + a»^",
d'où l'on tirera la valeur de r par la formule générale du n** 8, en y fiaisant fc = 11.
Mais pour se dispenser d'élever le polynôme / à la dixième puissance, on pourra décomposer l'opération en deux autres correspondantes aux deux facteurs ;2 et 5 du nombre 11 — 1 = 10, par la méthode du n** 11.
Prenons d'abord pour et une racine de l'équation ^* — 1 = 0, de sorte que l'on ait a* = i. Par là l'expression de t se réduira à cette forme plus simple ,
/ = X' + aX'\ en faisant, pour abréger,
et la valeur de 6 sera
fl aor ^» =5 X'* H- X"* + actXX'.
En développant les carrés des fonctions X' et X'^, et rabaissant toutes les puissances de r au-dessous de r**, à cause de r**s= i, on trouve
et par conséquent X'* -|- X"* = 5 (X' -4- X") = — 5 , à cause que X' + ^" ^^ ^ somme de toutes les racines.
agG NOTE XIV.
On trouve de même, par la multiplication,
On aura ainsi 9 = — 5 + 6«fc , et faisant a = — i , on aura fl' = — II.
Donc , on aura par les formules du n* 1 1 , en y faisant v = a ,
25. Ayant ainsi les valeurs de X' et X", pour avoir celle de r, il faudra considérer les cinq termes qui composent la quantité X' comme les racines d'une équation du cinquième degré, et puisque 5 est un nombre premier, on ne pourra employer que Fexpression générale de t,
en prenant pour et une racine de l'équation ^ — i = o. Ensuite il fendra faire
9 s= i* = 0* H- <xf H- a»Ç" + a»Ç'" + a^^'^j
et il ne s'agira que de trouver les valeurs en r des coefficiens f *, 0'« etc. , par l'élévation de l'expression de / à la cinquième puissance , en ayant soin de rabaisser les puissances de ot au-dessous de a*, et celle de r au-dessous de r**, à cause de a'ssi et r"=i. Par un calcul qui n'a de difficulté qu'un peu de longueur , et sur l'exactitude duquel on peut compter, j'ai trouvé, en retenant les expressions de X' et X" en r du h* précédent ,
Ç* = 130 + 3iX' + 70X", f = 100 + 60X' + 45X^ f = 5o + «5X' H- 3oX^ f = 60X' + 65X", ^•^ = 5oX' + ^SX!'.
Comme les valeurs de X', X'' sont déjà connues, par l'opération précédente, l'expression de la fonction de ne présente plus rien d'indéterminé , et elle dounera sur-le-champ la valeur de la pre-
mière racine r, par la formule générale du n* i^t en y disant ^ =5, et prenant pour a, j8, 5^^ J^ les quatre racines qui, avec Punité, résolvent l'équation 7-* — 1=0, et pour fl', fl", G'^', 6'Mes valeurs de 6 qui répondent aux substitutions de ot, /3, ^, J^ à la place de a dans l'eipression trouvée pour ô.
a6. Si dans les valeurs de Ç**^ ^\ etc. , on substitue celles de X' et X", données dans le n* :i4> ^^ ^
f. '39 — 39V/— II ^ w gS+iSy/— II
Vf/ _ — i5+55t/ — II ^fff ^^ — laS— S|/ — II
^,^ laS+aSy/— II
Si ensuite, au lieu des racines j3, ^, cT, on substitue les puissances a% a\ a^ de la racine a , qui les représentent, à cause que 5 est un nombre premier, et qu'on rabaisse les puissances de a au-dessous de oL^y on aura
et l'expression de la racine r sera
où il n'y aura plus qu'à mettre pour a, a% a', a* les valeurs de r, r*, r', r*, que nous avons données plus haut (n* 18).
117. On trouverait par les mêmes principes les valeurs des puissances de r qui forment les autres racines de l'équation x"*-* issso, excepté l'unité.
Et d'abord on aura les valeurs des racines r*, r*, /*, r*, qui entrent dans la fonction X', en multipliant , dans l'expression de r,
a^ NOTE XIV.
les radicaux \/F, VA", \/¥', \/F% respectivement par a^ jS^ >^ i^y pour la racine r*; par a*, /3', 3.*, «f', pour r"; par a*, jS*,
>% J^% P^^ï"^ ^? ^^ P^^ ^j fiy y^ ^} P^^' ^) c'est-à-dire par ot^, a', a', âj par a', «, a^, a*; par tf% a*, «t, «-'; et par tf, a% a^ «^.
Ensuite, pour avoir les valeurs des autres racines* r*, /^, r**, r', r', qui entrent dans la fonction X", il n'y aura qu'à changer dans celles de r, r*, /^, r», r^, X' en X", et X" en X'; ce qui ne demande que de changer le signe du radical \/— 1 1 dans les expressions de ^•, ^', etc.
.28. Je donne ici d'aiitant plus volontiers ces expressions des racines de l'équation a?" —1 = 0, qu'elles n'ont jamais été données, et qu'elles n'auraient pas même pu l'être par les méthodes connues qui demandent la résolution d'une équation du cinquième degré.
Il y a cependant une exception à faire à ce que nous venons de dire; car on trouve à la fin du Mémoire de f^andernionde , sur la Résolution des équations , dont nous avons parlé dans la Note précédente , l'expression de la racine d'une équation du cinquième degré, d'où dépend I» résolution de l'équation x" — 1=0; car cette équation étant divisée par j: -— i , devient
x^ -f- ^' + **:• •+• etc. -f- I = o ,
laquelle étant du genre des réciproques , peut s'abaisser au cinquième degré, par la substitution de j:4--:^.tt, et l'on obtient par les formules de la Note X (n** i4), cette équation en m,
tt* ^- a* — 41^ — 3ii* -^ 3tt -|^ 1 = o.
Eu prenant u néga'tivement , ce qui change les signes de tous li3s terme? pairs, on a l'équation résolue par Vandermonde. Cet auteur ne donne l'expression dont il s'agit, que comme un résultat de #a méthode générale, sans indiquer en détail le3 opérations p«r iesquelkis il y est parvenu ^ et personne , ajprès lui, ne «'est
NOTE XIV. agg
occupé, que je sache, k vériGer ce résultat^ qu& paraît même être resté igQorë.
2g. La valeur que nous venons de trouver pour la racine r de l'équation x" — 1=0| pourrait servir à cette vérification; mais on peut parvenir directement à un résultat comparable à celui de Vandermonde j en prenant pour a , dans l'expression générale de i du n* 34 , une racine de l'équation j^ — 1=0, au lieu de l'équation ^•—1 = que nous avons employée , ce qui est permis , puisque 2 et 5 étant les facteurs de 10, on peut partir de l'un ou de l'autre, à volonté.
3o. Faisant donc «' == i , l'eipression générale de t ( n* 34 ) deviendra
« = X' + tfX" + ft-X'" + a»X*^ + i«*X%
et l'on regardera maintenant les quantités X', X'', etc. , comme les racines d'une équation du cinquième degré; c'est le cas que nous avons considéré en général dans le n^ 13.
On fera donc
et l'on cherchera les valeurs de ^y ^% ^\ etc. en fonction de r^ par le développement de la puissance cinquième de £, en y rabaissant continuellement les pmssances de a au-dessous de af^ et celles de r au-dessous de r*', k cause de «^=: i, et r"=i. Le calcul n'a d'autre difficulté que la longueur. Toici les résultats que j'ai trouvés, et dont je crois pouvoir répondre.
En faisant, pour abréger,
on a
dans laquelle
3oo NOTE XIV.
^^ = i64o + i836 s, ^ = 1700 + i83o 5, ^' c= ao5o + 1795 s y 0'"= 1800 + 1820 s y
Or s est la somme des racines qui^ par la nature de l'équation du dixième d^é en x^ dont le second terme est a?', doit être ^ale à —I.
Faisant donc ^ s= -^ i , on aura
Ainsi la valeur de sera
6 = — 196 — i3oa H- ji55a* — aoa* + 90a*.
En mettant successivement à la place de a les quatre racines a^ /3, 5^, cT de l'équation a:r* — i s= , on aura les quantités G', fl", G''', G'^, et si l'on prend , comme ci-dessus (n^ 26) , pour ces racines les puissances a,j ûl*^ a^j et^y dont les valeurs sont les mêmes que celles de r, r*, r", r*, du n' 18, on aura, à cause de «*s= i,
6' = — 196 — i3oa 4- 255 ûL^ — aotf* + goot^, 6"|= -^ 196 — iSoflt* 4- 255a* — aoa + 90a', ^"' :^ — 196 — i3oa* H- 255ct — 20a* H- 90a*, 6'^= — 196 — i3oct* H- 255a' — 20a* + 90a ,
et la formule générale du n* 11, donnera tout de suite , en faisant V ssz5 et ^s=s— -x^
Cette quantité X' est z:^r'+-r^'*z=zr'^-, k cause de r" = i ; c'est
la valeur de 2 cos (n* 1 2) : c'est aussi celle de la racine u de
l'équation en u du cinquième degré (n* 28) y puisque r est la racine de l'équation ar" — 1=0. Ainsi l'expression précédente , prise négativement, doit s'accorder avec celle de p^andermonde.
NOTE XIV. 3oi
3i. Pour pouvoir les comparer facilement, nous substituerons dans les eiipresâons précédentes de fi^, 0'^, 0'^', 0*% les valeurs de a, a% €t?j «*, qui sont les mêmes que celles de r, r*, H, r* du n* i8.
En Élisant, pour abréger,
m = j/(— 10 — 2 V5), n = v/(— lo+a V5),
on a
et pour s'assurer de la justesse de ces expressions, il n'y a qu'à
faire le carré de — 1+ \/5^mj qui est 6—2 V^+^^'H^^CV^— O'^'î or en faisant passer sous le signe radical de m le coefficient
\/5 — I élevé au carré, on trouvera (v/5— i) m=2/s; de sorte qu'en substituant la valeur de m*, on a
On peut vérifier de même les autres puissances de a. Faisant ces substitutions , on trouve
V = i (— 979 — 275 V^ — 220/îi H- 275/1) ,
fl" = \ (— 979 + 275 \/S — 275/w — • 220;») ,
fl'" = \ ( — 979 H- 275 V^5 H- 275/71 + 220/s) ,
fl*^ s= J (— 979 — 275 \/S H- 220/71 — 275/ï) ,
où l'on remarquera que les coefEciens 979, 375, 220 sont tons divisibles par 1 1 et donnent pour quotiens 89 , 2S ^ 20 -, de sorte que les quantités fi', 6'', fi'^, fi*^ peuvent être «primées plus simplement ainsi :
0' = i^ (— 89 — 25 v/5 — 20m + a5/i), fl'' = 2^ C— 89 + 25 V^S — 25/71 — 10/»),
fi''' =: I5L (— 89 H- 25 V/5 + 25/71 H- 2on),
fl'^s= ii (— 89 — 25^5"+ 2om — 25/»).
3o2 NOTE XIV.
'i2. Pour rapprocher davantage nos expressions de celles de yandermonde, nous emploierons ces transformations :
m = p + q, n =: p — ç, en supposant
lesquelles se vérifient en faisant les carrés , et en observant que ^^ = *-« \/5 , parce que le produit des deux radicaux réels et po~ sitifs v/(5 + 2 \/5) , /(5 — 2 v/5) est V/5 j donc
Par ces substitutions, les quantités fl', fl", fl''', fl*^ deviendront
fl/ = - (_ 89 - 25 v/5 + 5;; - 457), ô''=^(-89 + 25v/5-45;^- 5y), fl'''= i^ (— 89 + 25\/§ + 45;; + 5y), fl«T_ m: (_ 89 — a5v/5 — 5;? H- 45^).
33. Vandermonde a donné, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences, de l'année 177 1 (page 4^6)» P<>ur la résolution de l'équation
X* -— X* — 4^ + 3x* H- 3x — I SES
cette expression de la racine
a: = I (i + A' H- A'' + A''' + A'^), dans laquelle
A' = iJ'-V- (89 + 35 VS — 57 4- 45;;), A" = ^V (89 + 25\/5 + 5^ - 45;»), û'^ss ^'•V- (89 - 95 V^ - 5y — 4^), A»'s= ^J'i^ (89 — 25 \/5 H- 5y H- 45jP), en conservant léS valeura de ;i et f supposées à-dessus.
NOTE XIV. ao3
On voit que les expressions de ù!" et à}" coïncident avec celles
de V— 9"' et V^— 9", et que les expressions de A' et A' ne dif-
fèrent de celles de V^ — 8' et V^— 9'^ que par l'échange des quantités p et q entre elles , ce qui ne tient qu'au signe du radical
3 v/5 sous le radical carré. A cette différence près , qui peut venir d'une faute d'impression dans le Mémoire de f^andermonde, ses résultats s'accordent parfaitement avec les nôtres , puisque la racine de sou équation en a: répond à la racine de notre équation en u prise négativement , et que tout radical cinquième
est la même chose que •— \/9. On peut donc dire que
y^andermonde est le premier qui ait franchi les limites dans les*
quelles la résolution des é({uations à deux termes se trouvait resserrée.
34- Pour ne laisser aucun doute sur la correction à faire à la formule de Vandermonde , nous allons prouver qu'elle résulte des principes mêmes de sa théorie. En effet, si l'on désigne, comme lui, par /, /', r'", r'^ les quatre racines qui, avec l'unité, résolvent l'équation x^—- 1=0, il est facile de voir, par la formule générale de l'article YIII de son Mémoire, que la quantité A ne peut être que de la forme
1^(A + B/^ + (y' + D/^'' + Er'^);
et qu'en prenant cette expression pour l'une des quantités A', A", b!^\ A'% les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci , par la substitution de r*, r*, r^ à la place de r; ks quantités A , B, C, D, E étant des fonctions des racines de l'équation à résoudre, indépendantes des racines r', r'', i*'\ r^.
Or, par les relations données dans le même article entre ces dernières racines, on a
3o4 NOTE XIV.
Donc, les quatre expressions dont il s'agit deviendront
V^(A H- B/ H- Cr" H- D/" H- Er") , V^(A H- B/" 4- 0"-t- Dr" H- Et' ) , V/(A -f- Br" + Cr"'+ D/ + Er") , \/{A H- B/' H- Cr' + Dr" -f- Ei"').
35. Dans l'article XXIII du même Mémoire, on trouve pour les racines de l'équation x* — i := o, ces expressions y dans lesquelles j'introduis, pour plus de simplicité, les mêmes lettres p et g employées ci-dessus ,
£n . prenant la première de ces racines pour r^y de sorte que l'on ait
il faudra , d'après les formules du n^ 3 1 , en prenant a pour r^y et substituant p+Çj p — q pour m, n, supposer
Substituant ces valeurs dans les expressions ci«dessus , elles se changeront en celles-ci :
V^i (F + G \/5 H- H^ + Rç), ^i (F — G V5 -h K;» — Hy), V'i (F — G V5 — Kp + Hy), V^i(F+.G V^ + H;,-Ky),
NOTE XIV. 3o5
en faisant, pour abréger,
lesquelles doivent coïncider avec celles de A', A", A'", A'^, rapportées ci-dessus {p? 33). Mais on voit au premier coup d'œil que cette coïncidence ne peut avoir lieu , à moins qu'on ne change à la fois ;; en ^ et 7 en ^ dans A' et A'', ou dans A''' et A*% parce que dans les formules précédentes , les coefficiens de ^ et ^ ne sont les
mêmes que dans les deux où la racine \/5 est affectée du même signe, au lieu que dans les expressions de A', A'', A'^'^ A'% les quantités ;? et q ont partout les mêmes coefficiens.
36. En faisant ce changement dans A^ et A'', comme nous l'avons indiqué (n* 33) pour accorder les formules de F'andermonde avec les nôtres, on pourra supposer
A' = 1^1 (F + Gv/5 + ^p -{- Kg), A" = i^i (F -♦- Gv/5 — H;? — Kg), A"'= t^i (F - Gn/5 - K;7 4- Hg), A"'= i^i (F - GN/5 + K;, - Hg),
ce qui se vérifiera en faisant
F=ii.89, G=ii.35, H = — 5, R=:4^.
De là , on aura y par les formules du numéro précédent,
B=:A— 11.6, C=A— 11.26, DsssA— 11.41? E=A— 11.16,
et la quantité A restera indéterminée, parce qu'à cause de... I + r' H- /' 4" ^'' + ^^ = o > elle dbparaîtra des expressions des quantités A du n* 34.
3o6 NOTE XIV.
Si l'on fait A = 196, on trouve
et la formule
V/(A + B/ 4- C/^' + D/^" + Er«')
du n* 34 , Coïncidera avec celle de l/— 0' du n* 3o , parce qu'en feisant rtssr', on a /^'= a*, /^'' =«% r«^ =î a» (n* 35); et les formules dérivées de celle - là coïncideront aussi avec cel les de
37. Pï^nons pour dernier exemple l'équation x*^ — 1=50. Gmimct i3— «1 = 12=: 2.2.3y Popération pourra se décomposer en trois , de la manière suivante.
U faut d'abord av oit une racine primitive pour le nombre i3^ et la table du ft* 4 ^m^t le nombre 2 , dont les puissances successives^ jusqu'à la onzième, divisées par i3, donnent les restes 2, 4 9 89 3» 6, 12, II, 9^ 5, 10, 7.
Ainsi en nommant r une racine de Téquadon
a:" + or" + ar" + j:» + ^^ -f- etc. -+• i s= o, les autres onze racines seront
On fera donc en général
/ = r 4- ar* + aV •+. otV + aV + aV
et l'on prendra d'abord pour aune racine de l'équation^*— i =0, en sorte que «•= i, ce qui réduira la fonction i à la forme. ... / =:X' H- aX", dans laquelle
De là , on aura
6 = /»=rfH-<, e = X'»4-X"% r = 2X'X".
On peut se dispenser de chercher la valeur de ^•j en se servant de l'expression de 6 du n* 1 1 , qui ne renferme pas Ç*, et qui donne ici, à cause de y = a et de ^ = — - 1 somme des racines de l'équation proposée, fl =r i -}-(«— i)Ç'; de sorte qu'en faisant «=s5**-i, on aura la valeur de 0^, et les deux racines X', X" seront (n^ cité)
Pour avoir la valeur de ^, il faut développer le produit XX." en puissance de r, ayant soin de rabaisser les puissances supérieures à r"*, à cause de r*^ = i , et l'on trouve XX." =: 3^ , en mettant s pom: la somme des racines r, 7^, r^, etc., laquelle est=—- 1 ; de sorte qu'on aura ^'=—6, et les valeurs de X', X" seront
38. On regardera maintenant les six racines qui composent k quantité X' comme celles d'une équation du sixième degré, et l'on fera de nouveau
mais au lieu de prendre en général pour cl une racine de l'équation j^* — - I s= o j ce qui demanderait ensuite le développement de la sixième puissance du polynôme <., nous prendjKms de nouveao une racine de l'équation /* — - i = o, de sorte qu'au moyen de a* = I , la fonction /, redeviendra de la forme /.;:= X| -{- X' , dans laquelle on aura
3o8 NOTE XIV.
On aura ensuite, comme ci-dessiis,
fl. = /: = ?: + <, e: = x:' + x:, ?:-:=ax:x:,
et à cause que la somme des racines est ici X', on aura surle-champ
on aura en même temps 9» = X'* -{-(a — ï) ^^ «it faisant a =3 — • i ,
e:=:X'--aç:.
Pour avoir ^[ , il faudra développer le produit de X[ par X *,' en se souvenant toujours que r'* = i , et l'on trouvera
ce qui donnera Ç[ = 6 + aX'',
et par conséquent
39. Nous remarquerons ici que comme en mettant r* au lieu de r, la fonction X' devient X", et la fonction X" devient X'j si l'on dénote par (X^), (Xî)ce que deviennent les fonctions X', X^, en y substituant r* au lieu de r dans toutes les puissances de r, ce qui donne
on aura les valeurs de (X'), (X*), en échangeant dans celles de X^ , X* , les quantités X', ,X" entre elles. On trouvera ainsi
-—.v X'— v/(X'» — 1 a — 4X') {AJ = .
Ce sont les fonctions correspondantes àX[, X' qu'on obtiendrait en procédant à l'égard des racines qui composent la fonction X'', comme on a fait sur celles de X'. Ces valeurs sont nécessaires pour parvenir à celles de r.
40' Pour cet eflfet, il faul encore regarder les trois racines qui composent la fonction X^ comme celle d'une équation du troisième degré , et faire , en conséquence ,
/. = r + tfr* + flt^r®,
et prenant pour a une racine de l'équation J^' — i =0. De la , on formera la fonction
fl. = 'î = ?: + < + «•?:,
et l'on trouvera, par le développement, en faisant a' = i , et r*' = I , ces expressions
Donc , nommant a et fi les deux racines de l'équation et faisant
on aura, comme dans le n^ 23 ,
Ainsi la valeur de r est entièrement déterminée; nous ne chercherons pas à la simplifier, parce que, dans tous les cas, il est toujours plus avantageux d'employer, pour la résolution de l'équation x*^ — 1=0, ainsi que de toutes les équations de ce genre, les formules connues eu sinus et cosinus.
3io NOTE XIV.
4i. Je remarquerai, en finissant, que la méthode exposée dans cette Note, peut être i*egardée comme une simplification de celle que M. Gauss a indiquée d'une manière générale , dans l'article 36o des Disquisitiones arithmeticœ . Celle-ci est fondée aussi sur le développement d'un fonction semblable à la fonction que nous avons désignée par 0; mais elle demande de plus la formation et le développement d'autant d'autres fonctions du même ordre que l'équation a de racines, ce qui alonge considérablement le calcul. JNotre méthode est indépendante de ces fonctions auxiliaires ^ et conduit directement aux expressions les plus simples des racines.
FIN
Correction (laissée par M. Lagrange) pour V article 87
de la Note XIII^ p^g^ ^4^-
La règle donnée dans cet article, pour savoir lequel des deux systèmes d'équations on doit choisir dans chaque cas, n'est pas assez générale.
M. Bret, professeur de Mathématiques au Lycée de Grenoble, a trouvé un exemple où elle est en défaut.
Soit l'équation
la transformée en est
fl3 + ,6fl. _ 2569 _ (64)* = o,
dont les racines sont — 16, — 16, 16, ce ^jui donne
La fonction A' — 4A.B-+-8C est >o, parce que A=:o, C=:8j ainsi il faudrait prendre le premier système. On aurait d'abord
qui ne satis&it pas. En effet,
(i + 2\^iY « — .3 4- 4v/.
ainsi l'équation serait
ce qui n'est pas zéro.
Le -deuxième système donnerait
3i2 CORRECTION,
donc
Mais je remarque que l'analyse donne simplement la condition
y/^ X \/¥' X V^r = A' — 4AB + 8C;
d'où il suit que le produit des trois radicaux V^fl', \/fl", V^ doit
être égal, et par conséquent de même signe que la quantité
A' — 4-^B H" 8C, Donc si , en prenant les trois radicaux positivement, leur produit est de même signe que cette quantité, ce sera le premier système qui aura lieu ; mais s'il est de signe contraire , alors il Êiudra donner le signe — - à l'un des trois radicaux, ce qui donnera le deuxième système.
Dans l'exemple dont il s'agit, on a
tandis que
Ainsi c'est le second système qui a lieu.
La méprise vient de ce qu'on a supposé que le produit des trois radicaux, pris positivement, serait toujours positif.
Au reste , on peut ôter toute ambiguité en prenant dans le premier système
^gTT/ _ A3-4ÂB+ j8C
Dans l'exemple proposé, pour lequel
ayant fait v/9^ = 4, N/^= 4 \/— i , on aura v/P'= — 4 v/^IT • alors le premier système donnera
x' = I, jf" =— I + a V^^^, ar"'= i, a:" = — i — 2 \/-^, véritables racines.
>WW<»W » »WW<»MMWIâ<WM)»MM%>M(»l<»>»l<»MM( % »MMW»WW^
NOTE DE M. POENSOT, relalwe à la correction précédente.
Il me semble qa^3 y avait & faire \ sar ce point de cloclriné ^ une remarque plui simple et plus lumineuse que celle qu'on vient de lire, parce qu'en même temps qu'elle efface j de l'Alg^rC; cette inutile énumération de formules qui a donné lieu & la méprise dont il s'agit , elle rend encore plus claire et plus précise la règle qu'on doit suivi*e dans les applications particulières.
En représentant ^ comme le fait Euler , par
l'équation du 4* degrés et par les lettres a, &^c, les trois racines de la rèduiu j j'observe que i dans l'Algèbre , on ne devrait présenter , pour l'expression générale de X, que la simple formule
et qu'il faudrait supprimer, comme inutiles , toutes celles qu'on en tire par ces dif-« férentes combinaisons de signes dont on affecte les radicaux [/a y {/b, \/c. Car ces signes + ou — qu'on met devant ces radicaux , n'en font pas pour cela des quantités positives ou négatives ; et , par l'équivoque même qui reste attacbée au signe radical (/, et à ceux qui entrent dans l'expression de a^ b, c, toutes ces représentations, ou formules diverses en apparence, reviennent toujours à la même , et ne signifient rien de plus en Algèbre. Il suffît donc d'écrire la simple formule précédente , où le signe + que j'emploie , signifie uniquement que l'expression de X est formée par la réunion des trois expressions générales \/a, {/b, y^c, sans rien dire de la nature de ces quantités, qu'on ne peut ni connaître, ni marquer par aucun signe, tant qu'on reste dans la généralité de l'analyse.
Actuellement, je suppose qu'on veuille donner une règle pour l'application arithmétique qu'on pourrait avoir à faire de cette formule générale à une équation particulière donnée. Il suffît de dire que , dans cbaqae cas particulier , on aura soin d'assembler les valeurs trouvées pour ces radicaux , de manière que le produit de ces valeurs soit de signe contraire au coeffîcient q de la proposée : ce qui donnera précisément^ et dans tous les casj les quatre racines de cette équation.
( Ceci suppose que , par la règle analogue dans le 3* degré , on a d'abord dé^ terminé les trois racines particulières a, &, c, qui conviennent à la réduite.)
On voit que tout devient clair et facile , par cette seule attention de ne pas confondre avec l'Algèbre ce qui n'appartient qu'à l'Arithmétique. Le défaut qu'on relève ici vient uniquement de ce faux mélange qu'on veut faire de Tanalyse et de la synthèse. On essaye de dbtinguer et d'isoler , par certains signes, les différentes
3i4 NOTE DE M. POINSOT.
racines d'une formule radicale , et cette séparation est tout-à-fait illiuoire : car ces racinjes coexistent toujours dans une seule quelconque d'entre elles, tant qu'on j laisse ces radicaux qui donnent lieu à cette multiplicité de valeurs. Or, par la nature même de l'Algèbre, il faut que ces signes équivoques demeurent , puisque cette science n'a d'autre objet que d'indiquer les opérations à faire, mais sans les exécuter , afin que le tableau de ces opérations, la seule chose que l'esprit ait en Tue, soit parfaitement conservé. Cest même pour prévenir toute in^perfection de ce genre, que, dans le calcul, au lieu de nombres, on emploie des lettres; d'oi il résulte qu'aucune opération ne peut se faire actuellement, et que le signe de l'opération demandée subsiste toujours.
Lorsqu'on passe aux applications numériques, les opérations s'effectuent, les signes radicaux disparaissent, et l'on n'a plus que des valeurs particulières, composées de nombres réels ou simplement affectés de l'imaginaire |/— i : c^est la seule ambiguité qui reste; et le choix de ces valeurs particulières se fût aisément par cette règle naturelle , qui consiste à se conformer à l'hypothèse même du calcul ^ afin de ne pas se contredire soi-même.
Ainsi, dans la formule d'Ëaler,rhjpothèse du calcul est (/aX V/^X|/c=— ^,
qui signifie que le produit des trois valeurs particulières^ qu'on réunit pour former
la racine « de la proposée , doit être précisément égal à — g. Il faut donc se oon-
former ii cette supposition, comme , lorsqu'on demande le carré de V^-— i , on doit écrire — i , pour ne pas se contredire. Par ce seul principe , <m ert sûr de trouver dans chaque cas les vraies valeurs qui conviennent à la question que Pon considère.
SIM 01 hA MOTS.
Errata.
Page 72, ligne 4, ^, lisez ^
— — 81, ligne i3, a? = -^ d:, /»««« x= ^zp
— — 8a, ligne i5, plus grand que ^'% /m^s plus petit que ('*
— 86, ligne 8 en remontant, 7—, liseï 7-
— — gi , dernière ligne , , lisez
i44, ligne 6, 4-aKi3*, /ûe^ +aK3* — — agS, dernière ligne, /, = i + , lisez ^, = r +
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		ANALYSE

		X ANALYSE DU TRAITÉ ÔE LA RÉSOLUTION

		INTRODUCTION

		TABLE DES CHAPITRES

		SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

		CHAPITRE PREMIER

		X -h Yu.H- Za* H- Yw» H- etc. 4- aP" = o

		CA

		CHAPITRE III

		CHAPITRE IV

		Prenons pour second exemple l'ëquation

		ARTICLE PREMIER

		ARTICLE II

		Soit l'équation proposée du second degré, conmtie

		___ 4(A'— 3B) (B*— 3AC) — (9C--AB

		D«— 2^ .4*B*D-4- 4^ . 3*C^BD + 4^B^D — 4OB' — .3'C

		ARTICLE IV

		CHAPITRE YI

		ARTICLE PREMIER

		Gela posé, supposons que Pon ait >trouvé'9 par exÀnple

		ARTICLE II

		B = «• + EE

		E'E'= 6*+ EE'= B

		Or, comme on a B = («^) +E^E^^', il est visible que les

		DES ÉQVITIDITS K0HÉ2.IQUE

		ARTICLE III

		Maintenant, si l'on fait , xomnîe dans le n

		II

		ARTICLE IV

		Soit l'équation proposée

		C- - Ac

		DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUAT. NUMÉRIQUES

		NOTE PREMIÈRE

		Soit donc l'équation du cinquième degré

		I. En effet, soit l'équation proposée en x

		V — II

		I. Soit l'équation générale du degré m

		Faisons; pour abréger

		I. Reprenons l'équation

		AR

		Nous avons développé plus haut Féquation identique

		Désignons, pour abréger, par ^x la fonction

		En effet , si l'on considère l'équation identique

		Soit eii effet le polynôme du degré m

		Supposons

		BOT£ X

		UT

		Si /•==!, on aura

		Représentons l'équation proposée par la formule générale

		ni

		T = 30* -. AS

		Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions résoU

		X: =r«^' + r-^'**' H- X"'*'^' 4- etc. H- /'^•"'•\ etc

		aç: + «•?: + etc. + «''— eÇ

		FIN

		Sources et licence





