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AVIS DU TRADUCTEUR
L'ouvrage dont nous offrons la traduction au public français a paru à Brunswick en 1857. L auteur a publié depuis cette époque des opuscules sur la résistance des constructions métalliques, qui, réunis au volume de 1857, constituent un Traité complet de la stabilité des constructions. Le présent volume est la première partie de ce Traité et comprend les applications de la mécanique aux constructions en terre et en maçonnerie, savoir : la théorie des voûtes, la poussée des terres, la théorie des murs de soutènement.
L'auteur s'est proposé de rédiger un ouvrage d'enseignement pour les écoles techniques et en même temps un manuel pouvant fournir au construcleur les méthodes simplifiées et les tables numériques dont il a besoin. De là les détails minutieux dans lesquels entre l'auteur pour élucider tous les cas et aplanir entièrement la voie ; de là aussi le grand nombre d'exemples instructifs successivement développés. Comme
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livre d'ensergnement, cet ouvrage oiïre une ([ualité bien précieuse : c'est cet esprit scientifique, qui ne permet pas qu'on s appuie sur une hypothèse sans le déclarer formellement, et sans discuter la valeur de cette hypothèse, sa liaison avec les principes antérieurs et les conséquences qui en découlent. Cela est d'un inestimable secours pour Tétudiant, et cela évite au praticien bien des calculs inutiles ou vicieux qui lui feraient prendre en haine une théorie qu'il croirait en contradiction avec les faits. En lisant les chapitres de ce livre, qui contiennent la critique des ouvrages antérieurs, on sera frappé des inconséquences qui ont eu ou ont encore cours, du grand nombre de démonstrations prétendues qui reposent sur des hypothèses gratuites. M. Scheffler en fait bonne justice.
Cet ouvrage mériterait de devenir classique, quand même il n'offrirait que ces avantages et serait d'ailleurs une pure compilation. Mais il n'en est rien, et, pour parler seulement ici de la théorie des voûtes, qui occupe la plus grande place, on trouvera la théorie géométrique des courbes de pression exposée avec des développements aussi originaux qu'élégants, les voûtes non symétriques et les voûtes composées abordées avec sagacité, et surtout deux innovations capitales.
Le principe de la moindre résistance d'une part, et de l'autre le rejet de l'hypothèse de Navier et de Bélanger sur la répartition des pressions.
Coulomb a assis la théorie des voûtes sur des bases solides, mais en se restreignant au cas de l'équilibre limite et des voussoirs incompressibles. M. Méry a voulu faire un pas de
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plus et donner les moyens de vérifier la stabilité d'une voûte, en tenant compte de la compressibilité des voussoirs ; mais il s'est heurté à la loi inconnue de la répartition des pressions sur les divers points des surfaces de joints, et il a tourné 1 obstacle en admettant une loi hypothétique déjà formulée par Navier et améliorée par M. Bélanger, et qu'on peut nommer la loi du trapèze : les pressions élémentaires sur les points d'un joint seraient proportionnelles aux ordonnées d'un trapèze (ou d'un triangle), dont le centre de gravité répond au point d'application de la pression résultante.
Il n'est pas difficile de reconnaître que cette hypothèse correspond à Thypothèse de la flexion plane qui sert de base au calcul des constructions métalliques.
M. Scheffler n'a pas hésité sur ce point à faire reculer la théorie ;, il a ouvertement déclaré que la loi du trapèze n'est fondée sur aucune observation, que certains faits, au contraire, tendent à l'infirmer ; dès lors, pour lui, il n'y a, dans l'état actuel de la science, qu'un parti à prendre : traiter les voûtes qu'on considère comme si elles étaient formées de voussoirs incompressibles, et ensuite tenir compte d'une manière tout empirique des effets de la compressibilité, en suivant l'exemple des constructions stables antérieurement exécutées.
Mais en se restreignant à l'hypothèse des voussoirs incompressibles, l'auteur a voulu donner une théorie complète de ce cas. Coulomb, Méry, n'indiquent que des courbes des pressions possibles, et non la courbe des pressions réelle, que les théorèmes de la statique jj^énéralc laisse.ul md4Vfôtvs\\-
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née. M. Scheffler a recours au principe de la moindre résistance, énoncé par Moseley et mis dans tout son jour par M. Scheffler lui-même. Ce principe lève l'indétermination dans le problème des voûtes et dans beaucoup d'autres analogues, ainsi que l'auteur le montre par des exemples nombreux dans tout le cours de l'ouvrage.
Grâce à ce progrès, la théorie des voûtes est édifiée dès aujourd'hui pour le cas des voussoirs incompressibles. Les praticiens peuvent prendre cette théorie comme guide avec sécurité ; les étudiants possèdent un exposé méthodique et clair, qui ne laisse pas de place aux interprétations diverses. (Nous avons entendu interpréter de' façons Irès-diflFé rentes et toutes plausibles le mémoire de M. Méry.)
Les efforts des chercheurs peuvent être reportés en avant sur le point capital que nous avons, signalé plus haut : la découverte de la loi de répartition des pressions à la surface d'un corps solide homogène.
Ici ce n'est plus la théorie des voûtes seule qui est intéressée, toute la science des constructions réclame pour base cette loi inconnue, qui est le grand desideratum de la physique moléculaire. L'analyse mathématique s'y est appliquée en vain : c'est l'expérience qui doit prononcer maintenant \
• Voici comment M. Poncelet, dans son Examen historique et critique des principales tlUories concernant l* équilibre des voûtes, indique les progrès à accomplir : /
« On sait que l'Académie des sciences a jusqu'ici vainement proposé Tun de ses grands prix pour la solution analytique de cette difficile et importante question (la loi de répartition des forces m(»léculaires à la surface extéricuic
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Admettons qu'un poids isolé repose au centre de gravité de la face supérieure d'un socle en pierre; ce sera, si l'on veut, une mince colonne de fonte. Dans ce cas, la loi du trapèze donne un résultat fort simple : la pression de la colonne se répartit uniformément sur toute la face du socle. Ainsi les molécules qui reçoivent directement la pression la transmettraient, à la manière des fluides, uniformément dans tous les sens. Mais, quelque peu précises que soient nos notions sur
d'un corps solide), qu'il con viendrait peut-être de limiter, quant à présent, au cas d'un prisme élastique uniquement soumis à l'action de la pesanteur et reposant sur un plan matériel horizontal, supposé non déformable, par une base dont les distances intermoléculaires seraient elles-mêmes censées invariables. Aussi doit-on appeler de tous ses vœux le perfectionnement et le développement des méthodes par lesquelles MM. Navier, Poisson, Cauchy, Lamé et Clapeyron ont abordé au point de vue mathématique les questions qui concernent l'équilibre intérieur des solides élastiques, et qui, en attendant une solution vraiment rigoureuse, ont déjà conduit M. de Saint-Venant à perfectionner l'ancienne théorie de la résistance des corps à la flexion, au glissement parallèle et à la tension transversale produits par des forces extérieures et diversement appliquées. Le long intervalle qui s'était écoulé depuis les premières recherches des géomètres d'abord cités avait fait craindre aux amis éclairés de la science que cette branche importante de la physique mathématique ne tombât dans un complet abandon, lorsque le remarquable ouvrage de M. Lamé ( Leçons sur la théorie mathématique de l'élaslicUé des corps solides, 1852), est venu dissiper cette appréhension, en nous donnant l'espoir de voir bientôt la théorie des voûtes, elle-même, soumise à des principes plus satisfaisants encore que ceux que nous possédons. Du moins doit-on savoir un gré infini à ce savant d'avoir répandu sur une aussi difficile matière une clarté d'exposition qui la rend pour ainsi dire élémentaire, et d'y avoir semé des aperçus neufs et féconds qui ne tarderont pas sans doute à recevoir d'utiles applications aux problèmes variés qui intéressent l'art de l'ingénieur. Ajoutons que les belles et délicates expériences de M. Werthcim sur la compression des solides élastiques sont un autre motif d'espérer une prompte et heureuse solution. »
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la constitution physique des corps solides» elles répugnent a de semblables conséquences; il faudrait pour cela, en etï'et, que le solide n eût pas de cohésion du tout.
Cette loi du trapèze est donc évidemment une limite, mais les solides naturels s*en écartent toujours. Ainsi, dans le cas actuel, supposons que la face du socle considérée soit indéfinie dans tous les sens : il paraît bien vraisemblable que la répartition de la pression de la colonne se fera suivant les ordonnées d'une surface de révolution à axe vertical passant par le centre d'appui de la colonne el asymptote au plan d'appui.
Si le socle est limité, la courbe se modifiera, mais en conservant un caractère analogue. Si, au lieu d'un poids isolé, on a une série de poids distribués suivant une loi quelconque, la courbe changera, mais la ligné droite annoncée par la loi du trapèze ne se produira que dans des cas tout à fait exceptionnels.
Il ne nous appartient pas d'indiquer un mode d'expérimentation : nous ne pouvons cependant nous dispenser de rappeleràVattentiondesingénieursledynamomètrechromatique du regretté Wertheim, dont la chronique des Annales des ponts et chaussées (1854, 1^' semestre, p. 115) signalait l'importance au point de vue de la résistance des matériaux.
En attendant les progrès de la science, qui ne sont peutêtre pas encore prochains, voici, nous le répétons, un ouvrage offrant l'état actuel d'un des plus importants chapitres de la science de Tingéuieur; méthodique et détaillé, et qui, rédigé
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par un construcleur, ne perd jamais de vue les applications pour s'égarer dans des digressions analytiques sans portée.
Nous croyons donc faire une chose utile en mettant nos camarades, les élèves de nos écoles techniques et les constructeurs en général à même de lire le livre de M. le docteur Scheffler, et nous nous estimerons heureux si cette étude contribue à dissiper le préjugé qui règne encore parmi les ingénieurs français contre les produits intellectuels d outre- Rhin.
PRINCIPE DE LA MOINDRE RÉSISTANCE
§ 1. Exposition du principe.
Moseley a fiait connaître, sous le nom de : Principe de la moindre résistance^ une nouvelle loi de statique, publiée pour la première fois dans le Philosophical Magazine du mois d'octobre 1833. Cette loi, susceptible d'applications pratiques très-importantes à Tart des constructions, particulièrement en ce qui concerne la théorie des Yoûtes et des murs de soutènement qui \a nous occuper, ne paraît pas néanmoins avoir pris dans la science de l'ingénieur le rang qu'elle mérite : c'est ce qu'on fera ressortir amplement dans la critique des théories antérieures qu'on trouvera, au deuxième livre. Cette loi a d'ailleurs été l'objet d'une explication défectueuse de la part de Moseley, et manque jusqu'ici d'une démonstration rigoureuse : je vais donc la définir et la démontrer à ma manière dans les pages qui suivent ; puis je ferai connaître l'exposition de Moseley, et enfin je ferai l'apjplication du principe à quelques exemples.
Qu'on se représente un système de corps qui ne sont liés les uns aux autres que par des surfaces de contact ; la position et la forme de ces surfaces sont d'ailleurs telles que tous les corps du ^^%t^\!cv^
forment un ensemble de figure invariable, tant que les forces qui les sollicitent demeurent comprises entre des limites déterminées. Enfin il existe dans le système plusieurs points .fixes.
Gela posé, on cherche la résultante de toutes les forces extérieures appliquées aux différents points du système, y compris les poids de ses parties * : on décompose par le théorème des moments la résultante en forces parallèles passant par les points fixes. Si ces points peuvent résister dans la direction de la résultante, leurs réactions seront évidemment égales et contraires aux composantes correspondantes '. Mais, par une disposition physique des surfaces d'appui, cos points fixes peuvent être seulement en état de résister dans d'autres directions déterminées , ou bien il peut se produire dans le système des forces intérieures dans des directions différentes et qui se reportent sur les points d'appui. Dans ces cas il se développera aux points d'appui, outre les composantes parallèles à la résultante, d'autres réactions qui, considérées pour l'ensemble du système, se font équilibre, mais qui, sur chaque point d'appui, se composent respectivement avec les réactions parallèles à la résultante, et produisent ainsi une réaction effective tellement dirigée que le point d'appui soit capable de la faire naître.
On trouvera généralement que ces forces qui dévient les réactions de la direction de la résultante générale peuvent être remplacées par une infinité d'autres groupes de forces, de grandeurs et de directions différentes, mais qui jouissent également de cette propriété de tenir le système en équilibre.
En outre, quand les points d'appui ne sont plus des points géométriques, c'est-à-dire quand des surfaces du système sont en contact sur une certaine étendue avec des surfaces d'appui fixes qui leur opposent une résistance, on peut faire varier à volonté les
^ Il résulte de cet énoncé même que ce principe n'est applicable qu'au cas où les forces extérieures ont une résistance unique.
" Ces composantes elles-mêmes ne sont pas déterminées par le théorème des moments^ toutes les fois qu'il y a plus de trois points d'appui, attendu que ce théorème ne fournit que deux équations :
ïpa? = PX
2py«PY
ce qui en donne trois en y joignant s p« P.
On sait en effet que la répartition d'une charge sur quatre points cf'appui ne peut être donnée par les lois de la statique générale, qui est obligée de considérer le problème comme indéterminé.
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points d'application des résistances sur ces dernières surfaces, et cela introduit une nouvelle indétermination dans le choix du groupe de réactions propre à assurer l'équilibre du système.
Le but du principe de la moindre résistance est précisément de lever cette indétermination autant qu'il est possible, en resserrant les limites dans lesquelles on peut faire varier les deuxièmes composantes ci-dessus définies du groupe des réactions.
Quand les points d'application et les directions des réactions sont également variables, le principe nouveau ne fournit pas un caractère absolument distinctîf, ne s'appliquant qu'à un groupe unique parmi l'infinité des groupes de réactions possibles. Mais il suppose qu'on a préalablement divisé l'infinie multiplicité des groupes possibles en certaines classes, et il tire de chaque classe, par un signe caractéristique, le groupe qui, en réalité, peut seul avoir lieu. Il reste alors à faire sortir d'autres considérations le choix de la classe dans laquelle doit se trouver le groupe unique cherché ; mais on ne peut tirer ^^[^nature du système entier aucun autre moyen de distincî problème demeure indéterminé *, et le principe menulement à trier l'infinie multiplicité des groupes de régies, et à réduire les groupes réellement admissibles à lus restreint.
Soient : «A, ôB, cG, dD (fig. 1) les surfaces par lesquelles le système donné est en contact avec des surfaces d'appui fixes ; soient A, B, G, D, des points choisis à volonté sur ces surfaces, et qui pourraient être les points d'application des réactions R, , R„ R„ R^; soient P là grandeur, PM la direction de la résultante de toutes les forces appliquées au système, tenue en équilibre par le groupe des réactions
* Ce mot d'indétermination peut choquer à bon droit le lecteur qui aborde pour la première fois la théorie des voûtes. Il n'est pas sans intérêt de s'expliquer tout de suite à ce sujet. Le problème dont il s'agit est parfaitement déterminé en luimême ; il n'y a dans la nature, et dans chaque cas, qu'un seul groupe de réactions possible. L'indétermination existe seulement pour nous^ faute d'avoir un nombre d'équations suffisant pour déterminer les inconnues du problème. La considération de l'équilibre du système, indépendamment de sa nature, a donné les six équations de l'équilibre. Elles ne suffisent pas en général ; il faudrait, y joindre les équations qui régissent la répartition des pressions dans les corps solides :* cette loi de répartition est inconnue; de là l'indétermination, qui tient à un défaut d'étendue des connaissances actuelles. Le problème serait parfaitement déterminé pour nous si le système était fluide au lieu d'être solide, parce que bi loi de répartition des pressions dans les fl ailles est connue.
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dont on vient de parler. Je décompose la réaction R, en une composante P, parallèle à P, et une Q, perpendiculaire à P, et ainsi des autres; je trace ensuite dans un plan perpendiculaire à PM les
lignes Ma,^M/3, My, M 5, resp'fectivement parallèles aux composantes Q,, Q,, Q»5 O4 ; puis je considère comme appartenant à une seule et môme classe tous les groupes de réactions dont les composantes Q,, Q«5 0»5 O4 sont parallèles aux mômes axes Ma, M/3, My,Ma.
Gela posé, le principe de la moindre résistance s'énonce ainsi : Parmi tous les groupes (Tunexniê^ne classe, celui-là ^K^ possible pour lequet^'^0ertu des propriétés physiques du système^ les composantes On 0«5 Ojj O45 perpendiculaires à la direction PM, sont simultanément un minimum.
Ce principe laisse indéterminée, comme nous l'avons annoncé, la classe à laquelle appartient le groupe de réactions effectif, en d'autres termes, les directions des composantes Q,, Q,, 0,, Q^ de ces réactions dans un plan perpendiculaire à PM : la détermination de ces directions est laissée à un autre ordre de considérations, qui ressortent suffisamment des données dans la plupart des cas de la pratique.
Le principe donne aussi lieu à la question de savoir si, dans une classe donnée de réactions , il existe un groupe unique offrant un minimum simultané de toutes les composantes 0,, Q„ 0», 0^, ou bien s'il y en a plusieurs jouissant de cette propriété. On ne peut supposer que, plusieurs groupes satisfaisant au minimum, l'un d'eux ait toutes ses composantes plus grandes que celles d'un autre; car alors le premier ne pourrait être considéré comme un minimum. Mais il peut se faire que quelques-unes des composantes de
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l'un soient moindres, et en même temps quelques-unes aussi plus grandes que les correspondantes de Tautre. Il reste alors à choisir entre tous les groupes de cette classe pour lesquels il y a un minimum simultané des composantes, et le problème demeure par ce nouveau motif indéterminé quand même il n'y aurait plus de doute sur la classe à choisir.
Il est clair, du reste, qu'aucune indétermination n'a lieu quand le système donné ne s'appuie que sur un, deux ou trois points fixes ; mais elle apparaît quand il renferme quatre points fixes ou un plus grand nombre. En effet, des lois générales de l'équilibre il résulte * que la somme des composantes P,, P,, P», P^ parallèles à PM des réactions R,, R,, R», R4 doit être égale à la résultante P ; et que les composantes 0,5 0,, Os? 0*? perpendiculaires à la direction de P, doivent être telles que , transportées parallèlement à elles-mêmes en un même point, elles se feraient .équilibre. Ces dernières composantes doivent donc être proportionnelles aux côtés EF, FG, GH, ' HE jl'un polygone fermé quelconque EFGH, dont les côtés seraient respectivement parallèles aux directions des composantes Ma, Mj3, My, Md.Or, du moment où il y a plus de trois composantes, et où, par conséquent, le polygone a au moins quatre côtés, on sait que, connaissant la direction des côtés et l'un d'eux, tous les autres ne s'ensuivent pas immédiatement, mais qu'il y a plusieurs côtés arbitraires.
Dans ce cas, plus d'une composante demeurant indéterminée, il ne saurait y avoir un minimum général unique. Il y aura, au courtraire, un certain nombre de groupes de composantes répondant à un minimum simultané. On construira ces groupes par la méthode suivante : on tracera parallèlement à «M, jSM, yM, $M, un polygone EFGH, qu'on fera varier semblablement à lui-même. Tous les côtés, variant alors proportionnellement, atteindront un minimum simultané. On fera dans le plan a^d les lignes «'M, /3'M, y'M, (î'M respectivement égales aux côtés EF, FG, GH, HE. Le polygone a^'y'8' variera semblablement à lui-même, en même temps que EFGH, et Ton construira facilement la position ol'Çl'f^' qui inter-
* Les lois générales de Téquilibre donnent, outre les relations rappelées et mises en œuvre ci-dessous, trois autres équations exprimant que le couple résultant a un moment nul. Ces équations, que le principe de la moindre résistance laisse de côté, serviront à la discussion ultérieure dans chaque cas d'application, pour compléter la solution.
cepte sur les lignes «M, |3M, yM, dM les moindres valeurs qui puissent être attribuées aux composantes d'après les conditions spéciales du système donné.
§ 2. Démonstration du principe de la moindre résistance.
Nous allons maintenant démontrer le principe de la moindre résistance, à savoir : que parmi tous les groupes possibles de réactions R,, R,, R„ R^, dont les composantes Q,, Oa? Os, O4 perpendiculaires à PM sont parallèles à des axes donnés «M, j3M, 7M, 5M, celui-là seul peut se réaliser, pour lequel ces composantes deviennent simultanément minimum.
Qu'on imagine des tiges inflexibles dans les directions Ma, Mj3, My, M 3, reliées invariablement au point M. Je supprime les corps résistants qui soutiennent en A, B, G, D le système donné, et ne conserve que leurs surfaces A«, Bi, Ce, Drf, dang les parties où elles touchent les surfaces extérieures du système. Je suppose ces dernières surfaces liées invariablement aux tiges respectives Ma, Mj3, My, M(î par d'autres tiges droites ou courbes mais inflexibles «a, i/3, cy, dd. Enfin, au lieu de la résultante PM, j'admets que le système est soutenu par une tige inflexible partant ie M, et appuyée en N à un point de sa direction supposé fixe.
Le système donné est en équilibre grâce à la résistance des tiges MN, Ma, M|3, My, Md, sur lesquelles toutes les composantes des réactions de A, B, G, D se reportent par le moyen des liaisons invariables Aaa, B6|3, Gcy, Ddd. L'équilibre a lieu ainsi comme il aurait lieu par la résistance des points d'appui en A, B, G, D, et il est clair que les tensions exercées sur les tiges M«, M|3, My, M 5 seront respectivement égales aux composantes Q,, 0„ 0„ Q^, tandis que la tension de la tige MN cojiserve la valeur constante P=P,-f-P» 4-P. + P..
Les réactions R, , R^, R,, R^et leurs composantes Q, , Q,, Q», Q^ dépendent absolument de la nature du système et de -la disposition physique des surfaces de contact A«, Bô, Gc, Dd; mais elles ne dépendentpas de la faculté de résistance plus ou moins grande des corps faisant appui. Ainsi, quelle que soit la solidité relative des tiges Ma, Mj3, My, M 5, chacune aura une tension déterminée : 0,=Msc\ 0«=M/3', 0,=My', 0,=Md'. Si l'on suppose ces tiges
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plus résistantes, il n'en résultera ni augmentation ni diminution des tensions des composantes 0,, Q„ 0», Q4 qui leur correspondent.
Que si Ton suppose, au contraire, aux tiges une moindre faculté de résistance, représentée pj^ ,
resjMêtivement par Ma", MP% M/, Md% il n'en résultera non plus aucun changement des tensions ou composantes dont il s'agit; mais un certain nombre de tiges se briseront, et par conséquent l'équilibre du système ne pourra subsister. Si cependant ces résistances moindres, Maf', M^^ M7\ M d", étaient telles qu'elles formassentun groupe de composantes capables de tenir le système en équilibre, il serait absurde alors d'admettre la rupture : des tiges qui, avant de se rompre, maintiennent le isystème en équilibre, ne se rompront évidemment p^s *.
Ou ne peut donc concevoir aucun groupe de composantes qui soit plus petit que celui qui existe réellement et soit néanmoins capable de tenir le système de corpsen équilibre*; en d'autres ter-
* Là est le nœud de la démonstration.
Elle suppose 1® que le mouvement moléculaire qui donne naissance aux réactions dps appuis a lieu sans vitesse sensible ; 2° que les actions moléculaires se développent successivement ; en sorte que le système ne puisse arriver à \a, position à la^ndes tensions Ma',... sans avoir passé par la position à tensions moindres M*",... Les constructeurs admettront volontiers ces propositions comme plausibles. Le principp s'ensuit immédiatement.
' Un semblable équilibre est mathématiquement possible, mais il serait instable, et à cause de cela il ne se produira ou ne se maintiendra pas en fait : il n'y a pas Heu de se préoccuper de cette éventualité. Les perturbations et vibrations auxquelles sont exposés les solides naturels ne permettent pas le maintien d'un équilibre instable.
mes, les tensions des tiges dont il s'agit, ou les composantes 0,, 0,, Q„ 0^ des réactions R,, R„ R„ R^, seront des minimums ; et par là nous n'entendons pas le minimum isolé d'une composante particulière, mais un minimum général de toutes les composantes. Car le raisonnement qui précède ne mènerait pas à une absurdité et ne prouverait pas la réalité exclusive du groupe Ma', Mj3', My', Md', s'il y avait un autre groupe, comme Ma", M|3, M/, Md, dans lequel quelques composantes, Ma", M/, seraient moindres , mais d'autres, Mj3, Mi, plus grandes que dans le premier groupe. Supposons en effet que les facultés de résistance des tiges soient telles que Ma', M|3, M/, Md représentent leurs limites respectives : comme les intensités des réactions ne dépendent pas de ces facultés de résistance, il adviendra que les tiges Ma, My se briseront, en éprouvant, au moment delà rupture, les tensions Ma', M/, limites dé leur résistance ; les deux autres tiges, étant assez solides, ne se briseront point, et l'on ne peut dire si, au moment de la rupture des premières, elles éprouveront leurs tensions maximum.
On ne peut donc pas affirmer que le groupe Ma", M(3, M/', Md, qui, s'U existait, maintiendrait le système en équilibre, entrera réellement en action au moment de la rupture des premières tiges Ma, My ; mais il n'y a pas absurdité à admettre, cette rupture, et l'on n'est pas autorisé à dire que ce groupe de réactions ne se produira pas, et que le groupe Ma', M|3', My', MJ' est seul possible.
Des considérations précédentes résulte seulemenila possibilité de l'existence physique du groupe Ma', M(3', My', M 5', en tant qu'il présente un minimum général des forces. Si Ma", Mj3, My", M5 est un ^utre groupe minimum, dans lequel nécessairement les unes seront moindres, les autres plus grandes que celles du premier (sans quoi l'un ou l'autre des deux groupes ne serait pas minimum), on pourra affirmer avec le même fondement la possibilité du second groupe que celle du premier, et en général on reconnaît seulement que le groupe effectif est l'un des minimums dont il s'agit *.
Le nombre des minimums ci-dessus définisse réduit à un, quand
* Arrêtons-nous encore une fois pour préciser le sens^ des mots. Ces minimums des forces considérées ne sont pas du tout des minimums absolus, comme on l'entend en géométrie, caractérisés par un coefficient différentiel qui s'annule. Il s'agit ici des moindres valeurs que puissent prendre ces forces, eu égard aux conditions physiques du système. L'auteur fait d'ailleurs plus loin cette remarque (§ il).
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le système donné s'appuie contre trois surfaces fixes ou contre un nombre moindre. Car, pour trois points d*appui A, B, C, les polygones EFG, a'^'y' deviennent des triangles, qui sont toujours semblables à^ux-mêmes, quand Fig. 3.
on donne les directions des côtés. Pour deux points d'appui A, B, Ma et M^ tombent nécessairement sur les deux directions opr posées d'une s^ule et même ligne droite, et les composantes Q,, 0„ représentées par Ma', M/3', sont égales et opposées. Pour un seul point d'appui A , il ne peut se produire aucune composante telle que Q„ car il faut qu'il y ait destruction en ce pcMut :
dans ce cas, l'équilibre n'est possible que si la surface d'appui en A est capable de s'opposer directement à la résultante P du système entier, Le principe de la moindre xésistance ne laisse non plus aucune inr décision quand les masses dont se composent le système donné et ses appuis ne sont plus absolument rigides, mais sont compressibles et élastiques. On ne doit pas alors se représenter les surfaces Aa, Bô, Ce, Drf des appuis comme liées invariablement aux tiges incompressibles Ma, M^, My, M(î par le moyen des tiges inflexibles aa, ôj3, cy, dd ; parce qu'en laissant ainsi complètement de côté les appuis élastiques pour les remplacer par la fixation de certains points de ces surfaces en des lieux fixes de l'espace, on fait subir à la nature véritable de la faculté de résistance résidant dans ces appuis une altération inadmissible *.
* Inadmissible, parce que l'hypothèse d'une transmission de force d'un corps à Fautre sans déformation corrélative de Tun et de l'autre est une hypothèse absurde. On peut souvent conserver cette fiction comme manière de dire, mais à la condition expresse qu'elle ne passe pas dans les raisonnements et les calculs.
On pourra cependant reproduire les raisonnements qui précédent dans ce cas, en admettant que les surfaces liées aux tiges Maa, Môj3, Mcy, Mdd sont des surfaces absolument rigides qui ont dévié à rintérieur ou à l'extérieur des appuis pour prendre une position telle, que les compressions et extensions possibles des autres parties n'obligent plus ces masses à de nouveaux reculs moléculaires. Ces surfaces seront ainsi supposées à une distance, peut-être infinie dans certains cas, des surfaces d'appui.
Mais, quand il s'agit de systèmes ainsi composés (seul cas qui se présente dans la nature), il faudra, dans la recherche des groupes de réactions possibles, tenir compte des effets de l'élasticité et de la compressibilité des corps, ce qui restreint de difrérentes manières l'indétermination. On fle pourra pas admettre, par exemple, que la direction d'une réaction R, quelconque, c'est-à-dire 1^ direction de la résultante de toutes les réactions élémentaires distribuées sur la surface Aa, passe par une arête ou un sommet mathématique d'un corps quelconque ; il faudrait pour cela que sur un espace infiniment petit s'exerçât une pression finie, ce qui est impossible sur les corps naturels. Le point d'application A d'une telle réaction devra être, au contraire, toujours à une certaine distance de tout sommet et de toute arête, à cause de la compression qui s'exerce dans son voisiQage.
j^8. Construction du vrai système des résistances.
Il nous reste un mot à dire sur la construction des systèmes de réactions R,, R,, R,, R4, qui correspondent au minimum des composantes Q,, 0„ 0„ 0^, et qui devront ainsi être considérés, en vertu du principe de la moindre résistance, comme des systèmes possibles.
Je suppose connus les points A, B, C, D des surfaces d'appui où doivent s'appliquer les réactions R,, R„ R„ R^. Si l'on ne pouvait les connaître d'avance, on aurait à répéter les considérations précédentes pour toutes les positions possibles des points d'application, ou à les faire varier par une méthode générale, pour obtenir le minimum cherché des composantes.
Maintenant je décompose parle principe des moments la résultante générale P du système en forces parallèles />,,/>„ /^j, /?„ ap-
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Fia. 4.
plîquées aux
des forces P„ "tfjpj^xt^ qui sont des coni] deR., R„R^, R^). Si tous les points d*appuî étaient capables de fournir une réaction parallèle à la force P, ou s'il ne se produisait aucune action latérale dans l'intérieur du système, />,, P*jP*jPa seraient les réactions effectives. Gomme, par l'état de la question, il n'en est pas ainsi, il se joint aux forces />,, />,,/?s, j9^, dans des directions inclinées sur la direction de P, d'autres composantes que nous désignerons par Çi9 y«5?s5 9* (distinctes de Qi> 0,î O5? 0^? qui sont les composantes normales des réactions R,, R„ R„ R4). Ces dernières forces se construisent en faisant des parallélogrammes dont pig. 5.
les diagonales soient R,.... et ayant respectivement j9,... pour premiers côtés.
De ces constructions il résulte que, pour chaque point d'application A, les forces considérées jusqu'ici, R,, P,, QîjPtyÇn sont toutes dans un môme plan, et que les points qui terminent les lignes représentatives de Q,, y,, R, sont en ligne droite (fig. 5).
Il est clair, en outre, que, les forces /?,,/?a, JO5, jo^ formant un système en équilibre avec la résultante P, le système des forces y,, y„ Çj, q^ doit se tenir de lui-même en équilibre. D'où il suit que, s'il
' On a déjà remarqué plus haut que ces forces p,, p„ p„ p^ ne sont pas toutes détermioées en générai^ attendu qu'elles ne sont liées que par trois équations.
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n'y a que deux points d'appui A, B, les ^^^llÛÊB^ 9^ ^^ 9* devront être directement opposées l'une à l'autre ef qrof^ A doit passer par les deux points A et B; si l'on donne trois points d'appui A, B, C, les directions des trois forces y,, y,, y, doivent être dans le plan ABC. Ainsi, dans ces deux cas, les plus importants au point de vue pratique, les directions des forces y« , y,, y, sont faciles à déterminer.
Remarquons encore que si les forces P, et Q^ varient au point A, la force j9, demeure invariable en grandeur et en direction, et la force y,, quant à sa direction seulement: donc si 0, est minimum, q^ l'est également. Cette condition revient en définitive à celle-ci, que l'angle Ri Ap, de la réaction R, avec la direction de la résultante générale doit être un minimum.
D'après cela, sous la condition expresse que la position des vrais points d'application A, B, C, D des réactions R,,R„R,, R^, dans l'intérieur des surfaces d'appui, soit donnée préalablement, le principe de la moindre résistance peut être aussi défini de cette manière : les angles des réactions avec la direction de la résultante générale du système doivent être simultanément des minimums. Les arguments que nous avons présentés pour montrer l'indétermination du minimum simultané des composantes 0,, Q», 0,, Q^ peuvent être reproduits pour les angles R, AP„ R, BP„ R, CP„ R^ DP,, dès qu'on donne plus de trois points d'appui. Ici, comme précédemment, nous ne comparons entre eux, bien entendu, que les systèmes de réactions appartenant à la même classe, dans lesquels, par conséquent, les réactions R,, R^, R,, R, sont situées dans des plans déterminés parallèles à la résultante P : Q. AP„0, BP.jQ» CP^, 0,DP,.
§ 4. Observations sur la manière dont Moseley expose le principe.
L'exposition du principe dont il vient d'être question a été faite comme il suit par Moseley, dans ses Principles of Engineering and Architecture :
« Quand un groupe de forces est en éqnilibre et qu'il s'y trouve un certain nombre de réactions, chacune de ces dernières est un minimum eu égard aux conditions dans lesquelles se trouve le système entier. »
A cet énoncé, on peut objecter tout d'abord que les réactions du
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point d'appui ou les forces elles-mêmes, désignées plus haut par R,, R,... ne sont pas assujetties à être des minimums, et en effet ne, le sont pas dans la plupart des cas ; cette obligation existe seulement pour les composantes Q,,0,,.*- normales à la résultante gé-, néraleP.
L'énoncé de Moseley ne dit rien non plus des indéterminations qui résultent de ce que les directions des réactions R,, R,... ne doiveat pas nécessairement varier chacune dans un même plan, mais éÉlVént être cwisidérées comme \ariables dans l'espace; il n'indique pas davantage l'indétermination qui se présente quand on veut fixer le minimum général des forces dont il s'agit. En outre, il est admis implicitement que le système a des points d'appui, non des surfaces d'appui.
L'énoncé dont il s'agit manque donc de généralité sous plusieurs points de vue.
Enfin Moseley donne de ce principe une démonstration tout à fait inadmissible, qu'on trouvera dans son ouvrage cité plus haut \
APPUCATIONS DU PRINCIPE DE LA MOINDRE RÉSISTANCE
§ 5. Ec[uilibre d'une tige pesante appuyée contre une paroi verticale et une paroi horizontale.
Pour faire apprécier l'importance du principe de la moindre résistance dans la science de l'équilibre, nous discuterons quelques cas
* La démonstration de Moseley est si évidemment vicieuse, qu'on ne comprend pas qu'elle ait trouvé place dans son estimable ouvrage. Nous la reproduisons ci-dessous textuellement.
" Let the pressures of the System, which are no résistances, be represented " by A, and the résistances by B; also let any other System of pressures, wbich '^ may be made to replace the pressures B and sustain A, be represented " by C.
" Suppose the System B to be replaced by C ; then it is apparent that each " pressure of the system C is equal to the pressure prop^^gated to its point of " application from the pressure of the system A ; or it is equal to that pressure, " together with the pressure so propagated to it from the other pressures of ^' the System C. In the former case it is identical with one of the résistances of " the System B ; în the latter case it is greater than it. Hence, therefore, it " appearsthat each pressure of the system B is a minimum, subject to the " conditions imposedby the equiUbrium of the vvhole.'' (The Mechanical jpnnciples of engineering and architecture. 1 843.)
particuliers où ce principe s'applique. Nous choisirons pour premier exemple le problème suivant :
Une tige pesante AB inclinée (fig. 6) s'appuie sur le plan horizontal fixe AE, et contre le plan vertical EB ; ses extrémités A et B peuvent glisser en frottant sur ces plans. L'angle de frottement correspondant au glissement effectif sur le plan AE est ç,,. sur le plan BE, y,. On demande les conditions d'équilibre.
Premier cas. Où (on considère AB comme une ligne pesarUe. rigide et inflexible. JtP^
Dans ce cas les surfaces d'appui se réduisent à deux points invariables A et B, et dès lors le principe de la moindre résistance sera satisfait si l'on remplit la condition que les angles R,FP et R,FP que Fig. 6. font les réactions R,, R, en A et B
avec la direction de la résultante, c'est-à-dire avec la verticale, soient minimum.
Mais, eu égard à la disposition physique des surfaces AE et BE, il faut encore en même temps remplir la condition que les directions R,, R, fassent avec les normales AM et BN des angles qui ne soient pas inférieurs aux angles limites de frottement ç, et ç,.
Comme enfin l'équilibre des trois forces P, R„ R, exige que les directions des deux dernières se rencontrent sur la verticale de P, il s'ensuit que l'on a la direction R,F de la réaction R,, en prenant l'angle RjBN aussi grand que possible, c'est-à-dire égal à ç„ et que la direction de la réaction R, doit être donnée par FA. Connaissant le poids P de la tige, représenté par FG, on obtiendra les grandeurs des deux réactions par la décomposition de P suivant le parallélogramme des forces : R.=FH, R.=FJ.
H est sous-entendu que la construction ci-dessus donnera un angle R|AM au plus égal à y,. S'il était plus grand, l'équilibre serait impossible, attendu que l'angle R^BN a été pris égal à sa valeur maximum, et ne saurait être que diminué, ce qui augmenterait encore l'angle R,AM. Dans ce dernier cas la tige glisserait, ses deux extrémités A et B se mouvant respectivement dans les directions EA et BE.
Fig. 7.
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Deuxième cas. Où F on corisidère AB comme un prisme incompressible et inflexible.
Si les dimensions de la tige perpendiculairement au plan vertical AEB (fig- 7) sont nulles ou infiniment petites, il est clair que les réactions R, et R, se trouvent dans le plan qui passe parla verticale de la résultante P et par les points «, «', 6, b'. D'où il suit, quand les dimensions delà tige perpendiculairement au plan AEB ne sont pas infiniment petites, mais toutefois symétriques par rapport à ce plan, que les directions des réactions R|, Ri se trouvent dans ce plan vertical AEB passant par le centre de gravité de la tige : on le reconnaît en décomposant par la pensée la tige en tranches infiniment minces, parallèles à AEB, et remarquant que les réactions R, et Rt sont les résultantes des réactions élémentaires agissant sur chaque tranche.
Qu'on prenne maintenant sur les surfaces aa'^ bb'^ deux points quelconques A et B comme points d'application fictifs des réactions R, et R, : on trouvera les directions AF et BF de ces deAières exactement comme dans le cas précédent. Mais il faut que les composantes horizontales KF, LF, de ces réactions HF, JF, soient les plus petites qu'on puisse obtenir par la variation des points A et B sur les abouts du prisme. Il s'ensuit facilement que la réaction R doit passer par le point le plus haut b de l'about 66', et faire avec la normale à BE l'angle (p, du frottement, et que la réaction R, doit passer par le point a' de l'about oa', qui est }^e plus rapproché de E ; elle s'obtient enjoignant a' au point F' d'intersection de la direction R,A avec la verticale F 'P.
D'après cela les points b et a' seront ceux qui exerceront des pressions sur les plans d'appui, ce qui se voit avec évidence quand on se représente la tige sur le point de glisser.
Troisième cas. Ow F on considère AB comme flexible.
Dans ce cas, la pièce prend, par son poids, une courbure telle (Gg. 8), que les points extérieurs a ei b des abouts s'éloignent des
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plans AE et BE, et les points intérieurs a'^ib' demeurent seuls en
contact avec ces derniers plans. D'a-
Fig. 8. . '^ ,
près ces données, les réactions R,, Rj ne peuvent passer que par les points «', b'^ et leurs directions se trouveraient comme dans le premier cas, en commençant par déterminer, d'après les lois de Télasticité, la position de la verticale passant par le centre de gravité de la tige fléchie.
Si fa tige est non-seulement flexible, mais aussi soumise aux lois générales de Télasticité, par conséquent compressible et extensible en chacune de ses parties, il s'établira en «', b' des compressions, et la tige s'appuiera contre les plans fixes par des surfaces d'étendue finie, prenant une forme telle que «aa'/3'j3ô (en supposant les plans fixes en A'E'B'). Les directions des réactions R,,Ra pourront alors ne pas passer par les arêtes des surfaces aa!^ p/3', mais en des points intermédiaires, qu'on pourra déterminer par les lois de la répartition de la pression élastique sur ces surfaces, en raison de la compression produite.
§ 6. Eiiullibre d'un coin entre deux plans inclinés. .
Entre les deux plans inclinés AE, BE, repose le corps ABE (fig. 9), en forme de coin, incompressible et de poids P; les faces AE, BE de ce corps peuvent développer contre les plans correspondants des frottements dont les angles sont respectivement 9, et 9, au moment où le corps commence réellement à glisser : on demande les conditions d'équilibre.
Si la verticale FP du centre de gravité du coin rencontre le plan inférieur AE en faisant, avec la normale à ce plan, un angle plus petit que 9,, ce plan s'oppose de lui seul à l'action verticale du coin, sans qu'il se produise d'action secondaire, ni qu'aucune réaction du plan BE entre en considération.
Mais si ce cas ne se présente pas, la réaction du plan BE est né-
FIg. 9.
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ce^aire pour Téquilibre ; soient alors R,F, R^F les directions dans lesquelles les deux plans résistent avec les intensités R,, R,. D'aprèS le principe de la moindre résistance, les composantes perpendiculaires à FF de R, et R, sont des minimums : condition qui sera évidemment satisfaite si les lignes R,,F, R,F font avec les normales aM, ôN à AE, BE, les angles 9,, ç,. On réconnaît ensuite que dans ce cas les directions et grandeurs des réactions R„ R, sont, il est vrai, parfaitement déterminées, mais que la position des points d'application û, b de ces deux forces de-meure indéterminée, entre certaines limites faciles à apprécier.
Ce que nous venons de dire trouve une application importante à la détermination de la poussée d'un massif de terre contre un mur résistant BE. Il en résulte que le massif de terre derrière le mur (massif dont AE représente une surface de séparation possible) exercera toujours contre BE une poussée faisant avec la normale AN au mur un angle 9,. Il est tout à fait indifférent pour cela que la face BE du mur soit verticale ou non.
A la catégorie dont il vient d'être question se rattache le cas représenté dans la figure 10, où un corps pesant ACB, en forme de crochet, repose sur ' | les plans fixes EA, EB. Si la verticale DP, passant par le centre de gravité du corps, coupe le plan AE suivant une direction dont Tangle avec la normale à AE est plus petit que 9,, ce plan résiste à lui seul à Faction du corps dirigée suivant la verticale PD. Si ce cas ne se présente pas, on trouve, d'après le principe de la moindre résistance, les directions des réactions R,, R,,, suivant les lignes F«, Fé, tracées d'un point F quelconque pris sur DP, de manière qu'elles fassent les
Fig. 10.
angles ç, et ç, avec les normales sur AE et BE. Mais les points d'application a, 6 de ces réactions demeurent variables entre certaines limites, sans que cela influe sur leurs grandeurs et leurs directions. Cela suppose cependant qu'une ligne EG, menée par E parallèlement à éF, coupe la verticale DP plus haut que ne le fait une ligne ÂH menée par A parallèlement à aF. Si cela n'avait pas lieu, comme, par exemple, si la verticale du centre de gravité du corps était en DT', on aurait le minimum, d'après le principe de la moindre résistance, en considérant A, E comme les points d'application, AH' et H'E comme les directions des réactions R,, R^. Alors la réaction R, fait avec la normale à AE l'angle ç,, mais la réaction R. fait avec la normale à BE un angle plus petit que f,.
§ 7. Stabilité d'un Vagon sur des rails.
Nous nous proposons d'examiner, ci-après, de quelle manière la stabilité d'un vagon dépend de la forme de ses bandages de roues et de celle des rails. Nous ne tiendrons aucun compte des mouvements latéraux et des actions latérales provenant des inégalités de la voie, du défaut de symétrie dans la construction ou dans le chargement du vagon, des ressorts, enfin des oscillations et secousses accidentelles. Nous supposons un mouvement uniforme du vagon, se produisant dans des conditions normales, sous l'influence d'une traction et d'une force centrifuge constantes.
Nous considérons aussi le système d'un vagon reposant sur plusieurs essieux comme un corps reposant sur un axe unique chargé, ce qui, pour le mouvement en courbe, ne conduit pas tout à fait aux mêmes conséquences ; mais cette hypothèse n'affectera pas sensiblement le résultat pour le but que nous nous proposons actuellement.
Un vagon en repos ou courant en ligne droite reposera symétriquement sur les rails (fig. il). A l'état de repos, il est vrai, on peut supposer une position dyssymétrique dans certaines limites (nous y reviendrons) ; mais dans la marche en ligne droite et sans action perturbatrice, il ne peut y avoir que symétrie.
Soient : S le centre de gravité du vagon ; DSK la verticale du point S ; W le poids du vagon, représenté par la longueur SW ; A, A' les points de contact des bandages avec les rails ; CA, C'A' les
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directions suivant lesquelles les rails résistent, et inversement AC, A'C les directions des pressions du vagon sur les rails ; AB, A'B' les normales communes aux rails et aux bandages aux* points de contact A,A'; (pTangle de frot- Fig.
tement de la matière du bandage sur celle des rails, soit arc tang./,/ étant le coefficient de frottement pour les matières dont il s'agit
(en moyenne 9=16** -, tang. 9=
A cause delà position symétrique du vagon, la verticale DSK partage en deux parties égales rhorizontale A A', et les lignes CA et G' A' font des angles égaux avec cette verticale. Par le principe delà moindre résistance, les lignes CA, C'A', suivant lesquelles résistent les rails, seront aussi près de la verticale que possible, de manière à rendre minimum la poussée horizontale contre les rails, qui s'exerce de dedans en dehors* Mais ces lignes CA, C'A' ne peuvent pas faire avec les normales BA, B'A' un angle plus grand que 9. Donc CAB=C'A'B'=:^(p.
Comme on connaît par les dimensions du vagon et des rails les points A, A' aussi bien que la courbure des champignons en ces points, et par suite la direction des normales AB, A 'B', on aura par la relation qui précède les directions de» réactions CA,C'A', connaissant seulement Tangle ç.
Soit D le point où les prolongements de CA etU'A' rencontrent la verticale DSK. On fait DE=SW= W, poids du vagon, et on décompose DE, par le parallélogramme des forces, dans les composantes DF,DF'; celles-ci représentent la pression qui s'exerce en A, A' et dans les directions AC, A'C contre les rails.
Les composantes horizontales et verticales de DF, DF'sont respectivement GF, DG, GF',DG. Chaque rail reçoit une pression verticale DG=|W, et une poussée horizontale GF=GF' de dedans en dehors. Celle-ci n'^st nulle que quand les verticales menées par A et B font avec AB, A'B' des angles inférieurs à l'angle du frotte-
ment ; cela aura lieu certainement si la surface de contact en A, A' est horizontale.
Si les directions AC, A'C rencontrent la base des rails eux-mêmes, le poids du vagon donnera lieu à une tendance au déplacement du *rail sur son support, mais non au renversement ou retournement du rail. Ce dernier mode d'effort se produirait au contraire si les directions AC, A'C étaient assez peu inclinées pour atteindre le niveau des supports en dehors du pied des rails.
On a remarqué plus haut qu'un vagon au repos peut avoir aussi une position non symétrique sur les rails. Cherchons les limites extrêmes du déplacement latéral possible. Si le vagon est poussé de droite à gauche par rapport à une position symétrique, le contact s'établira (flg. 12), d'après la forme généralement en usage pour les rails et les bandages, entre des parties plus inclinées du côté gauche, et du côté droit entre des parties moins inclinées des bandages et des rails, de sorte que la normale AB à gauche se rapprochera de l'horizontale, et A'B' à droite de la verticale.
Si, en continuant à pousser le vagon, on s'approche de la position au delà de laquelle le vagon ne peut plus être en équilibre,
mais revient nécessairement de gauche à droite, la ligne GA de la réaction du rail à gauche passe au-dessous de AB, tandis que C'A ' à droite passe au-dessus de A'B'.
Par le principe de la moindre résistance, les réactions CD, C'D'seronttoujours aussi inclinées que possible. Donc l'angle CAB, qui ne peut être plus grand que ç, sera toujours égal à ç, tandis que C'A'B' sera plus petit que y. Dès que la limite extrême de l'équilibre possible est atteinte, le dernier angle C'A'B' devient aussi égal à ç. En dépassant cette limite, l'angle CAB demeurerait, il est vrai, égal à y ; mais C'A'B' deviendrait plus grand que 9. Dans ces circonstances il n'y a pas d'équilibre possible; le vagon glisse de gauche à droite et demeure dans la position limite où CAB =C'A'B'=9.
Fig. 12.
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Connaissant la forme du rail et du bandage et la grandeur de l'angle du frottement tp, on peut obtenir à chaque instant la position limite, ci-dessus définie, du vàgon. Pour cette position la ligne de réaction CA doit être au-dessous de la normale BA, l'angle CAB doit être égal àç ainsi que C'A'B'; enfin les prolongements CD, CD' de ces deux lignes de réaction doivent se rencontrer sur la verticale SK qui passe par le centre de gravité S du vagon. Dans le déplacement et Tinclinaison correspondante du vagon, le centre de gravité S conserve bien sa position relativement au vagon, mais non relativement au rail ; il faut tenir compte de ce changement. On trouvera ainsi la position du point d'intersection D des trois lignes CD, CD et SK. Ce point D se trouvera soit au-dessus, soit au-dessous du centre de gravité du vagon.
Si l'on ne connaissait pas l'angle de frottement, on pourrait obtenir pratiquement les points D, A, A', en poussant le vagon latéralement jusqu'à ce qu'il commençât à revenir. On observerait les points A, A' correspondant aux positions limites, et l'on aurait les normales AB, A'B'. On tracera ensuite CD, CD de manière qu'elles soient toutes deux à droite des normales AB, A'B', qu'elles fassent avec ces droites des angles égaux, et qu'elles se coupent sur la ver- ^'• ticale qui passe par le centre de gravité.
Ayant le point D, on fait DE = W, poids du vagon, on décona^ pose ce poids en ses deux composantes DF, DF' suivant les directions DC, DC:ces composantes représentent les pressions que supportent les rails aux points A, A'.
Lorsque les lignes AG, A'C atteignent l'arête extérieure de la base des rails ou la dépassent, il se produit un effort de déplacement ou de renversement des rails. p,g^ ,3
Le point D, dont la position est importante, ainsi qu'on le verra par la suite, peut êtriB amené à la hauteur qu'on veut par une forme appropriée tant des rails que des bandages. On peut donc faire en sorte qu'il soit plus haut que le centre de gravité ou plus bas. On abaisse le point D le plus possible en employant des rails à tête aplatie, à forte courbure sur les côtés, ètdMfe bandages à boudins très-inclincs (fig. 13). On l'élève le çki^
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possible avec des rails très-bombés de la tête et des bandages dont
les boudins ont des courbes de raccordement, adoucies (fig. 14).
Le centre 4e gravité du vagon s'élève quand on le charge : si donc
Fig. 14. le pointD est déjà au-dessous du centre
de gravité du vagon vide, il sera à plus
forte raison au-dessous du centre de
gravité du vagon chargé. Si le point D
est au-dessus du centre de gravité du
vagon vide, il peut se faire néanmoins
qu'il se trouve au-dessous du centre
de gravité après le chargement.
Considérons maintenant Faction de la force centrifuge sur un vagon marchant en courbe. Soit Z la valeur de cette force qui agit liorizontalement , appliquée au centre de gravité du vagon. Si Ton fait ui^ rectangle sur W et Z (fig. 15),
la diagonale de ce rectangle SP=K W*H-Z*=P est la résultante Fig. 15. de toutes les forces agissant sur le
I vagon, laquelle doit être tenue en équilibre par la réaction des rails.
Donc les directions de ces réactions doivent se rencontrer en un seul et même point de la direction SL I de cette résultante.
11 est plair que le vagon, tendant I à s'écarter suivant la tangente, se déplacera latéralement sur les rails, autant qu'il sera possible. On peut se demander .s'il y aura encore pour le vagon soumis à cette influence additionnelle de la force centrifuge une position extrême contre les rails, ou si au contraire le vagon déraillera par l'effet de la vitesse acquise ; dans le cas où il y aurait une position extrême, on peut se demander aussi si cette position est en deçà ou au delà de la position limite d'un vagon au repos.
Soient A, A' les points d'appui pour la position extrême d'un vagon au repos; les angles CAB, C'A'B' sont égaux à l'angle de frottement ç. Conservons au point D la signification connue, et supposons d'abord que le point D se trouve au-dessous du centre de gravité S du vagon. Alors la direction de la résultante 'J8P
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coupe la ligne CD en un point E situé, par rapport à D, du côté de A. Concevons que A, A' soient deux points d'appui possibles du vagon, E sera le point d'intersection commune des réactions en A, A' et de la force P.
Mais si Ton mène par E et A' la ligne EF, on voit facilement que Tangle FA'B' est plus grand que C'A'B', c'est-à-dire plus grand que ç. Donc il devrait se développer sur les rails dans la direction EA' une pression faisant avec la normale A'B' un angle plus grand que y : le vagon ne pourra donc rester en équilibre. Il marchera, non de droite à gauche, mais de gauche à droite, de sorte qu'il rentrera vers l'intérieur du rail, et que le point E remontera sur la ligne SL : sans quoi l'angle FA'B' ne pourrait qu'augmenter.
Ainsi, dans le cas où le point D est au-dessous du centre de gravité S, il y aura une position .limite pour laquelle le vagon continue sa marche sur la courbe. Mais ce qui est le plus remarquable, c'est que cette position limite est moins éloignée de la position symétrique que ne l'est la position limite répondant au cas du repos parfait. Plus la force centrifuge sera intetise, plus le vagon se rapprochera du milieu du rail, ou moindre sera t effort de la roue extérieure pour sauter par-dessus le bord du rail correspondant.
Quelque paradoxale que paraisse cette proposition, elle est exacte, mais il faut se garder de la mal comprendre : elle n'établit pas que la poussée horizontale contre le rail extérieur diminue quand la force centrifuge augmente, ce qui serait absurde, mais que l'effort de la roue pour monter sur le rail extérieur diminue \
Un vagon ainsi construit peut sortir des rails, si la force centrifuge augmente sufiSsamment par une vitesse énorme ou une courbure trop prononcée, de sorte que la direction SL de la résultante P tombe à gauche du rail A ; mais alors il tournera autour du rail A comme axe de rotation dans sa chute. Il faudrait d'ailleurs
* On trouvera aussi dans les Annales des Ponts et Chaussées un théorème intéressant démontré par M. Reynard (1843, 2* semestre), lequel établit qu'un vagon à quatre roues, reposant sur les rails avec un certain jeu, se tient, dans la marche en courbe, d'autant plus près d'être parallèle à la tangente à la courbe, ainsi se rapproche d'autant plus du rail extérieur par ses roues de derrière, et par conséquent parcourt la courbe avec d'autant plus de facilité que la force centrifuge est plus grande, (Note de V auteur,]
pour cela une vitesse prodigieuse ou une courbure singulièrement roide ; la pratique ne peut présenter le cas dont il s'agit.
Inversement on peut énoncer la conclusion suivante : Si un vagon au repos, amené préalablement à sa position d'équilibre limite, puis tiré horizontalement en dehors, en son centre de gravité et avec une force constante, commence par glisser avec le point A en se rapprochant du milieu du rail, puis se renverse en tournant autour du rail A ; alors on sera assuré que ce même vagon ne pourra pour aucune vitesse dérailler dans les courbes en montant par ses roues extérieures sur les rails, et de plus aucune des vitesses usitées dans la pratique ne pourra le renverser de la manière décrite ci-dessus.
Admettons maintenant que le point D soit au-dessus du centre de gravité : soit s ce centre de gravité, 5to=Wle poids du vagon,
52=Z la force centrifuge, sp=y W^-\-Z^=P la résultante de ces deux forces. Le prolongement de sp rencontrera cette fois CD en un pointe situé au delà de D. Considérons encore A, A', qui correspondent à la position limite du vagon au repos, comme les points d'appui du vagon soumis à la force Z. L'efiFort exercé en A' devrait être dirigé suivant la ligne e/ qui passe par A'. Mais on voit que /A' D'est plus petit que ç, si même il n'arrive pas que A'/ passe à gauche de A'D'. Puisque l'inclinaison de la réaction du rail A' n'a pas atteint son maximum, le vagon n'est pas encore dans une position limite. U peut prendre une position plus déviée vers la gauche, pour laquelle le point € descendra le long de el.
D'après cela, dans la course en courbe la traction suivant la tangente fera naître une tendance à atteindre la position limite ; le vagon dépassera donc, même pour la courbe la plus aplatie, la position limite répondant au repos. Ces limites nouvelles, qu'on peut déterminer par le même principe, comme on a déterminé les limites du repos, varieront avec les vitesses et les rayons de courbure, ou directement avec la valeur de la force centrifuge. En général, un accroissement de la force centrifuge entraîne une position limite plus écartée, une montée plus considérable de la roue sur le rail extérieur, et l'on se rapproche du déraillement.
Tant que le point <?, qui se déplace continûment, demeure audessus du centre de gravité, les mêmes considérations trouvent leur application. En supposant des têtes de rails suffisamment courbes
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et des boudins aplatis correspondants, on peut faire en sorte que la roue A monte, par la partie inférieure de son boudin, sur le sommet du rail A, d'où il suit que, les roues extérieures passant par-dessus le rail, le déraillement a lieu.
Mais, si le boudin descend assez bas pour que le vagon demeure encore sur les rails au moment où le point e se confond avec le centre de gravité 5, un accroissement nouveau de la force centrifuge ne sera plus capable de faire sortir le vagon de cette position qu'il occupe à ce moment. En effet, supposons que le point D, par exemple, soit en même temps le centre de gravité : toute résultante P dont la direction se trouve dans l'angle AD A' pourra se décomposer suivant les directions DA, DA', allant aux deux points A, A'. Le vagon ne pourra quitter cette position, qu'il aura conservée pendant toute la période intermédiaire, que si la force centrifuge devient assez grande pour que la direction si de la résultante sp=P passe au delà de ce point d'appui A répondant à la position limite dont on vient de parler. Alors il se renversera comme le vagon considéré d'abord, en tournant autour du rail A, ce qui ne pourrait se produire dans une courbe de chemin de fer que sous l'influence d'une vitesse immense.
Inversement, on peut établir cette proposition : si un vagon en repos, après être amené dans la position limite et tiré horizontalement en dehors en son centre de gravité, commence par glisser en dehors sous l'influence de cette traction croissante, et que ses roues extérieures finissent par monter sur le sommet du rail ; ce même vagon, mis en mouvement dans une courbe, quittera les rails en montant par-dessus le rail extérieur, si l'on augmente la rapidité du mouvement ou la roideur de la courbe ; et, dans ce cas , il ne faudra pas pour cela donner à ces variables des valeurs exagérées, mais bien des grandeurs se réalisant fréquemment dans la pratique.
Ou bien, si les rails et les bandages sont profilés à cet effet, le même vagon pourra être dérangé, par la traction horizontale exercée en son centre de gravité, de la position limite correspondant au repos dans une autre position où il se maintiendra un certain temps, jusqu'à ce qu'une suffisante augmentation de cette force le renverse par-dessus le rail A. Un tel vagon ne sortira pas du rail quand la vitesse croîtra, mais il descendra le long du rail jusqu'à une certaine position, où il demeurera malgré l'accroissement continu de la vitesse, jusqu'à ce que la force centrifuge devienne capa-
ble de le renverser complètement par rotation autour du rail A.
Ceci est un état intermédiaire dans lequel se rencontrent, combinés jusqu'à un certain point, les phénomènes correspondant aux deux cas considérés.
Si, comme l'exige une bonne construction de la voie, le rail extérieur dans les courbes est maintenu plus haut que le rail intérieur^ cela modifiera d'une quantité facile à apprécier le déplacement du vagon dans sa position, limite. Si le rail extérieur est tellement exhaussé que la résultante P soit normale à la ligne passant par les sommets des deux rails, la position limite du vagon dans la courbe devient la même qu'en voie droite ; si l'exhaussement est moindre, la position limite est comprise entre celle qui répond à la voie droite et celle qui aurait lieu pour la même courbure, si les rails étaient posés horizontalement.
Le point D, qui occupe une position constante dépendant seulement de la construction du vagon et de la voie, joue, pour la stabilité d'un vagon courant sur une voie à rails, un rôle analogue à celui que joue le point appelé par Bouguer métacentre^ pour la stabilité d'un bâtiment flottant sur l'eau.
ÉQUILIBRE DE ROTATION SOUS DES CHARGES VERTICALES SYMETRIQUES
§ 8. Généralités.
Pour plus de simplicité, nous considérerons d^abord une voûte formée de deux branches AC, BC (fig. 16), symétriques et juxtaposées, et comprises entre deux ^.^ ^^ plans verticaux parallèles*. Cet arc est supposé chargé non-seulement de son poids, mais d'autres poids quelconques distribués symétrique- | ment de part et d'autre du sommet C. Cet arc, composé de voussoirs isolés en forme de coins, fonnés de matériaux incompres-sibles, s'appuie contre deux culées !
par ses extrémités A et B. La masse de la voûte est soumise aux lois du frottement dans ses joints ; on ne tient pas compte de l'adhérence, difficile à évaluer, du mortier qui peut s'y trouver interposé *.
• Perpendiculaires à Taxe de la voûte. Ce sous-entendu s'applique à tout ce livre, qui laisse entièrement de côté les voûtes biaises.
* On dira plus loin quelques mots du rôle de l'adhérence des mortiers. Voir le paragraphe 22 ci-après (note).
Pour étudier la stabilité de la construction composée de la voûte et de ses culées, nous chercherons les conditions d'équilibre de la voûte en elle-même, considérée comma s'appuyant sur des culées fixes. Cette recherche nous fera connaître en même temps les pressions que la voûte exerce contre ses appuis en A et en B.
Si Ton a des surfaces d'appui assez solides, par exemple une voûte établie entre deux parois de rocher , il n'y a pas à s'occuper de la stabilité de la culée. Si les culées sont formées de masses de maçonnerie susceptibles de déplacement ou de renversement , il faudra chercher si elles demeurent en équilibre sous l'action des forces qui les sollicitent. A cet effet, on considérera les culées comme formées d'assises isolées en continuation de la voûte, et l'on étendra à ces massifs, jusqu'au niveau de la plate-forme de fondation, les études qui se rapportent à la voûte. Cependant les culées très-massives, surtout quand elles sont construites avec soin, doivent être considérées comme des corps indécomposables, et se déplaçant ou se renversant tout d'une pièce.
Eu égard à la forme syijiétrique des deux demi-arcs par rapport au sommet, il est clair que les points d'application A et B des réactions R,, Ra des surfaces d'appui seront aussi symétriques par rapport à la verticale DP passant par le sommet, et que la ligne ABsera horizontale de quelque manière que les points A et B varient sur les surfaces d'appui. Si Ton décompose les réactions R,, R^ en leurs composantes horizontales et verticales P,, Q, et P,, Q,, on aura P,=P,=le poids d'une demi-voûte avec sa surcharge, et la poussée Q,=0, doit, d'après le principe de la moindre résistance , être un minimum.
Considérons maintenant une des deux moitiés, par exemple AC; soit EPj la verticale passant par le centre de gravité de cette moitié chargée ; pour tenir cette masse en équilibre, il faut qu'il existe au sommet une force dont la direction CE passe par le point d'intersection E de la verticale EP, avec la direction de la réaction R,. Comme la composante verticale de R, égale le poids P, agissant en E, on en conclut sans difficulté que la tension au sommet C de la voûte est nécessairement égale à la seconde composante Q, de la réaction R,, et doit être horizontale comme elle.
D'après cela il est permis de ne considérer qu'une demi-voûte AC et de chercher la condition d'équilibre de cette partie, appuyée en A contre une surface fixe, et sollicitée en C par une force horizontale ;
dans le cas où Féquilibre a lieu, on cherchera quelle est la moindre valeur de cette force horizontale Q,, et quel est son point d'application.
Soientflôjfl, ô.jfl'jA,, aj)^{^^, 17), les jointsd'unarb quelconque; P,,P,, Pj, les directions verticales des p. ^^
poids des parties abh^ a, , ahb^ «,, abh^ <?„ en y joignant les surcharges qui agissent sur l'extrados en iô,, bb^^ bb^^ ces charges pouvant consister en des masses continues ou en des poids isolés ; soit Q une force horizontale appliquée au point C- du joint supérieur, laquelle coupe les directions des poids P,, P,,, P, en C,, Ca, C,, et qui tient la voûte en équilibre, de concert avec la réaction R, qui agit sur le joint inférieur a, 65. ^
On trace aux points G,, C„ Cj des rectangles sur les forces qui se correspondent, Q et P,, Q et P,, Q et P, ; on tire les diagonales, qui donnent en grandeur et en direction les résultantes de ces systèmes de forces, et on les prolonge jusqu'à leur intersection en A,, A„ A,^ avec les joints «/,, a^^^ ajb^. Les points C, A,, A,, A, représentent les points d'application des forces qui agissent sur les joints «A, a,é,, «A) «i*5j dans les directions QC, C,A«, C.A,, C,A^. Il est clair que la surface fixe «/, doit résister en A», avec une force R, qui agit dans la direction A,C, et dont la composante verticale égale P^^ ou le poids de Tare abb^a^ accru des charges, tandis que sa composante horizontale a la valeur Q.
Cela posé, pour que l'arc puisse demeurer en équilibre sous l'influence de la force horizontale Q, il faut :
1** Que les points d'intersection C, A,, A», A,, tombent dans l'intérieur des joints respectifs ab^ afi^^ oj)^^ a^b^. Si pour un joint quelconque il n'en était pas ainsi, que, par exemple, le point A^^ fût au-dessus de A., la masse abb^a^ tournerait autour de l'arête b^ et se renverserait. La condition précédente assure ainsi l'équilibre de l'arc contre la rotation autour d'une arête de joint quelconque,
2** Que les directions QC, C,A,, C^A,, G^Aa, des pressions exercées sur les joints, fassent avec les normales aux joints respectifs des angles qui ne dépassent pas l'angle de frottement. S'il n'en était pas ainsi, par exemple au joint a^b^, la masse abb^a^ glisserait sur ce
joint dans la direction fl,6,. Cette condition assure l'équilibre contre le glissement sur un joint.
Gomme le frottement des matériaux employés à la construction des voûtes est presque toujours assez fort pour que la chute de Tare par suite du glissement ne soit point à craindre, cette dernière condition sera d'abord laissée de côté dans les paragraphes suivants, où Ton supposera qu'il n'y a pas de danger de rupture de cette manière. En conséquence, l'équilibre dont il va être question en premier lieu est relatif à la rotation possible autour d'une arête : on reviendra plus tard sur l'équilibre de glissement.
§ 9. Courbe des pressions.
Si l'arc compris entre ab et aj)^ (fîg. 18) n'a qu'un nombre fini de joints, la ligne CA,A,A„ qui passe par les points d'application p.^ jg des forces agissant sur les joints succes-
sifs, et qui doit se nommer ligne des pressions, est une ligne brisée. Si, cependant, pour généraliser la recherche, on considère fictivement la voûte comme composée d'une infinité de voussoirs infiniment minces, la ligne des pressions deviendra une courbe continue (passant entre autres points par G, A,,A„ A.), pourri que la charge supportée par l'arc soit continue suivant une loi quelconque.
La charge continue se compose ordinairement du poids de la voûte et des murs ou remblais qui la surmontent, composés de matériaux distribués continûment; si, outre cette charge, il se trouve en quelques points, symétriquement placés sur les deux demi-voûtes, des poids isolés à soutenir, la courbe des pressions aura des points singuliers en ces divers lieux.
Supposons, par exemple, que le point A, de l'extrados doive soutenir le poids S (fig. 19) qui exerce son action sur la partie 6,ô,«,âr,, située au-dessous du joint 6,û,, et non sur celle qui est située au-dessus. Iji combinaison de la poussée horizontale Q avec le poids P, agissant sur b^baa^ donnera pour point de rencontre de la courbe des pressions et du joint b^a le point A,. Soit T= P+S, soit MT la verticale qui
Fig. 19.
représente la résultante de P, et S, soit MB, la diagonale du rectangle fait sur Q et T : Tintersection de cette diagonale avec 6,a, donne le point de départ B, de la partie inférieure de la courbe des pressions. Cette courbe se trouvera ainsi brisée en ce joint, et aura deux branches distinctes, CA,, B.B,.
Il est facile de voir que le point B, est toujours compris entre A, et 6|, et ne peut tomber ni dans la direction A,ô^ au delà de 6,, ni dans la direction 6,A, au delà de A,, soit que le point A, tombe dans répaisseur de la voûte, soit qu'il se trouve en dehors sur le prolongement du joint «,ô, \ Si A, vient en 6,, B, vient pareillement en 6,.
Supposons qu'en conservant la grandeur et le point d'application de la poussée on supprime le poids S, et qu'ainsi la courbe des pressions soit la ligne continue GA, A, ; soit D le point d'intersection de cette courbe avec la verticale Sô.N passant par A,. En général ce point d'intersection sera unique ;, dans certains cas il peut être multiple. Rétablissons maintenant le poids S sans toucher à Q : il se produira la courbe des pressions discontinue CA,B,B,, dont la partie supérieure CA, reste identique à celle précédemment existante, et dont la partie inférieure B,B, coupe celle A,Aa de la courbe précédente au point D, tous les autres points se trouvant compris entre la courbe A^A^ et la verticale SN.
Si le joint ô,âr,, sur l'arête supérieure duquel agit ce dernier poids S, était vertical comme le joint au sommet ô«, les trois points A,, B, et D coïncideraient, et la courbe des pressions y formerait un point saillant. S'il s'agit du joint ah lui-même, on supposera que la voûte, formée de ses deux parties concourantes et symétriquement chargées, supporte en son sommet le poids 2S, dont une moitié S doit être attribuée à la demi-voûte de gauche, et l'autre à la demi-voûte de droite.
On aurait encore un point saillant en considérant ces courbes de
* En effet, le point A, est la position limite de B, pour S = 0, et 6, est la position limite de B« pour S infini.
pressions particulières qui passent par le point ô, ; ce qui ferait coïncider les points A,, B,, D et ô,.
Si le point A, se trouve en dehors de la voûte et dans le prolongement de «,ô, vers le haut, de sorte que le point B,, compris entre A, et ô,, soit inférieur à A,, l'intersection D de la verticale SN avec la courbe primitive GA,Aa sera entièrement en dehors de la nouvelle branche B,B,; cette dernière branche restera alors, dès son point de départ B,, adroite de A,A„ et son prolongement virtuel audessus du point B, irait seul passer en D.
Remarquons qu'en réalité un effort fini ne peut jamais s'exercer sur un élément mathématique d'un corps naturel, que cet effort se répartit suivant une loi continue sur une certaine étendue, plus ou moins restreinte, des deux côtés du point considéré; qu'ainsi vers lès extrémités de cette étendue l'action de la force décroît successivement jusqu'à zéro : il s'ensuit que la courbe des pressions, même dans le cas traité ci-dessus, sera toujours une courbe continue, qui présentera seulement dans le voisinage du joint h^a^ deux fortes courbures opposées et un point d'inflexion, comme le représente la Fig. 20. figure CDEB, (fig. 20).
La figure de la partie DE, fortement recourbée, ne pourrait être tracée avec exactitude qu'autant qu'on connaîtrait la loi d'après laquelle la pression S se repartit sur les molécules voisines. Faute de cette connaissance, on tracera la courbe brisée CA,B,Ba, et on y insérera au jugé le segment DE, de manière à se ramener au cas d'une courbe des pressions non interrompue et continue, ce qui est .supposé dans toutes les recherches qui vont suivre.
§ 10. Propriétés générales de la courbe des pressions.
Les propriétés suivantes ont de l'importance pour les recherches ultérieures. Elle se démontrent facilement sous cette seule restriction que les joints ba^ b^a^ , b^a^^ ... ne feront nulle part avec la verticale supérieure, à gauche de cette verticale, un angle plus grand que 90% ce qui comprend tous les cas d'application.
V Soit DEFGH (fig. 21 ) la courbe qu'on obtient en prolongeant les
verticales passant par les centres de gravité des poids P,, P , P,, ... jusqu'à leur rencontre avec les joints correspondan*ts, et enjoignant ces points d'intersection par un trait continu, que ces points soient au dedans ou au dehors de la voûte.
Soit C le point d'application d'une '''* ^''
force horizontale agissant sur le joint du sommet, et déterminant une courbe des pressions qui pteissera en G. L'horizontale CM passant en G rencontrera la première courbe en un nombre quelconque de points, comme E, G, de sorte que certaines parties de courbe, DE, GH seront au-dessous, d'autres, EFG, au-dessus de cette horizontale. La courbe des pressions qui commence en G, telle que GIEKGL, quelle que soit la valeur de Q correspondante, passera en C, E, G; en outre, les parties GIÉ, GL seront toujours au-dessous de l'horizontale GM , maïs entre cette ligne et les portions de courbe DE, GH; les parties comme EKG seront toujours au-dessus de cette horizontale, mais entre elle et les parties de courbe comme EFG.
Ce qui vient d'être dit de la position de la courbe des pressions entre l'horizontale CM et la courbe DEFGH est vrai, quand même l'horizontale CM ne rencontre pas cette courbe , et demeure tout entière au-dessus, ou tout entière au-dessous.
2** Dans pjresque tous les cas des applications, DEFGH forme une courbe dont tous les points sont plus bas que le point inférieur du joint au sommet de la voûte, de sorte qu'en général l'horizontale CM est au-dessus d'elle tant que le point C à la clef est dans l'intérieur de la voûte. Cette courbe représente évidemment la courbe des pressions particulière répondant au cas de Q =0, pour laquelle, par conséquent, la position du point d'application de la force nulle au sommet est indéterminée.
3* Mais si l'on augmente la force Q, en conservant son point d'application, on trouve, au lieu de la ligne GIEKGL, une nouvelle courbe des pressions qui passe, il est vrai, en C, E, G, mais qui se trouve comprise aux autres points entre l'horizontale CM et la première courbe des pressions, de sorte que les parties GIE, GL, s'élèvent, tendis que celles EKG s'abaissent : ce qui fait que toutes les parties se rapprochent de l'horizontale CM. Si, au contraire, le point d'application C restant constant, on diminue la force Q, la nouvelle
courbe des pressions, passant toujours en C, E, G, s'éloigne en ses autres points de*rhorizontale CM, les parties CIE, GL s*abaissant, EKG s'élevant.
4° Si Ton fait mouvoir le point C sur sa verticale sans changer la grandeur de Q, la nouvelle courbe des pressions s'élèvera eu s'abaissera tout entière par rapport à CIEKGL, sans avoir avec cette dernière aucun point commun, suivant que le point C montera ou descendra.
5* Si l'on fait varier à volonté la grandeur et le point d'application de la force Q tout à la fois, on obtient des courbes des pressions qui se coupent mutuellement. Mais deux telles courbes, qui se p. ^^ coupent en un point quelconque D
(fig. 22), se coupent aussi en tous leurs points situés sur l'horizontale du point D, et ne se rencontrent en aucun point au-dessus ou au-dessous de cette horizontale. Il s'ensuit que la rencontre en des points tels que D, qui n'ont pas la tangente horizontale, est nécessairement une intersection et non un contact, et, au contraire, la rencontre aux points maximums C, E, G, est nécessairement un contact. (Cette conséquence se tire immédiatement de la proposition qui précède, en regardant le contact de deux courbes comme la coïncidence en deux points infiniment voisins, ou sur un élément de longueur.)
Pour démontrer les propositions qui précèdent, soit P, le poids qui répond au joint que la courbe des pressions CEGI traverse au point D ; soit p^ la distance du point D à la verticale du centre de gravité du poids P,. Le moment du poids P, par rapport à D est ainsi ^?Jp^. Soit Q la pression horizontale en C, z la profondeur du point D au-dessous de l'horizontale du point C. zQ est le moment de Q ; et, D étant un point de la courbe des pressions, on a la relation caractéristique
zO=P.;?,.
Soit F un autre point de la même courbe , à la même hauteur que D ; soient P«,/?« le poids et la distance correspondant au point F :
50=P«/>,,d'oùP./?.-=P./>..
Si maintenant une nouvelle courbe des pressions vient passer en D, z'Q'=P,/>,, et par suite z'Q'==PtPr • donc elle passe en F.
Soient, au contraire, I un point de la première courbe, qui n'est pas à la même hauteur que le point D, P, le poids répondant au joint qui passe en I, p^ la distance de I à la verticale du centre de gravité de ce poids, et h la différence de niveau entre I et D. On a pour toute courbe qui passe en ces deux points :
2Q=p.P. et {h+z)Q=p,P^ doù Q= j;— , et ^=p.p, .p.p,.
D'après cela, dès que h a une valeur finie, ou dès que les deux points considérés ne sont pas à la même hauteur, les grandeurs Q et z ont nécessairement une valeur déterminée qui ne peut correspondre qu'à une seule courbe des pressions. Donc deux courbes différentes ne peuvent jamais se couper en deux points situés à des hauteurs différentes.
6** Les différentes courbes des pressions qu'il est possible de construire ont ceci de commun, que leurs tangentes sont horizontales au point initial G, pourvu qu'il n'existe pas un poids isolé appliqué au sommet : et si on suppose ces courbes prolongées indéfiniment dans les culées, elles tendent vers une même courbe qui leur sert d'asymptote commune.
Cette dernière courbe, dont nous avons déjà fait mention (1* et 2°), représente la courbe des pressions pour laquelle la poussée est suiçosée nulle : elle est formée par les points d'intersection des lignes de joints avec les poids correspondants P,, P„ ...
y^^ 23 T Les propriétés précédentes s'appliquent
aussi à des courbes des pressions discontinues, répondant au cas de poids isolés. En traçant les courts segments à forte courbure qui rétablissent la continuité, on reconnaîtra toujours &cilement si une position relative quelconque de deux de ces courbes est possible ou non, si elles se coupent ou ne se coupent pas. Ainsi, par exemple,* la position relative des courbes à traits respectivement pleins et ponctués de la figure 23, est possible et ne suppose pas d'intersection. Celle que donne la figure 24 est possible moyennant
Fig. 24.
trois points d'intersection sur une même horizontale, les courbes ne pouvant se couper sur aucune autre horizontale. La position (fig. 25)
est impossible , parce que ces deux courbes se couperaient en un point sans le faire aux autres points qui se trouvent sur la même horizontale.
Si L'on prolonge tous les joints jusqu'à leurs points de concours au delà de la voûte, et qu'on recherche toutes les courbes des pres- Fig. 25. sions imaginables auxquelles cor-
respondent sur ces joints des points situés au delà des points de concours, on a une remarque à faire relativement à la position relative de ces courbes dans cette portion du plan.
8*^ Soit A, (fig. 26) le point de rencontre des deux joints b^o^ et *,««. Si une courbe des pressions passait en ce point, ce point pourrait être considéré, et comme point d'application de la pression sur Fig. 26. Ï6 joint ô,«„ et comme point d'application
de la pression sur le joint b^a^. Dans le premier cas, ce point, quoique ie trouvant aussi dans le joint bja^^ n'aura pas, par rapport à celui-ci, le caractère de point correspondant de la courbe des pressions, cette propriété ne lui appartenant que par rapport au joint Ajé/,.
Soit, par exemple, A,A,A, une courbe des pressions qui passe au poiiit A, considéré comme appartenant au jointe,»?,. EBe passera en un autre point quelconque A, qui répondra à b^a^. On peut concevoir une autre courbe A,A''A„ dans laquelle A^^a sa signification par rapport à bja^, un autre point A'' répondant à b^a^. D'après cela il sera possible de tracer des courbes des pressions,
dans ce cas, qui se couperont en plusieurs points, à des hauteurs différentes. Mais si l'on remarque que le point A^ n'a pas d&ns les deux courbes le caractère d'un point correspondant à un seul et mémejoint, on voit que les propriétés ci-dessus énoncées conservent toute leur généralité, pourvu que l'on substitue à l'idée trop étendue de rencontre des deux courbes celle plus restreinte de la coïncidence de deux poids représentant dans les deux courbes les points d'application sur un seul et même joint. Ainsi, en traçant la position de hauteur relative de deux courbes, on aura soin que les points d'application correspondant à un même point dans les deux courbes soient respectivement partout plus élevés ou partout plus bas : par exemple dans la courbe A, A" A, tous les points correspondants à partir de A, sont plus hauts que dans la courbe A,A,A,, quoiqu'elles aient un point conmxun A,, mais à double signification.
§ 11. Définition précise des éléments à déterminer pour obtenir la vraie courbe des pressions, ainsi que le minimum et le maximum de la poussée.
Pénétrons maintenant plus avant dans la recherdie des conditions d'équilibre d'une voûte. Il faut remarqi^er avant tout que^ ji la voûte est partout assez épaisse pour que les verticales passant par les centres de gravité des poids P,,P„P, ... coupent tous les joints correspondants dans l'intérieur de la voûte (fig, 27); en d'autres termes, si la courbe des pressions qui correspond à Q=o ne sort nulle part de la voûte, il n'est alors besoin d'aucune force horizontale au sommet pour maintenir l'équilibre. (Nous admettons implicitement que les verticales font avec les normales aux joints correspondants des angles plus petits que l'aingle du frottement relatif aux matériaux des voussoirs, en sorte que l'équilibre contre le glissement soit partout assuré.)
Dans .ces circonstances, qui se présentent, par exemple, quand, en construisant une voûte; on n'a posé que les voussoirs inférieurs, chique joint, ainsi que la culée, ne subissent qu'une pression ver-
tieale, e]t la culée n*a à supporter aucun effort horizontal. Cependant a est lacUe de voir que, s'il s'agissait d'un arc dont le joint au sommet fût vertical et q^ii se composât d'une infinité de voussoirs infiniment minces, le cas dont il s'agit ne pourrait se présenter, car pour Q=o les angles des verticales C,P, ...ou des pressions avec les normales aux joints correspondants voisins du sommet seraient nécessairement plus grands que n'importe quel angle du frottement possible. Dans ce système fictif il doit donc y avoir toujours une poussée, quoiqu'elle puisse être petite. Dans la réalité, comme aucune voûte ne se compose de voussoirs infiniment minces, le cas dont il s'agit est très-possible, quoique se présentant rarement dans la pratique courante.
Il est clair que la courbe ci-dessus considérée, qui passe par les points d'intersection des verticales avec les joints correspondants, ne se trouvera jamais au-dessus de l'extrados, mais pourra être partie au-dessus, partie au-dessous de l'intrados ; il est nécessaire toutefois de noter ce fait, auquel il faudra penser par la suite.
Gela dit, le problème est le suivant : parmi toutes les courbes des pressions possibles pour lesquelles la voûte peut rester en repos, et qui, par conséquent, en aucun point de leur développement ne sortent de l'îhtérieur de la voûte, depuis le joint au sommet jusqu'à la culée, trouver celle pour laquelle la poussée est un minimum, et qui, par le principe de la moindre résistance, sera la véritable.
Quand on appelle minimum cette valeur de la poussée, on n'entend pas par là un minimum analytique absolu pour lequel le coefficient différentid de par rapport à une grandeur quelconque soit nul, mais la plus petite valeur de Q possible sous les conditions données du système.
A côté de cette courbe, répondant au minimum de Q, se présente celle qui correspond au maximum, et qui représente la plus grande poussée horizontale qui pourrait se produire en tenant l^r voûte au repos vsi la production de la poussée n'était assujettie au principe de la moindre résistance.
La considération simultanée de ces deux courbes, dont la première seule cependant doit toujours être la véritable dans notre hypothèse de l'incompressibilité des voussoirs, donne des vyes utiles sur le système des forces qui agissent sur une voûte.
Il est clair que si l'une de ces lignes existe, l'autre existera né-
cessairement aussi ; ce sera un cas tout particulier si elles viennent h coïncider : alors le maximum de Q sera aussi son minimum ; il ne pourra exister aucune autre courbe que celle-là. Si on a déterminé les conditipns générales que doit remplir Tune ou l'autre de ces deux lignes, et que Ton trouve pour une voûte particulière que ces conditions ne sont pas remplies, alors ni l'autre courbe, ni aucune coui#e des pressions pouvant assurer l'équilibre de la voûte ne subsistera : donc la voûte se rompra nécessairement,
§ 12. Caractères communs à la courbe des pressions répondant au minimum de la poussée et à celle qui répond au
La courbe des pressions qui répond à un maximum ou à un minimum de la poussée doit, sans sortir en aucune de ses parties de l'épaisseur de la voûte,-avoir un point commun avec l'extrados et un .avec l'intrados, et il est facile de voir qu'un tel point commun, s'il n'est pas à une extrémité delà voûte, soit au sommet, soit à la culée, est nécessairement un point de contact de la courbe des pressions avec la courbe-contour.
Supposons en efTet qu'on puisse construire une courbe des pressions contenue en entier dans l'épaisseur de la voûte et n'ayant aucun point commun soit avec l'extrados, soit avec l'intrados : on pourra alors, sans changer le point d'application de Q à la clef, augmenter ou diminuer cette force de telle sorte que la nouvelle courbe des pressions, nécessairement différente de la précédente, atteigne d'un côté ou de l'autre le contour de la voûte, sans en sortir. La ligne d'abord construite ne peut donc répondre ni au minimum, ni au maximum de la poussée.
Si une courbe des pressions, tout entière contenue dans l'éps^isseur de la voûte, touchait seulement l'une des courbes-contours, l'extrados, par exemple, mais non l'intrados, on pourrait, en conservant la grandeur de la forcé 0, faire marcher son point d'application vers le sommet de cette dernière courbe, de manière que la nouvelle courbe des pressions, qui d'après les propriétés exposées plus haut sera tout entière au-dessous de la première, se séparât de l'extrados et n'eût aucun point commun avec l'une ni avec l'autre des courbes-contours. Mais cette nouvelle courbe des pressions, qui correspond à la même valeur de Q que la première, com-
porte un accroissement ou une diminution delà force Q, d'après le raisonnement ci-dessus ; donc cette courbe, et par suite la prriqkir construite, ne correspond ni à un minimum, ni à un m^jj^îj^im de la poussée.
Il résulte de là que la courbe répondant à un minimum ou à un maximum de doit avoir un point sur chacune des courbes-contours. Pour définir les caractères distinctifs des courbes répoi|feint respectivement au minimum et au maximum, il reste à déterminer la position relative de ces points de concours.
Fig. 28. . Nous ferons toutefois préa-
j lablement la remarque suivante : soit CDBA la demi- I voûte (fig. 28), CD un joint vertical à la clef, AB le joint de culée, K le point d'application de la force Q, et KFEI une I courbe des pressions possible ' quelconque ayant avec l'intrados le point E commun, avec l'extrados le point F commun.
Les deux points E, F doivent toujours être au-dessous de l'horizontale KL menée par le point K, à moins que les points K, F, D ne se confondent en D, ou les points K,E«G en G, auxquels cas ces points sont non au-dessous de l'horizontale KL, mais sur cette horizontale même.
Pour le point E, cette proposition n'a pas besoin de preuves, puisque nous admettons qu'aucun point de l'intrados n'est au-dessus du point le plus bas G du joint à la cleP. Pour le point F, on remarquera que, s'il est au-dessus de KL, en diminuant la valeur de Q sans changer le point d'application K, la nouvelle courbe des pressions, suivant le tracé pointillé, s'abaissera entre K et G, s'élèvera entre G et H, et ainsi sortira de l'extrados. Mais alors la courbe répondant kQ=o devrait, elle aussi, sortir de l'extrados, ce qui n'est ' pas possible, suivant une remarque faite précédemment.
Nous n'avons donc à nous occuper que des courbes des pressions
* Cette hypothèse, non encore énoncée sous cette forme, revient à celle du paragraphe 10: « Les angles des joints avec la verticale supérieure sont inférieurs à 90°», sachant que les joints sont faits, au moins approximativement, normaux à Tintrados.
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^1 pour lesquelles les deux points connus E et F sont au-dessous de ff l'horizontale KL, ou tout aii plus viennent sur cette ligne quand celle-ci passe en G ou en D.
§ 13. Caractère distinctif de la courbe des pressions qui répond au minimum de la poussée.
Quand le point F de contact avec l'extrados est plus haut que le point de contact E avec l'intrados, la courbe des pressions dont il s'agit répond à un minimum de la poussée, soit que le point E précède ou suive le point F quand on parcourt la courbe depuis la clef jusqu'à la culée.
En effet, soit d'abord KFEI (fig. 29) la courbe des pressions dont il s'agît, les points E, F étant dans p.^ ^^
la position voulue, et dans la deuxième situation relative que nous venons d'indiquer. Si, en | conservant le point d'application K,on augmente ou diminue 1 la force Q, la courbe va respectivement s'élever ou s'abaisser | dans la partie inférieure à l'ho- 1 rizontale QK, et par suite sortir soit de l'extrados en F, soit de l'intrados en E : elle est donc | impossible.
Si en conservant la force ' on relève son point d'application vers D, on obtient une nouvelle courbe des pressions qui est en entier au-dessus de la première, qui coupera donc l'extrados vers le point F : elle est donc impossible. Si maintenant on augmentait l'intensité de la force Q, la nouvelle courbe s'exhausserait encore dans le voisinage de F ; elle sortirait davantage de l'arc et serait encore moins possible. Que si, au contraire^ en ce nouveau point d'application, on diminuait de manière que la partie ^e la courbe voisine de F redevînt tangente à l'extrados, il faudrait que cette nouvelle courbe coupât la première, KFEI, quelque part entre F et K. D'après les propriétés connues, comme ici le point F est au-dessous de K, cette intersection aura lieu en un point unique, ou, suivant la
figure particulière de la portion de courbe KF, en un nombre impair de points situés sur la même horizontale ; de sorte que, dans tous les cas, la nouvelle courbe sera à droite de la covabe KFEI dans la portion de cette courbe comprise entre F et le point d'intersection qui en est le plus rapproché. Mais comme au-dessous de ce dernier point la nouvelle courbe ne peut rencontrer l'ancienne, elle restera constanunent à droite de celle-ci. Donc aux environs du point E elle devra couper Tintrados : elle n'est donc pas possible. Il ne peut donc exister, dans les conditions admises, une courbe des pressions rencontrant la clef en un point plus élevé que K.
Qu'on fasse au contraire descendre le point d'applict^tion de Q audessous de K, sans changer la grandeur de cette force : la nouvelle courbe sera tout entière au-dessous de KFEI, donc elle coupera l'intrados au-dessus du point E ; elle est donc impossible. Si l'on voulait maintenant diminuer Q, la nouvelle courbe s'abaisseri^it davantage encore aux environs du point E et serait encore impossible. Mais si l'on augmente la force Q en ce nouveau point d'application inférieur à K, la courbe des pressions pourra s'élever de telle sorte qu'elle demeure vers le point E, et à plus forte raison siilleurs, ^s l'intérieur de la voûte : cette courbe sera donc possible.
On conçoit d'ailleurs que, sous certaines conditions, le point K descende assez dans le joint à la clef pour que la valeur accrue de Q, strictement nécessaire pour obtenir une courbe demeurant dans l'intérieur de la voûte, soit supérieure au maximum de Q, auquel cas les courbes des pressions correspondantes sortiraient en quelque point de l'extrados et seraient ainsi impossibles.
De ce qui précède il résulte que la courbe KFEI répond à un minimum de Q, puisque par le point K de la clef.il ne peut passer que cette seule courbe, que par un point supérieur à K il n'en peut passer aucune, et que par un point inférieur il ne peut passer que des courbes répondant à des valeurs de Q plus grandes.
Il arrivera fréquemment que le point F coïncide avec le point au sommet de la courbe et vienne ainsi en D, ou que E coïncide avec l'extrémité inférieure A. Dans ce cas la rencontre avec l'extrados ou avec l'intrados n'est pas nécessairement un contact. Mais «les démonstrations précédentes subsistent.
Considérons maintenant l'autre position relative de E et de F : le point E est toujours inférieur à F (fig. 30), mais le précède dans le
parcours de la courbe du sommet à la culée. On prouvera d'abord, comme préc^emment, que cette courbe est la seule possible par le point K.
Supposons ensuite une courbe répondant à un point d'application plus élevé : si la valeur pj^^ 3^, de Q est égale ou supérieure à la précédente, la courbe coupera l'extrados au-dessus du point F : elle est donc impossible. Si la valeur de Q est moindre, de manière que la courbe rentre dans l'épaisseur de la voûte aux environs de F, cette courbe devra nécessairement couper KEFI quelque part cailre E et F, d'où il résulte qu'elle coupera nécessairement l'extrados vers F ou l'intrados vers E : ceci se voit aisément en vertu des principes antérieurs, si Ton essaye de placer n'importe où, entre F et E, ce dernier point d'intersection. Si on le place au-dessus de E, en a, la courbe coupe l'intrados ; si on le place i(u-dessous, en 6, la courbe coupe l'extrados.
Que l'on prenne maintenant une courbe partant d'un point inférieur à K : si Q a la même valeur ou une valeur moindre, elle coupera l'intrados vers E et sera ainsi impossible. Si Q a une valeur plus grande, pourvu que le point d'application au sommet ne soit pas pris trop bas, il sera possible de faire entrer la nouvelle courbe tout entière dans l'épaisseur de la voûte.
Donc ime courbe teUe que KEFI ne peut correspondre qu'à un minimum de Q ; car pour le point de départ K cette courbe est seule possible ; pour un point supérieur aucune courbe n'est possible ; pour un point inférieur toute courbe possible répond à une valeur plus. grande de Q.
Si le point E est en même temps point de départ, c'est-à-dire coïncide avec G, ou si le point F est point d'arrivée, c'est-à-dire tombe en B, la condition de contact de la courbe avec les courbescontours disparaît, mais la irtlture de cette ligne et les démonstrations précédentes ne sont point altérées.
n est dair que,, de ces 'deux sortes de courbes correspondant au
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minimum de Q, une seule peut se présenter dans une voûte donnée. Car admettons l'existence simultanée de deux courbes au minimum de : elles ne pourraient, d'après ce qui précède, avoir même point de départ K, puisqu'à ce point répondrait une courbe unique donnant le minimum ; elles ne pourraient non plus partir de deux points différents, car de Texistence de celle qui a le point de départ le plus bas on^conclurait, comme ci-dessus, l'impossibilité de toute courbe à point de départ supérieur.
Donc si Tune des deux courbes est possible, l'autre ne peut l'être ; on n'a à vérifier la possibilité de cette dernière, que si la première est impossible.
La courbe des pressions au minimum de Q, dont nous avons parlé en dernier lieu, celle pour laquelle le point E de contact Intérieur se rencontre avant le point F de contact extérieur en allant du sommet à la culée, n'est possible que dans des cas très-rares ; nous indiquerons plus tard les cas où la considération de cette courbe peut être nécessaire dans l'application.
Nous concluons de ce qui précède que, si l'on donne la courbe des pressions répondant au minimum de Q, les points de départ de toutes les autres courbes possibles seront plus bas que celui K de cette courbe ; quant à la question de savoir si le point extrême d'une courbe possible sur le joint de culée sera d'un côté ou de l'autre par rapport au point extrême I de la courbe KEFI, la solution de cette question dépend de la figure de la courbe KEFI entre E et I, de la position du point d'application de la nouvelle courbe, ainsi que de la valeur de Q correspondante.
On peut cependant déduire des principes posés que, si le point d'arrivée I est plus bas que le point de contact intérieur E, ce qui est le cas ordinaire, le point extrême de la nouvelle courbe des pressions sera au-dessus de I, et que si le point I est plus haut que le point E, on peut amener, en abaissant très-peu le point d'application au sommet et augmentant très-peu la force Q, le point extrême au-dessous de I ; toutefois on peut toujours dans ce dernier cas, en abaissant beaucoup le point de départ ou augmentant beaucoup la force Q, maintenir le point d'arrivée au-dessus du point I,
§ 14. Caractère distinctif de la courbe des pressions qui répond au maximum de la poussée.
Quand le point de contact F avec l'extrados est plus bas que le point de contact E avec l'intrados, la courbe des pressions correspondante se rapporte à un maximum de la poussée. Mais cette propriété a lieu seulement lorsque le point E précède F en allant du sommet à la culée, car dans le cas contraire la courbe des pressions dont il s'agit devrait couper en trois points certains joints de la voûte, ce qui est impossible. D'après cela, il n'y a pas lieu ici de distinguer deux genres de courbes pouvant satisfaire à la condition du maximum de 0, comme il était nécessaire de le faire en ce qui concerne le minimum.
Soit donc KEFI (fig. 3 1 ) une courbe des pressions jouissant de la propriété énoncée. Parle point K il n'y a aucune autre courbe possible, parce que, avec une valeur plus grande de Q, elle couperait l'extrados au-dessus de F, et avec une valeur moindre elle couperait l'intrados audessus de E. Si l'on descend de K vers C le point d'application d'une nouvelle courbe, celle-ci, en supposant une valeur de Q égale ou inférieure à la première, coupera l'intrados vers E ; si Q était plus grand que le premier, et assez augmenté pour que la nouveljo courbe rentrât dans la voûte vers E, elle couperait la ligne KEFI entre K et E, ce qui l'obligerait à couper l'extrados au-dessus de F, Ainsi aucune autre courbe n'est possible pour un point de dépait plus bas que I^.
Élevons maintenant le point d'application vers D. Si Q était aussi grand ou plus grand, la nouvelle courbe des pressions résultante couperait l'extrados au-dessus de F et serait impossible. Mais si l'on prend plus petit, en diminuant suffisamment cette force, on pourra maintenir la nouvelle courbe tout entière dans l'épaisseur (le la voûte, pourvu qu'on n'ait pas choisi le point d'aç^l\ç»îv\\o\v \.\«^
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haut, auquel cas la courbe irait couper nécessairement l'intrados. De là il résulte que la courbe en question correspond à un maximum de la poussée, puisque par le point K il ne passe que cette seule courbe, par un point plus bas aucune, par un point plus haut aucune courbe correspondant à une valeur égde ou supérieure de Q. Gomme le point de contact F doit toujours être plus haut que le point d'arrivée I de la même courbe sur la culée, on voit sans peine que le point d'arrivée de toute courbe possible sera en deçà de I, sur lA.
Si le point E venait à coïncider avec le point de départ, ce qui l'amènerait en G, ou le point F avec le point d'arrivée, et par conséquent avec le point B, la condition de contact disparaîtrait, mais le caractère de la courbe et les démonstrations précédentes ne changeraient pas.
A propos de la détermination du maximum de Q, il y a encore à considérer le cas particulier où le point le plus bas de la clef est plus bas que le point le {Jus haut du joint de culée : alors tous les points de l'intrados sont plus bas que tous les points de l'extrados, en sorte qu'entre les horizontales EL et MG (âg. 32), il y en a d'autres en nombre infini qui demeurent dans l'épaisseur de la voûte entre les joints extrêmes. Cette forme de l'arc n'a aucune influence sur le minimum de Q, mais il ne peut plus être question d'un maximum, bar aucun point F de l'extrados ne peut être au-dessous
d'un point E quelconque de l'intrados.
En donnant un point K entre L et G, on pourra toujours prendre Q assez grand pour que la courbe Kl demeure dans la voûte : pour Q infini, la courbe devient la ligne droite KN.
U résulte de là que le maximum cherché est infini, et que la courbe correspondante est l'une quelconque des horizontales entre LB et GM.
Une autre conséquence est celle-ci : une voûte de cette nature admet toujours une courbe possible répondant à un minimum de Q ; elle sera donc toujours en équilibre en tant que l'équilibre dépend de la rotation des voussoirs, en réservant la considération du glissement.
Fig. 3Q.
§ 15. Limites des courbes des pressions possibleËt. Limite de stabilité de la voûte. Cas où l'équilibre est impossible.
Si l'on a tracé suivant les règles ci-dessus les courbes des pressions qui répondent respectivement au maximum et au minimum de la poussée Q, on voit que les pig.
points de départ de ces deux . courbes au joint du sommet donnent les limites entre lesquelles se trouvent renfermés les points de départ de toutes les courbes possibles, et que le point d'arrivée de la courbe répondant au maximum est la limite extrême que.ne peut dépasser le point d'arrivée d'une courbe possible quelconque sur le joint de culée. Dans cette proposition générale sur la position du point d'arrivée, il faut exclure le cas prticulier considéré plus haut, où le point G est plus bas que le point B du joint de ^.^
culée, et où par suito le maximum de Q est infini, et son point d'application indéterminé«
Si dans une voûte on pouvait construire une courbe qui eût en même temps les propriétés du minimum et du maximum, celle-là serait la seule courbe possible, et la voûte serait à l'état d'équilibre limite.
Telle est, par exemple, la courbe KFEF'I (fig. 33) qui touche l'extrados en F, F', et l'intrados eu E, E étant plus haut que F', mais plus bas que F. Le point F peut coïncider avec D, F' avec B ; dans ces cas, U n'y a pas contact en ces points avec l'extrados. Le point E pourraifaussi être avant F sur la courbe, en allant de K vers I : alors il pourrait coïncider
avec C, pourvu qu'il fût toujours plus bas que F, plus haut que F'.
La courbe en question peut avoir aussi la forme KE'FEI, toucher l'intrados en E, E', l'extrados en F (fig. 34), ce point étant au-dessus de E et au-dessous de E'. Le point E peut coïncider avec A, E' avec C, au quel cas il n'y a plus contact nécessaire en ces points. Le point F pourrait aussi suivre le point E dans la courbe Kl, et alors coïncider avec B, pourvu qu'il^emeurât toujours au-dessus de E, au-dessous de E'. On déduit enfin de ce qui précède cette proposition : Si une courbe Fi^. 3s. des pressions, tellequeKEFGHI
(fig. 33), peut être tracée, laquelle traverse deux fois, n'importe comment, l'épaisseur de la voûte et en sorte dans une de ses parties, l'équilibre de cette voûte est impossible, pourvu que tous les points d'une traversée de l'épaisseur de la voûte soient plus hauts que tous les points de l'autre traversée. En effet, une courbe des pressions quelconque pouvant assurer l'équilibre ne devrait sortir nulle part de la voûte ; cela l'obligerait à couper à la fois les segments HG et EF, ce qui n'est pas possible. Ainsi il n'existe aucune courbe qui demeure tout entière dans l'épaisseur de la voûte : donc la voûte ne pourra pas se tenir en équilibre.
§ 16. Détermination, suivant la forme particulière de la voûte, de la vraie courbe des pressions, laquelle répond au mifiimnni de la poussée. Procédé pour vérifier s'il y aura stabilité ou ruptnre. Joints de rupture.
Après cette étude générale des courbes des pressions, nous chercherons à montrer successivement quel est l'état de stabilité des arcs des formes habituelles ; pour cela nous chercherons la position de la courbe des pressions qui , répondant au minimum de la poussée horizontale, est ainsi la véritable.
Soit, pour la demi-voûte ABGD(fig/ 36), P le poids du massif de la voûte avec sa surcharge, GPla verticale passant par le centre de gravité du poids P.
Noua? admettrons, dans ce pa- *"*«• ^*
TSigr^ÀBj que la verticale GP passe a droite du point inférieur A du joint de culée ou deTintrados.
Soient Kl une courbe des pressions quelconque, Q la force horizontale qui, appliquée en K au joint supérieur, donnerait naissance à la courbe Kl. Soient p la distance horizontale de la verticale iX^mi point I, et h la hauteur vertieàlë du point K au-dessus du point I. On a alors :
hQ=pP;
et, en considérant comme connue la position des points K et I, et, par conséquent, h et jo,
Q sera d'autapt plus petit que jd sera moindre, ou que A sera plus grand : on aura donc obtenu la moindre yale^r possible de la poussée en faisant passer la courbe parles deux points D et A.
De là découle immédiatement le procédé suivant pour apprécier la stabilité d'une voûte.
On construira une courbe des presfiions DA, passant par le point le plus haut du joint au sommet et par le point le plus bas du joint de culée. Il pourra alors se présenter cinq cas.
Premier cas. — La courbe DA se trouve tout entière, du point D au point A, entre les courbes-contours DB, CA.
Dans ce cas, cette courbe des pressions est la vraie. L'équilibre de l'arc est assuré ; les voussoirs se pressent en D et A, et la poussée horizontale Q se développe au sommet de la voûte avec la valeur qui a été^^mployée au tracé de la courbe DA ; cette même valeur donne ausaî'Ia composante horizontale de la réaction agissant en A.
Ce cas se présente principalement quand la courbe est limitée par des arcs surbaissés et horizontaux à la clef.
Si l'extrados DB n'était pas hoft^cmtal en D, mais incliné vers le bas, alors, même pour l'arc le plus surbaissé, la courbe des pressions sortirait de l'extrados dans le voisinage du sommet, Jfeurce que la courbe des pressions est toujours horizontale au sommet (toutes les fois qu'il n'y a pas au sommet un poids isolé fini). Il feut ièpendant remarquer, à cet égard, que nous avons regardé l'arc comme formé de voussoirs infiniment petits. En réalité ce n'est qu'une approximation, et comme la courbe des pressions est effectivement une ligne brisée qui s'incline depuis le point D jusqu'à son intersection avec le joint voisin de chaque côté, il arrivera quelquefois que pour un arc très-aplati la courbe des pressions pourra passer par le point le plus haut D, quand même l'extrados ne serait pas tmit à fait horizontal.
Nous n'insisterons plus au reste dans la suite sur les petit4||B modifications qui résultent de la grandeur finie des voussoirs : elles sont toujours faciles à reconnaître.
Deuxième ça». — La courbe ^^^' ^' des pressions DA coupe l'in-
trados en un ou plusieurs points (soit conune DGA, soit conune DHHiA), mais elle ne coupe pas l'extrados (fig. 37).
Alors la vraie courbe des pressions cherchée est ceUe qui passe par le sommet D de l'extrados, et qui touche l'intrados CA, pourvu que cette courbe reste partout ailleurs au dedans de la voûte.
Soit DEI cette ligne, obtenue soit analytiquement ou par un tracé approximatif, soit E son point de contact avec l'intrados. Des propriétés exposées ci-dessus de la courbe des pressions il résulte que si la courbe dont il s'agit est possible, c'est-à-dire si elle ne sort nulle part de la voûte, il n'y en a pas d'autre qui réponde à une moindre valeur de la poussée.
Dans l'équilibre ainsi établi, les voussoirs se serrent à l'extrados en D, à l'intrados en E, par leurs arêtes extrêmes. C'est ce qui fait qu'en réalité on remarque en ces endroits des épaufrures.
Ce genre d'équilibre se présente particulièrement dans les arcs
dcmt' l'IQVliffâs est presque vertical en A, et dont l'extrados est hôri^n||jl 4 D.
S'a sfe rencontrait cpie la courbe DEI menée par le point D et touchant rintrados en E coup&t l'extrados au-dessus du poiiit E, entre D et E, l'état d'équilibre delà voûte devrait être étudié comme dans le quatrième cas ci-dessous.
Mais si cette courbe DEI coupe Textràdos au-dessous du point E, c'est-à-dire entre E et I (comme par exemple si la voûte s'étendait jusqu'en A'B' et que DEI' fût la courbe en question)^ l'équilibre serait impossible^ comme on Ta vu plus haut. Nous admettons ici implicitement que la deuxième courbe minimum résultant des coDr sidérations antérieures n'est pas possible. Mais quand la courbe qu'on rencontre, DEI', est de telle fbrîne ^ue de D en V chaque point est plus bas que le précédent, il n'y a pas lieu de s'inquiéter de la deuxième courbe minimum, car celle-d devrait couper. la première en deux points de hauteurs inégales. Nous «e nous occuperons par la suite que de cette première fortHe, ordinaire dans les applications, à moins que le contraire no soit spécifié.
Dans les circcmstances détermina d-deflêus, la voûte se romptpaf ilû abaissement du Mmmet et Técartement des retos. Il se produit une rotation autour de^nètes D, E,et de toutes lierwétes voisines de B, pour lesquelles la courbe des pressions DEI' est en dehors de l'extrados (fig. 38). Si la courbe DEI'j qui coupe l'extradosau- fu. 39
dessus de B', rentrait plus bas dans la voûte, aux approches du joint de culée, la partie inférieure des reins ne bougerait pas lors delà rupture de la voûte (fig. 39).
Le joint qui passe par le point E se nomme joint de rupture. La position de ce joint est évidemment indépendante, dans certa\w^%
limites, de la forme et de la charge de la partie ^"^SPl^^ vqûte EA'B'. C'est pourquoi on laisse à ce joint, corremj^Mlau point de contact de la vraie courbe des pressions avec rintiSws, le nom de joint de rupture, même quand la voûte est parfaitement en équilibre.
On voit que la limite de la stabilité est atteinte dès que la courbe
des pressions DEI passe par le point extérieur B du joint de culée,
et que la voûte sera d'autant plus stable que le point I d'intersection
de la courbe avec le joint de culée AB sera plus près du point A. .
P,^ ^j, Troisième cas. — La courbe
des pressions DA coupe l'extrados
en un ou plusieurs points, mais
non l'intrados (fig. 40).
La vraie courbe des pressions cherchée est alors celle qui passe par le point inférieur A de l'intrados au joint de culée, et qui touche l'extrados au-dessous du point D, pourvu que cette courbe reste dans l'intérieur de la voûte partout ailleurs.
On déterminera cette courbe analytiquement ou bien par un tracé approximatif : soit AFK cette courbe, F son point de contact avec l'extrados.
Du moment oii cette courbe est possible, c'est-à-dire ne sort en aucun point de la voûte, on sait par les principes antérieurs qu'il n'y en a pas d'autre qui puisse répondre à une valeur n^oÉÉy^e de Q. Ce genre d'équilibre, par lequel l'action mutuelle d^voussoirs s'exerce à l'extrados en F, à l'intrados en A, se présente surtout pour des arcs dont l'intrados au point le plus bas n'est pas vertical, et où l'extrados n'est pas horizontal à la clef.
Si cette courbe AFK coupe l'intrados au-dessous du point F, on est ramené au quatrième cas ci-après. Si elle coupe l'intrados audessus du point F, l'équilibre est impossible. La voûte se rompt par une chute des parties basses en dedans, et par un soulèvement des parties supérieures. Les rotations ont lieu autour des arêtes A et F, et autour de toutes les arêtes intermédiaires dans le voisinage de la clef, là oîi la courbe des pressions sort de l'intrados (fig. 4i). Le joint qui passe par le point F se nomme joint de rupture, aussi
bien dans le cas de Tare stable que dans le cas de Tare instable.
La stabilité de Tare atteint évidemment sa limite quand la courbe' des pressions AFK passe par le point G le plus bas de la clef, et elle est d'autant plus grande ng. 41.
que le point K dUuterscction de la courbe avec la clef est plus près du point D.
Quatrième cas. — La courbe des pressions DA coupe rintrados et l'extrados, chacun en un ou plusieurs points, sans cepen- | dant aller plus d'une fois d'une courbe-contour à l'autre (ou sans traverser plus d'une fois l'épaisseur entière de la voûte).
La vraie courbe des pressions est alors celle qui touche à la fois l'intrados et l'extrados, le premier dans le bas, le second dans le haut.
Soit KFEI (fig. 42) la courbe ainsi tracée, soient E, F les points de contact. Cet équilibre, pour lequel les voussoirs réagissent mutuellement en E, F par leur arêtes, Fig. «.
se présente surtout pour des arcs dont rintrados est vertical en A, ;eM'extrados incliné à la clef. Il se ' i|ipente encore dans les cas définis antérieurement, n*** 2 et 3 :
il est le cas général d'équilibre d'une voûte, dont les cas d*^ 1, 2, 3 sont des cas particuliers.
Si la courbe KFEI coupe l'intrados entre K et F, ou reKtrados entre Eet I, ou les deux à la fdis, l'équilibre de la voûte est impossible. La voûte se rompt alors d'une manière facile à comprendre dans les trois cas représentés par les figures n*" 43, 44, 45.
U se produit dans le mouvement de rupture des rotations autour des arêtes F, E, comme autour de toutes celles qui sont voisines de B et G, pour lesquelles la courbe passe au dehors de la voûte. La
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demi-voûte se partage en trois segments : l'inférieur est poussé en dehors ou demeure fixe, le moyen tombe en dedans, la clef suit
les deux mouvements dont il s'agît et s'enfonce ou s'élève en conséquence.
Dans ce cas général il y a deux joints de nipture, d'après le sens du mot : les joints E, F. Les théories antérieurement publiéesavaientlaissé échapper ce cas.
La voûte atteint la Kmite de stabilité quand la courbe des pressions KFEI passe en B ou en G, ou à la fois en ces deux points. D'après cela l'arc est d'autant plus
stable que les points I, K de la courbe des pressions sont respectivement plus rapprochés de A,D.
Cinquième cas. — Jja courbe des pressions DA coupe l'intrados et l'extrados en un nombre quelconque de points, de manière qu'elle traverse l'épaisseur entière^ de la voûte plus d'une fois (ce nombre de traversées étant né sairement impair). .
Fig. 4s Dans ce cas
l'équilibre de la voûte est impossible, ainsi qu'il est facile de le reconnaître d'après les propriétés de la courbe des pressions. La
voûte devra donc se briser en se partageant en plusieurs parties, dont les points de rotation, pour la courbe DGG,HH,A, ( fig. 46 ) , par exemple , [sont dans le voisinage de D , puis
entre G et G,, puis entre H et H,j enfin dans le voisinage de A.
Pour tracer la vraie courbe des pressions dans les différents cas considérés ci-dessus, suivant la position particulière de la courbe de* pressions DA, on a, d'après ce que nous avons vu, à construire une courba des pressions qui passse par deux points donnés, ou qui passe par un point et qui touche pig ^g
une courbe donnée, ou enfin qui touche deux courbes données.
La mise en œuvre aoalytique de ces conditions condmt à des calculs pénibles, et exige dans les deux derniers cas la résolutibn d'équations transcendantes. On devra donc dans la pratique se dispenser d'employer les méthodes analytiques rigoureuses, et se contenter d|ins tous les cas d'approximations graphiques :
les applications ne comportent d'ailleurs nullement des déterrainations d'une précision mathématique.
Nous donnerons dans le paragraphe 24 une méthode très-simple et commode pour atteindre ce but. Contentons-nous d'ajouter ici que les deux derniers des trois problèmes énoncés ci-dessus peuvent toujours dans la prçitique se ramener au premier, c'est-à-dire à la construction d'uqe courbe des pressions passant par deux points donnés. Cair, si la courbe DA coupe l'intrados vers le bas ou l'extrados vers le haut, la forme de cette courbe permet de reconnaître ï très-peu près le point où doit se faire le contact avec l'intrados ou l'extrados. Par ce point jet par le premier ci-dessus indiqué, on fait passer la courbe cherchée. Si elle ne satisfait pas* exactement aux conditions exigées, elle s'écartera cependant très^peu de la courbe cherchée, et elle indiquera encore plus exactement que celle-ci la position du point de contact. Si (^onc cela est nécessaire, par ces points plus exacts on construira une nouvelle courbe des pressions qui, pratiquen^ent, pourra être considérée comme la vraie. Cependant on se convaincra qi^e cette construction est superflue dans la plupart des applications, et que la courbe construite en premier lieu répond avec une exactitude suffisante aux conditions imposées.
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§ 17. Cas particulier d'un arc supportant une snrcliarge exceptionnelle appliquée immédiatement sur le Joint.de culée.
En étudiant les cinq cas précédents on a admis que la verticale qui passe par le centre de gravité de la dpmi-voûte et de sa surcharge passe à droite du point le plus iMbA^ joint de la culée. II
peut arriver (Cependant, quoique raretndq^ que la verticale GP passe à gauche du point A et coupe le joint die culée AB, par exemple en H, par suite d'une trèsrfbrte surcharge dans le voisinage de la culée (fig. 47).
Si alors oq voulait construire une courbe des pressions passant par D et par A, la force horizontale nécessaire pour cela serait évidemment négative et ne produirait pas d'effort pour pousser les voussoirs à la clef, mais au contraire pour les écarter les uns des autres, ce qui est absurde. La moindre valeur qu'il ne sôit pas pjg ^, contradictoire d'admettre
pour est zéro. Mais si Ton fait Q= o, on obtient cette courbe des pressions dont il a été déjà souvent question, et qui est le li^ des intersect^s des poids croissants del|^oussoirs à partir de la clef avec les joints correspondants :
cette courbe devra, dans le cas actuel, passer nécessairement en H : ainsi elle est au moins en partie dans l'intérieur de la voûte. Si elle s'y trouve tout entière, l'arc sera en équilibre sans qu'il se développe aucune poussée. Mais s'il n'en est pas ainsi et que la courbe sorte de la voûte entre A et C, ce ne peut être la vraie courbe des pressions, et il y a nécessairement une poussée horizontale positive. Pour trouver cette poussée et la courbe correspoi^ dantc, toujours soumise à la condition du minimum de Q, supposons d'abord que le point B, et par suite aussi le point H, soit plus bas fpio (i. On voit alors immédiatement que l'extrémité de la courbe
cherchée ne sera jamais entre H et A,:piirce qu7Jl;|9ii résulterait nécessairement une valeur négative de Q : l'extrémité de là courbe sera toujours entre H et B. Pour que Q soit un minimum, le point de départ dans le joint CD devra l^tre aussi haut que possible. Il faudra donc essayer d'abord le point D, ..
Les limites extrêmes des points de départ et d'arrivée de la courbe des pressions cherchée sont, respectivement, D et H. Gomme la courbe qui passe par ces points, et qui correspond à Q=o, ne coupe que l'intrados, le cas actuel se ramène au n° 2 du paragraphe précédent, en substituant le point H au point A le plus bas du joint de culée. En conservant le point de départ D et augmentant progressivement Q, ce qui élève la courbe des pressions, on trouve pour caractère de la vraie courbe, comme au cas n" 2, que cette courbe doit passer par le point D et toucher l'intrados, comme DEI.
Si cette dernière courbe demeure tout entière dans l'épaisseur de la voûte, c'est la vraie courbe cherchée : E est le joint dé rupture. Si elle coupe l'extrados entre D^ E, U vraie courbe sera cdle qi^ touche en haut l'extrados au-dessous de D, et en bas l'intrados, pourvu que cette nouvelle courbe ne sorte pas de la voûte.
Sîl la courbe DEI coupe l'extrados entre E et I, comme, par exemple, DEI', l'équilibre est nécessairement impossible, si en même temps tous les points consécutifs de la courbe, à partir du point B, vont en descendant, et alors la voûte se rompra comme le fait la voûte instable du deuxième cas.
Mais dès que la courbe DEI' a un point à tangente horizontale entre D et T, aux deux côtés duqueik courbe se relève, on ne peut plus conclure à l'impossibilité de l'éiyidS^. Il faudra alors s'adresser à la seconde classe des courbes des pressions pouvant répondre au minimum de ' cette classe de courbes touchera, dans le voisinage de la clef, d'abord l'intradog en E", puis l'extrados en F" (ce dernier contact pouvant être remplacé par une rencontre en B) ; mais le point W (ou B) sera plus haut que E". Si cette dernière courbe est possible, elle est la vraie courbe des pressions, à laquelle appartiennent deux points de rupture E", F". Mais si cette courbe elle-même est impossible, toutes les courbes passant par un point plus bas que D et touchant l'intrados couperont comme elle les reins au-dessua de B : ainsi l'arc ne peut être en équilibre, il se rompra commQ l'indique la courbe DEI'.
Dans ce que nous venons de dire sur l'équilibre d'une demi-voûte
Fig. 48.
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pour laquelle la^jSjEilÉme^ti^ passant par le centre de gravité renioontre te joint de culée, nous |^vons supposé que le point le {dus haut B de ce joint est plus bas que le point inférieur du joint à la clef. Si. au contraire, B est plus haut que G, on voit de suite qu'une courbe àes pressions DEI passant par D et touchant l'intrados (eUe cqimera toujours d'ailleurs le joint de culée à gauche de H) répond aîSSlSlaiiuri de et qu'elle est la véritable, si elle est possible, c'est-à-dire si elle ne sort de la voûte en aucun point.
Si cette courbe coupe Textrados entre les points D et E, il faudra rechercher si une courbe deg pressions qui toucherait en haut l'extrados au-dessous de D et en bas l'intrados est possible, auquel cas ce serait la courbe cherchée.j si cette courbe coup trados entre E et I, coïifme le fait par exemp^gfPEr, alors la seconde classe des courbes des pressions répondant à un minimum de Q donnera à coup sûr une courbe possible, ayant un point commun avec l'intrados près du sommet, et un autra;point commun, plus élevé, avec l'extrados. Cela résulte d'un théorème {;énéral établi plus haut, d'après lequel une demi-voûte dans laquelïéiÇ est plus haut que C est toujours en équilibre. D'après cela il y auE% nécessairement dans la vo^4^;t|pnt il s'agit une courbe des pressions possible correspondant à tinmnimum de Q. On voit aussi que, B étant plus haut que G, une courbe de la première classe considérée, comme BEI', aura toujours, si elle coupe l'extrados, un point à tangente horizontale aux deux côtés duquel la courbe se relève ; de sorte qu'à côté de cette courbe impossible il peut très-bien en exister une autre de la seconâ(|B classe, telle que KE"F'F, coupant la première en un nombre pair de points à la même hauteur.
Si, non-seulement le point B, mais aussi le point H est plus haut que C, il est possible, comme on le voit sans peine, que les points extrêmes I de certaines courbes des pressions qu'on peut construire tombent à di*oite de H, ou entre H et A, mais non pas plus basque le point où l'horizontale passant par C coupe le joint de culée AB.
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On voit qu'une voûte horizontale ou ver^^^^ans laquelle cette condition : B au-dessus de G, serait rem^jl^e pourrait jamais, sous une surcharge quelconque, se rorapré*par rotation des voussoirs autour de leur^rêtes, pourvu qu'elle fût appuyée contre des culées suffigammentil^istantes.
§ 18. Inlb^to^de la c^pressibilité des voussoir^; ^^Sm^ les courbes des pressions
Quand on veut appliquer les considérations préci'^dentes sur Vé libre des voûtes à des cas pratiques, il faut tenir compte d'une priété qu'on a laissée de côté ci-dessus : c'est quo la matière ne" saurait, par sa nature, être incOlaqpressible : d'où il suit que lo. des pressions ne peut janiafs passer effectivement par un^ ) voussoir, et ainsi ne peut rencontrer le contour de la voûte ; aiitt points oîi la théorie précédente indique un contact avec l'une des courbes-contours, |awurbe des pressions en demeurera réellement à une distance fîî^^qui dépend du degré de compressibilité de la matière. I^H"^ *
n n'en est pas moins vrâfque la prdilion la plus forte aura lieu dans le voisinage des arêtes, et qu'on émet une hypothèse inadmissible quand on considère une courbe vraie des pressions comme pouvant passer parles milieux des joints. Dans une voûte à voussoirs incompressibles, de forme quelconque, la courbe des pressions ne peut jamais passer au milieu de l'épaisJîeur ; dans une voûte à voussoirs compressibles les mêmes propriétés subsistent à l'état d'approximation.
Ainsi la pression mutuelle des voussoirs ne pourra jamais se répartir uniformément sur la surface de chaque joint, car cela supposerait que la courbe des pressions passe par les milieux de tous les joints. Quand on détermine l'épaisseur d'une voûte, comme on lé fait souvent, par cette condition que la pression sur chaque jointe supposée répartie uniformément sur la surface du joint, ne donne pas un résultat excessif par unité de surface", on se pose une condition trompeuse. C'est ce qui explique pourquoi dans beaucoup dé voûtes les voussoirs éclatent en certains points, bien que la {Kression sur le joint correspondant, considérée comme uniforméme^, repartie, soit bien inférieure à celle que la même matière peut porter
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avec pleine sécunn0w8 d'autres circonstances où la répartition est uniforme, comme WSÏ^ye dans les murs élevés.
Si Ton projette un arc d'après cette condition qu'une courbe des pressions passant par les milieux des joints soit possible, une telle voûte possédera en réalité une stabilité trôs-ffrande, plus grande que celle que Ton obtiendrait si cette même OT^béi ]pouvait être la vraie courbe des pressions. On confit en eSelique la vraie courbe des pressions j qui s'approche, suivant les lois^^ljfluées ci-dessus, de Tintrados ou de Textrados aux points de rupture, se tient à une plus grande distance dos arêtes dont la rencontre déterminerait la rupture, que ne le fait la courbe des milieux des joints *.
Nous avons dit que la courbe des pressions dans une voûte formée de matériaux compreâsit)les |M|le dans Tintérieur de la voûte, là où elle aurait rencontre les rdÈÉws-Kîonto dans le cas de^oi;s- ^irs incompressibles. Ce dépl^ement entraîne le changemojrtKpfe extr(5nntés supérieure et inférieure de la courbe des pressiow^la poussf'^e change aussi et devient supérieure au minimum théorique que nous avons appris à découvrir.
On remarquera au j^este, aux ponts emtants, que pour les trèsbons matériaux, comme le Sjf;anit, le c^caire et le grès durs, la courbe des pressions atteint souvent à trés-peu près Taréte du joint de rupture ; ainsi il n'y a pas lieu d'introduire dans la pratique cette hypothèse que plusieurs auteurs, et Navîer en particulier, ont proposée : â'après laquelle la pression sur un point croîtrait uniformément d'une arête à l'autre, en sçprte que la résultante devrait être distante de l'arête la plus rapprochée d'un tiers de la longueur du
» Pour que la rupture d'une voûte stable ait lieu, il faut que, par des circonstances qui introduisent des forces nouvelles^ la courbe vraie des pressions fasse, de la position primitive au minimum de poussée, à la position au maxi- ' mnm. Or, dans ce mouvement, elle rencontrera la position intermédiaire qui répond à la courbe des milieux des joints. C'est en ce sens que Ton dit que la 40orbe vraie des pressions (celle au minimum de poussée) dans une voûte stable est plus éloignée de la courbe au maximum de poussée que ne Test la courbe moyenne. Si donc cette dernière est une courbe possible, à plus forte raison seront poniblM une infinité de courbes répondant à une poussée moindre ; et ainsi la toftfe est plus stable qu'elle ne le serait si la courbe du milieu des joints était la ^raie ooorbe des pressions.
Crtite courbe du milieu des joints ne pourrait être la vraie courbe des pressions que dans Ihypothêse d'une voûte infiniment mince.
joint, et que laJgHpp supporterait sur oetti^ arête upe charge double de celle qu'aiclMQp une répartition ùMfi)Éme ^ .;,
Dans ces circonstances, on comprend qu'il puisse être souvent utile de connaître le maximum de Q.
§ 19. Détermination de la courbe des pressions qui répond au maximum de la poussée.
Le maximum de la poussée répond, ainsi qu'on l'a vu précédemment,, à une courbe des pressions possible mais non eSectivenlent existante, qui a un point conunun avec Tintrados et un autre plus bas avec Textrados.
On peut déterminer cette courbe ^^^' **•
pour les, diverses formes et surcharges d'uneiliBiVvoûte en suivant la marche suivante, analogue à celle employée ci-dessus pour trouver la courbe des pressions répondant à un minimum deQ.
Le bras de levier de la poussée Q au sommet, par rapport à un point quelconque du joint de culée, est un minimum si cette force agit au point inférieur C du joint au sommet (fig. 49) ; le bras de levier dii' poids de la demi-voûte ABDC, surcharge comprise, sera un maxîp mum si Ton choisit^ point fixe au point supérieur B du joint de
* Cette hypothèse a pu convenir par sa simplicité aux premiers essais de calcul des voûtes ; mais il est bien évident qu'elle ne peut être exacte. D'abord le mode de répartition d'une pression sur un joint ne petit être indépendant de la nature du corps pressé ; puis il n'est pas douteux, d'après rexpérience de tous les jours» qu'une pression se répartit sur un joint, de part et d'autre du point d'application^ suivant une courbe indéfinie ayant pour asymptote la Hgpiî du joint, si le joint a une longueur indéfinie lui-même ; et dans le cas du joint fini, suivant une courbe de forme analogue à la précédente. Ces courbes sont probablement exponentielles. Leur détermination serait une belle conquête de la physique moléculaire : elle n'a pu être encore abordée ni par le calcul, ni par rexpérience, à notre coHnaissance du moins. Elle est pourtant la base nécessaire d'une théorie complète des voûtes. — En attendant, on est obligé de se contenter des indications fournies par le cas abstrait des voussoirs incompressibles» comme on le fait, dans cet ouvrage, en les complétant par l'examen des voûtes^ stables existantes.
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culée : de là il résulte qu'une courbe des pressipu^^ofa^^ par les points G et Bj si elle est d'ailleurs possible, c'est-à-dire si elle se trouve tout entière dans lépaisseur de la voûte, répondra au maximum de Q.
On a déjà remarqué que la verticale du centre de gravité général de la demi-voûte et de sa surcharge ne peut passer qu'à droite du point B ; il est indifférent, pour ce qui nous occupe, que cette verticale passe à droite du point A ou à gauche entre A et B, tandis que dans la recherche du minimum une discussion était nécessaire à cet égard. Mais on doit se rappeler ici que pour un arc trè&-aplati le point G pourrait être plus bais oue B, et qu'alors des horizontallp pourraient être tracées de la clef au joint de culée, d'où îl résulte que le maximum de Q serait infiniment grand^ et répondrait à un point d'application indéterminé entre les niveaux B et G.
Excluons ce cas : G est donc plus haut que B. Nous coastruirons d*âbord une courbe des pressions passant par ces deux pDl|jB||E^Il se présentera cinq cas, que nous énumérerons rapidement, attendu que la démonstration des particularités qui s'y présentent est facile à déduire des propriétés générales des courbes des pressions.
Premier caç. — La courbe GB est tout entière comprise entre l'intrados et l'extrados : c'est alors à cette courbe que répond le maximum de la poussée.
Deuxième cas. — La courbe GB coupe l'intrados, mais ne coupe pas l'extrados. Alors le maximum répond à une courbe passant par iéf point extrême B de la culée et qui touche l'intrados au-dessous du point G : pouiTU que cette courbe soit qynprise tout entière dans l'intérieur de la voûte. Si cette dernière courbe coupe l'exp. j^ trados au-dessous du point de contact
avec l'intrados, on cherchera le maximum comme au quatrième cas ciaprès. Si l'intersection de la courbe avec l'extrados a lieu au-dessus du point de contact avec l'intrados, l'équilibre de la voûte est impossible: un arc en équilibre ne présentera jamais cette disposition.
Troisième cas. — La courbe GB coupa l'extrados, et né coupe pas l'intrados. Alors le maximum de la poussée répond à une courbe des pressions qui passe par le point inférieur G de la clef et qui
touche rextrados'.pB , pourvu ^Ijiie cette courbe demeure partout ailleurs âai|%4'<j|il^is8éui^ ^ffi^
^ cettd:dpi|i|iâirë courbe ooupait llntmdos au-dessus dulfk^nt de cidiîKact avee Textrados, on chercheraitle maximum, commèf^^PB^atrième cas ci-après. Si elle coupait jpntrados au-dessous du point de contact avea Textrados, Véqu^Kfi serait impossible : cette disposition nd se rencontrera pas pdâpes voûtes en équilibre. . .
OuATBiÈjiE CAS. —La courbo CB coupe l'intrados et TeXtrados, sans cependant traverser plus d'une foie répaisseur entière de la voûte- Dans ce caS) comme dans les disposidons particulières des deuxième et troisième cas qui se ramènent à celui-ci, le maximum de appartient à une courbe qui touche Tintrados en Saut, l'extrados en bas.
Si^cptte dernière courbe coupait l'extrados au-d^sMuridç 90n point avec l'intrados, ou l'intrados au-dessous d^iAtaGi point dés avec l'extrados, l'équilibre serait impossibla^jUfi^ voûte en î ne présentera donc jamais cette dîspoqiiliifl||i>v!^.. FiÈME CAS. '^ La courbe CB coupe rintfâ^||^^ de
manière à traverser l'épaisseur entière de la voûté plus d'une fois (trois fois au V^ins, par conséquent, puisque ûe nombre doit être impair).
Ce cas ne peut se présenter pour un arc susceptible d'équilibre : là où on le rencontre, la voûte se rompra certainement.
liemarquons que cette classification des cas qui peuvent se pcésenter dans la recherche du maximum de Q ne correspond pas nécessairement aux cas que nous avons distingués pour la recherche du minimum ; chaque cas du minimum peut même s'allier à chacun des cas du maximum.
De la compressibilité qui appartient à tous les corps de la nature il résulte que la poussée véritable sera toujours plus grande que le minimum déterminé plus haut ; mais il en résulte aussi que le maximum que nous venons de définir ne sera jamais atteint en réalité. La véritable valeur de la poussée Q sera comprise ainsi entre le minimum et le maximum, et pourrait être déterminée avec la courbe des pressions correspondante, si l'élasticité de la voûte était bien connue. ^«
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§ 20. ^tÊi^ de0 pressionihAOrtt laifKMMdbi
"^ de iép Voûte, qi^el qii6 fût le degré ^ des ▼cmesoirs. J|
Ift-tetopressibilité ou éla6tn|L^és matériaux n'est pas connuo lî les actions qtuj^pâlsvuR^ent même à\mc compressibine pourraient Atre^que très-péniblernent déternitnéeiî dans un système complexe formé de voussoirs : il } a donc lieu dn se demander s'il n'existe pas une courbe ries pressions telle que ^ si elle est pog^ble, lu nj^ture de la voûte par rotation ne soit pas à craindre^llQiBl^e grande ou petite que soit la compresslbilité des mpatériaux employés»
Cette question, importante pour l'établissement pii^^Supie^des T^ûtes^ peu^ ^re résolue de la manière suivante : Par sdâyl^^ compressiïniâté des matériaux, la courbe des pressions o(mHj i |Ëdânt au nilti|bun de^.li'a nulle part un point commun aveQ^IK trados ou TeSnidos ; là oîi, d'après les recherches précédfii^PPf l'intersection devrait avoir lieu, la courbe s'éloigne plus ou moins du contour de la voûte ; mais elle n'en demeure^f^ moins aussi rapprochée que le permet la compressibilité des matériaux. Il suit de là que, même pour les matériaux les plus faibles, la courbe des pressions en ces points ne dépassera pas le milieu du joint ^
Qu'on trace donc la courbe passant par les milieux des joints, et que l'on marque sur cette courbe les points d'intersection des joints auxquels correspondent, d'après les recherches antérieures, les points de rencontre ou de contact de la courbe au mininaum de Q avec les courbes-contours ; qu'on fasse passer par les points ainsi détermines sur la courbe moyenne une courbe des pressions rencontrant ou touchant la courbe moyenne en ces points * : si cette
* Cas limite ou la matière des voussoirs n'aurait pas de cohésion du tout, en sorte que la transmission des pressions se fit comme dans les fluides ; exemples : sable, poussière^ etc. ,
^ Une courbe des pressions est déterminée par deux points; on ne peut donc pas ^jouter à cette 4ovÙe condition celle du contact avec une courbe donnée. Mais ici la courbe Jhltiée étant la courbe moyenne, il est clair que l'on pourra obtenir contact approximatif, et contact rigoureux si Ton fait varier un peu le point de reAcontre.
courbe demeure en tout son cours dans Tépaîsseur de la voûte, on voit facilement partes prc^riétés générales de la courbe des pressions que l'équilibre de la voûte est assuré sans conditions, puisque la vraie courbe des pressions prendra toujours une forme donnant à Tare une stabilité plus grande que ne l'eût fait la courbe que nous vemiafi de tracer en dernier lieu.
Remm^ons que si Ton se proposait de construire une courbe de^teesaâpns rencàatrant la courbe moyenne en un point déterminé , etla^udiant ensuite eu un point indéterminé, ce point de contact pouirâît^ trouver au delà de l'extrémité de la courbe tnoyenne, et alc^^j^ 4|EiJixî6me point commun à choisir entre la courije des prtôiions cherchée et la courbe moyenne ne serait pas un point de contact^ o^ë un point de rencontre au joint extrême.
Solt^j^- exemple, en nous plaçant dans le deuxième cas du minimum de Q, cea la courbe moyenne (fig. 81) ; on aura à construire une courbe des pressions cei pas- p.g ^^
sant par le point le plus haut c de lapremîère opuaft)e, la touchant extérieurement en e et restant tout entière dans l'intérieur de la voûte.
La vraie courbe des pressions Kl, qui se rapproche, plus que cei^ d'une part du point D au ^inmet, et de l'autre du point A à la culée, enfin de l'intrados au point de rupture e, donnera nécessairement à l'arc une plus grande stabilité. S'il était impossible qu'une courbe des
pressions passant par c touchât la courbe moyenne en un point inférieur quelconque, mais si une courbe des pressions, passant par c et a, demeurait tout entière dans l'intérieur de la voûte, dans ce cas on reconnaîtrait encore facilement que la vraie courbe des pressions ne peut donner qu'une stabilité plus grande encore.
On pourra, si l'on est maître de la forme de la voûte, la choisir telle que la courbe moyenne cea soit dans toute son étendue une courbe des pressions.
§ 21. Procédé pratique pour l'établissement d'une voûte stable.
On établira une voûte de stabilité certaine, quel que soit le degré d'élasticité des matériaux, en s'y prenant de la manière suivante :
On trace d'abord, avec l'ouverture et la hauteur sous clef données d'avance, un profil d« voûte analogue à la forme générale des voûtes ordinaires, avec une épaisseur à la clef donnée aussi par analogie. Cela fait, on cherche pour cette voûte la vraie courbe des pressions dans l'hypothèse de l'incompressibilité des voussoirs. Cette ligne, qu'on détermine par les méthodes connues, rencontre en plusieurs points les courbes-contours. On cherche alors si, par suite de la compressibilité des matériaux, la courbe des pressions vraie ne peut que se rapprocher de la courbe moyenne, ou si elle a en certaines parties tendance à se rapprocher des arêtes.
Dans le premier cas, lajoûte est parfaitement stable. C'est ce qui arrive lorsque la coilrfilé des pressions ci-dessus décrite passe (flg. 36) par lé point le j^uli haut D au sommet et le point le plus bas A à la culée, Gdia $^; pfeduira généralement pour les arcs de cercle aplatis.
Dans l'autre caaon devra, présumer que pour des matériaux assez faibles la coMrbe des pressions s'approcherait assez des arêtes aux points indiqués pour que la stabilité fût compromise. Il pourrait même^se faire que l'arête fût dépassée et l'équilibre de l'arc tout à fait détruit. Cela arrivera par exemple si la première courbe des pressions tracée DEI (fîg. 37) touche l'extrados en D, l'intrados en E : alors en réalité la courbe des pressions tend à s'approcher de l'arête extérieure B aux environs du point I.
On atteint dans ce cas la plus grande sécurité qu'on puisse obtenir, en rendant possible une courbe des pressions passant pïir le milieu du joint à la fois à la clef CD, au joint de rupture E et à la culée AB.
Si cela n'a pas lieu déjà, on y arrive en conservant l'intrados et l'épaisseur à la clef et augmentant l'épaisseur à la culée, ou en conservant les épaisseurs extrêmes et changeant la forme de l'arc par un abaissement vers E, ou en conservant la forme et donnant une épaisseur uniforme qu'on augmente jusqu'au degré nécessaire, ou enfin en combinant ces diverses modifications.
On obtient par ce procédé une voûte qui possède un degré de stabilité eisagéré pour beaucoup de cas pratiques. Ce procédé conduit souvent d'ailleurs à des épaisseurs considérables ou à un aplatissement vers le joint de rupture plus prononcé qu'il ne convient.
En fait, la condition de faire passer une courbe des pressions possible par les milieux des trois joints indiqués ne paraît pas répondre à une nécessité pratiqué : on n'emploie jamais en effet pour voussoirs des matériaux assez compressibles pour ramener vers le milieu d'un joint la courbe qui, théoriquement, passe par l'arête de ce joint. On reconnaît même, à l'inspection de plusieurs voûtes existantes, qu'aux points faibles les voussoirs se pressent sur Tune des courbes-contours par leurs arêtes, les joints s'ouvrant sensiblement de l'autre côté : ce qui prouve que pour la plupart des pierres de construction la courbé des pressions peut ne s'écarter que trèspeu de l'arête de la pierre.
D'après cela, oa pourra se contenter dans l'application, comme garantie suffisante, de permettre à la courbe des pressions un recul jusqu'au quart du joint à partir de l'arête ; on enlèvera deux zones, intérieure et extérieure, ayant chacune un quart de l'épaisseur à chaqu^e joint, et on appliquera à la partie restante les règles données dans le cas de matériaux incompressibles, en s'assurant que l'équilibre a lieu sous les charges données.
Si la voûte donnée ne réalisait pas ces conditions, on la modifierait aisément. par les altérations indiquées plus haut, et pour cela on, opérerait comme il suit:
Admettons que la vraie courbe des pressions pour le cas de matériaux incompressibles, et par suite le point de rupture EF(fig..52), soient connus. On veut assurer la stabilité compromise de l'arc ABCD par exemple , en augmentant simplement l'épaisseur de l'arc dans la partie inférieure. On construit la courbe des pressions KLI qui passe par les deux points K du sommet et L du joint de 'rupture, tels que
DK=1dC et EL=iEF. On fait ensuite IG = JlA, en sorte que
Fig. 58.
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GI = |GA. L'arc AGDC présentera une stabilité suffisante pour la
pratique. Oh peut du reste reçpiBmeaber l'opération pour ce noàviil arc^'ét ooniger l'extrados en conséquÉio^ nteis cette nouvelle opératidii li^iipportera ordinairemrat qu\in6 modification insignifiante.
Si Ton veut conserver les épaifk seurs et changer la forme ou la courbure de l'arc, onpren^sa daps la voi^te les deux pointg K et I lespectivenièkit plaeés à Ui éHi et. à la culée (%. 83), et tâla^^ii®
DK = ^ DC, BI = jBA, et on construira la courbe des pressions KU
passant par K, I. On prend ensuite LE, = |EF, LF» = j EF. Alors
on a Tare ABF, DCE, A, qu'on peut au besoin corriger en répétant
l'opération, et qui possède la stabilité demandée.
Si enfin dans un arc d'épais^ seur uniforme on veut au^enter progressivement l'épaisseur sans changer la forme de l'arc, on construira dans là voûte primitive ABFDGËA (fig. 54), la cour^ 4bs pressions passant par les poititeiC et I ci-dessus définis. Cette courbe sera tout entière dans l'épaisseur de l'arc, comme KLI, ou bien elle sortira comme KLM dans le voisinage du joint de rupture. Soit maintenant :
a lepaisseur : AB=CD=fl ;
et b la distance EL (ou EJfi).
On aura un arc de la stabilité requise en augmentant l'épaisseur d'un3 quantité BB,=DD, = 5rt — 2A (dans le cas KLI) ou de 2«H-2* (dans le cas KMl). Cette modification, à laquelle on peut donner plus d'exactitude en répétant la construction, est fondée sur
Fig. 54.
cette considération que si Ton augmente uniformément la voûte et qu'on trace yijftB^ courbe des pressions passant aux points situés au quaM des joiifiiB resjj^eclSfs M clef et de culée, on a une nouvelle courbe sen^bdementpaninâè à Tancienne KLI (ou KMI) \
Quand l'équilibre de Tare que Ton considère ne se rattachera pas au prMfiier ou au dfMmème, mais au troisième ou au quatrième cas dajhragraphe 16, ce qui du reste arrivera rarement dans la pratiopd et presque jamais pour des ponts, on verra facilement, en pt^Mtùfpmxr guidé ce qui précède, ce que Ton doit faire pour assurer îa atabililé.
Dans un grand nombre de cas d'application, la forme de l'intrados d'un pont est déterminée à l'avance par des considérations irchitectoniques, ou par des considérations d'écoulement des eaux. VBi. avnve cependant que cette forme soit tout à fait indifférente, on fera jbien de faire en sorte qu'une courbe des pressions passant par les m^eux des joints soit possible, attendu qu'on aura ainsi une voûte de stabilité aussi gran!i3e^ aussi uniforme que possible et une répartition des pressions sur les joints aussi uniforme que possible également. La courbe cherchée s'obtiendra par une, ou au plus deux approximations successives, en partant d'une courbe arbitrairement choidb, présumée jouir de la propriété cherchée. Une telle courIi#ttnoentrera la culée obliquement, et non verticalement ; elle ressçpi0É beaucoup à une parabole dont je sommet serait à la clef.
En^ exécution on pourra tracer cette courbe approximativement, comme on fait pour les anses de panier elliptiques,, au moyen de plusieurs arcs de cercles.
* Soient, en admettant ce parallélisme, it Taugmentation d'épaisseur de la voûte, y la distance de Taneienne à la nouvelle courbe des pressions. On doit avoir, aux joints de clef et de culée,
(la-y-hx)=f(a-ha:) et au joint de rupture
d'où
ap=iia— 26(cas KLI). Pour KMI, même calcul.
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§ 22. Détermination de l'épaisseur de^^ VOftiMÉi au. point de Vue de la résistancéivflfif ii^Mri(jEtu3E»
Une voûte satisfaisant aux conditions préeédMtes, et étalée sur des culées invariables, ne peut se rompre par rotation des vousiDirs autour de certaines arêtes ; mais nous n'avons pas exclu ju^qu'à^résent la possibilité d'une rupture par écrasement des vous^^its^fWas un^ression trop forte, ou par glissement des voussoirs sur len feces de certains joints.
Pour se garantir du danger d'écrasement sous une trop grande pression, il faut donner en tous les points de l'arc ui^e certaine épaisseur aux voussoirs, un certain écartement aux courbes-contour» d*
la voûte : comn^e la pression n'est p|^ également répartie sur toute l'étendue du joint, et qu'on manque de connaissances sur la compressibilité <it96s voussoirs, récartemïM^ dont il s'agit ne «e âét^mine que par la mesure des voûtes analogues, antérieurement construites et reconnues durables.
La détermination de répaisseur des voûtes au point de vue de la résistance des matériaux peut être abrégée, pour les formes de pont habituelles, par des formules qui résultent des considérations suivantes :
Dans une voûte ABDC, chargée d'une matière de même densité limitée à l'horizontale FH, soient (fig. S5) : a la demi-ouverture AE ; b la flèche EC ; c l'épaisseur à la clef CD ; d l'épaisseur à la culée AB ;
h la hauteur DFde la masse homogène formant charge au-dessus de la clef. (Si la matière de la charge n'a pas effectivement le même
poids spécifique que les voussoirs, on supposera la ligne FH plus haute ou plus basse suivant les cas, et on continuera avec Thypothèse d'un poids spécifique égal) ;
/3 l'angle BKF du joint de culée avec la verticale ;
3=^d sin j3 la projection horizontale GH du joint de culée AB ;
Q la poussée horizontale au sommet ;
^ la poussée moyenne par unité superficielle du joint à la clef;
P le piids de la voûte avec sa surcharge, ACFHB ; M le moment de P par rapport au point A ; R" la réaction de la culée sur AB ; S la pression normale contre le joint de culée ;
-j la pression normale moyenne sur chaque unité superficielle
du joint de culée. *
On peut représenter les forces P, Q, R, S par des surfaces, en les considérant comme les poids de prismes de la matière des voussoirs, ayant une hauteur égale à llians le sens perpendiculaire à la
figure ABFHC. Les forces moyennes -|, | seront alors représentées
par des longueurs.
Pour établir la formule approchée que nous avons en vue, nous indiquerons deux cas :
Premier cas. — L'angle (3 est < ou=60^ Nous admettons que la vraie courbe des pressions passe par le point supérieur D de la clef et le point inférieur A du joint de culée, de sorte que la force horizontale Q agissant en D doit être en équilibre autour du point A avec la i^MPce verticale P agissant au centre de gravité de l'aire ABHFC.
Assimilons en outre AIC à un segment parabolique, en sorte que
sa surface égale ^, et la distance de son centre de gravité au point
A égale j. Enfin considérons le trapèze ABHG comme un rectangle
de hauteur AG et de largeur HG= 5. On a ainsi, en prenant le point A pour centre de rotation :
Moments.
Surfaces.
Bras de levier.
ACI
ICFG = a(c4-/0,
AGHB — ^(6-hc + ^),
doù
S = P5mp + Qco5p (4)
Deuxième cas. — L'angle j3 est > 60^ Nous admettrons que le joint de rupture soit incliné à 60** sur la verticale, que la^coiiriSè «stressions passe ainsi par le point inférieur A' du joint ^'B', înc^é^sur la verticale à 60'', en sorte que i^ forée Q agiss^ut en D Mra 6i]fi|kiilibre avec le poids A'B'H'FC autouiiîflu point A'.
Soient, pour le point A',
a' la distance horizontale A'E';
b' la distance verticale E'C ;
d' l'épaisseur de la voûte A'B' au joint de rupture, qu'on peut
prendre égale à d' =c ■+■ j {d — c), par approximation ;
5' = 0,80.rf' la projection liori;Jontale G'H' du joint A'B' ;
P' le poids A'B'H'FC;
M le moment de P' par rapport à A'.
On a, comme précédemment :
M' =^' H- ^2S^ — 0,32.rf''(é' + c + h). (6)
Le poids P conserve sa valeur (1), e^ on a encore ici pour la pression normale contre la culée : S = P «n ^ + Q cos j3. . • • • (8).
C'est ces pressions moyennes |, j, qu'il s*agit de déterminer par
les valeurs qu'elles possèdent dans les voûtes de pont existantes.
o s Nous avons calculé dans ce but Q> S, y, -j pour une série d'ouvrages
connus ; là où la surcharge consistait seulement dans la chaussée ordinaire, nous avons pris h = 2 pieds; quand l'augmentation d'épaisseur de l'arc, de la clef h la culée, était inconnue, nous l'avons supposée nulle {d= c).
La table suivante renferme les éléments de ces calculs, et donne en outre d'autres résultats dont nous ferons ultérieurement usage *•
^ la table origûiale est dressée en prenant le pied pour unité.^ Mais le pied
Pour rendre plus apparentes les lois cherchées, on a classé les ponts dans l'ordre ascendant des valeurs de la poussée déterminSe, suivant les cas, par la formule (3) ou (7). La résistance des matériaux employés n'est pas la même pour les divers ponts ;.tnais, faute de renseignements suffisants sur cette résistance, on a été obligé de ne pas tenir compte de cette différence; ce qui n'a pas en pratique de grand inconvénient, parce qu'on prend toujours pour les voûtes des matériaux de choix : elles sont généralement construites en calcaire dur ou en grès dur, plus rarement en granit ou autres roches plutoniques. J^es deux premières espèces de pierres ont à peu près la même résistance ; d'ailleurs on n'expose dans la pratique les voussoirs qu'à une faible partie dé la résistance qu'on a obtenue des échantillons expérimentés. En se fiant à la table driqirès pour les dimensions d'un pont nouveau, on n'aura pas à craîiidre de dépasser la limite de stabilité, à moins qu'on n'ait des matériaux d'une fSstiblesse exceptionnelle.
Il est entendu d'ailleurs que nous supposons des voussoirs quadrilatères formés d'une seule pièce sur toute l'épaisseur de la voûte, et non de pièces superposées comme les briques \
Ces remarques générales faites, notons que dans le pont n* 28, construit à Schwelm, sur le chemin de fer de Berg et Mark, un grand nombre de voussoirs, dans toutes les parties de la voûte, sont
adopté est, suivant le lieu de construction des ouvrages, le pied de Paris (0«,325), ou le pied du Rhin (0«»,3U). L'auteur remarque avec raison que cette variation n'a aucune importance pour le but qu'on se propose ici. Nous avons, bien entendu, traduit cette table et les autres tables de Fouvrage en mesures métriques. Afin de conserver identiquement les valeurs du texte allemand, nous avons à ht colonne (12) donné à fc la valeur 0»,63 ou 0",65, suivant qu'elle représentait 2 pieds du Rhin ou 2 pieds français.
Par cela même que notre table est une traduction pure et simple de celle de Tautnir, il est possible qu'il y ait des erreurs de quelques centimètres sur les données de quelques ponts. Cela n'a aucun inconvénient sérieux.
M est exprimé en mètres cubes (col. 26).
P'» P, Q, S, W en mètres carrés (col. 19, 20, 21, 22, 30-
a,6,c,d,fc,Aflf,c,a',6', (^-J, (|j, en mètres
(col. 6, 7, 8, 10, H, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 23, 24). P, a, 7, en degrés sexagésimaux et minutes (col. 16, 29, 30).
1' (qs)» **» \^]> (w)' ***» sont des nombres abstraits, (col. 9, 25, 27, 28, 32, 33;.
^ Voir, plus loin, des observations sur les rouleaux de briques. ^
écrasés, mais que les matériaux n'étaient pas de bonne nature. Le pont n* 87, à Vieill^-Brioude, sur l'Allier, est tombé par écrasesement des voussoîrs, peu solides vers la clef.
Le pont (n~ 33 et 40) de Neuilly est un pont très-solide, fait de bons matériaux ; cependant il s'est produit dans les voussoirs supérieurs des têtes plusieurs ruptures. Le pont n** 3S sur le Taff est tombé sous une surcharge aux reins, mais sans écrasement.
De la table ci-contré on déduit les conclusions suivantes :
1° La poussée horizontale par mètre carré à la clef f^j est trèsloin d'avoir une valeur sensiblement constante pour les divers ponts. Elle augmente ayec la grandeur des ponts et même avec la valeur absolue de la poussée Q.
2'' Cette varii^on de ~ est si considérable, que cette pression
répond, pour les très-petits ponts, au poids d'uifê colonne ayant la densité des voussoirs et haute de 3 mètres environ ; et pour les trèsgrands ponts, elle peut équivaloir au poids d'une colonne de 70 mètres de haut.
3° Les mêmes remarques s'appliquent à la pression normale sur
le joint de culée par mètre carré, j. Cette pression est presque
toujours très-supérieure à —, et peut atteindre le triple ou le quadruple de celle-ci, c'est-à-dire le poids d'une colonne de pierre de 250 mètres de haut.
Si l'on observe que les pressions Q et S ne sont jamais uniformément réparties sur les longueurs entières c, d des joints correspondants,/que quelques parties de ces joints supportent le doable ou
le triple de la pression moyenne ^ ou -j, on reconnaît qu'il est bon
de déterminer les dimensions de la voûte, de sorte que le joint au sommet ne supporte jamais une pression supérieure à celle d'une colonne de pierre'îte 60 à 6S mètres de hauteur, et que le joint de culée ne supporte pas une pression normale supérieure au poids d'une colonne de 90 à 100 mètres de haut. Nous poserons comme
limites -5 = 63, 1 = 94.
D'après ces bases, on tire de la table ci-contre la table suivante qui peut servir à déterminer les épaisseurs à la clef et à la culée, nécessaires pour un pont dont on connaît les autres dimensions.
Table pour la détermiaaUoa de l'épaisseur des w^l^ieih
^.Pkmm^
POÔSSÈB Q
exprimée
en mètres
Ciirrés.
ilo«fiiàle
PreitiM ■•jraae par Mètre ctrri'
ifAFPORT
de
à la clef OQ ;i IX naissances.
maximum
contre la culée : S.
au sommet:
àljicutée (maximum)
ces pressions S .Q d'c'
l,Oi
l,il
Voici de quelle manière on se servira de cette table : étant données forme de Tintrados et la hauteur de la surcharge, on donne aux
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épaisseurs c et rf des valeurs qui répondent par aperçu aux dimensions deâ voûteâ existante^» Au moyen ifes nombres aind choisis, on calcule par la formule ci-dessus (3) ou (7) la poussée Q. On prend ensuite comme valeur corrigée de Viff/jg^iar c à la clef le nombre de la première colonne (iri4a table qùi'^^î^ill^nd A la valeur trouvée deQ.
De même on calcule par la formule (4) ou (8) la pression normale S sur la culée. Si celle-ci est inférieure à celle qui, dans la table précédente, répond à la valeur trouvée pour 0, on donne à la voûte la même épaisseuor à la culée qu'au sommet : d=±c. Mais si la formule (4) ou (8) donne une valeur de S plus grande, on prend pour rfla valeur qui, dans la première colonne de la table, répond à la yafeur trouvée de S. Dans ce dernier cas, si Ton veut une voûte d'éj^îsseur constante, on donnera pour épaisseur à la clef le nombre tïouvé pour l'épaisseur aux naissances.
Si les valeurs trouvées ainsi pour c et rf diffèrent notablement de celles qu'on avait choisies tout d'abord, on les corrigera facilement par une nouvellei^application des formules qui donnent et S.
Toutefois, dans aucune application aux routes ou aux chemins de fer, on ne doit prendre c ou rf inférieur à 0"*,32. Dans les constructions qui ne sont soumises à aucune secousse, on peut adopter des valeurs moindres, jusqu'au minimum de 0"*,16.
Premier exemple. — Appliquons les règles qui précèdent au pont de Pont-Sainte-Maxence, dont les dimensions sont données au n** 24 de notre tableau. Si l'on prenait les épaisseurs c = rf= 1",46, les formules donneraient Q = 43,9, S =37,8. A cette valeur de Q répond dans la table la valeur c = 1,429, qu'on peut prendre aussi poÉur épaisseur à la culée, puisque la valeur S = 37,8 est loin d'attetndre la valeur inscrite comme maximum dans la même table en r^rd de cette valeur de c. On voit ici que l'épaisseur calculée diffère très-peu de celle adoptée en effet, 1",46,
DEUXIÈME EXEMPLE. — Preuous pour la partie moyenne dii pont de Neuilly, dont les dimensions figurent au n"* 33 du premier tableau, c=rf=l,62. Les formules (7) et (8) donnent : 0=70,9, S = 127,2. A cette valeur de Q répond, d'après la table précédente, répaisseur au sommet c= 1",393, laquelle peut être adoptée également pour la culée et diffère peu de celle réellement existante, qui est l'»,62.
Troisième exemple. — Pour le pont de Schwelm (n** 38 du pre-
mierlableau), prenons c = rf=0",94. On en tire, par les formules (7) et (8), 0=87, 8 = 190. D'où, au 1907611 de la seconde table, (?-= 1,658. La valeur de S, 190 dépasse le maximum 188 correspondant à e, et exige une épaisseur de 2 mètres aux naissances.
D'après cela, ce pont, qui a en réalité O^^Si, aurait dû avoir l'',65 à la clef, 2 mètres à la culée, ou, si l'on voulait une dimension uniforme, 2 mètres partout.
Dans l'application d'os formules précédentes et de leurs résultats aux viaducs de chemins de fer, il sera utile, mais aussi suffisant, vu la plus grande charge et les secousses auxquelles le passage des trains soumet ces ouvrages^ d'augmenter de 0'",94 la hauteur h de la charge permanente. Il est clair qu'une telle augmentation aura proportionnellement plu^ d'influence sur les dimensions des ponts chargés d'une faible hauteur de remblais que pour celle des ponts établis sous des remblais élevés.
Si, par exemple, le pont de Neuilly, avec sa charge de 0",65, devait porter un chemin de fer,au moyen de A=0'",65-h0",94=1",59, on aurait la poussée = 87,2, qui correspond à une épaisseur
Enfin nous rappellerons encore que dans les formules précédentes on suppose l'emploi de voussoirs très-résistants et formés chacun d'une seule pièce*.
On peut admettre en général que le grès ou le calcaire dur, pc-
* En réalité les dimensions indiquées dans ce paragraphe s^appliquent soit à des voûtes en pierre de taille^ soit à des voûtes en maçonnerie de moeUoii. Dans le premier cas on ne tient pas compte de Tadhérencedu mortier; dans le second les mêmes considérations ne sont applicables qu'à La condition d'imaginer des voussoirs monolithes fictifs, en d'autres termes de tenir compte de Tadhérencc des mortiers dans le sens parallèle aux joints, tout en continuant à la négliger dans le sens perpendiculaire.
On 4fi|Biile ces voussoirs fictifs à des voussoirs en pierre de taille dont la Cfihésioti'jijÀ*ait due à la fois à la cohésion propre des moellons, à celle du mortier ompitJyé, et ù Tadhérence du mortier sur les moellons. Dans les cas ordinaires, où Tadhérence du mortier a une valeur notable, on peut admettre pour lt*s voûtes en moellon les dimensions calculées d'après les indications de ce paragraphe. Si Tadhérence du mortier était faible, on se comporterait comme si les moellons étaient peu résistants, en augmentant les dimensions, comme il est dit plus bas.
Nous venons de rappeler que l'adhérence du mortier, au moins dans un sens, entre implicitement en considération quand il s'agit de voûtes en maçonnerie do mm^Uon : si Ton n'en tenait pas compte, il n'y aurait pas dans ces voûtes de
sant de 2,100 à 2,300 kilc^rainmes par mètre cube, possède une résisytance ^ 750 ktlogrammes par centimètre carré, et ne serait ainsi écrasé ^pie par le poids d'une Colonne de môme matière de 4,000 à 8,000 mètres de hauteur. D'après la table précédente, la
matière ne travaillerait ainsi dans les grands ponts qu'à 79 ou ^
de sa résistance à la clef, et à la culée à 45 ou g^, si la pression se
répartissait uniformément. Mais comme cette dernière condition est loin d'être remplie, il s'ensuit que la résistance mise en jeu aux joints où la courbe des pressions s'approche des limites de la voûte
est beaucoup plus forte, soit peut-être -^ dé la rSsistancè limite.
Dans le cas des matérieux peu résistants, Ofx devra prendre l'épaisseur plus grande qu'il n'est admis dans Ta table. Cependant il n'est pas nécessaire de proportionner l'augmentation à la différence de résistance, parce que, lorsqu'on augmente l'étendue du joint, la tendance à l'ouverture de ce joint diminue, en sorte que la répartition sur la surface du joint devient plus uniforme.
Pour fournir un point de comparaison, nous dirons que si l'on emploie les briques, qui sont l'une des plus faibles sortes de matériaux, présentant une résistance de trois à six fois plus faible que celle des pierres dures dont nous avons parlé plus haut, on adopte une épaisseur égale à une fois et demie celle inscrite dans la table.
On construit souvent des voûtes de briques à plusieurs rangs de briques superposées et liées entre elles. Ce genre de construction a cela de vicieux, que, si l'épaisseur à la clef est trop forte, le rouleau intérieur ne supportant aucune pression peut tomber en dedans. Cet accident, qui rie compromet pas beaucoup du reste la stabilité de l'arc, peut être évité par des soins de construction.
Mais on construit quelquefois de semblables voûtes en rouleaux superposés sans liaison entre eux. Ce mode est admissible en certains cas; mais il est souvent très-fautif. La voûte est en équiliblB, seu-
joints bien déterminés, et dès lors la poussée pourrait être effectivement plus grande que la poussée calculée.
En effet, étant donnée une voûte monolithe présentant une certaine poussée Q, telle qu'il n'y ait écrasement en aucun point, si Ton vient à supposer cette voûte composée de voussoirs suivant des joints qui suivent une certaine loi, la poussée véritable pourra être Q comme dans le monolithe, si l'appareil est bien fait ; mais un appareil mal conçu donnerait lieu à une poussée plus grande, parce que la voûte dans son mouvement ne pourrait s'arrêter à Tétat Q.
lement lorsque le rouleau extérieur est stable, considéré comme
portant séparément - de la charge supérieure. Dans ce cas le
deuxième, le troisième, .... le w* rouleau soril dans le même cas et l'ensemble est stable sous la charge entière.
Mais si l'intrados n'est pas stable sous le n* de la charge, aucun des autres rouleaux ne le sera et l'ensemble ne le sera pas. C'eôt ainsi par exemple qu'un plein cintre de 6", 28 d'ouverture et 0°,31 d'épaisseur, non chargé, ne pouvant pas être en équilibre, un arc de cette ouverture, non chargé, aussi épais qu'on le voudra, mais formé de rouleaux concentriques de 0'",31 chacun, ne pourra se tenir davantage en équilibre ; si dans la pratique il se rencontre des arcs en équilibre dans ces conditions, cela tient uniquement à l'adhérence du mortier.
§ 23. — Guléés et tympans.
Une voûte, telle que CDBA (flg, 56), est ordinâireqieiiit^^ppuyée de chaque côté contre une culée de forme AEFKÈ^ fejjiismt 3ur une fondation EFUT dont on pjg. 55.
considère la face UT comme absolument fixe. Si le massif de fondation EFUT était luimême entouré de matière incompressible, on pourrait déjà regarder sa face supérieure EF comme la base absolument fixe de la construction qui s'élève au-dessus. En général, cela n'a pas lieu et c'est UT qui est la base fixe à considérer.
Tandis que dans les ponts la surface supérieure de la culée est au-dessous de la charge GH arasée horizontalement, comme par exemple LMN, dans d'autres constructions, au contraire, la culée s'élève beaucoup au-dessus, comme il arrive pour les voûtes des églises gothiques, où la culée s'élève fréquemment en forme de flèche ou de tourelle EFKZ. Lorsque dans les ponts la culée MN est couverte, comme la voûte, d'une surcharge MNIH, cette partie'de la charge joue le rôle d'une partie de culée.
Le massif demaçonnerie de forme angulaire, établi entre la voûte etlaeuléeou entife une arche et Tarche voisine, telle que LBM, porte le nomcletympAn : nous n'avons jusqu'ici tenu compte de ce tympan que comnie charge ; il a, en outre, une notable importance comme massif de soutien dans le cas de surcharges accidentelles et pour l^mortir les secousses résultant de chocs qui auraient pour effet de &ire accktentellement sortir de l'arc dans sa partie inférieure la courbe des pressions ; il domie souvent la stabilité h des arcs qui seraient trop fiables pour supporter par eux-mêmes la charge supérieure DGHH.
ir sera donc totgoursbpn de prolonger dans les tympans, ainsi que dans la partie supérieure de la culée, les joints obliques de l'arc, comme si la masse AONDC était une voûte homogène.
On commettrait toutefois une &uto grave si l'on croyait pouvoir, pour la chiarge ordinaire de la voûte, faire passer la courbe réelle des pressûms eu .dehors de Tare proprement dit, et la diriger dans sa pai4|f^j|nfi^faire, dans les tynqpaTis et les culées. On a, en effet, coiàÉruil i^irc lui-même en matériaux de choix, pleins, taillés et posés avec un soin particulier; tout ce soin est sans utilité si l'on s'en Ti^pportepour la résistance à un massif de maçonnerie à joints concentrique, il est vrai, mais n'offrant pas à beaucoup près au même d^ré que la voûte elle-même la capacité de résistance contre les force» obliques qui se développent.
Dans les cas où la voûte est en arc de cercle, le joint de culée AB
incliné : les constructeurs anglais ont souvent alors conservé aux
%ts la même inclinaison depuis le point A en descendant jusqu'à ) TU, et même incliné cette base elle-même ainsi que les pieux
fondation.
*tl^endant, dans la généralité des applications, les joints sont hodepuis AO jusqu'en bas. On n'en poursuivra pas moins le Ëi,la courbe des pressions d'après les principes antérieurs dans la culée et sa fondation, et on sera fixé ainsi sur la stabilité de ces massifs. La courbe de pressions, VWX, sera brisée au joint AO, à cause du changement brusque de la direction des joints et de la composante verticale de la pression.
Si la fondation présente en EF un empâtement brusque, symétrique des deux côtés, la courbe aura un jarret en W et descendra plus roide dans sa partie inférieure. Si, au contraire, l'empâtement n'est pas symétrique, la partie WX se séparera de V\V.
La courbe s'approche ordinairement des arêtes extérieures F de la culée et U de. la fondation : de sorte que les bases de ces massifs en sont les parties les plus exposées, au point de vue de la rotation. Pouf apprécier la stabilité de la culée et de sa fondation réunies, il suffira donc de déterminer la position du point extrême X de la courbe. On aura d'abord le point W en composant la pression R au joint de la culée, laquelle pig. 57.
passe au point I, avec le poids de la culée AEFKZ passant par le centre de gravité de la culée ; rintersection de la résultante avec EF est le point W. On Tobtiendrait encore en composant la poussée horizontale Q avec le poids du système CEFKZHG tout entier, appliqué au centre de gravité de cette surface.
On aura de même le point X en composant la poussée avec le poids du système entier, fondation comprise, ou, si Ton a déjà le point W, on composera la pression en W avec le poids de la fondation EFUT.
Quand W vient en F ou X eu U, la construction est à l'état d'équilibre limite. Dans l'application, on doit se réserver un excès de stabilité. Pour cela, on se posera cette condition que la distance FW du point W à l'arête extérieure* soit une fraction déterminé^,
g ou 5 de l'épaisseur totale FE de la culée (même relation entre UX
et UT); ou bien on exigera que l'équilibre ne puisse être détruit que par un multiple déterminé de la poussée Q. Ce second procédé est préférable, parce que le premier donne, toutes les fois que la hauteur FK de la culée est petite, des épaisseurs de culée très-faibles, qi;i ne seraient pas suffisantes pour résister convençiblement aux secousses accidentelles et aux augmentations subites et considérables des forces qui en résultent.
Cherchons donc à déterminer combien de fois, dans les constructions durs^bles, la poussée horia^ontale Q peut être augmentée sans que la rupture s'ensuive. Pour cela, nous admettrons qiie Vélax^vv
sèment des fondations n'est que le faible empâtement ordinairement ménagé pour donner à Tassise d'établissement une assiette convenable. Nous négligeons donc cet empâtement, et nous nous proposons de déterminer le coefficient par lequel il faut multipUer Q pour que la résultante générale passe par le point extrême F' de la fondation unie à la culée.
Conservons les dénominations et les hypothèses du paragraphe précédent, et posons en outre :
e, épaisseur constante AO mesurée depuis l'intrados ;
/, la hauteur E'Â de la culée et de la fondation au-dessous des naissances ;
ffy la hauteur F'K de la culée entière avec la fondation et la surcharge supérieure ;
Uj le coefficient cherché.
On exprime l'équilibre de rotation autour de F' de la poussée nQ agissant en D et du poids du demi-ouvrage, on a :
n(/H-6 + c)Q^2(6-*)t((;-/) + ic«/^+eP4-M;
ou
OU
Dans les ponts ordinaires, où la charge passe aussi sur la culée, on a :
Le tableau inséré au paragraphe précédent donne la valeur du coefficient de stabilité n pour un grand nombre de ponts existants; seulement on a pris dans le calcul, pour l'épaisseur e de la culée, celle de la culée aux naissances, rie tenant pas compte ainsi des redans ou contre-forts. Les nombres de ce tableau sont très-divergents. On peut en conclure cependant que, pour les ponts-routes, la valeur n=2,S est nécessaire et suffisante. Pour les viaducs de chemin de fer, il sera sage d'adopter n=3.
Ayant w, l'équation (1) donnera l'épaisseur e de la culée projetée :
Dans cette formule, P, M ont toujours les valeurs (fonnées par les expressions (1) et (2), la valeur (3) ou (7) du paragraphe précédent.
Si Ton prend pour les ponts-routes n=2,S, on trouve pour la culée du pont de Neuilly, 6=9°*, 10; pour le pont de Brunswick (a* 5), e=4",5S : en réalité, e=9",7S pour le premier, et S'^jSO pour le second.
Si ces ponts devaient porter des chemins de fer (w = 3), on aurait e=ll",00;e=5",30.
Dans la pratique on ne prendra jamais de valeur de e inférieure à 0'°,63 ; au-dessous de cette limite, des murs en moellons seraient dépourvus de cohésion.
Si Ton fait croître la hauteur h de la charge, on augmente simultanément la force Q, défavorable à la stabilité , la force P, qui lui est favorable, le moment de cette force, enfin les épaisseurs c et rf. Il en résulte que l'épaisseur e de la cidée ne croît pas indéfiniment avec A, qu'elle a au contraire un maximum, et que, pour des charges plus fortes, elle s'approche d'une certaine limite par une diminution progressive.
Comme dans la pratique la charge est ordinairement apportée tout entière après l'achèvement de la voûte, il ne serait pas permis d'appliquer pour les fortes charges les valeurs données par la formule (3) si elles sont moindres que le maximum. G^est ce maximum qui sera adopté, afin que la voûte demeure stable pendant le chargement, au moment où la charge atteint la hauteur qui répond à ce maximum.
Nous ne nous arrêterons pas davantage ici à ce maximum de e et à la hauteur h qui lui correspond ; au paragraphe 66 ci-après, on trouvera des tables donnant pour diverses charges les épaisseurs des culées, et montrant avec une exactitude bien suffisante dans la pratique pour quelle valeur 'de h e est maximum.
Quand un pont a plusieurs arches égales que l'on veut construire l'une après l'autre, ou si l'on veut garantir l'ouvrage contre la rupture d'une arche, il faut donner à toutes les piles l'épaisseur e de l'équation (3). Si, ne tenant pas compte de ces éventualités, on veut profiter de la possibilité que donnent les actions égales et opposées de deux arches voisines de diminuer l'épaisseur des piles, on déterminera l'épaisseur dont il s'agit, en se guidant sur des constructions analogues. On peut admettre que cette épaisseur soit réduite à la
moitié de celle des culées. Elle doit d'ailleurs égaler au minimum îd, puisqu'elle doit supporter les retombées de deux arches consécutives. D'après cela, les piles intermédiaires du pont de Neuilly auraient en
1 e=4",5S ; on leur a donné 4" ,22,
§ 24. Procédé pratique pour la construction de la courbe
des pressions.
Nous ne donnerons pas ici de formules analytiques ni de constructions rigoureuses d'une courbe des pressions d'après des éléments donnés. Cela nous mènerait à des calculs et des opérations trop compliqués et peu pratiques ; nous nous bornerons à exposer avec détail une méthode pratique pour le tracé de cette courbe, fondée sur une construction graphique approximative. Une courbe des pressions est déterminée quand on en connaît Fjg 58 un point avec la pression en ce point
en grandeur et en direction, par exemple son point culminant et la poussée horizontale à la clef. Elle est encore déterminée quand on connaît deux de ses points. Nous nous ramènerons dans tous les cas à déterminer le sommet à la clef et la poussée d'après les éléments donnés. Tel est le but des calculs simples qui suivent :
Soit ÀB ri^orizontale passant par le somn^et A, et A le point de départ des distances horizontales et verticales des forces que nous aurons à considérer (fig. 38) ; .
Q, la poussée ;
y, sa distance vertics^le à AB ;
N, un point quelconque de la courbe des pressions ;
ff^ A, Jes coordonnées NC, AC de ce point ;
P, le poids de la partie de voûte MN, y compris la surcharge ;
jD, la distance horizontale de la verticale P au point A.
Si l'on a h considérer un autre point N ' de la courbe des pressions, on aura une notation analogue : y', p\ g% A', P'.
^' Posons pour abréger :
UÎTr t , r
leL:
Cela posé, si Ton connaît :
be 1° le point d'application M de la poussée Q et cette poussée ellefflême, on peut commencer sans calcul préalable la construction ci-après ; 2" le point M d'application de la poussée et un autre point N de ^- la courbe, on a î
: ' aPr^ôQ, d'oùO=??(0;
i^ Deux points N, N' de la courbe des pressioris, on a i
Quant au poids P et à sa distance p au point A, la méthode qui va suivre, et qui sert en même temps à la construction de la courbe des pressions cherchées, fournit Un moyen simple pour trouver leurs valeurs sans calculs*
Qu'on se représente une tranche de la voûte comprise entre deux plans verticaux distants d'un mètre, avec toutes les charges qui reposent sur elle. On prend pour unité des forces à considérer le poids d'un mètre cube de la matière des voussoirs ; les surfaces de la section verticale de là voûte, mesurées en mètres carrés, représenteront les poids des parties de voûte correspondantes.
Si la voûte est chargée de masses permanentes qui aient un poids spécifique différent de celui de l'arc lui-même, on tracera la courbe limite fictive de la surcharge, de manière à réduire les ordonnées verticales dans le rapport inverse des densités de la charge et de l'arc. On se ramènera ainsi au cas d'une masse homogène.
Si Ton a à considérer des poids isolés appliqués en certains points, on les remplacera par un nombre convenable de mètres
Flg. 59.
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cubes de la matière des voussoîrs, censés appliqués en ces points.
Cela fait, on prend sur AB des longueurs à peu près égales, et par
les points de division on mène des verticales de l'intrados à la
courbe DE, qui limite supérieurement la charge (fig. 59); on calcule
successivement les trapèzes ainsi formés en menant par les points milieux des côtés des verticales et considérant chaque trapèze comme un rectangle ayant pour hauteur la verticale moyenne. '
On admet ensuite que le centre de gravité de ce trapèze coïncide avec celui du rectangle correspondant; celui du trapèze D,D,G,G, sera ainsi sur la verticale moyenne dg qui partage en parties égales Thorizontale A,A,. Menons par C, le joint C,H,: nous considérerons la masse DD^G^G comme représentant le poids qui repose sur le joint C5H, ; cela revient à négliger le triangle HiCjG,, erreur en général fort petite. Si pourtant on la considère Fia. ^o comme sensible, comme cela peut être aux
joints rapprochés des naissances, et généralement quand la charge est nulle ou très-faible, on pourra corriger le joint C,Hj en le remplaçant par un autre cA, obtenu au moyen de la très-simple construction suivante :
Soient DCG (fig. 60) le côté du trapèze dont il s'agit et CH le joint passant par C ; on partage GH en deux parties égales en 6, on mène Gc parallèle à ôD ; ch est le joint corrigé. Dans le cas oti la surcharge est nulle, cela revient à faire passer le joint par le milieu de CG.
Inversement, étant donné un joint CH, si Ton cherche la verticale dg (fig. 61) c[ui limite la portion de charge afférente à ce joint, eu égard à la correction dont nous nous occupons, on mènera par C la verticale DG, et pour corriger celle-ci on partagera GH en deux
parties égales en A, on mènera Gg parallèle à D6, et gd sera la verticale cherchée.
Si les verticales qui se rapprochent des naissances ne rencontrent plus rintrados, comme, par exemple, pig. la verticale EC de la figure 59, il sera toujours facile, dans chaque cas, d'évaluer les aires et les distances des centres de gravité des parties de voûte isolées à joindre aux trapèzes supérieurs et d'assigner le joint auquel est appliqué le poids de toutes les portions de voûte qui précèdent.
Ce cas se présente particulièrement pour les voûtes de souterrain qui se continuent au-dessous du joint horizontal ; soit, par exemple, la figure 62 : nous formerons cinq trapèzes limités par les verticales D,6,, D^G,», D^Gj, D^G^, D^G^; le centre de gravité de chacim sera supposé sur la verticale moyenne ; les joints c,A,, c^„ c^Aj, c^//^, 0^,11^ seront tracés, savoir les trois premiers, d'après le procédé de ng. ai.
correction décrit plus haut, le quatrième d'après la disposition de la figure, le cinquième sans correction. Au-dessous de ce joint horizontal, nous avons encore quelques parties de voûte, pour lesquelles on ne doit plus tenir compte de la surcharge directe, et qui seront limitées par des jpints CeH«, G, H/, elles seront considérées comme des rectangles, et leurs centres de gravité seront aux centres de figure.
Si la voûte supporte des poids isolés F, on fera bien d'établir d'avance la division en trapèzes, de telle sorte que l'une des lignes de division passe par le point d'application de chacun de ces poids. On remarquera, du reste, que ces poids ne sont que la fraction des poids isolés réellement agissants qui correspond à l'unité de Ion-
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gueur de la voûte. Si le poids est appliqué sur la clef, il ne compte que pour moitié dans la demi-voûte qu*on considère.
Après ces préparations, on fait le calcul d'après le type decalcul ciaprès : les poids des parties élémentaires DGG,D,, D,G,G,D„ D,G,G,D,, etc., simplement désignées par les n°* 1 , 2, 3, etc., seront calculés au moyen de leurs éléments ( colonnes (2) et (3) ) et figureront à la colonne (4). On indique les distances des centres de gravité partiels à la clef dans la colonne (S). Les produits des nombres (4) et (5) sont les moments des poids (colonne 6). Puis on cumule, à partir de la clef, les poids isolés (8) et les moments (9). Les quotients de la division de (9) par (8) sont les distances horizontales des centres de gravité des sommes partielles à la verticale de la clef.
Les sommes des colonnes (4) et (6) doivent reproduire respectivement les deux derniers nombres des colonnes (8) et (9), ce qui constitue une vérification.
POIDS fiLttMBNTAIRBS
SOMMES PARTIBLLBS
tZ
Namérofl.
Itf.
On intercalera facilement dans ce tableau des subdivisions de Tun quelconque des voussoirs élémentaires : 3.a, 3.6,... On intercalera aussi, chacun à son rang, les poids isolés : I, II, III..., s'il en existe.
Le tableau précédent montre que la surface de la demi-voûte entière avec sa charge égale 13n™fl,01, que son moment est 34™c,35, et la distance de son centre de gravité au joint de la clef 2", 64. On a donc ici :
Si maintenant on voulait faire passer une courbe des pressions par le point supérieur du joint delà clef et le point intérieur du joint de culée, on aurait :
y=0,6=A=4"*,70,y=3,77,d'oùû=5'— ;) = i,13.
La formule démontrée plus haut donnerait :
Si l'on demande, au contraire, une courbe des pressions passant par le point le plus haut du deuxième joint et le point le plus bas du quatrième, soit pour le premier A' =0,078, y '=0,94, et pour le second A=2,83, §'=3,14, on aura pour le premier point (qui répond à la 1" ligne du tableau) :
j9' = 0,47, P'=l,48, a' =j7'-y=0,94— 0,47 = 0,47, et pour le second point (3* ligne du tableau) :
J9 = l,62, P = 6,50, a=(7—;?=3,14 — 1,62 = 1,52. En outre, e = A — A'=2,83— 0,078 = 2,782.
Les formules connues donnent pour la poussée Q et sa distance q au point le plus haut de la clef :
De la valeur négative de y, il faut conclure que la courbe cherchée passe à 0",t3 au-dessus du sommet de la voûte.
Si maintenant on compose successivement par le parallélogramme des forces la poussée Q, trouvée en grandeur et en position par Tun des deux calculs précédents, avec les poids verticaux dont les grandeurs et les lignes d'application sont définies par les colonnes (9) et (10) du tableau précédent, les points de rencontre des diagonales résultantes avec les joints correspondants seront autant de points de la courbe des pressions cherchée.
Les paragraphes suivants contiennent plusieurs exemples de calcul et de construction par cette méthode, dont l'application est toujours facile et rapide.
§ 25. Premier exemple. Tètes du pont de Neuilly.
Nous prendrons pour premier exemple la tête du pont de Neuilly (flg. I, à la fin du volume). Cette voûte est un arc de cercle dont, la demi-corde égale 19°* ,86 et la flèche 4" ,22. Son épaisseur à la clef est 1,62, et à la culée 2,76 ; les murs qui forment parement audessus de la voûte ont 1",9S de hauteur au-dessus du sommet de Tare.
La forme aplatie de cette voûte permet de conclure tout de suite que la vraie courbe des pressions devra passer par le sommet du joint de la clef et Textrémité intérieure du joint de culée.
Pour construire cette courbe, on partage la surface de la voûte et de sa surcharge en sept voussoirs, à partir du sommet : chacun des cinq premiers a une largeur de 3"" ,25, le sixième 3",61 et le septième, qui comprend la masse delà voûte d'une arête à l'autre du joint de çulée, l"",!?. On a fait la correction des joints pour plus d'exactitude.
Le tableau suivant donne le? éléments du calcul et de la construction.
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La courbe des pressions doit passer par le point le plus haut du joint au sommet: q=^o\ ô==Â=5,85; y==19,86 ; et de la co-
lonne(lO) on tire jo==rl 1,93 ; fl=y— jo=7,93, et enfin, par la colonne (8), P=10S,4.
On fera donc ainsi le ca'cul :
OaV 7.9.Î X 105 4 . ,« = 6= — 5;8r~ = **3-
On porte ensuite sur une horizontale, partant du sommet de la clef et dirigée du côté de la demi-voûte, les longueurs inscrites à la colonne (10); on porte, à partir de chacun de ces points de division, sur la même horizontale et dans le sens opposé au premier, des longueurs égales représentant la poussée Q ; on compose cette poussée par le parallélogramme des forces, successivement avec les poids de la colonne (8) ; les points de rencontre des résultantes avec les joints sont les points de la vraie courbe des pressions.
Une courbe des pressions répondant au maximum de la poussée passerait au contraire par le point le plus bas du joint à la clef et par le point supérieur du joint de culée ; on calculerait cette poussée par les éléments suivants qu'on introduirait dans les formules :
fl=^y—;7 =^21,03 -11,93=9,10, A=A_y=3,lS— 1,62 = 1,83, d'où
^ aV 9.10 X 105,4 oçxn ^=à=^ ï^ = b27.
§ 26. Deuxième exemple. Anse de panier du pont de Neuilly.
Cette anse de panier a une ouverture de 39 mètres et une flèche .de 9" ,73. Uépaîsseur de la voûte est, au sommet comme à la culée, de 1",62, et la charge uniforme est supposée de 0"*,6S (fig. II à la fin du volume). Pour calculer le poids de la voûte entière avec charge et tympans, je partage la surface en huit parties ; les cinq premières, à partir de la clef, ont 3", 23 de largeur, les trois dernières 1"',62. D'après cela les quantités nécessaires pour la construction de la courbe sont données par la table suivante :
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Pour reconnaître la position de la vraie courbe des pressions, construisons d'abord une courbe des pressions passant par le point le plus .haut de la clef et le point intérieur des naissances :
y=o;A=A==ll,37;a=^— jo=l9,80— 13,78=5,72;P=98,48; d'où
aP
La ligne construite d'après ces données coupe l'intrados entre le deuxième et le troisième joint, à partir de la clef, s'en éloigne le plus vers le sixième joint, et le rencontre de nouveau au joint de culée. Donc, la vraie courbe des pressions passera par le point le plus haut de la clef et par le point intérieur du sixième joint, où elle devra toucher l'intrados.
Le calcul de la poussée qui répond à cette courbe se fera d'après la formule connue ; mais on n'y fera entrer que le poids de la surface comprise entre la clef et le sixième joint, savoir, 64,69«avec un bras de levier 10,72 ; en même temps on a pour les coordonnées y', h' du point dont il s'agit, 16,90 et 6,0S.
Ainsi, 6'=A'=6,05 ; a'=^y'—/?'= 16,90—10,72=6,18 ; P'=64,69, et 0' = Ç'=«JÎ5^|M? = 66,0.
La courbe des pressions ainsi construite ne reste pas entièrement dans rintérieur de la voûte ; elle coupe Textrados dans le voisinage du joint de culée, d'où il résulte que cette voûte ne possède pas la stabUité requise.
Dans le voisinage des naissances, les pressions moyennes sont ^tipportées non par les joints considérés jusqu'ici, mais par le tym- E^ein, lequel, par la nature de ses joints et le soin apporté à la construction, ne peut nullement offrir une résistance égale à celle de la ^^ciûte. On peut admettre que le constructeur de ce pont aurait donné iïieplus grande épaisseur à la clef ou une autre forme à la voûte, ^^îl eût connu la forme de la vraie courbe des pressions.
s 27. Troisième exemple. Le même arc du pont de Neuilly, chargé de poids isolés.
Pour faire ressortir Tinfluence qu'exercent les poids isolés sur la courbe des pressions^ admettons que Tanse de panier étudiée dans le paragraphe précédent soit chargée en deux points différents de poids isolés (fig. III à la fin du volume).
Dans ce cas, le mieux est de faire le partage de la voûte de telle sorte que le point d'application de chaque poids soit sur une ligne de division ; nous avons placé ici nos poids de manière à conserver le mode de division du paragraphe précédent, ce qui permet de faire ressortir par comparaison des deux tableaux la variation des courbes des pressions.
Je suppose que le point d'application de Tun des poids. A, soit dans le joint du sommet, celui du second poids B à la quatrième ligne de division à partir du sommet, et que chacun de ces poids réponde à une surface de 10°'',56. Comme nous ne considérons qu'un demi-arc, nous n'avons à compter le poids placé au sommet que pour la moitié de sa valeur, soit 5'"**,28.
Ces poids isolés s'ijitercaleront comme il suit dans le tableau de calcul, suivant la distance de leurs points d'application au sommet :
OIDS ËLF::MEKTAmES
AH
1li,3i
usi,a
On construira ensuite une courbe des pressions par le point le plus haut du joint à la clef et le point extérieur du joint de culée, \u que cette ligne, diaprés le paragraphe précédent, s^approche assez de la vraie courbe des pressions. On aura alors :
q=o; 6=A=11,37; a=<7— ;>=21, 12— 13,08=8,04 ; P=l 14,32; d'où
^ /iP__ 8,04x 114,32 ^^ ^j, g=-5— n;37 =80,84.
Cette courbe coupe encore l'intrados, et son maximum d'écart au delà de cette ligne a lieu vers le sixième joint; la vraie courbe des pressions passera donc à peu près par le point intérieur de ce joint.
Le calcul de la poussée correspondante aura lieu comme au paragraphe précédent, en faisant usage des huit premières lignes du ta-* bleau ci-dessus. La colonne (8) donnera la force P'= 80,53, et la colonne (10) donnera son bras de levier /?'=10,32. Les coordonnées du point intérieur du sixième joint sont h'= 6,0b, y '= 16,90.
6'=6,05 ; a'=^'—y=16,90— 10,32=6,58, et
La courbe des pressions construite d'après ces données ne coupe certainement plus Fintrados : elle le touche ; son tracé est suffisamment exact et ne réclame plus de correction pour l'usage pratique.
On voit que Tintervention des poids isolés a rendu le minimum de la poussée beaucoup plus fort que le nombre calculé précédemment ; la courbe tracée s'éloigne aux environs de la culée de l'extrados encore plus que dans l'exemple précédent. U faudrait dans le cas actuel, pour parvenir à la stabilité cherchée, donner à la voûte une épaisseur plus grande encore vers la culée ou bien changer le profil de la voûte.
§ 28. Quatrième exemple. Ogrive.
L'arc ogival que nous considérons (fig. TV à la fin du volume) a une ouverture de 22",61 et une flèche de 13'",97 ; le rayon de l'intrados est de 2S",12, celui de l'extrados de 27" ,79. L'épaisseur normale de la voûte à la culée est de 2",04, et à la clef de 1",26. On suppose une charge uniformément répartie, ayant 2", 51 de hauteur au-dessus de la clef.
Nous partageons la surface dé la voûte et du tympan en six parties, les quatre premières de 2'",51, la cinquième de 1"',26, et la sixième ^e 1"*,88 : ces nombres, introduits avec les hauteurs correspondantes dans le tableau suivant, donnent les quantités nécessaires au calcul et à la construction de la courbe des pressions.
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On construira dans ce cas, comme précédemment, une courbe des pressions, passant par le point le plus haut du joint à la clef et le point intérieur du joint de culée. On a :
y=o;6=A=«=15,39;fl=iy—/? = H,30 -8,22=3,08;
P=136,00. D'oùQ=y=î??|-3^=27,2.
La partie supérieure de cette eourbe est entièrement en dehors de l'extrados, tandis que la partie inférieure demeure dans l'épaisseur de la voûte ; la vraie courbe des pressions ne passe donc pas par le point le plus haut de la clef; elle rencontre la clef en un point assez bas pour qu'elle vienne toucher l'extrados en quelque point correspondant sensiblement au joint où la courbe construite précédemment s'écarte le plus de l'extrados au dehors de la voûte : ce qui a lieu ici entre le premier et le deuxième joint.
Partageons donc le deuxième trapèze en deux parties, de sorte que le joint correspondant à la division nouvelle coupe l'extrados au point de contact supposé ; ces deux parties figureront au lieu de la partie n° 2 du tableau précédent. Le calcul se fera comme il suit :
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Nous nous trouvons dans le troisième cas du paragraphe 24, où Ton connaît deux points de la courbe des pressions : le point intérieur du joint de culée et le point extérieur du joint 2, «. La poussée
n bras de levier y, par rapport au point le plus haut du joint Ij sont donnés par les formules :
n flP— fl'P' ^. ^ 1 a?
Q=- — _-ety=A— -Q-.
îoordonnées du point2,asont ^'=3,77, A'=2,35, tandis que ice P' (située au-dessus du joint 2,a) égale 18,39 (colonne 8), bras de levier /?'=!, 90 (colonne 10) ; pour le point intérieur it de culée on a de même :
j7=ll,30;A=15,39; P=13S,88; jd=8,23.
alcul s'achèvera donc ainsi :
a=^—/?=ll,30— 8,23=3,07, a'=g''—jo'=3,77 — 1,90=1,87, e=A—A'=15,39— 2,33=13,04,
nV^n'V 5, 07 X 15 5.88 - 1 ,87 x J 8,39 ^q «
U— — y = ïzfii ^^'^
^ L aV jK Qû 5 07 X 155,8 8 - .n
ourbe, construite d'après ces données, tombe partout entre [os et l'extrados : c'est donc la véritable, arrivait que cette deuxième ligne tombât encore elle-même ie en dehors de la voûte, on prendrait pour point de contact veau point que la figure indiquerait avec une grande exacti- 3n recommençant une dernière fois le calcul, on aurait avec BBsante approximation la courbe cherchée.
S9. Cinquième exemple. Plein cintré supportant * une forte charge.
i prendrons pour exemple le pont construit à Schwelm, pour dn de fer de Berg et Mark (flg. V à la fin du volume). ) voûte est un plein cintre de 1 1"*,30 d'ouverture, de 3"*,6S de et 0",94 environ d'épaisseur. La hauteur du remblai qui la voûte est de 31"" ,40 et répond à une charge de 25" ,12 de lux aussi denses que ceux des voussoirs.
98 STABILITÉ DES œNSTRUCTIONS.
En partageant le massif entier en sept partieé égales de 0",94 chacune, nous formerons le tableau suivant :
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On construira une courbe des pressions passant par le point supérieur de la clef et le point extérieur des naissances : en effet, eu égard à la forte charge supportée dans le cas qui nous occupe, il H évident que la vraie courbe des pressions doit peu diiSérer de cette ligne. On a :
y=0 ; 6=A=6,S9 ; a=y—jo=6,59— 3,42=3,17, P=183,32; Q^^=5iîlJ^^ = 88,2.
La courbe des pressions qui répond à cette valeur de la poussée demeure en entier dans la voûte ; quoiqu'elle ne touche pas exactement rintrados, on peut la prendre pour la vraie courbe des pressions ; en effet, la forte charge donnera lieu à une pression si considérable sur les joints, que la courbe doit s'éloigner un peu de rintrados au joint de rupture.
On voit que cette voûte est stable, mais à la limite de stabilité, et que le remblayement devra être fait avec beaucoup de précaution pouf qu'il ne se produise dans la voûte, d'un côté ou de l'autre, aucun dérangement.
§ 80. Sixième exemple.
L*ai*c i*epréâenté (flg. VI à la fin du volume) a une ouverture de2Ô'",iO et une flèche de 7"',545 une épaisseur de l'",57 environ, et sur le sommet un tympan de â^jSl de hauteur, lequel va s'abaissantde 1",41 du sommet à la culée.
On divise en six parties la surface de la voûte et de son tympan, et Ton forme le tableau suivant :
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On construit ensuite une courbe des pressions passant par le point le plus haut de la clef et par le point intérieur du joint de culée. On a :
^=0;6=A=9,20;a=^— ;?=10,05— 6,75=3,30;P==74,14. D'où ■ 0=f=5=5»^=36,4.
La courbe, construite au moyen de ces données, est d'abord audessus de Textrados, puis traverse toute l'épaisseur de la voûte et se termine au-dessous de Tîntrados. 11 s*ensuit que la vraie courbe des pressions ne passe ni par le point le plus haut de la clef ni par le point intérieur du joint de culée, mais qu'elle doit toucher l'intrados et Textrados. Ces deux points de contact seront placés approximativement aux joints d'écart maximum de la courbe précédemment tracée, soit pour l'extrados au premier joint , pour
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riatrados au cinquième joint. Les coordonnées du premier point sont ^'=2,51 et A'=0,88 ; de plus, P'== 11,04, ;>'= 1,26; les coordonnées du second point sont ^=9,04 et ^6,15; P=57,72 etjB=S,S9.
D'où : a'=ff'—p'=2,m — 1,26=1,25
Q__ aP — a'P' __ 3,45 x 57,72 — 1,95 X 11.04 ^ « 5,27
MS
La courbe correspondante ne sort en aucun point de la voûte et peut être considérée comme la vraie courbe des pressions.
§ 31. Septième exemple. Plein cintre non chargé supérieurement.
Ce plein cintre (fig. VII à la fin du volume) a 6" ,28 d'ouverture et 0",31 d'épaisseur. Nous partageons la surface en sept parties, dont les largeurs sont respectivement de 0'",63 pour les quatre premières, de 0",31 pour les trois dernières. Les joints correspondant aux segments successifs passeront ici par les points de rencontre des lignes de division, non avec Textrados mais avec la courbe-milieu de la voûte, de sorte que la correction des joints est toute faite.
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La courbe des pressions s'approchera du point extérieur du joint culée, et, pour cette raison, nous construirons d'abord une irbe allant de ce point au point le plus haut de la clef.
p=l,61; 0=^=!:^4-LË = 0,63.
Cette courbe passe sous Fîntrados, entre le deuxième et le sixième .nt, de sorte que la vraie courbe des pressions touchera l'intrados rs le cinquième joint.
Les coordonnées de ce point de contact supposé sont g'':;=2,70, =1 ,83. La surface P'=l ,05 et son bras de levier /?'= 1,54.
où:
La courbe construite avec ces données sort de la voûte dans le Lsinage du joint de culée, d'où il suit qu'un plein cintre sans surirge, de 6" ,28 d'ouverture et de O^'jSl d'épaisseur, n'est pas Me. Le joint de rupture est le deuxième joint, qui fait avec la rtîcale un angle de 60 degrés.
Cette vraie courbe des pressions diffère peu d'une parabole dans cas actuel : on a tracé sur l'épure cette dernière courbe, passant p les points extrêmes de la première, pour en montrer la marche nparée.
§ 32. Huitième exemple. Construction d'une voûte nt l'arc moyen soit un^ courbe des pressions possible.
Eleprenons le plein cintre fortement chargé du paragraphe 29. us lui ferons subir la même division segmentaire que précédem- >nt, en subdivisant, pour plus de précision, la dernière partie en ix, de 0'',47 de largeur chacune (fig. VIII à la fin du volume).
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On veut que la courbe moyenne de la voûte soit une courbe des pressions possible : commençons donc par construire une courbe des pressions, passant par les points milieux des joints extrêmes.
y=«»0,47; *=A—y=6,59— 0,47=6,12; j?=6,12 ; ;>=3,42 ; a=|7— ;)=6,ia--3,42==a,70 ;
On construit ensuite une voûte* dont cette courbe soit la courbe moyenne, et dont Tépaisseur soit constante et égale à celle de la voûte primitive : c'est ce que montre la figure IX à la fin du volume. Mais cette déformation ayant pu modifier notablement les éléments du calcul, on devra refaire le calcul, à titre de vérification. Nous formerons ainsi le tableau suivant, où la division précédente est conservée, sauf les trois dernières parties, qui, eu égard à l'obliquité des naissances, sont réduites à deux.
UVRE n. — THÉORIE DES VOUTES.
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Les coordonnées des points extrêmes demeurent les mêmes, mais le tableau nouveau donne de nouvelles valeurs de P etjo : P= 186,31 et;?=3,39. D'où
a = gr-.jD=6,12— 3,39=2,73
et
La courbe des pressions construite d'après ces données ne diffère que fort peu de la première, et seulement aux cinquième et sixième joints. On peut donc se dispenser, au point de vue pratique, d'une seconde approximation, et considérer la voûte modifiée comme douée de cette propriété que sa courbe moyenne est une courbe des pressions possible.
D est à peine besoin de rappeler que, bien que Tare dont il s'agit ait une grande stabilité, sa courbe moyenne, courbe des pressions possible, ne saurait être néanmoins la vraie courbe des pressions : la vraie courbe des pressions obéit toujours aux lois connues et se rapproche des courbes-contours de la voûte.
On a tracé sur l'épure, en traits ponctués, une parabole passant par les points extrêmes de la courbe moyenne. Cette parabole s'éloigne peu de la courbe moyenne. Nous avions déjà remarqué précédemment que la courbe des pressions d'un arc sans tympans se rapproche aussi d'une parabole.
On est donc porté à admettre que, de toutes les courbes usuelles, la parabole est celle que Ton devra adopter comme courbe moyenne d'une voûte, pour avoir la plus grande stabilité sous dçs dimensions données.
SECTION B
ÊQCfLlBHE DE ROTATION DANS LE CAS DE CHARGES VERTICALES ET HORIZONTALES SYMETRIQUES.
§ 33. Gonstruction de la courbe des pressions répondant ài des charges verticales et liorizontaîçs.
Supposons qu'indépendamment des charges verticales une voûte soit sollicitée par des efforts horizontaux extérieurs, comme il arrive communément par la pression latérale d'un massif de terres : les propriétés des courbes des pressions, telles que nous les avons exposées, n'en sont nullement modifiées , si Ton se restreint aux cas pratiques.
Si, pour la construction d'une courbe des pressions, la poussée horizontale n'est pas une des données, on la calculera comme il suit : ^.|^.g3. Soit AB (fig. 63) l'horizontale
qui passe par le point le plus haut A de la clef, et prenons A pour origine des distances horizontales et verticales ; soit Q la poussée horizontale, q sa distance verticale au point A; N un point quelconque de la courbe des pressions y. A; ses coordonnées NC, AC; P le poids de la portion de voûte avec sa charge verticale ; p la distance horizontale du centre de gravité de cette masse au point A ; T la force horizontale extérieure qui agit sur cette portion de voûte; t la distance verticale dç son point d'appli-» cation au-dessous de l'horizontale AB.
Pour un autre point N' de la courbe, A demeurant Torigine, on aura les quantités homologues g'', A', P^, p% T^, t'. Posons pour abréger :
g—p=:za et g'-^p'=za'
h—tz=^c et h'—t'=c'
L'équation des moments prend la forme
(1) 6Q=aP + cT,
Si le point d'application M de la poussée est connu, q est connu : Q est donné par (1), d'où l'on tire
Si Ton donne deux points N, N' de la courbe, on joint à (1) l'équation correspondante.
(3) ô'Q=«T'+cT'.
De (1) et (3) on tire Q et q.
Pour construire la courbe des pressions cherchée pn formera, outre le tabîèau décrit au paragraphe 24 pour les forces verticales, un tableau semblable pour les forces hoi4zontales, en prenant soiq de faire correspondre ces dernières aux joints préalablement corrigés en vue des forces verticales.
On aura ainsi toutes les valeurs nécessaires de P et T et de leur§ bras de levier jo et t. On composera pour chaqujei joint les forces de P et de T correspondantes ; on aura les résultantes partielles, qui seront à leur tour composées avec la poussée Q, pour obtenir les points de la courbe des pressions par l'intersection de ces résultantes, de P, T, Q avec les joints correspondants.
Les paragraphes suivants éclairciront ce que noi^s venons de 4ire, au moyen de quelques exemples.
§ 34. Premier exemple. Le tunnel sous la Tamise.
Le tunnel sous la Tamise est formé, depuis le radier jusqu'au sommet , d'une voûte continue dont la partie supérieure est un plein cintre de 4'",32 d'ouverture et 2", 16 de flèche, et dont la par-
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tie inférieure est tracée avec un rayon intérieur de 8° ,61. Chacune des parties de la voûte a environ 0",94 d'épaisseur, mais le plein cintre supérieur est formé de trois rouleaux concentriques sans liaison entre eux, de 0'",31 chacun (fig. X à la fin du volume).
A parler rigoureusement, à chacun des trois rouleaux répond une courbe des pressions spéciale ; mais nous ne pouvons évaluer exactement la partie de la surcharge afférente à chaque rouleau : nous sommes donc obligés de les considérer tout simplement comme une masse parfaitement liée, et de calculer la courbe des pressions en conséquence.
Le terrain au-dessus du tunnel et Teau de la Tamise exercent sur la voûte une pression correspondant à une charge de 7" ,54 de hauteur formée de matériaux semblables à ceux des voussoirs. Pour ne pas compliquer le dessin, on n'a pas laissé subsister les verticales représentatives de la charge.
Pour construire la table des efforts verticaux, nous partagerons le quart de circonférence supérieur et sa surcharge en six parties ayant respectivement pour largeur 0,90 ; 0,63 ; 0,63 ; 0,31 ; 0,31 ; 0,31. La partie de voûte située au-dessous des naissances du plein cintre sera divisée en quatre segments ayant pour largeur Tép^eur de la voûte, soit 0,94, et dont les bras de levier seront les distances de leurs centres de gravité ànixe vertical du tunnel.
Pour obtenir les masses qui doivent servir au calcul des forces horizontales, je mène, par les points de rencontre de l'extrados et des joints ci-dessus définis, des horizontales qui coupent la verticale AB aux points a; ô, c, rf, . . . Les segments Ka, ah y bcycd...^ sont les hauteurs des faces extérieures des segments consécutifs de la voûte. La poussée horizontale extérieure sur le deuxième segment de voûte, par exemple, poussée qui résulte de la surcharge, est égale au produit de la hauteur ab du segment de voûte par la hauteur de charge sur le milieu de ab^ et par le coefficient /, qui dépend du talus naturel du terrain dont il s'agit.
Dans cet exemple et les suivants, nous admettrons que ce talus naturel est de 30 degrés. On a alors
/=tang«('j-|)=tang^30^ = ^.
Les bras de levier correspondant à ces forces horizontales sont les * Voir, pour la démonstration, le paragraphe 69 ci-après.
distances verticales des points mîKeux A, /, m, n,... des segments ka, ab, bc, cd^ ...h. Thorizontale AC, qui passe par le point le plus haut de la clef.
On forme ainsi les deux tableaux suivants :
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On fait passer, comme» premier essai, une courbe des pressions
par le point le plus haut du joint If la clef et le ploint, extérieur du
dixième joint ; on calcule par Féquation
la poussée horizontale, dont le point d'application est connu.
Les coordminées du point extérieur du dixième joint sont ^=2,53 et A=6,30. La surface entière P de la voûte et de sa surcharge est donnée par la colonne (8) du premier tableau : 31,87 ; le bras de levier correspondant (col. 10) est/? = 1,70.
On a de même
d'où
et comme
on en déduit
fl=y— jo=2,53— l,7p'=0,83, c=A— ^=6,30— 3,49=2,81;
^ aP H- cT 0,83 X 31 .87 -f- 2.81 X 22,49 . . « ^=—1- = Mû = **'2.
On construira ensuite la courbe par points, comme il suit.
Pour avoir, par exemple, le point de cette courbe qui se trouve au troisième joint, on prendra sur Thorizontale de la poussée, à partir du point G et dans la direction CA, la longueur Go =p =1,11 qui est le bras de levier du poids de la partie de voûte supérieure au troisième joint ; par le point o on mène la verticale ros qui rencontre en r la ligne d'application de la force horizontale déterminée par ^=0,47. Au point r on compose les forces P et T en leur substituant des longueurs rs, su qui leur sont proportionnelles ; la diagonale iir représente la résultante en grandeur et en directioji. On composera ensuite cette résultante avec la poussée vz, en portant en V l'origine de ur. On aura la diagonale vx qui représente la résultante générale, et qui, convenablement prolongée; coupe le troisième joint au point y, qui est le point cherché.
La courbe ainsi construite demeure, dans l'exemple actuel, tout entière dans l'épaisseur de la voûte ; mais elle n'est pas la vraie courbe des pressions, puisque celle-ci doit toucher en même temps l'intrados. Le point qui en est le plus rapproché répond au sixième joint. Il faut donc calculer une nouvelle courbe passant par le point supérieur de la clef et par le point intérieur du sixième joint. Les
données relatives à ce dernier pâikt sont : y'=2,16 ; A'=?3,10 ; P'=29,14 ; jo'=l,60 ; T'=9,38 ; /'=1,63.
D'où .:. :
a'=^'_jo'= 2,16 g%,60 =0,56.
Dans le passage de la première courbe à la deuxième, la poussée seule change ; les autres forces demeurent les mêmes ; on n'a besoin que de prendre sur wx ; à partir de Wy la nouvelle valeur wx' de la poussée, et de tirer la ligne x'v^ qui, convenablement prolongée, coupe le troisième joint au point y', qui appartient à la nouvelle courbe des pressioiJB.
Cette nouvelle courbe ne sort pas de l'épaisseur de la voûte et suffit, par conséquent, pour la pratique, si Ton admet que le pleincintre qui compose la partie supérieure dç la voûte est un massif indivisible dans le sens de son épaisseur.
Si, aus^ntraire, comme il arrive dansTexemple choisi, cette masse est partagée enjouleaux concentriques, la méthode ci-dessus n'est bonne qu'à la condition que chacune (||5 courbes des pressions afférentes aux dififérents rouleaux demeure dans le rouleau correspondant ; dans le cas contraire, un ou plusieurs des rouleaux étant trop faibles pour porter la part décharge qui leur incombe, l'ensemble de la voûte ne présenterait pas une force suffisante.
Pour faire cette vérification il suffit de s'att^ij^r au rouleau extérieur, le plus défavorablement disposé puisqSe, pour une même épaisseur^ son ouverture est plus grande.
On admettra que chacun de ces rouleaux concentriques doit supporter la même fraction de la charge entière, soit un tiers dans notre exemple. Ainsi l'on tracera (fig. XI, à la fin du volume) la limite supérieure ab de la charge afférente au rouleau extérieur, en prenant, sur chaque ordonnée verticale élevée à partir de l'extrados, une hauteur égale au tiers de celle qui représente la charge totale.
Le calcul et les opérations graphiques se feront exactement comme pour la voûte entière. On n'aura à considérer que le rouleau extérieur jusqu'au joint horizontal.
La courbe obtenue ainsi demeure tout entière dans l'épaisseur
du rouleau, mais sans toucher, l'intrados : ce n'est pas la vraie courbe des pressions, et il faudrait, pour avoir celle-ci, 6dre passer une courbe par le point supérieur de la clef, et approximativement par le point intérieur du qu£||b|ème joint. L'exécution de cette construction n'est pas nécessaire ici ; notre but était seulement de montrer que, dans l'exemple choisi, chacun des trois rouleaux concentriques contient réellement une courbe des pressions qui ne sort pas de ses limites, de sorte que chaque rouleau porte bien, en effet, un tiers de la charge totale.
§ 35. Deuxième exemple. Plein cintre supportant un haut remblai de chemin de fer.
Nous reprenons ici la voûte du pont de Schwelm, déjà étudiée au paragraphe 29, pour montrer la position que vj^ nt occuper la vraie courbe des pressions dans cette voûte, lorsqu'on tient compte noaseulement des forces verticales, mais aussi des forces extérieures horizontales qui agissent sur la voûte.
L'ouverture est de 11",30, l'épaisseur de 0",94 (fig. XII à la fin du volume). La charge, de 23", 12 de hauteur, n'est pasrepr&entée sur la figure, faute de place. ■
Le tableau précédemment construit pour les forces verticales subsiste ; seulement nous partageons le septième segment en deux de O'^ji? de largeur. Voici les nouveaux tableaux :
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. Faisons passer-, comme au paragraphe 29, une courbe des pressions par le point supérieur du joint à la clef et par le point extérieur du joint de culée. Les données relatives à ce dernier sont : ^ = A = 6,59;;?=3,42; / = 3,41; Ô = A = 6,59; P = 183,32, et T= 62,41.
D'où
aP-hcT 3,17 X 183,524-3.18 X 62,41
r\ ar-f-ci
Lorsque Ton ne considérait que les forces verticales, la courbe passant par les points m, n, touchait approximativement Tintrados, et pouvait, par conséquent, être considérée comme la vraie courbe des pressions ; mais la considération des forces extérieures horizontales a reculé la ligne dans la voûte, de sorte qu'il faut faire un nouvel essai pour obtenir la vraie courbé des pressions. Celle^i devra toucher Tintrados vers le sixième joint. Les coordonnées correspondantes sont y '=:4,87 et A'=i 3,71 . La colonne (8) du premier tableau donne la surface de la partie de voûte supérieure au sixième joint, avec la surcharge : P'= 153,51. La colonne (10) donne le bras de levier /?'=2,89. Les colonnes (10) et (12) du deuxième tableau donnent de même T'=28,50, r=I,63.
D'où
La courbe construite d'après cette valeur de Q ne sort pas de l'épaisseur de la voûte, et peut ainsi être prise pour la vraie courbe des pressions. La voûte dont on s'occupe est donc stable, eu égard à la pression horizontale des terres.
On va voir au paragraphe suivant combien il importe de charger avec précaution une voûte de pont sur laquelle doit reposer un haut remblai, et d'élever la terre uniformément sur la voûte entière dès l'abord.
§ 35 a. Troisième exemple. Plein cintre sous on remblai en cours d'exécution.
L'intrados de cette voûte est décrit avec un rayon de 3", 14. L'épaisseur est 0"*, 16. Le remblai achevé doit atteindre une hauteur de l^'jSS au-dessus du sommet de la voûte (fig.XIII, à la fin du volume).
On a supposé, en traçant la figure, que des deux côtés de la voûte' le remblai est élevé à toute hauteur et que ces deux massifs latéraux se rencontrent par leur pied au sommet de la voûte, qui sera recouvert en dernier lieu.
Dans cette disposition les forces horizontales extérieures prennent plus d'importance que les forces verticales, et tendent à augmenter la courbure de la courbe des pressions, ce qui rend plus facile sa sortie de la voûte. Nous avons pris à dessein une voûte très-mince, pour rendre cet effet plus sensible.
Supposons que le remblai soit de gravier, et admettons pour simplifier que son poids spécifique égale celui des voussoirs.
On partagera la voûte et sa charge en sept parties : les cinq premières ayant chacune 0",63 de largeur, les deux dernières 0,078. D'où les deux tableaux suivants :
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Faisons passer maintenant une courbe des pressions par le point supérieur de la clef et le point intérieur du joint de culée. Les données du calcul de la poussée sont y = 3,14 ; A=3,30 ; ;?ae=:2,29 ; f = 2,04 ;P= 6,19 ;T:^3,40.
D'où
a=5'-- /?=:0,8S; c=:i=A — ^=1,26; A=tA=3,30.
aV-h^ 0,85 x6.i9 H- l,26x 5,40
La courbe des pressions construite d'après ces données est en dehors de la voûte vers le haut, coupe Textrados entre le quatrième et le cinquième joint et entre ensuite dans l'épaisseur de la voûte : ce ne peut donc être la vraie courbe des pressions. Celle-ci devra passer par le point intérieur du joint de culée et approximativement par le point extérieur du troisième joint, point où la première courbe s'écarte le plus de l'extrados en dehors.
Nous nous trouvons dans le deuxième cas du paragraphe 33, où l'on connaît deux points de la courbe : il faut trouver d'abord le point d'application de la poussée et cette poussée elle même ; ce qui se fait par les formules :
aP-i-cT
Les données relatives au point supérieur du troisième joint sont: y'=l,88; A'=0,60; P'=l,69; io'=l,21 (col. 8 et 10 du premier tableau); T'=0,20; ^=0,36 (col. 10 et 12 du deuxième tableau). D'oti :
Q 0.85 X 6. 19 -4- 1 ,26 X 3,40 ~ (0.67 x 1 ,69 -4- 0,24 X 0,20) » qq
Au moyen de ces quantités on construira cette deuxième courbe comme on a construit la première. Seulement la résultante ts des forces verticale et horizontale tUy us, ne sera plus comptée comme auparavant Aevhw, mais du point o de rencontre avec l'horizontale CD au point s. Cette différence provient de ce que le point d'application de la poussée n'est plus au point le plus haut A, mais sur l'horizontale CD, à 0"*,21 au-déssoas de A. L'intersection delà ligne es' avec la nouvelle poussée Q=s'x' donnera la nouvelle résultante ox'qwiy prolongée au-dessous du point o, coupe le quatrième joint en y', point cherché de la courbe des pressions.
Cette nouvelle courbe touche l'intrados au joint de culée et l'ex.trados au troisième joint, mais elle traverse l'intrados entre le pre-
ier et le deuxième joint et sort ensuite de la voûte. D'où il résulte e Tare n'est pas stable et se détruira par la chute des reins en ians, le sommet étant chassé vers le haut.
Quoiqu'on donne dans la pratique une épaisseur de voûte beauip plus grande que dans le cas précédent, cet exemple montre 3 la courbe des pressions s'approche beaucoup de l'extrados, ce i donne lieu de craindre un renversement à la moindre perturion.
)6. Quati^i£be
Quati^ieâàe eitemple. Gonstruotlon d'un souterrain upportant un mà4ssif de terre et dont la courbe moyenne oit une courbe des pression possibles.
ja courbe des pressions trouvée dans l'exemple du tunnel sous la nise (§ 34) ressemble beaucoup à un arc d'ellipse qui aurait pour fti-grand axe les deux tiers de la hauteur de la voûte et son centre tiers de cette hauteur à partir du radier. On peut, dès lors, adttre qu'un tunnel qui serait établi suivant un profil elliptique iblable à celui-^là satisferait aux conditions de stabilité ; en effet, courbe moyenne serait une courbe des pressions possible; d'où iuit que sa véritable courbe des pressions tomberait toujours is l'épaisseur de la voûte, et que le tunnel aurait un grand excès stabilité.
Soit à projeter un tunnel ayant une hauteur libre crf=5",97 f . XIV, à la fin du volume), et une largeur libre de 3" ,77 , tant dans )as qu'à une hauteur ca=fi3"* ,86 au-dessus du radier, de sorte qu'en 5t en a la demi-largeur sera a/'=6^=l",88. Prenons en outre ur la flèche du radier ôc=t0"*,41. Il en résulte que la distance ab tre les deux ordonnées égales af, bg sera de 3*^,45 : le milieu e cette distance est le centre de l'ellipse. Le demi-grand axe de itrados sera «rf=«a-t-arf=î,73-|-(5,97— 3,86)=3,84. Le mi-petit axe s'en déduit au moyen de l'équation de l'ellipse :
I a ici
a=ed=^ fii; y =af=bg =^1,68*, x=rea==:eb = lyl3.
it6 Doù
Si Ton donne au tunnel 0°*,94 d'épaisseur, le demi-grand axe de la courbe moyenne aura 4",31 et le demi-petit axe 2" ,60.
Admettons que la charge de terre sur le tunnel soit arasée horizontalement à 18" ,70 au-dessus du sommet de Textrados, et que lo poids spécifique de cette terre soit moitié de celui des voussoirs on comptera ainsi la hauteur de charge pour mgjlp^seulement y comme au paragraphe 34 ; la limite de la surchai^ réduite sera ors.
On partagera la voûte et sa surcharge, savoir : au-dessus du petit axe de Tellipse en sept parties ayant pour largeurs respectives 0,63; 0,63; 0,63 ; 0,25 ; 0,31 ; 0,31 ; 0,31, et au-dessous du petit axe, jusqu'au radier, en deux parties ayant pour largeur Tépaisseiir même delà voûte et pour hauteur moyenne respectivement 0",94 et 1",13.
On formera ainsi les deux tableaux qui suivent :
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On veut que la coufbe moyenne soit en même temps une courbe des pressions possible. Menons donc une courbe des pressions par le milieu du joint supérieur et le milieu du neuvième joint. On a :
y=^0,47; y = 2,29; A=6,7S; a=g—p=2,29 — 1,69 = 0,60. c=A— ^=6,75 — 3,92 = 2,83 ; ô=A—y=6,78— 0,47=6,28. D'où
aP -h çf 0.60 X 32,67 4-2,83 x 24,63
La courbe construite d'après ces éléments coïncide presque dans le haut avec la courbe moyenne tracée tout d'abord, dont elle ne s'écarte ensidte que très-peu. En prenant cette nouvelle courbe pour courbe moyenne on aura très-sensiblement, sans correction nouvelle, 1^ profil type cherché : dans le cas actuel cette nouvelle courbe moyenne est une ellipse ayant pour demi-axes respectivement 4°, 40 3t 2".Sf •
§ 36. a. Stabilité de la oulée d'une voûte chargée verticalement et horizontalement.
Si l'on continue le tracé de la courbe des pressions à travers la îulée jusqu'à la base de celle-ci, on connaîtra le degré de stabilité le cette partie de l'ouvrage.
Si Ton voulait appliquer des formules approchées à la détermi- • nation des épaisseurs et de la poussée Q, on pourrait calculer comme au numéro 22, par les formules qui s*y trouvent, le poids P , et son moment M par rapport à la naissance de l'arc.
En ce qui concerne la poussée horizontale des terres, T, supposons l'angle de frottement égal à 30 degrés.
Tang*('--|)=ljang«30^:;=î,
On aura, en conservant la notation des paragraphe» 22 et 23, pour la poussée exercée sur la voûte, depuis sa naissance jusqu'au sommet, sur la hauteur /> 4- c * :
et pour son moment par rapport aux naissances :
(2) ^=^-^{b^cy{b-h€'hU).
t Au moyen de ces valeurs de M et N, l'équation (2) du paragraphe 33 donnera la poussée
La pression horizontale totale sur l's^rc et sa culéci, qui s 'ejcercp siïr la hauteur g — A, est * : ,
Son moment, par rapport h V^vétQ pqstériem^ qu extérieure de la base de la culée
Si maintenant on veut avoir un cqef^cient r\ de. stabilité, pu
* Comparez, ci -après, paragraphe 09.
* g est ici la hauteur totale de l'arc et de sa surcharge et de la culée comme au paragraphe 23, et non une abscisse horizontale comme aux paragraphes 24 à 3t\
yfl, poi leots s
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(fe* posera, pour déterminer Tépaisseur e de la culée, Téquation des ak ' moments suivante :
" nf/H.Ô + c)Q=l(e-d)'(y-/)+|cV+^P + M + N.5. ^ ou bien :
d'où: '
Dans le cas de culées très-élevées, si Ton craint que la poussée extérieure des terres n'entraîne la chute de la voûte par une rotation autour de Tarête intérieure de la base de la culée, on peut se rendre Compte comme il suit de la stabilité par des formules approchées, si l'on n'aime mieux tracer graphiquemment la courbe des pressions jusqu'à cette base.
La force qui tend à te destruction du système est dans ce cas la poussée T,, dont le moment est N,, aussi bien par rapport à l'arête intérieure qu'à l'arête extérieure de la base de la culée. Si l'on ex- . prime qu'il faut une force n fois plus grande pour amener le renversement en dedans, on a l'équation des moments :
(8) M + «N, = l(e'-a«)(i7-/)+îeV+(/+6 + c)Q, ou
d où l'on tire l'épaisseur de la culée :
(9) ^=|/|[M + nN,-(/+ô + c)Q+^5*(y-/)] .
§ 36. b. Tunnel en terrain mouvant.
Le terrain qui enveloppe un tunnel peut n'être pas fluide, c'està-dire ne pas liransmettre les pressions a la manière des fluides qui donnent lieu à des-sous-pressions de bas en haut. Si le terrain n'est
pas fluide, tout le massif GADBH (fig. 64), placé au-dessous de la limite formée par le talus naturel des terres des deux côtés de Touvrage, n'aura à résister qu'aux pressions verticales du massif supérieur. Dès lors le radier ADB du tunnel peut étFe considéré.comme invariable, et il suffira de déterminer la courbe des pressions AEGFB d'après les règles précédentes.
Fig. 64. Dans l'application de ces règles il
faudra toutefois remarquer que les pressions verticales et horizontales exercées sur la voûte ne sont pas, dans tous les cas, proportionnelles à l'enfoncement CL du tunnel au-dessous du sol naturel : cela n'a lieu que dans le cas où la masse AGIKHB tout entière a été déposée sur la voûte après sa construction, de manière à ne présenter aucune cohésion. C'est ce ce qui a lieu pour les remblais de chemins de fer déposés sur une voûte.
Lorsque, au contraire, le massif AIKB existe déjà avant la construction du tunnel, lequel vient ainsi le percer, ce massif n'entre tout entier dans la valeur de la pression que si sa hauteur est faible ; mais pour les grandes hauteurs la plus grande partie de la pression de la colonne verticale CL est supportée par le frottement des parois latérales AM et BN qui flanquent à droite et à gauche le massif superposé au tunnel.
Je crois que dans les terrains de consistance moyenne la pression sur un tunnel de chemin de fer à deux voies ne dépasse jamais celle qui répondrait à une hauteur de 10 à 13 mètres. Pour un profil plus étroit la limite serait moins élevée, plus forte, au contraire, pour un profil plus large.
L'évaluation de la charge effective que supportera un tunnel est essentielle tant pour la détermination de l'intrados de la voûte que pour le calcul de son épaisseur. Quand les remblais sont déposés sur la voûte, il faut, comme .on vient de le dire, faire entrer en ligne de compte toute la hauteur du massif : il n'y a d'exception que pour les petites voûtes ou les aqueducs dallés sous hauts remblais, pour lesquels on peut, sans danger, réduire un peu la hauteur : les premières charges que l'ouvrage a à supporter produisent sur lui un
petit affaissement, d'où il suit que la charge du massif superposé se répartit partiellement- sur les côtés, comme dans le cas du tunnel. Mais le coefficient de réduction à appliquer ne peut se calculer théoriquement ; il faut s'en tenir aux expériences pratiques.
Tout ce qui précède se rapporte au cas où le terrain est un bon terrain, non fluide ni mouvant. S'il ii'en est pf^a de même, on doit apporter d'autant moins de réduction à la hauteur de pression effective que la consistance du sol se rapproche davantage de l'état fluide. En outre, on doit alors remarquer qu'il existera, ou du moins qu'on devra admettre des sous-pressions exercées sur le radier ADB(fig. 65), ces sous-pressions ayant une intensité en rapport avec le degré de fluidité du sol ; d'où résulte ce fait important qu'aucun point des culées ne peut être considéré conune invariable. On ne p^ut donc plus sa contenter de tracer la courbe des pressions du sommet C au peint A : on devra la continuer au travers du radier et la déterminer d'après la condition que les ^"" deux pressions horizontales Q,, Q, aux clefs supérieure et inférieure soient les composantes delà résultante horizontale Q dçs pressions qu'exerce le terrain sur cette moitié du tunnel.
Le problème est ainsi déterminé si la masse enveloppante est parfaiten^ei^t fluide : dans ce cas Q est connu et les deux composantes^ Oi> Qa ne peuvent varier qu'entre d'étroites limites.
Mais si le massif n'a qu'une fluidité imparfaite, Q n'a plus une valeur déterminée; on peut seulement lui assigner des limites. Dans ce cas les limites imposées aux variations de Q, et Q. s'écartent naturellement à raison de l'élpignement de limites données à Q. les composantes Q,, Q^ demeurent d'ailleurs assujetties au principe de la moindre résistance, et doivent ainsi être le plus petitesi possible.
On voit que, dans le cas de Quidité parfaite du milieu, la poussée Q, n'est pas déterminée par le profil de la voûte, mais par la poussée hydrostatique extérieure, dont l'influence est alors dominante. L'influence du profil augmente à mesure que la fluidité diminue, et entre seule en considération quand la cohésion du sol devient suffisante : alors c'est la forme adoptée qui détermine Q, et, par suite,
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la poussée extérieure qui ne joue plus que le rôle de résistance passive du milieu ambiant.
ÉQUILIBRE DE GLISSB.VENT
§ 37. Conditions générales de l'équilibre de glissement.
Soit KG (fig. 66) la courbe des pressions véritable correspondant h réquilibre de rotation ; si la résultante des pressions fait en chaque pig gç. point N avec la normale au joint
correspondant un angle INH, plus petit que Tangle du frottement correspondant à la nature des voussoirs, la voûte est assurée contre tout glissement des voussoirs sur les surfaces des joints. Si, au contraire, sur certains joints, cet angle est plus grand que l'angle du frottement, la ligne KNG ne peut être la vraie courbe des pressions, et la valeur deQ déterminée uniquement en vue de la rotation n'est pas la poussée effective. Mais cette valeur trouvée pour Q a été prise minimum; la poussée vraie ne peut FiK. 67 donc être moindre. Si donc l'équi-
libre de glissement exigeait une valeur de Q inférieure à celle-là, comme l'indique la figure 67 , la stabilité de l'arc serait impossible, et l'arc se détniirait comme l'in-' diquela figure 68.
Si, au contraire, comme l'indique la figure 66, il faut augmenter la* première valeur de Q, cette condition peut fort bien être remplie.
On reconnaîtra facilement le joint le plus exposé et on augmentera de manière qu'aucun angle INH lie dépasse l'angle de frottement.
LIVRE U
On obtient ainsi la valeur minimum de Q exigée par Téquilibre e glissement. Cette \aleur est, comme nous Tavons vu, supérieure ti minimum qui ré- fi«. 68.
ond à réquilibre de ro- 3ition. Nous avons vu u'à ce dernier minîaum répondait une curbe des pressions inique. A upe valeur ilus grande de Q va corespondre un nombre nfini decourbesdepresion qui pourront tenir intièrement entre les ourbes-contours, et qui, satisfaisant toutes avec la moindre valeur K)ssible de Q aux conditions d'équilibre tant de rotation que de glissement, peuvent également prétendre à la réalité.
Soit, par exemple, DEI (fig. 69) la courbe des pressions répondant LU minimum de Q pour la rotation ; supposons que le minimum de Q )our le glissement, que nous désignerons par Q,, soit tellement frand que Ton ne puisse faire passer aucune courbe des pressions )ossible par le point supérieur D de la clef en adoptant la poussée ), ; il y aura alors une courbe ng. 69.
les pressions construite avec Q,, elle que D,F,I, , qui passera par m point D intermédiaire sur le oint supérieur et qui touchera 'extrados en F, ou le rencontrera m B ; il y en aura une autre,* ellequeDjEJa, pftlant d'un point mcore plus bas D», qui touchera 'intrados en E» ou le coupera m A. ( D pourrait arriver d'aîleurs que D, coïncidât avec D, ou \ avec C, la courbe des pressions correspondante ne touchant, ni 16 coupant la courbe-contour, mais demeurant dans l'intérieur de a voûte.)
Entre ces deux courbes, on en peut concevoir une infinité d'autres, mîtes possibles, construites avec Oi et partant des points situés
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entre D, et D,. On voit donc que la question de l'équilibre est indéterminée dans ces conditions. Cette indétermination toutefois ne porte que sur le point d'application de la poussée ou le point de départ de la courbe des pressions et non sur la grandeur de cette poussée, laquelle est parbitement déterminée.
Cette indétermination est analogue à celle qui se produit dans le cas simple d'un corps unique en forme de coin, reposant sur deux plans inclinés. .
Si la culée est tellement construite que ses parties puissent tourner ou se déplacer, de sorte qu'elle doive être considérée comme la continuation de la voûte proprement dite, et si l'on donne à cette culée l'épaisseur répondant à un minimum de stabilité, la courbe inférieure D,E, I, sera la seule courbe des pressions possible.
§ 38. Mode de rupture quand l'équilibre n'est pas assuré & la fois contre la rotation et contre le glissement.
On a vu dans le paragraphe précédent que l'arc est instable et se renverse con^e la figure 70, quand l'équilibre de glissement exige Fig. 70. une poussée moindre
que le minimum exigé poiur l'équilibre de rotation.
Il se présente un autre cas d'instabilité quand le minimum Q,, résultant %es considérations du précédent paragraphe, nécessaire pour l'équilibre de glissement, se trouve plus grand que le maximum antérieurement trouvé fies poussées qui peuvent se produire dans la voûte. La voûte se brisera alors, comme figure 7* , parle glissement relatif de tous les voussoirs pour lesquels, en traçant la courbe au maximum de Q, on trouverait l'angle INH plus grand que l'angle du frottement. Cette rupture est accompagnée d'un mouve-
e bas en haut du sommet de la voûte, qui se meut ainsi tout
lièce dans chaque demi-voûte.
leux cas d'in- ptg. ti.
5 par "glisse-
in dedans et
lors peuvent
lenter simul-
nt (fig. 72 ou
Fig. 72.
it aussi arnns certaines, tances qu'un détruise par rs .^, glisseilteÀatifs en et en dehors :
aura lieu si INH a plu- Qaximums en [its différents )ûte.
it arriver enîl y ait à la stabilité par au glisse- ; par rapport tation. Dans dans la rupla voûte, les ont le double nent de glissur les joints tation autour
ines arêtes: ce mouvement composé est facile à comprendre détails dans lesquels nous sommes entrés antérieurement.
Fig. 73.
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§ 39. Tracé des joints qui rend la tendance au glissement uniforme pour tous les Joints ou qui l'annule.
Dans notre étude de l'équilibre d'une voûte contre la rotation , nous avons vu qu'on n'a pas la faculté de disposer de la forme de la voûte ou de la direction des joints, de manière que la vraie courbe des pressions soit partout à égale distance de l'intrados et de l'extrados, ni qu'elle soit à une distance constante, soit de l'intrados, soit de l'extrados. En effet, en supposant la matière parfaitement incompressible, la vraie courbe des pressions doit avoir un point commun avec chacune des courbes-<;ontours. Donc, en ce qui concj^ne la rotation, une voûte ne présente jamais en tous ses points un égal degré de stabilité; elle a des parties fortes et des parties faibles. Mais on peut se demander s'il n'est pas possible de disposer la voûte, en ce qui concerne l'équilibre de glissement, de telle sorte que les directions des résultantes partielles fassent avec les normales aux joints correspondants des angles égaux, ce qui donnerait un effort de glissement constant.
Ce dernier point est très-facile à réaliser. On peut même donner aux joints une direction telle que la direction IN leur soit respec- ' tivement normale : ce qui annulera la tendance au glissement. Quoiqu'un tel tracé des joints ait une raison d'être théorique, on s'en soucie peu dans l'application, parce que ces joints ne remplissent plus la condition d'être normaux à l'intrados, condition indifférente à la stabilité mais importante au point de vue de l'exécution ou de l'ornementation.
§ 40. Courbd'dnveloppe des pressionSé
De même que la courbe des pressions est propre à représenter la stabilité contre la rotation aux différents points d'une voûte, de même on peut construire une autre courbe liée à la première et mettant en relief la stabilité contre le glissement.
Soit AB (fig. 74) la courbe des pressions. Elle coupe chaque joint
au point d'application de la force qui agit sur ce joint. Si Ton prolonge les directions de toutes *•'««• '* ces forces, on obtiendra leur courbe-enveloppe, qui servira à indiquer la direction des pressions.
Pour avoir la direction de la pression en un point quelconque I de la courbe des pressions, il n'y a qu'à mener de ce point une tangente IJ à la courbe-enveloppe que nous venons de construire.
§ 40. a. Stabilité des ponts existants au point de vue du glissement.
Soit (fig. 73) :
P, la pression verticale de la voûte sur le joint de culée.BC, c'està-dire le poids de la demi-voûte accru de sa surcharge ;
0, la poussée horizontale ;
a, l'angle RAQ delà résultante de P et Q avec Thorizontale ;
j3, l'angle BAP du joint de culée avec ••'«^- '*•
la verticale ;
y, l'angle RAD de la résultante de P et Q avec la nonnale AD au joint de culée, angle positif ou négatif, Suivant que AR est au-dessous ou au-dessus de la normale AD ;
a' , l'angle de la verticale avec la pression résultante exercée sur la section horizontale de la culée qui passe par les naissances ; ^ e, l'épaisseur de la culée ;
/, la hauteur de la culée au-dessous des naissances ;
y, la hauteur totale de la culée depuis sa base jusqu'au sommet de la surcharge ;
ç, l'angle de frottement pour la matière des vdussoirs ;
(};, l'angle de frottement pour les matériaux le moins bien mis en œuvre de la culée ;
m, le coefficient de stabilité contre le glissement, c'est-à-dire le facteur par lequel il faut multiplier la poussée Q pour amener un glissement de la culée sur une section horizontale.
Pour le reste, nous conservons les notations du paragraphe 22.
L'angle du frottement f est compris, pour les voussoirs équarris, entre le minimum f ssSl*", tang9= 0,60, et le maximum f =37', tang 9=0,75.
Quand le mortier est frais, cet angle peut diminuer jusqu'à (p = 27%tang9=0,50.
En général, on prend 9^=35'*, tang 9 = 0,70.
rèsla notation ci-dessus, on a
t*" Tang a = ^ et 7 = (3 — a.
Si Ton calcule les valeurs de a et 7 d'après ces formules, on obtient les valeurs înâcrites dans la table n* 1 du paragraphe 22 pour plusieurs ponts existants. On trouve ainsi que dans le pont de Neuilly l'angle 7 atteint 29** 4-6', et même au pont sur la Severn 30** -h 39', presque l'angle du frottement. Cette circonstance indique une faible stabilité contre le glissement ; mais il ne faut pas perdre de vue qu'il s'agit seulement ici de la stabilité de la voûte proprement dite sur le joint de culée, et qu'en ce point particulier la stabilité contre la rotation est tout aussi faible et même n'existe pas du tout dans certains ponts exécutés : ce qu'il est difficile de ne pas considérer comme un défaut véritable.
Si l'on considère la stabilité contre le glissement pour la voûte avec ses tympans ou pour la culée, on peut admettre comme angle de frottement des maçonneries brutes posées en liaison : ^p=45% tang. fp = l.
La section la plus faible en ce qui nous occupe est évidemnient la section de la culée qui passe par les naissances, car, dans toutes les sections inférieures, la force verticale augmente en faveur de la stabilité, tandis que la poussée horizontale ne change pas.
Pour cette section, la pression verticale est PH-(e — i) (b+c+h)^ et la poussée est 0-
D'où :
(2) Tang «' =- ? . '
et, puisque la poussée mO doit rendre a =î|;= 48*^ on a: ■* :
d'où :
(4) ^_ P-^^e~^)(fe-hc+/0 ^
La première table du paragraphe 22 nous montre que le coefficient de stabilité de glissement, m, est dana la pratique presque toujours beaucoup plus grand que le coefficient n de stabilité contre la rotation. Dans plusieurs cas, il est \rai, m descend jusqu'à w, quelquefois même un peu au-dessous; mais on reconnaît que là où la culée est construite suivant la prescription du paragraphe 23, de manière que n soit entre 2 et 3, m se tient aussi entre ces limites, de sorte qu'il n*est pas, en général, nécessaire de contrôler et de corriger, en ce qui concerne le glissement, les dimensions d'une culée suffisamment stable contre la rotation.
Si l'on \eut cependant exercer ce contrôle au moyen d'une formule approchée, on calculera l'épaisseur de la culée par la formule :
dans laquelle on donnera à m la valeur que nous avons indiquée pour n au paragraphe 23.
Il est bien entendu que la poussée Q doit être déterminée, nonseulement d'après les forces verticales, mais aussi d'après les forces horizontales quand elles existent; on emploiera les formules des paragraphes 22 et 36.
Pour les culées élevées et remplies de terre, on peut craindre que la poussée extérieure des terres ne renverse la voûte, ce qui peut avoir lieu par glissement aussi bien que par rotation. On aura làdessus pleine lumière en cherchant la courbe et Tenveloppe des pressions jusqu'à la base de la culée, et tenant compte de toutes les forces intérieures et extérieures du système. Si l'on veut des formules approchées pour vérifier la sti^ilité de la voûte sous différeiits points de vue, on peut introduire de la manière suivante dans le calcul Taction des forces extérieures de la poussée des terres.
Le poids total de la demi-voûte et de sa culée est ;
Si ron prend r^agla^,
culée égal à 30°, la poussée des terres contre le corps du pont es'S:.
Donc la force horizontale tendant à faire glisser la culée sur s^a base de dehors en dedans est :
Par conséquent, la tangente de l'angle que fait la pression résii 1tante sur la base de la culée avec la verticale est :
Veut-on maintenant qu'il faille m fois la force nuisible g (/—/^*)
pour produire le glissement? On égalera la tangente ci-dessus ^ tang ^=lj d'où l'on tirera pour épaisseur suffisante de la culée •
La poussée Q devra être déterminée en tenant compte de la pou^-" sée des terres, comme aux paragraphes 33 et 36 a.
Quant à la stabilité contre le renversement sous l'action d'un ^ trop forte poussée des terres agissant par rotation, nous en avon ^ traité en détail au paragraphe 36 a.
ÉQUILIBRE DE ROTATION
§ 41. Généralités pour le cas de charges verticales.
Nous devons maintenant étendre les considérations qui précèdent sur la stabilité des voûtes au cas plus général où la voûte n'est plus formée, des deux côtés de la clef, de deux demi-voûtes symétriquement chargées et concourant au joint du sommet.
Le défaut de symétrie peut tenir à ce que les profils des deux demi-voûtes sont Fig 76.
difiFérerits, ou à ce que la charge n'est pas distribuée symétriquement des deux côtés du sommet; dans les deux cas, il n'yapas de demi-voûtes séparées par un joint vertical au sommet comme dans les arcs précédemment considérés.
Soient ÂB, CD (fig. 76) let deux surfaces fixes des culées sur lesquelles s'appuie un àrc ÂBDG; I,K les points d'application des réactions R'I=ciR',R'K=R'' de ces surfaces fixes; QSO" lès composantes horizontales, P',P leâ composantes verticales des forces R',R"; soit enfin P le poids de l'arc entier ABDC avec sa surcharge.
Quelles que soient les forces R',R" ^^ grandeur et en directic^ii et quels que soient leurs points d'application, on a :
0' = Q"etP' + P^=P.
A ces deux premières conditions, le principe de la moindre résistance en joint une troisième, à savoir que les composantes horizontales 0')0'' doivent être les plus petites possibles.
§ 42. Les courbes des pressions et leurs propriétés générales.
Soit IGK la courbe des pressions, c'est-à-dire, d'après les définitions antérieures, le lieu des points d'application sur les joints successifs des pressions agissant sur ces mêmes joints. Si, par exemple, on suppose donnés le point d'application, la direction et la grandeur de la force R"K = R", on aura le point G de la courbe sur un joint quelconque EF en composant la force R'' avec le poids P de la portion de voûte CDEF avec sa surcharge, et prenant l'intersection deEF avec la résultante de ces deux forces : construction purement géométrique.
Soit KMI (fig. 77) une courbe des pressions quelconque partant Fîg. 77. du point K sur la
culée CD et répondant à une pression en ce point exprimée en grandeur par R, en direction par RK. Comparons à cette* première courbe une seconde K'MT partant de CD au point K', h laquelle correspond une réaction R' dirigée suivant R'K'. Soit maintenant R" une force de direction R'^K'', qui en se composant avec R donnerait pour résultante R'. On veut avoir un point
n'kP^-
^^^eîconque M' de la courbe K'MT, ayant déjà la force appliquée ^^ M (point du joint MM' qui appartient à la courbe KMl) ; comme '^ force en M est la résultante de R et du poids P, il suffira de com^- Poser de nouveau cette résultante avec R", ce qui donnera la force ^U M', résultante de P et R' : l'intersection de cette force avec MM' ^era le point M'.
Mais on voit facilement que si la ligne R"K'', indéfiniment prolongée, coupe la courbe KM! en un certain nombre de points GjH, etc. , ou ne la coupe pas du tout, la courbe K'MT coupera la première aux mêmes points GjH, etc., et nulle part ailleurs, ou ne la coupera pas du tout. On voit encore que si le point de départ K' est entre K et K", K'M'V sera toujours entre KMI et là droite K^'L; ou inversement si K est entre K' et K% KMI sera partout entre K'MT et K^L. Enfin, si K" est entre K et K', la droite K'L sera partout entre les deux courbes.
D'où il résulte que les deux courb^^e peuvent avoir d'autres points de contact que ceux de KMI et flp droite K^L.
Cette relation générale entre les positions de deux courbes des pressions comprend eomme cas particuliers, ainsi qu'on le voit aisément, diverses propriétés spéciales, au cas des voûtes à formes et charges symétriques, cas où en passant d'une courbe à l'autre la poussée ou réaction au sommet varie en grandeur et en position, tandis qu'ici la réaction de la culée varie en grandeur, en position et en direction.
Si, par exemple, on conserve ici à la force R un même point d'application K et une même direction RK, en en portant seulement la grandeur de R à R', la direction R'^L coïncidera avec RK. La nouvelle courbe KF, partant aussi de K, coupera la précédente précisément aux points où ceUe-ci rencontre la droite RK.
Si, en conservant àR sa grandeur et sa direction, on fait mouvoir son point d'application sur CD, comme alors R'' sera nul, mais aura son point d'application à l'infini sur CD et sa direction parallèle à RK, la droite R"L ne rencontrera pas KMI ; donc aucune courbe trouvée K'MT ne rencontrera non plus KMI, mais chacune restera d'un même côté de KMI.
Ces propriétés répondent exactement à celles que nous avons rencontrées dans le cas où les forces Ii,R',R'' étaient nécessairement horizontales. Du théorème général qui précède, on en tirerait facilement d'autres intéressants. Nous nous bornerons cependant à
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établir une seule propriété qui nous servira à simplifier les recherches
ultérieures.
§ 43 Autres propriétés générales des courbes des pressions.
Soient RK,R'K' (fig. 78), les directions positives de deux réactions possibles R,R' de la surface fixe CD; il est évident que ces Fig. 78 lignes seront à
droite du joint CD si les courbes des pressions correpondantes , KMI, K'MT sont situées à gauche et s'élèvent de droite à gauche. Au contraire, la direction positive h!'^" de la force R" peut être à droite ou à gauche de CD, et dans tous les quadrants. Mais comme R' est la résultante de R et R'', le point d'application K'' de R" ne pourra jamais, dans le cas qui nous occupe, tomber entre K et K-.
De là et d'un examen plus con^plet des relations géométriques possibles dans la figure ci-dessus, on cqnclut ce qui suit : Admettons que K'^L représente le prolongement de la direction R^K" du côté positif de la force R*", et regardons comme positive la direction de la courbe KMI de K vers I, et de K'MT de K' vers V : cela posé, la direction positive de K'MT, comptée à partir d'un point de rencontre quelconque tel que G, ou, ^'il n'y a pas rencontre, à partir d'un joint quelconque tel que CD, se trouve toujours comprise entre la direction positive de KMI et la direction jpositive K'^L de la force R". Ce qui peut s'exprimer plus nettement de la manière suivante : à partir (l'un joint quelconque, la direction positive d'une courbe KMI correspondante à la résistance R tombe entre la direction positive de la courbe répondant à une résistance R', résultante de R et R", et la direction négative LK" de la force R".
Si la direction positive R^K" de la force R" s'incline du côté droit de la verticale, elle a une composante horizontale dont la direction positive va de droite à gauche ; dès lors, la composante horizontale de R' est plus grande que celle de R ; en d'autres termes, la courbe des pressions K'MT répond alors à une poussée horizontale plus grande que KML Si, au contraire, la direction positive WK" de la force R" penche du côté gauche de la verticale, là courbe K'MT répond à une poussée horizontale moindre que KML
On tire de ce qui précède une proposition importante. Soit K^L le sens de la droite indéfinie R*^" qui va de droite à gauche : et ici nous ne nous inquiétons ni de son inclinaison sur l'horizon, ni de savoir si cette direction est la direction primitive ou la négative de la force R^ ; considérons de môme les courbes EMI, K'MT, dans leur direction de droite à gauche. Gela posé, à partir d'un point de rencontre ou d'un joint quelconque, celle des deux courbes qui répond à la plus grande poussée horizontale est toujours située entre l'autre courbe et la droite K^L. Si les deux courbes répondent à une môme poussée horizontale, la force R'' est nécessairement verticale, et l'impossibilité où l'on se trouve alors de décider si la direction K'^L à considérer est celle de bas en haut ou de haut en bas est l'expression géométrique de ce fait, qu'aucune de ces deux courbes n'a une pression supérieure à l'autre.
§44. Condition commune aux courbes des pressions qui répondent à un minimum ou à un maximum de la poussée horizontale.
Nous ferons un pas de jdus vers la détermination des courbes des pressions répondant à un minimum et à un maximum de la poussée, en remarquant qu'une telle courbe ne peut traverser moins de deux fois l'épaisseur entière de la voûte, sans sortir de la voûte, bien entendu.
Admettons en efiet que la courbe des pressions KMNI ne traverse la voûte qu'une fois, entre M etN, ou qu'elle ne la traverse pas du tout. Soit GH une droite qui réunit un point G de la portion de courbé KM à un point H de la portion MN. Composons la force R (fig. 78 et 79) agissant en K avec une force R" supposée agir suiyant GH :' on pourra toujours, soit que R" agisse suivant GH ou
suivant HG, tracer une nouvelle courbe des pressions K'GHF, Ventant tout entière dans Tintérieur de la voûte, et laissant cependant la courbe KGHI entre la nouvelle et la droite GH. 11 est donc possible de construire une courbe des pressions avec une moindre vifi' '»• poussée horizontale.
De mênoe, si l'on trace la droite Hy qui relie un point H de la portion de courbe MN à un point g de la portion de courbe NI, ou voit qu'il est possible de tracer une nouvelle courbe k'Egi' restant tout entière dans Tintérieur de la voûte, et tombant entre Tautre courbe KHyl et la droite Hy, en sorte qu'elle répondra à une poussée horizontale p\^^ grande. D'où il suit que la poussée horizontale d'une courbe des pressions qui traverse moins de dpux fois la voûte ne peut être ni un minimum ni un maximum.
La condition que la cpurbe cherchée fasse au moins deux traversées complètes de l'une à l'autre des courbes-contours de la voûte entraîqe cette autre condition, qu'elle ait avpc les courbes-contours au moins trois points communs, savoir : deux points cqmnjuns avec l'une, et le troisième, intermédiaire aux 4eux premiers, avec l'autre courbe-contour. Cela ne veut pas dire qu'il dpit y avoir contapt en ces trqis points ; un ou deux de ces points communs peuvent se trouver sur les joints de culée AB, CD, et alors un contact entre la courbe cherchée et la cpurbe-jpQntqur n'^est nullen]|ent nécessaire,
La cpndition de trois points conjpçiuns avec les courbesrcontours restreint le nombrp inl^ni des courbes (Jes pressions ppssibles à un nombrp limité^ et généralement à une seule pourbe, comme an le reconnaîtra, si l'on se rappelle qu'on ne peut disposer, ppur construire une telle courbe, que dé trois éléments : la gr«^ndeur, la direction, le point d'application de la réaction R qui s'exerpe si^r la surface de culée CD.
La condition d'une double traversée de voûte peut être remplie dp deux manières : ou la courbe des pressions dont • s'agit a deux points communs avec Tintrados et dans l 'interallié un point com-.
.?• mun avec l'extrados, ou bien elle a deux points communs avec Tex- 5E trados et dans l'intervalle un point commun avec Tintrados.
il!
§ 45. Premier cas qui ofl!re un caractère distinctif du minimum de liet poussée horizontale.
Soitlacourbe des pressions KLMNI (fig. 80), quia deux pointsL,N, communs avec Tintrados, et un point intermédiaire M commun avec l'extrados. (Ce cas comprend celui oùTun ou l'autre des points L, N, ou tous les deux tomberaient sur les points extrêmes C, A de l'intrados sur les joints de culée, jHtns^'Sy^ût^ïoiitact en^re les deux courbes). Dans ce cas, la courbe répond toujours à un BÙniiniun de la poussée.
En effet, il est clair tout d'abord que toute autre courbe posdUe K'MT, c'est-à-dire demeurant dans rintéimir de ht voûte, œofitn chacune des deux portions de courbe LM, MN, «n un, ou, en géuérai, en un nombre impair de points, comme 6, H ; que tous ok points et les autres points d'intersection des deux courbes, s'U en existé d'autres, doivent se trouver sur une même ligne droite ; enfin que la résistance R' de la surface de culée CD se compose, pour la deuxième courbe K'MT, de la résistance R afférente à KMI, et d'une force R" agissant suivant la droite GH. Il est clair que le point M sera d'un côté de cette droite, les points L, N de l'autre côté. Il est encore facile de voir que, quelle que soit la forme de la courbe KMI, l'arc GMH, dans le v\g so.
voisinage du point M, sera entre la droite GH et l'extrados, et les arcs KLG, HNI, dans le voisinage de leurs points respectifs L, N, seront entre l'intrados et la droite GH.
D oîi il suit que toute autre courbe des pressions, qui, comme K'G M 'H', est tout entière dans la voûte, ne peut tomber qu'entre la courbe KMI et la ligne GH. Une telle courbe des pressions répon
donc toujours à une poussée horizontale plus grande que KMI : donc celle-ci répond à la poussée minimum.
§ 46. Second cas, fournissant un second caractère pour le nHniniiini et aussi un caractère pour le maximum de la poussée.
Soit la courbe KMI, entièrement comprise dans l'épaisseur delà voûte, ayant deux points communs L, N, avec Textrados et un troipj^ 8,. sième, compris entre L
et N, avec Tintrados. (L,N peuvent, Tun ou l'autre ou tous les deux, coïncider respectivement avec les extrémités de l'extrados, sans contact entre les deux courbes). Une telle courbe répond à un minimum ou un maximum depoussée, suivantqu'elle satisfait à l'une ou l'autre des conditions suivantes :
i° Si l'arc LMN (fig. 8\) se trouve, dans le voisinage du point M, entre l'intrados et la droite LN , la courbe répond à un minimum de la poussée ; car alors toute droite GH qui unit un nombre impair de points de MN à un nombre impair de points de LM, et qui ainsi est propre à renfermer les points communs de KMI avec une autre courbe des pressions quelconque, telle que K'MT, laissera nécessairement, dans le voisinage des points L, M, N, les arcs KLG, GMH, HNI entre elle et la courbe-contour correspondante. Donc toute autre courbe des pressions possible, comme K'MT, ne peut tomber qu'entre GH et KMI, donc elle a une poussée plus grande que KMI. Donc cette dernière est minimum.
2° Si l'intrados, dans le voisinage du point M, est entre l'arc LMN et la droite LN, la courbe KMI répond à un maximum de la poussée horizontale (fig. 82).
Car alors les arcs KLG, GMH, HNI, dans le voisinage des points L, M, N, sont toujours entre une autre courbe des pressions quelconque et la droite GH ci-dessus définie qui joint les points com-
iiiuns de ces deux courbes ; toute autre courbe des pressions répond donc à une poussée moindre : donc celle-ci répond à un maximum.
U est à peine besoin de pig «7.
dire que les deux aortes de courbes de pression à IK)ussée minimum dont il a été question dans le paragraphe précédent et dans celui-ci ne peuvent exister simultanément.
L une ou l'autre, ou, dans d'autres cas, Tune et l'autre sont impossibles.
11 peut arriver qu'une courbe des pressions possédant les caractères ci-dessus, indicatifs d'un minimum ou d'un maximum, ait avec les courbes-contours un quatrième point commun en sus des trois qui la caractérisent. Cette courbe présentera alors deux'fois le caractère du minimum, ou deux fois celui du maximum, ou en même temps le caractère du minimum et celui du maximum. Le premier et le deuxième cas n^ofPrent rien de remarquable ; dans le troisième, on reconnaît que les données ne permettent l'existence que d'une Seule courbe des pressions comprise entre les courbes-contours, puisque cette ligne réunit les conditions du minimum et du maximum de la poussée.
§ il. InstabUité des voûtes.
On reconnaît comme il suit les cas oîi l'équilibre d une voûte est impossible.
Quand unecourbedes pressions quelconque, commeKMI(fig. 83), traverse au moins trois fois l'épaisseur entière de la voûte sans rester tout entière dans l'intérieur, et quand, en même temps, les trois segments de cette courbe, LM, MN, NO, sont tels qu'on ne puisse tirer une droite joignant un nombre impair de points de chacun d'eux, alors il n'y a pas de courbe des pressions possible : aucune courbe des pressions ne demeurera dans l'intérieur de la voûte. En effet, toute courbe possible devrait couper la pi*emière en des points disposés
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comme nous venons de le dire : dans ce cas, l'équilibre est do&c impossible et la voûte se rompra par rotation alternativement autour des arêtes intérieures et extérieures. Par exemple, on sera sûr de cette instabilité si la courbe KMI définie plus haut est concave en tous ses points entre les points de contact extrêmes L et 0.
Lft Yoûte n'étant pas en équilibre, cette même courbe (qui, si elle ne sortait pas de la voûte, serait la courbe au minimum de poussée) indique la manière dont la courbe se rompra : à tous les points L, M, N, où la courbe rencontre les courbes-contours, et à tous les points ccMnpris entre et B pour lesquels la courbe est en dehors de la voûte, il se produira des rotations des voussoirs autour des arêtes intérieures ou extérieures.
On comprend que, dans la rupture de cette voûte, il se pnMiuira des pressions aux arêtes d'extrados sans pour cela que la courbe des Pi^.83. pressions suive l'extra-
dos de à B. La pression qui se produit aui arêtes, entre et B, pendant le mouvement de la voûte , n'est pas identique à la pression qui correspondrait sur ce joint à la courbe EMl; elle est avec celle-ci dans une relation analogue à celle de la pression exercée sur l'arête de rotation d'un corps imparfaitement soutenu qui se renverse, avec le poids du même corps.
§ 48. Joint où règne une pression horizontale.
11 existe dans une voûte stable un joint EF où la pression mutuelle des voussoirs est horizontale, et égale par conséquent à la poussée de la voûte ; ce joint sépare la voûte en deux serments, tek c|uo leurs poids respectifs accrus de leurs surcharges égalent les r^mipoBanios verticales correspondantes des réactions des culées. On rvvmmn fliBotiirn! que la rourbe IMK (fig. 81) doit avoir nécessai-
tement sur ce joint une tangente horizontale *, ce qui ne veut nullement dire qu'en un point quelconque de la courbe des pressions, où la tangente peut accidentellement être horizontale, la pression soit pour cela horizontale et égale à la poussée.
Si l'on partage les réac- f«k s*
lions R, et R, en deux composantes F, Q' et P", Q", saw P', P'' verticales et 0', 0" suivant la droite IK des points d'application extrêmes', les deux composantes 0') 0" seront égales et opposées; les composantes verticales de bas en haut P', P'' seront égales aux composantes qu'on obtient en partageant le poids de la voûte, concentré en son centre de gravité, en forces verticales appliquées en I et K. Si l'on choisit ensuite le joint E'P, de sorte que le poids de la partie ABFE' égale P' et le poids de CDFE égale F, la pression au joint E'F sera parallèle à la droite IK et égalera Q'sQ"^ sans pour cela que la tangente à la courbe IMK sur ce joint soit nécessairemant parallèle à IK.
Généralement le joint E'F, qui est toujours à gauche dé EF quand le point I est plus bas que K, se rapproche plus du point M de contact avec l'extrados que ne fait le joint EF à pression horizontale, déterminé ci-dessus.
* Considérons, en effet, Féquilibre du voussoir élémentaire qui suit le joint qu'on vient de définir ; prenons les moments autour du point d'application sur ce joint de la pression horizontale. Le poids du voussoir et sa surcharge auront un moment infiniment petit du second ordre : il faut donc que le moment de la réaction du voussoir suivant soit infiniment petit du second ordre, ce qui ne peut être qu'à la condition que l'angle de l'élément de courbe avec la réaction soit infiniment petit. Donc cet élément est horizontal. — Ce raisonnement ne s'applique pas au cas où la pression n'est pas horizontale et ne peut établir que la pression est tangente à la courbe en général, ce qui est d'ailleurs faux: le moment du poids du voussoir n'est infiniment petit du second ordre que quand le joint est vertical. Nous admettons implicitement qu'on fera le joint vertical là où la pression sera horizontale.
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§ 49. Recherche de la vraie courbe des pressions.
Plg. 85.
Des considérations précédentes on déduit une méthode simple pour construire approximativement la courbe des pressions qui xdr pond au minimum de la poussée horizontale.
La simple inspection de la voûte donnée et de sa surcharge fera connaître quelle forme générale affectera la courbe cherchée; si elle appartient à la première ou à la seconde des classes que nous avons distinguées, et si les points extrêmes I, K s'approchent respectivement davantage de Â et G ou de B et D (fig. 8S).
Si Fon préjuge que la courbe cherchée appartient à la première classe (§ 45) et en outre que ses extrémités se rapprochent plus de A et G que de B et D : on essayera d'abord de prendre A, G pour points de départ ; on décomposera par le théorème des moments le
poids P de la voûte en deux forces verticales P', P" apssant en A et G. Soit E'P le joint qui décompose la voûte en deux poids égaux à F, P*; on admettra que P est un troisième point de la courbe, et on construira la courbe des pressions passant par les trois points A, F, G. Si cette courbe ne sort pas de la voûte, ce sera la courbe cherchée au minimum de poussée horizontale. Autrement, soient N, M, L les points de l'intrados et de l'extrados qui répondent aux plus grands écarts de cette première courbe des pressions en dehors de la voûte. On construira une deuxième courbe d'essai par les points N, M, L. Gelle-ci s'approchera bien plus que la première de la courbe cherchée, et on pourra tracer la courbe cherchée en faisant une nouvelle correction ou en traçant la courbe nouvelle au jugé, si l'on ne préfère modifier un peu la forme de la voûte elle-même.
I §&0. Calcul des éléments nécessaires pour la construction I d'une courbe des pressions.
f Pour appliquer la méthode qui précède, il faut savoir construire
une courbe des pressions passant par trois points donnés. Pour résoudre ce problème, je suppose connues en l'un de ces
points la grandeur et la direction de la pression ou ses composantes.
En composant cette pression avec le poids d'un segment de voûte
quelconque à droite ou à gauche, on aura une résultante qui coupera le joint extrême de ce segment en un point appartenant à la courbe, et dont la pression sera donnée par cette résultante en grandeur et en direction.
Soient I, L, K (fig. 86) trois points par lesquels on veut faire passer une courbe des Fig 86.
pressions, ACB une horizontale menée par le point le plus haut de l'extrados, et soit :
Q, la poussée horizontale, c'est-à-dire la composante horizontale de l'une quelconque des pressions agissant en I, L,K;
P, la composante verticale de la pression S qui règne au joint du sommet C, laquelle sera considérée comme positive si elle est dirigée de bas en haut en tant que pression de la partie droite sur Is^ partie gauche ;
y, la distance verticale du point d'application de cette pression à l'horizontale ACB ;
yt? A, ; y„ A, ; g^„ A5,.les coordonnées horizontales et verticales deI,K,L;
P', P, F", les composantes verticales des pressions iagissanten' ces pointe ;
P,, P„ Pg, les poids des segments CI, CKj^ CL, avee lipUrs surcharges;
/^i» ft> P*') les distances horizontales des centres de gravité de des serments au point C.
Posons encore, coninio abréviations :
l>.—fi = K
y.-+-.7. = rf.
On a :
^aP.-hy,P = A.Q (4)
Si le troisième point donné est sur le joint au sommet G, la valeur de g est connue, et Ton a : ^,=0, K^^q^ P,= 0. On tire alors de (3) et (4).
Si L n'est pas sur le joint au sommet^ on a :
fin. 8T.
Dans les deux cas, on a pour les composantes verticales en I et K :
P' = P, — P P"=P.-hP
Ayant ainsi P, Q, et par suite leur résultante S qui est la pression sur le joint du sommet, on construit facilement les parties droite et gauche de la courbe des pressions par la méthode déjà connue, en composant progre^ivement la force oblique S avec les poids partiels P,, P», etc. (fig. 87).
§51. Premier exemple. Plein cintre avec charges dyssymétriques.
Dans le dessin (fig. XV à la fin du volume) on a admis que Tare à plein cintre symétrique, dont l'épaisseur est 0",47 et dont le rayon intérieur est 3°*,14, est libre de toute charge, excepté au point extérieur du troisième joint de gauche, qui supporte une charge (par exemple, un mur reposant en long sur le rein de la voûte) correspondant à une surface de 0™'i,99, avec une densité égale à celle des voussoirs. Cette charge sera intercalée à sa place dans le tableau suivant.
Chacun des deux demi-arcs est partagé à partir du sommet en huit parties, dont les quatre premières ont une largeur de O'^jôS, les deux suivantes 0"*,31 et les dernières 0"*,24. On compose ensuite de la manière suivante les tableaux correspondant aux deux demiarcs :
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Pour obtenir la vraie courbe des pressions, on commencera par construire une courbe d'essai, comme on Ta fait dans les exemples précédents. On admettra que cette courbe passe par les points intérieurs]|des deux joints de naissance et par le point supérieur de la clef. Cette hypothèse permet de réunir comme il suit les données nécessaires au calcul des composantes horizontale et verticale de la pression qui agit en A au joint du sonmiet.
On a d'abord les coordonnées des points intérieurs des naissances : gr^=3,i4; A, =3,61 ; g^,=3,14 ; A^=3,61 ; puis l'on tire de la colonne (8) du premier tableau P, =3,50 et de la colonne (10) le bras de levier correspondant j&, =s:2,10 ; de même du second tableau P,= 2,81 ,jd, = 2,18.
^.=y.—P.=3)14— 2,10=1,04; rf,=y,+y,=3,l4+0=3,14 ; «.=S^.-A=3,14-2,15=0,99 ; rf =^.-^,=3,14-0=3,14 ;
^.=î/'.— jo.=0;
rf»=yi+y.=3,14+3,14=6,28
1^ troisième point donné étant ici le point le plus haut de la clef, 'es forces P et Q se calculeront par les équations, (6) et (7).
p fli^iPi -- gt^aP» 1 ,04.5,61 5,5 - 99.5,61 .2,51 __ ^ -g
fjdj^esd, 5,61.6,28-0 '
n _ oAPi 4-gAPi __ i ,04.5,14 5,54-0,99.5,14.2,51 , ^ ^ ^^ ej^fj— ejrfj 5,61.6,28 — ^
En composant ces deux forces P==AB et 0= AC, on obtient en grandeur et en direction la résultante S=AD, qui, successivement composée avec les forces verticales élémentaires, donne les points de rencontre dçla courbe des pressions avec les joints» Pour avoir, par exemple, le point de rencontre avec le quatrième joint de chaque côté, on porte sur l'horizontale du point A, à gauche et à droite respectivement, les longueurs Ar = 4 ,62 et Ar'= 1 ,33 des brasde levier répondant aux segments supérieurs au quatrième joint ; on élève en r et r* des verticales qui rencontrent la ligne DAD en v, v; sur ces verticales on prend les longueurs î;t/; = 2,34, vw = ij3^; on fait, parallèlement à AD, wx, tvx égaux à k force S= AD* xv est, de chaque côté, la résultante de la force verticale et de la poussée oblique, et, prolongée suffisamment, elle coupe le quatrième joint au poin^cherché y. Ainsi des autres.
Cette ligne coupe les courbes-contours : ce ii*est donc pas la vraie courbe des pressions. La courbe cherchée passera dans ce cas , savoir : du côté gauche, par le point intérieur d'un joint tel que S« et par le point extérieur du premier joint, et du côté droit, par le point intérieur du cinquième joint approximativement.
Le joint 5a, du côté gauche de Tare, n'est pas calculé dans le tableau ci-dessus. On l'y introduira en décomposant le sixième joint en deux parties ayant respectivement pour largeur 0,19 et 0,12. Le premier tableau devient comme il suit :
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FORCES VERTICUES ÈUMOiTAlR
ES
HOMHËâ PAittlËLLES
in
Ci)
Si
Marneras.
C«) Ij
tiu
tn.
tO. q.
mq.
iïj30
OM
IH-,,. 3<i
AB
ÎJS
o,ia
i.ai
o,aa
3,4fl
Le tableau du côté droit ne change pas.
Le troisième point ne tombant plus à la clef, on calculera 1 ces P et au moyen des équations (8) et (9), et leur point d'à tion par l'équation (10).
On aura pour les coordonnées les forces verticales et leurs 1 levier, savoir :
Au point intérieur du joint 5a,
îy,=2,83;A,=2,20;P,=2,76;;7. = l,79; Au point intérieur du. joint S,
Au point extérieur du joint f,
D'où l'on tire
^OieiPi-aiPjPj-HûraeaP,
Q «idiPi ■<- MtPt - MsPa
Ma— «8^1 ^^ \ ,03.3,54.2,76 + \ ,102,151 ,59 - 0,39.5,46.0,30 __ j j k "~ 2,14.5,46-0,29.2,13 ~ 1,10.
Pour construire la force S, on fait AA' = y, on fait passer par A' l'horizontale A'C, on fait A'C = Q et A'B' =P : A'D' est la force oblique S.
On aura le point où la nouvelle courbe des pressions coupe le quatrième joint, par exemple, en faisant v'w'=^vw^ menant par w' une parall^e à A'D', prenant sur cette ligne w'x' = S et tirant la ligne x'v'y' : y' est le point cherché.
La courbe ainsi construite touche les courbes-contours de la manière prévue, et peut par conséquent être considérée comme la vraie courbe des pressions.
§ 52. Second exemple, Arc à forme dyssymétrique avec chu^rge supérieure fixe.
Nous allons prendre pour exemple une voûte en arc de* cercle [fig. XVI à la fin du volume), dont l'intrados est décrit avec un rayon de 3", 14, et dont l'épaisseur est de O^ji?.
La hauteur de la charge au-dessus du sommet de la voûte est de 3'",14, son poids spécifique égale celui des voussoirs ; et cette charge est arasée horizontalement.
La partie de voûte située à gauche du sonmiet A peut se décomposer en huit segments, les quatre premiers ayant une largeur de ir,63, les deux suivants de 0"3I et les deux derniers de 0", 24; la partie du côté droit est plus courte et se décompose en quatre segments, les deux premiers de 0",63 de largeur, le troisième et le juatrième de 0",82 et 0"',31 de largeur respective.
Les deux tableaux de calculs correspondant à ces données s'établissent comme il suit :
0<Stâ go^uotie
FO^ICRS
VERTIUA
Uî» r.LE^RMAllt
ES
si
iO
Hï
tS)
:îî
ttû)
wi e.
tt.q.
OG;t
a,<ii
i.ii»
o,;ti
4,!fô
o,ai
Ml
ï,Ra
ÏJQ
fi.aa
U,IS
1 ai
Ml
l,SS
I + . .. tt
t3,iS
l.TO
o.st
|5,Ûi
*8,ftl
0,îl
Iti^SG
Oôté droit
KURCES û
VRKTIGA
UBKrAlRES
SOJI Numéros.
MVS PARTIELLES
si
lO
Ml
mq
oTii
On constmit ensuite une courbe d'essai passant par les points intérieurs des naissances et le point le plus haut Â de la voûte.
Les coordonnées des deux points aux naissances sont : ^, =: 3,14; h^ = 3,61 , et y, = 2,07 ; A, = i ,22. Le poids de la partie gauche P, = 16,tt6 ; son bras de levier/>, = 2,02 ; le poids de la partie droite P^ =9,33 : son bras de lc\ier />. = 1 ,23.
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D'où Ton tire :
^.=i7.-;>.=3,14— 2,02=1,12; rf =^.+^,=2,07+0=2,07 ; «a=i7.—Jf>.=;2,07— 1,23=0,84 ; <=S',—y.=3,U— 0=3,14 ;
«?.=yi+i7.=3,14+2,07=S,21
«,=^.—^,=3,61— 0=3,61 ; Pa=9,33;
p _ ^^i^i-'Oifit^% _ 1,12 1 ,22 16,66 --0,84.3,14.9,35 ^ .^
^«''«-eA 3,61.5,21-2,39.3,14 '
ç. aidiVi-ha^d^?t __ 1,1 2. 2,07. 16,66-*- 0,84. 5,6. 9,33 » o,
et/d^ — HUi 3,61.5,21 — 2,39.3,14 ' '
Le calcul donnç ici pour la composante verticale P une valeur négative, d'où il smt qu'en son point d'application A elle est dirigée de haut en bas ; en établissant nos formules, nous avons admis en effet que cette force était comptée comme positive lorsque, agissant du côté droit de la voûte sur le côté gauche, elle était dirigée de bas en haut.
En conséquence, pour construire la pression S qui r^ne au sommet A, on portera sur la verticale de ce point, et au-dessus de lui, la composante P;=AB, qu'on composera avec l'horizontale Q=AC, ce qui donnera en grandeur et en direction la force S=AD. La construction de la courbe s'ensuit comme précédemment.
Cette courbe, du côté droit, demeure d^ns l'épaisseur de la voûte; du côté gauche, elle est en grande partie en deborB, de sorte ([ue, pour avoir la vraie couj'be des pre»iionii^ U bat recommencer le calcul en faisant passer la courbo imr l9 point intMeur du joint de la culée droite, par le point supérieur A du joint M sommet et par le point intérieur du cinquièma jwnt du eôté gauche.
Les coordonnées de ce dernier point sont g^ = 2" ,51 , A, ?^ 1 ,70 ; le poid§ du segment qui 8*appuie sur ce joint, charge comprise, est P4 = H ,63 ; son bras de levier p^ =al ,S0 ; les autres nonû)res sont les mêmes que dans le premier calcul. On a donc :
«.=Sfi— Pi=2,ol-1,50:x=1,0l; d,=Sf.-Hf,=2,07; e.=/i,-;i,=1,22; «.=fl^t -rt=0,84 ; d,=y, -sf,=2,51 ; e.=fc,— ;i,=l,70 ;
rf.T=flfi+Sf.=*»S8; ^,=/i,-/j,=0,48.
p gi^Pj - /it^aPj _ 1 ,01 1 , 22 ■ 1 1 ,03 » 0,84. 1 ,70.9,33 _ ^ .q
V/s-fjr/, ~" 1,70.4,58-0,48.2,51 ' '
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n_ ^WA+^A ^ _ 1,01.2,07 11,65 •+•0,84.2,51 .9,53 _ a -- ^■^ V»-^i^i 1,70.4,58-0,48.2,51 — 0,'^-
Ce calcul donne pour U composante verticale une valeur positive AB', qui, portée au-dessous de A vers B' et composée avec l'horizontale Q = AC, détermine la direction et la grandeur de la nouvelle force S = AD'.
La ligne ainsi construite demeure comprise entre les courbescontours, les touche, comme on s'y attendait, en deux points et rencontre rintrados à la naissance du côté droit. On peut la considérer comme la vraie courbe des pressions.
§53. Remarques sur les changements qne la courbe dei pressions éprouye quand on ajoute & la charge un poidi isolé.
11 est intéressant pour la pratique de considérer, les changements
qu'éprouve la vraie courbe des pressions quan^ ou établit un poids
isolé en tel ou tel point de la voûte.
La théorie générale que nous avons exposé^ permet de constniiie
facilement la courbe répondant h ce cas ; il serait trop long d'énunjî. h8 mérer toutes les appa-
rences qui peuvent se produire. Nous allons toutefois énoncer quelques propositions générales en les appliquant à un cas particulier choisi comme exemple et comme type ; nous laissons au lecteur le soin d'en
trouver les démonstrations, lesquelles se déduisent aisément des
propriétés de la courbe des pressions,
Soït INMLK la forme spéciale de la vraie courbe des pressions
dans la voûte ABDC (fig. 88), dans laquelle le point extérieur F,
du joint de rupture se trouve à droite de la verticale AF, menée
\^ar le point A.
Si l'on place un poids S en un point quelconque situé entre B et F„ la poussée horizontale de la voûte n'en sera pas changée, quel que soit ce poids : cela n'augmentera que la composante verticale de la pression sur la face AB, et par suite la partie de la courbe des pressions située à gauche du poids additionnel se rapprochera de la verticale suivant laquelle agit ce poids. Si le poids S était, par exemple, appliqué en F,, on aurait, pntre les joints AB et E,F,, la courbe ihg^ laquelle couperait manifestement la courbe KMI en un point h pîacé sur la verticale du point F,; au delà du joint F,E,, '^ancienne courbe KMN ne changerait pas, et c'est ainsi la ligne KMN^Az qui satisferait à la condition du minimum de poussée.
Si le poids S occupe une position quelconque entre F, et F,,
®aîs qu*il soit assez faible pour que, en conservant la partie de la
^Urbe à droite de S, la partie de courbe située à gauche , et qui
^'^^nge nécessairement, ne vienne pas sortir de l'intrados, ce que
flOus disions dans le cas précédent s'appliquera encore.
^lais si l'intensité de S augmente , la poussée horizontale augï'^entera, et avec elle Fis. s».
changera la figure de ^courbe des pressions dans toute son étendue. Dans ce dernier cas, supposons pour Un moment que la pression de la culée CD conserve sa valeur et son point d'application K; nous aurons alors (fig. 89) une courbe telle que ghi pour la continuation de la courbe, à gauche du joint EF, dont l'extrémité F est le point d'application du poids S. D'après ce qui précède, ghi coupera l'intrados. Cette courbe ne saurait être la vraie courbe des pressions. La véritable doit couper la première une fois entre L et M, une seconde fois entre M et N, et en outre satisfaire à la condition du minimum de la poussée horizontale. Elle aura donc la forme K'L'M'E'F'NT, et ainsi les points de rupture L, M, N reculeront simultanément vers la gauche en L', M', N'. Il en résultera toujours une augmentation jle la poussée, attendu que K'M'l' se trouve placée entre la pr©
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courbe KMi et la droite qui passe par leurs points d'intersection.
Si le poids S est appliqué entre les deux points F, (fig. 88), extrémité extérieure du joint de rupture, et F„ point de l'extrados placé verticalement au-dessus du point intradossal du joint de rupture F.N, il faut distinguer deux cas : si le poids S demeure assez petit pour qu'en conservant la partie de courbe à droite de S, la partie gauche nouvelle demeure dans l'épaisseur de la voûte, il s'ensuivra un changement de la courbe des pressions, mais ce changement répondra à une diminution de la poussée. Cette assertion, surprenante au premier abord, se justifie par cette considération, que, dans la première courbe tracée pour correspondre au poids S sans changer la poussée, il n'y a que deux points de contact avec le contour de la voûte, puisque la partie à gauche de S n'atteint pas ce contour. En passant de cette courbe, qui ne satisfait pas aux caractères du minimum de la poussée horizontale, à la vraie courbe des pressions, les deux points de rupture M, N reculent simultanément vers la droite, d'où résulte une courbe correspondant à une moindre poussée.
Si, au contraire, le poids S, situé comme ci-dessus, est assez fort pour que la branche nouvelle de la courbe Kl, tracée régulièrement vers la gauche, coupe l'Intrados, il y a nécessairement un changement de la vraie courbe des pressions, lequel correspond à une poussée plus grande, puisque les points de rupture s'avancent vers la gauche, comme nous l'avons vu dans le cas où la force S est appliquée entre F, et F,.
Si l'on place le poids S en un point quelconque entre F^ et M (en supposant expressément que le joint vertical E^F^ est à droite du point M de rupture), le prolongement de la courbe KM à gauche de S, régulièrement construit, coupera nécessairement l'intrados : de sorte que, si petit que soit S, la vraie courbe des pressions sera telle que les points de rupture L, M reculeront vers la gauche, et ainsi la poussée augmentera.
Si F^ était à gauche de M, nos dernières observations ne s'jappliqueraient qu'à la partie comprise entre F, et F^. Mais, revenant h la première hypothèse où F^ est à droite de M, on doit encore considérer le cas où le poids S est appliqué entre M et F^. Alors le prolongement de la courbe KL, à gauche de S, coupera toujours l'intrados, mais aussi s'éloignera tout à fait de l'extrados, de telle sorte que cette courbe n'aura plus avec le contour qu'un seul point
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de contact L. Si maiutenant S est suffisamment petit, la vraie courbe des pressions, coupant la précédente une seule fois entre K et L et touchant les limites de la voûte respectivement à droite deL, M, N, répondra à une poussée moindre que la précédente KMI. ' Si, au contraire, le poids S est assez grand, la vraie courbe des pressions coupera la première deux fois à gauche du point L, en sorte que le point de rupture L marchera vers la gauche , les points de rupture M, N à droite, et la poussée augmentera.
Dans le cas particulier où le poids S serait appliqué juste sur le point F^ du joint vertical, on n'aurait qu'à répéter les considérations précédentes, si la charge entière S rieposait sur une seule demivoûte ABF^E^. Si, au contraire, ce poids repose pour moitié sur chacune des demi-voûtes, on devra considérer Faction de deux poids
simultanés de ^ S chacun, et agissant chacun sur une demi-voûte.
Ainsi, on ne pourrait essayer de conserver la partie droite de la courbe primitive pour lui donner un prolongement vers la gauche,
eu égard au poids ^ S. Par suite de la répartition de S, la gauche
et la droite de la courbe vont changer simultanément. Mais il est facile de reconnaître que, pour une petite valeur de S, on aura toujours une diminution de la poussée, et une augmentation pour une valeur suffisamment grande ; et cela soit que F^ tombe à gauche 3U à droite de M, pourvu que m. so.
zes deux points ne coïncident pas. Mais, en cas de coïnci- Jence, un poids S appliqué en F^j si petit qu'on voudra, fera ;nttre la poussée.
Nous n'avons pas à détailler es effets d*UQ poids S appliqué i droite du joint vertical E4F4 ; )n n'aurait qu'à reproduire la discussion précédente en rappliquant L la partie droite de l'arc.
Si l'on imagine un poids S infiniment grand appliqué en un point quelconque F (fig. 90), la vraie courbe des pressions affectera évidemment la forme KLFNI, où FK et FI sont deux droites tangentes à l'intrados en L et N, et déterminent sur les joints de cuées les points d'application K, I des pressions dont les composantes, ant horizontales que verticales, sont infinies. Ceci suppose toutefois
que le point F est compris entre les vertical^ des points A et C. Si le point d'application du poids infini S était à gauche de la verticale AG, comme en /, la vraie courbe des pressions affecterait la figure klmnfi^ dans laquelle fi est une verticale, nmlk une courbe. Dans ce cas, le point i seul transmettrait à la culée AB une pression infinie, la pression en k sur CD serait au contraire finie, et sa composante horizontale égalerait la poussée de la voûte ainsi que la composante horizontale de Tinfinie pression en i.
Supposons que la voûte ABDC soit un anneau circulaire. Menons la verticale AG, et soit GH tangente au cercle intérieur : GH passera en D, si AB=CD=| AG. Cela étant, on voit facilement que
toutes les tangentes à l'intrados qui rencontrent l'extrados en des points compris entre les verticales A et C, seront tout entières dans l'épaisseur de la voûte.
D'oîi il suit qu'un semblable anneau demi-circulaire, dont l'épaisseur égale la moitié du rayon intérieur, ne peut être détruit par rotation des voussoirs par aucun poids vertical, si considérable qu'il soit, pourvu que les culées aient une résistance suffisante.
On peut rapprocher de ce résultat cet autre résultat connu, d'après lequel l'épaisseur d'une voûte en plein cintre non chargée doit être au moins \ ou 0,114 de son rayon intérieur pour la
stabilité contre la rotation.
Enfin, il ne sera pas déplacé défaire remarquer la complète différence d'action d'une partie de voûte telle • pî«- »i. queABDG(fig. 91), suivant qu'elle forme une partie, par exemple une moitié d'une voûte plus grande , ou qu'elle s'appuie contre deux surfaces fixes à ses deux extrémités AB, CD. Dans le premier cas, ABDG étant demi-voûte, la pression en CD est toujours horizontale, et la vraie courbe des pressions, comme DNI, ne traverse qu'une fois l'épaisseur de la voûte. Dans le second cas, où CD est une surface incompressible comme AB, la pression en CD n'est pas ordinairement horizontale. La vraie courbe des pressions, comme CM'NT, traverse deux fois l'épaisseur de la voûte, et la poussée horizontale est moindre que dans
le premier cas : en effet, la courbe DNI, qui est dans les deux cas une courbe possible et qui n'est la véritable que dans le premier cas, se trouve entre la courbe CM 'NT et la droite qui joint les points d'intersection des deux courbes.
§ 54. Équilibre de rotation pour des charges verticales et horizontales.
S'il se joint des forces horizontales aux charges verticales considérées jusqu'ici, cela n'aura pas d'influence grave sur les propriétés ci-dessus énoncées de Fîg. 92.
la courbe des pressions, au moins dans tous les cas pratiques.
Conservons pour ce zas les notations du paragraphe 50 ; 'nommons en outre (fig. 92) :
la composante hori2ontale de la pression S agissant à la clef;
QS (ï\ Q"^ les composantes horizontales respectives des pressions aux points I, E, L;
T,, T, T,, les forces horizontales agissant respectivement sur les voaflsoits fictifs CI, CK, CL, et ^,, ^„ /„ les distances de ces forces iMpéctives à l'horizontale ACB. Posons enfin, pour abréger :
.,-J^,a les relations :
' V P'-P = P. (2) «.P. + y,P + cX = *.0 (6)
Si le troisième point L de la courbe des pressions est au joint du sommet C, la valeur de q est donnée aussi, et
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On tire alors, pour les composantes P et Q de la pression S, d équations (S) et (6) :
p = ^«(^i^ + giTi) -àj (a,P»H-r,T,) .gx
«A— Ml ^
Si L n'est pas à la clef, on obtient :
M»-Mi ^ ^
On a toujours, pour les composantes des pressions en I et K :
Cîonnaissant la pression à la clef, on construira la courbe des pressions à partir de la def de chaque cAté, en procédant comme au cas précédent.
§ 55. Exemple d'une voûte de pont du chemin de fer de Berg et Mark.
Nous avons déjà choisi cette voûte pour exemple, aux paragraphes 29 et 35, mais en supposant toujours une charge symétrique, comme cela a lieu après Fachi^vement du remblai établi sur le pont. Nous admettrons ici, au contraire, que ce remblai (fig. XVII à la fin du volume) ait atteint du côté A la hauteur totale de 25", 12 en couche continue, que la couche de Tautro côté B n'atteigne que la hauteur de lâ^^'îfi, de sorte que la charge existant sur la voûte forme une figure dyss) métrique limitée par la ligne inclinée AB.
La voûte est en plein cintre, de M", 30 douverture et deO",94 dVpaisseur. r.hacun des deux demi-arcs est partagé, ainsi que la
chaige correspondante, à partir du sommet, en huit parties, dont les six premières ont une largeur de O^jOi, les deux dernières une largeur de O^ji? ; les tableaux nécessaires pour le calcul s'établissent ainsi :
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Nous allons détailler le calcul d*une courbe des pressions pa par les points intérieurs des deux naissances et par le somm<
clef. Les nombres nécessaires pour la détermination des deux mposantes P et Q de la pression S sont les suivants :
9. =5,65; fc,=6,59; a.=flr,—p,=5,()5 -3,57=2,08; 6.=/i,— ^=6,59. g,r=5,65; fi.=6,59; ûf,=pf.—p,=5,65— 3,29=2,36 ; 6,=/».-g=6,59. dt=gr^t=^,^o ; tf,=/»,— ft,=6,59— 0=6,59.
i/,==5f,— (jf,=o,65 ; f,=/i,— /»,=6,59— 0=6,59.
c,=/i,-.(, =6.59— 3,34=3,25. ' i/,=(jf,+gf,=li,30 ; f,=/»4— /i,=6,59— 6,59= 0.
P.=162,63; l^-ni 19,68; T,=59,27; T,=38,25.
D'où Ton tire :
p _ &> (aiPi+CiT«) - fe« iaiVi-^c^Tj)
6,59 (2 08 XI 02.634-3.08 X 59.27) >6,59 (2.56x119.68+5 25x38.25) ^
6,59xil,30 *"'^-
En composant ces deux forces P=CE et Q=CD, on obtient la lirection FGG de la pression S qui s'exerce au joint du sommet, et a grandeur GF de cette force. On construit ensuite la courbe HGI * îomme on Ta vu aux paragraphes précédents.
La ligne HGI n'est pas la vraie courbe des pressions, car elle ne lemeure dans l'épaisseur de la voûte que dans sa partie supérieure, ît en sort dans le bas. Son écart maximum a lieu, pour le demiirc de gauche , à l'intérieur du septième joint et à l'extérieur du [iremier, et, pour le demi-arc de droite, à l'intérieur du sixième joint. On doit donc faire un nouveau calcul pour ces trois points, lu moyen des équations (10), (11), (12) du paragraphe précédent. Les coordonnées des trois points et les autres quantités à consiiérer sont :
D'où :
a,=sf,— p,=5,28— 3,29= 1,99 ; é»,=li,—fi5=3,7I— 0,09=3,62.
fl,=Sf.-p.=4,90-2,79=: 2,1 1 ; <?.=A,^;i,=4,55— 0,09=4,46.
fl,=flf,— p,=0,94— 0,47= 0,47; f,=ft,^/i,=4,55- 3,71 =0,84.
<ii=flft-+-g5=4,90+0,94= 5.84 ; c,=/i.— (, =4,55-2,45=2,30.
rf«=^i-Sf«=5»28— 0,94= 4,34 ; c,=fc,—/, =3,71—1 ,62=2,09.
d,=flf«+Sf,=5,28-H,90=l0,18 ; C3=ft,-/,=0,09-0,05=0,04.
et ensuite :
3,6g (1,99 X 147,84-4-2,50 X 35,81)- 4,46 (2,11 X 101,28-*-2,09 xl8 ,51)
Q _ di (oiPi -t- CjTi) -f-rfî (qîPj 4- c>T,) - Ifs («sP» -Ka Tsl
_^^ Kg 1,99 X 147,844-2,80 X 35,81 —5,28 X 5,4 _ a qli
En composant ces grandeurs P = CE' et == CD, on obtient la grandeur de la force S = CF' et sa direction F'C'G'. La courbe des pressions H'C'K' ainsi construite demeure, dans toute son étendue, dans l'épaisseur de la voûte et doit être ainsi considérée comme la véritable.
Si l'on veut cependant tenir compte de ce fait, que la voûte doit' supporter une charge considérable, et qu'ainsi la vraie courbe des pressions ne peut être tangente aux courbes-contours et doit rentrer plus ou moins dans l'épaisseur, eu égard à la résistance des voussoirs, on conçoit facilement qu'en employant des matériaux peu résistants la courbe des pressions sorte de la voûte plutôt à droite qu'à gauche, en sorte que la voûte ne présente plus la stabilité requise : c'est ce qui est arrivé effectivement lors de l'exécution du
remblai sur le pont qui nous sert d'exemple, dans les conditions d'avancement delà charge d(^crites ci-dessus.
SECTION B
ÉOl^ILIBRE DR GLISSF.MF.NT.
§ &6. Vérification de la stabilité d'un arc par rapport
au glissement.
I^a courbe des pressions correspondant au minimum de la poussée ^ ^të déterminée an point de vue exclusif de la rotation ; si les an- ?l^s faits par les résultantes des pressions sur les joints avec les P^^ns de joints sont partout inférieurs à Tangle y du frottement qui ^^tTespond à la matière des voussoirs, il n'y a aucun danger de ^^struction de la voûte par glissement de certains voussoirs suivant l^s plans de joints, et la courbe dont il s'agit représente bien en téalité la courbe existante deè pressions. 9i , au contraire , parmi ces angles, quelques-uns dépassent l'angle du frottement, la courbe déterminée au point de vue exclusif de la rotation des voussoirs autour de leurs arêtes, et donnant à ce point de vue le minimum dé la poussée, ne saurait être la véritable. La poussée vraie sera nécessairement plus grande que le mininàum obtenu pour la rotation, et la question est de savoir si , dans le nombre infini des courbes des pressions encore possibles, c'est-à-dire qui demeurent tout entières dans l'épaisseur de la voûte, et qui donnent une poussée horizontale plus grande, il y en a une ou plusieurs qui remplissent la condition indispensable que les angles des pressions sur les joints ne dépassent pas l'angle du frottement. S'il existe des courbes satisfaisant à cette condition, la voûte est stable, et la vraie courbe est celle qui satisfait avec la moindre poussée à la condition précédente. En général, il y a une infinité de ces courbes qui donnent une seule et même poussée horizontale, et l'on ne peut déterminer laquelle est la vraie courbe des pressions.
Lorsque la courbe déterminée au point de vue de la rotation ne peut convenir, la recherche exacte des conditions d'équilibre , eu égard au glissement, est plus difficile pour un arc dyssymétrique (jue^
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pour un arc composé de deux moitiés égales concourantes; daosl^ premier, en effet, les changements possibles delà résistance delà culée ne se rapportent pas seulement, comme dans le second, mx changements du point d'application et de la composante horizontale de chaque réaction de culée, mais encore aux changements possibles de la composante verticale de la réaction.
Cependant, si la dimension des joints de culée est faible par rapport à l'ouverture de Tare, et si la ligne qui réunit les milieux des joints de culée est peu inclinée sur l'horizon, ce qui est le cas général, les variations des composantes verticales ne pourront être considérables, et Ton peut les négliger. Dans cette hypothèse, on n'a plus à faire varier que la grandeur et le point d'application de la poussée ; il en résulte que toutes ces courbes ont leur point le plus haut en un seul et même joint, où la pression est horizontale et égale à la poussée; on peut ainsi, en partant de ce joint, construire de chaque côté, de proche en proche, la courbe des pressions par les principes connus, qu'on a déjà indiqués pour l'équilibre de glissement dans les arcs à moitiés symétriques.
On reconnaît alors les faits suivants :
Quand la courbe qui répond au minimum de la poussée, au point de vue de la rotation, introduit en quelque point une pression d'après laquelle il se produirait un glissement d'un voussoir sur cdiii immédiatement inférieur, de dedans en dehors^ la voûte ne peut rester en équilibre.
Quand, en un ou plusieurs points, une pierre doit glisser sur l'inférieure de dehors en dedans, l'équilibre est possible, pourvu que la poussée horizontale nécessaire pour empêcher le glissement, c'est-à-dire pour ramener les directions des pressions dans les limites de l'angle du frottement, ne dépasse pas le maximum compatible avec l'équilibre de dotation, et pourvu que cette poussée n'ait pas pour effet de chasser de dedans en dehors d'autres voussoirs. L'équilibre ainsi obtenu, quand il est possible, correspond à un nombre infini de courbes de pressioil qui répondent bien à la même valeur de la poussée, mais qui diffèrent par leurs extrémités et par l'ensemble de leur figure.
Dans la pratique, la considération de l'équilibre de glissement a peu d'importance, parce que les matériaux ordinaires sont assez rugueux pour écarter tout danger de destruction par glissement. Le moyen le plus simple et le plus efficace de s'opposer à une sera-
blable destruction, quand Téquilibre de rotation est d'ailleurs assuré, mais que l'angle des pressions sur les normales fiux joints dépasse en certains points Tangle du frottement, consiste à changer convenablement la direction des joints : il faut toutefois que ce changement ne soit pas tel, qu'il en résulte une notable altération de la courbé des pressions qui répond au minimum de poussée au point de vue de la rotation.
DES CINTRES
§ 57, Principes de la théorie des voûtes d'arête.
La théorie des voûtes d'arôte découle des mêmes principes qui servent de base aux voûtes en berceau considérées jusqu'ici. Nous nous dispenserons d'étudier complètement cette théorie, nous restreignant aux principes les plus utiles en pratique.
Divisons chacune des *'»« *3-
deux calottes, avec sa charge entre les arêtiers saillants, eq arcs élémentaires qui s'appuient par leurs extrémités contre ces arêtiers. On peut facilement éprouver , d'après ce qui précède, la stabilité d'un semblable élément de voûte, et évaluer la pression qu'il exerce sur l'arêtier.
Celui-ci supporte une semblable pression de chaque côté; on prend la résultante de ces deux pressions, qui sera généralement o bliq ue jci pourra être décomposée en forces verticale et horizontale^
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Km. y\.
Toutes CCS composantes, auxquelles se joignent les poids des voussoii^ (le Tarôtier, forment un système de charges horizontale»
et verticales, qui peuvent ôtre employées pour l'évaluation de la stabilité de Tarôtier, suivant la méthode déjà exposée dans le présent chapitre.
En pratique, on procédera comme il suit.
En adoptant des notations analogues à celles du paragraphe 22, appelons:
r Pour Tarêtier (AB du plan, fig. 93; GHde l'élévation, lig. îit),
a la demi-ouverture, h la hauteur intérieure de l'ari-., c l'épaisseur verticale à la clef,
C la section de l'arc à la clef en mètres carrés (cette figure est, en général, non un rectangle, mais un polygone), Q la poussée horizontale à la clef, ^ la poussée moyenne par mètre carnS,
P le poids du quart de la voûte d'i^rôtq aveq sa charge (AECF du plan),
M le moment de ce poids par rappqrt à la naissance G de l'intrados dq l'arêtier, T la résultante de toutes les forces hol'izontales quç les deux calottes ( ADC^ Aie du plan) exercent contre le deraiarôtier AG, ou la résiultanto des poussées de ces calottes,
N le moment de cette force par rapport j au point G, »
€ l'épaisseur de la culée, mesurée en G, /■ la hauteur de la culée, y compris les fondements, mesurée audessous de la naissance,
r/ la hauteur totale de hi culée,
Fia. 95.
k répaîsseur de la culée normalement au plan de Tarêtier,
n le coefficient de stabilité de la culée;
2* Pour la calotte dans sa plus grande ouverture (AD du plan ,
. 93; G'H'de l'élévation, fîg. 95),
a' = ^ la demi-ouverture,
5' la hauteur intérieure de Tare (ordinairement égale à «'),
?' l'épaisseur de la voûte,
h' la hauteur de la charge de la voûte d'arête au-dessus de la
f, considérée comme arasée horizontalement, et réduite au .poids
icifique desvoussoirs de la calotte,
y la poussée horizontale.au sommet pour le bandeau G 'H' de la
otte, pris avec une largeur déterminée,
?' le poids du demi-arc G 'H' avec sa charge,
tf ' le moment de ce poids par rapport au point G'.
)n a, pour ce bandeau extérieur :
M' = ^VÇ(c.'+A')-Ç (ô'-hc'-f-ZO; (2)
)n peut évaluer, si c'est nécessaire, l'épaisseur c' de la calotte au nt de vue de la résistance des matériaux, comme on l'a vu au paraphe 22. Cette épaisseur, calculée pour la plus grande ouverture , suffit évidemment aussi pour tout autre élément de la calotte ju'en G.
Vnir un autre bandeau élémentaire quelconque, parallèle à ÂD, gaé du centre C de la voûte d'une quantité x' dans la direction \iSpx peut poser approximativement, en changeant dans {\) a' t^èti'en— ^, et admettant que Q' conserve sensiblement la 3|^t valeur :
: F'=^'+(c'+Av+c'(ç:+c'+//) (4)
!n ce qui concerne l'arêtier, les poids verticaux que les deux ittes ADC, Aie transmettent au demi-arêtier AC, poids repré-_
sentes par Téquation (4), donnent par leur somme le pwds du |_ quart de voûte d'arête AEGF, Ce poids r '
P=2Ç? + a'»(c' + A') + aV[ô'+2(c' + A')]- (6)
Le moment par rapport au point (A, G) de ce poids est l'intégrale, entre les limites a?'=0 et a?'=«', des moments (les poids des bandeaux élémentaires d'épaisseur dx'. Or deuîç bandeaux élémentaires concourant sijr l'arêtier ont ensemble un poi^s 2P"<fe', dont
le moment est 2 a (1 — ^) ¥'dx' : d'où le moment total
Quant à la pression horizontale des calottes contre l'arêtier, les deux pressions Q''=Q', provenant des deux calottes concourantes, se réunissent en une seule Q' k^, agissant dans la direction GA. Si l'on admet que ces forces soient uniformément distribuées sur la droite GH, on aura pour leur somme
T=«Q'=j^^. [«^+'Ç(c' + A')-Ç(*'+C+A')], (B) et pour leur moments par rapport au point G,
Par rapport à l'extrémité extérieure de la base de la culée, le moment de la force horizontale T,
/T + N=,-r^ (/+ 1) [g+f (c+AO-^V+c^+AOl-ClO)
La poussée Q de l'arêtier est donnée par (6 + c) Q=M — N, d'où
Les équations (7) et (9) permettent ainsi de- calculer Q. - doifoei ensuite la pression par mètre carré au joint de la clef.
Pour calculer, dans un cas particulier, la hauteur verticale c de la section C de l'arêtier et cette section elle-même, on prendra, d'après les analogies delà pratique, deux valeurs approximatives de
cet G, et on calculera, par l'équation (11), Q et ?. On cherchera
ensuite dans la table du paragraphe 22, à la colonne de la poussée, la valeur de Q , et on vérifiera si la valeur de la poussée par mètre
carré, ^, concorde avec celle portée à la quatrième colonne. S'il
n'en est pas ainsi, on corrigera les valeurs de c et G, et on verra fecîlementdans quel sens il faut les faire varier.
Si la voûte n'a pas d'arêtiers distincts, comme il arrive dans les voûtes communes en briques, il n'y a naturellement plus à s'occuper de ces pièces, et ce qui précède est sans application. Mais cette circonstance ne modifie pas ce que .nous allons dire maintenant sur les épaisseurs de culée.
Exemple. On veut couvrir^ au moyen d'une voûte d'arête, un espace libre carré de 7", 54 de côté, ayant à ses quatre angles despi- Fig. 96. liers de 2" ,20 de hauteur. La voûte doit
être à arêtiers saillants et calottes demi-circulaires, et porter une charge de 1"*,26 sur la clef : trouver les dimensions de i'àrôtier et des piliers.
Les nombres à employer ici sont :
a=5»,34;i=3,77;fl'= 6'= 3,77; A' = 1 ,26 et e'î=: 0,47 , d'après le paragraphe 22 . Supposons, en outre, que la hauteur c de la section de Tarêtier soit égale à 0",94 sur toute son étendue, et sa largeur à 0", 71, en sorte que la section de l'arêtier G est (fig. 96)
0,71 X 0,94 — (0,47 X 0,16 4-0,105 X 0,105) = 0'nq,58. Les équations (1), (2), (3) donnent :
Les équations (6), (7), (8), (9) et (11) donnent ensuite : P=159; M = 280; T=65;N = 122; = 33,9.
Ainsi la pression par mètre carré à la clef est :
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la table du paragraphe 22 donne en regard de cette pression une épaisseur de 0",98. Cette épaisseur diffère peu de celle que nous nous sommes donnée ; on peut donc conserver la première sans correction.
On obtient Tépaisseur e de la culée de Tarétier d'une voûte d'arête par réquation approximative des moments :
n(/-h4 + c)0=i^V^--heP-hM-(/T+N).
D'où il suit
^ = -~;-P-h [/2(/k [n {f'^b-hc) Q-^/T+N-MJ+q. (13)
Les quantités P, Q, M et /T-
Kig. »7.
• N ont là les valeurs tirées de (6), (H), (7), (10). Il sera convenable de ne pas donner au coefficient de stabilité n une valeur plus petite que 3 ; en effet, ces culées, qui êOûX génénkment» des piliers Hbres, sans butée, reçoivent ]a poussée réunie de toutes les parties de la voûte.
Exemple. Dans l'exemple actuel, la hauteur / du pilier est, en y comprenant la fondation, de 2"* ,20, et sa hauteur totale g est de 8'",16; ^épaisse^r /c, dans la direction normale au plan de l'arêtier, égale la largeur de l'arêtier, soit O",?!. En faisant le coefficient n= 3, l'équation (13) donne e=3™,58. Pour une largeur de piliers A:=l"*,26, 1"*,88, 2'",51, on aurait pour e respectivement 3,29 ; 2,98 ; 2,73.
Si, comme cela a lieu généralement, les culées ont la position (fig. 97) parallèle aux têtes de la voûte et une base carrée de côté e, on doit substituer dans l'équation (12), comme moment de la culée,
J^ ,3.e'y =0,707. e'y au lieu de^ e^f/k^ et dans le second membre
V'â. e = 1,414. e au lieu de e. On obtient ainsi Féquation du troisième degré
n(/*+ô+c)Q=0,707.yc' 4-1,414. eP-h M— (/T + N) (14).
Dans ce cas, on couvre ordinairement Tespace cornpris entre deux rtf culées consécutives par des voûtes en berceau de 2a' d'ouverture et " ^'de hauteur, qui encadrent la voûte d'arête. : Les quantités eP', eM', eQ' représentent le poids et le moment d'une de ces demi-voûtes et sa poussée contre le côté correspondant de la culée. Ces deux forces eQ', perpendiculaires Tune à l'autre, ont "ne résultante eQ' V2. On doit ajouter au premier membre de l'équation (14) le moment de cette résultante multipliée par w, par rapport au point inférieur 4e la culée, soit 1,414. n (/-f- A' -h^') ^Q'-
Les deux forces eP' se composent en une seule, 2eP', dont le bras de levier est
et le moment :
JL^>^\^'^y2. (?^jP'=2,121. 6>*F+ 1,414. e'SW
On doit ajouter ces deux termes au deuxième membre de l'équation (14).
Cette équation, ainsi complétée, devient :
w (/--h 6 +c) + 1,414. n{f'\-b' + c')eQ' .-=0,707, yé?' + l,414,eP-hM4-2,121. e'P'-t- 1,414. eM'
dans laquelle P, 0, M, (/T+ N), F, Q', M', ont les valeurs (6), (11), (7) (10), (1), (3), (2), Cette équation peut aussi se mettre sous lu forme :
ye' + 3PV+2[P-f-M' — «(/+6' + cOQ']e -1,414. [A^(/-h6-hc)Q+(/'^ + N)-M] = 0. (16)
Pour éviter la résolution exacte de cette équation du troisième
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degré, on peut employer la règle de fausse i)osition. Soient e„ e^ deux\aleurs approchées de e et F^jF^les valeurs correspondantes du premier membre de Téquation (16), lequel devrait être nul si la valeur de e était exacte ; supposons que F, soit plus près de zéro que F,, c'est-à-dire que sa valeur absolue soit moindre que celle de F„ en sorte que e^ est une valeur plus approchée que e,. Alors l'expression
est une valeur plus approchée de e que ne Test e,.
Si Ton veut (me plus grande approximation, on recommence le calcul avec les deux valeurs approchées e„ e^, qui donnent F,, F» ; d'où la nouvelle approximation :
Exemple. Appliquons ces formules au cas ci-dessus et substituons les valeurs calculées plus haut dans l'équation (14) ; prenons le coefficient w = 3 : on doit avoir
d'où e =:2'°,19, dans le cî^s où les esp?^ces entre les culées ne sont pas recouverts.
Si ces espaces sont recouverts, ou aura recours à l'équation (10), qui devient
e» + 5,08. e* — 1,22.6-36,9 = 0, d'où éf=2",31.
Si dans l'équation (15) on supprime d'un côté n (/+ 6+c)0» de l'autre les termes 1,414, eP, M et — (/T -hN), on obtient 4,414. n (/4-6'H-c')Q' = 0,707. ye'+2,121. eP' + l,4l4. M', équation qui convient à la détermination des culées des quatre berceaux qui relient les piliers, en ne tenant pas compte de la voûte d'arête, et qui donne e = 1"* ,98,
La culée d'un simple berceau décrit avec une ouverture de 7"',34, comme ces voûtes d'encadrement, exigerait, pour travailler sous le
coefficient de stabilité n==3, une épaisseur de 2", 42, d'après le paragraphe 23.
Mnsi quand on adopte le coefficient de stabilité «=3, une voûte d'arête ne donne pas lieu h des culées plus épaisses que le simple berceau. Il n'en est pas de même quand on considère la limite de Véquilibre (n = l) : dans ce cas, notre voûte d'arête sans encadrement exige (éqii. 14) e 5=0" ,91 ; la voûte d'arête avec encadrement (16) e = 0'",78; l'encadrement sans la voûte d'arête (17) e=0" ,38 ; enfin un simple berceau e = 0" ,52 .
En comparant ces diverses valeurs de e, il peut paraître étonnant que, dans tous les cas, l'épaisseur de culée d'un pilier isolé, sur lequel agissent à angle droit deux berceaux d'encadrement, soit inférieure à l'épaisseur de culée qu'exigerait un simple berceau, ou l'un de ces berceaux d'encadrement, s'il agissait seul. La raison en est que, dans le premier cas, la composition des forces en diagonales induit à multiplier le moment de résistante de la culéè par 1.^2 = 1 ,414, le moment des poussées horizontales nuisibles par le même ^efficient, maïs en même temps le moment des forces verticales
Utiles par le coefficient plus grand -, - =2,121 .
Pour l'équilibre limite, nous avons trouvé que notre voûte d'arête avec encadrement exige une épaisseur e=0,78, et le berceau simple de même ouvertures = 0,52. Ainsi, pour l'équilibre limite, la culée de la voûte d'arête a une fois et demie l'épaisseur de la culée du berceau. Ce résultat (qui, comme nous l'avons vu, se modifie pour d'autres valeurs du coefficient de stabilité) trouve une remarquable confirmation dans les expéftences pratiques faites sur des modèles par ïU>ndelet, et rapportées par cet aut€itir dans VArt de bâtir (liv. IX, sect. VI, chap. n). On y lit, en effet,'que, pour l'équilibre limite et sous la même ouverture, les épaisseurs des culées des coupoles, des arcs de cloître, des berceaux et des voûtes d'arête sont entre elles, approximativement, comme les nombres 1, 3, 4 et 6.
§ 58. Principes de la théorie des arcs de cloître.
Dans un arc de cloître ABCD (fig. 98), la plus grande poussée répond à la section de la calotte, normale aux génératrices j et passant
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par Thorizontale FE. On calculera par conséquent l'épaisseur des calottes par les règles qui déterminent celle de l'arc FE, considéré comme partie d'un berceau simple.
Si les arêtes AC, BD sont dessinées par des arceaux d'encadrement, ce qui n'a pas lieu ordinairement, ces arceaux n'exigeront pas plus d'épaisseur que s'ils travaillaient sous leur poids et leur charge propre ; caria pression des calottes se transmet dans le massif même jusqu'aux culées, de telle sorte que les arêtiers n'en soient nullement affectés.
En ce qui concerne les culées, on réalisera le plus d'économie pos- Fig. 9«. sible en déterminant à chaque
point F, F' l'épaisseur FH, F'H', qui correspond aux poussées des arcs FE, F'E', qui s'y appuient directement. Les épaisseurs de ces arcs FE, F'E' eux-mêmes se déterminent par les règles connues.
Ce mode d'opérer conduit à une ligne courbe AHB pour la limite postérieure de la culée. Si l'on ne veut pas accepter cette forme dans l'application, il faudra composer ensemble toutes les pressions des bandeaux élémentaires de la demi-calotte AFE et cafculer l'épaisseur d'une culée à base rectangle, de longueur AF, résistante ces forces, dont les moments se calculent facilement. Soit en effet :
a la demi-ouverture FE du bandeau du milieu, b sa hauteur intérieure ou sa flèche, c son épaisseur en E, h sa charge en E,
P le poids de la denïi-calotte AFE,
M le moment de ce poids par rapport à l'arête AB iïes naissance«^, Q la poussée horizontale de la demi-calotte, q la hauteur de cette poussée au-dessus des naissances, e l'épaisseur de la culée,
/la hauteur de la culée au-dessous des naissances, (/ la hauteur totale de la culée, charge comprise, k la longueur AF de la demi-culée, H le coefficient de stabilité.
On a (§ 23) :
d'où
-- P -4- y^'^flk [n [[-+• g) Q - ftl] + pi
Si les culées ne sont pas contre-butées, on donnera au coefficient dp stabilité la valeur 3.
Dans l'application, on pourra se contenter du mode abrégé que voici. Soit e' = FH l'épaisseur de culée calculée d'après le paragraphe 23 pour Tare FEG considéré comme berceau simple. Considérons ensuite Tare HA comme une parabole qui a son sommet au point U, et transformons la figure FHÂ en un rectangle de même stabilité par rapport à Tarête FA. Prenant FA pour axe des x, FH pour axe des y, l'équation de la parabole est
Le moment d'une bande élémentaire F'H' est
et par conséquent le moment de la figure FHA est
2 lo
€ étant l'épaisseur du rectangle de même stabilité et -5- son
moment, on doit avoir
d'où e== 0,7303. e
ou sensiblement : e = ^e (3)
D'où il suit que la culée rectangulaire d'un arc de cloître doit être les trois quarts de celle d'un berceau simple de section droite FG : ce résultat confirme les expériences de Rondelet déjà citées au para-
graphe qui précède, et d'après lesquelles les épaisseurs de culée des coupoles, des arcs de cloître, des berceaux et des \oûtes d'arête sont, à ouverture égale, comme les nombres 1, 3, 4, 6.
§ 59. Principes de la théorie des coupoles.
Les auteurs qui ont traité la question des coupoles (Navier: Résumé des leçons sur t application de la mécanique , part. I, n" 349; Rondelet : Art de bâtir ^ liv. IX, sect. vi, chap. 2, etc.) ont comi. jg. 99 munément divisé la coupole
en fuseaux élémentaires limités par des plans méridiens et concourant au sommet, et appliquent ensuite à ces fuseaux les mêmes principes qu'aux berceaux à charges verticales et poussées horizontales. Or ce point de départ est tout à fait erroné. Il ne fait pas connaître l'influence des forces qui agissent sur une voûte de cette nature et il implique cette condition, impossible à remplir, que les matériaux supportent au sommet une pous- Ki. ,00 sée finie sur une arête infiniment
mince, soit une poussée infinie sur une surface finie.
Il faut au contraire diviser la coupole ABC (fig. 99) en segments concentriques DE, formés chacun d'une couronne de voussoirs reposant sur une base inclinée suivant un cône de révolution. Il faut tout d'abord examiner les conditions d'équilibre d'une semblable couronne, laquelle peut d'ailleurs former la partie supérieure d'une coupole ouverte par le haut. Il se développe dans ces couronnes des pressions horizontales /?, /?, dirigées normalement aux joints de la couronne, et plus intenses dans les couronnes supérieures que dans les inférieures.
Si Ton vient ensuite à considérer le fuseau CF limité par 4es méridiens, il faudra composer deux forces /?, p en une seule force horizontale t agissant du dedans au dehors (fig. 100)^
C'est ce système de forces horizontales, réuni aux poids et aux charges du fuseau méridien, qui conduit à la théorie spéciale des coupoles, théorie que nous allons traiter .dans les limites des besoins de la pratique.
Le cas général est celui de la coupole ouverte, oîi le fuseau FC s'arrête parle haut," non au joint vertical, mais à un joint oblique G. Ilfaut, dans tous les cas, que la poussée horizontale au joint supérieur soit nulle. Cela est évident pour une coupole ouverte ; pour la coupole fermée, qui n'en est qu'un cas particulier, cela résulte de ce que la surface du joint au sommet se réduit à une ligne qui ne saurait supporter une pression finie. Remarquons derechef l'absurdité des théories qui supposent l'existence au joint du sommet G, commue à la clef des berceaux, d'une poussée horizontale qui doit tenir en équilibre le massif DG.
On déterminera les forces qui sollicitent les autres joints de la manière suivante : soit ABCD (fig. 101) un fuseau méridien. La poussée horizontale au joint supé- Fig. loi.
rieur BG est nulle. Soit BiGi le second joint, Pj le poids du voussoir BGGjBj, agissant au centre de gravité de ce voussoir, chargé comprise ; l'équilibre du voussoir exige que la direction de P^ rencontre le joint Bj Gj et fasse avec la normale El Fi à cfe joint un angle au plus égal à l'angle du frottement. Si l'une ou l'autre de ces conditions n'est pas remplie, il s'établit dans la couronne dont fait partie le voussoir considéré une tension horizontale, et la résultante Q, des tensions qui s'exercent des deux côtés sur le voussoir doit être telle que, composée avec le poids Pi, elle donne lieu à une nouvelle résultante Si qui remplisse les deux conditions ci-dessus. Si, en faisant croître progressivement 0, Ton arrive au point inférieur B, du joint Bi G, avant d'atteindre
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Tangle du frottement, on déterminera Q, de telle sorte que TaDgle S,E,F, soit égal à Fangle du frottement. Dans le cas contraire, où Ton atteint Tangle du frottement avant de rencontrer le point inférieur du joint, on déterminera Oi de manière que la résultantes, passe par l'arête inférieure Bj.
Soit B.C, le troisième joint, B,CiC,B, le deuxième voussoir, P, le poids de cette pierre avec sa charge, et R, la résultante de P, et S, ; la résultante R, doit satisfaire aux deux conditions ci-dessus sur le joint BjCj. S'il n'en est pas ainsi, il s'établit dans la deuxième couronne une tension horizontale, et la résultante Q, de ces pressions sur les deux faces du voussoir doit être déterminée de telle sorte que la résultante S, de P, et Q, remplisse les conditions dont il s'agit.
Les forces complémentaires Qj, Q,... doivent, d'après le principe de la moindre résistance, n'être pas plus grandes qu'il n'est nécessaire pour l'équilibre ; on doit donc les prendre minimums, et pour cela les considérer comme passant par les points supérieurs des joints, G, Cl, Cj...
En continuant la même opération, on arrivera enfin, pour les coupoles de profil usuel, à un joint GH, sur lequel il n'est plus nécessaire de supposer une tension horizontale de la couronne qu'il supporte, ni par conséquent une force telle que Oi, 0,-Ce même fait se reproduira à plus forte raison pour tous les joints inférieurs à GH ; pour ces joints il pourra arriver au contraire que la résultante S sorte de l'épaisseur du joint vers l'extrados, ou s'incline sur la normale, au-dessous d'elle, d'une quantité plus grande que l'angle du frottement : dans ces deux cas la coupole est instable et se détruira soit par rotation ou par glissement.
Si Ton compose toutes les forces horizontales Q^, 0,... jusqu'au joint GH, leur somme est la poussée horizontale qu'exerce le fuseau méridien sur la culée, et le moment de cette force îbumit l'un des membres de l'équation des moments d'où l'on déduit l'épaisseur de laçulée.
Le joint GH, auquel répond la plus grande poussée horizontale, porte aussi dans la coupole le nom Ae joint de ruptttre; c'est en effet à l'arête intérieure G de ce joint que la courbe des pressions vient rencontrer le contour de la voûte dans le cas d'instabilité par rapport à la rotation ; et, dans le cas d'instabilité par rapport au glissement, c'est sur ce joint que la pression S fait avec la normale l'angle du frottement.
La pression horizontale telle que Qi, 0,..., qui agit sur un voussoir élémentaire d'angle ^ infiniment petit, est proportionnelle à ^ et peut ainsi être mise sous la forme Oi = 9, ^, Q,=y, +••• Or décomposons cette force, qui est dirigée suivant le rayon du parallèle, en deux forces horizontales, normales respectivement aux deux parois du fuseau méridien. Chacune de ces deux composantes sera égale, comme on le voit inimédiatement sur la figure, à
OU, comme ^ est infiniment petit, égale -^ ou y,. Ainsi 9^ = ^,'
ç',= ~... sont les pressions horizontales réciproques des voussoirs-
dans une même couronne soumise à la poussée centrifuge Q,, ou 0,..- Soit 6 l'épaisseur, mesurée au cercle de naissance dont le
rayon est û, du fuseau auquel se rapporte la poussée Qi , Q,. . : ^p ===- •
Les pressions réciproques dans Une même couronne soTit donc
oQx
aQi
respectivement q^ '•
On peut, dans la pratique, déduire l'épaisseur de la voûte de la pression normale qu'exerce la coupole sur sa base AD. La table du paragraphe 22 donnera dans '^'r- «o^-
sa troisième, colonne la fraction de cette pression qui peut agir sur la base d'un fuseau d'un mètre de largeur sur le cercle des naissances ; en d'autres termes, on aura le nombre de mètres carrés 'de base nécessaire pour supporter la pression normale sur la base, en ayant soin de ne pas dépasser la pression par mètre carré que donne la cinquième colonne de la même table.
Proposons-nous maintenant de déterminer, avec une approximation suffisante pour la pratique, les forces et dimensions nécessaires. Soit (fig. 102) : a la demi-ouverture de la coupole,
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b la hauteur intérieure de la coupole supposée fermée (ordinairement b=a)y
a Tangle du joint supérieur avec la verticale (si la coupole est fermée, a = 0),
jS Tangle du joint inférieur avec la verticale (si la coupole est hémisphérique, fi= 90 degrés),
a' le rayon du cercle intérieur de l'ouverture au sommet de la coupole,
b' la distance verticale de ce cercle au sommet de Tintrados supposé fermé,
c répaisswir de la voûte,
h la hauteur de la charge qui surmonte le sommet de la voûte, réduite au poids spécifique des voussoirs,
A', h!\ A"' les hauteurs de cette charge au-dessus du joint supérieur et du joint de naissance , mesurées conmie l'indique la figure,
ç Tangle du joint de rupture avec la verticale,
Q la poussée horizontale pour un fuseau d'un mètre d'épaisseur, prise perpendiculairement au plan de la figure,' sur le cercle de naissance,
N le moment de Q par rapport à la naissance,
P le poids de ce fuseau,
M le moment de P par rapport à la naissance,
e l'épaisseur de la culée, mesurée à partir de l'intrados,
/la hauteur de. la culée et de sa fondation au-dessous delà naissance,
g la hauteur totale de la culée,
n le eoefficient de stabilité.
Le poids de la coupole pleine est, en considérant la courbe d'intrados conmie uneparabole, tta* {à"+^h'"—^ b). Pour lorifice supérieur, qui sera toujours petit, on peut retrancher na'^ (Ah- c). En divisant le résultat par 27tez, on aura le poids du fuseau élémentairje ci-dessus défini :
Le moment de P s'obtient ainsi. A une distance horizontale x
du sommet, le massif de la voûte avec sa charge a une hauteur verticale égale à
L'épaisseur du fuseau au même point est^, en sorte que le moment d'un élément du fuseau est
En intégrant depuis a;=0 jusqu'à j:=û, et retranchant le moment du segment enlevé à Torifice supérieur, soit sensiblement
-y^. ^, on a le moment de P par rapport au sommet. On en déduira le moment par rapport à la naissance en retranchant le nombre précédent de àP. Ainsi
Cette formule s'éloigne plus de la vérité que la formule approchée analogue pour les ber- pig los.
ceaux, et n'est qu'une assez grossière approximation. On aura d'ailleurs, si l'on veut, et avec facilité, les valeurs exactes de P et de M par des constructions graphiques et le calcul de petits tableaux, ainsi que nous l'avons déjà fait mainte fois plus haut et que nous le montrerons encore plus bas par des exemples.
On fera un calcul analogue pour déterminer les forces horizontales Qi, Q«, Q„ puis leur résultante Q et son moment N par rapport à la naissance. Apnt ainsi P, Q, M, N, on déduira l'épaisseur e de la culée de l'équation des moments
n(/Q + N)=î|.-heP-hM.
Dans cette équation on néglige la différence de largeur de la face
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postérieure concentrique de la culée par rapport au cylindre des naissances. Cette différence est favorable à la stabilité. On a donc :
_ ->P+|/2g[n(/'Q4-N)-MT+Pr (3)
Gomme les culées des coupoles sont ordinairement hautes et sans butée de terre par derrière, on adoptera 3 pour coefficient de stabilité.
Si Ton veut se dispenser du calcul de tables pour déterminer les grandeurs Q et N qui entrent dans la valeur de e, on remarquera que la courbe des pressions passe non loin de Taréte iutérieure de naissance, ce qui permet de poser approximativement
Si Ton admet en outre que le joint de rupture est à mi-hauteur, -^i^, et que la résultante horizontale passe par le milieu du segment supérieur au joint de rupture, ce qui établit son point d'application à une hauteur ^{fi — b') à peu près au-dessus de la nais^ sance. on aura :
d'où
Ayftnt ainsi P, Q,M,N tirés de (i), (5), (2), (4), la formule (3) donnera immédiatement une valeur approchée de l'épaisseur e de la culée. Mais il vaut mieux substituer dans (3) les grandeurs obtenues par des constructions graphiques et les calculs de tables.
La poussée horizontale Q, qui s'exerce sur chaque mètre courant de laeouronne iniërieure des voussoirs aux naissances, est équilibrée ordinairement par la stabilité de la culée; mais on peut aussi la détruire par une bande de fer établie autour de la partie inférieure de la coupole. Cette bande doit, d'après ce qui précède, résister à
une tension — . Cette force est mesurée en mètres cubes de ma-
tériaux de densité égale à celle des voussoirs ; si Ton veut Texprimer en kilogrammes, w étant le poids d'un mètre cube de ïa matière
des voussoirs, la force sera - — ^ : pour le calcaire ou le grès, on aura «^=2400 kilogrammes. En faisant travailler le fer forgé à 6 kilogrammes par millimètre carré (g de la charge de rupture), 3n devra donner à la barre la section w =[—z: — I "^* .
Premier exemple. — Coupole ouverte en haut, avec charge supéieure.
Prenons pour exemple une voûte de 18°*, 84 d'ouverture et de 0", 94 'épaisseur, avec une charge de 1",88 de hauteur au-dessus du 3mmet, et qui s'étend obliquement jusqu'au joint de culée en abaissant, depuis le sommet, de l'°,98 (fig. XVIII à la fin du voime). L'ouverture au sommet a un rayon d'extrados de S"*,?? et n rayon d'intrados de 3°*, 45.
Pour le calcul des forces verticales, on partage la voûte et sa harge, comme dans les exemples précédents, en petites parties, ivoir dans ce cas en sept parties, dont les six premières, ont une irgeur de 1",26 et la dernière une largeur de 0™,94.
On formera les mêmes tableaux qu'on a construits dans les pararaphes précédents ; on ajoutera seulement une colonne des épaisîurs des segments. On pouvait jusqu'ici supprimer cette colonne, arce qu'on considérait un bandeau d'un mètre de longueur dans
sens des génératrices, en sorte que le poids était représenté par . surface de la voûte, tandis que dans une coupole on considère 3s fuseaux dont l'épaisseur varie en décroissant de la naissance au >mmet et devient nulle au sommet même.
En supposant l'épaisseur du fuseau sur la circonférence de naismce égale à 0°*,31, on aura l'épaisseur du fuseau sur un parallèle iideonque en multipliant 0,31 par le rapport du rayon du paralle au rayon du cercle de naissance.
On obtient ainsi le tableau suivant pour les forces verticales :
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FOnCES VERTrCALES ELKMENTAIHES
SOUDES PAnTlElLES
le
tl
fi
nt>
pi.
O.Oft
0,tig
(Lia
l,tR
3,iÈ7
0,tt6
IjSÎ*
i.as
s,ai«
0,tï
tjâ
i.ae
ti.91
^i,ih
ti^Si
OJl
3,ïï>
ii
7flaa
9ji
Connaissant les forces verticales, on obtiendra les forces horizon-^ taies par une construction graphique. On se souviendra que ces dernières forces sont assujetties par le principe de la moindre résistance à être des minimums : donc, dans les couronnes supérieures, lesquelles développent principalement la poussée horizonzale, la force horizontale nécessaire pour Téquilibre devra passer au point le plus haut du joint correspondant.
Dans notre épure pour l'exemple qui nous occupe, la force P^ verticale, qui agit au centre de gravité du premier voussoir réuni ^ sa surcharge , ne rencontre pas le joint inférieur du premier voussoir (joint n° 1); il faut donc introduire une force horizontale Q, pour tenir ce voussoir en équilibre, et faire passer la direction Q, parle point le plus haut d du premier voussoir. L'intersection a des directions des forces verticale et horizontale est le point d'applicatioD de leur résultante. . '
On porte verticalement au-dessus du point a la longueur oA, qui représente la force P, de la cinquième colonne du tableau ci-dessus; on mène par b une horizontale. On construit au-dessus dé la normale efh la direction du premier joint l'angle du frottement gef (dont la tangente est prise, comme précédemment, égale à 0,70). On mène par a une parallèle à ge; cette ligne coupe le premier' joint dans l'épaisseur de la voûte; elle donne donc la direction de la résultante S, ; son prolongement ac représente la grandeur de cette force, et bc représente 0,.
La force S, ainsi déterminée se compose ensuite avec le poids P, afférent au second voussoir; on fait pour cela hi = oc, on mène par le point i la verticale il = P, ; hl représente en grandeur et en direction la résultante R». La direction de R, ne rencontrant pas le deuxième joint, il faut introduire une nouvelle force horizontale 0„ passant par le point le plus haut du premier joint et rencontrant en m la direction de R,.
Pour déterminer cette force horizontale, on fait mn = hl^ on mène par m la ligne mo parallèle à la figne e/?, qui fait l'angle du frottement avec la normale eq au deuxième joint. La ligne mo prolongée rencontre le deuxième joint; elle représente donc effectivement la résultante S^ de R, et de 0,, cette dernière étant représentée par no.
On composera de la même manière Sa=mo = r5 avec la force verticale P,=5^, ce qui donnera sur le troisième joint la résultante Rj= rt^ qui ne coupe pas le troisième joint : on devra donc introduire une force horizontale Q„ dont le point d'application sera w.
Une ligne faisant avec la normale au troisième joint Tangle du frottement ne rencontre plus ce point dans l'épaisseur de la voûte ; on doit donc ici faire passer la résultante S^ des deux forces P^ et Qpar le point intérieur du troisième joint et par le point u : d'où Sa=Mî; et Q^:=ivw.
On obtiendra de même les forces horizontales Q^, Q,, et Q^; la résultante R, de P, et de S^ est la première qui rencontre dans l'épaisseur de la voûte en x le joint correspondant. Dans le cas actuel, ce joint n'est autre que celui de naissance.
En composant R, avec le poids P, de ABCD on obtient la résultante R,, qui coupe le joint de culée au second point y, et la composition de R3 avec le poids de la culée donne enfin la résultante R,, qui rencontre en z la base EF de la culée. ¥z représente l'épaisseur de la culée pour laquelle a lieu l'équilibre-limite.
Dans la pratique on obtiendra l'épaisseur de la culée par le calcul au moyen de l'équation (3). Il faudra pour cela réunir dans un tableau, suivant le type déjà employé, les forces horizontales dont les grandeurs sont représentées par les longueurs bc^ no, «;«;, etc., et dont les bras de levier sont représentés par les distances verticales GH, GI, GK, etc., des horizontales a H, /nJ, mK, etc., audessous du sommet G de la voûte,
Qn peut joindre à ce tableau le calcul des pressions horizontales
STABILITÉ DES COiNSTllUCTlONS.
y M 9!i7 ys-" q^ii sollicitent le;S couronnes successives, pressions qu'on obtient en multipliant par la demi-ouverture a de la \oûte les forces horizontales appliquées à un fuseau d'un mètre d'épaisseur à la
base, soit ici par g^^ les forces horizontales Q,, Q», Qj....
FORCES
HORIZOMTALRS ÉLÉMENTAIRES
Oi
Qe
0,05 0,11 0,39 l,Oi 1,21 0,73
SOMMES
PARTIBLLES
FRESSIOKS
BOBIZOMTALI» SUB
LRS COUBONNBS
De ce tableau l'on tire la somme Q des forces horizontales égale à 2,01, et son bras de levier, par rapport au sommet G du joint supérieur, égal à 1,75 ; par suite, le bras de levier par rapport au joint de naissance est 9°^,42 + 0°*,94 — 1",75 = 8",61 ; doncle moment N = 2,01 X 8,61=17,31.
Le tableau relatif aux forces verticales donne aussi P=9,44, et son moment par rapport aux naissances M=9,44(9,42 — 8,1)= 12,46.
La hauteur /de la culée jusqu'aux naissances est 12" ,56, sa hauteur totale y =23"*,55, le coefficient de stabilité w=3. On a donc, par l'équation (3)
Si Ton prenait au contraire n= 1, on aurait e= 1",79, ce que la construction avait déjà fait connaître.
Second exemple. — La coupole de P église de Saint-Pierre à Rome.
Le profil de cette coupole (fig. XIX à la fin du volume) est sensiblement une demi-circonférence de 43" ,96 de diamètre; dans sa
irtie inférieure, jusqu'à 9'"-542 environ au-dessus du centre, la mpole est formée d'une seule voûte pleine de 3'",6i d'épaisseur; ans sa partie supérieure, au contraire, elle se compose de deux oûtes séparées Tune de l'autre de 1"',57 environ; la voûte extéieure a une épaisseur de 0™,78, l'intérieure a une épaisseurde 1",26 u sommet, l'",57 aux naissances.
Au sommet de ces deux voûtes est une ouverture de 3" ,77 de iamètre, surmontée d'une lanterne cylindrique. La grandeur de i charge que cette lanterne transmet à la coupole est représentée ir la figure abcd de 0",63 de largeur et de 17"*, 27 de hauteur, et ' répartit de telle sorte que la voûte extérieure supporte les deux îrs de cette charge, et la voûte intérieure un tiers seulement. Le ste de la coupole n'est pas chargé. Quoique la voûte proprement te s'arrête au onzième joint, la tour ronde ABCD qui la supporte it y être adjointe, car c'est seulement au-dessous de AB que se auve l'entablement principal.
On va déterminer les forces verticales et horizontales comme on L décrit avec détail ci-dessus ; il faut un calcul spécial pour chaque ûte, depuis le sommet jusqu'au huitième joint. Nous partageons la voûte extérieure en neuf parties, l'intérieure
huit, d'une épaisseur uniforme de 3", 14, excepté la première, i répond à la charge de la lanterne, et n'a que 0",63. La partie Fêrieure massive de la coupole se divise en trois segments de 3", 14 acun. Le douzième segment, ABCD, a 3", 14 de largeur et7",22
hauteur.
On établira comme il suit les tableaux des forces verticales agis- Qt sur les deux voûtes de la partie supérieure de la coupole.
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FOaCBS VKRTICALRS ËLÊMKMAinK^;
^amiîs PAaTiELLKS
JE
1" POUB
LA VOUTB EXTÉRIItrBB
Dl.
iHhi
ni.c,
[ lïl,C.
OJS
QM
lï,03
rtjs
ai,ao
aji
' 69,4ft
a* pouB
LA VOOTÉ INTiftlfcfjBe.
OiOe
flj
OjlO
o^îi
î,Oi
o,aft
IS.St
Au moyen de cette double table, on pourra faire pour chacune des deux voûtes la construction des forces horizontales Q,, Q^, Os,.— Pour ne pas compliquer la figure, on n'a conservé que la construction relative à la voûte intérieure.
On voit, par la construction, qu'il n'y a besoin d'introduire des forces horizontales que pour les couronnes supérieures au sixième joint sur chacune des deux voûtes, car les résultantes suivantes R , R, rencontrent les joints correspondants, n°* 7 et 8, dans l'épaisseur de la voûte. C'est donc le sixième joint qu'on doit considérer comme joint de rupture.
Les tableaux suivants donnent les forces horizontales ainsi que les pressions horizontales sur les couronnes successives ; les bras
levier inscrits dans ces tableaux se rapportent au sommet E de :trados de la coupole.
rORCES HOBIZONTALBS BLBMBMTAIBBS
in
çs
SOMMES PARTIBLLBS
HORIZONTALES 8CB
LES C0CR0MNK8
fo POUB LA YOCTB EXTÉRIEURB.
3,98 20 POUR LA VOUTE llftàRIBURB.
Bl C.
OJl
u huitième joint, où aboutissent les deux voûtes partielles, la Itante des forces verticales et horizontales appliquées à la voûte •ieure est représentée en grandeur et en direction par hi et >e le joint en w ; la résultante des forces appliquées à la voûte rieure est représentée en grandeur et en direction par kl et >e le joint en m.
n-dessous de ce joint, les deux voûtes se réunissent ; il faut ; composer les deux résultantes partielles Ai, kl en une seule, laquelle on continuera la construction dans la partie inférieure
iOO
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de la conpole. Voici la composition dont il s'agit eflectuée le plus simplement possible par le calcul :
Voftlc extérieure....
Voûie intérieure
Ensemble
FORCES VEnriCALKS
Force.
bras «le levier
FOKCES IIOR1ZO.\TALES Force.
Homenl.
rtni de lei if r
On fait maintenant Eo = 15,6, bras de levier de la force verticale ; op = 3,4, bras de levier de la force horizontale ; pq = 10,64, force verticale ; qr= 4,69, force horizontale. On obtient alors en jorla grandeur et la direction de la résultante cherchée, laquelle rencontre le huitième joint en un point s. Dans le dessin, pour occuper moins de place, les lignes représentatives des forces sont réduites au quart : celle de la résultante est donc réduite dans la même proportion.
Il reste à construire un dernier tableau des forces verticales pour la partie inférieure de la coupole. La première ligne sera formée des nombres que nous venons de trouver pour. la résultante des forces verticales sur le huitième joint.
FOaCRS VKUTICALRS ÉLfi.UEXTAmK.S
SOMMES PAUTIEU.E.S |
Si 1
Es3
te.
ni. c
8 Rés.
lo.Oi
3,ti
3,Ii
iO,i
On continuera la composition successive des forces au moyen de ce tableau, et Ton obtiendra en dernier lieu une résultante t^l, qui, convenablement prolongée, vient rencontrer le joint AB non plus dans l'épaisseur du massif, mais en dehors, en un point v.
La coupole n'est donc pas stable, et il est nécessaire, soit d'épaissir la culée en conservant la figure adoptée, soit, si l'on conserve l'épaisseur de la culée , de modifier le profil, afin d'obtenir une poussée moindre sur la culée; ou enfin, de revêtir la voûte, audessus du joint AB, d'une bande de fer qui détruit la poussée. C'est à ce dernier parti qu'on a dû recourir à l'église de Saint-Pierre, après la construction.
En composant enfin la résultante tii avec le poids de la culée, on obtient en FG l'épaisseur, minimum pour laquelle la culée soit en équilibre. Quant à l'épaisseur pratique, on la déduit de l'équation (3), comme il suit :
On a
Pour /i=3, l'équation (3) donne
- 28 06-f-|/ -2 X 17,r >8 [ ô 17,r»8 X 4.GU'-h ir^S H5) — 44,5r>l -+ ■ (2S,0^5
Pour?z — l,e = 4'",4==FG.
Nous concluons de ce qui précède que, si la coupole de Saint- Pierre n'était pas ceinte d'une bande de fer annulaire qui détruit la poussée horizontale, cette voûte ne serait pas stable, car la culée devrait avoir une épaisseur uniforme de 10^,7, tandis qu'en mesurant la culée existante et y ajoutant les contre-forts discontinus qui la renforcent, on ne trouve pas plus de 9'", 4.
Pour qu'une bande de fer détruise la poussée de la voûte dont il s'agit, il faut lui donner une section calculée par la formule
I ^ j '"^^'exposée plus haut, où exprime la poussée pour un
fuseau d'épaisseur e. Nous avons considéré un^ fuseau de 0™,3l
d'épaisseur. La formule devient donc ( \OMl )^ c'est-à-dire
UU
Mais, dans Tapplication, on peut se contenter de dimensions moindres, car rien n'oblige à détruire la totalité de la poussée au moyen de la bande de fer : on déterminera celle-ci de manière qu'elle détruise le supplément de poussée qui s'oppose à ce que l'équilibre ait lieu avec le coefficient 3 de stabilité.
§ 59 a. Remarques sur la théorie des cintres.
La théorie des cintres, elle aussi, est généralement exposée d'une manière inexacte. Lorsqu'on poursuit la construction d'une voûte à partir des naissances , oh pose d'abord un certain nombre de voussoirs à joints peu inclinés, qui peuvent résister verticalement à la pression des voussoirs supérieurs, et ne transmettent par conséquent au cintre aucune pression.
Puis viennent des voussoirs dont le glissement n'est empêché que par la résistance du cintre, et qui, par conséquent, exercent une pression sur ce cintre. Dans les premiers voussoirs de cette catégorie, la verticale du centre de gravité du voussoir rencontre encore le joint inférieur correspondant ; mais dans ceux qui sont plus élevés, cette verticale tombe directement sur le cintre, ce qui influe sur les conditions d'équilibre de celui-ci.
Mais, dans tous les cas, l'équilibre du cintre se produit conformément au principe de la moindre résistance, c'est-à-dire dans des directions qui s'approchent autant que possible de la verticale, sans dépasser l'angle de frottement entre les voussoirs et le cintre; ainsi la direction des actions n'est pas constamment normale au cintre.
Nous croyons d'autant moins utile d'insister sur ces considérations, que cette théorie n'a pas une grande importance pratique. Dans les applications, on se tient dans des conditions satisfaisantes de sécurité en admettant que les parties successives du cintre sont chargées par les p^ids qui leur correspondent verticalement.
CHAPITRE III
CniTIQUE DES THÉORIES DES VOUTES LES PLUS CONNUES.
§ 60. Théorie de Lahire.
Une exacte connaissance des actions qui se produisent dans une ^ûte peut^eule donner au constructeur la confiance dont il a besoin pour disposer des formes de Tare, de Tépaisseur de la voûte, de la division en joints et des culées, de manière à assurer la stabilité de toutes les parties : cela est vrai surtout quand il se propose Un but nouveau et que les expériences et les analogies ne fournissent pas de renseignements suffisants. Une étude complète et aussi rigoureuse que possible de ces actions présente donc autant d'intérêt pour l'enseignement scientifique de la mécanique que d'importance pour l'art des constructions.
Il a été fait pour le progrès de cette théorie de nombreux efforts, et l'on a introduit successivement divers principes ou hypothèses, dont les savants et les praticiens ont plus ou moins profité, et dont nous devons exposer ici les résultats.
Cet ordre de questions présente cette difficulté particulière, que sous les conditions données du système il y a une infinité de groupes de forces possibles, sans que Ton ait pu discerner parmi ces systèmes celui qui existe en effet dans la nature. Il est vrai que le principe de la moindre résistance est venu lever cette indétermination ; néanmoins il ne sera pag inutile d'inâster sur les défauts des théories antérieures afin qu'on puisse se rendre compte, dans les cas où l'une ou l'autre se trouverait employée, de l'influence des hypothèses qui leur servent de base.
Remarquons d'abord que les théories antérieures s'appliquent toujours h des voûtes formées de deux moitiés symétriques et symétriquement chargées, dans lesquelles il existe à la clef une pression horizontale qui est la poussée. On considère généralement, comme
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nous l'avons fait aussi, une matière de voussoirs incompressible, et dans les théories les plus récentes on considère avant tout l'équilibre de rotation, lequel est en effet le plus important pour la pratique. I £ C'est aussi surtout à cet équilibre que se rapportent les remarques | [ qui vont suivre.»
Lahire, au commencement du siècle dernier, a cherché le premier à évaluer d'une manière scientifique les actions qu'exerce une voûte contre ses culées; il a admis pour cela l'existence d'un groupe de forces qui, eu égard aux dimensions de la voûte, paraissait conforme à la réalité.
Il admit que toute voûte a la faculté de se rompre de telle sorte qu'il y ait un joint de rupture à égale distance de la clef et de la naissance. Il se représenta la partie supérieure de la voûte aussi bien que la partie inférieure, y compris la culée, comme ^eux solides invariables et sans joints, et il calcula la pression au joint de rupture en le considérant comme absolument poli, et en attribuant à la partie, supérieure la fonction d'un coin qui exerce une pression normale contre le joint de rupture.
Il est facile de reconnaître que cette manière de procéder ne peut conduire qu'à une assez grossière évaluation de la poussée^ s'éloignant, suivant les cas, ou peu ou beaucoup de la vérité. En admettant un joint de rupture absolument poli, ce qui n'arrive jamais, il fait la poussée trop forte; il la diminue au contraire en plaçant arbitrairement ce joint au milieu du demi-arc. En outre, cette théorie ne donne le vrai point d'application de la pression ni à la clef, ni au point de rupture, ni à la culée, et ne peut ainsi fournir aucun critérium de la stabilité de l'arc proprement dit entre la clef et les naissances, cette stabilité dépendant de l'équilibre de rotation.
§ 61. Théorie du coin d'Eytelwein, etc.
La théorie de Lahire a reçu plus tard des perfectionnements sous le nom de théorie du coin : on a cessé d'admettre une fois pour toutes une position fictive assignée à priori au joint de rupture ; on adéterminé ce joint en rendant maximum la pression exercée sur les culées /MirJ 'ensemble des voussoirs. On a continué d'ailleurs à considérer
les joints comme parfaitement polis, de sorte que les pressions réciproques des voussoirs seraient nécessairement normales aux surfaces de joints. Cette hypothèse, très-éloignée de la vérité, n'est pas propre à indiquer la vraie courbe des pressions parmi toutes les courbes possibles. Les résultats qu'on en déduit ne peuvent donc donner aucune idée juste sur l'équilibre de glissement d'une voûte réelle ; en effet, le frottement entre les voussoirs s'exerce toujours en fait, et en le négligeant on aboutit à cette proposition absurde, que l'équilibre d'une voûte est impossible quand les joints de culée sont horizontaux, toutes les fois que l'épaisseur de la voûte sur ces joints n'est pas infiniment grande. Au reste cette théorie, môme considérée comme simple recherche scientifique de l'équilibre de voussoirs absolument polis, ne donne pas la moindre notionide l'équilibre de rotation des voussoirs autour de leurs arêtes^ qui a beaucoup plus d'importance.
Eytelwein commence (§§ 374 à 399 de son Manuel de statique^ t. II) par développer avec détails la théorie des voûtes telle qu'elle résulte des hypothèses ciniessus indiquées. Il la fait suivre (§§ 400 à 414) d'une discussioti ÔÙ il considère le frottement entre les voussoirs et cherche les conditions d'équilibre de glissement, en supposant que les pierres de la voûte ne puissent être en équilibre sans l'intervention d'Un frottement. Mais la voie suivie par Eytelwein ne saurait conduire au but. Il commence, en effet, par admettre que le poids de chaque voussoir s'applique normalement «ur lés joints^ même dans les cas de joints rugueux. Puis il se met en contradiction avec le principe d'égalité de Taction et de la réaction, en admettant que la pression normale d'un voussoir peut surpasser d'une grandeur déterminée i la réaction Normale de la pierre voisine. U décompose cette grandeur d en composantes horizontale et Verticale, fait la somme des inoroetits de ces composantes par rapport à l'arête extérieure de la base de la culée, et les réunit aux moments^ pris par rhppbrt à cette arMe, des ocunposantes verticales et horizontales qui se seraient produites si tous les voussoirs avaient été déjà en équilibre sans frottement ; il arrive ainsi à une équation expritnànt la stabilité de la voûte par rapport à l'arête inférieure du maâsif de Culée» Il n'est besoin d'aucune discussion pour montrer que les résultats ainsi obtenus sont tout à fai illusoires*
C'eàt seulement aux paragraphes 417 à 419qu'EYtelNïe\w.jÇ.\sKt--i
STABILITÉ DKS CON STRICTION S.
chant le joint de rupture qui correspond à l'équilibre de glissemeBt, fait entrer correctement dans le calcul l'influence du frottement- Mais il demeure une lacune importante en ce qui concerne la poussée à la clef ; les considérations qui s'y rapportent manquent de gé-*" néralité et ne traitent pas la question sous toutes ses faces.
L'ouvrage d'Unger, Exercices de mathématiques appliquent (t. II, contenant les exercices de statique et de mécanique), renferme une exposition de l'équilibre de glissement, où le frottement n'est que partiellement introduit, et qui est conformé à celle d'Eytelwein quant aux traits principaux.
§ 62. Théorie de Coulomb.
Fifz. 104.
Coulomb, en 1773, s'est approché beaucoup plus que Lahire de la solution scientifique du problème, en portant son attention nonseulement sur l'équilibre de glissement, que Lahire prenait pour base unique de son imparfaite construction, mais aussi sur les conditions réelles de l'équilibre de rotation. Voici en quoi consiste sa théorie.
On suppose que la résultante horizontale de la pression à la clef CD passe par le point^K (flg. i04); soient EF et GH deux joints qudconques, Q^ la valeur de la pression nécessaire pour empêcher le segment de voûte CDGH de tourner de dehors en dedans autour de l'arête G, soit Q, la valeur de la pression nécessaire pour empêcher une rotation du sèment CDFE en dehors autour de l'arête F.
Cela posé, si Ton cherche les, valeurs de Q^ et Qt successivement pour tous les joints compris entre AB et CD, le maximum de Qi sera la véritable poussée djê la voûte. La stabilité de Tare exige toutefois que le maximum de 0^ soit inférieur au mininium de 0,. Si celle dernière condition n'était pas remplie, GH répondant par
exemple au maximum de Q^ et le joint EF placé au-dessous répondant au minimum de 0,, la voûte se détruirait de cette manière : il se produirait simultanément une rotation autour des arêtes G et F, d'où le nom de joint de rupture donné à GH. Si le joint inférieur EF répondait au maximum de Q, et le joint supérieur GH au niinimum de Os^ la voûte se détruirait de cette manière : il y aurait rotation simultanée autour des arêtes H et E, d'oîi le nom de joint de rupture donné encore dans ce cas à GH.
Dans le premier cas de rupture, il y a manifestement aussi une rotation autour du point supérieur D du joint de la clef, et dans le second, autour du point inférieur G de ce même joint : ce peut être la cause pour laquelle Coulomb place le point d'application K de la pression à la clef seulement aux points D et G, et ne constate la stabilité de la voûte que dans ces deux positions ; il ne s'est pas préoccupé delà position véritable du point K. II lui manquait pour cela un principe qu'on chercherait vainement aussi dans ce qu'il expose sur l'équilibre de glissement. Pour ce dernier, Coulomb cherche le maximum des forces 0', qui, appliquées au lieu de au point K, empêchent le glissement de la masse GDHG sur un joint quelconque GH, puis le minimum des forces Q", appliquées en K, qui sont en état de faire monter la masse CDFE sur le joint EF ; il exige que le maximum de Q' soit moindre que le minimum de 0''. En outre, en considérant simultanément l'équilibre de rotation et de glissement, 11 est nécessaire que chacun des deux maximums de Qj et Q' soit moindre que chacun des deux minimums de Q, et Q'', et il faut prendre pour poussée vraie le plus gyand des deux maximums de Q, et Q', lequel est ordinairement celui relatif à la rotation.
Gomme la grandeur et le moment de la véritable poussée horizontale des voûtes stables, ainsi que la position du joint de rupture dépendent de la vraie position du point K; comme le mode de renversement des voûtes instables en dépend également, il s'ensuit que la théorie de Coulomb n'a pas encore atteint le degré de perfection qu'exige la science, quoiqu'elle soit par sa marche rationnelle d'une valeur incomparablement supérieure à celle de Lahire, qui partait d'hypothèses mal fondées.
Plusieurs auteurs se sont consacrés au développement des principes précédents ; en particulier MM. Audoy {Mémorial de P officier du génie j n* 4), Navier {Résumé des leçons sur ^application de la mécanique) et Persy {Cours de stabilité des constructions^ lithogra-
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phie de TÉcole d'application à Metz) se sont proposé d*éelairer les divers cas de la pratique et de développer des formules générales pour les voûtes et culées qui se trouvent précisément à l'équilibre limite. MM. de Garidel (Mémorial de f officier du génie ^ n* 12) et Petit (ibidem) ont voulu simplifier la méthode et calculer des tables en vue des applicatioi^s. Enfin M. Vqncéiei (ibidem) a donné une méthode purement graphique pour l'application générale de la théorie de Coulomb.
Cependant aucun de ces auteurs n'a posé une condition plausible de la vraie position du point d'application K de la pression à la clef, et n'a ainsi délivré la théprie dont il s'agit de l'indétermination qui lui est inhérente. Us se restreignent au contraire à la recherche du cas particulier où la pression dont il s'agit passe par le point le plus haut D de la clef comme étant le cas ordinaire des applications.
Les remarques que renferment Ip^ écrits (ie Persy et de Petit particulièrement sur l'indéterminution du point ^ pour les voûtes stables ou instables sont insuffisantes et en partie erronées. Des raisonnements mal fondés conduisent à cette conclusion générale, que le point K est situé ou en* D ou en Q, ce qui n'est vrai en général ni pour les voûtes stables, ni pour les voûtes instables.
§ 63. Gomparaisoii détaillée^ de la théorie de Coulomb fiveç la nouvelle.
Nous allons comparer plus à fqnd la théorie de Coulomb avec la nôtre au point de vue principal, celui de l'équilibre de rotation.
En ce qui concerne d'abord les positions possibles du point d'application K à la clef, il résulte assez clairement de tout ce que nous avons dit que, ni dans les voûtes stables, ni dans les voûtes instables, ces positions possibles ne se réduisent aux deux poiitts D et C ; la destruction d'une demi-voûte ne se produit pas en effet nécessairement par la séparation en deux parties, mais souvent par des rotations autour de plusieurs arêtes à la fois.
Supposons donc une demi-voûte stable ABCD (fig. 105), dans laquelle les courbes des pressions répondant au minimum et au maximum de la poussée ont pour figures respectives K M NJ, K'N' M' I' ; les courbes des pressions possibles, capables, en d'autres tertnes^
de tenir la voûte en équilibre, pourront avoir leurs points de départ en des points quelconques entre K et K' ; mais aucune courbe des pressions possible n'aura dans ce cas ^^S' '•>
son point d'application de la poussée à la clef, soit dans la partie KD, soit dans la partie K' G, ni en D ni en G.
Dans ce cas, la théorie de Coulomb doit être regardée comme inadmissible. Cette théorie indiquerait en effet que réquilibre est impossible tant en prenant le point D qu'en prenant le point G comme point d'application , et elle laisserait échapper toutes les positions de la courbe des pressions qui sont effectivement compa- ^bles avec l'équilibre, puisque le vrai point d'application de la pous-' ^e est en K, et peut au besoin s'avancer jusqu'en K', si la considération du glissement le rend nécessaire.
Il existe une classe de voûtes, la plus nombreuse peut-être dans -s applications, mais qui n'a pas été délimitée par Goulomb et ses Uccesseurs, pour laquelle les points K et M se réunissent en D, de •orte que la vraie poussée passe alors au point le plus haut de la îlef. Mais jamais, dans une voûte stable qui n'est pas à l'état d'é- [uilibre limite, les points K et C ne coïncident, de sorte que la rTaie poussée ne passe pas par le point inférieur de la clef; donc, !n ce qui concerne ce point, la théorie de Goulomb donne toujours me courbe simplement possible, jamais la vraie.
Soit K le point d'application de pik. io6.
i poutiée à la clef (fig. 106) et Q, ) mtxiniuni, d'après Goulomb, e oMte poussée, leqiid corresond à Farète intradossale G. Si, 'qffèfi les principes connus, on 3iistrait la courbe des presions Kl répondant à Q,, cette Hiriie renccmtrera l'intrados GA Il point G, et sera au-dessus B CA en tout autre point. Geci isulte sans difficulté des propriétés générales de la courbe des cessions, car si Kl passait par un point quelconque au-dessouiii
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de GA, on pourrait , en augmentant la force Q, sans toucher au point K, élever cette courbe, de sorte qu'elle n'eût plus qu'uo point commun avec GA; il y aurait ainsi une poussée plus grande que Q, répondant au point K, Soit Q, le minimum, sdott Goulomb, de la poussée en K, lequel correspondra à l'arête ex— tradossale F; une courbe des pressions KL répondant à Q, rencontrera l'extrados DB m point F, et sera partout ailleurs au-dessous de cette ligne, pe qu| est aussi facile à démontrer par les propriétés des courbes des pressions.
Si maintenant la stabilité a lieu, la courbe KGI, d'après nos principes antérieurs, ne devra sortir en aucun point de la voûte et par conséquent ne coupera nulle part l'extrados DB. Puisque d'ailleurs deux courbes telles que Kl, KL, menées d'un même point de départ K, ne peuvent avoir entre elles d'autre point commun que ce point K, et que celle qui est inférieure à l'autre répond à une moindre poussée, il en résulte que dans l'état d'équilibre le maximum Q, de Goulomb répondant à p ne peut être plus grand que le minimum 0, répondant h KL. Gela montre par quel lien la théorie de Coulomb se rattache à la nôtre.
Si au principe de Goulomb on vient joindre celui de la moindre résistance, l'indétermination de la position du point K disparaît, parce qu'on doit ajouter la condition que le maximum Q, soit le plus petit possible : d'où l'on conclut que les deux courbes KGI, KFL doivent se réunir en une seule avec leurs propriétés caractéristiques, qu'ainsi le maximum de Q, doit égaler le minimum de Q,.
Deux courbes différentes, KMNI, pig. ,07.
K'N'MT (fig. 107), satisfont l'une et l'autre à cette égalité. La première rend les deux forces Q,, Q, aussi petites que possible ; c'est la courbe des pressions réellement existante : la seconde les rend aussi grandes que possible et répond à la plus grande poussée imaginable , laquelle n'a pas d'existence réelle.
D'après le mode d'exposition de Goulomb, on serait conduit à penser que la condition d'égalité des deux forces 0, et Q» répond à l'équilibre limite; cependant on obtient ainsi une stabilité parfaite, et la limite d'équilibre n'est
atteinte que si les deux courbes KMNI, K'N'MT coïncident. Nous nous résumerons en disant que la théorie de Coulomb ne donne jamais que des limites entre lesquelles oscillent les forces, les points, les lignes qu'on cherche. Cette méthode ne permet certainement jamais de déterminer ces inconnues, et c'est en cela que lui manque la faculté de servir de base à une théorie des voûtes exacte et complète.
§ 64. Théories des voûtes fondées sur la considération d'une ohaJnette ou de courbes analogues.
Plusieurs auteurs, tels que Gerstner {Manuel de mécanique^ t. I), Knochenhauer {Statique des voûtes)^ Schubert {Théorie de la œnstructiQn des voûtes de ponts en pierre)^ imaginent que les points d'application des pression^ résultantes sur les dîBerjBnts joints soient réunis p^r une ligne, qui pour des vousspirs de fiimension finie est polygonale, et qui pour des voussoirs infiniment, mincps est une courbe cpntinue. Ils cherchent sous quelles conditions la ligne sera en état de suppprter les charges afférentes à Ij^ voûte, par 1^ résistance longitudinale de ses éléments et les réactions latérales af.ix sommets d's^ngles.
Nous n'insisterons pas sur ce fait, que toijt cela ne constitue qii- unp théorie des courbes articulées et non une théorie des voûtes, puisqu'on ne sait quelle est dans une voûte donnée la courbe articulée qii'pp doit considérer ; en outre, les théories dont il s'agit renferment à plusieurs égards des hypothèses sans fondement et des contradiction, spécialement deins la manière dont les courbes articulées reçoivent l'action des forces agissant sur la voûte, et dont les réactipns de la voûte correspondent aux réactions fictives des courbes. " Un examen détaillé de toutes les faces de la question nous çntràhierait trop loin. Nous nous bornerons à la critique des points fondamentaux dans les remarques qui suivent.
On devrait s'attendre à ce que la courbe articulée qui réunit les points d'application des pressions dans les joints successifs, qui est s'uj^osée massive et résistante, et sur laquelle on concentre par la pensée la masse entière de chaque voussoir, ne fût pas autre chose
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au fond, dans les écrits dont nous parlons, que la courbe à laquelle nous avons donné plus haut le nom de courbe des pressions, et qui satisfait précisément aux conditions dont il s'agit. On voit cependant que ces auteurs s'attachent à une ligne qui sera, dans le cas des voussoirs de dimensions finies, un polygone funiculaire, et une chaînette dans le cas de voussoirs infiniment minces.
D'après la construction connue et la définition de la courbe articulée, elle devrait être notre courbe des pressions : examinons d'abord les propriétés de celle-ci considérée comme articulée.
Soient M, M,, M,... (fig. J08) les points d'application des pressions résultantes R, R, , R,. . . sur les joints EF, E.F, , E,F,. . . ; soient P,, P„ P5... les poids des voussoirs correspondant aux arcs FF,, FiR. 108. F.F.jFjFj... avec leurs charges, de
sorte que R, est la résultante de R et de P,, R, de R, et de P., etc.; les directions des trois forces R, R,, P, concourent au point N,, les directions de R„ R„ P, en N^, etc. Peu importe que la direction de la force verticale P„ par exemple, tombe entre M et M, ou se trouve à côté.
Le polygone MM, M, M^..., qui devient une courbe dans Iq cas de voussoirs infiniment minces, est notre courbe des pressions et devrait être aussi une courbe articulée. Mais les trois forces R, R,, P, (R, étant prise en sens opposé, de manière à représenter la réaction du deuxième voussoir contre le premier) se tiennent en équilibre sur la ligne MM, considérée comme rigide et invariable : or cet équilibre est absolument impossible si la ligne MM, n'a qu'une résistance longitudinale et ne peut résister à la flexion. D'où il suit immédiatement que MM, M, M, ne peut être un polygone funiculaire ni une chaînette, puisque dans les systèmes de ce genre, dont la parfaite flexibilité est la condition essentielle, l'extension longitudinale est seule possible.
Le principe de la chaînette n'est pas réalisé non plus dans la répartition de la charge suivant l'extrados, attendu que dans les systèmes de ce genre le centre de gi^avitéilu poids à supporter est siftié
nécessairement sur la verticale de Télément de la courbe, au-dessus ou au-dessous , tandis que dans le cas. actuel la verticale des poids P,, P,... tombe indifféremment à des distances horizontales qudconques des points M, M,, etc.
Pour considérer MM, M, M,... comme un polygone funiculaire, il serait indispensable de modifier la répartition des poids P,,P«, P,... de telle sorte que leurs centres de gravité se trouvassent verticalement au-dessus des sommets M, M,, M^...; ou, ce qui revient au même, que chaque poids, P, par exemple, fût décomposé par le théorème des moments en deux composantes verticales passant en M et Mj, que Ton composât ensuite les deux composantes réunies en un même sommet ; il faudrait admettre encore que les pressions delà voûte ne peuvent exister que dans le sens des lignes MM,, ^'lïiM,,.., qu'ainsi les directions R, R,, R,... coïncident respectiveûïent avec ces lignes ; alors il ne serait plus question de la flexion possible des lignes MM,, M, M,..., supposées rigides. Mais un tel système serait un système purement fictif, qui ne serait nullement comparable ni réductible au système réel ; car il n'est pas permis ^'introduire pour les besoins d'une hypothèse d'autres forces que *^lles qui existent, soit horizontalement, soit dans la direction des oints.
On se demande d'oil viendraient les réactions normales à la courbe ^t quelles sont les résistances qui peuvent leur donner naissance, tl y a là une évidente contradiction avec lés principes admis : cw si, iutre les résistances R, R, et le poids P,, il y a encore d'autres forces igissant sur les joints du voussoir EFF, E,, ou R ou R, n'est pas la "ésultante véritable de la pression sur le joint correspondant, ce qui îst contraire à Vétat de la question.
La première des deux opérations inadmissibljBS indiquées ci-dessus , B veux dire le changement arbitraire, la décomposition et recompoition de la charge de la voûte, doit être reprochée à tous les auteurs irécités qui ont tiré la théorie des voûtes de la considération des ourbes articulées. La seconde faute, qui consiste à introduire aprè^ oup des forces nouvelles, se trouve en outre chez Schubert, daiiases «nsidérations sur ce qu'il nomme « les courbes articulées à réacions tangentielles et horizontales, » et chez Knochenhau^r, a^x paragraphes 14 et suivants de l'écrit rappelé ci-dessus.
Après avoir exposé le principe qui doit servir de base à la théorie les voûtes et avoir tracé €omme courbe articulée, suivant laquelle
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est supposée concentrée la matière de la voûte, la ligne MM,M,M, définie plus haut, les auJteurs dont nous parlons sont conduits à considérer la ligne N,N,N, qui passe par les points de rencontre des forces trois à trois (R, R,, P,, etc.) et que nous avons nonimée, au paragraphe 40, la ligne directrice des pressions. Que cette ligne soit un polygone funiculaire véritable et pour des voussoirs infiniment minces une chaînette, il n'y a aucun doute à cela. Mais il est également certain que cette ligne n'a rien de commun avec une courbe articulée dont les côtés représenteraient les voussoirs concentrés et supporteraient à leur place le poids de la voûte. D n'est nullement nécessaire pour l'équilibre de la voûte que la ligne N,N,Nj tombe partout dans l'épaisseur de la voûte, ce qui est pourtant biea l'obligation la plus stricte d'une courbe articulée remplaçant la voûte; et dans un grand nombre de voûtes parfaitement stables, il est impossible de construire une seule courbe N.N.N,... qui ne sorte pas de l'épaisseur de la voûte.
Le polygoiie funiculaire ou la chaînette N, N, N,. . . .(fig. 109), qui est le lieu géométrique des points d'intersections successives des pres- ^ijï. «0». sions R, R,R„R„ et à laquelle sont
tangentes les directions de ces forces, est tout à fait indépendante des directions des joints, tandis qu'au contraire la courbe des pressions MM, M,M,..., lieu géométrique des points de rencontre des pressions avec les joints, dépend d'une façon très-réelle des directions de ces derniers. On voit donc que, dans les théories dont il s'agit, la direction des joints ne doit pas paraître comme élément déterminant, et l'on est conduit à cette fausse conséquence, que si le polygone fimiculaire N, N, N, se trouve tout entier dans Tépaisseur de la voûte, l'équilibre doit toujours subsister, quelle que soit la direction des joints. Contrairement à cette remarque, l'inclinaison des joints parait dans les formules analytiques de cette théorie, et l'on y détermine les angles des joints avec les côtés du polygone ; puis on prétend que c'est une condition indifférente pour l'état du système, au point de vue mécanique, que les
joints soient normaux à la chaînette (ou dirigés suivant les bissectrices des angles du polygone).
A chaque sommet d'un polygone funiculaire, il y a trois forces en équilibre, savoir le poids supporté et les tensions des deux côtés concourants ; sur chaque côté il y a deux forces qui se détruisent : savoir celles qui partent des deux extrémités de ce côté, égales et contraires, et mettent en jeu seulement la résistance absolue des côtés. Au contraire, dans la ligne articulée MM, M,..., formée do lignes matérielles pesantes ou chargées d'une manière quelconque, il y a toujours sur chaque côté trois forces en équilibre, savoir la charge de ce côté et les résistances que ce côté éprouve à ses extrcmilés de la part des côtés voisins, ce qui met en jeu non-seulement la résistance absolue du côté considéré, mais aussi sa résistance relative; à chaque angle, au contraire, il y a deux forces qui se détruisent : ce sont les réactions des deux côtés contigus. D'oîi il suit que les directions de ces forces, qui doivent être entre, elles égales et opposées, ne peuvent jamais coïncider avec les directions <Jes côtés, comme dans le polygone funiculaire. Parle décroissement indéfini de ses côtés, le polygone funiculaire devient une chaînette ; h ligne articulée MM,... devient d'autre part, quand ses côtés sont infiniment petits, une courbe qui n'a aucun nom caractéristique, si Ce n'est celui que nous lui avons donné {dus haut : la courbe des pressions.
La ligne NjNjN,... est toujours un vrai polygone articulé ou une chaînette, que les voussoirs soient en équilibre avec des joints paraitement polis, ou qu'il soit nécessaire de tenir compte du frottenent, soit que les directions R, M, N,, RjM, Nj... des résultantes R,, l,. . . fassent des angles droits ou obliques avec les joints correspon- [ants. Mais on n'en peut dire autant de la courbe MM, M,... qui l'est jamais un polygone funiculaire. Il ne sera pas inutile d'insister ur les causes qui, selon toute probabilité, ont fait prendre Tune K)ur l'autre deux courbes si différentes par leur principe.
Quand on a exposé ces théories, on a ordinairement figuré la oûte et les forces qui la sollicitent, de manière que, pour des diuensions finies des voussoirs, les verticales passant par les centres le gravité des poids P, , P». . . tombent respectivement entre les points il et M„ M, et M,... Dans ce cas de figure, le polygone funiculaire ^1 N, N,. . . prend par rapport à la courbe MM, M,. . . la position de la îgure UO, dans laquelle les sommets de la dernière courbe tombent
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sur les côtés de la première, et non sur leurs prolongements, comme \oi dans la figure précédente. U semble alors que la différence de forme \u et de position de ces deux lignes doive disparaître quand on imagine l-o que les voussoirs diminuent indéfiniment : dételle sorte que les dem |>a lignes se réuniraient en une seule et que les trois points M,M„N, se rapprocheraient indéfiniment. Mais c'est une erreur. Soit EF/« Fig. 110. le \oussoir élémentaire qui
suit le joint EF, gp la verticale du centre de gravité do poids p de cet élément etde sa surcharge; cette verticale ne passe pas nécessairement par le point M, mais viench^ couper en n la direction RM de la pression R qui sollicite le joint EF; soit m la direction, infiniment voisine de RM, de la résultante des forces R eip; m coupe ef en m; M et m sont ainsi deux points consécutifis de la courbe
MmM.M.M
la chaînette correspondant aux
points M et m est n, lequel n'est nullement placé entre M et m et en est même à une distance finie. Ainsi non-seulement la courbe continue MM, . . . diffère comme formede la chaînette, mais les points de la dernière sont à des distances finies des joints correspondants. Ce n'est que dans le cas unique et tout particulier où les centres de gravité des voussoirs élémentaires, comme EF/c, sont situés verticalement au-dessus ou auMlessous des points M, m, M,, M,, que la chaînette coïncide avec MM,... Ce cas est du reste sans importance théorique, car la courbe MM,... dépend de la charge, dontlarépa^ tition peut varier de beaucoup de manières, et la poussée a une grandeur constante en tous les points : d'où l'on pouvait conclure d'avance que cette ligne peut, dans des circonstances données, affecter la forme d'une chaînette. D'ailleurs, dans ce cas spécial, il n'est pas nécessaire que les centres de gravité des voussoirs élémentaires se placent exactement aux points M, m..., quoiqu'on disent plusieurs auteurs, entre autres Unger {Exercices de matMmatiqtm
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appliquées^ 2* volume, statique et biécanique, § 79) et Eytelwein, {Manuel de statique des corps solides, 2* vol., § 374). Il suffit, au contraire, parfaitement que les verticales des centres de gravité passent par les points M, m. . . .
De tout ce qui précède nous déduirons les conséquences suivantes. Si la voûte, composée de voussoirs infiniment minces, est formée et chargée de telle manière que toutes les verticales ^jo'passant par les centres de gravité des parties élémentaires EFfe; rencontrent les joints e/dans l'épaisseur de la voûte, en des points qui forment entre eux une courbe analogue à une chaînette renversée chargée de ces voussoirs, la voûte est alors en équilibre de rotation, pourvu que la chaînette dont il s'agit soit une courbe des pressions possible. Mais cela n'indique rien touchant l'équilibre de glissement qui dépend de l'inclinaison des pressions r sur les plans de joint ef; et il xi'en résulte pas non plus que la chaînette soit la courbe des pressions qui existe en réalité. (Dans le cas des voussoirs finis, la condition précédente devient celle-ci : il doit exister un polygone funiculaire N, N, N,... chargé des poids P,, P„ P.... et dont les côtés rencontrent en M,, M„ M^..., dans l'épaisseur de la voûte, les joints correspondants.) Si la condition précédente n'est pas remplie, le fait que la chaînette demeure dans l'épaisseur de la voûte n'implique l'existence ni de l'équilibre de rotation ni de l'équilibre de glissement, et le fait que la chaînette N^Nj^N^... sortirait en partie de la voûte n'impliquerait nullement l'instabilité. Il existe cependant entre cette chaînette (ou polygone funiculaire) et l'équilibre de rotation de la voûte une relation générale qui est celle-ci : l'équilibre de rotation est assuré si les tangentes à la chaînette (ou les côtés du polygone), suffisamment prolongées, rencontrent les joints correspondants en des points M, M,... qui soient tous dans l'épaisseur de la voûte .
^ C'est aux tentatives dont l'auteur s'occupe dans ce paragraphe que se rattache la solution pratique proposée par M. Dejardin {Routine de l'élablisseme^U des voûtes, 4" édit. 1845, 2* édit. 1860). Cet ingénieur, se plaçant sur un terrain entièrement artificiel, prétend donner des solutions empiriques satisfaisantes et qui se justifient à posteriori. Il commence par déterminer empiriquement (§ 54) l'épaisseur à la clef qu*il fait croître proportionnellement au rayon de courbure. Puis il attribue au décintrement une influence décisive sur la position d'équilibre de la courbe des pressions (§ 49) : il faudra, dit-il, décintrer le plus tôt possible, afin que la courbe des pressions finales corres^
On voit par ce qui précède combien sont dangereuses pour le praticien les théories que nous venons d'examiner. La méthode imparfaite de Lahire donne du moins une valeur approchée de la poussée ; elle n'est donc pas tout à fait dépourvue de valeur pratique; les spéculations ddnt nous parlons, au contraire, quoique entourées de tout l'appareil de l'analyse, peuvent égarer complètement celui qui s'y confie.
§ 65. Théories des voûtes fondées sur la considération des courbes des pressions.
Pour exposer les conditions d'équilibre des voûtes, divers auteurs ont fait usage de la courbe à laquelle nous avons donné ci-dessus le nom de courbe des pressions^ parce qu'elle passe par les points d'application des pressions résultantes sur les joints. Mais les théories établies sur cette base n'ont considéré jusqu'ici que les arcs à deux moitiés symétriques ; elles contiennent d'ailleurs des imperfections.
1 . Moseley est le premier qui ait pris pour base la courbe des pressions *, et qui ait cherché à lever l'indétermination où demeu-
pende à la courbe moyenne, car u Tétat final est la répartition uniforme de Faction entre les diverses résistances toutes les fois qu'il n'existe pas d'obstacle imieni à ce que toutes les résistances fonctionnent également. » Inutile de faire observer combien cette proposition est inetacte.
Ailleurs^ on lit (§ 28) : a L'équilibre exige que la courbe des pressions qui passe par le sommet de l'extrados et celle qui passe par le sommet de l'intrados ne sortent pas du profil de la voûte. On a vérifié que, dans le profil adopté^ cette double condition est satisfaite et l'est avec toute l'économie désirable^ car elles s'éloignent peu de l'extrados et de l'intrados. )) Cette condition imposée conduit nécessairement à des dimensions trop fortes ; il n'y a donc pas lieu de suivre les règles de tracé proposées.
Pour ce tracé, on fait en sorte que la pression exercée normalement à Tintrados soit constante ; l'extrados est déterminé en conséquence, en supposant essentiellement que la voûte se comporte comme un fil tendu sur le cintre.
Il n'y a là, on le voit, rien de rationnel ; la critique faite ci-dessus des théories de Gerstner, Knochenhauer, etc., s'applique complètement à Fessai de Dejardin, qui, postérieur aux ouvrages de Méry et de Moseley, n'est en progrès sur aucun point.
^ Il doit être permis au traducteur français de présenter les titres de priorité
rait la vraie courbe des pressions parmi toutes celles qui sont possibles dans une voûte stable ; il y est arrivé en introduisant dans la science le principe de la moindre résistance. (Voir Philosophical magazine y 1833; Philosophical transactions y 1837, et The tnechanicalprinciples of engineering and architecture, 1843.) Il déduit de ce principe cette condition, que la poussée doit être un minimum. Cependant Moseley n'a pas perfectionné l'emploi de cet instrument fécond et il a laissé échapper des inexactitudes.
Pour déterminer en effet la courbe des pressions qui répond au minimum de la poussée, il se contente de poser cette condition, qu'il regarde comme suffisante, savoir : que la courbe touche l'intrados ou qu'elle passe par le point le plus bas de l'intrados. Puis, pour discerner, parmi les nombreuses courbes qui satisfont à cette condition et qui ont divers points de départ à la clef, la vraie courbe et
de M. Méry. Nous reproduisons ci-dessous une note de M. Victoria Chevallier, ingénieur en chef des ponts et chaussées, insérée à la deuxième livraison du tiémorial de$ travaux hydrauliques de la marine (1862).
« Lorsque M. E. Méry arriva à Brest, en 1828, comme ingénieur des travaux hydrauliques, les voûtes et les arceaux des premières salles de l'hôpital Giermont-Tonnerre du côté N.-O. étaient en cours d'exécution et commençaient à exciter de graves inquiétudes. Il fut chargé par M. le directeur Trotté de Laroche d'en vérifier la stabilité par des calculs théoriques et des expériences comparatives. Ces études, qui se prolongèrent en 1829, ont été résumées dans le mémoire ci-joint, remis à M. Trotté de Laroche presque immédiatement après leur achèvement.
« Â la même époque, M. Méry, développant des recherches sommaires auxquelles il s'était livré dans Thiver de 1826 à 4827 à FEcole des ponts et chaussées, rédigea un mémoire très-intéressant sur la stabilité des voûtes en général, mémoire qu'il laissa en 1833 en quittant le port de Efrest, et dont je pris copie en 1837 lorsque je fus attaché au service de ce port.
a C'est ce dernier mémoire qui a paru en 1840 dans les Annales des ponts et chaussées^ avec quelques changements de rédaction pour la partie théorique, mais sans aucune modification pour les applications citées.
« Ce simple exposé fera rendre sans doute à M. Méry des titres de priorité que M. Poncelet attribue à M. Moseley par ignorance des faits, dans une notice historique insérée en 1852 aux Comptes rer*dus de l'Académie des sciences. »
Le passage justement critiqué ci -dessus, de M. Poncelet, est relatif à des mémoires antérieurs de M. Scheffler; M. Poncelet prétend que « cet ingénieur attribue par erreur l'initiative de la courbe des pressions à M. Méry, lequel, ainsi qu'on l'a vu, ne s'en est occupé que quelques années après M. Moseley. n
C'est M. Poncelet qui est ici dans l'erreur, ainsi qu'il résulte clairement de la note de M. Chevallier.
son point de départ, il ajoute que la poussée Q doit être uu minimum absolu, pour lequel le coefficient différentiel par rapport à Tordonnée verticale du point d'application s'annule. Si le point d'application de la force Q, ainsi déterminé, tombe entre les pointe extrêmes de la clef, il est le point d'application réel ; mais s'il tombe dessus ou dessous, en dehors de la voûte, ce sera, dans le premier cas, le point le plus haut , dans le second, le plus bas de la clef qui sera le véritable point de départ de la courbe des pressions. Enfin si la courbe tracée au moyen des données qui précèdent coupe l'extrados, la voûte est considérée comme instable. Tel est le système de Moseley.
Mais nous avons vu que lorsqu'il existe une courbe des pressions satisfaisant aux conditions précédentes de stabilité, et qui, touchant l'extrados, commence en un point quelconque de la clef entre h extrémités de celle-ci, qui par suite n'est pas simultanément en contact avec l'intrados et avec l'extrados, cette courbe ne peut jamais répondre au minimum de la poussée. Il en résulte que le caractère Fig. m. assigné par Moseley à la courbe
de moindre poussée n'est pas exact. On voit facilement en effet que, si la poussée Q devait être un minimum absolu, elle devrait dans tous les cas être nulle et répondre à un point d'application placé à une hauteur infinie audessus de la clef (fig. IH). D'après cela, la théorie de Moseley conduiraitàplacer lepointde départ delà vraie courbe des pressions, dans tous les cas, au point le plus haut de la clef. Mais alors il n'y a plus trace des considérations que nous avons présentées dans cet ouvrage sur la stabilité et l'instabilité des voûtes, et il ne demeure qu'un seul cas, celui où la vraie courbe des pressions passe par le sommet du joint à la clef. Ce cas, qui n'est qu'un cas particulier, serait le seul possible d'après la théorie de Moseley: ce qui évidemment repose sur une erreur.
Pour que l'on ne soit pas trompé par les formules que donne
Moseley au paragraphe 344 de son ouvrage précité pour les arcs de
•cercle (n*** 488 et 489), formules qui semblent donner des valeurs
nies tant pour le minimum absolu de la poussée qtie pour la disance au centre des arcs du point d'application à latlôf, il est essentiel le remarquer que ces formules dépendent de Tangle de rupture ^, B'est-à-dire de l'angle des joints de rupture avec la verticale. Cet angle de rupture doit avoir été préalablement tiré de l'équation n* 487, qu'on déduit dé la condition de nullité du coefficient différentiel de la poussée Q par rapport à l'angle ^. Pour les voûtes à joint vertical à la clef, on a pour cette équation n** 487 la forme :
8in 2 4^ — 2 t|/= quantité positive.
Gomme, pour toutes les valeurs positives de ^j;, sin 2 i// est plus petit que 2 v^, il s'ensuit qu'une valeur négative de ^ peut seule répondre à l'égalité qui précède. Or il est impossible de satisfaire à cette dernière condition : donc la règle qui y conduit et les formules 9ui s'y rapportent ou s'en déduisent ne sont pas applicables à la théorie des voûted.
2. M. Méry {Annales des ponts et chaussées^ 1840^ V* semestre) i ausû étudié les voûtes parles courbes des pressions. Mais il laisse mbràitef rtniiétennination qu^on rencontre, dans une voûte stable H qui a'est pas à la limite de stabilité, entre les courbes possibles în nombre infini, tandis que nous déterminons parmi ces courbes a véritable au inoyen du principe de la moindre résistance qui burnit la condition caractéristique de la moindre poussée possible. ]lette condition est exacte non-seulement en théorie, mais dans 'application, pourvu qu'on cherche tnttthétoatiquetoent la courbe lans le cas des voussoirs incompressibles ; elle donne une simple ipproximatîon dans le cas des voussoirs compressibles, attendu que a loi de l'élasticité dans les réactions des voussoirs est inconnue.
M. Méry cherche la courbe correspondant au minimum et celle correspondant au maximum de la poussée. Mais il avance sans Dreuve que, dans chaque demi-voûte, la première courbe doit néces- ^irement toucher l'extrados dans le voisinage du sommet et l'inirados près des naissances, que la seconde doit toucher l'intrados ians le voisinage du sommet et l'extrados près des naissances. Cette proposition n'est pas exacte : ainsi que nous Tavons démontré, il y k deux sortes de voûtes qui peuvent toutes deux offrir le minimum de la poussée, et sont dans des conditions opposées relativement aux
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caractères donî; il s agit ; le dernier de ces caractères peut répondre aussi bien au minimum qu'au maximum de la poussée. . A cause de l'indétermination de cette vraie courbe des pressions, M. Méry se restreint à la considération de voûtes qui, eu égard à leur forme spéciale, sont à la limite de l'équilibre, et pour lesquelles, par suite, la courbé des pressions de poussée minimum et celle dp poussée maximum doivent coïncider. Dans l'énumération des cas spéciaux qui se rapportent à cette hypothèse, il omet les cas représentés par les courbes CMNI (fig. 112) et KNMA (fig. 113). L'énumération a encore ceci de défectueux, qu'elle repose uniquement sur une combinaison des deux caractères appliqués ci-dessus, tandis que la combinaison des vrais caractères que nous avons présentés pour les courbes répondant au minimum ou au maximum de la poussée aurait donné une bien plus grande variété de cas d'équilibre
lig. 112. Fig lis.
limite. Gomme les caractères des deux courbes ci-dessus définie» ont été indiqués sans preuves, M. Méry ne peut pas conclure que ses courbes, qui d'après lui répondent aux limites de stabilité, sont les seules possibles dans ces voûtes, et qu'ainsi la stabilité limite y subsiste effectivement. D'ailleurs cela ne saurait être prouvé, car ie fait n'est pas vrai dans toute la généralité qu'on lui veut attribuer. Par exemple, le cas où une courbe des pressions passerait par les deux points extérieurs de la clef et des naissances, et toucherait en même temps l'intrados en un point intermédiaire N, ce cas, traité particulièrement par Méry, ne peut correspondre en général aux limites de la stabilité : car, du moment que le point B (fig. lU)
est plus haut que le point N, il y a encore une infinité de courbes des pressions, comme l'K', qui demeurent dans l'intérieur de Tare, et qui peuvent ainsi maintenir en équilibre la voûte proposée. 3. M. Hagen. {Uber Fonn und np. m.
Stàrke gewblbter Bogen^ Mémoires
de l'Académie de Berlin, 1^844) fonde
également la théorie des \oûtes sur la
considération de la courbe des pressions; il fixe une fois pour toutes le
point d'application de 1a poussée à la
clef au milieu de la clef et le point
inférieur de la courbe djss pressions au milieu du joint de naissance, et exige en outre que cette courbe passe par les milieux do tous les joints, voulant obtenir ainsi la plus grande stabilité possible.
Quand, dans une voûte, ou peut construire une courbe passant par les milieux de la clef et du joint de culée, et ne sortant en aucun point.de l'épaisseur delî^ voûte, assurément c'est une courbe des pressMhs possible. Mais il ne s'ensuit nullement qu'elle soit la véritable et que la poussée correspondante existe réellement. De plus, c^t6 hypothèse laisse échapper presque complètement la diversité des phénomènes touchant la position et le nombre des joints de rupture, et l'on ne connaît plus le mode de destruction des voûtes iastableB. Au reste, il résulta de ce que nous avons vu plus haut qu'une voûte, pour laquelle on peut imaginer une courbe des pressions passant par le milieu des joints, est stable en ce qui concerne la rotation des voussoirs autour de leurs arêtes, quelle que soit la eompressibilité de la matière des voussoirs. Quand donc la voûte est de dimensions telles que cette condition soit satisfaite, on peut bien dans la pratique compter sur la plus grande stabilité possible contre la rotation ; mais comme la vraie courbe des pressions s'éloignera toujours en ungrand nombre de points du milieu des joints, et que, par conséquent, la pression n'est pas du tout uniformément répartie dans les joints, il s'ensuit que le danger d'écrasement des voussoirs a'est nullement conjuré, si l'on ne donne à la voûte ainsi déterminée ijue l'épaisseur qui suffirait, d'après M. Hagen, pour assurer la stabilité : épaisseur qui serait suffisante, si les pressions résultantes sur es joints passaient partout au milieu des joints.
On doit encore remarquer que, pour construire approximative-
ment une courbe des pressions dont le point d'application K à h clef est donné (fig. 115), et qui répond h une poussée Q, l'auteur commence par substituer au poid» d'un voussoir quelconque CDFM celui de CDFL qui en diffère peu, FL étant la verticale du point F. Cette substitution conduit à négliger la petite masse triangulaire MFL ; la grandeur et 1& direction de la pression agissant contre MF n'en sont pas en général beaucoup changées ; c'est pourquoi nous avions adopté cette simplification dans nos premières recherches, et ce n*est que plus tard que nous avons été conduit, par l'étude de voûtes tout à &it irrégulières, à introduire une correction qui est souvent nécessaire. Mais ensuite M. Hagen, déterminant le pointde la courbe des pressions qui correspond au poids du voussoir CDFL, p. jjj. le place à l'intersection de h
pression avec la verticale LF et non avec le joint MF : d'où résulte une erreur dont l'hnportance ne se mesure pas au rapport des masses MFL, CDFM, mais peut devenir telle que Vèa soit conduit à prendre pour la courbe des pressions une courbe qui n'a avec elle aucune analogie.
4. M. Weisbach {Lehrbuch ier Ingénieur -^ und Maschinen — Mechanikj 2* partie) emploie simultanément, dans l'étude de la théorie des voûtes, la chaînette et la courbe des pressions, qu'il paraît regarder comme identiques: cela résulte du moins des figures des paragraphes 16, 17, 18, et de la commune dénomination de ligne de pression (Drucklinie) qu'il leur donne. Cependant il consacre la seconde à l'équilibre de rotation, la première à l'équilibre de glissement. Mais on a signalé plus haut la différence importante qui existe entre ces deux courbes et le rôle que joue dans la théorie des voûtes la chaînette, qui n'a nullement besoin de demeurer dans l'épaisseur de la voûte.
M. Weisbach se borne, en ce qui concerne l'équilibre de rotation,, à établir un seul principe général, savoir : dans une voûte stable il doit y avoir au moins une courbe des pressions qui ne sorte pas de l'épaisseur de la voûte. C'est incontestable, mais cela n apprend rien sur la vraie courbe des pressions, sur le maximum et le
lîuinium de la poussée, et sur la nature spéciale de l'équilibre qui « produit. Il donne pour l'instabilité le caractère inadmissible que foici : Si les lignes de pression coupent Tintrados, la rupture aura lieu en dedans; si elles coupent Textrados, la rupture aura lieu en dehors. Or on sait que dans une voûte instable, aussi bien que dans toute voûte stable, il y a des lignes Kig. us.
de pression qui coupent l'intrados et l'extradoai la fois ; en outre, dans une voûte qui se rompt, il y a toujours rotation partielle en decbins, rotation partielle en dehors, et ces deux rotations peuvent se eombiner, comme on sait, de beaucoup de mani&res. Knfin, la figure donnée par | M. \Vei8bach (fig. 116) ne saurait représenter la manière dont la rupture se fera dans le premier des cas particuliers considérés ; car jamais une Voûte ne se rompra comme l'indique Ifi courbe DI, courbe que l*on peut tracer dans toute voûte stable, en pi».
donnant à la poussée en D une asse^ petite valeur. |jf( courbe QI de la figure 117 donnée 1 aussi par M. Weisbach ne peut pas davantage représenter le second cas de rupture,!
attendu qu'elle peut être tracée dans toute!
voûte stable, en donnant à la poussée une as-| sez grande valeur.
5. M, Barlow {The civil engineer and ar^ chitecfs Journal^ juillet 1847), adopte la théorie de Mpseley, mais il confond la courbe des pressions avec la cotirbe-^nveloppe des pressions, laquelle est une chaînette ou un polygone funiculaire, et il prétend prouver par l'expérience l'identité de ces deux courbes. On a vu plus haut que le polygone funiculaire ou la chaînette ne doit pas être confondu avec la courbe des pressions : leur distinction condamne la proposition de M, Barlow. Cet auteur décrit une expérience faite sur une voûte en plein cintre composée de dix-huit voussoirs égaux extradossés parallèlement ; son épaisseur était telle que la voûte était à l'état d'équilibre limite, et que la vraie courbe des pressions passait par les points supérieurs de la clef et des naissances, et touchait l'intrados dans l'intervalle. Cette voûte présentait la disposition de la figure 118. MNiNaN,,.. est le polygone funicu-
laire que M. Barlow confond avec la courbe des pressions MM.M.Mj... Ce polygone est tel, que ses côtés NiN^, N,Nj..., coupent les joints correspondants E^Fj, E,F,... en des points M^, M^, qui se trou^enl dans l'épaisseur de la voûte : d'où il suit que la voûte est en éqiùlibre, sans que MMiM^M^... soit pour cela la vraie courbe des pressions correspondant ^u mi- pj ^^^ nimum de la poussée. Si maintenant on suppose que les points extrêmes de la courbe MM^M^M^... sont aux points supérieurs de la clef et des naissances, cette courbe devient, sous les conditions particulières (jui résultent des dimensions adoptées, la vraie courbe des pressions ; mais elle diffère toujours, plus ou moins suivant les circonstances, mais; d'une quantité finie, du polygone funiculaire correspondant.
M. Barlow trouve, dans Texpérience citée, que le polygone funiculaire MNjNaN,..'. est le même, sauf renversement, que celui qtie forme un fil flexible chargé des mêmes poids : cela prouve «witement que, dans le cas particulier considéré, le polygone funicu]|aire correspondant à la courbe des pressions demeure dans l'épaisseur de la voûte, qu'il se termine à l'extrados, tant à la clef qu'aux naissances, et qu'entre ces deux points il y â contact avec l'intrados. Ce fait, qui résulte déjà des lois de l'équilibre dés voûtes conamé cas particulier, n'avait pas besoin d'être établi par expériences; et l'on tombe dans l'erreur si l'on en veut tirer des conséquences générales.
Au reste, le mémoire de M. Barlow s'attache surtout au cas où la vraie courbe des pressions part du sommet de la clef, seul cas examiné déjà par Moseley ; mais on n'y trouve ni la vraie condition d'existence de ce cas, ni son étendue effective.
M. Barlow remarque en outre qu'il peut provenir d'une voûte voisine une pression de dehors en dedans pour la voûte considérée. 11 attache beaucoup d'importance à l'étude du cas où des voûtes non
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identiques viennent s'appuyer contre une même pile : il ne pousse pas d'ailleurs cette étude jusqu'au bout. Il est superflu de prouver l'importance pratique d'une telle recherche, laquelle comprend aussi le cas fréquent où deux arcs égaux sont inégalement chargés.
Les remarques suivantes serviront de guide pour l'éclaircissement de C3S cas, dans le détail desquels nous ne saurions entrer ici.
Soient {fig.U9) ABFE, A'BT'E', deux voûtes différentes qui appuient contre une pile commune par les surfaces AB, A'B'; oient IK, TK' les courbes des pressions correspondant dans les êiix arcs à un minimum de la poussée : ces courbes se continuent ans les piles extérieures suivant les courbes KN, K'N'. La réunion es pressions agissant en 1^ T avec les poids des parties successives, . jointe horizon taux j de la pile du milieu BB'M, détermine dans cette
jîle une courbe des pressions LM, qui serait une verticale si les leùx voûtes étaient égales de forme et de charge, et qui est une îourbedans le cas contraire. Tant que cette courbe se trouve tout entière dans l'intérieur de la pile, il n'y a î^ucune tendance à la roation autour d'une arête de joint ; si, en même temps, l'angle de la lormale à chaque joint avec la pression si^r ce join^ est inférieur à 'angle du frottement (ce qui aura presque toujours lieu), la pile est lussi en sûreté contre le glissement. Alors, malgré l'inégalité des K)ussées des deux voûtes, il n'y a aucune raison de cesser de conîdérer les courbes IK, TK', qui répondent aux minimums des K)ussées respectives, comme les vraies courbes des pressions. Si, au ontraire, la courbe des pressions de la pile tombait en partie en
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dehors, comme LM', il s'ensuivrait nécessairement des cbangemènt^ dans les autres courbes. La pile alors, sous la plus petite poussée de la voûte ABFE, ne serait plus en état de résister à celle de A'B'F'E'; cette dernière poussée conduit donc à une poussée de la première voûte plus grande que celle qui répond à la courbe IK. Toutefois, d'après le principe de la moindre résistance, la poussée de la voûte ABFE demeurera aussi petite que possible. On satisfera à cette condition par la plus faible augmentation de la poussée de ABFE qw soit capable de ramener la courbe des pressions de la pile dans l'épaisseur de cette pile, comme par exemple /m^ De la sorte, la courbe l'K' de la voûte A'B'F'E' ne change pas, et celle IKN de ABFE se transforme en une autre telle que lA», qui répond à une poussée plus forte que la poussée minimum qui répondrait à l'arc isolé.
Les Considérations qui précèdent sur les principales théories des voûtes feraient justice des nombreuses observations contradictoires qui se sont produites, après la lecture du mémoire de M. Barlow, au sein de Tlnstitut des ingénieurs civils de Londres, et que Ton trouvera dans le Civil engineer and architecfs Journal (août I8i7).
6. M. Garvallo {Étude sur la stabilité des voûtes^ dans les Anmles des ponts et chaussées, 18S3), fonde aussi sa théorie sur les courbes des pressions, mais d'une manière tout à fait imparfaite et insuffisante.
Pour éviter les difficultés que présente l'application de Tanalyse aux courbes des pressions, il substitue aux joints inclinés réds des joints verticaux fictifs, changement que nous avons déjà critiqué plus haut, en rappelant l'expérience de M. Hagen, et qui ne peut que conduire à des résultats fautifs. Un de ces faux résultats, qui se déduit tout naturellement de l'hypothèse des joints verticaux, est que la courbe des pressions d'une voûte chargée est indépendante de la forme de l'extrados*.
* Remarquons que cette courbe n'aura la forme Im que dans le cas trèsexceptionnel de pressions horizontales appliquées à la face gauche de la pile. En général, la courbe s'obtiendra par la composition de la résultante des deux poussées avec le poids des tranches successives. Cette courbe sera alors une logarithmique n'ayant sa tangente verticale qu'à l'infini. f.a courbe Im ne sera donc pas tangente à la face droite de la pile, mais elle passera par le point inférieur de cette face. Cela ne change rien du reste aux observations de Fauteur.
* Le théorème que M. Carvallo établit, avec le secours du calcul intégral, est
Le principe de la moindre résistance de Moseléy et la condition qui en découle pour la vraie courbe des pressions sont inconnus à M. Carvallo. Ayant à traiter quelques cas particuliers, peu nombreux et sans lien rationnel, il a recours, pour déterminer le point d'application de la poussée, non aux principes, mais aux expériences. Ainsi tout ce travail se réduit à la récherche de certaines courbes des pressions possibles, et comme cette recherche s'applique à un système de joints fictifs, les résultats obtenus n'ont aucune importance pour la vraie théorie des voûtes, et sont trèsloin d'éclaircir les apparences (Jiverses que peuvent offrir les voûtes de formes variées. Même pour des cas très-simples, tels que celui des ogives, il admet, à défaut de principes, des conditions arbitraires qui conduisent à des ^hypothèses et à des formules absolument fausses. Dans tout le mémoire il n'est jamais question que d'un seul joint de rupture, par là on peut juger du peu de valeur de l'ouvrage.
Ainsi, au n* 14 de cet éciit, on admet que, dans une ogive, la courbe des pressions touche l'intrados au sommet et l'extrados au joint de rupture, tandis que^ dans une telle voûte, il y a deux joints de rupture et deux contacts avec l'intrados et l'extrados, et que la courbe s'approche à la clef, suivant la forme et la chaîne, tantôt de l'intrados, tantôt de l'extrados, circonstance indifférente pour la position des joints de rupture.
Aux n*" 14 et 19 on afBrme aussi, ce qui est faux, que l'on peut construire des voûtes dans lesquelles les courbes des pressicHis et les joints de rupture occupent telles places que Ton veut.
celui-ci : Si la voûte est surmontée de tympans en maçonnerie, identiques à la matière des voussoirs, et que l'on suppose les joints des voussoirs verticaux, la courbe des pressions est indépendante de l'extrados. Cette proposition est aussi évidente qu'inutile. Elle se déduit en effet immédiatement de Thypothèse des joints verticaux, et elle est inutile, car cette hypothèse fausse complètement les conditions de stabilité des voûtes. Les longs calculs qui terminent le mémoire de M. Carvallo ont donc été faits en pure perte. 11 est pénible de penser combien d'esprits distingués m fourvoient dans les questions de mécanique parce qu'ils veulent simplement y chercher des problèmes d'aoalyse, et qu'ils croient trouver dans les résultats de leurs formules des principes fondés sur la nature des choses, sans avoir commencé par introduire ces principes mêmes, dans les calculs.
« Rien, dit Poinsot, ne nous dispense d'étudier les choses en elles-mêmes, cl de nous rendre bien compte des idées qui font l'objet de nos spéculations. »
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M. Carvallo s'appuie particulièrement sur l'hypothèse deNavier, relativement à la répartition des pressions sur la surface des joints, et il en conclut que la courbe des pressions peut en réalité s'approcher des courbes-contours de la voûte au plus à une distance ^ale au tiers de Tépaisseur du joint ; dans le cas d'un plus grand rapprochement de Tune des courbes-contours, les points voisins de l'autre subiraient des pressions négatives ou forces répulsives, ce qui veut dire que la rupture s'ensuivrait. Je ne fais aucun cas de cette hypothèse, précisément parce que ce n'est qu'une hypothèse sans fondement ; je la crois approximativement vraie dans certains cas, mais fausse dans d'autres, et range parmi les absurdités la conséquence ci-dessus énoncée de cette hypothèse.
Ainsi qu'on le voit par les voûtes dont les joints s'entr'ouvrent, la dureté des voussoirs de pierre peut fort bien permettre à une courbe des pressions d'arriver presque au contact des courbescontours, et, si cela est possible, il doit en être ainsi approximativement aux points de rupture dans les voûtes dont les joints demeurent fermés, attendu que ce contact répond au principe de la I ig. 120. moindre résistance. Il peut se produire, comme
le montre la figure 120, une compression qui réduise la surface pressée à une faible partie ab de la surface du jointe sans qu'il se produise en bc des efforts négatifs. L'inexactitude de cette hypothèse, en général, résulte d'ailleurs de ce fait qu'elle ne dépend pas de la direction de la force P, tandis que cette direction doit exercer une influence sérieuse sur la répartition des pressions.
En admettant le contact entre la courbe des pressions et les courbes-contours, on s'approche assurément beaucoup de la vérité, beaucoup plus que par l'hypothèse de M. Carvallo, qui porte à un tiers de l'épaisseur du joint la distance minimum de ces deux lignes. Aucune expérience ne confirnie cette dernière hypothèse, tandis qu'il y en a à l'appui du contact approximatif ;^ar, en partant de l'hypothèse du contact, on trouve théoriquement qu'un plein cintre non chargé demeure en équilibre quand le rayon ne dépasse pas neuf fois l'épaisseur de l'arc ; or la pratique confirme ce résultat. Si la limite du tiers de l'épaisseur du joint était imposée au rapprochement des courbes, l'équilibre exigerait un rayon au plus triple
de répaisseiir de la voûte, résultat contredit à chaque instant par l'expérience. Donc l'hypothèse qui lui sert de base est tout à fait inexacte.
Nous avons déjà dit qu'on peut tirer la même conclusion de l'examen des joints qui s'ouvrent dans les voûtes défectueuses.
Si, dans un cas particulier, on a affaire à des matériaux peu résistants, nous avons vu plus haut (§ 21) comment on garantit la voûte par une augmentation convenable d'épaisseur ou bien en en changeant la forme, de telle sorte que la ligne des milieux des joints soit une courbe des pressions possible, sans pour cela s'imaginer que cette courbe possible soit aussi la courbe des pressions réelle.
M. Carvallo prescrit de faire travailler les matériaux au dixième de la charge de rupture, en supposant la pression uniformément répartie sur la surface du joint : cette prescription n'est nullement pratique, soit parce qu'en général cette pression est beaucoup plus faible dans les applications, soit parce qu'elle varie dans des limites étendues, suivant les dimensions et la forme des voûtes.
Ces trop nombreuses erreurs sont habillées en formules transcendantes, qui ont pour effet d'imposer aux yeux inexpérimentés, mais aussi d'annuler l'utilité que les ingénieurs pourraient en tirer dans la pratique des constructions. En outre, cet ouvrage n'étudie que les voûtes à moitié symétriques : nouvelle raison pour en'signaler le manque de généralité.
Les grands éloges que donne M. Poncelet, dans son Examen historique et critique des principales théories concernant F équilibre des voûtes (Compte rendu de l'Académie des sciences, tome XXXV, 11, 18, 26 octobre et 2 novembre 1852 *) à cette théorie si défectueuse de M. Carvallo, sont en désaccord flagrant avec la vérité scientifique, sur laquelle beaucoup d'auteurs plus anciens, qui partaient du même point de vue que M. Carvallo, notamment Moseley et Méry, avaient déjà projeté une bien plus vive lumière.
Des considérations de M. Poncelet, particulièrement de ses remarques sur la détermination de la vraie poussée et de la vraie courbe des pressions, il résulte que M. Poncelet lui-même ne se rend pas clairement compte de la véritable nature des forces appliquées à une voûte. Cela ressort, par exemple, de cette proposition
* Cet Examen a ôtû aussi tiré à part. Bachelier, 1852. ^^
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énoncée à la page 42 de son Examen, historique ^ que, pour établir une voûte le pluâ économiquement possible, il faut faire en sorte que la vraie courbe des pressions passe par les milieux des joints, ce qui est positivement impossible.
Mon mémoire sur la théorie des voûtes dans le journal de Crdle a aussi eu Thonneur d'être cité avec éloge par M. Poncelet*. Mais
^ Voici en quels termes s^exprime M. Poncelet dans son Examen hislmque déjà cité :
IL Ces nouvelles recherches^ qui ont paru en allemand dans le tome XXIX, 3« cahier du Jtmmal drs eonstrucUons de M. Crclle, concernent plutôt le point de vue théorique et abstrait de la question des voûtes que ses applications pratiques à l'art de l'ingénieur. Il s'agit, en un mot, de généraliser, en les reetifiant et complétant en quelques points, les principes qui ont servi de base aux théories existantes, en considérant que, dans Tétat d'équilibre d'une voûte, la résultante des pressions sur le joint vertical de la clef doit satisfaire à la condition du minimum^ d'après un principe mis en avant par M. Moseley (Pltlofophical Magazine^ octobre 1833j, sous le nom de principe de moindre résistance, et dont M. Scheffler a ensuite étendu et mis dans son jour la véritable signification dans un précédent mémoire inséré au tome XXVIII du journal déjà cité de M. Crelle,
(( Ce principe, dont l'énoncé, assez évident en lui-même, pourrait être généralisé, ne diffère pas, quant au fond, de celui dont Coulomb a offert, dans son mémoire de 1763, de si belles applications aux théories de la résistance des solides, de'la poussée des terres et des voûtes, toute la difficulté étant seulement d'en tirer, sans trop de tâtonnements ou de calculs, des conséquences exactes relatives à la forme et à la position de la ligne des pressions en dehors du cas où elle est supposée devoir passer par certains points donnés à priori, ainsi que l'avaient fait auparavant MM. Moseley et Méry en se plaçant franchement dans les conditions de l'équilibre strict envisagées par Coulomb comme de simples limites à la stabilité des voûtes. Or c est là précisément oe que se propose de faire M. SchefQer, tout en restant dans l'hypothèse de l'incompressibilité parfaite des voussoirs, et sans rien emprunter à 1 expérience non plus qu'aux données antérieurement acquises sur les différents modes de rupture des voûtes. ....
(( Cette détermination toute géométrique (de la courbe des pressions), à nos yeux le point capital du mémoire, exigeant pour ainsi dire un nombre illimité de constructions ou de tâtonnements, rend la méthode à peu près illusoire dans ses applications à la pratique. »
Aux observations que présente M. Schefûer sur cet exposé de M. Poncelet, nous ajouterons une seule remarque. Le savant académicien, qui .est à tant de titres le légitime successeur de Coulomb, attribue à son illustre devancier le principe de la moindre résistance. Nous n'avons pu découvrir aucun mémoire de Coulomb portant la date de 4783 ; si, comme il est probable, il s'agit ici de celui de 1773, nous devons dire qu'il nous a été impossible de trouver trace de
l'éloge porte sur des points accessoires qui méritaient à peine d'être relevés ; le fond du mémoire n'est pas mentionné. Par exemple, M. Poncelet dit (page 26) que ma méthode graphique pour la détermination de la courbe des pressions, laquelle est à ses yeux la partie capitale de mon mémoire, rend presque illusoire l'application pratique de ma théorie, parce qu'elle exige une infinité de constnictions ou de tâtonnements. Je dois croire que le sens Vrai du mémoire lui a échappé à une lecture trop rapide. Les nombreux exemples développés plus haut, même pour les formes et les charges les plus compliquées, montrent clairement que quiconque a une teinture des mathématiques peut appliquer cette théorie sans peine et avec la plus grande rapidité ; qu'ainsi cette méthode est, pratiquement, la plus simple de toutes. Ces exemples établissent, de plus, que cette théorie est appropriée à la solution de tous les problèmes relatifs aux voûtes, et s'applique aux systèmes les plus simples ou les plus compliqués, avec une égale facilité. Pour ce qui concerne les constructions sans fin, que le lecteur n'a sûrement pas remarquées dans les exemples ci-dessus, ni par conséquent jugé nécessaires, un instant de réflexion montre que ce même reproche peut s'appliquer à la détermination de toute grandeur incommensurable, par exemple à l'extraction des racines carrées, qui exige aussi un nombr,e infini d'opérations, si l'on veut une exactitude absolue. Ce réproche n'a donc pas de sens.
7. M. Hoffmann a publié récemment un ouvrage {Uber Form tend Stârke gewôlbter Bogen^ 1853) qui rentre dans la catégorie de ceux dont il a été parlé dans le paragraphe précédent, puisqu'il emploie la considération de lignes articulées. Il commence par reproduire les propositions connues sur le mode d'équilibre possible d'une
remploi du principe de là moindre résistance^ bien que l'ordre d'idées où se place Coalomb soit le même qui a servi de base à ce principe. Si Coulomb l'avait possédé) n'auraitil pas levé Tindétermination dont il se débarrasse en se restrei^ant à l'équilibre limite ? Mais il y a plus : M. Poncelet trouve Ténoncc de ce priBcipe a$uz évident. Nous craignons bien que le lecteur français ne le troave encore un peu trop métaphysique, malgré les explications données au oonM&encement de cet ouvrage. Enfin, si, comme Fannonce M. Poncelet, ce principe est susceptible d'être généralisé, cette généralisation serait bien désirable à tous ^ards et devrait tenter les esprits chercheurs. N'oublions pas, en effet, qu'à côté des voûtes droites que nous venons d'étudier se trouve la nombreuse fomiUe des arches biaises, indéfinimeni^ variée. U y a là une voie de recherches à peine abmtiéc jusqu'ici. ^^
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rangée de prismes s'appuyant les uns sur les autres. Ces théorèmes sont sans importance pour la théorie des voûtes : ils établissent en efifet la possibilité d'un groupe de forces sous certaines conditions, et nullement la réalité de Texistence d'un certain groupe de forces , sous les conditions données d'une voûte. Il n'est là question ni de minimum de poussée, ni de joint de rupture, ni d'aucune distinction des formes de voûtes suivant les divers contacts des courbescontours et de celle des pressions, ni d'un caractère indiquant le mode de rupture d'une voûte instable ; en résumé , aucun des points principaux que doit traiter une théorie des voûtes n'est abordé.
Cet ouvrage ne s'occupe pas non plus de l'épaisseur des culées, mais seulement de celle de la voûte. A cet effet, il part tout simplement de la pression supposée répartie uniformément sur les joints, et déterminée par les formules de la résistance des matériaux. Mais il est avéré qu'il n'y a nullement répartition uniforme des pressions sur les joints, et en outre nous avons prouvé au paragraphe 22 que, dans la pratique, il n'y a pas lieu de considérer pour toutes les voûtes une seule et même fraction de la résistance limite, caria pression par mètre carré atteint, dans les grandes arches, de dix à vingt fois la valeur qu'elle a dans les petites \
* Nous ne croyons pas pouvoir passer sous silence le mémoire de M Yvon Villarceau, publié d'abord dans le tome XII du Recueil des savants élran^en, et ensuite à part chez Bachelier, 1834. En outre, la Revue de l'arehiteeture et du travaux publics de M. César Daly a publié en 4859 (17« Yolumes), un mémoire intéressant de M. Denfert-Rochereau, capitaine du génie, sur ce même sujet des voûtes. Voici comment ce dernier apprécie, au commencement de son mémoire, le travail du premier :
a M. Y von Villarceau admet que les matériaux superposés à la voûte peuvent, par certains artifices de construction, presser comme un liquide de densité ^e à la leur, c'est-à-dire exercer sur chaque voussoir des actions normales à Tcxtrados avec une intensité proportionnelle à la hauteur de rhorizontale qui limite le remplissage du pont au dessus de ce voussoir. 11 part ensuite de là pour établir les équations générales de l'équilibre^ de manière que la résultante des efforts appliqués sur chaque voussoir passe par le centre de gravité du voussoir, en étant en chaque point tangente à la courbe des centres de gravité, et, par conséquent, normale aux divers joints tracés suivant le rayon de courbure de cette courbe. Comme la courbe des centres de gravité est toujours très-voisine de celle du milieu des joints, et que Ton peut, par un petit refouillement très-peu important à Tintrados, les faire réellement coïncider, M. Yvon Villarceau obtient évidemment, par la répartition d'efforts
<|Q'i! suppose, une forme de iroûte dont la stabilité n'exige ni Tintervention des frottements, ni la cohésion du mortier, et qui exerce en chaque point des matériaux une égale pression. De plus, cette Yoûte, douée d'une grande roideur, ne deyra présenter, pour des matériaux très-peu élastiques comme les pierres, qa^un très-faible abaissement quand on décintrera. Elle aura partout une même épaisseur qui sera calculée sur Ténergie de résistance qu'on peut développer dans les matériaux sans altérer leur élasticité.
« On doit reconnaître, au point de Yue de Part, une grande supériorité à la solution de M. Yvon Villarceau sur celle de M. Garvallo. La marche suivie par M. Yvon Villarceau conduit, en effet, à des voûtes dont la forme, indépendante de la matière employée, caractérise Thomogénéité de résistance. La résistance propre de la matière est très-nettement définie par l'épaisseur de la voûte. Nous rencontrons donc là deux conditions d'une solution à la fois artistique et économique, forme propre et manifestation d'un module capable de servir d'échelle de comparaison. ,
« L'appel à des considérations hypothétiques sur les réactions moléculaires des corps et le défaut de tout caractère architectonique forment le côté faible de la solution de M. Garvallo. Biais nous sommes pour M. Garvallo contre M. Yvon Villarceau, en ce que le premier admet que l'extrados est soumis à des actions verticales, tandis que le second admet que cet extrados est soumis en chaque point à des actions normales aux éléments de sa surface, v
Après quoi, M. Denfert-Rochereau prouve fort bien que la pression s'exerce en réalité verticalement et non normalement sur l'extrados.
Inutile maintenant de faire observer combien les prétentions mises en avant par M. Yvon Villarceau sont inadmissibles : cette courbe des pressions, passant par le centre de gravité des voussoirs, normale aux joints, cette répartition uniforme des pressions dans chaque joint sont pui'ement imaginaires et ne peuvent se réaliser dans aucun cas. Telle est la solution obtenue à la suite d'énormes calculs, exigeant un mémoire explicatif de plus de 300 pages pour ne traiter que le cas le plus simple. U semble que le désir d'utiliser les intégrales elliptiques dans la science des constructions a seul dû conduire les commissaires de l'Académie des sciences à récompenser ce travail, si inutile pour le progrès de la théorie et, à plus forte raison, pour la pratique.
M Denfert-Rochereau a plus finement analysé les conditions du problème. Il a reconnu que ses devanciers se donnaient d'avance un trop grand nombre de conditions. Au lieu de quatre, il s'est restreint à trois :
!• Que la courbe moyenne soit une courbe des pressions possible, ce qui lui donne une chaînette ;
2^ Que la pression par unité superficielle soit la même dans tous les joints, ce qui conduit à donner aux joints des longueurs proportionnelles à l'intensité des pressions ;
3® Que cette pression constante égale un nombre déterminé de kilogrammes par centimètre carré.
Gela fait, il vérifie à posteriori que la pression fait avec la normale à chaque joint un petit angle ; tandis que M. Villarceau ajoutait à toutes les conditions précédentes celle de la normalité.
Le mémoire de M. Denfert-Rochereau a donc une valeur théorique et pratique bien supérieure à celle des précédents.
Si Ton ne considère pas sa méthode comme donnant la courbe iréritable des pressions^ mais bien comme un procédé donnant aux voûtes une grande stabilité, nous croyons qu'on peut regarder son but comme atteint. Dans tous les cas, son très-ingénieux mémoire sera lu avec intérêt par ceux qui s'occupent de ces questions. Ce mémoire n'a pas été Tobjet d'un rapport à l'Institut, à qui il avait été soumis ; il a été retiré après deux ou trois ans par son auteur, las d'attendre un trop lent rapport.
JABLES DES ÉPAISSEURS DBS VOUTES ET DES CULÉES
§ 66. — - Explication des tables.
Les règles données au paragraphe 22 pour déterminer l'épaisseur des voûtes à la clef et aux naissances, eu égard à la résistance des matériaux, conduisent à des dimensions qui assurent une suffisante stabilité par rapport à la rotation et au glissement, lorsqu'il s'agit de voûtes circulaires et qu'on ne s'écarte pas des cas d'application ordinaire. U y a donc un intérêt particulier à calculer d'après ces règles des tables qui donnent les dimensions à employer en pratique dans les cas dont il s'agit.
Il est également utile de calculer d'avance les épaisseurs de culée pour chaque cas spécial, et d'en dresser des tables générales qui donnent ces épaisseurs pour les différents degrés de stabilité que l'on peut demander.
Les praticiens accueilleront donc avec plaisir les tables qui suivent, calculées d'après les formules et les règles développées dans cet ouvrage ; ces tables, précédées des explications qu'on va lire, ont été remises comme Imtruction pratique aux ingénieurs des chemins de fer du duché de Brunswick.
Notations
Dans les tables qui suivent on a adopté les notations que voici
(fig. 121):
2a, ouverture ; ô, flèche de l'intrados ; r, rayon de l'intrados ; jS, angle du joint de naissance avec la verticale ;
c, épaisseur à la clef ;
c?, épaisseur aux naissances ;
d, projection horizontale du joint de naissance ;
e, épaisseur de la culée, mesurée à partir de l'intrados '^
/", hauteur de la culée depuisla naissance de l'arc jusqu'au niveau de fondation considéré comme absolument fixe ;
Kiiî. l'ii. A, hauteur delà
charge au sommet de la voûte au-dessus de l'extrados.
L'unité de mesure est le mètre *.
Explication sur la charge h
On admet que la charge est arasée horizontalement audessus de la voûte et est formée d'un massif de maçonnerie de densité égale à celle des \oussoirs.
Si, au contraire, la voûte était, par exemple, chargée de terre, on prendrait pour h la hauteur d'un massif de maçonnerie dont le poids fût égal à celui de la charge.
Dans les ponts-route sans charge de remblai, qui n'ont à porter que la chaussée et les surcharges accidentelles ordinaires, on peut prendre A =0™, 60.
Pour les viaducs de chemins de fer, à raison des surcharges dues au passage des trains, on augmentera la hauteur A, de manière qu'elle soit au moins de l'?,SO.
^ Les tables originales sont calculées en prenant pour unité le pied Indépendamment de notre travail de conversion, nous avons cherché à rendre ces tables plus commodes :
i° En supprimant la colonne qui contient les épaisseurs des culées dans l'hypothèse d'un coefficent de stabilité égal à i (équilibre limitejt. L'auteur dit lui-même que ces nombres n'offrent qu'un intérêt purement scientifique.
2° En introduisant dans la table les nombres qui doivent être définitivement employés à la suite de quatre ordres de corrections indiqués ci-après, et que Tauteur a préféré laisser apparents. Cela vaut mieux au point de vue théorique; pour les applications ce peut être une cause d'hésitation.
Sur les indications de l'auteur, nous avons effectué dans les tables la corrcetion de quelques fautes de calcul ou d'impression qui se rencontraient dans Touvrage allemand.
Explication sur les épaisseurs c et rf
Dans l'évaluation des épiaisseurs c et c?, on a admis qu'il s'agit d'une voûte en matériaux équarris de grès dur ou de calcaire dur, et que l'on peut soumettre ces matériaux dans les grands ponts à une pression moyenne équivalente au plus sur la clef au poids d'une colonne de pierre de 60 mètres, et sur les naissances au poids d'une colonne de 90 mètres de hauteur.
On n'admettra pas en pratique les épaisseurs inférieures à 0",30. Aussi les valeurs de c et de rf, plus petites que 0",30, ont été remplacées dans la table par la valeur O^jSO.
Lorsque la table indique pour l'épaisseur de l'arc aux naissances des épaisseurs considérables (plus de 1",80), on se dispense de faire chaque voussoir d'une seule pierre : on se contentera de faire les voussoirs en maçonnerie appareillée suivant les plans de joint.
Quand on emploiera des matériaux peu résistants, on devra augmenter de moitié les valeurs de c et d. La même augmentation devra être observée si l'on emploie des briques, ce qu'il sera convenable d'éviter du reste dans la construction des voûtes. Les voûtes en briques devront être construites comme une maçonnerie en liaison sur l'épaisseur entière, et non en rouleaux concentriques.
Explication sur l'épaisseur e de la culée
Dans le calcul de e, on a admis que la culée forme un massif de maçonnerie limité en avant et en arrière par des plans verticaux, depuis le niveau de fondation jusqu'à la chape qui recouvre la charge.
L'obliquité donnée dans la pratique à la face postérieure de la culée et l'empâtement de la fondation ne feront qu'assurer mieux encore la stabilité.
Pour les ponts-route supportant un remblai de quelque épaisseur, on adoptera le coefficient de stabilité 2. Pour les grands ponts-route qui ne portent qu'une charge de terre insignifiante, on adoptera le coefficient 2,8. Les viaducs de chemins de fer avec ballast de quelque épaisseur exigent le coefficient 2, S. Le coefficient 3 sera appliqué aux viaducs qui ne portent qu'un ballast insignifiant.
On n'admettra pas pratiquement des épaisseurs de culée inférieures à 0"*,60 ; en conséquence les valeurs de e plus petites ont été portées à 0",60. D'autre part l'épaisseur de la culée ne saurait être moindre que la projection horizontale du joint de culée de la voûte ;
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ainsi toutes les valeurs de e trouvées plus petites ont été augmentées
et prises égales à cette projection 3= - .
Enfin, pour des charges de grande hauteur A, l'épaisseur c de la culée ne peut être prise plus petite que celle qui répondrait à de moindres valeurs de h. Cette correction est aussi faite dans la table.
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DES PRESSIONS DANS L'INTÉRIEUR D'UN MASSIF DE TERRE
§ 67.— Généralités.
Nous entendoQS ici par terre un corps homogène et incompressible, dont les plus petites particules peuvent recevoir des déplacements relatifs , mais qui opposent à ce déplacement une résistance appelée frottement. A ce frottement peut aussi se joindre la force de cohésion^ qui s'oppose à la séparation des molécules voisines résultant du déplacement relatif.
La loi de répartition de la pression statique, dans Tintérieur d'un massif de terre en équilibre, est encore inconnue entièrement. L'ouvrage d'Ortmann, intitulé la Statique du sable^ et publié en 1847^ a cherché à établir cette loi, mais sans succès, cette théorie étant fondée sur des hypothèses en désaccord avec la nature de la terre.
On s'est contenté, dans l'application, de chercher la pression résultante qu'exerce un massif de terre sur une partie finie des parois qui le limitent. A cet effet , on a considéré la partie du massif qui exerce un effort maximum pour glisser sur sa base et.chasser devant elle la paroi qui résiste à cette poussée. Mais on n'a pas su donner une solution exacte et générale de ce problème, qui n'est pourtant qu'un cas particulier de la statique des terres ; en effet, on a toujours accepté pour point de départ cette hypothèse dénuée de pireuves, que le massif de plus grande poussée a une base plane.
11 serait désirable de posséder un développement rationnel et complet de la statique des terres permettant d'éclaipcir tous lies phénomènes qui s'y rattachent, ainsi qu'on exçlv(ç\eeiwVL>idLt«ï^afiwagsA
2Sr, STAIULITK DKS CONSTHUCTIONS.
les phénomènes d'équilibre des liquides parfaits ; mais il faudrait pour cela connaître la loi de répartition dans tous les points du massif d*une pression exercée en un point de sa surface. Peut-être appartiendra-t-il à la sagacité d'un géomètre de déduire cette loi générale de principes purement théoriques ; ou bien cette loi pourra être découverte empiriquement par des expériences pratiques. En attendiant, on peut, sans le secours d'hypothèses, déduire des principes généraux de la statique les conditions d'équilibre et la répartition des pressions dans un massif de terre, en se restreignant au cas simple que nous allons délinir.
Soit un massif (fig. 122) indéfini dans toutes les directions horizontales, porté inférieurement par un plan horizontal fixe CD et limité Fig. 122. supérieurement à un plan horizon-
tal AB chargé uniformément par une pression extérieure. Les propriétés physiques du système sont les suivantes : ses parties ne sauraient éprouver de changement de volume sensible ; elles sont cependant mobiles les unes par rapport aux autres; ce déplacement relatif donne lieu à la force de frottement parallMe à la face de contact, et à une force dci cohésion parallèle à la face de contact et proportionnelle à l'étendue de cette face; enfin chaque tranche de terre supporte les poids qui sont appliqués verticalement au-dessus d'elle.
Dans un tel système on peut établir immédiatement les deux lois suivantes :
1** La pression qui s'exerce sur un élément e f d'une section horizontale quelconque EF est nécessairement verticale. Les dispositions physiques des molécules en contact ne s'opposeraient pas à ce que cette pression fût oblique, mais la verticalité de la pression résulte de la symétrie complète qui existe dans le massif autour de la verticale de l'élément e /, en sorte qu'il n'y a pas plus de raison pour que la pression se dirige plutôt d'un côté que de l'autre. Comme, en outre, la section EF supporte tout le poids du massif situé audessus, et que, en vertu de la symétrie, tous les éléments de cette tranche doivent être également chargés à surface égale, il s'ensuit que la pression verticale qui s'exerce sur e/ égale le poids du prisra«
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de terre aefb qui s'élève verticalement au-dessus de ef\ plus la charge supérieure correspondante, appliquée sur ab,
2° Dans une section verticale quelconque ac^ chaque élément superficiel 5'A ne peut supporter qu'une pression horizontale, normale • à l'élément. Car admettons que cette pression n'agisse pas normalement à gh^ mais obliquement suivant Ae, en considérant l'action de la masse située à droite du plan ac; alors, en considérant l'action de la masse située à gauche de ac^ symétrique à la première, on devrait admettre une pression H symétrique de ki; mais les deux forces ki^ li ne sauraient se faire équilibre.
En outre, il est clair qu'à une même profondeur «/, au-dessous de AB, la pression horizontale appliquée à l'unité de surface dans une direction quelconque autour du point i a nécessairement la même valeur.
§ 68. — Valeur de la poussée des terres d'après les considérations précédentes.
Nous allons déduire de nos deux principes ci-dessus la valeur de la poussée qui s'exerce dans l'intérieur d'un massif de terre sur une portion déterminée d'une section verti- '''^- *^^-
cale, ainsi que sur une surface d'inclinaison quelconque.
Nous conservons le massif déjà décrit : soit GDFE (fig. 123) un tronc de prisme à axe vertical et à section rectangulaire infiniment petite; sa base supérieure CD est sur la face supérieure du massif, sa base inférieure est déterminée par un plan sécant EF d'inclinaison quelconque. Soient :
A la section CD infiniment petite de ce prisme,
h 5a hauteur verticale moyenne GH,
CL Tangle GHF de l'axe vertical GH avec la base inférieure EF,
p la pression atmosphérique sur l'unité de surface de AB,
%o le poids de l'unité de volume du massif,
P la pression résultante qu'exerce le massif ambiant contre la base oblique EF,
plsi même pression, rapportée à Tunité de la surface EF,
rp Fangle de cette pression avec la normale à la surface EF,
N, S les composantes de la force P, respectivement normale et parallèle à EF,
w, s les mêmes composantes^ rapportées à Tunité de surface de EF,
Q la force horizontale qui s*exerce contre la projection verticale El de la base EF, à raison de la pression du massif ambiant,
q la même force, rapportée à Tunité de surface de El,
y Tangle du frottement de deux portions du massif se touchant par des faces planes, sans tenir compte delà cohésion^
k la grandeur de la force de cohésion rapportée à l'unité de surface de contact^ force parallèle à la surface de contact et qui doit être détruite ainsi que le frottement avant que le glissement puisse s'opérer sur cette face,
K la grandeur de la force de cohésion pour l'étendue entière de la face EP,
W le poids du prisme de terre (jH tout entier, y compris la pression atmosphérique qui s'exerce verticalement sur la surface supérieure CD.
Nous avons vil que la pression du massif ardbiant sur toutes les parties des parois verticales dû prisme CEFD est dirigée horizontalement, que la pression sur chaque élément horizontal est verticale: il s'ensuit que, pour chaque tranche horizontale telle que cdfi , les pressions qui s'exercent contre les parois verticales se font équilibre. Il en est ainsi de toutes les tranches, depuis la face supérieure jusqu'au plan horizontal IF qui passe par le point le plus haut de la base inférieure. Laissant donc de côté tout ce groupe de forces horizontales qui se détruisent, ôri voit que dans le prisme triangulaire lEF, les trois forces W, Q et P doivent se faire équilibre.
SI Ton connaissait la direction de la force P, qui représente l'actien du massif ambiant sur EF, les conditions d'équilibre de trois forces concourantes donneraient facilement la grandeur de cette force et aussi celle de la poussée Q. Plus la direction de P s'approchera delà verticale, plus la poussée horizontale Q sera faible ; puisque P pourra, d'autant plus complètement, faire équilibre au poids W sans Taide d'une force perpendiculaire. D'ailleurs cela résulte du principe de la moindre résistance, d'après lequel la composante horizontale de P, qui est égale et contraire à Q, doit être un minimum. En effet,
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nne voit pas pourquoi la force serait plus grande qu'il n*est néîssaire pour maintenir le massif GH sur le plan incliné EF; mais , artificiellement , on venait à augmenter la poussée Q au delà du dnimum, l'équilibre du prisme GH subsisterait, seulement la direcon de la résistance P appliqué^ à la base EF s'éloignerait davantage 3 la verticale.
Ce cas se réaliserait, par exemple^ si Ton appliquait extérieurement 1 massif des forces horizontales pour le comprimer entre ses parois.
n'en résulterait pas de déformation, puisque nous avons supposé ' système indéformable ; ainsi, pourvu que les forces extérieures ne ^passent pas une certaine limite, la face supérieure AB ne serait eis relevée ; les proportions géométriques demeureraient les mêmes ans le massif; mais la pression extérieure aurait toujours cet effet augmenter les pressions horizontales intérieures Q , et par suite 'éloigner de la verticale les directions des résistances P. Si mainteant on enlève successivement toutes ces forces de compression, ti s'arrêtera à un minimum au-dessous duquel on ne saurait desîndre sans détruire l'équilibre du massif. Dans le cas où le massif 'est limité horizontalement que par des parois fixes, qui ne déveppent aucune pression, mais qui résistent seulement aux presons qu'elles reçoivent^ le minimum des forces extérieures répond âdemment au minimum déjà considéré de la poussée .0, lequel est écessaire pour empêcher le glissement dii prisme GH sur la base iclinée EF*
Nous avons supposé implicitement, ci-dessus, que le prisme GH est n tout invariable, ne pouvant subir aucune séparation ailleurs que ans le plan de la base EF. Mais par la nature de la terre qui comose le massif, il y a séparation bit glissement possible suivant toute utre base plus ou moins inclinée ; et il est clair que la poussée horiontale Q, ou plutôt la poussée q par unité superficielle de la partie nférieure de la paroi CE, doit être assez grande pour empêcher le léplacement du prisme suivant la sedtion pour laquelle la tendance .u glissemetll est un maximum. Admettons que cette base ait l'inclilaison E' F', alors la poussée horizontale Q', capable d'empêcher le flissement du prisme GH sur cette base particulière, sera la vraie )oussée horizontale qui s'exerce contre la face E' 1'. Cette pression îtant connue, on en déduit facilement la poussée Q sur la face El, et a pression P âùr la face EF, ainsi que la direction de P ; on trouve linsi que ces deux dernières forces sont plus grandes, et que la dl-
rection de P s'écarte plus de la verticale qu'il ne serait nécessaire si le prisme ne pouvait glisser que sur EF.
Il faut donc déterminer l'inclinaison de la base EF, pour laquelle la pression horizontale q qui répond à l'unité superficielle soit maximum. On remarquera pour cela que, tant que l'inclinaison de EF sur l'horizon ne dépasse pas une certaine limite, la pression P sur la base du prisme GH, considéré comme un solide invariable, est toujours verticale : cette surface EF peut développer dans ces conditions, au moyen du frottement et de la cohésion, une composante horizontale sans l'intervention d'aucune force extérieure ; la surface EF soutient ainsi directement le poids du prisme. Au-dessous de la limite dont il s'agit, il n'y a pas lieu ainsi de chercher le maximum de la pression q. Au-dessus de la limite, on tirera des considérations qui précèdent ou du principe de la moindre résistance le corollaire suivant : toute la faculté de résistance de la surface EF est d'abord mise en jeu, et, si cette résistance possible ne suffit pas pour maintenir l'équilibre du prisme GH, la force supplémentaire indispensable sera fournie par la poussée horizontale Q.
Décomposons la force P en ses composantes N et S, respectivement normale et parallèle à la surface EF ; la force S se compose de la somme des deux forces N tang. y et K, c'est-à-dire du frottement correspondant à la pression normale N, et de la cohésion qui existe sur la surface EF. On obtient ainsi une direction de P aussi rapprochée de la verticale qu'il est possible, sous les conditions physiques de la surface EF.
Décomposons ensuite les deux forces W et Q en leurs composantes respectives, normales et parallèles à la surface EF ; on peut poser les deux équations d'équilibre:
■Wsina-f-Qcosa=N, (I)
Wcoba— Osina=Ntang(p-f K. (2)
Or, en exprimant W, Q, N, K en fonction des forces correspondantes, appliquées à l'unité de surface, on a
W=:ioAA-^pA,
^ -i lang a '
sm a '
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Les équations (1), (2) peuvent donc être mises sous la forme
{vjh + p) sin* a + y cos* a = 7i, (3)
{wh + p) sin a cos « — y sin a cos a = w tang g» + k. (4)
Eliminant n, on obtient q :
Dans cette expression, c'est Tangle a du plan EF avec la verticale qui est la variable indépendante.
Si l'on exprime que a doit rendre maximum l'expression (5) de y, on aura l'angle que doit faire avec la verticale la base de plus grande tendance au glissement pour le prisme GH, et la valeur de q correspondante représente la vraie pression horizontale sur l'unité de surface à la profondeur GH = A au-dessous du plan horizontal supérieur du massif.
On simplifiera le calcul en transformant la valeur (5) de q comme il suit :
X , y 8in g C08 (tt -4- ^ ) 1 cos y
q=2(wn -h p; ^^^ ^ gjjj ç^_^ ^j /e. ^^^ ^ ^^^^ .^_^ ^j
[ivn -r p; ^.j^ ^2« 4- cp)^. sin (p '^- sin (2^
<p)H- sin 9
, {wh -t- p) [sin (2a + <p) ~ sin 9] — 2fe cos y sin (2a -♦- et») sin 9 *
L'annulation du coefficient différentiel donne :
dq 4 cos (2a -f- y) \{%Jûh -f- p) sin y -»- A; cos y) r.
dcf. [sin (2a -h 9)-+- sin 9]» " *
Comme le dénominateur ne saurait être infini, le numérateur doit être nul :
cos(2a-|-?)==0, ou 2«+()p=j, et «=i-|. (6)
En substituant cette valeur de « dans (5), on a la vraie pression
horizontale cherchée, appliquée à Tunité superficielle à la profondeur h :
tang(^+|) co8(J-|)smg^|)
=-- K* + P) tang' 4 - 2 -r—r. (/)
cos.(--|)
Il faut maintenant déterminer la pression véritable p qui s'exerce sur l'unité superficielle d'une section quelconque EF, passant par le point H et inclinée sous un angle quelconque a par rapport à la verticale : on aura p au moyen de ses composantes n et 5, respectivement normale et parallèle à EF. Les équations (1) et (2) donnent
WsinaH-Qcosa = N, Wcosa — Qsina=S,
ou, en remplaçant W, Q, N, S par leurs valeurs en w^ q, n^seiq par son expression (7),
n= cos«<x j(«,A+p)[tang'«+tang«g-|)]--^p^j, (8) .=sin«œs«((t.A + p)[l-tang'(j_|)] + -^'|î^j. (9)
On a ensuite
et l'angle ip , que fait avec la normale au plan EF la pression p qiû s'exerce sur ce plan, est donné par
tang^==-^. {{{)
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§ 69. Cas particuliers.
L'équation (9) montre que, dans le cas d'une section verticale ou
horizontale (a = o ou -^j , la composante s de la pression p s'annule,
et la pression devient normale; l'équation (8) en donne la valeur qui, dans le cas de a = o, coïncide avec la valeur q donnée par (7),
et qui, dans le cas de a = ^, se réduit à
p = n = wh"h p, puisque
tang*a cos^a = sin*a== 1 , et que cos^ a = 0.
Si le massif était dépourvu de cohésion, mais non de frottement, on poserait /c = o, et la valeur de g se réduirait à
y = (u;A4-p)tang«[j_|J.
C'est ce qu'on admet ordinairement dans la pratique quand on considère les terres sèches. Cela ne change rien d'ailleurs à l'angle sous lequel le prisme GH a la plus grande tendance au glissement.
Si le massif était dépourvu de frottement, mais non de cohésion (cas des fluides visqiceux), on aurait ç = o : cela donne pour l'angle
a du maximum de tendance au glissement la valeur « = ^, et pour
la pression horizontale sur l'unité de surface à la profondeur h audessous du niveau supérieur :
q=wh'\-p — 2k.
Si enfin l'on n'avait ni frottement ni cohésion, 9 et k seraient nuls en même temps : c'est le cas de la fluidité parfaite. Dans ce cas non-seulement (fetk disparaissent de l'expression (5) de y, mais a disparaît aussi de cette équation : d'où il résulte que le prisme GH possède une égale tendance au glissement pour toutes les inclinaisons de sa base. L'équation (9) donne 5 = 0, d'oîi il résulte que sous toutes les inclinaisons la pression est normale à la section sur laquelle
elle s'exerce, et les équations (7), (8), (10) donnent pour l'expression de cette pression
C'est la loi connue de l'hydrostatique.
§ 70. Pression résultante sur une surface verticale de flgrure donnée.
Connaissant la pression horizontale ^ à la profondeur h au-dessous du terre-plein du massif, on peut obtenir sans difficulté la pression résultante Q sur une aire quelconque située dans un plan vertical. Soient xQi z les coordonnées horizontale et verticale d'un élément de cette surface, en comptant z de haut en bas à partir du terreplein. On aura, en se reportant à l'équation (7), pour un élément dx dzj la pression
rfQ=yrfxrf5 = ^c/3.r(u;:;H.p)tang^(^-^) — ^1;
de sorte que la pression résultante sur l'aire donnée
les intégrales étant prises entre les limites qui résultent du contour de l'aire donnée.
Soit M le moment de cette pression par rapport à l'axe horizontal d'intersection du plan vertical de la figure et du terre-plein ;
dM = zdQ = z.q.dxdz, d'où
M=JJ.rf.rfz.| (^.z-Hp)tang«(^-?)-^^^ (13) les intégrales étant prises entre les mômes limites que ci-dessus.
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La profondeur verticale Z du point d'application de la poussée Q, j-dessous du terre-plein, sera
Comme cas particulier, supposons que la figure donnée soit un ectangle vertical de base horizontale a et de hauteur b ; soit c la proîndeur de son côté supérieur au-dessous du terre-plein ; et appelons L Taire ab du rectangle. Les équations (12) et (13) deviennent, tous îlculs faits :
=l(d + 2c)A«.tang',{l_|)+ArpUng'g-|)-^^;^1,
L '«ni-âjj
^=\{b' + Uc + 'èc') kiv tang* (j— |)
Si le côté supérieur du rectangle est au niveau du terre-plein, = 0, alors
^lM«,tang^(i-|) H- A L tang* (j _ ^) _ -^| (dS) =l^^A«.taug'g-|) + « ôaL tang^(|-|)-^-ii|^-1^1, (10)
j 6„,sin*|^-|J+2[psin'(^-|J-ftcos9])
Si le massif n'a pas de cohésion, et qu'on néglige la pression atnio- )hériqiie qui agit sur la surface supérieure, les trois formules (13), 6), (17) prennent les expressions simples, usitées dans la pratique :
Q=^AAu.tang'(~|), (18)
M^iô'Aiotang'g-l), (19)
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§ 70 a. Délimitation des cas auxquels s'appliquent les formules précédentes.
Les recherches qui procèdent avaient pour objet la loi du développement delà pression aux différents points d'un massif de terre et dans toutes les directions autour d'un même point ; nous avons admis, pour cela, que le massif soit couronné par un terre-pleinhorizontal, repose sur un plan horizontal fixe, et se prolonge indéfiniment, ou du moins très-loin, dans toutes les directions horizonUles. La pression donnée par la formule (12) se rapporte donc seulement au cas d'une figure verticale fictive, que l'on suppose placée dans une section verticale mathématique du massif. Mais on reconnaît facilement que la même formule peut servir à calculer la pression horizontale sur la même figure, dans le cag oîi l'on suppose le massif liniité dans le plan de cette figure par un mur vertical fixe, à parement absolument lisse ^ de sorte qu'il ne puisse se produire ni frottement ni cohésion entre lui et le terrain, et qu'ainsi la figure ne puisse fournir de résistance à la pression des tepres que dans le sens normal, par conséquent ici horizontalement.
S'il existe un frottement ou une cohésion entre le parement du mur et le terrain qui le touche, les lois que nous avons trouvées pour la répartition de la pression dans l'intérieur de la masse de terre seront complètement changées. Si aucune pression extérieure n'agit sur le mur, celui-ci devra opposer à la pression des terres une résistance dont l'intensité soit la moindre qui permette Téquilibre; il faut donc, sur tous les points du mur, mettre en jeu la cohésion et le frottement, et incliner sur l'horizon les résistances élémentaires. Dans le calcul de la poussée des terres appuyées contre des murs fixes, on a jusqu'ici négligé cette circonstance, mais à tort, car elle exerce une influence considérable sur le développement et la répartition de la pression dans le massif du terrain jusqu'à une grande distance dans son intérieur ; à mesure qu'on s'éloigne du mur, cette influence s'affaiblit naturellement, mais, mathématiquement parlant, elle se fait sentir à une distance indéfinie.
Ainsi, pour une paroi verticale, on ne peut supposer un parement rugueux sans que les formules précédentes se modifient ; de même
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ces formules ne seront plus applicables, si Ton suppose le massif appujé contre un parement incliné^ rugueux ou lisse; et Ton ne saurait plus tirer parti des formules (8), (9), (10), (41), qui déterminent la pression sur une surface inclinée fictivement placée dans le massif.
Aux conditions posées au début comme les conditions géométriques du massif considéré, il n'est permis d'apporter qu'une seule modification, savoir : la limitation du massif par un mur vertical absolument lisse et non susceptible de cohésion avec le terrain situé derrière. Tout autre changement détruit les lois simples développées ci-dessus. Tant que le principe général de la vraie répartition de la pression dans un massif à limites quelconques n*aura pas été trouvé, il faut bien apprendre à se servir de la méthode qu'ont suivie jusqu'ici la plupart des auteurs qui ont traité de l'équilibre des terres. Ces auteurs se sont proposé d'ailleurs presque exclusivement pour but de découvrir la pression résultant d'un massif de terre sur une paroi plane; ils ne se sont nullement préoccupés de la répartition des pressions dans l'intérieur du massif.
§ 71. Prisme de terrç <le plus grande poussée.
Pour déterminer la pression d'un massif de terre contre une paroi plane, on cherche la portion de ce massif qui, en glissant sur sa base, exercerait la plus grande pression contre la paroi. Cette portion du massif se nomme prisme de plus grande poussée. Mais on admet expressément que la face inférieure de ce prisme, sur laquelle il tend à glisser, est dans un plan. On n'accompagne cette hypothèse d'aucune preuve, et il est au contraire vraisemblable que la face de glissement du prisme de plus grande poussée n'est pas plane, mais courbe; il s'ensuit que les formules déduites de cette hypothèse ne peuvent conduire qu'à des approximations qui d'ailleurs, dans la plupart des cas, paraissent peu s'écarter de la vérité.
Deux auteurs, à ma connaissance, Hagen et Persy^ démontrent que la surface de glissement des terres est un plan lorsque le massif s'appuie contre un mur plan et que le terre-plein supérieur est plan. La démonstration suivante, donnée par Hagen (Manuel des con-
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structioiis hydrauliqvjes^ 2* partie, p. 13), donne lieu à des objections sérieuses :
« La pression qu'exerce le prisme ACB (fig. 124) en se détachant sur la paroi AG, normalement à cette paroi, se compose des pressions qu'exercent dans cette direction les divers éléments du prisme; les pressions de toutes les parties qui ne sont pas en contact immédiat avec la paroi se transmettent sans affaiblissement au travers du massif intermédiaire, attendu qu'après le premier mouvement le prisme tout entier demeure compact et se comporte dès lors comme un corps solide invariable. Considérons un plan de section DE, parallèle à la paroi AG ; la pression totale sur A(] sera la somme des pressions des deux prismes AGED et DEB. Laissant constante la première partie qui est déterminée par la courbure de CE, on peut considérer la seconde partie comme variable et chercher suivant quelle direction la ligne de glissement doit s'élever à partir du Fig. 124. point E. On se retrouve dans le cas
où la pression normale contre une paroi doit être maximmn ; la pression du petit prisme dans cette même direction contre DE doit donc être un maximum ; or (en faisant abstraction de la cohésion), il est facile de se convaincre que la section du petit prisme DEB doit être semblable à celle du grand prisme ACB, pour que le premier corresponde conmie le second à un maximum de la poussée. Une telle similitude entre ces deux figures ne peut exister pour toute position du point E qu'autant que CEB est une ligne droite : donc la face de glissement est plane. » Il serait trop long de contrôler en détail toutes les assertions et les déductions de ce raisonnement. Qu'il suffise de remarquer que l'on admet implicitement, et sans démonstration aucune, que pendant la variation du prisme postérieur DEB le prisme antérieur restera constant, et qu'ainsi la pression exercée par ce dernier sur AC est complètement indépendante de la pression provenant du prisme postérieur.
Or, on ne peut admettre cette hypothèse même comme vraisemblable, car la nature du système en équilibre y résiste. 11 serait en effet bien plus naturel de supposer que la direction de la face de
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glissement dans le segment postérieur soit indépendante de la direction de cette même surface dans le segment antérieur et qu'elle ait dans la partie la plus élevée, à partir de B, une inclinaison donnée, à laquelle se raccordera, suivant une loi à découvrir, la direction de la partie inférieure. Dans ce cas, la figure de la face de glissement entre les points B et E resterait la même, étant donnés Tangle du terre-plein AB et la direction du mur AC, quelle que fût la position de ce mur en DE ou en AG. Dans cet ordre d'idées assurément admissible, où la face de glissement serait formée, suivant les cas, d'une partie plus ou moins longue d'une même courbe commençant en B, la condition de similitude entre les parties BE, BG n'existe plus, et ainsi tombe le raisonnement cité plus haut.
La démonstration de Persy (cours de stabilité des constructions, lithographie de l'école d'application à Metz) est aussi inadmissible, comme je l'ai prouvé dans le mémoire sur la pression dans l'intérieur d'un massif de terre, inséré dans le Journal de construction de CreUe, t. XXX.
Mais on peut démontrer rigoureusement que la surface de glissement du prisme de plus grande poussée est plane dans le cas particulier traité précédemment, où le terre-plein et la base d'appui d'un massif sont horizontaux et le mur de soutènement vertical et à parement lisse. Cette démonstration, qui offre une application intéressante du calcul des variations, se trouve dans le mémoire cité en dernier lieu. Je ne la reproduis pas ici, parce que les formules du paragraphe 70 ont déjà permis d'évaluer toutes les pressions cherchées sans la considération du prisme de plus grande poussée.
L'équation (18) prouve qu'en négligeant la cohésion et la pression atmosphérique agissant sur le terre-plein supérieur, la surface de glissement de ce prisme de plus grande poussée fait un angle
( j — 2 j avec la verticale.
§ 72. Evaluation de la poussée contre une paroi qui n'est pas parfaitement lisse.
Si l'on demande, comme exercice, à défaut d'hypothèses suffisantes, une estimation approximative de la pression qu'exerce un massif de terre arasé horizontalement sur une paroi AO (fig. 12S)
oblique et rugueuse, on devra considérer la face de glissement OB, qui passe par le point inférieur de la paroi, comme étant plane. Avant de commencer le calcul, nous établirons d'abord quelques principes, en supposant, pour plus de simplicité, que du terrain au terrain et du terrain au mur il n'y a que frottement, et non cohésion.
Si la paroi OA est à droite de la verticale OC, et que son angle Fig. ,25. aigu AOY sur l'horizon soit
plus petit que l'angle du frottement ç qui répond à un glissement de terre sur terre, le mur ne supporte aucune pression; en effet, dans chaque prisme tel que AOB, la capacité de frottement de la section OB suffit pour empêcher tout glissement. Cela suppose toutefois que la base OY sur laquelle le terrain repose est assez rugueuse, sans quoi, ainsi qu'on le verra plus loin, il y aurait pression sur AO, malgré la petitesse de l'angle AOY.
Si l'angle AOY est aigu, mais plus grand que 9, ou s'il est obtus, les prismes tels que AOB ne peuvent être maintenus en équilibre que par la résistance du mur AO. D'après le principe de la moindre résistance, il faut considérer la moindre résistance horizontale de la paroi AO capable de maintenir le prisme donné : les résistances fournies par les surfaces OB et OA devront donc être aussi rapprochées que possible de la position verticale ; elles feront donc avec les normales à OB et OA les angles ç et 9' respectifs du frottement de terre sur terre et de terre sur mur. U s'ensuit évidemment que BOY doit être plus grand que 9, et AOY plus petit que i80°— ç', sans quoi les résistances correspondantes seraient dirigées verticalement.
Il est important ici de remarquer que l'angle du frottement 9' de la terre sur le mur OA ne doit être pris qu'inférieur ou tout au plus égal à l'angle de frottement 9 de terre sur terre ; si 9' était plus grand que 9, la paroi OA ne pourrait résister que dans une direction faisant avec la normale un angle au plus égal à 9. Supposons en effet qu'on découpe la tranche infininaent mince AOO'A', parallèle à la face OA : on aur^i la direction de la pression sur OA
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^n composant la résistance de la paroi O'A' avec le poids delà tranche AOO'A'. Or, ce poids est infiniment petit; la direction de a pression sur O'A' ne peut donc différer qu'infiniment peu de la iirectidn de la pression sur OA. Mais la pression sur O'A', qui est loyé dans le massif, ne peut faire avec la normale un angle plus îrand que 9 ; donc Tangle de la réaction de la paroi OA avec cette lormale ne peut non plus dépasser ç.
Dans Tapplication, l'angle de frottement 9' est ordinairement 3lus grand que ç. Aussi ne s'occupe-t-on pas du premier et le rem- 3lace-t-on par ?, comme si OA était une section noyée en plein 3iassif de terre.
La méthode que nous venons de décrire pour déterminer les résistances des faces OB, OA, est conforme au principe de la moindre résistance et donne la moindre valeur de la pression horizontale qui puisse arrêter le glissement du massif AOB, considéré comme un solide invariable. Si maintenant on fait varier la direction de la face OB, il faut que le mur soit capable de résister à la plus grande poussée horizontale d'un prisme tel que AOB ; c'est cette poussée maximum que l'on considère ordinairement comme la vraie pression horizontale sur le mur OA. Il y a cependant une restriction à apporter à cette proposition, qui serait tout à fait exacte si chaque prisme AOB se comportait de tout point comme un solide invariable. C'est ce qui n'a pas lieu en réalité, et il est bon de ne pas perdre de vue cette observation dans la poursuite de notre problème et de chercher si cette proposition ne s'éloigne pas sensiblement de la vérité dans certaines limites d'inclinaison de la paroi OA.
Ne pouvant pénétrer plus avant dans la constitution du massif, nous nous contenterons de considérer le massif comme divisible par secteurs rayonnant autour du point 0. Mais nous devons alors nous demander si le maintien d'un prisme tel que DOB, appuyé sur le massif de terre par ses deux faces, ne peut pas exiger une poussée horizontale plus grande que le maintien d'un prisme tel que AOB appuyé d'un côté contre la terre, de l'autre sur la paroi solide OA.
S'il en était ainsi, le prisme de la première classe, tel que DOB,. qui exigerait le plus grand effort horizontal, donnerait lieu à la vraie poussée horizontale sur la paroi OA, et l'on aurait la pression résultante sur cette paroi en composant la pression résultante sur OD avec le poids du massif DOA.
Soit un prisme DOB déterminé parles angles COD=«', ÇOB=;e;
que Ton développe les conditions d'équilibre de ce prisme, en exprimant que les réactions des faces OB, CD, font avec les normales respectives un angle égal à ?, on verra que la pression horizontale de ce prisme est une fonction symétrique des deux variableS «, a', et que la condition du maximum de cette poussée est remplie quand a=a'. Mais si cette égalité a lieu, il est clair que, dans la section verticale OC du prisme DOB qui est symétrique quant à la figure et quant aux forces, il ne peut régner qu'une .pression horizontale, laquelle sera égale à la poussée horizontale du prisme DOB. D'où il suit, en se reportant au calcul antérieur de la plus grande poussée sur une paroi verticale polie supportant une pression horizontale, que Ton déterminera le prisme DOB de plus grande poussée horizontale en posant a=a'= ' — |,
et ainsi DOB = - — (p.
On déduit de ces considérations les conséquence suivantes :
Si l'angle AOC que fait la paroi AO avec la verticale est à droite
de cette verticale, ou, étant à gauche, est plus petit que^ — |,on
doit considérer la face OA comme l'une des faces du prisme AOB de plus grande poussée. On doit ici prendre pour angle de la résistance de la paroi OA avec la normale à OA l'angle 9' si ?'<?, et l'angle ?, si ?'=? ou si (p'><p.
Soient, dans le cas considéré,
a' l'angle GOA,
a l'angle COB,
9' l'angle de frottement pour le glissement de la terre sur la paroi OA,
9 l'angle de frottement pour le glissement de la terre sur ellemême,
H la hauteur OC,
w le poids spécifique de la terre^
P la résistance totale de la paroi OA sur l'unité de longueur perpendiculairement au plan AOY,
Q, R les composantes horizontale et verticale de cette résistance.
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On trouve facilement :
a ^o» U2 cos {r^'Jza -'] C08 (9+ ft) (tangarfc tang a.' ) ,q .
^^-2^-^ sin(?-f.cp'^«±a') ^ (2^
R=Q tang(9' ± a^) =h.;.H« ^^"(^'^--')^»^^<P-^ ^^^ (^-°g c.^i.n,.'^ (22^
p _^ __. 1 j^ JJ2 C08(<P-»-«) t a ngadrtangaQ /23)
cos(v'±'V) 2 * <p-f-cp'-f adba') ' ^ ^
expressions oîi Ton doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que l'angle COD =«' est à gauche ou à droite de la verticale OC.
Egalons à zéro le coefficient différentiel de Q par rapport à a, et résolvons l'équation par rapport à a, angle de la verticale avec le plan de rupture OB qui limite le prisme de plus grande poussée. Il vient :
taug «=— tang (9 + <p' ± a ') +^'[tang(9 + ?'±«')^tanga']itang(?+9'±a')+cot?]- (24)
On tire ensuite de (21) la vraie pression horizontale Q sur la paroi fixe OA :
Enfin la composante verticale R, qui avec Q produit la résistance P de la face OA :
p. i ^p sin (p sin rç>^±: cf.') ^ | X cos r<p^±: a') 1 >/ siD(cp-H<p'n ' /2g\
Dans les trois dernières équations, on prendra les signes supérieurs ou les signes inférieurs, selon que l'on sera dans le premier ou dans le second cas relatif à l'angle a .
I^es deux figures 126 et 127 indiquent la construction géométrique très-simple de l'angle COB = a que fait avec la verticale la base du prisme de plus grande poussée, déterminé par l'équation (24). Pre-
ou Q^lwn^
\ K cosfi / ^
En*ce qui concerne le point d'application G de cette pression, on répéterait le calcul précédent pour une partie quelconque de la hauteur BD comptée à partir de B, et Toi} aurait une formule semblable à réquation (36), sauf le remplacement de H par la hauteur z choisie au-dessous de B. La différentiation donnera la poussée élémentaire rfQ sur une partie dz; puis la somme des moments de ces poussées élémentaires par rapport au point B, divisée par la valeur (36) de la résultante Q, donnera la distance du point d'application G de la résultante au point B :
bg=|h.
Considérant maintenant l'ensemble du demi-massif ABD, oq voit qu'il est sollicité par trois forces :
r La poussée horizontale Q de la partie CBD, agissant à une hau-
teur BG=çH au-dessous de B;
2® Le poids W=2«<^.-^— g de. la masse ABD, dont la direction
WL passe ps^^ le centre de gravité du triangle ABD, par conséquent à une distance du point D
DL = ^DA= s" ;
langp
3° La résistance P de la base AD, agissant dans une direction PK qu'il nous reste à déterminer; nous désignerons par ^ l'angle PKN qu'elle fait avec la ligne KN normale à AD.
Ces trois forces doivent se faire équilibre ; donc la résistance P de la base AD doit être dirigée suivant la diagonale IH du parallélogramme WHQI, dont les côtés QH et WH représentent, tant en grandeur qu'en direction, les deux forces Q et W. Déplus, P représente la grandeur de la résultante de Q et W. On aura donc, eu égard aux valeurs précédemment calculées de Q et W :
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Soit 9' Tangle de frottement entre la terre et la base AD; pour le maintien de Téquilibre du massif établi sous le talus BAC=BCA=/3, il faut que 9' soit plus grand que ^ ou au moins égal à tp ; d*où
tang Q' > tang /3 '''"j (38)
Si Ton suppose le talus /3 égal à l'angle ? du frottement dans le massif, on a, d'après (37),
et la condition d'équilibre devient
tangy-> ,,"".^^"J^,„ ou > ^ ""f" ^ . (40)
Par exemple, pour qu'un massif dont l'angle de frottement serait 45** pût se tepir en équilibre sous un talus égal à cet angle, il faudrait que la tangente de l'angle 9' du frottement du massif sur
sa base fût au plus égale à j, et par suite l'angle 9' au plus égal à
Si au contraire 9' est plus petit que ^^ le terrain ne peut développer sous le talus j3 l'angle limite de frottement 9' avec la base ; la valeur du vrai talus de stabilité se déduira alors de (37), en y remplaçant ^ par 9'. On en tire
tang^=-tangç+ eosM9-f9-; ' ^"^
Il va de soi que l'angle /3 ne peut; jamais dépasser l'angle du frottement 9; si donc la formule çi-de§sus donnait /3>9, on prendrait pour la valeur vraie du premier angle l'angle 9 lui-même.
Si l'on applique la formule (41), par exemple, ^ un terrain dont l'angle du frottement 9=43'*, mais dont l'angle de frottement sur sa base AC, 9=8* seulement, on trouve que le talus d'équilibre /3 ne saurait dépasser une valeur de 32"+lS' environ.
nons OC = 1 ; faisons à gauche de la paroi OA l'angle AOE=9-|-9'; alors Tangle C0E=9H-?' ± a', donc
EA = tang (? + 9' ± a') ^ptang a.
Si Ton fait, d'autre part, l'angle F0Y==9, on a
CF = cot ? et EF = tang (9-hç' ±fld')+cot 9.
Décrivons sur EF une demi*circonférence ËGF, élevons en A la perpendiculaire AG et faisons EB= EG, nous aurons
EB=l/[tang(9H-9)'±A') + tangft'][tang("9-hy'±a')-hcot<f].
Puis CB =EB— EG=EB —tang (9+9' ± a') = tang a d'après (24); donc COB=a et OB est la base du prisme de plus grande poussée horizontale.
Fig. 126.
Fig. 127.
Dans le cas où 9=0 , ce qui suppose la paroi OA absolument polie et sans frottement, et par suite une résistance P normale à OA, l'équation (24) donne
de sorte que la base OB du prisme de plus grande poussée est la bissectrice de l'angle AOF.
La pression horizontale devient elle-même, dans ce cas, d'après (25)
Q=lw,R^
n cpqpa
cos'
lit <|/ ± a' \ '
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Bt la composante verticale de la résistance P de la paroi OA :
sl„.g- ' =--"
R=±l,/..Hnang«'— )f-|^. (29)
cos*
§73. Cas où a est>^ — |-et?>?
Supposons maintenant que l'angle AOC de la verticale OC avec la paroi OA considérée comme fixe et capable de frottement soit
situé à gauche de OC et en même temps plus grand que - — |, ou
que 2 COF; dans ce cas les formules (21) à (26) n'ont plus de
valeur. Admettons en outre que l'angle 9' est plus grand que <p, de sorte qu'on doit, d'après les remarques antérieures, le remplacer
Ily a, dans ce cas, toujours un prisme entièrement entouré de terre,
tel que DOB (fig. 128), pmir lequel l'angle COD = COB = J — |, et qui exerce une poussée hori- ^^^ ^,^^
zontale plus grande que n'importe quel prisme tel que AOB, limité d'un côté à la paroi OA^ Dans ces circonstances, la poussée horizontale contre OA est indépendante de la valeur de l'angle COA = a'; elle est donnée parla formule (18) :
= î«;.Hnang^^7_|). (jft)
Cette expi*ession est lût même que celle de la pression horizontale résultante sur la section verticale OC. La composante verticale de la pression sur OA ne peut dès lors différer du poids du massif COA. Ainsi,
R = ÎM;H*tanga (31)
Représentons par ip' l'angle que fait la résistance résultante? de la paroi G A avec la normale à cette paroi, de sorte que
tang(a+^p')=Q ; les expressions (30) et (31) donnent alors
tang(a'+^0 = -^^^v = tanga'tang»(j^
Or, tangM^-+-|j est positif et>l, donc tanga'tang' (j-«-|) est
toujours plus grand que tang a'; donc tang (a'+if/') est toujours >tanga', et par conséquent ^p' est toujours positif : d'où il suit que la résultante P est toujours dirigée au-dessous, jamais au-dessus de la normale à OA; ainsi le massif ne pourra jamais glisser de bas en haut dans la direction OA.
De (32) il résulte de plus que ^' est toujours plus petit que <?, de sorte que la capacité de résistance du mur OA n'entre jamais tout entière en action, si elle est supérieure à la capacité de résistance d'une section prise dans le massif.
Ce fait, ^'<? se déduit de (32) comme il suit. Il suffit pour cela de vérifier l'inégalité
tang (a'+ ?)> tang (a'-t- ^0, ou (32) tang(a'-h9)>tanga'tang«(î + |),
Posons «'==5 — i + ^- D ^^^^ vérifier
— ii-.^— ^>tang^ftH.? ,
OU tangg + J+3) tang (ï+|-d)>tang»(^4-|).
ce qui a lieu généralement, car on peut ramener cette inégalité à celle-ci, qui est vérifiée :
-l>-tang*g+^).
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§74. Cas où a est>^ — ~-, etcp'<'^.
Enfin, en conservant Thypothèse «'^r""!' supposons que la
faculté de frottement de la paroi OA soit inférieure à celle des terres dans l'intérieur du massif : ainsi 9' est < 9. Dans ce cas, les formules (30) et (31) sont encore applicables pour toutes les valeurs de AOC=a' qui sont assez grandes pour que Téquation (32) donne ^'<Zf'. Pour toutes les valeurs de ot' inférieures, et pour lesquelles on rencontrerait la condition impossible ^p'2>9', on doit recourir aux formules (24), (28), (26); la résStance du mur OA fait avec la normale à ce mur l'angle 9', et la valeur de la pression horizontale donnée par (25) est plus grande que celle qu*eût donnée (30). Pour les valeurs de a supérieures à la limite, on emploie (30), (31), (32); la résistance de OA fait avec la normale l'angle ^', et la valeur de la poussée horizontale Q donnée par (30) est plus grande que celle qu'on aurait tirée de (23).
Cette valeur limite de a', que nous désignerons par |3^, se déduira de (32) en y faisant a'=|3' et ^J^=9' et résolvant Téquation par rapport à i3'. On a *
!=i!fciuu„g.(!+|)^::^
tahg
tang
d'où enfin l'expression simple
sin(2P'+ç')=S-'- (33)
sincp
Pour 9'=9 on a |3'= -.' — I, ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu plus haut. Pour 9' = 0, |3'=| . On voit aussi que, dans le cas d*un
mur GA absolument poli, les équations (27), (28), (29), déduites des formules (24), (2S), (26), sont applicables, quelle que soitl'inclinaison de la paroi résistante OA.
§ 75. Résumé des résultats précédents.
Tout ce qui précède peut se résumer ainsi : i"" pour toute valeur de l'angle de frottement 9, on doit appliquer les formules (24), (23), (26), tant que Tanglç a ne dépasse pas la valeur j3' donnée par (33); on doit d'ailleurs avoir soin de mettre dans les formules 9 à la place de 9' toutes les fois que ?'><p.
2* Quand l'angle a dépasse ]^', on doit appliquer les formules (30), (31), (32).
3* Pour un mur à parois parfaitement polies, où ?=o, on applique toujours les formules (24), (25), (26), ou les formules (271, (28), (29) qui s'en déduisent; dans ce cas, en efifet, l'angle a ne saurait dépasser sa limite (3'.
L'analyse qui nous a conduit à la détermination de la plus grande poussée horizontale contre une paroi oblique et capable de frottement complète utilement les théories précédentes sur cette matière ; notre théorie ne présente pas la contradiction suivante qui régnait
dans le cas de CQA ou a>Y"^> d'après les explications antérieures et les formules (24), (23), (26), qui s'en déduisent. Ces formules indiquent en effet que la réaction résultante P du mur OA est située à gauche de la verticale de son point d'application, d'où résulte pour la poussée du massif une composante horizontale non dans le sens YO, mais dans le sens OY. Supposons maintenant que, pour cette même direction de la paroi OA, elle ait à résister dans le sens vertical de bas en haut, ce dont elle est évidemment capable : il faudrait pour cela que la résistance d'une section quelconque, telle que OB, fût pareillement verticale (comme on le voit en exprimant l'équilibre du prisme AOB). Or, cette dernière condition ne saurait être remplie pour les positions très-inclinées du plan OB; et, fût-elle remplie, on manquerait des éléments nécessaires pour déterminer la pression verticale résultante sur OA. '
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§ 76. Point d'application de la poussée des terres contre une surface de figure donnée.
Nous avons recherché jusqu'ici la grandeur de la résistance du mur AO et ses composantes horizontale et verticale, mais non son point d'application. Si Ton admet comme certain que toute partie de la surface AO (fig. 129) partant p.^ ^^^
de A, comme par exemple AOj, se trouve dans les mêmes conditions de pression que la paroi en-, tière, de sorte que cette pression sur AO, s'obtient en introduisant dans les formules précédentes C,0, = H, au lieu de CO = H : on trouve alors sans difficulté que le point d'application de la résultante est aux deux tiers de la hauteur au-dessous de la surface libre, comme dans le cas des fluides parfaits; ce point est donc distant du point A d'une quantité
égale à 5. OA.
On a, il est vrai, élevé des objections contre l'assimilation des modes d'action des terres contre AO, et contre le mur entier AO ; mais il est facile d'y répondre. On ne changera pas en effet les forces appliquées au prisme AOB, si l'on suppose que le plan d'appui JOY du massif soit transporté en OsY,, que le mur AO se prolonge jusqu'en Oa, et que la figure YOOjYa soit remplie de matière identique à celle du massif. D'après les principes précédents, il se développera derrière la paroi AO, un prisme de plus grande poussée AO,B^ semblable à AOB : en composant la poussée sur OjB, avec le poids de la masse B.O^OB, et avec la différence des réactions des parois AO, et AO (soit la réaction de la partie 0,0), on retrouve bien la poussée sur OB, déterminée précédemment; l'existence du prisme AO^B, est donc parfaitement compatible avec celle du premier prisme AOB et . des forces qui s'y rapportent. Ce que nous venons de dire de AO par rapport à AO, peut être répété pour AO, par rapport à AO.
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§ 77. Relation entre l'angle du frottement et le talus de roideur limite.
Pour de plus amples développements de la théorie de la poussée des terres, je renvoie aux ouvrages connus de Navier et d'autres auteurs, et particulièrement à celui de Moseley {les Principes mécaniques du génie civil et de t architecture). Je vais ajouter néanmoins quelques remarques relatives à l'angle du frottement 9 d'un ittlBi^iF. Si Ton fait abstraction du coefficient de cohésion k du massif et de la pression atmosphérique extérieure p, il est vrai de dire que Taille ? d'inclinaison de la résistance de deux plans, frottant l'un sur Tautre, avec la normale à ces plans, est en même temps le talus de roideur limite, ou lo plus grand angle que puisse faire avec l'horizon la surface libre du massif, supposé en équilibre. Il est naturel de penser que si l'on répand delà terre sur une base fixe, sous un angle plus roide, et qu'on abandonne cette terre librement à l'action de la pesanteur, ce talus-limite se produira de lui-même : toutefois ceci n'est pas exact sans restriction ; la possibilité de cette égalité entre l'angle du frottement et le talus naturel des terres dépend des dislig. ,30. positions physiques de la
base d'appui, et dans certaines circonstances le talus naturel se trouve nécessairement plus petit que l'angle du frottement.
Soit un massif de terre compris entre deux plans verticaux parallèles, appuyé sur un plan horizontal fixe AG (fîg. 130), et offrant, parallèlement aux plans verticaux limites, une section constante en forme de triangle isocèle ABC, où l'angle BAC=--BCA=i3.
Il est clair que dans la section verticale BD, qui divise symétriquement lemassif, il ne peut se produire qu'une poussée normale, par conséquent horizontale ; or il n'existe aucune paroi d'appui parallèle à BD, pouvant s'opposer à cette poussée : cette force ne peut
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donc être combattue que par le frottement qui s'exerce sur les surfaces horizontales DA, DC. Si donc la surface d'appui AG est absolument polie et ne peut développer de frottement, il est alors impossible que le massif incliné ABC se tienne en équilibre ; la -terre, jetée de manière à affecter cette figure à l'origine, se répandra en une tranche horizontale infiniment* mince, à la manière d'un liquide parfait. Si la surface AC est rugueuse et que sa faculté de frottement dépasse une certaine limite, la terre qui s'y appuie pourra prendre un talus |3 égal à l'angle de frottement 9, qui est son maximum. Pour une surface d'appui moins rugueuse, l'angle du talus-limite BAC=BGA = |3 que peut faire le massif avec sa base est dans une certaine relation de grandeur avec l'angle du frottement 9 de terre sur terre, et avec l'angle 9' de frottement du terrain sur la base AC. C'est cette relation que nous nous proposons de trouver.
Nous admettrons pour cela une hypothèse non démontrée, mais qui ne s'éloigne sûrement pas beaucoup de la vérité : la partie BED du massif BAD, laquelle a la tendance maximum au glissement sur sa base ED, est un prisme de rupture plane suivant ED. Cela admis, représentons par a l'angle BDE, la hauteur BD par H, et par Q la pression horizontale qu'exerce contre BD le massif BED, considéré comme ayant l'unité de largeur perpendiculairement au plan ABC; négligeons la cohésion de la terre et la pression atmosphérique extérieure : en remarquant que la face ED résiste dans une direction inclinée de l'angle ? sur la normale, on trouve l'expression
ç. 1 TT2 ta ngg 1 ^^ sin a cos P /ok\
^ 2 lang(*-+-<p)(1-hlang*laugPj 2^ tang(a4-(ï))cosia— p)* ^ ^
Egalant à zéro le coefficient différentiel de Q par rapport à a pour déterminer la maximum de Q et la valeur correspondante (le a, on a
. tang«= ^^7 = ^^7- (3S)
^ V langcp ^ K cosPsm'f
Substituant cette valeur de tang a dans l'équation précédente, on a la vraie valeur de la pression horizontale qui s'exerce sur la face BD :
={ wE^ ; '''\' -,r (36)
laug9,
3Iâ STABlLrrÉ DES CONSTRUCTIOxNS.
OU Q = -wE^
En*ce qui concerne le point d'application G de cette pression, on répéterait le calcul précédent pour une partie quelconque de la hauteur BD comptée à partir de B, et l'oij aurait une formule semblable à réquation (36), sauf le remplacement de H par la hauteur z choisie au-dessous de B. La différentiation donnera la poussée élémentaire dQ sur une partie dz; puis la somme des moments de ces poussées élémentaires par rapport au point B, divisée par la valeur (36) de la résultante Q, donnera la distance du point d'application G de la résultante au point B :
Considérant maintenant l'ensemble du demi-massif ABD, on voit qu'il est sollicité par trois forces :
1° La poussée horizontale Q de la partie CBD, agissant à une hau-
teur BG=çH au-dessous de B:
2® Le poids W = 2t^.-j— s de. la masse ABD, dont la direction
WL passe par le centre de gravité du triangle ABD, par conséquent à une distance du point D
DL = =DA= s" ;
langp
3** La résistance P de la base AD, agissant dans une direction PK qu'il nous reste à déterminer; nous désignerons par t^ l'angle PKN qu'elle fait avec la ligne KN normale à AD.
Ces trois forces doivent se faire équilibre ; donc la résistance P de la base AD doit être dirigée suivant la diagonale IH du parallélogramme WHQI, dont les côtés QH et WH représentent, tant en grandeur qu'en direction, les deux forces Q et W. Déplus, P représente la grandeur de la résultante de Q et W. On aura donc, eu égard aux valeurs précédemment calculées de Q et W :
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Soît ç' Tangle de frottement entre la terre et la base AD; pour le maintien de l'équilibre du massif établi sous le talus BAC=BCA=j3, il faut que 9' soit plus grand que ^ ou au moins égal à ^ ; d'où
tang ?' > tang /3 ''''^ ., (38)
Si l'on suppose le talus (3 égal à l'angle ? du frottement dans le massif, on a, d'après (37),
16sin«\^-jcos»\^-j
et la condition d'équilibre devient
tang 9' > 7; — . , Ja,» y ou > -^ — ; . (40)
Par exemple, pour qu'un massif dont l'angle de frottement serait 45"* pût se tepir en équilibre sous un talus égal à cet angle, il faudrait qvie la tangente de l'angle 9' du firottement du massif sur
sa base fût au plus égale à g, et par suite l'angle ?' au plus égal à
Si au contraire 9' est plus petit que i{/, le terrain ne peut développer sous le talus |3 l'angle limite de frottement 9' avec la base ; la valeur du vrai talus de stabilité se déduira alors de (37), en y r^mr plaçant tp par 9', On en tire
tang 13=- tang (p H- eos»(9-H90 ' ^ ^
Il va de soi que l'angle |3 ne peut; jamais dépasser l'angle du frottement 9; si donc la formule çi-degsus donnait /3>9, on prendrait pour la valeur vraie du premier angle l'angle 9 lui-même.
Si l'on applique la formule (41), par exemple, ^ un terrain dont l'angle du frottement 9=45% mais dont l'angle de frottement sur sa base AC, 9=5* seulement, on trouve que le talus d'équilibre /3 ne saurait dépasser une valeur de 32"-t-15' environ.
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§ 78. Point d'application de la poussée sur la base d'un massif à, talus coulant.
La force P qu'oppose la base AD aux forces qui sollicitent la masse ABD rencontre la base en un point K dont la distance au point L, projection horizontale du centre de gravité de ABD, est
LK=3H tang ^p, sachant que=LH = DG=3 H et que l'angle
KHL=PKN = i|;.
La distance du point d'application K au point D est, par suite,
DK==DL-hLK=lH(— ^+tangd/).
3 \tangp " ^/
Dans ces deux expressions on introduira la valeur (37) de tang<|/; si la base AB était capable de développer assez de frottement pour que les talus A et C eussent Tinclinaison 13= <p, c'est l'expression (39) qui donnerait tang ^p.
SI, dans le massif ABC, il ne se produisait aucune poussée latérale, la faculté de frottement de la base AG n'entrerait pas en jeu; la résultante des forces, agissant sur la masse ABD, passerait par le point L et serait égale au poids W de cette masse; chaque partie de la base AG serait chargée isolément du prisme vertical de terre reposant au-dessus. Mais, par suite de la tension horizontale qui se développe dans cette masse, le point d'application de la résultante?, dont la composante verticale KN demeure égale au poids W, est repoussé à une distance KL : d'où il suit que, dans un tel massif, |es parties de la base plus rapprochées du milieu D supportent des charges verticales moindres, et les parties extrêmes vers A et C supportent des charges verticales plus fortes que les poids des colonnes de terre correspondantes. Ainsi le massif a une tendance à répartir uniformément sur sa base les pressions verticales qu'il supporte; c'est ce qu'on observe en réalité, surtout pour les massifs arasés horizontalement et chargés de poids isolés à leur face supérieure.
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§ 79. Cas d'un massif é, talus inégaux.
L'angle j3 du talus le plus roide que puisse présenter un massif de terre, eu égard àla faculté de frottement de la base AC (flg. 131), est donné par la formule (41), mais seulement dans le cas où la section verticale ABC du lig. »3i.
massif considéré comme prismatique est un triangle isocèle. S'il n'en est pas ainsi, et que Ton donne, par exemple, Tun des deux angles BAC, BCA, l'autre se trouvera déterminé en fonction du premier. L'angle du talus changerait pareillement si le massif était de forme pyramidale ou conique. La recherche complète de l'angle j3 pour toutes les formes possibles du massif nous conduirait trop loin, sans grand profit pour la pratique.
Nous nous bornerons à dire quelques mots du cas le plus intéressant, celui oîi le massif, semblable aux précédents à tout autre égard, a pour section un triangle scalène ABC.
Dans ce cas, on ne peut affirmer que la pression qui s'exerce sur la section verticale BD sera nécessairement horizontale. Mais comme cette pression sera en réalité près de l'horizontale, nous admettrons son horizontalité ; en appliquant alors à chaque côté du massif l'équation (36), on aura deux valeurs maximum de la poussée Q, le prisme BDF exerçant une pUis grande poussée que BDE, du moment où l'angle BCD <BAD. C'est la plus grande de ces deux valeurs de Q qu'on devra évidemment considérer comme étant la pression qui s'exerce réellement dans la section BD. Il en résulte que le prisme BDE, qui a la tendance maximum au glissement, n'est plus sur le point de glisser sur sa face inférieure, mais qu'il *cst poussé par la force Q d'intensité excédante qui fournit une composante tendant à le faire remonter le long de DE : donc la résis-
tance sur la face ED fera avec la normale un angle plus petit que Tangle du frottement 9.
Si Ton se donne un des deux angles de talus en A et C, par exemple le talus en G, cet angle devra être évidemment plus petit que l'angle |3 que Ton cherche en A, puisque ce dernier doit être le plus grand talus possible. Donc la poussée horizontale Q sur la surface BD sera donnée par le prisme de plus grande poussée BDF, répondant au naassif GBD. Appelant j3, Tangle donné BCD, on aura d'après (30)
Q = \wE^ _ -^ y, ,_ -^. (42)
Uangle ^J^=PKN que fait la résistance P de la base AD avec la normale à AD prend l'expression suivante, analogue à (37), attendu
que le poids du massif est toujours W =^ -^ ^ — -
tang ^=|=tang /3 j^ f ^'^ (43)
\ V Ung <? /
Jl faut que jS soit le plus grand possible ; pour cela il faut faire i{/=(î>' angle du frottement de la terre sur la base AD. Cette condition détermine /3 :
taug(3 = tang9^ Y^_^^lL, (44)
Il (çst bien entendu que si cette formule donne pour |3 une valeur pli^s grande que <p, on devra considérer Tangle 9 lui-même comme létant le talus maximum cherché au point A,
Si la face supérieure BC du massif BCD était horizontale, on aurait (3,=0, et les équations (43) et (44) se réduiraient comme il suit :
tang ^ = tang /3 tang* [ j— |) , (45)
tang/3 =
tang
5^-^=tangftang«g+|). (46)
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Dans ce dernier cas, si l*on veut que le talus maximum on A ne soit autre que l'angle ? du frottement, il faut qu'on ait (43)
tang 9* > tang y tang* (~ ^) . (47)
Si, par exemple, 9=43", il faut, pour que cette condition soit remplie, qu'on ait 9'>9°+44'. Si, au contraire, 9' était seulement de 5"*, par exemple, l'équation (46) donnerait le talus maximum au point A:/3=27°4-i'.
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THÉORIE DES MURS DE SOUTÈNEMENT
§ 80 Remarques générales.
Avant que la théorie de la poussée des terres ait été basée sur des principes en partie rationnels, on se contentait, pour le calcul des murs de soutènement, de formules empiriques qui tenaient incomplètement et inexactement compte des forces appliquées au mur : ces formules étaient établies de manière à donner, dans les cas ordinaires d'application, des dimensions sanctionnées par Texpérience. Telle est en particulier la formule de Vauban. Mais, à raison de leur origine, de semblables formules ne sont applicables qu^eetpe des limites restreintes et donnent en dehors de cçs limites tes résulr> tats les plus contradictoires. Leur plus grave dé&ut e&t cdui-^i : elles devraient donner Tépaisseur du mur en fonction de sa hauteur et de la hauteur des terres à soutenir ; or, elles donnent un nombre simplement proportionnel à la hauteur des terres à soutenir. De la sorte, s'il existe un très-haut massif derrière le mur (ca^ fréquent dans les chemins de fer), on obtient des dimensions énonnas»^ et si la hauteur du massif est infinie, on trouve une épaisseur infinie. Il est cependant évident que la hauteur et le fruit extérieur du mur restant les mêmes, l'iiugmentation du massif de terre a relativement peu d'importance, et que la poussée du massif contre le mur a toujours une valeur finie, quand même il soutiendrait le pied d'une montagne indéfinie.
Coulomb ayant découvert les bases véritables de la théorie de la poussée des terres, plusieurs auteurs ont établi des formules rationnelles pour les murs de soutènement ; fondées sur les vrais prin-
cipes, elles devraient . dépasser les étroites limites des formules précédentes et demeurer applicables à tous les cas possibles. Malheureusement il n'en est pas ainsi. J'ai reconnu que les formules dites rationnelles, dont l'énoncé m'était connu, ne donnent des dimensions admissibles que dans certaines limites que les auteurs ont d'ailleurs négligé d'indiquer ; en dehors de ces limites, leur application peut exposer à de graves mécomptes. Les murs de soutènement ont un rôle trop important dans la fortification et dans les travaux de chemins de fer pour qu'il ne soit pas intéressant de rectifier ces formules.
§ 81. Critique de la théorie de Poncelet et de Moseley.
Il ne s'agit point ici de discuter toutes les formules connues relatives aux murs de soutènement. Je me bgrnerai à montrer les erreurs que contient le traité de M. Poncelet sur la stabilité des revêtements et de leurs fondations (Mémorial de l'officier du génie, n° 19, 1838). Cette démonstration n'a pas moins d'importance que Fig. 132. l'établissement de formules nouvelles,
I car M. Poncelet jouit d'une si grande autorité, que beaucoup de constructeurs ne se donnent pas la peine de contrôler par eux-mêmes sa théorie, admettent ses résujtats comme incontestables et les appliquent sans aucune I inquiétude.
Considérons le cas général où un I massif BCIEF, limité à un terre-plein supérieur horizontal EF et à un talus d'inclinaison quelconque- EIG, s'appuie contre la face postérieure verticale d'un mur ABCD (fig. 432).
M. Poncelet commence par négliger le frottement du massif contre le parement postérieur BC et admet ainsi que la pression se développe normîdement à cette face. Or, dans la pratique, la paroi BC est moins polie ou plus rugueuse .que ne l'est une section de Tintérieur du massif de terre ; dans ce cas, évidemment, la paroi BC ne peut ag-fr autrement que ?i elle était une section du massif de terre;
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car les sections verticales du massif qui sont infiniment rapprochées de BC, et sur lesquelles doit exister Téquilibre, ne peuvent développer un frottement plus fort que le frottement de terre contre terre ; d'où il suit que dans le glissement du massif, la plus grande faculté de frottement du mur retiendra contre le mur une tranche de terre très-mince.
C'est seulement dans le cas d'un mur plus poli que le terrain que l'on aurait à tenir compte d'un certain coefficient de frottement inférieur à celui de terre sur terre ; dans ce cas, la tranche verticale de terre contiguë au mur ne recevrait pas une tendance au glissement de terre sur terre assez forte pour que le glissement eût lieu ; ainsi, le mouvement se produisant, cette tranche ne resterait pas fixée au mur, comme dans le cas précédent, mais bien fixée au massif, et se détacherait ainsi du mur (voir § 72 ci-dessus).
Soit BF le plan de rupture ; d'après le principe de la moindre résistance, les actions qui se produisent sur les faces BF et BH doivent être aussi inclinées que possible, de sorte que la poussée horizontale soit aussi faible que possible : là direction du plan de rupture étant déterminée de manière que ce prisme soit celui qui exerce sur la face BH la plus grande poussée. Ainsi toute la faculté de frottement des deux faces BF et HB entre en jeu, et il en résulte que les résistances de ces deux faces font avec les normales à ces faces un angle égal à l'angle du frottement ou au talus naturel des terres.
Ce dernier angle est, pour la plupart des sortes de terre, proche de 43°; ainsi l'hypothèse de la normalité des pressions sur la paroi BC est très-éloîgnée de la vérité. Il est vrai que la valeur de la poussée, calculée comme le fait M. Poncelet, n'est pas très-altérée, ainsi que nous le verrons plus loin, et qu'elle est altérée en plus, de sorte que les hypothèses dont il s'agit sont favorables à la stabilité du mur; mais, quand on voit un mémoire comme celui de M. Poncelet procéder par des calculs compliqués et des formules d'application difficile pour arriver à une construction si simple, on a droit de s'attendre à un degré de rigueur en rapport avec la complication qu'on a dû subir; d'autant plus que, comme solution approximative, on a déjà des coefficients de stabilité qui suffisent aux besoins de la pratique courante.
Mais voici qui est plus grave que l'hypothèse dont nous venons de parler. M. Poncelet, s'occupant du prisme de plus grande poussée FBHE, considère dans tous les cas et sans explication la section
FBHE d'un prisme quelconque comme étant donnée par la différence des triangles FBG et EHG, et il égale à zéro le coefficient ffi- I férentiel de la poussée correspondante. Or, la différence de ces deux ! triangles ne représente la section du prisme considéré que dans le cas où la direction de la face inférieure BF rencontre le couronnement EF du massif à droite du point E. On ne peut pas savoir d'avance si le plan de rupture qu'on déduira de Téquation différentielle remplira cette condition ; mais, même dans ce cas, on n'est pas assuré qu'il n'y aurait pas lieu de recourir à une autre équation obtenue dans le cas de figure où la face inférieure des prismes considérés rencontrerait le talus HE à gauche du point E, comme BF'ou comme bf. Or, pour un prisme de cette nature, la section est représentée par un triangle H'BH, qui est la différence entre le triangle F'BG et le quadrilatère FH'HG.
Si l'on veut maintenant remplacer, comme on le fait sans le remarquer dans les formules de M. Poncelet, le quadrilatère h retrancher par le triangle plus grand EHG, qui demeure constant pour tous les prismes, on est conduit à retrancher un nombre trop fort : on a donc pour le prisme un poids trop faible. Si le talus lE est trèsdoux et très-long, et que la hauteur de charge CG soit grande, on peut se heurter à cette absurdité, que le poids trouvé serait négatif. C'est ce que montrent aussi les expressions données pour la poussée horizontale F d'un prisme quelconque au n** 2 de l'ouvrage de M. Poncelet. A la vérité, après la différentiation, la poussée horizontale P du prisme de plus grande poussée est donnée comme le produit d'une quantité positive par le carré d'une différence, ce qui donne un nombre essentiellement positif. Mais ce désaccord provient de ce qu'en différentiant on a omis de vérifier si la valeur trouvée de l'angle GBF, qu'on prend pour angle de rupture, remplit ou non les conditions de l'équilibre établies plus haut. D est clair que cet angle de rupture GBF ne saurait être plus grand que l'angle du talus naturel avec la verticale ; sans cela le massil HBF n'aurait aucune tendance au glissement, par conséquent aucune poussée. Dans ce dernier cas, les formules ne représentent donc plus en aucune façon les lois réelles.
Or, on peut très-facilement donner au talus El une telle inclinaison, ou à la hauteur HG une dimension telle, que la tangente de l'angle de rupture GBF, déduite des formules (c) et {e) (n**" 3 et 4 de M. Poncelet), soit inadmissible, comme donnant un angle trop
LIVRE IV. — THÉORIE DES MURS DE SOUTÈNEMENT, '.m
grand. C'est cette impossibilité qui explique que l'intégrale basée sur la différence des triangles GB^ ^t GHE, quoiqu'en général fautive, ne donne cependant jamais de poussée négative. Mais on peut disposer de l'angle GHE ou de la hauteur GH, de sorte que la poussée P donnée par les formules (6) et (d) {if" 3 et 4), soit nulle pour toutes les valeurs de la hauteur donnée BG. Cela aura lieu si Ton pose
tangGHE---g)'tang.
a étant l'angle du talus naturel avec la verticale. En même temps l'angle de rupture GBF=a.
Si l'on augmente l'angle GHE ou qu'on diminue l'inclinaison du talus effectif lE, comme on le fait toujours quand la hauteur de surcharge doit avoir quelque importance, les formules de M. Poncelet donnent des résultats entièrement faux, puisqu'elles conduisent à un angle de rupture plus grand que a. Mais dans les autres cas ces formules sont encore inexactes.
Pour des talus peu inclinés lE, les formules (6), {d) font croître la poussée horizontale P contre un même mur BC jusqu'à l'infini, quand HG croît indéfiniment. On devrait donc faire croître à l'infini l'épaisseur du mur. Mais ce résultat erroné est évidemment en contradiction avec les expUcations des n*** IS à 20, dans lesquels l'auteur applique ces formules au cas d'un terrain moyen où a= 4S% tang a= 1, limité par un talus dont l'angle GHE est égal à l'angle a du talus naturel avec la verticale. Dans ce cas particulier, en eflFet, l'auteur montre que l'épaisseur du mur ne doit point croître indéfiniment avec GH, tandis qu'il en serait ainsi pour des talus plus doux. Les formules de M. Poncelet ne s'éloignent pas beaucoup de la vérité dans ce cas particulier ; mais leur inexactitude fondamentale doit leur ôter toute importance.
Cela résulte clairement du tableau inséré au n** 20. D'après ce tableau, l'épaisseur d'un mur vertical, soutenant un massif de hauteur infinie, incliné à 4S°, devrait être, pour donner un coefficient
de stabilité égal à 2, les Jg^ de la hauteur du mur si le talus aboutit
en D, les ^055 si le talus aboutit en C. Dans le premier cas, un mur
de 6 mètres de hauteur devrait avoir une épaisseur de 7", 46; dans le second, une épaisseur de 2™, 7t. Or, il est visible que ces nombres
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ne sont, ni par leur valeur absolue, ni l'un par rapport à l'autre, en conformité avec la nature des chgses.
La table du n** 34 présente des anomalies semblables pour diverses sortes de terres et divers matériaux de construction. Mais l'anomalie la plus choquante est celle de la table du n** 33, oh l'on détermine l'influence des différents coefficients de stabilité pour le glissement dans diverses circonstances. Ainsi, f^ étant le coefficient de frottement pour la maçonnerie , on admet un coefficient de stabilité contre le glissement, J, = 2, 65 . /*,, on considère un mur soutenant cinquante fois sa hauteur de terres : on* donne alors au mur une épaisseur égale à sa hauteur multipliée par 17,35, si le talus lE commence en D, multipliée par 17,30 si la berme DI égale le cinquième de cette hauteur, enfin par 0,44 seulement si le talus commence en C : tandis que, pour un coefficient de stabilité égal à 2/i, l'épaisseur est, dans le premier de ces trois cas, les 0,93, et dans le deuxième les 0^33 de la hauteur du mur.
M. Poncelet a nécessairement tiré de ces formules et de ces tables des conséquences qui peuvent induire complètement en erreur sur les phénomènes qui se produisent. Par exemple, au n** 63, il dit qu'il est à peine possible d'indiquer pour le coefficient de stabilité d, une valeur quelconque pratiquement utilisable, attendu que le moindre changement de 3, amène des différences considérables dans l'épaisseur du mur. Après avoir déterminé cette épaisseur pour l'équilibre strict, soit pour d, = l, dans le cas de remblais vingt à trente fois plus hauts que le mur, on devrait, dans la pratique, non doubler ou tripler, mais bien centupler cette épaisseur pour faire tenir ce mur sous le coefficient d,=3,3x/i=3,3x0,7=2,31; et l'on n'aurait ainsi qu'une stabilité contre le glissement équivalente à celle que donne contre le renversement le coefficient 3=1,912 déduit des profils de Vauban. Si, dans la pratique, on veut soutenir des remblais de quelque élévation par un mur de stabilité modérée, en sorte que le doublement de la poussée en détermine soit le glissement, soit le renversement, M. Poncelet dissuade, dans son n** 64, de l'application de ses calculs, quoique, d'après ses propres remarques, il ait omis dans ces calculs plusieurs circonstances favorables à la stabilité.
Les formules que donne Moseley dans son ouvrage : The mechanical principles of engineering and architecture j conduisent à de semblables incertitudes. Eu traduisant cet ouvrage, j'ai reconnu
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que ses formules ne sont applicables qu'aux charges de terre d'élévation médiocre et mènent à des non-sens pour les hautes charges. Aussi dans ma traduction (§ 330 à 332) ai-je inséré quelques observations explicatives sur lesquelles je n'ai pas d'ailleurs appelé spécialement l'attention.
§ 82. Principe général pour l'établissement de nouvelles formules.
Il faut maintenant s'occuper de l'établissement de formules nouvelles. Pour être aussi' rigoureux que possible, on devrait procéder comme il suit.
Soit HB (fig. 133) la face verticale sur laquelle s'exerce la poussée du massif profilé suivant HEF. Soit me le plan de rupture du prisme qui pousse la partie Hm du mur HB; si l'on fait varier la hauteur Hm de zéro à HB, on reconnaît facilement que les plans de rupture demeurent parallèles à eux-mêmes jusqu'à la position ME correspondante à HM. A partir du point E la loi change. Reprenons le même mouvement en sens contraire, et faisons varier la hauteur partielle considérée à partir de la valeur HB, en diminuant; soient BF,/!/ respectivement les plans de rupture qui répondent à la paroi HB tout entière et à la partie Hw. Chacun de ces plans sera plus incliné que ME, et ces plans, qui ne seront plus parallèles entre eux, aurant une inclinaison d'autant plus grande que le point n sera plus bas, en sorte que BE est le plus incliné de tous. On admet que la direction des plans tels que me, nf a été déterminée, par la théorie des maximum et minimum, de manière que les prismes Hme, YLnf exercent une poussée maximum sur Hm,Hw. Si l'on va ainsi s'élevant à partir du point B, on rencontrera un point N, inférieur à M, et pour lequel le plan de rupture du système w/ passera par E. Prenons maintenant entre M et N un point o : le plan de rupture correspondant à Ho, détermine par la méthode du maximum, ne peut avoir
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une position quelconque : car si cette méthode donnait un plan passant entre H et E, ce plan appartiendrait aux me; si le plan passait entre E et F, il appartiendrait aux nf: deux choses impossibles. Le prisme de plus grande poussée sur Ho sera donc le prisme HoE, dont la base passe en E. Ainsi, de HM à HN, toutes les parois partielles ont des prismes de rupture passant par le point E.
Il est nécessaire de connaître la position de tous les plans de rupture entre H et B, non pour calculer la grandeur, mais pour calculer le point d'application de la poussée qui agit sur HB. Suivant que le pied du mur B est plus haut que M, ou situé entre M et N, ou inférieur à N, on devrait, pour être exact, établir et combiner une, deux ou trois expressions différentes, ce qui conduirait à des formules trèsKîompliquées et inapplicables : il faudrait recourir tantôt à Tune, tantôt à Tautre, en faisant des essais pour reconnaître le cas où l'on se trouve.
U y a donc lieu de chercher des formules simples, s'éloignant peu de la vérité et telles que toutes les simplifications introduites soient favorables à la stabilité du mur qu'on se propose de calculer. On pourra suivre à cet effet la marche que voici :
Fi,r. 134. Soit BHEF (fig. 134) le
profil du massif de terre qui exerce une pression surleplanHB, etHô/Ele prisme de plus grande poussée pour la hauteur Hô; si la hauteur HG du plan horizontal EF au-dessus du point H n'est pas trop grande, ou si le talus extérieur HE n'est pas de trop faible inclinaison, on peut admettre, sans grande erreur, que le talus extérieur He, depuis le point H, est parallèle au plan de rupture hf. Comme tout plan de rupture est plus incliné que le talus naturel, et que le talus effectif ne peut être plus roide que le talus naturel, . il s'ensuit que par cette hypothèse on exagère le poids du massif et en môme temps la poussée contre le mur : chaque prisme Hô/E est ainsi augmenté du petit prisme HEe.
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Si, au contraire, la hauteur ou la roideur du talus HE dépasse ane certaine limite, comme pour le profil BHE'F', on se rapprochera iavantage de la vérité en admettant que le massif se prolonge vers .6 haut, de manière que le prisme de rupture BF'K rencontre le talus lui-même. Cette hypothèse augmente les prismes qui partent de très-bas, comme HBF'E', delà petite masse E'F'K, tandis que ceux qui partent de points plus élevés, tels que HM, demeurent sans changement. On ne peut ainsi qu'augmenter la poussée contre le mur. Si le terre-plein horizontal est d'une hauteur suffisante, comme E"F*', le résultat est tout à fait exact. Ce résultat est d'ailleurs indépendant de la hauteur réelle HG', d'où Ton conclut que si le massif dépasse une certaine hauteur, un exhaussement ultérieur, est sans influence sur la poussée. Cette conclusion est subordonnée d'ailleurs à l'hypothèse qui assimile la surface de rupture à un plan, ce qui n'est pas toujours exact.
§ 83. Formules pour la poussée des terres dans le premier cas.
Soient (fig. 134) :
H la hauteur verticale BC du mur;
a son épaisseur en couronne CD ;
h la charge de terre CG au-dessus du couronnement du mur;
c la hauteur HG ;
a l'angle EDC du talus effectif avec l'horizon ;
9 le talus naturel des terres mesuré par son inclinaison sur l'horizon ;
X une ordonnée variable Gô, comptée de haut en bas à partir du point G ;
ip l'angle que fait avec l'horizon le plan de rupture correspondant au point 6, angle que nous nommerons angle de rupture ;
w le poids spécifique de la terre ;
W le poids d'un prisme de plus grande poussée, tel que H6/i?, d'une hauteur égale à 1 normalement au plan de la figure ;
P la poussée de ce prisme contre la surface H6;
0, R les composantes horizontale et verticale de cette pression P;
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:; la hauteur du point d'application de la force P au-dessus du 1 1| point b.
Nous supposons ici He parallèle à bf : dès lors la surike
d'où
2 ' langui*'
On a déjà remarqué plus haut que, quand le frottement de la terre contre le mur est plus grand que le frottement de terre sur terre (ce qui a toujours lieu en réalité), on ne doit considérer néanmoins le parement du mur que cbmme agissant comme une surface fixe de Kiii. v.\h. terre. Si d'ailleurs, en réalité,
les choses ne se passaient pas tout à fait ainsi, cette hypothèse ne serait que favorable à la stabilité du mur. Dès lors, en vertu du principe de la moindre résistance, les deux surfaces bE et bf fournissent des résistances dont les angles avec les normales à ces deux surfaces sont respectivement des msfximum, c'est-à-dire égaux à ?. Qu'on décompose donc le poids W (fig. 135) en deux composantes, on aura fapilenaent pour la composante dirigée contre le mur, c'est-à-dire pour la poussée P contre bG :
P = W ^''^ t<^~^) —- \y _«?!?. tang4> — tangcp . C08(2ïp — 4») 008 29 ' 1-Htang 29 laDg+ '
ou, en repfîplaçant \y par sa valeur (1),
p wjx^-c^) cosy tang ^ ^ tang 9
2 * CO829 * tang 4» -h Uing 29. (aog><^*
Cette poussée devient un maximum pour
tangtf; = tang9 + |^^^^2^=tang(p.
co8 9^^2 '
Cette équation donne l'angle de rupture répondant à un point
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quelconque b. L'angle est indépendant de la profondeur de ce point. Si l'on introduit dans (3) la valeur de tang ^, et qu'on y fasse en même temps
ar = G3 = H + Aetc = HG = CG— CH = A — «. tanga,
la poussée des terres sur le parement BH tout entier se trouve exprimée par
P = -(H+atang«)(H+2A-«tang«)^j^:^;^^. (5)
Dans cette formule il reste une inconnue : l'épaisseur en couronne du mur de soutènement, «, qui entre dans la quantité a tang a qui est la hauteur GH. Nous nous débarrasserons <ie cette quantité en la remplaçant par une fraction déterminée de la hauteur H du mur, et choisissant la plus grande fraction qui puisse être donnée dans les cas pratiques par les formules qu'on verra plus loin. En général, a est au plus le tiers de H. Posons cependant plus généralement a = wH, Pour abréger les calculs, posons en outre
^~2(TH^sin"n?g)« ~(V/2-l-28in(ï>)* (1,4142-^2810 1»)*'
q—pCO&(f =2(l-h8m(pV/2)*""(l,4142H-2sm<p)^' / ^
r = «siny = ytang9= /'"^^^^,^, = sinycosy ^ ^ ^ °T 2(H-sin<p»/5)* (l,4142H-2sin<p)
On trouve alors pour la poussée totale :
P=jwtD(H+wHtanga)(H-h2A — wHtanga); (7)
puis, pour sa composante horizontale ;
0= P cos (f=qu) (H-h nR tang a) (H-I-2A — nE tang a), (8)
et pour sa composante verticale :
R=Psin?=ru?(H+wHtanga)(H+2A— wHtanga). (9) II est à remarquer que si la charge est assez peu élevée pour que
GG soit < CH ou A < a tang a, on doit, dans les formules qiû pi> cèdent, remplacer a tang a par A, ce qui donne :
P=joti?(H+A)«, 0=yti?(H+A)S R=rtc(H+A)*. (M) Si A=0, les formules se simplifient encore :
P=;noff, = yti?H% R=ru?H«. (10a)
§ 84. Formules pour la poussée des terres dans le second cas.
Conservant les notations du paragraphe précédent, nous nommons en outré y la profondeur d'un point b quelconque au-dessous du point H, et W',P',0',R' le poids, la poussée résultante, les poussées horizontale et verticale d'un prisme de terre H6A contre le parement Hô.
La distance du point A; à la verticale BG' est ici :
tang ^ — lang x '
donc la surface
2 ' lang4» — lang a '
d'où W'=^. r^ ; (H)
et, en ayant égard à (2) :
pf__.«f ?/* C0S9 tang <|/- tang <p /^gx
2 * lang + — tanga ' cos2<ï> * l + tang2cp tang 4* ' .
\jo (^ c Qscp tang <|»—. tang y
"^2'^ cos2'f * Uing2çtaiig*4'-f-[i — tanga tang2cp] tangf'— langa *
Cette poussée devient un maximum pour
u,«t=u„g,+|/'ii^S=u.„g,+^tX^. (.3)
L'angle ^ de rupture ainsi déterminé pour le point h est indé-
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quelconque b. L'angle est indépendant de la profondeur de ce point. Si Ton introduit dans (3) la valeur de tang ip, et qu'on y fasse en même temps
a: = Ge = H + Aetc = HG = CG--CH = A — a. tanga,
la poussée des terres sur le parement BH tout entier se trouve exprimée par
P = f(H+atang«)(H+2A-atang«)^j^:^;^;;^. (S)
Dans cette formule il reste une inconnue : l'épaisseur en couronne du mur de soutènement, «, qui entre dans la quantité a tang a qui est la hauteur CH. Nous nous débarrasserons <ie cette quantité en la remplaçant par une fraction déterminée de la hauteur H du mur, et choisissant la plusgr^inde fraction qui puisse être donnée dans les cas pratiques par les formules qu'on verra plus loin. En général, a est au plus le tiers de H. Posons cependant plus généralement a = wH, Pour abréger les calculs, posons en outre
COS Ç COR Cp Cp^O
P 2~('rF8in'(pV??)« (V/2H-2siDcp)* (J,4142-+-28in *)* '
q—pœs<p —2(l-f-sin(? 1/2)* ""(1,4142+25111 <?»)*' / ^
r — osina) = r/tanff ffi— — ?ili£îiî sinycosy
"^—^^'"^ ^ ■"^?— 2(H-sin9V/5)' — (l,4142+28in9)*'
On trouve alors pour la poussée totale :
P=pw (H+ wH tang «) (H-t- 2h — nH tang «) ; (7)
puis, pour sa composante horizontale ;
Q= Pcos (f=qu) (H-h wH tang a) (H-h2A— wH tang a), (8)
et pour sa composante verticale :
R=P sin 9=rto(H-+-nH tang a) (H-h2A— wH tang a). (9) Il est à remarquer que si la charge est assez peu élevée pour cyie
CG soit < CH ou A < a tang a, on doit, dans les formules qui pi^ cèdent, remplacera tang a par A, ce qui donne :
P=/no(H+A)«, Q=qw{E+h)^, R=nc(H+A)«. (1«)
Si A=0, les formules se simplifient encore :
P=pu)W, Q = ytDH«, R=rti?H«. (iOa)
§ 84. Formules pour la poussée des terres dans le second cas.
Conservant les notations du paragraphe précédent, nous nommons en outré y la profondeur d'un point b quelconque au-dessous du point H, et W',P',Q',R' le poids, la poussée résultante, les poussées horizontale et verticale d'un prisme de terre H6A: contre le parement HA.
La distance du point A: à la verticale B6' est ici :
tang V — tang X '
donc la surface
2 * tang4> — langa '
d'où w'=f.— ri^; ; (H)
» tang^l' ~ tanga ^ ^ '
et, en ayant égard à (2) :
p/__W7 t/» C0S9 tang <|»— tang y
2 * lang «l/ — tang a * cos 2cp * 1 -h tang 2cp tang <1> '
w 2 c o^? tang ^ — ■ tang y
"^2'' C08 2? ' tang2<ptaiig*4'-f-[t — tanga tang2cp] tangtl'— tangoc *
Cette poussée devient un maximum pour
L'angle ^ de rupture ainsi déterminé pour le point b est indé-
LIVRE IV. - THÉORIE DES MURS DE SOUTÈNEMENT. 333 * ' "^ On verra plus tard qiie Ton doit prendre pour n la valeur g ,
^^'ainsi « = - H approximativement dans les cas les plus défavo-
"Snibles. Remplaçant dans (19) n par cette valeur et en même temps .JD et jo' par leurs expressions, on a
Pour une même valeur de ç, g croît avec a. Mais a ne peut dépasser le talus naturel 9. Si donc on fait a = <?, on aura le maximum des valeurs que peut atteindre -^ pour une valeur donnée de 9. Ce maximum est •
^ = J|(l + sin9|/2r.(3-htang9)-(3-tang(p)j. (21)
Ce maximum lui-même croît avec l'angle 9 du talus naturel. Dans la pratique, 9 est au plus 45°. Le maximum du maximum est alors
D'où il suit que la formule P ne saurait être applicable tout aii plus qu'aux cas où la surcharge h ne dépasse pas deux fois ^la hauteur H du mur. Pour des hauteurs plus fortes, c'est P' qui donnera les résultats les plus exacts.
Si la surcharge est assez faible pour qu'on ait A <« tang a^ ou sensiblement
on devra appliquer les formules plus simples (10).
Les deux tableaux ci-dessous permettront d'apprécier plus aisément les limites des valeurs de g pour lesquelles on doit avoir recours aux formules (10), (7), (16), ces limites variant avec « et 9.
dont rinclinaison sur l'horizon ne dépasse pas l'angle «p du talus naturel, la poussée ne peut croître indéfiniment avec la hauteur de charge.
Pour « = 0, les formules ci-dessus coïncident avec les formules (10 a). •
§ 85. Limites d'application de chacune des formules précédentes.
En admettant Tune ou l'autre des deux hypothèses simplificatives que nous avons établies tout à l'heure, on modifie non-seulement l'intensité de la poussée, mais encore la hauteur du point d'appBcation de cette force. Plus loin nous chercherons approximativement la hauteur de la poussée réelle^ et nous assignerons cette hauteur comme bras de levier tant à la poussée P, tirée de (7), qu'à la poussée P', tirée de (16). Cela donnera des résultats toujours trop forts, parce que P et P' sont plus grands que la vraie poussée. Mais il faut remarquer tout d'abord que ce bras de levier est le même, soit qu'on se serve de l'expression P ou de P'. Par conséquent, le mur de soutèn^ement le plus épais sera celui qui répondra à la plus grande des deux poussées P et P'. Or, chacune de ces deux poussées donne un mur trop fort ; on peut donc se contenter de donner au mur la plus faible des deui^ épaisseurs calculées ; en d'autres termes, de n'employer au c^lpul du mur que celle des deux formules qui répond à 1^ moindre des deux valeurs P,P'.
Quelles que soient les valeurs des angles de talus efTectifetde talus naturel, a et ?, la formule (7) ou (10) est celle qui donne la poussée la plus faible, par conséquent la plus voisine de la vérité, quand la surcharge de terre est petite, ou que h est petit par rapport à H. Si A augmente, P croît et pour une certaine valeur de A P atteint la valeur P' tirée de (16). Si la surcharge de terre continue d'augmenter par rapport à la hauteur du mur, la formule P' donne le résultat le moindre et par conséquent plus exact. Peur trouver la valeur de -jjà laquelle doit avoir lieu le changement de formule, il faut faire P= P' et résoudre l'équation par rapport à jj. On a ainsi :
^ = l\^^{i'h?ii^nga)-{i-ntanga)\ (19)
LIVRE IV. - THÉORIE DES MURS DE SOUTÈNEMENT
Jt
On verra plus tard qiie Ton doit prendre pour n la valeur = ,
ju'àinsi « = - H approximativement dans les cas les plus défavorables. Remplaçant dans (19) n par cette valeur et en même temps » et y par leurs expressions, on a
Pour une même valeur de ç, g croît avec a. Mais a ne peut dépasser le talus naturel 9. Si donc on fait « = ?, on aura le maximum des valeurs que peut atteindre -^ pour une valeur donnée de 9. Ce maximum est •
g = J I ( i + sin 9 1/2)*. (3 -h tang 9) - (3 - tang 9) j . (21)
Ce maximum lui-même croît avec l'angle 9 du talus naturel. Dans la pratique, 9 est au plus 45°. Le maximum du maximum est alors
D'où il suit que la formule P ne saurait être applicable tout aii plus qu'aux cas où la surcharge h ne dépasse pas deux fois ^la hauteur H du mur. Pour des hauteurs plus fortes, c'est P' qui donnera les résultats les plus exacts.
Si la surcharge est assez faible pour qu'on ait A <« tanga^ ou sensiblement
on devra appliquer les formules plus simples (10).
Les deux tableaux ci-dessous permettront d'apprécier plus aisément les limites des valeurs de g pour lesquelles on doit avoir recours aux formules (10), (7), (16), ces limites variant avec « et 9.
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On tirera P de (7) jusqu'à ce que ^ atteigne la valeur suivai calculée d'après (23).
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comme parallèles. Mais dans le premier cas, la section du prisme de plus grande poussée est un trapèze HA/i?, dans le deuxième c'est un triangle Ebk. A ces deux figures répondent des hauteurs z distinctes pour le point d'application de la poussée contre le parement entier HB (fig. 136).
Dans la première hypothèse, le point d'application sera au-dessous du point G d'une quantité exprimée par
^ ' ÏÏB*- GÏÏ* ^ * (H-f.^)» ^ (fc- a tang «;«
3 • (II-fy^)H-(/* — atangx) * .
La hauteur z du point dier^hé au-dessus de B est H+A moins l'expression précédente ; sôît :
^= |.t.l-Jt;::;:) -(H-H^tanga). (24)
Cette expression atteint son maximum avec A. D'après ce qui
précède, le maximum répond à? ==4S% « = 43** et jj = g. La
valeur correspondante de>s, en tenant compte de «=3 H, peut être mise sous la forme
;;=0,458 {U+a tang «). (25)
Pour des valeurs moindres de -g, 2 est lui-même moindre et se rapproche de la valeur
z =0,333 (H+« tang a), (26)
valeur limite qui répond au cas où, h étant plus petit que a tang a, le trapèze devient un triangle.
Dans la seconde hypothèse, qui doit être admise quand ^ dépasse
la limite donnée par (20), z est toujours représenté par (26).
La vraie valeur de z est évidemment toujours moindre que celle qui se déduit de (24), elle est ainsi inférieure au maximum donné par (25); au contraire, elle est plus grande que la valeur (26) cor-
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respondante à la seconde hj-pothèse. Mais, dans le cas-limite où les deux hypothèses donnent la même valeur de P, on voit que la vraie Kip. ,36. valeur de z est plus rap-
prochée de la valeur (26| que de la valeur (24); car l'addition du triangle HEe au trapèze HBF« recule évidemment plus vers le I haut le centre de gravité et le point d'application de la poussée du vrai prisme de plus grande I poussée, que ces points ne sont repoussés vers le bas par l'addition du triangle FEK au triangle HBK. On remarquera à ce propos qu'au cas-limite, les deux triangles additifs que l'on vient d'indiquer sont sensiblement égaux entre eux.
En outre, la formule (26) sera suffisanmaent exacte toutes les fois que le rapport -| dépassera certaines limites de petitesse ou de grandeur, parce qu'alors le vrai prisme de plus grande poussée est de section triangulaire.
Si maintenant nous faisons abstraction de cette plus grande exactitude de la formule (26) par rapport à (24) dans tous les cas, et que nous adoptions pour vraie valeur de z la moyenne arithmétique entre (26) et le maximum de (24), c'est-à-dire entre (26) et (23), nous aurons incontestablement une hauteur plus grande que ce qu'aurait fourni un calcul rigoureux dans chaque cas.
La moyenne ^ (0,4S8-i-0,333) = 0,39S, ou, en nombres ronds, 0,40. Nous poserons ainsi :
;; =0,40 (H-H^ tang a) =0,40 (H-h«H tanga) (27)
C'est à cette expression que nous aurons recours désormais, dans tous les cas, pour la hauteur du point d'application de la force P au-dessus du point le plus bas B du mur.
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§ 87. Formules pour assurer contre le renversement les murs de soutènement à parement extérieur vertical.
Nous supposons que le parement extérieur AD du mur de soutènement est vertical comme le parement intérieur BC. AB= DC=âj. Pour assurer au mur une suffisante résistance contre le renversement, nous déterminerons son épaisseur de telle sorte que le renversement autour de Tarête extérieure A se produise sous l'action d'un multiple déterminé de la poussée P. Le coefficient de ce multiple sera déterminé par la pratique antérieure.
Soit maintenant w^ le poids spécifique de la maçonnerie, et k le nombre par lequel il faut multiplier la poussée des terres P pour amener le renversement, ou le coefficient de stabilité contre le renversement.
Le moment du poids awfi, du mur par rapport au point A égale
2t(;,a'H, le moment de la composante verticale de la force AP est
AaR, et celui de la composante horizontale de AP est AzQ, ou 0,40. A. (H+wH tanga). Q. Ce qui donne l'équation
2U?,û'H-hA«R=0,40,Â:(H-h;ïHtanga)Q;
dou «=— ^-hj/- j-^l^ . (28)
L'épaisseur a se déduira de cette formule, dans laquelle on substituera, suivant la valeur de -jj , les expressions de Q et R données
par les formules (10), ou les expressions Q', R' données par (17) et (18), et correspondant à la seconde hypothèse. Les formules en Q', R' de la seconde hypothèse coïncident avec celles qui donnent Q, R, quand g- atteint la valeur donnée par (20);
pour les valeurs plus grandes de g- les expressions Q', R' conservent une valeur constante. On pourrait donc se borner aux formules Q, R, en calculant les forces Q, R d'après. ces formules, tant que j
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est au-dessous de la valeur (20), et conservant pour les valeurs plus
grandes de ^ les valeurs maximum qui répondent à (20).
Toutefois les expressions Q', R' ont cette utilité, qu'on peut s'en servir sans discussion dans tous les cas où elles sont sûrement ap-
plicables, c'est-à-dire quand A> -j H (voir équation 22). Dans ce
cas, si Ton voulait appliquer les autres formules, on serait obligé à un calcul bien plus long, puisqu'il faudrait d'abord calculer le maximum de ^ (20), et ensuite chercher les valeurs à appliquer des grandeurs Q et R, enfin substituer ces dernières dans (28).
Pour les très-petites valeurs de ^, pour lesquelles, d'après le tableau I, A<atanga ou j<ntanga, on remplacera dans (28) n tangapar g- et l'on prendra pour et R les expressions (10).
Dès lors, pour les petites valeurs de g qui satisfont à la condition (23), l'équation (28) donnera
Si h dépasse la valeur qu'on vient de dire, mais est inférieur à la valeur qui résulte de (20) ou du tableau II,
à=zn(i+n Ung a)| — fc;^ (*"^ h"* ^"^ *) •**
Enfin, pour les valeurs plus grandes de ^ ,
a=H(l-f-»tanga)| — jk^(l+ntanga)y
|/^ [k^(l-Hitanga) r*] +0,80.k^Jl-hntanga)g' j.
Les grandeurs y, r, q\ r' qui entrent dans ces formules ont les valeurs tirées de ^6) et de (15) et sont seulement fonctions des angles 9 et a.
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§ 88. Détermination du coefficient n et du coefficient de stabilité k d'après Vauba^.
Il faut maintenant trouver le coefficient n qui représente, dans les cas les plus défavorables, le rapport de l'épaisseur et à la hauteur H du mur, et que nous avons supposé plus haut égal à -. Il
faut recourir pour cela à la formule (31) qui répond aux plus hautes charges. Supposons un massif de hauteur indéfinie, pour lequel <p=a=4S*; c'est incontestablement le cas qui dans la réalité exigera le mur de soutènement le plus épais. Admettons en outre comme coefficient de stabilité A; «2, en sorte qu'il faille doubler la poussée des terres pour renverser le tnur ; faisons le rapport des
poids spécifiques de la terre et de la maçonnerie ^ ='^i ce qui est le cas ordinaire ; l'équation (31) devient àlots, si l'on y fait en outre
flf = 0,40.H.
Nous trouvons 0,40 au lieu de 0,33 ; tnais aussi nous nous sommes placé dans le cas le plus défavorable, cas très-rare, et même alors l'erreur relative n'est que de ^,.et ne constitue que la vingt-quatrième partie à peu près de la hauteur totale H-f-atanga; en outre, dans les simplifications successives auxquelles nous avons eu recours, nous avons été conduit à surépaissir notablement le mur. Nous sommes donc autorisé à n'admettre pour n aucune valeur plus
grande que 3 , afin de ne pas augmenter sans utilité les épaisseurs.
Pour reconnaître, du reste, combien faible est l'importance de ce coefficient sur le résultat final, prenons pour un instant n=0,4, en c onservant les autres données : on trouve alors âj=0,42. H, valeur bien peu différente de «=0,40. H, qui correspondait à
Il importe d'examiner à quel degré concordent les résultats des formules ci-dessus avec ceux de Vauban que la pratique a consacrés : cette concordance servira à justifier l'adoption du coefficient
de stabilité k=2. Nous appliquerons à cet effet les formules au profil pris comme type par M. Poncelet aux paragraphes 18 et 20 de l'ouvrage déjà cité : H=10',A=2"* et Tépaisseur du mur «=0,342. A d'après la règle de Vauban. Il est à remarquer que
Vauban , admettait, en établissant sa règle, 9=a=4S'* et~=-
Comme ici -2=0,20, il y a lieu d'appliquer la formule (29) qui s'applique aux faibles surcharges. La formule (29) donne «=0,351. H, résultat qui concorde d'une manière très-satisfaisante avec la règle de Vauban, et qui indique un choix convenable du coefficient de stabilité:
Pour » = I et A = 2, les formules (29), (30) et (31) deviennent:
«=H(l-4t.ng.)i-2g(iH.4-lu.ng«)r a=H(l+|u.i.ga)j-2^(l+|taBg«)r'
Si la terre et la maçonnerie sont telles que ^=-| et 9=45", et si le talus extérieur des terres est fait égal au talus naturel, de sorte que a = 43° aussi, on a y = r =: i et y' = r* = j; et les formules (32), (33), (34) deviennent :
<-=?,('+ïrj-'+i/"i^j, (3S)
Lesdonnées— =getç = 4S° sont celles qu'on adopte d'ordi-
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naire ; cependant je les croîs trop faibles dans beaucoup de cas d'application. Partout où Ton n'aura pas d'exemple de succès complet dans l'application de ces nombres (les cas spéciaux mis à part, tels que massif détrempé, vibrations communiquées au remblai, etc.) il sera sage, à défaut d'expériences directes déterminant —, ç et «,
deposer^=4'«=? = 30°.
On lire de là
tanga=0,S774,
et les formules (32), (33), (34), répondant au coefficient de stabilité k=2, deviennent :
.=0,119 • H- (l+ïïrj-l+l/^'i+;^;L (38)
«=0,114.H.(lH-2,48.5)Ul + r/"l + -J^ (39) a=:0,S36.H. (40)
§ 89. Calcul des quantités auxiliaires qui entrent dans les formules générales.
Dans les formules qui précèdent entreni des sinus, cosinus et tangentes diversement combinés. On pourrait sans doute exprimer les sinus et cosinus en fonction des tangentes, ou éliminer ces dernières au contraire ; on pourrait ainsi se passer de tables auxiliaires, mais les formules deviendraient d'un usage fort incommode. Le maniement des fonctions circulaires devient fort simple au moyen de tables donnant ces quantités sans passer par les logarithmes. Les calculateurs n'ont pas de semblables tables sous la main : nous croyons devoir en donner ici un abrégo.
Table «es
VALEUR
tirée de (49),
donnant le maximum
de la poussée.
Jjo
Oo
OO
aoo
iô»
iSo
OO
tOo-+-54'
0,Oil
Si Ton veut appliquer par interpolation cette table au calcul d'un cas qui n'y soit pas explicitement compris, on devra observer : Que la valeur de q diminue continûment quand <p varie de à 90°; Que r atteint son maximum 0,H5 approximativement pour
ç=25° + SS';
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Que ^ et r', pour une valeur donnée de ?, sont d'abord respectivement égaux à q et r quand a = 0, puis croissent avec a, jusqu'à ce que a atteigne son maximum 9 ;
Que le maximum de (f répond aux valeurs simultanées 9 = 0, «== ; le maximum de r' aux valeurs 9 = 45**, a = 45" ;
Enfin que le rapport ^=^'=-^ pour une valeur donnée de <?,
égale 1 pour a = 0, augmente avec a, devient maximum pour « = ?, et que ce maximum est le plus grand possible et égal à 5,828 pour 9 = 90% « = 90°.
§ 90. Calcul de l'épaisseur des murs pour des valeurs particulières des variables.
Dans le cas particulier où ^==3^ et A: =2, la substitution des
valeurs du tableau IV dans les équations (32), (33), (34) permet de dresser le tableau suivant d'épaisseurs de mur dans diverses conditions :
FORMULE
en fractions
de la hauteur /t.
qui a servi au cllcul.
Oo
oo
0,137 jusqu'à»
(33) ou (34)
0,56t jusqu'à <x
(33) OU (3i)
OO
(33) ou (3i)
33) ou (34)
OO
aeo-h 3i'
(33) ou (3i)
(32 ou (33)
9,333 à QD
(33) ou (34)
OO
iOo-f.54'
0,562 à OD
33) ou (34)
On voit par là que le mur doit être d'autant plus épais que l'angle du talus naturel 9 est moindre, et que l'angle du talus extérieur a est plus grand, celui-ci étant limité à la valeur 9 ; c'est-à-dire que l'épaisseur du mur doit être d'autant plus grande que le massif se rapproche de la fluidité : pour <p == 0, a = 0, la terre est à l'état de fluidité parfaite ; on doit porter alors l'épaisseur du njur à 0,73. H, ce qui est le double de la dimension adoptée ordinairement pour le soutènement des terres à forte surcharge.
Toutes ces épaisseurs, qui sont plus grandes que ^ H, exigent une
correction, étant déduites des équations (33) ou (34) et non de (32); car on a posé pour abréger CH = « tang a=^nH tanga
= 5Htanga;d'oùa=-g H. On peut dans ce cas substituer à la
place de n la valeur donnée par la table précédente dans l'équation (30) ou (31), et refaire le calcul de Tépaisseur a avec la formule modifiée.
On trouve' ainsi, par exemple :
Pour 9 = 15% a = 15% -g = oo , au lieu de a = 0,628. H, la
valeur corrigée 0,716. H ; pour 9 = 30°, a = 30°, g-= 00 , au lieu
de «=^0,511. H, la valeur corrigée 0,563. H; pour 9 =45",
a = 45% |j=oo,au lieu de a= 0,399. H, la valeur corrigée
Mais on pourra dans tous les cas pratiques éviter ce calcul de correction assez pénible, en admettant la formule empirique,
n' = iî + i(n— 0,3), (41)
liant la valeur n' à adopter à la valeur n fournie par un premier calcul. La formule (41) donne, dans les trois exemples précédents:
pour 71 = 0,628, n' = 0,710 au lieu de n' = 0,716 ; » n= 0,511, n = 0,564 » w' = 0,563;
On a déjà observé que, bien que le plus souvent le talus naturel des terres, 9, soit en réalité voisin de 45° ou même plus grand encore, il y a aussi des cas oîi il peut être notablement moindre, par exemple dans le sable pur ou dans les massifs fortement détrempés. Plus 9 est petit, plus le mur doit être épais.
De même le rapport ^ peut, pour certaines matières^ être plus
grand que la valeur -g prise pour base dans le tableau V; ce qui nécessiterait une surépaisseur du mur.
Enfin dans le cas où le massif serait exposé & de forts ébranlements, comme les remblais de chemin de fer, on devrait prendre le coa/jQcient de stabilité k plus grand que 2 et le porter à 3 au moins.
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§91. Formules pour assurer les murs de soutènement contre le glissement.
Pour que le mur ne soit pas poussé en avant par la pression sur sa base BÂ supposée horizontale, il faut que la résultante de la poussée P des terres et du poids \V, du mur fasse avec la normale à BA, c'est-à-dire avec la verticale, n^. 137.
un angle au plus égal à l'angle du frottement de la maçonnerie sur elle-même. Soit ç, cet angle de frottement : tang 9, est le coefficient de frottement.
On dispose de la stabilité du mur relative au glissement, en exprimant que le glissement aura lieu si Ton multiplie par k la poussée P : A: est dit coefflcient de stabilité. On compose AP et W, (fig. 137),et l'on a
KV 8in ç^
sinjp
sin
OU
W,= feP. ^^5^=^^ = *P cos ç (cot 9 — tang ç) = fcQ (cot <p, — tang 9) .
On remplace W, par sa valeur to,aH, et l'on trouve :
Si l'on a 9 -h?, > 90% ou tang 9. tang 9, > 1 , « est négatif, c'està-dire que le mur ne devrait avoir aucun poids ; il devrait être poussé verticalement au contraire de bas en haut, pour que la résultante de A:P et de W, fût inclinée sur la verticale suivant l'angle de frottement 9|. Dans ce cas, où la direction de la poussée des terres P est plus inclinée déjà sur l'horizon que ne doit l'être la résultante,
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aucun accroissement de la poussée, ou aucun multiple A:P ne donnera lieu à une inclinaison moindre sur Thorizontale ; à plus forte raison l'introduction d'un poids \ertical W, agissant de haut en bas ne saurait-elle conduire à une moindre inclinaison.
Dans la pratique, on admettra, pour des matériaux débrutis avec soin : comme minimum tang 9, = 0,60, d'oti 9, := 31° et cot 9,== 1,667 ; et comme maximum tang 9, = 0,75, d'où 9, =37° etcotç, =1,333.
Quand le mortier est frais, ces valeurs peuvent transitoirement devenir tang 9, =: 0,50, ?, =: 2T et cot 9, = 2. Si l'on fait le remblai derrière le mur alors seulement que le mortier a subi un premier durcissement, l'adhésion du mortier élèvera le pouvoir de résistance au glissement à uue valeur supérieure au maximum ci-dessus. Gomme cette précaution est ordinairement prise, le glissement du mur sur sa base n'est possible que si l'angle 9 du talus naturel des terres est plus petit que 59* pour la valeur minimum de 9, , 9, = 31°, et plus petit que 53" pour la valeur maximum de 9, = 37".
Si ce cas se produit, on remplacera dans (42) Q par sa valeur tirée de (8), (10) ou (17), suivant que Tune ou l'autre des formules (29), (30), (31) sera applicable à la recherche de la stabilité contre la rotation, et l'on établira les formules suivantes :
«=*9 |(i+b) Vt9.-tang9)H, (43)
a=*g g^ (1+ « tang «)(H-^—n tang «) (cot (}i,— tang9)H, (44) a=kq'^-{l+n tang «)' (cot ?, — tang ?)H. (45)
On ne devra donner au mur l'épaisseur a donnée par ces formules que si elles donnent un nombre plus grand que les formules (29), (30), (31). Dans le cas contraire, c'est cette dernière épaisseur que l'on adoptera, çt le mur sera alors plus stable contre le glissement que contre le renversement.
Pour faire cette comparaison on donnera à k dans les formules correspondantes la même valeur, car il n'y a pas de raison pour rendre le mur plus stable contre le renversement que contre le glissement, ou inversement. Si l'on donne à A; la valeur 2 reconnue
convenable dans la pratique, et qu'on fasse w= g-, les formules qui
précèdent deviennent :
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a=2g^(H-^)'(cot?-tang9)H, (46)
a=2q H(i+« tang«) (l+|-|tang«){cot9 -tang?)H, (47) a=2<ï':^(l+5tang«)'(cot?.— tang9)H. (48)
Si l'on fait, pour maçonnerie et terre ordinaire, ç= 45% « = 45°, — =^g, ç, = 35% d'où tang ?, = 0,70 et cot ?, = 1,43 ; on trouve
Pour les nombres 9 = 30% « = 30% ^ =|, 9. = 35% on a g = 0,129, q' = 0,375 et les formules (46), (47), (48) deviennent
§ 92. Calcul de l'épaisseur des murs pour des valeurs particulières des variables.
On a calculé, en s'aidant du tableau IV ci-dessus, le tableau suivant qui donne pour diverses valeurs des variables les épaisseurs
déduites de (46), (47), (48), pour -=g, A=2 et tang 9, = 0,70.
Éf I— ewr 4a mar
TABLEAU VL
a •■ v«lat 4e ««e 4e la véeMuiee au (llMeMea*.
ÉPAISSEUR a
formuliï;
cnfraciUmi
de U haoleur H.
qoi a terri au calcul.
Oo
0,1 37 jusqu'à»
0,561 jusqa*à »
OO
(47) ou (48)
47) ou (18)
OO
47)ou(i8) (46)
(46 ou (47)
(47) ou (48)
L'épaisseur du mur est d'autant plus grande que l'angle y du talus naturel est plus petit, et que l'angle a du talus efiTectif extérieur est plus grand, ce dernier étant d'ailleurs au plus égal à 9. Pour une terre parfaitement fluide on aurait ç==0,a=0, et l'épaisseur serait la plus forte, 0,953. H. Pour <p, =35®, dès que y dépasse 55", complément de 35*", a devient négatif, ce qui montre que la plus grande poussée des terres ne saurait amener le glissement du mur.
Pour des motifs déjà connus, il est nécessaire de corriger les épaisseurs de mur qui sont données non par la formule (46), mais
par (47) ou (48), et qui s'écartent notablement de ^ H : à cet effet
on remplacera n par le coefficient trouvé, dans (44) ou (45), et l'on en déduira une nouvelle valeur de a. On aura ainsi, par exemple, les résultats suivants :
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Pour 9 == 15% cc=V + 38', ~ = oo , au lieu de a = 0,497. H, la
valeur corrigée est a = 0,499, H ;
Pour <p = 15% a = 15% -g = oo, au lieu de « = 0,858. H, la valeur
corrigée est a= 0,902. H ;
Pour 9 = 30% a = 30% -^ = 00, au lieu de a = 0,608. H, la valeur
corrigée est «=0,657. H.
Les limites entre lesquelles varie l'épaisseur du mur dans le tableau précédent sont relativement plus étendues que celles du tableau V. Cela vient de ce qu'il faut toujours donner un poids plus grand au mur pour réduire dans un rapport donné l'angle que fait avec la verticale la résultante de k9 et de W,, que pour réduire dans le même rapport la tangente de cet angle. Or la première de ces deux opérations se présente pour l'équilibre de glissement, la seconde pour l'équilibre de rotation.
§ 93. Comparaison des résultats des tal>leaux V et VI.
On voit, en comparant les tableaux V et VI, que dans un grand nombre de cas de la pratique, la considération du glissement exige une moindre épaisseur que celle du renversement ; mais dans d'autres cas le contraire a lieu, et lorsque l'angle du talus naturel f est plus petit que 45% et qu'on a en même temps ~-> | et tang 9, <; 0,70,
il est essentiel de comparer les deux épaisseurs afin de choisir la plus grande. La condition générale pour que l'épaisseur relative au glissement soit moindre que l'épaisseur relative au renversement, de sorte qu'on n'ait à s'occuper que delà dernière, est d'après (42) et (28)
^cotç.-tangçX-— ^-hj/^ M + t., ;
d'où l'on tire, en remplaçant R par Q tang <p,
Dans cette inégalité on doit mettre pour Q, suivant la circonstance, sa valeur tirée de (10), de (8) ou de (17). Si l'on choisit la plus grande
de ces trois valeurs, qui est (17), on voit que si la condition est remplie pour cette valeur de Q, elle le sera à plus forte raison pour les valeurs plus petites de Q, qui répondent à la même valeur de f
mais à un rapport g- plus petit. Notre inégalité devient, en y introduisant la valeur (17),
|fc ^«'(1 -hntang a) (cot*(p.- tang»<l. (53)
q' augmente avec a, ainsi que le facteur {l+n tang a) : la valeur maximum de a, qui est f , donnera donc, toutes choses égales d'ailleurs, au premier membre de Tinégalité sa plus grande valeur. Si rinégalité est vérifiée pour a = ?, elle le sera à plus forte raison pour toute valeur moindre de a. Pour a = 9, l'iné^té devient
b,w (1+ n tang <p)(cot« y^ - Ung« y ) ^ . .„ . v
Pour k=2, ^=3, ^=39 ^ïigÇi^Oj'^O, cette condition devient :
^ fl-+-rUng<p] (2.0449 -lang«<p)
6 1-»-Ung»<p ^
Cette dernière condition est satisfaite tant que f est plus grand que 36*" : ainsi, quand le talus naturel du terrain donné fait avec rhorizontale un angle plus grand que 36% la stabilité contre le glissement exige une moindre épaisseur que la stabilité contre le renversement, quelles que soient les valeurs de « et de -g. Il est clair
que si l'on a A;> 2, ou^ >~^ ou tang ç^ <0,70, l'angle du talus naturel <p devrait dépasser une limite supérieure à 36* pour vérifier la condition ci-dessus indépendamment de a et de -g.
§ 94. Formules pour garantir du renversement les murs de soutènement à parement extérieur incliné.
Nous admettons maintenant que le parement extérieur DA (fig. 138) du mur de soutènemient a un fruit; conservant les autres
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notations antérieures, nous nommons b Tépaisseur en couronne CD du mur, et m le rapport du fruit total AM à la hauteur MD, ou la tangente de l'angle ADM.
Ainsi AM~= mH et AB =
On veut que la poussée | des terres P soit multipliée par k pour renverser 1 le mur autour du point A : le moment du poids de MBCD
est [mH+-j Wib^\ celui
du poids de AMD est
(fmH)(l«,,mIÎ');
le moniellt de la composante verticale A-R est (ywH-HÔ)* Â:R; celui de là composante horizontale kQ est
0,40(H-t-wHtariga)y!:0.
L*é(Juâtîoii des moments est donc
im#+w,'>H(»«H+|)+il(mH-|-6)R==0,40.*(k+Mtanga)0; . d'où l'dri tire
'>=-'(gi+-H)+KiJ|)V ?'"";-"'"^"^ - w
On peut mettre cette expression sous cette forme :
ou, pour abréger :
6=H(— A + k'BH^*):
Faisons k^ss^t\ ^=|) a=0, f =60°; admettons que 0=5'i€H%
R=ncH*, tirés de (10. a), soient les valeurs limites auxquelles correspond, dans la pratique, la plus petite valeur possible de
B=|/^"Ë-j'+ "'"'"y^''' ; admettons, d'autre part, Ijue
/w= - est la plus grande valeur du fruit que Ton aura à considérer
en pratique, en sorte qu'à cette valeur répondra la plus grande valeur possible de C=-^.
En substituant ces valeurs, on reconnaît que dans tous les cas pratiques B est plus grand que 2G, et est le plus souvent un trèsgrand multiple de G. Dans ces circonstances, nous aurons recours à un théorème de M. Poncelet, et nous poserons, avec une erreur
qui ne dépasse pas ^,
Pour être sûr que Terreur conunise conduira à donner une plus grande stabilité, augmentons cette expression de^, et écrivons
La formule (55) devient ainsi :
^~a+K(a+ "-'°''tr'"^'^^ -0>8638>»H. (56)
On posera ensuite n = -^, ce qui est plus favorable encore à la stabilité que dans les cas précédents, et l'on remplacera Q et R parles valeurs (10), ou (8) et (9), ou (17) et (18), suivant les cas distingués plus haut.
Mais en comparant cette expression à celle de a dans (28), on voit que
ô=û_0,8638.mH (57)
ou, en représentant par n le coefficient par lequel il faut multiplier la hauteur H pour avoir a (voir tableau V),
Ces deux formules établissent une relation très-simple pour passer de l'épaisseur nécessaire au mur parementé verticalement à l'épaisseurdu mur à parement incliné à l'extérieur.
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La section du mur rectangulaire estaH=nH^; celle du raur oblique est
{ H [«— 0,8638.?72H+a+0,1362.mHl
=aH— 0,3638.mH*=(«— 0,3638.m)H\ D'où il suit que la transformation du premier type dans le second économise une fraction de la section du premier représentée par
Nous avons dit que m ne doit pas être pris plus grand que ~ • Pour cette valeur maximum de m et la valeur moyenne de n w=~ , la fraction qui représente l'économie devient 0,3638 X |^ = 0,181 9, ou environ les j^ de la maçonnerie du mur vertical ; si Ton prend le fruit /w:=— 5 fréquemment adopté, l'économie est ^ de la masse.
§ 95. Formules pour garantir du glissement les murs de soutènement & parement extéirleur Incliné.
Lepoids du mur étant ici W,=tt;,H {A+ y)?12i condition pour
que le glissement commence à s'opérer sous l'action de la poussée des terres P multipliée par un facteur A, devient
'^-^(^oi^,-iangcf)-imE. (39)
ou, en tenant compte de l'expression (42) de l'épaisseur a du mur vertical y
6=a— |mH, (60)
ou autrement :
6=(n-im)H. (61)
De cette relation il résulte que la section du mur oblique est la même que celle du mur vertical ; ainsi, toutes les fois que la considération du glissement conduira à une épaisseur plus grande que
celle qui résulte de la considération du renversement, il n'y aura aucune économie de maçonnerie à employer le parement oblique, et le calcul devra se faire simplement pour le mur vertical.
Ce résultat pouvait être prévu, car l'équilibre de glissement ne met en jeu que le poids même du mur, et n'est pas influencé par Taugmentation du moment de ce poids par rapport au point A.
On a seulement un avantage de détail : b étant plus petit que û, la hauteur CH, qui était égale à atanga, et qui devrait être prise égale ici à b tanga, se trouvera ainsi plus petite, et donnerait ainsi une poussée moins intense. Mais dans le calcul où nous avions mis
g-H tang a au lieu de « tang a, nous laisserons de même 4 H tanga
au lieu de b tang a, ce qui sera favorable à la stabilité du mur.
§ 96. Influence de l'inclinaison des plans d'assises sur la stabilité contre le glissement.
Il est à remarquer qu'on peut obtenir de grands avantages au point de vue de l'équilibre de glissement en disposant les assises du mur non plus horizontalement, mais sous une certaine inclinaison ascendante de dedans en dehors. Ce mode de construction est surtout convenable lorsque le parement extérieur du mur n'est pas vertical, mais, comme nous l'avons supposé en dernier lieu, oblique ; car alors les joints peuvent sans difficulté aboutir normalement sur le parement AD.
Représentons par j3 l'angle des joints avec l'horizon ; exprimons que la résultante de KP et de W, fait l'angle 9, du frottement avec la normale au joint : nous aurons
d'où
W, = »P'-=i^a;^ = W(!^:^-^-ia„g,); (62)
et si au dénominateur, dans le second membre, on néglige tang |3 à côté de tang?,, ce qui est favorable à la stabilité,
W,=kO (cot ç.— tang 9— tang j3). (63)
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Comme ici W,=ti?, (é+^JH,
on en tire :
^= ^ (^^t ?.- tang ç-tang /5)-|mH; (64)
expression dans laquelle on doit remplacer Q, suivant les cas, par sa valeur tirée de (10), de (8) ou de (17). Mais dans tous les cas, en se reportant à (42), on voit que
b=all îi=EË_]_^wH, (65)
Si les joints sont normaux au parement, tang /3=m ;
b^all ^ ) — smH ; (66)
OU, en posant a=nR :
\ cotçi— tangç 2 y ^ ^
Le profil d'un mur ainsi disposé est moindre que celui àR d'un mur de même stabilité contre le glissement et construit à joints horizontaux. La différence est représentée par la fraction
coltt — langç
du profil «H. Pour en apprécier l'importance numérique, faisons tang9,=0,70 d'où cot ?,=1,43, et 9 = 48'* d'où tang ?=1.
6=(n— 2,326.wnT-gm)H. . (68)
La différence relative des profils est 2,326 X^. Pourm=|-,
*=(0,612.w—0,083)H et la différence est0,388 ou |.Pourm=^^, *=(0,806.w— 0,042)H, et la différence des profils est 0,194 ou 5 environ.
POUR L*EXÉCUTION DES MLKS DE SOUltNEMENT
(Suivie duiis le ressort de la Uireclion des chemins de fer du du«hé de Brunswick.]
§ 97. Définition des quantités dont dépend l'épaisseur d'un mur de soutènement.
Pour déterminer Tépaisseur a d'un mur de soutènement, il faut connaître (fig. 139) :
Pi^. ,3P. cp angle du tains naturel du terrain qui
est revêtu d'un mur de soutènement,
a angle du talus extérieur de la surcharge de terre,
H hauteur du mur de soutènement, h hauteur de la surcharge,
-îîl rapport des poids spécifiques respectifs de la terre {w) et du mur (te,),
?, angle de frottement des pierres qui forment le mur,
k coefficient de stabilité, c'est-à-dire le facteur par lequel on doit multiplier la poussée réelle dans le calcul de Tépaisseur, de manière à parer aip^ éventualités fâcheuses.
§ 98. Valeurs moyennes des quantités ci-dessus définies.
En ce qui concerne l'angle ç, il faut autant que possible, dans chaque cas, le déterminer par expérience, en ayant égard aux circonstances locales, à la stratification, à l'abondance des eaux de fil-
tration, etc. Il ne servirait de rien de prendre une valeur moyenne : elle conduirait la plupart du temps à un inutile surcroît d'épaisseur, et souvent donnerait des murs trop faibles : on devra considérer dans chaque application le cas le plus défavorable qui puisse être prévu, eu égard aux circonstances locales.
Dans la plupart des cas pratiques, y =43** est une valeur moyenne répondant aux bonnes natures de terrain.
a,H, h. Ces trois quantités sont données dans chaque cas particulier.
^. On prend ordinairement le rapport des poids spécifiques de la
terre et de la maçonnerie égal à -g- : on ne s'éloigne guère ainsi de
la vérité.
(p,. Beaucoup d'expériences indiquent comme moyenne convenable pour l'angle de frottement de la maçonnerie g>,=3S% ou tang (p,=0,70; les valeurs de cet angle s'écartent peu de cette moyenne. Si l'on observe la précaution ordinaire consistant à ne remblayer derrière le mur que quand le mortier a commencé à faire prise, cette valeur de ç, assure dans l'application toute la sécurité désirable.
k. En comparant les résultats théoriques avec les murs de fortifitification construits par Vauban, on reconnaît que le coefficient de stabilité â:=2 assure aux murs de fortification la sécurité requise.
Ainsi, dans la plupart des cas où les murs de soutènement ont à supporter une surcharge de terre notable, et n'ont par suite à subir que de faibles secousses, on pourra se contenter du coefficient 2. Il faut alors qu'il n'y ait pas à craindre d'affaissement du remblai, et que la maçonnerie soit très-bien faite.
Dans les cas de surcharge nulle ou insignifiante, il est convenable de recourir au coefficient A =3.
§ 99. Détermination de Tépaisseur a des murs de soute-
nement à profil rectangulaire pour ^=-=«, tang?, =0,70,
etA:=:2.
Dans les deux tables suivantes, on prend pour bases — = 3; tang (5p,-= 0,70; et A =2. Ces tables donnent l'épaisseur «pour les
divers systèmes de valeur de l'angle 9 du talus naturel, de Tanglea
du talus extérieur de la surcharge, et du rapport ^.L'épaîsseura
est donnée en fraction de la hauteur H du mur de soutènement, savoir : par la table I en ce qui concerne la stabilité contre le renversement autour de l'arftte inférieure du parement extérieur du mur, et par la table II en ce qui concerne la stabilité contre le glissement du mur sur sa base, c'est-à-dire sur ses fondations.
Dans chaque cas particulier, on comparera les deux valeurs de a répondant respectivement au renversement et au glissement, et l'on choisira la plus grande des deux.
Les valeurs de a : 26°+34', 33°4-41',4S° sont celles, généralement usitées, et répondent aux talus dits à deux de base pour un de hauteur, à un et demi pour un, à un pour un.
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§ 100. Exemples.
1" Exemple. Etant donné un massif de 6" de hauteur, avec talus à 1 1/2 de base pour i de hauteur, on veut le revêtir d'un mur de soutènement de 4™ de haut : quelle épaisseur doit avoir ce mur,
LNSTRUCTION PRATIQUE. 3«3
sachant que le talus naturel des terres est 40" et en prenant le coefficient de stabilité k = 2 7
On a ici 9=40°,
d'où J=0,5.
Le tableau I donne pour le renversement :
Le tableau II donne pour le glissement :
On doit donc donner au mur une épaisseur de 1"',28.
2' Exemple. On veut revêtir le môme massif sur toute sa hauteur.
9 = 40», «==0, ft = 0, 11 = 6,
et i,^0.
Le tableau I donne a = 0,22 X 6 = {""^^2. Le tableau II donne une valeur moindre.
Si Ton ne trouvait pas dans les tableaux ci-dessus les données mêmes du cas considéré, on Fig. â4o.
prendrait les nombres les plus voisins; ou bien l'on ferait une interpolation fort simple.
3* Exemple. Soit ef{&g. i 40) le flanc d'un coteau. Pour la construction d'une route on doit couper le coteau sur iO" de largeur et le revêtir d'un mur de soutènement de 2", 50 de hauteur ; le talus naturel des terres est de 30°. Quelle doit être l'épaisseur du mur pour le coefficient de stabilité A = 2 ?
et n^^^*
La valeur « = 14* n'est pas dans les tables, mais on y trouve a = 10° et a = 20°. A ces valeurs répondent les coefficients 0,33 et 0,40 (tableau I). La variation du coefficient est donc 0,07 pour une
variation angulaire de 10° : soit, pour 4°, -jq.OjO? = 0,028. Le coefficient à adopter sera donc
0,33 + 0,028 = 0,358. D'où a = 0,358 X 2, 5 = 0», 895. Le tableau II donnerait un nombre moindre.
4« Exemple. Quelle épaisseur doit-on donner à un mur de soutènement de 3" de haut qui supporte un remblai de route de 4" de
haut avec talus à 1 ^ de base pour 1 de hauteur, le talus naturel
des terres étant de 42°, et le coefficient de stabilité k=2 étant jugé suffisant ?
On a ici ?=42°,
et 1=0,333.
Prenons (f = 40° comme valeur approchée par défaut, laquelle donnera ainsi un résultat plus grand pour « ; -g = 0,333 tombe entre
les valeurs tabulaires 0,25 et 0,5 qui répondent pour ^ à 0,29 et
0,32. n faut donc prendre 0,30. a = 0,30 X 3 = 0»,90. Pour (f = 45° on aurait a == 0,26 X 3 = 0", 78. Pour ç = 42°
on prendra la valeur d'interpolation a = 0,78 + -ê .0,12 = 0",85.
§ 101. Détermination de l'épaisseur a des murs à ftoiit extérieur.
Un mur dont le parement extérieur présente Un fruit est plus stable à section égale qu'un mur à parements verticaux, au point de vue du renversement ; ou, à stabilité égale, il exige un moindre cube de matériaux» Il est donc bon de donner un fruit aux murs.
Pour obtenir Tépaisseur moyenne d'un semblable mur, on calculera l'épaisseur au moyen du tableau I où le mur est supposé vertical, et l'on fera la réduction de la manière suivante.
Soit- Texpression du fruit, c'est-à-dire le fruit répondante 1"* de hauteur. On retranchera de la valeur trouvée pour a la quantité 0,36xixH.
Gé changement du profil est sans influence sur les valeurs du tableau II relatif au glissement.
Exemple. Supposons que l'on donne au mur de soutènement considéré dans le i" exemple ci-dessus un fruit de i^. L'épaisseur moyenne devra être
à=(0,32— 0,36Xi^)H=0,29.H.^l'^,16.
Ce qui correspond, le parement postérieur étant vertical, à une épaisseur en couronne de 0°", 99, et au pied de 1"*, 33.
Un fruit ou une retraite sur le parement postérieur du mur n'exerce qu'une faible influence sur la stabilité, et l'on n'aura pas à en tenir compte *.
* Cette observation ne s'applique pas aux murs de soutènement dont le profil postérieur est une série de redarts. Ce profil a certainement une grande influence sur la stabilité par rapport au renversement. L'auteur ne parle pas de ce profil, mais rien n*est plus facile que d'adapter à ce cas la théorie faîte pour les murs rectangulaires.
§ 102. Détermination de l'épaisseur a ponr des valeurs quelconques de k et de — .
On a remarqué plus haut que Ton peut le plus souvent regarder le rapport des poids spécifiques de la terre et de la maçonnerie comme
constant et égal à -^. H peut être utile néanmoins de déduire dans des cas particuliers ce nombre d'expériences spéciales. '
Le coefficient de stabilité A = 2 assure une stabilité suffisante, comme rapprennent les revêtements de Vauban, notamment lorsqu'il n'intervient pas de secousses sensibles. Mais dans les murs de soutènement élevés ou faiblement surchargés et servant au passage des chemins de fer, il est nécessaire de porter le coefficient de stabilité au moins à la valeur 3, à raison des ébranlements relativement intenses causés pai* le padsage des trains.
Dans tous les cas on admet que l'exécution technique de la maçonnerie est sans défaut : ce qui est encore plus indispensable pour les murs de soutènement soumis à une forte pression et à de forts ébranlements, ou à l'influence de l'eau.
Représentons par d le rapport ^ qu'on a préalablement déterminé, par*, le coefficient de stabilité jugé indispensable dans le cas considéré, enfin par b l'épaisseur du mur de soutènement résultant de ces données. On déduira comme il suit l'épaisseur h de l'épaisseur a calculée au moyen des tableaux ci-dessus, et répondant à A- = 2, —=3. Pour l'équilibre de rotation on prendra
pour l'équilibre de glissement :
Le tableau suivant renferme quelques résultats de ces deux formules :
DONNÉES
ÉPAISSEUR b COBBESPONDANTR.
-> , Ml"^ --
kl
Rotation.
Glissement.
lOOO.a
uoe.a
tS99.a
Exemple. Soît un remblai de route de U™, 80 avec talus à 45% ft soutenir par un mur de soutènement de 12"' de hauteur dont le parement extérieur aura ^j de fruit. Quelle épaisseur doit avoir ce mur
pour résister avec sécurité au renversement et au glissement ? On a ici
ç±=87* (obtenu par expérience), «=45%
et
Jfc,= 3 (coefficient jugé nécessaire) , d=j (donné par Texpérience).
En laissant de côté ces valeurs de A, et de d et le fruit du parement, on peut chercher dans le tableau I la valeur de a qui est 0,18. H.
Le tableau II montre que dans ce cas il n'y a pas de glissement possible.
Le fruit modifie l'épaisseur en remplaçant a == 0,18. H par a = (0,18 — 0,015) H == 0,165. H,
Le changement des données A et — en A, et d donne b= 1,299 X «= i,299 X 0,165. H = 0,214. H = 2" ,57.
§ 103. Observations finales.
1" Remarque. Les règles que nous venons d'énoncer s'appliquent au cas où la surcharge recouvre complètement le couronnement du mur de soutènement. Ce cas, qui est le plus fréquent, est aussi le plus défavorable, et Ton devrait réduire l'épaisseur a si le couron-, nement du mur demeurait en partie libre. Mais dans l'application il peut arriver que sous l'action des pluies ou par toute autre cause la terre vienne recouvrir le couronnement contrairement aux dispositions projetées. En conséquence, quand on projettera un mur de
Fifi. i«.
soutènement à couronnement découvert (fig. 141), on fera le calcul comme si le couronnement était recouvert et que le massif présentât le talus extérieur Ad incliné suivant l'angle CAB = «'.
2* Remarque. Pour des remblais hauts et étroits, revêtus de chaque côté de murs de soutènement, il peut arriver que l'espace compris entre les deux mûrs, et destiné à être rempli de terre, soit fort exigu. Il sera souvent plus fiivantageux dans ce cas de se dispenser de la construction de murs de soutènement proprement dits, en construisant à leur plâèe deux ou plusieurs murs parallèles reliés par des murs de refend, formant des compartiments vides, qui seront couverts en voûtes (fig. 142).
3*^ Remarque. Il est à peine nécessaire d'observer que les murs en aile des ponts travaillent comme murs de soutènement, et doivent ainsi être calculés d'après les règles établies plus haut.
INSTRUCTION PRATIQUE. :m)
4* Remarqm, Dans Texécution des murs de soutènement et des remblais à soutenir, on doit toujours se proposer pour but d'augmenter la stabilité du mur contre le glissement et de diminuer la poussée des terres. Pour le premier point, on conseille d'araser les assises non horizontalement, mais avec une légère inclinaison vers Tinté-
Fic. if3.
Fitf 144
rieur ; dans les murs à parement incliné il sera particulièrement facile déposer les assises normalement au parement (fig. 143).
o^ Remarque, Pour diminuer la pousiSée des terres, on recommande de remblayer derrière le mur par couches inclinées vers le mur et de pilonner chaque couche jusqu'à une certaine distance, mais noti jusqu'au contact du mur. De la sorte le remblai comprimé aura un talus naturel plus incliné, sans que le pilonnage augmente la poussée sur le mur (fig. 144 et 148).
6® Remarque, 11 sera utile enfin de ménager aux eaux un écoulement, de manière à tenir aussi sèches que possible les terres qui pressent le mur ; on empêchera ainsi qu'un affaissement du remblai ne développe une poussée exagérée.
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