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RUE SAINT-ANDRÉ-DES-ARTS
Notions historiques snr les propositions développées dans
oet oQvragre
« L'histoire d'une science, dit M. J. Bertrand, est trop complexe et trop délicate souvent à aborder, pour qu'on puisse d'une manière incidente trancher les questions en quelques lignes. Une indication incomplète est souvent une injustice » {Préface du premier volume du Calcul intégral). Pénétré de cette pensée, nous prions le lecteur de se rappeler que le cadre restreint de cet ouvrage nous oblige à ne donner ici que des renseignements très succincts, et nous demandons instamment à ceux qui, dans cet exposé, apercevraient quelques lacunes, de vouloir bien nous les signaler.
Beaucoup d'excellents ouvrages, mis jusqu'à ce jour
."N entre les mains des élèves, sont divisés en trois sec-
tions, Statique, Cinématique, Dynamique, de telle sorte
que le lecteur, plus désireux de satisfaire aux exigences d'un programme d'examen que de pénétrer l'esprit d'une science, s'imagine assez volontiers que l'une des
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parties entraîne nécessairement l'autre comme conséquence, et que l'invention de la dynamique n'aurait pas pu précéder celle de la statique. En fait, il n'en est rien. La science des mouvements et la science de l'équilibre n'ont été créées, ni l'une ni l'autre, d'une seule pièce, et les diverses parties qui les composent l'une et l'autre ont vu le jour à des époques très différentes. C'est ainsi qu'on doit à Archimède une théorie du levier, qui ne diffère pas, au fond, de la composition des forces parallèles ; mais, contrairement à ce que nous faisons aujourd'hui, le célèbre géomètre syracusain ne fait intervenir en rien la composition des forces concourantes. On lui doit aussi la notion de centre de gravité, complément naturel de la théorie des forces parallèles. Mais il ne paraît pas que jusqu'aux temps modernes la mécanique ait fait des progrès considérables; car Leibniz parle avec une admiration profonde des travaux que nous ont laissés sur ce sujet Pascal et, avant lui, Grégoire de Saint- Vincent (1584-1667).
A côté de ces travaux, dont l'importance est capitale, il nous faut mentionner, à titre moins important toutefois, les recherches du père Guldin, à qui l'on a coutume d'attribuer deux théorèmes célèbres sur les centres de gravité des lignes et des aires planes. D'après M. Mario, il convient de mieux envisager la question. Guldin n'a donné les énoncés de ses théorèmes qu'à titre de conjecture, après les avoir vérifiés sur un grand nombre d'exemples ; et, de fait, la démonstration complète et
rigoureuse de ces théorèmes ne pouvait pas être antérieure à l'invention de la méthode des infiniment petits, dont elle est une simple application.
Pour ne pas nous écarter de Tordre chronologique, nous devons remonter à la découverte du principe de Stévin (1548-1620). On sait qu'un corps pesant, de faibles dimensions, abandonné à lui-même sur un plan incliné, se déplace suivant la ligne de plus grande pente de ce plan, et Ton conçoit que son mouvement soit identique à celui que produirait, suivant cette ligne, un poids moindre que celui du corps. Quel est le rapport de ce poids au poids total ? et, plus généralement, quel est le rapport des forces, ainsi comprises, qui correspondraient à deux plans inclinés de même hauteur? Par une démonstration très originale, rapportée par M. Marie dans son Histoire des sciences mathématiques et physiques^ Stévin fait voir que le rapport de ces deux forces est bien le rapport inverse des longueurs des plans. Il va même plus loin. Une corde étant fixée par ses deux extrémités, et tendue suivant deux brins par un poids attaché en un de ses points, Stévin se demande quelle portion du poids total sera maintenue par chacun des brins du cordon. Assimilant chacun d'eux à la ligne de pente d'un plan incliné, il trouve que les deux forces ainsi déterminées sont celles dont les projections sur la verticale auraient une somme égale au poids total. Mais le langage dont il se sert nous paraît un peu long, à nous qui sommes accoutumés à la représen-
talion graphique des forces. Il n'en est pas moins vrai qu'il a entrevu le principe de la composition des forces concourantes, envisagées indépendamment du mouvement. Mais cette conception, si rigoureuse qu'elle soit, ne pouvait se présenter d'une manière bien nette avant celle qui consiste à déduire la composition des forces de l'effet que chacune d'elles produirait séparément. Pour y parvenir, il fallait avoir préalablement élucidé les idées que renferment et le principe de l'inertie, et le principe de l'indépendance des effets des forces, ou principe des mouvements relatifs. Nous allons tâcher de montrer comment ces idées résultent des travaux de Galilée et d'Huyghens.
C'est surtout la dynamique du point matériel qui prit naissance avec Galilée. Ayant à cœur de détruire les idées fausses qui régnaient encore, de son temps, sur le mouvement des corps pesants, il s'était attaché à montrer qu'ils tombent tous, comme nous disons aujourd'hui, avec la même accélération. Pour lui, le mouvement naturel est celui dont les éléments varient de la môme manière dans le même temps: celui, en un mot, que nous nommons uniformément varié. Dans un tel mouvement, la vitesse d'un point partant du repos doit dépendre uniquement de la distance que le point a parcourue verticalement, même quand il s'agit d'un point pesant tombant sur un plan incliné. Il est curieux de voir comment il présente ce postulatum, dans les Discorsi e Dimostrazioni qu'il a laissés sous forme de dia-
PRÉPAGB 5
logue(1638). C'est aussi là qu'apparaît, sous un énoncé
que l'usage de l'algèbre nous fait paraître un peu long,
le théorème équivalent à notre formule e= - gt'.
Nous avons dit que Galilée avait été le véritable fondateur de la dynamique du point matériel. C'est en effet dans son Traité du mouvement des projectiles qu'apparaît le principe de l'inertie. Il s'agit, pour lui, d'un corps sphérique pesant, de très faibles dimensions, se mouvant sous l'action d'une impulsion initiale, sur un plan horizontal. Dans ces conditions, la vitesse du mouvement sera invariable tant que le mobile, entièrement dépourvu de rugosité, s'appuiera sur un plan horizontal parfaitement poli. Mais, si l'on se représente ce plan horizontal comme la surface d'une table, quand le mobile viendra au bord, le mouvement parabolique commencera, et Galilée décrit toutes les circonstances de ce mouvement en admettant, dans le cas particulier, le principe de l'indépendance des effets des forces. Mais il faut, pour procéder ainsi, connaître la vitesse horizontale dont le mobile est animé au début du mouvement curviligne. Galilée y supplée en introduisant dans son raisonnement la hauteur dont le mobile aurait dû tomber librement pour acquérir cette vitesse. On voit par là que Galilée passait déjà bien près du théorème des forces vives. Nous verrons Huyghens passer plus près encore, reconnaître môme qu'il est vrai dans certains cas particuliers, et n'avoir pas l'idée de lui donner I9,
forme générale et complète sous laquelle nous le connaissons aujourd'hui.
Huyghens, après avoir fait preuve d'un génie inventif et puissant, en résolvant, très jeune encore, les problèmes de Pascal sur la cycloïde, publia, en 1657, sa description de l'horloge à pendule, dédiée aux Etats de Hollande ; puis, après avoir travaillé longuement à perfectionner son invention, il fit paraître, en mars 1673, son Horologimn oscillatorimn, dédié à Louis XIV. La deuxième partie de cet ouvrage renferme l'exposé des découvertes concernant le mouvement du point matériel. Le principe de l'indépendance des effets des forces, appliqué à la recherche du mouvement d'un point pesant animé préalablement d'un mouvement uniforme suivant une droite oblique ou perpendiculaire à l'horizon, y est énoncé en ces termes : « Horum motuiim utrtimque seorsim considerari posse, nei^ue altermn ab altero impediri, » — « Chacun de ces mouvements peut être considéré à part, et l'un n'est pas empêché par l'autre. » — Quant au mouvement d'un corps pesant, que Galilée regardait comme naturellement pourvu d'une accélération constante, Huyghens démontre qu'il est uniformément accéléré, parce que la pesanteur exerce sur le corps une action dont l'intensité et la direction sont constantes. La proposition d'après laquelle les espaces parcourus par un corps pesant abandonné à lui-môme sont proportionnels aux carrés des temps y est reproduite d'après Galilée, et Huyghens en déduit, entre
autres conséquences importantes, que les espaces parcourus sont proportionnels aux carrés des vitesses. Puis il démontre qu'un point pesant assujetti h descendre et à monter alternativement sur deux plans inclinés, aura toujours la même vitesse à la même hauteur; le principe de Galilée sur Tégalité des vitesses acquises après la chute sur deux plans inclinés de mAme hauteur y est également démontré dans des termes qui ne laissent aucun doute sur l'idée que Fauteur se faisait du principe des forces vives, bien qu'il ne Tait énoncé nulle part ; et Ton s'en aperçoit bien mieux encore à la lecture des propositions qui suivent.
Mais le but que s'était proposé Huyghens était, nous l'avons déjà dit, de perfectionner le mécanisme de son horloge à pendule. Dans son premier ouvrage il avait indiqué la possibilité de régulariser les mouvements d'horlogerie en mettant à profit l'isochronisme des petites oscillations du pendule, phénomène qui avait aussi frappé Galilée, si l'on en croit la tradition qui le représente contemplant les oscillations du lustre de la cathédrale de Pise. Mais personne, avant Huyghens, n'avait eu l'idée de restituer au régulateur la force vive perdue par l'effet des résistances passives, en l'empruntant au moteur lui-môme, par Tintermédiaire de l'échappement. Tout le monde connaît la portée pratique de cette idée, universellement appliquée depuis lors. Mais Huyghens s'était posé ce problème : Quelle trajectoire doit-on imposer à un point matériel pesant pour qu'il
arrive au point le plus bas de sa course, dans le même temps, quelle que soit, sur cette trajectoire, sa position initiale ? La solution de ce problème est contenue implicitement dans l'étude des propriétés de la cycloïde, dont l'exposition fait, en grande partie, l'objet des recherches d'Huyghens. Cette propriété mécanique, combinée avec les propriétés géométriques des développées, découvertes également par Huyghens, lui permit d'effectuer la réalisation d'un pendule simple, parfaitement isochrone. Plus tard seulement, après avoir appris de Leibniz la méthode des infiniment petits, Jean Bernouilli eut le bonheur de constater que la brachistochrone, dont nous parlerons au cours de cet ouvrage, ne différait pas de la tautochrone d'Huyghens. La méthode que nous rapporterons à ce sujet n'exige d'autres connaissances que celles qui figurent dans nos programmes actuels de mathématiques spéciales, puisque la notion d'intégrale définie y est mentionnée explicitement. Nous vérifierons aussi la propriété de la courbe d'Huyghens, d'ôtre tautochrone ; mais la proposition réciproque la courbe plane^ tautochrone^ cCun point pesant^ est une cycloïde exige, pour être présentée conformément à l'état actuel de l'analyse mathématique, l'emploi d'une différentiation sous le signe d'intégration : c'est pourquoi elle ne figure pas dans le texte de cet ouvrage.
Revenons maintenant à la date de 1687. On a dit, en faisant allusion à l'apparition du livre des Principes
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mathématiques de la philosophie naturelle de Newton, que c'était une date mémorable dans l'histoire de la science. Nous n'avons pas à nous étendre davantage sur la révolution produite, en astronomie, par la publication de cet ouvrage. Nous voulons seulement faire ressortir l'influence qu'il exerça sur l'étude du mouvement d'un point matériel. Là se trouve, en effet, énoncé pour la première fois, le théorème des forces centrales, proposition qui, traitée par l'analyse, devait, plus tard, devenir le principe des aires. Mais la démonstration de Newton est purement géométrique. M. Marie, qui a longuement rapporté l'histoire du débat entre Leibniz et Newton, au sujet de l'invention du calcul infinitésimal, attribue le choix que Newton aurait fait d'une telle démonstration à son désir de cacher le plus longtemps possible sa méthode de calcul. — Sans vouloir contester cette opinion, nous dirons cependant qu'il était bien naturel de vouloir appuyer ses démonstrations uniquement sur des faits connus de tous : car la théorie des fluxions, d'une part, et, d'autre part, la méthode infinitésimale de Leibniz, étaient alors des nouveautés. Quoi qu'il en soit, le théorème des forces centrales étant établi, Newton n'avait plus de peine à en déduire toutes les circonstances du mouvement d'un point attiré vers un centre fixe, et notamment « dans les coniques excentriques », c'est-à-dire dans le cas où la trajectoire est une conique, dont le centre d'attraction occupe un foyer. On sait de quelle importance était
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ce problème, depuis que Kepler avait fait connaître les lois du mouvement des planètes.
Outre la publication des Principes de Newton , un autre ouvrage, d'apparence plus modeste, d'une grande portée néanmoins, parut en 1687. C'est le Projet cCune nouvelle mécanique, de Varignon. Stévin avait entrevu le problème de la composition des forces concourantes. Galilée et Huyghens avaient considérablement élucidé les principes de l'inertie et de l'indépendance des effets des forces. Varignon eut le très grand mérite d'en déduire la solution nette et précise du problème, par une heureuse combinaison de la notion d'équilibre avec les principes que nous venons de mentionner. Cette manière de procéder n'est peut-être pas la plus ingénieuse, mais c'est à coup sûr la plus naturelle. Car ce n'est que par un certain effort d'abstraction que l'on parvient à concevoir la force propre à faire équilibre à deux forces agissant sur un môme point matériel, et la possibilité de déterminer cette force indépendamment du mouvement que les composantes pourraient produire. On peut donc dire que, par le caractère môme de sa méthode, Varignon aurait fait faire à la statique un grand pas, alors môme qu'il n'y eût pas introduit le théorème célèbre auquel son nom est demeuré attaché. Si nous ne nous étions promis de rester dans certaines limites, nous montrerions comment Varignon, par les vérifications qu'il a faites du principe des vitesses virtuelles dans le cas des machines simples, en équilibre.
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nous paraît avoir ouvert la voie à Lagrange, dont la mécanique analytique repose sur ce principe, considéré comme un fait expérimental.
Dès ce moment, la période des tâtonnements et des incertitudes est passée. Leibniz, dans un Mémoire de 1693, généralise le problème de la composition des forces, en étudiant l'action exercée sur un point matériel par une infinité de forces infiniment petites agissant en sens divers ; et il ne reste plus désormais qu'à perfectionner les méthodes d'investigation. Or deux instruments de recherche également puissants ont été mis, dès le xvn^ siècle, à la disposition des savants : ce sont, d'une part, la géométrie analytique, érigée par Descartes en corps de doctrine, et, d'autre part, la méthode des infiniment petits, découverte par Leibniz. Jean Bemouilli, ami et disciple de Leibniz, applique les méthodes du maître à la solution d'un grand nombre de questions particulières, parmi lesquelles nous citerons le problème de la brachistochrone, le problème de la chaînette, le problème de la voile, et tant d'autres, qui occupent une place si importante dans l'enseignement actuel. Grâce aux traditions qui se perpétuent dans cette illustre famille, le nombre va croissant des propositions regardées jusque-là comme inabordables, et dont les difficultés disparaissent tour à tour, jusqu*au moment où le besoin se fait sentir de réunir en faisceau toutes ces théories éparses, en les rattachant à un petit nombre de principes généraux. C'est cette lacune que
viennent combler le Traité de mécanique d'Euler (1741) et, deux ans plus tard, le Traité de dynamique de Dalembert. Avec ces auteurs, la mécanique devient de plus en plus analytique, et notre but n'est pas de suivre les progrès réalisés, dans cet ordre d'idées, par Lagrange, Hamilton, Poisson et Jacobi.
Mais, puisque nous sommes amené à parler des recherches de Poisson, nous nous bornerons à une partie très restreinte de ses travaux, celle qui, par la nature du problème posé, se rapproche le plus des éléments de la statique; j'entends par là la démonstration qu'il a donnée du théorème du parallélogramme des forces. En admettant comme évident ce fait, que la résultante de deux forces égales agissant sur un même point matériel est dirigée suivant la bissectrice dn leur angle. Poisson se propose de calculer Tintensité de cette résultante. A cet effet, il la considère comme une fonction continue de Tangle que font entre elles les deux composantes, et pourvue d'une dérivée. Aujourd'hui que Ton connaît des fonctions continues dépourvues de dérivée, cette démonstration n'est plus inattaquable; et, si l'on veut considérer la statique comme une science à part, indopendante de la dynamique, mieux vaut encore adopter les excellentes démonstrations qu'on trouve dans les traités de Duhamel et de Poinsot. Elles présentent, nous l'avons déjà dit, quelque chose d'artificiel ; mais elles ont le mérite de ramener aux éléments une question d'ordre purement élémentaire.
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De plus, le traité de Poinsot, paru en 1804, renferme, exposée pour la première fois, la théorie des couples. L'ensemble de deux forces parallèles, égales et de sens contraire, appliquées en deux points d'un corps solide, ne saurait produire le môme effet qu'une force unique, appliquée en un point de ce corps. On parvient à établir cette vérité par des raisons de symétrie ; de sorte que le couple apparaît comme une cause de mouvement, différente de la force et devant être traitée à part.
Conformément au programme en vue duquel ce livre est écrit, nous avons cherché à donner une idée de la méthode employée par Poinsot pour représenter un couple, et réduire à Taction d'un couple unique l'action de plusieurs couples agissant simultanément sur un môme corps. Puissions-nous avoir fait comprendre à nos jeunes lecteurs l'intérôt que méritent et cette partie de la science et celles sur lesquelles leur attention sera désormais appelée.
V. Jamet
Tangente à une courbe ganohe. — Différentielle de Tare. — Plan oaoulateur. — Rayons de oonrbnre des oonrbes planes et des oonrbes ganobes. — Cercle osoulateur.
1. Étant donnée une courbe gauche, rapportée à trois axes de coordonnées Oxj Oy, 0^, les deux équations qui la représentent peuvent toujours être considérées comme résultant de l'élimination d'un paramétre ^, entre trois équations de la forme
où X, y, z désignent les coordonnées d*un point mobile sur la courbe. Nous supposerons que, t variant d'une manière continue dans un intervalle déterminé, les trois fonctions fi (0» /a W» A (0 ^^^f chacune, une dérivée première, une dérivée seconde, etc. Ces trois fonctions seront alors continues, et le point a;, y, z se déplacera d'une manière continue sur un arc de cette courbe. A chaque valeur de i comprise dans cet intervalle correspondra un point de la courbe, et
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nous nous proposons, en premier lieu, de former les équations qui défmissent sa tangente en un tel point. Soient t^ la valeur du paramètre t qui répond à ce point, t^ la valeur qui répond à un second point, aussi voisin qu'on veut du premier. Soient
^0 = fi {^o) 2/0 = A (O ^0 = A (^o)-
La droite qui joindra ces deux points sera représentée par les équations :
n (^) - n (<o) A (u) - A (^0) A iu) - A (O
équivalentes à celles-ci :
y — .Vo ^ — -g^o
/ A (^) - A (0 \ / A(M-A(^n )\ / A(^)-AUo) \ \ «1-^0 / \ h- h J \ ^-^0 /
Si maintenant les deux points tendent à se confondre en un seul, les dénominateurs des fractions précédentes tendent vers
et la droite qui joint les deux points considérés tend à se confondre avec une certaine droite représentée par les équations :
a? — ^0 _ y — Pù _ ^ — ^0
/; (^0) A M n Uo)
C'est la tangente au point coq^ ^q, jsq.
Donc : En chaque point dune courbe représentée par les équations (1), les paramètres directeurs de la tangente sont
proportionnels à
flv dy dz
dt di dl
2. DéGnissons maintenant la longueur d'un arc de courbe. Une courbe étant rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires, et définie parles équations (4), inscrivons dans cette courbe une ligne brisée A, i, 2, 3, ... B(/î^. i), et démontrons que, si le nombre des côtés de cette ligne croit au-delà de toute limite, la somme de leurs longueurs tend vers une limite, toujours la même quelle que soit la loi d'inscription.
A cet effet, désignons par Ao;, Ay, As-, les différences des coordonnées de deux sommets consécutifs de .
la ligne brisée: ces difîérences pie. 1.
répondent à un même accroissement A^, donné à la variable t\ et la longueur de la corde qui joint ces deux points est égale à
\/Aa?« + Ay* + Aj«. (2)
Mais en vertu des hypothèses faites sur les fonctions
E. s', e" étant infiniment petits avec A^
Donc rinfiniment pelil (2) est égal à
\/[f+l'(t+')ï+fê+F(^+-')]"+fê+f(l^+--)]'--
Le quotient de cet infiniment petit par Tinfiniment petit principal Af tend vers une limite égaie à
et sa partie principale s'obtient en multipliant ce dernier radical par A^ Donc la somme des côtés de la ligne brisée est une somme d'infiniment petits, dont chacun peut être remplacé par un terme de la forme
sans qu'on altère pour cela la limite vers laquelle tend cette somme, quand le nombre de ses termes est déplus en plus grand, si toutefois cette somme a une limite. Or cette limite existe généralement, et est égale à l'intégrale
/\/(fr+(f )'+(!)•*.
calculée entre les valeurs de ^ qui répondent aux extrémités de l'arc AB.
Elle a la même valeur quel que soit le mode de division de l'arc AB en parties infiniment petites.
Elle est donc unique, ce qui démontre entièrement l'énoncé. Cette limite se nomme la longueur de l'arc AB.
Corollaire. — Le rapport dCun arc infiniment petit à sa
corde a pour limite 1. — Car l'arc et la corde sont alors deux infiniment petits de Tordre de A<, ayant Tun et l'autre la même partie principale, savoir :
puisque dt = A^
Remarque. — Dans la pratique, on prend souvent Tune des coordonnées du point mobile sur la courbe pour variable indépendante, et sa différentielle pour infiniment petit principal. Supposons, par exemple, qu*il s'agisse d'une courbe plane, située dans le plan des xy. La différentielle de Tare est égale à
si
Applications. — a. Si la courbe est une parabole, et qu'on veuille compter son arc à partir de son sommet, on rapportera la courbe à, sa tangente au sommet prise pour axe des x^ et à son axe de symétrie pris pour axe des y. Son
équation sera ^ = r-» et si Ton désigne par S la longueur de
Ip
Tare, on trouvera : ,
s = /V 1 + ^ d* = ^-f^^¥+^ dx;
puis en appliquant au calcul de cette intégrale l'un quelconque des procédés connus :
= 4(pMog " + ^P' + "' + WyM^)
h. On nomme cycloïde, ou roulette, la courbe décrile par un point situé sur une circonférence de grandeur constante qui roule sans glisser sur une droite. Soient [fig, 2j le point de contact de la circonférence et de la droite, au moment du départ, M la position que le point décrivant occupe, lorsque la circonférence vient toucher la droite au point A, co Tangle
Fig. 2.
MCA, C désignant le centre du cercle. Si Ton prend la droite fixe pour axe des a?, le point pour origine, et si les axes de coordonnées sont rectangulaires, si de plus a désigne le rayon du cercle, N et P les projections du point M sur AC et sur Oo?, les coordonnées a?, y du point décrivant s'expriment comme il suit :
a? = OA — OP = a ((0 — sin cd)
y = a (1 — cos cd)
et Tare S, compté à partir du point 0, est égal à
V(l — cosa))^ -\- sin^o) d(û =: 2a 1 sin — rfw
= — 4a (cos I j =z ^a (i — cos ^ j = Sa sin» ^•
Quand la circonférence aura fait un tour entier, w sera égal à 2?:, et la longueur totale d'une boucle sera égale à 8a.
3* Soient, sur une courbe définie par les équations (1), trois points A, B, C, répondant aux trois valeurs i^, t^^ t^ du paramètre t ; soient aussi 0?^, y^, Zq les coordonnées du point A, a?4, y^, z^ les coordonnées du point B, ajj» ^2» ^2 ^^^ coordonnées de^G. Le plan ABC est représenté par une équation de la forme
Pour que ce plan passe par le point B, il faut qu'on ait
u [x^ — a?o) + » (y^ — Po) + «^ (^< — ^0) = o,
ddc dtxi dz ou, en désignant par — > -^î — les valeurs que prennent, au
point <^, les dérivées des fonctions /^ (^), /^ (^), /g (/), il faudra que Ton ait, pour toute valeur de t^ — ^^ différente de zéro, mais suffisamment petite :
e, e', e", étant infiniment petits avec i^ — i^. Pour que ce plan passe par le point B, il faut aussi qu'on ait :
u (a?j — a?o) + ^ (^2 — yo) + «? [^% — -^0) = « ou bien
... dx . dv . dz
+'^{"(f + ^)+'(ï^+^')+Kxf+<)]
Tfi, 7|', Tfj'' élant infiniment petits avec t^ — t^.
Si t^ — t^ lend vers zéro, m, », «? lend vers des limiles qui doivent, en vertu de (3), satisfaire à l'équation
dx . dy . dz
En supposant que u, v, to désignent désormais ces limites, et que le plan auquel elles se rapportent passe encore par le troisième point donné, retranchons (4) et (5) membre à membre : nous trouvons
et nous en concluons que, si t^ — ^o ^^^^ ^^^ zéro, m, t?, to tendent vers des limites satisfaisant non seulement à Téquatîon (5), mais encore à Téquation suivante :
dC
2 + ^:7iï + «':7ïï = «-
dt^
dt'
Donc : Si trois points A, B, C, situés sur une courbe y tendent à se confondre en un seul, le plan passant par ces trois points tend à se confondre avec un plan paissant par ce point et dont les paramètres directeurs sont assujettis à vérifier les équations \^)et (6). Ce plan se nomme le plan osculateur de la courbe^ au point Xq^ y^, Zq. Il est représenté par Téquation
y yo
dx dt
dy dt
dz dt
dt^
dt^
dt^
qu'on obtient en éliminant w, r, w entre l'équation du plan et les équations (5) et (6). D'après le calcul qui précède, ce plan est la position limite vers laquelle tend un plan passant par la tangente au point œ^^ y^, Zq et par un point situé sur la courbe, et infiniment voisin du point de contact. Voici encore une propriété qui nous sera utile.
Par la tangente au point â?^, ^q, Zq menons un plan parallèle à la tangente en un point oo^^y^^ z^ infiniment voisin du premier, et cherchons la position limite vers laquelle tend ce plan, quand le point a?^,^^, z^ se rapproche infiniment du premier. Puisque ce plan passe par la tangente, ses paramètres directeurs w, t?, w doivent vérifier Téquation (5) : mais ils doivent aussi vérifier Téquation suivante :
où Ton a désigné par la caractéristique A les accroissements que reçoivent les dérivées de x, y, Zy quand t reçoit Taccroissement infiniment petit A^. Mais, si Ton tient compte de la relation (5) et des relations
où 8, e', e*' sont infiniment petits avec A^, Téquation ci-dessus
devient
et, à la limite :
dt^
dt^
Celle équation étant précisément Téqualion (6), le plan limite ctierché se confond avec le plan osculateur.
Théorème. — En chaque point dune courbe^ la tangente est la caractéristique de son plan osculateur.
Car en égalant à zéro la dérivée, par rapport à t, du premier membre de Téquation (7), on trouve
y — Vu
dx dt
dt
dz dt
d^y dl^
d^z dt^
et cette équation représente un plan qui passe par la tangente.
4* Telles sont, sur le plan osculateur, les propositions qui nous serviront dans le Cours de mécanique. Nous y reviendrons incidemment au cours de cette introduction, et nous allons maintenant étudier la courbure des courbes gaucbes. Observons d'abord qu'en chaque point d'une courbe définie par les équations (1), en coordonnées rectangulaires, l'un des deux segments indéGnis qu'on peut compter sur la tangente
fait avec les axes de coordonnées des angles ayant pour cosi-
nus:
dx dt
dji
dz "dt
ou, en désignant par s Tare compté sur la courbe à partir d*un point fixe et terminé au point considéré
dx dt
dji dt
dz dt
ds ' dl
ds ■ dt
ds
ou encore :
dx
du
dz dis'
Cela posé, imaginons une sphère ayant pour centre l*origine des coordonnées, pour rayon Tunité de longueur, et menons par le centre de cette sphère des parallèles à toutes les tangentes à la courbe donnée. Le lieu de ces droites est un cône qui détache sur la sphère une courbe 2. Soient M un point de la courbe donnée, fx le point qui lui correspond sur la courbe S, c'est-à-dire l'extrémité d*un rayon parallèle à
la tangente en M. A un point M' situé sur la courbe, infiniment voisin de M^ correspond sur ^ un point (x' inGniment voisin de (x. L'arc MM' est un infininent petit équivalent kds; et si Ton appelle o Tare de la courbe S, compté à partir d*un
point fixe et aboutissant en [x, l'arc {X(x' sera équivalent à d(s ;
ds la limite du rapport — se nomme le rayon de courbure de la
courbe donnée, au point M. Proposons-nous d'évaluer ce rayon en fonction des différentielles de a?, y, z, A cet effet, observons que les coordonnées du point (x, mobile sur la courbe S, sont
dûB dy dz
ds ds ds
et que par conséquent :
\![dsd^x — dxd^s]'^ + (dsd^y — di/d^s^ + {dsd^z — dzd^s)^ ~ ds^
Mais, à cause de la relation
dœ^ -)- dy^ -f- dz^ = ds^ et de la suivante
dxdPx -|- dydPy -|- dzd^z = ds<Ps qui en résulte par différentiatîon, on trouve
dfi =
\l{d^xY + (d'^yY + (d:^^? — jd^s]^
ds^ I
ds
On peut transformer cette expression comme il suit. La quantité sous le radical étant égale à
ou bien à :
{dœ*+d]/^+dz^)\{€Px)^+{(Py)^+{(Pz]^] ~ jdxd^x+dycPy+dzd^z)^
ds*
son numérateur peut être transformé en une somme de trois carrés, savoir :
(dyd^z — dzd^y)^ + {dzd^x — dœd?zy + {dxd^y — dyâ?x)^,
et l'on trouve, pour l'expression de rf<r :
^^[dyd^z—dzd^y)^ + [dzd^x—dxd^zY -^[dxd^y—dyd^a^
ds^
Donc enfin le rayon de courbure R est donné par la formule
1 \l{dyd:^z—dzd:^yY-^[dzd:^x—dxd'^z]^^dxd^y—dydPxY R"" ds^ ' ^^^
Si la courbe est plane, on pourra supposer z constamment nul, et Tégalité ci-dessus va devenir
1^ dxd^y — dyd^x
{dx^ + dyy
Si la variable indépendante est a?, de manière que dx soit Tinfiniment petit principal, d^x = o, et l'on trouve :•
i dx d^y dx^
En désignant par y* et y" les dérivées de y par rapport à a?, on transforme celte égalité comme il suit :
5. Revenons maintenant aux courbes gauches et étudions la surface enveloppe du plan normal à une telle courbe. Soient a?, y, z les coordonnées (fonctions de i) d'un point mobile sur la courbe : le plan normal sera représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation
(X — 0?) cto + (Y — y) t/y -h (Z — z) dz = o. (10)
Il touche sa surface enveloppe suivant une droite contenue dans le plan qui a pour équation
(X— a7)e/*a?+(Y— y)t;2y+(Z--^)<;^^— (é^x24^y2^c?^a)rr:o. (11)
Si nous prenons la tangente pour axe des a?, le plan osculateur pour plan des œy^ et le point où le plan étudié est normal pour origine des coordonnées, nous aurons en ce point dz =z o, dy = o, et pour que Téquation (7) se réduise à Z = 0, il faut aussi que d^z = o. Si Ton tient compte de ces hypothèses, les équations (10) et (11) vont se réduire à
X = o, Xd^x + Yd^y = dcc^ (12)
et l'on voit que Tintersection des deux plans qu'elles représentent coupe le plan des œy en un point situé sur Taxe des y (normale principale), point dont la distance Y à Torigine est donnée par la formule :
1 _ d^y Y "" dx^'
En comparant celle-ci à la formule (A), transforme'e en tenant compte des hypothèses actuelles, on est conduit à cette conséquence:
Donc : La caractéristique du plan normal rencontre la normale principale en un point dont la distance au pied de cette normale est précisément le rayon de courbure.
On voit de plus, par les équations (12), que celte caractéristique est perpendiculaire au plan osculateur. Gela devait être, puisque rinteroection des plans normaux en deux points infiniment voisins est nécessairement perpendiculaire au plan mené par l'une des tangentes, parallèlement à Tautre.
Le point où la caractéristique du plan normal coupe le plan osculateur en M, à une courbe (G), se nomme le centre de courbure de cette courbe au point M. Si la courbe est plane, c'est, d'après la théorie précédente, le point où la normale touche son enveloppe. Cette courbe, enveloppe des normales à une courbe plane, a reçu le nom de développée de la courbe. Nous ne croyons pas qu'il y ait lieu de nous étendre plus longuement sur ses propriétés générales, qu'on trouvera dans tous les ouvrages classiques de calcul infinitésimal.
Nous indiquerons seulement un exemple. Revenons aux équations de la cycloïde :
œ-=a[<ù — sino)), y = a (1 — coso)).
La normale à cette courbe, au point a?, y, a pour équation :
(X — 0?) (1 — cos w) + (Y — y) sin u) = o.
Elle coupe Taxe des œ en un point dont la distance X, à Torigine, est donnée parTéquation
X (1 — coso>) = a? (1 — C08 0)) + y sino),
et, à cause des équations de la courbe :
X =: ait).
Donc la normale au point M n'est autre que la droite MA
{fig- 2).
Cela posé, considérons une autre cycloïde {fig, 2) engendrée par le mouvement d'un cercle égal au premier, roulant sur une droite OV, parallèle à Oa?, et dont la distance à la droite Oœ soit égale au diamètre de ce cercle.
Supposons l'origine de la nouvelle cycloïde en un point 0', dont la distance à Oy sera égale à ita.
Prolongeons la droite MA. jusqu'à sa rencontre M' avec la position qu'occupe ce nouveau cercle, quand il vient toucher
Ox au point A. Alors le point M' appartient à la nouvelle cycloïde, car Tare A'M' du second cercle est égal à l'arc MB du premier, par conséquent à a (w — (o), c'est-à-dire à A'0\ D'après ce qui précède, la normale en M' à la nouvelle cycloïde sera M'A', et la tangente sera M'AM.
Donc cette cycloïde sera l'enveloppe des normales à la première.
Donc : La développée dune cycloïde est une autre cycloïde égale à la première.
Ceci nous montre en même temps que le rayon de courbure de la cycloïde donnée est MM', ou 2MA.
6. Il nous reste à montrer qu'en chaque point d'une courbe, plane ou gauche, le rayon de courbure est la limite vers laquelle tend le rayon d'un cercle tangent en ce point à la courbe» et rencontrant celle-ci en un second point, voisin du premier. Prenons pour axe des œ^ des y et des z la tangente en ce point, la normale située dans le plan osculateur (ou normale principale) et la perpendiculaire au plan osculateur, qu'on nomme aussi la binormale. Considérons les coordonnées y %i z d'un point, mobile sur la courbe, comme des fonctions de cc^ développables par la série de Maclaurin ; soit 2a la valeur que prend, pour a? ^ o, la dérivée seconde de la fonction y ; les développements de y et de ^ se présenteront sous les formes suivantes :
y z= ax^ -}- hx^ 4" ^^^ 4" = a?2 (a -[- e)
z = ^ix^J^^œ'-^^afi + = ^3((x + e')
dy dz d^z Car il a déjà été établi qu'à l'origine ^> ^ et ^^ sont
nulles.
Représentons le cercle considéré par Téquation de son plan, et Téquation de la sphère dont il est un grand cercle, savoir
[jlY — XZ =
X» + Y2 + Z* — 2XY — 2aZ = o
et cherchons les limites de a et de [jl, pour x = o, en tenant compte des relations
)a — |jLy =
co^ + y^ + z^— 2>y — 2[x^ = o
équivalentes à celles-ci :
X [JL x"^ -\- y^ -[- z"^ ou
Si, dans ces formules, on met à la place de y et de ^ leurs
valeurs tirées des formules (13), on trouve pour X et jx des
expressions dont les limites sont, respectivement, — et o,
quand x tend vers zéro. Mais, pour a? = o, et dans les hypothèses actuelles, le rayon de courbure, donné par la formule
(A), se réduit à -^j ou r-j ce qui démontre Ténoncé.
Le même calcul s'applique entièrement aux courbes planes, avec l'hypothèse Z = o. Mais la démonstration n'est applicable que si le point dont il s'agit n'est pas un point singulier de la courbe : car les formules (i3)ne sont applicables qu'aux points ordinaires.
7. Envisagé comme nous venons de le faire, le cercle de courbure se nomme aussi le cercle osculateur. Tout cercle est, en chaque point de sa circonférence, son propre cercle o:>culateur ; c'est donc une courbe dont le rayon de courbure est constant : je dis que c*est la seule courbe plane qui jouisse de cette propriété. En effet, soit y la fonction de x définie par Téquation cartésienne d*une courbe dont le rayon de courbure est constamment égal à R, et soient aussi y et y* ses deux premières dérivées par rapport à l'ordonnée x. Par définition
en chaque point de la courbe. On en déduit successivement :
b désignant une constante. Puis :
, VR^ - (y ^ h:^ y z=± 2 —
(y — b) dy
VR- — [y — b)^ = a±Lx,
a désignant une nouvelle constante ; et cette dernière équation est Téquation générale des cercles de rayon R.
MéCANlQUI. 3
CHAPITRE PREMIER
Jfoiivement reotiligne : vitesse» aooélératlon : exemples. Mouvement ourviligne. Vitesse, sa décomposition en trois vitesses parallèles aux axes de coordonnées. Vitesse du mouvement résultant de plusieurs mouvements simultanés. Accélération, composition des accélérations : décomposition en accélérations normale et tangentielle. Exemples : mouvement circulaire, mouvement vibratoire elliptique. Accélérations centreJes, loi des aires.
1. Dans tout ce qui précède, nous avons étudié le mouvement d'un point sur une courbe, sans tenir compte du temps qui 8*écoule entre le passage du point mobile d*une position à une autre. La partie de la mécanique appelée cinématique du point a pour but d'étudier les relations qui existent entre le temps mis par un mobile pour arriver à une quelconque de ses positions successives, et les quantités d'ordre géométrique qui déterminent cette position. La courbe décrite par un point qui se déplace d*un mouvement continu se nomme sa trajectoire. Le mouvement le plus simple est celui où la trajectoire est une ligne droite : un tel mouvement est dit rectiligne. Soient [fig, 3 hU) un point fixe sur la trajectoire, M la
position que le mobile occupe alors que le temps, compté à partir d*un moment choisi à volonté, est mesuré par le nombre if X la distance OM. Dire que le mouvement s'effectue diaprés une loi déterminée, c'est dire qu'entre œ ei t il y & une relation connue. Cette relation se nomme la loi des espaces, i^e mouvement est dit uniforme, si cette relation est de la forme X = al -^^ b^ c'est-à-dire si l'espace parcouru varie proportionnellement au temps. Soit OA = b^ en grandeur et en signe.
Fieç. 3 bis.
Nous supposons esscnliellement qu'on a choisi sur Ox un sens positif, dans lequel on est convenu de compter, à partir du point 0, les valeurs positives de x fournies par la loi des espaces, et qu'on compte les valeurs négatives en sens inverse. A sera la position occupée par le mobile au temps zéro; cette position se nomme l'origine des temps, est Torigine des espaces, et, dans la pratique, l'origine des espaces se confond souvent avec l'origine des temps. La quantité a, positive ou négative, se nomme la vitesse du mouvement uniforme. Elle est, en grandeur et en signe, égale à l'espace parrouru pendant l'unité de temps. Mais on peut dire aussi que la vitesse a pour mesure, en grandeur et en signe, le quotient du nombre qui mesure l'espace parcouru pendant un certain temps, par le nombre qui mesure ce temps. En effet, M, M' étant les positions occupées par le mobile aux instants t^ t\ on a :
OM =al + b, OM' = fl/' -f. ô
et par suite :
MM' = a{l' — t)
MM'
2. Tout mouvement rectiligne qui n'est pas uniforme se nomme un mouvement varié. Soient, dans un mouvement varié, M, M' les positions que le mobile occupe à deux instants, t, t\ aussi voisins qu'on voudra l'un de l'autre. Si la distance MM' eût été parcourue d'un mouvement uniforme pendant le même temps, la vitesse de ce mouvement uniforme eût été égale à
MM'
Ce quotient se nomme la vitesse moyenne pendant le temps V — t. Mais, si cet intervalle est de plus en plus petit, les deuiç termes du quotient ci-dessus sont deux infiniment petits généralement du même ordre. En effet, soit
MM'
la loi des espaces ; soient OM =a?, OM' = a?' ; le quotient 'p~~J
égal à:
x' — X tf — t
a pour limite la dérivée de la fonction x par rapport à /, lorsque /'— t tend vers zéro. Cette limite se noncime la vitesse du mobile au temps t. On la désigne habituellement par la lettre w, et Ton a
^ = /" % ou : t? = ^-
Cette relation est ce qu'on nomme la loi des vîlesses.
De tous les mouvements variés, le plus simple est celui où la vitesse varie proportionnellement au temps. Alors la loi des vitesses est de la forme
V = at-^ b
et Ton en [déduit immédiatement la loi des espaces. En effet, cette relation équivaut à :
^ = a/ + ^ d'où Ton déduit :
c désignant une constante. Cette constante est, en grandeur et en signe, la distance de Torigine des espaces, à la position occupée par le mobile au temps zéro. Le mouvement que nous étudions maintenant est dit uniformément varié. La constante b est la vitesse au temps zéro. On rappelle la vitesse initiale, et on la désigne habituellement par la lettre v^. La constante a, variation de la vitesse pendant Tunilé de temps, se nomme Taccélération. On la désigne habituellement par la lettre y, et la loi des espaces se présente sous la forme
la loi des vitesses étant :
On peut dire aussi, comme précédemment, que Taccéléra*
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lion du mouvement uniformément varié est mesurée, en grandeur et en signe, par le quotient des nombres qui mesurent, l'un, la variation de la vitesse pendant un certain intervalle, Tautre, la durée de cet intervalle.
8. Considérons maintenant un mouvement varié quelconque. Soient, dans ce mouvement, r la vitesse au temps t^ v' la vitesse au temps t. Si, dans Tintervalle t' — ^, le mobile se fût déplacé d'un mouvement uniformément varié, tel que la vitesse eût varié de la même quantité, l'accélération de ce
t?' — V mouvement uniformément varié eût été -7— — - • Ce quotient
se nomme l'accélération moyenne pendant l'intervalle t' — t] et si cet intervalle tend vers zéro, ce quotient tend vers une limite, qui est la dérivée de la fonction v par rapport à t^. Soit donc y l'accélération du mouvement varié, au temps t : si la loi des espaces est
la loi des vitesses sera :
et la loi des accélérations :
ou encore :
Si l'on connaît une de ces trois relations, on pourra en déduire les deux autres, à certaines constantes près, comme
on va le voir. En effet : !• si c'est la loi des espaces qui est connue, la loi des vitesses et la loi des accélérations s'obtiennent par deux dérivations successives, et il n'y a pas de difficulté ; 2^ Si Ton donne la loi des vitesses sous la forme
on en déduira immédiatement la loi des accélérations :
et la loi des espaces s'obtiendra par une intégration. En effet, puisque t? = — = ^ (<), il s'ensuit que :
dt
X =f^ (/) dû + C,
la constante C désignant la distance de l'origine des espaces à l'origine des temps. 3" Si l'on donne la loi des accélérations :
Y = ^ (<), on en déduira la loi des vitesses par la formule :
v=fi{t)dl-i-v^,
Vq désignant la vitesse initiale ; et la loi des espaces par rintégration suivante :
=j['^^(j]tW«^^) + V + ^o
Xo désignant la distance de l'origine des espaces à l'origine des temps.
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On peut remplacer les deux quadratures successives auxquelles conduit remploi de cette formule par le calcul d'une intégrale unique : en effet, en intégrant par parties on trouve :
et Ton en déduit pour la loi des espaces :
œ= I {t — x) ^ {z) dz -^ VqI -|- Xq,
4. Il nous sera utile, dans la suite, de considérer l'accélération du mouvement rectiligne d'un mobile, comme la vitesse d'un autre mobile dont le mouvement a une loi déterminée, quand la loi du mouvement du mobile principal est déterminée. Si celle-ci est œ = f[t)^ nous imaginerons un mobile auxiliaire se déplaçant en ligne droite de telle sorte qu'au temps t sa distance Ç à un point fixe de cette droite soit
dûD
donnée par la formule Ç — /* [t\ ou Ç = ^' L'accélération du
mobile principal sera alors égale à la vitesse du mobile auxiliaire.
5. Avant de passer au mouvement curviligne, donnons un exemple de mouvement rectiligne varié. Imaginons que le rayon OP {fig. 4), de longueur a, d'un cercle donné, tourne, autour du centre, d'angles égaux dans des temps égaux, par 'exemple dans le sens adopté en trigonométrie comme sens positif; et étudions le mouvement de la projection M de l'extrémité de ce rayon sur un diamètre fixe A'A. Soit a> l'angle
dont le rayon vecteur OP tourne dans l'unité de temps. Si Ton choisit le point pour origine des espaces, et le sens OA pour sens positif, on trouve immédiatement, pour la loi des
espaces :
œ = a cos fût, pour la loi des vitesses :
r = — «(0 sin iût
Flg. 4.
et pour la loi des accélérations
— aiù^ cos «/.
On trouvera résumée, dans le tableau suivant, la discussion qui fait connaître la variation des fonctions x, t?, y en fonc« tion de t.
ce
t: TZ 3tz 2(1) (1) 2(1)
5ir
ao} — -f-"f~^^"h
— itKû . . .
— atû^ — + + «(!)* + —
— aay^
et Ton complétera cette discussion en obsen^ant que la fonction œ est maximum pour < = o, — > — > •••> minimum pour
t =-> — ••• La fonction t?estmaximumpoura?=r-j--.>r^ — ••»
(Où) * Z(0 2(0 2(0
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minimum pour / = rr- » s~ ' "^ • Enfin la fonction y est
maximum quand œ est minimum, et inversement.
6. Ceci nous conduit à étudier encore un mouvement rectiligne dans lequel la loi des vitesses serait représentée par Téquation
î? = A sin ititf (i)
où Ton peut toujours supposer la constante co positive, et la constante A négative, à condition de choisir convenablement le sens positif de la trajectoire. On trouvera, immédiatement
y =. A(D COSCO^,
et aussi :
X = cos iùl -4- a,
puis, en prenant pour origine des espaces le point dont la distance à l'origine actuelle est a :
O) =. cos fût.
Un tel mouvement ne diffère pas de celui que nous venons d'étudier.
Il n'en serait pas toujours de même, si Ton donnait la loi des accélérations sous la forme
Y = A cos (ùtf
en faisant les mômes hypothèses que précédemment sur les constantes A et (o.
En effet, on trouverait pour la loi des vitesses :
V = — sin (ût 4- a.
Ici a désigne la vitesse initiale, et Ton conçoit qu'on puisse ramener cette équation à la forme (1) en comptant le temps à partir du moment où la vitesse est nulle. Encore faut-il que ce fait se produise à un certain moment, et cela exige que
— «oit compris entre — 1 et -|- 1- Si cette condition est rem-
plie, le mouvement est identique à celui qui nous occupait tout à rheure.
7. Une autre remarque suggérée par l*étude de ce mouvement est celle-ci. En éliminant t entre les équations
X ■= a cos tût Y = — a<j>^ cos wf,
on trouve
Ceci prouve que Taccélération est toujours dirigée vers le point 0, et proportionnelle à la distance OM. Réciproquement, s'il y a, entre l'espace et l'accélération, une relation de la forme (2), la vitesse s'exprime par une équation de la forme (1). En effet, l'équation (2) équivaut à :
(Px •
et si Ton pose :
dx
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on trouve
dv dv dx dv „
dt ax dt dx
ou
^dv = — i^^xàx.
ou encore
r^ = — <i>'j7- -f" ^1 A désignant une constante. On en déduit
c^/=. JL
et en posant
zh yA — iû'^x^-
0)0? = Va.**
tsidl =
±: Vl — M-
u> (^ — =^ — ^^^ cosM = ± arc cos -t= a?
Va
ar = ±: — cos 0/ (/ — Oi
^0 dér^ignant une constante arbitraire.
Puis, en comptant le temps à partir deTinàtant t^,
X =: ± cos iat,
La marche à suivre serait la même, mais le résultat serait différent, 8*il y avait, entre x et y* une relation de la forme :
8. Passons maÎDtenant au mouvement curviligne. Supposons qu'un point, doué d*an tel mouvement, occupe, au temps . t, la position M {/îg. 5); au temps i + M, la position M'. Joignons le point M au point M', et observons que si, à partir du temps tf le mobile eût décrit le chemin rectiligne MM\ d*un mouvement uniforme, dans le temps Af, la vitesse de ce mou-
MM'
vement eût été — -• Nous dirons que la vitesse du mobile au
temps t est la limite vers laquelle tend ce rapport quand A^ tend vers zéro ; et, comme la corde MM' est un infiniment petit équivalent à Tare qu'elle sous-tend (Introduction, § 2), si nous déï'^fç- ». signons par s l'arc de trajec-
toire compté à partir d'un point
ds fixe et aboutissant en M, cette limite sera égale à-r:*
at
Nous conviendrons aussi que la vitesse au temps t est dirigée suivant la tangente en M à la trajectoire, dans le sens du mouvement du mobile, et nous la représenterons par une droite MY, comptée sur la tangente, dans le sens du mouvement, et de longueur égale à ~ Gela posé, projetons le point
M sur trois axes rectangulaires, Oo;, Oy, 0^, et désignons par â?, y, X ses coordonnées par rapport à ces trois axes. Ces trois variables sont des fonctions de t^ et Ton peut les représenter par trois équations analogues aux équations (1) [Introduction], Quand le point P se déplacera sur la courbe, ses projections
se déplaceront sur les axes, avec des vitesses égales à -rr» -r >
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dz
-t:» Je dis que ces vitesses sont les projections, sur Oo?, Oy,
0^, de la vitesse du point M. En effet, la droite représentative de cette vitesse fait avec les axes de coordonnées des
angles dont les cosinus sont -^j ^> -^* Les projections de
(^x ds dy ds dx ds cette droite sont donc égales à -r'T» -t't.* t '"T.' c est-
° ds dt ds di ds dl
, ,. ^ dx dy dz
à-dire à 37» -it» ":jr' dl di dt
D*autre part, on peut concevoir le mouvement curviligne de la manière suivante : Soient x = f[[t), y = f^[t\ z =f^(t) les équations qui font connaître les mouvements, sur Ox, Oy, 0^, des projections du point M sur ces trois axes. Imaginons un mobile se déplaçant sur Ox suivant la loi x=zf^[t)f tandis que Taxe Oo; se déplace parallèlement à lui-môme, en décrivant le plan des xy, de telle sorte qu'un de ses points, par exemple son intersection avec O3/, se déplace sur cette droite d'après la loi y = /^(O- ^^ mobile décrira la projection de la trajectoire du point donné sur le plan des xy. Si, pendant ce temps, le plan des xy se déplace parallèlement à luimême, de telle sorte qu*un de ses points, par exemple celui qui est sur Taxe Oz, se déplace sur Oz d'après la loi z=f^{t)^ le mobile auxiliaire décrira précisément la trajectoire du mobile réel, pourvu qu'au début du mouvement, parexemple, il coïncide avec lui. (Nous supposons, bien entendu, que le plan des xy, pendant son mouvement de translation, ne tourne pas sur lui-même.) On exprime ce fait en disant que le mouvement du mobile réel est le mouvement résultant de trois mouvements de translation simultanés, s'effectuant parallèlement à Oo;, Oy, 0^, c'est-à-dire de trois mouvements
tels que, si toat un système de points, invariablemenl liés les uns aux autres, participe à un tel mouvement, tous ces points aient, au mémo instant, des vitesses égaies et parallèles; et, de ce qui précède, il résulte que la vitesse du mobile est, à \ chaque instant, égale, en grandeur, direction et sens, à la
diagonale du parallélipède construit sur les vitesses des trois mouvements composants, ou encore à la résultante de la ligne brisée dont les trois côtés sont égaux et parallèles à ces vitesses, en entendant ici le mot résultante dans le même sens que dans la théorie des projections, si fréquemment employée en géométrie analytique.
9. On peut généraliser ces notions comme il suit : Supposons qu*un mobile fasse partie d*un système, animé d'un mouvement quelconque, mais que, par rapport à ce système, il soit doué d*un mouvement propre, c*est à-dire qu*aux yeux d\m observateur entraîné dans le mouvement du système le point paraisse se déplacer d'après une loi donnée. Rapportons tous les points du système mobile à trois axes rectangulaires O'o?, O'y, 0'^, entraînés dans son mouvement, et soient *4 •Pi,T< les cosinus des angles que fait OV; a^, Pj, y^ les cosinus des angles que fait 0^; ^3, {^3, y, les cosinus des angles que fait OV avec les trois axes fixes. Ces neuf cosinus sont des fonctions de ^ Soient aussi Xq, y^, z^ les coordonnées du point 0', au temps t\ x\ y' s', les coordonnées par rapport au système mobile, du point dont on veut étudier le mouvement; on^ y y ^, ses coordonnées par rapport aux axes fixes. Des formules connues :
^* = ^0 + »<^' + *2y' + H^' y = y^ + Pi^' + M' + p3^'
^ = ^0 + Yi^' + W + Ta-^'
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on déduit :
dt " clt '^^ di^'^ dt^^ dt"^"^^ dl
dy' dz'
et deux formules analogues, faisant connaître -^> ^- Par
le point M, position que le mobile occupe au temps t;, traçons une droite projetée sur Oa?, Oy, Oz^ suivant les trois longueurs
dXf. . ,dx.. , d%^ , , dx^
'df + '^lu'^^lf + 'lu'
dt ^ dt^^ dû ^ dt dt^ dt^^ dt ^ dt
G*est la droite représentative de la vitesse du point du système qui, au temps ^, coïncide avec le mobile. Car ses projections sont les valeurs que prennent les dérivées de a?, y, z^ quand on suppose œ\y\z\ invariables. Traçons une deuxième droite, ayant pour projections
dx' . dt/ , dz'
*• "rfT + *» "^ + *» d?
dx' (J£ ,^ dz'
dx' , dy' dz'
^' dT + ^» rf< "*" '^» dt
diX du di
Ses projections sur (Sx\ O'y', OV sont -j-> -^j — ; c'est
UéCAMQDB. 4
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donc la vîlesse da mouTement propre da mobile. Mais en Tertu de Téquation (3) et des deux équations analogues, ces deux droites sont les côtés d'une ligne brisée dont la résultante est la vitesse du mouYement effectif du mobile. Donc, la vitesse du mauvemenl effectif du fnobile est la diagonale du parallélogramme construit sur la vitesse de son mouoe^ ment propre et la vitesse du point du système qui, à rinstant considéré, coïncide avec lui.
Supposons maintenant que le point ait un mouvement propre par rapport à un système A, ayant lui-même un mouvement propre par rapport à un système mobile B. Les mouvements des deux systèmes et le mouvement propre du point s'appelleront les mouvements composants, le mouvement dont le mobile est doué aux yeux d*un observateur supposé immobile s'appellera le mouvement résultant, et, pour obtenir la vitesse de ce mouvement, on cherchera d'abord la vitesse du mouvement propre du point par rapport au système B. On trouvera la résultante d'une ligne brisée ayant pour côtés la vitesse du mouvement propre par rapport au système A et la vitesse du point de ce système qui, à Tinstant donné, coïncide avec le mobile. Puis on construira la vitesse du mouvement résultant parla même règle que précédemment. En supposant que le système B soit, à son tour, mobile, par rapport à un système C, on appliquera encore la même règle, et ainsi de suite. On sera conduit, de la sorte, à cette conséquence : La vitesse du mouvement résultant est la résultante de la ligne briiée dont les côtés sont, en grandeur et en direction, les vitesses des fnouvements composants.
La recherche de la vitesse du mouvement résultant de plusieurs mouvements, imprimés simultanément à un même
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mobile, constitue le problème de la compoàilion des vitesses. On sait, par ce qui vient d*étre dit, construire cette vitesse à chaque instant, et Ton voit qu*à chaque instant aussi la vitesse du mouvement dont le point est animé peut être considérée comme la résultante d*une ligne brisée ayant pour côtés les vitesses de plusieurs mouvements fictifs dont on peut le supposer animé simultanément. La recherche de ces vitesses constitue le problème de la décomposition des vitesses, problème évidemment indéterminé, car les seules relations qui doivent exister entre les vitesses des mouvements^ fictifs composants consistent en ce que la somme de leursprojections sur chacun des trois axes de coordonnées est égale à la projection de la vitesse résultante sur cet axe.
10« Définissons maintenant la déviation du mouvement curviligne. Supposons qu*au temps t le mobile occupe sur sa trajectoire la position M, et, au temps t -{- ^^» 1& position M\ Menons, par un point quelconque, des parallèles aux tangentes à la trajectoire en M et M' : elles font entre elles un* angle oi, infiniment petit avec A/. Cet' infiniment petit est équivalent à Tare infiniment petit da de la courbe sphérique qui nous a servi à définir la courbure. Car les extrémités desrayons de la sphère, parallèles aux tangentes en M et M', comprennent entre elles un arc de grand cercle égal à a, équivalent d'ailleurs, à sa corde, laquelle équivaut à d<j. L'angle a
est la déviation totale pendant le temps Af, le rapport -r- est
la déviation moyenne pendant ce temps, et la déviation au* temps t est la limite vers laquelle tend ce rapport, quand
A/ tend vers zéro. Cette limite est égale à -r ; c'est la vitesse^
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du poînl {A dont nous avons parlé dans la déOnîtion de la courbure, et Ton peut aisément rexprimer en fonction du rayon de courbure en M et de la vitesse au temps t^ Car
dv __ d^ ds 1
dû'^di ' 7t'^ ï\^'
V désignant] la vitesse, R le rayon de courbure. On peut convenir de représenter la déviation par une ligne. Soient MY (Jîg. 6) la droite représentative de la vitesse au point H ; MV la droite menée par M, parallèlement à la vitesse au temps ^ -}~ ^^> M^ une demi-droite, perpendiculaire au plan MYV et dirigée de telle sorte qu'un observateur, se plaçant debout, en M, sur le plan MW, et dans le sens M^r, voie le point V tourner de gauche à droite, quand MV tourne de Tangle a pour venir coïncider avec MV. Quand M tendra
vers zéro, Mz tendra ^ vers une position li-
mite , perpendiculaire au plan osculateur, et la droite, comptée sur cette position limite, égale en longueur à la déviation en M, sera la droite représentative de la déviation. Cette convention est conforme à la théorie des rotations, dont nous n'avons pas à parler dans cet ouvrage.
!!• D'un point quelconque de l'espace, par exemple de l'origine des coordonnées, menons des droites parallèles aux tangentes à la trajectoire du point M, et comptons sur cha-
Flg. 6.
cune d'elles une longueur OU, égale, en grandeur, direction et sens, à la vitesse du mobile au point correspondant. Le mouvement du point M élantdéfini, le mouvement du point U 8era défîni également, et il en sera de même de sa vitesse. Du point M menons une droite égale et parallèle à cette vitesse, et dirigeons-la dans le même sens : la droite ainsi obtenue sera la droite représentative de Taccélération au point M ; et nous aurons ainsi défini la grandeur, la direction et le sens de cette accélération.
La vitesse du point M se projetant sur les axes, suivant
W/jr» fil/ fis
trois longueurs égales à -;-• -^' -3-» l'accélération aura des
at dt al
projections ayant pour mesures les dérivées, par rapport à ^,
de ces trois dernières fonctions, savoir: -7-7» -r?» ta'* et Ton
dl^ dtr di^
pourra dire que l'accélération d'un mouvement curviligne est
représentée par la diagonale du parallélipipède construit sur
les accélérations des mouvements composants suivant les
trois axes. Mais il ne faut pas croire qu'on puisse formuler
une règle analogue à celle du parallélogramme des vitesses,
quand on considère le point comme ayant un mouvement propre
par rapport à un système animé d'un mouvement quelconque.
Nous en donnerons tout à l'heure un exemple.
12. Pour le moment, cherchons à déterminer, en grandeur et en direction, l'accélération d'un point, mobile sur un cercle de rayon a, sachant que le rayon aboutissant au point mobile fait, au temps ^ avec sa position initiale, un angle fonction donnée de t. Soient x^ y ses coordonnées par rapport à deux axes rectangulaires issus du centre, Qoa étant
4Jirigée suivant la position iniliale du rayon. On aura :
X = a cos 9, y = a sin 8
-r- = — û sm — • -jjï = — a sin 6 -t:^ — a cos ( -;- ) dt di dt^ di^ \dt}
dy , ^6 d*y , , cP6 . ^ A/0\«
-? = acos6^^, ^ = + «co8e^-a8mO(^)
Le quotient différentiel -rr se nomme la vitesse angulaire
au temps t. Soit M la position du mobile à ce moment: sur le rayon MO, comptons, à partir du point M, et dans le sens
MO, une longueur égale à ^ i'j,) et projetons-la sur les
.axes: ses projections sont respectivement égales k
-Comptons sur la tangente en M, dans le sens du mouvement,
une longueur égale à a -j-^^ et projetons-la sur les axes. Ses projections sont
— asind-T-^ï ^icos6-7-7*
dl^ dt^
Donc Taccélération est la diagonale du rectangle construit •sur ces deux longueurs. Si la vitesse angulaire est constante, et égale à o), le mouvement circulaire est dit uniforme ; celle •des deux longueurs que nous venons de compter sur la tangente est nulle. L*accélératipn est alors dirigée vers le centre, <et égale à aco^. Si maintenant ce point fait partie d*un système
doué d'un mouvement de rotation uniforme autour de la perpendiculaire menée du point sur le plan de la figure, et si Ton désigne par r la distance de ce point à l'axe de rotation, chaque point du système aura une accélération égale à cdV, dirigée suivant le rayon du parallèle qu'il décrit. Supposons que, par rapport à ce système, un mobile M soit doué d'un mouvement propre, s' effectuant uniformément sur un cercle de rayon 1, décrit de Torigine comme centre et dont le plan passe sans cesse par Taxe de rotation Oz. Si les vitesses angulaires des deux mouvements composants sont égales à i, les coordonnées du point mobile, au temps t, s'expriment comme il suit :
X =z sint cos t, y = sin* ^ z = cos ^,
en supposant qu'au temps o le mobile soit sur Taxe des z. Alors
^= — 2sin<co8^ . ^ = 2 (co8« / — sin* et le rapport
dl^
n'est pas constamment égal à ¥■} sans quoi Ton aurait constamment :
cos* t — sin' t = — sin' ^, ou
cos'^ = o.
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Ce qui est impossible. Donc Taccéléralion du mouvement résultant n*est pas dirigée dans le plan du méridien passant par ce point. Donc elle n est pas dirigée suivant la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations des deux mouvements composants, car celles-ci sont dirigées Tune et Tautre dans le plan méridien.
13* On peut toutefois concevoir qu^un système invariable se déplace de telle sorte que toute droite de ce système conserve toujours la même direction. Alors le mouvement est dit de translation. Revenant aux notations du § 8, nous mènerons par le point 0' trois droites parallèles à Ox, Oy, 0^ considérées comme faisant partie du système : elles conserveront toujours les mêmes directions , et les coordonnées du point mobile par rapport à Ox, Oy, 0^ s'exprimeront comme il suit :
^ = ^0 + •^'' y = yo + y' ^ = 2^ + 2.
On en déduira :
(Px (Pxq , (Paf
dt^ "" dl- + It^
à^y _ ^Vfi , d'y
dl^ "" di* ' dl'^
CL *» CL A» A I u^ 2
Ici Taccélération du mouvement résultant est bien, en grandeur, direction et sens, la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations des deux mouvements composants.
14* Étant donnée la position du mobile au temps t^ cons-
truisons un parallélogramme dont la diagonale soit précisément Taccélération du mobile à ce moment. Dans un système doué d*un mouvement de translation, tous les points du système ont, au temps t, une même vitesse, partant une même accélération, variable avec t. L'un des côtés du parallélogramme pourra être regardé comme l'accélération, connue en fonction de ty d*un mouvement de translation entraînant le mobile avec lui, Tautre côté étant Taccélération de son mouvement propre. Soit A le système doué d'un mouvement de translation. Considérons- le comme étant en mouvement par rapport à un système B, doué lui-même d*un mouvement de translation. Nous pourrons supposer que le mouvement propre du système A, par rapport au système B, est un mouvement de translation, dont Taccélération est à chaque instant un des côtés du parallélogramme dont Tautre côté est Taccélération du système B, et dont la diagonale est l'accélération du mouvement propre du système A, et ainsi de suite. Donc : Le mouvement cFun point peut toujours être considéré comme résultant d'autant de mouvements de translation que ton veut, et d^un mouvement propre, pourvu que la résultante de la ligne brisée construite sur les accélérations de ces mouvemenis coïncide avec l'accélération du mouvement effectif du point.
15. Le problème qui consiste à construire les accélérations de ces mouvements composants n'est déterminé que si l'on se donne leurs directions : encore faut-il, si les accélérations composantes sont simplement au nombre de deux, que leur plan contienne l'accélération résultante. Nous observerons d'abord que celle-ci est toujours située dans le plan osculateur
de la trajectoire. En effet les deux droites OU, OU' (§ 11;, parallèles aux vitesses du mobile en M, M' sont, ainsi que la droite UU\ dans un plan parallèle à deux tangentes infiniment voisines, et Ton sait que ce plan a pour direction limite la direction du plan osculateur. Donc la direction limite de UU', direction de l'accélération en M, est dans un plan parai* lèle au plan osculateur. On peut également vérifier ce résultat, en observant que Téquation du plan osculateur [IntroduC' tion, § 3) devient une identité quand on y remplace les éléments de la première ligne borizontale par les quantités
-ry 77^' 7/7Î' proportionnelles aux paramètres directeurs de
Taccélération.
Il y a donc lieu de chercher à décomposer Taccélération en deux accélérations composantes, dont Tune soit dirigée suivant la tangente, Tautre suivant la normale principale. A cet
effet, considérons les deux droites OU, OU' {fig. 7) égales et parallèles aux vitesses en M, M', et traçons un arc de cercle du point comme centre, avec OU pour rayon, jusqu'à sa rencontre A avec OU'. L'accélération sera la diagonale du parallélogramme ayant pour côtés deux droites parallèles aux directions limites de AU' et de UA (tangente et normale principale à la trajectoire] et dont les longueurs auront pour mesures les limites vers lesquelles tendent les quotients :
AU' UA
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quand A^ tend vers zéro. Or AU' est l'accroissement At?
que reçoit la vitesse v au point M, quand t reçoit Taccroissèment A^ Donc :
^. AU' dv (Ps
Si,d*autre part, on nomme a la déviation totale pendant le temps A^, on trouve :
UA = 2î? sin -•
Mais rinGniment petit 2 sin - est équivalent à rinOniment petit a, ou à rinfmiment petit dfs, précédemment défini. Donc:
^""- A^ ■" ^' rf< "■ dt* dt ""' \dt) * rf5 "" R
R désignant le rayon de courbure. Donc les accélérations
dH v' cherchées sont respectivement égales à — et à ^ : la première se nomme la composante tangentielle de l'accélération, ou accélération tangentielle, la deuxième composante normaie, ou l'accélération centripète. Cette désignation a pour but de rappeler qu'elle est dirigée vers le centre de courbure, comme l'indique la figure ci-dessus. Car une droite menée du point M, parallèlement à UA, et dans le sens UA, a bien pour position limite une droite dirigée dans le sens qui va du point considéré sur la trajectoire, vers le centre de courbure de la trajectoire en ce point.
16. Appliquons ce qui précède à quelques exemples. Soit à trouver le mouvement résultant des deux mouvements rectilignes, s'effectuant suivant deux trajectoires rectangu-
gulaires Oœ, Oy, et tels que la loi des espaces soit, pour Tun d'eux :
X = a cos (1)^
pour l'autre :
y = bsin (o/.
On voit immédiatement que la trajectoire est une ellipse ; car Télimination de t entre les deux équations précédentes conduit à Téquation :
.,2 «Aï — *•
Les composantes de la vitesse suivant Oa?, Oy, sont :
= — acu sin co<,
dii_
dt
= biù cos iùt
et la vitesse est donnée par la formule :
ds dt
-T- = ± (û v'a* sin ^tùt + h^ cos ^oo^,
le signe du radical dépendant du sens du mouvement. La composante tangentielle de Taccélération est :
(a* — b^] sin mt cos iùl Va^ sin ^tùt + ^* cos ^<D<
Nous calculerons tout à Theure la composante normale. Les composantes de l'accélération suivant les axes Oa?, Oy sont:
d^x di^
dt'
= — ao)^ cos 00^ = — iùXy -~ = — ôo)' sin cu< = — wy
Il s'ensuit que PaccélératioD totale est sans cesse dirigée vers Torigine.
Elle est d'ailleurs égale à :
et proportionnelle à la distance du mobile à Torigine.
Pour calculer la composante normale de raccélération, nous, observerons qu'elle est égale à la somme des projections, sur la normale, des composantes dirigées suivant les axes. Or, si Ton prend pour sens positif de la normale le sens même du rayon de courbure, on voit que ce sens positif fait avec les sens positifs des axes coordonnés Oo?, Oy des angles ayant pour cosinus,
f ^ et - — ^^ ds ds
ou :
dy dx
dt . dt,
et —
\dt) \dc)
La projection cherchée est donc :
zt. \la^ sin ^co/ -f- b^ cos ^tùt
et comme il n'y a à tenir compte ici que de sa valeur numérique, on trouvera finalement :
yja^ sin ^iùt -{- b^ cos ^iùt
Cette quantité étant égale à ^> nous trouvons pour Tex-
pression du rayon de courbure de Tellipse :
ab
résultai qu*il est facile de conQrmer par un calcul direct.
17, Dans l'exemple que nous venons de traiter, il s'agit d*un potiil mobile doot Taccélération passe par un point fixe. On pourra développer davantage Tétude de son mouvement en appliquant les propriétés générales qui suivent.
Théorème. — Si faccêléralion cTun point mobile passe sans cesse par un point fixe^ sa trajectoire est plane^ et le rayon vecteur issu de ce point fioae 4écrit des aires égales dans des temps égaux.
En eO'et, prenons le point fixe pour origine des coordonnées. De rhypothèse énoncée résultent immédiatement les équations :
d^ ^ £z dt^ dt^ di^ X '~ g '~ z'
où Ton désigne para?, g, z les coordonnées du point mobile. On en déduit
d^z d^y d}x dPz cPi/ d!^x
En intégrant les deux membres, et désignant par A, B, G des constantes, on trouve encore :
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pois :
Ax -{- By -]- Cz = 0.
Ceci montre bien que le point mobile se meut dans un plan fixe. Prenons ce plan pour plan des xy, et dans la dernière des équations (4), mettons à la place de a? et de y leurs expressions X = r cos 9, y = r sin G en fonction des coordonnées polaires du point x, y, nous trouvons
H dû = Cdt.
Soient M, M' deux positions infiniment voisines du point mobile [fig. 8). r^d^ est, à un infiniment petit du second ordre près, le double de l'aire du secteur OMM' compris entre les deux rayons vecteurs OM, OM' et l'arc de courbe MM' ; car Taire du secteur circulaire OM A, dont Tangle
au centre est A9,est égale à
- HAO. Soit donc u la surface de OUM, parcourue pendant un
temps fini par le rayon vecteur ; l'équation qui précède équivaut à
du = Cdt,
ce qui démontre l'énoncé.
Le théorème ci-dessus exprime la loi des aires. Sa réciproque s'énonce ainsi : Si la trajectoire d'un mobile est plane, et si le rayon vecteur issu d un point fixe décrit des aires égales dans des temps égaux, V accélération est sans cesse dirigée
vers le point fixe. Car Téquation (4) est sans cesse vérifie'e par les coordonnées du point mobile, et l'on en dé luit :
ou
cPx
EL
TnÉORÈME. — Si un mobile se déplace conformé- 7nent à la loi des aires ^ sa vitesse varie en raison inverse de la perpendi' culaire menée du point de concours des accéléra^ lions sur la tangente à la trajectoire,
^l«. 9. En effet, soient M, M',
[fig. 9) les positions que
le mobile occupe aux instants t^t-{- M, En vertu de la loi des
aires,
c ayant la même signification que dans le théorème précédent. On en conclut :
MM' ,. 2G
ce qui démontre l'énoncé.
On en déduit une expression élégante de raccélération. En effet, soient OP, OP' [fig. 10) les perpendiculaires abaissées du centre des accélérations sur les tangentes à la trajectoire en deux points M, M', infiniment voisins. Sur OP, OF comptons deux longueurs OV, OV égales aux vitesses en M, M',
c est-a-dire a — * --r;^,- L accélération est égale à la limite vers laquelle tend le
rapport — -j quand A^ tend
vers zéro.
Or ce rapport est égal à
vv' Ae
AO ^ A« et sa limite est égale à
^j ^""^- ^e' Fig. 10.
Mais la position limite de VV, perpendiculaire à la direction de l'accélération, est perpendiculaire à OM, de sorte que A9 est Tangle formé par les normales en V, V, à la courbe lieu des points Y. G*est aussi l'angle formé par les tangentes en ces deux points, et le rapport
yy
AO
a pour limite le rayon de courbure de la courbe, lieu des points V, courbe inverse, par rapport au point 0, de la podaire de la trajectoire. Soit donc p ce rayon de courbure.
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L*accéléraUoD en M est égale à
Supposons que la trajectoire soit une conique ayant un foyer au point F. Le lieu des points P est un cercle (ou une droite, dans le cas de la parabole). La courbe inverse, lieu des points Y, est toujours un cercle, et p est une constante. L'accélération varie alors en raison inverse du carré de la distance du point mobile au centre des accélérations, résultat sur lequel nous aurons Toccasion de revenir.
Réciproquement, si un point se meut de telle sorte que son accélération soit sans cesse dirigée vers un point fixe, et varie en raison inverse du carré de la distance du mobile à ce point fixe, la trajectoire, que nous savons être plane, est une conique. Car le rayon de courbure de la courbe, lieu des points V, est constant, et le point Y décrit un cercle (Introductiorij § 7]. La podaire de la trajectoire par rapport au centre des accélérations étant la transformée du lieu du point Y par rayons vecteurs réciproques, est un cercle ou une droite, et la trajectoire, courbe antipodaire d*un cercle ou d'une droite, est une conique dont un foyer est au centre des accélérations.
CHAPITRE II
Corps solide : point matériel. — Forces. — Prinoipe de l'inertie. — Principe des mouvements relatifs. — Forces constantes en grandeur et en direction. — Poids : proportionnalité des forces aux accélérations. — Mouvement des projectiles dans le vide. — Composition des mouvements dus à plusieurs forces, constantes en grandeur et en direction.
1» Dans le langage usuel, un corps est dil solide si Ton ne peut le briser ou le déformer qu'en exerçant sur lui un certain effort. Plus cet effort est considérable, plus le corps est solide, au sens vulgaire du mot. De là, la notion abstraite de corps solide, comme on Tenlend en Mécanique. On imagine un corps dont tous les points restent invariablement liés les uns aux autres, quelque effort qu'on exerce sur lui, et on le désigne sous le nom de solide invariable ou solide.
D'après cela, tout effort s'exerçant sur un solide qui, n'étant rattaché par aucun lien aux solides environnants, peut se mouvoir librement dans Tespace, tendra simplement à lui communiquer un certain mouvement, sans parvenir à le briser ou à le déformer. Un tel effort est habituellement
désigné sous le nom de force, et, quelque idée métaphysique que Ton se fasse de la force, la notion en est inséparable des notions de point d'application, de direction et d'intensité, que nous allons élucider. Le point d'application d'une force est le point du solide sur lequel elle s'exerce plus particulièrement. Ainsi, pour soulever un fardeau au moyen d'un câble, on attache le cAble en un point du solide, point qui n'est certainement pas un point géométrique, mais qui nous donne la notion d'un effort s'exerçant plus particulièrement en un point géométrique du solide abstrait. Ce point se nommera le point d'application de la force.
Supposons maintenant qu'une force agisse sur un solide libre, primitivement en repos. Sous l'action de celte force, le point d'application tendra à se mouvoir, et son mouvement, au début, sera dirigé suivant une certaine droite qu'on appellera la direction de la force. Il est bien entendu que cette droite sera comptée dans le sens du mouvement initial du pomt d'application.
En ce qui concerne l'intensité de la force, on conçoit que l'effort exercé sur un corps pour le déplacer soit plus ou moins grand, et l'on peut chercher à mesurer cet effort. Nous y parviendrons après avoir acquis la notion de point matériel. Lu considération d'un solide, de dimensions de plus en plus faibles, susceptible néanmoins d'être déplacé sous l'action d'une force, nous conduit à l'idée abstraite d'un solide dépouillé de toute dimension, susceptible néanmoins de se déplacer sous une telle action. Ce solide idéal se nomme un point matériel; et cette propriété le distingue essentiellement du point géométrique. Concevons maintenant que deux forces agissent simultanément sur un point matériel, suivant la
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même droite, mais en sens contraire. Si le point matériel, primitivement au repos, reste au repos, nous disons que les deux forces sont égales.
Supposons encore que, sur un même point matériel, deux forces agissent simultanément dans le même sens. Sous Taction de ces deux forces, le point matériel, supposé primitive* ment au repos, va se mettre en mouvement, et Ton conçoit qu*il existeune force unique, propre à produire le même effet, en supposant qu'elle agisse suivant la même droite et dans le même sens. Cette force unique se nomme la somme des deux premières. On conçoit même qu'une force puisse être regardée comme la somme de deux, trois, quatre forces égales. Si Tune de ces dernières est prise pour unité de force, et si la force donnée est la sonme dep d'entre elles, elle sera mesurée par le nombre p. Si la force unité est, à son tour, la somme de q forces égales, et que la force donnée soit la somme
de p de ces dernières, elle sera mesurée par la fraction -•
Enfin, si la force donnée n'est pas commensurable avec l'unité, on pourra toujours imaginer deux suites de nombres, l'une croissante, l'autre décroissante, telles que tout nombre de la suite croissante soit inférieur à tout nombre de la suite décroissante, et que deux nombres occupant le même rang dans les deux suites difTènent d'un nombre qui tend vers zéro, quand ce rang est de plus en plus élevé. On pourra former ces deux suites de telle sorte que les nombres de Tune d'elles mesurent des forces plus petites que la force donnée, les nombres de l'autre suite mesurant des forces plus grandes. De cette manière on aura défini un nombre incommensurable, qui sera la mesure de la force donnée.
Gela suffit pour se faire une idée nette de Tintensité d*une force donnée : c'est une grandeur concrète, ayant pour mesure le nombre que nous venons de déGnir.
2. Mais on ne peut étudier ies relations numériques qui existent entre cette grandeur et les éléments du mouvement que la force, ainsi mesurée, communique à un point matériel, sans admettre, à titre de postulala, les deux principes que nous allons énoncer. Le premier d*entre eux se nomme le principe de Finertie. On a coutume de diviser son énoncé en deux partiefi. L'une d*elles consiste à dire que, si un point matériel, primitivement au repos, n*est sollicité par aucune force, il restera indéfiniment au repos. Mais cette proposition ne nous apprend rien de nouveau : on Ténonce tout aussi bien en disant qu'on appelle force toute cause capable de mettre en mouvement un point matériel primitivement en repos. Le véritable intérêt du principe de Tinertie réside dans la deuxième partie qu*on donne habituellement à son énoncé. Elle consiste en ceci : Si un point matériel est en mouvement sous Faction cTune force^ ou cTun système de forces^ et si toutes ces forces cessent^ à un moment donnée d'agir sur lui^ il continue à se mouvoir en ligne droite, d'un mouvement uniforme, et^ suivant la tangente à sa trajectoire, au point qu'il occupait lorsque les forces ont cessé d'agir.
On rencontre souvent, en physique, des vérités, désignées BOUS le nom de principes, que Ton admet sous le bénéfice d*une démonstration ultérieure, consistant dans la vérification expérimentale de ses conséquences rationnelles. Sans doute le principe de Finertie peut être regardé comme une vérité de cet ordre. Mais on peut dire aussi qu'il est le résumé
PRiNcrPE d'inertie 71
et comme la synlhèse d'un grand nombre de faits, que l'expérience Gonllrme directement.
Mais le programme que je me suis tracé ne comporte pas un cours de
mécaniqueexpérimentale;Je me bor- |
□erai à citer une seule expérience.
La machine d'Alwood [flg. 11), réduite à ses organes essenlielR, se compose d'une poulie pouvant tourner autour d'un axe horizontal 0, et dont la gorge supporte un fil aux extrémités duquel sont attachés deux poids égaux, PP'. L'un d'eux, P', peut se mouvoir en face d'une règle graduée AB, portant deux curseurs, l'un, C muni d'une plate-forme, l'aulre, C,évidé. L'expérience montre que l'appareil ainsi disposé reste au repos tant qu'aucune force extérieure n'agit sur lui. Mais si l'on amène le poids P' au point le plus haut de sa course, et qu'on le surcharge d'un poidsadditionnelp,iltomberaielong de la règle, en se mouvant suivant noe loi que nous n'éludions pas pour le moment. Le poids additionnel, de forme alloagée, est disposé de ma- |
nière à pouvoir être retenu par l'anneau C. Quand le poids P' sera arrivé à la hauteur de l'anneau, il con- f'S' K-
tinuera à se mouvoir, quoique débarrassé du poids additionnel. Mais, si le principe de Tinertie est vrai, son mouvement, à partir du moment où il aura franchi Fanneau, sera un mouvement uniforme. C'est ce qu'on vérifie de la manière suivante : Muni d*une montre ou d*une horloge suffisamment précise, Tobservateur cherche, par tâtonnements, en quel point il faut placer le curseur plein pour que le poids F vienne le frapper une seconde après avoir franchi Tanneau. Soit a la distance qui sépare alors les deux curseurs. Répétant la même expérience pour deux, trois, quatre ... secondes, on trouve, pour les distances qui séparent les deux curseurs après les diverses expériences, 2a, 3a, 4a ... et ainsi de suite.
S. Le principe des mouvements relatifs est une vérité du même ordre. On Ténonce ainsi : Si un point matériel, entraîné dans le mouvement d'un système doué d'un mouve^ ment de translation, est soumis à une force ou à un système de forces, son mouvement propre, ou mouvement relatif par rapport au mouvement du système^ sera le même que si celui-ci était en repos. Par exemple, si du sommet du mât d*un navire en marche, sans roulis ni tangage, on laisse tomber un corps pesant, on le verra tomber au pied du mât, comme si le navire était en repos.
4. Revenons maintenant à la composition des mouvements. La règle du parallélogramme des vitesses, appliquée à un mobile ayant un mouvement propre, par rapport à un système en mouvement, montre que si la vitesse du mouvement propre à un moment donné a la même direction que la vitesse du point coïncidant, la vitesse du mouvement résultant sera la somme de ces deux vitesses. Cette remarque,
jointe aux deux principes qui précèdent, permet d'énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Une force ^ constante en grandeur et en direc^ tion^ agissant sur un point matériel ^ lui communique un mou^ vement rectiligne uniformément variée dans sa propre direction. Supposons d'abord que le point matériel soit primitivement au repos. A partir du moment où la force agit sur lui, il se meut sans s*écarter de la direction de la force ; car, si celle-ci agit primitivement suivant la droite Ox^ et que le point vienne occuper, à un moment donné, une position M, non située sur celte droite, il occupera en même temps, et pour les mêmes raisons, la position M' symétrique de M par rapport à Oo?, ce qui ^ est absurde. Donc il ne s'écartera pas de la droite Oœ.
Considérons maintenant un système de points, en tout identiques au point donné, soumis, chacun, à une force égale et parallèle à la force donnée. Chacun d'eux suivra une trajectoire parallèle à Oo?, et l'ensemble de ces. points constituera un système solidaire avec le point donné. Mais si, au temps 9, toutes les forces viennent à disparaître, sauf celle qui agit sur le point donné, le système continuera à se mouvoir, suivant le principe de l'inertie, d'un mouvement rectiligne et uniforme, parallèlement à Ox, Soit v la vitesse de ce mouvement ; c'est aussi celle du point matériel au temps 9. Quant à celui-ci, il continue à participer au mouvement du système, mais il a, par rapport au système, un mouvement propre dont la vitesse, après un nouvel intervalle 9, est égale à 17, car elle est la même que si le système était en repos.
Fig. 11 biê.
Donc la vitesse du mouvement résultant, au temps 29, est égale kiv. De môme, si pendant le temps 2G, compté à partir du moment où la force commence à agir, on considérait le point comme faisant partie d'un systc^mede points, tous identiques, tous soumis à des forces égales et parallèles à celle qui le sollicite : si, au moment20, on supposait que toutesles forces cessent d'agir, excepté celle qui entraîne le point, on verrait qu'après un nouvel intervalle 0, compté à partir du temps 29, la vitesse du point est égale à 3^;. En résumé, elle est égale à nv, au temps nO, quelque petit que soit 0. Donc la vitesse du point varie de quantités égales dans des intervalles égaux, si petits que soient ces intervalles. Donc elle varie proportionnellement au temps, et le mouvement du point est uniformément varié, avec une vitesse initiale nulle, au moins dans lecasactuel.
Si le point considéré était primitivement en mouvement dans la direction de la force, on pourrait encore imaginer un système de points, soumis à des forces égales et parallèles à celle-là. Par rapport à ce système, le point conservera, comme mouvement propre, son mouvement primitif, et la vitesse du mouvement résultant sera égale à la somme des vitesses de ce mouvement propre et du mouvement uniformément varié dû à l'action de la force. Si le mouvement primitif était un mouvement uniforme, de vitesse a, et si l'accélération du mouvement uniformément varié dû à la force est y, la vitesse du mobile au temps t sera a -f- ^t.
Plus généralement, s'il était, au début, doué d'un mouvement rectiligne uniforme, mais non dirigé dans la direction de la force, on pourrait imaginer un système de points soumis, comme précédemment, à des forces égales et parallèles à la force donnée, tous identiques au point donné et consti^
tuant, par conséquent, un système solidaire. Le point considéré aurait, par rapport à ce système, un mouvement propre, d'accélération nulle, et son accélération serait sans cesse égale et parallèle à celle de Taccélération d'entraînement. C'est ce qui arrive s'il s'agit d'un point matériel pesant, c'està-dire soumis à une force verticale de grandeur constante. Nous allons étudier le mouvement d'un tel point : c'est, à proprement parler, le mouvement que prendrait un projectile réduit à un point, s'il n'y avait pas à tenir compte de la résistance que l'air atmosphérique oppose à son mouvement.
5. Le projectile est lancé par la bouche à feu dans une direction OT {fig. 12) qui fait avec l'horizontale un angle a, et, s'il n'était pas pesant, il se dirigerait suivant la droite OT, avec une vitesse v^, qui est précisément sa vitesse initiale. Nous prendrons pour axe des -8' la verticale partant du point ; pour plan des zx le plan vertical passant par la direction de la vitesse initiale, et nous supposerons l'axe Oj/ perpendiculaire au plan ZOo?. L'accélération du mobile est constante :
appelons-la g. Elle se projette sur Taxe des z en vraie grandeur, et d'après les équations qui font connaître les projections des accélérations nous trouvons :
Fig. 12.
dfi "■ ^' dfl
Les deux premières équations donnent :
dx dy ,
a, b désignant des constantes. Mais, au tenaps zéro, la vitesse Vq dirigée suivant OT a pour projection sur Oa?, t?^ cosa, pour projection sur Oy, zéro, et l'on trouve
^ = ^ocosa,^ = o. (2)
De celte dernière équation, on déduit y = c et comme e est nulle au temps zéro, on a sans cesse y = o. Donc le projectile se meut dans le plan vertical passant par OT. On déduit aussi des équations (i), (2):
a? = t?^ cosa.^ (3)
puisque a? est nulle pour ^ = o, et
^ = WoSina«— -gt\ (4)
dz puisque, au temps zéro, z est nulle, et que -j-» projection de
la vitesse sur 0^, est égale à v^ sin a. Les équations (3) et (4) permettent de trouver Téquation de la trajectoire. Il suffît, pour y parvenir, d'éliminer / entre ces deux équations. On trouve ainsi :
z = tKa. X — — » * x^ f5)
^ 2 vl COS^Ql ^ '
Donc la trajectoire est une parabole, dont Taxe de symétrie est parallèle k Qz. Elle coupe Taxe des x en deux points, dont Tun coïncide avec le point 0, et dont Tautre est à une
distance x de Torigine, égale à-^ • C'est la portée du tir.
Étant donnée t;^, qui dépend exclusivement de Tarme et de sa charge, on peut se proposer de déterminer a de telle sorte que la portée du tir soit maximum : il faut, pour cela, qu on
ail 2x = 90*, ou a = 45". Le maximum de z (flèche) a lieu
pour X = -^~î : elle est égale à -^^ 1 comme il résuUe
immédiatement deTéqualion [5j. Ces valeurs de a? et de jr sont les coordonnées du sommet de la trajectoire. Son paramètre est égal à la sous-normale, c'est-à-dire à l'ordonnée, changée de signe, du point où la normale au point rencontre Taxe de la parabole. Or cette normale a pour équation
^ = — X cot(7a, et Téquation de Taxe de symétrie est :
v\ sin2x
V COS QL
Donc le paramètre est égal à ^ — • A partir du sommet,
comptons sur l'axe une. longueur égale à la moitié du paramètre. L'extrémité de cette longueur est située sur la directrice. Donc la directrice a pour équation
Sa distance à Taxe Ox est indépendante de a, et l'on en conclut que, quel que soit^ l'angle de tir, la trajectoire aura toujours la même directrice. Si a varie, son foyer F décrira une circonférence ayant pour centre le point et pour
rayon ^j carie point F doit être sans cesse k la même distance du point et de la directrice. Soient F le foyer d'une telle parabole {fig, 13) ; G le point, différent du point 0, où elle est coupée par la droite OF ; si ot varie, le lieu du point G est une parabole fixe, car, si l'on trace la droite GP, perpendiculaire à la directrice commune à toutes ces paraboles, on doit
avoir GF = GP ; et si l'on compte, à partir de P, PQ e'gale à 01, on aura GO = GQ. Mais le lieu du point Q est une droite fixe, perpendiculaire sur 0^ à une distance du point égale
à -^* Donc le point G est sans cesse à égale distance d*un
point fixe et d'une droite fixe. Au point G, les deux paraboles ont la même tangente. Donc la parabole, lieu du point G, est l'enveloppe des trajectoires qui répondent aux diverses valeurs de a.
Pig. 13.
Veut- on maintenant délerminer, parmi ces trajectoires, celle qui passe par un point donné M ? La solution graphique du problème consistera à trouver le foyer d'une parabole qui passe par deux points donnés 0, M, et dont la directrice est donnée. Ce foyer doit être sur le cercle décrit du point
comme centre avec un rayon égal à r^? et aussi sur le cercle
ayant le point M pour centre, et pour rayon la distance du point M à la directrice. Analytiquement, la question revient à résoudre Téquation (5) par rapport à a, en y considérant a? et z comme les coordonnées du point donné M. On trouve
ainsi
et la condition de réalité des racines de cette équation consiste en ceci :
Cette inégalité exprime que le point P doit être intérieur à la parabole enveloppe que nous avons déjà trouvée ; car, en égalant le premier membre de cette inégalité à zéro, on trouve Téquation de cette enveloppe, et l'on constate que ce premier membre est positif si Ton y remplace a? et ^ par les coordonnées du point et, par conséquent, par les coordonnées de tout point intérieur à cette parabole. Quand les racines de cette équation sont réelles, elles donnent pour Tangle aigu a deux valeurs distinctes a', a^ complémentaires, puisque le produit de leurs tangentes est égale à i ; et les deux positions correspondantes de OT sont également inclinées sur la bissectrice de l'angle xOz.
6. Considérons maintenant diverses forces F, F, F*'.... agissant sur un même point matériel, et soient y» y'> t'' ^^^ accélérations des mouvements uniformément variés que chacune d'elles lui imprimerait si elle agissait seule sur ce point. Le principe de la proportionnalité des forces aux accélérations consiste en ce que les forces F, F', F^ sont entre elles comme les accélérations correspondantes y, y', y'... ; et nous aurons démontré cette proposition si nous faisons voir qu'entre les quantités F et les quantités y il y a correspondance :
i** Dans l'égalité ; ^ dans la somme.
1^ Par définition, si deux forces égales agissent simultanément sur un même point matériel, suivant la même droite et en sens contraire, elles lui communiquent une accélération totale égale à zéro, égale aussi, d*autre part, à la somme algébrique des accélérations qu'elles lui communiqueraient si chacune d'elles agissait seule, dans le sens qu'on lui a donné. Dans ces conditions, ces accélérations sont égales et de signe contraire. Si donc les deux forces agissaient séparément dans le même sens, les accélérations seraient égales et de même signe. C. Q. F. D.
2^ Si deux forces, F, F', agissent simultanément sur un même point, suivant la même droite et dans le même sens, son mouvement est, par définition, le même que si le point était soumis à la force F 4~ ^\ ^^^^ l<^s mêmes conditions de direction. Mais on peut supposer que ce point fait partie d'un système de points tous identiques au point donné, tous soumis à une force égale et parallèle à la force F, de sorte que ce mouvement soit un mouvement de translation, chaque point du système ayant un mouvement identique à celui que la force F communique au point donné. Par rapport à ce système, le point a un mouvement propre, savoir : celui qui est produit par la force F' ; en composant Taccéléralion de ce mouvement propre avec celle du mouvement d'entraînement, on trouve une accélération égale à la somme des accélérations des mouvements composants. G. Q. F. D.
Nous avons donc démontré les proportions
Y Y Y F, F', F*... sont les nombres qui mesurent les forces par
rapport à une unil«î de force; y, y', v"... les nombres qui mesurent les accélérations par rapport à une même unité de longueur. Soit m la valeur commune à tous ces rapports, de telle sorte que
F = wy, r = my\ V = mf,..
Le nombre m, variable d*un point matériel à un autre, cet la mesure de la masse du point matériel. On nomme, en ph3'siqiie, masse totale, ou simplement masse, d'un corps solide, la somme des masses de ses points matériels. On sait qu'un corps pesant, abandonné à lui-même, se dirige vers la surface du sol, en décrivant une ligne droite; et si Ton divise le corps en plusieurs fragments, si petits qu'ils soient, chaque fragment, abandonné à lui-même, subira la même loi. Ceci conduit à considérer le corps comme un ensemble de points matériels ayant chacun une masse d'autant plus faible que son volume est plus petit : mais ces masses, infiniment petites, ont une somme flnie qui est, à proprement parler, la masse du corps. Des expériences, décrites dans tous les cours de physique, montrent que le mouvement d'un corps pesant, abandonné à lui-même, est un mouvement uniformément varié, et qu'en un môme lieu de la terre les mouvements de tous les corps pesants ont la même accélération. Le mouvement d*un corps pesant, assez petit pour être assimilé h, un point matériel, est donc identique au mouvement que ce point peut prendre sous l'action d'une force verticals, de grandeur constante pour un même point matériel, dirigé vers la surface du sol, mais pouvant être différente pour deux points matériels différents. En effet, si m et w' sont les masses de ces deux points matériels, et si g est l'accélération commune îi
leurs mouvements, les forces qui sollicitent ces deux points sont mg et m!g. Ces forces p^ p* ^^ nomment les poids des deux points matériels. Nous démontrerons, dans la suite, que, pour un corps de dimensions finies, Faction simultanée des poids p, p\„ est identique à celle d'une force verticale, de grandeur constante, égale à la somme des poids 2),p', p^.. appliquée en un certain point du corps, appelé centre de gravité. Si M désigne la masse du corps, P la force totale dont je parle, on aura
La force P se nomme le poids du corps. Des expériences, dont nous parlerons sommairement en temps voulu, ont montré qu'à Paris Taccéiération g du mouvement dû à la pesanteur est 9'",8088... On mesure les poids des corps au moyen de Tinstrument spécial appelé balance, et Ton prend pour unité de force Tunité de poids. Mais ce choix a un inconvénient, consistant en ce que Tunité de poids est variable d'un lieu de la terre à un autre. Ce qui ne varie pas avec la latitude, c'est la masse d'un corps, solide ou liquide, occupant toujours le même volume à la même température. Il y a donc lieu d'adopter une unité de masse, se rattachant ellemême à l'unité de volume. D'autre part, l'unité de volume se rattache elle-même à l'unité de longueur, et celle-ci, fixée une fois pour toutes, sera le centimètre. L'unité de masse sera la masse d'un centimètre cube d'eau distillée, ayant une température de 4 degrés ; on l'appelle le gramme masse. Les unités de longueur et do masse étant choisies, l'unité de force en dépendra : bien plus, toute force agissant sur un point matériel de masse donnée exercera sur lui une action identique à celle qu'exercerait le poids d'une certaine masse
agissant sur ce point ; soient m la masse du point donné,
m' la masse dont le poids peut être substitué à la force
considérée, g l'accélération de la pesanteur, y l'accélération
du mouvement du point donné, F la force dont il s'agit
ici. On aura
F = ffig = my.
Connaissant m' et g^ on connaîtra F ; mais la détermination précise de l'accélération g exige qu'on mesure la durée d'un certain phénomène : le choix s'imposait donc d'une unité de temps, et l'on a adopté la seconde de temps solaire moyen.
8. Nous terminerons ce chapitre en montrant qu'un point matériel, soumis simultanément à l'action de plusieurs forces constantes en grandeur et en direction se meut de telle sorte que son accélération est sans cesse égale, en grandeur, direction et sens, à la résultante de la ligne brisée construite sur les accélérations des mouvements composants. Comme cette résultante conserve toujours même direction, même sens et même grandeur, le mouvement du point sera identique à celui que produirait une force unique, sans cesse parallèle à cette résultante et mesurée par le produit des nombres qui mesurent, l'un, cette accélération constante, l'autre la masse du point.
Supposons, en effet, que les forces produisant les deux mouvements composants soient au nombre de deux. Un de ces deux mouvements pourra être regardé comme un mouvement de translation, commun à tout un système de points, de même masse que le point considéré, soumis à des forces égales et parallèles à celle qui produit le mouvement : l'autre sera un mouvement propre, dont l'accélération est, comme nous venons de le démontrer, dirigée suivant la même droite
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que la force produisant ce mouvement; et, d'après ce que nous avons déjà dit (chap. I, § 13), Taccélération du mouvement résultant sera représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations des mouvements composants. Cette accélération sera constante en grandeur et en direction: si on la désigne par y, et si la masse du point est m, le mouvement de ce point sera identique au mouvement produit par une force égale à my, sans cesse dirigé suivant cette accélération. Si les mouvements composants sont au nombre de trois, on composera deux d'entre eux, puis on composera le mouvement résultant avec le troisième, et ainsi de suite ; finalement, on trouvera que l'accélération du mouvement résultant est représentée par une droite, de grandeur et de direction constante, égale, en grandeur et en direction, à la résultante de la ligne brisée construite sur les accélérations des mouvements composants.
9. On convient de représenter toute force, agissant sur un point matériel, par un segment de droite issu de ce point, dirigé suivant la direction de la force et dans le sens où elle agit, cette longueur ayant d'ailleurs pour mesure le nombre qui mesure la force. De sorte que le mouvement résultant dont il vient d'être question est identique au mouvement produit par une force, constante en grandeur et en direction, représentée pir la résultante de la ligne brisée dont les côtés sont égaux et parallèles aux droites représentatives des forces composantes.
Cette proposition est fondamentale : sur elle repose en effet la méthode qui consiste à résoudre les problèmes principaux de la statique, en les considérant comme conséquences des propositions établies en dynamique, contrairement à Tordre suivi en mathématiques élémentaires.
CHAPITRE III
DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL (suile)
Forces de direction constante et de grandeur variable. — Force qui est censée produire un mouvement curviligne. — Sa décomposition suivant la tangente et la normale principale. — Exemples. — Équations du mouvement d'un point matériel. — Application au pendule simple.
1. Lorsqu'on regarde les proposilions fondamentales de Ja statique comme la base delà science du mouvement, on admet, à titre de principe ou de postulatum, que, si uu système de forces, agissant simultane'ment sur un solide au repos, ne le met pas en mouvement, on peut, sans changer Télat du corps, lui appliquer ces forces ou les supprimer, alors même que le corps est déjà en mouvement. Un lel système de forces est dit en équilibre. La proposition subsiste alors même que le corps est réduit à un point matériel. Mais dans la méthode que nous avons adoptée on peut la rattacher comme il suit aux principes exposés dans le chapitre précédent (§ 2 et 3). Lorsqu'un point matériel est en mouvement, on peut le considérer comme faisant partie d*un système doué d'un mouve-
ment de translation. Il suffit de supposer, comme nous l'avons déjà fait, que tous les points ont la même masse que le point donné, et sont soumis à des forces égales et parallèles à celle qui agit sur lui. Si on le soumet à de nouvelles forces, il prendra, par rapport au système, un mouvement propre, le môme que si le système était au repos ; si donc, à l'état de repos, les forces se font équilibre, à l'état de mouvement elles ne lui communiqueront pas de mouvement propre, par conséquent ne modifieront point le mouvement du point.
Celte proposition nous servira à montrer comment le mouvement curviligne d'un point matériel peut toujours être regardé comme produit par une force unique, dont la direction et l'intensité peuvent varier d*un instant à l'autre.
2. Etudions d'abord le mouvement d'un point matériel qui, étant primitivement au repos, est sollicité par une force de direction constante, mais dont l'intensité varie avec le temps. Le mouvement de ce point sera rectiligne, mais non uniformément varié ; nous allons voir que son accélération varie proportionnellement à l'intensité de la force. Supposons, à cet effet, qu'au temps ^ l'intensité de la force soit F, et qu'au temps < -f- A^, elle soit égale à F' ; soit m la masse du point.
Un point matériel de même masse, qui, pendant le temps Af, se déplacerait sous l'action d'une force de direction constante et d'intensité sans cesse égale à F, aurait un mou-
vement uniformément varié d'accélération — Se déplaçant
sous l'action d'une force constamment égale à F', il aurait l'accélération — • Mais il est bien clair que la variation At? de la vitesse du mobile réel est comprise entre les variations
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qu'éprouveraient, dans ces conditions, les vitesses du mobile
Aw FF',
auxiliaire. Donc 7- est compris entre — et — ; par suite sa
A< ^ mm
limite est — • m
Cette limite est Taccélération du point matériel au temps t. Soit X sa distance h un point 0, fixe sur sa trajectoire, on aura sans cesse :
cPx
et si F est connue en fonction de t on déduira de cette équation la loi des vitesses et la loi des espaces, si l'on connaît
dx d'autre part les valeurs de — et de a? répondante une valeur
donnée det{t= o, par exemple).
S. Mais F est rarement connue en fonction de t; elle Test
plus souvent en fonction de a? et de -;-• La recherche de la fonçai
tion X ressort alors du calcul intégral, et Ton ne peut, dans ce cours, en donner que quelques exemples simples. Si, par exemple, la force varie proportionnellement à une puissance donnée de la vitesse et s'exerce en sens contraire du mouvement, on aura:
cPx fdx\ '
a désignant une constante négative ; ou bien :
/c?a?\-'» fd?x\ \Jt) \'d^)=''^
d'où Ton déduit, par l'intégration,
i-rt
1 — n\dtj ^
équation où b désigne une constante. — (Nous écartonf?, momentanément, le cas où n = i.) L*équation ci-dessus fait connaître la loi des vitesses, et Ton en déduit^ pour trouver la loi des espaces :
dx = (i— ny-'' (at -f- by -« dt
puis :
c désignant une nouvelle constante. Dans le cas particulier où n = 1, la méthode ci-dessus est inapplicable : mais Téquation (1) donne :
(Px
dx
d'où:
dt^ ~~^ dt
dx
■^^ = ax + b
b désignant une constante. D*aulre part, si Ton met l'équation (2) sous la forme :
di^ dx Ti
on en déduit :
lo^ — =ai'\' log c.
c désignant une nouvelle constante. On trouvera ensuite :
dx
=: ce'^K
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dxjc puis, en éliminant -r- entre (3) et (4), on trouvera la loi des
espaces :
aœ -\' hz=z ce**',
La loi des vitesses étant fournie par l'équation (4). La méthode tombe également en défaut, lorsque n = 2. Mais alors on trouve aisément :
a: =: C log. [ai -f- h),
G, b désignant deux constantes déterminées pur les conditions initiales du problème.
4. Un point matériel étant en mouvement sur une ligne courbe, sous l'action d'une ou plusieurs forces physiques qui le sollicitent, nous allons démontrer que l'action simultanée de ces forces est identique à l'action de trois forces, parallèles à trois axes fixes Ox, Oy, Oz ; et, si Ton désigne par 0?, y, z les coordonnées du point mobile, exprimées en fonction du temps, par m sa masse, les intensités de ces forces seront
<Px d^y <Pz
Nous avons vu, en effet (chap. i, § 10), qu'un tel mouvement peut être regardé comme résultant de trois mouvements simultanés, mouvements de translation dans lesquels chaque point a une trajectoire parallèle à Ox pour le premier, à Oy pour le second, à Oz pour le troisième ; et, dans le premier de ces trois mouvements, l'accélération commune à tous les
<Px points du système en mouvement est -r-^» dans* le second à
-tiI > dans la troisième à -7^- Mais le premier de ces trois
mouvements peut être considéré comme produit par des forces
(Px parallèles à Oa?, égales à m -r-^-? appliquées en chacun des
points du système, en supposant que chacun d'eux soit de masse m. En faisant des hypothèses analogues, concernant les deux autres mouvements, on est conduit à considérer le point de masse m, qui coïncide sans cesse avec le point matériel donné, comme soumis constamment aux trois forces dont il est question dans l'énoncé.
5. Supposons d'autre part qu'un point matériel de masse m, primitivement au repos, vienne, à Tinstant ^, à être sollicité par quatre forces dont trois seraient égales et parallèles à celles que nous venons de définir, la quatrième étant dirigée suivant la diagonale du parai lélipipède construit sur ces trois forces, mais en sens inverse de cette diagonale, et représentée par une longueur égale à cette diagonale. Sous Taction des trois premières, il tendra à se mettre en mouvement suivant la diagonale du parallélipipède, comme s'il était sollicité par une force unique représentée par cette diagonale (chap. n, § 9). Cette force unique sera égale et directement opposée à la quatrième force, et le point matériel restera en repos. Si maintenant les quatre forces dont nous avons parlé varient avec t suivant la loi indiquée, le point matériel ne cesse pas d'être en repos. Cela posé, appliquons au point matériel en mouvement deux forces égales et directement opposées, dont l'une, F, soit égale et parallèle à la quatrième force que nous venons de définir. Nous ne changeons pas l'état du corps (§1), et nous constatons que, la force F faisant équilibre aux
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trois forces dont Taction simultanée produit le mouvement effectif du point, nous pourrons, sans changer son état, supprimer ces trois forces en môme temps que la force F : car cet état ne changerait pas davantage si nous introduisions ces quatre forces à nouveau. Donc le mouvement du point est identique k celui qu'il prendrait sous l'action d'une force R, égale et directement opposée à F.
6. Cette force R se nomme la force accélératrice du mouvement. Elle est dirigée suivant son accélération, et mesurée
par le produit des nombres qui mesurent, Tun la masse du point matériel, l'autre son accélération.
Supposons, par exemple, que le mouvement soit circulaire, uniforme et de vitesse angulaire co ; soit a le rayon de la trajectoire. L'accélération est, comme l'avons vu, égale k aw^, et dirigée vers le centre : donc un point matériel de masse m, se mouvant uniformément sur un cercle, se déplace comme s'il était sans cesse attiré vers le centre, par une force égale à nuiiù^. Dans le mouvement diurne, tous les astres paraissent se déplacer uniformément sur des cercles dont les plans sont parallèles, et dont les centres sont situés sur une même droite perpendiculaire k ces plans ; cette droite est ce que l'on nomme l'axe du monde. Cette droite n'a rien de matériel : aucun corps solide n'est placé sur son parcours, qui puisse exercer la moindre action sur les astres. Il faut en conclure que ce mouvement, dont on n'aperçoit aucune cause physique, n'est qu'apparent; cette apparence est due au mouvement de rotation de la terre, qui seul permet de l'expliquer.
Kepler, à la suite des longues et patientes études dont on trouvera l'histoire dans l'intéressant ouvrage de M. J. Ber-
trand {Les fondateurs de f astronomie moderne), avait découvert les lois qui régissent le mouvement des planètes. Deux d'entre elles, résultant de l'observation, s'énoncent ainsi :
1° Zfô centre d'une planète décrit une ellipse ^ dont le soleil occupe un foyer ;
2° L'aire décrite par le rayon vecteur issu du centre du soleil, varie proportionnellement au temps employé pour la décrire.
Il était donc naturel de chercher suivant quelle loi s'exerce la force qui produit ce mouvement, et la découverte de cette loi était réservée à Newton, qui la fit connaître dans son livre des Principes mathématiques de la philosophie naturelle (1687). Nos lecteurs sont désormais en état de pénétrer le sens do cette loi, au moins par une première approximation. Assimilons le centre de la planètuàun point matériel de masse \l\ nous avons vu, à la fin du chapitre i, que, dans le mouvement conforme aux lois de Kepler, l'accélération aura une expres-
sion de la forme — ^j A désignant une constante, r la distance du point matériel au centre des accélérations. Donc la force
accélératrice sera égale à — f » et sa direction sera celle du
rayon vecteur. Donc : Le mouvement du centre d'une planète est identique au mouvement produit par une force, dirigée vers le centre du soleil, et inversement proportionnelle au carré de la distance. »
Pour compléter cet énoncé, il faut préciser le sens du numérateur constant Afx. On y parvient par des considérations qui trouveront place dans une note à la fin de cet ouvrage, et l'on constate que, M, M' désignant les masses du soleil et delà planète, f l'attraction de l'unité de masse sur Tunité de masse,
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à ruQÎlé de distance, Tattraction newtonienne est égale à
fMW r%
7. Considérons maintenant un point matériel qui se meut sous l'action d'un système de forces, agissant simultanément sur lui, et cherchons la force accélératrice du mouvement qu'elles lui communiquent. Si elles sont simplement au nombre de deux, on imaginera un système de points matériels ayant tous la même masse que le point donné, et tous soumis à des forces égales et parallèles à l'une des forces qui agissent sur le point donné. Chacun d'eux a pour force accélératrice la force même à laquelle il est soumis; tous ces points ont donc des accélérations égales et parallèles, par suite aussi, des vitesses égales et parallèles si, comme on peut le supposer, leurs vitesses initiales sont toutes égales et parallèles. Donc ils constituent un système doué d'un mouvement de translation, et par rapport à ce système le point a un mouvement propre, savoir : celui qui est produit par la deuxième force. L'accélération du mouvement résultant est (Jonc la diagonale du parallélogramme construit sur les deux mouvements composants, et, par suite des propriétés des polygones semblables, la force accélératrice est représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces.
Si les forces données sont au nombre de trois, deux d'entre elles lui communiquent un mouvement qu'on peut regarder comme un mouvement de translation, dont on connaîl, par ce qui précède, la force accélératrice. En composant ce mouvement avec celui qui est dû à la troisième force, on trouve que la force accélératrice du mouvement résultant est repré-
sentée par la résultante de la ligne brisée construite sur les trois forces et ainsi de suite. Donc: La force accélératrice du mouvement produit par plusieurs farces agissant simultané^ ment sur un même point matériel est représentée par la résultante de la ligne brisée dont les côtés sont égaux et parallèles aux droites représentatives de ces forces.
De là, les équations du mouvement d*un point matériel
On a vu (§§ 4 et 5) que la force accélératrice est représentée
par une droite dont les projections sur les trois axes Oa?, Oy,
Oz sont :
Mais, d'après la théorie des projection?, exposée en géométrie analytique, ces projections sont égales chacune à la somme des projections, sur Tun des axes, des droites, qui représentent les forces données. Soient X^, X^, X3 ... les projections de ces forces sur Taxe des a?; Y^, Y^, Y3 ... leurs projections sur Oy; Z^, Z2,Z3 ... leurs projections surO^. D'après ce qui précède, on aura
m -^ = X, -f- X2 "H ^3 ~r ••• m ^ = Y^ + Yj + Y3 + ...
On écrit ces équations sous la forme abrégée :
m g^ = SY, (5)
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et tout système de trois relations entre a;, y, z^ t^ en termes finis, résultant des équations ci-dessus, fait connaître la trajectoire du mobile et sa position sur sa trajectoire, à chaque instant.
9. De là, aussi, la décomposition de la force accélératrice en plusieurs autres. Étant donné un point matériel qui décrit une courbe sous l'action d'une force ou d'un système de forces, on peut imaginer que ces forces aient été remplacées par la force accélératrice, sans que le mouvement soit changé ; et Ton peut aussi remplacer à son tour la force accélératrice par deux ou plusieurs autres, pourvu que la droite représentative de la force accélératrice soit la résultante de la ligne brisée construite sur les droites représentatives de ces forces. Ces forces s'appellent des composantes :1a force accélératrice, force propre à produire le même mouvement que l'ensemble des composantes agissant simultanément, se nomme la résultante de ces forces. Si Ton connaît la force accélératrice, et qu'on veuille la remplacer par un système de deux forces, le problème ne sera possible que si les directions de ces deux forces sont dans un plan contenant la direction de la résultante. Supposons que ce plan soit le plan osculateur. On peut se donner à volonté, dans ce plan, les directions des composantes ; donnons-nous donc les directions de la tangente à la trajectoire, et de la normale principale. Nous obtiendrons les intensités des composantes en multipliant par la masse du point les projections de l'accélération sur ces deux droites rectangulaires, et nous pourrons dire que le mouvement curviligne est identique à celui qui serait produit par deux forces agissant simultanément^ l'une suivant la tangente à la trajec-
toire^ Vautre suivant la normale principale^ égales^ tune à
m, -j-^^ l'autre à w — j en désignant par m la masse du point,
par s Tare décrit au temps t^ par v la vitesse, par K le rayon de courbure de la trajectoire. La première de ces deux forces se nomme la composante tangentielle, la deuxième la composante normale de la force accélératrice.
10. Appliquons les équations (5) à un exemple. Si, par un procédé mécani<(ue quelconque, on assujettit un point matériel à décrire une trajectoire donnée, on admet, comme fait d*expérience, qu'il exerce sur la matière avec laquelle il est en contact une action normale à la trajectoire, et qu'il est soumis à une autre action, égale et contraire à celle-là. Par exemple, un point matériel pesant, suspendu à Textrémité d'un fil dont l'autre extrémité est fixe, et abandonné à luimême, exerce à chaque instant sur le fil une action qui a pour effet de le tendre suivant une ligne droite, et reçoit, de la part du fil ainsi tendu, une réaction qui le. maintient sur sa trajectoire. Un point matériel qui se meut dans ces conditions se nomme un pendule simple. Soit A sa position initiale {fîg, 14). Nous supposerons qu'en ce point il soit abandonné à lui-même, sans impulsion, et que, par conséquent, sa vitesse initiale soit nulle. Alors nous pouvons admettre, par raison de symétrie, que sa trajectoire est plane ; c'est-à-dire que, s'il occupait, à un moment donné, une position non située dans le plan vertical qui contient la droite OA, pour la même raison il occuperait, au même moment, la position symétrique» ce qui est impossible. Cette trajectoire est circulaire ; son centre est au point de suspension du fil, et son rayon est la longueur^ du fil. Prenons pour axe des a? l'horizontale du
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point 0, pour axe des y la verticale, et supposons que sur cet axe le sens positif soit dirigé de haut en bas. Nous supposons que la masse du fil est négligeable. Soient m la masse du point, g l'accélération du mouvement dû à la pesanteur.
N la réaction du fil, dirigée, au temps t^ suivant MO, si le mobile est en M, 9 Tangle MOy; x, y les coordonnées du point M. Des relations :
on déduit
œ z=z ^sin6,
cPx S . oPô
dt
cosO
dt'
y =1 1 cas 0,
sm -1-2 + cos 6
puis, en vertu des équations (5)
[cos '^ - sin 6 (ly ] = _ N sin «,
ml I cos
— mn si
IliCAMIQUK.
8ine^Vcose(|y]
— N cos 6 -j- mg.
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J'élimine N entre ces deux équalions, en les ajoulaat membre à membre, après avoir inulliplié les deux membres de la première par cosO, de la deuxième par — sinO ; et Je trouve, après la suppression du fadeur m,
puis, en multipliant les deux membres par-
■ dt' di* ~
et, en intégrant les deux membres, et désig:nant par Sg l'écart initial yO\ ;
g (C08 9 — cos e^)- (7)
Cette formule montre que, pour deux positions du mobile,
symétriques par rapport à Oy, la vitesse angulaire — i et, par
conséquent, la vitesse proprement dite est la même ; car les deux valeurs correspondantes de cos S sont les mêmes. Il s'ensuit que la vitesse sera nulle au point A', symétrique de A, et à partir du moment où le mobile sera venu en A' il décrira le même arc en sens inverse pour revenir jusqu'au point A, et ainsi de suite.
Si l'écart initial est très faible, on peut assimiler le mouvement du mobile H k l'un des mouvements rectilignes que nous avons déjà étudiés. Soit, en eiïel, t la longueur de l'arc BM, compté à partir de son point le plus bas, B, nous aurons j =li; nous pourrons, sans erreur sensible, remplacer sia S par9,
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OU par y et l'équation (6) sera la suivante
Supposons Tare A'BA rectifié, suivant le segment rectiligne a'ba [fig, 15); soit z la dislance 6m, égale à Tare BM, le mou-
fl'' If m.
FIg. 15.
vement du mobile m sera identique au mouvement que nous avons étudié (chap. i, § 6j : il suffit en effet, de changer lea notations actuelles pour revenir à l'équation
qui définit ce mouvement.
A cause de la relation que nous avons précédemment établie entre la force, la masse et Taccélération, on peut dire que le mouvement du point m est identique au mouvement d'un point matériel, de même masse que le pendule simple, qui parcourrait le segment rectiligne aba\ sous l'action d'une force attractive, proportionnelle à la distance du mobile au point Gxe b.
La quantité désignée antérieurement par la lettre o) est
une
égale, ici, à i/^ ; il est facile de trouver par là la durée d*
oscillation. (i> est en effet la vitesse angulaire du mouvement d'un point qui se déplacerait sur le cercle ayant pour diamètre aa\ ce mouvement étant uniforme^ et le mobile étant en a^ au temps zéro. La durée d'une oscillation, c'est-à-dire le
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temps nécessaire pour parcourir aha!^ est donc le temps employé par le mobile auxiliaire pour parcourir la demi-
circonférence, savoir -> ou w \/-' Elle est donc proportion-
nelle à la racine carrée de la longueur du pendule, et en raison inverse de la racine carrée de Taccélération de la pesanteur. On voit de plus que Técart initial, ou amplitude de Toscillation^ n'influe pas sur sa durée, si toutefois cet écart est assez faible. Nous allons voir quelle est cette influence lorsque Técart n'est pas négligeable.
!!• De l'équation (7) on déduit :
2y/.in»|-Rin«|
et si Ton pose :
sm ^ = sm -^ sin (p,
on trouve :
^ dt
wi
ÉS
y/l-si
sm* -^ 8in'(p
puis :
en désignant par e^ la somme des termes qui, dans la série ci-dessus, viennent après le n™". Cette somme est inférieure à
i.3.5...2n--l . 0,60 . 1.3.5... 2n4-1 . ..^^i.Qq , . 2.4.«...^ 2 ^ 2.4.6.. .2(n4-l) 2^
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et l'on peut choisir n assez grand pour qu'elle soit inférieure à un nombre donné a.
Or, d'après la formule (8)
Mais
est numériquement inférieur à a (^ — ^ n et comme a est aussi petit qu'on veut, t sera égal à la somme de la série:
pourvu que celle-ci soit convergente, chose qu'il est facile d'établir.
En effet, chacune des intégrales définies qui figurent dans
cette série est numériquement inférieure à ^ — ^. Donc la
somme des n premiers termes de la série proposée est numé-
riquement inférieure au produit de â ~~ ? P^"* '^ somme des n
premiers termes de la série
série dans laquelle le rapport d'un terme au précédent a pour limite sin'-^? quand n croit au- delà de toute limite.
On peut trouver la durée d'une oscillation en prenant, pour limites de ces intégrales, — s ®^ + ôî ^"» d'une demi-oscillation, en prenant o et -• Mais on sait que:
*• 1» _7 4.3.5...2n — 1 ir
Donc, en appelant T la durée d'une oscillation, on trouvera, finalement :
-=Vj[('+(î)'''-l+(n)'>^4+(rr:)''^»'^+-]-(»)
12. Dans la pratique, tout corps destiné à osciller, sous l'action de la pesanteur, autour d'un axe horizontal (pendule composé) se compose d'une suite de points matériels qui, physiquement, ne se réduisent pas à un point unique. Mais, par des calculs dont le développement nous éloignerait de notre programme, on démontre que tout pendule composé oscille comme un pendule simple dont il est possible de déterminer la longueur L La mesure de cette longueur, jointe à l'observation de T, a permis de déterminer la valeur de g, à Paris, au moyen de la formule (9). C'est là le principe des expériences de Borda, dont on trouvera la description dans tous les traités de physique.
CHAPITRE IV
DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL {suite)
Travail d'nne foroe dont le point d'applioation se ment en ligne droite. — Travail élémentaire de la résultante de plusieurs forces. — Théorème des foroes vives. — Applications au pendule simple ; — au mouvement oycloïdal d'un point pesant. — Moment des forces par rapport à un axe. — r Moments des quantités de mouvement. — Lignes géodésiques des surfaces de révolution.
1. Si un point matériel, primitivementao repos, ou doué d*uQ mouvement rectiligne et uniforme, est sollicité par une force constante en grandeur et en direction, on nomme travail de cette force pendant un certain temps le produit du nombre qui mesure la force par le nombre qui mesure le déplacement pendant ce temps. L*unité de travail , communément adoptée, est le kilogrammètre ; c'est le travail efiectué par le poids d'un corps pesant un kilogramme, lorsque ce corps décrit un parcours de i mètre, sous Tinfluence de la pesanteur. Si Ton voulait, au contraire, soulever à i mètre de hauteur un fardeau pesant 1 kilogramme, on exercerait sur ce fardeau une action verticale dirigée de bas en haut, et
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égale à son poids. Si, sans cesser d'exercer cette action, on lui communique une impulsion initiale dirigée de bas en haut, et dont laduréesera aussi faible qu*on voudra, le corps pesant montera, et, quand il sera déplacé de i mètre, on dira que la force exercée sur lui a accompli un travail égal et de signe contraire à celui du poids du corps, savoir i kilogrammètre. On nomme travail élémentaire d'une force agissant dans le sens du déplacement de son point d'application le produit de cette force au temps t par le déplacement du point d'application pendant le temps Â/, qu'on suppose infiniment petit. Le travail total pendant un temps fîni sera la limite vers laquelle tend la somme des travaux élémentaires pendant les intervalles infiniment petits dont la succession constitue cet intervalle fini, si l'on suppose que chacun de ces intervalles tend vers zéro. C'est, en d'autres termes, l'intégrale
fi
où F désigne l'intensité de la force au temps f, où les limites sont les distances du point mobile à un point fixe sur sa trajectoire, au commencement et à la fin de cet intervalle, et où la variable œ désigne la distance du mobile k ce môme point au temps t»
Considérons maintenant un point qui se déplace en ligne droite, sous l'action d'une force dont l'action n'est pas dirigée suivant cette droite; tel serait un anneau G, de dimensions très faibles, entourant une tige rigide rectiligne AB {fig, 15 bis), et sollicité à chaque instant par une force F, dont la direction ne coïncide pas avec celle de la droite AB. Pour évaluer le travail de cette force, on conçoit qu'elle ait été remplacée par
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deux composantes H, G, dont Tune est dirigée suivant la droite AB, Tautre suivant une perpendiculaire à cette droite. On convient de dire que le travail de cette dernière composante est nul, et que le travail de la force F se réduit au travail de sa composante H. Soit F l'expression de la force au temps t^ a l'angle qu'elle fait, à ce moment, avec la direction Â6; lacom-
Fig. 15 biê,
posante H est égale à F cos a et le travail élémentaire, pendant le temps A/, est F cos aAo;, si Ix est le déplacement pendant le temps A/. Mais on peut dire aussi que le produit cos aAâ7 est la projection du déplacement, pendant le temps A<, sur la direction de la force au temps ^, et que le travail élémentaire de la force F est égal au produit des nombres dont Vun mesure la force au temps /, l'autre la projection du déplacement, pendant le temps A^, sur la direction de la force. Quant au travail total pendant un temps uni, il sera égal à
COS acte
cCf^ et X désignant les distances, au début à la fin de cet intervalle, du point matériel mobile, à un point, fixe sur sa trajectoire.
S*il R*agit d'un déplacement curviligne, on substituera à Tare MH^ décrit pendant le temps A^, sa corde MM', et pour évaluer le travail élémentaire de Tune quelconque des forces
qui agissent sur lui, on procédera comme si le déplacement s'était effectué suivant cette corde. Si celle corde fait avec la direction delà force un angle <p, et si Tintensité de la force est F, le travail élémentaire de la force sera Fcos(p. MM', et Ton voit encore que ce produit est égal à Tintensité de la force par la projection du déplacement sur la direction de la force, d*une part, et, d'autre part, au produit du déplacement par la projection de la force sur ce déplacement. Quant au travail total pendant ua intervalle fîni, succession dlntervalles infiniment petits, il est la limite vers laquelle tend la somme des travaux élémentaires pendant ces intervalles, quand leur nombre croît au-delà de toute limite. Pour l'évaluer, on observera que dans Texpression F coscpMM', © a pour limite Tanglea que fait la direction de la force au temps ^, avec la tangente à la trajectoire au point occupé par le mobile au temps l; que Tinfiniment petit MM' est équivalent à la différentielle ds de Tare s parcouru au temps t; de sorte que le travail total pendant un temps fîni est égal à IMntégrale :
rt
cos ads
Sa
5^, 5 étant les valeurs de la variable s qui font connaître la position du mobile au commencement et à la fîn de cet intervalle.
2* Théorème. — Le travail élémentaire de la résultante de plusieurs forces agissant simultanément sur un point matériel pendant un temps infiniment petit est égal à la somme des travaux de ses composantes.
En effet, soient F^, Fj, P3 les composantes, M et M' les positions finale et initiale du mobile concernant le temps A/,
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proj F|, proj Fj, les projections des composantes sur la droite HM'. La somme de leurs travaux élémentaires est égale à
MM' X (proj F, + proj F^ + proj F3 + )
Mais le dernier facteur de ce produit étant égal à la projection de la résultante, le produit lui-môme est égal au travail élémentaire de la résultante. C.Q.F.D.
Il s'ensuit que, pendant un intervalle fini, le travail total de la résultante est égal à la somme des travaux des compo* santés. Si Ton décompose, notamment, la force accélératrice du mouvement curviligne d*un point matériel en trois forces parallèles aux axes de coordonnées, on sait que ces forces
sont égales, à chaque instant, à m -j-j> m -rj^y m -j^- Considérons la première d^entre elles, et projetons le déplacement infiniment polit MM' sur sa direction ; soit a Tangle que fait MM' avec Ox ; le travail élémentaire de celte force est :
m. •^- MM' 008 a. (1)
dx Mais quand £it tend vers zéro, cos» tend vers -7- ; Tinfîni-
ment petit MM' étant équivalent à ds, Tinfiniment petit (4) est
, . , , cPx dx , cPx ,
équivalent km-r^- -r-* ces, ou m -nr oo?, ou encore
dt* ds * dr
d^x dx ,
Donc le travail élémentaire de la force accélératrice est égala
f<Px dx cPy dy _, ^z dz\ , • \dt^' dt + di^ dt "f" rf/«' dt) ^'
et le travail total, pendant rinlervalle qui s*écoule de t^ à ^ est égal à
ou à
Soient v la vitesse au temps /, v^ la vitesse au temps t^. On appelle force vive du mobile au temps t une quantité qui a pour mesure mv^^ et comme à chaque instant
on voit que l'expression (2) est égale à
v^ — vl m— y-*,
d'où Von conclut le théorème suivant :
La somme des travaux des f07'ces qui agissent sur un point matériel pendant un temps fini est égale à la demi' variation de la force vive pendant le même temps,
8. C'est le théorème de la force vive. On en comprendra toute l'importance par les applications auxquelles il donne lieu. Supposons, par exemple, que Tune des forces agissant sur un point matériel soit sans cesse dirigée vers un centre fixe, et proposons-nous d'évaluer son travail élémentaire. Soient le centre d'attraction [fig. 16), M, M', les deux positions du mobile aux lemps /, ^ 4~ ^^ ^^ = ^i ^^' =
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r -|- Ar, MOM' = 6, et soit/' (r) Texpression de la force qui sollicite le mobile vers le point 0. La projection du déplacement MM' sur la direction MO de la force est :
(r -f Ar) cos 6 — r = Ar cos 6 — 2r sin* x»
et cet infiniment petit est équivalent à Ar ; de sorte que le
Fig. 16.
travail élémentaire à Tinslant t est un infiniment petit équivalent à f{r) dr. Le travail de la force considérée est donc :
fhr) dr,
lorsque le mobile passe d'une position dont la distance au point est r^ à une position dont la distance au point estr: de sorte que, si toutes les forces qui agissent sur le mobile sont dirigées vers des centres fixes 0^, Og» O3 ... 0„, et si ces forces sont des fonctions R|, R^, R3 ... R„ des distances r^, r, ...r„du mobile à ces points fixes, la vitesse s*évaluera par la formule
les limites de chacune des intégrales étant les valeurs extrêmes du rayon vecteur correspondant.
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4* Dans le mouvement d'uo projectile pesant dans le vide, la seule force qui agisse sur le projectile est son poids égal à mg\ la projection du déplacement sur la direction delà force est dz (chap. u, § 5), et le travail élémentaire est sans cesse égal- à mgdz. Le travail total de la pesanteur pendant un certain temps est donc mg {z^ — z)^ z^elz désignant les ordonnées du point mobile an commencement et à la fin de ce temps ; z^ — z est, en grandeur et en signe, le déplace* ment effectué dans le sens vertical pendant ce temps; soit h ce déplacement, l'équation des forces vives devient, après la suppression du facteur m,
i?' — t?J = ^hy ou
V = yf^f+W' (3)
Il y a plus. Si un point matériel pesant est mécaniquement assujetti à décrire une trajectoire donnée, il éprouve, de la part de la matière qui constitue la trajectoire, une réaction dont le travail élémentaire est constamment nul : car la projection de cette force sur la corde de Tare décrit pendant le temps A/ est un infiniment petit d*ordre supérieur, puisque, dans l'expression Fcos cp. MM' (§ 2) le facteur cos <p est infiniment petit avec MM'. Donc le travail total de celte force est nul, et la formule (3) subsiste encore. Ainsi, dans le mouvement du pendule simple (chap. ni, § 10), la vitesse au temps <
étant ^--r-» et la distance h étant égale à Z(cosô. — cos ô^),
Téquation des forces vives sera :
l^ \di) =^(cosô — cosôe);
MOUVEMENT GYGLOIDAL
C'est la formule (7) du chapitre précédent.
5. Si un point matériel pesant est matériellement assujetti à décrire une cycloïde AMBA', et qu'il parte, sans vitesse initiale, de la position M qui répond à la valeur u>q du paramètre (i> [Introduction^ § 2), sa vitesse au point P, qui répond à la valeur co de ce paramètre sera égale à
^ 2ga ( cosft) — eus (Dq)
en vertu delà formule (3) et de Téquation y =: a {i — cosa>), établie en supposant que les y positifs sont comptés de haut en bas. D'ailleurs on connaît la relation
ds =z ^ sin- dta
d*où Ton déduit, en vertu de la formule (3) :
, sm- ao)
g y/cos (Dq — cos o)
Proposons-nous de trouver le temps T que le mobile mettra
Fig. 17.
pour descendre du point M au point le plus bas fi de la cy^
cloïde (fig. 17). On aura, par celte dernière formule,
Tt . (I)
8in- ao)
^ i/ wo V COS (Oo
arc C08
La durée de ce mouvement est donc indépendante de cd^, c'est-à-dire de la position initiale M du mobile. C'est ce q^i'on exprime en disant que la courbe est tautochrone.
Fig. 18.
6. Elle est aussi brachislochrone^ c'est-à-dire que, si Ton cherche la trajectoire qu'il faut imposer à un point pesant pour qu'il parcoure, dans le moins de temps possible, Tare qui sépare deux points quelconques, A, B, de sa trajectoire, on trouve une cycloïde. Voici comment on peut, d'après Jean Bernoulli, ramener la solution de ce problème à des termes relativement simples. Considérons une série de droites horizontales, et supposons qu'un point matériel, partant de A {fig, 18),
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soit assujetti à se mouvoir entre les deux premières avec une vitesse donnée, r^, entre la deuxième et la troisième, avec une vitesse donnée Vj» et ainsi de suite. Il y a certainement une ligne brisée AMNPR, dont les sommets sont situés sur les parallèles données, et telle que le mobile partant de A et décrivant cette ligne brisée arrive en B dans un temps minimum. Soient MN, NP deux côtés consécutifs de cette ligne brisée ; t?^, Vp+^ les vitesses suivant MN et NP ; le chemin suivi par le mobile pour arriver de M en P par le chemin MNP est certainement parcouru dans le temps minimum ; sans quoi on pourrait substituer à ce chemin un autre chemin MN'P, qui
abrège le temps total mis pour parvenir de A en B. Or, si Ton désigne par h la distance MI (fig. 18 bis), par A' la distance PQ, par i Tangle MNt que fait MN avec la verticale, par t" Tangle ^NP que fait NP avec la verticale, le temps mis pour aller de M en P est :
Fig. 18 6i«.
Vp COS 1
COS
Or les variables i, i" ont entre elles une relation facile à établir :
En effet, soit IQ = K: on aperçoit immédiatement la relation :
Atgi + A'tgt' = K,
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et quand le point N se meut sur IQ on a constamment :
cos'* ' . cosV ^ '
Mais, pour que l'expression (4j soit minimum, il faut qu'on
ait:
h sin i , h' sin i' d£
Vp cos H ' 1?;,+ 1 cos ^1 dt '
puis, en vertu de la relation (5) :
sin i sin i' sin MN^ sin NPz' r= j ou = j
Vp Vp+^ Vp Vp^^
et ces deux rapports égaux auront toujours la même valeur, quel que soit p. Si maintenant les parallèles données se rapprochent de plus en plus les unes des autres, et que la valeur de V qui correspond à chacune d'elles devienne une fonction donnée de sa distance à une horizontale fixe, prise pour axe des 0?, la ligne brisée deviendra une ligne courbe dont la tan^ gente, en chaque point, fera, avec la verticale, un angle i, satisfaisant k la condition
va ^ '
a désignant une constante. Supposons Taxe des y vertical et dirigé positivement de haut en bas; désignons par v^ la vitesse du point matériel en un point de sa trajectoire, pris pour origine des coordonnées, nous aurons, en chaque point de la courbe :
» = ^^l + 2^y, sin i = -^j
BRAGUISTOGHRONE US
et par conséquent :
adœ = sjvl 4- ^gy ds ou bien :
(«a ^vl- 2gy) dx^ = \^vl + "k/V) dy^ ou encore :
dœ = ±J^:^^^yZay.
y a^^vl--2gy ^
Nous étudierons spécialement celle des deux courbes qui correspond au radical pris avec le signe + ; c'est celle pour laquelle a? et y augmentent simultanément.
Si l'on pose :
et par conséquent :
1 + W on trouve successivement :
dx-=. — — u.d
Ig 1 + «" et, en intégrant par parties :
-'"''=- |(iTi?-*^*>^8«)= Ê ('''•*=^« "- npiî)
soîl :
arctg « = ^'
Cette équation équivaut à celle-ci :
et réquation qui fait connaître y en fonction de u équivaut à :
2^y=a*— V?— û2cos2|=— r J+a^sin» | =— 1??+~ (1— cosco) ou bien :
Les deux équations (7) et (8) définissent une cycloïde, dont le point de rebroussement a pour abscisse â?o,pour ordonnée
— o^ • 1® rayon du cercle générateur est égal à — • Etant
donnés deux points A, B, de la trajectoire, et la vitesse v^ au point A, on conçoit la possibilité de former Téqualion qui détermine a, et par conséquent le rayon du cercle générateur. Après avoir formé Téquation cartésienne delà cycloïde, par Télimination de cd entre (7) et (8), on y remplacera a?, y, successivement, par les coordonnées des deux points donnés. On obtiendra ainsi deux équations entre lesquelles on éliminera x^ ; Téquation résultant de Télimination déterminera a en fonction de v^. Mais la forme de cette équation est trop compliquée pour qu'il soit intéressant d'y insister, et nous préférons, en terminant, appeler Tattention du lecteur sur un certain mode de décomposition du mouvement cyioïdal d'un point pesant. Des équations (7) et (8j, on déduirait, comme dans l'Introduction :
a* = — sm T- diù .
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Mais, en vertu du théorème des forces vives, on aura, à chaque instant :
{îf = "î + ^y'
et, à cause de Téquation (8) :
\dl) =-2^^"-'^'''^)=^^*'' 2'
Par suite :
'ds = a sin — dt,
et :
ou encore :
^- diù = dt
diù 2^
dt a
Si donc, par chaque position du point pesant, on fait passer
Fig. 19.
le cercle générateur, on voit que l'arc AM de ce cercle [fig. 19) est proportionnel au temps employé par le mobile pour venir du point 0, origine de la cycloïde, au point M, pourvu qu^au point la vitesse du mouvement cycloïdal soit nulle, comme
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Texige la formule
dy a^ , dtù -*• = -r- sm (i> -T-»
dt 4g dt
conséquence de la formule (8). D'autre part, la longueur OA, qui est aussi le chemin parcouru par le centre du cercle générateur, est égale à Tare de cercle AM, et Ton en conclut que : Le mouvement cycloîdal d*un point pesant^ posé, sans vitesse initiale^ à Vorigine de la cycloîde, est identique au mouvement d'un point qui décrirait uniformément le cercle générateur^ tandis que le centre de ce cercle se déplacerait avec une vitesse de translation égale à la vitesse du mouvement du point sur le cercle,
7. Pour pouvoir faire une nouvelle application des équations du mouvement d*un point, ilnous faut définir le moment d'une force, d'abord par rapport à un point, puis par rapport à un axe,et étudier quelques-unes des propositions qui s'y rattachent. Le moment d'une force par rapport à un point est leproduitde deux nombres qui mesurent, l'un, l'intensité de la force. Vautre la distance du point à la droite représentative de cette force^ produit affecté du signe-^ ou du signe — , suivant les circonstances que nous allons examiner. Soient F la force [fig. 20) agissant sur le point A, le point considéré, P sa projection sur la droite AF. Supposons qu'un observateur, debout au point 0, sur le plan OAF, regarde dans la direction OP, et que la droite OP représente une tige rigide pouvant tourner autour du point 0, sous l'action d'une force appliquée en P, agissant dans le sens de la force F. Le moment de cette force sera positif si la rotation tend à s'effectuer dans un certain sens ; négatif, si elle tend à s'effectuer dans le sens opposé.
On pourra convenir, par exemple, que les moments positifs correspondent aux rotations dont le sens est celui du mouvement des aiguilles d'une montre ; les moments négatifs, aux rotations dans le sens opposé. Toulefois, dans certaines propositions, nous ferons des conventions pouvant être en désaccord avec celle-là : nous aurons soin de les spéciGer.
Théorème. — Siplusieurs forces, agissant sur un même poinly sont dirigées dans le même plan, la pjg 20.
somme des moments de ces forces
par rapport à un point de ce plan est égale au moment de leur résultante.
Le moment de la force F (/îg. 20) est égal, numériquement,^ à deux fois Taire du triangle OAF, par conséquent au produit du nombre qui mesure OA par le nombre qui mesure la projection de la droite AF sur une droite Oo?, perpendiculaire à OA. D'ailleurM, si plusieurs forces sont appliquées au point A^ toutes celles dont les moments ont le même signe ont leurs projections dirigées dans un même sens, les autres ayant des projections de sens contraire. Choisissons donc, sur Oœ, un sens positif, celui des projections des forces dont le moment est positif ; désignons par proj F/ la projection, avec son signe, de la droite qui représente la force F/, appliquée au point A, en supposant appliquées en ce point les forces F^fFj, F3... F„. La somme de leurs moments sera égale à
OA X (proj F^ 4. proj F^ + + proj F3),
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el, si Ton désigne leur résultante par R, on voit immédiatement que ce produit est égal à
OA X proj R,
c'est-à-dire au moment de la résultante. Dans le cas particulier de deux forces, ce théorème est celui de Varignon.
8. Soient F une force appliquée en un point A, a/ la projection, sur un plan P, de la droite qui la représente. Imaginons une force Gctive appliquée au pointa, et représentée, en grandeur et en direction, par la droite af. Cette force fictive se nommera la projection de F sur le plan P ; et nous appellerons moment de la force F, par rapport à un axe, le moment de sa projfïction sur un plan perpendiculaire à cet axe, par rapport au pied de Taxe sur ce plan. Si $ est la plus courte distance de Taxe à la droite représentative de la force, V l'angle . de l'axe avec la direction de la force, la projection de la force sur le plan sera égale à F sin Y, et son moment à F. S sin V; de sorte que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une force ait un moment nul par rapport à un axe, consiste en ce que Tun des facteurs 8 ou sin V soit nul ; dans les deux cas, Taxe et la force sont situés dans le même plan, et réciproquement.
Si plusieurs forces, non dirigées dans un même plan, sont appliquées en un même point A, et si on les projette sur un même plan P, perpendiculaire à un axe Oœ, leur résultante se projettera suivant la résultante de leurs projections. Le moment de celle-ci, par rapport au pied de Taxe Oo?, sera égal à la somme des moments de ses composantes, par conséquent à la somme des moments des forces données, par rapport à Taxe. Donc : Le moment^ par rapport à un axe.
de la résultante de plusieurs forces appliquées en un même points est égal à la somme des moments de ces forces par rapport à cet aœe.
Ce théorème nous permet de trouver aisément l'expression analytique du moment, par rapport à chacun des axes coordonnés, d'une force dont les projections sur ces axes sont X, Y, Z, et dont le point d*application a pour coordonnées œ, y, z. Décomposons, en effet, cette force en trois forces parallèles à ces axes, et faisons la somme de leurs moments par rapport à Ox, par exemple. Le moment de X est nul, et les moments de Y et de Z sont égaux aux moments, par rapport à l'origine des coordonnées, de deux forces, égales à Y et Z, situées dans le plan des yz, et appliquées en un point dont les coordonnées sont y^z. Pour un observateur placé sur le plan des yzj suivant la partie positive de Taxe des œ, la force Z a pour moment, en grandeur et en signe, yZ, l'autre a pour moment — zY, Donc le moment de la force, par rapport à Taxe des x, est égal à
yZ — zY.
De même, les moments par rapport à Oy, Oz sont égaux à
^X — xZf xY — y\.
9. On appelle quantité de mouvement, au temps^/, d'un point matériel de masse m, doué d'un mouvement dont la vitesse est v, la quantité mv, et l'on imagine qu'elle soit représentée par une droite, dirigée suivant la vitesse du point, et dont la longueur est mesurée par le nombre mv. On définira le moment de la quantité de mouvement par rap* port à un axe, comme le moment d'une force» et l'on recon-
naîtra sans difficulté que les théorèmes du paragraphe précédent sont applicables aux moments des quantités de mouvement, comme aux moments des forces. Il s'ensuit que les moments des quantités de mouvement par rapport aux trois axes s'expriment comme il suit :
dz dy dx dz dy dœ
y-jt-'^ti' 'Tt~"'ic ""dt-y-dt'
Soient donc X4, Y|, Zp Xj, Y^, Zj, etc., les projections, sur les trois axes, des forces auxquelles le point matériel est soumis. Ecrivons les équations du mouvement sous la forme :
Multiplions les deux membres de la deuxième par z^ de la troisième par — y, et ajoutons les équations obtenues membr» à membre. Nous trouvons :
ou
iHilzil)]_
^^ =S(^Y,-yZ,), (®)
résultat qu'on peut énoncer comme il suit : La dérivée^ par rapport au temps^ du moment de la quantité de mouvement d'un point matériel soumis à diverses forces^ est égale à la
êomme des moments de ces forces, tous les moments étant pris par rapport à un même àxe,
10. Par exemple, dans le mouvement du pendule simple, le point matériel est soumis à deux forces. Tune verticale, l'autre passant par le point d'attache du fil. Si Ton prend pour axe des z la perpendiculaire menée de ce point au plan vertical dans lequel s'effectue le mouvement, avec les notations antérieurement adoptées, la force verticale a pour moment, par rapport à cet axe, m^l sin 9; et la quantité de mouvement
est égale k ml ~ Son moment est m P -j- De là féquation,
antérieurement établie :
Z^— ^sm0 = o.
11. Mais le théorème qui précède prend une forme parti« cullèrement remarquable dans le cas où toutes les forces rencontrent un axe fixe ou lui sont parallèles. Prenons cet axe pour axe des z\ les moments de toutes les forces par rapport à cet axe étant nuls, l'équation (9) se transformera comme il suit :
MHlIzi^-
dt ='''
et l'on en déduira :
dy dco ^
G désignant une constante. Puis, en adoptant les coordonnées polaires
a? = r cos 0, y = r sin 0,
on trouvera :
r^dO z= Cdi.
Alors : Le rayon vecteur de la projection du point mobile, sur un plan perpendiculaire à Vaxe^ décrit des aires égales dans des temps égauœ.
12. Si un point matériel est mécaniquement assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, on admet, comme donnée expérimentale, que le fait de Tassujettir à se mouvoir sur cette surface, équivaut à le soumettre à une force constamment normale à la surface, mais dont Tintensité peut d*ailleurs varier avec les conditions du mouvement. Dans le cas particulier où cette force est la seule qui agisse sur le point matériel, ce sera la force accélératrice du mouvement du point ; elle sera sans cesse située dans le plan osculateur de la trajectoire. Celle-ci sera donc une courbe dont le plan osculateur est sans cesse normal à la surface, et Ton démontre qu'une telle ligne est déterminée quand on connaît deux de ses points. Ces lignes se nomment les lignes géodésiques de la surface. Nous nous bornerons au cas d'une surface de révolution. Prenant l'axe de révolution pour axe des ^, nous constaterons que la seule force à laquelle le point soit soumis rencontre cet axe, et que, par conséquent, les coordonnées polaires, r et 6, de la projection du mobile sur le plan desa?y, vérifient l'équation déjà établie
rdB = Cdt. (10)
D'ailleurs, le carré de la vitesse étant
(dxy fdyy /d£s
\dtj '^\dt) '^\dt,i
s*exprime comme il suit en fonction des coordonnées polaires et de z
et comme le travail de la force, constamment normale à la trajectoire, est constamment nul, la vitesse est égale à une constante ^0, en vertu du théorème des forces vives. 11 s'ensuit que
(f )• + (I)' + (fO' = <■
D'ailleurs, Téquation de la surface est de la forme
Donc celte dernière équalion peut être remplacée par celle-ci :
et Ton trouve, en vertu de Téquation (10)
r^c^e» J^[iJ^f [rf) dr^ = ^ rfô^
en posant :
Va
On en déduit :
et comme, en choisissant convenablement le sens positif de Taxe des a>y on peut supposer affecté de tel signe qu'on veut, on trouvera
G'esl l'équation générale des projections des lignes géodesiques de la surface sur le plan des ofy. On conçoit qu'oa puisse disposer de r^ et de d^ de telle sorte que la courbe ainsi définie passe par un point pris à volonté dans le plan, et que, l'intégration faite, on puisse disposer de a de telle sorte qu'elle passe pour un second point r^, 0^, également donné : de sorte qu*unc ligne géodésique est déterminée quand on connaît deux de ses points.
18. Par exemple, si la surface est un cône, on aura f (r) = Kr, et Téqualion ci-dessus deviendra :
r /**• adr
= — \/i 4- K* (arc sin arc sin — V
Soit:
, ^ + arc sm — = a, V^i + K^ ^ '•o
équation générale, en termes finis, des courbes cherchées
sera
sin (a — . 1
\ \/l + KV
et cette équation représentera des courbes algébriques, si la tangente K du demi-angle d'ouverture remplit la condition
Pj q désignant des nombres entiers.
NOTE
Sar les tantochrones
Soit une courbe ÀMB {/fg, 17) présentant un point B où la tangente est horizontale. Si un point matériel, abandonné à lui-même, posé en un point de cette courbe, et assujetti à la décrire, arrive toujours au point B dans le môme temps, quelle que soit sa position initiale, nous dirons que la courbe est lautochrone.
Prenons pour axe des Z une verticale dirigée positivement de haut en bas, et supposons les axes des coordonnées rectangulaires. Soient Z^ l*ordonnée z du point B, Z l'ordonnée du point de départ du mobile, z son ordonnée au temps t; en vertu de la formule :
résultant du théorème des forces vives, nous aurons, en appelant T le temps de la chute de M en B :
ds
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S désignant Tare BM, compté à partir de B. Le problème consiste à trouver, entre «et Zyune relation telle que cette intégrale soit indépendante de S ; cette relation établie, nous aurons trouvé une înQnité de courbes tautochroncs gauches qui, toutes, se développeront suivant la m^me courbe plane sur un plan tangent au cylindre dont chacune d'elles est la directrice. et dont les génératrices sont verticales. Il suffit donc de traiter le problème dans le cas où la tautochrone est plane. Soit jt = f [s) la relation cherchée. A un facteur constant près, rintégrale proposée est :
ds
Vr {S} - r (S)
Transformons celte intégrale en posant s = uS ; elle devient :
%du
,V/-(uS)-/-(S)
et nous avons à déterminer/ [s) de telle sorte que sa dérivée par rapport à S soit nulle. Or cette dérivée est égale à :
2 \r jus) - rm - s \ur- («s) - r (s)i ^^^ 2 ir («S) - r (S)] ^
OU, en revenant & la variable s :
A [/•(«•) - r (S)] - sr (s) + sf (S) ^^^
OU encore :
A/- M - 3f (s) - [y (S) - s/-' (syi ^
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Mais cette intégrale ne peut être nulle que si la fonction sous le signe d'intégration est nulle quel que soit S ; sans cela, on pourrait choisir S pour que le numérateur et le dénominaleur conservent Tun et l'autre le même signe quand « varie de zéro à S. Donc on doit avoir :
2/^W-*rW=2/-(S)-S/'(S),
et cela ne peut avoir lieu que si les deux membres de l'égalité sont constants. Soit a la valeur commune à ces deux, membres, on doit avoir :
ou bien :
ou encore
2z — 5 —- = a, as
Z CL
ou :
h désignant une nouvelle constante; et, d'après les conditions initiales, on aura :
Si donc on prend le point B pour origine des coordonnées, on trouvera :
-, ^ I z , dz
z = w^, — « = i/ -j — as = — ;=>
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et s*il s'agit, comme nous le supposons, de la tautochrone plane :
Aùz oa :
c2a? = \ / clz.
Soil encore :
46 = -1 puis : z = csin^op,
nous trouvons :
dx = 2ccos*(pti?(p
â? = c U -f- - sln2<pj + a?o.
Or ^ et (|p sont nulles simultanément; œ devant être nulle avec z et, par suite, avec <p, on doit avoir û?^ = o ; enfin, si
l'on pose ^ = -T) on trouve les équations :
a? = 2 (o) + 8inu>), ^ = 5 (1 — costo)),
qui définissent une cycloïde à base horizontale, rapportée à son sommet.
CHAPITRE PREMIER
Composition des forces conoonrantes. — Équilibre d-nn tel système de forces. — Composition des forces parallèles. •^ Centre des forces parallèles. — Théorème des moments . par rapport à nn plan.
1. La partie de la Mécanique appelée Statique a pour but de rechercher les conditions d'équilibre d'un système de forces agissant sur un système de points matériels. Le seul système que nous considérerons est celui que nous avons appelé corps solide, et que nous regardons comme formé de points matériels invariablement liés les uns aux autres, quelques forces que Ton fasse agir sur eux. 11 en résulte que deux forces, égales et directement opposées, agissant sur deux points d*un même solide, se font équilibre. Car, s'il en était autrement, chacun des deux points se déplacerait dans la direction de la force qui agit sur lui ; les deux points se rapprocheraient ou s'éloigneraient Tun de l'autre, et le solide
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' subirait une déformation contraire à Tide'e que nous nous faisons du corps solide.
Théorème. — Une force ^ appliquée en un point d'un corps solide, produit le même effet qu'une autre force de même grandeur^ de même sens et de même direction, appliquée en un point du solide qui fait partie de la droite représentative de la force. En effet, soit F une force {fig. 21) agissant en un point A du solide S. Nous admettons que l'état du corps ne change pas si Ton applique en un point B, remplissant les con-
Pig. 21.
ditions énoncées, deux forces égales et directement opposées, F', F'', dont l'une, F", est égale et directement opposée à F. Mais les deux forces F^, F se faisant équilibre, comme il vient d'être dit, on peut les supprimer sans changer l'état du corps, et celui-ci se meut comme s*il était soumis à la seule force F', ce qui démontre l'énoncé.
Il s'ensuit que, si l'on applique en deux points d'un même solide deux forces agissant l'une et l'autre suivant la droite qui joint ces deux points, on peut, sans changer l'état du corps, remplacer l'une d'elles par une autre force qui lui soit égale en grandeur, direction et sens, et qui soit appliquée au point d'application de l'autre force.
On peut, dès maintenant, pressentir que l'action simultanée de ces deux forces sera identique à l'action d'une seule force appliquée en ce point: cela résultera clairement du
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théorème du polygone des forces, que nous allons exposer.
2. Si, parmi les points d'un corps solide, il en est un, et un seul, qui soit soumis à des forces agissant dans des directions diverses, on conçoit que, sous l'action de ces forces, le point se mette en mouvement, entraînant tout le solide avec lui ; et Ton conçoit aussi que ce mouvement soit identique à celui qui serait produit par une force unique agissant sur le point matériel. La seule difficulté consiste à savoir si ce mouvement, et, partant, la force qui est censée le produire, est le même que si le point matériel était isolé de tout le reste du solide. Pour lever cette difficulté, imaginons qu*on applique au point matériel une force égale et contraire à la force unique que nous cherchons, de telle sorte que, sous l'action de cette force et de celles auxquelles il est réellement soumis, ce point reste en équilibre. On conçoit que parla même le solide tout entier reste en équilibre, et que chacun de ses points, notamment celui qui nous intéresse, puisse être regardé comme un point isolé, à l'état d'équilibre. Si donc il était primitivement en repos^ il reste en repos, et s'il est en mouvement, ce mouvement sera désormais rectiligne et uniforme, en vertu du principe de l'inertie. Dans tous les cas, les dérivées secondes de ses coordonnées par rapport au temps, seront nulles ; et si l'on appelieX, Y, Z, les projections de la force cherchée surtroisaxes fixes, Ox, Oy, 0-3-, X|, Y,, Z,, X^, Yj, Z,..., les projections sur les mêmes axes, des forces auxquelles le point est soumis, les équations du mouvement (1^® partie, chap. m, § 8) deviendront:
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Il s'ensuit que la force cherchée a pour projections, sur chacun des trois axes, la somme des projections sur cet axe de toutes les forces données, et que la droite représentant la force unique^ propre à produire le mouvement du points est représentée par la résultante de la ligne brisée dont les côtés sont égaux et parallèles aux droites représentatives des forces données.
Cette force unique se nomme la rc'sultante des forces données; son eflet est identique à celui de tout autre système de forces représentées par des droites égales et parallèles aux côtés d'une ligne brisée ayant pour résultante la droite représentative de cette force.
8. De là résultent les conditions d'équilibre d*un système de forces appliquées en un point d'un corps. Pour qu'un tel système de forces soit en équilibre, il faut et il suffit que le polygone, ayant pour côlés les droites représentatives de ces forces, soit fermé. Ceci exige que la somme des projections de toutes ces forces sur toute droite de l'espace, et notamment sur trois axes rectangulaires Oa?, Oy, 0^, soit nulle. Réciproquement, si la somme des projections des forces sur chacun de ces trois axes est nulle, le polygone des forces sera fermé, et le système sera en équilibre. En eiïet, si la résultante n'est pas nulle, elle sera rectangulaire avec Ox et avec Oy, puisque sa projection sur chacun de ces deux axes est nulle. Mais alors elle sera parallèle à 0^,etsa projection sur 0^ ne pourra pas être nulle.
4. J'arrive maintenant à la composition des forces parallèles, appliquées en divers points d'un même solide. Il s'agit d'établir que, sauf en un cas exceptionnel, un système de
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forces parallèles, appliquées en divers points d'un même solide, a le même effet qu'une force unique, parallèle à leur direction, et égale à leur somme algébrique, si l'on considère comme positives celles qui sont dirigées dans un sens, comme né.^atives celles qui sont dirigées en sens contraire. Nous commencerons par étudier un système formé uniquement de deux forces parallèles et de même sens. La force unique, apte à produire le même effet que le système tout entier, se nommera la résultante des forces du système.
Théorème. — Un système de deux forces^ parallèles et de même sens, agissaiit en deuœ points d'un même solide, a une résultante égale à la somme de ces deux forces, parallèle à leur direction, agissant dans le même sens, et dont le point d'application partage la distance des points d'application des deux composantes en deux segments additifs dont le rapport est égal au rapport inverse des deux forces adjacentes.
En effet, soient F, F, les deux forces, appliquées aux deux points A, B du solide [fig, 22). Nous ne changerons pas son état en appliquant en A, B deux forces f, f égales et directement opposées. Mais les deux forces F, f, appliquées en A,
peuvent être remplacées par une force unique R, représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces. Les deux forces F', /', appliquées en B, peuvent être remplacées par une force unique S appliquée en B et représentée également par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux composantes. Les droites représentatives des deux forces R, S sont situées dans le plan qui contient les deux parallèles AF, BF', et se coupent en un point C, qu'on peut supposer invariablement lié au solide. On peut donc les remplacer, l'une par une force R' qui lui soit égale, en gran-
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deur, direction et sens, et qui soit appliquée en C, Tautre par une forces', égale à S, en grandeur, direction et sens. Mais la force R' se décompose en deux forces Ç, H, égales et paral-
Fig. 22.
lëles aux deux forces /*, F ; la force S' se décompose en deux forces C^ G 9 égales et parallèles aux deux forces/', F'; les deux forces (, (', égales et directement opposées, peuvent être
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supprimées sans changer rétatdu corps : donc Teffet des deux forces F, P' est identique à l'effet que produiraient les deux forces G, H, agissant simultanément sur le point G, dans la direction commune aux deux forces données. Gelles-ci se composent en une force unique, égale à leur somme, dirigée suivant leur ligne d'action commune, et pouvant, à son tour, être remplacée par une force unique, appliquée au point K, où cette ligne rencontre la droite AB. Il nous reste à démontrer la proportion :
AK_F KB"" f'
Or la similitude des deux triangles GAK, ARF donne :
AK__CK RF " BF
De môme, en comparant les deux triangles GKB, BF'S, on trouve :
KB__ CK F'S ~ AF''
puis, en divisant membre à membre ces deux proportions, et observant que RF =s= P'S, on trouve encore :
ak_bf;
KB "" AF'
€t, par conséquent :
ak_f;
KB"~ f'
puisque les forces sont entre elles comme les longueurs qui les représentent.
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Le théorème est donc démontré, en ce qui concerne deux forces parallèles de même sens. S'il s*agit de deux forces parallèles, inégales et de sens contraire, le résultat diffère du précédent, en ce que : i° le point d'application de la résultante divise la droite qui joint les points d'application des composantes en deux segments soustractifs dont le rapport est le rapport inverse des deux forces adjacentes; 2** la résultante, parallèle à la direction commune des deux forces, est numériquement égale à leur différence, et dirigée dans le sens de la plus grande : en un mot, elle est égale à leur somme algébrique. En effet, soient A, B les points d'application des composantes {fig. 23); F, F' leurs intensités, et soit F > F. Soit aussi C le point situé sur le prolongement de AB, de telle sorte qu'on ait :
Kig. 23.
CB
ou bien :
CA
AB F — F
Au point C appliquons deux forces égales et directement opposées, parallèles aux deux forces données, et soit F — F'= R leur intensité. L'une de ces deux forces est dirigée en sens
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contraire de F. Si on la compose avec F, elle a une résultante appliquée en A, à cause de régalilé (i), égale et directement opposée à F. Car son intensité est R + F', ou P. Donc, la force F, appliquée en B, la force F — F' appliquée en C dans le sens de F', et la force F appliquée en A, se font équilibre. On ne change pas Tétai du corps en supprimant ces trois forces, et l'action des deux forces données est, comme nous nous proposions de le démontrer, identique à celle de la force F — F' de même sens que F, appliquée en G.
Mais on observera que cette démonstration tombe en
défaut, au cas où les deux forces F, F' ont la même intensité. En effet il est impossible, en pareil cas, de déterminer le point G.
Les deux forces F, F, parallèles, égales et de sens contraire, forment ce qu'on appelle un couple. Nous développerons, ultérieurement, les propriétés d'un tel système de forces. Démontrons, pour le moment, qu*un couple n*a pas de résultante. A cet effet, considérons le couple formé des deux forces F, F, égales et directement opposées, appliquées en AetB(/f^.24),etsoit01e«milieudeladroiteAB. Si le couple avait une résultante R^ appliquée par exemple en C, le rai-
FJg. 24.
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sonnement qui eût fait connaître cette résultante aurait montré Texlstencc d*une autre résultante R', représentée par la droite C'R', symétrique de CR par rapport au point 0. Car ce point est un centre de symétrie de la figure formée par les droites AF, BF'. Mais on pourrait faire équilibre à la force H, par suite aux deux forces F, F', par suite, aussi, à la force R', en appliquant au point C une force R'^ égale et directement opposée à R. Ainsi les deux forces R', R", parallèles et de même sens, se feraient équilibre, ce qui est impossible.
6. Revenons maintenant au cas d*un système de plusieurs forces, parallèles, appliquées en divers points d'un corps, et proposons-nous de trouver la résultante de ce système, si toutefois il a une résultante. A cet effet composons les deux premières forces données, puis leur résultante avec la troisième, puis la nouvelle résultante avec la quatrième, et ainsi de suiie. Nous trouverons, finalement^ une résultante égale à la somme algébrique des forces données, et nous allons chercher à déterminer les coordonnées de son point d'application. Soiento;, y, ^, a?, , y^ , z, , les coordonnées des points d'application A, B, des deux forces donnéesF,F ,eta?, y, les coordonnées du point d'application K de leur résultante [fig, 2â). Si l'on projette les points A, B, K sur Taxe des y, en a, ô, k, on trouve la relation
^_BK_ F Ac "" KG "^ F'
qui se transforme comme il suit :
D'où :
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(F +P'ja? = a?,F-fa?aF',
da moins si les deux forces sont de même sens. Si elles sont de sens contraire, on considérera l'une d'elles comme positive, Tautre comme négative, et Ton trouvera (fig, 23):
proj CA C A proj GB "" GB ""
les projections étant faites sur Taxe Oo;. On en déduira
X Xm
et aussi :
a? (F -f F') = x^¥ + xjP'.
L'équation (2) est donc vraie dans tous les cas. Soit F' une troisième force donnée, x^ l'ordonnée x de son point d*application^o?' l'ordonnée x du point d'application de la résultante des trois forces F, F', F'. En appliquant la même loi, on trouve :
par conséquent :
a:' (F J^ V + F^) = x^¥ + xJP' + a^jF ,
et ainsi de suite. En général, si les forces données sont F|, F], Fj... Fni et si les ordonnées x de leurs points d'applications sont a?^ , 0?,, 073... a?n, on établira ainsi, de proche en proche, l'équation
X désignant l'ordonnée x du point d'application de la résuU tante.
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De même, en appelant y ei z ses deux autres coordonnées, Vh^y^^^Vn les ordonnées y\ z^^ z^,., z^ les ordonnées z des points d'application des forces données, on trouverait
y (F, + F, + F34.... + F„) = y,Y, +y,Fo + ... +y„P„ (4)
et :
^ (F^ + Fa + F3 + ... + F„) = z,Y, + ^,F, + ... + z^Vn. (3)
On nomme centre d*un système de forces parallèles le point d'application de leur résultante, construit comme nous Tavons fait,, c'est-à-dire en supposant que, dans chacune des compositions partielles, on applique la résultante trouvée au point où elle coupe la droite qui joint les points d'application des composantes. Les équations (3), (4] et (5) font connaître les coordonnées de ce point, chaque fois que la somme
F| 4- Fj + F3 ...
n'est pas nulle. Elles montrent en outre les deux propriétés suivantes, faciles d'ailleurs à prévoir : i^ Le centre cTun système de forces parallèles^ est indépendant de tordre dans lequel on les compose. Car les sommes
Fj + F, -}-... + F,, x^ F^ + 0?, Fj -f ... + x„ F„, etc.
sont indépendantes de cet ordre ; â® Le centre dCun système de forces parallèles ne varie pas si^ ces forces étant toujours appliquées auœ mêmes points^ on fait varier leur direction commune et leurs intensités ^ sans faire varier les rapports mutuels de ces intensités. En effet, les équations (3), (4) et (5) sont vraies quels que soient les angles que les forces considérées font avec les axes de coordonnées, et de plus elles subsistent si Ton y remplace F|, Fj...P,„ par KF,, KF,...KPm.
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7. De ces équations on déduit aussi le théorème des moments par rapport à un plan. On nomme moment d'une force par rapport à un plan le produit de Tintensité de la force par la distance de son point d'application au plan, produit affecté d'un signe défini comme il suit : On considère comme positives les distances, au plan, de tous les points de l'espace situés d'un môme côté de ce plan ; comme négatives les distances des points situés de Taulre côté; et s'il s'agit, comme dans le
cas actuel, d'un système de forces parallèles, on considère comme positives, celles qui agissent dans un sens; comme négatives celles qui agissent dans le sens opposé. Le moment de la force est alors le produit de deux facteurs ayant chacun un signe, et le signe du produit est fixé par la règle conventionnelle des signes adoptée en algèbre. Si l'on prend un plan donné P pour plan des yz, et si Ton considère comme positives les distances à ce plan des points situés du même côté que la partie positive de l'axe des a?, le moment, par rapport à ce plan, d'une force égale, en grandeur et en signe à F/, appliquée au point a?/, y^, xr„ sera Xi F/; et l'équation (4) est là traduction analytique du théorème des moments par rapport à un plan, théorème qu'on énonce comme il suit :
La somme des moments d*un système de forces parallèles, par rapport à un plan, est égale au moment de leur résultante par rapport à ce plan.
Cette proposition est fondamentale dans la recherche dcs. centres de gravité, qui va nous occuper dans les chapitres^ suivants.
CHAPITRE II
Centres de gravité des volumes, des snrfaoes et des lignes. Principe de symétrie. — Applications
1. Rappelons d*abord ce que nous avons dit sur les corps solides pesants. Un tel corps est formé d'une infinité de points matériels dont chacun est soumis à Taction d'une force dirigée verticalement de haut en bas: cette force est le poids du point matériel, et chacun de ces points abandonnés à lui-même se meut d'un mouvement uniformément varié; l'accélération de tous ces mouvements est la même en un même lieu de la terre, quel que soit le point matériel dont il s'agit. Telle est la conclusion qui résulte des expériences enseignées en physique sur la chute des corps pesants. Soient p le poids d'un point matériel, m sa masse, g l'accélération du mouvement qu'il prend sous Taction de la pesanteur; on connaît la relation p = mg, La résultante des poids des points matériels qui composent un corps est une force égale à la somme de ces poids ; onl'ap* pelle le poids du corps ; et, si Ton nomme M la masse totale du
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corps, P 8on poids, on aura :
P = 23p = gJlm = M^.
Les sommes 2 s'étendent à tous les points matériels qui composent le corps.
Les poids des points matériels qui composent un corps constituent un système de forces parallèles, et ce système a un centre : c'est le centre de gravité du corps. La position du centre de gravité par rapport au corps ne dépend pas de la position que le corps occupe dans l'espace : car, si on déplace le corps en lui imprimant le mouvement le plus général possible, un observateur participant à ce mouvement verra changnr la direction des forces qui agissent sur les divers points du corps, mais nullement leurs points d'application, et, déplus, leurs intensités ne changeront pas. Donc, aux yeux de cet observateur, le centre du système des forces parallèles, ou centre de gravité du corps, n'aura pas changé.
2. Considérons deux surfaces. S, S', aussi voisines qu'on voudra l'une de l'autre. Sur la surface S traçons un contour fermé C, et tout le long de ce contour menons des normales à S; elles détachent sur S' un contour fermé G', et le corps limité d'une part par les surfaces S, S', d'autre part par la surface lieu des normales à S le long du contour C, est un corps solide de dimensions fînies. Supposons-le pesant, il aura un centre de gravité G, et, si les deux surfaces S, S' tendent à se confondre l'une avec l'autre, ce centre tendra vers une position limite, qu*on nomme le centre de gravité de la portion de surface S, limitée par le contour C. Si maintenant on considère un volume ALBL' {/îg. 25), dont deux
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dimensions tendent vers zéro, par exemple un tube infîniment mince, le volume de ce tube a un centre de gravité: mais les deux dimensions dont il s'agit étant infiniment petites, letube a pour limite une ligne; son centre de gravité tend vers une position limite, qu'on nomme le centre de gravité de celte ligne.
Dans tout ce qui va suivre, les corps dont nous chercberons les centres de gravité seront supposés homogènes, c'est-àdire ayant des poids proportionnels à leurs volumes, elles
Flg. 25.
équations (3), (4), (5) du chapitre précédent nous permettront de déterminer ce point. En effet, soient m,, mj... les masses des points matériels qui composent un tel corps; p^, p^ ./. leurs poids, de telle sorte que Pi = miÇ. L'équation (3), après la suppression du facteur g^ deviendra
œ'Slmi = 'EfUiXi,
et si l'on appelle 8 la densité du corps, c'est-à-dire son poids sous l'unité de volume, Vt le volume d'un élément de masse nii, contenant le point a?/, j/i, ^/, de telle sorte que nit = 8t?/, nous trouverons, après avoir supprimé le facteur 8
V.a? = J:xiVi
V désignant le volume total du corps. De même, les équations (4) et (5) deviendront
Vy = Sj//»/, \z = JlZiVi, (J)
et nous apprendrons à faire usage deces équations pour déter*
miner a?, y, z. S'il s'agit de déterminer le centre de gravité d'une surface S, limitée par un contour fermé, nous supposerons qu^en chaque point de celte surface on lui ait mené une normale, que sur chacune de ces normales on ait compté, à partir de son pied, une longueur constante K, et la surface S' sera le lieu des extrémités de c«^8 longueurs. Divisons
la surface S en éléments infiniment petits, et soit cr l'un d'eux. Les normales à S, tout le long du contour de cet élément, découpent sur S' un contour entourant un élément a', et la portion du volume comprise entre 9, 9' et la surface lieu des normales tout le long du contour de 9, est un infiniment petit équivalent à Ka. Dans les équations ci-dessus, on peut remplacer Y par K2(T, la somme £ s'étendant à toute la surface S. On peut aussi remplacer t?/par Ko,, (T/ étant Taire de l'élément qui sert de base au volume v/. Après la suppression du facteur K, ces équations deviendront :
Sa? = Sa?t(T/ S.y = Sy/(T/
S désignant Taire totale. Si nous appelons moment d*une surface infiniment petite par rapport à un plan le produit de cette surface par la distance à ce plan, d'un point intérieur à cette surface, et moment d'une surface, de grandeur finie, le produit de cette surface par la distance de son centre de gravité à ce plan, les équations ci-dessus expriment la propriété suivante : Le moment dune surface^ par rapport à un plan^ est la limite vers laquelle tend la somme des moments de ses éléments, lorsque chacun de ces éléments est de plus en plus petit.
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8. Avant d*arriver aux centres de gravité des lignes, observons que tout solide homogène ayant un centre de figure admet ce centre pour centre de gravité. Car à tout élément de ce solide correspond un élément symétrique par rapport au centre de figure. Ces deux éléments, ayant le même volume, ont des poids égaux, appliqués en deux points symétriques par rapport au centre de figure ; la résultante de ces poids est donc appliquée au centre de symétrie, et il en est de même pour tout autre couple d'éléments symétriques. Un cylindre droit, à base circulaire, par exemple, a pour centre de gravité le milieu de sa hauteur. Cela posé, considéions un cercle de rayon constant, aussi petit que nous voudrons, dont le plan est sans cesse normal à la courbe donnée, et dont le centre se meut sur cette courbe. Ce cercle engendre un solide ayant un centre de gravité, dont la position limite est le centre de gravité de notre ligne. L*élément de ce solide, limité par deux cercles dont les plans sont aussi voisins qu'on veut, peut être assimilé à un cylindre droit, dont le centre de gravité est au milieu de Tare. Soient a?/, y/, Zi les coordonnées de ce point milieu, S/ la longueur de Tare, 9 Taire du cercle. Le volume du solide est un infiniment petit équivalent à «/9, et les équations (1), (2) du paragraphe [précédent donnent, pour déterminer les coordonnées x^ y, ^, du centre de gravité, après la suppression du facteur 9 :
La? = Sa?,*/
Ly = Y^yni (2)
L désignant la longueur totale de Tare. Appelons encore moment d'un arc par rapporta un plan le produit de sa longueur
par la distance de son centre de gravité à ce plan, nous en concluons le théorème suivant : Le moment dCun arc par rapport à un plan est la limite vers laquelle tend la somme des moments de ses éléments quand chacun d'eux est de plus en plus petit,
4. Ainsi le théorème des moments nous fournira souvent le moyen de déterminer le centre de gravité d*un solide, volume, ligne ou surface. Nous nous servirons aussi, bien souvent, du principe de symétrie, que nous allons énoncer. Nous dirons qu'un corps a un plan diamétral si ses points se correspondent deux à deux de telle sorte que la droite qui joint deux points correspondants soit parallèle à une direction fixe et soit divisée par ce plan en deux parties égales. Si un corps homogène a un plan diamétral, son centre de gravité est dans ce plan, car deux éléments qui se correspondent, d'après la loi que nous venons d'énoncer, ont le même poids, et Ton peut admettre que ces poids sont appliqués en deux points correspondants faisant partie des deux éléments, de telle sorte que le point d'application de la résultante est dans le plan diamétral. Il s'ensuit que, si un corps homogène a deux plans diamétraux, son centre de gravité est sur la ligne commune à ces deux plans; et, s'il a trois plans diamétraux ayant un seul point commun, le centre de gravité est en ce point.
On dit qu*une figure plane a une ligne diamétrale si, à chaque point de cette surface, correspond un second point tel que la droite qui joint ces deux points soit parallèle à une direction fixe, et divisée par cette ligne en deux parties égales. Si une surface plane a une ligne droite diamétrale, son centre de gravité est sur cette ligne, pour
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une raison analogue à celle que nous avons donnée concernant les plans diamétraux ; et si la surface a deux lignes droites diamétrales, son centre de gravité est à l'intersection de ces deux lignes. C'est ainsi que le centre de gravité de la surface d'un triangle est au point de rencontre des médianes, chaque médiane étant une ligne diamétrale, relativement à la direction du côté correspondant. Mais, si une ligne plane aune droite diamétrale, il ne faut pas en conclure que son centre de gravité soit sur celte ligne. Soit, par exemple, un triangle ABC {fig, 26). Son périmètre admet pour ligne diamétrale la médiane AM, mais le centre de gravité du périmètre n'est pas sur cette ligne, parce que les deux éléments infiniment petits crf, c'û?', détachés
sur le périmètre par deux droites infiniment voisines, parallèles à BC, n'ont pas la même longueur. Néanmoins le centre de gravité de la ligne considérée sera sur la ligne diamétrale, si celle-ci est perpendiculaire à la direction qui lui correspond.
5. Dans les applications qui vont suivre, nous chercherons d'abord les centres de gravité de certaines lignes, puis de certaines surfaces, puis enfin de certains volumes.
Centre de gravité du périmètre d'un triangle. — Il
est au point de concours des bissectrices des angles intérieurs du triangle ayant pour sommets les milieux des côtés du triangle donné. Soient en effet ABC [fig, 27) le triangle donné, M, N, P les milieux de ses côtés. Le problème revient évidem-
iSÎ
ment à composer trois forces parallèles, appliquées en M, N, P, proportionnelles aux trois côtés du triangle. Mais la résultante des deux forces appliquées en N, P, est, elle-même, appliquée
en un point I, situé sur PN et déterminé par la proportion :
IP_AC IP^MP
MI est donc la bissectrice de Tangle PMN, et le centre de gravité G du périmètre du triangle se trouve sur cette bissectrice. De même, il est sur la bissectrice deTun quelconque des deux autres angles du triangle MPN : il est donc au point de concours de ces bissectrices.
Centre de gravité d'un arc de cercle. — Il est évidemrnent sur le rayon qui aboutit au milieu de Tare, car ce
rayon est un axe de symétrie orthogonale de la figure. Soient 01 ce rayon {fig. 28), l la longueur de l'arc, œ la distance de son
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centre de gravité au point 0. Par rapport à un plan mené par le point perpendiculairement à 01, le moment de l'arc esilœ. SoitOx rintersection de ce pian avec le plan de la figure ; inscrivons dans l'arc une ligne brisée régulière ACDIËFB, cherchons la somme des moments de ses côtés, puis la limite vers laquelle tend cette somme, truand le nombre des côtés est de plus en plus grand. Soient EF l'un d'eux, P son milieu, Q la projection du point P sur Ox ; le moment du côté EF sera égal à EF X PQ Mais, si Ton mène FR parallèle à Oo?, ER parallèle à 01, on constate que les deux triangles OPQ, ËRF sont semblables, d'où Ton déduit la proportion
EF X PQ = RF X OP
La somme des moments des côtés de la ligne brisée est donc:
OPxSRF = OPxAB
et le moment de l'arc est égal à :
AB X lim OP = AB X OA.
Donc
et:
te = OA X AB,
AB œz=:OkX —
Donc la dislance 06 du centre de gravité au centre de tare est au rayon comme la corde est à Varc,
GBNTRES DE GRAVITÉ
Flg. 29.
Centre de gravité d'un aro d'hélice. — Soient AB lare d'hélice, ab Tare de la section droite du cylindre [fig. 29) qui partage Tare d'hélice en deux arcs égaux AG, GB, et soient sur l'hélice deux arcs élémentaires mn, mV tels que l'on ait Cm = Cm\ Cn = Cn. Les deux arcs mn^ m'vk ont même longueur, et puisque leurs milieux sont à la même distance du
planaG6, leurs moments par rapport à ce plan sont égaux et de signe contraire. Donc la somme des moments, par rapport à ce plan, de tous les arcs élémentaires dans lesquels on peut partager l'arc d'hélice, est nulle, et le centre de gravité de l'arc d'hélice est dans ce plan. Je dis qu'il coïncide avec le centre de gravité de l'arc de cercle aG5. En efTet, on peut supposer les génératrices du cylindre verticales, et remplacer le poids de chacun des arcs élémentaires par une force égale, appliquée au point où elle vient rencontrer le plan aÇJb, Hais, pour l'arc mn, par exemple, on trouvera le milieu de l'arc de cercle (xv qui en est la projection sur le plan aG6. De plus, les poids des arcs d'hélice seront proportionnels aux longueurs des arcs de cercle correspondants, et l'on sera ramené à composer des forces proportionnelles aux longueurs de ces arcs, parallèles entre elles et appliquées en leurs milieux. Or c'est le centre de ce système de forces parallèles qui est, à proprement parler, le centre de gravité de l'arc de cercle.
Si l'on trace sur une surface cylindrique quelconque une section droite, qu'on prenne sur cette section droite un point
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fixe G (fig. 29), et sar chacune des génératrices^ à partir du point \k où elle rencontre la section droite une longueur (aW, variant proportionnellement & l'arc de section droite C{x\ le lieu du point m' sera une courbe qui porte le nom d*hélicé, par extension. On démontre aisément que l'arc Cm' de cette courbe varie proportionnellement à Tare Gfx' de la section droite, et cette remarque suffit pour établir, exactement comme dans le cas du cylindre de révolution, que le centre de gravité dun arc d'hélice coïncide avec le centre de gra^ vite de tare de la section droite dont le plan est équidistant des extrémités de tare dhélice.
6. Les exemples qui précèdent donnent des moyens plus ou moins détournés pour effectuer les quadratures qui conduisent à la solution du problème. Mais les quantités L, 2a;/«^ £y/«/, JaZiSi qui figurent dans les formules (3) doivent, en réalité, être remplacées par des intégrales définies, et Ton doit en général, employer ces formules sous la forme suivante :
ds =: I xdSy
y /li, = fyd,,
Z Çàs = Çzds,
X, T, Z, désignant les coordonnées du centre de gravité ; x^ y, z les coordonnées d'un point courant sur la courbe, s Tare terminé en ce point, ^QCt^^ les valeurs de« qui répondent aux extrémités de Tare dont on cherche le centre de gravité. Considérons, par exemple, la courbe plane appelée chaînette,
définie, en coordonnées rectangulaires, par Téquation
Elle admet, pour ane de symétrie, Taxe des y, et présente deux branches infinies, symétriques par rapport à cet axe, ayant d'ailleurs, comme la parabole, une asymptote rejetée à rinfini. Cherchons le centre de gravité d'un arc terminé en deux points symétriques par rapport à l'axe des y. Ce centre est évidemment sur l'axe Oy à une distance Y de l'origine, déterminée par la deuxième des équations ci-dessus, à condition qu'on y remplace y par le second membre de l'équation (3), et qu'on y fasse
En appelant — a et -f ^ ^^^ abscisses des extrémités de l'arc, on sera conduit à déterminer Y par l'équation :
Y/ \c« + e V c/ajm^/ (ô «+«""« +2/ û?a?.
D'où :
A (e« — ey
7. Donnons maintenant quelques exemples concernant les centres de gravité des surfaces. Nous avons dit que la surface d'un triangle, admettant chacune de ses médianes pour ligne diamétrale, admet aussi pour centre de gravité le point de concours de ses médianes. On en déduit, comme il suit, la
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contraction du centre de gravité de la surface d*un quadrilatère. Traçons la diagonale BD {fig, 30) qui divise ]e quadrilatère en deux triangles ABD, BGD ; soient g^ g' leurs centres de gravité. On trouvera le centre de gravité du quadrilatère en composant deux forces parallèles et de même sens, appliquées en g^ g\ et proportionnelles aux aires de ces triangles. Mais, si Ton trace la diagonale AC, clic coupe BD en un point K,
AK tel que le rapport ttt; soit égal au rapport des hauteurs issues
de B et de C dans les triangles ABD, BGD. Ce rapport est donc égal au rapport des aires de ces triangles. Si donc on prend sur AG un point H, symétrique de K par rapport au milieu de AG, on aura :
surf. ABD CH surf. BGD ~ ah'
et si Ton joint le point M, milieu de BD, au point H, la droite gg' sera rencontrée par MH en un point G remplissant la condition :
G^ AH surf. BGD .
G^ "" GH "" surf. ABD '
Ce point G sera donc le centre de gravité du quadrilatère. Ainsi, le centre de gravité de la surface d'un quadrilatère est sur la droite qui joint le milieu d'une diagonale au point symétrique de leur point de rencontre, par rapport au milieu
deTautre diagonale. En intervertissant les rôles des deux diagonales on obtient une deuxième droite, dont le point de rencontre avec la première donnera le centre de gravité.
Plus généralement, on trouvera le centre de gravité de Taire d'un polygone en le décomposant en triangles, et composant des forces parallèles, et proportionnelles) aux aires de ces triangles, appliquées à leurs centres de gravité.
8* Dans le cas du trapèze, le théorème des moments fournit une construction géométrique du centre de gravité. En effet, soient ABCD le trapèze donné \fig, 31) ; M, N les milieux des côtés parallèles. La droite MN est évidemment une ligne dia-
métrale de sa surface, et son centre de gravité G se trouve sur cette ligne. Soient a; et y les distances de ce point à deux plans, perpendiculaires au plan de figure, menés par AB et DG ; ce sont aussi les distances du point 6 aux côtés parallèles du trapèze, et le moment de sa surface par rapport au premier de ces deux plans est égal à
en désignant par a, h les bases du trapèze, par h sa hauteur. Mais il est égal, aussi, à la somme des moments des aires des deux triangles ABC, DAG, savoir :
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Donc :
L'équalioQ des moments par rapport au second plan sera :
et Ton en conclut :
De là la construction suivante. On prolonge BA d*une longueur ÂF égale à DC, DG d*une longueur CE égale à AB, et Ton joint le point F au point E. Le centre de gravité G est au point de rencontre des deux droites FE, MN.
Centre de gravité d'un secteur circulaire. — Il
coïncide avec le centre de gravité d*un arc de cercle, concentrique à celui qui définit le secteur, limité par les deux rayons extrêmes du secteur, et dont le rayon est égal aux 2/3 du rayon du secteur. En eiïet, soient S' cet arc, et S celui qui limite le secteur. Le centre de gravité de Taire du secteur est la position limite vers laquelle tend le centre de gravité d*un secteur polygonal régulier, inscrit dans le secteur, et décomposable lui-même en triangles isocèles ayant pour sommet le centre du secteur, pour bases les côtés de la ligne polygonale régulière inscrite dans le secteur. Chacun de ces triangles a pour centre de gravité le milieu d'un des c6tés de la ligne
polygonale, ÎDScrile dans S' et homothétique, par rapport à O de la ligne polygonale inscrite dans S. Comme les triangles dont il s'agit ont tous la même surface, on est conduit à composer des forces égales et parallèles, appliquées aux milieux des côtés de la ligne polygonale inscrite dans S', et le centre de ce système de forces parallèles a pour position limite le centre de gravité de S'.
Si donc on appelle R le rayon du secteur, on en conclut que le centre de gravité de sa surface est sur la bissectrice de Tangle formé par ses deux rayons extrêmes, et si on appelle s la longueur de Tare qui le limite, l la corde de cet arc, la distance du centre de gravité au centre du secteur est à une distance du centre, égale à
Centre de gravité delà surface d'une zone. — Il
est au milieu de la hauteur delà zone. La démonstration suivante va nous montrer comment on peut faire usage des intégrales définies, dans les questions qui nous occupent. Divisons Tare générateur de la zone en un certain nombre d'arcs infiniment petits, et soit ds Tun d'eux. En tournant autour de la hauteur de la zone, il engendrera une zone dont la surface est un infiniment petit équivalent à la surface du tronc de cône engendré par sa corde. Si Ton désigne par r la distance du milieu de cette corde à Taxe de rotation, cet infiniment petit sera équivalent à 2i:rds ; si Ton admet que le centre de gravité de la zone est entre les deux extrémités de sa hauteur, et si Ton désigne par ;: la distance du plan d*une hase de la zone infiniment petite au plan d*unedes bases
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de la zone totale, son moment par rapport à ce plan sera équivalent à %:rzds ; de là, l'équation
Z / rds = / rzds
z désignant la distance du centre de gravité au plan de bas 3 de la zone, S Tare total. Mais r peut être remplace ;tar la distance à Taxe du point qui, situé sur l'arc, a p;^'Tr cote z. Alors» en désignant par R le rayon de la sphère, par a la distance de son centre au plan de base de la zone, on a :
5 =: R aro cos Jr —
y/ R=* — (a + zY
Désignant encore par h la hauteur de la zone, i transformera réqualiorx précédente comme il suit :
Z / dz = I zdz^
et Ton en conclura :
Exercice. — Déterminer le centre de gravité de la portion de surface d'un paraboloïJe de révolution, comprise entre deux plans perpendiculaires à son axe.
11. Arrivons aux centres de gravité des volumes, et proposons-nous, en premier lieu, de déterminer le centre de gravité d'un prisme triangulaire. A cet effet, observons que le plan
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passanl par les milieux des Irois arêtes est un plan diamétral relativement à la direction de ces trois arêtes. Le centre de gravité est donc dans ce plan, que nous désignerons par P. Dans le plan d*une face latérale, traçons une droite parallèle aux arêtes du prisme, et équidistante des deux arêtes latérales contenues dans ce plan. Par cette droite et par l'arête opposée, faisons passer un plan Q; c'est encore un plan diamétral. Les deux plans P, Q se coupent suivant une médiane de la section triangulaire faite par le plan P dans le prisme. Donc le centre de gravité du prisme est situé sur toute médiane de ce triangle. Il est donc confondu avec leur point de concours.
On vérifiera, sans difficulté, que ce centre de gravité est aussi le milieu de la droite qui joint les centres de gravité des bases du prisme ; et ce résultat s'étend aisément à la recherche du centre de gravité d'un prisme polygonal. En effet, obser* vons d'abord que les milieux de toutes les arêtes latérales sont situées dans un même plan P, et que ce plan est un plan diamétral. Puis, si l'on décompose le prisme polygonal en prismes triangulaires, on constate que ce plan contient les centres de gravité de tous ces prismes triangulaires. Ce sont les centres de gravité des sections faites dans tous ces prismes triangulaires parce plan. On trouvera donc le centre de gravité du prisme polygonal, en composant un système de forces parallèles, appliquées aux centres de gravité de ces triangles, proportionnelles aux volumes des prismes triangulaires dont ils sont les bases, par conséquent porportionnelles aux aires de ces triangles, puisque tous les prismes ont la même hauteur. Le centre de gravité du prisme polygonal sera donc le centre de gravité du polygone suivant lequel ce prisme est coupé par le plan P. Soit G ce centre de gravité : si l'on mène du point G
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une parallèle aux arôtes latérales du prisme Jusqu'aux points A,. B, où elle rencontre les plans de ces bases, les points A, Bseront les centres de gravité des bases, car, si Ton superpose deux fîgures égales, leurs centres de gravité coïncident. De plus, G est le milieu de AB. Donc le centre de gravité duprisme est bien au milieu de la droite qui joint les centres de gravité de ces bases.
De là, on passera au centre de gravité d'un cylindre, en admettant que ce centre est la position limite du centre de gravité d'un prisme inscrit dans le cylindre et dont les arêtes latérales sont de plus en plus rapprochées. Les centres de gravité des bases du prisme tendent à se confondre avec les centres de gravité des bases du cylindre, et le milieu de leur distance a pour position limite le centre de gravité du volume du cylindre, ce qui démontre l'énoncé.
Centre de gravité du volume d'un tétraèdre
11 est situé sur la droite qui joint un sommet au centre de gravité de la base opposée, à une distance du plan de cette base égale au quart de la hauteur du tétraèdre.
En effet, le tétraèdre ABCD (fig. 32) admet pour plan diamétral, relatif à la direction CDy le plan qui passe par Taréte AB et par le milieu M de CD. Le centre de
gravité est donc dans ce plan. Mais il est aussi dans le plan qui passe par AD et par le milieu N de BC. Il est donc sur la
ligne d*inlerseclion de ces deux plans. Cos deux plan?, coupant BCD suivant deux médianes BM, DN, delà base du tétraèdre, se coupent suivant une droite qui joint le sommet A du tétraèdre au point g^ centre de gravité de BCD. Ceci montre déjà que le centre de gravité du tétraèdre est sur la droite qui joint le sommet A au centre de gravité g de la face opposée. Il est aussi sur la droite qui joint le sommet B au centre de gravité g' de la face opposée ACD ; ces deux droites sont dans un même plan, et se coupent, comme on devait s*y attendre, en un point G. Je dis que (jg est le tiers de GA. En effet, gg' est
parallèle à AB, puisque les rapports jrr"' tj"» sont égaux l'un
et Tautre à 1/3. Donc, les deux triangles GAB, ^gg' sont semblables, et Ton a :
G/7 gg' M<7 1
GA "" AB "" MB ~ 3'
Ce qui démontre Ténoncé.
De là, la détermination du centre de gravité d'une pyramide polygonale. Décomposons sa base en triangles, et décomposons la pyramide donnée en pyramides triangulaires ayant pour sommet commun le sommet de la pyramide polygonale, et pour bases les triangles dans lesquels sa base est décomposée. Toutes ces pyramides triangulaires auront leurs centres de gravité dans un même plan, parallèle au plan de base, situé, à partir de celui-ci, au quart de sa hauteur; scit P ce plan. 11 coupera toutes ces pyramides triangulaires suivant des triangles, ayant pour centres de gravité les centres de gravité des tétraèdres correspondants : car il est bien clair que, sur la figure précédente, le point G est le centre de
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gravité de la seclion faite dans la pyramide ÀBCD par le plan, mené par G, parallèlement au plan BCD. Soient donc ^,,^a, ^3 ... les centres de gravité de ceslriangles;*^, Jj, s^ ... leurs aires : on est conduit à composer des forces parallèles et de même sens appliquées en g^^ g^ ... et proportionnelles aux volumes des tétraèdres correspondants, par suite proportionnelles à «,, 5^, ^3 ... On trouvera le centre de gravité de la section faite par le plan P dans la pyramide donnée. D'ailleurs, on démontre aisément que deux polygones homothétiques ont pour centres de gravité des points homologues. Si donc on joint le sommet de la pyramide au centre de gravité trouvé, la droite obtenue passera par le centre de gravité de la base, et les deux segments qui vont du centre de gravité de la pyramide, Tun au sommet, Tautre au centre de gravité di la base, seront entre eux dans le rapport de 3 à 1.
Le centre de gravité (Tun cône, étant la position limite du
centre de gravité d'une pyramide inscrite, dont les faces
latérales sont en nombre indéfini, est aussi sur la droite qui
joint le sommet au centre de gravité de la base, au quart à
• partir de la base.
18. Pour trouver le centre de gravité du volume d'un secteur sphérique, on décomposera la surface de la zone qui sert de base à ce secteur en éléments infiniment petits : chacun d'eux sera la base d'un cône ayant pour sommet le centre de la sphère, et dont le centre de gravité sera sur le rayon qui aboutit au centre de gravité de la base, aux 3/4 à partir du centre. Tous ces centres de gravité seront aussi les centres de gravité des éléments dans lesquels est décomposée
.la surface d*une zone homothétique, par rapport au centre de la sphère, de la zone limitant le secteur donnée, et compté sur une sphère dont le rayon est égal aux 3/4 du rayon de la ^plière donnée. On est conduit à composer des forces paral- <4èles, appliquées aux centres de gravité de ces éléments et tproportionnelles à leur surface, puisque les cônes infiniment rpetils ont même hauteur. On obtient ainsi le centre de gravité vde cette zone auxiliaire.
Si le secteur sphérique est une hémisphère, la zone auxi- ^liaire est la surface d*une autre hémisphère concentrique à «la première, ayant sa base dans le même plan, et ayant un (rayon égal aux 3/4 du rayon de l'hémisphère donnée. Donc : Le centre de gravité d'une hémisphère est sur le rayon perpen^ jiiculaxre à sa base, aux 3/8 à partir du centre.
CHAPITRE III
CENTRES DE GRAVITÉ [suite)
Théorèmes de Gnldin. — Applications. — Vol orne d'an prisme tronqué ; d'un cylindre tronqué. — Théorème de Ghasles. -— Théorème sur le mouvement d^un système de points matériels. — Travail de la pesanteur dans le mouvement d'un tel système.
1. Les théorèmes de Guldin ont pour objet immédiat de faire connaître la surface engendrée par la rotation d*une ligne plane autour d'un axe situé dans son plan ou le volume du solide engendré par la rotation d'une aire plane, autour d*un axe également situé dans son plan. Indirectement, leur application permet, comme on Je verra par des exemples, de connaître les centres de gravité de certaines lignes et de certaines surfaces planes. Le premier de ces théorèmes s*énonce ainsi :
La surface engendrée par la rotation cTune ligne plarte autour cTun acoe situé dans son plan, mais ne coupant pas Cette ligne^ a pour mesure le produit de la longueur de cette ligne par la longueur de la circonférence que décrit son centre de gravité.
On remarquera d'abord que, si )a ligne plane dont il s'agît est une ligne droite, le théorème ne diffère pas de celui qu'on de'monlre en géométrie élémentaire, dans le but d'évaluer la surface engendrée par la rotation d'un segment de ligne droite autour d'une autre droite qui, située dans le même plan, ne rencontre pas ce segment entre ses deux extrémités. Ensuite nous rappellerons qu'on nomme surface engendrée par une ligne courbe, tournant autour d'une droite située dans son plan, la limite vers laquelle tend la somme des surfaces engendrées par les côtés d'une ligne brisée, inscrite dans la courbe, lorsque le nombre de ses côtés croît au-delà de toute limite. Soient donc l^J Z,, Z3 ... les longueurs de ces côtés, ^|, 8, ... les distances de leurs milieux à l'axe de rotation, L la somme des longueurs des côtés de la ligne brisée, A la distance de son centre de gravité à Taxe de rotation. La somme des surfaces engendrées par les côtés de la ligne brisée est égale à
Mais, en appliquant le théorème des moments par rapport à un plan mené par l'axe de rotation perpendiculairement au plan de la figure, on trouve
et la surface engendrée par la rotation de la ligne brisée est égale à
SttLA.
Sa limite est donc égale à :
(27c.lim A) X lim L, ce qui démontre l'énoncé.
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2. Veul-on, par exemple, évaluer la surface totale du lore, ou solide engendré par la rolalion d'une circonférence autour d*un axe qui, situé dans son plan, n'a, avec elle, aucun point commun réel. On désignera par II le rayon de la circonférence, par a la distance de son centre à Taxe de rolalion, et l'on trouvera, pour la surface cherchée, SttR X 27ia, ou 4TT^Ra.
8. Si Ton connaît, au contraire, la longueur de la ligne, et si Ton sait évaluer la surface engendrée par sa rotation, on en déduira, comme il suit, la distance du centre de gravité à Taxe. Soit L la longueur de la ligne génératrice, S la surface engendrée, x la distance du centre de gravité de cette ligne à Taxe : le théorème de Guldin se traduit par Téquation :
SttLo? = S,
doù Ton déduit :
SttL
Si, par exemple, la ligne dont il s'agit est un arc du cercle de rayon R, on sait que cet arc, en tournant autour d'un diamètre parallèle à sa corde, décrit une zone dont la hauteur est égale è. cette corde. Soit donc c celte corde. Ici S = 2wRc, et Ton trouve immédiatement :
résultat déjà établi antérieurement.
4. Voici le second théorème de Guldin : Le volume engendré par la rotation dune aire plane autour d*un axe situé dans son plan et ne pénétrant pas à r intérieur de cette surface
a pour mesure le produit de cette aire par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Supposons d'abord que Taire dont il s'agit soit celle d*un triangle ABC {fig. 33) ayant un sommet A situé sur Taxe de rotation. Soient, dans ce triangle, AH la hauteur issue du som-
Flg. 33.
met A, M le milieu du côté BG, G le centre de gravité de la surface, situé, comme on le sait, sur la médiane AM, à une distance de A égale aux deux tiers de la médiane, de sorte que, si Ton mène les droites MN, GP perpendiculaires sur Taxe Ao?, on ait :
GP = I MN
Soit V le volume qu'il s'agit d'évaluer. D'après la géométrie •élémentaire :
V = I AH.surf BG = I icAH.BG.MN = surf ABC X | TtMN
= surf ABC X ÎTcGP,
ce qui démontre l'énoncé.
Supposons encore qu'il s'agisse d'un triangle ABC n'ayant •aucun sommet sur l'axe de rotation yx {fig. 34). Deux au moins de ses côtés rencontrent cet axe : soit par exemple D le
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point de rencontre des deux droites BA, yx^ et soient aussi ^, g' les centres de gravité des triangles DBG, DAG ; y, y leurs projections sur Taxe. Le volume cherché est égal à :
Stt (surf DBG Xçy — surf DAC X gY
Fig. 34.
Soient encore 6 le centre de gravité du triangle ABC, E sa projection sur l'axe, de telle sorte que, d'après le théorème •des moments :
Surf DBG Xgf = surf DAC X g^ + surf ABC X GE.
D'après ce qui précède, le volume que nous voulons calculer sera égal à :
(ÎTcGE) X surf ABC
ce qui démontre l'énoncé.
Si l'aire qu'on fait tourner autour d'un axe est celle d'un polygone, on décomposera l'aire de ce polygone en triangles : soient S|, S^ ... S„ leurs surfaces, S l'aire du polygone, ^i, B, ... t„ les distances des centres de gravité des triangles, A la distance du centre de granité du polygone à l'axe de rotation. Le volume du solide engendré par la rotation du
polygone sera égal à
et, à cause du Ihéoréme des moments, à :
27rA.S
ce qui démontre l'énoncé.
RnOn, si Taire considérée est limitée par une courbe, on regardera son centre de gravité comme la position limite du centre de gravité d'un polygone inscrit, dont le nombre des côtés croît indéfiniment, et le volume engendré sera égal à
(271 lim A) X lim S
ce qui démontre l'énoncé.
5. Applications. — A. Avec les notations précédemment adoptées, on voit que le volume du tore est égal à 2n^R^a,
B. Etant donné un secteur circulaire, faisons-le tourner autour du diamètre parallèle à la corde de l'arc qui le limite. Soient c la longueur de cette corde, l la longueur de l'arc, R
le rayon du cercle auquel il appartient ; sa surface est égale à
- R/, et le volume du secteur sphérique engendré par sa rota-
tion est égal à - irR^c. Si donc on appelle œ la distance du
centre de gravité à l'axe de rotation, ou, ce qui est la même chose, au centre de la sphère, on trouvera, en appliquant le théorème précédent, et supprimant le facteur ?rR.
la: = ^RCy ^ ~ 3 ^* 7'
résultat précédemment établi.
VOLUME DU PRISME TRONQUÉ
G. Cherchons encore le centre de gravité d'un segment de cercle. Soient R le rayon du cercle auquel il appartient, 2x Tangle au centre qui définit le segment, su surface sera égale à R^ (a — sin a cos a), et, en tournant autour du diamètre parallèle à sa corde, il engendrera un anneau, dont le volume est
égal à - 7c R^ sin' a. Si donc on appelle x la dislance de son
centre de gravité à Taxe de rotation (ou au centre de la sphère), on trouvera, après avoir supprimé le facteur SttR*
(a — sin a) a? z=: - R sin ^a.
2 _ sin ^a
3 a — sin a cos a
6. Comme application des notions acquises sur les centres de gravité des surfaces, nous indiquerons encore le théorème qui fait connaître le volume d'un prisme tronqué. S'il s'agit d'un prisme triangulaire, on démontre aisément que ce volume est égal au produit de la section droite par la moyenne arithmétique des arêtes latérales, car un tel prisme est équivalent, comme on sait, à la somme de trois pyramides, ou au tiers de la somme de trois prismes ayant pour hase commune une des bases du solide, et pour arêtes respectivement ses trois arêtes latérales ; et chacun de ces prismes a pour mesure le produit de la section droite par Tune des arêtes latérales : de là, le théorème énoncé.
Mais la moyenne arithmétique des arêtes latérales est égale à la distance des centres de gravité des bases du trône de prisme. En effet, soient ABC, DEF les deux bases du tronc [fig, 35); M, N, les milieux de EF et de AC. On sait que la droite MN est parallèle aux arêtes latérales. Elle est donc con-
tenue dans un pian, qui contient également DB. D'autre party si G, H sont les centres de gravité des bases du tronc, on a :
VOLUME DU PRISME TRONQUÉ
Je dis qu*en général le volume cTun tronc de prisme poly-' gonal a pour mesure le produit de faire de sa section droite par la distance des centres de gravité de ses bases. En effet, supposons d'abord que Tune des bases soit une section droite. Divisons le tronc de prisme en troncs de prismes triangulaires, et soient s^, s^^ s^,.. s„ les aires des basée de ces troncs de prisme, dont le plan est oblique aux arêtes latérales, a Tangle de ce plan avec le plan de la section droite, 84, $3... l„ les distances des centres de gravité des triangles déQnis ci-dessus, au plan de la section droite qui sert de base. Le volume du tronc de prisme a pour mesure, d'après ce qui précède :
COS a {s^Z^ + *2^2 + ••• + ^n^n)i
et, si l'on appelle S l'aire de la base du tronc, qui est oblique aux arêtes latérales, on voit, par le théorème des moments, que ce volume est égal à :
A.S COS oc.
Or S COS a est l'aire de la section droite, et il reste à démontrer que la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de la base oblique sur le plan de la section droite passe par le centre de gravité de cette section. En effet, soient pr^, g^ les centres de gravité de deux des triangles dans lesquels on a divisé la base oblique, ^4, «3, leurs surfaces. Le point d'ap* plication de la résultante de deux forces parallèles et de même sens, proportionnelles à J|, s^ appliquées en ^| et ^3, divise
la distance g^, g^ dans le rapport -^> et la projection sur le
plan de la section droite divise dans le même rapport la distance des centres de gravité des projections de ces deux
triangles. Ce rapport est aussi le rapport des aires des sections drpites des deux prismes triangulaires correspondants ; et ainsi de suite.
Le théorème est donc démontré dans le cas où Tune des j
bases est une section droite. Si les plans des deux bases sont obliques aux arêtes latérales, on coupera le prisme par un • plan perpendiculaire aux arêtes latérales, tel, par exemple, que la section droite obtenue soit extérieure au tronc de prisme. Soient S Taire de cette section droite, A, A' les distances des centres de gravité des bases du tronc au plan de cette section droite, le volume du tronc sera égal à :
et comme les centres de gravité des deux bases et de la section droite sont sur une même droite, A — A' est bien la distance des centres de gravité des surfaces des bases. Le théorème est donc démontré.
On passe de là au volume du cylindre tronqué, en considérant ce volume comme la limite du volume d'un tronc de prisme inscrit, dont le nombre des faces latérales croit audelà de toute limite. On en conclut que le volume de ce solide a aussi pour mesure le produit de Taire de sa section droite par la distance des centres de gravité des bases.
7. Donnons encore, comme application, le théorème de Chasles : Si un point matériel est sollicité par des forces cUri gées vers d* autres points matériels A,, Aj, A3... A„, égales aux produits de ses distances à ces points par des coef/îcienls ^1» ^2» ^z'" ^ni la résultante de ces forces est dirigée vers le
centre de gravité d'un système de masses ^égales à rt|, a^
a„, placées aux points A^, Aj,.»» A„, et égale au produit de
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la distance du point sollicité à ce centre de gravité par la somme de ces masses.
En effet, prenons le point sollicité pour origine d'un système d'axes rectangulaires, et soient a?/, y^, zi les coordonnées du point A/. La force dirigée suivant OA/, égale à a/. OA/ se projette sur Oo; suivant une composante égale à
atOki X cos (Oj7, OA,),
c'est-à-dire à û/o?/. SoientX,Y,Z, les projections de cette résultante sur les trois axes. On aura :
X = Sa/O?/, Y = S^r,y/, Z = Sa/^-,-,
ou bien, en désignant par a?, y, z, les coordonnées du centre de gravité du système de masses :
X = œJlai Y = yUai Z = ^Sa,-.
On en conclut
or y z ''
et cela prouve que la résultante est dirigée vers le point
De plus, chacun des rapports qui précèdent est égal à
Soit donc R la résultante. On aura :
R = Va?« -f y» ^ z^ Stfi,
ce qui démontre Ténoncé.
8. Revenons mainienani au mouvement d*un point matériel sollicité par des forces dont les projections surOâ?, OyjO-asont, resprctivement, X^, Y^, Z^, X^, Y^, Zj, X3, Y3, Z3... ; soittnsamasse. Les équations dont il s'agit sont les suivantes
cPy
cPz
• rm
"^ rf? = ^« + ^^ +
Supposons qu'un tel point fasse partie d'un sj'slème de points matériels, dont nousappellerons les coordonnées a?f^,yp7i
^2» t/iy -^2' ^3' ^3» ^z"' ^^^ masses m^, m^, m^ A chacun
de ces points correspond un système de trois équations de la forme précédente. Si Ton ajoute membre à membre toutes celles qui se rapportent aux ordonnées x de ces points €t qu'on désigne, pour abréger, par SX la somme des projections sur Ox de toutes les forces qui agissent sur tous ces points, on trouve :
OU bien, en appelant M la somme des masses, x l'ordonnée x du centre de gravité du système
On trouverait de même
TRAVAIL DE LA PESANTEUR
en appelant y et ^les deux autres coordonnées du centre de gravité, et définissant, comme précédemment, SY et SZ.
Donc : le centre de gravité d'un système de points matériels €n mouvement se déplace comme un point matériel de masse égale à la somme des masses de tous ces points, soumis à un système de farces égales et parallèles à celles qui agissent sur les divers points du système.
9. Supposons qu'il s'agisse d'un système de points matériels pesants ; soit mt lamasse de l'un d'eux, ^/ son ordonnée z comptée verticalement de haut en bas. Ce point est soumis à la force m,-^, agissant sur lui, concurremment ou non avec d'autres forces. Celte force est verticale, et son travail élémentaire, produit de la force par la projection du déplacement sur la direction même de la force, e t égala mtgdzt. La somme de tous ces travaux élémentaires est égale à :
g^mtdzi =z g.Mdz^
en désignant par z l'ordonnée >y du centre de gravité. Si donc on appelle Zq l'ordonnée de ce centre au temps t^, le travail total de la pesanteur pendant un temps fini, compté à partir de l'instant ^q, sera égal à^M [z — Zq), Donc : Le travail total de la pesanteur sur un système de points matériels pesants est égal au travail dune force égale à leur poids total, appliquée sans cesse au centre de gravité du système.
CHAPITRE IV
Moments des forces oonconrastes par rapport à un point et par rapport à nn axe (rappel). — Moments de deux forces parallèles par rapport à un point de leur plan. — Moment d'un couple. — Conditions pour qu'un couple puisse être substitué à un autre. — Représentation graphique d'un couple, et projection sur un axe. — Composition des couples. — Réduction des forces appliquées à un corps solide, à une force et un couple. — Condition pour qu'elles aient une résultante.
1. Nous avons défini (1" partie, chapitre m) le moment d'une force par rapport à un point et démontré que la somme des moments de plusieurs forces appliquées au même point et situées dans le même plan, par rapport à un point de ce plan, est égale au moment de leur résultante. Nous avons également défini le moment d'une force par rapport à un axe, et démontré que la somme des moments, par rapport à un axe, de toutes les forces appliquées en un même point cet égale au moment de leur résultante par rapport à cet axe. D'ailleurs, si des forces, appliquées en divers points d'un solide, sont dirigées suivant des droites concourant en un
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même point, on peut remplacer chacune d'elles par une force égale et de mômedireclion appliquée en ce point, et Tensemble de ces forces par une force unique, qu'on appellera la résultante des forces données. Le moment de celte résultante, par rapport à un axe quelconque, sera encore égal à la somme des moments des forces données. Car, en remplaçant une quelconque de ces dernières par une autre force appliquée en un point de sa direction, on n'a changé ni son intensité, ni la plus courte distance de sa ligne d*action à Taxe, ni l'angle que fait cette, ligne avec l'axe. On n'a donc changé aucun des facteurs du produit FZsinY, qui exprime le moment de celte force par rapport à l'axe. 11 s'ensuit que, si les pro* jeclions de ces forces sur les trois axes sont égales, respectivement, à X^, Y^, Z^, Xg, Ya, Za ... et si les points d'application des forces données ont pour coordonnées ^^, ^4, -s'^, 072,^2) ^2 "- ^^^ moments de la résultante par rapport aux trois axes seront égaux à :
ces trois sommes s'étendant à toutes les forces données.
2. Le théorème des moments des forces concourantes, situées dans un même plan, par rapport à un point de ce plan, subsiste quand on substitue aux forces concourantes des forces parallèles situées dans le même plan. En d'autres termes, si plusieurs forces parallèles sont situées dans un même plan, la somme de leurs moments par rapport à un point de ce plan est égale au moment de leur résultante.
En effet, si l'on prend ce plan pour plan des xy, ce point pour origine des coordonnées ; si Ton dirige Taxe des x per-
pendiculairement aux forces données, Taxe des y parallèlement à ces forces ; si Ton considère comme positives celles qui sont dirigées dans le sens des y positifs, les autres comme négatives, on voit que, parmi ces forces, celles dont le moment par rapport au plan des zy est positif ont, par rapport au point 0, des moments de même signe. Ce signe est opposé au signe du moment, par rapport au point 0, des forces qui, par rapport au plan des yz^ ont des moments négatifs. On peut donc supposer que le moment de chacune de ces forces^ par rapport au point 0, est identique au signe de son moment par rapport au plan des yz. D'ailleurs les moments d'une même force, soit par rapport au point 0, soit par rapport au plan des yz^ ont la même valeur numérique : ils sont donc égaux en grandeur et en signe, et il en est de même du moment de la résultante.
On peut donc, dans Ténoncé du théorème des moments par rapport au plan des yz, remplacer les moments par rapport à ce plan par les moments par rapport au point 0, et Ton arrive ainsi à la proposition qu'il s'agissait d^établir.
3* Il est bien entendu que le théorème n*a plus de sens si les forces considérées sont deux forces égales, parallèles et de sens contraire. Mais on constate que la somme des momenU des deux forces d'un couple^ par rapport à un point de leur plan, est la même quel que soit ce point ; elle est égale au produit d'une des forces du couple par la distance des droites parallèles suivant lesquelles elles agissent. Cette distance se nomme le bras de levier du couple, et Ton nomme moment d'un couple la somme constante dont nous venons de parler, savoir : le produit d'une des forces du couple par son bras de
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levier. Nous allons voir que l'action d'un couple sur un corps dépend uniquement de deux éléments, savoir son moment et la direction de son plan. En d'autres termes, un couple a toujours le même effet qu*un autre couple de même w/>ment, situé dans un plan parallèle quelconque. La démonstration de celte proposition générale résultera de i'eiamen successif de divers cas particuliers. D'abord, nous pourrons toujours supposer les deux forces qui composent un couple appliquées aux points où les droites qui les représentent sont coupées par
dV
Pf
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une perpendiculaire commune à ces deux droites : car, s'it en était autrement, nous remplacerions les deux forces du couple par des forces qui leur seraient égales, appliquées aux points que nous venons de définir. Cela posé, nous pourrons toujours remplacer un couple par un autre couple de mém& moment, dont le bras de levier, situé suivant la même droite, aura le même milieu. En effet, soient P, Q {/ig. 36) les deux forces du couple donné; A, B, leurs points d'application. Nous supposons, comme nous l'avons déjà dit, que AB soit perpendiculaire à ces deux forces. Soit le milieu du bras de levier AB.
Considérons P comme la résultante de deux forces parallèles, dont Tune, F, soit appliquée au point ; soient S l'autre composante, C son point d'application ; la somme des moments, par rapport au point 0, des deux forces F, S est égale au moment de leur résultante P. Mais le moment de F est nul, et l'on en conclut :
S X OC = P X OA. (i)
La force Q peut, à son tour, être regardée comme la résultante de deux forces, dont Tune, F, est égale et directement opposée h F, tandis que Tautre, S', est égale et parallèle à S, maïs dirigée en sens contraire, et appliquée en un point D, symétrique de C par rapport au point 0. Mais on peut, sans changer Tétat du corps, supprimer les deux forces P, F', et le couple P, Q est remplacé par un couple S, S', ayant le même moment, en vertu de Tégalité (1).
En second lieu, on peut, sans changer TefTet d'un couple, le faire tourner dans son plan autour du milieu de son bras de levier. En effet, soient P, Q le couple donné, et soit A' B' la position qu'occupe son bras de levier AB après avoir tourné d'un angle quelconque autour du point [/îg. 37). Soient C le point d'intersection des droites AP, AT'. Appliquons en A' la force P' perpendiculaire à AB' égale à P, mais en même temps appliquons en C une force P" qui lui soit égale et directement opposée, puis remplaçons la force P par une force de même direction et de même intensité, appliquée en C. Celte force, composée avec P", a une résultante R qui vient passer par le point 0. De même, si nous appliquons en B' la force Q', perpendiculaire à A'B' et égale à Q, mais, en même temps, eu C, une force P'" égale et directement opposée à Q', si nous
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composons cette force avec celle qui, appliquée en C\ lient lieu de la force Q, nous trouverons une résultanle égale et directement opposée à R.
Fig. 37.
Donc Tensemble des forces P, P", Q, F" peut être supprimé
sans que Tétat du corps soit changé, et cet état est identique à celui qui serait produit par Tensemble des deux forces F, Q',
constituant un nouveau couple égal au premier, après sa rotation autour du point 0.
Enfin, soit un couple P, Q \fig, 38), et soit A'B' une droite égale et parallèle à celle qui joint les points d'application des forces P, Q. Appliquons en A' deux forces P', V\ égales et directement opposées, Tune d'elles étant égale et parallèle à P. De même, appliquons en B' deux forces égales et directement opposées, l'une d'elles étant égale et parallèle à Q. Les deux forces P, Q* ont une résultante 2P, appliquée au milieu de AB', parallèle à leur direction, et dirigée dans le sens de P. Mais le point est aussi le milieu de A'B. En ce point est appliquée la résultante des forces F, Q, égale et directement opposée à la résultante de P, Q'. On peut donc, sans changer l'état du corps, supprimer les quatre forces P, Q', P', Q, et cet état est identique à l'état produit par le couple F', Q".
Donc enfin, en faisant subir à un couple les transforma* tions que nous venons d'énumérer, on pourra le remplacer par tout autre couple de même moment situé soit dans le même plan, soit dans un plan parallèle.
4. Ceci nous conduit à représenter un couple par un seg* ment de droite perpendiculaire à son plan, ayant pour mesure son moment, et dirigé sur cette droite dans un sens déterminé, par exemple dans un sens tel qu'un observateur, debout sur le plan du couple, les pieds au point d'application d'une des forces du couple, le corps dirigé suivant l'axe, voie la perpendiculaire menée parle point d'application de cette force sur la direction de l'autre force tourner en sens inverse du mouvement des aiguilles d'une montre, en supposant toutefois que cette perpendiculaire représente une tige rigide susceptible
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de tourner sous l'action de la seconde force. Soit le point d'application [fig, 39) de la première force, supposons-le situé à Torigine des coordonnées, cherchons à exprimer la projection deraxeOGducouplesurTaxe 02^, en désignant par ûc,y^z les coordonnées du point A, par X, Y, Z les projections de la
Fig. 39.
force Q sur les trois axes rectangulaires Oo?, Oy, 0^. La projection de OG est égale au produit de Taire du parallélogramme OARQ (mesure de 00) par le cosinus de l'angle que fait l'axe du couple avec la partie positive de Taxe des z, ou par le cosinus de l'angle que fait le plan OAQ avec le plan des œy. C'est donc l'aire de la projection de ce parallélogramme sur le plan des xy. Cette projection est elle-même un parallélogramme ayant un sommet au point et dont deux sommets ont pour coordonnées, sur le plan œoy^ a?, y et X, Y. Cette surface est, au signe près :
yX — a?Y.
Mais, si y est nulle, x positive et Y négative, l'expression cidessus est positive, et Tangle GO^ est aigu. Elle représente alors la projection de OG en grandeur et en signe, et, par raison de continuité, elle représente toujours la projection de OG. On calculerait de môme les projections de OG sur Oa? et Oy, et Ton arriverait au résultat suivant : Le^ projections de Vaxe du couple sur les trois axes coordonnés sont égales aux moments de la force Q par rapport à ces axes^ savoir :
zX — yZ, xTa — z\, y^^xX,
5. Composition des couples. — Toéorème. — Deux couples agissant simultanément sur un même solide ont le
même effet qu*un couple unique y dont Vaxe est égnly en grandeur et en direction^ à la diagonale du parallélogramme construit sur les axes des deux couples.
En effet, supposons d*abord que les plans des deux couples se coupent suivant une droite xy {fig, 40), et remplaçons chacun d'eux par un couple de même moment, en supposant, ce qui est toujours possible, que les quatre forces qui composent ces^deux couples soient perpendiculaires à o^ et que les deux couples aient le même bras de levier ÂB. Les deux forces P,Q,
Fig. 40.
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appliquées au point A, ont une résultante R représentée par la diagonale du parallélograrameAPRQ, elles deux forces P',Q' ont une résultante R' appliquée en B, égale, parallèle et de sens contraire à R. L'ensemble des deux couples (P,P'), (Q, Q') a donc le même effet que le couple unique (R, R'), et nous observerons qu'on peut obtenir Taxe de ce couple en faisant tourner la droite AR de 90 degrés autour de ccy^ et en la multipliant par le nombre qui mesure AB. Dans cette position, ellecoïncide avec ladiagonaleduparalléiogrammeconstruitsur les deux droites obtenues en faisant tourner AP, AP' de 90 degrés autour de œy, et en les multipliant aussi par le nombre qui mesure AB. Or ces droites sontles axes des couples composants: le théorème est donc démontré.
Si les deux couples étaient dans dos plans parallèles, on pourrait supposer leurs bras de levier parallèles et ayant une même longueur /. Les quatre forces des deux couples seraient alors parallèles, et, si Ton désignait par Aie point d'application de la résultante des deux forces de même sens P, P' appartenant aux deux couples, par B le point d'application de la résultante des deux autres forces Q, Q', on verrait que la droite AB est égale et parallèle aux bras de levier des deux couples composants. Ces deux couples pourront donc être remplacés par un couple unique, situé dans un plan parallèle à leurs plans, et ayant un moment égal l? -\- 1^\ c'est-à-dire à la somme des moments des deux couples. Son axe est donc la somme géométrique des axes des deux couples. C. Q. F. D.
Il s'ensuit qu'un système de couples agissant sur divers points d'un solide peut être remplacé par un couple unique, dont l'axe est la résultante de la ligne brisée ayant ses côtés égaux et parallèles aux axes des couples composants. En
particulier, si chaque couple a une de ses forces appliquée au point 0, origine des coordonnées, et si leurs projections sur Oa?, Oy, 0^ sont respectivement X| , Y^, Z^, Xj, Yj, Zj...; si d*autrc parties points d'application des autres forces onl pour coordonnées a?^, y^i^^,oo2, y^, ^2--' '^^ projections de Taxe du couple résultant sur les trois axes de coordonnées seront:
S {ziYi — œtZt), S [XiZi -- ZiXi), S (y,X, - x,Y,).
6. Réduction générale des forces appliquées à un solide. — Théorème. — Un solide étant soumis à un système quelconque de forces, f effet produit par ce système est identique à Veffet dû à faction simultanée dtun certain couple^ et dune force représentée par la résultante de la ligne brisée ayant ses côtés égaux et parallèles aux droites représentatives des forces du sys'ème. Cette force peut d'ailleurs être appliquée en tel point du solide //p' qu'on voudra^ et taxe du y couple dépend du choix de
y ce point,
y En effet soient F une des
^ forces du système, A son
>4 •' ^ *" point d'application [fig, 41),
Fig. 41. un point du solide, choisi
à volonté. En ce point appliquons deux forces égales et directement opposées, Tune d'elles, F*', étant égale, parallèle et de sens contraire à F. Soit F' Tautre force.
Les deux forces F, F*' forment un couple; et, si Ton opère de même pour toutes les autres forces, chacune d'elles don-* nera lieu à un couple analogue. On sera donc conduit à com-
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poser tous ces couples en un couple unique, puis à composer toutes les forces analogues à F' en une seule. Celle-ci sera, comme on sait, représentée par la résultante d'une ligne brisée dont les côtés seront égaux et parallèles aux droites représentatives des forces du système, ce qui démontre le théorème.
7. Comme on le voit, le choix du point est entièrement arbitraire, et Ton peut se proposer de choisir ce point, de manière que la force F et Taxe du couple remplissent certaines conditions. Supposons, par exemple, qu'on veuille assujettir la force F à être perpendiculaire au plan du couple. Soient Xi, Yn Z/ les projections de la force F/ sur les axes de coordonnées, et SX/ = X, SY/ = Y,SZ/ = Z, soient aussi ociyi ^i les coordonnées du point d'application de la force F,-, par rapport à un premier système d'axes, issu du point 0.
Soient enfin L, M, N la projection de Taxe du couple par rapport à ce premier système d'axes. (Il s'agit du couple obtenu en appliquant la force F au point 0.) En un point 0', de coordonnées œ, y, z, appliquons deux forces égales et directement opposées, dont l'une soit égale, parrallèle et de sens contraire à la force F. Celle-ci, appelée résultante générale formera un couple avec celle qui lui est parallèle et de sens contraire. Composons-le avec le couple trouvé précédemment : les projections du couple résultant seront
L — (^'Y — yZ) , M — {xZ — ^X), N — (yX — ûjY),
en vertu de ce qui a été dit sur les projections de l'axe d'un couple (§ 4), et sur les projections de l'axe du couple résultant de plusieurs couples donnés (§ 5). Quant à la résultante
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générale, elle aura été remplacée par une force de même direction, de même intensité et de même sens, appliquée en 0'; d'après l'énoncé de notre problème, cette nouvelle force devra coïncider en direction, avec Taxe du nouveau couple, et donner lieu aux proportions suivantes (*} :
LX -f MY + NZ
Alors les deux équations ci-dessus pourront être remplacées par les deux équations suivantes
L— (Yz — Zy) LX + MY + NZ
M — faZ — zX) LX + MY + NZ Y — x> -f Y* -f- Z3
représentant deux plans dont Tun est parallèle à Oa?, Taufre à Oj/j si toutefois on y considère a?, y, z comme les coordonnées courantes. Le point x, y, z devra être situé sur une droite déterminée, à moins que les deux plans représentés par les deux équations ci-dessus ne soient parallèles, auquel cas ils devraient être parallèles au plan des xy. Mais, même dans ce cas, les deux équalions (2) représenteraient une droite déterminée. En effet, on aurait Z = 0, et l'on devrait rempla-
(1) Les équalions (2) diffôreat, par les signes de L, M, N, de celles qa^on rencontre dans d'autres traités : cela tient à ce que nous n*avons pas choisi de la môme manière la direction de l'axe du couple: la différence n'est donc qu'apparente.
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cer ces équations par les suivantes:
h-^Yz m + Xz X "" Y '
lesquelles représenteraient encore deux plans qui se coupent. Ainsi, dans le cas actuel, qui est le plus général, il y a une droite telle que, si Ton applique la résultante générale en un point de cette droite, le couple obtenu est dans un plan perpendiculaire à cette droite.
Si LX + MY + NZ = o, on déduit des équations
Y^ - Zy = L,
Za? — X-y = M, (3)
Xy ~ Y.^ = N.
Une de ces trois équations est la conséquence des deux autres, et, si le point x, y y 2- est sur la droite représentée par deux quelconques d*entre elles, le nouveau couple a un moment nul.
Mais l'équation LX -f" ^^ + NZ = exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la résultante générale soit perpendiculaire à Taxe du couple. Donc: Si larésultante générale est dans un plan contenant le couple^ le système se réduit à une force égale et parallèle à cette résultante gêné" ralCj ayant d'ailleurs le même sens. Cette force est aussi située dans le plan mené par l'origine perpendiculairement à Taxe du couple, c'est-à-dire dans le plan qui contient la résultante générale et le couple, car on déduit des équations (3) :
La? -f My -f N^ = o. \\)
La vériHcation géométrique de ces résultats n'offre aucune difficulté. Mais ilntérét qui s'attache au cas actuel consiste en ce qu*il nous fait connaître la condition nécessaire et suffisante pour que le système proposé ait une résultante. Nous venons de voir en effet qu'il existe une telle force, si
LX + MY + NZ = o.
Réciproquement, s*ii existe une telle force, le couple obtenu en plaçant le point 0", dont nous avons parlé, en un point quelconque de la direction de cette force aura un moment nul, et les coordonnées d'un point quelconque oc, y, ^ situé sur cette droite vérifieront les équations (3), ce qui entraine nécessairement la condition (4).
CHAPITRE V
CONDITIONS D'ÉQUILIBRE D'UN SOLIDIi INVARIABLE
Recherobe des conditions pax la théorie des couples. — Réduction à deux forces de toutes les forces appliquées à un solide. — Gomment on en déduit les conditions d'équilibre. — Applications.
1. Revenons aux équalions du mouvement d*un système de points mulériels, mises sous ]a forme
et supposons que ces points soient ceux d'un système solide. X, Y, Z sont alors, d'après les résultats établis au chapitre précédent, les projections» sur les trois axes, de la résultante générale des forces agissant sur le solide. Si celui-ci est en équi-
libre, les facteurs -t^j Tif» ~7i' V^^ s® rapportent à chaque point du système, sont nuls. Donc les premiers membres des équations qui précèdent sont nuls, et l'on on conclut X = o, Y = 0, Z == 0. Donc une première condition nécessaire pour l'équilibre consiste en ce que la résultante générale soit nulle.
(1) X, Y, Z, ont la môme signitication qu^aux numéros 7 el 8 du cliapilre précédent.
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Poar démontrer que le couple doit être nul, je rappelle que, si Ton désigne par a?/, y/, zt les coordonnées d'un point d'un système en mouvement, par m/ sa masse, par X,-, Y/, Z/ les projections, sur les trois axes, des forces qui lui sont appliquées, on établit, pour chacun des points du système, Téqualion
et, si Ton additionne membre à membre toutes les équations analogues à celles-là, on trouve :
le signe S qui figure au premier membre s*étendant à tous les points du corps, celui du second membre à toutes les forces qui agissent sur lui. Cela posé, si le système des points matériels est un solide en équilibre, on sait que la résultante générale des forces qui agissent sur ce système est nulle, et, en admettant que l'une des forces du couple trouvé au chapitre précédent ne soit pas nulle, on peut supposer qu'à chaque instant elle est appliquée au même point du corps, et prendre ce point pour origine des coordonnées. A supposer môme que le corps, en équilibre, soit doué d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme, on peut se proposer d'étudier le mouvement propre du corps, ou mouvement relatif par rapport à un système d'axes Oj?, 0^, 0^, participant à ce mouvement de translation. Mais l'équation (i) s'applique encore à de tels mouvements, en vertu du principe des mouvements relatifs. Or son premier membre est nul, et son second membre se réduit au moment de celle des deux forces
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du couple qui n'est pas appliquée au point 0. Ce moment a été pris par rapport à Taxe des a?, tracé à volonté à partir de 0. Donc cette force doit rencontrer toute droite issue du point 0. Elle doit donc passer au point 0, et le moment du couple doit être nul.
Donc enfin, pour que le corps soit en équilibre, il est nécessaire que les six équations
SX=o, SY = o, SZ = o, (2)
S(yZ — ^Y) = o. s (^X — a?Z) s= o, S(a?Y— yX)=o, (3)
soient vérifiées, en supposant que les signes S s'étendent aux projections de toutes les forces du système.
Ces conditions sont évidemment suffisantes, car, si elles sont vérifiées, la résultante générale est nulle, et le moment du couple étant nul, ou les deux forces qui le composent sont nulles, ou elles sont égales et directement opposées.
2. Avant de passer aux applications, nous allons exposer un autre mode de réduction du système des forces appliquées à un solide. Il consiste en ceci : Tout système de forces, appliquées en divers points d*un solide, peut être remplacé par un système de deux forces, dont une est appliquée en un point du solide, choisi arbitrairement. Démontrons d*abord qu'on peut remplacer le système donné par un système de trois forces, dont les points d'application peuvent être choisis à volonté, pourvu qu1ls ne soient pas en ligne droite. Soient F une des forces du système, A son point d'application, 0, M, N trois points de solide choisis à volonté. Décomposons la force F en trois forces, dirigées suivant OA, AM, AN, et remplaçons ces forces par d^autres forces de même direction et de même intensité, appliquées en 0, M, N. Répétons la même
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transformation en ce qui concerne toutes les autres forces du système ; nous aurons remplacé le système tout entier par trois systèmes de forces concourantes, appliquées en 0, M, N, et nous pourrons remplacer chacun d'eux par une résultante unique.
Remarques. — A. Si le point A était situé dans le planOMN on remplacerait préalablement la force F par une autre force de même direction et de même intensité, appliquée en un autre point de sa direction.
B. La somme des projections des forces dans lesquelles on a décomposé F, sur un axe quelconque, est égale à la projection de F sur cet axe. Cette somme ne change pas quand on substitue à ces forces celles que nous avons appliquées en 0, M,N ; et, cette remarque s'étendant à toutes les autres forces du système, on en conclut que la somme des projections des forces du système donné est égale à la somme des projections, sur le même axe, des trois forces appliquées ^n 0, M, N, qu'on a substituées aux forces du système primitif.
G. De même, le moment de F par rapport à un axe quelconque étant égal à la somme des moments des composantes dirigées suivant OA, MA, NA, appliquées en 0, M, N, et cette remarque s'étendant à toutes les autres forces du système donné, on en conclut que la somme des moments des forces du système primitif est égale à la somme des moments des forces du nouveau système.
Etablissons maintenant la possibilité de remplacer les trois forces R, R', R", appliquées en 0, M, N, par un système de deux forces, dont l'une est appliquée au point 0. Désignons par P le plan qui passe par le point et la direction de la
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force R\ par Q le plan qui passe par le point et la direc* tiondela force R^ ; ces deux plans se couperont suivant une droite Oœ [fig. 42). Soit B un point de celte droite. Décomposons la force R' en deux autres S, T, dirigées suivant les deux droites BM, OM. Celte décomposition est possible, puisque les trois droites MR', OM, BM sont dirigées dans le même plan.
Fig. 42.
Remplaçons ensuite S et T par des forces S',T', qui leur soient égales et soient appliquées aux points 0, B. Opérons la même transformation sur la force R'^ nous aurons, finalement, remplacé le système des forces données par un système de deux forces appliquées en 0, B.
Remarque. — Soient U, V ces deux forces. La somme de leurs projections sur un axe quelconque, étant égale à la somme des projections des forces R, R',',R'', est égale à la somme dcs'projections des forces du système, et il en est de même quant à leurs moments.
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S. Soit maintenant un solide soumis à un système quelconque de forces, variables ou non d'un instant k Tautre. Remplaçons-les par deux forces dont Tune soit sans cesse appliquée à Torigine des coordonnées. Si le solide est en équilibre, le moment de l'autre force Q, par rapport à un axe quelconque issu du point 0, sera égal, comme au § i, à la dérivée, par rapport au temps, de la somme des moments des quantités de mouvement des points du système, et cette somme est identiquement nulle. Donc : Pour que le solide soit en équilibre, il faut que la somme des moments de toutes les forces du système par rapport à un axe quelconque issu du point soit nulle. Il doit en être ainsi, notamment, pour trois axes rectangulaires issus du point 0, et Ton en conclut que les équations (3) du § i expriment des conditions nécessaires pour l'équilibre du solide.
Mais ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, dire que la force Q a un moment nul par rapport à toute droite issue du point 0, c'est dire que sa direction passe au point 0, et que, par conséquent, le système est remplacé par un système de deux forces concourantes. Mais celles-ci ne peuvent se faire équilibre que si elles sont égales et directement opposées, sans quoi on pourrait toujours les remplacer par une force unique, et le système ne serait pas en équilibre. Donc il faut que la somme de leurs projections sur toute droite de l'espace soit nulle, et notamment que la somme de leurs projections sur Oa?, Oy, Oz soit nulle. Mais chacune de ces sommes est égale à la somme des projections des forces du système donné, sur le même axe, et l'on trouve ainsi les conditions (2) comme conditions nécessaires pour l'équilibre du solide.
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Je dis que ces six conditions Ront suffisantes pour Téquilibre.
En effet les équations (2)
SX = 0, SY = G, SZ = 0,
montrent, comme au chapitre i, §3 (2* partie), que, si l'on mène par un point de l'espace une droite égale et parallèle à celle qui représente Tune des deux forces auxquelles nous avons réduit le système, puis, par Textrémité de cette droite, une seconde droite égale et parallèle à celle qui représente Tautre force, on revient au point de départ. Donc : ou bien les deux forces sont égales et directement opposées, et il y a équililibre ; ou bien elles sont égales, parallèles et de sens conraire. Je dis que cette condition est incompatible avec les équations (3), savoir :
S {zY — yZ) = 0, S (xZ — ^X) = o, S (yX — a?Y) = o.
En effet l'une des deux forces auxquelles nous avons réduit le système, passant par le point 0, l'autre doit avoir un moment nul par rapport à chacun des trois axes. Elle doit donc les rencontrer tous trois, et, par conséquent, passer par le point 0. Donc les deux forces sont bien égales et directement opposées.
4. La théorie actuelle permet encore de trouver la condition analytique nécessaire et suffisante pour que les forces du système donné aient une résultante. Soienl en effet P, Q les deux forces auxquelles nous avons réduit le système, en supposant la force P appliquée au point 0, R la résultante,
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R' une force qui lui soit égaie et directement opposée: les trois forces P, Q, R' se font équilibre, et par conséquent la somme de leurs moments par rapport à toute droite de Tespace est nulle. Ceci est vrai, notamment, s'il 8*agi d*une droite 0^ menée par le point 0, parallèlement à R.
Par rapport à cette droite, la somme des moments de P Q est nulle, puisque le moment de R est nul ; et il en est de même de la somme des moments de toutes les forces du système. Je dis que cette droite a pour paramètres directeurs les quantités désignées antérieurement par SX, SY, SZ. Gela sera démontré si nous établissons que les deux forces P, Q sont dans un même plan : car alors cites auront une résultante, qui ne pourra pas différer de R, et, d'autre part les sommes de projections de P, Q sur les trois axes sont SX, SY, SZ. Or, par rapport à toute droite qui rencontre P et R', le moment de Q devra être nul, puisque la somme des moments des trois forces P, Q, R' devra être nulle. Donc, toute droite rencontrant P et R' devra rencontrer Q, et cela ne peut avoir lieu que si P, Q sont dans le même plan.
Gela posé, soient X/, Y/, Z/, les projections d'une de forces du système sur les trois axes, n?/, ^/, zi les coordonnées de son point d'application. Le moment de cette force par rapport à la droite Ot est égal à Taire de la projection, sur un plan perpendiculaire à 0^ du parallélogramme dont un côté est égal, en grandeur et en direction, à la droite représentative de la force, Tautre côté joignant le point au point a?/, j//, ^/. Gherchons donc à évaluer : 1® Taire de ce parallélogramme; 2'' le cosinus de Tangle que fait son plan avec un plan perpendiculaire à 0^
i** On sait que led aires des projections de ce parallélo-
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graœine sur les troÎH plans de coordonnées sont égales à
Soient L/, M/, N/ ces trois aires, 3 Taire du parallélogramme, a, p, Y les angles que fait son plan avec les trois plans coordonnés. On aura :
L/ = S cos a, M/ = S cos p, N/ = S cos y,
et, par conséquent,
s = Vlî + mî + nî,
2° De ce qui précède, on déduit:
cos a =-::
cosp
cos y =
\/LÎ + MÎ + N?
Vm + mî + nî'
D*ailieurs, la droite 0^ fait avec Oa?, Oy, 0^ des angles dont les cosinus sont :
SX
V( SX)^ + (SY)^ + (SZ)»
LY
\/(SX)» + (SY)^ -h (SZ)>'
sz
V{SX)2+(SY)»-f-(£Z)>'
et le moment cherché est égal à :
VlSX)» + (2Y)» + (£Z)» Vl? -t- M? + N?
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OU bien :
L/^X + MfSY + N/SZ
V(SX)^ + (SY)'» + (SZ)«
La condition nécessaire cherchée est donc :
SL/.SX 4- SM/.SY + SN/.SZ = o.
Condition identique, aux notations près, à celle que nous avons déjà trouvée par la théorie des couples.
Cette condition est, d'ailleurs, suffisante. Car, si elle est remplie, la droite représentative de la force Q rencontre en un certain point la droite qui joint Torîgine au point SX, £Y,. SZ, et le plan, mené par P et par cette droite, a un point commun avec la droite Q. D'ailleurs, si Ion mène du point une parallèle à Q, elle est contenue dans ce plan, car, en vertu d'une remarque faite au paragraphe 2, les sommes des projections de P et de Qsur les axes de coordonnées sont SX, £Y, £Z. Donc la droite représentative de la force Q est située tout entière dans un plan contenant la droite représentative de P, et Ton pourra toujours composer ces deux forces en une seule, pourvu, bien entendu, que SL/, 2M/, SN/ ne soient pas nuls à la fois.
5. Nous avons vu que, dans le cas le plus général, les équations qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un solide libre soit en équilibre sont au nombre de six. Dans certains cas particuliers il arrive ou bien que le nombre de conditions nécessaires est diminué, ou bien que les équations ont une interprétation géométrique simple. Par exemple, s'il s'agit d'un système de deux forces, le raisonnement fait au début du paragraphe 3 nous a montré qu'elles
CAS PARTIGUUERS S()5
ne peuvent être en équilibre que si elles sont égales et directement opposées. C'est la réciproque du postulatum d après lequel deux forces égales et directement opposées, appliquées en deux points d'un solide, se font équilibre.
Si les forces agissant sur le solide sont au nombre de trois, les équations des moments exigent, pour qu'il y ait équilibre, que les trois forces soient dans le même plan. Car on peut, d'une inOnité de manières, choisir Tun des axes des coordonnées de manière qu'il rencontre deux des forces données. Les moments de ces deux forces par rapport à cet axe étant nuls, le moment de la troisième doit être nul aussi ; en d'autres termes, toute droite qui rencontre deux des forces données doit rencontrer la troisième : donc elles sont dans un même plan. Mais alors on pourra toujours composer deux d'entre elles, et ramener ainsi le problème au cas d'un sysième de deux forces. Pour l'équilibre, il faut que ces deux forces soient égales et directement opposées. Donc : Pour que trois forces, agissant sur un solide, soient en équilibre, il faut et il suffit : !•* qu'elles soient dans le même plan ; 2* que tune q^iel^ conque d entre elles soit égale et directement opposée à la résultante des deux autres.
Ajoutons que, si quatre forces sont en équilibre sur un même solide, elles agissent suivant quatre droites situées sur un même hyperboloïde. Car toute droite qui rencontre trois d'entre elles doit rencontrer la quatrième.
6. Voici maintenant des exemples où se réduit le nombre des conditions nécessaires pour l'équilibre. Si toutes les forces sont dans un même plan, trois conditions seulement sont nécessaires. Car, si Ton prend ce plan pour plan des xy^ les
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sommes des projections de toutes les forces du système sur l'axe 0^ est nulle, alors même qu*il n'y a pas équilibre. Il en estde même des sommes de moments par rapport à Ox, Oy, et, comme les moments par rapport à Oz sont aussi les moments par rapport au point 0, on peut énoncer le théorème suivant : Pour qu'un système de forces^ situées dans un même plan, soit en équilibre^ il faut et il suffit : i^ que fa somme des projections de ces forces sur deux axes rectangulaires Oa?, Oy tracés dans ce plan soit nulle ; 2° que la somttie de leurs moments par rapport au point soit nulle.
Si toutes les forces sont parallèles, le nombre des conditions nécessaires se réduit encore à trois. Car on peut prendre Taxe des z parallèle à leur direction. Alors la somme des moments par rapport à Oz est nulle, lors même qu'il n'y a pas équilibre; et les équations des projections concernant Oœ, Oy sont aussi vériOées identiquement. Donc : Pour quun système de forces parallèles soit en équilibre, il faut et il suffit: 1® que la somme des projections sur un axe parallèle à leur direction soit nulle; 2® que la somme de leurs moments par rapport à deux axes rectangulaires^ ùsus du même point et perpendiculaires à leur direction, soit nulle,
1. Applications. — A. Soit un triangle ABC, et soient F|, F), F, trois forces situées dans son plan, appliquées aux milieux de ses côtés, perpendiculairement à leurs directions, proportionnelles à leurs longueurs et dirigées toutes les trois vers l'intérieur, ou toutes les trois vers l'extérieur du triangle. Je dis que ces trois forces se font équilibre. En effet, on constate tout d*ubord que ces trois forces sont concourantes, et que, par conséquent, la somme de leurs moments par rapport
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à. leur point de concours est nulle. Ensuite, la somme de leurs projections sur toute droite du plan est nulle, car la ligne brisée, dont les côtés sont égaux et parallèles aux droites représentatives de ces forces, coïncide avec le contour d*un triangle semblable au triangle donné, et dont les côtés sont perpendiculaires à ceux de ce triangle. Donc le polygone des forces est fermé, et la somme de leurs projections sur toute droite du plan est nulle.
B. Soit maintenant un quadrilatère convexe ABCD, dont les côtés AB, BG, CD, DA sont respectivement égaux à a, 6,
Fig. 43.
c, d [fig, 43). Aux milieux de ses côtés, appliquons des forces f^y /*2, /*3, /*4, situées dans son plan, extérieures au quadrilatère, perpendiculaires à ses côtés, et égales à Ka, K6, Kc, Kcf. Ces forces se feront équilibre. Car, si Ton applique, au milieu de la diagonale AC, deux forces égales et directement opposées perpendiculaires à cette diagonale, et égales à K, AG, les trois forces f^, f^^f^ se feront équilibre; les forces Z*,, /*4, /*,, également. On passerait de même du quadri-
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latère au pentagone, du pentagone à Thexagone, et ainsi de suite, et Ton serait conduit au théorème suivant : Si ton applique, aux milieux des côtés d'un polygone convexe, des forces situées dans son plan, pei'pendiculaires à ses côtés, pro^ portionnelles à leurs longueurs^ toutes dirigées vers l'intérieur, ou toutes vers V extérieur du polygone, ces forces se font équilibre, C. De ce qui précède on déduirait, par la considération des limites, qu*il y a équilibre entre un système de forces inûniment petites, normales à un contour, plan, convexe et fermé,
Kig. 44.
appliquées, dans le plan de ce contour, normalement à la direction de sa tangente, en chacun de ces points, et proportionnelles aux différentielles de Tare du contour, en chacun des points d'application, pourvu que toutes ces forces soient dirigées vers Tintérieur, ou toutes vers Textérieur du contour. D. Soit maintenant un tétraèdre ABCD {fig, 44], et soient
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a, b, c, G? les aires des faces opposées aux sommets A, B, G, D. Aux centres de gravité G^, Gg, G3, G^ de ces faces, appliquons des forces perpendiculaires à leurs plans, dirigées vers l'extérieur du tétraèdre, et égales à Ka, Kc, K6, Kd; je dis que ces forces se feront équilibre. En effet, décomposons les forces Pj, F3, P^, chacune en deux forces telles que R^, et S3, la première, normale au plan de la face BCD, la deuxième, parallèle au plan de cette face. Je dis que les forces Rj, R3, R4 feront équilibre à la force P^ qui leur est parallèle ; en effet, si Ton donne le signe + à celles d'entre elles qui ont la direction opposée à la direction deF|, et si Ton considère F4 comme négative; si, de plus, on appelle p, Yî ? les angles plans des dièdres CD, BD, BG, ces forces sont égales, en grandeur et en signe, à Kb cos p, Kc cos y, Kd cos S, et leur somme est égale, en grandeur et en signe aussi, à
K {b cos p -j- c cos Y + c? cos 8),
ou bien à K surf ABG, ou encore à — F^. Donc, déjà, la somme algébrique de ces forces, ou somme de leurs projections sur un axe parallèle à, leur direction, est nulle. Soient
maintenant â?^» ^2» ^s» Vz* ^4» !/a ^^^ coordonnées, par rapport à deux axes rectangulaires issus de G^, et tracés dans le plan BCD, des projections de Gj, G3, G4, sur le plan BCD. Ces projections sont les centres de gravité des triangles qui ont pour sommet commun la projection a de A sur le plan BCD, et leurs intensités sont égales à K surf aCD, K surf aBD, K surf aBC, en grandeur et en signe. Leurs moments par rapport à Taxe G^œ sont donc égaux aux moments, par rapport au plan GF^a?, d'un système de forces parallèles, dont la résultante est appliquée en G^. La somme de ces moments
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est donc nulle, et il en est de môme des moments par rapport à Taxe G^y. Donc les quatre forces parallèles considérées se font équilibre. Quant aux trois composantes S^, Sj, S4, elles sont dans le plan de la section bcd^ faite sur la surface de la pyramide par le plan G^, Gj, G3. Leurs points d'application sont les milieux des côtés du triangle bcd; elles sont perpendiculaires à ces côtés, et j'aurai démontré qu'elles se font équilibre, si je fais voir qu'elles sont proportionnelles à ces côtés. Or leurs intensités sont Kb sin p, Ke sin Yi Ke/ sin 8. Mais, si l'on appelle h la hauteur de la pyramide, on a:
c = — BD, -: — = - h, —. — >
2 * sin Y 4 ' sin Y
ôû? = - • — • c sin Yî o à
et, de même :
6c = ;r • 7 • a sin 8
ce? = 5 • T • 6 sin B.
Donc les trois composantes S,, S3, S4 sont proportionnelles aux côtés correspondants du triangle bcd.
. Ë. Le même mode de démonstration s'applique à un système de forces appliquées aux centres de gravité des faces d'une pyramide à base quelconque, proportionnelles aux aires de ces faces, perpendiculaires à leurs plans et toutes dirigées vers l'extérieur de la pyramide. Puis on passerait de là à un système de forces appliquées aux centres de gravité d'un polyèdre convexe, perpendiculaires à leurs plans, etc., — puis, enûn, au cas d'une surface limitée par un contour
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fermé convexe. Nous terminerons en démontrant que, dans le cas d'un polyèdre convexe quelconque, Tensemble des forces conî^idérées peut élre remplacé par trois syptèmes de forces parallèles, tous les trois en équilibre.
Le contour apparent du polyèdre sur le plan de ocy divise, en effet, sa surface en deux parties qui se distinguent Tune de l'autre par les propriétés suivantes. D*un point pris sur l'une des faces qui appartiennent à l'une des deux parties, menons une demi-droite perpendiculaire au plan de cette face, dirigée vers l'extérieur du polyèdre, et supposons qu'elle fasse un angle aigu avec la partie positive de l'axe des z. La demi-droite analogue, relative à une face appartenant à l'autre partie, fera, avec la partie positive de Taxe des z, un angle obtus ; et la somme des projections des faces de Tune quelconque des deux parties sur le plan de ocy sera numériquement égale à Taire de la projection du contour apparent. Si donc nous appelons projection d'une face le produit de son aire par le cosinus de l'angle que fait, avec la direction positive des Zy la demi-droite perpendiculaire au plan de cette face, et dirigée, à partir du point où elle coupe ce plan, vers l'extérieur du polyèdre, la somme algébrique de ces projections sera nulle. Mais, au facteur K près (K a la même signification que dans les applications précédentes), cette somme de projections sera égale à la somme des projections des forces considérées sur l'axe des z. Donc, déjà, cette somme de projections sera nulle. D'autre part, la résultante des forces perpendiculaires aux faces constituant une des deux parties dont nous avons déjà parlé passe par le centre de gravité de la projection du contour apparent sur le plan des ooy, et, si Ton appelle S Taire comprise à l'intérieur de
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celte projection, cette résultante est égale à KS, au signe près. Car les composantes passent par les centres de gravité des projections des faces sur le plan des xy et sont respectivement égales aux produits des aires de ces projections par K. Les forces perpendiculaires au plan des œy^ corres- ]
pondant aux faces qui composent Tautre partie, ont une ^
résultante égale et directement opposée; donc, les composantes, parallèles à Oz^ des forces du système donné, se font équilibre. Il en est de même des composantes parallèles à Oo?, et des composantes parallèles à Oy, Donc enfin le système des forces données est en équilibre.
NOTE
Des intégrales multiples. — Applioation à rattraotion d*nxie sphère homogène sur un point matériel. — Applioation à la reoherohe des centres de gravité.
1. Les sujets qui vont être traités dans cette note ne sont pas explicitement exigés des candidats à TÉcole polytechnique. Cependant la définition et les propriétés fondamentales des intégrales doubles et des intégrales triples, Tapplication que nous en ferons à la théorie de l'attraction les aideront singulièrement à acquérir des idées nettes sur la détermination des centres de gravité des volumes, des lignes et des surfaces, formellement exigés par le programme.
Soit G un contour fermé [fig, 45), et soit / (a?, y) une fonction finie et continue ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre lorsque le point œ^ y se déplace d'une manière continue dans une portion du plan contenant le contour G. Divisons cette portion du plan en compartiments aussi petits que nous voudrons, en traçant, par exemple, une première série de courhes définies par une équation de la forme (p (a?, y, u) = o, où w désigne un paramètre arbitraire ; puis une deuxième série représentée par une équation telle que ^ (Xf yy v) = 0, où V désigne un autre paramètre arbitraire.
âli
Dans Texpression f[x, y) imaginons que a?, y soîenl les coordonnées d*un point intérieur à l'un des compartiments ou situé sur son contour, et multiplions /* (a?, y) par Taire <r de
Fig. 45.
ce compartiment. Puis, ayant choisi un point a?, y, à Tintérieur de tout autre compartiment, faisons la somme des produits relatifs à tous les compartiments intérieurs à la courbe C. Je dis que, quand le nombre des compartiments croîtra au-
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delà de toute limite, la somme des produits ainsi obtenue tendra
vers une limite finie. En effet, considérons d'abord, parmi les
cases ainsi formées, celles qui contiennent un arcde la courbe
G (ombrées sur la figure) ; et observons qu'on peut supposer les courbes du réseau assez rapprochées pour qu'elles soient toutes
intérieures à la couronne comprise entre deux contours G', G", l'un intérieur, l'autre extérieur au contour G, mais aussi rapprochés de G qu'on le voudra. Soit M la plus grande valeur numérique que prenne la Fonction f (a;, y\ dans toute la région du plan considérée, s l'aire de la couronne. 11 est bien clair que la somme des produits relatifs à ces cases est numériquement inférieure à M*, et tend vers zéro quand le réseau formé par les deux familles de courbes est de plus en plus resserré. Considérons donc la somme des pro« duits relatifs aux compartiments complètement intérieurs. Soient m le minimum, u le maximum de la valeur numérique de f [x, y) à l'intérieur d'une des cases, <y sa surface. Supposons d'abord que f (a?, y) conserve le même signe en tous les points intérieurs au contour.
Le produit correspondant est compris entre w<i et {id, et quand le nombre des compartiments croit au-delà de toute limite, la somme Swd ne peut aller qu'en croissant
(cette somme s'élend, bien entendu, à tous les compartiments intérieurs à G). En effet, après avoir formé une première série de compartiments, dont l'un est ABGD ifig, 46), formons une nouvelle série de compartiments plus rapprochés, et supposons que le nouveau réseau partage ABGD en quatre parties, kkfe^
Flg. 46.
kBgf^efhC^fgDhy le contour ABCD faisant aussi partie du nouveau réseau. A chacune d'elles correspond une nouvelle valeur de w, égale ou supérieure à celle qui répond au quadrilatère total ABCD, et la somme de leurs produits par Taire correspondante est égale ou supérieure à ma. Alors les quantités telles que S»w<ï vont former une suite indéfinie, croissante, mais toujours inférieure au produit de M (maximum de / (â?, y) dans toute la région) par Taire d'un polygone quelconque comprenant le contour G. Il s'ensuit qu'elles tendent vers une certaine limite. Les quantités I](jl<t tendent vers la môme limite. Car le rapport
est toujours compris entre le plus grand et le plus petit des
rapports —9 lesquels ont pour limite 1 ; et, comme la somme
S/ (a?, y) (jest toujours comprise entre ces deux sommes, elle tend aussi vers cette limite.
Remarque. — Cette démonstration fait voir que la limite est la même quel que soit le point a?, y pris à l'intérieur du compartiment ABCD ou sur son contour.
Si la fonction f (a?, y) changeait de signe à Tîntérieur du contour C, on diviserait Taire qu'il comprend en plusieurs aires partielles à l'intérieur desquelles la fonction conserverait toujours le même signe, et Ton prendrait, pour limite de la somme des produits considérés, la somme des limites afférentes aux divers contours partiels.
2. Je dis encore que la limite dont je viens de montrer Texistence est toujours la même quel que soit le mode de décomposition du plan en compartiments infiniment petits.
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En effet, considérons un des réseaux formés d'après une première loi et supposons que la plus grande différence qu'il y ait entre les abscisses de deux points de son contour soit inférieure à - ; la plus grande différence qu'il y ait entre les
k ordonnées soit inférieure à -• Traçons, d'après la deuxième
loi, un second réseau donnant le même nombre de quadrilatères, supposons que laplusgrande différence des abscisses de
deux points de son contour soit inférieure à — » la plus grande
différence des ordonnées inférieure à r-i et nommons désor-
mais a la plus grande des deux longueurs^, JC p la plus grande des deux longueurs ^, h'. Les quadrilatères se correspondront dételle sorleque si Ton nomme o?, y les cordonnées d'un point intérieur à Tun des quadrilatères obtenus d'après la première loi ; œ\ y' les coordonnées d'un point obtenu d'après la seconde loi, x — a?' et y — y seront inférieurs, numériquement, à X et p. Donc la différence :
pourra se mettre sous la forme :
r[x+ Sa, 3/ H- ô'p) d' - / (a?, y) (f
0, 6' étant compris entre — i et -j- ^ • 0" P^"^ encore écrire cette différence comme il suit
/ (^, y) {^' -^) + ^' [0<i (X, y) -f- ev; {^. y) + e]
8 étant infiniment petit avec a et p. Soit t^ la plus grande des valeurs numériques des facteurs
La somme de toutes les différences analogues à (i) sera numériquement inférieure à
M (Sd' — Sd) + TjSff'.
Mais Sff' et 23<j ont une même limite, savoir: Taire intérieure au contour G (^). C'est la limite commune à S<y et à S<j', qu'on appellera Taire intérieure au contour C. Donc l'expression (2) a pour limite zéro; a fortiori, la différence entre les deux sommes de produits relatifs à tous les quadrilatères des deux réseaux.
Théoriquement, la manière la plus simple de partager
le plan en quadrilatères infiniment petits consiste à tracer des parallèles à Taxe Oa?, et des parallèles à Taxe Oy. Soient AB, CD deux parallèles à Ox [fig. 47), Ay leur distance, a?< , œ^,x<^,,,œn les abscisses des sommets, situés sur AB, des
quadrilatères du réseau correspondant, et soient 1, 2, 3, 4 ...
ces sommets ; ces quadrilatères donneront, pour la somme à
Fig. 47.
(<) Pour répondre à robjection que soulàve cette affirmation, on peut dire: L'expression £9 va sans cesse en croissant, mais reste sans cesse inférieure à l'aire d'un polygone circonscrit au contour G : donc elle tend vers une limite L. De mÔme, Texpression £9' tend vers une limite L', et ces deux limites sont égales, parce qu'on peut supposer les deux réseaux assez resserrés pour contenir Tun et l'autre un même polygone intérieur au contour, homolhétique du polygone circonscrit par rapport à un point intérieur au contour, le rapport d'homothétie étant aussi voisin de 1 qu^on le voudra. Alors le rapport de l'aire de ce polygone à Taire du polygone circonscrit tendant vers 1, leur diUéreace tend vers zéro, et il eu est de môme, a /()r* ltort,de la diCTérence Zv — £?'.
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évaluer, des termes égaux à
et ainsi de suite. Lorsque œ^ — ^\^ ooz — ^2 ••• tendront vers zéro, la somme de ces termes tendra vers une limite, savoir :
^yff O^» y) ^
les- limites inférieure et supérieure de cette intégrale étant les limites vers lesquelles tendent x^ et a?„, savoir les abscisses x et xf des points A et B. Soient donc x' et x" les valeurs de x qui correspondent à une même valeur de y, en supposant que chaque parallèle à l'axe des x rencontre le contour en deux points seulement. Soient aussi y^ et^j les valeurs minimum et maximum de y sur le contour. La somme à évaluer aura pour limite
fyl r{^y y]dx\
Vl J X'
et, si chaque parallèle à Taxe des x^ ou si chaque parallèle à Taxe des y rencontre le contour en plus de deux points, la limite dont il s*agit se décomposera en une somme de termes de cette forme. On la désigne par la notation
J*Jf [x, y) dx dy.
C'est une intégrale double, étendue à toute Taire intérieure au contour G.
4. Il y a lieu de prendre toute une série de précautions analogues pour définir une intégrale triple étendue à Tintérieur d'une surface fermée G. On démontrera d'abord que, si
fiO NOTE DBS 1NTÉ6RALKS MULTIPLES
Ton divise le volume du solide compris sous cette surface en un certain nombre de compartiments aussi petits qu'on voudra, qu'on multiplie le volume de chaque compartiment par la valeur que prend une fonction donnée /(a?, y, -y) en un point intérieur à chaque compartiment ou situé sur sa surface; si d'autre part la fonction /(a?, y, z) reste finie et continue en tous les points d'une région contenant la surface donnée, la somme des produits obtenus tend vers une limite, quand le nombre des compartiments est de plus en plus grand, et que cette limite est la même: lequel que soit le point a?, y,^, pris dans chaque cellule ; 2^ quel que soit le mode de formation de ces cellules.
On peut évaluer cette limite en calculant l'intégrale double
fff (a?, y, >8') dœdy
étendue à tous les points de la section faite sur la surface du solide par un plan parallèle au plan des œy, puis en multipliant cette intégrale par dz^ et cherchant, par rapport à Zj l'intégrale ainsi définie, pourvu qu'on donne pour limites à z les ordonnées z du point le plus haut et du point le plus bas de la surface. La limite ainsi définie est désignée par
ffff (^» y» ^) closdi/dz.
On la nomme une intégrale triple étendue à tout le volume considéré, et Ton doit, dans chaque cas, préciser avec soin les limites de chacune des intégrations à effectuer.
5. Dans tous les développements qui précèdent, concernant les intégrales doubles, les variables a?, y jouent exacte-
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ment le même rôle, et Ton peut, sans changer le résultat, intervertir Tordre des deux intégrations, pourvu qu'à chacune des intégrales simples que Ton calculera successivement, on assigne des limites convenables. De même, dans le calcul d'une intégrale triple, on peut, sous les mêmes condilions, intervertir Tordre des variables par rapport auxquelles on effectue les intégrations.
Soit maintenant
=fff{^^y)dxdy
une intégrale double, étendue à un contour quelconque. Supposons qu'au lieu de diviser Taire intérieure à ce contour en rectangles dont les côtés soient parallèles à Oo? et à Oy oïl la divise en quadrilatères infiniment petits, par deux séries de courbes définies par les équations
une première famille de courbes étant représentée par Téquation qui résulte de Télimination de u entre ces deux équations, de telle sorte que chaque valeur attribuée à v donne une courbe de cette famille ; l'autre famille, au contraire, ayant une équation obtenue par Télimination de v. Proposonsnous d'exprimer Tintégrale I au moyep des variables u, v. A cet effet, cherchons d'abord ce que devient Tintégrale lorsque, conservant la variable y, on remplace la variable a? par la variable u. Si Ton calcule d'abord Tintégrale simple
fr (^, y)
dx
â^ NOTE DES INTÉGRALES MULTIPLE^
en y regardant y comme une constante, on est conduit à y remplacer œ par (p (u, v)y ^i dx par la valeur que prend la différentielle de celte fonction lorsqu'on y considère v comme une fonction de u, définie par Téquation
où y désigne une constante. Alors dx^ du^ dv remplissent les conditions suivantes :
dx -=■ r-*- du -A- ^ dv
O = r^ c?u + > (iv.
du * ov
D'où :
du dv dv du , dx = r-; du
dt?
L'intégrale simple devient
fr (?, y)
"du dt? dt? du
dt?
cfu
et rintégrale double
ou bien
dcp dd; dop d<J/
/, Z*^ / X du dl? dt? du ,
dm dJ/ d© dd/ /•/*./ V du dv dv du , ,
JJ t (t. .v) ; â^ du dy
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pourvu qu*cn y considère y comme lié h u, v par la relation (2).
Mais, si Ton veuf, y remplacer la variable y par la variable t?, il faut, dans Téquation (2), regarder u comme une constante,
et remplacer y par r^ dv. On trouve alors
et Ton doit, bien entendu, faire varier u, v dans les limites qui donnent, successivement, tous les points intérieurs au contour C.
7. Si l'on veut opérer une substitution analogue sur Tintégrale triple
I =JJjf (^» y» A dxdydz
étendue à une portion donnée de Tespace, et cela au moyen des formules
on opérera d'abord la substitution sur l'intégrale double
jjf (a?, y, z] dœ dy,
où Ton regardera z comme une constante. Remplaçant les variables a;, y par les variables u, i?, on trouvera
NOTE DES INTÉGRAJiSS MULTIPLES
On passera alors à l'intégrale triple
OÙ Ton remplacera z par ^ (w,v, w) et dz par la diflerentielle de celte fonction, calculée en regardant u, v comme des fonctions de w définies par les équations
où a?, y sont des constantes. Alors dz devra être calculé par Félimination de du, dv entre les relations suivantes
O z=z :^ du A-zr*- dv 4- r;^ dlO
ou * ov * dw
O = r^ rfw + r^ C?V + xr^ du) OU OV dW
dw
dz =
Hu ^ bu
Soit êk le déterminant fonctionnel
bf
^9 bw
ht
bv
bw
du
bv
bto
on trouvera :
àdw
aar — r—
lu
do
by ^4* bu bv
puis, par substitution
=fff^ (?i X» +)• -^^" ^«^ û^«^
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l*intégration s'élendani à toutes les valeurs de w, v, to^ qui donneut tous les points du solide.
8. Application. — Supposons qu'on veuille passer des coordonnées cartésiennes œ, y, z aux coordonnées polaires p,(p, 0, ayant avec les premièrRs les relations
û3 = p cos (p sin 9 y = p sin <p sin ^ = p cos 0,
on aura
cos (p sin — psintpsinG p cos 9 cos 9
sin (p sin pcos(psinO p sin 9 cos
cos B o — p sin
= — p*sinô
et
= — / / / /"(p cos (p sin ô, p sin tp sin 0, p cos 0) p* sin dpdBd<f.
Cette intégrale triple se réduit immédiatement à une intégrale double dans le cas où / ne dépend que de z et de la dislance du poinl co^ y, z k Taxe des z. En effet, la fonction / est alors de la forme
F {Vx^ + y^ z) et Tintêgrale proposée se réduit à
— fff^ (p sin 0, p 003 0} p* sin 6 dO c/p c?^,
Tinlegrale par rapporl à (p devant ôlre calculée entre des
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limites connues, soient <pi et f^. On trouve alors
{<Po — ?J / / ^ (p s^° ®> P c^s ®) P^ sin Ôû?Orfp.
Supposons, par exemple
m désignant une constante ; supposons en outre que le solide dont il s*agit soil une sphère ayant son centre à l'origine et dont le rayon est R. On suppose, d'ailleurs, c > R. Ici les variables p, 6, ^ ont pour limites, respectivement, o et R, o et ir, o et aie. C'est ce qu'on exprime en écrivant Tintégrale sous la forme
%J qU «/
= p^ ûïi^dod^dfù.
V^p» — 2cp cos + c* '^ ^
D'ailleurs on la transforme immédiatement en une intégrale doublé, savoir :
cos -j- c*
On peut encore exprimer cette intégrale en termes finis, En effet, écrivons-la comme il suit :
^j. ^''VJ. V^P' + c»-2cpcose^' et observons que
cp sin QdB
V/p2 + c^ — 2cp cos
= [Vp' + c» — îcp cos ôjî = 2p.
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Nous en concluons que Tintégrale proposée est égale à
Nous verrous quelle est Timporlance de ce résultat dans une question relative à Fattraction.
9. Proposons-nous le problème suivant : Un point matériel, de masse {a, extérieur à un solide donné, subissant de la part de chaque point de ce solide une action proportionnelle à sa masse, et inversement proportionnelle au carré de la distance, quelle sera la résultante de ces actions?
Soient m la masse d'un point du solide; Ç, iq, Ç, ses coordonnées, âj, y, z les coordonnées du point attiré, par rapport à trois axes rectangulaires, Oœ, Oy, Oœ; /'raclion de Tunité de masse sur Tunité de masse, à Tunilé de distance. L'attraction exercée sur ce point est décomposable en trois forces, parallèles aux axes Oo?, Oy, 0^, égales respectivement à :
fV- \'^y
[(5 - xY -h (71 - y)^ + (ï - zYf
car ce sont bien là les projections sur Ox, Oy, Oz d'une force égale à
dirigée du point a?, y, z vers le point $, tj, $. Mais ce sont
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au?si les dérivées par rapport hx^y.z de l'expression suivante :
f\ijm
et la somme des valeurs que prend Tune d'elles, la première par exemple, quand on donne à m et à $, 7|, C toutes les valeurs possibles, est la dérivée par rapport à x, de l'expression
11 en est de même des deux autres, en ce qui concerne y et z. Inversement, si c'est le point matériel qui attire les divers points du solide suivant la loi indiquée, les actions exercées sur ces points seront des forces, concourant au point attirant. En supposant qu'il y ait, en ce point, un point matériel faisant corps avec le solide, on pourra remplacer chacune de ces forces par une force de même grandeur, de même direction et de même sens, appliquée en ce point, puis composer toutes ces forces en une seule. On trouvera une résultante appliquée en ce point, pouvant, d'ailleurs, être remplacée par une autre force qui lui soit égale et appliquée en tout autre point de sa ligne d'action, les projections de cette force sur Oa?, Oy, 0^ étant égales et de signe contraire aux dérivées partielles de la fonction (3) par rapport à x^ y, z, La somme qui figure dans cette expression s'appelle le potentiel du corps au point attiré. On conçoit que le calcul de cette fonction dépende de la forme du corps et du mode de répartition de la matière à l'intérieur du corps. Pour appliquer ces notions à un cas simple, définissons d'abord la densité d'un corps en chacun de ses points.
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10. Si l'on divi?e le corps en un nombre de fragments aussi grand qu'on voudra, chacun des fragments étant aussi petit qu'on veut, et si la masse de chacun d'eux est proportionnelle à son volume, le corps est dit homogène, et la densité du corps est le rapport des nombres qui mesurent, l'un, la massç d'un de ses fragments, l'autre son volume, rapport qui est le même pour tous les fragments. Si le corps n'est pas homogène, on suppose qu'une partie du volume de ce corps, entourant le point Xf y, z Si pour mas.se m et pour volume v ; et l'on nomme densité du corps au point a;, y, z la limite vers
laquelle tend le rapport — » quand m est de plus en plus petit.
Cette limite est une fonction de a?, y, z, et Ton doit, dans le calcul de la fonction (3), tenir compte de cette circonstance, quand le corps n'est pas homogène, en remplaçant m par le produit S X t', où 8 désigne la densité au point Xy y, z, v une partie infiniment petite du volume du corps, entourant ce point. Si le corps est homogène, sa densité S ne varie pas d'un terme à l'autre de la somme (3) et la fonction à calculer est alors :
/(.s lim 2
V il - xy + {-n - y)' -\- {<: - ^?
ou
^ s , , . ^JSjî.
\ww^^
11. Examinons le cas particulier où le solide est une sphère homogène, de centre et de rayon R, et soit c la distance, supposée supérieure à R , du point au centre de la sphère. Soit A le point : la droite OA étant prise pour axe des z, la fonction
ci-dessus s^exprime ainsi :
l'intégrale étant étendue au volume de la sphère. D'après ce qui a été dit au § 8, elle est égale à
OU, en appelant M la masse totale de la sphère :
L'attraction du point sur la sphère peut être supposée, par raison de symétrie, dirigée suivant OA, et réduite à sa projection sur 0.7. Donc elle est égale à la dérivée de Texpression ci-dessus par rapport à a, savoir :
MpLr
Elle est donc la môme que si toute la masse de la sphère était concentrée au point 0.
Si maintenant le point A fait partie d*une autre sphère, de masse totale M', et qu'on veuille composer les actions exercées par tous les poînls de celte sphère 0' sur la sphère 0, on remplacera celle-ci par un point matériel de masse M situé au point 0, et Ton trouvera, par la même théorie, une résultante dirigée suivant 00', et égale à
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Ainsi, si l'on suppose que chaque point de la masse solaire exerce sur chaque point de la masse terrestre une action proportionnelle à la masse du point attirant, et inversement proportionnelle au carré de la distance du point atliré, on trouve qu'à chaque instant la force qui attire le centre de la terre vers le centre du soleil est égale à
M, M' désignant les masses des deux astres, r le rayon vecteur du centre de la terre ; et Ton a vu qu'une force exprimée de la sorte est propre à lui faire décrire une conique conformément aux lois de Kepler.
12. Tout ce qui vient d'être dit suppose essentiellement le point A extérieur à la sphère. S'il est intérieur, on peut se demander si la résultante des actions exercées sur le point n'est pas infinie, puisqu'il y a, à l'intérieur de la sphère, des points dont la distance au point A est aussi petite qu'on veut. Nous résoudrons cette difficulté de la manière suivante. Sur une sphère de rayon i, traçons un contour fermé, et soit o> sa surface. Le volume du solide compris entre cette portion de la sphère et une surface conique ayant pour sommet le centre
de la sphère et pour directrice le contour, sera égal à -• Sur
une sphère de rayon p, cette surface conique détachera un contour semblable au premier, et le solide limité, d'une part, par la surface conique, et, d'autre part, par la surface sphé-
rique entourée par ce contour, aura un volume égal à ^ •
Cette sphère et la sphère concentrique, de rayon p-|-^P> ^é*^^cheront sur le cône un volume infiniment petit avec Ap, équi-
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valent à p^wAp. Cela posé, je dis que Y attraction dune sphère sur un point A. quilui est intérieur se réduit à V attraction d'une sphère qui lui est concentrique^ et qui passe par le point A. En d'autres termes l'attraction de la couche comprise entre les deux sphères est nulle. En effet, considérons un cône ayant
pour sommet le pointA(/?^.48), et dont Tangle d'ouverture soit aussi petit que nous voudrons.
Divisons la partie ARS de ce cône en solides infiniment petits, analogues à ceux que nous venons de définir, par des sphères ayant pour centre le point A (*). Opérons de même pour le solide BCDE. Soient nqpm, npq'^' deux de ces solides, construits de telle sorte que An = Cn', et que nq = nq = do. Soient aussi An = p,An' = p', <t la portion de la surface de la sphère de rayon 1, détaché par le cône considéré, le centre de la sphère étant au point A. Les volumes de ces s^olides sont
Fig. 48.
çl^odp,
p''ffCfp
et les attractions qu'ils exercent sur le point A, suivant la même droite et en sens contraire, sont égales Tune et l'autre
f[iZcdp.
Donc la somme des attractions exercées par le volume ARS
est égale à
/{xB.ff.AR;
(1) La Qgure 48 représeule la section faite dans les deux sphères par un plan qui passe par leur centre et par le point A.
la somme des attractions exercées par le volume BCDE est égale à
et comme AR =^ BE, ces deux sommes sont égales et de signe contraire (au moins quand <t est infmimenl ( etit). Les actions exercées parles parties ARS, BCDE, du même cône infiniment petit, se font équilibre, et il en est de même de tous les autres cônes analogues.
Donc la recherche de l'attraction exercée par la sphère totale se réduit à la recherche de l'attraction exercée par la sphère concentrique à la sphère donnée, et passant par le point A. On trouvera cette attraction après avoir calculé le potentiel, égal à :
sin OdpdB
JJ. »v-»
Scpcosô + 9'
— _— C d C cp sin 9rf9 _4n r' ^ ,
et l'attraction sera
— - TUB/JX.C.
13. Nous arrivons maintenant à. l'emploi des intégrales multiples pour la recherche des centres de gravité des surfaces et des volumes. Pour définir Taire d'une portion de surface courbe, limitée par un contour fermé, projetons ce contour sur le plan desa?y ; partageons la projection obtenue en quadrilatères infiniment petits, et soient a?, y les coordonnées d'un point intérieur à l'un de ces quadrilatères. Ce point est la projection d'un point P situé sur la surface, et l'angle que
fait avec le plan des œy le plan tangent à la surface, au point P, est une fonction de a? et dey. L'aire du quadrilatère infiniment petit, divisée par le cosinus de cet angle, sera Télément d'une intégrale double qui, prise à l'intérieur du contour projeté, sera, par définition. Taire de la portion de surface courbe. Cette intégrale aura d'ailleurs la même valeur, quel que soit le plan de projection. En effet, soient Q et Q' les deux plans de projection, a Taire d^un quadrilatère infiniment petit, obtenu dans le plan Q. Ce quadrilatère est la projection d'un quadrilatère détaché sur le plan tangent en P par le cylindre projetant qui a pour base le contour de Télément <y. Soit (I) ce quadrilatère ; projetons-le, ainsi que tous les quadrilatères analogues, sur le plan Q' ; nous aurons partagé la projection sur Q' de la portion de surface courbe considérée, en quadrilatères infiniment petits. Soit fs' Taire de celui qui correspond au quadrilatère <t. Divisant a' par le cosinus de Tangle que fait, avec Q', le plan tangent en P, nous retrouverons û>; de sorte que les deux intégrales doubles seront les limites vers lesquelles tendent deux quantités variables, sans cesse égales entre elles : donc elles seront égales.
Le moment du quadrilatère û> sera le produit de sa surface par la distance du point P au plan des xy ; et la somme de ces moments aura pour limite une intégrale définie, égale au moment de la surface totale, c'est-à-dire au produit de cette surface par la distance de son centre de gravité au plan des asy. De là, une équation qui fera connaître cette distance. On formera deux autres équations analogues qui feront connaître les distances du centre de gravité au plan des yz et an plan des zœ : on connaîtra ainsi les trois coordonnées du centre de gravité.
Voici, d'ailleurs, le calcul. Soient z = f[x^y) l'équation de la surface à laquelle appartient le contour considéré, et
soient aussi r— = p, r^ = q. En un point quelconque,
octy^z, de la surface, le plan tangent a pour équation
X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. Ce plan fait avec les trois plans coordonnées des angles dont les cosinus sont
Vi+P^ + q^ Vi+p^ + q^ Vi+p'^ + q^
de sorte que toute portion de cette surface a pour mesure rintégrale double
-JJv^i + P' +q^ àxdy
étendue à la surface suivant laquelle elle se projette sur le plan des xy. Son moment par rapport au plan des œy est égal, d'une part, &
—Jj^ V/i + 1)* + q^ dx dy, .
et, d'autre part, à :
— î /Yv/i + P* + q^dœdy
C désignant l'ordonnée z du centre de gravité. De là Téquation
çjy V/l + P* + q^dxdy =JJ z\/i -I- p» -f- q*dxdy, (4)
OÙ les intégrales doivent être calculées à Tintérieur du contour précédemment défini.
On établira de même les équations
ï /YVi +P^ + q^dœdy =Jfoc V^i + p^ + q^dœdy y\ffVi + p' + q^dœdy =ffy Vi + p^ + q^dxdy, (5)
où Ç, 71 désignent les coordonnées x^y du centre de gravité, et où le contour d'intégration est encore le même.
14. Dans le cas particulier d'une surface sphérique, l'équation (4) est susceptible d'une interprétation géométrique intéressante. L'origine des coordonnées étant au centrede lasphère, son équation est :
et l'on en déduit
x-^-pz z=zo, y ^ qz z=o,
puis
Si, d'autre part, on désigne par S la portion de surface sphérique dont on cherche le centre de gravité, l'équation (4) devient :
ÇS == rffdxdy.
Donc : L'ordonnée z du centre de gravité est une quatrième proportionnelle au rayon de la sphère^ à la projection de la surface sur le plan des xy, et à la surface elle-même (Appell, Cours de mécanique de la Faculté des sciences de Paris).
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Le calcul de S se ramène toujours au calcul d'une intégrale simple.
Eneffety S est égale à Tintégrale
JJ •r» - 072 - y»
étendue au contour de la projection de la surface sur le plan des yœ.
Si Ton emploie les coordonnées polaires, définies par les formules :
â? = p cos (i>, y = p si^ ^
dœdy doit être remplacé par :
— sm iù cos 0)
cos a> sm 0)
dpd(ù = — ^d^diù.
Donc:
Mais, comme Tintégrale indéfinie :
esl égale à :
on en déduit :
S =J'(v'r» — pi - ^r* — pî) do),
Ul
0)^, (1)2 désignant les angles que font avec Ox les tangentes menées de Torigine au contour d'intégration, supposé convexe ; Pi et P2 les rayons vecteurs des deux points de la courbe qui correspondent à une même valeur de «o, si toutefois Vorigine est extérieure au contour, et si chaque rayon vecteur coupe le contour seulement en deux points; si au contraire, l'origine est intérieure, on sera conduit à calculer :
^diù
eu regardant p comme le rayon vecteur d'un point, mobile sur la courbe plane, projection de la courbe sphérique.
15. La recherche du centre de gravité d'une aire plane n'offre plus de difficulté. Le plan de cette aire élant pris pour plan des œy, il suffira de faire, dans les formules (4) et (5) : ^ = 0, p = o, ^f = 0, et Ton trouvera, outre la relation évi-
dente a priori^ Ç = o :
Il xdxdy I I ydxdy
1 1 dxdy 1 1 dxdy
Les intégrales doubles devront être étendues à tous les points de la surface donnée.
Dans ces dernières formules, les intégrales qui figurentaux numérateurs des seconds membres peuvent être transformées en des intégrales simples par suite de Tidentité :
xdx = Y + C
d*où Ton déduit :
JJxdœdy = -^jx^dy,
rintégrale du second membre s'étendant à tous les points du contour.
Une transformation analogue s'impose pour Tintégrale
JJydx dy.
Quant à lUntégrale :
JJdxdy,
la définition même de l'intégrale double permet de la transformer immédiatement en une intégrale simple.
16. Mais tout ce qui précède suppose qu*ii s'agit de surfaces homogènes. Nous n'insisterons pas sur les surfaces de densité variable, et nous indiquerons simplement l'exemple suivant, où il s'agit d'une surface plane : Trouver le centre de gravité d'une aire plane fermée^ en supposant quen chacun de ses points la densité soit proportionnelle à la distance de ce point à une droite fixe, — (Ce centre se nomme le centre de percussion de la surface.)
Prenons la droite donnée pour axe des x. En chaque point la densité est, comme nos lecteurs l'ont aisément compris, la limite du rapport du poids d*une surface infiniment petite, entourant ce point, à l'aire de cette surface ; de sorte que, par rapport à un plan mené par l'axe des x^ perpendiculairement au plan de figure, le moment du rectangle infiniment petit dœdy est égal à ydxdy. Si donc on appelle 7^ Tordon-
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née du centre de percussion, elle sera délerminée par Téquation :
fijjydxdy =zjÇy^dœdy,
De même, Tabscisse \ du point cherché remplira la condition:
\ JJydxdy = JJœydxdy.
Les intégrales ci-dessus doivent être étendues à tous les points de la surface donnée, et il est facile de les transformer en intégrales simples. Déplus, ces deux équations montrent qu'à toute droite du plan correspond un centre de percussion, pourvu qu'on regarde comme positives les densités des points situés d'un côlé de la droite, comme négatives les densités des points situés du côté opposé. Réciproquement, tout point du plan d'une aire donnée est, par rapport à une certaine droite, le centre de percussion de cette aire. En effet, si nous rapportons la même figure à d'autres axes, tels que la droite donnée ait pour équation :
œ cos <p -[- y sin (p — p = o,
et si l'on appelle u, V les cordonnées du centre de percussion par rapport à ces nouveaux axes, les équations du problème seront :
V i j{œcos<f^ysinf^p)dœdy= 1 j y{xcosf^-]-y&\n^—p)dœdy u j 1 {xcos<f-{-ys\n^—p)dœdy= j j a7(a?coscp+ysinip — p)dxdy.
et l'on pourra les transformer comme il suit:
= cos ^ I ^ / / ^dxdy — / / xydxdy 1
+8in<p| vjjydxdy^jjy^dxdy J— p vjjdœdy—jjydxdy 1
o = cos ^\^ 1 1 xdxdy — / / xydxdy j
-^sin<p| m/ jydxdy — / j xydxdy 1 — p\ u 1 jdxdy — / Ixdxdy 1
Soient :
jj xdxdy=\, il ydxdy=B, j j x^dxdy=Gy jj xydj:dy=ï>y
C Çy^dxdy = E, ÇÇdxdy = H.
les équations obtenues se transforment encore comme il suit:
cos <p (A© — D) + sîn (p (Bi? — E) — p (Ht? — B) = o cos a> (Am — C) + sin <p (Bm — D) — p (Hw — A) = o,
et la droite, dont il s*agit d'établir Texistence, est celle dont Téquation résulte de Télimination de <p et de p entre les deux équations ci-dessus et Téquation
X cos ç + y sin © — p r= o.
En général, cette équation est la suivante :
At? - D
Bt? E
Hw B
Att — C
Bu — D
Hm — A
MiCAMIQUB .
On peut la simplifier eo supposant que l'origine des coordonnées est au centre de gravité de la surface donnée^ supposée homogène.
Alors A = o, B = o, et Téquation ci-dessus se réduit à :
— hv (Cy — Dx) ~ Hu (— Dy + Eo?) 4- D* — EC = o ou bien
na pp
r (Cy - Do?) -f- u ( - Dy 4- Ex) - — g-^ = o
et Ton voit que la droite cherchée est la polaire du point u, v par rapport à la conique ayant pour équation :
r|f pr»
Ex^ — 2Pa?y + Cy^ — „ = o.
Il n*y a donc pas à insister davantage sur les positions qu'occupent le centre de percussion et l'axe de percussion correspondant, lorsqu'un de ces éléments se meut dans le plan diaprés une loi donnée. Mais il y a lieu d*ajouter qu'il existe un système d'axes coordonnés, et un seul, pour lequel l'intégrale D est nulle : c'est le système formé par les axes de symétrie de cette conique. Si l'on remarque ensuite que les trois intégrales G, E, H sont essentiellement positives, on en conclut que celte conique est une ellipse imaginaire, de telle sorte que, si Ton mène le diamètre conjugué de l'axe de percussion, et si Ton désigne par M le point où il coupe cet axe, par G le centre correspondant, les deux points M, G sont situés de part et d'autre de l'origine des coordonnées, à des distances de cette origine, dont le produit est égal au carré du demi-diamètre dirigé suivant MG.
17. Il nous reste à parler des centres de gravité des volumes, «t de leur détermination par les intégrales multiples. Divisons le volume du solide donné en parallélipipédes infiniment
petits, par des plans parallèles aux trois plans coordonnés. Soient dœ^ dt/, dz les dimensions de Tun d'eux, a?, y^ z les coordonnées d'un point qui lui soit intérieur. Son moment par rapport au plan des yz sera xdxdydz\ et, si Ton appelle S, 7),!; les coordonnées du centre de gravité, les équations des moments, propres à déterminer S, -vj, C, seront
\ 1 jÇdxdydz = Cl Çxdxdydz Tj f jjdxdydx = jjjydxdydz Ç il I dxdydz z= j j ( zdxdydz,
les intégrales s'étendant à tout le volume. L'intégrale qui figure dans les premiers membres de ces trois équations se ramène aisément à une intégrale double : il en est de même des trois autres. Considérons, par exemple, la première, et supposons, pour simplifier, que toute parallèle à Taxe Ox rencontre, en deux points seulement, la surface qui limite le volume donné. Soient x^, x^ les x de ces deux points. L'intégrale indéfinie
/x^ X dx étant égaie à -^j l'intégrale triple
/ / / xdxdyds étendue à tout le volume considéré sera égale à
^ff^^^ ■" ^' ) ^^^^'
et Ton pourra faire subir une transformation analogue aux deux autres intégrales triples.
Application. — Soit à déterminer le centre de gravité du volume d*un cylindre tronqué, supposé homogène. Les plans des deux bases se coupent suivant une droite D, située dans un plan P, qui contient les milieux de toutes les arêtes latérales du solide. Ge plan coupe la surface cylindrique suivant une certaine courbe, limitant une aire plane, que nous diviserons en éléments infiniment petits. Chacun de ces éléments sera la section faite par le plan P sur la surface d*un cylindre tronqué, ayant ses génératrices parallèles à celles de la surface cylindrique donnée, et limité par les plans des bases du solide donné. Chaque cylindre élémentaire sera divisé par le plan P en deux cylindres équivalents; son centre de gravité sera un point de Télément correspondant, G par exemple. Soient H le point où le plan d'une base est coupé par la parallèle menée de G aux arêtes du cylindre tronqué, a Tangle que fait le plan P avec le plan de la section droite, « la surface de l'élément considéré : le volume du cylindre tronqué élémentaire sera égal à
GU. cosa
Soit encore I la projection de G sur la droite D : le rapport
GH
j;=- est constant ; soit K ce rapport. Le volume élémentaire
considéré est égal à
K. cosoi.v.GI.
Donc la recherche du centre de gravité du volume donné
est ramenée à la recherche du centre de gravité de la section faite par le plan P sur la surface de ce solide, en supposant qu*en chaque point G du plan P la densité soit proportionnelle à GI. Donc : Le centre de gravité du volume d'un cylindre tronqué coïncide avec le centre de percussion de taire de la courbe lieu des milieua: des arêtes^ taxe de percussion étant la ligne commune au plan de cette courbe et au plan dune quelconque des bases du cylindre.
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