Traité de mécanique céleste
F. (François) Tisserand
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
PRÉFACE
Ce Volume termine le Traité auquel j'ai consacré dix années de tra-
vail. Il se compose de trois parties principales :
La théorie des mouvements des satellites de Jupiter et de Saturne;
Le calcul des perturbations des comètes, et l’étude de la figure de ces astres étranges ;
Enfin, l’ensemble des travaux de Mécanique céleste suscités par la découverte des petites planètes.
La théorie des satellites de Jupiter a pris, entre les mains de Laplace, une perfection qui n’a pas été surpassée. Toutefois, les calculs n’avaient pas été poussés assez loin pour donner aux Tables toute la précision compatible avec les observations. M. Souillart a eu le mérite d’y apporter les compléments nécessaires.
Mais, si la Mécanique céleste présentait toute l’ampleur voulue pour la théorie des satellites de Jupiter, il n’en était pas de même pour les satellites de Saturne, par la raison qu’à l’époque de Laplace on n'avait presque pas d'observations. Le plus faible des satellites, et le dernier
découvert, Hypérion, a présenté une difficulté singulière dont M. New-
comb a rendu compte par la théorie, en découvrant une libration ana-
logue à celles des satellites de Jupiter. Des librations semblables existent
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pour d’autres satellites : c’est là un champ de travaux intéressants et nouveaux.
Nous savons peu de chose sur les perturbations des satellites des autres planètes; cependant, une anomalie constatée dans le mouvement du satellite de Neptune a reçu, il y a quelques années, une explication plausible, que nous avons reproduite.
Laplace avait consacré un Chapitre au calcul des perturbations des comètes quand elles approchent très près des planètes. Nous avons donné une certaine extension à sa théorie; mais les additions portent surtout sur la figure des comètes : nous avons exposé les beaux travaux de Roche, Bessel, Schiaparelli, etc.
La découverte des petites planètes a donné une vive impulsion à la théorie générale des perturbations; de là sont nés les travaux
remarquables de Cauchy, Hansen, Gyldén, etc. ; nous avons fait une
place d'honneur à la méthode de Cauchy, inventée en quelques se-
maines par l'illustre géomètre, pour vérifier de longs calculs de Le Verrier.
Nous avons jugé utile d'exposer aussi une méthode élégante de Jacobi, pour la détermination de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne.
Il était impossible de rédiger un Traité aussi étendu sans parler des belles recherches de M. Poincaré sur le problème des trois corps. Nous leur avons consacré un Chapitre.
Dans un dernier Chapitre, nous avons fait connaître les résultats de la grande enquête faite par Le Verrier, continuée par M. Newcomb, pour confronter la loi de Newton avec l’ensemble des observations des planètes : tout marche avec un accord admirable, sauf une ou deux
petites difficultés dont nos successeurs triompheront sans doute.
On peut juger, par cet aperçu sommaire, de l’étendue des progrès de la Science depuis Laplace, et de l'utilité qu’il y avait à les exposer
dans un Ouvrage spécial.
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Qu'il nous soit permis, en terminant, de présenter tous nos remerciments à M. O. Callandreau et à M. R. Radau, qui ont bien voulu
nous prêter encore le concours de leurs conseils; il nous a été très précieux.
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TRAITÉ
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET FONCTIONS PERTURBATRICES.
1. Considérations générales. — Jupiter possède cinq satellites. Les quatre premiers, visibles avec la plus faible lunette, ont été découverts par Galilée les 7 et 8 janvier 1610. M. Barnard, de l’observatoire Lick, a trouvé le cinquième, le 9 septembre 1892; il n’y a guère que trois instruments de très grande puissance avec lesquels on ait pu jusqu'ici suivre son mouvement. Au point de vue de la Mécanique céleste, il y a lieu de le mettre à part; sa masse est trop faible pour qu’il exerce une influence sensible sur les quatre anciens qui, de leur côté, ne le troubleront pas sensiblement parce qu'il en est éloigné, et très voisin de la planète, dont l'attraction sera absolument prépondérante. Le cinquième satellite pourra cependant éprouver quelques dérangements au sujet desquels nous renvoyons le lecteur à deux Notes des Comptes rendus (t. CXVIT, p. 1024, et CXIX, p. 5). On peut donc considérer à part les quatre gros satellites; la détermination de leurs mouvements constitue l’un des plus beaux problèmes de la Mécanique céleste. Le mouvement de chacun d’eux est incessamment dévié de l’ellipse invariable de Képler :
1° Par la force perturbatrice du Soleil, dont l'attraction n’est pas la même que sur la planète; T. — IV. I
2° Par le renflement équatorial de la planète, qui fait que son attraction ne se
compose pas seulement du terme en
3° Par les attractions des trois autres satellites.
Avant d'aborder la théorie, il est bon de donner quelques indications générales sur les mouvements des satellites. Ils se meuvent à peu près dans le plan de l'équateur de Jupiter. Les excentricités sont insensibles pour les satellites I et IT (les plus voisins de la planète), de 0,001 et de 0,007 pour II et IV. Les moyens mouvements diurnes sidéraux ont pour valeurs
A. 2097, 18809) 28, Hi 101,2374 72900, 90°, 317 608 33, n'= "21,071 07198:
On en conclut hi 200,500 007 00,
On voit donc que le moyen mouvement du premier satellite est à fort peu près le double de celui du second, lequel est de même sensiblement le double de celui du troisième. Mais ce qui frappe le plus, c’est l'égalité presque absolue des différences ? — 2n' etn'— 27”, de sorte que la relation
NH 90 op —0
est vérifiée presque rigoureusement. Ce sont ces relations de commensurabilité qui font tout l'intérêt et toute la difficulté du problème; bien que les masses des satellites soient très faibles vis-à-vis de celle de Jupiter, les perturbations sont néanmoins considérables. Voici les rapports des masses à celle de Jupiter :
M —= 0,000 017; mm! — 0,000 023; mm — 0,000 088 ; m” — 0,000 042,
Les coefficients des plus grandes inégalités périodiques des longitudes jovicentriques des satellites atteignent cependant 26’, 62’, 8 et 50’.
Voici enfin les distances moyennes des satellites à la planète, exprimées en rayons de son équateur :
Le quatrième satellite a une théorie à part, analogue à celle de la Lune, présentant en miniature toutes les inégalités de notre satellite: les trois premiers forment un groupe dans lequel ils sont étroitement unis par les relations de commensurabilité approchée.
Ces satellites présentent aux observateurs les phénomènes les plus variés. A
chacune de leurs révolutions, les trois premiers s’éclipsenten disparaissant dans le cône d'ombre de Jupiter, ou bien ils sont cachés par le disque même de la planète. D’autres fois, ils passent sur ce disque qui peut aussi être traversé par leurs ombres. C’est l'observation de ces éclipses qui a conduit Rœmer à la première détermination de la vitesse de la lumière; c’est elle encore qui a permis: aux géographes de faire les premières mesures un peu exactes des longitudes terrestres, et, en particulier, de poser sous Louis XIV les bases de la première Carte officielle de la France... On comprend donc l'intérêt qui s'attache à une théorie précise des satellites de Jupiter.
Nous allons exposer la théorie en prenant pour base la méthode de la variation des constantes arbitraires, comme l’a fait M. Souillart (Memoirs of the Royal Astronomical Society, t. XLV), en lui apportant quelques modifications. Au fond, cette méthode est adoptée par Laplace, à partir du troisième Chapitre du Tome IV de la Mécanique céleste; nous croyons préférable de l’employer dès le début.
2: Équations différentielles des mouvements des satellites. — Soient
mi D Vol x + y? + 2°, RD oMae, TT,
(4 N/A // 24 NZ TER VS + 07)
all DIE) L D, = 1
His is Vis Bat
les masses et les coordonnées rectangulaires des quatre satellites et du Soleil; ces coordonnées sont rapportées à des axes rectangulaires qui se coupent au centre de gravité de Jupiter, le plan des xy étant celui de l'orbite de Jupiter à une époque donnée, 1850,0 par exemple. Désignons, en outre, par x, la masse de Jupiter, et par f la constante de l'attraction universelle. Les équations différentielles du mouvement du premier satellite seront
da ie æ,. : 4h
SF + f(Mmo + mm) nn
de y __0R
(1) PTE TIR RSS d 3 OR
none | di? je al pe 93?
où R représente la fonction perturbatrice; elle est la somme de plusieurs autres,
R = Ron + Ross + Ross +R +R;
Rois Ro» Ro Correspondent aux satellites If, IT et IV; R au Soleil, et, à
l’aplatissement de Jupiter. On a, comme on sait,
TT y' + 33!
Ro, = fn" = = X | , VC = zh = y) 4
; I LL + VV + 33 R = fra | = ; 1 _. | VOri—z +7) +(a—s)
b7x ne RAP) =) Ë — sind).
L'expression de &, résulte de la formule (43) (t. II, p. 210); elle suppose que la planète est de révolution; b est le rayon équatorial, d la déclinaison du satellite au-dessus de l'équateur de Jupiter, et J la constante
J=—=Xx— - x, x désignant l’aplatissement de la surface de la planète, et x, le rapport de la force centrifuge à l’attraction pour un point de l’équateur. Nous prendrons désormais pour unité de longueur. La fonction des forces correspondant à l'attraction complète de Jupiter sera
m ue —- R 1.
Si l’on néglige la fonction perturbatrice R, les équations (1) deviennent celles du mouvement elliptique. Vu la petitesse des excentricités, on peut prendre | D — ecos({—&), da { p —=l+2esin({ —w), |‘ Dre, pra,
n'a — f(mo+m); COS P + =q? sinO sin({ — 8), = Sin? — = q? cos sin(/— 8), — osin(/{ —06); nous remplacerons même souvent 72, + m par m,.
a, e, 0,0, v, l, e représentent, suivant l’usage, le demi grand axe, l’excentricité, l’inclinaison, la longitude du nœud ascendant, la longitude vraie, la longitude
moyenne et la longitude moyenne de l’époque. Les inclinaisons 4, 9, g" ete sont petites.
Quand on voudra tenir compte de R, il faudra regarder les éléments elliptiques comme des variables qui seront déterminées par les équations (2) (t. 1, p. 169); on peut simplifier un peu ces équations et les écrire ainsi
des 10h do _ 1 OR | d ne 05 dt na°e de do 1 OR dû Es l OR ; ] dis; à na or 00 k de ny na?® ET 1 did da dit 1e dib.00 dh dt na da ana! de 2na? 09 2 dé 20h pr. 0R dé | na de. AE 4 de.
3. Développement des fonctions perturbatrices. — Commençons par & et
développons cette fonction suivant les puissances de > quantité petite qui,
même pour le quatrième satellite, comme pour la Lune, ne dépasse pas ;5. Le
même calcul que nous avons fait à plusieurs reprises dans le Tome IIT nous donnera avec une précision suffisante
12 3 (ads MP LE 25)? D | De
PA
On peut remplacer fm, par n'a, en désignant par », et a, le moyen mouvement et le demi grand axe de l'orbite de Jupiter. On développe ñ suivant les puissances deeete,, de o et de o,.
Nous désignerons par e,, ®,, ©, et 0, l’excentricité, l'inclinaison, les longitudes du périhélie et du nœud de l'orbite de Jupiter autour du Soleil; il vient
finalement Lg nè a? A SR er pren 1 A 8 1 A 1 2 3 3 + 7 & COS(h—w)+7ecos(2l —3l+x) 4 4 ; 9 19 (6) { — Le cos(ah— 12m) + et cos(2l, — 20) Dr 2 2 3 3 + n?a a (? Mer KM 3 s + get cos(ah— 26) — 7 oo cos(al—0— 0) |
La première partie de cette expression provient de la formule (15) (t. HI, p. 189); nous n’avons gardé, d’ailleurs, que les termes qui sont appelés à jouer un rôle dans la question actuelle. La seconde partie s'obtient en négligeant les
excentricités dans la formule (5), et tenant compte des inclinaisons par les expressions (3) de æ, y, z et les expressions analogues de x,, y, et z,, ce qui donne (t.1,p. 315)
re cos(l — 1) — 4 o?sin(7{—0)sin(/, — 8) aa; 2
— : of sin({ — 6,)sin(l, — 8,) + vw, sin({ — 8) sin(Z, — 8,);
en élevant au carré, portant dans à, et conservant les termes de la forme voulue, on trouve bien la seconde ligne de l'expression (6).
Passons maintenant au développement de &,. L'orbite du satellite et l’équateur de Jupiter font des angles petits avec le plan fixe des æy. On en conclut que l'on peut prendre
HSE Ss s désignant la latitude du satellite au-dessus du plan fixe, ets, celle du point de l'équateur ayant la même longitude que le satellite, relativement au même plan fixe. Or on a, en négligeant l’excentricité,
s—psin({ — 6),
$, = © Sin[Ë — (180°— b)] — — w sin(? +),
en désignant par 180° — Ÿ et w la longitude du zœud ascendant de l'équateur de Jupiter sur le plan fixe, et son inclinaison sur ce plan. Il vient donc
Hi (@) sin ({ = 0) + 6) sin ( l+ d),
hole fol
Ri— —— ; — d°
[o sin({—0) +wsin({+d)f;
on à d’ailleurs
1 CCD) et = cos(2l 25), d’où
a 3 -—=I+3ecos({l—w) + —-e + à 2 2
etil en résulte, en remplaçant /m, par x°a?,
Ra Ë + € COS(/ — ©) +.
+ = p*cos(2/ — 20) + - w°? cos(27 + 24)
— où COS (Ÿ +- 0) + pw cos(21 — 0 + |.
Il reste enfin à passer au développement de &, .. Les formules (33) et (41) du Tome I, p. 309 et 310, donnent, en changeant
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ketw en/et æ, ce qui peut se faire à cause de la petitesse des inclinaisons mutuelles des orbites des satellites,
4 I | KW a ——> Ro,1 — - A0 + - DE OS — il) — — cos(l'— L | ee 0,1 2 Us 2 C ( ) a= s ( ) | — = D (EAU + AU )ecos[i Ce] 5) a + - ecos(ll—m)—-—e 21—l'—% mn ecos(l— m5) — À -% € cos ( ) RARES her), - 1n2B© + . (AU) + AU) I Il ’ La ñ | nee MAMAN e cos (Em) = (340 + AU — ee) e!cos(2l —l—x!) (8) à H I ,, L A 9 LA + + (22 A0 + 9 ACL AU )e? cos(4l'— 21-25) nt ñ do (AN AN A) ee cos (um) [| : À à 7 CRAN ESA ES) ere otre) 1! ST 9 6 ï + + (19A® +7 A + AB )ecos(4l!'—21— 2x") | en BA costil enr 27).
: EE EL à $ AE is ; Dans les signes à: : doit prendre toutes les valeurs entières positives et né-
gatives, excepté zéro. Toutefois, dans le second >, : ne doit pas recevoir Îa
valeur + 2, car le terme correspondant a été écrit plus loin explicitement, en raison du rôle important qu’il est appelé à jouer. Dans les termes du second ordre, relativement à e, e’ et n, nous n’avons conservé que les termes séculaires en e?, e?, ee cos(æ — &'), n”, et les termes en 47 — 27, qui donneront naissance à des inégalités à longues périodes, en raison de la petitesse de la quantité
kn'—2n—2(2n —n).
Les deux dernières formules (4) du Tome I, p. 293, donnent
an sint = sin0 — +! sin0”, 2n COST — ® COS 0 — ' cos0'; on en tire aisément 4n? = 9°+ p'?— 2p9' cos (0 — 0’),
&n? sin2r'=— 9? sin20 + 9"? sin20'— 299 sin(8 + 8’),
kn? cos 27! = 0°? cos 20 + 9’? cos20'— 209" cos(0 + 0'),
kn?cos(4l'—21— 27!) — p?cos(4l'— 21 —20) + 9'?cos(4l!'—21— 20")
— 299! cos(4l—21—8—0/!),
En tenant compte de ces relations, et introduisant une transformation des coefficients de e?+e’? et de ee’ cos(æ — æ’) donnés dans le Tome 1, p. 406, il
vient, pour expression de R,,,
| Far Aou == je = D'AU cos (if! te din) î (à) 21AÙ + a a) ecos[il!—(i—1)/—©]
w) F3 ecos(2/—l'—x)
JA) &A® + a 7. D tu.
(1) 3 AG) - se ne cos(2l!— 1 —
da
T De + ee?) — one)
22A(W+5a - t da da?
OA 6) 0? AG) 21A(%)+ na a? ee! cos(4l'—2l— © — ww!
ia) da? ) (4 )
I on ,22A() /, eee !
AA = + - PT —)e cos(4l'— 2l— 25)
( JA Le de }e cos(4l—21— 2) < B'
D[o?+ o'?— 290! cos (0 — 6')]
3)[o? cos(4l'— 21 — 20) + #2 cos(4l!— 21— 20!) — 29" cos(4l'— 21 — 0 — 6").
Dan +. : ; Nous remplacerons fm" par n°a*-; et nous écrirons simplement #2’ au lieu
I 1 — ;m'naB0), lo;ile=s m'rnab",
GD
On remarquera que ces quantités (o), [o], ... sont du degré zéro relativement aux longueurs a, a’, et du degré 1 relativement aux moyens mouvements.
Le sens des notations (0,2), (0,3), [o,2], [o,3] résulte clairement des for-
mules (10).
Si maintenant on réunit les expressions (6), (7)et (9) des fonctions perturbatrices, on trouvera, en groupant convenablement les termes, que la fonction © perturbatrice totale, pour le premier satellite, est égale à
(tr) R=R, +R +...+R;; | > A RAT CR a :
Ro m'a | = D'AU cos(W— il) 7 on ROBE E)
(à) trs DEC + 4 | HIER JUS /
«a I € né COS(l = nm) — _
EEE
fran +2 ecos(2/—l'—5)
+ + n?a?[cos(2/— 2l)+ecos(2l —3l+m) —3ecos(2l4 —l—5)]
R,=m'nai| — - (4 A+ a = ecos(2l —l—%) 1 — L Œ£ Î da A
N de OA 4a !
ss SA cas ñ )e' cos (a! tn):
ÎR:— “nal(0)+[o]+(0,1)+(0,2)+(0,3)let
— na&[o, lee’ cos (sm — w') + [0,2 ]ee” cos(m — ©”) + [0,3 ]ee” cos(s — m")|;
Éry)e Ra = na \[o] (e? — op?) —(o)w?+2[ole cos(l; — w,) + 5[ol]e?cos(24, —20)|;
(aa Le Tr) e?cos(4l!'—2l—2%) = que abs (210434 LS e = a or) ee'cos(4l'—2l—5ù—%w") ; | = ES oo e ee Ter) e"®cos(4{l'—2l— 2%"); | R; — — - næ&}(0) +[o]+(o,r)-+(o,2) + (0,3)}o? GS) + na?[(o,r)op' cos(0 — 0!) + (o,2)90” cos(0 — 0”) + (0,3)09” cos(0 — 0” )] | — na? (0)ow cos(0 + d) + na?[o]vow, cos(0 — 6; ); . = na?|o,1} [o* cos(4l'— 21— 26) — 29" cos(4l'— 21—0— 6) (16) ! +- =næ&[o] Lo? cos(21, — 20) — 299, cos(2l, — 0 —0,)] | . = na(0) [o? cos(2 4 — 20) + 29w cos(2l — 0 +b)].
Il faut entendre que l’expression de R, doit être étendue aux combinaisons du premier satellite avec le deuxième et le troisième; il y a donc deux parties ayant
10 CHAPITRE pour coefficients
mind ct on a, qui n’ont pas été écrites.
La fonction R, donnera les inégalités à courtes périodes des rayons vecteurs et des longitudes, et une inégalité solaire (la vartalion ) ;
les inégalités à longues périodes ;
les compléments apportés par M. Souillart aux inégalités précédentes ;
les inégalités séculaires des excentricités et des périjoves;
les inégalités séculaires des nœuds et des inclinaisons;
l'accélération séculaire et deux inégalités solaires 1mportantes (l'équation annuelle et l’évection );
les inégalités périodiques des latitudes.
Il faut montrer maintenant comment on passera de la fonction perturbatrice R du premier satellite à celles, R’, R’ et R” des trois autres. On aura à introduire les quantités
(9,2) 447 [4, DB (6), (4)/4,9) [éolifLal less so) à:
qui sont suffisamment définies par les formules (10). On voit immédiatement que l’on aura les relations
(179) mVa(o;1)= m'Va'(1,0), mValo,1] — m'Va'[r,o], myalo,1! = m'Va'|1,0}, Les expressions de R,, R,, R; et R, seront étendues immédiatement à R°, Mais 1l nous faut entrer dans quelques détails au sujet de R, et de R, qui
donnent les inégalités à longues périodes.
En se rapportant aux formules (37) à (41) du Tome I, p. 309 et 310, on verra que R, se compose de deux parties :
La première provenant du satellite I, et contenant 27 — J;
La seconde provenant du satellite IT, et contenant 27° — /. On trouvera sans peine
(2) R, — mn'rar| — COTE }ecos(2l—1— x) (1) = (A+ a) e'cos(2l—l— x! |
JA
}e'cos(ar— 1)
OA!() + (ar a A tar 03]
== 240 a! |- s (sam + a A je cos(2l"—l'— x") I aA/01) a" 7 0 1 + 2 (aan - a'- dr 3) eheos (al )|:
Les fonctions A’ et A’% sont définies par l’équation
(18) =; 5 G@) cos(il"— il’).
Va'?+ a"?— 2a'a"cos(l"—
Cela fait, nous poserons
à OA) È a AA) F —/4aAû) + a? ) Gi = SA) aa; F Ô a? d Go) à DA'E) a" gA') F'=— 4a'A'@) + a"? GS 3 a" AO — q'a" —-—
\ da a ; da.
On en tire aisément
OA!) 4 a a La — a'3 a hnè="n°\a! a Cl (sat + a — — —= — G - 5 — NC 6, da a a aa a ne a a (arc) , AA") a ee NI MEET RSR CAT nn? a", a} G': Ca que da! dal ou DU a"? a" in n'2 Ate DA ) OA) a’ ! 2" VE a AD +a —— Pr d (a da do OA) a" a" A2 + a: EN (4 0a' a!
Nous avons pu, dans ces termes relativement peu importants, supposer h—9n,hR —=2n.
Il viendra ainsi
Re 5m Lana LE cos(2l—l—%) AE cos(2/ —l—x")|,
Lu
Ri=— - mn?a 2 [Ge cos (2 l— x!) - Fe cos(2l —l—%)
al m'n'?a rGrer cos (2 l'— js w/) 7 _ F'e' cos (2 pe: JR et
Be
a — = m n?a r[pe cos(2/—l'— x") + gi G'e” cos(2 l” — l—w)|, (4
| Si l’on pose pour un moment
les formules (19) donneront (vor t. 1, D 200),
F —4ab® + a
db'®)
F'— 4 a! b'(2) ts œ'? NE da'
Or ona was
A ae
a diffère donc peu de &’, et, par suite, les différences F°— F et G/ — G sont très petites, de sorte que l’on pourra prendre souvent
(an) FF; GG:
Passons maintenant aux fonctions R,, R! et R,. Nous ferons
EN ge
_ 4 Lm'n(ana AM La + — a
I . À m'n (a a AG + ya
mn
214 AG +sa'a-
mn! (re AM +sa'a
m'n (22 a! AN + Sa"?
= m' n "Cigare +:
On aura
m Va bi mVab., m'Va! Die — m'"Va"b, 1.
La quantité A’ est définie par la relation (18); on trouvera ensuite aisément
1EELO) | se FAR &o,, € COS(4l!'— 2l— 25%) rod | | m'V/a' | — 2b,,ee cos(4l'— 21— 5 — 5!) - = & pe ?cos(4l—2l— 25"), mVa _2 lÉNAETER 12 ETS TRES !
manu — M,06 COS(4l — 21— 20) mVa — 2b,,ee'cos(4l— 2l— 5 — 5) + Mae ecos(4l—2l"— 2% | ; PE di + (25) / m Va + d,se?cos(4l"—2l'— 25") PAUIEET b RSI 2 Là ! ! Il nm Va 12 TA) 110 ! Il mx 1,2 “nan e Ven One Ci ae 2 OS (4 —2t—2 2b,,e'e"cos(4l—2l—5ù'—5") + y = A3, 67? COS (4l 2l'— 2%), m'Va 2 21 9 / Le duo CoUW 00) n'a NET . m'Va | — 2b,,e"e"cos(4l"—2l'—5'—w)- V - 1,2 €? Cos(4l'— 2l— 2%).
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5. Calcul de la variation. — Nous allons calculer les perturbations qui émanent de R, ; considérons d’abord la portion
(1) RE ne 0 3l+mw)—3ecos(2l—1l—%)].
Nous appliquerons les équations (4) du Chapitre I, et nous trouverons sans
peine 11 RC LR AD OP, à ; ne asin(2/— 21), Ta = + %isin(2i— 2),
des 10n?
ST: ns —, cos(2i—2h),
de 3ni de Un
ds n° D — — — — 3 == = fe .
Aer [cos(24,, —3l+m) —3cos(2l —/—x%)];
[sin(24, —3l+5ù)+3sin(24 —l—w)],
en faisant le changement de variables esin® — h, CLOS, que nous emploierons très souvent, il vient
dh 1 OR 3n°?
dt . na dk hn [cos(2A — 31) — 3 cos(24 — 0)],
dk 1.0R nt. . .
dt FES na? oh À [ sin(22, — 30) + 3sin(2/; —/)].
ÿ PCT : Q Des quadratures donnent immédiatement les perturbations a, do, de, dh et Ôk, causées par la fonction perturbatriee (1). On trouve aisément
SR de à.
4 == nn 24), P—— Se SR He be), ee on: À ei Ne 0) Se. 3n? [sin(3/—24,) sin (= 2) 4n 3n —2n; n—2n :
SE 3ni | cos(3/—21,) si ACOSUU 7) Un 3n—92n; n—2n;
Il suffit de porter ces expressions dans les formules (2) du Chapitre I, ou mieux dans celles-ci, qui s’en déduisent,
( Or — da — a(ôdh sin! + 0k cosl),
PS D
L 5 — do + de + 2(04 sin — dh cosl).
dr 3n° on n° î a — rx — ; ee cos(2/— 21), a 2n(n—n;) 4n(3n—2n;) 4kn(n—2n:) gi 2 ,2 2 pe 2 = on 0 OL. n° :
pi — à ER > — ‘ + EM sin(2/ —' 24).
2n(7n —1:) 8(n—n;) 2Nn(3n —2n;) 2Rn(n—2n;)
, si . Q OA On peut développer les coefficients suivant les puissances de la quantité +;
qui est égale à 543 Pour le satellite T'et à —— pour le satellite IV.
. . n On trouve ainsi, en ne conservant que les termes en (a) )
n? TT 712 3 Too ol-01 DU ue Sinon
to) a 30 ( ) + je 8 n° 1) C'est l’inégalité qui, dans la théorie de la Lune, a reçu le nom de variation, et les coefficients de cos(2/ — 21,\et de sin(2/ — 21,)\ sont les parties princi- 1 4
pales des coefficients correspondants de la théorie de la Lune.
6. Inégalités à courtes périodes. — Considérons maintenant le reste de l'expression de R, [formule (12) du Chapitre I
D ur Re 1 3 ns Re m'atatle D'AU cos(i— à) — = e D dt cos[é— (i—1)1— 5]
; | te 1 ’@ | (4) ga 008 (/— 1) 4 5 2mecos(l—m)— > gecos(2l—l—w) 1 0702 OA) + na (= RE — ru }ecos(1—m), 1? 2 n? 2 va
où nous avons posé, pour abréger,
ARE OA VDO SPA ENT à da
Nous avons mis en évidence Île terme I I , OA (0) — -m'n @W%ecos(l—m)—— -m'nat ——ecos(l{—w), 2 2 da de façon que : — o soit excepté des deux signes D En opérant comme précé-
demment, prenant les seuls termes périodiques et dirigeant le calcul de facon à négliger l’excentricité e dans le résultat final, on trouve
do 3 RE os : DIARe RCI EE = mn? A (0 S HE SEP RE ETS oct PTE Sn a| > tA Sin (al! — cl) Sr Sin (4 D |,
da
È 24 da ee Se an cn ni m'na | > t A sin (él — il) nr sin (4 D},
de ! NV 0 rer de ee D D . Cos(ul! —- 1) — Da cos ( l— D |;
ON. de - : ue pour former = qui donne +; on n’a pas fait varier «@ dans le coefficient n°a° de
la formule (4), car ce coefficient a été mis à la place de /m,; on a ensuite (t. I, De io,
dh ne I dre ce: 2 | _— {— — > V0 cos[il 200$ l'— — — cos(20— [l' ue 14 à x cos[el! — (t—:1)1] un cos / cos (24 0)
Hs ET — sinl'+ - 2e PERL SE
On en conclut, par des quadratures faciles,
AN
o«d n Ë : À 7, 7 (LU Cent se
0) MMA EE
2 (à) ) _ sin (él'— 11)
és à JAM pe “71 : 2 nn). da sin (él — il) — -
l n re > DR : = ne A @ sin[il!— (1—:1)0] Ra ini sr —“1)n : De eee I n ae Fe:
= — =; sin/ —— —,; sin(2/ — /') n'à d AN N.4:
4 J n2 ER Ci is PR nat in a? 2 n°? 2 da è dÆ ue ! { I n À (LS (ä) !
dm CL cos[él'— (1 —1)7] | 2 in! — re —1)n SN I n a?
+ = — —Ccosl— - cos(20/ — l | 2 n'a"? SC nd! ( ) | J n° I JA(0) | + > — — m'a? —— | cosl.
Ce TL D) da
En portant ensuite dans les formules (2) et remettant pour 19° sa valeur (5), on trouve, sans trop de peine,
NS
or in n
= mn! y»! F ee He a A() a > in —(i—i1i)n n—n
1 n OA) | + = 5 —— a? —— } cos(il!— il | 2in —(i—1)n da | (6) { den Jin I n — m a = + à ;)cos(u— 1) a?\n—n 2n 22n—n n° J pes A (0) -+-m'a :
2 n° a? 2 0 2 j 2 de m' I : 7 = os Eu a At (Lin —(i—i)n 2i\n—n n 1 4 OA ss j 7) + | ———— L = - a? ——}sin(il!— il (7° TDR 170 0a |
Se)
2 2 (4 2 ñ nm nm & 2n ë Ter de dette ) de int).
(2/20 nm DIT IUT LE (2
La partie constante de êr, dans la formule (6), appelle une réflexion. La partie non périodique de R est, d’après les formules (6), (7) et (9) du | n° 5,
I J É RS nid Rene fmaû)r:
un 9 DE
de on en conclut, pour le terme constant de +
Û | de 2 OR 14 2Jn Ha OA!) g NE = EL LE = mn —— = | dt na da n° Ta da en faisant 2J 7 JAM A ou 15 mo) a? n° da
On aura ont. l=(1+o)nt+...….
Or, ce que donne l’observation, c’est (1+o)n = no.
Si de la valeur 2, ainsi trouvée on conclut une valeur approchée de a, a,, par la formule
PA A
dy — ) 0 2 Ur
ce ne sera pas la vraie valeur; on aurait dû prendre
Il en résulte
la partie constante de r sera donc, en ayant égard à la formule (6),
a 2 ni J LU DA) 2 Le) Gh=NCI, ao + do OR qe da —= 4j ne ae = CRETE
on aura donc finalement
J n2 Der DA) A4 | 1 TO he Eee
SAN (Or t:0@
On peut supprimer les indices o et dire que, a étant déduit des observations, les perturbations produisent dans le rayon vecteur une partie constante
Il faudra ajouter deux termes en »” et m”, pour tenir compte des actions des satellites LIT et IV.
Remarque. — Les calculs que nous venons de faire pour obtenir les formules (6)et (7) sont identiques à ceux du Chapitre XXIT du Tome I, et nous aurions pu abréger un peu en nous reportant à ce Chapitre.
Dans les formules (6) et (7), il faut ajouter des termes en #7” et m” pour avoir égard aux attractions des deux derniers satellites; enfin, par de simples changements de lettres, on déduira de ces formules les expressions de Ôr', 6’, Nr ou 77 NN ÔT de : Ôr" et 2P”.
7. Influence des fonctions R, et R:. — Si l’on porte dans les équations
différentielles del ath, R,) 2 tn dat
— na? te £ na?e == Nu dr la) d dt de
les expressions (13) et (20) données dans le Chapitre précédent pour R, et R,, on trouve
ee Lo, 1Je'sin(s —æ') —[o,2]e/sin(s —w")—[o,3]e”sin(s —w”)
+ -m'nFsin(2/ —/-5),
(9) 82 = I(o) + Lo] + (0, 1}+(0, 2)-+ (0, 8)]e
— Lo; rhé'cos(m —w') —[o,2]lecCos(o = ©") —=[0,3]e" cos (© — ©”)
— -mnFcos(2l —l 5).
Il convient de poser
| ea) Lol ou) 22) to |
eo } =) ++ (20)+ (1 3)4 0,8), A A IGN Cp UE et, comme on l’a déjà fait, Ph eine, hi=eltans, he Sie", REF elite:
. | — 6 C050: Riel cos wo, kF=Cc'coso, Ke" cose .
On trouve aisément que les équations (9), et les équations analogues pour les autres satellites deviennent
RC tk + fo, ak fo, 16 m'nF cos dk F ! 1/4 c 17/4 I ! = .
7e no RESORT fo; A (0, 37A = + sm nF sin u, dh'! enr 2 7 Ur I ya I Ve ; He Fa A+ [1,0]4+T[r, 2] 4 + PES snn G cos u sun F'cosu/, ” Di a] ho lk = rare Ra Are : mn'G sinu + =m'ntF sinu/', ee ar = 274" + oJ#+ [2,114 + Ça, 3J#" = — 2 m'a" G' cosu!, dk" à TRE Perte [2 are" - m'n"G' sinu', dh" : : 1 Pége CUP RER BTE, | dk"
me + [LS JA"—[8, o]4—[3, 1] 4 — [3, 2)4"— 0,
en faisant (12 ui ae di We al — 1% On a ensuite
do
et ces équations deviennent
ide
TE — CAE | FC sinu — À cosu ) + G(k! sinu — L' cosu )|, de
à EE : a £ --m'n'" | F'(£' sinu! — ' cosu!') + — G'(k'sinu/— h"cosu' 2 Ha
Ë Cho ee — 3 mn'? EU sinu — h' cosu ) + F(k£ sinu —h cosu )| a
(/ ! nie :
Le SE NS ds Et k'sinu'— h"cosu') + — K'(£' sinu— h' cos u')| : de: Fed
Nous allons intégrer les équations (A), en faisant d’abord abstraction des perturbations de w et u’, en admettant donc que l’on ait
8. Intégration des équations (A). — C’est un ensemble de huit équations linéaires du premier ordre, à coefficients constants, et avec seconds
membres.
Nous intégrerons d’abord les équations sans seconds membres.
Pol r LloiléæloolAt lost,
+ Po JR —[o,il#"—[o,2]4"— [o,3]4" —o,
Les intégrales générales de ces équations sont faciles à obtenir, d’après ce
que l’on à dit au Chapitre XXVI du Tome I sur les équations analogues relatives aux inégalités séculaires des planètes. Elles seront de la forme
| h =M sin(gt+8)+M, sin(gzit+8,)+M,sin(git + GB) + M; sin(gaé + GB), k =M cos(gt +6) +M, cos(git+6,) + M, cos(gat + B2) + M, cos(g3 € + GB),
CA) LATE SnCe ee) NÉ Sin CO RO RS Sr an à mere veau RM cos (er DEN cos CPE PR ae sr masse
2, Li ge et g, sont les racines, toujours réelles, de l'équation du quatrième degré
EE
Mob Me) nl )M ee mal, Mes]. ME,
[mo], M+. [au] M+e-[a1)M+ [281 Mo, [3,0] M + (3,1) M'—+— É9,2 | M'—+ (= (Re ) M" —o.
Les rapports is Ex” re. Be de, re) Me, LE .
M, M, M, M, M; M; équations analogues que l’on déduit de (16) en mettant aux lettres g, M, ... les indices 1,2et3;il y aura huit constantes arbitraires, savoir d, Dis Dir, DE, M,,M, etM,. Il reste maintenant à trouver une solution particulière des équa-
tions (A); on la cherchera sous la forme
. seront déterminés par des
h —B sinu +B,sinu/ h”— BD" simu 8" sinu h! — B" sinu + B" sinw/’, 1 9 1 , 1
k=—B cosu +B, cosu/, k!—Bl'cosu LB cod, kt— B'cosu + B° cos u'; 1 ! 1
en substituant dans les équations (A), égalant dans les deux membres les coefficients de sinu, cosu, sinu’ et cosu', après avoir tenu compte des valeurs (13)
PER 1 n ae T let de : ee » On trouvera
an HoT)B= [o,1]B/—[o,2]B"= =m'»F,
B'—[1,0]B —[1,2]B"— 7 »en'G,
MR Lea DB rie — ee _. B;—[o,1]B! — [o,2]B° —0,
J(n—ant+ Ci ])B,—[r,o]B; —[1,2]B! =
) (n—at+ [r]) | 5) )
(ak sn )B—[2, oJB1—[2,11B,=— > m' n"G',
Le calcul montre que les quantités [o,1], [o,2],..., qui contiennent toutes en facteur la masse d’un satellite, sont petites par rapport aux quantités
n—2n+|o Et Fe et l’on a ces solutions très approchées
mnF
[ I mn LES B ee pi
non. 1] 0 1 a ; a.
m' 'n' Dé m'n!G'
Dee 7 D , B,—o.
nan ts n'—on"+| |
On pourra, du reste, si l’on veut, obtenir très facilement les petites corrections de B, B’, ... en remontant aux équations (17) et (18).
On aura . ainsi l'intégrale particulière cherchée, et en l’ajoutant à l’intégrale générale (14), on obtiendra, pour les intégrales des équations (A ) :
m nr : :
h = ——— ——— sinu +Msin(gt+6)+ n—on +| 0 m'nF — —— Cosu + Mcos(gt + B) + non | 0 rm
mn'G \ I m' n'F"
- sinu'+M'sin(gt+8)+
mn'G I m'n!KF' — COS u + - cos u/ + M'cos (gé SE B)+
han 2 Er] 2n—on+[: ]
_ ——— sin u+ M"sin(gt +86) + n'—9n! + L I m n"G' eue cosu'+ M" cos(gt + 68) + Pin on al
h"— M" sin(g4 Pre 8) HSE | "= M cos(gt + B) +..
En portant ces expressions dans les formules (2), on aura les inégalités correspondantes des rayons vecteurs et des longitudes, savoir,
Ô1' L m'nEF
LUN — —— cos(2/— 21) — Mecos(l—gt—GB)—..., a 2n—aon+| 0 | à mnF : j ue OP Sin (2 a MO ee 2 BE...
n—2n + | 0 | dr! 1 mn'G — ——- — - cCos(l — 7) a Pins ant fi m'n'F'! à | — — — ere COS(20 21), M COSP SL).
Dome = | mn G À d0! —— 7 sin(/ — !) (19) ne LA m'n!'KF' ae :
me ———— — sin(2/"— 21") +2M'sin(l'— gt —6B)+.. n'—on"+ | 1 | DE I m'n"G' Hu lee lee A or lus Sir Po et
S_ m' ne Fe ce 1/4 lé Al! &: {4 ñ nur sin({”— 1) +2M'sin(l"— gt —B)+..., n'—9on"+ | 2 |
| dr" | —=— M'cos(l"— gt—fB)—..., | a
de" — 2M”"sin({"—gt—B)+....
Les termes qui contiennent en facteur l’une des quantités F, G, F’, G’ sont les inégalités à longues périodes, qui ont des valeurs considérables, à cause de la
pélilesse des dviseursm 27) 0 .),.
9. Grandes inégalités des longitudes moyennes. — Nous allons porter les expressions (C) de 2, #, ... dans les formules (B); nous trouverons d’abord
k sinu — h cosu —Msin(2l/—[/— gi—6B)—...,
DR sin(uw—u)+M'sin(2l —[1 — gt—6)+.….,
none FE 1
RSI A ACOSA
D ji =
mn! G
k'sinu'— h' cosu!'—- - sin(uw—u)+M'sin(20/"— l'— gt — GB) +...
DU NE Enr |
k'sinu'— h”cosu'— M'sin(2/"— l'— 9t— 86),
Il viendra ensuite
3 Tee (a a 7) OM 10 Ha | (FM + 5 GM')sin(ae l— gt—6) |
— - m'm'n? — - —— F'Gsin(u'— u), f Sono
-—=—3mn? [Car + _ FM) sin(2/ —{— gt—6)+.. 1
a do :
+ -m'n"? | (FM a G'M') sin(20—l— gt—6B)+..
) n mm n°? — + F'Gsin(u'— u) n'—on l n —2n + \
(1 ne LINEAR SM RE (a+ a F'M') sin(20"—l'— gta
El D ICO
n Ë mm n" — — - F'Gsin(u'— u).
2 os
Cr ont
En ne considérant que les premières parties de ces expressions et intégrant deux fois, il vient, pour les grandes inégalités des longitudes moyennes,
| de : LC: —— =) (EM+ € — Ga’) sin(2/'— 1
3m < Cire sin(2l— l— gt DR EN — «a
Fo W k e/ A IM"' \si 1! ! ; FE F'M+S _G'! M) sin(a/ ll — ot +...
9 ! L . IAT/ 2 PI . + eo) JA AS œ 3 m a. n —) (G G'M" + “1 À M) sin(2/ l— gt —6) |.
Mais il nous reste à considérer, dans les équations (20), des termes qui, tout en étant de l’ordre du produit de deux masses, jouent un rôle important; dans ces termes qui contiennent sin(u’ — u), nous prendrons na —2n—n-—2n" dans les diviseurs, et 2 — 2n', n' — 2n” dans les coefficients. Nous trouverons ainsi
a Le ; MM <> A — nim'm" — HS Nine, a a Ë ee po
Æl. à 3m"'m
Je = n n mm" — Se TK sin, “ se n—2on+{| F1
{ dl DA. n SRE SNL CE =. — n°mm' —— F'Gsins — —;- Ksin3, de 64 a = An A | a
le A A
10. De la libration. Théorèmes de Laplace, — On tire aisément des équations (22)
ŒS m'm' om'm Popei\ ee ue 2e : nS
On trouve par le calcul numérique, F'> 0, G<o; d’ailleurs n — 2n’ est positif; donc l'expression (22) de K est > 0; en posant
m'm" om" m &mm' (23) 6 K ( A D on ) , 6 sera réel: il viendra es À de —— 6? Sin S
On en déduit, en désignant par C une constante arbitraire,
dS>
(24) dt= = — | VC — 26? cosS”
on est ainsi conduit à une intégrale elliptique. Dans la discussion, il y a deux cas à considérer :
1° CZ 26*;S varie toujours dans le même sens, passe par les valeurs + +,
29 — 962€ C <26?:0on peut faire
I de Caercoss di = — — 3 V26? VcosS' — coss
+ oscille entre les limites S et 2x — S': on ne peut jamais avoir © — 0, À 2m da valeur moyenne de 3 est x.
Le premier cas doit être exclu ; soit en effet C — 26? + =?, on aurait, pour le
temps T que mettrait l’angle S pour croître de + à 3
T = d3> ue dx — = æ 9 x Vri+26—261c0s5 J V1? + 267 + 261co5x
T 1 ee 2Vr?+267 2/26?
avec la valeur numérique connue de 6?, on trouve T < 4or jours.
Or, les observations ont montré que l’on a, à fort peu près,
DE San 8 00
FES
26 CHAPITRE Il.
et que les variations de 3, si elles sont sensibles, sont très restreintes; S ne peut donc pas augmenter de 90° en 4o1 jours. Le second cas est ainsi le seul possible, et 3 oscille autour de 180°, sa valeur moyenne; on aura
(25) = Sell 180 RS (nm Sn on lee SE tas
S' étant périodique, ou du moins toujours compris entre deux limites que les observations montrent devoir être extrêmement petites, on doit avoir
et cette équation est rigoureuse si l’on emploie pour », »’ et 2” les valeurs constantes des moyens mouvements; avec les moyens mouvements osculateurs, il y aurait une oscillation autour de zéro.
L'équation (25) donne ensuite
Les équations (26) et (27) expriment deux beaux théorèmes auxquels le nom de Laplace doit rester attaché, car c’est lui qui les a démontrés le premier. _ En faisant S — x — x dans l'équation (24) et remarquant que x est très petit, d’après les observations, on peut écrire
ra dx ee ZT
VC+26cosx VC + 26? — 6°?
d’où æ=Dsin(ét+E), en faisant
DEETE PA
et désignant par E une constante arbitraire. On aura ensuite (28) g—/—3l + 2l"— 180 — D sin(6t+E),
en se bornant à considérer dans S l'inégalité qui provient des termes du second 8 q
ordre par rapport aux masses. La période _ de cette inégalité est de 2270 jours, soit un peu plus de six ans.
Revenons maintenant aux équations (22), qui sembleraient devoir donner des inégalités très considérables, si elles renfermaient réellement le diviseur (n — 3n' + an"). Mais la relation (28) donne, D étant très petit,
sinÿ =Dsin(ét+E)
il en résulte
dl I TTL d?l' D 2 Kiné lt EE — = de? a? ( }» di?
[ mm" KD D NO EN ‘ a? 62 ) : Re 3m'm KD .
(29) 4 ol nee “RS er sin(8êt+E), ee 2mm KD . s dl" ne sin(&t+E).
Laplace désigne sous le nom de kLbration l'inégalité
répartit ainsi entre les longitudes des trois premiers sat
À sin (6e + E), qui se
ellites, suivant un rap-
port dépendant à la fois de leurs masses et de leurs distances moyennes à Jupi-
ter. Cette inégalité est très probablement insensible, car
toutes les recherches de
Delambre, pour la mettre en évidence d’après les observations, ont été infruc-
tueuses.
Les trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à la fois.
En effet, la relation (30) 1—30 + 9i— 180 s'applique aussi aux longitudes moyennes synodiques D
car /, disparaît de cette relation. On a donc
L RE mIbiise D — 180°,
Or, dans les éclipses simultanées des satellites I et IT, on a == 1809, Fe i0o0 d’où L== 2707; dans les éclipses simultanées de Let ITT, on à L=—100, == 1900, d’où L=u0oS enfin, dans les éclipses simultanées de IT et IIT, on à b/—=180!; 7 ro d’où 1 = 360!
de sorte que le premier satellite, au lieu d’être éclipsé, peut produire sur Jupi-
ter une éclipse de Soleil.
11. Réduction des inégalités périodiques des trois premiers satellites. —- Les relations (26) et (30) permettent de simplifier les expressions (19) des inégalités provenant de R, et R,. On en tire, en effet,
n—2n—n—on, 20— 2l— 1800+ l'— [,
Fcos(2/— 21),
Fsin(2l"—21)—(I)sin(2/— 2/');
== 90 eo
— -(mG—m'EF')
cos(l'— 1),
n—an+|:1
Dp ——(mG—m"'EF"') sin({'—{)——(I)sin({— 7);
n —on+{[ 1]
G'cos(l"— l'),
Rate sin(2’— l')——(IT)sin(7— 7).
[A n—on+| 2 |
Considérons les expressions précédentes de dv, de’ et de” dans le cas des éclipses; nous pouvons rapporter les longitudes à un axe animé d’un mouvement de rotation uniforme, car son mouvement disparaîtra dans les différences {— l'etl'—{". Choisissons pour cet axe le rayon vecteur mené de Jupiter au Soleil, en faisant abstraction de l’excentricité de la planète. Soient v, v et v” les moyens mouvements synodiques des trois premiers satellites; nous aurons
— (I)sin(2vt— av t+90e— 0e), —— (ID) sin(vt— v't+e—e),
— — (I) sin(v'é— v'é+e — ec"),
Concevons que € et e’ soient nuls, ce qui revient à admettre que les deux premiers satellites aient été en conjonction à l’origine du temps; en ayant égard à la relation (27), on aura
y—2v—= y — 9%"— 0%, él = 00, et les formules précédentes deviendront
dp — (Il)sin(wt+ ve), ST
dp"— —(Il)sin(wt+v'4),
d6/— — (III) sin(w t + v’i — 90°).
Or, dans les éclipses des satellites, vz, v’£ et v’1 + 90° sont des multiples de la circonférence: on a donc alors
dp—(I)sinot, dp"—— (Il) sinwé, de"— (II) sinwt.
Donc, dans les éclipses, ê, dv’ et à” dépendent du même argument wt, et la période commune T de ces éclipses est
T 27T re 1 — = EE 437i, 659.
PT
Ces résultats sont conformes aux observations qui avaient fait reconnaître les inégalités précédentes avant qu’elles aient été indiquées par la théorie. Les inégalités (D) ont pour valeurs numériques
dp —+25',gsin(2/— 2[l'), de —— 61,5 sin({—['), dp"——. 3,8sin(l'—/").
Si l’on réfléchit à la petitesse des masses des satellites, on voit que, pour obtenir des inégalités aussi importantes, il faut des conditions de commensurabilité aussi remarquables que celles que présente le système de Jupiter.
12. Calcul de l’équation annuelle et de l’évection. — Ces inégalités répondent aux deux dernières parties de l'expression (14) de R,. Prenons d’abord
R;— na COS(l — wi); la formule dé ae oR di londoa
déduite des formules (4) du Chapitre T, nous donnera
de 3n°
AE = écos (4 — Gi), d’où, en intégrant,
à ot: :
(31) dP = — e, Sin(4h — w).
Cette inégalité, qui est l’analogue de l'équation annuelle dans la théorie de la Lune, est sensible, parce que le petit diviseur z a agrandi le coefficient et aussi parce que l’excentricité e, de l'orbite de Jupiter est notable.
Prenons, en second lieu,
LR
niae?cos(2l, — 2%).
Les formules (4) du Chapitre I donnent
ee Sin 20-20 A n ( 1 ds
nñn'
ecos(2l, —2w), ñ
ecos(2l, —&) — A , (Kcos2l + hsin24).
[= ;} le 10 72 —esin(24 —®) =— À Jè
ee —, (Æsin 21 — hcos2l;).
Il convient de tenir compte des parties principales de R, et de R,, et, dans ce
but, de remplacer k et Æ par leurs expressions (14) et d'intégrer en introdui-
sant les termes importants — | o |Æ#et +| o |A des deux premières des équations (A). On trouvera ainsi les équations différentielles
dh
n2 — =1Mcos(2/, — £t — PRE dE n Cas B)+ 4
dk
ne à di — Msin(2l— gt—6) ee
Il y a trois autres termes analogues, dans lesquels les lettres M, g et f reçoivent les indices 1, 2 et 3. En cherchant une solution particulière de ces équations sous la forme
h—Asin(2l,— gt—6), k—Acos(2l —gt—6),
on trouve immédiatement M pe 2H —g—| 0
après quoi les formules (2) de la page 4 donnent
A = — un
= M cos(2l—{l— gt—f5)—...
— Fe)
De
: M sin (24,
Ces inégalités répondent à l’évection dans la théorie de la Lune; mais il y en a quatre au lieu d’une seule. La valeur (32) de è est beaucoup moins forte que la valeur (31), parce que M est beaucoup plus petit que e..
13. Réaction de la libration sur les inégalités à longues périodes. — Les relations qui lient les moyens mouvements et les longitudes movennes des trois premiers satellites résultent uniquement des attractions mutuelles de ces astres; 1] importe donc de s’assurer que les actions étrangères ne viendront pas en troubler l’exactitude. Considérons en effet une inégalité à longue période qui affecte les longitudes moyennes et qui soit due à une cause quelconque, comme les déplacements séculaires de l'orbite et de l’équateur de Jupiter, ou la résistance d’un milieu très rare. Soient
ÀAsin(t +o), l'sin(#t+o), À'sin(tt+o), les termes qui en résultent directement dans les longitudes moyennes; la valeur
æ&l ri correspondante de + sera — 2? À sin(t + o), de sorte que, au lieu des équa-
tions (22), nous devrons prendre les suivantes
_ =— K sinS — #À sin(it+o), (33) a = 5 Ksine — AY sin(it+ 0), . = 9 dia K sinS — #?}"sin({ +o).
On en tire ee
Te — 6? sinS — (À —3à/+2}")sin(ü +o);
soit posé, comme plus haut,
Drop:
il viendra, en confondant sinæx avec x, ee 6x —&@(À— 3} +2')sin(it + 0):
l'intégrale générale est
(34) æ=Dsin(6t+E)- 3 (à -3/+2}")sin(4#t+o).
En portant cette valeur de x dans les équations (33) où l’on fera sinS — x, et intégrant deux fois, on aura les expressions suivantes, qui devront être ajoutées aux expressions (19) :
F MM À ro Eee Out (à + K ——, }sin(ie+ 0),
RS ie [ — 6?
9 [/4 2) {4 D V/e Mae = SLT À = QAR ONT on (39) OU IN — — K —, sin(it+o), a”? 12 — 62
/ 1 : , ; / 2 mi À = 3 À — 2 ?\ 0, l! — #l K à Ê 1l (2 j a”2 [2 - P2 sin(cé —- O):
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La formule (34) donne d’ailleurs
PE (A— 31'+2)")sin(it +o).
DU ou
Le facteur -— se réduit à zéro si l’on peut négliger 2° à côté de 6?; donc,
par le fait des attractions mutuelles des trois premiers satellites, les inégalités à longues périodes de leurs longitudes moyennes se coordonnent de façon à satisfaire aussi à l'équation (30) et cela avec une exactitude d'autant plus grande que la
CEUR , e DT . , . , . . .
période est plus longue. I] faut que la période de de l’inégalité sin(z£ + 0) soit no- 2T Ste .
tablement plus grande que —, laquelle est voisine de six ans, comme nous
l'avons dit plus haut.
L’équation annuelle est à peine dans cette condition, puisqu'elle a pour période une année de Jupiter, soit près de douze années solaires. Nous avons trouvé dans ce cas, d’après la formule (31),
à 3n à DL —— Fi Sin © À On à donc
4 dr
À — nn de sorte que les formules (35) donnent
À— 3} +2 ——3en,
! Il m'm —3nie, m3 sin(/, — 1),
3m'm.,.n ÿ ; — 3ne; — K - sin(l — wi):
in :
2mm ol LS AE Sir D AN Er nc mea),
en supposant n—=on —= An; ces formules
mm
NS prenne il o a’?
COMTE È
K à Ne x) sin(/, — w;).
Dans les autres cas, lorsque #? est beaucoup plus petit que 6?, on peut appliquer les formules (35), en y remplaçant 2? — 6°? par — 6°; il est inutile de récrire les formules.
14. Compléments des équations (A). — Dans les seconds membres de ces équations, nous attribuerons aux arguments w et w les accroissements
du — 2 dp' — dp, du'— 2 dp! — dp’,
de, dp' et 0” étant déterminés par les équations (21) de façon à tenir compte des grandes inégalités des longitudes moyennes. Nous trouverons aisément, en remplaçant w’ par u + 180°, dans les seconds membres,
dp — — im(——) (Eu + F6M') sin(u— gt—fGB)—...,
DO ee D — £
ee —) [m(aur . EM) 24) molle ns (4/ — Em (FM + 2 G'M') ]sin(u — 56 — 6) +...,
2 1/4 gp" = 3 m'( ) (eur SprM) sin(a— ge 8) —...
an —n—g AM + M + CM’ (22'— re +) L'M + W/M'+c'M/
ou —
sin(u— gt—fB)+..., (37) DT
sin(u—gt—GB)+...,
où l’on a fait
3 [ 2 / a’ 12 PU %— -{[m'r°+4—mn2}F, aù a 3 a A V — 3m"'n°?F'+ - = {mnr+4 mn?) 2 4 a ; a! :
Sr 3 m6:
(38) ; db 15 - mn'?E,
= + 3mn?2G + (min? 4k—m'n"2)F", 2 a 3. a" S'=+- = (mnt mn )c.
Il faudra ensuite remplacer sin, cosu, sinu’ et cosu’ respectivement par
Sin & + COS u du, COS u — sin u du,
— sin uw — cosu du, — COSu + sin u du’.
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Les produits tels que cosu êu contiennent l’expression 3 Le IS cosusin(u— gt—BG)—— ;sin(gt + 8) + ;sin(2u — gt—6).
Nous conserverons les termes en gt + $; nous trouverons FERRER que les équations (A) deviennent
dh . 5 D TE —[ol4 + [o,114+[o,214"+ [o, 314
I &WM+VWwM'+cM" _mnF- : É RIT cos(gt+ GB) +..
+Trolk+[r, 2]4"+ [r, 314"
7 mG(XM + 1W%M'+eM") cos(gt +6)
ea on à ©
+ jt (AUM + M'+ em") | n'
ANS à de MARNE EM nd n"G Ra eh. CR Hem) cos(gt+B),
| _. ho) ut 10, o]k + [3, 1]£'+ T3, Di 0.
Nous n’avons pas écrit les équations en ee,
dt dt duiraient au même résultat, celui que nous allons obtenir. Pour intégrer les équations (A’), nous faisons comme précédemment
..., parce qu’elles nous con-
h=Msin(gt+B), h'—M'sin(gt+6), k—=Mcos(gt+8B), k'= M' cos(gt + 6),
En substituant et égalant, dans les deux membres de chaque équation, les coefficients de cos (gt + B), nous trouverons les équations
(Lo, es )m+ + (fo re Ra)Mr+ Lo, 31M°—o, M + (Le, Je ae) + (Lu, Fee nr Cr, 3]M"— 0, M” + (e, 0] — A — M + + (02, 1] — 2) 5 [2,2]M"—0,
M"+ [3,0] We Du M'+ [3, 2]M"—0,
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 35 où nous avons fait, pour abréger,
LIN —n—$, 4A0—=mnEFX, 4A,,:1 = m'nFb, &As2=mnEFe, 4A0=m'nr" Gi, HAsi—=m'n/ Gb", Hs <= niGN@r,
AAo=(nmG%+m'E X')n,
BA = (mGU + m'F'')n,
hA;s=(mGe + m'F'€C'})n".
L’équation en g que l’on déduirait des équations (39), par l'élimination de M, M’, M” et M”, serait d’un degré élevé; on la résoudra par des approximations successives qui seront faciles parce que les quantités complémentaires A, contiennent deux masses dans chacune de leurs parties, et parce que g diffère sensiblement de 27° — n, de sorte que le diviseur x? n’est pas trop petit.
15. Compléments de M. Souillart. — M. Souillart a apporté aux formules données par Laplace, pour représenter les longitudes des satellites, des compléments notables portant principalement sur les grandes inégalités en 2/ — 2/, l'— let !’— l'; ces corrections sont — 91”, + 186” et — 36” pour les trois premiers satellites, en laissant de côté d’autres corrections moins importantes; on voit donc qu’elles sont très sensibles et qu’il est indispensable d’y avoir égard.
Sans reprendre tous les calculs, nécessairement longs et délicats, de M. Souillart, je me propose d’en exposer les principaux résultats par une méthode qui me paraît assez simple, et qui apportera un contrôle utile dans une question importante. Disons d’abord que M. Souillart a considéré les termes des fonctions perturbatrices qui dépendent des arguments
&l'— 21 — 2%, hl—2l—5 —%w!, El —2l—2%!,
sn 25, Ge aie mt, Hal a et
que Laplace avait laissés de côté. Nous avons donné à la page 13 les expressions des fonctions perturbatrices R,, R,, R; qui contiennent les arguments précédents. Nous en déduisons immédiatement, par l'application des formules (4) du Chapitre précédent,
— = — djjje Sin(4l—2l— 25) + be! sin(4{l'—2l—5—5'),
ee — ajyecos(4l'—2l— 25) — b,,e cos(4l'—2l—5 —5') ;
—— = d&jjyeCOS(4l—ol— 5) —b,,e' cos(4l —2l— w'),
—— —=— djje Sin(4l'—2l—5) + be! sin(4{l'—2l— x),
on bien, en remplaçant 47 — 27 par 2u,
dh : < :
TH — doi(kcosau + hsin2u) — b,,(k'cos2u + k'sinau),
= — dj1(hcos2au — ksinau) — b,,,(k'cos2u — k'sinau). dh\ ai, AR UNdE
(14 n 1 ê Le e g On introduira, de même, dans nn et TH des termes en
sin sin e. BP AT 0); en CP Et)
on pourra remplacer 4/’— 2/, ou au’ par 2(u + 180°) — au. On trouvera ainsi que les équations (A) de la page 19 doivent être remplacées par les suivantes :
D Lolk+lo, 118 +[o,21#"+ Co, 314"
—=—-mn%cosu + &1(kcosau + hsinau) — b,,(k'cos2u + h'sinau),
dk [//4 “Met Le [h—To,1]k'—To,2]k"—To,3]%
=+> m'nE sinu+a,,(hcos2u— ksinau) — b,,(h'cos2u — k'sin2u), LE Ci [A +frolk+fi,21k"+[1,314" I ï “4. sn'(mG — m'F') cosu +(&,0+ @,2)(k'cos2u +h'sinau)
— b,,,(kcosau + hsinau) — b,,(k"cosau + }"sina2u),
dk!
= + [rh [r,o]h—[1,2]k"—[1,31%" I : :
=+> n'(mG— m'F) sinu + (@,9+ @,2) (h'cosau — k'sinau) — b,,(hkcos2u — ksin2u) — b;,,(k"cos2u — K”sin2u),
dt
— - mn"G'cosu + a; ,(k" cos2u + k'sinau) — b,,(k' cos2u + h'sinau),
AI = + h'—[2.o]h—T[2,1]k'—[2,31h”
——-mn'G'sinu+a(h"cosau— k"sinau)—b;,,(h'cos2u — k'sin2u),
//4 To ARE ENT EMÉTILEC
f : + Ë ; é d Voyons maintenant ce qu’il faut ajouter aux équations donnant TE ...
Nous trouverons sans peine
| s _… De 7 OU [nest 21 20) 30e sintil 2150) ET + metal star | (6) m Va pe | DE ps Te
Cela posé, nous allons chercher une solution particulière des équations (a), sous la forme
k =D; sn2, k =D; cosu, Go) kb; sine, HR cosu, () h°—=bDismt, AR cos, h" — le) k"— O — 0. 0,
Cette forme est possible parce que l’on aura
kcos2u+ hsin2u— B,cosu,
hcos2u — ksin2u — — B, sinw,
de sorte qu’en substituant les expressions (40) dans les équations (a), on aura, dans tous les termes de chacune d’elles, sinz ou cosu en facteur. On trouvera,
en égalant à zéro ces coefficients de sinu et de cosu, et tenant compte de la du
aleur 272 — n de —valeu Dre
(r — an! +| 0 + &,1 )B2 — ([o,1] + Do,1) B, — [o,2] B° — : m'nF,
(n = D NE Br —+ di,0 F dj 3)B! FR ([r,0] Le D,0) B2
— ([1,2] + bi2)B; — ! n'(mG— m'F'),
“ia " ' I (nr == 2 n'+ | 2 | + a)B; — [2,0]B, — ([2,1] + bi) B, Pr 2 m'n"G.
Les valeurs de B,, B, et B°' différeront peu des suivantes
lB Hp m'nF 2 — = 2 inhantlolte, ; I n'(mG— m'F') (42) B, — 2 ; = ) n—on+| 1 |+a,s+a : I m'n"!G!
Bi:
; ! c n—an+ [2 J+as
les petites corrections à apporter aux valeurs (42) de B,, B, et B; se déduiront aisément des formules (41) par la méthode des approximations successives.
Arrivons maintenant au calcul du complément de p d’après l'équation (b ). Nous avons, d’après ce qui précède,
h—e sinw—B; sin(2/—/)+M sin(gt+6)+M,sin(git+6B:)+..., k —e cosw& —B;, cos(2l!—l)+M cos(gt+B)+..., h'— e' sinw'—B, sin(2/—!1)+M'sin(gt+B)+..., K'=— e'cosw'— B;, cos(2l!— 7) + M'cos(gt+B)+...….
On en déduit sans peine, en négligeant les carrés et Les produits des quantités M, M,, ... M’, .…..,
e Sin(2l’—7l—ù) —M sin(2l—l—gt—5)+...,
e"sin(2/ —l—w)—M'sin(2l/—1—gt—B)+..., esin(4{l'—2l—05%) —2B,Msin(2l—l—gt—565) +...,
ee" sin(4{l'—2l—ù—s')—(B,M'+B,M)sin(2/—/—gt—6B)+..., e" sin(4l'—2l—0où) —2B,M'sin(2l—!—gt—8)...,
et, en substituant dans l’équation (b), il viendra
dp , ; TE — 6n |@o1 B2M — b,,(B,M' + B,M)
RCE de F. m8 | nl #0).
mVa
pe (on — n —p} &
EE bo1(B:M'+B,M)
Po + ” mob] sin(a/— 126) —....
Les termes non écrits se rapportent aux racines g,, g,, g,, autres que g.
On trouvera de même Ap' etAp”; mais nous n’insisterons pas sur ce point qui ne présente plus de difficulté.
M. Souillart, à qui j'avais communiqué la solution précédente, m'a fait observer que la même méthode permettrait de tenir compte des termes des
fonctions perturbatrices qui ont pour arguments
On trouve, en effet, que, pour avoir égard à ces nouveaux termes, il faut com-
pléter les équations (a) comme il suit,
=. — Po ]4 +[o,r]#'+[o,2]#" =. [CCR hi) = ak hi) SOCKET R2)lcoS à — [6Ckh—2$(kh + hk')+2Gk'h']sin3u, . — [ii ]&+fr,o]k+[r,214" —+[3C'(48— ht) —a$t(k'k— RR) + G'(k— RM )] cos3u + [64h — a $(k R'+Rk") +aG'k'h'|sin3u
m Va ;
+ — { [É(Æ—R)—2aG(kk — hh)+35(k2—Rh?2)]cos3u m'V/a!
Ee [2$ 4h — 2G(kh'+hk)+6$k'h]sin3u }, dh"
7 [44 [2,014 +[2,1]4 NE — — m va’ { [F'CE — h72) RER 2G'(k!k"— hk'h") = 35'(k"2— h'?] COS 3 4 m' Va +[2$4k'h —2oG'(khk'+Rk)+65'k'h"]sin3u)}; les quantités €, #, .. sont des fonctions des masses et des grands axes, que
nous n’écrivons pas pour abréger.
En cherchant la solution particulière des équations (a) complétées ainsi,
sous la forme (40), on trouve que les quantités B,, B, et B, seront déterminées par les équations suivantes
on —on'+| 0 | + oi) B2 — ([o,1] + b51)B,— [0,2] Bi—=mnF — (3CB?—2$B,B, +6GB?),
Of== (n S DIE ss = Arai ([1,0] + b,,0) B2
(ol abe = n'(m'F'—mG)
+ Ne (FB2 — 2GB,B!, + 3$B2) + 3C'B? — 2$#/B,B! + GB”, m'V/a' ; : “ À HÉTRE 7 , f o=(n—an+[ 2 ]+a,)B;—[20]B:—([211+ 0:1)B;+-m'r"G AG. .
#03 Cd ae > ! P/ £/R’72 mr Var (3'B?— 20'B,B; +35'B>).
Résolvant la première de ces équations par rapport à B,, la seconde par rap-
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,, et posant
port à B,, la troisième par rapport à B
] m'nEF
SU _
2h on + Co ]+a@n J n'(m'E'—mG) =. 2 2 '— Di Ci |+ i,0 —+ di,2 m'n"G'
2n—on+|[2]|+e;:
puis réduisant en nombres, M. Souillart a trouvé
Ti B, — 6, + (2,26784)B + (FyBe)Re + (2,46623) B2 — (2,93619)B, B, + (2,80228)B°?, B', — 6, + (2,068o1)B,+ (2,57998)B, — (2,44032)B2 + (2,90247)B,B; — (1,07714)B°2 + (1,25115)B,B° — (,11835)B?,
+ (2,29503)B'?—(2,76429)B; B', + (2,62898)B'>2. On a d’ailleurs Gi (3,59620), 6, = — (3,95926), CP (4,79357).
Les équations (44), (45) et (46) se prêtent parfaitement aux approximations successives. Si, dans leurs seconds membres, on fait
B,—6,, B,—6,, on trouve ces nouvelles valeurs B,—(3,57750), B:——(3,95592), B:—(4:73674).
En substituant ces dernières valeurs, on obtient B;—(3,57862), B,——(3,95682), B; —(4,73872),
d’où résultent les inégalités suivantes dans les longitudes des trois premiers satellites,
1563" sin(2l— 27), —3735"sin({—l), 226"sin(l'—[')
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. At
M. Souillart avait trouvé d’abord par sa théorie complète, en considérant les termes auxquels nous avons eu égard autrement, les coefficients
l’accord est donc très satisfaisant; les nombres de Laplace, pour les mêmes coefficients, étaient 1634", — 3860", 262’;
ces valeurs de Laplace supposaient
m'nF n'(m'F'—mG) 1 m'n"G'
; B, —— Bi —
n--3n#| "0 Thon er 2n—on+[]
Les termes considérés par M. Souillart ajoutent de légers compléments aux équations (39); mais nous ne pouvons pas insister sur ce point.
En terminant, nous ferons une remarque sur le calcul des inégalités périodiques, tel que nous l’avons présenté au commencement de ce Chapitre. Considérons, pour fixer les idées, la portion suivante de la fonction R,,
(8 1 KR =- mr 2 ecos(l'—x); on en tire de 3 er — - mn — sin(/—5w), das à ia CE nn QC == 5), Se + à Ja COS( ©)
Si nous voulons en déduire êe et ed&, il convient d’avoir égard à la variation de &, comme on l’a fait pour la méthode de Poisson dans le cas de la Lune. Or,
d’après Ia formule (9) de la page 19, la partie principale de . est égale à | o ;il viendra donc
2 me de $ m'n © Got)
ÉD Mn: — : :
fe.
On en déduit 3 7 sin // 4 cos l (47) 0h = - mn — ————) dk — -m'n— , “ A es Ne 2 n'—|0o tandis que nous avions trouvé (p. 17), 3 a? sin /’ 3 a? cos l' f = nn — k= mn .
(48) 0h A Ô nes
Ces deux systèmes de formules sont en désaccord. Auquel doit-on donner la préférence? C’est au groupe (47); en effet, nous avons trouvé les formules (48) en partant des équations
FINE RE à ; dk date Te ; 7 NOR re COSUS TT ;NR Er COS:
or, il sera plus exact de tenir compte du terme séculaire le plus important en
prenant dh dt
dk dt
ar cos’,
; Re m'n —= Sin /'.
ne
Ces deux équations sont vérifiées identiquement par les expressions (47); ainsi, les deux procédés s'accordent maintenant. Nous avons omis la correction précédente dans les inégalités à courtes périodes parce qu’elle serait très faible ; on pourra du reste en tenir compte facilement si on le juge à propos.
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES NŒUDS ET DES INCLINAISONS.
16. Formation des équations différentielles. — Nous partons de l’expression (15 ) du Chapitre I, pour la fonction perturbatrice R;. Les équations
de _ OR; 2 dû _ OR; Éd dd Us lai 0
na?
donnent sans peine (')
o — (0,1) sin(0 — 9!) +(0,2)œ" sin(9 — 8") + (0,3)9"” sin (9 — 0”) + [olo; sin(0 — 9,) — (o)w sin(8 + d), dO ! [/4 1/4 (2) Pr —=—| o |p+ (0,r)0'cos(0 — 8, ) +(0,2)9” cos(0 — 8") + (0,3)0” cos(0 — 8") + [o]o, cos(0 — 8) — (o)w cos (9 +). : do! d0' On aurait des formules analogues en RE D à
Il nous reste à calculer la position de l’équateur de Jupiter à une époque quel-
(1) La formule (2) montre que la moyenne de = est égale à —| 0 |; d’après la formule (9) du
: ds : Le Chapitre Il, la valeur moyenne de = est égale à + , de sorte que ces deux quantités sont
égales et de signes contraires, ce qui est un résultat intéressant. Je profite de l’occasion pour réparer un oubli commis dans mon Tome III, à la page 147. Préoccupé de retrouver les inégalités périodiques causées par l’aplatissement de la Terre dans le mouvement de la Lune, j'ai omis de parler des inégalités séculaires correspondantes de w et de 0. Elles ont été remarquées pour la première fois par Hansen, qui les a calculées. M. G. Hill a confirmé ses résultats et trouvé +6”, 8201 et —6”,4128 pour les mouvements annuels du périgée et du nœud.
conque, en tenant compte de l’attraction du Soleil et de celles des satellites. Les formules (1) (£. IF, p. 427) nous donnent, en n’ayant égard qu'aux termes séculaires,
(3) do: ï OU LA EERS où 45 ILsito 0Ù.. dd (Leo do
où £ et C désignent la vitesse angulaire de rotation de Jupiter et son moment d'inertie polaire. Ces formules, établies pour la Terre troublée par la Lune, supposent que la longitude du nœud descendant de l’équateur est égale à — Ÿ; c'est bien ce que nous avons admis pour Jupiter (p. 6). D'autre part, les formules (1) (t. If, p. 405), donnent, en désignant par A et B les deux autres moments d'inertie principaux, et par z la distance du satellite au plan de l’équateur,
U—— 7 Jm(2C— A —B) _ Jos 256 4 :
d'où, en remplaçant f par n°a°, et = (p-6) par S—s —9sin({ —0)+wsin({+4), et ne conservant que les termes indépendants de /, (4) U — — : (20—A—B)mn?[o?+ 0? + 20 co8(08 + d)].
Il faut aussi tenir compte de l’action du Soleil, ce qui donnera
3 Zi pe bat on
où l’on aura
= = 1 Sin(l — 0) + w sin(4 + Ÿ).
Il viendra donc (5) U—— Ê nt(20— A — B)[gi-+ w+ aqua cos(6, + Y)].
En faisant la somme des expressions (4) et (5), et la portant dans les formules (3), on trouve
d C—A—B — A Lai o, sin(@, + 4) + mn?o sin (0 +) +...1,
het et Lai © + nf 0, cos(0, + d) + mn°w + mn°o cos(8 + bd) +...1,
où les points représentent les termes provenant des autres satellites.
Posons maintenant
10e 1 Ds mnt +, (6) 20—A—B , [O= HE el C=O+D+D+® +0;
et nous pourrons écrire
= Op sin (di + y) + (©) # sin (0 +4) + (D g' sin (8! + v) +...
(7) d{ | &) _ = (5) pi cos(G + 4) + (Oo + (0) cos(9 +4) + (Do cos(9'+ L) +... Nous avons donc maintenant, pour déterminer les dix inconnues ®, o', ®”, @7, G ; 8, 0": (Le 07; UA
les deux équations (1) et (2) etles six équations analogues, enfin les deux équations (7).
17. Changement de variables. — Adoptons les variables employées par Lagrange dans le cas des planètes (t. I, p. 171),
(8) p = 9sin6, p.00 ete DIU G SI ® — op, sin6,, q = Cosb, 49" Cco8s0!, Us g——w cos, D — p cos;
et nous trouverons sans peine les équations
flo kg = (ot) (0,3) —\(0,8)98(0)9"—" [als
a [//4 D 4 — Lo ]p +(o,1)p'+ (0,2) p'+ (0,3)p"+ (0)gŸ—=—[o]P,
TH +ig—(0)g —(,2)g"— (1,3)g"— Gp =+ [1], (9) dq
nn Lolpe (top (ta)n 0 s)pee Ga" 1817,
dp"” à
mr O1-Ds-Dr-Dr+Or=+O2
T + OP + Or + Dr + Or -Or=- O8
Les quantités @ et 9 qui fixent la position de l’orbite de Jupiter par rapport au plan fixe, à l’époque £, sont des fonctions du temps qui restent très petites pendant plusieurs siècles, et dont nous donnerons les expressions plus loin.
Nous allons intégrer d’abord les équations (9) en faisant abstraction des seconds membres; nous aurons alors un système de dix équations linéaires simultanées, à coefficients constants. Leurs intégrales générales seront de la forme
p =N sin(bt+y)+N, sin(bt+y)+...+N, sin(bt+y), p'=N'sin(bt+y)+Nisin(bt+y;)+...+N, sin(bt+y),
p'=N"sin(bt+y)+Nisin(bt+y;)+...+NYsin(b,t+ 7); qg =N cos(bt+y)+N, cos(bit+y;)+...+N, cos(b,t+ y;), g' =N' cos(bt+y)+N, cos(bit+y;)+...+N, cos(bit+ y);
NN cos(bt+y)+Nicos(bit+ y) +...+ NY cos(b,t + y)
où les N, y et b sont des constantes. En écrivant que ces expressions vérifient les équations (9) privées de leurs seconds membres, et égalant à zéro les termes d’argument dt + y, on trouve les relations
— (o+ Co J)N+(o,1)N'+(0,2)N°+ (0,3)N"+ (0) N° — 0,
N = (P + FAN (1,2)N/+ (1,3) N/+ (HN
Re a Un
si l’on élimine entre ces cinq équations homogènes les cinq quantités N, N’, N”, N” et N°", on obtient l'équation
(6e) (0,1) (0,2) (0,3) (1,0) sit 8m) (1,2) (1,3) (2,0) (211) FM) (2,3) (3,0) (3,1) (3,2) An à) Co) @ @ @ — (+0) qui est du cinquième degré, et qui a pour racines b, b,, b,, b, et b,. Les rapports
N’ r N’” Lo N'!
(13) dr NL nr |
seront déterminés par quatre des équations (11) qui seront des équations du
premier degré relativement aux inconnues 0’, ..., 6°. On aura de même
(ES DRE M EP BUS RQ En ae ee ne :
OU
Finalement, il restera les dix constantes arbitraires (14) N, N;, N:, N;, N,; Ÿ» V1» Y2s Y3 Vie
Les équations (10) donneront donc bien les intégrales générales cherchées. On démontrera, comme on l’a fait pour les inégalités séculaires des planètes (t. 1, p. 411), que l'équation (r2) a ses racines réelles et inégales.
18. Intégration des équations (9) avec leurs seconds membres. — Nous ferons, pour plus de symétrie,
de AG er ee, DE OS, 07
La première chose à faire est de connaître les expressions de & et de 9 en fonction du temps. Nous choisirons pour plan fixe le plan de l'orbite de Jupiter à l'époque zéro. La théorie des inégalités séculaires des planètes donne, relativement à l'écliptique de 1850, les valeurs de @ et de 9, que nous désignerons pour plus de clarté par @, et 2,, sous la forme
B=ŸS sin(se +6), 2: DS cos(st +6),
où les signes > comprennent autant de termes qu'il y a de planètes, soit huit;
Jes S et < sont des constantes, et l’on sait que les valeurs des s sont très petites. Relativement à l’écliptique de 1850, la position de l'orbite de Jupiter à l’époque
zéro sera déterminée par les formules
B= DS sinc, 20 = DS cos:
la position de l’orbite de Jupiter à l’époque #, rapportée à la position qu’elle occupe à l’époque zéro, sera déterminée par les formules approchées (t. I,
On aura donc
te, d — Di — Vo
| ®= SS[sin(ss+c)— sin],
(16) | 2 = Ÿ S[cos(st + s)—coss|.
Les formules (15) et (16) déterminent P, P’, ..., Q, Q',... en fonction de £. Nous conserverons les expressions analytiques (10) pour exprimer les intégrales générales des équations (9) avec seconds membres, mais en y regardant comme variables les dix constantes arbitraires (14). La nouvelle expression
de “e sera égale à l’ancienne, augmentée de
U + Uy + Ua + Us + U,, en posant, d’une manière générale,
dN. FR (17) = D sin(b;t+ y;) +N; _ cos(b;t + y;).
Mais l’ancienne expression de “ ajoutée à Co Tg—(o1g—...—()9", donnait et donnera encore un résultat nul identiquement. Il viendra donc U + Ui + Uo + Us + u, =P.
La troisième des équations (9) donnera de même, en ayant égard aux relations (13),
d'u+oiu+...+ o,u, = P'.
On aura, d’autre part, des résultats analogues, relatifs aux quantités g, en faisant aN;
ha | dyi (18) Pi TE Cos(bit + y;) — N; en sin(b;t+ y;),
Ce
de sorte que l’on obtiendra cet ensemble d'équations :
U + Ui + Ua + us +u, =P ; PH Pi+ Va Pa + P, =Q,
(19) | d'U+OiU + OU + on Us + ou —=P'; T6 + 91 Pi + 0 Pa +03 3 + oi = Q", Pour résoudre ces équations, il est nécessaire d'établir quelques relations
préliminaires.
Formules préliminaires. — Posons pour plus de clarté
! 1 7 É 1. a Go) Hi y RE EN Le av # hiC = — = Ve De LR EEE rte = A). :
Re n'a n'a? nd. n° S(20U—A—B)
et nous trouvons aisément les relations suivantes, en nous reportant aux formules (2) et (10) du Chapitre [°', et (6) du Chapitre actuel,
Gne =bolct O2)oe fo 0 Oo)” (21) \ (role (5 o0ûcie Ha CE re
En admettant pour les constantes
x €tzles valeurs de Laplace, on
peut calculer les constantes c, c’, c”, c” et cr.
Cela posé, si l’on élimine entre les premières des équations (1) et (11,), puis entre les secondes de ces mêmes équations, puis entre les troisièmes, etc., on trouve
(b—B,)NN, — (o,1}(N'N;—N.N)-+(0,2) (N’N, — N’N) + (0,3)(N7N; — N°N) + (0)(NUN, — NN), (b—D,)N'N, — (1,0)(N.N—N'N;)+(1,2)(N,N'— N'N') + (1,3) CN2 N°" — N'N°) + (D)(N,NY— N'N5), (b—b;)N'N! — (2,0)(NN’ — N'N;)+ (2,1)(N'N° — N’N:) + (2,3)CN'N° — NN’) + (2) (NYN° — N'Nr), (b—6,)N°N" — (3,0)(NN'—N,N")+(3,1)(N'N!— N’N')
+ (3,2) (N'NY — NN: + (3) (NYNS — N'NY), (b—6,)NYNY— (OY(NNE — NN) + (N'NY — NN) RONA NAN) CANNES),
ën multipliant ces cinq équations, respectivement par c, €’, c”, c”, c", ajou-
tant, et tenant compte des relations (21), on trouve que les seconds membres. donnent une somme identiquement nulle et il vient
Cb— bi)(CNNs + c'N'N + c'NUN! + cNONT + cNNY) — 0.
On peut supprimer le facteur b — b, différent de zéro, et l’on obtient l’une des relations contenues dans le type général
cN,N; Si C'INQN° SE C'N'Ni+ C'NÈNe+ CANNES = 0:
où les indices r et s peuvent recevoir les valeurs o, 1, 2, 3, 4 sous la condition r2s. En divisant par N,N, et introduisant les quantités 6, 1l vient
(22) c+ c'o,0, + c'onos+ colo; + co oN — 0.
La résolution des équations (19) est maintenant facile : en les multipliant par des facteurs convenables, et tenant compte de la relation générale (22), il vient
u =fP +f'P'+f'P'+ "pr FU, o —=fQ +f'Q'+f'Q"+f"Qr+ FO, u= fl +f,P'+fiP'+ fiP"+ FPT, = /f1Q +f, Q'+ fi Q'+fQ"+frQ",
= P+f PAP + fe
où l’on a posé
==, = E ra) CAN A is el CA He Ha CR EN
c+c'o;+c'ai+c"'oi + co?
On a maintenant, d’après les formules (17) et (18),
dN; sin};
D =; cosb;t— +; sinb;t,
dN;cosy; ; _ = u; Sinb;t + p;cosb;é,
de sorte que l’on tirera des équations (23),
dNsiny _
Ti (BF Br PPT + PITPP )o0sbt
(PO LOS TO +7 0) sin be,
CFE + f'P'+f'P'+ f" P" + fY PY)sinbt + (fQ + f'Q'+f"Q" + f" Q" + FO") cos bt, ie = (AP+f P'+...+ fr" PT) cos bit
(0er OO) ser.
nm sn ee
En remplaçant P, P’,..., Q, … par leurs valeurs (15) et (16), f, f’, ... par leurs expressions (24), on trouve
d\ sin; 5 — + =. 06 ÿ S[cos(st + ç— bt) — cos(s — bt)], AN CO si A (15) Sc te > S[sin (sé + s — dt) — sin(s — bt)|, aN, sin :
= M: > S[cos(se + çs — b;t) — cos(s — bit)],
où l’on a posé . _Lole+lrle'o+[a]e"o"+ [31e"o"-+ CO) co
(26) … [ole+[rilc'o,+...+(G)ca”
CC ee ON ant
20. Résolution des équations (19). — On peut effectuer immédiatement les .
intégrations dans les formules (25), et il vient, pour les variations ôN siny, . de Nsiny. .,
äN siny = X DE |” (st+ s— bt) . sin (ç — 2.
s—b b 9e cos(st cb) cos(c — 61) (27) He >s| ee ON, si t sin(sé+ç—bit He 0) ON; Sin y — DIE sn) | . p. ’É D rt 1 1
Be var teleleiel eee emdieienelete tee ie etierel ma el silee;e sie euretle eo else lo aa Re er...
On aura ensuite, d’après les formules (10),
dp = sin bt ON cosy + cosbtÔN siny + sinb,£0N,cosy;+..., dg = cosbt ON cosy — sinbtON siny + cost, ON; cosy —...,
et 1l en résulte
g, VO »
sin(sé+ç)
N N / ? ®, e e Les 0g, 6q',... s’obtiennent en changeant les sinus en cosinus. Les expressions précédentes peuvent se simplifier un peu; on doit avoir
b . D G' | ci DIR
| je KR, je
En effet, dans les expressions (28), les termes en sinç et cosç constituent une solution des équations (1) dans lesquelles les seconds membres sont réduits à
— [o] Ÿ 8 cos, + [o] Ÿ Ssins, — [1] ŸS coss, + [1] D Ssine,
Or, cette solution se trouve immédiatement sous la forme
D—= —Ÿs Siné = pit, 4 = — À SCO D, car, en substituant dans les équations (9), il vient I[o] + (0)+(o,1)+(0,2) + (0,3) — | 0] LS co — 0, P[r]+(i)+4(G,0)+(1,2)+ (1,3) — Gas cose—0, Or, ces conditions sont vérifiées d’après les formules (10) du Chapitre II. En comparant la solution précédente, qui doit être unique, à la partie constante de
la solution (28), on obtient les relations (29). IL est facile d'exprimer maintenant les latitudes À, X, À”, À” des satellites
au-dessus du plan fixe. On a, en négligeant l’excentricité et les perturbations de la longitude, À sinysin({ —0)— gsinl — p cosl.
IT en résulte, avec les expressions précédentes de pet de gq,
| N, : A=DNsin({—bi—7) +YS (TT - a 4) sin (ist — — SSsin(/— 6), (30 pe à _ 2 sin dunes (ET a
— YSsin(l—<),
eee eee eau ete Leneten sente. ivbe eee tete er lerNerletememarte lee) eee es em elel eme nettes ortele Vue nt ee ne ele
Soient À, A’, A”, A” les latitudes des satellites, rapportées à l'orbite de Jupiter pour l’époque £. On aura
A 1= eos Qsint= DS sin(/—<) — D Ssin({—st— 6),
d’où AN sin({ —bt— 7) +ŸS (= _ ++ :) sin( GE), on sin({ —b!— 7) nt nue Be — :)sin (e st 6), des = © N'sin(l"— b— y) + 25 (= . F DE — :)sin(r— ne) AM Ÿ N’sin(l"— up + Xs(— . + A — ) sin({”— st — 5),
Détermination des constantes arbitraires. — Soient
/ [2 772 € € c 1 Dos Ds Pos , Pos Dos
do, 06; d, d5; UR
les valeurs des inclinaisons et des longitudes des nœuds à l’époque o, rapportées à la position correspondante de l’orbite de Jupiter;
/ 7 F / ; Pos Pos *::3 Pos Go or *-:» Go
les valeurs que l’on en déduit par les formules (8). Les expressions générales de p,q,..., pYet g" s’obtiennent en faisant les sommes des expressions (10)
et (28). Faisons-y 4 — o et
Nsiny =», Nisny=x,, es Noos 7 N; cosy: — Yi;
dans PA Moete Me d'Y+oiYit...
DD ANT Ry Te. OP Li, AN, CNY H 04 Va her + OPEN",
Ces équations sont de la même forme que les équations (19), et se résoudront de même. On aura donc
2 =N siny =fX+S Xp" Xr, Di N, Sin y = JiX + fiX'+..
YZÆN cosy =fYES'YE.., M =Ncosy—=/fiY+f;Y'+...
22. Remarques relatives à l’ordre de petitesse de divers coefficients. — Îl convient de donner une indication sur le calcul numérique des racines b, b,,.... b,. On voit a priori que l'influence du déplacement de l'équateur de Jupiter sur les déplacements des orbites des satellites est faible, de sorte qu’au lieu de l'équation (12), qui est du cinquième degré, on peut considérer cette équation du quatrième degré :
L'inspection des valeurs numériques des quantités et (4,7) montre que les premières sont beaucoup plus grandes que les secondes, de sorte que, dans un premier calcul d’approximation, l'équation précédente se réduit sensiblement à
G+Cs1)G6+071)(6+127)@+E87)=e.
On a donc ces valeurs approchées
b=—[o], ln=-[il, #=-fsl, à [ni
La suite du calcul montre que l’approximation est déjà au moins de + pour les trois premières racines et de pour la quatrième. En partant de là, par des tâtonnements successifs, on trouve aisément des valeurs précises des cinq raeines et des vingt quantités of”. Voici les valeurs obtenues par M. Souillart pour les racines :
b — — 0°, 141 0919, b3 — — 0°,007 o21 549, bi— — 0°,033 0119, b3 — — 0°,001 900 639, b, — — 0°, 000 002 185.
Ces valeurs sont exprimées en degrés sexagésimaux et rapportées au jour solaire moyen pris comme unité de temps. Voici, d'autre part, les valeurs deS, s et « empruntées à Stockwell; l’unité de temps est la même que pour les b; les coefficients S sont exprimés en secondes sexagésimales, et nous donnons leurs
_logarithmes :
Indices. logs. s. (Se rss 0,715 317 2 ond aus 898 21. 6.27 LR 0,293 06 — 0,000 005 013 132.40.58 DA do 1,714107 — 0,000 013 228 292.49.953 AR LS 2,171 767 — 0,000 014 000 251.45. 9 LS 0 (0) 106.14.18 15 ÉRIRRRS 2,393 39 — 0,000 000 503 AU ST. 29 Ga 2,258 61 — 0,000 002 218 193.56,11 PAR EE 3,113 80 — 0,000 019 724 306.19.21
On observera que le coefficient S,, le plus grand de tous, disparaît des expressions (16) de & et de 9, parce qu’il répond à la racine nulle s,. Je me contenterai de donner la valeur numérique de À, à laquelle parvient M. Souillart, en me bornant aux dixièmes de seconde d’arc,
A — 5,5 sin({— bt— y) +33",osin({— b;t—y;)+3",9sin({—b;t—7;) — 1,4 sin(l{— byt— y3) + 308",3sin(l— b,t—7y,) + 11/,8sin({— st—çs)—3",5sin({—st—ç)+94",osin({—s;t—6;)
—12199",2 sin (l — 56 € — 65) — 1461", 4 sin(l{— 534 — ç).
Le coefficient énorme de l’avant-dernière inégalité vient de ce que le diviseur s, — b,, qui figure dans les formules (31), est très petit. On a, en effet,
Sg — b, —= — 0°,000 000 033.
Les calculs précédents, depuis le n° 17, sont empruntés, sauf des différences insignifiantes dans la forme, à un Mémoire de M. Souillart (Bulleun astronomique, t. XI, p. 145).
Transformation des formules. — La période du terme en
cos (SsÉ + Ge — bit),
qui figure dans les expressions (25) et (27) de dN,siny, et ôN, siny,, est d’environ 30 millions d'années. On ne peut avoir la prétention d’étendre la théorie des satellites de Jupiter à des époques aussi éloignées. Les formules trigonométriques qui donnent, dans @ et 9, les inégalités séculaires du nœud et de l’inclinaison de l'orbite de Jupiter, cesseraient d’être exactes au point de vue numérique parce que les racines s; dépendent des masses des planètes qui ne sont pas encore connues avec assez de précision; et aussi au point de vue analytique, parce que, dans ces conditions, il faudrait tenir compte des carrés des masses des planètes. Il faut se borner aux besoins de la pratique, pendant trois ou quatre siècles par exemple, et tenir compte du déplacement de l’orbite de Jupiter en ajoutant aux quantités p® et g° des corrections de la forme
to + tl+oaltt+...s
on pourra, en toute sécurité, laisser de côté les termes en #?. On aurait plus vite fait de déterminer directement les dp® et èg" sous la forme indiquée; mais je préfère me servir des calculs de M. Souillart, comme Je l’ai fait déjà (Bulletin astronomique, t. XI, p. 159).
Je pars des expressions (25),
— J0, > [cos(st + s — b,t) — cos(s — b,t) |.
Je développe le second membre suivant les puissances de z, en négligeant £*; il vient
dN, aN, sinys a | — rt D Sssins;
de même
dN, cosy, are Re D Sscosc.
Or, si l’on développe les expressions (16) suivant les puissances de #, on
trouve P—=pysina—= AI +..., Do, cos —=BE+...;
(5 A % Sc, B=— YSssins.
Il vient ainsi
IN, sin v. Ë d'N,cosy, r aN, Ste = NV, B 6, Me — TT; A £.
dt de D'où \ Pr ; Es l'y ON, siny, = - 3%, Bé; SN, cosy, — — = 3, À 2 2
Or, on à, en prenant encore le jour pour unité de temps,
[4 QU [/4 f O0 ,0999 O ,12 Je
JA M6, — 02,000 0022 — — b,, sensiblement SA + SAS , , HR S 365 ,29 365,29 à : À
où 1l faut encore multiplier %, par sin 1°. En faisant : — 365 250, ce qui correspond à dix siècles, on trouve seulement
ON, Sin y; — — 0,9.
Nous pouvons donc supposer (34) ON, Siny, — 0, ON, COS y, == o.
Les expressions (25) donnent ensuite, en développant suivant les puissances de st et conservant br sous les signes sinus et cosinus, parce que b, b,, b, et b, sont beaucoup plus grands que les s;,
| dN siny É : es À ee RIŸS:s siN(s—bt)—%t( Bcosbt + AÀsinbe), IN cos: a £ Fe ; >. nl = — Kt > Ss cos(s — bt) = Mt(— À cosbt + B sinbt),
d'où, en intégrant sans ajouter de constante,
: Dre :
ÔN Siny = _ ( Btsinbt — At cos bt +
Asinbt+ B ose)
b 2 : DIE
ON cos y — > _ Atsinbt—B£cosbt +
B sin bé — _— b :
On en tire deux des équations suivantes, celles qui répondent à à — o,
ON; sin(brt + y) = Li ur |
(35) st 1 ) (101,45) 2, cos(bit + y) = TA — Ti Be | él Î /
On a, du reste, d’après les formules (34), (36) ON,sin(b,t+y,)—o, ON, Cos(b,t + y,) — 0.
On aura ensuite, en ayant égard aux relations (ro),
| 3 = sin(bt+y)+BY
4 3 -2 N, cos (b;t + y;) — i
Le D sin (by;é + y;)
p= Yo N; sin (bit + y;) +
| ee =an, cos ( b; Len AT _ DE ou
Or, avec les valeurs données par M. 7 ob pour ©, M, Mo, M3, 96, ( Bulletin astronomique, t. XI, p. 153), et de 5° (deuxième Partie, p. 158), on trouve
—- ——0,00519, OO oe01. . = 62,6, — —0,13061, . ee
JE 2 ’ 4 L ® Les valeurs de F sont calculées avec l’année pour unité de temps; on doit
donc prendre maintenant À — — 0”,09527; B— —0”,12949, et il en résulte
que, dans les formules (37), les termes complémentaires ont pour valeurs
Op = 0,1: 0g ——0,1, dp! — — 151,3: dq' — + 1,0, pr :8/,1- 00081: dg"—+ 6/”,0 —0",0034, 0p"— — 57",4 — o",o13t: 0q" — + 42",4 — o",o176, Op 072; CA HESENEUR CA
On voit que les termes en 4 sont négligeables pour les trois premiers satellites et pour l’équateur; ils sont sensibles, bien que faibles, pour le quatrième satellite. Enfin, les parties constantes sont appréciables pour le troisième et le quatrième; 11 ÿ aurait lieu d’en tenir compte dans la détermination des constantes N; etY;, en modifiant légèrement les valeurs de p°, p?, g', g". C’est à cela : que se borne l’effet direct du déplacement de l’orbite de Jupiter.
On aura ensuite
À = (g + dq) sin { — (p + dp) cos, A—ÀA—=%cosl—9 sin/=t(A cos! —Bsin/),
d’où Â AN SIN({ — bt— y) + t(0", 129 sinl — 0”,096 cos), AE IN SIN (l — bE— y) + t(0", 129 sin l!— 0”,096 cos /') HG ie SAS F3 cos /l!
(38) + 1,0 sin 7 + 1,3 cos l,
ï ST : : EE ; ; ; NN sin (lt — bt — y) + (0,126 sin —0/,004cos{! / 9 + 6”,0 sin {+ 8”,1 cos /”, A—= D N'sin(l" — bé — y) + t(0", 112 sin” — 0”,083 cos l” * ; | + 42,4 sin "+ 53", 4 cos l”.
24. Position de l’équateur de Jupiter. — On a, par les formules (10),
p'—= owsind=N'"sin(b,t+ y) E NYsin(bs +3) +... N"sin(b +7), g'——wcosY# —N? cos(b,t+ y.) + NY cos(bst + y3)+:..+Ncos(bt + y).
L'inspection des valeurs numériques des coefficients N*, ..., N°" montre que le premier, N° est au moins mille fois plus grand que la somme des valeurs absolues de tous les autres. On en déduit que b,t + +, est la partie moyenne de 180°— 4, carona
o Sin(b+b,t+y,)=NY sin(bst+y;—dit—y,) +...
+ N'sin(bt+y— b,t—yp,
— COS(b+b,t+y,)=NY HN cos(bst+ y;— dt —y,) +... + N'cos(bi+y—b,t— 7),
et l’on voit que cos(Ÿ + b,1 + Y,) ne peut jamais s’annuler, ce qui prouve que
: : : . T l'argument doit toujours rester compris entre + = Posons
lu N;
d— 180°— b,t— y, —E& Ne, 0,
et les formules précédentes donneront
© Siné = w[ 03 Sin(bst+ys—b,t—y,)+...+0, sin(bt+ y; — bit—7y,)],
w COSÉ — w,[1+ 0 cos(bit + ya — bit—y,) +... +6 cos(bit+ y — bit — y,)].
On n’a pas écrit les deux termes multipliés par 0 parce qu'ils sont négligeables. On en tire avec une précision suffisante
€ —0,sin(bst+y;—bit— y) +..., o = Gift + 03 Cos(bst+ys — bit—y,) +...].
Avec les valeurs numériques (SouiLarr, deuxième Partie, p. 169)
logô, — 4,16063, ; mi 000, il vient
Prod = b;t +9, —029",0sin(b, +; 0,t—),) — 98",3 sin( bat + y: — bit — y,) + 55”,1sin(bst+ ys— b,t— y), wù = @i—1",6 COS(bit + y; — bit— y) — 3",1 cos(bit+ y: —bit—y,) + 3",0 cos(bst + y3 — bit — y).
Ces formules montrent que le nœud de l’équateur de Jupiter sur le plan fixe est animé d’un mouvement uniforme de précession, dans le sens rétrograde, de 2",873 par an (la quantité dont croit l’arc b,4 en une année julienne); il ya en outre trois termes pour exprimer la nutation; les périodes de ces termes sont respectivement d'environ 30 ans, 140 ans et 520 ans. L’inclinaison de l'équateur n’a pas de terme séculaire, et les trois termes qui expriment la nutation sont faibles.
Calculons maintenant la position de l’équateur de Jupiter par rapport à l’orbite actuelle de cette planète. Soient w’ et Ÿ’ les quantités analogues à w et Ÿ.
En faisant
HeSinU —(p), — w'cosd"—(qg'), on aura Pen d’où w’ sinW'— wsind— A4,
— &"CosŸ' —— 6 cos — B4.
Il est facile d’en tirer w’ et Ÿ’, en faisant
o! = & + Aw, b'— 4 + Ad
il vient, en effet, w cos d AŸ + sind Aw —— A4,
o) sin d AU — cost Aw —— BB, a A — — &(A cosd + B sind), Aw — — t(A sind — B cosŸ).
Il en résulte
; A cosd, + B sind, (4)
| = 180 bit — y - nutation,
wo! = &w, + t(— A sind, + B cosy) + nutation.
Nous avons mis, dans les petits termes en #, au lieu de %, la valeur Vo, = — 134°45 qui répond à 1850,0. Avec les valeurs
A —— 07,097, B——0",12949, on trouve, en une année,
A cost, + B sind
B cosŸ, — A sind, —+0",0233,
— b, —=+ 2",873, d'où d'=—180— y, —o",100€ + nutation, 0) + 0”,02334+ nutation.
Le coefficient de #, qui était positif dans Ÿ, est négatif dans 4’. Donc le nœud de l'équateur de Jupiter sur l’orbite actuelle de la planète est animé d’un mouvement direct très faible, il est vrai. Laplace avait trouvé un mouvement rétrograde très petit aussi. C’est M. Souillart qui a donné le sens direct; il a montré que la conclusion de Laplace était fondée sur une valeur de b, légèrement incorrecte.
Les valeurs numériques des expressions (38) sont, d’après M. Souillart, en négligeant les petites corrections introduites en dernier lieu,
A =4/,8sin({— bt—y)+33",osin({—b;t—y;)+3",9sin({— b;t— y)
—1",4(l— bst— y3) +11037”,5 sin({—b,t— y:),
A! —1689",0 sin(l'— bit—y,)+102",3 sin(l'— bit — yà) + 197,9 Sin(l'— b3t — 3)
+ 10980”, 4 sin (l'— b,t— y;),
62 CHAPITRE II. — THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. A=—57",4sin(l— bit— y) +644",2 sin(l"— b,t V2) + 97,38 sin(l’— b;t— y) + 10749",7 sin(l"— b,t— y,), A=— 1,9 Sin(l"— bit — y;) —125!,3 sin(l" — b,t — V2) + 811”,4sin(l"— b,t— y)
+ 9999”, 4 sin(l"— b,t— y).
Remarque. — Les derniers termes de ces formules sont de beaucoup les plus importants; considérons les seuls pour un moment, et remarquons que nous pouvons, d’après l'expression (41) de ’, remplacer b,t + y, par 180°— |; observons encore que w’ — 3°4/7",3 diffère peu des coefficients des termes considérés, dans À, À’, ..., et nous aurons
À, =— po! sin(£ +), À, =— po sin(l!+ 4), A,=-— p'w'sin(2"+ V'), A, =—p"o"sin(l/"+ 4"),
en désignant par 4, x’, x” et w” des facteurs peu différents de 1. On en conclut
sin sin0 — pw'sind", Sin@ COS0 — — uw cos",
Q— 9 — 6" — 9" — 1800 — PR MS D -p0, to, pe.
Donc les plans des orbites des satellites couperaient l'orbite de Jupiter suivant la même droite que le plan de l'équateur de la planète. Ces plans, dont les orbites réelles s’éloignent peu, sont les plans fixes considérés par Laplace; les coefficients de sin({® —&,: — +,) sont peu différents de l’inclinaison w’, de sorte que les plans fixes font avec l’équateur de Jupiter Les angles 9 — w' :
ere h'o
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — INÉGALITÉS PÉRIODIQUES DES LATITUDES. — ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES LONGITUDES.
25. Inégalités périodiques des latitudes. — Nous prenons comme point
de départ la formule (16) du Chapitre 1, en utilisant d’abord la première ligne. Les équations
2, do Se OR; 2 d0 OR; (1) a 0 di Fa 0e nous donneront do To sin(4l' !sin(4l' . —=— {0,1 Lo sin(4l'— 21—920)— 0" sin(4l'— 21—0—0")],
o . — + {o,1}[o cos(4l'— 21— 29) — g"cos(4l'— 27—60—0!)],
ce qui peut s’écrire
| # —=— {o,1}f(e cos 0 — ?'cos0')sin(4l'— 21— 0) — (9 sin0 —œ'sin@') cos(4l'—21— 6)], + do | PT —=+ lo,11[(e cosô — œ'cos6')cos(4l'— 21— 6) + (o sin0 — 'sin8') sin(4l'— 21— 0y].
Or, les formules (10) du Chapitre III donnent o sin8== SN sin(bt+y)+ N, sin(b,é+ y), gcos9= Ÿ N cos(be+ 7) + N, cos( bit + y); on peut prendre ici (voir page 62)
bit+ y, = 180 — (/, Ni Lo;
il vient donc (y hr SN sin(bt+ y) + uw’ sind’,
o COS 0 — >N Cos( bt + y) — pu cos”. Le signe > s'étend seulement à b, b,, b, et b,. On aura de même
o' sin 0’ — >\ sin(bt+y)+p'o sind’,
G,COS0 — > N'cos(bt+ y) —u'o"cosŸ, et les équations (2) deviendront
U— 10,1! [— D —N) sintie — 210 br)
a shot o+|,
} DIN—N')cos(4i— 810 — bl— y)
— (+ — p'hu/cos(il 104 4)|
Il faudrait encore substituer pour 0 sa valeur en fonction de £; mais 1l nous
suffira de remarquer sur la formule (2) du Chapitre précédent que — | ©] est ; do
le terme le plusimportant de la partie constante de +, de sorte que, pour le but
actuel, nous prendrons
Ü==const —| Co |...
Ua : ni d do Nous pourrons donc intégrer les expressions précédentes de Te et de; et, en
supposant Ÿ’ constant, il viendra
EN Do il > A=S DR nie be lo
Fee
2n—hn'—| 0
on—hn +b—| 0
sin (4 l'
on —4n!—
È (È PaS mate 8 NO Co]
On aura, pour les inégalités correspondantes de la latitude X,
0À — sin({— 0) do — cos({ — 0) d8,
Lolo Ÿ been sin(4l—3l—bt— y) Mon bn 0 o (3) Fa | EE Es sin(4l'— 31 + dl!
di iure |Nor)]
Considérons maintenant la seconde ligne de l'expression de R,; en opérant comme précédemment, nous trouverons
. ——[o][(o cos — w, cos@,) sin(2/, — 8) — (psin0 — y, sin, )cos(2/ — 0)], do : ; à :
De =. o 0 — ©: : 21 —0)+(osing — w, sin) sin(24 —0)]. Pa + [o][(o cos0 — p, cos@,) cos(2l — 0) + (o sin0 — p, sin8,) sin(24 —6)] do à rs À Fr — — [o][ocos@ sin(24, — 0) — wsin8 cos(2l, — 8) — w, sin(22, — 0 — 0, )], dO 5 :
[o][o cos@cos(24, — 0) + o sin0 sin(24, — 9) — w, cos(2{, — 0 — 0,)].
On peut laisser de côté le terme en +,, parce que 9, est très petit; on trouve
do ; Fee ne nn [o] [EN sin(24 —6—bt—y)—po' sin(24 —0+4 |: dO + / ) ! Fa as [o] LE: cos(24 —0— bt— y) — pu cos(2l, — 0 +4 |, & N 0 — [ol Ÿ cos(24 —0—bt— 7) À Péergees “0 | :
Les cos(24 —0+d')}, 2m+l 0] N God LEON —_—— sin(24 —0—bt— 7) ae cr / Bo”
ns Lo
N he
je el Dress (4) |
= eu
sin(24 —l—bt— y)
Uo' À DATES O
sin(24, — l + |
Dans les éclipses du 1° satellite, on à lt 2180, 20, —1— 1, et, par suite, les inégalités (4) dépendent des mêmes arguments BE y lb y... A0 que les termes des formules (38) du Chapitre IL.
Considérons enfin les termes de la troisième ligne de l’expression de R,.En procédant comme plus haut, et faisant usage des formules
o Sin 0 — © sind — DA sin(bé+y)—(1— po sind",
® COS 0 + w COS Ÿ — D 'Ncos(ot+7) + (1—p)o'cosŸ/,
on obtient
Sù—— (0) à A D ein bo ( ? Ÿ
on — Det | © | 21 + Co
On pourrait réduire cette formule à (2) nd Le sin({—bt— 7),
mais ces termes sont très petits, et on peut les laisser de côté.
Nous donnerons enfin, sans les démontrer, les formules analogues aux précédentes pour le 2° et le 3° satellite (Souillart, première Partie, p. 140) :
a. — sin(3l—21—bt— 7) -En+b— [| :]
(u!— po!
N° LEE N
an'—h4n'+b— | |
Sin (OU al Er y
ER ! Go!
fées 9 ne)
an '— ln! —
26. Equations séculaires des longitudes. — L'une des formules (k) (t. F, p. 169) nous donne, en négligeant e* et &° devante et o,
de: 2 OR e 0h o OR
Er ee lee € IP TE z * dt na da 2na? de 2na? do
Nous allons appliquer cette formule à la portion de la fonction R, (voir p. 9) dont nous n’avons pas encore tenu compte,
I 2 2 2 3 9 2 hi — - na?[o](ef — vo?) — 3 ni a?(e? — À);
nous trouverons
Or, les éléments e, et ©, de l'orbite de Jupiter sont soumis à des inégalités séculaires provenant de l’action des planètes. On a
(9) CE, — C2 + Est, Pi — Da + Paé;
il en résulte
de SV Re :
A 0 Les — po + 2(6203 — 9293)£], d’où San (10) € —Eép+et+e'l; dr iles)
Le terme e’£? donne naissance à une accélération séculaire du moyen mouve-
ment. On a Ex — 0,048 239; €3—0,000001 30),
etil vient, en ne tenant compte que de e, e, dans &’, et considérant le 4° satellite,
el? — — 0”,00004 l?,
où £ est exprimé en années juliennes; le terme e’4? est ainsi insensible pendant très longtemps pour le 4° satellite, et a fortiori pour les autres; la partie de e’ qui contient ©, et ©, est encore plus petite. Il n’est pas inutile de rappeler que c’est en travaillant à la théorie des satellites de Jupiter que Laplace a trouvé le terme e' qu'il a transporté à la théorie de la Lune où il se trouve prendre une valeur importante.
Il ÿ a lieu d’examiner maintenant les inégalités périodiques les plus importantes de l’élément e. Dans la formule (8), il faudrait remplacer R par R,, puis
2 OR, . . , . . , par R;; mais R, et _ contiendraient les carrés et les produits des quantités M,
M,,...,M',... qui sont très petites. Nous nous bornerons à prendre R —R,, mais sous la forme primitive, résultant des formules (6), (7) et (9) du Cha-
pitre I:
R;=— g fm BA Lo + p°?— 200 cos(0— 6! )]
(10) Ÿ nie? [et+ gt — 290,008 (8 — 0,)] [p?+ w? + 20 cos(d + 0 )].
OR
La formule (8) donnera, en réservant pour plus loin le terme —=; — 2na? 00
de .0B 1):
mg Le Lo?+ 9'2— 209" cos( 0 — 6')]
A [ot+ qi — 299: cos( 0 — 8,)] = Lo? + w? + 290 cos (Ÿ + 0 )].
On a maintenant Porpiie 0e 000) pp) =), Pp —p'= >, (N—N')sin(bt+y)+(u—pn')w sin, g—gq'= > (N— N')cos(bt+ y) — (pu —p')w! cos". La somme des carrés de ces expressions est négligeable à cause des petits facteurs N — N'et 1 — u’. On a ensuite p+ w?+ 290 cos (4 + 8) = (p—p}+(g — qi)", P — pp" = > N sin(bt+y)—(1—p)osin/, q —qg"— 2 cos(bt+y)+(1—p)w'cosd/; la somme des carrés de ces expressions est négligeable à cause des petits fac- S'16 P teurs N et 1 — w. Enfin, dans la formule (11), on peut négliger la tres petite \ P SIRGo)
quantité o,, et 1l reste
mp + È Nsin(bt+7y) + sinÿ| + [En Cos (dE + y) — pa’ cosy |
ce qui peut être réduit à
p—— po D Ncos(bi+ +4).
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 69 : dun: js de Si l’on remplace = — par 2[o], les termes déjà considérés dans la formule (11) se réduisent, dans le calcul approché que nous nous bornons à faire, à
(ua) = bLo]pe' SN cos(be+ y +).
Il nous reste à tenir compte de l'équation
de æ OR;
dt ana" 00
qui peut s’écrire
dé 24 “ab :( dp a) = ” = 5 2
2 de ad at de
en ayant égard aux formules
do 1 OR k
dd de p = ®sin6, q — 9 cost.
Or,ona p= YNsin(bt+)+pu'sinÿ, À = S'oNsin(be+ y) — pub sinŸ, g= D 'Ncos(ôt+ 7) — po'cosŸ’, LE SON cos (be + y) — pu’ b, cos/;
il en résulte, en prenant le terme le plus important,
dp da. ; it L' QT PE = HU ® EN cos(bt + y +), des: I 7 1 / (13) D am > bN cos(be + y + 4”).
En faisant la somme des expressions (12) et (13), il vient
de
se =— {[o]po D Ncos(bt+ +9) —=< pu Ÿ EN cos(bi +7 +),
S F ! N : 1 I 1 NY
(14) de = Alo ES D sin (bt+y +) —-po D. Nsin(bt+y+d');
le premier terme de cette formule est de beaucoup le plus important.
Je renvoie aux deux Mémoires de M. Souillart pour le calcul détaillé d’un nombre assez grand de termes petits et cependant sensibles, qui proviennent de
M : s ; de la considération attentive de l'expression complète de => et notamment des
termes en e et e’ négligés d’abord.
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — DES ÉCLIPSES DES SATELLITES. DÉTERMINATION DES CONSTANTES.
27. Considérations préliminaires. — Les mesures micrométriques permettent d’obtenir les éléments des orbites des satellites des planètes, mais avec une précision assez faible, à cause du raccourci sous lequel nous apparaissent les angles ayant leurs sommets au centre de la planète. Dans le cas de Jupiter (‘yon peut arriver à une précision plus grande par l'observation des éclipses des satellites. Jupiter projette derrière lui, relativement au Soleil, une ombre dans laquelle les satellites se plongent près de leurs conjonctions. Les inclinaisons des orbites des trois premiers satellites sur l'orbite de Jupiter et leurs distances à la planète sont telles que ces corps s’éclipsent à chaque révolution, mais le quatrième cesse souvent de s’éclipser.
C’est l'observation des éclipses qui a révélé les inégalités les plus importantes des mouvements des satellites. Cependant ces phénomènes présentent des causes d'erreur assez gênantes. D'abord, un satellite, avant d’entrer dans l'ombre pure, pénètre dans la pénombre, et son éclat s’affaiblit graduellement, de sorte que, si la lunette de l'observateur est de force médiocre, quand elle cessera de montrer le satellite, ce corps ne sera pas encore sur la surface de l'ombre ; il en sera moins éloigné si l'instrument est plus puissant. La surface de l'ombre pure peut être remplacée par-une surface fictive; l'immersion du satellite dans cette surface et son émersion seront pour nous le commencement et la fin de son éclipse.
Cette ombre fictive n’est pas la même pour tous les satellites. Elle dépend de
(1) On a observé quelquefois des éclipses des satellites de Saturne, notamment de Titan; ces phénomènes sont rares. à cause de la grande inclinaison des orbites sur le plan de l’orbite de la planète. Les astronomes de l'observatoire Lick, en Californie, ont observé, avec leur puissante lunette, des éclipses des satellites de Mars.
leur distance apparente au disque de Jupiter, dont l’éeclat affaiblit leur lumière (cette cause agit même pour un seul satellite, le premier, par exemple; quand on le voit disparaître à une assez grande distance du disque, on pénètre bien plus avant dans la pénombre que quand la disparition se fait tout près du disque); elle dépend encore de l'aptitude plus ou moins grande de leurs surfaces à réfléchir la lumière, etc. L’élévation de Jupiter au-dessus de l’horizon, la pureté de l’atmosphère terrestre, la force des instruments dont se sert l’observateur, influent pareillement sur la durée des éclipses. Ces causes d’erreur agissent davantage sur le troisième et le quatrième satellite; heureusement, on peut observer assez fréquemment l’immersion et l’émersion de ces deux satellites, ce qui donne l'instant de la conjonction d’une manière assez précise et presque indépendante des causes d’erreur dont nous venons de parler.
L'observation des disparitions serait bien plus précise si l’on faisait, avec un photomètre, plusieurs mesures de l’éclat du satellite à partir du moment où il est entré dans la pénombre, de façon à en conclure, par un calcul d’interpolation, le moment où cet éclat s’annule, ou mieux le moment où cet éclat est réduit à une fraction donnée, à la moitié, comme le propose M. Cornu. On démontre facilement (voir la Thèse de doctorat de M. Obrecht, Annales de l’Observatoire de Paris, t. XVIII) que si l’on représente l’éclat par l’ordonnée y d’une courbe dont l’abscisse x est le temps, le demi-éclat correspond à un point d’inflexion de la courbe, de sorte que la variation de l’éclat en un temps donné est alors la plus grande possible. En outre, le satellite est très peu distant du cône circonscrit à Jupiter et ayant son sommet au centre du Soleil, de sorte que le calcul du phénomène sera assez simple.
Quoi qu'il en soit, les mesures micrométriques conserveront encore de l’intérêt : d’abord elles sont nécessaires pour la détermination de la masse de Jupiter à l’aide des mouvements de ses satellites; ensuite elles seraient très utiles dans le cas du quatrième satellite, pour suppléer aux éclipses, trop peu nombreuses.
Nous allons nous occuper de la figure de l’ombre de Jupiter.
28. Figure de l’ombre de Jupiter. — Chasles a démontré (Aperçu historique, p. 249) que la développable circonserite à deux ellipsoides, c’est-à-dire l'enveloppe des plans tangents communs aux deux ellipsoïdes, est une surface du huitième degré. Ce sera le cas de la surface de l’ombre de Jupiter, car nous pourrons admettre que la surface de Jupiter est celle d’un ellipsoïde de révolution ; nous pourrons même supposer le Soleil sphérique. Nous allons simplifier la détermination de cette surface, en suivant d’abord la thèse de M. de Saint- Germain (Thëèse d’Astronomie : Sur la durée des éclipses des satellites de Jupiter ; 1862). Nous supposerons le centre du Soleil situé dans le plan de l’équateur de la planète, et nous pourrons admettre que les courbes de contact de la dévelop-
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pable avec Jupiter et avec le Soleil sont les sections de ces deux corps par des plans menés par le centre S du Soleil et le centre J de Jupiter, perpendiculairement à la droite SJ.
En effet, si l’on négligeait l’aplatissement de Jupiter, la surface de l'ombre serait un cône de révolution touchant les deux astres suivant des cercles situés dans des plans parallèles. Les distances respectives de ces plans aux centres du Soleil et de Jupiter ont pour expressions
RE? et
l' oùR,betr, désignent les rayons du Soleil, de Jupiter, et la distance SI.
Or, on à Bas
[ ; = —— » — — — envl'on.
Les distances dont il s’agit sont donc petites; la modification qui en résultera pour la section de l'ombre par un plan perpendiculaire à SJ, mené par une position déterminée d'un satellite, sera très faible, et il en sera encore ainsi en ayant égard à l’aplatissement de Jupiter. Au surplus, nous renverrons à la Thèse de M. de Saint-Germain pour une démonstration rigoureuse et détaillée.
Cela posé, prenons l’axe de révolution de Jupiter pour axe des z, la droite SJ prolongée pour axe des æ, les équations de nos deux courbes de contact seront
L'—0; : = ee,
De Ris yet.
La surface de l'ombre sera engendrée par une droite D rencontrant les deux directrices précédentes, en deux points A et A’ où les tangentes soient parallèles, car ces tangentes seront les intersections de deux plans parallèles par un troisième contenant la droite D. Soient
= DEind, z—c cosu les coordonnées du point À,
y=RSint, z—Rcosu! celles du point A.
Pour le parallélisme des tangentes, on devra avoir la condition
su (1) Lan vi Langue.
Les équations de la droite D seront
æ y —bsinu 3 — CCOSU 2 = — : : = A ( rm bsinu — Rsinu' ce cosu — R cosu'
et l'équation de la surface de l’ombre résulterait de l'élimination de u et uw’ entre les équations (1) et (2). M. de Saint-Germain a effectué cette élimination qui
conduit en effet, même après la simplification opérée, à une équation du huitième degré en æ, y ets.
Mais ce qu’il nous importe surtout de connaître, c'est l'équation de la section de la surface de l’ombre par Le plan x —r, mené perpendiculairement à SJ par l’une des positions du satellite dans l’intérieur du cône d'ombre; nous admettons qu’à l’intérieur du cône d’ombre toutes les positions du satellite se trouvent sensiblement dans le plan x — r. Les équations (2) donneront
( h 0 :) R à ; Yy=b{i- —— >; )sinu+—r(sinu —sinu), S 7g- D Fu
R—cr R : 3=c|i— à CoOsu + r'(COSu — cOsu ).
Or l’équation (1) donne, d’après un développement connu,
! + sinou + (TT Fo Le UR==ENT l Da EE LIÉE Eee C+0 2\C+0 .
On posera BE; (5 I D Gnesr) a ( } CD c)
On voit que l’on pourra négliger les termes en sinu — sinu'eten cosu — cosu',
: R parce qu'ils contiendront le petit facteur —- Il nous restera donc simplement
r Re. :
V0 D So 0 SIN;
ri b ri * l R 7 / :=0 | — — — — | cosu — - COS &.
: ni or, )
D'où l’on tire, pour équation de la section de l’ombre, (4) 2 — y 2 (1+ x).
Cette section est donc une ellipse, ayant pour demi grand axe « et pour aplatissement x’. Si l’on pose
1 —}À— — environ (où R 10 L
on aura
Te \ 6 D
1e Fi FER) ct b T+Xx Re Free ; 1+%X I+Xx LA TiÀ
on en tire aisément
Cette valeur de x’ diffère très peu de x car, même pour le quatrième satellite, on a
29. Calcul de la durée d’une éclipse. — Soient z, la hauteur du satellite audessus de l'orbite de Jupiter au moment de sa conjonction, r sa distance au centre de Jupiter et », l’angle décrit par le satellite sur l'orbite de la planète, depuis le moment de la conjonction et en vertu de son mouvement synodique. Prenons ensuite pour axe des x le prolongement du rayon vecteur SJ, au moment
Fig. 1.
de la conjonction. Le mouvement du satellite, en projection sur le plan des xy, se fera sur la droite AB parallèle à Jy; on aura
JM = JM, — JA — 7, AJB — »;, AIM, = 5, BJM — 5,
AB—7y—JB sins, —y7?—7sins,, AT et l’équation (4) donnera a (nr —<)einv; rs (rx) d’où, en négligeant z° sin°’v,, (8) r? sin?p, = à? — r?5?(1 + x/ }?.
Mais on a aussi
En portant dans la formule (8), il vient à dSo r? sin, = — 7°(1+ x)? (si + 259 7— ce * sine),
d’où, en résolvant cette équation du second degré en sinv, et négligeant le
carré de 5, de, 0 dv, : RNCS ÎF œ ; œ ; (9) nn (rx sm +1 /|É + +#)s0| [EG +2) :
On aura ainsi, en prenant le signe +, l’arc », décrit par le satellite en vertu de son mouvement synodique, depuis la conjonction jusqu’à l’émersion; en prenant le signe —, la valeur de sine, donnera, au signe près, l’angle décrit depuis la conjonction jusqu'à l'immersion.
Soit £ le temps que met le satellite à décrire l'angle »,. Posons
I dv, DE ve es nes He) CN n—n dt ;
: de Forte : ve JA Eve X sera égal à —> — 1, en négligeant la petite quantité + On pourra écrire ap-
proximativement
(PA (7 —— —=ir+X, bd (n—n;)t n—n;
Soit T la moyenne des temps que le satellite emploie à parcourir l'angle (0 4 (10) 6 BE a?
en appliquant la formule précédente, et remplaçant £, v, et X respectivement par T, B et zéro, on aura
(11) TP pu MS 4 Qi
RM B
Les formules (9), (10) et (11) donneront ensuite
= TU x) —G +» em +/[° ACER “)à||$— CEE
On a vu (Chapitre [) qu’en ayant égard aux inégalités les plus importantes,
on à r=a(i-ix),:
l'expression de z deviendra ainsi
Soit {’ la durée entière de l’éclipse; on aura
/ (2) P=aTG—Xx)4/|
d’où l’on conclura
Gé) ee es eu à CITE X)
Cette équation servira à déterminer les constantes arbitraires que renferme l'expression de s,, en choisissant les observations de ces éclipses dans lesquelles ces constantes ont le plus d'influence.
Nous mentionnerons ici, parmi les travaux relatifs à la figure de l'ombre de Jupiter, celui de M. Asaph Hall (4str. Nachr., n° 2156), et celui de M. Souillart (Astr. Nachr., n° 2169). Ce dernier Mémoire se rapporte au cas d’une planète dont l'orbite fait un angle notable avec le plan de l'équateur; l’effet de cette inclinaison, à peu près nul pour Jupiter, serait très sensible dans le cas de Saturne.
30. Indications sur le calcul numérique des constantes. — Ces constantes sont nombreuses dans la théorie des satellites de Jupiter; il y en a trente et une, savoir : six éléments elliptiques et la masse de chaque satellite; l’aplatissement
ñ ss ° y I . * de Jupiter, ou plutôt la quantité x — = Xi Cf les deux constantes qui fixent, à
un moment donné, la position de son équateur. Mais il convient de séparer la , # - LA L 17/1 I \ détermination des masses mn, m',m’,m" et de x — = ki Nous allons chercher à
éclairer un peu ce problème assez complexe.
La première chose à faire est le calcul des moyens mouvements n,n’,n2",n". Pour y arriver, on détermine d’abord les moyens mouvements synodiquesz — n,, n'—n,; On y parvient en considérant deux conjonctions très éloignées d’un satellite, observées aux époques £ et z’; on a, en désignant par # le nombre total des conjonctions,
(190 (n—n)(#—1t)—=2kr,
d'où #7 — n,. On n’observe pas l’instant même de chaque conjonction; mais on peut l'obtenir pour les deux derniers satellites, et quelquefois pour le second, en prenant la moyenne des instants d’une immersion et de l’émersion suivante,
Pour le premier, on peut tenir compte de la demi-durée de l’éclipse déterminée par une immersion ct une émersion observées dans le voisinage de l'opposition, donc à peu de distance.
Les inégalités du satellite sont négligées dans la formule (15), ou bien on en tient un compte approximatif, ou l’on s'arrange de manière qu’elles soient presque les mêmes. On aura donc ainsi, avec une grande exactitude, r — n,, d’où n.
Il faut ensuite déterminer a, a’, a” et a”, en prenant pour unité le rayon équatorial de Jupiter. On détermine &” exprimé en secondes d'arc, d’après l’élongalion du quatrième satellite, et le demi-diamètre apparent de Jupiter à la même époque, exprimé de la même façon; le quotient de ces deux nombres donne ce que nous appelons a”. On se sert de la troisième loi de Képler pour avoir a, a’ et a”. Mais il faut remarquer que la relation n°*a° — n"?a"? doit être remplacée par
n(a—0da)} = n"?(a"— da"),
da et da” désignant les parties constantes des demi grands axes, produites par les perturbations. On a, à fort peu près (Chap. If, p. 18),
x Pr : 2
0a ed da"! E— 77 >
et il en résulte aisément
NS I I I ‘I Di ee 1+ (x —-x — — — :
re 3 2 a as
Q . A LA , I on emploiera une expression, même assez grossièrement approchée de x—-2,,
et l’on obtiendra: ainsi a, a’ et a”. Il semble qu'il conviendrait de retrancher de n,n',... les coefficients de # dans les longitudes moyennes de l’époque €, &’, . mais la correction qui en résulterait serait bien faible.
a «a ; Fice Avec Les rapports => = +: on calcule les transcendantes D et leurs dérivées, première et seconde. On est à même de calculer les quantités F, G, F’, G’, ... et les coefficients de m7’, m”, ... dans (o, 1), (0,2),.... La formule (ro) du Chapitre II donnera les] Javec des valeurs provisoires de’, m",m", et qui seront bien suffisantes pour ce but. On peut doncregarder [ o ],{ 1 |,[ 2 | rs A Q 3 \ I
et | 3 | comme connus, sauf peut-être la correction à apporter à x — 5 ke Laplace calcule ensuite les perturbations indépendantes des excentricités (Chapitre IT); il y figure », m', m" et m" comme indéterminées. Pour éviter des nombres trop grands, il représente par » 10 000 fois le rapport de la masse
du premier satellite à la masse de Jupiter, "et de même pour les autres, de sorte que, d’après les résultats d’une théorie provisoire, rm, m', m” et m" sont des fractions comprises entre o, 1 et o,9 ou 1,0. Des fautes de calcul assez nombreuses ont été commises par Laplace dans cette partie; elles ont été corrigées par Bowditch, Airy et Bessel (vor les pages 499-501 du Tome IV des Œuvres complètes de Laplace, et le Tome IT des Astronomische Untersuchungen de Bessel, Bestimmung der Masse des Jupiters). Laplace pose ensuite
=. pm 9/01 704 Le
où {4 désigne une indéterminée voisine de r, et il se propose de déterminer d’abord les cinq inconnues m, m', m", met 1.
31. Voici les cinq données numériques qu’il emprunte à la discussion faite par Delambre de plusieurs milliers d’éclipses des satellites :
(1) 06 — CG sin(olt=:/)+;,,
(IT) 0p ——C'Sin(2/#—ol!) +..., dp"— + C'sin(l"— git—B;)+..., dp"= + C'sin(l"— g;t—6B;) +...,
(IV) = B'sin(l'—b,t—7y,) +...
III
Les données dont Laplace fait usage sont
C est de beaucoup le coefficient le plus considérable de dv. Laplace dit que Delambre a déduit, de la discussion d’un grand nombre d’éclipses du premier satellite, que C est égal à 223,471 en temps; c’est-à-dire que l’inégalité en question peut avancer ou retarder une éclipse de près de 4m.
Pour convertir C en angle, il faut le multiplier par 4oof' et le diviser par 1i,769861, durée de la révolution synodique du premier satellite.
On trouve ainsi 08", 509059 — 5050", 59 — 1636/, 39.
On à d’ailleurs, en se reportant aux formules (D) du Chapitre IF,
n è (A) — M #F—cC, PL == 0 ,202000)
n—on+|[ol]
On trouvera de même
ne.
Does Er
C'est une relation du premier degré entre #» et mn’. C' est le coefficient le plus considérable de êv’. Delambre lui assigne en temps la valeur 109,18, d’où l’on déduit
(m'F'— mG) = C'.
Ces deux relations (A) et (B) sont très précises, vu la grandeur des inégalités d’où on les a tirées.
Delambre a trouvé, en prenant l’année pour unité,
3 — 7090 109 2078, 700 Fa/08,70.
Or, on a (Chap. II, p. 38),
e"sinw”— M"sin(gt + 6) + M°sin(g: 6 + 8:) + M? sin(g2 té + B2) + M? sin (gt + B:), e"cosn"— M"cos(gt + B) + M'cos(g: £ + B;) + M'cos(g2 t + B) + M! cos(g3 t + Ba).
On en conclut
tang (m"— git— B;) — M2 sin(gat + Br— gat— 3) +...+M"sin(gé + 8 — gst — GB) À £ a M,+M;cos(gi2t+fBr—git—6B,)+...+M"cos(gt+B—g:t—B8;)
Or, 1l arrive que les rapports M” Mi M} M; M; M;
sont petits et égaux au plus à +. On voit donc que la partie moyenne de &” est gst+$,, et que la différence æ"— g,t — B, se compose seulement de termes périodiques petits; de sorte que l’on peut dire que g, est le moyen mouvement annuel du périjove du quatrième satellite, et c’est à ce titre que Delambre a pu le tirer des observations.
Dans les équations (LIT), on a
C'=M, Cr.
Delambre a trouvé C—= 756", 605 — 244", 99, C— 0265}, 56 — 3002”, O4 ; d’où
Les équations analogues aux équations (16) du Chapitre IT sont de la Je M: + LM; + d'M! + LM" — 0,
où les coefficients LE sont des fonctions connues de g,, m,m',m",m" et tu.
L’élimination de M,, ..., M! entre les équations (C) et (D) donnera deux équations entre les cinq inconnues 77, m', m”, met.
Le terme IV est le plus considérable de À’, après celui qui se rapporte au plan fixe de Laplace, et il est facile de voir que à, est le moyen mouvement annuel du nœud de l’orbite du second satellite. Delambre a trouvé
bi 103 850) = 97600 ont,
Si l’on élimine N,, N°,..., N* entre les équations (11) du Chapitre III, on trouvera la dernière des relations cherchées. Cette relation se réduit approximativement à
(16) be LT lee (bo) ee) 08).
Il convient d'observer que C” est petit et doit être assez mal connu; C” répond à 117 en temps, soit un peu moins de 2"; les éclipses du second satellite s’observent moins bien que celles du premier; des erreurs de 10° ou même de 20° sur une immersion ou une émersion peuvent être commises assez facilement; c’est là certainement une cause d'incertitude dans la détermination des masses des satellites.
Donnons quelques indications numériques sur le calcul de ces masses.
Les rapports &% et jp sont petits; dans une première approximation, les équa- 3 3 tions (D) pourront être réduites à
À” + À” . = À” + 0,0816578ÀL
C’est ainsi que Laplace a trouvé les équations suivantes :
(17) 6735 — 29471 — 363 m — 4193m" — 0, (18) 1834m" + 591m" — 2090mm"+ 1829 m'? — 0, (19) 297 —1936u — 267m—124m"+3514m" —o.
Je laisse de côté l’une des équations (D), dans laquelle les termes obtenus, après avoir fait M, — M; — o, sont positifs, d’ailleurs très petits. Enfin, l’équa-
THÉORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 81 tion (16) donne
L'équation (B) combinée avec trois des équations précédentes, par exemple (17), (19) et (20), donnera les inconnues. On trouve ainsi
TM 0,578, — 0,909, pH =1,0088, M =20,h05.
On se servira de ces valeurs approchées pour déterminer © et par deux des équations (D), et l’on portera les valeurs ainsi trouvées dans les deux autres ; on complétera de même l’équation (16) en tenant compte de N,, N°, …, N’, et l’on continuera jusqu’à ce que deux calculs consécutifs donnent le même résultat.
Damoiseau a déterminé une nouvelle valeur du coefficient C” dans la longitude du troisième satellite. La valeur ci-dessus, 245”, 14, adoptée par Laplace, répondait à 116,73 en temps. Damoiseau l’a remplacée par 65°,073, qui n’en est guère que la moitié. D’après son Manuscrit, conservé à la bibliothèque du Bureau des Longitudes, cette correction, ainsi que toutes celles qu’il a apportées au troisième satellite, proviendrait d’un calcul particulier dans lequel on aurait tenu compte de quatre-vingt-treize éclipses complètes de ce satellite, observées entre 1740 et 1824. En introduisant le nouveau coefficient, 655,073, on modifie très sensiblement les masses, ainsi que M. Souillart l’a montré et que cela résulte du Tableau suivant :
Laplace. M. Souillart.
Nono be OR DORE T 0,173281 0,377267 De nt ie de 0,232355 0,245305 RSR A AN D ee te 0,884972 0,821795 I ads set sue des 0,426591 0,231233
On voit que le principal changement consiste en ce que la masse du quatrième
satellite est presque réduite à moitié, tandis que celle du premier est plus que doublée.
32. On a maintenant tout ce qu'il faut pour calculer les racines g, g,, g, et 83 (déjà obtenue), ainsi que les rapports LL A LIÉRRPS. PARR CE Hé NE N Ne Ne de Mi M M M, M, M:
7 À 1” ? EVTE 71 ? AI ? Ar ° MS” M M M” M” w
On trouve que ces rapports sont inférieurs à r, et souvent même assez petits. On aura donc
e sinm —=M sin(gt +6) +... e cos& —=M cos(gt +6) +..., e! sinw’ —=M; sin(gié + GB) +... e! cosæ) — M, cos(git+ Bi) +...,
Sat + Be) +..., e! cosw” — M: cos(gat + Ba) +...,
( ( e" sinæ” = M; sin( (
e" sinæ” = M, sin(gat +63) +..., e" cosw”—= M: cos(gat + B3) +....
Laplace appelleM l’excentricuté propre du premier satellite, et gt + B la longitude de son périjove propre, de même M! et g,t + $, pour le deuxième, etc. Les formules
0p —2M sin({ —gt—B)+2Msin({ —git—fi)+..., dp —2M'sin({ — gt—5)+2Misin(l'—git—f6i)+...,
montrent que chaque satellite possède quatre équations du centre, dont l’une se rapporte au périjove propre de ce satellite, et les trois autres aux périjoves propres des trois autres satellites. Il reste à déterminer par les observations les huit constantes
M, M, M, M; GB, Br GB et GB.
Delambre n’a pas trouvé, dans les observations, de traces appréciables de l'existence de M et M', de sorte que l’on peut supposer
M—o, NM —0.
Ainsi, on peut admettre que les excentricités propres des deux premiers satellites sont nulles, et les expressions précédentes de ôp, ds’, ... se réduisent, chez Damoiseau, à
de — 2M, sin({ — got — GB:)+ 2M3 sin(l — gst — 3), 09! — 2M; sin(l — git—8,)+2M, sin(l — gzt — G3), de" —2M! sin(l" — gst—fB,)+2M; sin(l — gst—f3), dp"— 2M" sin (l" — g,t —B,)+ 2M; sin(l"— gst — Ps).
Nous n’entrerons pas dans plus de détails sur ce sujet, non plus que sur la détermination des constantes qui figurent dans les expressions des nœuds et des inclinaisons; nous nous bornerons à dire que les inclinaisons sont données par les plus petites durées des éclipses, et les nœuds par les plus longues.
33. Historique relatif à la théorie des satellites de Jupiter. — Le premier essai de théorie est dû à Newton (Principes, Livre INT, Proposition XXIIT),
qui avait évalué approximativement la variation et les moyens mouvements du périjove du quatrième satellite, en tenant compte seulement de la force perturbatrice du Soleil, et transportant à ce cas les résultats qu’il avait obtenus pour la Lune.
Lagrange (Œuvres complètes, t. VI) a donné, en 1766, les équations différentielles du mouvement des satellites, en ayant égard à leur action mutuelle, à l'attraction du Soleil et à l’aplatissement de Jupiter. Il les intègre d’abord en négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, et il parvient aux inégalités dépendantes des longitudes moyennes [formules (D) du Chapitre I}, et d’où résultent, dans le retour des éclipses des trois premiers satellites, les inégalités dont la période est de 437 jours, et que Bradley et Wargentin avaient découvertes par l'observation.
Lagrange considère ensuite les inégalités dépendantes des excentricités et des périjoves. Il forme les équations différentielles linéaires (A’) du Chapitre I, et les intègre comme nous l’avons expliqué à cet endroit. Il trouve pour chaque satellite les quatre équations du centre dont nous avons parlé.
En appliquant la même analyse aux nœuds et aux inclinaisons, il obtient pour chaque satellite quatre inégalités principales de la latitude. Mais il avait supposé que l'équateur et le plan de l'orbite de Jupiter coincident, et cette supposition avait fait disparaitre des termes importants.
En même temps que Lagrange s’occupait de ces recherches, Bailly (Essai sur la théorie des satellites de Jupiter, 1766) appliquait au mouvement des satellites de Jupiter les formules que Clairaut avait données dans sa théorie de la Lune. Il reconnut les inégalités dont la période est de 457 jours; mais cette théorie ne pouvait pas lui donner les quatre équations du centre obtenues par Lagrange.
Laplace a beaucoup ajouté à l’admirable travail de Lagrange. Il a donné d'abord la démonstration des deux beaux théorèmes exprimés par les relations
D OMR SRE O0) LL LS 100;
et montré que ces relations, constatées par les observations pour un certain intervalle de temps, doivent toujours subsister; il à établi ensuite les formules de la libration, et déterminé l'influence de cette libration sur les inégalités à longues périodes.
C’est à lui que l’on doit les inégalités (21) du Chapitre Il, provenant de la réaction mutuelle des inégalités séculaires et de celles dont la période est de 437 jours. Il a donné les expressions exactes des inégalités des latitudes et celles du mouvement de l'équateur de Jupiter, et montré enfin que les formules de Lagrange, pour les inégalités séculaires des nœuds et des périjoves, doivent être complétées par des termes du second ordre qui sont loin d’être négligeables.
Nous avons indiqué, chemin faisant, les perfectionnements de la théorie dus à M. Souillart; nous renverrons le lecteur à ses deux Mémoires déjà cités, et à une Note des Astron. Nachr., n° 2214.
Arrivé au terme d’une exposition déjà longue, et que nous n’avons pas la prétention de croire complète, nous pensons cependant avoir réussi à rendre plus accessible une des plus belles théories de la Mécanique céleste, qui est au fond assez simple et ne parait compliquée que par les notations multiples impossibles à éviter. Nous nous trouverons amplement récompensé d’un travail assez long si les lecteurs du sujet deviennent plus nombreux et s’y intéressent davantage,
Il est bien à désirer qu’une discussion complète des observations soit faite à nouveau, ainsi que la détermination de toutes les constantes, y compris la vitesse de la lumière. Le travail dans lequel Delambre avait discuté plus de 6000 observations, et dont Laplace parle à diverses reprises, a malheureusement été perdu. L'introduction aux Tables des satellites de Jupiter, de Damoiseau, présente des obscurités au sujet de la provenance des nombres fondamentaux qui ont servi à les construire; quelques-unes ont pu être dissipées par M. Souillart à l’aide d’un Mémoire, resté en manuscrit, de Damoiseau, et que possède le Bureau des Longitudes.
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS DE JAPET
34. Des satellites de Saturne. — « La théorie des satellites de Saturne est très imparfaite, parce que nous manquons d'observations suffisantes pour en déterminer les éléments. L’impossibilité où l’on a été jusqu'ici d'observer leurs éclipses, et la difficulté de mesurer leurs élongations à Saturne, n’ont permis de connaître encore avec quelque précision que les durées de leurs révolutions et leurs distances moyennes... Ignorant donc l’ellipticité des orbites de tous ces corps, il est impossible de donner la théorie des perturbations qu’ils éprouvent; mais la position constante de ces orbites dans le plan de l’anneau, à l’exception de la dernière qui s’en écarte sensiblement, est un phénomène digne de l’attention des géomètres et des astronomes... Nous allons ici développer la raison pour laquelle l'orbite du dernier satellite s’écarte de ce plan d’une quantité très sensible ('). »
Les observations que réclamait Laplace ont été faites dans ces dernières années, grâce surtout aux puissants instruments de Washington, Poulkovo, Toulouse, ete.; elles n’embrassent encore qu’un intervalle de temps assez restreint; cependant elles ont déjà permis à la Mécanique céleste de faire des progrès impossibles à l’époque de Laplace. Nous nous proposons d'exposer assez complètement l’état actuel de la Science sur ce sujet important.
Il convient d’abord de donner quelques indications générales sur les satellites et leurs mouvements.
On connait huit satellites qui sont, par ordre de distance croissante à Saturne, Mimas, Encelade, Téthys, Dioné, Rhéa, Tüan, Hypérion et Japet. Le plus gros, Titan, peut être aperçu avec la lunette la plus faible; aussi a-t-1l été découvert par Huygens en 1655. Son diamètre apparent paraît inférieur à r”, de sorte que son diamètre réel serait un peu inférieur à celui de Mars. Une lunette de 4 à
(1) LaPpLacE, Mécanique céleste, t. IV.
5 pouces d'ouverture permet de voir Japet, Rhéa, Dioné et Téthys que D. Cassini a découverts à l'Observatoire de Paris, de 1691 à 1684, avec les objectifs à très long foyer de Campani. Encelade et Mimas, les satellites les plus voisins de la planète et qui ont été découverts par W. Herschel, en 1789, exigent déjà, pour être aperçus, des lunettes de 12 pouces. Le plus faible de tous, Hypérion, découvert simultanément par Bond et Lassell, en 1848, ne peut être vu qu'avec les lunettes les plus puissantes; son éclat ne dépasse pas celui d’une étoile de quatorzième grandeur.
Voici quelques-uns des éléments des orbites :
Mimas. Encelade. Téthys. Dioné.
RARE 191! 18% 26° 217 4I1R
Titan. Hypérion. Japet.
20,45 25:07 59.58 15i 29) 41" 298 2 [) 6! 39" 27 79} 7" ñ Au 17°
Eafin, on a pour les anneaux 0 =167P00!,
0,7, a et T désignent respectivement : la longitude du nœud ascendant, l'inclinaison, le demi grand axe exprimé en fonction du rayon équatorial de Saturne, et la durée de la révolution.
On voit que les orbites font des angles petits avec le plan de l'anneau, sauf dans le cas de Japet.
On aperçoit, en outre, des rapports de commensurabilité assezapprochés entre
I , 0 , Q , les moyens mouvements, — pour Téthys et Mimas d’une part, Dioné et Encelade
. 3 1e d'autre part; 7 Pour Hypérion et Titan.
Laplace s’est borné à examiner les perturbations du plan de l'orbite de Japet. M. Newcomb a écrit un beau Chapitre de la Mécanique céleste sur les dérangements causés par Titan dans le mouvement d’Hypérion, et M. H. Struve a trouvé deux théorèmes remarquables concernant les perturbations de Téthys et de Mimas, puis de Dioné et Encelade. Nous allons exposer successivement ces divers travaux, ainsi que les additions qui leur ont été apportées par d’autres astronomes.
35. Équations différentielles du mouvement de l’un quelconque des satellites. — Dans le mouvement du satellite M, dont les coordonnées x, y, z sont rapportées à trois axes de directions invariables passant par le centre de Saturne, nous devons avoir égard aux perturbations provenant :
De laplatissement de Saturne;
De l’action de l’anneau ;
De l’action du Soleil,
Et des attractions des autres satellites.
Désignons par m,, m,, M, et m)les masses de Saturne, de l’anneau, du Soleil et d’un satellite quelconque M; soient
V—= _ + W, Ve = 1e + W,
les potentiels de Saturne et de son anneau; nous aurons ces équations différentielles
| d?x Mo+m+m 0Q de? + 7 ro tn dy. ee __ o@ dé? F3 Ty’ dès 1 5 Anar re m 09 de? 15 7 de I 75 ne rs; (2) G—W+W,=fmn — — — + Ÿ fm — — —À ), À, ro A; Ki A=r+ri—o2rrs, == COS (Er), Af=r+ri—orr;s;, == COS(7Tr ;).
D'après la formule (8°) de la page 320 (t. IT), on a, pour V et V,, ces développements en séries
> = (ik LE pa W
1 Tr:
m *: Ÿ Re te + l, à rio ; 9F ù I DO. D'ou T Visio, Y, = — sin*0 — - sin?0 + -» ; 3 12 2 4 : I et DOC SE I Y, = sin?0, — =; Y,=—=<-8in 0; "sind Le :
où à et à, désignent les déclinaisons du satellite au-dessus de l'équateur de Saturne et au-dessus du plan de l’anneau; #, /, .…., k,, L,, … sont des constantes
dépendant de la distribution de la matière dans le corps de Saturne et dans l’anneau. Enfin, les développements supposent que cette distribution est symétrique par rapport à l’axe de rotation et à l’équateur de Saturne, de même relativement à l’axe et au plan de l'anneau.
Cherchons à nous faire une idée de la grandeur des constantes #, /, k,, L,, en supposant Saturne et l’anneau homogènes. La formule (c) de la page 321 (t. ID) donne, en désignant par a et b le rayon polaire et Le rayon équatorial de Saturne,
9 CR RE CN AO vi # b me (Ssinro — )+ (4 su yes sino — Re sint0 + à) |; r 5 r? 2 2 D.7 els 8 8 8
on en conclut aisément
DE . Le ne —;— l’aplatissement de Saturne — 0,10; si l’on suppose que r désigne le rayon
vecteur de Dioné, on a (voir plus haut) 5 = 6,31. On en conclut aisément
la série converge assez rapidement pour que l’on puisse négliger /. Pour ce qui concerne l’anneau, la formule (B) de la page 252 (t. II) donne
LENERE nl 4 = HE in,
où l’on a = X:N 8% Dour, d—6in0i,
S bee
D 4 I DD À: — « sin? 0, — L D Ce rs sin“ 0, —
pour tous les points de l’anneau supposé plan, on a à, — 0; donc
: I 3 Xi, — 5 X4= + 55
— : (sinsè, — 5) fran,
FD. D 1 — sin* d, — — sin?0, + + r''dm'; 12 2 IA
an 9 14 !
Le 2 dm:
on a ensuite
Si l’on suppose que les rayons limites de l’anneau soient R’ et R’, on aura
AN SNA MR Ar.
Mas TN the AE our 0 fr ES dr rc mr) US IReER ë 48 R'*— R'4 ORNE ARUe ane en ve LT ARE Re
Or,on a R=1,900; RE 9" "9010:
Si l’on fait Le calcul pour Dioné, comme précédemment, on trouve
La série qui donne V, converge donc moins rapidement que celle qui se rapporte à V; néanmoins, si l’on a égard à la petitesse de la masse de l’anneau, on pourra réduire V, à
Rens (1 ns W, = j{ a 1 (; GE sin.) .
Supposons maintenant que le plan de l’anneau coïncide avec le plan de l’é-
quateur, et nous aurons
(3) WW An (S —sinto)= 5 (3 —sin8).
La constante # s'obtient en écrivant que l’équilibre a lieu à la surface de la planète; on trouve ainsi, comme on l’a vu (p. 4),
(4) k=b(u— in),
où x et x, désignent respectivement l’aplatissement de Saturne et le rapport de la force centrifuge à la pesanteur, pour l’équateur.
L'expression (3) pourrait être en défaut si à et à, différaient sensiblement l’un de l’autre; or, on n’a jusqu'ici aucun indice de la non-coïncidence des plans de l’anneau et de l’équateur; il pourrait encore en être de même si l’étude des mouvements des satellites les plus voisins de la planète décelait l'existence du
I ë - À Be terme en -; dans V,; c’est une question qui n'est peut-être pas encore vidée
complètement.
36. Développement des fonctions perturbatrices. — Nous ne considére- RE LE x
rons que les parties séculaires, c’est-à-dire celles qui sont indépendantes des longitudes moyennes des satellites et de celle de Saturne. Nous pourrons même faire abstraction de e°, car les excentricités des satellites sont très petites. Les termes ainsi négligés donnent lieu à quelques faibles inégalités auxquelles ilfaut avoir égard dans une théorie complète, mais que nous laissons volontairement de côté. En posant
kK= fmo k + fki mi,
la fonction perturbatrice provenant de l’aplatissement et de l'anneau est
Q— —|:—sin°0 ); SAS
soient y l’inclinaison de l'orbite du satellite sur l'équateur de Saturne, « la distance angulaire du satellite au nœud ascendant relatif à l’équateur; un triangle rectangle facile à apercevoir donne la relation
sind — sin « Sin y’ Y d’où I!
I I I QE" Een) + siny Cos2u).
rè É 2 l 2 Ÿ
. re . , . I est essentiellement périodique; le terme séculaire de + est
La portion en :
2T 2 2 dû I Fdw I es I RU A . (ES e Cosp) due 0 Ë “ 0
3 © 1 2 ED L : 3 na? V1—e pe a(1 —e?)?
où & et w désignent les anomalies moyenne et vraie. On aura donc simplement RTC 1 À GO Da en SR a DT (9) nn — (3 ; Sin )
La fonction perturbatrice provenant du Soleil est, d’après la formule (2),
M or È Der 0 us D = à L(: 1 Fe
En la développant suivant les puissances de la quantité très petite —> on peut
se borner à
Def me i+ Hits m.).
To 0/
On peut même supprimer le terme / — qui ne contient pas les éléments du
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. O1 satellite, et prendre :
A. 12 22 24 CU D PT ES Sr. ie be
Soient y l’inclinaison de l'orbite du satellite sur l'orbite de Saturne, U, et U les distances angulaires du Soleil et du satellite au nœud ascendant du premier de ces plans par rapport au second. On a
So — COS(rrs) = cos U cosU, + sinUsinU, cosy.
La partie non périodique de s? est
I I Far Co y:
pee On aura donc 3 n'a?
(6) => ——, cos?y.
(une
Considérons enfin la fonction perturbatrice Q; provenant de l’action d’un satellite quelconque M;. D’après la formule (33) de la page 309 (t. I), on aura, en négligeanteete;,
: : I I Q; = fm) (: A (0) — $ Br),
où n désigne le sinus de la demi-inclinaison des orbites de M et de M;. Si cette dernière orbite coïncide à peu près avec le plan de l'anneau, on pourra prendre
À — Sin ES. sin? y" + — sin? y + D NES +) Es ATES PO # RDA PRO Le terme en sin’ peut être négligé, même dans Le cas de Japet, pour lequel à M à See è EE Y —=13°,7; du moins, gsin'y n'est que la soixante-dixième partie de 7 Sin?!. ch
Nous pouvons donc prendre
(7) G; — fmti) É A (0) — = B(1) sin*}).
A et B® sont des fonctions homogènes et de degré — 1 de & et a;, dont les expressions ont été données dans le Tome I, p. 298.
37. Perturbations séculaires de Japet. — Les lettres non accentuées se rapporteront à ce satellite. La fonction perturbatrice Q sera la somme des expressions (5), (6) et (7); elle dépendra de y et de y’ qui introduiront les élé-
ments £ et 0, et aussi de a qui sera constant, puisque Q ne contient pas la longitude moyenne /. On trouvera ainsi
(3) G—K cos?y + K'cos?y’, en faisant
Je" I ÉREE T à ( (RTE > mt) B().
B(* est défini par l'équation
SE il aa;(a + ai —2aa;cost) * — Au B4) cost + B®) cos24 +...
En faisant
« sera toujours <T 1, et l'on aura
d’où k! I ; (1) (10) K= + > mOab, ;
le signe s'étend à tous les satellites intérieurs.
On aura ensuite, en appliquant aux équations (1) la méthode de la variation des constantes arbitraires et négligeant e?,
d0 ( 0Q di I 0Q (11) FÉES
Re rent DY reee D SR SEPT Se mn na?sinc dt dé na?sint 00
C'est de ces équations que l’on conclura les inégalités séculaires de z et de 0, après avoir remplacé Q par son expression (8), et y et y’ par leurs valeurs en fonction de z et de 0.
J'ai montré (Annales de l'Observatoire de Toulouse, t. 1) que l’on peut trouver aisément l'équation de la courbe décrite sur la sphère céleste par le pôle de l’orbite, sans effectuer l'intégration complète des équations (11). On en tire, en
effet, dR _ 0Q dÿ di _ D 0 JT D aie
ce qui donne l'intégrale (12) Q —K cos’y + K'cos’y —C,
laquelle exprime une relation simple entre les angles y et y’ que fait le plan de l'orbite du satellite avec l'orbite de Saturne et le plan de l'anneau.
Je vais déduire immédiatement de cette relation que le pôle de l’orbite décrit une ellipse sphérique.
Soient en effet D (/ëg. 2) le pôle boréal de l’orbite de Saturne, D' celui de l'anneau, M celui de l’orbite de Japet, on a
MD — y, MD'— y, DD'— A,
A représentant l'angle du plan de l’anneau avec l'orbite de Saturne.
Soient X4, Yes Lo: X,, Y,, 2,3 X, Y, Z les coordonnées des points D, D’ et M
par rapport à trois axes rectangulaires se coupant au centre de la sphère. On
aura cosy — XX, YY, +22, cosy XX, + VY, 72,
et l'équation (12) deviendra KIXX, NY 2 EL OXXS + YY, +22) 0;
c'est l'équation d’un cylindre elliptique qui, par son intersection avec la sphère, donnera la courbe cherchée qui se trouve bien être ainsi une ellipse sphérique. Mais je ne garderai pas les coordonnées rectangulaires pour étudier cette courbe.
Je vais chercher directement son centre C, qui est évidemment sur l'arc DD”.
Soient CD=E, Or, CM = p, D'CM — », on aura COSy — Cosicosp — Siné Sinp COSY, cosy! — cosi' COsp + sint’ Sinp COS?,
K(cosi cos p — siné sinp cos®)* + K’(cose” cosp + sinv’ sinp cos®)?— C.
Disposons de # et de z’ de façon à annuler dans cette équation le coefficient
de Coso; nous trouverons
(18) K sin2i— K'sin2v,
puis
(14) cos*p(K cos?e + K' cos?) + sin?p cos’o(K sin°c + K'sin?i JÉ=X DE
On a, d’ailleurs, 21 + 27 — 2A, et cette relation combinée avec la formule (13) donnera
K’ sin 2 A K sin2A K + K'cos2A° Pi, NS Co a
K + K’' cos2A D Pat is K + K'cos2A ) Lt — 2 VK?+K?+2KK'cos2A VK?+ K°?+2KK'cos2A
lanvet—
D COST
et des valeurs analogues pour cos?r' et sin?v’. L’équation 14) deviendra donc ©]
cos?p(K + K' +VRK + K2+ 2 KK'cos2A) + sin? p cos? o (K + K'—VK'+K°+2KK Cos2 A) — 20.
On a
K?+ K2+ 2KK/cos2A —(K +K'y L:
en RE sin’ | ;
si donc on pose
A tang? «, l Sin À — sinA sin2«,
l'équation (15) donnera
__Kcos’y, + K’cos’y
cos?p cos?B + sin?o cos? osin?B — ts P Li P K + K' K + K'
— cos? N,
en désignant par y, et y, les valeurs initiales de y et y, et par N un nouvel angle auxiliaire. Nous aurons ainsi cet ensemble de formules, K' tang? a — K”’ sin2 B —sinA sin2a, (16) 2 2 2 DES RNC) COS N — cos? y, cos? x + cos? y} sin?«, Sin? N — sin?y, cos? à + sin? y, Sin?a,
(19) cos?B cos?p + sin?B sin?p cos?o — cos°?N,
dont la dernière est l'équation de la courbe: les relations (16) font connaître
les quantités auxiliaires N, B, « en fonction des constantes K, K’, A, A PR Cherchons les axes 29’ et 29” de notre ellipse sphérique, 29’ étant dirigé suivant l'arc DD’. Nous aurons à faire, dans l'équation (17), 9 — o et © — 90°;
nous trouverons aisément
D 2 {OOEIN ; COS N (18) Cosp"— É: COS 2p à B cos BR )8 2
on peut constater sans peine l'inégalité o" > 2”.
Laplace à considéré un plan fixe, précisément celui qui a pour pôle le centre C de notre ellipse sphérique; il dit que l’orbite du satellite se meut en gardant sur ce plan fixe une inclinaison à peu près constante. C’est dire que l’ellipse ne diffère pas beaucoup d’un petit cerele de la sphère. Nous allons donner la raison de ce fait. L’angle B n’est pas très grand; il est au plus égal à 19° ou 14°; s’il était nul, les formules (18) donneraient
Dans tous les cas, cosB et cos2B ne diffèrent pas beaucoup de r, et la différence p° — p” sera assez petite; on a
N — B tang tang LE — tang? —; tang(N — p')tang(N + p') = tang?B,
B p” te tang? B me RS ON re Re, eee tangN ? POP tang 2 N
Nous verrons plus loin que la différence p’ — p” est d'environ 14’, quantité petite, mais non négligeable.
Soit AA’ le grand axe de l’ellipse; on voit que la valeur de y — MD sera toujours comprise entre DA et DA’, et la valeur de y — MD’ entre D'À’ et D'A. Nous voyons donc que jamais l'orbite de Japet ne pourra coïincider, ni avec le plan de l’anneau, ni avec l’orbite de Saturne.
38. Loi du mouvement du pôle sur son ellipse. — Si l’on prend pour plan des æy le plan fixe de Laplace, l’origine des longitudes étant fixée à l’intersection de ce plan fixe avec le plan de l’anneau, on aura
et la seconde des équations (11) donnera
Cou I 0Q
dt — na’sinp d@
Or, &=Kcos?y+ K’cos°y’ a pour expression, en fonction de p et de moitié du premier membre de l’équation (15), ou encore
(K+K')(cos?p cos? B + sin?p sin*B cos*o).
On trouvera done
ur no sinb SIND COS ®.
sinp COS? & ù ? id
Nous allons éliminer o à l’aide de l'équation de l'ellipse que l’on peut écrire, en introduisant p' et p”,
à cos?p"— cos?p/ COSpeE
Fe sin?p COS?® — Cos*p”; sin?p
; : 0S2 0! — COS°p sin?9 cos? — sin?p" — ——?
COS? p”— COS? p
de à ny COS? — COS?p” sin?p sin? — sin*p” :
= 5) s? 0! — cos?p' 2 K
sinp'sinp” sin p COS?
cos? pl — cos? p' V{ cos? p"— cos? p)(cos?p — cos?p . Si l’on pose, en désignant par f. une nouvelle variable,
cos? p — cos? p” cos? + cos?p'sin?p, je do on trouve que la valeur précédente de + donne
. du.
Hat, V1 — R? sin?p où l’on a fait
.__ cos?p" — cos?p (21) ha ET , CoS"p
2K na? Cos?
sin?B sinp'sinp” cosp” cos? p” — cos?p"
En remplaçant p’ et p” par leurs valeurs (18), l'expression de H se simplifie et devient
ve px CSN Ve B.
na? COS?
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. 97 On voit que l’on est ramené à des intégrales elliptiques, et les formules (19) et (20) donneront, en désignant par 4, une constante arbitraire, = am(Ht, — Hi), (23) sinp cosp —sinp' sinp, ( sinp sin — sinp” COS.
Le module 2 est voisin de zéro; il convient de procéder à des développements en séries, en négligeant 2‘. On trouve successivement
dy (+ = fè sint) — du (+ 7 Et I cosap) = — H dt,
4 4 ; ha: ; p= H'(6 — €) + z sin2 H’'(4 — £), H = ao rene A D 0 0 ea il un I ni sin? H'(64 — €) langp— A drap : cotH'(£, —t), P P th na
tango — (1 — 20) cotH'(£ — €),
_ sinp/— sinp" : R?
de 2sinp' 8 in p
l'est une petite quantité de l’ordre de 2?. En posant
D—go M —"t)—e, on trouve aisément e —lsin2H'(4 — 1); soit encore Q: TRS, 90° — H' Los il viendra
(24) p—op + H'é—lsin(29, + 2H'6).
La valeur de , se déterminera au moyen de la valeur +, que prend + pour
1 = 0, par la formule Po — Pi — lSiNn20:;
O1 —= Yo + [sin20.
On a ensuite par l’équation de l’ellipse,
à sinp'sinp” sin p' DR V / 7 : / 1 :
sin? p” + (sin?p" — sin? sin? sin?p'— sin?p” . p° + (sinfp — p )sin°o . one sin? (o + H'6)
et l’on en tire sans peine (25) p—=p"—{(p"—p")sin?(9, + H'£).
Les formules (24) et (25) résolvent le problème avec une précision suftisante. On a, d’ailleurs, comme on le voit facilement,
1 + COs?p" 2 Sin 2p"
On voit que © a un double mouvement de précession et de nutation ; le terme de précession est positif, et comme la longitude du nœud sur le plan fixe de Laplace a été représentée par — ©, le nœud de l'orbite du satellite a son mouvement de précession rétrograde.
39. Discussion des observations de Japet. — La discussion la plus complète a été faite par M. H. Struve (Beobachtungen der Saturnstrabanten, Supplément aux Observations de Poulkovo, Saint-Pétersbourg, 1888). Les séries d’observations utilisées sont celles de Bernard à Marseille, de W. Herschel, de Bessel, de Jacob, de A. Hall, et enfin de H. Struve lui-même. Les valeurs de la longitude du nœud, 0, et de l’inclinaison #, rapportées à l’écliptique, telles qu’elles résultent d’une discussion approfondie, sont renfermées dans le Tableau suivant, qui contient en outre les dates moyennes des observations :
Ua
"18 4 9-17,2 Bernard et Herschel 2450 62,6 Bessel
2,0 .43,0 Jacob
.26,6 .33,3 A. Hall
254 «2849 H. Struve
Pour obtenir ces nombres, on a appliqué en signe contraire à 0 et z les inégalités périodiques AO=8',46sin(27, — 23%, + 4,4), Aï— 2,68 cos(21, — 2% + 42,4),
qui proviennent de l’action du Soleil, Z, et S, désignant respectivement la longitude du Soleil et celle du nœud de l’écliptique sur l'orbite de Saturne.
M. H. Struve applique les formules (11) qui deviennent, en remplaçant K par sa valeur (9),
dt A K dt
en RS de Bd FR 1 SSP prSnS cosy ,
A6, BAC—&, BC
Le triangle ABC donne
COS y — COS£ COS t, + Siné sin COS (0 — 6;), d’où l’on tire On Loi rs siny 55 —sinécosé, — cosésiné cos(0 —0,)—siny cost,
sin} TL — sincsin ü Sin(0 — 0,) = sinisiny siny.
7. d9 die sh _ Les expressions précédentes de 2 et de _ deviendront donc, si l’on utilise
lo les relations analogues pour JE À 50?
A) 3 Re ; L'ORERRE 3 SDS ne ne sin y cos) COS = siny e0s cos 0e), di 4 ee K n(1—ei)?
(28) da ee 7 k eu CRE Fa 2 dat Re Pr a lo | sin Ÿ + Sin? cosy sing’).
d'est l’arc intercepté sur l’orbite du satellite, entre l’écliptique et le plan de
l’anneau.
M. Struve a calculé par les formules précédentes les variations annuelles A0 et Ar, pour 1785,0 et 1885,0, en remplaçant dans chaque cas y, y’, Ÿ, Ÿ’ et cpar les valeurs correspondantes; ce double calcul a pour but d’éviter la considération des termes du second ordre. Il a trouvé ainsi
Pour 1785. Pour 1885.
Tr! K' A6 = — 2,647 + 1',446 TR’ A6 =—2,632+1,533 —;
At =+0',073 —o’ 816 +:
ju
Ai = + 0',083 — 0,715
Comparant ensuite ses observations de 1885,6 aux autres, et les reliant par les variations (# — #)A0 et (4 — #)A, il a obtenu des équations telles que
d’où 7 |
Fos K L Il a trouvé ainsi pour K les valeurs suivantes : Parc.
Bernard 7 0,755 Bessel 0,675 0,745 0,953 IL a fait les moyennes en éliminant toutefois les observations de M. Hall qui sont trop peu distantes des siennes; il a trouvé ainsi
6,770; 1et 70,700,
d’où, enfin, 0, 750.
Cette valeur représente très bien la série des valeurs de la longitude du pé-
risaturne aux diverses époques.
On a ensuite, pour 1885,0,
0—142012!,4 —1!,484, it — 18°28/,3 —0',54t.
40. Calcul de la masse de Titan. — La formule (ro) donne UE Ja mL Ar NT D) à AN .
En posant
ÎMo — 7” a
(J) = An av) + > Ka) 1 / nm, 2
il vient
On a, d’ailleurs,
Il vient donc
Ki )114 7 Ne a\S LIN on (29) R=se)e- 0er).
2 b? I mi) 31 n{i—e) (A+; 3 —— ab} )—0,75 x ; —.
En remplaçant les quantités par leurs valeurs numériques. M. H. Struve obtient l’équation suivante
(30) 183,4 —(3,2143)À+(5,8241) mm + (5,0107) mrn +(4,7114) Mn: + (4,4939) Mre + ...,
OÙ Mrs Mn -., désignent les rapports des masses de Titan, Hypérion, Rhéa, Dione, Téthys, ... à la masse de Saturne. Rappelons que x désigne successivement les rapports des demi grands axes des orbites de Titan, Rhéa, ... à celui de Japet.
La discussion de l’ensemble des observations de Titan a permis à M. H. Struve de déterminer le mouvement du périsaturne de ce satellite, et cela lui a fourni une équation analogue à la précédente, savoir
(31) 1800 —(4,8404)À + (6,0563)mya + (6,7875) man + (6,4103)mpi + (6,1637)mre.
La masse de Titan est sans doute de beaucoup la plus considérable; si nous la conservons seule, les équations précédentes se réduisent à
183,4 —=(3,2143)À + (5,8241) mi, 1800 —(4,8404) À,
À —0,0260, Mryi =
M. H. Struve fait un nouveau calcul en introduisant des masses hypothétiques des satellites Japet, Rhéa, .... M. W. Pickering a mesuré les éclats de ces corps, et, en leur supposant à tous le même pouvoir réflecteur et la même densité, il en a conclu (Annales du College Harvard, t. XI, p. 247),
Mre — 0,0667 Mri, Mi = 0,0973 Mri, Men = 0,1488 Mi,
Mja — 0,0417 Mr.
Il est inutile d’insister sur le manque de rigueur de cette détermination qui se borne à une simple appréciation; dans ces conditions, il est clair que l’on
ne pourra pas espérer obtenir 7%, avec quatre chiffres significatifs. Quoi qu'il en soit, en portant ces valeurs dans les équations (29) et (30), elles deviennent
183,4 —(3,2143)À + (5,8372)mri, 1800 —(4,8404)À + (6,0808)mri,
À — 0,0222 fou ee.
) 7 Ti 4678 J'avais obtenu autrefois (Annales de l'observatoire de Toulouse, t. 1), par la discussion d’une observation faite par Cassini IT en 1714,
Moy; == 560 no
ce qui conduirait pour la masse de Titan à une valeur trois fois plus faible, au moins, que celle à laquelle arrive M. H. Struve. Mais l'observation dont il s’agit consiste en une simple estime, ou plutôt, dans l’extrapolation de résultats estimés. Le dessin de Cassini présente d’ailleurs des particularités difficiles à comprendre. Il n’y a évidemment pas de parallèle à établir entre les conséquences que l’on en peut déduire et celles qui sont fondées sur des séries nombreuses de Bernard, Herschel, Jacob, Hall et Struve; de sorte que la valeur nouvelle
My; — 4700 présente toutes les garanties. Nous verrons d’ailleurs, dans le Chapitre suivant, qu’elle est confirmée par la théorie des perturbations d'Hypérion.
Al. Masse de l’anneau. — On a les formules
nm À b? = PE deu Ki, my
m;, Ki DES EX
Or, on a mesuré l’aplatissement de Saturne x, et l’on peut calculer aisément x,. M. H. Struve adopte
et il en résulte ma. Ka
On a, d’ailleurs, en supposant l’anneau homogène (voir la page 89),
DA DS Ge ne cela conduirait à LU PE Mo 11080
Mais il ne faut pas se dissimuler que cette détermination est presqueillusoire, d’abord à cause de l’influence des masses imparfaitement connues sur la valeur de la constante À, ensuite et surtout parce qu'il suffirait de légères modifications de x et de & pour la changer beaucoup, et il suffit d'un coup d’œil jeté sur les déterminations de x et de b, obtenues par des observateurs très habiles, pour reconnaitre la possibilité de telles modifications.
Remarque. — Si, dans la formule (29), on néglige e, et ce qui dépend de l’attraction des satellites, il vient
ERER
! JE 3 2 K km, aid
de sorte que, quand on considère des satellites plus voisins de la planète, décroit rapidement, comme &°. On a done, au lieu de l'équation (r2),
K’ cos? y' — const.
Ainsi, l’inelinaison de l'orbite d’un satellite sur l’anneau demeure constante et toujours très petite si elle l’a été seulement à un moment donné.
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS D'HYPÉRION
42. Recherches sur le mouvement d’Hypérion (Mémoire de M. Newcomb intitulé : On the Motion of Hyperion, a new Case in Celestial Mechanics, Astronomical Papers, t. I). — Hypérion, nous l'avons dit déjà, est le plus faible de tous les satellites de Saturne. Il a été observé, pendant quelque temps, par Bond en 1848, et par Lassell en 1848, 1850, 1852, 1853, 1860 et 1864. Ces observations, dont la précision laissait peut-être un peu à désirer, n'ont été employées qu'à une première détermination de l'orbite, qui ne parut rien présenter d’extraordinaire, sinon que l’excentricité était beaucoup plus forte que pour les autres satellites; elle était d'environ à Ce n’est qu’en 1875 que
nous trouvons de nouvelles observations d'Hypérion. La grande lunette de 26 pouces, de Washington, nous a révélé des particularités bien imprévues.
Les observations de M. A. Hall, faites en 1895, ont donné pour la longitude du périsaturne d'Hypérion 174°. Il résulte des observations de Lassell qu’en 1852 la même longitude était de 240°. Les deux directions du grand axe de l'orbite font donc entre elles un angle de 66°; et cette rotation des apsides est bien certaine, malgré la difficulté des mesures, car l’excentricité de l’orbite est très prononcée.
Quelle pouvait être la cause de cette perturbation considérable? I] fallait évidemment la chercher dans l’action des autres satellites et, en particulier, dans celle de Titan.
D'abord, il est évidemment le plus gros de tous; ensuite, sa distance moyenne à Saturne (20”,5) diffère peu de celle d'Hypérion (25,1). La plus petite distance d'Hypérion à Saturne étant de 22”,6, la distance des deux satellites peut s’abaisser à 2,1 et devenir ainsi 12 fois plus petite que la distance d'Hypérion à Saturne.
x x 5 ; A [ Q En attribuant à Titan une masse égale seulement à ee 50h action sur Hy-
périon pourra atteindre = 7 de l’action de la planète (avec la masse de
Titan Ha donnée dans le Chapitre précédent, on trouve 3 au lieu de &) C’est une force perturbatrice considérable, dont l'effet se trouve encore augmenté par cette circonstance que les moyens mouvements des deux satellites sont à très peu près commensurables. Il résulte, en effet, du Tableau de la page 86, que l’on a, en désignant par T et T les durées de révolution de Titan et d’Hypérlon,
TL n A
qe En = 3 = 0, OO!
Il en résultera donc une inégalité à longue période, dépendant de l'argument Al — 51, inégalité qui sera d'autant plus sensible que, relativement aux excentricités, elle sera de l’ordre 4 — 3 — 1: elle contiendra donc un facteur e ou e'; or e est assez grand.
J'avais appelé l’attention des astronomes sur ces particularités (Observatory, t. I, p. 255). Pour aller plus loin, il fallait de nouvelles données de l’observation.
Voici celles qui ont été fournies par M. A. Hall (Monthly Notices, mai 1884) :
Date. Ge e’. ; 4
@)r. GEO FBODG LUS 217,05 O0,1201 240,18 28 T0 ÉCART SPA 310,20 0,1026 174 ,24 94 1070722 216,52 0,1290 156,92 [II LOTO ares DUAL 0,0780 93,17 ie DO date 212,41 0 ,0823 60,01 208 2 ?) 2 ?
1 DUA CPR ELITE CE 21900 0,0898 J6,0E:. 231 ROM D re 215,46 0 ,0884 20,04 248 LA AT RER PER SENS 212,90 0 ,0982 300,37 275
M. Hall en conclut que la valeur de &’ est représentée à fort peu près par la formule
où { désigne le nombre d’années compté à partir de r895,7. Ainsi, le périsaturne d'Hypérion fait une révolution dans le sens rétrograde en dix-huit ans, et, de 1852 à 1875, son mouvement a été, non de 66°, mais de 66° + 360° — 269. C’est là une découverte qui fait honneur à M. Hall, et qui a demandé une
longue suite d'observations difficiles, en même temps qu'une discussion bien conduite.
43. C'est ici qu'intervient la théorie avec M. Newcomb : les inégalités sécu-
laires de &’ seront données par la formule suivante, qui résulte de formules
connues (t. [, p. 169 et 405),
ds" 1 e => man! ; A0) AU) + TAG — AU — ACDT à cos(m'—w)}!.
On a remplacé ÿ1 — e? par r, et négligé le terme en ia d’ailleurs, dans tout
ce qui suit, nous ferons abstraction de l’inclinaison mutuelle, très petite du reste, des orbites de Titan et d'Hypérion. Voici les données numériques d’où part M. Newcomb :
Titan. Hypérion.
Moyen mouvement sidéral diurne... 22,57700 Périsaturne (1880 ,0)
Mouvement annuel
Excentricité
Rapport des moyennes distances...
I # La e En supposant m = => Îa formule précédente donne un mouvement direct
de 3° par an, tandis que le mouvement observé est rétrograde et de 20° environ. M. Newcomb remarque ensuite que l’on a
h n= 67,695, 1-07; 7910, hn'—3n—=—0°,001h; 75079 727
en un an hn!—3n=—189,8.
Or, le mouvement annuel de æ” est de — 20°, quantité très voisine de
Il y a donc lieu de penser que, si l’on considère l’argument
V'=hl—3l—%,
sa partie proportionnelle au temps sera nulle, et que V' sera constant, ou bien oscillera autour d’une valeur moyenne constante C. On en conclut, dans cette
hypothèse, 1 8 (US DEV C; de sorte que, si l’on cherche les conjonctions des deux satellites, on aura
(1) EE et
Or, pour que les inégalités séculaires aient un sens pratique, il faut que, dans le cours du temps, les inégalités périodiques se détruisent; à une longitude
moyenne donnée de l’une des planètes doivent correspondre successivement toutes les longitudes moyennes de l’autre, et, en particulier, les conjonctions doivent se produire en tous les points de chaque orbite. Or, d’après la formule (1), les conjonctions auraient toujours lieu dans le voisinage d’une même anomalie moyenne d’Hypérion. Il est done impossible que les termes en cosi(/ — w’)se détruisent, et le mouvement progressif du périsaturnesera produit, non pas seulement par les termes séculaires, mais par les termes périodiques.
M. Newcomb considère, après ce préambule, les termes principaux de la fonction perturbatrice R. Nous allons reproduire son exposition, en supposant toutefois nulle la petite excentricité de l’orbite de Titan et faisant
AIR — : bU+He?C,+e'Gcos(4ll— 31—xw').
Il calcule les b® et leurs dérivées premières et secondes, et trouve
: . A LOR ue PO da do?
GRR ee 2,61 2,39 19599 me as ee —0 ,25 5,84 4,48 D Ne date 0,79 207 ASE 3 SAR EE LIPAAPEREURE 0,56 2,61 14,8 RS Re 0,41 2:30 19,2 d’où 1l déduit : E doit) 7 Ne Det 'Eo ae PEU 1 do Re Dee De 1 3 da ae 3,26; Ca dlog — 4 2 a Te Ua D
les valeurs de à!) et de ses dérivées ont recu les corrections respectives P — à ?, +2x?, —6Gar?,
pour avoir égard à la seconde partie de la fonction perturbatrice
xx"+ yy'+ 32!
mm
44. Équations pour la variation des éléments. — Ces équations sont fournies par les formules (2) (t. 1, p. 169), en conservant seulement les termes
principaux; on trouve
dn' O(a'R) de! mn! O(a'R)
VO
dt ol! Ut 0m"
ds" mn'od(a'R) de' + = — 5 — =— omn'a?—.
dt e de dt da
Il vient ensuite, en ayant égard aux données numériques du numéro précé-
dent, | de’ dt d 4
Er Tr = MA | 6,58 + " cos(4l'— 31 m)|,
dn' SE c è OA 1 !
2 — + $9,1mn'°e'sin(4l —3l—w!),
= —3,26mn'sin(4l—31l— w!),
de!
her — + 42,2mn'e'cos(4l!— 31— w').
Si l’on pose V'—=11—-31 5,
et que l’on remplace e et e’ par leurs valeurs numériques, il vient
LH
— —+ 3,o1mn'?sin V' dt ao 4
de!
dt d5!
= — mn'(4.5; SV):
mn'(4,53 + 32,6 cos V')
= + 4,22mn/cos V',
La dernière de ces équations montre que, si l’angle V' conserve une valeur constante, le terme + 32,6 cos V’ peut être beaucoup plus grand que l’ensemble
des deux termes séculaires de a mais, pour que —— soit négative, il faut que - FSU J dt © ; |
dw cos V’ soit négatif.
45. Équation différentielle pour la libration de V'. — En considérant le mouvement de Titan comme elliptique, on a
ne, dote Si2E Dee >. UE die
æ&V! sur an! Ga d?e!
Ar edité tie
Or on trouve, en partant de (3),
dn' e .
4 TE = 19,64 mn'?sin V', soi aN'!
—— —— 16,9 mn'?sinV'-— +'ar »9 n' dt’ dv! : PAL Hi pee ee 20 TILL 2 SIMEN dt? AE n! «dt Fr 3 : d2 V! Ë En substituant ces expressions dans celle de ——, et faisant de?
nt il vient ŒV! dV'
—— —19,6m sin V'+15,7m sin V' ——.
d£'? : Anse, di
Il est remarquable que les coefficients 15,6 et 15,7 sont à fort peu près égaux entre eux. On peut écrire
O7 SIN V. (+ D
Cette équation admet l’intégrale première À
. À log (: + D) + 15,6m cos V'— const.,
dE dé
comme on s'en assure aisément. Supposons qu'à un moment donné on ait
dV' : à he EU VV, et ur — 03 la constante se détermine immédiatement, et il vient
CAE dv! k To 108 (+ 7) — 19,6m (cos V' — cos V').
: dv ; ë ; ; :
La fonction de > qui constitue le premier membre de cette équation, est
. dvV' à < . : :
positive quand = varie de — 1 à + +. Il doit donc en être de même du second.
Donc V' doit rester compris entre V' et 27 — V'. Les observations montrant que V' varie très peu, v/ doit en être de même des limites précédentes ; donc V, est voisin de 7. Nous admettrons qu'il est égal à x. Alors, on aurait constamment
MP A
ce qui exprime un beau théorème.
IIO CHAPITRE VII.
aV' 65 SIT Il est vraisemblable que => est toujours très petit, V’ variant très lentement
. : ie ANUS et très peu. Si, dans l'équation (4), on néglige — ; il vient
dV'?
de?
PAU dt?
= 31,2m (cos V' — cos V'),
—19,07sS1nV!,
d’où, en faisant V'=— 180° + H,
a = =—19,6msinH.
En intégrant, et désignant par « et 8 deux constantes arbitraires, il vient (5) H = «cosut'+ 6 sinut', u'—W15.0m.
Telle serait l’expression de la libration. Nous la supposerons nulle dans une première approximation et nous prendrons simplement
V'= 180°. La dernière des équations (3) donne, quand on y fait V'— 180°,
do!
dt 4
En égalant cette valeur à celle, — 20°,3, déduite des observations par M. Hall, il viendrait
ie YEN 20,2 Ho al “TAPIE D 29,1 0180 + 8000
Tel serait donc le rapport de la masse de Titan à celle de Saturne. Si l’on se reporte à la formule (1), et que l’on y fasse C — 180°, on en conclut que, lors des conjonctions d'Hypérion et de Titan, le premier est toujours dans le voisinage de son aposaturne.
46. Résolution du problème par les quadratures. — Dans la discussion précédente, on a considéré seulement les termes principaux pour chaque argument, pensant que cela suffirait pour donner le caractère général du phénomène, et conduire à une approximation numérique satisfaisante. Mais un examen attentif a montré à M. Newcomb que les termes en 2 V', 3V’, ... peuvent avoir une influence plus grande que ceux en V’. Il a trouvé en effet, par un calcul
sommaire, a'R—=...+10e7?cos2V'+ 95e cos3V'+..., d’où L O(a'R) ! ! ! ! !
TU d . + 30 cos2 V'+ 285e'cos3 V'+...—...+ 30 cos 2 V'+ 28,5 cos3 V'+....
Ces termes auront une répercussion considérable sur le mouvement du périsaturne, et l’on voit en même temps que la convergence est trop lente pour que l'on puisse essayer de les calculer avec précision. Dans ces conditions, M. Newcomb a pensé, avec raison, que le mieux à faire était d’avoir recours aux quadratures mécaniques.
Considérons dans a’R l’ensemble des termes
a'R=Kk;+k,cosV'+ Kk, cos2 V'+....
Comme on néglige encore l’excentricité de Titan, les coefficients #; seront des fonctions des deux arguments
LUE gl".
En faisant V'— 180, il vient g'—=180— 31, aR=k, KR +R,
où les coefficients #; sont des fonctions périodiques de L. Il en sera de même de
,0R ne ds" mn' E OR % de: en se 00.
de At Pour avoir le terme constant de D il faut obtenir le terme non périodique
oR | de a ce qui se fera en donnant à L'un certain nombre de valeurs numé-
riques, 72 par exemple, distantes de 5°, calculant les valeurs numériques de
ae, faisant la somme, et divisant cette somme par 72. Il nous faut donc dire OR
comment on procédera au calcul des valeurs de a’=;+ On a 1 F COS V R = — ——, Vri+ &—2ar cos V, C2 Vi=ov'— 1, s' — longit. vraie d'Hypérion.
Soit posé E ! a = Pr a sn
On trouvera sans peine
A p+ x? — 2 ap' cos V;,
de. OR dp". ” OR OV; 0p' de! LAN, D
On aura ensuite, en désignant par f’ et w’ les anomalies vraie et excentrique,
fl ! !
PER e u b—= 1 € cos u', tang ee = V : tang => é= 0, 100!
dp' 2 +e!'cosf!
E ! AS 1 ; ST — cos f', — sin f’,
NL Si l’on considère les valeurs L,, L,+1i2o, L,+ 240°
, et, par suite, celles de # et de _ seront les mêmes.
de L, les valeurs de g
On pourra donc donner à g’ les valeurs OUT SIDE ON 1. OO:
Les quantités qui interviennent sont d’ailleurs les mêmes quand g' change de signe; il est donc inutile de faire dépasser 180° à g', dans les calculs préparatoires. M. Newcomb a obtenu ainsi, par des calculs faciles, les valeurs numériques suivantes :
eo»
ÈS
M. Newcomb avait trouvé m — > parce que, par inadvertance, il avait employé le diviseur 24 au lieu de 72. C’est M. Hill qui a signalé cette méprise (Astron. Journal, n°176). Il convient de remarquer que ce n’est que plus tard que M. H. Struve a donné à très peu près la même valeur, comme on l’a vu dans le Chapitre précédent.
M. Newcomb cherche ensuite à avoir égard à la libration de V'; 1l trouve qu’en posant
TS —w5, —185°,0 + 192,5 (6 — 1880,0), on à ces inégalités
dÙ— — 2°,osinIl, dm! — + 10° sinIl, de — +o,o17 cosil;
mais, pour cette dernière partie, nous renvoyons le lecteur au Mémoire original.
47. Autre solution. — J'ai donné, après M. Newcomb (Bulletin astronom., te LE, pe 425), une solution qui me paraît encore présenter aujourd’hui quelque intérêt; je vais la rappeler brièvement.
Soient P et P’ deux corps, planètes ou satellites, circulant dans un même plan autour d’un corps central.
Si nous nous reportons au Chapitre XXII (t. 1), nous verrons que les inégalités indépendantes des excentricités sont données par les formules
co
(6) F4 1m Ÿ Escosi(l—l) À Pi mi Gsins(l—['),
(7) FF 1t+m Ÿ E;cosi({—(l) , #=l+mY Cisini({— l');
retr',vetv’, let", met m' désignent respectivement les rayons vecteurs, Les longitudes vraies, les longitudes moyennes et les rapports des masses à la masse du corps central. Soient encore n et n'les moyens mouvements; les coefficients E; et C; ont les expressions suivantes (t. I, p. 365 et 366)
n'? 0B() on 1» (a “dat a'B® ?
_ n?—Ë(n— nl} da n— n'
OBS on. a Bw).
da! D Tr
On aurait des expressions toutes semblables pour E; et C;. Les quantités B® sont définies par l’équation
(a+ a?—2aacosÀ) * — =
B(9) + à BY coscÀ.
En faisant
a ; D) LRO, a
dbt)
(1+ œ— 2ac08À) po+ Y boost}, ba
on peut écrire
(8) Ne
AD
pour ë — 1, on doit remplacer b(* et b!° par b() — _ et b + —. Enfin,ilyalieu
de remarquer que les formules (6) et (7) ne donnent qu’une première approximation, car on a tenu compte seulement des premières puissances de 77 et 7".
Supposons actuellement que les moyens mouvements » et »’ offrent un rapport de commensurabilité très approchée, représenté par une fraction de la
+ I 1e, x ABS are forme {2 , ; étant un entier positif. On aura donc, en désignant par © un J J P
nombre très petit, (9) Jn—(j+i)n = on", On voit que le dénominateur #'°?—:?(n— n'}?, qui figure dans les for-
mules (8), sera très petit pour : — 7, et qu'il ne le sera que pour cette valeur dei. La valeur de E sera donc beaucoup plus grande que celles de E;.,,E;.,, .…,
et il en sera de même de C;. On pourra réduire sensiblement les formules (7) à
ha (ri= a'fi+mE;cos}(t—7)1;
TE es mC;sinr({—l');
mais 1l faut bien remarquer que cette réduction n’a réellement de sens que sis est une fraction très petite. Il y a plus; le petit dénominateur, qui rend C: sensible, ne figure que dans la première partie de l’expression (8) de C;. On peut donc se borner à
ce qui donne, en vertu de la seconde des relations (9),
C=—2(1+0)E;, ou, à fort peu près, C;—=—2E;.
Si donc on pose mE;—=e;,
les formules (10) pourront s’écrire
(11) r'— a'[i+e, cos(l —(')], pl—l'— 2e sinr(l— 71").
On a
d'où, en remplaçant -; par 1 + F et conservant seulement la partie prin-
cipale, ; m : ; à (12) ie RSR RES DT Cela étant, posons (13) D, —180°+ (7 +1) l'— 7j, et les formules (11) donneront (14) r'= a'[i—e, cos(l'— w!)], p'=l'+0e sin(l'— x).
Or ces deux équations représentent, aux petits termes près en e*, e, ..., un mouvement elliptique képlérien, dans lequel l’excentricité serait e’ et la longi-
tude du périhélie &,. Les équations (9) et (13) montrent que le périhélie est animé d’un mouvement uniforme très lent, dont la vitesse est égale à
— on —=(j+1)n —jn;
ce mouvement est rétrograde si o est positif.
De là cette conséquence : alors même que l’excentricité propre e; (laquelle est une constante absolue) serait nulle, 11 y aura une excentricité e, produite par les perturbations, et dont la valeur fournie par l'équation (12) pourra être
très sensible.
Les conditions précédentes sont réalisées pour Titan et Hypérion. On a
D HN = O0, 0010 18 8:en Un’ an,
Fo g — + 0,003043.
Donc, dans une première approximation, le mouvement d’Hypérion pourra être considéré comme un mouvement elliptique, le grand axe tournant umiformément dans le sens rétrograde de 18°,8 en un an.
Si L’ON SUPPOse =, —0,1, comme On à, Pour 7
DÊ + (2j +1) 00 — 6,544,
la formule (12) donnerait
c’est une valeur trop faible, tenant sans doute aux termes d’ordre supérieur qui ont été négligés.
Les considérations suivantes serviront à éclairer la solution qui vient d’être donnée. M. Hill, dans un Mémoire que nous allons analyser dans un moment, fait remarquer que la théorie de la Lune de Delaunay permet de suggérer la forme du développement final de 7’ et #’, quand on a effectué toute la série des approximations :
| Fed. L: e > A cos(iL +yg +j'e"] )
(19) | D + Y Bsin(iL+yg+Jj'g),
où L=— /’— ! désigne la différence des longitudes moyennes, get g’ les anomalies moyennes; les quantités L, /’, get 2’ sont de la forme « + Bt, où æet sont deux constantes absolues. Enfin, les coefficients À et B contiennent en
facteur ei, e, 7, e, et e, étant les excentricités propres des constantes abso-
lues. On peut concevoir que les conditions initiales aient été telles que e, — 0, e, = 0; alors, les formules (15) deviennent
na (i+ Y AcosiL), = l+ Ÿ BsiniL.
On a ainsi l’une des solutions périodiques de M. Poincaré; les formules (7) reproduisent les premières approximations pour les coefficients A et B.
Remarque. — L'intégrale de Jacobi (t. IT, p. 259), appliquée à Hypérion, en supposant l’orbite de Titan circulaire, donne
I va (1— e”?) en 2 cos (?/— 2] — Const.
7 ———— + mn 24 aVa Vribat=sar costv 1)
Quand M. Hall faisait de longues séries d'observations pour déduire de chacune les éléments a’ et e’, il est permis de croire que le coefficient de 77 dans l'équation précédente prenait presque toujours une même valeur moyenne: donc, dans ce cas, on devrait avoir
En fait, cette relation est sensiblement vérifiée par les valeurs de a’ et e’ données à la page 105.
48. Solution de M. Hill. — Le Mémoire de M. Hill, dont nous avons déjà parlé plus haut, est inséré dans l’Astronomucal Journal, n° 176. L'auteur suppose que, l’excentricité de Titan étant prise égale à zéro, le mouvement d’Hypérion est représenté par la solution périodique
(16) = a! ( + YA cosiL), nereEBaincl, LT
M. Hill admet les données
n'— 16°,9198837, g =192",982 = al(1—e)= 0,90, La durée T de la période synodique est
Le mouvement de Titan et le moyen mouvement d'Hypérion, dans le temps r — ont pour valeurs 718°,301609 —720° — 1°38 18,20; 538°,361609 — 360° + 17821'41",80.
Partons d’une opposition, à l’époque zéro, Hypérion étant à son périsaturne ; !
au bout du temps —> nous aurons une conjonction. On aura alors L=o , et, d’après l'expression (16) de 7",
dr!
dpi, L ÉMENRRON EE ie a'SiA siniL — 0.
Donc, Hypérion sera à son aposaturne distant du périsaturne précédent de 19821/41",80: tandis que, si le mouvement avait été purement elliptique, on aurait eu un déplacement angulaire de 180°. La différence
donnera donc l'effet des perturbations d'Hypérion par Titan sur la position de la ligne des apsides. Or on peut calculer cet effet par les formules de quadrature. C’est ce qu'a fait M. Hill, en supposant
m —= 0,0001, CIO
ns dw' : ; Re :
et calculant les valeurs numériques de —- de ; jour en ; jour, depuis oi,o jus-
qu'à 32i,0. Il a trouvé ainsi, par interpolation, pour l'intervalle 31, 81828, Sæ’ — — 2634”. Comme ce calcul néglige les puissances de »m supérieures à la première, on en conclut que, pour mettre d'accord les valeurs, observée et calculée, de &’, il faut prendre
n—DOrAReSE AXT
Dans un second caleul, M. Hill tient compte de toutes les puissances de la force perturbatrice. En supposant le rayon vecteur de l'opposition, a’(1 —e), bien connu, il cherche à déterminer la vitesse angulaire d'Hypérion à l’opposition et la masse de Titan, de manière qu’au bout du temps 31i,81828 il y ait opposition, et qu’en même temps Hypérion soit à son aposaturne. Il en résulte deux équations de condition pour déterminer les deux inconnues, ou plutôt les corrections de ces inconnues, lesquelles sont fournies par deux équa-
tions du premier degré. Ce nouveau calcul de quadrature donne m = >=
Enfin, M. Hill réduit en Table les inégalités de la solution périodique qu’il vient de calculer, en prenant pour argument le temps qui sépare l’époque choisie de l’époque de l’opposition voisine.
49. Mémoire de M. O. Stone. — Dans ce Mémoire, publié dans les Annals of Mathematics, t. HI, n° 6, l’auteur prend, comme première approximation, les expressions suivantes, qui découlent des formules (6) et (7) de la page 113, en faisant m — 0,0001,
= 1— 0,0004 cos({— 1!) —0,0014 cos 2(1— l')
(7) + 0,1000 COS3(/— l')+o,0006 cos4({— ['),
Sion té HN) astsinatl 1— 63 sin = Mana Ni,
et il se propose d'obtenir avec plus d’approximation la solution périodique dont nous avons parlé. Il pose
do!
RE à (18) r'=a (1+o), re
Lo, Cc080 Ed C0820 +.
(19) O—=1— 1, T= N, COS0 + n, COS20 +...;
dy, A, ds ce. Ris Ra, ..… SOnt des constantes. M. Ormond Stone emploie ensuite les équations différentielles suivantes (t. I, p. 462-463)
pl NP: f 12 _ = kVa'(i—v) + 12m | Sr dt,
(20) | dr! ; dv'? k2
=== v1"2 Ja + ya mR,
Lei lat R == ( a) cos (e (2 ) A5?
S — (& —— 3) sin(e — pv’),
A=r?+a— 2ar! cos(v — v');
k Va’ (1 — v) représente une constante d'intégration; on aurait y — o si l’orbite était circulaire.
La première des équations (20) donne, quand on a égard aux relations (18),
F2 db? kKVi— Lee (21) ——- —=I+20+T+ 0 + 207 + 07 — pare rs | S7' di. n'a? dt n'a? n'a
L'inspection des formules (17) ayant montré que l’on peut considérer :
4 comme de petites quantités du premier ordre, Ce Mi a, » du troisième ordre, De NS: 2 » du quatrième ordre,
M. O. Stone développe l’équation (21) en négligeant le cinquième, et la met sous la forme
Re 5 PE
mL D it it ant À cos0 +... + A, Cos86
KVI— km
ee à n «a
où À,,..., A, désignent des fonctions assez simples des coefficients a; et ni. On tire ensuite des équations (20)
LEA à MERE! ete 12 ui + ME [7 a'(i—v)| = £mP,
où l’on a fait
P=—R+ _ aka») [sr a+ em (fsræ) |
On en déduit, en vertu de (18),
do KR a NV Am !
de Atom à
On tire ensuite des expressions (19)
Éa 3 1»
een M0 ror)T Se (av), CDs +... BicesBe,
en désignant par B,, B,, ... des fonctions de v, a,, a,, ... faciles à former. On a d’ailleurs
—(n—n'} (a, cos0 + 4a, cos20 + ga; cos30 +.
Il s’agit maintenant d'obtenir les développements, suivant les sinus et cosinus des multiples de 6,
D tu feras sr ve
M. O. Stone pose
a 7 co 195 2 k . DR ST RE ET À, Es ; 0, Par ÿ P; cost0, RE fs dé = x S; cost 6; j
il n'introduit pas le terme $, qui ne ferait que modifier v dans l’équation (21). On effectuera ces développements par les quadratures mécaniques, en attribuant à 0 des valeurs équidistantes entre o° et 180°, et calculant les valeurs isolées de P et de Sr’ avec les valeurs (17) de r’ et de v’, adoptées pour la première approximation. On peut donc supposer que les expressions numériques des quantités P; et S; sont assez bien connues.
Les expressions (20) vont devenir maintenant
et La
I kW: — :
(22) 1+ à a? + agns + A1 Cos0 +...+ A, cos 80 — RE _ mY S;cosi0 — 0, n'a? i
| y — Tat(r— 29) — À at(2 — 39) + B cos0 +... + B, 00586
(23) “ | — (a, cos0 + 4a, cos20 + 9a;cos30 +...) — my P;cost0 —0;
on a fait, pour abréger, (n— n'a"
En égalant à zéro, dans les équations précédentes, les coefficients de 60800 COOL. 4 COS
on trouvera un ensemble de dix-huit équations propres à déterminer les inconnues DM 74, AS... D, D:,..-. On èn convlurd énsuité @,, d :..,n,, n,, .….. Deux de ces équations seront
1+ - ai + ayn3 —
3 PR bre ait ue. añ(2—3v)= mP,.
Avec la valeur o,r adoptée pour a,, on en déduira uw et y quand on aura la valeur de 77, qui sera trouvée en égalant à zéro les coefficients de cos30 dans l'équation (23). On pourra, après avoir ainsi obtenu les valeurs des inconnues, reprendre le calcul numérique des coefficients P; etS,, et procéder à une
nouvelle approximation T. — IV. 16
M. O. Stone trouve finalement
—1—0,0012C080 —0,0071 coS20 + 0,1000 cos 36
+ 0,002 cos40+0,0017 cos5 0 + 0,0003 cos66, po! —l'+ 96/sin9 + 66'sin20 — 682'sin30
— 15'sin40— 5'sin50— 1'sin60.
La valeur 5359 ? laquelle il arrive pour #2 est certainement beaucoup trop »)
forte. Mais, dans sa Note de l’Astronomical Journal citée plus haut, M. Hill dit que M. Stone lui a écrit qu'après avoir rectifié une faute de calcul il arrivait à peu près à la même masse que lui.
Il y aurait lieu, pensons-nous, de revenir sur certains points de la théorie précédente pour les éclaircir, surtout en ce qui concerne la détermination des inconnues. M. O. Stone a publié depuis un Mémoire sur le même sujet, mais purement analytique, et dont les résultats définitifs n’ont pas été mis en évidence.
Nous bornerons à ce qui précède ce que nous voulions dire de la théorie des perturbations d’Hypérion. C’est une question qui demande encore des compléments; il faudra en particulier arriver à tenir compte d’une façon satisfaisante de l’excentricité de Titan; mais les résultats déjà obtenus sont bien intéressants.
50. Détermination de la libration par les observations. — Depuis le Mémoire de M. Newcomb, M. H. Struve a publié (Astr. Nachr., n° 3060, 1891) un essai sur la détermination de la hbration de l’angle V’ en partant des observations. [1 a trouvé, d’après Les valeurs connues de /’, let &’, les nombres compris dans la deuxième colonne du Tableau ci-dessous :
Dates. V' (observé ). V' (calculé).
1887 mars 1888 mars { 1889 mars 1890 févr.
| 1991 Mars 2:
Il a cherché ensuite à représenter ces valeurs observées de V’ par la formule
(25) V'—180° + A sin = ({— to),
où À et #, sont des constantes d'intégration, comme dans la formule (5). La
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2T aus
Gr ce
n'Va Om Vs 0m
a semblé sans doute à M. Struve émaner d’une théorie trop incomplète encore pour que l’on puisse l’employer. Aussi a-t-il considéré À, & et #, comme trois constantes à déterminer par l’ensemble des valeurs (24) de V’. Il a été ainsi conduit à prendre
S a ne 360° , À = 360: to — 1887 mars 25 ; © — 643; — 09, 56.
Les valeurs de V' calculées par la formule (25) figurent dans la troisième colonne du Tableau (24), et les valeurs de O — C, placées dans la quatrième colonne, montrent que la représentation est satisfaisante.
Toutefois, M. H. Struve a jugé bon de reprendre les anciennes observations
de Lassell et celles de M. Hall. Il a adopté = — 0°, 562 au lieu de 0°, 56, A et, restant les mêmes. La formule
ee des lou *E î lui a donné
dl —gsino°,562(— 65),
et cette formule donne les valeurs suivantes de /’ — Ô/', ramenées à une même époque :
l'— il".
Las is is ets st 1852 nov. 27,0 293.38 AMOR Se cent 1882 janv. 2,0 201: 90 LA A LS PRE A 1884 Janv. 26,0 292.49
DA EVE NOEL ARTE TEE) VRP 1884 déc. 4,0 291.43 EP STRUyO RU. 1887 mars 15,0 292.72 DA Rte eee en ee 1888 Mars 21,0 294. 2
De Pr an sas 1889 mars 15,0 202. 10
RE Pr ET PRET 1890 févr. 26,0 292.57
D RS D AR 1891 mars 22,0 293.23
Cet accord est satisfaisant. Toutefois une libration de 36° doit être accompagnée de termes secondaires sensibles; enfin il faudrait tenir compte de l’excentricité de Titan.
51. Depuis le travail de M. Struve, une discussion très complète des observations de Washington a été faite par M. Eichelberger (Astronomical Journal, t. XI, n°% 259-260, 1892), sous l'inspiration de M. Newcomb.
Les observations dont il s’agit s'étendent de 1876 à 1800, et se rapportent à neuf oppositions; dans chaque opposition, il y a une vingtaine d'observations, réparties sur environ deux mois.
L'auteur a adopté des éléments provisoires empruntés à M. Newcomb; il y a neuf séries de ces éléments; dans chacune d’elles, les éléments sont supposés constants; on à tenu compte seulement du mouvement uniforme du périsaturne, variable d’ailleurs d’une série à l’autre, d’après la formule
P—P,—pt+s;sinIl.
On a formé le tableau des différences O — C pour les deux coordonnées ssinp et scosp; on a ensuite cherché à faire disparaitre ces différences en formant des équations de condition entre les corrections des éléments, et la résolution de ces équations, par la méthode des moindres carrés, a donné neuf séries de va-
leurs des éléments.
Les neuf valeurs de la longitude du périsaturne sont bien représentées par la formule
P — 80,46 — 18,4424 + 14°,40 sinIl — r°, 4o sin 211 +1,11 sin 31, II = 263°,54 + 18°,9424,
L désignant un nombre d'années, à partir de 1884,0. On a trouvé de même
e— 0,106 + 0,0258 cosIl + 0,0008 cos2ll,
et, pour la longitude moyenne de l’époque E,
PR do 360° E — 295°, 92 + 16°,92006£ + 9°,095 sin (18 507 + 630.5 e).
On remarquera que la libration de E est, à fort peu près, la même que celle de H. Struve, pour l’amplitude et la période. Enfin l’angle V a été trouvé égal à V = 180°,45 + 36°,20o sin (48,07 + ns ) — 140, 4o sinII + 1°, 40 sin211— 10,11 sin3IT.
Cette formule représente très bien les valeurs observées de V.
Il ne resterait plus qu’à obtenir par un calcul théorique les expressions précédentes. Nous remarquerons, en terminant, que les résidus auxquels arrive M. Eichelberger, tout en étant petits, sont légèrement systématiques; ils tiennent peut-être à l'existence d’inégalités à courtes périodes qui doivent se rencontrer, notamment dans a ete, comme le montre l'intégrale de Jacobi.
Es
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS DES SATELLITES INTÉRIEURS.
PERTURBATIONS DE MIMAS ET TÉTHYS, D'ENCELADE ET DE DIONÉ
52. Points de conjonction de deux satellites. — Nous commençons par des considérations préliminaires empruntées à M. Newcomb (Astronomical Papers, t. [, p. 8-10). Soient deux planètes ou deux satellites se mouvant dans le même plan. Comptons le temps à partir d’une conjonction, et les longitudes à partir de la ligne de conjonction correspondante.
Nous aurons E= ne, Unit:
les conjonctions ultérieures auront lieu pour
[= l'+2gr, q désignant un entier.
Soient 4, et /, les valeurs correspondantes de £ et de /; il viendra
2qT 1?
Le = 3qn
RES U Supposons les moyens mouvements commensurables
AR tet c’ entiers.
On trouvera, en représentant par T et T’ les durées des révolutions des deux satellites et faisant '—:— y,
mot nd ni ps ia GENRE AT ER) = ant 55
en donnant à g les valeurs o, 1,2,...,v — 1, on obtient y points de conjonction également espacés. Si l’on continuait, en prenant q = v, on retomberait sur le premier point de conjonction; le temps correspondant serait 2’T ou 2T”.
Si les moyens mouvements ne sont pas commensurables, nous pourrons rapporter les longitudes à un axe tournant avec la vitesse angulaire £; les moyens mouvements relatifs seront 2 — # et n° — #, et nous aurons à satisfaire à la condition
n—k 1 l'n'—in in — in
n'—k Le Fa |
Le mouvement relatif des points de conjonction sera nul. Donc, ex assignant aux y points de conjonction la vitesse constante k, les conjonctions des deux COTPS auront toujours lieu en ces v points.
Théoriquement, les nombres entiers z et z’ sont arbitraires; mais, pour retirer de la conception quelques avantages, on doit les prendre de façon que leur rap-
: ne ; n À ; à ï port soit aussi voisin que possible de —, et, ce qu’il y a de mieux à faire, c’est rt d'adopter les numérateurs et les dénominateurs des réduites successives de la > ü . . ° n . . ; . « £ ; fraction continue qui exprime =: Si l’on prenait des réduites d'ordre très élevé,
on aurait l’inconvénient d’avoir un grand nombre de points de conjonction, mais l’avantage que leur vitesse # serait très petite.
53. Théorème concernant les satellites de Saturne. — M. Newcomb, dans une Note de l’Astronomical Journal, t. VIII, n° 182, s’est demandé si, dans le système de Saturne, il existe un autre cas analogue à celui d'Hypérion; les résultats de la théorie de M. Newcomb (Chapitre précédent) peuvent s’énoncer en disant que l’aposaturne d'Hypérion est animé d’une libration, de part et d'autre du point moyen de conjonction. Nous allons reproduire ici la substance de la Note de M. Newcomb.
Considérons deux satellites M et M’, dont les moyens mouvements présentent
le ; as :
un rapport de commensurabilité approchée de la forme ——; soient R la fonc- | i
tion perturbatrice pour le satellite intérieur M, R’ celle qui correspond à M’. Nous aurons, en ayant égard à l’aplatissement de la planète centrale et aux termes les plus importants de R et de R,
+ ey cos[(t+1)l'—i—w|,
ne— Bmo e?
5!m m ne 3 = Êe ee4 % e y co8[(E +1) l'— il — 0]
B et 5 désignent des coefficients constants dépendant de l’aplatissement du
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. 127 corps central dont la masse est m,; y et y’ sont des fonctions de a et a’. Posons
( À —e sin, k —=e cosw,
FAI 'e"Sins, k'='el cos :
il en résultera
BG m. m' MES R = ET (A +R) + “1 (Æ cosV + sin V), Ne ur 7 MAY rue R'— : (RH RE) + 2 (k'cos V + h'sin V), 44 a’
en faisant, pour abréger, V=(i-+r)l—\ùl,
nr
Nous aurons, d’après les formules (19) (t. 1, p. 171), en remplaçant Pres
le facteur f omis dans R et R’,
dh __ na OR de na 0R dé … M dk de un dit dh':; n'a!:9R;! ER n'a! OR!
He mi dE. dis FT
ce qui devient, en tenant compte des expressions précédentes de R et de R',
di m' nr en Dnk + anycos\, dt mo dk LÉRREAREUE ER — = —/$nh — — anysinV, dt mo a a = — Es dh' B'n!# mine, V a’ T ar A CT EDS di mo } 4 dk! m plan = bn hs nr y sn, de mo
Faisant abstraction des variations de a, a’, n et n’ dans les seconds membres, on intégrera ces équations différentielles en y substituant les expressions
h —cSin(e+fBnt) + A sinV, h'= c'sin(e'+ GB'n'£) + A'sin V, K —ccos(e+Bnt) + À cos V, k'— c'cos(e'+ B'n'et) + A'cos V,
où c, c'e ete désignent quatre constantes arbitraires. Le résultat de la substitu-
tion détermine les paramètres À et À’, et l’on a finalement
sin V +csin (e+Gnt), n
Ven nn ({+i)n'—in
cos V + ccos (ent),
sin V +c'sin(e + G'n'£), , n
y! (i+i)n'—in RE CDS N AC Los (ee BORD), Mo 1—(G'v
Si Les constantes c et c’ sont nulles, les formules précédentes se simplifient, et, en tenant compte des relations (a), il vient
m' œ D (1e Du.
m y nd mo 1 — B'v!
om — V mn)
On a donc ce théorème :
Dans le cas de deux orbites primitivement circulaires, si le mouvement du point de conjonction, supposé unique, est fable en comparaison des mouvements des deux satellites, les perturbations provenant de l’un des deux corps engendreront dans l’autre une excentricité, et la ligne des apsides de chaque orbite passera toujours par le point de conjonclion.
C'est ce que nous avions démontré antérieurement (votr page 116), mais sans avoir égard à l’aplatissement de la planète, qui modifie les expressions (c) de e et e’ par l’introduction des termes en y et 'v.
On remarquera que Bv est le rapport des mouvements séculaires des périastres causés par l’aplatissement de la planète au mouvement du point de conjonction. Si donc ces deux mouvements sont presque égaux, l'expression (c) de e pourra devenir très grande, et si l’on afv > 1, on devra prendre
m' ay
CVS
, m—V + 180, Mo BY —1
c’est-à-dire que la direction du grand axe du satellite troublé changera brusquement de 180°.
Si les constantes c et c’, sans être nulles, sont très petites, le système présentera une libration de part et d’autre de l’état moyen considéré ci-dessus.
M. Newcomb trouve ensuite que les deux paires de satellites de Saturne, auxquelles s’applique le mieux la théorie précédente, sont Mimas et Téthys d’une part, mais surtout Encelade et Dioné d'autre part; cela résulte de l’inspection
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ce dernier cas. Pour en faire le calcul, on remplace —— par l'estimation photo-
métrique de Pickering, dont on a déjà parlé (voir page 101). On a, dans ce cas,
r =—12029,%3106, 27— 203°,0609, En à Val 1; © = + 0°,3383. En prenant l’année pour unité de temps, désignant par V, la valeur de V à l’époque o, et remplaçant B par sa valeur, M. Newcomb trouve, pour Encelade,
en partant des formules (b),
e Sins — 0,024 sin(V,+123°,64€) + c sin(e + 160°,ot),
e COS® — 0,024 cos(V,+ 123°,64) + c cos(e + 160°.ot L2 ,
où £ désigne un nombre d'années; la valeur de e?, déduite des formules précé-
dentes, dépend de l’argument EN 36e.
qui effectue une révolution en dix ans environ; c’est seulement au bout de cette période d'observations que l’on pourra déterminer avec quelque précision les constantes cet €.
Nous allons voir comment M. H. Struve a réussi à mettre ce fait en évidence par ses observations; dans le cas de Mimas et Téthys, il a découvert une libration très curieuse d’un autre genre; c’est ce dont nous allons parler maintenant.
54. Perturbations de Mimas et de Téthys. — Le Mémoire de M. H. Struve est inséré dans les Astron. Nachr., t. CXXV, n° 2983. Les observations faites par cet astronome avec la grande lunette de Poulkovo lui ont montré que l’orbite de Mimas fait, avec l'équateur de Saturne, un angle très appréciable de 1°26/, et que le périsaturne est animé d’un mouvement direct de 2710 par an: dans les mêmes conditions, le nœud est affecté d’un mouvement rétrograde de — 365° + 5°, On a les données suivantes :
Phias: roi ñ = 381°,991, mouvement annuel du nœud, A0 — — 305: RÉCÉYS: ei 44 n'= 190°,698, » ) A0'—= — 990,
On en conclut
an! — n——0°,595 en un jour, A0 + A9'— — 433,
— A1; "en un an, 4n'—2n— A9 — AG'— + 3,
: 1 PR n' On voit donc que le rapport ; de commensurabilité du rapport 7 est assez ap- JS à à 17
proché, et que le coefficient du temps dans l’argument 4kl—2l—0—0
est à très peu près égal à zéro.
Considérons la fonction perturbatrice de Mimas, en tant qu’elle provient de l’action de Téthys, et supposons-y nulles les excentricités. Nous aurons
A Va?+ a— 2(xx'+ yy'+ 25")
Soient y et y’ les inclinaisons des orbites sur le plan de l’équateur de Saturne ; nous aurons (t. I, p. 315), en négligeant y* et y”,
=— COS d + - y? sinOsin({— 6), — — cos l'+ =: y? cos0' sin(l'— 0"),
R RIS
— sin/ — = y? cos0 sin (? — 0), — sin/'— =: y? cos8' sin(l'— 0"),
— ysin(/ — 06), = y! sin (l'— 0");
QIN
d’où ax'+ yy'+ 22!
Dre RUES 7 TRUE LÉ NE : EE a — cos({ —[) [cos(£— 1) — cos(l + l'— 20)]
— : y [cos(i— L') — cos(l + l— 201)]
Li yy'Lcos(1—l'—0+0)—cos(l+l— ÿ—0')]. Pour avoir des termes dont l'argument renferme 0 + 0", il faut borner l'expression précédente à son dernier terme. Nous conserverons en outre les termes qui produisent les mouvements séculaires de 0 et 0"; nous prendrons ainsi
À Va+a?—2aa'cos(l — l) + aa'yy'cos(l+ l— 0 — g)+1(y+ y?) aa cos({—
En développant suivant les puissances de y et y’, négligeant le quatrième ordre et ne conservant que les termes de la forme voulue, il vient
I I Tree ; 1 —i I ! I 2 19 F—= 544 [a?+ a?— 2aa'cos(l —l')] *[yy'cos({+t 0e Da y2)cos({— /")].
Dr, on ait. L 2. 208)
aa'[a?+ a?— 2aa!'cos(l—l')] ? — hs B( cos(il — ul"),
où 4 prend toutes les valeurs entières de — æ à + +. On trouvera ainsi
<= wi PATES Neue ++ y?) cos ({ — 2] D) BG) cos(il — il'), i— 2 ; 7 > BU) cos[(é+1)l—(i — 1) — 8 —8)] — $ (P+ y") >» B( cos(i—1)(l— 0).
On doit donner à z la valeur 3: il viendra donc ainsi
FI =— . B®yy'cos(4l— 21—0— 0) — : (+ y?)B().
Si l’on réunit à la portion _ de la fonction perturbatrice ce qui dépend de
l'influence de l’aplatissement et de celle des anneaux, il viendra
ere BG) y!
B——- 7) 2 RTE 77! cos W, où l’on a
K P—-s tem bem +...
x désignant la constante de l’aplatissement, et c’, c”, ... des coefficients numériques dépendant de a, a’, a”, ..
Q est la fonction perturbatrice du mouvement de Mimas. On aura de même pour celle du mouvement de Téthys,
ya — 7 JB y! cos W.
55. Les équations bien connues (t. I, p. 169) donneront, en remplaçant f (la
masse de Saturne est supposée égale à 1) par n°a?,
+ = + 6m'nyy! sin W,
== aminyy CE cos W, (1) : =—{m'anyy! - sin W,
a =+m'ny _ sin W,
CHR E Le
On aura, de même, pour Téthys,
| XCD AE ——12mn"?yyl a —— sin W, a”? 0B®) — —=+ 9omnyy — ——— cos W, dt V7 h 0@
da' BS) .
= SEEN Yyoae- Sin Te =+ 8ma'n'yy'a z sin W, dy’ ae d0' dE
| dn' dt
BB
—=+ mn'ya ——sinW, nt y .B@) —=— G'n'— mn' L a! —_— cos W.
Ÿ On a d’ailleurs
0B6) da
. 0B() da
a' . + a es — — B6); a a
x BE
da!
ap), —— [a B$)+ 4'B6)].
M. H. Struve adopte les valeurs numériques suivantes :
aB6) a B6) À — 572 — 0, 4086,
a'BM) + a'BM RE. E DEAN ETS — 2,9
log nr —5,1446, log n' —4,8429 (en degrés et en années juliennes).
56. Au lieu d'intégrer les équations (1) et (2), comme l’a fait M. Newcomb (p. 108), M. Struve considère l’expression
W — (e+ fn'dt)—afe+ fra) -6—0,
WE" an
— = / — 2 —— de? dt dl
et, en ayant égard à (1) et (2),
dr LR a (3) D. + À? sin W + s sin MW Era 10,
THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. 1e
en posant
[im n°? y’ (56) + 8m y a!'B6) (+8),
(4) | y! aB (3) y a! B(3) de 3) Poe dB
[ ! [ 2 $ IN 1 — + Mn -— — IN N'Yy d° + 2 mn! d° Tr a a er
M. H. Struve à négligé dans s les termes en YY, ce qui est correct, car ces termes sont de lénie de ceux que l’on a laissés de côté en formant les
expressions abrégées des fonctions perturbatrices; il a mis r au lieu de I /
res be
: : de ae. d?e! doi
Enfin, pour obtenir la formule (3), on a formé JA do it
tant des équations (1) et (2), et négligeant les termes qui contiendraient
» En par-
sin da dy dn cos ie di dt. dt.
On a pris, par exemple, am ny “ ED si n W _, mais me 0. nan. a.
TES 6 de Den ar n W ——
L'équation (3) ne contient pas £ explicitement. On peut donc chercher à l’intégrer en posant
adW di ni N d’où AN | 5 dW' Re aW
Il vient ainsi
TI Fe _— 7 adW'+ sin W 4W — 0, d’où
Re © = W'— _ log(k?+ s W!) — const. + cos W,
I AW kr? / — (+ se )-% log (7° Les T)= — cos W + const.
, So W re k : rs aW En développant log (: ra nm suivant les puissances de = 275 Vient
dW 2 ( s dW 1 s° AW? 1 S dW3
di fr dr. 2h dr GG PTE }—cosW + const.
d'où 1 CN?
JA
Or, l'observation montre qu’en un an AW n’est que d’un petit nombre de degrés, 3°, tandis que #2 At — 139500; on aurait donc
ce qui est assez petit. On peut donc se borner à
(5) ee — 2 k?(cos W + C),
ce qui est l’équation d’un mouvement pendulaire. Le tout est de savoir si ce mouvement est révolutif ou oscillatoire, ce qui arrivera selon que l’on aura
CR Nour CET.
M. H. Struve a tiré de ses propres observations et de celles de Washington les valeurs suivantes :
1876, octobre 0,0 1665 ANT D 0. ess.
1880, TOVIMO 0 hontasne
d’où il a conclu ces valeurs de W— 4l — 21— 0 —, + 68°, +84°, +800.
Il dit qu’il en résulte que, durantces treize années, W a atteint un maximum, ou n’a éprouvé que de très petites variations, ce qui exige que le mouvement soit oscillatoire, et C? 1.
Pour mieux nous en rendre compte, supposons C = 3; nous aurons
an ah; AW > nAL.
Or
ii @B HUBIATS
(6) R= r1am'n?yy Z 1 +4 ete Avec les valeurs hypothétiques
M : ; M — eo. )
nous trouverons D see),
Î d’où, en un an,
AW > 140000° X 0,0078,
AW > 11000.
97. Supposons C—— cosw; nous aurons aW = 9h dt: W variera entre — w et + w; A 0 RE | Sin? — — sin? — 2 2 en faisant cENe e Fe dau 0 sin — — sin — sinv, C'— sin -;, 2 2 2 il vient do —— — A dé, Vi— Csin’o o —amu, W==;ht,
sin W — 2 C'sin am w À am u.
On aura ensuite
A or De CURE ie 14807 k snWa= f #sinameaame AE f sin? de = —> (1— cos®),
d’où, en remplaçant cos® — cos ami par son développement connu,
( 4 War Î cos ht + di nue ht + 7 J sin 7 MO MEN ON dec oo
On a encore
t t Sd à L 20 8 JVC NS Lo ) (8) JE di [ sin W dt — nt! FR sin At En EST sin > ht+...7).
Les formules (1) et (2) donnent ensuite, en prenant
= fn de, = f n'dr,
et omettant les termes proportionnels au temps, parce qu'on en tiendra compte en modifiant légèrement les moyens mouvements,
(3) l p = Cm'ary). = f at f sin W dé, 0 0
Sy! 12e! a’ B() : ; re dÙ——12mn?y) 7 dt sin W d£, L A0 0
Si donc on pose
(10) 2. Le
T : n' Ü ; et que l’on remarque que, à cause de — = -;, la formule (6) devient 1) 2
h° A ; ,aB°) (11) nee JA Yy A, el
il viendra
DO C
Test la période de la libration.
Supposons que les observations donnent
O—— Hsinat, dl —=+H'sinct,
on en conclura
/ Ch !
A dé 2 m «a q = 1 H' — 4 ..
Mdr a IR q
aid
LA m L] Là La La dernière formule donnera =; et l'une des deux précédentes donnera
1, d’où C'; “= s’en déduit par la théorie des fonctions elliptiques, puis q T
h= — 0; après quoi la formule (11) fera connaitre 7.
we
58. M. H. Struve a discuté l’ensemble des observations de Mimas et de Téthys, faites depuis W. Herschel jusqu'à nos jours.
Le problème qui se présente est le suivant :
Représenter toutes les longitudes observées de Mimas par la formule (14) (—À1+nt—MHsina(t— 0),
dans laquelle X, », H, « et 4, sont des constantes inconnues.
De même, les longitudes observées de Téthys doivent être représentées par l'expression (19) U—\+n't+H'sina(t — 6).
C’est un problème assez épineux, et le matériel dont on dispose est à peine suffisant. Donnons quelques indications sur la solution provisoire obtenue par M. H. Struve. Il a donné les valeurs isolées de À calculées par la formule
ÀA—=l— nt,
en prenant pour 2 deux valeurs très voisines, comprenant sans doute entre elles la véritable : il a calculé de même les valeurs de X’. Ces valeurs de À et de \ devraient être constantes si la libration n'existait pas, donc si H et H’ étaient nuls. Les Tableaux ainsi obtenus montrent que, vers 1850, ont lieu un maximum de À —/— nt et un minimum de N —/— n'#. C’est l'inverse qui a lieu vers 1885. L'intervalle est de trente-cinq ans et doit être à peu près égal à la demipériode. M. H. Struve adopte finalement
É— 10000, T — 68 ans,
m I ; 1 I = = ne) PE m j Ha) 707000
POS nee 11900000
Finalement, les résidus de la formule (12) pour l’époque moyenne de 1789,8 des observations de W. Herschel, et pour les époques des observations récentes, de 1850 à 1889, sont inférieurs à 1°,8, sauf un qui est de 3,8; la plus grande valeur employée pour la libration = +43°,3 et la plus petite = — 99,8.
Pour Téthys, les résidus sont inférieurs à 20’ (sauf un très grand, de 2°57/, pour les observations de W. Herschel); la plus grande valeur employée pour la libration — + 2°19/; la plus petite — — 1°49". Ces résultats sont déjà très satisfaisants.
59. Le système Encelade-Dioné. — L'ensemble des observations d’Encelade et de Dioné montre que les orbites de ces satellites sont fort peu inclinées sur l'équateur de Saturne. Les observations de M. H. Struve, faites de 1886 à 1889, indiquent que l’excentricité d'Encelade — 0,0047 environ, et que le périsaturne a un mouvement direct d'environ 120° par an. On a, comme on l’a vu (P. 129), 27° — n — 123°,6 en un an.
Il en résulte donc que, dans l'argument
V=—ol—l_%,
le coefficient du temps est très petit; il y a lieu de chercher si cet argument n'engendre pas une libration. Voici les valeurs de V, fournies par l’observation :
La formule (37) de la page 309 du Tome 1 donne, pour l'inverse de la distance des deux satellites,
… AU) + AL CAE 4 A 0) + A1)
a) À % : e cos(2l —l— >).
On en conclut, pour la fonction perturbatrice du mouvement d’'Encelade,
Qu 2m #20
où l’on a BAG + AP
* AE De A no mrigts
V=al—l—#, entr) 0,793,
la constante $ dépend donc de l’aplatissement et des inégalités séculaires des autres satellites.
On en déduit (t. 1, p. 169),
dn 31 49 d Hi QU deux Hafar os dt a? ol dt — na’e de’ Gliine nae 05°
et, en remplaçant f par »°a*, et Q par sa valeur ci-dessus,
dn à = 3m'n?he sin V,
do h — —=60n—m'n- cos V dt É e 4
d à T = m'nh sin V.
/ ds a .
B x est plus grand que 27° — », valeur moyenne de 7° fournie par les observa-
à m'nh tions; donc le terme —
cos V doit être constamment négatif, et V ne peut pas atteindre les limites + 90°; il doit osciller autour de zéro. En remplaçant
® ’ 2 ds cos V par r, l’expression précédente de °° donnera dt h on'—n—(6n—m'n—.
Si l’on connaissait Br, cette équation donnerait »#’. Les observations n'ayant pas fait connaitre la valeur de 6 pour Encelade, M. H. Struve l’a conclue par interpolation des valeurs correspondantes pour Mimas et Téthys, et il a obtenu ainsi m= 2.
Mais l’excentricité e est encore trop peu connue pour que l’on puisse regarder cette détermination comme satisfaisante. Enfin les données actuelles ne permettent pas même d'estimer la grandeur de la période de la libration. M. H. Struve formule ainsi les conclusions de son travail :
1° Les conjonctons de Mimas et de Téthys oscillent toujours autour du point mulieu de l’arc d’équateur de Saturne compris entre les nœuds ascendants des deux orbites. Elles peuvent s'éloigner de ce milieu d'environ 45° et elles accomplissent leur libration en soixante-huit ans à peu prés.
Cela se déduit de la formule
RS W=—=4l—91—0 0 —3arcsin (sin à sing),
140 CHAPITRE VIII. — THÉORIE DES SATELLITES DE SATURNE. qui, pour / = [, donne
0+ 0" : RON D + arcsin [sin = sing);
“ ; l’arc sin reste compris entre = -
20 Les conjonclions d’Encelade et de Dionése font Loujours au périsaturne d'En-
celade, ou elles oscillent autour de ce point. Cela se déduit de la formule V—=ol—l—5—o,
en y faisant / — L.
Ces résultats remarquables attestent le talent de M. H. Struve, comme observateur et comme théoricien.
60. Du satellite de Neptune. — M. Marth (Monthly Notices, t. XLVD) a appelé, il y a quelques années, l’attention sur les changements notables survenus dans la position du plan de l'orbite du satellite de Neptune depuis sa découverte; ces changements ont été confirmés par M. H. Struve, qui a réuni dans une publication récente (Mémoires de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XLII, n° 4) toutes les observations, y compris les siennes, obtenues avec la grande lunette de Poulkovo, et a discuté l’ensemble. De 1848 à 1892, la longitude du nœud de l'orbite du satellite a augmenté de 9°, tandis que l’inclinaison sur l'équateur terrestre à diminué d’à peu près autant. Il fallait trouver la cause de ces changements; j'ai pensé qu’on devait la chercher dans l’action du renflement équatorial de Neptune; l’aplatissement de cette planète n’est pas perceptible dans
Fig. 4.
les lunettes, à cause de la petitesse du disque, mais il doit exister, et il suffira, comme on le verra plus loin, d’un aplatissement assez modéré pour expliquer les perturbations dont il s’agit. M. Newcomb avait eu la même idée de son côté. Je vais reproduire la substance de deux Notes publiées dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. CVIL et CXVIIT).
Soient (fig. 4) AC l'orbite du satellite à l’époque 1; A le nœud ascendant ; æ À — 0 sa longitude; © l’inclinaison de l'orbite; BC la position de l'équateur de Neptune; 0" et o’ la longitude de son nœud et son inclinaison.
On aura (t. 1, p. 169), si l’on fait abstraction de l’excentricité, qui est extrémement petite, et des inégalités périodiques, (1) na?sin D "0 na? sin d oh.
| A a Si l’on néglige les perturbations provenant du Soleil, et que l’on considère uniquement celles qui sont causées par l’aplatissement de la planète, la fonction perturbatrice R a pour expression (voir la page 4)
I DA Are R= ÿmo(r— : “) 3 (3 — sin d),
où mr, désigne la masse de Neptune, & son rayon équatorial, x son aplatissement, x, le rapport de la force centrifuge à l’attraction pour un point de l’équateur, d'la déclinaison MN du satellite au-dessus du plan de l'équateur. On a
Jin a, sin d= sin C sin(v — 8 — AC), 2sin?d — sin?C — sin?C cos 2(v — 6 — AC);
en négligeant les inégalités périodiques, on peut prendre
sin? d — — sin?C, ni)
I I R— - n°b° (+ — #) cos?C.
En portant cette expression de R dans les équations (1), elles deviennent
; do b? I 9 cosC mpr An Ace 6 cos C D
: dû I 0 cos C sing + — Re us cos C à :
On a, d’ailleurs, dans le triangle sphérique ABC, (3) cosC— cosy coso/ + sin sing’ cos(8' — 0).
En multipliant les équations (2) par — = et + ce et ajoutant, il vient
d cosC dû dcosC de decosC
DO OUGE NT DOS ARE CE
Ainsi, l’angle C reste constant. Posons
(4) p=n (in) cosCsiny’,
et les équations (2) deviendront
È d0 É d ne (2) nl 6010 + cotp cos(0’ — 0)], Te =— psin(# — 6).
Soit « le côté BC du triangle sphérique ABC; on a
COS? — cos?” cosC + sinv'sinC cosa, » pe . do n d’où, en différentiant, et remplaçant + par sa valeur (5),
p Sin sin(6! — 9) — — sino’sinC sin 2. 2 = — She Const. Donc le côté x décroit proportionnellement au temps. Dès lors, on aura cet ensemble de formules, b? I = dj a (3 ») ntcosC, (6) COS? — cosC coso'+ sinC sin’ cos a, sino sin(9'— 8) — sinC sin æ,
Sin Cos(0'— 0) — cosCsino — sinC cosop' cos «,
qui permet de calculer o et0 en fonction de 4 et des deux constantes arbitraires G et &,.
61. Le pôle de l'orbite du satellite décrit d’un mouvement uniforme un petit cercle ayant pour pôle le pôle de l'équateur de Neptune; si donc la trajectoire entière du pôle de l'orbite était connue, rien ne serait plus facile que d’en déduire la position de l’équateur. Je me propose de voirs’il est possible de déterminer o, Oret xs = x, à l’aide des observations dont on dispose actuellement, ou plutôt
de voir si l’on peut restreindre ces quantités entre certaines limites. J'ai déduit des nombres rapportés par M. H. Struve, à la page 62 de son Mémoire, par un calcul d’interpolation, les positions suivantes du plan de l'orbite du satellite,
rapportées à l’équateur et à l’équinoxe terrestres de 1887,0 et les dérivées = et #, lo —1857,18, 5 =—=180%, 30, (Te) =+ 0,168, Do == 200 10, (TE) =— 0, 126, Éa) by 1070107, 0, — 18929, 30, (T) =+ 016, Qi aa 0. (7) == o,24a l, —1882,86, Os 184,13, (Te) =+ 0,15, ®a — 1209, 39, (TE) = 00,152.
J'applique l'équation (3) aux trois époques ci-dessus, et je prends la moyenne, ce qui donne
(8) = — — 0, 542 coty'— 0,840 cot' — 0,034 sin".
J’applique maintenant les équations (5) à l'époque moyenne, en remplaçant
ao — et
par la moyenne des trois valeurs (7), 0 et ® par 0, et p,, ce qui donne
d l dt dt
| 0°, 179 p SIM (0 — 1820,3),
Üo,150 — p[— coto'+cot 1220,83 cos(9' — 182°,30)]; d’où, en éliminant p, (a) coto! — 0,892 sin 0’ + 0,597 cos 0".
En combinant cette relation avec l’équation (8), pour éliminer cotg, on trouve
cos C 5 À (b) ; 0,017 sin 0! — 1,164 cos 0".
sin 9 :
, e a Fe Remplaçons dans les équations (4)et (5) " n par leurs valeurs numériques, do 20 6 par 0, et; par — 0,173°; NOUS aurons a —
: — 14,54; logn — 4,34974,
e te (3,2134) ; 2 1 cosC sing sin(ÿ'—182°,3)”
si l’on donne à 0’ une valeur déterminée, les équations (a), (b) et (c) donne- < 1 ront les valeurs correspondantes de 9”, Get x — 5 %1.
L'équation (a) peut s’écrire (@) coto/ — cot137°,0 cos(9'— 236°,2).
L'équation (b) montre ensuite que l’on à COŒU 0 Doit 13,90 — 209°, 0:
Cela posé, nous allons chercher à resserrer autant que possible les limites entre lesquelles 0’ peut être compris.
On peut toujours supposer cosC > 0, à la condition d'échanger au besoin les nœuds de l'équateur, car le sens du mouvement de rotation de la planète
n'intervient pas ici; ce qui agit, c’est le ménisque équatorial. On voit d’ailleurs | 5 que les équations (5) restent les mêmes si l’on change
d", o' et} casC em 1808 4, 180022 o', —cosC.
de ï Nous pouvons donc supposer p > 0. Puisque _. est << o dans l’intervalle des observations, on doit avoir
sin(0'—4,)>0o, sin(9 —8,) > 0:
d’où BOULE 0 << 30074.
Mais on à vu plus haut que cosC est <o, quand dépasse 293°,9; il en résulte
OR OP
J'ai fait une série de calculs numériques, en attribuant à 0’ des valeurs équidistantes, comprises entre les limites (10). On voit par la formule (a') que 9’ augmente jusqu'à 137° pour diminuer ensuite, et il est facile de démontrer, à l’aide des formules (a) et (b), que, dans le même intervalle, C croit constam-
ment. J'ai déterminé les valeurs de +’ et de C par les formules (a) et (b), et 1 dO 1 d? SAR En É d9 celles de Le et 5 de” Pour les époques £,, 2, et z,, par les formules (5); (7). et (7) représentent les moyennes arithmétiques des trois valeurs de ne dt}, dt
dt J'ai ainsi obtenu le Tableau suivant :
D Re des de à davr 190,3 195,3 200 ,3 205,3 210,3 215,3 220 ,3 D dela de 120,7 129,1 130,0 192,6 134,0 190,1 135,9 CENT EE A LA tal 16,4 20,5 24,4 28,2 7 J de = / 2, Lo à 2 0,174 0,259 0,342 0,423 0,500 0,574 0,643 1 / do ne (&). serres 0,139 0,225 0,309 0,391 0,470 0,545 0,616 d = : (4) sers. 0,108 0,194 0,279 0,362 0,441 0,518 0,591 1 / dû { : (% de 0,055 9,132 0,209 0,284 0,356 0,426 0,494 1 / dû ES (Z). soso... O 121 0,195 0,268 0,339 0,407 0,472 0,534 F fdô) (&) se re rente 0,164 0,236 0,306 0,374 0,439 0,501 0,559 NA d 10 —(4) (&) 1,23 1,21 1,18 1,18 17 17 à (OS dy, m m CA de > Q < } di UD Mae 9 ,0 1,8 [,9 1,9 nee D poil 2 0 T. — IV
D'après les équations (9), les nombres de l’avant-dernière ligne devraient
être é aux à = ne: 1,15. Mais il y a plus : d’après les valeurs les nombres 8 Ya P P 7 )»
10007 0,145 de la Fi ligne horizontale devraient être égaux à ee Va — 0,9; Mais, à 0;
cause des erreurs des observations, on peut admettre 1,0 ou même 1,1, Mais non pas 3,0, ni même 1,8, 1,5,1,3 et même 1,2. Il me semble que l’on peut
admettre dès lors que l’on a 0'Sb200:
J'ai trouvé
A dt a) À Lil ==U150 et 1,00 » »
ds ee - re Re
Nous arrivons donc à
J'ai trouvé, en prolongeant le Tableau précédent, que toutes les valeurs de 0 comprises entre les limites (11) représentent également bien les observations; on a, entre ces limites,
OS TOUT
de façon que la valeur de +’ est assez bien déterminée; enfin,
Sao Ce 688,
62. Il reste à trouver comment varie x — =x, lorsque 0’ varie entre les
limites (11).
D’après la formule (c), il suffit d'étudier la fonction
u = cosCsino'sin(09— 6,); or on trouve, en partant des formules (a) et (b),
“0 000 sin 0! — 0,040 cos®/) (0,517 sin9'+ 1,164 cos 0") 1 + (0,892 sin 0’ + 0,597 cos0')*
mn — le — 1,7962+ 1,069 + 1,856 AE
du ; © s’annule pour deux valeurs de z, qui donnent
dz pl 59%, D 1470,6, O2, à, 0 525,0.
LES SATELLITES DE NEPTUNE, DE MARS ET D'URANUS. 147 La troisième de ces valeurs rentre seule dans les limites (11), et la valeur
nu de x — -x—
I . + Li * e TS 0 variant de 2209 %,2309,2, x =, diminue de = 2 575 pour augmenter ensuite jusqu’à our 0’ — 200°. Le petit Tableau
suivant “he une idée de la variation :
o' NA YO a e, œ É p". G.
0 h 0 0 ans | 230 245 147 73 10,7 39 137 1060 250 242 145 72 18,6 52 136 1360 270 182 109 55 109 66 132 1560 (d) JE 147 88 44 14,5 72 130 1600 280 114 68 34 12,8 76 128 160 285 76 46 23 10,5 81 126 1660 290 33 20 10 6,9 86 124 1680 Ayant les valeurs de x — = il s’agit d’en conclure l’aplatissement; mais ici
intervient la loi inconnue de la variation de densité à l’intérieur de Neptune. Si cette planète était homogène, on aurait, en faisant x — &,,
5 5] I + A nes A à 5
c'est ainsi qu’on à trouvé les nombres €, du Tableau précédent. Dans le cas
presque certain de l’hétérogénéité, le mieux à faire est peut-être de voir ce qui
arrive pour Jupiter et Saturne. Pour ces planètes, le rapport — 3 "a pour valeurs
0,27 610,29. Bal admettant 0,3 pour Neptune, on trouve x — €, — 2€, On 4
inscrit les valeurs de e, dans le Tableau (d). Soient
T la durée de la rotation de Neptune,
D sa densité moyenne,
T'et D' les quantités analogues pour la Terre, et x, le nombre analogue à x,.
On a, comme on sait,
Or,
Il en résulte
LANINITS à
C'est avec cette formule que l’on a calculé les valeurs ci-dessus de T.
On voit que les petits aplatissements correspondent à des valeurs modérées de C, mais à des durées de rotation assez grandes. Pour avoir des durées comparables à celles de Jupiter et de Saturne, 1l faudrait des aplatissements du même ordre, c’est-à-dire forts, et des valeurs de C au moins égales à 80°.
Il est encore un élément intéressant à connaitre : c’est la durée & de la révolution du pôle sur son cercle. D’après la première des formules (6), cette durée a pour expression
,Sino'
La première formule (9) permet de calculer p pour une valeur donnée de 0’; on trouve ainsi les valeurs de & contenues dans Le Tableau (4).
Remarquons, en terminant, que la théorie précédente pourra peut-être trouver une application à certaines étoiles variables, celles dont on suppose les variations causées par des éclipses produites par un satellite obscur.
Les inégalités séculaires du plan de l'orbite, provenant du renflement équatorial de l’étoile, auront pour résultat de faire varier les instants des milieux des éclipses, et aussi la durée de ces phénomènes. Mais il y aura lieu, si les deux corps sont assez voisins, comme c’est le cas pour Algol, de tenir compte aussi de l’action du satellite pour déplacer l’équateur de l'étoile. On est ainsi conduit à un problème intéressant que le lecteur trouvera dans le Bulletin astronomique, t. XI, p. 357. (Voir aussi Comptes rendus, t. OXX, p. 12°.)
63. Sur les satellites de Mars. Phobos et Deimos, les deux satellites de Mars, si brillamment découverts par M. Asaph Hall en 1877, se meuvent à très peu près dans le plan de l’équateur de laplanète; ce dernier est incliné de 27° ou 28°sur le plan de l'orbite de Mars. On peut se demander si les plans des deux orbites coincideront toujours à très peu près avec le plan de l'équateur, ou si la coincidence actuelle n’est qu'accidentelle. Cette question a été examinée par M. Adams (Wonthly Notices, t. XL, p.10), et j'ai présenté moi-même à son sujet une Note à l’Académie des Sciences (Comptes rendus, t. LXXXIX, p. 961).
Si l’on connaissait l’aplatissement x de Mars (le rapport x, de la force centri-
/ . N I fuge équatoriale à la pesanteur correspondante est connu, x, = ) la ques-
tion serait, en effet, identique à celle qui a été traitée dans le Chapitre VI pour Japet, l’un des satellites de Saturne. Soient, en nous reportant à la fig. 2 de la
page 93, et aux développements voisins, D et D’ les pôles de l'orbite et de l'équateur de Mars, et C un point de l’arc DD’ déterminé comme on l’a dit. Les pôles des orbites des deux satellites se mouvraient sur deux petits cercles ayant le point CG pour pôle. Soit p le rayon de ce petit cercle pour le premier satellite, et CD'— z’; l’inclinaison de son orbite sur l’équateur resterait toujours comprise entre +(z'—p)etc'+ 0. Il suffirait donc de calculer ’ et o pour répondre à la question.
Malheureusement, ces quantités z’ et o dépendent de l’aplatissement x qui est inconnu; on sait seulement qu'il est compris entre les limites D et QU LE, p. 205). M. Adams a essayé deux hypothèses : (1) celle de l’homogénéité, qui
la même à l’intérieur de Mars qu’à l’intérieur de la Terre; cela conduit à la relation
5) I 4 Je LE à #1: à donne #02 — T8? et (II) qui suppose que la distribution des densités soit
en désignant par x’ et x, les quantités analogues pour la Terre; on en conclut
En admettant, d’autre part, pour la position de l’équateur de Mars, les nombres de M. Marth (Monthly Nouces, t. XXXIX, p. 473), j'ai trouvé que l’inclinaison de Deimos sur l’équateur de la planète doit toujours rester comprise entre o°,1 et 1°,4 dans l’hypothèse (I), et entre o°,2 et 2°,2 dans l’hypothèse (IT); pour Phobos, les limites sont encore plus resserrées.
LI I
Donc, pour les aplatissements —— et —, et aussi pour les aplatissements 179 228
intermédiaires, les orbites des deux satellites s’écarteront toujours très peu de l'équateur de Mars.
64. Des satellites d’'Uranus. — D’après les mesures et les calculs de M. Newcomb, les quatre satellites, Ariel, Umbriel, Titania et Obéron, se meuvent à très peu près dans un même plan, incliné de 98° sur le plan de l’écliptique. Les différences entre les quatre inclinaisons prises deux à deux sont de l'ordre des erreurs des observations.
Si la force perturbatrice du Soleil, qui est d’ailleurs très petite, agissait seule, les pôles des quatre orbites décriraient des petits cercles autour du pôle de l’orbite d'Uranus, et la probabilité que ces pôles soient très voisins à un moment donné, comme ils le sont maintenant, serait, sinon nulle, du moins extrémement faible. Il existe donc une autre force perturbatrice : c’est celle qui
provient du renflement équatorial d'Uranus. Si l’équateur de cette planète a coincidé à un moment avec les plans des orbites, la coïncidence aura toujours lieu d’une façon approchée; il suffit pour cela d’un aplatissement assez faible.
L’excentricité de l'orbite du premier satellite, la plus petite des quatre, est égale à 0,020. Il est possible qu’en déterminant à plusieurs reprises la position du périurane, on lui découvre un déplacement qui pourra faire apprécier la grandeur de l’aplatissement.
Les mesures directes faites sur le disque d'Uranus pour déterminer cet aplatissement n'ont pas donné encore de résultats bien concluants : tandis que
M. Schiaparelli obtient M. Seeliger a trouvé l’aplatissement insensible. La
durée de la rotation de la planète est absolument inconnue.
M. Perrotin (VrerteHahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, t. XXIV) à observé, en 1889, les bandes d'Uranus, et trouvé qu’elles font un petit angle avec le plan de l'orbite des satellites, et le plus grand diamètre de la planète lui a semblé être aussi dans ce plan. Ce serait une confirmation des prévisions de la théorie, en admettant que la direction des bandes coïncide avec celle de l'équateur. MM. Henry avaient trouvé antérieurement (Bulletin astronomique, t. I, p. 238) que les bandes font un angle d'environ 40° avec le plan de l’orbite des satellites. Mais ces observations sont délicates et demandent à être reprises dans de bonnes conditions et avec de puissants instruments.
Il est bon de remarquer que les mouvements des satellites d'Uranus et de Neptune sont rétrogrades, tandis qu’ils sont directs pour les autres planètes. La même opposition existe très vraisemblablement pour les mouvements de rotation. Cela est en désaccord avec l'hypothèse cosmogonique de Laplace. M. Faye a cherché à expliquer cette singularité dans son Livre Sur l’origine du Monde.
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65. Soit f(x) une fonction dont on sait calculer numériquement la valeur pour une valeur donnée de x. On peut se proposer de trouver un polynôme entier en x, qui, pour æ compris entre deux limites déterminées x’ et x”, prenne des valeurs peu différentes de celles de /(x), de manière que le polynôme puisse remplacer la fonction entre les limites x’ et x”, avec une grande approximation au point de vue des calculs numériques.
Soient a, b, c, d,e, ...,k, l des nombres déterminés, choisis entre x’ et x”; À, B,..., L les valeurs numériques correspondantes de /(x); on vérifie immédiatement que le polynôme
_à(æ—b)(æ—c)...(æ—0D (æ—a)(x—c)...(xæ—1) Dee 0 a D Ua) ol DO)
(æ—a)(x—b)...(æ—k) RUE Ad (À)
prendra, pour æ = a, b, ..., l, les mêmes valeurs que /(æ). On comprend que si le nombre des quantités a, b, ..., l'est suffisant, et si l’allure de la fonction /(x) est régulière entre x’ et x”, le polynôme ne s’écartera que très peu de la fonction pour les autres valeurs de x comprises entre x’ et x”, et pourra remplacer cette fonction avec une grande approximation. La formule (1), dans laquelle on remplace X par /(x), est la formule d’interpolation de Lagrange. Gauss (‘) a donné une transformation très intéressante de la formule (1),
(1) Poir dans les OEuvres de Gauss, t. TI, le beau Mémoire Theoria interpolationis methodo nova tractata, et dans le Tome I des Mémoires astronomiques d’Encke le Mémoire Ueber Interpolation, dans lequel Encke reproduit des leçons faites par Gauss en 1812.
d’où il a tiré des conséquences importantes. Soient X,,X,, X,,..., ce que donne la formule (1), en prenant une, deux, trois, ... valeurs de x; on aura
(ep )(E 0) (x—a)(x—0c) (x—a)(x—b) RE D € Ne 0.
(æ—b)(æ—c)(x —d) Leg) Er 0) (6 ©) (a—b)(a—c)(a—d) (b—a)(b—c)(b — d) (æ—a)(x —b)(x—d) (æ—a)(æ—b)(x —0c) Re à ed D de 0)
On en conclut aisément
Xi À, Xi Xi= (a — 0) ( . À Ë }
DID) b—a
Le À B ü ie ne es à HP CENT a |
ÂÀ B Du ou D TT be bEA
C D Ce bee a
Xi Xi (&—a)(æ—b)(e—0)|
d’où, en ajoutant,
où l’on a posé
er) PEL:
1 B C GTR RAGE NU TA t UE Â B GG ou ed) (bal 0) A) C D bete der made)
1e; 0e dl
Ces quantités [a, b], [a, b,c], ... restent les mêmes quand on échange entre elles deux des lettres a, b, c, ..., et les deux quantités correspondantes dans la série À, B, C, .... Les formules (3) conduisent, en outre, sans peine aux relations
BA Lei Ent __[b,c]—T[a,b] (4) Fa, 6, €] == Hoi ° | “100,64 |-=leb, el Éab, cdi en =)
On pourra former le Tableau suivant :
| a | À | Ca, b] b|B La, be] [b,c] Fabre, di ch E oc; di La, b,c,d,e] (5) 7 à l'oi'c; d, el Lab e;æ;ef] d'|D RONA Ka; cd e A] [d, e] Ferre cr e | E Ed e, fl Le, f] \fIF
On peut prendre les lettres dans un autre ordre, et opérer, par exemple, la
substitution DIS D LCR T ac ve D Lo :
La formule (2) donnera alors
X—=D+(xz—d)[c, d|+(x — d)(æ—c)[c,d,e] (6) | (rar c)(r = e)lb;c, de] +(æ—d)(æ—c)(xz—e)(x—b)[b,c,d,e, f] | Tir = d)(e—=c)(a—-e)(e—06)(x =#)la}b; ed, C2 ADE LE SRE
Si l’on jette les yeux sur le Tableau (5), on voit que les quantités [c, d|, Le; d,el; fe; dre bre, den hlarb cd. e, f |, ...y figurent toutes sur deux lignes horizontales, menées, l’une par la lettre D, l'autre à égale distance des lettres C et D.
En opérant de même la substitution
CHU
cf
la formule (2) donnera
[X=D+(x—d)(d,e)+(x—d)(x—e)fc, de] +(x—d)(æ—e)(x—c)fe, de, f] +(x—d)(x—e)(æ—c)(x—/f)[6,c, de, f] +(æ—d)(æ—e)(r—c)(æ—/f)(x—b)[b,c,de, f, g1+.
Ici, les quantités [d, e], [c, d,e], ... figurent, dans le Tableau (>), sur deux
lignes horizontales, menées, l’une par la lettre D, l’autre à égale distance des lettres D et E.
66. Dans les calculs astronomiques, on suppose toujours que les quantités a, b,c,... sont les divers termes d’une progression arithmétique. Soit a la raison de cette progression, de sorte que Dan ec 0 = 0, pour nous conformer à l'usage généralement adopté, nous poserons Aya) B—/f(a+w), C=/f(a +20),
Retranchons chacune de ces quantités de la suivante et faisons
fa +i+io)—f(a+io) — fi(a — 1510);
les /' serontles différences premières ; on à mis l'argument symbolique a +1 +; pour rappeler que cette différence est obtenue avec les deux valeurs de la fonc-
tion qui correspondent aux valeurs a + i+ivwet a + io de æ, dont la moyenne esta +i—+iw. On calcule de même les différences secondes, troisièmes, etc. par les relations générales
7e (a+i+ rer (as = Lo) = (arte),
fr(a+i+i®)—/f?(a+ io)=/f(a+ix Lo),
Ceci posé, on peut former le Tableau suivant :
| f(a— 30) | pue /(a—2w) f?(a—2w) 1( 3 6) ï 30) J (a =) f (a el Jf(a—w) f?(a—v) f*(a— 0) 19 re 6-3 (8) { /(a) f°(a) f*(a) f (a) p(a+?) f'(a+2) AC à J(a+w) f°(a+) f'(a+o) li (e + —) Je (a+ “) f(a+20) f°(a+2v) | J'(a+ ui f(a+30) Les relations (4) donneront ici 6 3 6) : de ie A # à AE [a,b] ue joe rs Ke Lo. ol = ( = 2 ) 3 6) 6) ae mur 2(a + La, b,c] = .) ss nee 6) 2 6) 1.20 La “) [a, bCial—= da )
SU stelleretis tale eue eee ete etehiet ee le oo en
Si l’on pose, en outre, æ = a + nw, la formule (2) donnera
fr(a + eh...
; : no ; 6) no(nes — ®) f{a+ no) =f(a) + 2Ef'(a ci.
ou bien Der fe) n(n—1 n(n—1)}(n—2 : 3 . EPS
C’est la formule d’interpolation de Newton.
Appliquons maintenant la formule (6), mais en prenant les lettres placées sur l'horizontale de /(a) et celle menée entre /{a) et /(a — w); nous trouverons 2) . no (7 ü) + 6))
f°(a) TARN LG al Œ 2) +...
f(a+ now) = ftay+ Ep (a —
ou bien
fiatno)=f(e)+ Ff(a +) + ee a) RON") («—*) $ meme sOo ue)
RD OT
(non ED er) a), L 1120344.0 AA
La formule (7) donne de même
f{a+nw)=f(a) + = (e+2)+ a
(RLR REX) 7 = a 1.2.3 fa 2)+ AE 712)
+ se es Re É. Es
Si l’on prend la moyenne arithmétique des expressions (ro) et (x 1), il vient
“+ 2) Lè je a n(n—1)
Er D tre à si (a?)
[(n+i)n(n —1)(n —2) vs (n+a2)(n + ee
f(a+nw)=f(a) +=
Ces moyennes arithmétiques seront inscrites à l’encre rouge ou au crayon
dans le Tableau (8), chacune entre les deux nombres d’où elle provient. On trouvera ainsi
f(a+nw)=f(a)+ = f'(a)+ 2 pa(a) + Rose) a
5) x (n rte D) aa)
ie (n+o)(n DR ICED) p(o) +
Si l’on se reporte à la figure schématique (5), on voit que, dans la formule de Newton, on suit le chemin OH, tandis que dans les formules (ro), (r1)et (12), on suit respectivement les chemins
OBCDE:-, OB'CD/E. ::: OCE. :
Fig. 5 PPS CET eu © e e e e © B D GÉie R n el RE 8’ D' [2 e e e e e H
67. Interpolation des fonctions périodiques. — Gauss s’est proposé de trouver une fonction T de la forme
L I T= = a+ COS É + @3 COS2É+...+ 4, COS Lt
+ Bi sint+ GB, sin26+...+ 8, sinné,
connaissant les valeurs À, B, C, ..., L, que prend la fonction, quand on donne à t les 22 + 1 valeurs
D'après la formule de Lagrange, on est conduit à poser
On vérifie immédiatement que l'expression (14) prend bien les valeurs À, B,... pour 4— a, b,...; reste à voir qu’elle est de la forme (13). Or, le produit
TE 10 et te se d4— 1 SI SI SONO 2 3
PA
se compose de 2 groupes de facteurs tels que
ON DO Sin —— S$ D
on voit que le produit de » quantités telles que JA + 15 cost + Csiné
sera bien de la forme voulue. Il resterait à former les expressions des coefficients &5, &,,..., B,, ...; mais nous nous bornerons à les obtenir dans un cas particulier, celui du reste qui se présente dans la pratique.
Supposons que les 22 +71 quantités a, b, ..., { forment une progression
arithmétique de raison , 27 LA
DEEE - PTE ONE, on +I JR LT
Nous commencerons par calculer le produit de 22 + 1 facteurs
(19) Bin
où nous ferons
ce qui donnera
à £ A T do TC À T V= Sims simiia a IS Se 0 7 21 +I D HI DOME À 9
ou bien, en groupant le second facteur et le dernier, le troisième et l’avantdernier, etc.,
ï : à D UE : à 2T ; : nT Z—=(—:1)"sins | sin?z— sin? ——— |) | sin?z — sin? ——— }.../{sin?z— sin? 2 +I 2Rn +1!
2n +1 ) Z ne doit différer que par un facteur constant de la fonction sin(2n +1)z qui est aussi un polynôme du degré 22 + 1 en sinz, et s’annule pour les valeurs
©, EE, EE, ..., + ——— de.
EUR ; He Dm 1 DUT A DNA
D'ailleurs, on sait que le coefficient de sin°“*'z dans le développement de sin(2n +1)z suivant les puissances de sinz est 2**(— 1)*; on aura donc
SiIN(272 +1)z ER AS AE
D?n et il en résulte, d’après la formule (15),
DD OU) sin(2n +1)z -.. sin Fe .
À Li sin — :
A SE RE M
d’où, par raison de symétrie,
. L—nA. — 0 sin sin
. b—a . b—c 3 sin sin +. sin 2 5)
1+2COS({— b)+2cos2(t— b)+...+92cosn(t — b) DIE 4
La formule (14) pourra ainsi s’écrire
(22 +1)T=A+B+...+L+(Acosa + B cosb +...+Lcos/)2 cost + (Asina +Bsinb +...+Lsinl)o2sint + (A cos2a + B cos2b +...+Lcos2/)2cos2t + (A sin2a +B sin2b +...+Lsin2/)2 sin2t+....
Les coefficients «; et 6; de la formule (13) auront done pour valeurs
œ; = ——— (A cosia + B cosib +...+ Lcosil), DEEE (16) B;— —— (A sinia + Bsinco+...+ Lsini); DIV a reste arbitraire, et les quantités b, c, ..., / en résultent comme on l’a dit. Si la fonction donnée T de #, supposée périodique et de période 27, se développe en une série illimitée
4 A L (l = — Aj + A COSÉ +... + à, COSNÉ +...
+ B, sint+...+6,sinnt +...
et si la série converge assez rapidement, on pourra la limiter à ses 27 + 1 premiers termes; les formules (16) donneront des valeurs approchées de «,, Lis... Un, 6, SE Bb.
68. Les formules précédentes ne sont guère employées malgré leur simplicité. On préfère partager la cireonférence en un nombre pair d’arcs égaux, parce qu’alors la reproduction périodique des sinus et cosinus donne lieu à des simplifications. Gauss rattache ce cas au précédent; mais il sera plus simple de le traiter directement.
Considérons le développement périodique de la fonction T.
d > (œ; cos it + B;sinct).
Donnons à 4 les 2n valeurs
comprises dans la formule
à 2T É= Ph où == .
on’
les valeurs correspondantes de la fonction T seront représentées parT,,T,, T,.,, et désignées d’une manière générale par T,.
Soit 7 un nombre entier positif; la formule (17) donnera
Teosé— D La cos(i+ j)4 + a cos(i— j)e + Bsin(i + jt + Bisin(i—j) 15 L sinjt = > D Le: Sin(i + j)e— œ sin(é —j}é — Bi cos(é-Lj)t + Bcos(é— je]
Donnons à £ les 27 valeurs indiquées ci-dessus, et faisons les sommes des va-
leurs de T cos/t et de T sin jt; il y aura des simplifications importantes tenant au
choix des valeurs de £, en vertu de ce théorème bien connu Si, dans les expressions
D cos: P, DE Siné — 01
on attribue à les valeurs
ST AT , EE ne) Ce)
si ue LI] m m on aura Q — o, quelle que soit la quantité réelle À; il en sera de même de P,
excepté le cas où À sera un multiple #m de m; auquel cas on aura P = m. On trouvera donc tout d’abord
= + 1 | D ({+j)arr _(i— jar > Æ Cos/7 h= = Ù X; | COS ea Ts dr | Cos DE PRE , node PET rs (PTE (ê— jar ÿ T:sinyrh — à > B; é > cos - ÿ Cd
Les deux » qui figurent dans les seconds membres n'auront des valeurs
= différentes de o que si l’on attribue à tE 7 des valeurs de la forme 247, où 4 désigne un nombre entier, et si l’on suppose
[TE +2kn, T. — IV.
on aura
1 /J)onr > COS ESP J) NON, 2n ue
Il en résultera donc
DT COS JR — n > Lokn—j + Hspnts)s r k
> l'Snyrh=n D (— Barr; + Berne); rm k
d’où, en attribuant à # les valeurs o, 1, 2, ... et remarquant que l’on doit supposer «&_.;—f_;—0o, parce qu'il n'y à pas d'indices négatifs dans la formule (17),
> T,cosjrh = n(a@; + Gon_ÿ + Contj Fe..))
> T,sinjrh= n(B; — Bin; + Banrj —...).
Si la série (17) converge rapidement, de façon que l’on puisse négliger &».; devant a; et B,,.; devant B;, les relations (18) donneront
I : I te (19) En e DT, cos/rh, Êr= . > T,sin/rA
Ces formules souffrent deux cas d'exception :
1° Si — 0, on trouve, en se reportant directement à la formule (151), > T,=2n(@o + on +...) r
2° Si j—n, alors jrh = #r. La seconde des formules (18) est identiquement satisfaite, et la première donne
J C2 = — > (RSA r
Il n’est pas étonnant que l’on ne puisse pas déterminer B,, car il n’y a que
2n données, To, T;, sATReNE) A ?
et l’on ne peut déterminer que les 22 inconnues
os y as 5 Anis Ans
Bi; Be» ……..s Étee
On peut faire diverses combinaisons de nature à simplifier les calculs : ainsi, la première des formules (18) peut s’écrire
r=n—1 r=2n—1 LT Û .
Ra à T, cosyrh + DT cos/rh, r=0 PU
ou bien, en changeant, dans le second D: r en na +7, et remarquant que
jh = T}, r=n—î1 r=n—1
na; — > T cosyrh EC 1)/ > T,,,cos/rh, = 0 F0
no = DIT, +(—1)/ Tor] cosjrh.
Changeons, dans cette formule, j en n — y, et supposons » pair (ou la circonférence divisée en 4n' — 2n parties égales); 7 et n — 7 seront de même parité, et nous trouverons
CET bi [T,+(—1)T,,,](—:1)"cos;rh,
et, par suite,
(22) Aime ei — > [T,+(—1)T,,,][(1E(—n']cosrA.
On trouve de même
r=n—îi
(23) RAGE) de CT, + (— 1) Tor] Æ(—1)"-1]sinrA.
Ïl convient de distinguer deux cas, selon que j est pair ou impair, et 1l sera
commode d'adopter la notation suivante
| PET —(@ntEa),
«a de — .
(24) On trouve alors aisément
1° 7 pair; 27 divisions, = —; n
= (æ + An-j) = (0, n)+(2,n+2)cos2h + (4,n +4)cos4hph+...+(n—2,2n—32)cos(n —2)jh, = (ay — An-j) = (1, R +1) cosjh + (3,n+3)cos3/h+...+(n—1,2n—1)cos(nr —:)7h, de (8; E6:-;) = (17 + 1) sin/A + (3,n +3) sin3Jh+...+(n—1,2n—1)sin(r —:1),h,
nm
- (B;—B,-;) —(2, nn +2)sin2/h
+ (4,n +4) sin4jh+...+(n—2,2n—2)sin(r —2)jh; n (to + An) —(0,n) +(2,n+2)+...+(n—2,2n— 02),
n (oo — n) =(1,n+I)+(3,n+3)+...+(n—1, 27 —1).
Les deux dernières de ces formules ont été conclues des relations
et ap):
| 29 M PAINTE 10272. AIMISIODS, D ae 7 O 2) — (a; +an-;) = | - | + cos2// ai 4 ke d 5) (2) (= ) /
l d . NEED JL, Je , COS4JR +... ee RS | cos(n —2)Jh,
un z)cos 3/2 es (HT) cos (2 1), ho D
sin jh +(— sin no. JR,
l Torre . .
nn ra :) Sin 4h +...+ ( +) sin(n —2)jh.
Enfin, rappelons que la fonction périodique limitée que l’on obtient ainsi sera
Co + A COSÉ + Go COSQ2É H...+ Any COS(72 — 1)é + à, COS An + 6, sint+B sin2t+...+f6,-, sin(nr —:1)4.
Si, par exemple, nous faisons n —6, les formules (a) et (b) nous donneront
6(to+ a) — (0,6) + (2,8) + (4,10),
3(a +o)— (0,6) —[(2,8) + (4,10)] sin 30°, 3(42 — a) ——(3,9) +[(1,7) +(5,11)] sin3o°, 3(B2 + Bi) — For) (5, 1#)1cos30, 3(B2 — B,) — [(2,8) — (4,10)]cos 30», 3(4 +4) (à) +|($) — (5) sin 30°, 3(% — as) — | (2) — (&)] cos 30°, 3(B1 +Bs) = (:) -- (5) cr ()| sin 30°, 3(B1 —65:) — L( +(+)| cos 30°,
I 4 5 = QG Cr On trouvera dans le Tome I des Annales de l'Observatoire de Paris, p. 137- 147, et dans l’Ouvrage de Hansen, Auseinandersetzung, etc., premier Mémoire,
p- 159-164, les formules réduites, analogues aux précédentes, qui se rapportent à la division de la circonférence en 16, 24 ou 32 parties égales.
69. Il peut se faire que, après avoir effectué le calcul d’interpolation en donnant à » une certaine valeur, on reconnaisse la nécessité d’avoir recours à une valeur plus considérable. Bans ce cas, les calculs déjà effectués sont inutiles et il faut recommencer la détermination numérique des fonctions numériques T,, qui avait pu exiger beaucoup de temps. On doit à Le Verrier un procédé ingénieux pour éviter cet inconvénient (vour les Annales de l'Observatoire, t. T, p. 384). Soit « un arc qui ne soit pas un diviseur exact de la circonférence; on calcule les valeurs T,, T,, T,, ..., T,, de la fonction, qui correspondent aux valeurs o, t, 27, ..., 2n7 de 4, et-l’on a les 2n + 1 équations
A0 + a +de +. + an =T,, Co -F 1 COST M COS2T EF... xx COSANT,
+ 6, sinr + B, sinor +...+6, sinnt—T;, &o + &1 COS 2T + QG COSAT +...+ an COS2AT
+ 8, sin2r+B,sin4r+...+6,sinant=T,,
Qo + À COS2AT + Oo COS NT +...+ On COSN2AT + B, sin2nt+fG, sin4nr +...+6,sinn2ant—T,,.
Ces équations sont du premier degré relativement aux 272 + 1 inconnues
os is QE) ns
FM ON A C
Le Verrier a développé (Loc. ct.) les expressions algébriques des inconnues et il a appliqué ensuite les formules obtenues à la détermination de la grande inégalité causée par Jupiter dans le mouvement de Pallas; il a adopté r = /42° 14. La méthode d’interpolation ainsi présentée satisfait à la condition suivante : ayant déjà exécuté les calculs nécessaires pour la détermination de 2n—+ 1 coefficients, si l’on vient à reconnaitre qu’on doit en conserver 2m autres, on peut le faire sans avoir, en somme, exécuté plus de calculs que si l’on avait eu égard, dès l’origine du travail, aux 22 + 2m + 1 coefficients.
Le lecteur pourra consulter aussi sur ce sujet un Mémoire de M. Hoüel, Sur le développement des fonctions en séries périodiques au moyen de l'interpolation (Annales de l'Observatoire de Paris, t. VIT), et un Mémoire d'Encke : Ueber die Entwickelung einer Funktion in eine periodische Reihe nach Herrn Le Verrier's Vorschlag (t. TII des Mémoires astronomiques d'Encke).
70. Développement d’une fonction périodique de deux variables. — Une pareille fonction pourra s’écrire
Co + Ci COS É + to COS2É +...
+ B: siné + 8, Sin2t +.. .,
les coefficients «; et 6; seront eux-mêmes des fonctions périodiques de #’,
{ œ = af + af cost'+ af cos2t" +...
(25) ee ( + b® sine + DD sin2 +...
B; ayant aussi un développement de même forme. Supposons que l'on donne à 4
et L’ les seize valeurs
T 27 cr
En prenant d’abord # —o, et donnant à { ses seize valeurs numériques, on pourra calculer, par les formules données plus haut, les valeurs numériques de
Bs Bas
On recommencera l’ensemble de ces opérations pour chacune des quinze
autres valeurs de /’. Avec les seize valeurs numériques de «,, par exemple, on pourra conclure, par les mêmes formules, les seize premiers coefficients de son développement suivant les sinus et cosinus des multiples de #’. On procédera de même pour «,,B,, .... On voit que le nombre des valeurs de la fonction T
qu’il faudra calculer sera ici de 16 — 256.
71. Le Verrier a eu souvent recours à l’interpolation; l’application la plus importante qu’il en a faite se rapporte à la théorie de Saturne ( Annales de l'Observatotre, t. XI, Addition au Chapitre XXI). Après avoir développé tres complètement les expressions analytiques des éléments elliptiques de Saturne, il remarque que, dans le calcul des inégalités du second ordre par rapport aux masses, « le nombre des petits termes, sensibles jusqu’à o”,or, devient, pour ainsi dire, indéfini; et, comme dans certains cas ils s’ajoutent les uns aux autres, loin de se détruire, on éprouve, après un pareil travail, bien qu'il ait été vérifié directement à plusieurs reprises et comparé terme à terme avec les formules analogues de Jupiter, on éprouve le besoin de s’assurer de l’exactitude des résultats par une voie différente de la première ».
Le Verrier se sert des développements algébriques obtenus comme d’une première approximation, dejà très précise, pour passer à des formules où rien ne puisse être omis. Soient
le demi-grand axe, l’excentricité, la longitude moyenne, celle de l’époque, celle du périhélie de l’orbite de Jupiter; les mêmes lettres accentuées se rapporteront à Saturne; soit encore
e= fr dé, p= fn' dr.
Les quantités è/, de, eds, da, fournies par la théorie, sont de la forme
Ssin(5l/—21)+Ccos(5l!— 21)+ S'sin(10l!— 41) + C'cos(r0o l'— 41) (26) +S,sinl/+8S, sin2l +...+5S,sin5l + Co + G cos CG cos2l' +... CG cos5l':
les quantités S, C, S', C’ sont développées suivant les puissances du temps (jusqu’à 4° inclusivement), mais varient très lentement. Les quantités C; ets, sont développées suivant les sinus et cosinus des multiples de 6 — 7 — /; les coefficients de ces sinus ou cosinus sont eux-mêmes développés suivant les puissances de z.
Le Verrier part des expressions des dérivées
de!
(27) Fr
exprimées au moyen des coordonnées de Jupiter et de Saturne; ce sont au fond nos équations (A) (t. 1, p. 433). Il se propose d'obtenir, pour 1850, l’ensemble des perturbations de’, do’, e'dæ’ et de’, en réunissant les termes des divers ordres. Pour cela, il lui faut calculer les seconds membres des dérivées (27), non plus avec les valeurs elliptiques des éléments et des coordonnées elliptiques de Jupiter et de Saturne, mais bien avec ces valeurs augmentées des perturbations ( 26), déjà calculées par la voie analytique. Il divise la circontférence en 32 parties égales à © —11°15", et attribue à la longitude moyenne elliptique de Jupiter les 32 valeurs 0, », 29, ..…., 310, et à la longitude moyenne de Saturne les 16 valeurs 0, 29, 40, ..., 30. On considère les 12 résultats obtenus par les combinaisons de ces diverses positions des planètes. On donne dans chaque cas les valeurs numériques de /, de, eûx et da, déduites des expressions (26), en y supposant t— 0, ce qui correspond à 1850; on en conclut de et logr, d’où le rayon vecteur r et la longitude vraie v. On calcule de même les 512 valeurs individuelles pour chacune des quantités
031101, loger, pi re
le calcul exact des perturbations des latitudes n’est pas nécessaire ie.
A l’aide des données précédentes, on a pu former les 512 valeurs numériques de 1 de! ON CEE Ge CA hi ni di hat.
et la méthode de l’interpolation a permis d'obtenir, pour ces mêmes dérivées, des développements périodiques procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de € et de /’. On a intégré ensuite par les formules
(3 CSP ne 0
_ Ne cos(Jé + 7Jj'l') + const., Che OT et EP
fe cos(JC+j'l') dt —— sin(yé+J'l') + const.,
fs sin(yé+J'l') dt —
qui supposent € et $ constants. On a donc ainsi les développements définitifs cherchés pour 0e -40p 06, 16 0D
Les coefficients numériques des divers sinus et cosinus sont censés avoir les valeurs qui conviennent à 1850; quant aux termes en £, 4? et #* qui doivent compléter chacun d’eux, Le Verrier les a empruntés à ses recherches théoriques antérieures.
Il nous semble que si l’on voulait être entièrement rigoureux, il faudrait dé" "de" dt” df pour les 512 positions considérées, mais encore pour chacune des cinq époques 1850, .. 2850, 3350, 3850. On aurait ainsi les développements périodiques
de':d°p de > de ?
d’un cosinus, ce qui permettrait de développer ce coefficient suivant les puissances de £. On aurait ensuite à effectuer les intégrations par les formules
fr Sinardt=— cosat | 2 ae 0) no
a? ct
HO POP huit l]
déterminer les valeurs numériques des dérivées >» +, non seulement
- avec valeurs différentes pour chaque coefficient d’un sinus et
(l cn
+sinae| a
[ro cos ardt sin œ£ fe = PD ANe ed
ti ie +22 +.)
D 4 a* LA
Les termes principaux sont
neo (0,4
D ERE COS, et = sinxl; (0,4
les termes de correction pourront être très sensibles lorsque « sera petit, c’està-dire quand il s’agira d’une inégalité à longue période.
Le Verrier a trouvé, en général, un accord très satisfaisant entre les valeurs théoriques des inégalités et celles qu'il en a déduites par l’interpolation. Cependant, il y a des différences sensibles pour la grande inégalité; en outre, l’interpolation a donné dans ..
la variation séculaire des moyens mouvements, quand on pousse l’approximation jusqu'aux troisièmes puissances des masses perturbatrices. Le Verrier à généralement adopté, dans la construction des Tables de Saturne, les nombres fournis par l’interpolation, sauf pour la grande inégalité, dont il a pris les coefficients déterminés par la théorie analytique.
Il convient d'observer que, dans l'application des développements (26) au
N calcul de de, Gp, ..., de’, do, ..., on a omis les inégalités périodiques provenant
un petit terme constant, qui soulève la question de
* d’Uranus et de Neptune. Il peut se faire que, la convergence laissant un peu à désirer, les termes o&,-;, B,_;, ... dans les formules (18) ne soient pas entièrement négligeables.
On sait que la théorie de Le Verrier ne représente pas, avec toute l'exactitude possible, les observations de Saturne; il y a dans la longitude des écarts de S. à 6” en plus ou en moins. Il semble cependant que l'interpolation appliquée à une théorie presque parfaite devrait tout faire marcher; aussi pensons-nous que c’est en revovant et complétant le travail de l’interpolation qu'on arrivera à résoudre la difficulté, et c’est pour cela que nous nous sommes permis de faire déjà quelques remarques.
Depuis que ces lignes ont été écrites, M. Gaillot, qui fut longtemps le collaborateur dévoué de Le Verrier, a publié (dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CXX, p. 26) une Note importante résumant ses recherches et ses calculs faits depuis plus de dix ans, en vue d'améliorer la représentation des observations par les Tables. M. Gaillot a d’abord répété tous les calculs de Le Verrier pour les époques 2350 et 2850, ce qui comble le desideratum formulé à la page précédente. Il à remarqué ensuite que, dans les formules telles que
de! n'a'Vr—e" OR
m Fo
dt e de
il faut donner à »/ sa valeur variable fournie par le calcul analytique; or, c’est ce que n'avait pas fait Le Verrier. D’autres petites fautes ont été relevées dans le détail des
dp'
de
extrêmement petite, on peut dire nulle. Les coefficients de la grande inégalité reçoivent des corrections très sensibles; M. Gaillot adopte définitivement les valeurs ainsi corrigées. Finalement, toutes les observations de Saturne, de 1750 à 1890, sont représentées avec une précision satisfaisante, la plus grande erreur ne dépassant pas 3”. M. Gaillot, pour donner plus de portée à ses conclusions, reprend en ce moment ses calculs d’interpolation, en donnant à la longitude moyenne elliptique de Saturne 32 valeurs, au
lieu de 16.
calculs. Le résultat final est très satisfaisant; ainsi, la valeur numérique de est
FORMULES DE QUADRATURE. — CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS
72. DES QUADRATURES. — Formule de Cotes. — Soit proposé de calculer
l'intégrale
h (1) Er Ydæ,
où y désigne une fonction de x, dont on peut déterminer les valeurs numériques pour des valeurs données de x. On peut ramener les limites de l’inté-
rale à être o et 1, en changeant la variable d’intégration et posant 8 8
(2) z=g+(k= si, d’où
I 1 (3) == f ra
On donne à £ les n + 1 valeurs équidistantes
Soient A,, A,, A,,..., À, les valeurs correspondantes de y; on obtiendra une valeur approchée de T si l’on remplace y par l'expression Y donnée par la
formule d’interpolation de Lagrange
(nt—1)(nt—2)(nt—3)...(nt—n) (—1).(—2).(— 5):..(—u)
nt(nt—92)(nt—3)...(nt—n) 1.1). (C2). 7t)
niinii1)\OUE- S)EeGiE—=n) 2:1.(—1)..:(2 —7)
NEC ==) EEE A Co eu )..( )
nt(nt—n){(nt 32)... (nt—=nR +1) LAIT ON DSC LE
On aura ensuite
DE OR
Le, f nEONC—-2) (nt) (nt--n) er
| à, f DE DU DR 4 I=(h— 323): à
Pare) rer)
On obtient la formule de Cotes en prenant successivement pour » les valeurs 1.2, 3, ... Pour donner une idée des calculs à effectuer, nous allons supposer
n — 3; nous trouverons
(3€—1)(34 — nn 3t(3t—2)(3t — 5) — = 3t(3t—1) (34 — 53) A
0 (gt —18F+i1t — 2) + 2 (36#—5P2+ 0t) — 2 (38—4t2+0t)
A + + (g—gé+ at);
en multipliant par dt, et intégrant entre les limites o et 7, il vient
Dans son beau Mémoire : Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi (OEuvres, t. I), Gauss a donné les expressions fournies par la
formule de Cotes pour les valeurs 1, 2, ..., 10 de x; nous nous bornons à reproduire les six premières :
=: h: Ia) ( +), “ebe (ia) (+ +2), n = 3; 1e (ie) (gt + + =) tire à (re ” = 2 7%) ns ER 8) (2% . . En ns _ F _— is ot Les valeurs de x, pour lesquelles il faut calculer les valeurs A,, A,, ... de y,
sont d’ailleurs fournies par la série (4), en y donnant à n les valeurs 1, 2, 3,....
73. Si la fonction y était un polynome entier en æ, et par suite en #, de degré n, on aurait y = Ÿ, et la quadrature
I=(h—g)(aAo+ tAi+...+ a A,)
hk représenterait exactement la valeur de l’intégrale f y dx. Si le développement
de y, suivant les puissances de £, He Ed QE CT
ne s'arrête pas au terme en £{*, la correction € de la quadrature dépendra des coefficients K+1), K(*+2?),..., et sera de la forme
E — K (2+1) k(n+1) he K (2+2) ÆCr+2) pp
Gauss donne, pour r — 1,2, ..., 10, les valeurs des coefficients numériques 41), 4049, quand il s’agit de la formule de Cotes. II résout ensuite une fort belle question : au lieu de calculer les valeurs numériques A,, ..., À, de la fonction pour des valeurs équidistantes de x, il suppose qu'on l'ait fait pour des valeurs quelconques à,, a,, ..., a,. La quadrature et sa correction conserveront la même forme que ci-dessus. Gauss cherche à déterminer à,, ..., a, de manière à annuler les coefficients
HO), ka), Ke k(2n+1),
de sorte qu'avec x + 1 valeurs particulières de la fonction la précision soit la même que si l’on avait employé deux fois plus de valeurs dans la méthode de Cotes. Il trouve que a,, ..., a, doivent être les racines de l’équation que l’on obtient en égalant à zéro le polynôme X,,, de Legendre. Gauss a donné (/oc.cu.) avec 16 décimales les valeurs numériques des racines des équations X, — 0, X,=0, …, X, = 0, celles des coefficients &,, «,,..., «,, et enfin la valeur du premier coefficient 42*+1 qui ne s’annule pas. M. Radau [Etude sur les formules d’approximation qui servent à calculer la valeur numérique d’une intégrale définie (Journal de Mathématiques, 3° Sér., t. VI)] a étendu les calculs précédents Jusqu'à X,.
La méthode de Gauss, malgré sa supériorité théorique, n’est pas employée en Astronomie, parce qu’on vérifie mieux les calculs lorsque la variable indépendante reçoit des valeurs équidistantes, et aussi parce que ce n’est pas généralement une valeur numérique isolée, mais une série de valeurs d’une intégrale qu'il s’agit de calculer. Les formules très simples employées par les astronomes fournissent cette série de valeurs sans demander beaucoup plus de calculs que s’il n’y en avait qu’une.
74. Soit proposé de trouver la valeur numérique de l'intégrale X — ff) dx
entre deux limites données; nous faisons (5) T—=a+n6,
et nous supposons que les deux limites de l’intégrale rentrent dans l'expression précédente, en y faisant » — o et =1. On aura donc
= f (a+ nu)an; ” 0
: désigne un nombre entier, et l’on peut écrire
(6) 22 fro+noan+ [+ f.
Nous allons calculer la première de ces intégrales. Nous supposerons qu’on a formé le Tableau des valeurs de f(x) pour les valeurs comprises dans l’expression (5), quand on attribue à » les valeurs 1, 2, 3, ..., et aussi le Tableau des différences successives, comme à la page 155 du Chapitre X.
Nous remplacerons en outre (a+ nw), pour les valeurs de x comprises entre o et 1, par celle que donne l’une des formules d’interpolalion, par exemple la formule (11) du Chapitre précédent. Il faudra développer les coefficients des différences suivant les puissances de », et intégrer entre les limites o et 1. Le
résultat sera une fonction linéaire et homogène des quantités
fa), pas?) f°(a), P(a+2) er) au lieu desquelles on peut introduire
f(a), : fa bo), . f'(a), :fila+o), fit) Pita+o),
en ayant égard aux relations
ne en eee em et die Le a NE CUS eee ee lee os ce
Si l'on tient compte aussi de la symétrie du résultat par rapport aux deux
limites o et 1, on pourra écrire, en désignant par A,, A,,... des coefficients numériques,
y À J Ja + no) dr = AL fa) + fta + 0)] + A [ft + fra + 0]
TR
+ A, [f*(a) + fa +ow)] +...
Pour déterminer les coefficients, on peut choisir une fonction particulière f(a) = E*. On trouve aisément, pour les expressions des différences,
f! (a+ iu +?) Er (Er),
7” (a+) = EF(ES 7), - (a+ io +) ee DES ) 22
a (a ie “e) — Et(Ecv ne 1}, F3 (2 AE EE =) — Pres pi
RE SE ne TE CRE MCE DT PA AC SE GPO ET GT rt M it a in ee CU A Re
On a d’ailleurs ï Ezv [rt + nw) dn —E—— + const.
jRRE" f fta +R) dn—=Et — —.
DE
En substituant dans la formule (7), il vient
Eo — 1 à | res — A, (1 2 ES) se A, (E-0 + 1) (FA Re A, (Er pee) tte — 1)*+. es a) Ev— 1: perds (ès) (8) po = =As+ A, (EE ?) +4, (EE 3) D.
Il convient de poser
uw
0 Ur + u?,
w.= 2log(u + Vi+u), et la formule (8) devient
a VIT +4? log(u +Vi+u?)
À otA.u ot Au +...
Il suffit donc de développer le premier membre suivant les puissances de w pour obtenir les coefficients A,, À,,.... Or,ona
VER Blog (u+Vrr)=u(i+ qu Te
u 1 a Vituwlog(u+Vi+e) 2 6
On peut donc obtenir sur le champ les coefficients À, A,,...:; on trouve ainsi
es | force no) dn = Etr( + ta o)]— 2% La) + Pa + 0)] 10 { 0 2 +7 We tata).
if 4O
On aura u ; À ,..., en augmentant tous les arguments de w, 2&,...; après 1 2
quoi, en portant les expressions obtenues dans la formule (6), on trouvera eo (a)+f (a+w)+...+/f (ae Der EU (a +iw)
pe — [ça + prça + o) ++ Pa + do 0 + à (a + in) | +: ft) + fa +) ++ fie + io —u) + À fa + iv))]
Cette formule résout le problème, mais elle peut être simplifiée; si l’on ajoute en effet toutes les équations qui définissent /? (a), f(a uw), ..., fa + to) au moyen des quantités /", la plupart de ces dernières disparaissent, et il reste Fa) fa +o)+... + f(a+io — )
| tar = (ei +$)n(e 3)
on a d’ailleurs
af) + Pa + io) = Effet?) 1 («— 2)
SRE : (A) me : (A) e] 1 UE (a+iv+?) a (a+ co JL
et, en retranchant de la formule (12), on obtient
| fa) +f(a+o)+...+ fa + io — &) + = f(a + io)
fra [ (a+ io + ) + Sais —?) sn (2+2) fi («—2)]
= J'(a+io)—/f'(a).
On aura de même
GE) ES) + a+ 0)+.. ft (a + io — 0) + À fa + ra) fa + io) —fi(@).
Enfin, on peut ajouter au Tableau des différences une colonne à gauche de
. . G celle des /, celle des ‘/'; on se donnera arbitrairement IC — =) on calculera les quantités suivantes par les formules
et, si l’on pose, d’une manière générale,
\ : : 6) À œ\ | ï En EN 0 PORC ETS AN are (4 Et7Q 5 a LS 2 2 À
on trouvera
(15) = (a) ASE NÉE (aie w)E = (a+ ia) =1f (a + tw) —1f(a).
Les formules (xx), (13), (14) et (15) donneront ensuite
X J 11 MILAN MTL PR Era) Pa To):
le f(a + in) fi(a+ io) + HE fa + ia)
(6) l — 1f(a) + Pa) 2e (a) + #4 /
Cette formule, qui est indépendante de la quantité arbitraire (a — 2) se
simplifiera si l’on pose la condition Poe A TD et
en ayant égard aux relations
[y (e Se 2) + (a — 2) | — (0), y
(7) 2 à (a+?) a?) = (4)s il vient, quand on élimine les tf(a)et (a + 2) entre les trois dernières équa-
eu A 0e pie En à
après quoi la formule (16) donne
a+ivw
ii f(æ)dz = | Lfa du) — 5 Ja Hé) + ne fu) — es / (a+ in) +. 4
On aura done ainsi la valeur de l'intégrale quand Îles deux limites sont deux termes de la progression arithmétique des arguments. Les quantités f'(a +iw),
(a+iv), f°(a + 1w), … vont généralement en décroissant assezrapidement; elles sont d’ailleurs multipliées par des coefficients numériques de plus en plus petits; les trois premiers termes de la formule (A) suffiront dans les applications à l'Astronomie, et souvent les deux premiers. On voit combien est simple, dans la pratique, le calcul de la quadrature ou plutôt des quadratures répondant aux diverses valeurs entières et positives de r. On aura ainsi, avec la plus grande facilité, toutes les valeurs de l'intégrale, qui correspondent aux divers
termes de la progression des arguments, pris successivement comme limites supérieures de l'intégrale.
Remarque. — Si Von pose u = ÿ— 1 sing, ou bien u = £ ÿ— 1, la formule (9) donnera, pour le calcul des coefficients NPA
sin © nee ; .
+" — À, — 2? À, sinto +2*A, sino® —...; 20 COS
2V1—E arcsinË
UN Leone MA
75. Il est souvent avantageux de pouvoir calculer les quadratures en prenant pour limites de l’intégrale les moyennes arithmétiques de deux termes consécutifs de la progression des arguments. Soit donc proposé de trouver la valeur numérique de
Y 5 ; re (18) ==) f(a+ nv) dn + +f 1. 1 en “A 2 V3
En partant de la formule (12) du Chapitre précédent, on voit que les intégrales
1 1 dE] T2 . n dn, L (n+i)n(n —1)dn, 1 1 Ta 0
sont nulles, comme étant composées d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires. Il reste donc une expression de la forme
(19) f(a + no) dn = fa) + Bi f(a)+ Bi f (a) +...
et nous pourrons déterminer les coefficients numériques B,, B;; ..., en choisissant la fonction f(x), et prenant f(x) = E*. On aura, dans ce cas,
res wo o 2 n 9 TT 9 E? —E *?
f(a + no) dn = Et ————,
LOTS
et si l’on remplace dans l’équation (18), /(a), f°(a), f'(a), .…. respectivement par
E, Ev{Ee Jia 1), pre tpe lise 1 )* il viendra
(oO)
nn
d’où, en introduisant la même quantité & qu’au n° 74,
(4 (20) PET —14 92,0 Fo'biut +.
og (Cu +
or,Oona (42
log(u + V1+ on
par suite,
La formule (18) donnera done
fs f(a+ru)dn= (a) + Ef(a) —
on obtiendra les intégrales f' us .. en augmentant les arguments de w,
20, ..., et, en ayant égard à la formule (18), il viendra
s—J(a)+f(a+w)+...+/f(a+in)
LP(a) + fa+ nm) +...+ fa +ivw)l
= fa) Perros. .+ f*(a + iw)]
Mais, si l'on ajoute membre à membre les équations qui définissent /?(a), f°(a+w),...,/ff(a +iw), au moyen des J', ces dernières quantités dispa-
raissent toutes, sauf deux, et l’on obtient
JA) Pa) EP Caro) (a+ se J rh (« de même
MONS TEE) SEE + (a Fro)=:?s (a+ 20 2) Dh. («—2),;
de même aussi, pour la colonne des f calculée en partant de la quantité arbi-
traire AC -— 2) FO HS + 0)+. + f(a +0) = (a+ io + +) — fa =):
En portant les valeurs de ces trois sommes dans l'équation (21), on obtient
Y o I ; @ à (A) flo biobe ep NU UT — | — Sax — se S( an +2) +2 2 de T ose ne
(a en
2 G) I (A) LORS Cette formule se simplifie si l’on détermine la quantité (a = 2) par la condition + PRE nl ee SAS à
(b) Her) = (a )+ nf (a ) ae, et devient
| 1e HER EE TIC ) Aa ë |
fo je (A | = pé/'(e+iu+2)+..]
Remarque. — Si l’on pose | u—=ÿ— 1 sing —Eÿ—
la formule (20) donne
sin @
—1—2B;sino both, sinto—...,
Fi
arcsin£
ZI] — 3 Bi 2B, Et —, sis le
76. Il est souvent commode de pouvoir calculer les intégrales a+iw+®
a+ivw 2 ee f(æ)dr. Et f(x) dx
On aura d’abord
a 0 x Je fG)de=X +0 f f(a+ nw)dn, wo 1
ct 0 NY - f f(æ).dx — Yo f f(a+nuw)dn.
Or la formule (12) du Chapitre X donne, quand on la développe suivant les puissances de n,
NO ARE HOMO E Sn RO (a) +.. À (a) OR AT Pre) IE +:
d’où, en multipliant par dn, intégrant entre les limites — . et o, et réduisant
(24) Jre+ no)dn = 2 fla)—g/" (a) + ef) + s8gf (a) as (R)+
Il en résulte que . se composera de la première ligne de la formule (16), la
seconde étant remplacée par Lift) + Lfta)— fa) + gg a) + pr (a) — ES (a) +.
De même, Y’ se composera de la première ligne de la formule (22), la seconde étant remplacée par
u=— (a?) ifa+sftaf(a—e)= 7 ta)
D 3 — 387 MU rl (e—?)+ en Le ini
Or, les formules (17) donnent 1 Le ra 0) ipta)+ Lo =—y(e— 2);
en vertu de cette relation et des analogues, l'expression de C devient
C , . (A) CAD Si donc on détermine (a — 2) par la condition
du ue Pr dune Re nue (a) f(a 2)= nn (2 2)+pes/ (e =) 261680 C )+..
on aura
f | f(æ)dz =0 [Ca + ru) — = f(a+ to) GA Hibitéie ÿ
Les HE ol (a sta) ee
f(a+ io) +.. +
Passons à l'expression de C, ; on peut l'écrire = (a?) Lie) + EP (e)— EP) +.
+7 Mo-r(a-?)-: ji
rer (a?) - 2)
Si l’on remplace /'(a) par : Lf (a + 2) + f\ (a — 2) | la seconde ligne est
identiquement nulle, et 1l en est de même de la troisième, etc.; en posant ensuite C, — o, on a pour déterminer C, la condition
(b!) (a 2)=- a + La) — 2 Po) + Gauss / (a) —..
et 1l vient
(oO) EURE
dû. # fe a)
77. Faisons application de la formule (A) en calculant les valeurs numériques de l'intégrale ; A rat D 2) 4/1 sine, ; 2
pour les valeurs 0°,.49; 99,:.1489%" de
Nous aurons donc ici logo — 2,8439374;
il faudra calculer les valeurs de
Ti) : = = sin??,
en donnant à x les valeurs o°, 4°, ..., 48°. On formera ainsi le Tableau suivant :
a—+iw. wf*(a+iv). ofr(a+io+?) wf?(a+:vw). of'(a+io+?) wf(a+ivw). of(a+iu+). 2 2 2
Pour savoir comment ce Tableau a été calculé, il suffit de dire que, pour éviter des multiplications par w, on a déterminé les valeurs, non de f(x), mais de
fée f(x) = 04/ ra sin?æ,
pour æ — — 8°, — 4°, 0°, .….; on en déduit, par des soustractions successives,
les différences des quatre premiers ordres, en les inscrivant à gauche, ce qui Oo
est plus facile pour les calculs ultérieurs. Reste à dire comment on a obtenu la
. G) colonne des (a + 10 + 2). La formule (a) donne
(25) of(a—?)=-<0f(a+
ÊX wf'(a) — = RG). . à
on a d’ailleurs, pour «a — o°,
wf(a) = + 0,069 8132, Wf" (a) = -(+ 0,000 0850 — 0,000 0850) — 0,
Do (a) — = (+ 0,000 0011 — 0,000 0011) — 0;
il en résulte, d’après la formule (25), G) sta = °} — — 0,034 9066;
\ Û (Q) avec ce nombre, on achève la colonne des (a +10 + = La formule (A) donne ensuite : I $ M G E(Z)=&f(a bio) — re Hfi(a+ io) + vie +to)...;
on calcule les ‘/(a + iw) en faisant la moyenne arithmétique de . (a) . G) (a + 10 + 2) étde:- if (2 + Lo) — 2) .
On opère de même pour f''(a +iw) et f°(a +iw), et l’on peut former ce nouveau Tableau :
a+iv. wf(a+iw). wf'(a+ivw). w'f(a+iv). —— wf'(a+iw). + fi (a+ to). E (x). o 0 (0) ou? to) (o) 0 ,000 000 4 Se — 1694 607707 ft + 0 0,069 785 8 + 42 — 3368 + 139 3720 + 981 + I 0,139 400 12 + 63 — 5000 + 208 6364 D 1 + I 0,208 678 16 + 84 —- 6569 + 277 4009 + 547 + I 0,277 456 20 + 106 —— 8054 + 345 5084 + 671 + 2 0,345 576 24 + 128 — 9433 + 412 8106 ME +2 0,412 889 28 + 151 — 10684 + 479 1694 + 890 de 5 0,479 259 32 + 175 — 11783 + 544 4599 51982 + 3 0,544 558 36 + 197 — 12707 + 608 572r + 1059 ne 0,608 678 40 + 222 — 13435 + 6714133 + 1120 + 3 0,671 526 44 » — 13939 + 97329112 + 1162 LA 0,733 028
Les w/f*, w/', w'/ sont donnés en unités de la septième décimale; dans E(x), on a supprimé cette dernière décimale. Les valeurs de E(x) sont identiques à celles obtenues par Legendre dans ses Exercices de Calcul intégral, tome TT, p. 73-74. Il convient d'ajouter que les formules dont Legendre s’est servi pour calculer ses Tables elliptiques sont identiques aux formules (A), (B), (A) et p').
78. Calcul des intégrales secondes par la méthode des quadratures. — On a fréquemment à calculer des intégrales telles que
ee az | f(z)dzx;
nous remplacerons f(x) par sa valeur déduite des formules d’interpolation; nous supposerons
DU NEA ho 0 DUT; 2 2
ce qui nous donnera
Z ee pe fe ffta+no)an.
Or, on peut écrire
n 0 n f(a+no)dn= | + f $ Qe 0
tirer | de la formule ( A’) en y faisant : — 0, et | de la formule (x) intégrée.
Il vient ainsi
fa + nu)dn =f(a) 2 fa) + fa) —. RE
+ nf(a) + = n° LA (a)— = fu) st | + & D RO AL
: NE : : NE ñ I * d’où, en multipliant par dr et intégrant entre les limites — = et +: ce qui
fait disparaître les coefficients des puissances impaires de »,
[rte + no) dn?="tf(a) — — f'(a) Dee = f°(a) SR
+ reg. |+ FACE ESS
d’où, en réduisant,
He [fa + nu) du =\f(a) — tree ZT Pia) —....
Si l’on augmente les arguments de w, 26, ..., tw, on trouvera les valeurs des intégrales
CARE All + = alt L > pe # Fi T2
wi
Wii WI
en ajoutant, il vient
[an [rte + n)dn— (a) rare)... Ei(ar de)
(26) LE Les Lf'(a)+f(a+owo)+...+fi(a+ivw)]
crues Lf(a)+f(a+o)+...+ft(a+io)]
Or,on a à: 6) . 3 6) LL a = ee - # NL Lars Cr ol (a+io+r = f(a+iw + w)—/f(a), re fi cu Fat PR PONS ee EC : + fl {a + a la -fila+io : = f(a+iw) — f(a—w);
il en résulte, en ajoutant, (27) 2f'(a)+2f'(a+o)+...+2fl(a + iw) — 2f(a + 10 + 2) — f (a) — f(a — w);
grace à cette relation et aux relations analogues pour les ‘f et /*, la formule (26) peut s’écrire
: (O) , A+ ÈO + = A+ 0 2 à 5 — f(x) dx?
(28) eue A . DEN J : ; RAS D. SUR LS 2 < : FN 6) ns £ ie H LG) - ri = 24 De ee SAONE | T 1920 (a + 10) + — De Rens À 7 = < É a Na) Real 2 [f(a) + f(a—w)] me LF(a)+ (a —0)] +...
On voit que, pour pouvoir utiliser la formule de réduction (27) dans le cas
des ‘/, nous avons supposé formée une colonne des ?/, en partant d’un nombre arbitraire ?f(a), et déterminant les suivants par les relations
(29) (a e 2) Pere ES (
Nous déterminerons ?f (a) par la condition que la seconde ligne de l’équation (28) disparaisse, ce qui nous donnera
re Ge Ce 2 nt 779 OS CO Ce EEE = LES (a) + (a — 0) =?/(a) — 2 Y(
\ se 6) d’où, en remplaçant Ja = = | Darsa valeur (29),
P'(e—2)+ te) +f (a — 0)
Jla)=— ges )+
mr HUE NCEs
Tone Wie) Ye 0).
HA (ae 0) ete) 2) La ae ol...
On trouvera, d’une manière analogue, trois autres formules pour correspondre aux formules (A), (A’) et (B').
Voici l’ensemble :
a + 0 À + 1 D ef je Ydæ? = ot [ar (nie (et a) (a+ 1)
31 ; 1 TT 'fatso) a+ io)... | (A2) PURE) NAME. hrs r RSA f(a )= = Ja je = S (a) = 1 cadet (a) —..., a (Re) a Jo a 240 60480 tt en ut à Le & “e de " o HAL, Fe DA SEEN f(a+io+: L'antl QE 3 2 2 RD ei ue G) 367 Den La FLO) + 2) 1038367 (a+iu+2)+. + (CB) pale à O\ee pa 6) Move 6) 20e ne Jobs = arr en dope Paie 567680 oh de Po de à f(a)=+ (ao) Laft(a— 0) + P(a)] À 6680 Laf(a ©) + 3/(a)|—...; PA+ EU A+ AU) à à (a) de — ao? [Ce +0) + 7 (a + do) (A!) Fons Fo Fi 2 0 CPR (a+ 1w) ; ur a — =) et ?f(a) sont les mêmes que dans les formules (B; ); | 4 + i 0 +T a+ nu) ë < : … .. À f(a)de—=;:0 (a+ is?) Eyta+ io +?) à L 2 2/4 2 >’ F7 367 (Q)] (B!) di: Sie a nc d-SHDEn VLC Ces +
6) pe s (a — ) et ?f(a) sont les mêmes que dans les formules (A2).
79. Calcul numérique des perturbations par la méthode des quadratures. — Quand il s’agit de déterminer les perturbations causées sur une comète par l’une des anciennes planètes, on ne cherche pas à obtenir leurs expressions analytiques, car les séries seraient, ou divergentes, ou très lentement convergentes, en raison de la forte excentricité de la comète. On peut néanmoins calculer numériquement ces perturbations avec une grande précision. Ce calcul
est utile aussi pour les astéroïdes, car il y en a très peu pour lesquels les développements analytiques aient été effectués.
Dans ces calculs numériques, qui ne sont pas le but principal de cet Ouvrage, on peut suivre plusieurs méthodes; nous n’en donnerons qu’une, celle de la variation des constantes arbitraires. Nous partirons des formules (A) (t. I, p- 433), qui expriment les dérivées des éléments elliptiques au moyen des composantes de la force perturbatrice, rapportées au prolongement du rayon vecteur, à la perpendiculaire au rayon vecteur dans le plan de l'orbite et à la normale au plan de l'orbite.
Nous modifierons un peu les formules (A), en désignant par M l’anomalie moyenne, par Ÿ l’angle dont le sinus — e, et par 0, 00, ..., oM les perturba-
- “ab ; da dôn tions des éléments; au lieu de ==; nous donnerons =: enfin, pour former dù
a > nous retrancherons —>- de la dérivée de la perturbation de la longitude
moyenne.
Les composantes de la force perturbatrice seront représentées simplement par S, Tet W. Nous trouverons ainsi
d 00 Le TSI W
Sing nai —e?
= J'COSL —— ; 2 2 na V1—e
à () W = l'SINVIANS- = 2 na° Vi — e?
I \l mn . 2 + [— pS cosæ +(p+r)Tsinw|], na?e 1 — e?
aèy dt
eur US 5 (se sinæ + T L), di ay1i—e? £
d'oM 1 /pcosw d Ù ha dôn UE or NS {(p+r)Tsinw Al.
oUdE na? ( e na e G ) dé
Fe: [S sinæw + T(cosu + cosw)],
Soit o la raison de la progression arithmétique que nous adopterons pour les arguments #, en employant la méthode des quadratures. Si nous remarquons que la masse d’une comète ou d’un astéroïde doit être considérée comme nulle devant celle du Soleil, nous aurons
Rail na Vi—e—=k VP,
et les formules (30) pourront s’écrire avec plus de concision
=. — (8, W) W,, à a = (9, W) W:, dv a La DNS à Ÿ4 G) DT (wo, S)S: + (æ, T) T,+ (©, W ) W,, (31) 5 Te = (NS JSr-RCUC TEE, 6) ee —(n 19) CA, FT, [A ) se lon à _. = (M, 58, L-(W DT +o f de, [A à p
lo
où l’on a posé, pour abréger,
la Las rsinv He Pr (Wii ne (o, W)=r cosv,
1 0 D COS 5 : (PHr7)sSinæ A (or) HE UN (ae) ST , (©, W)=7sinvtang 2?
(4, S) = a cost sin w, (Y, T) = acost(cosu + cos),
c ak (2, S) ou ee sin d sin #, Cr T) =— se ke, Va Va ?
(oo (M, S)— pcotŸ cosæ — 27 cos, (M,T)—=—(p+r)cothsinw; “à kVP doses + UP Lan WE | k Vp
Le calcul des quantités r, æ et u se fera par les formules connues
Te FCHÉSDELE ]
a —= —; 102,7 3,550007; = ——; 10S ———— —5,314425 n “ 73 sin 1” ENS it < Re u — e!"sinu —M, p=a cos, r Sinw — a CosŸ sin w, r COSw — a(cosu — sin), Diet PE.
Nous supposerons que l’on connaisse les éléments elliptiques osculateurs pour l’époque zéro, 0,, o,, L,. ©,, n,, M,. L'intervalle w est pris généralement
égal à 4o jours ; on a alors log3 kw — 0,314763.
Dans certains cas, on peut être conduit à donner à w une valeur plus petite. Ainsi, dans le calcul des perturbations de la comète d’Encke par Mercure, Y. Astén a employé parfois des intervalles de 2i,5, et même de ri, 25.
80. Calcul de S, T et W. — Soient »lerapport de la masse de l’une des planètes perturbatrices à la masse du Soleil, p sa distance à la planète troublée, 1l
suffit de se rappeler les expressions
fall C !
Er km' É —? — a) - 3 13 ) 7
NT
des composantes de la force perturbatrice, et de remarquer que, relativement aux axes auxquels se rapportent S, T et W (rayon vecteur, etc.), on a
et il en résulte
NS r S, = Ù EEK ) l DE }
VP okm , 1 => —— " K, VP
Wien Lust
Ro er ere
Sn?
FE
Le signe > se rapporte aux diverses planètes perturbatrices. Dans ces for-
mules, # doit être exprimé en sécondes d’are, afin que les perturbations des éléments soient elles-mêmes en secondes. La Table ci-dessous, empruntée à l’'Ouvrage d'Oppolzer (Lehrbuch zur Bahnbesummung der Kometen und Planeten, t. II), donne dans l'hypothèse de w = {oi les valeurs de log(wkm') pour les diverses planètes :
Mercure 2,26€ Jupiter 5:1315059
Vénus SAUENE.. Lise 2 +1 100700
La Terre Uranus 0,809 6 Mars Neptune 0,857 6
Reste à calculer £’, ’et C’. Soient N et B’ la longitude et la latitude hélio-
centriques de la planète perturbatrice, rapportées à l’équinoxe moyen x de l’époque adoptée, et à l’écliptique xy de cette même époque. Soient z le pôle boréal de l’écliptique, Q celui de l'orbite de la planète troublée,
P’ la position de la planète perturbatrice, M’ sa projection sur la sphère.
On aura zN—=6, YNA—Y, zN+NO—X, CM'—6.
Posons
NB=E;, BM' — B.
Le triangle sphérique QzM’ dans lequel on connaît deux côtés Qz — p, 2M'= 90° — f, et l'angle compris QzM' — 90°+ X — 0, donnera, en lui appliquant le groupe des formules de Gauss,
sin B'— sinÉ cosp — cosB' sino sin(\ — 8), (34) cosB’cos L'— cosB'cos(?'— 6),
cos B’ sin L'— sinB/ sing + cosB'coso sin(X — 9),
et ces relations donnent L'et B’. Soient maintenant P la position de la planète troublée, M sa projection sur la sphère céleste, on aura MB — L, — v,
CE =rtcosbB'cos(L'— 0), (35:) n'=r'cosB'sin(L'—),
Gr Sin,
Les éphémérides donnent r’, N et 6’; les formules (34) serviront à calculer L''et B', après quoi on tirera £’, / et C’ des formules (35). T. — 1V. 2
81. Indications sur le calcul des quadratures. — Supposons que, dans les seconds membres des équations (31), on remplace les éléments osculateurs 0,o,... de l’époque #, par ceux 0,,9,, ... de l’époque £,; ces seconds membres deviendront des fonctions de 4 et de constantes connues. On calculera leurs valeurs pour des époques équidistantes
A—20, A—0, dd da,
Fe OO 0 — 0) -h20):) 21008
de sorte que l’on aura ANEAURE es
Considérons, par exemple, la formule
d d8 Bone (0, MOW.:
et posons (8, W)W,=j{(a+io)—/f(t4t).
On pourra former le Tableau des différences f(a—2v) f(a—o)
Un aura ensuite
(37) »30= f AC [ f(e) de.
On emploiera, pour calculer cette quadrature, la formule (A), page 183,
,A+iv
f{t)dt=0 Lta+ in) 5 fa + in) nie na ns : À
dont les deux premiers termes suffisent presque toujours; la constante 4 6) : cs ; J{a —- 2) sera déterminée par la formule (a’), page 183,
I I I 17 I 1 es PL #/ f3 A— = — a D}+< A— —G)—..., /( 2 ) ms 2 ) 5160. ( 2 )
où le second membre est connu; on pourra ainsi former la colonne des '/ dans le Tableau (36). Les formules (37) et (38) donneront
(39) 36 —1f(a + io) — = f(a+io) +...
On pourra donc calculer les perturbations 20 de la longitude du nœud ascendant, pour les époques équidistantes #,— 60, 1, — 20, 1, + 20, .... On procédera de même pour les autres éléments; comme les perturbations s’annulent pour t — t,, les éléments 0,, »,, ... seront bien osculateurs à l’époque £,. Il faut remarquer que l’on n’obtiendra pas la valeur de 2x, mais celle de w nr — 4o ên,
dù dôn
ne é : à n ; car dans les formules (31) on à écrit avec intention w° ee A lieu de w ne À
Il y a lieu de considérer d’une façon spéciale la perturbation èM et de poser
0M — 0,M +0M, en prenant
& PAM (M,8)S:+ (M, T)Tss do,M ‘don - (a) di = Sri .
On calculera à,M comme 80, do, .... Pour ce qui concerne à, M, si l’on fait, pour plus de clarté,
N : dèn
=, 8)S1+ (2, T)Ti= D(4) = (a + iv),
A t ME ff &tar.
FR St
On déterminera cette intégrale seconde par la formule (A), page r89, qui donnera
on aura
: EUR © d2M—°®(a+iw) + . D(a+in)+..., les constantes d'intégration étant déterminées par les formules
I I f 19 ne I D PE he lo) pe spa ele +, 2 2 2 2700 2
24 (a) — te a)
56 [ad (a — w)+D'(a)]+...,
qui permettront de former les colonnes des ‘® et *®; les seconds membres des formules précédentes sont connus.
On aura donc des valeurs approchées des éléments osculateurs aux époques ty — Goi, 4, — 20i, t, + 20, ...; on pourra, avec ces valeurs, reprendre le calcul des quantités (0, W)W,, etc., et obtenir ainsi les perturbations définitives.
Le lecteur pourra voir, dans l’Ouvrage d’Oppolzer, comment il est possible d'éviter ce double calcul, ou plutôt de le faire au fur et à mesure en même temps que le premier. Mais c’est un détail sur lequel je ne crois pas nécessaire d’insister 101.
82. Transformation pour le cas des orbites très excentriques. — Au lieu de a ou de z, il convient d'introduire la distance périhélie
dn dh Se RARE IE (1—e) 7 a COSŸ 7”
d’où, en remplaçant 1 par leurs valeurs (30), et réunissant les termes
en SetenT,
1—e)?sinw I—e Ÿ S + —— (1+e) (cosu + cosw) | T
nVi—e nvi-eL
Remplaçons
_Cosw —+ e COS par RENE) ll + e COS”
et transformons: il viendra
Tel: “s dq S 41 2
) [54 2 = — — sin + = ( - e COS? =) dt kVp 1 Hype e
d’où, en mettant À au lieu de Set introduisantS, et T,, par les formules (32),
har œ Y au 4q a ;
û ES CM |, Sin = 2008 7").
(40) gs: Ann 2 (14 2):
c’est la formule cherchée.
En second lieu, il convient d'introduire le temps x du passage au périhélie. On a, pour la longitude moyenne,
L—e+ fndt=v+ n(t—7
d'où
de
Fee ds da ; 5 si l’on remplace +, + et x Par leurs valeurs (A) (t. T, p. 433), on trouve ai-
dt sément
L 3a(t—7T D — Sr Fi L Se sinw + T£ = me | —Scosw+T(r+ = \sinæ|, dE k? kVp ke? P =
d dT
; Te dr ou encore, en introduisant S, etT, et remplaçant en Dale
= Sean 2e HE
= — É esinæ|s, dl k e VP |
avr É = on vr | D;
c’est la formule demandée.
Lorsque l’inclinaison est très faible, pour éviter le petit dénominateur sino,
sin o sin 0 sino cosô —— a QU lieu de o et de 0.
De même, dans le cas d’une excentricité très petite, on évitera Le diviseur e en in-
esins € COSS troduisant D Snir au lieu de e et &. Nous avons déjà parlé de ces com-
binaisons d'éléments (t. I, p.170), et nous ne développerons pas les calculs.
il ya lieu de prendre pour éléments
Remarque. — Pour bien faire comprendre l'esprit de la méthode des quadratures, il convient d'observer que l’on ne peut pas passer d’une époque à une autre sans avoir à tenir compte de toutes les époques intermédiaires. Supposons par exemple que l’on veuille savoir quelle était la distance périhélie de la comète d'Encke le 1° janvier 1601. On sera obligé de calculer en même temps la valeur de g pour toutes les époques intermédiaires, de quarante en quarante jours par exemple, ce qui représenterait une masse formidable de calculs. Tandis que, si l’on avait le développement analytique des perturbations de g, il suffirait de remplacer # par sa valeur, le calcul étant aussi rapide pour une époque très éloignée que pour une époque très voisine.
Outre les Ouvrages déjà mentionnés sur l’interpolation et les quadratures, le lecteur pourra CRAN a ù
Excke, plusieurs Mémoires, dans les trois Volumes des Astronomische Abhandlun gen.
LaGranGe, Œuvres, t. IT: Sur une nouvelle espèce de calcul relatif à la dren tie. lion et à l’intégration des quantités variables.
GRUEY, a sur le calcul numérique des perturbations des petites planètes au moyen des . atures (Annales de l’École Normale, 1868).
BaizcauD, Sur le calcul numérique des intégrales définies (Annales de l'Observatoire de Toulouse, 1. I).
F. TisseranD, Sur un point du calcul des différences (Comptes rendus, 28 mars 1870).
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DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT DES COMÈTES LORSQU'ELLES APPROCHENT TRÈS PRÈS DES PLANÉTES.
83. Les formules du Chapitre précédent permettent de calculer numériquement les perturbations des éléments elliptiques ou paraboliques d’une comète par les planètes. Ce calcul présenterait de grandes difficultés si la comète venait à passer très près de l’une des planètes; on peut heureusement suivre, dans ce cas, un procédé très expéditif qui a été indiqué par d’Alembert dans ses Opuscules mathématiques (t. 1, p. 305), et développé par Laplace dans ses recherches sur la comète de Lexell, et plus tard enfin par Le Verrier. Nous allons exposer ce procédé.
Soient
æ, y, z les coordonnées rectangulaires héliocentriques de la comète ;
x’, y’, 3! les coordonnées de la planète, que nous supposerons être Jupiter;
£, n, les coordonnées jovicentriques de la comète, rapportées à des axes parallèles aux axes fixes.
Soient encore
m, la masse du Soleil; » celle de Jupiter; p la distance de la comète à la planète: retr les distances au Soleil.
On aura les équations
DID
: : ; [ms im. ( =. de
PARLE Le + fm = (2 : 4
SRE
PE + fe à fn (TE
dx! ; BTE + f (Mo + Im!) 75 SO;
En faisant, dans la première des équations (1), DFE, Y=Y' +", De Sie CO
et tenant compte de la formule (2), on trouve la première des équations suivantes :
de Ë æ! æ
da 7 JE FL Te (£ 7 ap Pan 0 un Di
(3) ns Fa 2) dc Lu ra 3
AS Mes A Ne DA UT
de + fm à ENS (& à)
Les équations (1) conviennent au mouvement héliocentrique de la comète; soient R la force provenant de l'attraction du Soleil; F la force perturbatrice ; on aura
m EE æ!\? Y— y EN\2 3 2 2" N\3 R — pu, F=fn'/( set . + ( ER +) F 3 Bi ï p° 1? p r p° Î
Les équations (5) conviennent au mouvement jovicentrique produit par l’attraction R’ de Jupiter, et la force perturbatrice émanant du Soleil; on aura
0 DR ! NE y! NC 3! AIN R'— p? ? F = fm F5 70 à r'8 p3 A ré rein
Si nous écrivons la condition
RL
nous aurons léquation d’une surface pour tous les points de laquelle il y aura un égal avantage à considérer le mouvement héliocentrique troublé par l’attraction de Jupiter, ou le mouvement jovicentrique troublé par l'attraction du Soleil.
Re se : ) m' ns se h Si l’on désigne simplement par 7» le rapport 7 On trouve que la condition (4)
devient DE cles ST 1 Î !
& I I DE et) Hire I I TT ñ &SZ (5) mr A/=+ +2 je ae PA/—=+-r —2 29 .
p* ja p° ÿ 6 3 7 1 mr!
Soit posé alE + y'n Si Aa br"
u sera une fraction petite, car c’est évidemment près de Jupiter seulement qu’il
peut y avoir avantage à faire la transformation indiquée. On aura ensuite zœ' + yy +33 = x'(x'+Ë) + y'(y'+n) +3 (3 +) — r'?(1+ u cosô), = (x '+E) + (y +n)}+(s +6) = 7rt(i + aucost + u?).
En faisant ces substitutions dans l’équation (5), on trouve
, (1+oucos0 + u?
—2 L mou ne -(1+oucos0+u?)—2(1+ucos0)(1+aucosô + u?)}?,
(1+ 2u?co0s0 + ut)?
ou bien, en développant suivant les puissances de uw,
m'= u*(1 — 4ucos0 +.. Va + 3 cos? 0) + 4uÿcos0 +...,
ec ie 1 + 6 cos? 0 NB UNVrE 3 cos" 0. | nu CoSQ a, 1 + 3 cos? 0
m'? 5 2 m'2 5, + 6 cos? 0 = | "| + > c0s0 | — — a Vr- 5 cost J Vr+ 3 cos? I 9 COS
: 1 En remplaçant »° par Re dans le cas de Jupiter, on a, dans tous les cas,
m'? 5 E—— IR 0,000, Vi + 3 cos?0
et l’on peut se borner à
m'? ; et Al a — 5 ï Vi+3cos* 6) ”
c’est l'équation approchée de la surface cherchée, en coordonnées polaires p et 0, l’axe polaire étant le prolongement de la droite SP qui joint le Soleil à la planète, et l’origine au centre de la planète. Cette surface est de révolution autour de la droite SP, et ne diffère pas beaucoup d’une sphère, puisque p varie entre les deux limites
mi é
LT et —— r,
dont le rapport =1,15; on peut donc admettre que la surface définie par la condition (4) est sensiblement une sphère de rayon —/»""r", ce que Laplace (!) nomme a A : 4 ] ; » sue ’avtôr a bre : E ; la sphére d'activité de la planète; à l'extérieur de cette sphère, on a & < y; il y
a avantage à partir du mouvement héliocentrique de la comète, et à déterminer
DURE : A 1) Laplace prend 7 = m'? pour le rayon de la sphère d'activité. Ï A y
l'est plus avantageux de considérer le mouvement jovicentrique et de calculer ensuite les perturbations provenant du Soleil. La sphère sépare, en quelque sorte, le domaine de la planète de celui du Soleil: sur sa surface même, on a, dans une évaluation approchée,
F AT 2 p? p* mn re , [(1+3 cos?0 — IN! — DE COS CRE nm), R p? ne ie 0? m'? ;
’ ; s pe x F’ les perturbations causées par la planète. A l’intérieur de la sphère, on a K <
SE|no
Dans le cas de Jupiter, on trouve que le rapport = varie sur la surface de la
ù 7 KR Ÿ sphère, entre les limites Vm' = 0,25 et V16m = 0,43. Voici le Tableau des rayons des sphères d'activité pour les diverses planètes, exprimés en prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil :
MOFGUTO: 10 a dd 0,001 AUDILOR ni 0,323 RCI RP ne 0,004 BAPE A ratios 0,363 Ponhonre. tiers. 0,006 Drague tante 0,339 ILES ARE EE PARRELE RS 2e UE 0,004 NEDIHNOs RUMEURS 0:07
84. Cela posé, considérons une comète qui s’approche beaucoup de Jupiter; . CA N I 4 tant que sa distance est supérieure à 3; Environ, nous pouvons calculer les valeurs
numériques des perturbations des éléments héliocentriques par les formules du
Chapitre précédent. Puis on déterminera les coordonnées héliocentriques x, Ste D UN de de à - , ù 3 et leurs dérivées —, “7, , à l’instan la distance o devient égale à Y u CTIVOGS nr rte? nstant où pe devient èg peu près au tiers de la distance de la Terre au Soleil. On en conclura les valeurs numériques de
ia. Are ; Lan -, és —=L—%, N—Y —Y» Co—= 2 — 2,
EN dx dx! di \ Cd dy (e. Her de SOU Eee ENTRE AE REP TN
Avec ces valeurs des coordonnées jovicentriques et de leurs dérivées, on caleulera (*) les éléments de la section conique que la comète décrit dans son mouvement relatif, à l’intérieur de la sphère d'activité. Cette section conique pourra être une ellipse ou une parabole et même, le plus souvent, une hyperbole. Si l’on néglige les perturbations de ce mouvement à l’intérieur de la sphère, on dé dn d£
calculera les valeurs de E, n. =, Met © OU or
à la sortie de la sphère d’activité.
; 14 Sotent &,,.,:, () les valeurs obtenues, x’, V4
dz!
ET (T) les valeurs corres-
(1) Poir notre Tome I, Chap. VI.
D IV
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pondantes des coordonnées de Jupiter et de leurs dérivées; on aura
dz -
a Are dé a et at
Avec ces valeurs des coordonnées héliocentriques et de leurs dérivées, on pourra calculer les éléments de l’orbite héliocentrique, qui permettront de suivre la comète en tenant compte, au besoin, des perturbations provenant du Soleil.
La première comète de 1770 a présenté des difficultés aux astronomes, qui ne pouvaient pas arriver à représenter son mouvement par une parabole, jusqu'à ce que Lexell eût reconnu qu'elle décrit une ellipse en cinq ans et demi environ; cette orbite satisfait à toutes les observations. Une difficulté subsistait néanmoins : une comète de révolution aussi courte devait revenir souvent; or, On ne l'avait pas observée avant 1770, et on ne l’a plus revue depuis. Lexell a donné une explication : il a remarqué qu’en 1767 et 1779, la comète avait dû passer très près de Jupiter, et que l’attraction de cette planète avait pu diminuer une première fois la distance périhélie de la comète, et la rendre visible en 1770, d’invisible qu’elle était auparavant; en 1779 la même attraction avait pu faire reprendre à la comète sa distance périhélie d'autrefois et la rendre de nouveau invisible. Mais cette induction demandait à être vérifiée par le calcul. C’est ce qu'a fait Burkhardt, à la demande de Laplace; ses calculs ont montré (') qu'avant 1770 la comète décrivait une ellipse de demi grand axe 5,06 et de distance périhélie 2,96; en 1779, l'attraction puissante de Jupiter a de nouveau transformé l'orbite, lui donnant un demi grand axe —6,37 et une distance périhélie — 3,33. On comprend ainsi que la comète n’ait été visible, ni avant 1770, nl après 1779.
Le Verrier a repris l'étude de ces perturbations dans son beau Mémoire Sur la théorie de la cométe périodique de 1550 (Annales de l'Observatoire de Paris, t. III). La discussion complète des observations lui a montré que les observations de 1770 ne déterminaient pas entièrement les éléments, mais qu’on pouvait les exprimer tous en fonction d’une indéterminée susceptible de varier entre des limites encore assez étendues; il a fait un Tableau des systèmes d'éléments que la comète a pu prendre postérieurement à 1770, de sorte que, si l’on trouve dans l’avenir une comète dont les éléments coïncident avec ceux d’un des sÿstèmes précédents, on pourra voir de suite si c’est la comète de Lexell qui nous serait enfin revenue. Il faut dire toutefois qu’en donnant à l’indéterminée certaines valeurs, on trouve que la comète a dû se mouvoir ultérieurement dans une parabole, ou même dans une hyperbole, auquel cas iln y aurait plus d'espoir de la retrouver jamais.
(1) En rectifiant une faute de signe reconnue par d’Arrest; voir le n° 4087 des Astron. Nachr.
85. Intégrale de Jacobi. — Il résulte de ce qui précède que, sous l'influence des perturbations d’une grosse planète telle que Jupiter, les éléments elliptiques d’une comète peuvent éprouver des variations considérables. Supposons que l’on ait les éléments de deux comètes que l’on suppose identiques, mais qui aient été troublées par Jupiter. Pour décider la question de l'identité, il faudra se livrer à des calculs numériques très longs et souvent inutiles. Il serait précieux d’avoir un crüerium, permettant de décider a priori si les deux systèmes d'éléments peuvent ou ne peuvent pas correspondre à une même comète.
J'ai pensé que l’entégrale de Jacobi serait en état de répondre à ce but.
Rappelons d’abord dans quelle circonstance cette intégrale existe.
Considérons une planète P’ décrivant un cercle autour du Soleil, et un astre P, de masse évanouissante, troublé par P’. Prenons le plan de l'orbite de P’ pour plan des æy; soient a’ le rayon du cercle, /’ la longitude, m' la masse; æ, y, 3 les coordonnées de P, p la distance PP’.
Les équations différentielles du mouvement de P seront
die CR à ee ee) use lé — ,
dE? 13 oi .
De ne = = Km (= rt ne )?
Le ss ee = Aime ,
| p=(r—-aeus be (Cratsiné) te, (6) | l'=ni+e, Pen
On en déduit
d he (5) æ _ eu _… = km'a'(x sinl/!— y cosl') (= — a) dx dx : dy dy : eds 0e "dr dt de? dt ae dt dE Ÿ nd
Fee FN a'cos dx dx à dant y dy 2142 1 {dx ro Gi L ne p$ dé p5 2 A 0 MA LRQ e. me
Or, on tire des formules (6)
a ( æcosl'+ y ne
d. 4 5 _ = G cos l'— x) (T + n'a'sin !) +(a'sinl"— y) . — n'a cos r) — 3 g | dy
LPO : n' —— cos l'+ “sin /' — (æsinl— y cosl) (% ru Tan GR FA
et, grâce à cette relation, nous pouvons écrire l'équation (8) comme il suit :
2 dl de? r p a'=
AS (== dy? + d=° 22) nd É æ COS l'+ fe | Ê = km ] ES
(9) ; 2 APE à Se ( S / ; .
+ Æm'n'a'(x sinl!'— y cosl') (z VAR am)
En combinant les formules (7) et (9), on trouve
1 d'/dx°+ dy + ds? = U ee 2 , d'A: moos lee PSN, 3 a | Lee ad TT
dit? T5)
on en déduit immédiatement l'intégrale de Jacob: (‘ æ)
Ce
1 dx? + dy? + ds? id nos : 1 æcosl'+ y sin/ 2 del? : A 0 a’? )
Appliquons cette intégrale à une comète troublée par Jupiter; 1l faudra donc négliger l’excentricité de cette planète. On aura, en désignant par a, pet le demi grand axe, le paramètre de l’orbite de la comète, et son inclinaison sur le plan de l’orbite de Jupiter,
dar yon de rat L dy dx
de? ar . DE
— A piCosr,
il viendra, en comparant les valeurs à,, ps, & et @,, p,, ,, qui correspondent à deux époques £, et £,,
2 V/Po COS bo om (2 Zocosh + Josin à)
— a' Va! a
2 WP: COSü : 1 = Gros, sn).
a! Va! P a”?
Prenons pour 4, et 4, les époques d’entrée dans la sphère d’activité et de sortie, nous aurons p, = p,; en outre, les différences æ, —æ,,7, — ÿ4, l —{ sont petites, parce que la comète ne reste pas longtemps à l’intérieur de la sphère. Nous aurons donc simplement
2 Po COS é 1 2 /p, cosi . LPienh 1 av à
di a'Va' a; a'W/a}
Tel est le critérium cherché; nous l’avons fait connaître dans le Zulleun astronomique (t. VI, p. 289), et il a été depuis employé souvent avec avantage, notamment par M. Schulhof.
On peut en étendre un peu la portée, en remarquant que l’on n’a pas besoin
(1) Voir les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t, WI, p. 6.
PERTURBATIONS DU MOUVEMENT DES. COMÈTES. 205 de supposer l'orbite de Jupiter exactement circulaire; il suffira qu’elle diffère peu d’un cercle dans le voisinage de la région où s’opèrent les grandes perturbations de la comète; cela sera plus exact dans le voisinage du périhélie ou de l’aphélie de Jupiter. Mais alors on devra remplacer »” par
doi END EU
di Fe Nr
(sensiblement);
on aura donc à très peu près, avant et après les grandes perturbations,
SNOW COS Er || 24/4) pp coeu (12) eo == l ,
do 7
où r désigne le rayon moyen de l'orbite de Jupiter, pendant la durée des grandes perturbations.
M. Callandreau, dans son Mémoire Sur la théorie des comètes périodiques (Annales de l'Observatoire, t. XX), a montré comment on pouvait tenir compte de la première puissance de l’excentricité de l'orbite de Jupiter.
86. Considérations générales sur les comètes périodiques du groupe de Jupiter. — Nous reproduisons dans un Tableau les éléments d’un certain nombre de comètes périodiques :
a. re ü— (2. l.__ a(i+e). a(i—e). œ. ©, — l,
ÉDCkKOr 451. 0 1795 DO 14 182 335 4,09 0,33 0,580 + 2 Blanpain* (1).... 1819 2,85 9 350 247 4,82 0,88 0,555 0 Helfenzrieder*... 1766 2108 8 177 80 545 0,41 0,487 — 9 Fompelrit.it 1873 3,00 13 185 125 4,65 Do 0,571 + I Balnard nn à 1884 3,08 b* 301 126 4,84 1,42 0,567 0 13,57 1 C6 ANSE AR 1844 3,10 3 279 162 5,02 1,18 0,556 + I Tempel-Swift... 1869 STI 5 106 229 5°, 16 1,06 0,544 0) Brorsen:.i....:. 1846 Gui 31 193. 289 510 0,66 0,475 +13 Winnecke ...... 1858 3,14 11 162 113 5,00. 0,79 0,072 — 17 EC) Se tPAPENIE 1770 3,16 2 224 184 5,66 0,66 0,500 — 8 Fempolss 2.12 1867 3,19 6 125 60 4,82 1,96 0,570 — À Piotr 1783 #20 45 354 233 ÿ,0û 1,47 0,487 — 3 BarRard rte 1892 3,41 31 170 » 5,40 1,43 » »
BEDOËS7 4.4.1. 1886 3,41 13 177 53 5,49 1,09 0,533 — 3 Spitaleré.,....:. 1890 3,44 13 13 228 5,06 1,82 » »
Dépresla!:i 1851 3,44 14 175 109 STE Dr 0,519 —10 d'U I RMRAte 1858 9,02 20 26 o 5,88 1e Eû 0,505 +21 PA 5 Gus 1886 3,94 3 316 205 6,09 0,99 0,502 —17 À; 0 SEE 1884 3,58 25 173 210 5,58 1,58 0,518 — Il Bible. SUN 1772 3,58 7 273 268 6,16 1,00 O,491 Da Holmes". 00 1892 3,62 21 12 » LE 2, 14 » »
Drcokor. Sue 1889 3,67 6 344 185 5,39 1,95 0,550 — 3 Favensie diese 1843 3,81 11 201 209 Ja 1,68 0,929 +21
Dans ce Tableau, l'est la longitude du point de l’orbite de la comète, qui est
(1) On a marqué d’un astérisque celles des comètes qui n'ont été observées qu’à une apparition.
le plus voisin de l'orbite de Jupiter; &, = © + 1802 est la longitude de l’aphélie
de la comète et « désigne la quantité définie par la formule (r1). On peut faire quelques remarques sur ce Tableau :
1° Toutes ces comètes sont directes, et les orbites peu inclinées sur l’écliptique : la moyenne des inclinaisons = 14°; les comètes paraboliques au contraire sont tantôt directes et tantôt rétrogrades.
2° Les distances aphélies ne diffèrent pas beaucoup de la distance moyenne de Jupiter au Soleil. |
30 Dix-huit des valeurs de & — & sont assez voisines de o° ou de 180°.
La liaison des comètes précédentes avec Jupiter ne parait pas douteuse. On peut se demander comment il se fait qu'un certain nombre d’entre elles n'aient été observées qu’une seule fois, et que les autres, récemment découvertes, n’aient pas été aperçues auparavant. Ce qui s’est passé pour la comète de Lexell est une indication.
La même chose a eu lieu pour la comète Wolf de 1884; du moins, M. Lehmann-Filhès a montré (Aséron. Nachr.., t.CXXIV,n°2953) que cette comète a passé très près de Jupiter en 1875, qu'elle a éprouvé de ce fait des perturbations considérables, et qu’antérieurement elle décrivait une ellipse de distance périhélie 2,55, assez grande pour avoir empêché la comète d’être visible. D’Arrest à montré de même (Astron. Nachr., t. XLI, n° 1087) qu'en 1842 la comète de Brorsen a beaucoup approché de Jupiter, et qu'antérieurement sa distance périhélie était 1,50, plus du double de ce qu’elle a été ensuite. On est ainsi amené à penser que les comètes dont il s’agit se meuvent dans leurs orbites actuelles à la suite de grandes perturbations provenant de Jupiter, qui les aura ainsi capturées. Cette action perturbatrice pourra s'exercer dans l’avenir dans des conditions telles que les distances périhélies après la perturbation soient assez grandes pour que ces astres deviennent de nouveau invisibles. L'étude des grandes perturbations des comètes par Jupiter est donc extrêmement intéressante: mais elle doit être appuyée dans chaque cas sur des calculs numériques précis, et généralement fort longs. J'ai tenté une recherche analytique dans un cas spécial, celui où la comète décrivait d’abord une parabole, et Je vais donner ici un abrégé des résultats auxquels je suis arrivé (Bulletin astron., t. VI, p.241).
87. Capture des comètes paraboliques. — Commençons par l'examen d’un cas particulier que l’on peut traiter bien simplement avec le seul secours de la formule élémentaire
Soient, à un moment donné, S et J les positions du Soleil et de Jupiter; je considère une comète parabolique en M,, au moment où elle pénètre dans la
sphère d'activité de rayon JM, — b; je suppose que l’angle SIM, soit droit, et que la vitesse initiale #, de la comète soit dirigée suivant le rayon M,J, ou plutôt fasse avec ce rayon un angle très petit. La vitesse », pourra être calculée par la formule (13), dans laquelle il sera permis de prendre
me cp to Li Pertes LE
De Te 0 VE
Si, pour simplifier, on fait abstraction de l’excentricité de l'orbite de Jupiter, sa vitesse #, sera dirigée suivant le prolongement de M,J et aura pour valeur
ce qui donnera
Dans le mouvement relatif autour de Jupiter, la vitesse V aura pour valeur initiale
et la formule / PU À A (14) Vin (R 1) dans laquelle R et A désignent la distance à Jupiter et le demi grand axe de l'orbite relative, donnera, pour R — p et V — V,,
Poe ae (eue eue
Le premier membre de cette équation se réduit à 11,1, quand on y remplace
I p v \ We \ ni ets par 1047 et 0,062. On aura donc, à très peu près,
je:
cette expression du demi grand axe étant négative, l'orbite jovicentrique est une hyperbole qui s’écartera d’ailleurs fort peu du rayon JM,, d’un côté pendant . la première partie du mouvement, de l’autre durant la seconde. La comète sortira de la sphère d'activité très près du point M,, et, puisque la distance R est encore égale à p, sa vitesse V,, calculée par la formule (14), sera égale en valeur absolue à V,, mais de sens contraire. On aura donc
Il ne reste plus qu’à combiner cette vitesse relative V, avec e, pour avoir la vitesse absolue ?, à la sortie; on trouvera donc
a US V3 — Kk ——— :
Vr' Si l’on remplace, dans la formule (13), e pare,, r par, et a par a, On aura, pour déterminer le demi grand axe a, de l'orbite elliptique de la comète après sa grande perturbation,
d’où
c’est le nombre qui répond à la comète de Brorsen ou à celle de Winnecke.
On voit donc que, dans des conditions déterminées, très spéciales, il est vrai, Jupiter peut jouer le rôle prévu dans la transformation des orbites des comètes. Inversement, cette planète peut défaire son œuvre dans la suite et, dans une seconde rencontre, restituer à l’orbite sa forme parabolique. Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que, quand, après un certain nombre de révolutions, la comète arrivera à passer de nouveau près de la sphère d'activité, s: vitesse sera plus petite que celle de Jupiter, parce que l'on a a, < Fr. Cest là sphère qui marchera cette fois à la rencontre de la comète; à l’entrée, la vitesse absolue est
V2 \ 9 4 A ° Fr à lientrée, He a la sortie, et, en vr V7
la vitesse relative a pour valeurs, # -
. . . /a ° la combinant avec la vitesse de Jupiter, on retrouve # V la vitesse parabo-
lique.
Il y a lieu de penser que l’on pourra obtenir les valeurs de a, qui conviennent aux comètes périodiques du groupe de Jupiter, en prenant pour le point M,, sur la surface de la sphère d’activité, une série de positions moins exceptionnelles que celle considérée précédemment. Il en résultera une augmentation des chances pour que les perturbations de Jupiter produisent le changement requis; mais, pour aborder le cas général, il faut avoir recours au calcul.
88. Je continuerai à faire abstraction de l’excentricité de Jupiter, et je supposerai que la comète et la planète se meuvent dans le même plan.
Soit (/ig. 7) H, l'angle que fait la vitesse relative V, de la comète avec le rayon vecteur JM, mené de Jupiter au point M, où la comète pénètre dans la
PR Fig. 7.
sphère d'activité. Représentons par X, Y, R, © les coordonnées Jovicentriques, rectangulaires ou polaires, de la comète. A l'entrée dans la sphère, en M,, on aura
à la sortie, en M,, FR; [0]
Les formules bien connues (T. I, Chap. VI) donneront les relations suivantes, pour calculer les éléments P, E, II de l'orbite Jovicentrique (paramètre, excentricité, longitude du périjove),
de | 0 CRC ju TOP H,,
(19) E sin(@,— 11) — a e sin H, cosH,,
E cos(9, — IT) — nt o sin? H, — r.
On a ensuite
2JM=—@, AJM—=M—0, AJM, —0, —II—AJM,,
d’où (6) 6, +0, = 211; puis, ) X—=RcosO, Y—=Rsin0, RE D TAN.
nu d On en déduit sans peine pour les valeurs de = et de _ aux points M,etM,, !
— (sin0,+E sinIT), X, —=pcosé,, m' — (cos0,+ E cosiT), ni —— (sin0,+E sinIl),
. (cosO, + E cosIl),
On pourrait ramener les expressions précédentes à ne dépendre que de p et 6,, si l’on remplaçait P, E, II et ©, par leurs valeurs (1 5)et (16); mais nous ne ferons cette substitution qu'un peu plus tard.
Soient æ et y les coordonnées rectangulaires héliocentriques de la comète, r' et [les coordonnées polaires de Jupiter; on aura
HETICOST SE À, VTT,
dv EI : ! dx dy: IST. 1} aY nee AT ne COL 2
dx? dy?
de dar
pi—
dY axe.
—V?+n?r2+on'r! { dY COS = SIN e).
\de dt
Si l’on désigne par 4, et /, les valeurs de / qui correspondent aux positions M, et M, de la comète, et si l’on remarque que V; — V;, on trouvera
Re PR ue (18): pi ae | nu de Fes
On a, d’ailleurs,
d’où
et, en ayant égard à la formule (18),
Lu “ cos, — so cos l' k Vr! LUEUR Ni dt) us f de sin /'
Fe. sie nd Fe a
ax Si l’on remplace (%) >... par leurs valeurs (17), on trouvera
php" ON nr UC HO NUL 060, EE Me) PDA sin — sin Na: CR P D) 2 2 2 LUS AE Ê E er RES à Frot I +r4/27 sin (AA 1) sin 4e + T (EE), P 2 2 Ar, F4
d'où, en remplaçant @, par sa valeur (16),
%: STE ! ll GERS fée M sin HR 0 ci sin “UE Piper bia) MU + P 2 2 0 HE + E . sin Lorie IT } sin Fa HU Sr Ê 2 A OMAN F0
l — 1, mouvement de Jupiter durant le passage de la comète dans la sphère d'activité, est une petite quantité dont on ne pourra tenir compte qu'après une première approximation. On est ainsi conduit à prendre comme base des calculs, dans cette première approximation, les formules suivantes, dans lesquelles
nous avons supposé en outre a, — «, c’est-à-dire l’orbite initiale parabolique,
(20) — —=S, (21) y à sin(/, —Il)sin(®, — IT).
Il sera facile de tenir compte ultérieurement des termes qui viennent d’être négligés.
Posons (22) AE Mi in
(29) B ml Fr = 64,9, (24) Po—= d, — O4.
On voit que #, est l’angle formé par le prolongement du rayon SJ avec JM... En vertu des relations précédentes, Les formules (15) deviendront
5 Fan = ERA Rr RENAN 2 oo P Ar Sin, 5 — Gr'sin?H,, (26) ;
E sin(6, — IT) — 8}? sin H, cosH,, E cos(@, — IT) — 8}? sin°H, — 1.
Après quoi les formules (21), (24) et (26) donneront successivement
Ve sin(®o + 9, — IT) sin(@, — IT),
À ee
S == [E cos(0, — Il) sinv, + E sin(@,— IT) coso, |,
(1 — BXsin?H,;) sin o, — 64? sin H, cos H, cos Lo. 1 + B?7* ( — x) sin? H,
Si nous représentons par 90°+ 5’ l'angle que fait la vitesse absolue en M, avec le prolongement de SJ, nous aurons
(27) =— )cosH,
{ VocosH —=— # sin(@9 + 9') + ’sinps,
V, sinH, =+ #,Cos(00+ 5!) — COS;
d’où, en faisant
et ayant égard aux valeurs de v, ets’ données plus haut,
(30) ÀcosH,— sin p,— {sin (o+ a"), Àsin H,—— coso,+ lcos(po+ a),
(31) = 1+2—2lcos0".
Dans notre première approximation, nous pourrons supposer 7,— 7’ dans la formule (29), ce qui nous donnera
VS
L'expression (27) de S dépendra donc seulement de deux quantités variables suivant les circonstances de la rencontre de la comète avec la surface de la sphère d’activité, par exemple de ®, et os’ qui déterminent la position du point de rencontre et la direction de la vitesse initiale absolue.
90. Simplification de S. — Il est possible de remplacer l'expression (27) par une autre beaucoup plus simple. Je remarque d’abord que, d’après la formule (20), si l’on veut obtenir pour a, le demi grand axe de l’une quelconque des comètes périodiques en question, quelque chose comme 3 ou 4, il faut que S soit voisin de 0,3 ou de 0,4; donc pas trop petit. Or, 6 = 64,9 est assez grand; À? est au moins égal à
(E— 1} = (V2 — 1) = > environ; D,8
BA? est donc au moins égal à 12. Il faut que le dénominateur de l’expression (27) de S ne soit pas trop grand; sin?H, doit donc être petit. En résolvant les équations (30) par rapport à sin Po Et COS9,, on trouve Asin ps —— ({coss'—1)cosH, — {sinc’sin H,,
Âcosp,—— lsinc’cosH, + ({coso'—1)sinH,, ou bien, ces expressions approchées, en remplaçant cos H, par — 1,
(33) ( Asinpo— /coso'— 1 —/sino'sinH,, Acoso,— lsino + ({coso'—1)sinH,.
La formule (27) donnera ensuite, en gardant sin?H, seulement dans les termes multipliés par B,
; (Gi — Blsin’H,)sino, + BXsinH, cos Po.
S (7 À 2 ETES ES B? À* (: D mm) sin?H,
On est amené à poser
(34) y — 073 /:- ge Sin Hs,
et il en résulte
(t+u?)S — {cos — 1 + ulsino’
GE
ou plus simplement, d’après ce que l’on a dit de la grandeur de BA?,
lcos oc! — 1 + ulsin o’ 1 + uw?
Cette expression très simple donne $, et par suite a, en fonction des deux paramètres indépendants 0’ et u. Si l’on fait os’ — 0, u — o, on trouve
SL Vo ri c'est la solution que nous avons recherchée plus haut (page 208). On a (36) E—=Vi+u?,
ce qui donne une représentation de w. Il est facile de voir comment varie S. On a d’abord, quand 6’ varie, le maximum
UE SE y [ + 2
Si pour tango'— u.
On a ensuite Ni Core
cette dérivée s’annule pour
et le maximum maximorum est
il répond donc à uw —1 et s’— 45°. Il en résulterait
PEER ES D
Comme le rayon vecteur du point M, diffère peu de 7’, on voit que l’excentricité de l’ellipse doit être presque égale à r. Ce cas, qui ne s’est pas présenté jusqu'ici, serait donc celui d’une comète ayant une distance périhélie extrêmement petite, en même temps qu'un grand axe fini, et même peu considérable.
Fig. 8.
Quoi qu’il en soit, on voit que la fonction S peut arriver à avoir des valeurs
un peu supérieures à ÿ2 — 1, entre 0,414 et 0,5; il en résulterait donc des valeurs de a, notablement 3,14. Dans le Tableau de la page 205, la comète d’Encke est la seule qui resterait en dehors.
Cherchons maintenant la valeur de e,. La formule (11) donne ici
0 CR A ie ne
7 de di Or, sur la parabole initiale, on a, par une propriété bien connue,
Po Po
- 2sin SM,C 2cos’ (0 +)?
on peut écrire DS — 27 COSCY
et il vient RE 52 5H gl ere Ait AE dE Cos a", He &; UE Vr! Le as d’où (37) Vie? = 218 (V2 cos0'— 28).
On pourra trouver ainsi e, ; il faudra toutefois que la valeur de coso’ tirée de l'équation précédente, ou bien de
——— Re Fr!
Vie (V3 c0s5"— 2) 1 24;
soit inférieure à 1. Cela donne une limite inférieure de e,. On trouve ainsi
POUR on td ee de ne €1 > 0,69 Re PP de e1 > 0,64 DPAÈ 0 ee OR EUR Re LP PS PE RIRE VRP €, > 0,60 D RE ON de en en en de D € > 0,950 D Net NU D dE EUR ei > 0,52
91. Nous renvoyons au Mémoire déjà cité de M. Callandreau pour l'examen de plusieurs questions intéressantes, et aussi à un travail important de M. A. Newton, on the Capture of Comets by Planets, especially their capture by Jupiter (Memotrs of the National Academy of Sciences, Washington, t. VI). Nous nous bornerons à déduire de ce qui précède la formule qui sert de base aux recherches de M. Newton.
Les équations (20) et (21), combinées avec la première des formules (15), donnent
: ee V7 esinH, , (38) mate &m'sin(l — 11) sin(6,— 11) Posons k ps psinH,— A, (39) ‘
IN
la formule (38) deviendra
/ (40) di —= — = - 3 î 4 m'o" sin W, cost
Vo et #’ désignent la vitesse relative initiale et la vitesse de Jupiter; d’après les relations (39), Ÿ est l'angle que fait l’axe transverse de l’hyperbole avec la direction de la vitesse de Jupiter; A est la distance du point J à la vitesse relative V, et enfin W, est l'angle du rayon JM, avec l’axe transverse. Comme le point M,
est assez éloigné de J, la tangente à l’hyperbole en ce point peut être confondue avec l’asymptote. On peut donc dire que W, et A désignent l’angle de l’axe transverse avec l’une des asymptotes, et la perpendiculaire abaissée de la planète sur l’asymptote. Sous cette forme, la formule (40) est identique à celle qui fait la base du Mémoire de M. Newton.
Ce Mémoire contient beaucoup de résultats curieux, entre autres le suivant, que nous nous bornerons à mentionner :
« Si, dans un certain intervalle de temps, un milliard de comètes arrivent, sur des orbites paraboliques, à être plus rapprochées du Soleil que Jupiter, 126 d’entre elles seront transformées en des ellipses pour lesquelles la durée T
; : 8 I é ; ; ; ; de révolution sera moindre que =T", la demi-durée de révolution de Jupiter;
pour 839, on aura T << T'; pour 1701, SU et enfin, pour 2670, on aura 1 — 21)
On voit que la probabilité est bien faible pour qu’une orbite parabolique soit changée en un coup par Jupiter dans l’une des orbites elliptiques des comètes considérées.
Au surplus, ce qui s’est passé, d’après des calculs rigoureux, pour les comètes de Lexell, de Brorsen et de Wolf, montre que c’est une orbite déjà elliptique qui a été transformée en une autre moins allongée; l’action finale de Jupiter sur une comète parabolique peut résulter de plusieurs approches.
INFLUENCE D'UN MILIEU RÉSISTANT SUR LES MOUVEMENTS DES PLANÉTES ET DES COMÈTES.
92. Imaginons un fluide répandu autour du Soleil, et qui oppose une certaine résistance aux mouvements des planètes et des comètes. Il en résultera done une force dirigée suivant la tangente de l'orbite, mais en sens contraire du mouvement. Cette résistance sera supposée proportionnelle à la surface S de la section faite dans la planète par un plan perpendiculaire à la vitesse, proportionnelle aussi à la densité p du milieu, et à une certaine fonction de Îla vitesse V. Quand on la rapportera à l’unité de masse, on devra mettre en diviseur la masse » du corps considéré. On pourra donc écrire, en désignant par x une constante
R= = SpF(V).
La résistance totale sera mR. Admettons que la densité ne dépende que de
la distance au Soleil; nous aurons S
(1) R— 2P(V)d(r), Dr), her ei
Il s’agit de trouver l'influence de cette force sur le mouvement du corps. Pour y arriver, NOUS aurons recours à la méthode de la variation des constantes arbitraires, et nous emploierons les formules (A) de la page 435 de notre Tome T, dans lesquelles nous devrons supposer W = o, car la force perturbatrice R est toujours dirigée dans le plan de l'orbite; il en résultera d’abord
ainsi, le nœud et l’inclinaison restent constants, ce qui était à prévoir. On devra remplacer ensuite /m'S et /m'T parS, etT,, en désignant par S, etT, TT. — IV.
les projections de R sur le rayon vecteur et sur la perpendiculaire au rayon vecteur, ce qui donnera, en mettant pour (1 + m) sa valeur x°a*,
da 2 à È ' — [Sesinæw + T;(1+ecosw)], dt nyÿi—e :
de | ss LE À COS + e —_— VI € |9 sine + T (cosw + > dé na I + eECOSw ds Vi e? À M I :
e = ———|—S,cosæw +T, | r+ 22 |sinw|, dt na 1 + eCOSw de dr e? ds — = —$,+- — = .
dt na? 1+V/r—e dt On trouve aisément esinw È I+eCosw S,=—R — — > T=—-R ) Vi+e+2ecosw Vi+e+2ecosw de sorte qu’il vient da 2R - A Vi+e+aecosw, l n V1 —e?
AE: 2RV1—e? COS + e ee ne Ve 2 g ) dt nt Wie? +2ecosw (2) 3 dP::-:.2R ({i— e }?
RE ones , dt n Vi+e +2ecosw ë dm SN et sin æ de des Vi+e+2ecosw
P désigne le paramètre — a(1 — e?); nous ne nous occuperons plus des perturbations de e, parce qu’elles sont moins importantes, et d’ailleurs faciles à calculer.
On doit remplacer, dans les formules (2), R par sa valeur (1),
R—=AF(V)Y(r), = RAS T+eCcosw (3) ; [V= HV ec0sr,
et, dans les seconds membres, on considérera les éléments du mouvement elliptique comme des constantes.
è NE ; sr On voit que a est constamment négatif et reprend les mêmes valeurs quand on repasse par la même anomalie vraie ww, d
ans les révolutions successives.
Donc a diminue sans cesse, et de la même quantité dans chaque révolution; n augmentera toujours, et proportionnellement au nombre de révolutions accomplies; 1l y aura donc une accélération séculaire du moyen mouvement. W y aura aussi une diminution séculaire du paramètre; mais on ne peut pas se prononcer a priort pour l’excentricité, parce que le facteur cosæ +e, qui figure dans l’ex-
ë de à . à ; pression de =, est tantôt positif et tantôt négatif.
93. Nous faisons maintenant l'hypothèse que les fonctions F(V) et Ÿ(r) sont proportionnelles à des puissances de Vet der,
E(V)=—= Ve béni r RE (4) (A EE Yr)= = he ; Il vient alors D dar ie 2h ee Les Ar Er au PécÉ2eCos Done ) F CS Vr—1 (5) a — —2h(cosa +e) aa A bi Ai Nat ho me
Il y a lieu de remplacer r et V par leurs valeurs (3), et de prendre æ pour variable indépendante, en remplaçant dt par
r?dæ di Na k vP On trouve ainsi 1 da PE < Lib | Ne ra - (1+ + 2ecosw) # (1+ecosæ)7?, a dw RUE de p—1 7 A (Cosw-re)(r+ et + 2ecosæ) 2 (1+ecosw)7-?, (6) . 5 s = — 2h'sinw(1+e+0e cos) 7 (1-ecosæ)1-?, kr—2 = jé F É | bp: 7:
On pourrait songer aussi à prendre pour variable indépendante l’anomalie excentrique z; en employant les formules
k_ _ /i+ecosu = a(I—ecosu), =
= LA y Va | — eCOSu | Cosu —€ : li es | COS — — — ; SRE VE re | [—ecosu I —eCosu Ë [— € COS Ë CR A1:
on trouverait aisément
1 da (1+ecosu) ?
a du. TE me (1— ecosu) ?
el
de (1+ecosu) ?
AU.) Pt, (1— ecosu) ?
do : (\+ecosu) ?.
Ta = - sin w es . Vie FU
kP—2 OMR —e) ——.
| PEU nl | a
Mais ces formules (7) sont moins avantageuses que les précédentes.
On voit que l’expression (6) de prend des valeurs égales et de signes contraires quand æ se change en 27 —w ; donc, au bout d’une révolution, & reprend sa valeur primitive. Ainsi, la longitude du périhélie n’a pas d’inégalité séculaire, mais seulement des inégalités périodiques.
On a, maintenant, ce développement toujours convergent
p—1 (8) (1+e+oecosw) ? (1-Hecosæw)1? = À, + A, cosw + À, COS2 +...,
où les coefficients À, et A, peuvent être représentés par les expressions
T p—1 J SIDE A=x f (1+e?+2ecosw) *? (1+ecosæw)7—?dw, T
aT 2 © A5) (1+e +aecosw) ? (1H ecosæw)7-2cosædw.
Les formules (6) donnent ensuite
— pan FAo(1+ ee) + Aie +[A;(Gi+e) +2eA+eA,]cosw +... :
= le?
de
= 2 h [ae + : À, + (a+ea + - A.) COS +.. à ;
d'où, en intégrant,
if da =— ——— [A,(1+e) + A,elw, de —— 2h (ae+ = Ai) æ. 1 — €? ;
2ah 1 d,a—— - [A;(1+e)+2eA+eA,l]sinæ—...,
AN I n de——2h (a + eÀ, + = As) sin —...,
PARENT EEE TRE EE QT NE ENNEMI DE ENPERNEN SRENNOEEPORENENTPPERIE ED MERDE SORTE D SEE SE
NE PRE N PD RENNES TR RD IE TER
Ô,a et d,e représentant les inégalités périodiques que nous laisserons de côté; da et de sont les inégalités séculaires, dans lesquelles nous pourrons remplacer æ par nt, Ce qui nous donnera
da Dire | = [A+ e)+Aie]né, (10) de ——2h'(A;,e + = A;)n.
La première des formules (9) montre que A, est essentiellement positif; la seconde donne, à l’aide d’une intégration par parties,
TH 2€ Fe S Ai 7 [ (1+e +aecosw) ? (1+ecosw)7 $[(p —1)(1+—ecosw) + (g—2)(1+e+2ecosæ)] sin? dw.
Cette expression est essentiellement positive si l’on a simultanément
PE, q
donc alors, d’après (10), de est essentiellement négatif; l’excentricité diminue sans cesse.
94. Cas des orbites peu excentriques. — Développons les expressions (9) de À, et À, en négligeant e*; nous aurons
les.
(1+e+o2ecosw) ? —=i+(p—1)ecosw; (1+ecosæ)7—? = i+(g —2)ecosw.
Nous en tirerons aisément LV = j,
A; =(p+g—3)e, —=—2h"nt, de —— h'nt(p+ q—i)e.
On n’a pas reconnu, dans le mouvement de la Terre, ni dans les mouvements
des planètes, la moindre accélération séculaire; mais il n’en est pas de même pour les comètes, ou du moins pour l’une d’entre elles, la comète d’'Encke.
95. Cas des comètes. — On ne peut plus employer dans ce cas les développements suivant les puissances de l’excentricité. On est réduit à faire des hypothèses sur les exposants p et g, et à calculer les valeurs correspondantes des quantités A, et A, par les formules (9).
, , : on Avant de procéder au développement de ces hypothèses, calculons — et do, en faisant e — sino. Les formules (10) nous donneront
Ôn DH RES Â 2 L A : one l o(i+e)+A;elnté, DO — 2 À L\ 14 D —— COS © ( ANT 2 née 1) , d’où on 300 (11) moe re = He n COS o en faisant A 22 ÂÀ,e Ar —e)— (12) He. — o(1+e ) + 1€ — 1 > o(1 e) A; (ere):
2Âçe+A, A; +2A,e
J'ai calculé les valeurs de H,, pour diverses valeurs entières et positives de p et de g — 2. Lorsque p est impair, les expressions (9) de A, et À, sont des fonctions entières de e, que l’on calcule sans peine. Lorsque p est pair, A,et A, s'expriment à l’aide des intégrales elliptiques complètes de première et de seconde espèce, relatives au module e. Je vais donner quelques indications sur le cleul, lorsqueé,p = 26192.
On a alors
R =hT,
ce qui est l'hypothèse d’Encke. On trouve, en introduisant d’abord l’anomalie vraie, puis l’anomalie excentrique,
: T 3 2\2 T L 2 I ‘ S I — €) ï eCOSU)" A(1+e?) + Aje — a (1+e + 2e cosw)* dw — rl de.
L , (i—e cos u)?
je 1 2 es A,+2A;e— 2 f (1+e?+2ecosw)?(cosæ + e)dw
2(1—e°}? "cosu(r+ecosu), = ——————— — du.
. : (1 — e cos? u)?
On peut ne garder que les puissances paires de cosu, et remplacer ensuite w par 90° — u; il vient
w|aA
T f (1+6e?sin?u + e*sin*u) 5]
Nos de it
lu, T
ef 3e sin? u + ei sin‘u = : u, T ; Je A?
— IC S1n 7.
PEN RSANE IEEE PETITE SET EN
On peut remplacer e?sin?u par 1 — 4°, et les expressions précédentes deviennent
wi A
2(1 — D f ( 8 8 I ) — ee LL T NA A5. A
TE DURS a ne: z)#
Or, la formule générale
Œ Œ Te > 7 du Tu Gr+DG—e) f Oo + ge + (ap) f Han 0 donne : LI 4 - : À du, 0 Re Li 7 ui 2 2 2 du 2 9—e? i du = _— = À du — ——— —— 5 à DATE JU, 20e 07)9" 178
Si l’on représente par F, et E, les intégrales complètes de première et de seconde espèce,
on trouve sans peine
De Me) 2 F AGE) +A ea | RE (5 + 3e)F |
ee
1—e2 Nr 0e A+2Ae—4 3re Ée É1 Qu 3e) F | p 1 ,80+e)E-(G—e)(5+3e)F,
PT pire) ln Ut ee) Cr ele
J'ai supposé e — 0,85, ce qui est voisin de l’excentricité de la comète d'Encke, et en entrant dans les Tables de Legendre avec l’argument 0 — are sino,85, j’ai
trouvé Fi=2,1000, É,="1,29810, HS:—0.07 Cela posé, voici les valeurs que j'ai obtenues : Hi: = C9 H2,2 = 0,97, H3,2 = 0,95, H,2 = 0,94, H5,2 = 0,94,
Hi = 0:06, H:,3 = 0,96, H3,2 = 0,94, H,,3 = 0,94, Hé: — 0, 99: Hi =0,0#, Hi = "0:94 5 = 093;
On voit que ces valeurs sont assez peu différentes les unes des autres. Il est facile d'indiquer la raison de ce fait. On a, en effet, d’après les formules (9) et
Del
T l (1e +oecosw) ? (r+ecosw)7? dw
H,,9 = 4 DA
T . (1H+e+o2ecosw) ? (1+ecosw)7—?(2ecosw + 2e?) dw Dr:
26 COSW +26 —=1+2ecos#w +e—(1 — €); il en résulte
H,9 = es T DEL [ (1+e+2ecosw) ? (1+ecosw)7? dw A) EU de). a L (1+e+2ecosæw) ? (1+ecoswæw)7? dw Je pose (13) ; 1+e + 2eCosw [+ eCOSWw 13 n— ; cie Le oe. re etil vient € H,,9 = Top 4 | ET Eee 0 nc 0 (1e) nr pa L n 7 CI dw { e(i1+e) PAT peer) LR [ MN Cle (15) g—= —
TH p+i JL NC dE
On peut calculer par quadratures les deux intégrales qui figurent dans l’expression de 6. Soient
0 Ni, HOT) Ny—15
Cos Ci DOME Goes
les valeurs numériques de n et de € qui correspondent aux valeurs
T O, —) Re (v— 1) - de w;
on aura, pour valeur approchée de [a première intégrale
F )— 1 } — 1 \ | T aus q —2 : D s-:
| Ar. dti ee eh | Ë et une expression analogue pour la seconde intégrale. Il en résultera cette valeur 5 ; approchée Los. É Se do D ue ce (16) cie p+i p+1 Horn ie anti
| Voici les données numériques qui correspondent au cas de v — 9, | W9 = 0, No = 1,000 0, Co = 1,000 0, Wi = 20, M 6 Jo, Gi 9723 : Wa = 40. n2 = 0,883 8, C2 = 0,892 5, w3 = 60, n3 = 0,751 6, (3—=0,7703, w, = 80, = 0,989, Ci "0, 62019!
; Ws — 100, neo 107, C5 = 0,4608, | W— 120, 6 — 002000; C0, 3500!
W7 = 140, Mr 012016), Cr = 0,188 6,
Wg = 160, n8 = 0,036 5, Es = 0,108 8.
On trouvera, par exemple, pour p = 2 et g = 4, les valeurs suivantes :
pi p+i L. n;° EE LATE LÉ A NE Ge tie an [ ,000 O 1,000 O Messe DNS TE de Ce 0 0,931 1 0,903 2 RE M AO PA D I 0,748 8 0,661 8 ER ER AS A M M MAUR 0,514 4 0,386 6 D eee de Et alt 0,299 5 0,186 6 SD RAA Na UE SEE RS a le Co ae Er 0,057 2 (ERA AN INR AAA ERA ER 0,048 8 0,012 4 D AN LI En A A ee 0,012 5 0,001 5 SET CORTE PE DE TEL LUE 0,001 1 0,000 !
3,689 3 3,209 4 d’où L'08, 0800 2" 56 de 7 — 1,190, » 2094
après quoi la formule (14) donnera H, , — 0,938.
On voit que les premiers éléments des deux intégrales sont voisins de 1 et que les derniers sont petits; le rapport « sera donc généralement voisin de 1, mais >1, car les éléments de l'intégrale placée en dénominateur sont inférieurs à ceux de l'intégrale qui figure au numérateur de 5. D'ailleurs, dans la formule
(14), 5 est multiplié par 1 —e—0,15, quantié relativement petite. Pour de T: — IV. 29
grandes valeurs de p et de g, on aurait tres sensiblement o — 1, et, en vertu de la formule (14),
i : 5 Û ere DE En remarquant que, approximativement, n = € = cos*-- M. Radau trouve l’expression très approchée
= 7 — 0,929 F DR 1+e p+2qg—û p+2q—
On voit donc que, au point de vue de la représentation des observations, on ne gagnera rien à augmenter les valeurs de p et de g.
96. Voyons maintenant ce que les observations de la comete d’Encke nous ont appris au sujet du milieu résistant. Les calculs de V. Asten sur les apparitions de la comète entre les années 1819 et 1865 ont montré qu’en une révolution le moyen mouvement diurne et l’angle + dont le sinus — e éprouvent les variations suivantes (* ) :
0 —= + 0/,1044, = 31,68 Tor) On a d’ailleurs == 1070".
L'équation (11) donnera donc
So —; =0,971; no sin 1” 19715
\ , \ : * : ; ; fl d’après l'erreur probable de êo, on doit s'attendre à voir varier H,, de + 53 de
sa valeur, soit de + 0,039. On pourrait donc avoir des valeurs comprises entre 1,01 et 0,93. L'examen des valeurs de H,,, données à la page 223 montre que les valeurs de p et de q restent presque arbitraires. La valeur absolue de Ôn ne donne rien, si ce n’est la grandeur du coefficient 2.
De 1865 à 1871, V. Asten a trouvé que l’accélération du moyen mouvement est sensiblement nulle; les nouveaux calculs de M. Backlund donneraient, durant cette période,
(1) I résulte de là, au bout du temps #, & étant exprimé en jours, l'inégalité
: prie ' + - 0” 1044 X 1200 X - = ) 1200
dans la longitude de la comète.
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Il y a donc eu là un changement dont la cause est restée inexpliquée. De 1871 à 1881, M. Backlund a trouvé une certaine valeur de dr, et de r88r à 1891,
. I . Ne . . , , une valeur plus petite de 5, environ. La résistance a-t-elle diminué réellement?
M. Backlund trouve une autre explication possible dans l'influence des grandes perturbations de la comète sur la résistance elle-même: mais alors il arrive à cette conclusion que l’exposant g serait négatif, de sorte que, toutes choses égales d’ailleurs, la résistance augmenterait avec la distance au Soleil. Mais cela est bien improbable, car alors d’autres comètes périodiques auraient dû accuser l’existence du milieu résistant. M. Backlund pense que le moyen d'échapper à cette contradiction consiste à supposer le milieu résistant discontinu ; la résistance serait alors variable avec les points de rencontre de la comète avec ce milieu, et son expression ne pourrait pas être développée en série suivant les puissances de 7: S'il était possible d'observer la comète tout le long de son orbite, on arriverait à reconnaître les points où se produisent les maxima ou les minima de résistance.
Un aperçu des dernières recherches de M. Backlund a été publié dans le Bulleun astronomique, Tome XI, page 473; l’ensemble paraîtra prochainement. Nous devons dire que l’auteur a été amené à conserver dans l'expression de l’anomalie moyenne un petit terme périodique, provenant de la résistance, et dont le coefficient est d’environ 5”.
On nous permettra d’indiquer un point qu’il y aurait peut-être lieu d’examiner, On à remarqué que le noyau des comètes périodiques diminue dans le voisinage du périhélie (voir une Note de Valz, Comptes rendus, t. VIL); la surface de la comète diminuant, il doit en être de même de la résistance. Il pourrait donc en résulter un facteur 7? avec g' > 0, ce qui ramènerait à l’une des conclusions de M. Backlund. Enfin, le diamètre de la comète d’Encke n’est pas le même dans toutes les apparitions; la loi de ces changements est inconnue: il doit en résulter des variations plus ou moins régulières dans l'intensité de la résistance : il y aurait peut-être lieu d’avoir égard à la diminution de la masse de la comète, à la suite des émissions de matière.
C'est Encke le premier qui a reconnu la diminution progressive de la durée de la révolution de la comète, et a conclu à l'existence du milieu résistant, dont
En hV? . . :
il Supposait l’action de la forme nn Ses calculs ont été poursuivis par V. Asten,
mais surtout par M. Backlund, qui a mérité la reconnaissance des astronomes par son immense labeur. Oppolzer avait cru remarquer une accélération séculaire du mouvement de la comète de Winnecke, mais les recherches du baron de Haerdtl ont montré qu’il n’en était rien.
97. On pourrait supposer un milieu résistant, répandu dans tout l’espace, tel que l’éther, dans lequel se déplacerait le Soleil, entrainant avec lui les planètes
et les comèles; la question est alors de savoir ce qui en résulterait pour Îles mouvements relatifs des planètes et des comètes autour du Soleil.
Cette question a été envisagée déjà à plusieurs reprises, notamment par Euler (voir le Bulletin des Sciences mathématiques, 1879, p. 26), et, dans ces derniers temps, par M. Bredikhine ( Annales de l'observatoire de Moscou, t. VI). Je suis revenu moi-même sur ce sujet (Bulletin astronomique, t. X, p. 504), et je vais reproduire une partie des calculs contenus dans ce dernier article.
Soient | X 5 Yo, Los Vos mo, o |
les coordonnées absolues, la vitesse, la masse et la surface du Soleil;
les quantités analogues pour une planète; xSF(V,) et xSF(V)
les résistances que le milieu offre aux mouvements du Soleil et de la planète. Nous avons les équations différentielles suivantes qui se rapportent à l’axe
des X, AIX x RE M Mo — fmom 73 — 4S, F(V y ra) d'X 4 æ MES TN m Tu = JM —%+xS F(V) ra
D Ne No, Ti + Yi+ 2, On en conclut
di
x 1 dX 4 LUN, ana
—=— f(m+m) — — — SF(V) < = — S,F(Vo) — .
JU TN () TA HN (Ve) Vi dt
Soient «, 6, y les composantes de la vitesse de translation du Soleil; on aura
UE NE
FD. pit d'A ui dx Va de \° dy\?° : AN (rte BR TU =(2+% js Be) - (r- di ) ?
et il viendra
Cie va x. FO) ur EVA
Qu di? Jin ) Je m V (2 dE }+ ARR ES 4
et deux autres équations pareilles pour les y et les z; x, y, z sont, comme on
voit, les coordonnées de la planète rapportées à des axes de directions inva- | riables, se coupant au centre du Soleil.
Si l’on suppose le Soleil et la planète sphériques, de rayons R, et R, et de densités moyennes 9, et ©, On aura
3 Mo = So Ro Po; 3m—=5SRp;, d'où Se MAD min Do s R à < p Pour les planètes, = est petit; en outre, dans le cas des comètes, © est
’R extrêmement petit. On pourra donc supprimer les derniers termes dans Îles se-
conds membres des équations (17), et prendre
où l’on a posé
F(V) /dz k V e. pr
98. 11 faut maintenant calculer l'influence de la force perturbatrice dont les composantes suivant les axes fixes sont X, Y, Z, sur les éléments du mouvement elliptique de la planète; nous nous bornerons aux éléments æete. Nous prendrons pour plan fixe des æy le plan de l'orbite primitive de la planète, l’axe des x étant dirigé vers la position initiale du périhélie. Nous partirons des formules (A)(t.1, p.433), dans lesquelles nous devons faire
fmS — Xcosw + Ysinw, fm'T ——X sinw + Ycosw,
He Nil, Il viendra / da D)
= [(t+ecosw) (Ycosw — X sinw) + esinw(X cosæ + Ysinw)], dl n Ver ec:
(19) ie de free 2 : , aa T — VITE f{cosw + cosu)(Ycosw—Xsinw)+ sinw(X cosæw + Y sinw)]. na
On a ensuite BF COS, Ver SUN
ar na À 1 FA À (20) { —— = SIN #, > Peru) se à (COS + ce), de d£ Vie dt Vi — dt
Les formules (18), (19) et (20) donnent ensuite, après réduction,
da 2h F(V) 5 le accosæy ns — a sinæw — B(cos#w+e) — na — 2 ; CR ee ni Vr — e?
de hV1—e F(V na - (21) \ = ne 5 ———(cosw +e) dt Hu \ Ve
+ COS (2 sinæ — 6 cos — na — V I
99. Supposons d’abord la résistance proportionnelle à la vitesse, de sorte que nous pouvons prendre
Nous trouvons, en négligeant les inégalités périodiques, pour ne conserver que les termes séculaires,
{sine At = 0: f cos w dt = — or,
et la première des formules (21) donnera
d'où une accélération séculaire du moyen mouvement, indépendante du mou- : On . : : ; , vement de translation du Soleil; = serait le même, à une époque donnée, pour
toutes les planètes ou comètes.
Q . Si .
Passons au calcul de 8e; nous trouverons sans peine, dans les mêmes conditions que précédemment,
| COS 4 Sinw dt — 0,
fcosu AL NT:
cosu cos w dt = — & et la seconde des formules (21) donnera — de — RD HO RE:
REP TE PE PEN RE ET A
e n'aurait donc d’inégalité séculaire que si l’on a égard au mouvement de translation du Soleil, et cette inégalité ne dépendrait que de la composante G.
100. Je suppose en second lieu la résistance proportionnelle au cube de la vitesse (les calculs sont plus faciles que dans le cas du carré). On aura donc
ER M el ia de NN ddr dre Nue aire se AE ne
Le Vi=æ+fpt+}, et, en ayant égard aux relations (20), on trouve sans peine
11e +2ecosw. s B(cosæ + e) — xsinw = 1? ————— 2 na _— - — V 0 I ! / 5
Viet
La première des formules (21) donne ensuite
da 2 À HE 1 + e? : Ne AMEN DE PE—NG © + asinw— | 8 + ——— ) cos w at nV1i—e? Vi —e? Vi—e? :
Es lire A4 2 na : CSC RERN nae \ ONE me ee | D cosæ |.
Érte Vie. Vr—e* Vi—e VIi—e?
Si l’on a égard aux relations établies précédemment et à la suivante,
DCE 00 (2)
J COS 2 w dé —
on trouve, après un calcul assez long,
da : RE PRE Ut es :
1h 0 cu dl + Vi +o “Aoe 2 = 0nab— —© |; q res [+ V1— e? MT ea ou bien N A A rec Sn lu a oa h— 3V1T—e? : +. — €? k e-oulhii Ne* yr, e PPree ee LP 2 ë aVi—e? 1+ ÿi—e Va i+yÿi—e?
En remettant pour *. sa valeur (22), on peut écrire
da SES et SL et le e :
| — — — 9/1 a? En —— + y? : Var == B | 3 = À SE & 1+V1—e? EYE Va i1+3V/i—e?
F Fee ane aV1—e(1+3V1—e) 4
cette quantité est toujours négative; il y aurait donc toujours une accélération séculaire du moyen mouvement.
Le calcul de èe est encore plus long. J'ai trouvé
d'Oi+Vi—e
ET RUN A
de sorte que, pour une orbite convenablement placée, on pourrait avoir de positif ou négatif, suivant le signe de 6 qui est la composante de la vitesse du Soleil dans la direction du petit axe de l’orbite elliptique initiale.
DE LA FIGURE DES ATMOSPHÈRES DU SOLEIL ET DES PLANÈTES. THÉORIE COSMOGONIQUE DE LAPLACE.
101. Soit O (fig. 9) le centre de gravité du Soleil ou de la planète que l’on considère ; ce corps, de masse M, est animé d’un mouvement de rotation uni-
forme autour de Oz, de vitesse w.
L'atmosphère AB est supposée tourner avec la même vitesse autour de Oz.
Chacun de ses points est soumis à l’attraction du corps central et à l'attraction
Fig. 9.
de l'atmosphère; il faut y joindre la force centrifuge quand on étudie l’équilibre relatif, On néglige l’attraction de l’atmosphère, qui doit être très faible. Dans l’état d'équilibre, la forme d’une surface de niveau BD doit être telle qu'en chaque point la résultante des forces qui sollicitent une molécule soit normale à la surface, ou bien que le potentiel soit constant. Prenons deux axes rectangulaires, Ox et Oy, dans le plan de l'équateur; soient æ, y, z les coordonnées d’un point quelconque N de la surface de niveau considérée. On devra
avoir
‘M I J +, io(æ1 y?) = const.
Va + Y?+ 3? 2 £
Cette équation suppose que l’on néglige l’aplatissement du corps central, de T. — IV. 30
façon que son attraction sur le point N soit la même que si toute la masse était concentrée en O. | Soient ON — 7, zON — 0; on aura
A ÿ? 72 Sin 0, z? — r? cos? 6,
et l'équation générale des surfaces de niveau de l'atmosphère deviendra
“il + — w?r?2sin°0 = const.
té 2 | ou bien | | () a r? sin? 0 3k | 1 Pipes rte RE b? D
en désignant par # une constante positive, et faisant
(2) Di . see
102. Discussion de l’équation des surfaces de niveau. — Toutes ces surfaces sont de révolution autour de Oz; il suffit d'étudier la section méridienne, dont on a l'équation (1) en coordonnées polaires.
On a les formules 2 b
3 kr — RER 1
/ | sin 0 — b (3)
FRS Dibr à 3 Le ve 2 \ } ae On doit donc avoir Hi t et U > 0, en faisant
(4) U—=73—3b?kr + 2bà, To= >=
Ainsi, la surface de niveau est tout entière extérieure à la sphère r = 7r,. Soit n l'angle que fait la tangente en N avec le prolongement du rayon vecteur r. On a, d’après les formules (3), d9 3b(b— kr)
( à dr V(3kr—2b)(r— 3b?kr + 20)
L'équation U — o a toujours une racine négative, et n'en a qu'une, d’après le théorème de Descartes. La condition de réalité
4p+27qg <o donne = o)e
FIGURE DES ATMOSPHÈRES DU SOLEIL ET DES PLANÈTES. 235 Ceci nous amène à distinguer deux cas :
1 Æ> 1. L'équation U — o aura deux racines positives; soit ’ la plus petite. Le rayon vecteur r devra être compris entre r, et r';
Ph RE À:
Pour DT, É==6, Fr! 0 909:
es È dû , b La formule (5) montre que => s’annule pour r— 7; mais, pour cette valeur,
On à bp? ; , S = b _ (1 = 4), 0; donc er
= : \ à A r ne peut donc pas recevoir cette valeur, et 6 croît constamment de o à — quand
r augmente de r, à r’. On obtient ainsi l’arc DB qui, d’après la formule (5), est normal aux rayons OD et OB. La courbe méridienne se composera de quatre arcs égaux au précédent.
Considérons maintenant le cas de # — 1. On à alors
sn0= 64 /* — r+2b
cosô—(b—7r) Fe
que 3b r dû Y " pe pen Ad ci VOr—2b)(r270) dr
On remarquera que l'expression de tang n a perdu, au numérateur et au dé- - o : 2 D nominateur, le facteur b — r; r croissant de OD = 7, — 5 à OB = b, 0 croit de o à 90°, ce qui nous donne l’arc DB (fig. ro). Au point B, on à
tangn — 3; = 00°:
r continuant à croitre, 0 croit, dépassant 90°; pour r —, on a din d—:0; COS ——1, 0 180.
La courbe à une branche infinie BH qui a une asymptote parallèle à Oz, car on a
r sin0= 6(/5 — a? limr sin 9 — b 3.
Il faut prendre les parties symétriques, et l’on a pour la courbe méridienne l’ensemble représenté dans la fig. 10.
La surface a une nappe fermée, et deux nappes infinies. Il y a, tout le long de l'équateur, une arête saillante qui sert de jonction entre la partie fermée et les nappes infinies.
Fig. ro.
La surface de niveau qui répond à # — 1 est ce que l’on appelle a surface libre de l'atmosphère. Au point B, on a, d’après (2), AR ee De L'attraction est exactement égale et opposée à la force centrifuge; de sorte qu'une particule matérielle, placée en B, ne pèse plus vers le point S.
Soient
W la fonction des forces,
R la résultante de l'attraction centrale et de la force centrifuge,
o l'angle que fait R avec le prolongement du rayon vecteur r, en allant dans le sens des 0 croissants.
On a OW R cos®— — | 0 , (6) | “ > NY = _ + : w? r? sin?0.
Du 2 | R sing — re
On en conclut
| R cose — w?r sin? 0 — LS
R sino — w?rsin0cos6.
Pour que la résultante soit tournée vers l’intérieur de la masse fluide, il faut qu'elle soit dirigée suivant la normale intérieure, laquelle fait avec le prolongement de r un angle obtus. On doit donc avoir
D'ailleurs, R est essentiellement positif. Done, d’après (7), on doit avoir
2 r Sin 0 — “— <o,
ou bien r3 sin?0 — b3 Lo.
La masse doit donc être tout entière à l’intérieur de la surface r3 sin?0 — b$ — 0,
que Roche appelle {a surface limite.
Cette surface de révolution a pour méridienne une courbe BL, B'L’, qui admet
l'axe Oz pour asymptote.
La nappe fermée de la surface libre et les autres surfaces de niveau inté-
rieures sont donc toutes comprises en dedans de la surface limite.
105. Considérons en dernier lieu le cas de £ 1. On a, en désignant par æ et z Les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque de la courbe méridienne,
z=r sin0 = bV3k y: 2
JE 2 D
Z —MOO0S0 Ve. 3D0?2kK + —; js das 4 Dub Far 1?
On voit que æ augmente constamment, de o à V34, quand r croit de r, à
l'infini. Mais, si l’on a
commence par décroitre, jusqu'à ce que r prenne la valeur b, après quoi z croit jusqu’à l'infini. Nous avons ainsi une courbe telle que FGI. La surface de niveau semble s'être ouverte en GG.
Pour £ < 3° 2 croit immédiatement et sans cesse; on a une courbe méri-
dienne telle que QPQ.
Il résulte de ce qui précède que, si le fluide atmosphérique qui entoure le Soleil est en excès à un moment donné, c’est-à-dire s’il dépasse la surface libre, cette partie excédante doit s’écouler par l'ouverture GG, dans le plan de l’équateur, et alors, la force centrifuge balançant l’attraction, les particules correspondantes de matière se trouveront libres, ne feront plus corps avec toute
la masse, et se mouvront en vertu seulement de l'attraction solaire et de leurs
vitesses initiales. Elles formeront des anneaux circulant autour du Soleil, mais devenus indépendants de l’atmosphère.
106. Calcul de » dans le cas du Soleil et de la Terre. — Soient & la durée de rotation du Soleil, T la durée de révolution d’une planète dont l’orbite a un grand axe égal à 24. On à
DEEE EN dr Donc à est le demi grand axe de l’orbite d’une planète qui accomplirait sa révolution dans le temps & — 25i{. Si l’on admet que les données a et T se rapportent à la Terre, la formule (8) donne ;
b—0,168a —0,168 X 215 rayons solaires,
b — 36 rayons solaires.
L'atmosphère solaire ne s'étend donc pas à la moitié de la distance de Mercure au Soleil, puisque le demi-grand axe de l'orbite de Mercure — 83 rayons solaires.
Considérons maintenant le cas de la Terre, et désignons son rayon par ». Si l’on suppose que a et T se rapportent à la Lune, on aura
Le 97 == 9environ:, © La formule (8) donnera donc
GO pa
- BE] — 0,7p.
Ainsi donc, l'atmosphère de la Terre pourrait s'étendre jusqu’à une distance égale à plus de six fois le rayon terrestre.
Poisson a trouvé dans sa Mecanique (t. II, p. 611, 2° édition)
Mais il faut remarquer qu'on trouve ainsi seulement une limite supérieure de la hauteur de l’atmosphère. Poisson pense que, bien avant cette hauteur, l'air est liquéfié par le froid.
Les ue vecteurs, ne et minimum, de la x libre sont
égaux à b et - =; l'aplatissement est z ;: Ces mêmes rayons sont r et à 2 pour une
surface de niveau intérieure à la su is libre. L’aplatissement est
il est plus petit que _ car l’inégalité
revient à
et cette dernière inégalité a été démontrée pour le cas de 4>r.
Ainsi, l'atmosphère du Soleil ne s'étend pas à la moitié de la distance de Mercure au Soleil; on sait que la lumière zodiacale va bien au delà de l'orbite de Vénus, et même au delà de celle de la Terre. D’autre part, la lumière zodiacale parait sous la He d’une lentille fort aplatie et l’aplatissement
est beaucoup plus grand que > - Pour ces deux raisons, la lumière zodiacale
n’est donc point l'atmosphère e Soleil, et puisqu'elle environne cet astre les particules qui la composent doivent circuler autour du Soleil suivant les mêmes lois que les planètes; « c’est peut-être, dit Laplace, la cause pour laquelle la lumière zodiacale n’oppose qu'une résistance insensible aux mouvements des planètes ».
108. Résumé du système cosmogonique de Laplace. — Quoique les éléments du mouvement des planètes varient beaucoup de l’une à l’autre, ils ont entre eux des rapports qui peuvent nous éclairer sur leur origine. Ainsi, toutes les planètes se meuvent autour du Soleil dans le sens direct, et presque dans le même plan. Les satellites se meuvent autour de leurs planètes dans le même sens, et à peu près dans le même plan que les planètes. Enfin, le Soleil, les planètes et les satellites dont on a observé les mouvements de rotation tournent sur eux-mêmes dans le même sens, et à peu près dans le plan de leurs mouvements de translation.
Un phénomène aussi extraordinaire n’est point l'effet du hasard. Il indique une cause générale qui a déterminé tous ces mouvements. Laplace évalue la
probabilité pour que les quarante-deux mouvements connus de son temps (mouvements de révolution et de rotation du Soleil, des planètes et des satellites) soient directs, quand on les rapporte à la position de l'équateur solaire. Il trouve plus de quatre mille milliards à parier contre un que cette disposition n’est point l’effet du hasard. Cette probabilité est encore augmentée considérablement aujourd’hui, puisqu’au lieu de quatre planètes télescopiques entre Mars et Jupiter on en connaît plus de 400 qui ont toutes des mouvements directs, et même dont les plans font avec le plan de l’écliptique des angles ne dépassant pas le + d’un angle droit.
Nous devons donc être convaincu qu’une cause primitive a dirigé les mouvements planétaires.
Un autre phénomène également remarquable du système solaire est le peu d’excentricité des orbites des planètes et des satellites (pour les anciennes planètes, les excentricités sont au-dessous de 0,20, et de 0,35 dans le cas des nombreux astéroides). Ainsi, l’on a, pour remonter à la cause des mouvements primitifs du système planétaire, les quatre phénomènes suivants :
Les mouvements des planètes dans le même sens, et à peu près dans un même plan;
Les mouvements des satellites dans le même sens que ceux des planètes;
Les mouvements de rotation de ces différents corps et du Soleil dans le même
sens que leurs mouvements de translation et dans des plans peu différents; Le peu d’excentricité des orbites des planètes et des satellites.
109. Laplace remarque que, quelle que soit la nature de la cause qui a produit ou dirigé les mouvements des planètes, 1l faut qu’elle ait embrassé tous ces corps, et, vu la distance prodigieuse qui les sépare, elle ne peut avoir été qu’un fluide d’une immense étendue. Pour leur avoir donné dans le même sens un mouvement presque circulaire autour du Soleil, il faut que ce fluide ait environné cet astre comme une atmosphère. La considération des mouvements planétaires nous conduit donc à penser que l’atmosphère du Soleil s'est étendue primitivement au delà des orbites de toutes les planètes, et qu’elle s’est resserrée successivement jusqu’à ses limites actuelles.
Ici, il convient de citer un passage important de Laplace (Exposition du Système du Monde, 6° édition, p. 482) :
« Herschel, en observant les nébuleuses au moyen de ses puissants télescopes, a suivi les progrès de leur condensation, non sur une seule, ces progrès ne pouvant devenir sensibles pour nous qu'après des siècles, mais sur leur ensemble, comme on suit dans une vaste forêt l'accroissement des arbres sur les individus de divers âges qu’elle renferme. Il a d’abord observé la matière nébuleuse répandue en amas divers dans les différentes parties du ciel dont elle oc-
cupe une grande étendue. Il a vu dans quelques-uns de ces amas cette matière faiblement condensée autour d’un ou de plusieurs noyaux peu brillants. Dans d’autres nébuleuses, ces noyaux brillent davantage relativement à la nébulosité qui les environne. Les atmosphères de chaque noyau venant à se séparer par une condensation ultérieure, il en résulte des nébuleuses multiples, formées de noyaux brillants très voisins et environnés chacun d’une atmosphère ; quelquefois la matière nébuleuse, en se condensant d’une manière uniforme, produit les nébuleuses que l’on nomme planétaires. Enfin, un plus grand degré de condensation transforme toutes ces nébuleuses en étoiles. Les nébuleuses, classées d’après cette vue philosophique, indiquent avec une extrême vraisemblance leur transformation future en étoiles et l’état antérieur de nébulosité des étoiles existantes. Ainsi l’on descend, par le progrès de la condensation de la matière nébuleuse, à la considération du Soleil entouré autrefois d’une vaste atmosphère, considération à laquelle je suis remonté par l'examen des phénomènes du SyStème solaire... Une rencontre aussi remarquable, en suivant des routes Opposées, donne à l'existence de cet état antérieur du Soleil une grande probabilité. »
110. Considérons donc une nébuleuse très étendue, à condensation centrale, animée d’un certain mouvement initial, et soumise à l'attraction mutuelle de ses divers points. Si l’on considère le mouvement relatif de la masse autour de son centre de gravité O, il y aura un plan du maximum des aires, ou plan du couple résultant, qui sera le plan de l'équateur, et l’on aura, en appelant O3 la normale à ce plan, Ox et Oy deux axes fixes situés dans le plan de l'équateur, « et 57 les coordonnées d’un élément de masse quelconque m,
dy dx LS à ; ne MAR ETS AM|L—= — y — | = const. —=C ( at" dl ) é
L==\DiCOS0, Vpn,
w est la vitesse angulaire de rotation; p désigne la distance de la molécule m à l'axe Oz, et Emp* le moment d'inertie de la masse par rapport à Oz; « est con- Stant.
Dans ces conditions, nous pouvons appliquer la théorie exposée plus haut et relative à l'atmosphère du Soleil. Cette atmosphère ne peut pas s'étendre, dans le plan de l’équateur, à une distance plus grande que la quantité à définie par la relation
RM
ok
Supposons que, du temps 4, au temps £, le corps se contracte en restant semblable à lui-même, toutes les distances telles que p acquérant le facteur x 1;
, « I , Cape È A2 L o s d’après (9), w aura le facteur ;;> et d’après (10), b le facteur x°. Ainsi (fig. 11)
OB'= OB, x x* ; mais si le point B, de la surface est venu en B, on a
OB—=O0B ><; donc OB'=O0B xx); OB'< OB.
Ainsi, le point B'estentre le point Bet le point O. Donc la portion de la masse contenue entre B' et B va cesser d’appartenir à l'atmosphère et elle formera une série d’anneaux cireulaires tournant librement autour du point O.
Les choses ne se passeront pas, en général, avec cette grande simplicité et l’on peut se borner à dire que la limite de l'atmosphère peut tomber en dedans de l'atmosphère, ce qui exige la séparation d’une partie de la masse.
On voit qu’au point de séparation la vitesse linéaire du point Best supérieure à celle du point B’, puisque le rayon OB'B tournait avec la vitesse angulaire ©, et que l’on a OB > OB.
On s'explique donc ainsi qu'il y ait des zones de vapeurs successivement abandonnées :
« Si toutes les molécules d’un anneau de vapeurs continuaient de se condenser sans se désunir, elles formeraient à la longue un anneau liquide ou solide. Mais la régularité que cette formation exige dans toutes les parties de l'anneau et dans leur refroidissement a dû rendre ce phénomène extrêmement rare. Aussi le système solaire n’en offre-t-il qu’un seul exemple, celui des anneaux de Saturne. Presque toujours chaque anneau de vapeurs a dù se rompre en plusieurs masses qui, mues avec des vitesses très peu différentes, ont continué de circuler à la même distance autour du Soleil. Ces masses ont dû prendre une forme sphéroïdique avec un mouvement de rotation dirigé dans le sens de leur révolution, puisque leurs molécules intérieures avaient moins de vitesse réelle
que les supérieures; elles ont donc formé autant de planètes à l'état de vapeurs. Mais si l’une d'elles a été assez puissante pour réunir successivement, par son attraction, toutes les autres autour de son centre, l’anneau de vapeurs aura été ainsi transformé en une seule masse sphéroïdique de vapeurs, circulant autour du Soleil, avec une rotation dirigée dans le sens de sa révolution. Ce dernier cas a été le plus commun; cependant le système solaire nous offre le premier cas dans les petites planètes qui circulent entre Mars et Jupiter...
» Maintenant, si nous suivons les changements qu’un refroidissement ultérieur a dü produire dans les planètes en vapeurs dont nous venons de concevoir la formation, nous verrons naître, au centre de chacune d’elles, un noyau s’accroissant sans cesse par la condensation de l’atmosphère qui l’environne. Dans cet état, la planète ressemblait parfaitement au Soleil à l’état de nébuleuse où nous venons de le considérer; le refroidissement a donc dû produire, aux diverses limites de son atmosphère, des phénomènes semblables à ceux que nous avons décrits, c’est-à-dire des anneaux et des satellites circulant autour de son centre, dans le sens de son mouvement de rotation, et tournant dans le même sens sur eux-mêmes. La distribution régulière de la masse des anneaux de Saturne, autour de son centre et dans le plan de son équateur, résulte naturellement de cette hypothèse, et sans elle devient inexplicable : ces anneaux me paraissent être des preuves toujours subsistantes de l'extension primitive de l’atmosphère de Saturne et de ses retraites successives. Ainsi les phénomènes singuliers du peu d’excentricité des orbes des planètes et des satellites, du peu d’inclinaison de ces orbes à l’équateur solaire, et de l'identité du sens des mouvements de rotation et de révolution de tous ces corps avec celui de la rotation du Soleil, découlent de l'hypothèse que nous proposons et lui donnent une grande vraisemblance.
» Si le système solaire s’était formé avec une parfaite régularité, les orbites des corps qui le composent seraient des cercles dont les plans, ainsi que ceux des divers équateurs et des anneaux, coincideraient avec le plan de l’équateur solaire. Mais on conçoit que les variétés sans nombre qui ont dû exister dans la température et la densité des diverses parties de ces grandes masses ont produit les excentricités de leurs orbites et Les déviations de leurs mouvements par rapport au plan de cet équateur. » (Larcace, Exposition du Système du Monde, 6° édition, p. 502-504.)
Remarque. — La formule (10) donne, en appelant T la durée de rotation de la nébuleuse, au moment de la formation d’un anneau à la distance db du centre du Soleil,
comme T est aussi la durée de révolution de la planète qui s’est constituée aux
dépens de l’anneau, on retrouve ainsi la troisième loi de Képler (on a négligé l’excentricité qui fait que b peut différer un peu du demi grand axe de l'orbite ).
Il y a quelques difficultés quand on veut poursuivre le développement de la théorie de Laplace jusqu’à l'explication des moindres détails. La plus grosse provient du mouvement rétrograde du satellite de Neptune, et d’une circonstance analogue qui se présente pour les satellites d'Uranus (").
Mentionnons encore ce que dit Laplace de l’origine probable de la lumière
zodiacale :
« Si, dans les zones abandonnées par l’atmosphère du Soleil, il s’est trouvé des molécules trop volatiles pour s’unir entre elles et aux planètes, elles doivent, en continuant de circuler autour de cet astre, offrir toutes les apparences de la lumière zodiacale, sans opposer de résistance sensible aux divers corps du système planétaire, soit à cause de leur extrême rareté, soit parce que leur mouvementest à fort peu près le même que celui des planètes qu’elles rencontrent. »
(1) Voir les deux Ouvrages suivants :
Faye (H.), Sur l'origine du Monde. Théories cosmogoniques des Anciens et des Modernes. Paris, 1884.
Wozr (C.), Les hypothèses cosmogoniques. Examen des théories scientifiques modernes sur l’origine des Mondes, suivi de la traduction de la Théorie du Ciel de Kant. Paris, 1886.
FIGURE DES COMÈTES. — RECHERCHES DE ROCHE
111. Recherches de Roche sur les atmosphères des comètes (Annales de l'Observatoire, t. V). — Roche dit dans l’Introduction de son Mémoire : « Il s’agit d'étudier la figure d’une atmosphère qui enveloppe un noyau de comète et qui l’accompagne dans sa marche autour du Soleil. Cette atmosphère est soumise à l'attraction du Soleil, à celle de la comète elle-même, et elle peut avoir un mouvement de rotation. Sous ces diverses influences, il doit arriver que sa forme change d’un moment à l’autre: elle ne présentera pas, en général, une figure permanente. Mais, si l’on admet qu’elle prend à chaque instant la figure avec laquelle elle pourrait être en équilibre en vertu de ces forces, la succession des formes ainsi calculées représentera, au moins approximativement, les variations que l'atmosphère de la comète éprouve réellement. La question, ainsi ramenée à un problème de Statique, devient abordable par le calcul. »
Soient, à un moment donné,
O le centre de gravité de la comète;
æ0Oy le plan de l'orbite qu’elle décrit autour du Soleil S que nous supposons situé sur l’axe des y, à la distance OS — 7’;
æ la masse de la comète ;
M celle du Soleil;
LD pr
æ, y, 3 les coordonnées d’un point quelconque M de l'atmosphère de la comète: OM = r, MS — À:
w la vitesse angulaire de la rotation de la comète, rotation que nous supposons s'effectuer autour de Oz.
Pour étudier la figure d'équilibre relatif par rapport aux axes Oz, 0y, OZ. que nous supposons liés à la comète, il faut tenir compte des forces accéléra-
trices appliquées en M, qui sont :
MA — Fa dirigée suivant MS, a eo :
MC= 5) dirigée suivant MO, M Le MD — 7 ) dirigée parallèlement à SO,
F MB—wxMQ, dirigée suivant le prolongement de QM perpendiculaire à Oz.
Les composantes X, Y, Z de la force accélératrice totale seront
æ æ à X——/M Fi JU or 2e M Le MT fe + or — 5 Z =—fM FU — fh =
On a (1) A—ax+(r— y} + 2.
La condition de l’équilibre est, en supposant la comète fluide, X dx + Y dy +1d: —0;
en remplaçant X, Y et Z par leurs valeurs précédentes, et intégrant, il vient
fM (x — 2 + + : (x? + y?) = const.
La formule (1) donne A—r2+r—ory,
\ 14 \ ® d’où, en remarquant que u et sont tres petits,
En substituant dans l’équation (2) il vient
Be T IV 7e DA [I FM T—) + LEE Lor(xt+ 4) = const,
ou bien
(D ee
Nous avons représenté ï par 77 qui désigne ainsi la masse de la comète rap-
portée à celle du Soleil. Soient w l’anomalie vraie de la comète et p son paramètre; posons
(4) ee 7
Nous avons, d’ailleurs,
et il en résulte
ee
LM r'3?
en faisant
L'équation (3) devient ainsi PRICE «2e 2 2
(6) 27 Er 2m ss yh PA Le _
Si la vitesse de rotation de la comète est égale à la vitesse angulaire de son mouvement de translation, on a
ME on remarquera que, d’après la définition (5) de A, on a
OR he
h — 2 au périhélie et À — o à l’aphélie, en supposant la comète parabolique.
En donnant à 7’ des valeurs successives, de + « à 5? On aura les diverses
formes de la surface extérieure de la comète; on voit que cela revient à sup-
poser que la comète décrit une série d’arcs de cercle ayant pour centre le Soleil, ce qui n’est vrai, même approximativement, que près du périhélie ou de l’aphélie (*). La théorie est certainement très imparfaite; et encore, il n’en faudra pas appliquer les conséquences lorsque la queue de la comète se sera développée, car cela indique l'existence d’une force répulsive dont nous n'avons pas tenu compte. |
Quoi qu’il en soit, nous allons discuter l'équation (6). |
En donnant à C une série de valeurs, on obtiendra l’ensemble des surfaces de
niveau. On peut remarquer qu’en adoptant Le pour l'attraction de la comète sur
un point de l’une des surfaces de niveau, on suppose implicitement que l’on ne tient compte que de l'attraction du noyau, et même qu'on suppose ce noyau sphérique.
112. Discussion des surfaces de niveau fermées. — On voit immédiatement qu’elles admettent l’origine comme centre. Prenons des coordonnées polaires, en posant
LT SinbOCos, Jp —=rsin0siny, 2 —TCOp.
L'équation (6) deviendra
sin?0(yh+ 3 sin?) —1 2m à (7) Fr? Œ ME b) AE ar 00:
Je suppose, conformément à l'observation, la nébulosité à peu près sphérique; la dérivée du premier membre, changée de signe, est, à un facteur con- | stant près, égale à la composante de la pesanteur suivant le rayon vecteur; donc, si la surface de niveau est intérieure à l'atmosphère, on doit avoir
sin?0(yh+3sin?d)—1 mm ; (ne ln
On en conclut que l’équation
mr'è
(8) pe
sin?6(yh+ 3sin°d) —71
représente la surface limite, au delà de laquelle toute molécule tend à s'éloigner du noyau, et, par conséquent, ne saurait faire partie de l’atmosphère proprement
(1) On a
dr’ de fM —— = CSInw —— ° dt
RE Ed
ET CPR
dite. Le plus petit rayon r; de cette surface répond à d — 0 — 90°; il est dirigé
suivant Oy, et a pour valeur
nn (9) =
Les rayons vecteurs des surfaces de niveau intérieures à l'atmosphère doivent
être tous plus petits que r,.
Discutons maintenant les surfaces de niveau fermées. Soit F le premier
membre de l’équation (7), on aura
OF Or. OR. 2.
De do re sin 0 cosô(yh+ 3 sin?d), oo sin?0 sind cost — — = —— e (ap) U, or où PS
On en conclut que le plus petit rayon R est dirigé suivant l’axe de rotation Oz, et le plus grand R’ suivant Oy, donc dirigé vers le Soleil. Soit R’ le
rayon dirigé suivant Ox. On aura
RhR <R:
_ LCR 2m —0, DO, R'3 (10) Grinan Ti ie at
\ (2+7yh) ec AM = 0; 0 — 90°,
= ou?
On doit avoir, comme nous l'avons dit, R°<7,, d’où, en remplaçant r, par sa
valeur (9),
FT 3 m 2+yh
(11) m>@+rn (Re),
d’où 7!
et, a fortiort,
JENES (12) m>2() .
Si l’on admet que le contour que nous voyons à la nébuleuse est l’une des surfaces de niveau intérieures à la surface limite, en désignant par R le plus grand rayon de ce contour, l'inégalité (12) devra être satisfaite, et il en résul-
tera une limite inférieure de la masse de la comète. JE À
Posons > I!
R R o! — RP ! == FR 0 — ç! = AU Rs À DE
les équations (10) deviennent
168 + CR'r'— 2m — 0, (13) { (1—7yh)Às "8 + CR'v"— 2m —o, (2+yh)A —CR +2m—o.
En éliminant À et CR’, il vient
p'p"(o! = ur) our o!2 se: p/2 des pole 2
pl— pl — 031 — 6!)
LT — = nr
On peut aussi éliminer y et R' entre les équations (13), ce qui donne
(19) 2m (100) ( + pl + pla op — ) — A0" [3 0"2— 612(5 — #2).
Lorsque la surface est très voisine de la sphère, les équations (1H) et (as) peuvent être réduites à
el — p!
(16) RO y
(17) ma v)= IX
Examinons les deux cas limites de yh = o et yh — 2.
1° y} — 0. L’équation (6) devient
(18) 2. EE — TE Va? + y°+ 3°
les surfaces de niveau sont de révolution autour de Oy. Ce cas se décompose en deux autres; d’abord À — 0, d'où r’ = æ; l’équation (18) se réduit à
les surfaces de niveau sont des sphères comme cela devait être. Soit maintenant
Y—10, d'où w — 0; en faisant ’ — &’ dans l’équation (15), 1l vient
2m pit 20"
F\ RUN
SERIE RENNES AS TASER PES TAPER PSE TENUE CEA ET EEE
RESRPARSUREERANTI AT NA ETRATRC
dis
FIGURE DES COMÈTES. 291 Le second membre de cette équation croit constamment de o à + quand ?”
: X É : : à ALI varie de o à 1; donc l’équation (19) admet toujours une racine #” quand + est donné. La formule (12) donne d’ailleurs
m = À n 2, On trouve aisément m 0: 0 pour D m GRO, ) Fe.
nm CO 76, » he — 4, Ou Rs sr »70» ) F1 ==)
\ , 9) vhs, our = L
» en Supposant y — 1. Les formules (13) donnent alors
pot om Got— 0"
D A OV IQ
5 7 = , à Ho ) d nm : d , s’ et s” croissent avec 7’ Comme on s’en assure aisément. Quan + sera donné,
on obtiendra donc toujours une seule valeur pour ?’ et pour +”. On trouve
P=107 40 pire 002, DOUr. — —2;:
n 0,70: tie 0 0, pour + =8.
On voit que dans ce cas de A — 2, les surfaces de niveau ne diffèrent pas
beaucoup de sphères dès que . dépasse un peu sa limite 2; le plus petit rayon
est égal aux : du plus grand; y; — o donne du reste une conclusion analogue. On comprend ainsi que les nébulosités des comètes paraissent à peu près sphériques.
On pourrait chercher à se faire une idée de la masse des comètes en partant de l'inégalité (12). Soit à le diamètre apparent de la comète lorsque, sa distance au Soleil étant r’, sa distance à la Terre est égale à o. On aura, en supposant la comète sphérique,
et l'inégalité (12) deviendra
Il arrive assez souvent que l'on voit les comètes sous un angle de 1’ environ, le rapport Ê étant voisin de 1. On aurait, si ces conditions étaient exactement
remplies,
TO2 SION
TUE 10e sine Œ
» « Là » \ ] ° Cela donnerait la masse de la comète supérieure à la == partie de la masse
de la Terre. Mais on ne peut appliquer cet essai que quand la comète n’a pas de queue, et encore il ne faut pas attacher trop d'importance au résultat ob-
tenu.
113. Discussion de la surface libre. — Nous avons discuté précédemment les surfaces de niveau fermées ; la plus grande de ces surfaces, celle qui atteint la surface limite, est nommée la surface libre. C’est à elle que se termine l’atmosphère, quand elle s'étend aussi loin que possible; mais elle peut se terminer à toute autre surface de niveau intérieure. Caleulons la valeur de C qui répond à la surface libre. Le plus grand rayon R’ de cette surface doit être égal au plus petit rayon r, de la surface limite. Nous devons donc, dans la troisième des équations (10), remplacer R’ par l’expression (9) de r,, ce qui nous donnera
mt
2+yh == 3 mnt,
CR'=2m+(2+7yh)
anne nn _—
de sorte que la surface libre aura pour équation
ou bien, en coordonnées polaires, 2}
sin? 0(yh + 3sin?d) —1 2m 3m : D ne Q #) + — —= V2 +72,
(21) FT r © Le sommet situé sur le grand axe a pour coordonnées
== Ta V=90?, 0 90°,
F0, VE Th = 0,
Ce sommet jouit d’une propriété importante : c’est un point singulier, par où l’on peut mener une infinité de plans tangents dont l’enveloppe est un cône du
second degré. Transportons en effet l’origine des coordonnées en ce point, en remplaçant y par y +r,, sans toucher à æ ni à z; l’équation (20) deviendra
2V?+4r,y+ori—ax— 3 2m
Noam 3m _ - — r'è V: 2 PNR NON 22 :
P+QEn)+s
yh
ou bien, en substituant pour 7’ sa valeur en fonction de r,, tirée de la relation (9),
(2+yh)(y+ory+ri)+(yh—1)a—2 m 2m 970 r3 AVEC EAP es mon ou encore 2 2 2 s EN L k : al (22) Hier dub Lip I A : A |: ei IE | Hi ra as NOR DEN ONE MONS EAU ri PA
Nous voulons étudier la surface dans le voisinage de la nouvelle origine ; x, y, : seront donc petits, et nous aurons, en négligeant les troisièmes dimen-
. W 5 Z song de: ot r T° 7:
E 2V a+ y?+ 31 ? y TX + y? 7? 3 L' Lo A Es ee + T'; 7 À ri 21; DER après réduction, l’équation (22) deviendra
BR re SU YANN (+ p) = "0.
Cette équation est celle du lieu des tangentes menées à la surface par le point considéré. Ce lieu est un cône réel du second degré; à cause de la symétrie, l’autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété.
Au delà de la surface libre, les surfaces de niveau ont des nappes infinies; celles qui sont voisines de la surface libre n’en diffèrent sensiblement qu'aux environs du grand axe où elles s'ouvrent pour donner passage au fluide en excès; lorsque, pour une cause quelconque, le fluide vient à dépasser la surface libre, la partie en excès se déverse alors entièrement dans l’espace par les deux orifices opposés.
Quand il s’agit de l’atmosphère solaire considérée dans le Chapitre précédent, et qui est de révolution, l'écoulement s’effectue, non plus par deux points seulement, mais tout le long de la ligne équatoriale qui limite la nappe fermée.
114. La théorie précédente est-elle d'accord avec l'observation?
Quand une comète approche du Soleil, le fluide qui l'entoure éprouve une dilatation progressive due à l’augmentation de la chaleur solaire. De plus, les dimensions de la surface libre, qui dépendent de la distance r par la formule (9),
diminuent avec elle. Cette surface se contracte donc, et tout ce qui se trouve en dehors se déverse vers les extrémités du grand axe, et s'écoule par ces points, comme par deux ouvertures, formant ainsi deux jets opposés suivant le rayon vecteur du Soleil. Ce serait là l’origine de la queue. Après le passage au périhélie, la seconde cause de production des queues, la diminution de 7’, n’existe plus. L’accumulation de la chaleur solaire, et la dilatation qui en est la suite, reste la seule cause qui entretienne le développement de la queue.
On a bien observé à diverses reprises, notamment Valz pour la comète d’Encke, une contraction du noyau des comètes, quand elles s’approchent du périhélie ; toutefois, la théorie précédente assigne à toute comète, non pas une queue unique, mais deux queues partant du noyau, et dirigées l’une vers le Soleil, l’autre du côté opposé. Or, le fait de deux queues diamétralement opposées est tout à fait exceptionnel, si même 1l a jamais existé. Ce qui existe généralement, c’est une queue opposée au Soleil.
Bessel, dans ses recherches mémorables sur la comète de Halley (Abhandlungen, t. 1; Conn. des Temps pour 1840), est arrivé à la conviction que le Soleil exerce, sur la matière ténue de la queue, une attraction plus petite que sur le noyau (à égalité de masses, bien entendu), et même une répulsion qui peut être de nature électrique; il considère que l’existence de cette force ne saurait être mise en doute.
115. Dans la seconde Partie de son Mémoire, Roche introduit une force émanant du Soleil, agissant sur les particules de la queue, suivant le rayon vecteur, dont l'intensité est inversement proportionnelle au carré de la distance; mais cettein- Le l’est par tent SI 9 est (1, on aura donc une attraction élective sur les particules de la queue, plus faible que sur le noyau; pour © 7, ce n’est plus une attraction, mais une répulsion. Dans ces conditions, l'équation (2), qui exprime l'équilibre, doit être remplacée par
tensité, au lieu d’être représentée par l’expression
À a + =w"(x?+ y?) = const.
fMG—o) fMy : HE :
Pour simplifier, Roche fait abstraction de la rotation de la comète; il trouve ainsi, pour l’équation générale des surfaces de niveau, en tenant compte de la relation A =7r?+7r?— 277,
L— 9 V m Vr?+ r'— 921 y
Bit = Const,
\ / S » & n d’où, en développant suivant les puissances de > comme au n° 111,
de Dia a m 4 Érrdes er + = const.
r or'2 r'2
ce qui peut s’écrire
2Y?— x?— 5 20 2m a (23) (1 qe AAA CPR à î Co Var + + 5?
Telle est l’équation générale des surfaces de niveau. On voit que ces surfaces $ q
; ï : ; 2 sont de révolution autour de Oy, mais qu’en raison du terme — LE elles n’ad-
mettent plus l'origine pour centre. Avec les coordonnées polaires, cette équation devient
23sin*0sin?4—1 2orsinôsinY 2m $ & AR N Î
(24) = @)r AE Ta : =C; En raisonnant comme au n° 112, on voit que l’on doit avoir 3sin?0sin?d —1 2o9sin0sint 2m (or FT de Ve Se AU
de sorte que l'équation de la surface limite est
3sin?20 sin?2d — 7 o sin0 sind m } fé ‘ Fes, 1 15
(=10) MANU A AREA TRES TT Ts — 0,
Cette surface est de révolution autour de Oy. Cherchons les sommets situés sur Oy; nous aurons, pour 0 — 90°, d — 90°,
pour 0 — 0°, q — — 90°,
Si nous supposons © <{1, l'équation (25) aura une racine positive r,, et une seule; m étant très petit, cette racine est voisine de
PNÉRUE :
DE FETE
si © n’est pas très petit, cette racine est de l’ordre de 7’; donc elle est très grande, et la branche de courbe correspondante, dirigée du côté du Soleil, disparaît en quelque sorte; il n’y a donc de limite atmosphérique que du côté opposé au Soleil. Dans les mêmes conditions, l'équation (26) admet aussi une seule racine positive, laquelle est très voisine de
Cherchons la valeur de C qui répond à la surface libre; il faut faire, dans l’équation (24), De 00°, b=—=— 90°, est D il en résulte
— 2 1—9 r tar ®
on peut se borner à C= À Vme, |
et l'équation de la surface libre devient
.3sin?0sin?d —1 sin 0 sin d om (28) Gp) ARRET © ERSREN 8
Cherchons Le second point où cette surface coupe Oy, en faisant |
000 b=00?, Nous trouverons
r 3 r 2 r (29) ue) (5) e(5) ne un
À : z dote ne ja Cette éauation admet deux racines positives; l’une voisine de P
*_ est très Re grande et se rapporte à une branche de courbe fort éloignée, dont nous n'avons
pas à nous occuper. L'autre a une expression approchée que l’on déduit de
LA e L4 Q r l'équation (29), en négligeant le terme en (2) ; on a alors r \? Ur o (2) + 2m — M0,
mr PET: —- D .
7 VEIC 1)
La figure ci-dessous représente la courbe méridienne de la surface libre.
On démontre aisément qu’en C la surface admet un point conique : c'est par là que se fera l'écoulement, et l'on n'aura plus qu’une queue unique opposée
EE
RE ET SE CET E TNA
au Soleil. On a représenté l’une des surfaces de niveau extérieures à la surface libre; l’écoulement se fera par l’orifice EE,.
. TRE, Roche aurait pu remarquer que, le long de la surface ABC, étant de l’ordre
de V7», on peut réduire l'équation (28) de la surface libre, en négligeant le premier terme; l'équation de la courbe méridienne ABC devient alors
Es FE TT 2/Mp—m— +o sing — 0.
FF
r' ve PQ Vi+sing +1 ?
2m AC 7 er
On en déduit
On trouve aisément
Eten RÉRE BUREAU vir TOP Ne nviron.
Nous renvoyons le lecteur au Mémoire de Roche pour les
de o>71, dans lesquels l’allure générale des résultats pr difiée.
Cas, de,9 = rx et écédents est peu mo-
PRÉ NERSE LE Me QYPE PAIE RIRE RER QUE MRC PANR PIE OU GA LELE ER RP
FIGURE DES COMÈTES. — RECHERCHES DE SCHIAPARELLI, BESSEL ET CHARLIER
116. Recherches de Schiaparelli. — Nous allons présenter une analyse succincte de quelques points du Chapitre VIII du bel Ouvrage de M. Schiaparelli Entwurf einer astronomischen Theorie der Sternschnuppen, édition allemande de Boguslawski.
Le savant astronome italien considère une comète avant que sa queue se soit développée, et il la suppose formée d’un amas sphérique homogène de petits corpuscules, sans condensation au centre et sans liaison des corpuscules les uns avec les autres; un certain nombre de comètes paraissent en effet remplir ces conditions ; nous n’aurons pas à considérer la force répulsive.
Soient (Jig. 14) O le centre de gravité de l’amas, À un point de sa surface, S le Soleil, OA = r, OS =r,, AS = À; æ,7y, 3; æ&,, 1, 3, les coordonnées de A et de $, rapportées à des axes mobiles de directions invariables se coupant en O,
M la masse du Soleil. Dans le mouvement relatif de la particule A autour du point O, les composantes de la force perturbatrice provenant de l’action du Soleil ont, comme on sait, les expressions suivantes :
se 7 à:
os
DAME
La composante E de cette force, dirigée suivant AO, sera
4 æ À 3 2=-(x$+vi+zs),
ou bien, en remplaçant X,, Y, et Z, par leurs valeurs précédentes,
le M LL + VYY +27 — 7? LT + YY1 + 33 ee 7 AS TE? :
Soit à l’angle AOS, on a
LL + YY1 + 331 = Tri COS,
A—7?+7r?—orr, cos«, et il en résulte
US < 1M r 27 pas" ed ns M COS EE COS D mn COS ONE 5 F4 ri ri F A Là a S ® 0 , 70 , .
d'où, en développant suivant les puissances de la petite quantité su el négli-
geant (2) )
M 7 2" — —(1—3cos°a).
TO TI Pour & = o, ou &« = 180°, ona EE — — 2/M , rè et, pour « — 90°, M r 2=+— 0 Fr
Donc la force perturbatrice du Soleil tend à augmenter l'attraction centrale exercée par la comète sur le point A (laquelle est dirigée suivant AO), pour les parties de l’amas qui sont en quadrature avec le Soleil; elle tend à la dimi-
nuer pour les parties qui sont en conjonction ou en opposition avec le Soleil. La composante E s’annule pour
COSa—= EE —;, = DU ou GTA TO":
c'est donc assez loin des quadratures que X devient positif. On voit que la force perturbatrice du Soleil agit de préférence sur les particules qui sont dirigées suivant le rayon OS ou suivant son prolongement. Si, pour ces particules, la force £ est supérieure à l'attraction centrale de la comète, une dissolution au
moins partielle pourra se produire. La dissolution aura pu commencer antérieurement; l’auteur a cherché seulement une limite au delà de laquelle cette dissolution se produira nécessairement. Soit » la masse de la comète, nous trouverons pour la limite cherchée
21 Mir. fm 4 NN m 2M (1) nr Si l’on a r 3 (2) m <2M (2) ) F1,
la dissolution pourra se produire. On peut donner de l’inégalité (2) une interprétation simple, en l’écrivant comme il suit,
= Tr TT
QE
Cela veut dire que, pour que la comète reste agglomérée, il faut que sa densité moyenne soit plus grande que le double de ce que deviendrait la densité moyenne du Soleil si toute sa masse était répartie uniformément dans tout l’intérieur d’une sphère de rayon r,. On remarquera que l'inégalité (2) est celle à laquelle nous à conduit la théorie de Roche. On voit que M. Schiaparelli considère les différentes particules de la comète s’attirant mutuellement, mais n'ayant pas entre elles la liaison que suppose une masse fluide continue.
Supposons que la comète soit comme un nuage formé de gouttelettes sphériques séparées nettement les unes des autres, et désignons par x la masse de chacune de ces particules, par z leur nombre et par 24 leur distance moyenne. Nous pourrons écrire
IE
à en 4 ; M = LU, SNA —= 3 HT:
OS
la seconde de ces relations est en quelque sorte la définition de d. On en conclut
mr re et la condition (2) devient & _2M a ri:
d'où PA BRUGES (3) RTE 2M
end re dr oO
Supposons 7, égal à la distance de la Terre au Soleil; soient m», la masse de la Terre, 7, son rayon, A sa densité moyenne ét & la parallaxe du Soleil.
On aura Ba M ne ee = — 021000 Mo —= 17 sinæ mo : :
QIES
Nous prenons pour m, le poids au lieu de la masse, mais nous faisons de même pour x, ce qui ne présentera pas d’inconvénient. L'inégalité (3) deviendra
I 3 31 qe sins At A x 648000
Supposons que cette particule ait un poids de 1 gramme; l'unité de longueur pour d'sera donc le centimètre. Si l’on prend, en outre,
5,56, (D he QE o À 0 on trouve que la formule (4) donne d=#0), Ad = 1,00.
De là cette conséquence curieuse : si un nuage sphérique de corpuseules pesant 1 gramme chacun, placé à la même distance du Soleil que la Terre, est constitué de façon que la distance moyenne de deux corpuscules soit égale ou supérieure à 1,90, ce nuage ira en se dissolvant sous l'influence perturbatrice du Soleil. Pour avoir la stabilité, il faut que la distance moyenne 24 soit plus petite que 1,90.
Arrivant à la formation des queues des comètes, M. Schiaparelli, après avoir rappelé dans le même Chapitre que Bessel considère l'existence d’une force répulsive comme absolument démontrée, dit que, dans son opinion, il doit y avoir dans les comètes une ‘matière spéciale sur laquelle le Soleil exerce une action moindre que sur le reste de la comète, et même, dans certain Cas, une répulsion. Cette matière n'entre d’ailleurs qu’en proportion minime relativement à l’autre, de sorte que sa présence dans le corps de la comète n'empêche pas celui-ci d’obéir aux lois de Képler. Le développement de la queue dépend exclusivement de la quantité plus ou moins grande de cette nouvelle matière et de la force avec laquelle Le Soleil agit sur elle. Cette matière se sépare du reste pour former la queue, et elle peut entrainer avec elle des quantités plus ou moins grandes de la matière ordinaire.
(17. Recherches de Bessel (Abhandluagen, t. 1). — Bessel considère une particule de la queue, au moment où elle sort de la sphère d'action de la comète, dont le rayon est très petit; elle se meut ensuite en vertu de sa vitesse
initiale, et d’une force centrale dirigée suivant le rayon vecteur du Soleil, inversement proportionnelle au carré de la distance, mais dont l'intensité est
représentée par 1 tandis que l’attraction du Soleil sur le reste de la masse
I . sis . Red N 7 . SUR est =. Si & est positif et inférieur à l'unité, la particule cest encore attirée par
le Soleil, mais avec une force moindre que les éléments du noyau; si u devient négatif, on aura une répulsion. Bessel cherche à déterminer les coordonnées relatives de la particule pendant un temps relativement court. Son orbite relative sera plane et son plan supposé coïncidera avec celui de l’orbite du noyau. Dans ce dernier plan, on considère deux axes rectangulaires Sx et Sy, se coupant au centre S du Soleil. Soient x et y les coordonnées du centre de gravité de la comète à l'époque 4, X et Y les coordonnées de la particule à l’époque £, R sa distance au Soleil; l’époque prise pour origine du temps sera celle où la particule sort de la sphère d'action du noyau. En désignant par un ou deux accents les dérivées premières ou secondes par rapport au temps, on aura les équations
(5) x" + = = 0) y"+ z = 0 no ne D (6) D mpe 0? pe
On voit que Roche considérait la particule avant sa sortie de la sphère d’action, tandis que Bessel prend les choses après la sortie. Les équations (1) sont celles d’un mouvement elliptique ou parabolique; les équations (2) celles d’un mouvement elliptique, parabolique, ou même hyperbolique.
Soient M la position du centre de gravité du noyau à l’époque £, et N celle de la particule considérée ; on choisit deux axes rectangulaires ME et Mn situés dans le plan de l'orbite de M, l’axe ME coincidant avec le prolongement du rayon vecteur SM, et l'axe Mn étant dirigé en sens inverse du mouvement de la comète; on rapporte la particule N à ces deux axes mobiles, et l’on désigne ces coordonnées relatives par É et n. On trouve immédiatement les formules
TE + YN vVÉ—æN er V= y + ET.
En substituant ces expressions dans les équations (6), et tenant compte des relations (>), on trouve
FIGURE DES COMÈTES. 263 On en déduit
xE+yn\ ORGANES 2 m (28) +7 (EE) =; — 5% (+7rE),
Étui ss
: On a ensuite Û He " LA TL DA ! LA fre A /4 CRD \= 2er ee 4 r / r F 7: r F r 1 JE—æn È en JA 1 A À D à æ\' ! æ\” —————— | —=- 2 (— . — —n"—2|— —|(— s (ee) res (Na (e sn (2 (2)
M LOST NCA.
! LH: PA A ES BAT 29 DR ie prie D NCROIEHOEOIES et (9) ! ll [14 [/4 [/4 [A La 1% a mn ant [e (6) +7 (2) Tente E) + (21 di 10 ; PEN Y 1/4 æ\" Ga ne Mo RO ETC ES On a ensuite (2) x! r! (2) x!" 7 HUE r! 2 7/2 vien | 42 mA eye el és Lin T ; r 7 Fr r 7 ne Z Riinne Mio an (2) TR ed (2) me r? F = he pen ei
Soit p le paramètre de l’orbite du centre de gravité M du noyau; on a aussi
æy'— yx!'=Vp, æy"— yx"=— 0, rè PT 4 F—p,
et l’on conclut des relations précédentes
z\' l'y VA CAE Y' us P dr. =, At y A æ RD y 1 Aie 6e
après quoi les équations (9) deviennent
RS an GP ATEN et dés . r'Ë LS À rues. RC + ré), 10 #
Fes - Ia: DEMRs — DUT RES
FA F0 ne de RC Res R /?
On a enfin Rire d’où, en négligeant les petites quantités (£) et C} 1 1 2 ” (11) =).
Bessel suppose que le rayon p de la sphère d'action de la comète soit assez petit
pour que l’on puisse négliger P?1? et pt; c’est ce qui fait que nous pouvons n De ie PE " \? e : LE Eat ; .
négliger 1e1 (£ et 2) . En portant l'expression (11) dans les équations (ro), |
elles deviennent
r r? rè r*
de No Ne le r? Rod | r*
En différentiant encore une fois, remplaçant dans les seconds membres £”
et n” par leur expression (12), et négligeant cette fois + et 2 il vient
D ne y (8)
3) rè 7 rè r* ' 1 — — 67 3 e 1” LE 2 E V ce sf El us (£ ne Re)"
. C! r / 72 = Le . 0 . < C L 118. Soient Ë,, no, >, n,6,, ne, nn les valeurs initiales de £, n,..., n”; la série de Taylor donne fie, A EE +tb += + lb)
I ) I € 71] = No+ EN + = En, + G Dons,
d’où, en tirant &, ns, &, et n, des relations (12) et (13),
ie DR pe 71 JDN np Es (en)
Il convient de faire figurer, dans les coefficients de #2 et de tr etr du Hen der; etr,. On pourra prendre r, — 7’, et
Dans les termes en &, et n° et aussi dans les termes en et n,, qui contiennent &, ou n, en facteur, on peut faire r, — r. On trouve, d’ailleurs,
Re NES Ver DVD 27 Vp 2 DNS =h+u +lel — . nero vr un + ( F+2)à] È 2 Je 7e r° 1 7" (19) 2 p:
ne L Pc RE ml 67 VP va Ce - |.
6 1773 r3 DAS DM QUE ee = T's Vp 2 27/0 Le P\ N = Not ÉN, + | r2 S0 73 0 r3 ve | 1) No (16) & + È 1 [—U 6r'V/p EF qe RD — 6 l 9) r r3 mn co œ 7 T / 7 | No \
Soient maintenant g, et g, les projections de la vitesse relative initiale sur les axes MË et Mn. En se reportant aux formules (7), et remarquant que les projections de cette même vitesse sur les axes fixes Sx et Sy sont
on trouve
Ne Y(YE— xn\' Re) \ J' : Fe r À 9 os FaY; æ ne SE Pr \ r É d’où l’on tire sans peine n Vp ne END gi—Ë + Me g2=Nn — \
Mais g, et g, désignent les projections de la vitesse à l’époque zéro; on doit T. — IV. "
donc mettre les indices zéro aux diverses lettres dans le second membre; on pourra y laisser r au lieu de rs. On trouve ainsi
et, si l'on porte ces expressions dans Îles formules (15) et (16), elles de-
viennent
Are 0. 2 Vp ar! : D | nonr(nre)+ al À 2 = Éo (b+£)n|
Si l’on pose enfin { & —— pcosF, n5 —PSINt, (19) ) ra | g,—=—gcosG, Le —5SM6G;,
dans laquelle désigne l’anomalie vraie du point M, les formules (17) et (18) deviendront
do ssinF)
a LT VS Up 2esine (19) Se [SE me gsinG— (25 — ; à }p cosF + in psinr | + | —pie 1 Ê (SE ) g cosG ee 6 Fe VP If Te Te
é n—Ppint € (a sinG — v? à cos)
I 2 Vp ; 2esin® (20) — -ÛÀ V/ g cost p CosF + Ê+Ë jh 2 Re rè rè 4 ] 1— = Gesine 1 3 ; +£ [3e É = Vp — on © cos G — (£ + 2e) g Sin G| :
On voit que o et g désignent respectivement le ravon de la sphère d’action et £ D F Y
la vitesse relative initiale; les quantités F et G déterminent les directions du rayon mené de M au point où la particule sort de la sphère d’action, et de la vitesse relative g. Les formules (19) et (20) sont d'accord avec celles de Bessel, quand on y corrige quelques petites fautes de calcul (voër Marcuse, Ueber die physische Beschaffenheit der Cometen, Berlin, 1884).
119. Détermination approchée de l’orbite de la particule. — Bessel réduit les expressions (17) et (18) à leurs parties principales, savoir :
4 + las ra
(21) BBA ES RAR AT ENS, tue ne |
(22) n=git+ EP B+Vp Re.
Il s’agit d'éliminer z entre ces deux équations. On tire de la première
DEN 2 dat 4 r I— r° I—p 3
d’où, en négligeant 2°,
CRE An En +):
hl l , 2E .
En remplaçant dans le second membre = par sa valeur approchée, /- il ; HS vient
En portant cette valeur de 4 dans l'équation (22), et négligeant des termes de l'ordre de g?, on trouve
2 i 2 2€ sie 2Ë (23) 1n— £2r / me LR LS in. hr | I—U 3 I1—m, ar 1— 4
En supposant g,— o pour la queue, c’est-à-dire, la vitesse relative correspondante dirigée suivant le prolongement du rayon vecteur SM,, on a
: D 1 AVEN'EVEL (24) = rs
Cette équation sert à déterminer t — y par les valeurs observées des coordonnées 6 et n de la queue. Mais l’axe de la queue est difficile à fixer. Pape (Aséron. Nachr., n° 1172-1174) préfère avoir recours à l'équation (23), d’où il tire les valeurs des inconnues g, et 1 — x, en combinant les observations relatives à deux points des bords de la queue.
M. Radau (Bulletin astronomique, t. 1, p. 194) a cherché à compléter l’équation (23) en supposant nulles les valeurs initiales de £, n, £’ et n’, ce qui revient à supposer l'orbite absolue de la particule N tangente à l'orbite du point M. Il a calculé, en admettant en outre une parabole pour la dernière orbite, les expressions de £ et de n en tenant compte des termes en £'. Il a obtenu ainsi pour l'orbite relative l’équation
k ins (25) G-$S
D he 6n ) Fo id . DE:
dans laquelle qg désigne la distance périhélie de la parabole, et e la quantité
7: — 1. Enfin, M. d'Hepperger (Astron. Nachr., n° 2576) a obtenu une formule |
qui donne à peu près les mêmes résultats que celle de M. Radau ; toutes les deux
sont plus précises que celle de Bessel.
M. Bredichin a cherché à déterminer la figure de la tête de la comète, en se bornant aux formules approchées suivantes, déduites des formules (19) et (20),
2 I—U E = — gtcos G + 1 U?, DE
On en tire, par l'élimination de #, l'équation d’une parabole; mais nous n’insistons pas sur ce résultat qui ne donne qu’une approximation assez sommaire.
M. Bredichin a calculé la force répulsive 1 — & pour un grand nombre de comètes, et 1l a pu établir trois types de queues, pour lesquels cette force est respectivement égale à 11,0, 1,4 et 0,3. Certaines comètes ont offert deux de ces types; il y a même une comète (1882, IT) qui les a présentés tous les trois. Les trois types, d’après M. Bredichin, répondraient à l’hydrogène, au carbone et au fer. On trouvera, dans les Annales de l'observatoire de Moscou, les nombreux travaux du savant russe sur ce sujet très intéressant, mais malheureusement assez
complexe.
120. Recherches de MM. Charlier et Luc Picart. — Nous avons vu (page 260) que M. Schiaparelli a étudié la désagrégation des comètes ; il en a établi la possibilité par cette remarque que la composante de la force perturbatrice du Soleil, suivant le rayon vecteur mené du centre de gravité d’une co-
mète à un point de la surface, peut devenir plus grande que l'attraction de la comète sur le même point. M. Charlier a repris cette question d’une façon plus rigoureuse dans un Mémoire très intéressant (Bulletin de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXXII, n° 3); M. Luc Picard (Annales de l’observatoire de Bordeaux, t. V) a simplifié l'exposition de M. Charlier et donné à ses conclusions une extension importante.
Nous allons rendre compte des recherches de ces deux astronomes.
Nous considérons donc un essaim homogène de corpuscules sphériques qui s’attirent mutuellement, et sont tous attirés de la même façon par le Soleil; c'est dire que nous supposons que la force répulsive n’existe pas. Soient, relativement à trois axes fixes passant par le Soleil, x, y, o les coordonnées du centre de gravité M de l’essaim ; X, Y, Z celles d’une particule N située à l’intérieur de l’essaim, ou à l'extérieur, dans le voisinage.
On a pris, comme on voit, le plan de l’orbite de M pour plan des xy. Soit U l'attraction de l’essaim sur N; cette attraction est dirigée suivant la droite NM, puisque nous supposons l’essaim sphérique et homogène. |
Nous aurons les équations différentielles
one
(27) V+kp=— TU p=pinet FREE - Ü:
Nous introduisons, comme au n° 117, deux axes mobiles : M£ prolongement de SM et Mn perpendiculaire sur ME, dans le sens du mouvement de l’essaim. Nous aurons encore les relations (7), que nous récrirons pour plus de clarté,
re (28) entr en | ZE
Nous trouverons
73 3 pr VËÉ— xn ‘à A Zn | re YÉ—xn ( 1 )+4 37 = ky (2 m) p1 2 'ÉNER
On en tire
RE (Te AN En). Hem
z( = + à. kr fini 1 FR, ii dh OU ui dd ui
r ( ‘ ) # r ) ER AO
On a d’ailleurs R—(r+E)+n+ tt,
ce qui, en négligeant £?, n° et C?, se réduit à
; YE I I DE R=7r+E, d’où m=s(-*) Il en résulte 4 [1 CEE 1 2E (à 2 (at) + (2 —) 2 +Uri = 0, (29) xzE+yn\" | E—æn\" .£?n 1 (Rs) (R ef cure
En opérant comme au n° 117, et tenant compte des relations DA ! V ! L\ [2 y # k?p 6 — / Cr NC) / — LE Ep er jo@=s (ere / NT ke D 7 AN > k /p r!
QUE É 7° 7e TÈ le, 1 on trouve aisément, en revenant à la notation ordinaire pour les dérivées,
EE ue
de? 12 di For he dt
Ni 2AVp dé ‘Km /fp 2kVp : dr 2 de 7? dt Fe ( ) CE ant i ae Fe
Supposons que l'orbite de M soit circulaire, nous aurons
dr :
FD no 0
et les équations (30) deviendront
Nb RU ul ne dd dé n (31) = —2n— TE 0, dl dt p dE : É TEE Fa ue
121. Cas où la particule N est intérieure à l’amas. — On a alors pense LU LE AT NO 7 0 Le
D désignant la densité moyenne. Soient » la masse totale de l’amas, 5, son rayon; les formules
ei rpiD, AM =nie"
L’équation différentielle qui donne € devient d’ailleurs
donnent Mr ee iQ 0m 3 TJ Din (2 M Soit posé med \ (32) \ (a) DU:
les équations (31) deviendront j | dE da Ne = | 27 +(p—3)n?£—o, | (33) | | dr dE Fa. Se SA na 71 + 1) == 0" | k
| dt
| (34) 2 L(u+i)né—o.
| dt?
| On voit donc que l’on a, pour déterminer £, n et ©, trois équations différen-
tielles linéaires à coefficients constants et sans seconds membres. Pour intégrer les équations (33), on pose
E—= A cos(snt+ a), n=Bsin(snt+ a), où À, B, s et « désignent des constantes qui doivent vérifier les relations
— As +2Bs+(u—3)A—o, —Bs+"24sE pb 0:
On en tire, par l'élimination de e
(—p)(s—u+3)—/4s?, ou bien
(35) st— (au+i)s+p(u—3)=0o;
DA au+iEViôp+i.
Ces deux valeurs de s? sont réelles parce que p est essentiellement positif. D’après l’équation (35), la somme des valeurs de s° est positive; leur produit sera positif si l’on a & > 3. Done, pour & > 3, les deux valeurs de s? sont positives, et Les expressions de & et de n ne contiendront que des sinus et des cosinus; si les valeurs de £ et de n sont petites à l’origine du temps, elles le resteront toujours et la figure de la comète sera stable. Dans le cas de & << 3, l’une des valeurs de s? sera positive et l’autre négative; il entrera donc, dans l’expression de £ et n, des sinus et des cosinus, mais en outre des exponentielles. On
aura E— A cos(snt+a)+A,E‘"+A,E-""?,
n—=Bsin(snt+a)+B,E‘t+B,E "",
en désignant par s° et — s’? les deux racines de l’équation (35). On voit donc que ces expressions croitront d’une façon très rapide; le groupement des corpuscules ne pourra pas subsister. La condition de stabilité, & > 3, à laquelle nous arrivons ainsi, peut s’écrire, en ayant égard à la définition de w,
m Do \E.
, m è Po” (250) \>2(2) Soient
n, la vitesse angulaire des corpuscules dans leur mouvement de révolution autour du centre de gravité de la comète;
T, la durée de révolution;
T la durée de révolution du centre de gravité autour du Soleil.
Les relations fm=n0, Mn a
permettront d'écrire comme il suit l'inégalité (36)
/° TP he
tandis que, d’après M. Schiaparelli, on devrait avoir
ds: re D n > nV2, PF, << —.
te
L’équation (34) s'intègre avec des sinus et des cosinus, et la stabilité est toujours assurée pour €.
Ces résultats ont été donnés par M. Charlier. M. Picard a considéré en outre le cas où la particule est extérieure à l’essaim, et c’est de ce cas que nous allons maintenant nous occuper. |
122. Cas où la particule N est extérieure à l’essaim. — En se reportant aux équations (31), on remarquera que l'attraction U est maintenant celle d’une sphère sur un point extérieur; on aura donc
fm n° m = DE
Les équations (31) deviendront
—— +on — —3nE + mn? — E—o,
dû, Tea $ n°
dn d£ 2 a 9 r2 2
(37) PTE ne EUR = = 0 p=E+n+é
— n° Mn € —0
PTS AECDP CS AMnOT FL C ;
4 # Là La LA 2 m Là où m a été écrit au lieu de x Pour abréger.
En se bornant aux deux premières équations, on retrouve le système rencontré par M. Hill dans ses Recherches sur la théorie de la Lune (t. III, p. 259).
Imitant ici ce qu’a fait M. Hill pour la Lune (American Journal of Mathematics, t. 1), M. Picard multiplie les équations (37) respectivement par 2dË, 2dn, 24€; la combinaison obtenue est intégrable, et l’on obtient, en désignant par V la vitesse et par C une constante arbitraire,
2 a s =2m— +3 EC, P
Le
C'est, en somme, l'intégrale de Jacobi; nous écrirons V2 HR ne o® 710: C—;)+se-e
La constante d représente le demi grand axe de l'orbite que décrirait, à un instant donné, la particule N autour de M, si l'attraction du Soleil sur N venait à être supprimée.
Comme l’a fait M. Hill pour la Lune, M. Picard considère la surface Y que l’on obtient en faisant V? = o, savoir
(39) ma ( = 5) +0.
Cette surface divise l’espace en deux sortes de régions : pour les unes, l’expression précédente de V? est positive; pour les autres, elle est négative. De telle sorte que la particule N ne pourra se mouvoir que dans les premières. Nous allons discuter cette surface E.
Elle est symétrique par rapport aux axes de coordonnées et coupe l’axe des € au point déterminé par l’équation
Cette équation admet une racine positive et une seule, laquelle est < 26; nous la représenterons par 9,. Cherchons l'intersection de la surface avec le plan des ên; en posant
C—pcosU, ï —psint, Co, on trouve
(40) 8(É) csv T(p—28)= 0
Pour une valeur donnée de Ÿ, l'équation (4o) aura deux racines positives si 4P° + 27Q°< o; cela donne
ma
COS DE pr
cette condition sera toujours remplie si l’on a
Gin mms (ee)
En supposant cette inégalité satisfaite, la surface cherchée a une nappe fermée Y ; pour tous les points de son intérieur, on aura V?=> 0, tandis que V° est <o pour tous les points de l’extérieur. Si donc la particule est placée d’abord en un point de l’intérieur de Ÿ’, elle n’en pourra jamais sortir, et la stabilité sera réalisée. L'équation (40) admet la racine p = 2b pour Ÿ — 90°; enfin, pour Ÿ — o, cette équation devient
le premier membre de cette équation est positif pour p — 28 et négatif pour
p = 3, car il est alors égal à 81 b5
EL
quantité négative en vertu de l’inégalité (41); donc l'équation (42) admet une
( Ë [es
CRAFT
racine ?, comprise entre 2b et 30. Enfin, si dans l’équation (39) de la surface X on remplace 6, n et C par
E— p cos0 cos, n—=p cos? sin, É—psin6,
on voit aisément que p est une fonction décroissante de 0 et de Ÿ quand 6 et Ÿ croissent à partir de zéro. On en conclut que le rayon p de la surface X est tou- Jours compris entre p, et p,. Si la condition (41) est satisfaite, on aura, a fortiort,
Sp?
On retrouve ainsi la condition de stabilité de Roche [formule (rr) de la page 249 |, pour YA —1.
Au surplus, l'équation (6) de Roche (page 247) coïncide avec l’équation (39) du présent Chapitre, quand on y fait
PRET EN, VE, Fa Si la vitesse de rotation est égale à la vitesse de translation, nous aurons Y ES
la valeur de 2 ou £ est d’ailleurs égale à 1, quand on suppose l'orbite du noyau
circulaire; dans ce cas, y} — 1. On peut se rendre compte de l'identité des surfaces de niveau et de la surface Z; car en écrivant l’équation V?— o, on obtient une des surfaces de niveau. La discussion de la surface Y avait donc été faite déjà dans le Chapitre précédent.
193. Du cas où l’orbite du point M n’est pas supposée circulaire. — Il serait intéressant de voir ce que deviennent les conclusions de MM. Charlier et Picard quand on suppose que le centre de gravité de l’essaim décrit, non pas un cercle, mais une ellipse ou une parabole, ce qui arrive en réalité. Malheureusement, les choses se compliquent, surtout quand la particule est extérieure à l’essaim. Supposons-la donc intérieure, et remontons aux équations (30). Nous aurons
Ü—=un6, R=na,
de sorte que les équations (30) deviendront, en désignant par / l’anomalie moyenne,
| dE >aVap dn ED : 2aVap. dr HU | az For nn Per re (43) he V d 3 2 V d nl 2aVap dé _&{[p. ayap, dr :
Fer dl .. in A en
Ces deux équations du second ordre, et sans seconds membres, sont linéaires et à coefficients variables; mais ces coefficients sont des fonctions périodiques de /. On sait qu’on pourra les intégrer par des expressions telles que
—+ co
= YA, cos(À + 7l),
Eh: À clac,
ee > B;sin (À + 7l), où les coefficients c, A; et B; sont des constantes, dépendant de l’excentricité e de l'orbite du noyau et de constantes arbitraires; c, est aussi une constante arbitraire. Formons nos équations, en négligeant e*; nous aurons
p=a(i—e?), r=a(i+ © —ecost— Fcosat);
d’où D.
— 1 +26 COs/ + —-e?cos 21,
aVap r2
\ + 2) — 3 + 5e? + 10e cos l + 16e?cos 21,
dr ; Des — —=esin/+ -esin2/, dl 2
S I J }=ecost+ = or 5 € cos2l;
les équations (43) deviendront done
| d? a) d' ee +a(i+accost+ etcosal) 9 — (3 + 5e + 10e cos{ + 16e?cos2/)E
— 2 (esint+ 2etsinal) n + pi =;
ii dëË 1 5 ol r492ecosl + -e Ccos21 cie ecosli+ -e+ —e?cos2l "1 2 ! 2 3
2 (esin/+ etsinal) £ + pr 0,
En substituant les expressions (44) dans les équations (45), tenant compte de ce que A4, et B., seront de l’ordre de e, A., et B.,, de l’ordre de e? ;
à zé ci sin sin sin en A ZE : = + 2/ c en égalant à zéro les coefficients de HR tt), cos (A € 24), on trouvera des conditions de deux sortes donnant, après l'élimination de A4,, A:,, Bu, B.., des relations de la forme
JL À, —+ LE B, == , L'A, + WEB, 0;
matt
les coefficients &, 1, &’ et w” seront des fonctions rationnelles de c; on en déduira Bi xA,
(46) (ce, p)—o.
Ainsi, tous les coefficients seront des fonctions linéaires de A, qui restera arbitraire; cette solution contiendra donc les deux arbitraires A, et c; mais l'équation (46) donnera deux valeurs utilisables pour c; à la seconde racine correspondront deux autres constantes arbitraires, ce qui complétera le nombre de quatre constantes arbitraires, nécessaire pour avoir les intégrales générales des équations (45). On voit aisément que l’équation (46) sera de la forme
(Ce, Leo.
En écrivant que les deux valeurs de c? fournies par cette équation (du moins les deux qui restent seules pour e — 0) sont positives, on aura une condition
qui sera de la forme u>3+He.
Il faudrait obtenir la valeur de H; mais ce calcul, que j'avais entrepris, est assez compliqué.
MÉTHODE DE CAUCHY POUR LE CALCUL DES INÉGALITÉS A LONGUES PÉRIODES
124. Origine de la méthode de Cauchy. — Le Verrier avait soumis au jugement de l’Académie le calcul numérique de la grande inégalité de Pallas, qui dépend du terme en 18° — 71, où let /’ désignent les longitudes moyennes de Pallas et de Jupiter, et dont la période est d’environ 800 ans.
Cette inégalité est du onzième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons ; elle se trouve néanmoins très sensible, à cause de la petitesse du diviseur 18n'— 7n qui entre au carré dans la perturbation de la longitude moyenne. Le Verrier avait obtenu (*) l’inégalité en question par un double système de quadratures numériques relatives à / et /’, et il avait trouvé que l’inégalité s'élève dans son maximum à 895”.
Cauchy était le rapporteur de la Commission académique; il était désireux de contrôler les longs calculs numériques de Le Verrier, mais ne se souciait pas trop de reprendre tous ces calculs par le menu. C’est alors qu’il imagina en quelques semaines la méthode très remarquable dont nous allons traiter dans ce Chapitre. Il l’a développée dans six Notes, ajoutées à son Rapport sur le Travail de Le Verrier (Comptes rendus, t. XX; 1845); il a pu vérifier rapidement le résultat obtenu, de deux manières et à l’aide de deux méthodes différentes: il a trouvé successivement 900”,6 et 906”,3 pour le coefficient de l’inégalité, et il remarque que la petite différence de ces deux valeurs avec le nombre 895" est seulement de l’ordre des erreurs que pouvait amener l’usage des Tables de logarithmes à sept décimales, dont Le Verrier s’était servi.
Les Notes de Cauchy présentaient une concision qui pouvait arrêter quelques lecteurs ; à la demande de Le Verrier, M. V. Puiseux en fit une exposition claire et détaillée, dans le Tome VII des Annales de l'Observatoire de Paris : il étendit be net 1
en même temps les résultats de Cauchy à la seconde partie
fonction perturbatrice.
(1) Les calculs de Le Verrier ont été reproduits dans le t. I des Annales de l'Observatoire, p. 397-418.
La méthode de Cauchy est avantageuse, surtout quand on considère les inégalités à longues périodes provenant de termes dans lesquels figurent des multiples élevés des longitudes moyennes.
125. Nous considérons deux planètes P et P’, et nous proposons de calculer le terme de la fonction perturbatrice du mouvement de P’, qui dépend de l'argument
où » et »’ désignent deux nombres entiers. Pour éviter une confusion de lettres, nous représenterons les moyens mouvements par x et w’, les masses des planètes par m et m' (celle du Soleil étant 1), et par a et a’ les demi grands axes; nous aurons donc
pa = f(i+m), pra fm On aura ensuite
di LH EICOEO (1) R= fm (3 PRE ) din 5 0h tie. 3 0R an lat jh
3 OR (2) foea=- [a [ET
ET est l’inégalité de la longitude moyenne que nous nous proposons de
calculer.
Hi COS: , À : :
La fonction À — —%- étant développée suivant les sinus et cosinus des mul-
tiples des anomalies moyennes, ou, ce qui revient au même, suivant les puissances positives et négatives des exponentielles EW-' et EfV-', où E désigne la base des logarithmes népériens, supposons qu’on y ait trouvé le terme
A», —n ECS -n£) V=1 ; de sorte que 4) R = fr A, Et $-nt) anse 5e
il viendra OR
7 UN Ne brev
en substituant dans (2), regardant les éléments comme constants, et intégrant, on obtient
ô OR AE 3fm'n AGE Et t-n0 Vi, a? O6 @(n'u'— np) : SE ee Ne fe dt = sie ë An',=r - qe 1 ECT-r6 V1, ; der Don 12)"
Cette inégalité est imaginaire, Mais elle deviendra réelle en associant au terme considéré le terme conjugué. Soit
A0, — JE
on aura, en considérant les deux termes ensemble,
RACE nT less LD Fe SE, Es (n'U=nt+Q) V1 F-(nE-n6+Q) V1 [ana Are ne np 1[E E + LÀ ou bien Le iii n , fra pp SIDCR'E RE + 0), pe? ai ou encore, en remplaçant f par =>
fèua=: se (rt) naNsin(n't — nE + Q).
nm F- — nr l
. . , Er, . : . I .
Pour avoir l'inégalité en secondes d’are, il faut introduire le facteur ——;; si ? sin 1”
l’on pose ! 2 — ie T (rot) na, SIN TT 7 QU np.
(4) on aura = faute Vor sin(n'é — n6t+Q).
Le plus souvent, le second terme de la fonction perturbatrice, — nr ne
donnera rien de sensible; de sorte que nous pourrons nous contenter de déve-
lopper x
196. Expression de A? en fonction des anomalies excentriques w et u' des deux planètes. — Soient x et 7’ les distances angulaires des périhélies à l’un des points d’ intersection des deux orbites, æ et w’ les anomalies vraies, 1 l’inclinaison mutuelle; on a
A=r+r2—orrcos(r,r'), cos(r, r')—= cos(w +) cos(w/+ 7!) + sin(w +T)sin(w'+ r')cosi,
d’où il résulte
A r?+ r2— 9Mrcosw.r'cosæw'— 2Nrsinw.r'sinw!
(9) — 2P.rsinw.r! cosw — 2Qrcosw.r'sinæ", {M— cosrcosr'+ sinr sinr' cos, | N— sinrsinr/+cosrcosrt/cosi, (6) { | P ——sinrcosr/ + cosrsint'cosi, | Q
— costsint'+ sinrcosr' Cosi.
On a d’ailleurs, en désignant par e et e’ les excentricités,
| r'COSw — a(cosu — e), r'cosw'— a'(cosu!'—e!), (7) r-Sin # — NT e?sinw, r'sin = a! \/1 —e"sinu', 7 — a(i— ecosu), 1 — a'(i —e/cosu').
En tenant compte des relations (7), l'expression (5) de A? devient
A— b+ccosu + c'cosu'+ dsinu + d'sinu' + icos2u + td cos2u
+ fcosu cosu+ g sinu sinw+ sinu cosu' + h' cosusinu',
où b, c, …, h' désignent les fonctions suivantes des éléments elliptiques, qui seront calculées une fois pour toutes :
J b=a+a?+ (ae + ae? — ,Maa'ee'),
I à I D=vndie, ee (7 Ge | 2 2 f =—2Maa, g=—2Naa Vr—eV/i—e, (9) nn” Se h—— 2Paa'V1—e?, h'—— 2Qaa!'V1—e", c——2ae— fe. c'=—2a"e!— je, d—=— he, d'=——h'e.
Si l’on pose, en mettant en évidence ce qui se rapporte à la planète P', H—=b+ccosu +dsinu+icos2u, (10) { Kcoswo —c'+ fcosu + hsinu, Ksinwo—0'+gsinu+ h'cosu, (11) æ'— E" vi, on trouvera sans peine que l’expression (8) de A? devient | A? —#H + : K(x'E-vv-1 + æ''Eov—i) + 2 DURE mie) 12 D(x' (12) D 2 id, 22% tar) =rar KR r" E-0V— +2Hx?+Kzx'E0v-t+ 5.
Les quantités H, K et w sont des fonctions de l’anomalie excentrique de la planète troublée.
| 127. Problème auxiliaire. — On va décomposer en facteurs du premier Î !
degré le polynôme (x), qui est du quatrième degré. Soit
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l’une des racines, a’ et o’ désignant des quantités réelles, et a’ > 0. En substituant cette expression dans l'équation ®(x') — o, égalant à zéro la partie réelle et le coefficient de ÿ— 1, on trouve aisément
LÉUEE I ne 1 H+ -K (a+ ” COS(D'— &) + — (ar mn) COS20 0, à a! 2 (13) K ‘8 1 1 ! L T4 12 1 1 !
d— —)SIN(? —w)+-1 | at— — |sin2o—0o.
: : : À I nr Ces équations restent les mêmes quand on change a’ en > Sans toucher à 9’; donc les quatre racines de l’équation &(x')—o pourront être représentées par
Er à J Fr Nes (14) a'EPN1, n ETV", b'ExV-1, Le
He = EXxv-1:
pe :
b'et y’ sont réels, b'> 0; on peut prendre b'£ a 1.
I y à une relation simple entre ©’ et y’. En effet, le produit des racines (14) doit être égal à 1, d’après la forme (12) de la fonction ®; on en conclut
EC9+2% V=1 1, o'+ TV — VT,
v étant entier. On peut prendre y — 0, ce qui donne y'= — 9, et les racines (14) deviennent
a'ErV, EVA, DE-9Vi, LE-9V; à bi ?
si l’on avait y — tr. il en résulterait $)
ce re Fa e A— — pl QG atc'E-9v-5) (1 — a! æ'1E8v-1) (14 b'x'Erv1) (i+b'&/1E-?v—5), ce qui est impossible, le second membre étant toujours négatif.
En écrivant que, d’après l'expression (12) de ®(æx’}, la somme des racines, ou les sommes de leurs produits, 2 à 2 ou 3 à 3, sont respectivement égales à
R — 2 H K — a E-® un de = Evv-1, on trouve 2H : ee. ri —.- — 2C082@ + ab! + + == + —;) L Î { 14 ] ! a’ K —— I Peer — (15) {RE eV as =) Er VS + (pe L\E-ev l a b' :
K n ES : ! [ 7 ! I m'a) == à povVel— (a De F3 K—?v-i + b ne P' E? v—1 3
Les deux dernières de ces relations peuvent être remplacées par
K I 1 600 — (a+ — + b'+ n) cos®", u a b
K . AA , ASE tr — Sin o—|b+=— a ——)sino'; L b a on en déduit
7 Heat (res) 73 COS20 = |([a +) +([b'+—ë° a D
Si l’on pose
I LEE a/ b' (LB) Ji Cos29", =; (er + Es) Lite (D +S)
I I cos20'+ 92 [a + — pt a LE
on trouve aisément, en vertu des relations (15) et (17),
H HU JT ls 0
Va92 TV Ys + YaYa — AE K°? H V1Y2Y 3 — AE COS 20 — n
Donc y,, y, y, sont les racines, nécessairement réelles, de l’équation
ee. ne ee (19) 2 nJ LE AE RU ie SO O0
Jiest 1, y: ety, > 1; on a d’ailleurs y, > y,, car cette inégalité revient à
SL = ; Ge (Je »
ab’ b' da
ou à (1— a%)(1—b=)> 0,
et cette dernière inégalité est vérifiée. Donc l'équation (19) aura toujours ses trois racines réelles, l’une < r, ce sera y, ; Les deux autres > 1; la plus grande de ces dernières sera y.
Il est commode de résoudre numériquement l’équation (19) par la trisection de l’angle. Pour y arriver, nous ferons
(20) Y=- + YcosU,
Y et U étant deux inconnues dont l’une, Y par exemple, reste arbitraire. En portant dans l’équation (19), et faisant
[2= 3 CV je —2) + gr cosae,
Y# cos U — PY cos U — 9 — o.
on trouve
En remplaçant cos°U par
cos ÙU = = cos 3 U + - cosU, Ja 4 in il vient Y3 cos3U + Y(3Y?— 4) cosU — 49 — 0, ou bien
cos3 U — cosu, si l’on pose
{ H P U 3j! 2 3 COS 3?
(22) He < œ 2T—V ST so 3 ;
L'expression (12) de A? donne ensuite
— il re si 7 b' (ï ue a'x'E-#v-1) : (x — a!æ'1E9 V1) 4
out MISE ei Do) (rpm)
128. Calcul de à’, b’ et ©’. — On distinguera immédiatement y,, y: et y, dans les trois racines (22), d’après les conditions
CRM RE SU RE
En faisant pour un moment : ï : I INC SIN = / IE
les formules (18) donneront
— +a'b'— s, te , a'b Sin % b a Sin &3 d’où f 2 COS Lo de b' 2CO0S 3 — — à b—————, ET nee 0) a Sin æ ë sin «3
on en conclut
Lo Dore Ca a'b'—tang + Te tang _.
ou bien 1 Fe b’ I Tel (25) a/b'=— tang | - arc sin — }; — —=tang | - arcsin — )- 2 ; a 2 1%
Les formules (24) et (25) donnent o’, a’ et b’; la solution ne laisse rien à désirer en ce qui concerne a’ et b’; mais, pour v’, elle laisse subsister une ambiguité, qu’on lève aisément au moyen des relations (16), car celles-ci donnent sino’ et coso’, en grandeur et en signe.
Lorsque l’excentricité e’ de la planète perturbatrice est une fraction très petite, on peut avoir immédiatement des valeurs approchées de a’, b’ et +’.
Si l’on supposait en effet e — o, d’où à — 0, le premier terme et le dernier disparaîtraient dans l'expression (12) de ®(x’) ; l’équation P(x’) — o aurait une racine infinie et une racine nulle; c’est ce que deviennent les racines
pr ET et b'E-?V,
en supposant b’=— o. Les deux autres racines,
£ PURES I HR A'RSNVST ‘et EN,
satisfont à l’équation
KE SH REV
Enr k (= m)
d'où, pour l’une des racines,
On en tire
x'—= — OEvv-1 — QE(S+T) Vi, en faisant
0 —tang | = arcsi £ — lang * C Sin H SE On a donc ces valeurs approchées d 0, D —=0+T, bo,
Il faut maintenant passer à l’approximation suivante, en tenant compte de la première puissance de #.
On a identiquement
KE-0 V2 + 2Ha+KE°VT—KE-0V-1 (2 + 0E0V-T) (a+ ÿ Euv"t), de sorte que l’expression (12) peut s’écrire
he
(a! + 0E0 V5) (1 + Ba E- VE (1 + 6),
L'équation A? — o devient donc
A de cuis
En négligeantz’, on a d’abord == 0, ARC) TRE
comme nous l’avons trouvé. Pour avoir la nouvelle valeur de la solution qui se réduisait d’abord à zéro, nous écrirons
1 + æ'* (ul + GE V-1) (x _- Ox'E-0 vi)
Ti — co CHR
et nous ferons dans le second membre +’ — 0, ce qui nous donnera
Ha D E-0VT — b'E-9 V1;
LE nr S Drame LE ER VA DUR
MÉTHODE DE CAUCHY. 287 nous aurons donc
b'— —, D'=0+T, ce qui donne ainsi une valeur approchée de b’. On aura ensuite
— 19 1+ x'# ! Toit 1 Fe Te Kr DA E ot.
et, en remplaçant dans le second membre x’ par — 0E°V=+, il vient
El = ORNE Ë E-v 1 AL Un — g/E9/v-i K 1 — 0? :
d'où Ÿ1 a’ cos" —— 0 cosw + pes (cos w + 6: cos3w), a" sinp—— 0 sinw — Eu (sinw + 64 sin3w).
On en tire aisément, en négligeant z?, 1 p 1 COS20 + D cos4ow Valais ms Ft sin 26 + 6*sin4w MO CR K5(1—@) 129. Développement de r suivant les puissances de z/ — E#v-1, _ Ona
(1 — 2 = æzt)
+ co = re) Ne = es ; — wo
nous avons donné dans le Chapitre XVII (t. 1), l'expression de e, développée suivant les puissances positives de «; mais nous préférons employer la formule
(L) (t. 1, p. 279), en y supposant s — > Ce qui donne
ee — © —— Con —= En —
M. 27 Vi—æl TA dns ie
Ton Vire pe 2 2n+2 1—b
On en conelut, par la multiplication de deux séries,
I 1 , (29) A =D nr ,
241 Es Res = | As / 3 AT pre verse db Ep Uwrne VA + Leu, Ê TN EEE RE
nm
(30) A NE CEE ES RES LS CEA
Les coefficients qui entrent dans cette formule sont des fonctions de n; la série convergera rapidement, en général, car w, contient le facteur b'* qui est
petit le plus souvent Gb — .. quand » est un peu grand, w, sera très petit.
130. Transformation du développement de F — Nous partons du déve-
loppement (29) de + et nous voulons en conclure le développement
(31) + => A Ent.
Il s’agit, en somme, de passer du développement d’une fonction suivant les sinus et cosinus des multiples de l’anomalie excentrique au développement correspondant relatif à l’anomalie moyenne; nous nous sommes occupés de cette question dans le Chapitre XIV (t. [). La formule («) (1, p. 253) montre que À, est égal au coefficient de x'* dans le développement de l'expression
Or, onal[l, p. 209, formule (3)],
a + Are (32) | ( 2) > G-%)a", 5 ;
où {’ doit prendre les valeurs entières, de — + à + +. Donc, À, sera le coefficient de x” dans le développement de
En ayant égard à la formule (29), il vient
(33) 4=Y ( a a) paie =
on a d’ailleurs
(= Je Te (= | (==) 2 ) 2 2 A — — —
A OE 1.(/+1) e Ml DU:
sorte que l’expression de À, ne comprendra qu’un nombre assez limité de termes dont il faille tenir compte. Nous avons maintenant à trouver le coefficient
de E-*v-! dans A.
Remarquons qu’en opérant comme précédemment, on a
(34) 3 => A x" ns A_,E-#v-1,
(39) A, = (: Er _ J, Non
(=) (Ce) J;= mes I
Dao à Le ti) 2 1.2(/+1)(l+02)
La première expression (34) de — donne première expression (54) de x do
n—l (36) =Ÿ art.
La transcendante de Bessel, J,, décroit rapidement quand /’ est grand, de | Donnons à x — E“V-* les £ valeurs
2T — 2T — 2T y— re CES ny AR :
ea 2 y—1 AS v=1 A
PREN A A D RS D DRE a
en progression géométrique, ce qui revient à attribuer à l’anomalie excentrique de la planète troublée Æ valeurs en progression arithmétique,
27 ; 2T D oo CES ajoutons membre à membre les Æ relations qui se déduisent ainsi de l’équa-
tion (36); si nous posons d’une manière générale
L (1) + dry) eo CE
nous trouverons
an —/ (37) S £ À => A lo ol
or Sæ?-! est nul ou égal à £, selon que p — l'est, ou non, un multiple de #; nous n'avons donc à considérer que les valeurs suivantes de p,
Nobel Rent, et l'équation (37) donne ainsi
(38) S Dir HE2yA os À nier F3) À 41428 Aro ): ne Apr EUR À nri-ak eee
Si le nombre entier positif Æ est grand, même par rapport à n, comme / reçoit des valeurs peu considérables d’après ce que l’on a dit plus haut, les indices
—n+lEk, —n+l+to2k,
seront de beaucoup supérieurs en valeur absolue à », et si les quantités 4, décroissent d’une manière notable quand ; augmente, la parenthèse de la formule (38) se réduira sensiblement à À ,,,. On est ainsi conduit à poser
LS — net Ant +
RE A nl À SE hit NOTE)
“etil vient 1 x"!
A_,+, Æ 5 A RD
En portant dans l’équation (35), on trouve Ï
/ = de Q x” \' Bass l Ent PR Ne l (40) At TS À AE ï) Jyx X:( = à (A
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Mais la formule (32) donne
LÉ ER —(r-;) k CORRE ï ei l AS — pa 5 we E |: Ti à (2 te =) TES à) ( RES ï) de;
ou bien
jus Le = <a l À, — — S = Eruy—1-ney/—1sinu {1 2 cos x) — > $ (: ENST Sn Æ£ A ( ) Ÿ / k
ou encore, en introduisant €,
a x R sinttt FES I Cherchons à en conclure le coefficient À, _, de E#®-"0v-1 dans q:ona
An EMA matt d’où ; a+
’ VE € Ars = —— A Do G'V—1 dé
en tenant compte de la formule (4r), il vient
TH
+T I à - I AUS en
CR : SErty—1 (1—ecosu) Le L Ai 57e V1 dé:
l pa = à (A
] ee TS EU CE A __ppnc ï: » ES ; | (41) An — PR V—l(1—ecosu) DE able |
l I 19 mal — ÿ 1— — |}, [ sE-7%v-1 dét, n DIS
1 —N OF, a+ : 1 d—n 1 Jr!
Î oT A E Pat d£ = : , il vient donc finalement | pie er | (42) PR . SA E" V1 (1 — e cosu) — >, Î L À
l I Fr NT 43) = 1— - |J, — RP QEt, i3) = if sms æ
ur
Si & est assez grand, on pourra supposer p = 0, et
(44) Av,-n = 7 SAN EM (1—ecosu);
la valeur de A, sera d’ailleurs calculée par la formule (33).
Reprenons la formule (30), et séparons les parties réelles des imaginaires, en posant | Fr vb, cosn'p' + d,:,,16, cos(n'+ 2)9 +...
| + div, cos(n'—2)p'+..., |
Guy =, v, sinr'o'— db,:,,0b, sin(n'+2)p—... |
— Jr, 1% sin(n'—2)9 +...,
il viendra
> . =) J, V4 — . Fr me V— l Gr).
Si l’on pose
{/ | Vcosp—(1—ecosu) Ÿ i— 7) Ve JrF,-rs
| Vsine=(i— ecose) X (x Es Gr
il viendra
A ( ecosu) — VE'v-1,
après quoi la formule (44) donnera
I = PRE ner) A», =R — k SV PERSINTT, 1x
Or, on a posé au commencement du Chapitre
A, -n = ALES V1; il vient donc / . ; SV cos(v + nÛ),
JV sin Q — £ SV sin(r rc).
. ’ . , 4 Q La formule (4) donnera enfin l'inégalité cherchée oÙ
131. Nous allons présenter le résumé des calculs à faire. Les données sont les éléments elliptiques &, e, 14, a’, e”, nr, les longitudes des nœuds et des périhélies, les inclinaisons; les nombres entiers nr et n° que l'on
PER CESR
PROPERTIES PE
déduit de la réduction de Ë en fraction continue, en cherchant les réduites
: ï À : TE ON) qui conduisent à de petites valeurs de "+.
On calcule Y par la formule (4), *, +’ et [ par des formules bien connues, en résolvant un triangle sphérique. On détermine les constantes c, c', d, d’, f, g, h,h',1etx par les formules (6) et (9).
Tous les calculs précédents sont faits une fois pour toutes.
On détermine ensuite le nombre entier # comme nous le verrons plus loin, et, pour les £ valeurs de u,
O5 ere 2 Ne) Ck— 5) À;
on calcule 6 par la formule £—=u—esinu,
5 DE AT ER RE EE Fe ae par les formules (10); DO A Sao e a di a » (21); DS SR CR CRE I CRUE te » (22); EE CS ee ue » (25) et (16); Une série de valeurs de 4’, et 1b!,... » (as )ret(as:); Une série de valeurs de F et G..... » (45),
les valeurs J,, J,,... qui dépendent de l’argument —,
NOR Rte A er te ie par les formules (46); D IR EC RE RS PE ri » (47); Delon noce no ue lies » (4).
On voit qu’en somme, on a déterminé À par des calculs analytiques, et par une interpolation répondant aux # valeurs de w considérées ci-dessus.
Dans le cas de Pallas (P) et de Jupiter (P°), on a 2 = 7,7 — 18; Cauchy trouve qu'il suffirait de prendre # = 29; il adopte # — 36, de sorte que les valeurs attribuées à w dans la suite du calcul sont les multiples de 10° inférieurs à la circonférence. Les transcendantes de Bessel qu'il y a lieu de considérer ont pour valeurs
5 = 0,820 707 40, Jo 0001 199 07, J, — 0,393 993 00, J, = 0,000 008 97, J, — 0,088 236 48, J; = 0,000 000 56, J, —=0,012.9{7 79, Jy — 0,000 000 03, J, = 0,001 416 46, J, — 0,000 000 00.
Cauchy forme ensuite les deux produits
10° Vcos(e+ 97€) et 10°Vsin(r +9),
pour chacune des valeurs de & multiple de ro°; il trouve qu'ils se réduisent sénbiblémentS 2610 AOF — 0,10, .., 1305 )10°, 3209, ,... 3509, tandis que les autres valeurs sont Les suivantes :
u. 10° Vcos(v +36). ro Vsin(v + nt). u. 10°Vcos(v—+ 76). roVsin(o+t). FE Ja) /
AO —- 6 + II DID: 17377 — 9445 OO + 28 — 13 DAO ELU + 7720 — 15267 FOOD a: — 15 — 85 DODON CIE — 2200 — 9932 RyD) PRIE — 2928 — 85 200 0. — 3664 — 22928 TSO RER — 581 + 351 DO a — 1241 He 00 190, ::.° 0 + 1766 DER + 10 + 345 2000 + 1652 + 4184 DUO LE + 95 —- 8 AO + 9753 —+ 5469 00e — 2 + 15 DIODES I. -+15902 5 002
En ajoutant les nombres compris dans la deuxième et la troisième colonne, on trouve
10SV cos(s + 76) — +42 100, 10°SV sin(e + 7€) — — 23599, d'où 10! M cos Q — + 11694, 10 I sin Q — — 6500, 10102 JL — 26759, Q— — 29°3'55",
etcomme on a log Y — 8,831 00, Cauchy obtient enfin pour l'inégalité cherchée, 06 — 906,6 sin(186/ — 76 —29°3/55").
M. V. Puiseux a trouvé que le second terme de la fonction perturbatrice réduit le coefficient à 905”, 7.
132. Calcul de £. — Si l’on veut que le module de A;., ne soit pas en erreur d’une petite quantité 0, il faut, d’après la formule (42), que l’on ait
(48) modp < 9,
et, pour qu'il en soit ainsi, il faudra prendre # assez grand. Nous voulons fixer la limite inférieure de £. Reprenons les formules
I LE l (49) _— E-" tv dt! > Da Ha fa 27T se n o ; (00) S — à. 12 HE 7, An ne Az» me 2, APE A0 0 (o I ) 1 A, Ex I J — = VE se 22, :
| Cherchons une expression approchée de X, ; l'expression rigoureuse est pa- | reille à celle de ;.. Si l’on pose
H'= 6 + c'cosu' + d'sinu' + i cos2u!,
| (52) K'cosw'—c + f cosu' + h'sinu', K’sin w'— 9 + g sin «' + hcosu!, on trouve aisément, en se rapportant à la formule (8), 2— H'+ K'cos(u — w') + icos2u.
On aura ensuite, en faisant E“-'— >, ; ab, er on Ware | ie. — (1— ax tE?v—!) (r=axEe/ 1) À 0 | DRpe Cr | ee ba LRU) (1—bzE-t/) Le | On pourra calculer a, b et © pour une valeur donnée de w’. On aura ensuite È 2 à ) o VE | dd. a. C —— (ab ET. ..), , 9 ll NN et, en négligeant —, on pourra se borner à [A2 TMD D) Car y —= 7 RE) 2.4...2n Vi — a?
1:0.2:(92727):11D7 ne mu = £ DT ee 01 Nr be Or, la formule de Stirling donne En +) 3 — ZE OS.
ne =4/: M ne er:
Il en résulte a” bb, — =—— ; VAaT(i— à?) | b est de l’ordre de e?; en négligeant e?, on pourra prendre | Ê
Vi, Ub, 0, DOUR RNA, RES
Il vient donc simplement
eo (aE-#=) CUVE Vrac
À,_..,est le terme principal de l'expression (50) de s; nous prendrons sim-
plement s = À = > (a E-9v—1)#-n+ — A k—n+l — ; ns + u V(A—n+t)r(i—)
et même, en tenant compte de ce que l'est petit par rapport à k — n,
(53) — 2? (aE-9/—1 )4-r#t ” ‘ VCÆ— n)r(1— 2
Revenons à l’expression (49) de p. On aura
+T I : l mod p < =. dé! x Le maximum de DA — :) ] —T t
AVE (au Du
n L VCk— n)}r(i— —
U AE (>) J,(aE Pr DIE
donne, pour 3 = aE %"",
ne
> (- JG) = FE ce e 2 (ar + at En) |:
e est assez petit; on peut prendre
€ Æ mr) Es
il (Mans Eu) LE D?
Sr
un: 1 LES)
et il en résulte, en négligeant e?,
2 Ce se =) J (EE ET
En portant dans la formule (54), il vient
DIRE DCR ES de me + n V a
, Ë V(A— nr — a?)
Le module de cette expression est
S —1 +1 ak—n re di
MÉTHODE DE CAUCHY. 207 On a donc
mod p< maximum de /
2 ab at" E_\ EL a)ecso U VUE net)
Cherchons ce maximum; a, b et © sont seuls variables et dépendent de w qui varie de o à 27; # — n étant grand, le maximum en question répondra sensiblement au maximum à, de a; soient b, et ©, les valeurs correspondantes de b et de ©; on pourra prendre
É WtA= H)nte jai)
Supposons a,, b, et o, déterminés, et posons
RENE RÉAL à
(55) A = / 22 en
L Un 4) la condition (48) pourra s’écrire
k-—n D VE n
ou bien 56 k log — -+ = log(k — (56) (K—n) age me 10) se
Telle est l'inégalité qui devra être vérifiée; on voit que son premier membre augmente avec #; il suffira de prendre la plus petite valeur de # satisfaisant à l'inégalité.
133. Calcul de a,, b, et #,. — On peut calculer explicitement ces valeurs quand on néglige les secondes puissances des excentricités et de l’inclinaison mutuelle. Les formules (6) et (9) donnent alors
| M—N—cos(Tr— 7), P——Q—sin(r —7),
f=g——-2aa'cos(r— Tr), h——h—2aa'sin(r—7), (57) b = a? + a", l—\0: O0, c——2a[lae—a'e'cos(r—7!)], c'—— 2a[a'el — aecos(r— Tr')], d—2aa'e'sin(r —+), d'—=2aa'esin(r — Tr).
Si l’on pose
| ae — a'e'cos(r —7') — À cos«, : $ A >, a'e'sin(rt—7t') = A sin o, (58) a'e'— ae cos(r — t') = A'cosa', A'>0, \ — ae Sin (Tr — 7’) — A'sin &',
on tire aisément des formules (52), (57) et (58)
(59) H'— a+ a'?— 2AÂA'a'cos(u'— a’), (6) { K'cosw'——2Aacosa— 2aa'cos(u'+t'—t), O 4 | K'sinw'——2Aasinx—2aa'sin(u +T —7+).
À est de l’ordre de e et de e’; en négligeant le second ordre, on a
K'?—4a?a/?+8Aaa'cos(u —x+T —T), |
(61) K'=aaa |1+ Pos(ut—a+s—)|.
On tire d’ailleurs des formules (58),
À cos(æ+T—T')—— A'cosa,
Asin(æ+T—T)—— A'sin a", d’où
A— A, atT—tT'=ax+m.
La formule (61) devient donc z A' Ka |: — Tr cos(u'— a),
et, en combinant cette formule avec la formule (59), on trouve
! 2 12 A! DTA (62) 2H _a+a E Â' a a
K' aa! a a +a"? ee ] à Mais en négligeant e?, l'expression de A* se réduit à
et, en écrivant que cette expression s’annule pour æ = aE*"-", il vient
—— Eee !
a d’où 63 Ne P 2H FR 2H En remplaçant -- par sa valeur (62), on aura à I a a! ad? — a'?
(64) RE NT 4 Cos(u’ — æ').
: F Gi sur , Supposons a >> a’; alors a différera de — d’une quantité de l’ordre de A’; on trouve sans peine
On voit que le maximum a, de a répond à
Les formules (60), (63) et (65) donnent ensuite
K'coswo" ——2a(A +a!)cosæ, K'sinw'——2a(A + a')sin «, d’où D'—=at+T, (mn À On a enfin
Ainsi, en résumé,
a! A' u A' a =d!; ee = Di — Re |) + ( +%) io é A | æ)
On trouverait de même
à a A' Û Â' a< 4, ns er ? Pi—a+T, bi er de
Cela fait, on calculera À par la formule (55), et la limite inférieure de # par l'inégalité (56).
Il va sans dire que les derniers calculs, qui aboutissent à la valeur de #, doivent être faits avec peu de précision; des Tables de logarithmes à quatre ou même à trois décimales suffiront.
Cauchy a donné une méthode abrégée pour le cas où n’ étant considérable, l’excentricité e’ est très petite; l'emploi de cette méthode rapide lui a donné, pour le coefficient de la grande inégalité de Pallas, 906”,3 au lieu de 906,6. Donnons seulement le résultat de la simplification, renvoyant pour la démonstration au Mémoire de M. Puiseux. Ayant calculé a’, b' et o’ pour chacune des & valeurs attribuées à l’angle Ÿ, on calculera l’angle # en secondes d’arc, par la formule
"') e'sing'— n'o",
sd) ua e Re F (HW ecou)E CRE Viral
Ayant obtenu V ete, le calcul se termine comme précédemment.
Le lecteur pourra consulter encore, au sujet de la méthode de Cauchy, un Mémoire de M. Bourget, Sur le calcul des divers termes du développement de la fonction perturbatrice et de ses dérivées (Annales de l'Observatoire de Paris, t. VIT), et un Mémoire de M. Hoüel publié en 1895 (Paris, Gauthier-Villars), Sur Le développement de la fonction perturbatrice suivant la forme adoptée par Hansen dans la théorie des pentes planètes. Ce Mémoire se termine par des calculs numériques relatifs aux perturbations de Pallas par Jupiter; l’auteur y donne un certain nombre des inégalités de la longitude moyenne de Pallas.
Citons enfin, pour terminer, une Note de M. O. Callandreau, Sur le cal cul des inégalités d’ordre élevé (Comptes rendus, tome CXV, page 386), dans laquelle l’auteur montre que la série (26) de la page 287, donnée par Legendre
, ° 9 1 pour représenter la valeur de e,, et qui n’est convergente que pour à? < «
jouit des propriétés de la série semi-convergente de Stirling, de sorte que la méthode de Cauchy peut toujours être employée avec sécurité, même dans le cas
’ ] assez fréquent de &« > ——:
134. Nous nous proposons d'exposer dans ce Chapitre les principaux résultats du beau Mémoire de Jacobi, intitulé : Versuch einer Berechnung der grossen Ungleichheit des Saturns nach einer strengen Entwickelung (Astron. Nachr., t. XX VIII, n% 653-654, et Œuvres complètes, t. VIX, p. 145).
Soient
a, e, 1, lle demi grand axe, l’excentricité, le moyen mouvement et la longitude moyenne de Saturne;
a',e', W, l' les mêmes quantités pour Jupiter. Il s’agit, en somme, de trouver dans x les termes qui dépendent de 27° — 54,
A désignant la distance des deux planètes. En partant des formules du Chapitre “ P P P précédent, on a pour A? une expression de la forme
A?—(0)—(1)cos(u—u +D)+(2)cos(u + B)—(2')cos(u! + B)
I pit + — a?e? COS2u + : a’’ecosau'+(3)cos(u+u + C),
les quantités (1), (2), (2°) et (3) sont supposées >> o. En se reportant aux notations du Chapitre précédent, on trouve aisément
(1) cosD == (f+8), (1) sinD = > (A—k'),
(2) cosB = c, (2) sinB= — 9,
(2/)cosB'——c", (2a'}sinB"= 9},
(3) cosC = = (f—8) (3) sinC =—{(A+h');
d’où, en mettant pour b, c, ..., À’ leurs valeurs (9) du Chapitre précédent,
(o) Ad : (ae? + a"e"?— 4Maa'ee'), (1) cosD — aa (M+NVi—e Vie ) (1) sinD — aa (Qyr—e?—pPya re);
(2)cosB —=2a(Ma'e! — ae), 2) (2) sinB ——2Paa'e 1 —e?; (2!) cosB'— 2a'(a'e — Mae), (2!/)sinB'— 2Qaa'e/1—e"?; (3) cos C —— aa (M—NVr—e re"), (3) sinG = aa (Py1—e + Qi —e).
Nous récrirons d’ailleurs, pour plus de clarté, les valeurs de M, N, Pet Q,
M— cosrcosr'+ sinr sinr/ cosi.
(3) N— sinrsinr + cosrcosr'cosi, P —=—sinrcosTr'+ cosrsinrt’ cos, Q ——cosr sinr'+ sinr cost’ cosi.
Cela fait, Jacobi pose (4) D —B—B;,
(5) A5—(o)—(1)cos(u — u'+B —B')+(2)cos(u +B)—(4)cos(u!+B;); A, L'atecos2u CORP cos2u'+(3)cos(u+u!'+C) (6) 2 2 + [(4) — (21) cos(B, — B')]cos(w’ + B,)—(2')sin(B — B')sin(w/+ B').
La quantité (4) est restée arbitraire. Nous verrons dans un moment que, si l’on considère e, e’ et I comme de petites quantités du premierordre, (o) et (x) sont de l’ordre zéro, (2) et (2°) de l’ordre r, (3) de l’ordre 2; enfin, la suite du calcul montrera que (4) est du premier ordre, et que les coefficients de
cos(u' + B,) et de sin(w’ + B°) dans la formule (6) sont du troisième ordre. On a d’ailleurs identiquement
de sorte que cette décomposition est avantageuse, À, restant toujours du second
ordre. Jacobt écrit ensuite que l'expression (5) de À, peut se mettre sous la forme
Aa + &"?+ 0%"? — 2 ax! cos(u — u'+ B —B')
+ 2aa"cos(u + B)— 2ax'x"cos(u!+ B');
où «, «et «” sont des quantités positives. Le rapprochement des expressions (5) et (8) donne les conditions
| + x?+ x"?— (0), dope (ER | aa (a), at On en tire aisément | 2460 r__ (2) (9) a — FN (GAZ ce (10) =D, a+ (E _ (0); (11) 20? — (0) + (0) — (1) — (2Y.
Les formules (9), (10) et (11) déterminent «, «’, +” et la quantité (4). 135. Nous allons évaluer les ordres de petitesse de nos diverses quantités. Les formules (2) donnent d’abord, en y remplaçant M, N, P et Q par leurs valeurs (3), et négligeant seulement le quatrième ordre,
(3)sinC=— = aa'[(e?— e?) sin(r— +) +1? sin(r++')];
donc (3) est bien du second ordre. On trouve, en opérant de même,
2 12 2 (1) cosD — 2 aa! (: — =) COS(T —7T'), 2 12 2 (1) sinD — 2 aa! (— ET) sin(T —7T!); d’où 2 12 2 Un G=aaat (rs ETES), D —=7—7;
ces expressions de (1) et D sont exactes aux termes près du quatrième ordre. Considérons le triangle CSC’ ayant pour sommets le Soleil et les centres des deux orbites ; soient 0, y et y’ les angles, à la distance des centres. On aura
(3) cosC — — = aa'[(e?+ e"?) cos(r — 7’) + L'cos(r + 7')], |
CS = ae, CS alter M—cCos0, d—ae + a"?e?— 2Maa'ee!,
ae— Mae —0 cosy, a'e'— Mae —dcosy,
a'e sinÿ = 0 siny, ae sin0 — Ôsin y.
Les relations (3) donnent, d’ailleurs,
P—+ 4/1 M?—sin°z'sini, —=+E V1 —M?—sin?r sin?l;:
or —Pet +Q diffèrent peu de sin(r —7'), et, dans le cas actuel, le numérique montre que ce sinus est positif. On doit donc prendre
P——\/sin?0 — sin?r sin], Q—1\sin6 — sin?rsin’l. En ayant égard aux relations précédentes, les formules (2) donnent
(2) cosB ——2aûcosy,
(2) sinB —2ad Vr—e? siny y:- (2') cosB'— 2a'0 cos}, (2!')sinB'— 2a'dV1—e"siny'
On entire
SU (2) —=2a0 1— sin?y | e? + sin? 7’ sin), ‘sin?0
INDE ! - 1—e? ., .
(2)=2a 4/1 sine (er+ PET Sin? T sin#1),
Sin tangB ——tangy Vo 2: e? : — d sin?],
in? 0
sin? 0
SIN tangB'— tangy Vie"? :- —— sin];
d’où, en conservant seulement le troisième ordre dans (2) et(2’),etle deuxième dans B et B’,
I sin?!
1— — sin? e? + [? — 2 ? ( T7 sin*ô )h (13) .
sin?t ali isny(e+r . )h sin? 0
is sin 2
sin? 0 (E (14) 2
on sin 2
sin? 0 ÿ
On voit que les valeurs approchées de (2), (2°), B et B’, qui sont
respectivement égales à
140, 240, 180 yet y
s'expriment très simplement au moven des éléments du triangle CSC’. On a d’ailleurs
y + y —=180° — 0, et il en résulte
I Esinirt\ I Ù Esin?r\ .
(15) o=B—R—7(e+ Sin yen ler in 4 \
sin? 0 sin*0 Mais l’équation
COS 0 — cos(r — 7!) — “ Psinrsinr!
donne
RER
. SiNnTSinTt F2 ;
A à 2 sin(tT—T!)
dr ri
ou bien, en ayant égard à l'expression (12) de D,
(16) = D} l'y SINT SINT
2 sin (r = oi) :
Les formules (4), (15) et (16) donnent
NE ! CE 12 gi / BR, =—B rat sin2y +e”?sin2}y’) (17) RE à NN EE + Ip Sin2ysin?r' + sin2y"sin?r + 2sinrsinr sin 0 A sin? 0
On voit que la différence B, — B' est une petite quantité du second ordre.
136. Venons maintenant au calcul de «, «et «”. Les formules (2), (12) et (13) donnent
(0)? — (1) — (2)? —=(at— 2} — (at — a") De non l°
— kaa'ee' Cos(r — r | 1
V(o)?= (1)? — (2) = a — a — : a? e? — 42e + as + oaa'ee! cos(r — 7);
2 I c MSN (0) = a+ a+ -ate + - ale?— 2aa'ee!cos(r — 7); 2 2
en appliquant la formule (x1), il vient
Les formules (9), (12) et (18) donnent ensuite
LEE ! Énes 12 Aa a? É 2 (19) dd |: : (e +) |.
Ces expressions de à et «’ sont exactes aux termes près du quatrième ordre. La seconde des formules (9) donne
LED
aux termes près du troisième ordre. Enfin, on tire de la relation (10), en ayant égard aux valeurs de (r), de (2) et de «?,
ile (10 a 0) | 1 pe Sin et (4) LEE ee) 1 sin} (+2 — 4 4 2 : Sin” (2°) sun 1. NU LP Da ao e12 ne sin?t\ ?
1— — + - el sin?) 2 ta.
2 2 a’ — a”? 2 4 sin? 6 1e L yo ! I Ce ete 6 2 1+ > eCOS2y — >; e*COS2} Ar 118 À L} & DE (21) (4) 129 À me eo Le l _p sin?y' sin?t — sin?y sin?t \ Et 2sin?0
Les coefficients de cos(u’ + B;) et de sin(u’ + B) dans la formule (6) peuvent s’écrire | (He boet- 0 0 -0)
ils sont du troisième ordre, ainsi que cela résulte des formules (13), (17)et(21). Jacobi fait toutes les transformations précédentes en opérant sur les nombres ; nous avons pensé que le calcul algébrique aurait l’avantage de mieux expliquer les choses.
L'expression (8) de 4, peut s’écrire
! [14 VA " æ oi
(22) a (aa E+ae) (a—aT +), Z #19 TL
en faisant
(23) ZX — EttrBv—1, d'El +B)Vi,
Jacobi introduit ensuite les deux nouvelles variables n et n’ définies par les n l
équations Ew—1_8$ PSE EE ET ES)
| x = EH — | Le BE1—!
| a!=Etr #1 =
EnV=T — g/ PRAee B' Env-1 2
on tire de là 2 rl Let += 2h, 1— 26 cosn + LE?
(i— B?)sinn 1 — 26 cosn + B°
| sin(u+B) —
et deux formules analogues donnent cos(u’+ B') et sin(w’+ B;); 6 et f’ sont des constantes encore indéterminées. On tire de la première formule (24)
EG+B—1n) V1 — ER BE-1V-1 :
1 DE) (u + B n)V—1= log —BE-1wv1) — log (1 —BEW-1), p 6° :
(26) u+B—n—2 (Ésins Ke — sin2n + 7 sinÿn +... |
On trouve ensuite aisément
a (1 BRENT BE NV BB ANT) a (RUN GET — G'ENT + 66") +a’ (Env T6 — B'Etn-nv 1 BB'E-Nv-1)
a(i—BE-1-1—B'ENV-1BB'E-(n—n1—1) —QNCE ONE BENN = Bip BG") dar (BUT 6 — BEM à BRENT)
1} 7 (ep) G ptet)
CT CET
On détermine maintenant B et B’ par les conditions
eee RER NE Le «'— 0,
(28) , | ap 8 + Bfla—0;
après quoi les formules (22) et (27) donnent
(1— 28 cosn + B?)(1— 2B'cosn'+ 6?) A — [af BB'Em-nVT) — à (Bp'+ Etn-nv-1) 4" (8 + B'EMm-n1)] a+ PRE DVE) 2 a (88 ET) (82 BED]
ou bien (29) A— (a— a'Bp'—a"8) + (afp ax" +2(a— à px 86) —a—«"p'}cos(n—n') 29 NE (1— 26 cosn + 6?) (1 — 28" cosn' + 6"?) ; 138. Calcul de & et 5. — Posons encore à a? x CA (30) Er sin L'— ARGUS DSTI = 007,
Nous aurons 1/4 [74
31 DO de nee er DO — ‘0 sin A! sin
sink! sink On tire des relations (28)
a! GB ee) x — Ga"
(32) (1+ B?)aax"—B(ax+ x"?— x?) — 0,
ou bien, en ayant égard aux formules (31),
: [ en I Le È I er Ce Fe 3) “. É se Cr + mr) sin '
1 + L? I I ir I : : — RE EEE TTET Ni) 26 \sink sin sin A sin’ É 1+sinsinhk — coshcosh' He sin À + sin!
sin
(33) L'équation (32) donne ensuite (34)
Faisons enfin
la formule (29) deviendra
1 à 1 _ (1— 286 cosn + B?)? (1 — 26" cosn' + B?)?
VA 1 a ! 12 _- : A fi 2 cos(n— 1) + À |
On trouve d’ailleurs aisément, en vertu des relations (32), (33) et (34), que les expressions précédentes de A et de A’ deviennent cos À cos h'
AG ete sh — h\° COS
, Cos A cos!
RO COS
Les formules (30) montrent que À et »’ sont du premier ordre; il en est de même de Bet de B'; enfin, les différences À — a et A’ — a’ sont du second ordre. On a aussi les relations suivantes, aisées à vérifier,
3 { ee Nos Ba” Au a Br gr — AA! tang À tangh' — tangh tangh” tang À tangh!” ci CA
— P,+2P,cos(n— n')+ 2P; cos2(n — n') +...
V:- Re — n
= JB, (Ph).
Nous savons calculer les fonctions P;; elles ont été étudiées dans le Chapitre XVII du Tome I.
Faisons ensuite
JA 4 En (39) Env (1 D 26 CoOSNn + CEDE se (1 Pen B?) Dan ment
ie 1 ne (40) E1Y—1(1— 28'cosn'+ B?)}?— (1 — G'?) + D'U EG-m') tu +BOVTT,
Nous déduirons des formules (35), (39) et (40), et de la relation
AA Can Un ee qui résulte des formules (37),
(41) = = pb ei ip, b® bi Et G+m)(u+B)ÿ—1+ (+) (a +B))2T
On aura donc ainsi le développement de te suivant les sinus et cosinus des
multiples des anomalies excentriques; on passera de là au développement suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes, en introduisant les fonctions de Bessel, et l’on trouvera en particulier les termes en 20 — 51, Nous n’avons pas l'intention de développer ce calcul, mais nous tenons à montrer comment on obtiendra b{ et b'°. En se reportant aux formules (24),
on trouvera
Env (1 — 26 cosn + GB?) — Env GE BEN Y (à LAS BE-wŸ,
Env—1—
RP NT een En
1+6x 2) Env (1— 28 cosn + B°}?— (25) (en . . mn ee Be
de sorte que la relation (39) deviendra
(1+Bzx) *? m
On aura de même
[ j 9 (1+ Ê) th GRPa) ee »
On a dans le cas actuel
ces quantités sont donc petites, et il suffira de déduire des formules précédentes des expressions de b® et b' développées suivant les puissances de B et de f pour avoir un procédé de calcul très commode. On a
un Lois U = — — TL — — : 2 2 2 È Fete ue j 17 1.2 æ?
Gode : ( :) :) += += )[i+ii. 2 2 2 à (1+6Bx) = — 8x + Z PB? x° — 1 110 On en conclut aisément, par voie de multiplication, À . (214)(27- 3)... (21 2 m —t) 4 Qi—I 2+2M+HI (42) pe Le 2.4 om B"E ST 2 LARET 2 > M+HI, 6? ,
F désignant la série hypergéométrique.
SUR UNE MÉTHODE DE JACOBI. dE
On peut aussi écrire, en employant une transformation connue [Tome I, for- | mule (12), page 279 |,
; è s Re a res spi (43) BL 0e (21+1)(21+38)...(21+2m 1) gm (18) F(_-® 33 es &)
Vire di: ee an 2 2 EEE Nous ne pousserons pas plus loin le calcul du développement de 1 on aurait ensuite, d’après la formule (7),
) A, D LINE . DO pi Aus à da CA à VA 2 V/A5 8 A5 :
nous renverrons le lecteur au Mémoire de Jacobi pour le calcul du second et du ss È a . .
troisième terme de l'expression de +: Nous nous contentons d’avoir reproduit
la substance du Mémoire et ses élégantes transformations.
140. Théorème de Jacobi. — Jacobi énonce ce théorème (OEuvres, t. VII, p. 287): les coefficients du développement de l'inverse < de la distance de deux
planètes, suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies excentriques u et uw’, peuvent s'exprimer linéairement à l’aide de quinze d’entre eux pris arbitrairement, sauf la réserve que ces coefficients ne soient pas reliés les uns aux autres & priori.
On peut démontrer ce théorème comme il suit : en faisant
ZT — E = x! — Ewv-T,
la formule (8) du Chapitre précédent peut s’écrire
b nl b! T 2 LA è | Aa La x ++ +aiz + Eco + di +d; — + re - de À WA TL TX (49) à 2 L ! 12 L !
+ g Hors ne TX * + PE —®(2,x JE Posons (46) A == ZA» UD LA 2 RUE
DA
On aura, en différentiant cette équation par rapport à æ,
= Le > à Im = UT (m rt 1) À +1, m' Dr )
CHAPITRE XVIII. — DIVERSES MÉTHODES DE JACOBI
d’où, en tenant compte des formules (45) et (46),
| b; d Ve F I ! 1 [2 DE | x Pen —-la—-—+ar += dd —- ——+2g| r— — Ÿ A RUN 1 x? 1 x! 1 y? Lx! 5 Fe m,m ,
a+az+a,x'+cxx + d;— + ga+g'x"
> (re ie 1) Aie To:
En égalant dans les deux membres les coefficients de x”, on trouve une relation contenant seize coefficients; quinze d'entre eux restent arbitraires, et le seizième en résulte. On aura une autre série de relations analogues en employant la dérivée ®’, au lieu de ’. Mais il est douteux que ces relations compliquées puissent être de quelque utilité dans la pratique.
DÉVELOPPEMENT DE M. NEWCOMB POUR LA FONCTION PERTURBATRICE ft}
141. Introduction de M. Newcomb. — Donnons-en une idée sommaire : l’auteur rappelle la nécessité d’avoir un développement commode et assez complet pour la fonction perturbatrice; c’est la base du calcul des perturbations.
Le premier développement de ce genre a été donné par Laplace dans la Mécanique céleste; 11 s'étend seulement aux troisièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. De Pontécoulant, dans sa Théorte analytique du système du Monde, à eu égard aux sixièmes puissances des mêmes quantités, et c'est aussi ce qu'a fait Peirce, mais sous une forme plus condensée (Astrononucal Journal, t. 1). Le Verrier a donné ensuite (Annales de l'Observatoire, t. 1) le développement complet, et sous une forme commode, en tenant compte de toutes les quantités du septième ordre. Nous ajouterons que M. Boquet (Annales de l'Observatoire, t. XIX) a étendu les calculs de Le Verrier aux termes du huitième ordre. Tous ces développements sont des fonctions explicites du temps et des éléments elliptiques, et c’est ce qui constitue leur avantage; toutefois, les dérivées de la fonction perturbatrice relatives aux coordonnées ne peuvent pas être obtenues sans transformation, et le calcul des inégalités devient pénible quand on veut avoir égard aux diverses puissances de la force perturbatrice.
Il y a, en quelque sorte au pôle opposé, des développements dans lesquels les coefficients des cosinus des divers arguments sont purement numériques. Hansen parait les avoir employés le premier dans son Mémoire intitulé : Untersuchun gen über die gegensaitigen Stôrungen des Jupiters und Saturns (Berlin, 1831); 1l a eu recours aux quadratures numériques; mais on a alors l’inconvénient de ne pas pouvoir suivre l’influence exercée par des changements apportés aux constantes adoptées.
Il existe ensuite un procédé intermédiaire en quelque sorte, que l’on peut appeler la Méthode de Cauchy-Hansen. L’inventeur original est Cauchy; ses travaux ont été faits de 1842 à 1845, et nous en avons exposé une partie dans le Chapitre XVII. L'adaptation générale au calcul du développement de la fonction perturbatrice et de ses dérivées a été faite par Hansen, dont nous exposerons les
(1) Astronomical Papers, vol. IL; 1884.
TT. — IV
recherches en détail dans les Chapitres XX, XXI et XXII, et c'est la méthode de Hansen que l’on applique aujourd’hui; ce qui la caractérise, c’est le calcul des perturbations des coordonnées en faisant intervenir les dérivées partielles de la fonction perturbatrice relatives à ces coordonnées, et l'emploi de l’anomalie excentrique au lieu de l’anomalie moyenne de la planète troublée; on à recours aussi aux quadratures numériques.
M. Newcomb s’est proposé de développer analytiquement la fonction perturbatrice suivant les cosinus des multiples des anomalies excentriques des deux planètes, en exprimant les coefficients symboliquement à l’aide des éléments de ces planètes. Ce développement converge plus rapidement que l’ancien, parce que le premier coefficient de l'expression de l’anomalie vraie en fonction de l’anomalie excentrique est e, tandis qu’il est 2e quand on considère l’anomalie moyenne. L'emploi des fonctions de Bessel permet ensuite de passer au développement relatif aux anomalies moyennes qui est préférable pour les planètes principales. Nous nous bornerons à exposer les fondements de la méthode de M. Newcomb.
142. Soient r et r’ les rayons vecteurs de la planète troublée et de la planète perturbatrice, V leur angle, s ets’ les distances angulaires des planètes au nœud commun de leurs orbites, y l’inclinaison de ces orbites, R Ia fonction perturbatrice; ona
5 + 7 R=(r?+r?—2rr cos V) *? — — cos V, =
cos V=— cosv cosv/+ sinpsins'cosy, cos V— cos(?'— p) + o?[cos(s'+ pe) — cos(v"—+v)], À I
1 og — Sin — y.
On a donc
(2) R=/ir75 0 V5)
Soient jet f’ les anomalies vraies, n et n’ les anomalies excentriques, w et w’ les distances des périhélies au nœud commun; on a
VE= or Vo He H—/(r Tr, uv fs 6).
En exprimant r et 7’ au moyen des anomalies excentriques, il vient r —a(i—ecosn), r'= a'(1—e'cosn'),
et, d’après le Tome I, p. 222, formule (C),
e E 1 e Pre Jen? a SN 2). 4 14/1 € 2 \i+ÿi—e
Si les excentricités s’annulent, on doit substituer dans R,
na, ['=US É = ins P= 6 + N; V'—=D'4en.
Soient R, et V, ce que deviennent alors R et V; posons, pour abréger,
(3) DO+Nn—S, o'+n—=5}, nous aurons : 2 a RO —(a+a?— 2aa cos V,) ? — 25 cos V,,
cos V, — cos(s'— 5) + o?[cos(s'+ çs) — cos(s'—6ç)]. Soit encore
on aura ne | :
a'(a?+ a'?— 2aa' cos V,;) 2—(1+a—2acosV,) ?
Dr + 1—2X4C0S(ç —ç)+ a —2%02[cos(s+s)—cos(s—s)]l ?.
Faisons Aî—1—2acos(s — 56) + œ?,
et nous aurons
Fo A?— 2@0?[cos(s'+ç)— cos(s — ç)]} ?
a'(a?+ a°— 2aa' cos V;) = At + ao?[cos(s'+ ç) — cos(s/ — çs)] A; 10 ve 7. œo[cos(s'+s)— cos(s'—$s)J?ATS
De æoi[cos(s'+s)—cos(s —s)] AT
On a maintenant
Ar à AU COST ( ç' — e); bE 1) — 0?
On en tire aisément, par des transformations analogues à celles employées
dans le Tome I, Chap. XVIITL, p. 297 et suivantes,
je ] LT ; : .
RO — = D Aïcos(is — ic) — ©
+ B'cos[(t+1)s —(1—:1)s]
(4) Ç | + at D Cicos|(r+2)e —(i— 2)6]
Eee)
+ co
+ D'cos[(i +3)" —(i—3)s]
où les coefficients A/%, ..., D‘ ont les expressions suivantes : ; ; I s à LA bD — = o?« (DE nu A) (bp + LB + bE+2))
of a (bET3) + gb + 9 DEEE DETS)),
F ; x TOR: Fa 5 ; 202 (Bb + pin) Dee ee gas (be 2) 3e ee EP
19 L RES ns Gid (07 Lu DEA),
al I © EI
ob.
L'indice cz s'étend à toutes les valeurs entières, de — æ à + o.
. . — . . , Pour tenir compte de la seconde partie, 7. cos V,, de R(°/, on voit aisément
qu'il faut écrire b) — x, aulieu de b!), Ve, à bi,
(ON PTE (0) b£ a » Die
L'expression précédente de R( peut être mise sous la forme générale
(8) RO — S Sd Apcos(vs + us),
ue
où les indices v et prennent, indépendamment l’un de l’autre, toutes les valeurs entières de — à +. Les quantités A!,, sont des fonctions de et de a et a’: relativement à a et a’, elles sont homogènes et de degré — 1.
Nous avons RO fe) a
Ru = UP; von, 5).
IL faut donc remplacer dans R(° ce, a'et a
par VV T OL à
Posons p'=logr", B'—loga', d’où
On aura oF(2, a): "oRa;a) OF(a, a) _,,2F(a, a), de ous. EU da! ?
| si la fonction F est une fonction homogène et de degré — 1 de a et de a, la | relation connue
a a + a! 2 +F—o da da!
| donnera OF. dE | Si l’on pose symboliquement
0 L2 LOS Ô D — 08 2 D — 08’ 2 la relation précédente pourra s’écrire
| On a maintenant
p =6 +log(i—ecosn) 6 +®(e,n), pl=8B'+log(1—ecosn')=6B'+®(e',n).
On a d’ailleurs
De + 2 sinn+...—6+Y(e,n), 1+V/1— e (11) un pl ç+ ——— sinn +... = +Wi(e',n').
(12) R = (BP; B', ss’, e,e',n,n', o?).
ra tVr- ce On peut écrire On aura
il en résulte, en désignant par m2, », m' et n’ des nombres entiers positifs quelconques,
d'+n'+ n+n'R d'+ m'+n+nl R
3 a ——— - ; ee (Qi ) de” gr" 0p" dp'" dc" Qc" 06” 06" >.
cette relation exprime un théorème important.
144. Expression générale des dérivées relatives à l’excentricité. Posons
e —— ) 1+\/1— € d’où 2€
Ce D 1+ €?
L'expression de f au moyen de n, donnée à la page 314, donnera
. I £ I £ f—=n+ 2\(esinn + ; © Sin2n + ;esinän +...) On a ensuite lreCONn—I— — COSN —= —— (1 eENT) (1 Env), 1 + e? 1 + €?
logr — loga — log(ri+ e?)+ log (1— sEnv—) + log (1—:E nv), g* ef e?
= loga—(e— À + 3 +...) —a (ecosr + cosan+...); il en résulte
| p—=B— 2e cosn + Ee?(—1— cos2n) + e° (—3c0s3n) + €* (= 2 coshn) (15) (
+ (— coin) He (= 5 = 70086n) +e(-— 2 cos7n ) +...
? as 2 \ P—=çc+2eEsINn + E° sin2n + zesinèn (16) |
I ï he e* sin 4n +
Re 12 pre E e5 sin D n + 3 ef sin6n + = eTsin7n + ....
On a ensuite
OR _OR dv. OR ôp Rte, Pin rl, co),
de ia dep dE d0 de’ Rte, en A, ns €, ', B, D a), ou bien, d’après le théorème général,
OR _ OR 0e | OR d
dE Os de 0B de
Soit posé symboliquement il viendra
on entire OR (& 0"R n dv d0!-1R F4 | denti — S\de der 10e der it nm 2 n— | ce pis n d?p 1R
de O8" ‘ 1 de de
Posons R=RO + RO + RO) +... Her RO) +..., (18) P—P HE HE +... HE p, +..., is DDR EE pad PU eRD M on aura j / An :
de” €E—=0!2 oh) (1 nat ) 9) é dE" Je—0»
En faisant donc € — o dans l’équation (17), il viendra
Di a ST ne à 20):
| + Dép RO + 299 RD + 3, RD +. + (RH) pays RO].
Cette équation permettra de calculer de proche en proche R‘ en partant de R®, puis R°, ..., R, .... Partons de l’expression (8) de R(, que nous écrirons
R(0) 22 Y A'cos(us + vs’), ou, plus simplement, “ne (21) R(0) — A’ cosN, N=—mes + vs’.
La formule (20) nous donnera, pour r — 0, R® —D.(#, A’ cosN) + D(b,A' cosN);
nous écrivons simplement D au lieu de Ds. On a d’ailleurs
fi =2Sinn, Pa = — 2 COS; il vient donc
R® — — 2uA'sinnsinN — 2cosn cos NDA' —=(pA'— DA')cos(N + n) — (4 A’ + DA') cos(N — n).
On peut écrire symboliquement (22) RE — (pp —D)A'cos(N +n)—(u+D)A'cos(N—n). On trouvera de même, en faisant — 1 dans la formule (20), 2R® =D, (9 RO +29, RO) + D(p, RA + 2p, R(0)), On a
V2 =Sin2n, fa —1—cos2".
Il vient donc
2R®%— D,[2(p—D)A'sinncos(N + n) —2(p + D)A'sinn cos(N —n)
+2A'sin2ncosN] + D [—2(px — D) A'cosn cos(N + n) + 2(4 + D) A'cosncos(N —n)
— 2A'(1+cos2n)cosN]; 2R® —— 2(p2—uD)A'sinn sin(N+n)+2(u?+pmD)A’sinnsin(N —n) —2pA'sin2nsinN
— 2(pD — D?)A'cosn cos(N + n) + 2(u4D + D?) A'cosn cos(N — n) — 2DA'(1+ cos2n) cos N; cela peut s’écrire
2R®%—(u—D)(p—D+1)A/cos(N +2n) —2[(p— D)(u + D) + DIA'cosN +(u+D)(x+D—1)A'cos(N —2n).
On continuera ainsi.
En généralisant, on voit que R‘? sera de la forme
RG) — cos(N + rn)H2A'+ cos[N+(n —2)n] Il
A'+...+ cos(N — nzn)ll",A, où les quantités II sont des fonctions entières de 4 et de D; on peut écrire
]=+n (24) Rin = > CoS(N +/n)Il; A’;
on aura ensuite Î=+n
DR =—p Ÿ sin(N+/n)Il; A", ’,=2sinn, ]J=—n j=n—1
DRE —— pu be sin (N + Jn)IE; A, 29; —32Sin2h, j=—n +1 J=n—2
DRE = — p > siIn(N-+jn)l} ?4, 3v;—2sin3n;,
— — p sin NI A’;
D © cos(N+/n)ll;A', P1 —— 2 COSN, j=—n Ji
D LS cos(N+/n)Il;! A,
(n +1) Py41 = 2Sin(r +i)n; DR")
DR(:-1) — 2 2 COSN,
D cos NIL A
(A+ 1)prr =[E2]— 2cos(7 +r)n.
On a conservé pour la symétrie le symbole I — 1 ; le terme + 2 est conservé dans la valeur de (nr +1)p,,,, seulement si nr +1 est pair; on prend +2 si ñn +1 est divisible par 4, et — 2 si n +1 est divisible par 2, mais non par 4.
Il reste à substituer les expressions précédentes dans l’équation (20), après l'avoir écrite comme il suit, conformément à la relation (24),
(a+) REEI = (7 + 1) coS[N + (nr + 1)n] MEET A" + (n +1) cos[N + (7 — 1)n] H2*! A’ + (n+1)cos[N+ (2 —3)n]0 St; A'+...+ (a +i)cos[N—(2+1)n]ll",,Af.
On trouvera, en comparant les coefficients des cosinus des mêmes arguments,
(25) | (nn) OC EN El. 1 | — DIS + Pt + 92 +... + IL), (nn pb. LH. +) (25:) Ce PE.) eu Dr 20h, (n+nDMi= p(N, ++... +I0,) (252) | D ms. IE) pe, 217) DM, ec!) =D: HT), (n + 1)If7*! — UC, + PS +...+ Il.) DORE CRETE. 2 0) (253) robe PSS DO ET dr)
D (US
La loi de formation est évidente, et 1l est inutile de prolonger l'écriture de ces relations; on peut aussi se dispenser de calculer les développements pour des valeurs négatives de l'indice inférieur de IT, parce que IT", se déduit de Il; en changeant uw en — Wu.
Voici les premières valeurs des quantités IT,
por,
211 — (u — D +:)Il!,
205 = p(— Ii +1!,) — D (I + IL, + 2),
3115 — (pu — D + 2)Il4,
31 — p(IES + IE, — IE?) — D (IE + Et, + I + 211! ).
QI = (ue — D + 3),
QUE = pe < I +, — ff) — D (NÉ + IP + I, + IE + 211),
CHAPITRE XIX. — DÉVELOPPEMENT DE M. NEWCOMB
146. Développement par rapport aux éléments de la seconde planète. — Nous avons trouvé la formule
ÎJ=+n RU © cos(ve/+ us +jn) Il} Au; J=—n
en faisant
D nn ne DE,
il viendra
Î=+n a'R(M — M P? cos(vs + ps + jn); ]J=—n
il faut maintenant remplacer s' par ç'+o(s,n'), B' par B'+d(e,n'), et développer les résultats suivant les puissances de &’. On pose R( — R20 + ge R’:! Le ge! 2R22 + See glr'Ren , Le
M. Newcomb démontre ce théorème fondamental :
Supposons que l’on ait développé R suivant les puissances de €, en faisant € — 0, et que l’on ait trouvé que le terme général soit de la forme
e COS(N + /n)Il? A,
A étant une fonction des distances moyennes, I un symbole opératoire, et N une fonction lineaire de 6 et & ne contenant pas À.
Supposons, d'autre part, que l’on ait développé R suivant les puissances de &', en faisant £ — 0, et que le terme général de ce nouveau développement soit
en cos (N + j'a')ILF A;
alors le coefficient de cos(N + jn + J'n') dans le développement complet sera représenté par grg!n IT} II> A’.
On peut d’ailleurs simplifier les résultats en éliminant D’ au moyen de la
relation D —- D'=— LS
Nous ne pouvons pas suivre M. Newcomb dans tous les détails de ses calculs; bornons-nous à dire que l’ensemble du développement de R suivant les sinus et cosinus des multiples de l’anomalie excentrique est renfermé dans les pages 90-200 de son Mémoire. M. A. Chessin (As/ronomical Journal, t. XIV, n% XIV et XX ) a apporté une simplification importante aux calculs de M. Newcomb.
147. Réflexions générales sur le calcul des perturbations planétaires. — Si nous envisageons dans leur ensemble les développements des perturbations planétaires donnés dans le Tome I, d’une manière générale et d’une façon explicite, par Le Verrier dans les Annales de l'Observatoire, t. et t. XIV, nous pouvons remarquer que certaines circonstances contribuent à rendre ces développements assez rapidement convergents. Les séries rencontrées sont de la forme
(1) SA (al+al+po+fa'+y6+ 70),
où 4, l',5, 0,0 et 0’ désignent les longitudes moyennes, les longitudes dés périhélies et celles des nœuds; «, « B, 8’, yet y’ des nombres entiers positifs ou négatifs dont la somme algébrique est égale à zéro; les coefficients A sont des fonctions de a, a',e,e,tetri'; ces quantités constantes répondent aux demigrands axes, aux excentricités et aux inclinaisons; À contient en facteur e“le*l ivlzlvl, Or, pour les grosses planètes, e et e’ sont des quantités inférieures à 0,1, sauf le cas de Mercure dont l’excentricité est égale à 0,2 environ; £ et 2’ sont au-dessous de 3° 30’, sauf le cas de Mercure dont l’inclinaison est d'environ 7°. Cette petitesse relative de e, e’, cet s fait que les coefficients A diminuent rapidement quand les entiers B, 8’, yety augmentent; c’est une première limitation.
En second lieu, les grands axes des orbites ne sont jamais très voisins les uns
a , des autres ; la plus grande valeur de — est 0,723, dans Île cas de Vénus et de la Terre. Ces valeurs, relativement modérées, limitent les coefficients « et x’; si le
rapport était plus voisin de r, il faudrait employer des valeurs beaucoup plus
grandes pour les entiers & et x.
Enfin, dans la première approximation, les coefficients A contiennent en facteur le rapport »’ de la masse perturbatrice à la masse du Soleil; la plus grande valeur de #2’ correspond à Jupiter, et est inférieure à 0,001; cela con-
tribue aussi à la petitesse des perturbations et à la convergence des approximations successives.
Il est toutefois une circonstance qui augmente les coefficients A. Ces coeffcients contiennent en effet les diviseurs an + «’n', ou même leurs carrés. Si les
Loy . . .
rapports — étaient rigoureusement commensurables, on pourrait trouver des valeurs des entiers x et «’, telles que les diviseurs en question fussent nuls, auquel cas la méthode suivie serait complètement en défaut. Heureusement, ce cas ne se présente pas; toutefois, il n’est pas très éloigné d’être réalisé : c’est ainsi que, pour Jupiter et Saturne, on a
et pour Uranus et Neptune,
Voyons ce qui arrive pour les petites planètes. Les excentricités sont beaucoup plus prononcées; elles vont jusqu’à 0,35 et même o, 38. L’inclinaison de l’orbite de Pallas sur l’écliptique est presque égale à 35°. La masse perturbatrice est toujours (pour la partie difficile des perturbations) celle de Jupiter;
CS [4Â
m'est donc voisin de 6,001. Le rapport = des demi grands axes de la petite
planète et de Jupiter est compris jusqu'ici entre 0,40 et 0,82. Enfin, il y a des rapports de commensurabilité très approchés; ainsi, pour la planète G, on à
Teil l'inégalité à longue période, dont l'argument est / — 27 + const., étant du premier ordre, pourra acquérir des valeurs considérables.
On comprend, d’après cela, que la méthode usuelle pour le calcul des perturbations, celle dont Le Verrier s’est servi constamment, présente des difficultés sé rieuses. Dans des cas convenablement choisis, son emploi serait matériellement impossible. On peut néanmoins s’en servir pour un grand nombre d’astéroides. C'est ainsi que M. Perrotin à fait la théorie de la planète Vesta (Annales de l'observatoire de Toulouse, t. 1); Damoiseau avait ébauché autrefois la question des perturbations de Cérès et de Junon (Additions à la Connaissance des Temps pour 1846).
Des efforts nombreux ont été faits pour aboutir à une méthode efficace pour le calcul des perturbations des petites planètes. Gauss avait travaillé à une théorie de Pallas, et nous voyons dans une de ses lettres à Bessel qu’il avait trouvé plus de 800 inégalités sensibles.
A côté de cette théorie générale, l’illustre géomètre avait conduit parallèlement le calcul par quadratures, de manière à obtenir un contrôle qui est presque indispensable. Gauss n’a jamais publié ce travail; la Société royale des Sciences de Güttingue fait imprimer en ce moment tout ce que l’on a trouvé dans les papiers de Gauss sur ce sujet important.
Nous avons exposé (Chapitre XVII) la méthode de Cauchy, qui permet de calculer rapidement les inégalités à longues périodes, qui seraient insensibles dans la théorie des grosses planètes, vu la grandeur des coefficients « et «’ de / et /’ dans l'argument, et ont cependant des valeurs notables dans le cas de certains astéroïdes.
Hansen a publié dans les Mémorres de la Sociéte royale des Sciences de Saxe, t. V, Vlet VIT, trois Mémoires importants intitulés : Auseinandersetzung einer zweckmässigen Methode zur Berechnung der absoluten Stürungen der kleinen Planeten.
Nous allons en présenter une analyse assez étendue. Disons tout de suite que la fonction pertubatrice est développée suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies excentriques; nous savons que la fonction perturbatrice s'exprime beaucoup plus simplement avec ces anomalies qu'avec les anomalies moyennes. Mais Hansen emploie aussi la méthode des quadratures, de façon à tenir ainsi un compte rigoureux de toutes les puissances de l’excentricité de la planète troublée. Les méthodes de Hansen ont été appliquées par Brünnow pour Iris et Flore, par Becker pour Amphitrite, par Lesser pour Pomone et Métis, et par M. Leveau pour Vesta; ces méthodes ont donc fait leurs preuves.
M. Gyldén à donné de son côté une théorie que nous exposerons dans les Chapitres XXII et XXIV; pour le moment, nous nous bornerons à dire qu’elle repose sur le développement de la fonction perturbatrice suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies vraies. On retrouve donc les trois sortes d'anomalies dans les trois principales méthodes que l’on a appliquées au calcul des perturbations des astéroïdes.
Après cette exposition, qui nous a semblé nécessaire, nous aborderons la méthode de Hansen; elle repose sur les mêmes principes que celle employée déjà pour la Lune (voir notre Tome II, Chap. XVII). Nous pourrions donc abréger beaucoup notre exposition; toutefois, nous pensons qu’il est indispensable de reprendre tout l’ensemble, mais un peu plus rapidement que si nous n’avions pas encore parlé des méthodes de Hansen (‘).
148. Nous considérons une planète P troublée par une autre P'; soient, à l’époque 4, r sa distance du Soleil et 6 sa longitude dans l’orbite mobile, comptée à partir d’un point déterminé X du grand cercle qui représente l’orbite sur la
(1) On pourra consulter un Mémoire de M. Venturi, Metodo di Hansen per calcolare le perturbazioni dei piccoli pianeti, Milan, 1882.
sphère de rayon 1 ayant son centre au centre du Soleil. Nous supposons que la rotation instantanée s'effectue à chaque instant autour du rayon vecteur r; il en résulte que, si l’on se donne la position du point X à l’époque zéro, la position de ce point à l’époque £ sera parfaitement déterminée. Les équations différentielles dont dépendent r et o [formules (b), t. E, p. 463] sont ee Sie us. kms),
d dv Net AN LE DRM dt (r Re) = UE
m et m' désignent les rapports des masses des deux planètes à la masse du Soleil; Æ est la constante de Gauss, 4 — M, où f représente la constante de l'attraction universelle, et M la masse du Soleil.
On a d’ailleurs (t. III, p. 307 et 308)
Po 07e fo me [A m I H7 ge me) eee 72 NAN r 2
A est la distance des deux planètes, et H le cosinus de l’angle des rayons ret 7. Si l’on pose #?(1 + m) = #?, il vient
d 12 do es 12 at T)=4
nous écrivons, pour abréger, #° et n'; ce qui nous
; m' Au lieu de £?etde ; I + A
donnera plus simplement , } dv?
(1) mn de + — —
d d () a(rE (3) Si, dans les équations (1) et (2), on néglige le second membre, on trouve
dr dv?
a) Dr.
Ce sont les équations différentielles du mouvement elliptique; on les intègre, comme on sait, par les formules
be (4) p
: I orne I e —eSine =nt+c, lang 2 /=1/ tang—e, P 1+eCOS(P—y) 1+ecosf
Er eur
| RQ EE, p=a(i—e),
| dans lesquelles € désigne l’anomalie excentrique, f l’anomalie vraie, y la longi- | tude du périhélie dans l'orbite, comptée à partir du point X; les quatre constantes arbitraires sont à, e, c et y.
Quand on voudra passer du mouvement elliptique au mouvement troublé, c'est-à-dire de l'intégration des équations (1’) et (2°) à celle des équations (1) et (2), on emploiera encore, pour r et », les expressions analytiques qui résultent des formules (4), mais en faisant varier les constantes arbitraires a, e, cet y.
149. Formules auxiliaires. — Les formules (A)(t. I, p. 433) donneront, avec les changements nécessaires dans les notations, |
19|ce
da ie Dr a : ÉD D = en temp), (5) ui oral Vp[Ssinf+T(cose + cosf)], ie e(1 — cost LE en à — Scosf +T or nn do dora 2 Or; on a (t. Ep. 462) D—0+yYy—0, do — cosidô, d ds 1600 LE SR LES (1 — cosi) nt p=ai—e), 2 al le HE on tire ainsi des formules (5) dp 2 1e! =, PR kVpTr,
NT RE
e Es NS kVp | —Scosr + ri 2) sin/ |:
Ci ES M7
m' Dai 0.
Remplaçons - Ru S et ET Trrespectivement par => et => et il viendra
ñ 2h VPS Le
GLS sin f + = D (eose + cos f) |
si I ep -$ cos f +(5+ +55 e E sin |:
Soit posé
On déduit aisément des rmules (6)et (7)
debiny oQ 0Q[sin(f +4) Ssinycose cosy || Ar pTe Up | SE cost Y)a x | : ms e je ’ ,
d. ecosy . | 0 08 ou 0, SZ _ snyens ll, |
0 2 RUE PASS k - : À
ou bien, à cause de
d. ED 082 (LP sine + sine +esin dt : r 2 JE
d.e cos ler à TE = ) P cosv + cos + ecosy , 08 p de \r :
d.he siny ie dt D
: 29 ce dE : 0Q kcose — + | = + SIN © — »
or: 2 dv
d.hRecosy
0Q 1 ro als Sr kÆ? sin de + 4 ( +
Ces formules nous seront bientôt utiles.
150. Principe de la méthode de Hansen. — Nous abandonnons ici la méthode de la variation des constantes arbitraires, pour lui substituer celle de Hansen.
Soient &y, 25, €, Pos © et ©, les valeurs, pour t — 0, des éléments variables
CNE ICONE
Désignons, en outre, par z une fonction convenable de #, et déterminons les quantités k,, r et f par les formules
- ve k £ — €) SÂINE = A9Z + Co Ho Uk, ae VPo (9) re Ie Lee [ee — — ang = —(/ * {ang - €, F disco) = APE \ 7 Je 0 2 1 + e,cos f
Nous déterminerons la fonction inconnue z de façon que
(9 Le Do :
Nous aurons
à De 7e rn =kVP, dv = df;
oo Tite dé Ée he ND PA VPv
d'où, par voie de division,
Faisons en outre (10) Eh 0 Co:
et il viendra
(ei) dz se À dt h(3+v)?
On aura ensuite
Li 72 = ere us Nc),
Hg COS y) - 1 e cos( f + Er à)
NÉE my. P P
Définissons £, et n, par les formules
e COS(Y — Go) — € + (1 — ei) Ë,
(esin(x —®) = (L— 66) M5
6, et n, seront de petites quantités de l’ordre de #'; l'expression précédente de
deviendra ; I+V
a . [rG+ecosf)+(—e)Ercosf+(1—e)nrsinf],
ce qui peut s’écrire
2 Su _ PO 13 À 2 COS f + —— sin ; qe 1+v ( É & Hem CA f)
Dans cètte équation, À, £, et n, sont des fonctions de 4 déterminées par les formules (12), tandis que ret f sont des fonctions de z, qui résultent des rela-
tions (9). L’équation (11) peut s’écrire
de, v DES) POSER h M h\T y . Dog h ou bien, en vertu de la formule (13), ; PS UE ur (ra) D (=) "> où l’on a posé ; D (199 W = 2e ñ I + * Ëi a COS f + Fa "i a sin f.
Quand on néglige la force perturbatrice, l'équation (14) donne z — 4; on est
conduit ainsi à poser (16) m —Hrr 02,
et 1l en résulte
d vaut mieux calculer T5 les formules (10) et (11) donnent
ho
do h, y \? — (6 GE à h (: 7)
L'équation (13) n’est pas commode pour le calcul de la petite quantité v. Il
dl dl » MhG+ v}?”
ou bien, d’après la définition (10) de v, :
dy ar ho 1 dr
A hd. bras
Or, les formules du mouvement elliptique donnent
dt VP
dr .
_ — és;
, . dv . .
l'expression de > devient ensuite
1 I AT 7 RE SIETe Ti ae
Æ — =6sin(# y) ="heésin( y),
esinf,
d’où, en remplaçant r et r par leurs valeurs,
: — le sin(f ea -1)(1e cosf)< smflr+ eeos0f te -»)}
ee _ Lesin(f-+m,— x) — e, sin f + ee, sin(æ — x)].
En ayant égard aux formules (12), on trouve aisément
da 5
(18) are re 0 ge
Posons enfin
(19) tit. A à NE | les formules (15) et (18) deviendront (20) W=r-yT cos f + Y _ sin f, | & @ | A no (21) Le — - [Ysinf—Y(cosf+e)].
0 Vi — ei
Bornons-nous aux termes du premier ordre par rapport à m’; nous pouvons
écrire (æ) W=E+Y cosf+W 7 sin, dûdz — à fes (B) es = f W dt, (a) FCosf=altcose ec), : rsinf—a@\r e tlne, (o]
En CSInE— NC.
Les formules (13) et (19) donnent d’ailleurs, au même degré de précision,
kr? h r Res ) ve + (NE cos WT sing),
ni) Rs h CLPLTr nie ) L (NE cs/+ wi sinf),
_(h—h)(2h +) Cu kh—h, We et kh se Mis
Il en résulte
(&) Vv= — —;
(r° COS ot y? ï sin).
(y) = [sim (cos er, | |
151. Détermination de la fonction W. — On tire de l’expression (19) de
du dt
dh et, en remplaçant + par sa valeur (8), À LE dt On a ensuite, par les formules (12) et (19),
2h os [Le cos(x — mo) — eo],
D 2h Mille)
y e sin(y —.©,);,
d’où, en différentiant et tenant compte des relations (8),
| | + Où (: ) 00 COST, SiNp — + | - + — dY 2 k? or ER deh?. 00
4 ha ve à 0Q I Se 0 T Au —e) de?
© [+sinc E COS P — + G + :) sinp =
or
0Q I TA à 0Q
COSD | — COSP — + |[- + -) sine —
dY 2 k2 or fr op dP dt he 6) 0 I
— sinDo sinp — + |- + —
or r p
On peut remplacer # par f + ©; on trouve finalement
dE 00 le
dY a I 7, 2h LE +—) cos + E
7 lc
1 +2ah sin,
Vie a I . +0 0Q = 2h ( + —a) snf — 2ahcosf =
Considérons maintenant la fonction
(23) W=E+YÉ coso+wWË sine, où l’on a n—eSsiNnn—=AnT+c,
= COSW =: COST — €, - sin wo —V1—esinn, (A
Comme les quantités &, Y et Ws’annulent pour { — o, on aura
pour & — o, quel que soit +.
En changeant, dans la fonction W, + en £, et n,w, pen e, f,r, W se changera
W D; dE dY dY
, F2 N. n X LAS EE Pre CR Cr EE rs V =
en W. Différentions l’expression (23), et remplaçons => => = par leurs va leurs (22); il viendra
Orona p= ——— d'où É ecosu —1=—{; il en résulte donc (24) = 2hp sin (f — es a Fe : COS(f — w) + [cos(7— “ | |
On devra intégrer de manière que W s’annule pour £ — o, quel que soit x ou quel que soit w.
On peut ramener le calcul de v à dépendre de la fonction W. On a, en effet,
r r d - cos) d - si a sos Li n a Roy n
— —— sin =" (Co 7 €),
de sorte que l’équation (21) peut s’écrire
r RAS d -cosf da 02 ir dron He dt Or on tire de l'équation (23) De 2W 47 Cc080 : 1 (LE dt 3 dr
: : oW . ; si, dans cette expression de on change + en #, on obtient la valeur trouvée
: dy ne ci-dessus pour — 2 + On peut donc écrire
dy 1 /OW 1° ÉON où Es : Cr ee ee 7 At: ne) ie (Eee
en indiquant par le trait horizontal qu'après la différentiation de W par rapport
à x, on doit faire & — £. On voit done que la fonction W des deux variables £ et + joue un rôle important dans le calcul de Ôz et de v.
152. Calcul de la latitude. — Les formules des pages 472, 473 et 474 du Tome I donnent, en négligeant Le carré de la force perturbatrice,
cos b sin({ — 8,) -= cos & sin(v — 0,) — stangs,, cos b cos(l — 05) — cos(e — 6),
sin b — sin sin(e — 0,) 1-5,
où Let b désignent la longitude et la latitude héliocentriques de la planète. On a d’ailleurs (loc. cit.) s = Qsin(e — 8,) — P cos(r — 6),
dP re I — hr cosiZ sin(v — 0),
. — hr cost,Z cos(e — 6); Z est la composante de la force perturbatrice, normalement au plan de l’orbite. On peut remplacer » par f + &, et supprimer les indices zéro devenus inutiles; on a ainsi
{ cos b sin ({ — 0) = cosisin(f + æ — 0) — stangi, (26) cos b cos(l — 0) — cos(f + & — Ü),
sin
(27) s—Qsin(f+m— 0) —Pcos(f +æ—0),
t =f hr cosiZsin(f + & — 0) dt, (28)
| en hr cosiZcos(f + x -0)dt,
Posons
s=Q° sin(f+m0)—P* cos(f + — 0), (29) R—0Q £ sin(o + — 6) —P P cos(o + — Ü);
t P sin(w + — 6) L ZLhr cosicos(f + æ — 0) dt V0
t — £ cos(o + —0) f Z hr cosisin(f + & — 0) dt.
Cette fonction R, qui dépend de 4 et de 7, s'annulera pour { — o, quel que soit +.
On trouve immédiatement dR = Re
tar) de —Lhcosi®rsin(o—f).
Cette équation, en tenant compte de la remarque précédente, détermine complètement R.
En désignant par R ce que devient R pour + — 7, les formules (29) donnent immédiatement
(ai | u= R.
On peut obtenir une autre expression de w, qui sera utile au moins pour la vérification des calculs. On a évidemment, d’après la formule (30),
LE SE d- sin(f+® — 0) dt
A de — L ZLhr cost cos(f + & — 0) dt ot DA
d= cos(f + — 6) t ee . Zhr cosi sin(f + & — 0) dt.
En intégrant par parties, après avoir multiplié par de, il vient, après simplification,
be OR en de r fe (A) a QE snç7+8—0 PE cos(f+m— 0);
on a donc l’expression cherchée
£ ne Le 0R (58) == : (à) dt.
153. Transformation des formules. — Au lieu de la variable £, nous introduisons € par la relation
(34) Ee—esSine = Al+C,
oùe, net c sont des constantes absolues. Nous aurons
dt — — de, na
et si nous posons
les équations (24) et (31) nous donneront
Q - +. : | 2p cos (f (De
na
ET cost? sin (wo — f).
et il en résulte
Pa 92 na. 0)
{ +20 cos(f | UVi—e— Z cost PT Shop).
Les formules
| TiCosf — a(cose— ec), r —a(i—ecose),
(37) _. | ne ; | r Sinf —.a\V:—e sine, ang = f— É tang = €
donnent or 1
— —=aesine, = dE
de
d’où 0 avi a 09
ee — He SiNe
an : of de TE r
0Q P 0Q er sine 0Q 38 ee ( ee eo DE a Re
es “L90 07 08 0f
de, Vi—e Ôr
Nous avons mis des parenthèses à la dérivée de Q par rapport à e, parce que,
quand on introduit e au lieu de £ par la relation (34), e se trouve introduit de ; ; : j 0Q ue UT deux façons, d’abord par r'et /, ensuite par r' et f'; te désigne la dérivée de Has : 0Q Q par rapport à e introduit seulement par r et f. Portons la valeur (38) de ->
ji
dans l'expression (36) de T, et faisons
nous trouverons
DORE Ma(1—e?) —2prcos(f—«) — r?-
nn. [cos(f — w)—71], Na Vr e — 2psin(f—0«)
esine (
| A pu EE A &, em ei wo) —1]}.
Il reste à remplacer r et f par leurs valeurs (37) en fonction de €, et o et w par les valeurs analogues
p COS — a(cosn —e), psinw—aVi—eæsinn.
Nous trouverons d’abord (1—e)M = 2[(cose — e)(cosn —e) + (1 —e?) sine sinn] — (1 — e cose)?
1 — eCOSE 2 à 3 1 — €?
[(cose
e)(cosn—e)+(1-—-e*)sinesinn — (1—ecose)(1—ecosn)].
I ; ue (1 — e)M = 2 LC: = a) COS(E— nn) + et cos(e EF n)—ecose —ecosn + a |
I = e? L 26 COSE — : € COS2€ + 2(1 — e COSE) [ COS(E — n) — 1],
d’où l’on tire aisément
: 1 be (1 — e)M —- 8 (a a 26 COSE — — € COS 2€ + e* COS (n + e)
+ (4 —e?)cos(n —E) — ecos(n — 2e) — 3ecosn.
On trouve ensuite, pour le calcul de N,
2e SinEe
PPSIRC PO) Ep cos (7 + 0) Vi—e?
2P COS a e 2p Sin Nr dine =" ginel(cose —e)| — Css ee e Sin? €)
Je COSE Vi—e I — 6e COSE = 29 COSG > -— 2p SIN COSE
Ve 24 : \ 9 :
= fsine(cosn 6e) (1-e?)costsinr];
VAR eA
| on voit que le diviseur 1 -- e cose a disparu. Il vient ensuite
({1—e)N—2sinecosn — 2(1 —e°) sinn cose — 2esine —esine[—1+ecose + 2(Cose cosn — 1 + sinesinn)], (1 —e)N—esine—-esinn — - e*sin2e + e?sin(n+e) ; 2
— (2—e)sin(n—e)+esin(n— 2e).
Faisons enfin une transformation analogue pour U; en partant de son expression de la page 336, nous trouverons
U — a*Zcosi(i — ecose)[sinn(cose — e) — sine(cosn —e)]. Si l'on pose
Q — (1—ecose)[sin(n —e) — esinn +esine], il viendra
U= OZ tcosr.
L'expression précédente de Q peut d’ailleurs s’écrire
mi Re SES ET Q—esine — -e sin2e— -esinn+{(1i+-e sin(n — €) 2 2
Fe e?sin(n + €) — s eSin(n— 2€).
Il convient de faire un Tableau d’ensemble des formules obtenues. Remarquons d’abord que si l’on détermine les quantités r et f par les formules E— esine = nt+c-+n 02, rcos/ —a(cps:—e), r sinf — aÿ1i— e sine,
la longitude troublée sera f + © — v; le rayon vecteur troublé sera
D +), et les formules précédentes, en écrivant E au lieu de €, seront
E —esinE = nt + c+ n 02,
R COS (PDA SE — C A it )—a(cosE— c), Fi É — —— einem) —aUT—eeME.
I+V di V * On aura ainsi cet ensemble de formules :
a, n,e,1, ©, & et 0 sont des constantes représentant les valeurs des éléments osculateurs de l’époque zéro,
re an © 2 É QD FT Me (Se) nr (b) dE or
ne
U= QaZuosi,
MÉTHODE DE HANSEN POUR LES PERTURBATIONS DES PETITES PLANÈTES. 339 L I I | ({i—e)M = —3 (: ue «) + 26 COSE — = e?COS2eE — 3e COS'Nn + e? COS(n +E) + (4 — e) cos(n —Ee) — e cos (n — 2€),
2 1 À à (Gi—e)N —esine — - e*sin2e — esinn +e?sin(n +e)
c) | Co | — (2—et)sin(n —e) +esin(n — 2e), | : CRT Due pe re | Q=—esine— - e*sin2e — - esinn + re sin(n — €) | 2 | I ee +; eésin(n+e)—-esin(n— 2e), EE (d) de= f W dt, | 0
re Po (e) V = — : re
On aura ainsi, en négligeant le carré de la force perturbatrice, les valeurs troublées des coordonnées polaires r, / et b.
E —esinE —nt+ce+nûz, | (f) ee (OUR), | : eur Lu | —; Sin(p—m) = aVi—esinE, ne nl er | : ÔT | (8) | SU, | cos b sin ({— 6) — costsin(e — 0) — stange, (h) cos b cos(l — 0) — cos(r — 8), sin b = sinésin(e — 0) +.
—-RRS—
SUITE DE LA MÉTHODE DE HANSEN. — DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.
154. Formules préparatoires pour le développement de la fonction per-
5 el de Z.
On a, en désignant par H le cosinus de l’angle formé par les rayons ret r’ menés du Soleil à la planète troublée M et à la planète troublante M’,
turbatrice. — 11 nous suffira d’avoir les développements de Q, der
Om (: — —,; ul) ) Are pe 0 prb:
on en conclut 0Q . I I x r? 7 7 or “AS r!'3 A5
Considérons maintenant les nœuds ascendants N et N’ des deux orbites sur le plan fixe, et l’un des points 1 d’intersection de ces orbites; nous choisirons le nœud ascendant de l'orbite de M sur celle de M’. La formule générale
zl = ml " SR 1 4 Fm DZ na Z cn / 1 %)
donnera, en prenant pour plan des æy le plan NI,
Soit J l'inclinaison mutuelle des deux orbites IM — f + Il, IM'= j'+ Il;
les quantités IT et Il sont des fonctions des éléments elliptiques qu’il est facile de calculer. On aura ensuite
H = cos(f + IT) cos(f'+ If) + sin(f + I) sin(f'+ IT") cosJ, 3!=— r'sin(f'+ Il) sing,
et il en résultera ces formules
| I r OR A m' a H, 0 1 pa T2 I I 7 ! [A (4 LP = mm HA or 2 A D A Se (æ) : ; Z=— m'r'sin(f'+1I)sinJ A m' PE sin(f'+Il)sinJ,
H = cos(f + Il) cos(f'+ If) + sin(f + I) sin(f'+ Il") cosJ, \ H = & cosf cosf' + 15 cos f sinf'+ € sinf cosf'+ ® sin sin f'.
On voit que l’on est conduit à chercher les développements de
I I 47 à Sir Cosf : ‘Sin fr fl: mr.“ Irocosf., rom, ‘r Sin PF 008), Le ie
Développements de ret de rs — Les formules
= r+r?—orr(S cosf cosf' +16 cosfsinf'+ € sinf cosf'+ Psinfsinf'),
r'cosf!—a!(coss! — e!), risinf 41 el Sins + #1 air c'co)
donnent pour A? une expression de la forme
— —D—fcos(s—F;)-
Ce 2 a?
où D, j, et F, sont des fonctions de e seul. On aura toujours
. _. e"cos2e <D— f, cos(e! — F;), et les développements On PA ee A AT Re GE COS Sir À D de Re 2 Re RS RS à e'2C082e/ ne CU oo.
[D — fi cos(e'— F;,)}?
seront très convergents. On est donc ramené au développement de l’expression [D — ficos(e —F,)]-7,
ñ recevant les valeurs =; =; =>: On posera
[D -- ficos(e'— F;)}r= af) + oolcos(e — F,) + 2a/cos(2e!— 2F,) +.
34e CHAPITRE XXI.
On peut ramener le calcul des coefficients af”, «*, ... à celui des transcendantes de Laplace. Posons en effet
Du: 0), 0900, et nous aurons
[D — ficos(e —F,)]7— 7 [1 + 8 — 20 cos(e —F,)]-*
I ÿ ICE É bD'+ DPcos(e —EF,) + b2'cos(2e — 2F,) +.. +
bÜ—
n(n+i)...(n+i—:7) Où : nn—1 0?
“nr En in nD\(r.-2)f.608.\ VE 1.2 Done) mn Pour le calcul de 0 et de 3, on peut faire
: — Sie De 00
l'angle y existera toujours, car autrement À pourrait devenir très petit, ce que nous ne supposons pas. On aura ensuite
1 + 07 Nous prendrons
6 tang À, O0 ET;
ICE
Les a" et F, sont des fonctions de e, qui seraient assez difficiles à développer en séries, mais que l’on peut calculer numériquement pour chaque valeur de e. Hansen opère 1ci une transformation utile. Il pose
E —F,—e —e—(F, —e), et 1l en résulte
[D = eos For pi 260% cosfe— €) al Cos(a8 5e) + ., + 2% sin (e —e) +2y® sin(2e/— 2e) +..
où l’on a fait BI" = af” cosi(F,— 6),
= a) sinr(fR, —"€).
L'avantage de cette transformation consiste en ce que F, — e reste toujours compris entre deux limites assez voisines, tandis que F, parcourt la circonfé-
PR
rence entière. Quand e augmente de 27, il en est de même de F,: F, — e est une fonction périodique de e, comme Bet +”. Chacun de ces derniers coefficients pourra être développé sous la forme
Door Ci COSE + C2 COS2E€ re de
+ Si SINE + 52 Sin 2€ +...
Mais on fera le caleul de c,, c,, ... numériquement, en attribuant à € des valeurs équidistantes, 24 par exemple,
HO POP NT SOS 2 OU
Il faudra ensuite effectuer les produits tels que 26!" cos(ie — 1e’); soit
pire = Co+ D C;COSJE + D: Sin/E; 1 1 on trouve aisément j=« 2Bcost(e —e") — c,cos(ie — ie!) + > CjCOS[(2+7J)e— ce], j=1 j=® nue dc, COS[(i —7)e — ce], j=1 j= © + D sin [(£+7)e — ce! ], j=1 j= He DAS sin[(z—7)e—ce].
Fl
En opérant ainsi, on arrivera à un résultat de la forme
À =Z22(6 d,c)cos(ie — 1e) + EX (r,c,s)sin(£e — c'e! ):
cet’ sont des nombres entiers; on peut s’astreindre à la condition que r ne soit jamais négatif, z étant positif, nul ou négatif. Les coefficients (4,7 ,c)et (t,7,s)
, ® # ® a È A sont des nombres, déterminés une fois pour toutes: ( <}) sera de la même forme. VAN
Pour donner une idée de ces développements, nous empruntons à la théorie de Vesta de M. Leveau (Annales de l'Observatoire, t. XV) les valeurs suivantes
q'" désignant la masse de Jupiter :
de +; ou plutôt de ins sin 1
ml 7 rs 0
22,897 COS 1e + 37,643sin( e— €!) 6,979 cos(ae — 13,934 Sin( 2€ — 2e) b,m1b COS(:5€ — + 0,374 sin( 3e— 3e) 1,306 COS( 4e — 1,864 sin( 4e — 4e) 0,373 COS( 9e — 9 o,851sin( be-— 5€’) 0,383 cos( 6e — 0,091sin( 6e— 6e) BTO2 COS (TES TE 0,126Sin( 7e — 7e) 0,023 COs( 8e — 8 0,065 sin( 8e — 8c') 0,029 C08( 0€ 9 0,006 sin( 9e — 9e) 0,009 COS(I10E — 10€’) 0,009 SiN(10E — 10€ } 0,001 COS(I1E — 116 0,005 Sin(11e—11€) 0,002 COS(12€ — 12€ 0,001 Sin(12€ —12€)
1,714 COSE + 1,042 $Sine, 0,092 COS2€ 0,064 sin2e
On voit, comme cela a été indiqué dans le Chapitre XVIII (Méthode de Jacobi),
cos , que les termes en & "(e—e') sont les plus sensibles. Sin
156. Introduction de l’anomalie moyenne £! de la planète perturbatrice
au lieu de <’. — Cette introduction est avantageuse pour l'intégration. , a Ja :
Nous avons trouvé, pour x» (à) , .…, des expressions de la forme
D 206 n',c)cos(ie — n'e') + Doi n',s)sin(ie —n'e!
+ Co Ci COSE + Co COS2E +...
re |
+ 1 Sin € + S9 SIN 2€ +...,
où »' prend les valeurs successives +1, +2, ...; nous avons mis à part les termes qui répondent à »’— 0. Par l'introduction de g' au lieu de €’, il viendra
| = >> (Qi, à’, e)) cos(ie — i'g') + + ((a,d',s))sin(ie — tg")
Re PUMA Ar | 6! + €! COSE + Ca COS 2E +...
+ s,sine HS, Sin2e+....
Il s'agit d'obtenir les coefficients du développement (2), connaissant ceux du
développement (1). Pour cela, il faut introduire les fonctions de Bessel. On a [Tome I, p. 220, formules (d) et (d')},
ose cosn'e = n DE s [J-n(r'e ) — Jr, ,(te")],
: sin £’ 2 SIN Sen DE 8 [Jr-w(te ) +Jriw(re)].
On en conclut
D, J;_,(te J de :
cotée nie) Zn Ÿ [PE cout — ven = TPE out à | d'A pe 21 00 :
rte) 1 Fe
. . = nie — . bi FT re DEN . . .
Sin (re — 1e") > Es Ne AE Sin tte se')|.
LA
Nous chercherons ((z, v, ci et ((4, ,s)), c’est-à-dire les coefficients de cos(ie — 2’) et de sin(ie — #g'); nous pourrons donc nous borner à
cos(ie — n'e!) — 7 Jin (te) cos(ie —ig')+..., re , n' te ” sin(ie— n'e!) — cr Jin (de) sin(ie —ig')+.... Dans (1), les deux termes
(i,n',c)cos(ie — n'e/)+ (i,n',s)sin(ie—n'e') nous donneront
res (nc) Jin(te) cos(ie— 8"),
| 7 (ü,n',s) Jy_n(ie')sin(ie — 1'g').
IL faut maintenant, dans l’expression (1), donner à z#' les valeurs +1, + 2,...: nous obtiendrons des résultats plus symétriques en donnant à »’ les
valeurs D ADR Da ao Diable ls bd de
Nous trouverons ainsi que, dans (2), le coefficient de cos(ze — 1’ g") sera
af
ee sue :
UT) — 7 (éd, cY (tte + DEAR or \ on (5) dou ER RE c)J_, (+ e') E nos ue) ed ie l ds.
+ re (a +2,c)dJ_, (ve!) + FE (ét2;c)d(r'e ST PE ST TE CE men) De EN pe YOU ef SA LOGO dd cs TR 20 UC (ETC
On aura, en changeant dans les ( } la lettrecens,
rl
[ (GG r,s) = (ais) lite)
t ‘ Real
0 L'un 6 a (a d'+i,s)J_i(t'e!) + 5 (Ed —1,s)J;(te!)
RRAU l—2 ,.. CRE (a, d'+2,s)J_,(ie!) + re (ü —2,s) dite’)
Remarque. — 11 y a lieu de considérer à part, dans le développement (x), les termes pour lesquels »’ — 1, car, dans les formules (3), nous avons supposé que cosn'e etsinn'e n'ont pas de partie non périodique. Cela est toujours le cas
. ’ $ ; ; : Mie e!
pour sinxe’; mais, quand x'—1, cose’ contient le terme non périodique — = (t. 1, p. 219). Prenons donc, dans (1), les termes
Z(i,1,c)cos(ie — el) + Zi,1,s)sin(ée — e');
‘ e! : ne CRE cos(ie — e’) contiendra le terme — ; Coste, et sin(re — €’) Le terme — > Since. Nous aurons donc les termes
ce AR Lei + Z(i,1,c)cosie — < Z(t,1,s)sin£e,
où nous devrons donner à z les valeurs o, +1, + 2, ..….. Nous trouverons ainsi
SC
LG, c)+(—1,1,c)]cose — . Le r,s)—(—71,1,s)]sine
L(2, 1,C) + (—2, 1, c)] cos2e — … [(2, 1,8) — (—2,1,s)]sin2e
WIR pl
Ces termes devront être réunis aux termes Co + C1 COSE + C2 COS2E +...+ 51 SINE + Sy SIN2E +... de l’expression (1). Il viendra done ainsi
Co — Co — à (o, 1, C),
(D) | bre RAM DONC nc)
Il convient de poser
= = (0,0,Cc)+(1,0,c)CcoSe+(2,0,c)COS2e +...
(A) + (1,0,S) sine + (2,0, S) sin2e +.
+ ZZ (ri, d',c)cos(ie —i'e')+EZ(i,1',s)sin(ie — i'e!),
où 4 varie de — à +0, et z de + 1 à +; de même,
| E— = ((o,0,c))+((1,0,c))cose + ( (B)
C))COS2E
+ ((1,0,5)) sine »0, S)) SiN2e +...
ie + ZZ((r, 1, c))cos(te — 8") + EX((r,1,s))sin(ie — gl},
où 4 varie de — à +, et r de + 1 à +00.
Les formules (5), (6) et (7) donneront
(oo; c))= (0,0, cc) 21" (0; 10): À!
((1,0,5))—=(1,0,5s) NS) EE 1,S)], (D) | (20 26, 0) IG rs CR) È i', c))— : (ë,&',c)J(i'e!) La : Fe (E) + nr (GË+1,6)d (ie ) | + (bé —r,e)Fi(ie’) PEUR da er RE te de $ | (CE, 2°, s)) — . (cs, 2,5) dJo(t'e’) CÉES MON 20 CF) ] Re (EE tr, ss) tien FL + (tr, s)(ie)
| Tata etes ee ferie aboUedielte ais Atale lee ee ,
Ces séries seront très convergentes parce que les fonctions J,,(7’e') dimi-
nuent très rapidement quand À augmente en raison de la petitesse de e’. Q
- et Z[for-
; : 0 Il faut maintenant passer aux développements analogues de Q, r T
mules (x) de la page 341].
On a d’abord
D ei) cosi' 2
On peut donc former le développement de r?—7r?et, par ce que Hansen ne : $ ; | r— r?
nomme la #uliplication mécanique, on aura le développement de —; la forme (B).
On a ensuite
' Et — €) SE 2. cos f' + ; 12 12 ‘ 2 2 cos f" + ® Us :sing')|.
Les formules (n) (t. [, p. 227) donnent
Cost Dre Cret Le sinf= Vie l'Jy (te) sinvg".
On aura donc aussi le développement de -; H suivant la forme (B); on aura
soin de remplacer &, 1, ©, ® ete’ par re valeurs numériques. Donc, en se reportant aux formules («) (page 341), on aura, sous la forme voulue, et avec des coefficients purement numériques, les développements de
or Reste seulement à obtenir celui de a?Z; il dépend des développements de
= cos f’ et _ sin. Op, ona (Lt. 1, D. 220)
aQ et ar
+ © ; 3 4 - cos cg" cop et Dire).
sin?’ g'
— sinf = Vi — re (re — a à V FE
où la valeur # — o est exceptée.
Done, finalement, on a, sous la forme (B), les développements numériques des quantités
0Q du, ar 1 Da é or 157. Nouveau changement de forme, en vue de l’intégration. — Pour
intégrer, il faut avoir une seule variable. Or, on peut exprimer aisément g' en fonction de €. On a, en effet,
é —esine = Né +6, g'=N't+c;
On entire, en éliminant £,
N' à Fe (— ec+e—esine).
Soit posé N' (8) K = Il vient g'=c'—cu+pe—pesine, d’où cos(ne—de')— cos[(n --iu)e — i(c'— cu)|cos(iuesine) Lo) — sin[(r — iu)e—'(c'— cu)] sin(i'pe sine), sin(ne—cg! )— sin[(r —rup)e—c'(c'— cu)|cos(iuesine)
+ cos[(nr — sus - i(c'— cu)]sin(ipe sine).
Or, on 2 (1.1 p.200) cos(æ sine) = J,(x)+23,(x)cos2e+2J,(x)coshe+..., sin (æ Sine) — 2J,(x)sine +2J,(x) sin3e +..
On en tire cos(ipe sine) = Jo(ipe) + 29, (ie) cos2e + 27,(1me)coske +...,
sin (i'uesine) — 2J\(ipe)sine +2J;(ÿpe)sinèe +... En portant ces expressions dans les formules (9), faisant i'(c'— cu) =6, et écrivant simplement J,, J,, ... au lieu de J,(#e)..., il viendra
cos(ne—ig')— Jicos[(n — ue —6] + J, cos[(n + 2 —iu)e — B] + J, cos[(n — 2 — i'p)e —B] + J, cos[(n + 4 —iu)e —B]+T, cos[(n — 4— rp)e —6] (10) A el de SD NE de 0 he
+ J, cos[(n + 1 — iu)e — B] —J, cos[(n — 1 — rue — 6] + J, cos[(r + 3 — i'u)e — B] —J, cos[(r — 3 —rp)e — 6]
et aussi
sin(ne—g')—= J,sin[(r —u)e—6] + J,sin[(x + 2 —c'p)e — B]+J, sin[(r — 2 -— iu)e —B]
+ J, sin[(n +4 — rue — 6] +7J, sin[(x +
+ Ji sin[(n +1i—ip)e—68]—J,sin[(n - J,sin[(n +3 —u)e — B] —J, sin[(r — 3 —u)e — 8]
Nous aurons à multiplier
Cos(ne-1%4) par! ((2,7,c)) sin(ne—tg') par ((n,c',s)),
à faire la somme, et à donner aux entiers n» et à toutes les valeurs indiquées cinu a 0Q
dessus. En désignant par F l’une des quantités aQ, ar 5. Cet a?2Z, nous
avions
(12) F—Z2Z((n,1',c))cos(ne — 29") + ZE((n,1',s))sin(ne — ig'):
il viendra maintenant
" (F— 23fi,, el cos[(i— d'u)e —B)] La | + 22 [r, d, s] sin[(i — sue — B)].
Dans les formules (10) et (11), donnons à » les valeurs
line, ee
et retenons chaque fois les termes d’argument (4 —#w)e — 6; nous trouverons aisément CC Cr) +((1+ 02, 7, c))L + (Ci — 2,5, c))J, ++, + ((i— 4, ,c))
Mel 0) = (er 1 ch RUES do) (Cr,
Rappelons que, dans ces formules, toutes les transcendantes J dépendent de l'argument ue.
CEE de
Précaution à prendre dans le calcul de
— La dérivée () qui entre dans la formule (39)
0Q 0Q T=Ma(oe ) + Nar on
du n° 153 devait être prise par rapport à €, en tant que cette variable était intro-
duite par r'et f seulement. Quand on avait le développement de @ suivant les
. 08 no
sinus et cosinus des multiples de € et e’, on devait, en calculant ( » considé- (a
rer € Comme constant; £ devait donc aussi être supposé constant quand on à
remplacé e’ par g'; mais on a fait ensuite
g'—=c'—cu+ue—muesine,
ce qui à introduit de nouveau €. Désignons par la dérivée complète. On
aura { 09 /99\ 04 | de = ( sister Mere cos); (13) 4 Ne ue MOeAE re de dei à “ITR On à d’ailleurs Q— ZÆZfir,c]cos[(i— vue —(c'—cp)] + 22 Ti, d',s] sin[(é—vu)e—1(c'— cpu); d’où 0 AR Me AU 0.
7 - — 22(i—1u)[e, c', c]sin[(i— due —#(c'—cp)] + 22(1— Dp)fit,s]cos[(é— Mu)e=#(c_—cu)]:
Q . — 22v[i,d, c] sin[(t— vu)e—(c'—cp)]
EZiTe, à’, s]cos[(i—cu)e —(c'— cp)].
En portant ces valeurs de 2 et À dans (13), on trouve, après réduction,
_ A: LEA AS RS en ee te Fe, ( : }= pecoseZZ{i, d', c] sin[(i — me — 1(c'—cu)]
je —é(c—cu)] — Zi ir, c] sin[(é— d'u)e —i'(c'--cp)]
— pme coseZZ if, d', s] cos[(i — i'p)e — 1
+ ZZifi,d',s]cos[(t — cu
En posant
il vient
AZ fi, , ce] sin[(t+i—cue—c(c'— cp)l +AZSE TE, à, e] sin[(t—1—ip)e— (ce —cm)] — A2 i,d',s]cos[(é-+1—u)e—1'(ce —cp)] — AZZE si, d,s]cos[(t—1—é#ple —v(c'—cp)] — 22thur,c|sinmi( t— due —v(c —cn)]
Pi cs lco 1 the cie ch):
i variant de — æ à +, on peut, dans les ËX, remplacer 1 PATLIHI OUT — 1, de manière à avoir partout le même argument; on trouve ainsi
— 2E iii ,c]—dA[E+ 1,0,C|—A[i—1,8,c] | sin[(i—vp)e—c(c'--cp)]
HS finis] dpi cid,s] daté 1,6, s]}cos[(—iu)e—i(c—cu)],
On a trouvé (p. 536)
Q (14) T = D=ma(se)-+Nar ee
de dE dr ?
les valeurs de M et de N peuvent être mises sous la forme M=—B,+2B,cose + 2B, cos2e + 2A, cosn + 2 À, cos(n — E) -+ 2Â_, cos(n + €) + 2ÂÀ, coS(n — 2e) — 9D, sine — 2D,sin2e + 2CGsinn
+ 9C, sin(n—e) +20 ;sin(n+e) + 20 sin (n — 2e);
Il faut maintenant porter les expressions(r15) dans la formule (14), dont nous écrivons ainsi la première partie
(19) (%)= 266 ',c) cos (0 + &),
SUITE DE LA MÉTHODE DE HANSEN. 499 en faisant (é—iu)e—(c'— cn) —0,
donnant d’abord à & la valeur 90°, et posant (17') (de) = d,c]—dAfi+r,d,c]—d'ALi— 1,6, c|;
on fera ensuite & —o, et l’on changera la lettre ce en s. Il faut faire les
produits de a (Se) par
nBre0$6, -2B; 60826"...
Faisons complètement l’un des calculs : nous aurons
2B,cosea Be dE \= = B,220 (6, &',c)[cos(8 + à + €) + cos(0 + & — e)], & variant de — œ à +, on peut, dans le second membre, changer £ en à — 1 ou ent +1, de manière à ramener les arguments 0+a+eet 0+ax—eà06+u, ce qui donnera
Q 2B, cose a (Se
je) —B,2216(i+1,8,c) + G(i—1,i,c)]cos(0 + &);
| | il faut maintenant faire &« — 90°, puis « — 0, en changeant c ens, d’où il ré- | sultera 0Q nn 2B,cosea (TS) ——B;22[G(i+1,0,c) EG(i—:1,7,c)|sin0, HS OC Er, ds) 02 — 1.0, s)l cod On trouvera ainsi
BG(& 1,0) + B,G(i+1,d,c) + B;G(i+a,r,c) |
‘2Q Me( ) = — 22 sin[(t—ip)e—&(c'—cu)] j + Pot io emo Pol PACE NE" PAS 29 (1—2,4,
dE
(An G(i—i,r,c)+AG(ë rc) |
De ler! £ (oc! ! ) f 22sin[(i—tu)e—t(c'—cp) ee or mp
(A, G(i+i,1',c)+AoG(&t,c) |
— >>: As re en . .
Ron VE RE 400) HAN LESC UC / 8) | Se | BG(it,s) + B,G(i+1,1',s) + BC 2, 5))] + EXcos[(i—éu)e— '(c' =cu)] oG\ st , j(È+ . )} B,G(i—1,1,s)+B,G(i—o0,i,s) |
ù ee Re | enr D L \ lee
FA Gr, sec GE LS) (i—1,1,s)+A2G(i—2,c,s)|
1—1,0,5)+ASG(,r,s) | +i,t,5) +AG(it+o,,s)|
| + ZZcos[(i—éu)e—{(c'—cp)
Si l’on fait ensuite
ZE Ai, 1,c)cos[(t — tue —i'(c'—cp)]
+ ZEC(i,1',s)sin[(i — dupe —c(c'—cu)l], on pourra écrire, comme précédemment,
0Q tb +. :
ar sr — ÈXE (1, v,s)sin(0 + @),
et l’on trouvera
[N ee DE sin -1u)e-r(c cu | INGrT = EC Le ( b) ei C(i+i,t,c) —D,@(i+2,1,c)|
or
Ye r/: «| ET —(C- C(i— ren fe L ,C) — C CAS DEC DE PE à on. 0) He DO Ua © ,
— XEsin[(i—vu)e—r(c'—cup)—n] Re 7 l
LC eC-uren BGO- 2,10) 1! D, C(i—1,8,5) +D,E(—02,8,s)) Debré ts) Cuers) —QC(r,s) 7] —C S(i+i,i,s)—Ge(i+2 7.
+ EXcos[(t —'u)e—t(c'—0c p) +)"
(D S(E +1, L',s) + C € (£, l', | +ZËcos[(i—#p)e—t(c—cp) rene | S(i—1,t ete S(i—2,t ons 1 2 —— 2 FES 2270)
Il reste à ajouter les expressions (18) et (19), ce qui donnera
adW de On est conduit à poser
F(ir,c)= B,G(&t,c) +BiG(i+r,c,c) +B;G(i—1,5,c) + BG(i+2,1,c) + B:G(E—2,1,c) | —D,e(Gi+ir,i,c) +D,e(—:1,1,c)
) Di A_G(i+i,t,c)+AG(i,c)+AG(G—1,r,c)+AiG(i—a,r,c =
+0, S(Hi,r,c)+Qe(G,t,c)+Ge(i—7r,r,c)+Ge(—2,1,c),
) ) { H(&c ,ce)— A_iG(i—i,t,c)+ASGÇ(&r,c)+AG(G+i,d,c) + AG(i+2,6,0)
(c # ne — CS, dc) — QO(st,c)—GSG+i, c,c) — GQe(G+2,r,c).
On aura des formules toutes semblables pour définir F(4,r,s), G(i,v,s)
et Hz, r',s); il suffira de changer c en s dans les ( ) des GG, v,c) et S(,1,6):
(a!) ESS) =R (ar ,s) +..., (b°) Gars) NS Or Er nsr Ce’) HS) GI CS) ee
On trouvera ainsi
[AW
— — ÈZF(i,1',s) cos[(i—i'u)e—1'(c'—cp) ]— F(,c',c) sin[(i— cé u)e—i(c'—cp) ] e HR Gi, i',s) cos[(i—du)e—i(c'— cp) —n]—G{,v,c) sin[(t —sp}e—i(c'— cpu) —n]
\ Hi i,s) cos[(—u)e—i(c —cu) +n] —H(ic,c) sin[(é—u)e—i(c—cp)+nl].
Remarque. — On tire des formules (a), (b) et (c), F(d,ce)+ 2 [G(+1,8,e) + H(i—1, à, c)] —=(B;, + A:)G(, d,c) + G À + Bi: + : A.) [GC —1,#,c) +G(i+i,r,c)] + (5. +- - A) [GE —2,1,c) + G(i+2,i,c)] + (- : Co + D, + : Ci) [S(i—1,1,c)—e(i+i,t,c)] + (D 10)le6—21,9—e(+a, 0e].
Or, les relations (16) donnent
[ J I B,+A;, —=—1, 0 Die 0 B:+ - A _1=0,
C0, Dre 10"
I I Die 2
= Co = Di =
Il en résulte donc
se | Far, s)i=— - [GG +, d,s)+H(i—:1,5,s)] — Ge c',s).
Les formules (a”) pourront remplacer (a) et (b) pour le calcul des F, connaissant les G et H.
On a trouvé (p. 338) une formule qui peut s’écrire
1 dR 27 is sine — 2M,sin2e+2N,sinn + 2N,sin(n—e) : ess Cr +2N_;sin(n+e)+2N;,sin(n—2e) :
Cost de
en posant
de la forme
1 d,s)sin[(i—iu)e—i(c'— cu)] it ,c)cos[(i— du)e—c'(c'— cu)], ce qui peut s’écrire
7 = Z2EEO(i,t',c)sin(0 + a),
en observant les mêmes conventions que ci-dessus. On trouvera, par des calculs analogues à ceux déjà faits,
ue D idea 1! # D(i+1,r,c)—M,®D(i+ 2 0)
l+M ŒOfGi—1,i,c)+MD(i+ 2, i',c) |
(—N_,D(i—1,1,c) —N PNA Ver je (a ep) +) i FL Ce . C) 6 l + M Di 1,1,c) — ND(E+ 2,5, c) | A m,c)+N D (i,c',c) Di 1,1,c) + ND (i— 2, 1,0)
— EZsinf[(i—éu)e—i(c'—cu)—n]
+ 2Z2Zcos[(é—tu)e—t#(c'—cu) ]
+ M, Di—1,1,5) +M@(i— 02, 1,5
—N, Di-+i,t,s) —NO(x, r,5)
+ ZËcos[(i—#u)e—(c'—cu)+n ke) — NB 1,0,s) —N,D(i+ 2,1,5)
| [+ ju Di+r,8,s) —M,® (c (+ a2,t,s à ( | |
nl à \_D(i+i,c,s) + No, D(i, 1,5) | en] ce ,e.
On est conduit à poser
F(Gr,c)= M; O(t+i1,1,c)=MO(G—:1,t,c) — M, Dii+o,r,c) + MŒO(i— 0, à,c),
CG, c)= NC LC)
VW c a c)—NŒ(it',c)
+N, O(c re
D N;:®O(t+2,£,c), OBS S) EM UE, 1,5), LS) ON OCR DS)
| Vat,s)== Nu (r—r,d,s) —..:
et l’on trouve finalement
| | ee ZET(c,d,s)cos[(—cu)e-—-d(c'—cu) |] | — X2T(& d',c)sin[(t—iphe—w(c'— cp) ], (K) + EEU(:,1',s)cos[(i—&'u)e— d(c'—cu)—n] — EEU(i, c',c)sin[(i— u)s—t(c'—cp)—n], + EZV(i, d,s)cos[(i— du)e—c(c'—cp)+n] \ — EEV(ir,c)sin[(t—u)e—i(c'—cu)+n].
Remarque. — On tire des formules (d), en ayant égard aux relations (21),
Uti+i,t,c)+V(i—i1,r,c) =M®@(i+a,t,c)+M@(i+i,r,c) —M@(i—,1,c)—M,®@(i—:1,7,c);
mais le second membre est égal, d’après la première des relations (9), à — T(i,v,c). On aura donc les formules
[TC c)=— U(i+r,d,e)— V(i—r,, 0), (e) | |
| Tac, s)—=—U(i+i,r,s)— V(i—:1,1,s),
qui permettront de déduire bien simplement les coefficients T des coefficients Uet V.
st —
160. Intégration donnant ôs. — Nous partons de la formule (7), p. 335, que nous multiplions par de, et nous intégrons en considérant n comme une
; à dW const : xpress 7 K + K,cosn + K, sinn,
la constante d'intégration sera de même forme, et nous trouverons, en désignant par K, K, et K, des constantes absolues, arbitraires d’ailleurs,
W=K+K,cosn +K,sinn
| " L +2 en sin [(i— due — (c'—c)]
re cos[(i— ue —i(c'— cu)]
+ ee) sin [(é— da)e
nr Cos[(i —v')e lie 6ép) HN]
re sin [( Gbpe-v(e cp) en
CERN
D) cosf(i— ape — (e'— cu) +]
T en #4, c'est-à-dire 1 en €; faisons ce
On obtient W en changeant dans W changement et ramenons tout au même argument; nous aurons
[W—=K+K, cose + K, sine Hi—1,7,0c)
te G(£+ 1,1/,0c) nas ne + É+ti—ip ne Jcosté—é'u)e—5'(e" — cp} Lo. _ ._ GGxz,r,s) H(i—:1,1, +SE Re Fee Fe Jsintévuyev(e Cp)"
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Il y a lieu de poser
Les =), Gtéer del ere),
t— VU i+i—ip i—i— TVR
(a) Fe as _— _F(G rs) G(i+1,t,s) H(i—1,1,s).
LU SE : è : ; ; lue i—iu ; i+i— lp i—i1— ip?
nous aurons
(C) | W—K +K,cose + K, sine + ZXP(r, 6, c)cos[(i — ue —t'(c'— cu) | + SEP(i,c,s) sin[(&— due — (c'—cu)].
On a, par le n° 155, TEA CITE | Wa= | W dt + const. ; d’où
(1) n 02 — f Wu ecose) de.
Or, on tire de la formule (A)
ï : CU le en
W(i—ecose) =K — - CKi - (Ki —eK) cose + K;, sine — -eK, cos2e — -eK;sin2e
22P (166) cos[(i+i—vu)e— (ce — cp)
+ cos[(i— 1 —ip)e—i(c'—cu)]
ES P{S ds) Lsin[(ti 1 vue (ci eu)]
+ sin[(i— 1 — du)e — &'(c'— cpl}
+ ZXP(c,i,c)cos[(i—su)e —i(c'—cpu)] Y
ou bien, en ramenant tout au même argument,
De ; = ne > SENS I = I S :
W (1--ecose) — K eKi+(K;,—eK)cose + K;sine — —eK, cos2e — 5 CK2sin2e 2 6 2
+32 |P(,e)—ÉP(i+ri,c)
— = P(i—1, d', c)| cos[(é — s'u)e —&(c'— cpm)]
Te 1 En: .
+ 22 LP l',S) — AT +1,0,s)
— <P(i—i, ss) | sin[(i— due (ce — cu].
Si l’on pose
P{x, r',c) — = P(i+i, L',C) — = PCs, nc) R(& v,c)= —— u
TR
I—Vp
P{r,d,s) — =P(i+r,d,s) —<P{i—1,6,5) RG er nn = he
1 ce £ il viendra
_ ne : ; PE I Dr WG—ecose)=K—-ekK;+(K:—ek)cose + Kisine — =eK,cos2e — —eK,sin2e
22(i—vp)R(z d',c) cos[(i— pe —i(c'— cp) (ê— d'u) R(E, ',s) sin[(t— pe —i(c'— cp)).
En multipliant par de, intégrant, et portant dans l'équation (1), il vient
n Ô3 = const. + (K — Leki) e+—(K,—eK)sine — K, cose \ (D < DORE RÉDNE CRE US Den à :
pe Msin2et+ el cos2s + 22R( F, c)sin[(i— pe —#(c—cu)l — 2ER(G d,s) cos[(i—ip)e—r(c'—cp)].
Remarque. — Les expressions (b) de R(:,#,c)et de R(&, v’,s) contiennent en dénominateur # — 3; si l’on se reporte aux relations (a), on voit que nÔz contient les diviseurs
Wed) tr a)(r ei tvu),
Si la différence : — # u est petite, les coefficients de . [G—vu)e —(c'—cu)] dans ô3 seront très grands. On se rappelle que & désigne le rapport des moyens mouvements ; donc, si les moyens mouvements étaient rigoureusement commensurables, la méthode serait en défaut.
Calcul de ». — On a (page
À x [AN dt = Const, — = / 2 de.
‘4 Le ot
POTERIE ERC SINr,
On a d’ailleurs d’où
n oW __0W e Cos1n”
ñ 7 On 1—ecosn
CN D “dr ) 7 1—ecose\ 0 }
I Fe T Wep Chu .
Il en résulte
Or l’équation (A) donne
— —=—K,sinn + K, cosn
DE . 7 cos[(i—éu)e—(c'— cu)
DD HE ang ape de
de Do re LICE ns cos[(i—ip)e—t(c'—cp)+n]
. FRS PE de 22... ol d(c'—cu)+n].
On en déduit, par le changement de n en e, et en ramenant tous les arguments
à un seul,
—— — — K,sine + K, cose
+ CT, 0) 0e" ne e | SHvlreru)e-v(cc)]
l+i— pe l—I—LRH
On rs —d > pe der | cos[(i— i'p)e —i(c'— cu).
Si l’on pose
RSS GérebT, 160) H(e—1, fred, (Dre ee ere . be Lo RS On ni a ES H(i—7r, rs) SUR t+i—ip i—i—tp
et que l’on remonte à la formule (2), on trouve
/ I PA A | v = const. — -K, cose — = K, sine
Em © =
Posons encore
ee | pi me,
l—tt#.
[st à,5) == ICE — )
i— ip
SE DE re Æ Eole 47 jette. cp)]
LS De ou.) sin[(é—-u)e—i(c'— cu)].
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et il viendra finalement
/ I Hans
| v = const. — ; Ki COSE — = Ki sine 1 Se fre
4 + - ÿ > S(i,1,c)cos[(i —ip)e—t(c'—cp)]
I see ; - ‘ .
+ >> S(i,c',s) sin[(i—tu)e —é(c'—cp)].
162. Calcul de w. — Partons de la formule (K), page 357; nous devrons multiplier les deux membres par de, et intégrer en considérant 1 comme une constante. On a trouvé au n° 153 les formules
ne ch pe UVi—e—Zcost ee Sin (o — f);
E dh Di Cost ide np Va 7e
sin (wo — f) a?Z.
On en conclut que la constante d'intégration doit être de la forme O
l Dr, 0 Const. — ——— © sin o + /, = COS 6),
Vi—e a où {et /, sont deux constantes absolues. On peut écrire aussi (voir p. 337)
const. — / sinn + /,(CoSn —e).
Il vient ainsi
L ù —— R—— el; + lsinn + L, cosn cos £
+ > re SI (TE TRIE Per en) nn Fer cos[(i— il u)e —i(c'—cu)] (Et; .
S sin — be LS De [(é— due —i(c'—cp)—n] DT cos[(r — pe
"ED sin[(i—wu)e—t(c'— cu) +n] C)
cos[(t— tue —r(c'—cu)+n]
Mais on a trouvé (page 339) u = R. Si donc, dans la formule (4), on fait
MÉTHODE DE HANSEN. — INTÉGRATION. 363 ñN = €, et qu’on ramène tout au même argument, il viendra (42 a ’
PRET AE
ee. sine + /, COse 2 ÉTRs Uirsmones V LEA, s) : : :
(2) a > Dale 2 ( 7 —? ) tr sin[(i—vu)e—t(c'—cp)]
I—UR a a ne 0 do 0
iv,c) U(iæ+1,r,c) Vite) ee De +5> tr Fe D an |cost(e d'p)e—v(c'—cp)],
ep +i—tlp LS UE
Il y a lieu de poser encore
Se ds
| x, re T(£, eh AC Lis) ve RER (e) | l—vp LIEU (nn pe 0
Noa de rue s) : pose s) VE),
i—TR Î+i—iu i—i1—ipu
ce qui donnera
| el) jelsine-deuse
COS : +EXY(i,d,s) sin[(i—ip)e—i(c'—cu)] CO) ZE Vi, ,c) cosf(i= Tue —1(e — en),
On peut obtenir une autre expression de w en partant de la formule
al =. =) dt = const. + PC)
OR __0R n dt on 1—ecosn
: de) — Non) 1 =écos:
0oR (6) u — Const. + Je
Or la formule (4) donne
1 OR Cosi on
du n° 153. On a
d’où
— lcosn — lL, sinn
DD ÊCe FPE cos[(é— Fa)e —t(c'—cu)—n]
SONT i'(e!— cp) — n]
L'pe
ON RES) Ar) Ho lle dl Fixe Li ss VE ae eue OC OEn
On en conclut, en faisant n — €, et ramenant tout au même argument,
ln) | —— | —— | — lcose — L, sine on | Pb l ,S) U(i+r,, s) 5 + er (isots.
ES i—i—ip ere in cosf(é—T'u)e—1(c—cu)]
->>|- (ae UE D sin [(ê—du)e—#(c'—cu)].
l—iI—1u l+i—Tu
Il convient encore de poser out Niue | Wii, c)= is RAR MR SERRE | (re lé A 22 DATE VGU—ir,s) U(r<5r,1,5)
| ANUTs) — D Qu t+i—ip
Il en résultera
(42 ——, = Const. + {sine + /, cose
TS ———; cu)]
nie +dDY Vie COs[(i — pe —i(c'— cu)].
En comparant les formules (F) et (F’), on trouve
const. = — el,,
be NN 000) ae NL, LS) (&) Re : D se
On emploiera ces formules comme moyen de vérification ou pour le calcul
des Y
163. Cas d’exception dans le calcul de à: et de v. — La méthode d'in tégration qui vient d'être exposée ne s’applique pas lorsque ÿ — 0; on sait en elet que l’on a en dénominateur, dans les diverses formules, les quantités
—th, tEi—ih, LES or tip; ces dénominateurs seront donc nuls pour —oet Pa
Il faut revenir en arrière, avant l'intégration, supposer / — o et intégrer ensuite. La formule (17) du Chapitre précédent done alors
\ =— 26G(i,0,c)sinte + ZG(i,0,5)cosce.
Il est évident qu'il suffit de donner à : des valeurs positives; on peut même excepter i = 0, car, d’après la formule (17), page 353, 6 (4, 0,s) s’annule pour it — 0. On a ensuite, page 354, | D DR er | ar > — 2C(i,0,c)cosie + 22(1,0,s)since, ou bien, en développant les ZX,
(8) ar — C(o,c)+S(1,c)cose + L(2,c)cos2e + 2(3,c)cosèe +...
) + ©(r, s) sine + ©(2,s) sin2e + ©2(3, s) sine +...
0Q | a (Se) ——GlQ,c) sine — G(2,c) sin2e— G(3,c)hsinèe —:. Ge a
| +G(:1, s)cose + G(2,5s)cos2e + G(3, s)cosèe +..., Rappelons encore les formules (page 352)
M—B,+2B,cose + 2B,cos2e + 2A_, cos(n + €) + 2A, cosn
(10) l + 2A,cos(n—e)+2A,cos(n —2e), A { N—=—20D, sine — 2D,sin2e + 2C_,sin(n+e) + 2Cosinn IT | +20 sin(n—e) +2Csin(n—2e), dW 0Q iron CES) Ma (Se) Ne “+
ë aW Cette expression de -- sera de la forme suivante, calquée sur la formule (1) de la page 355,
IV ps : s .
—_ —F(o,s)+F(1,s)cose+F(2,s)cos2e + F(3, s) cos3e +...
— F(r,c)sine— F(2,c) sin2e — F(3,c) sin3e —...
+G(r, s)cos(e —n)+G(2, s)cos(2e —n) + G(3, s)cos(3e —n) +... (13) — Gr, cc) sin(e — n) — G(2, c) sin(2e —n) — G(3, c) sin(3e — n) +...
+ H(o, s)cosn
— H(o,c)sinn | + H(1,s)cos(e + n) + H(2, s)cos(2e+ n) + H(3, s)cos(3e + n) +... — Hi,c)sin(e + n) — H(2,c) sin(2e+n) — H(3,c) sin(3e + n) —....
| Les coefficients F, Get H se déduiront aisément, par les formules précédentes, des coefficients (7, ce), e(y, s), G(7, c), GCJ, s). Nous nous bornerons à calculer F(o, s), H(o, s)et G(1,s); nous trouverons sans peine
En ayant égard aux relations (16) du Chapitre précédent, on en déduit
Lg ve 3 is nan a
H(0,5), G(1,5s)——eH(o,s).
En multipliant l’équation (13) par de et intégrant sans faire varier n, on | trouve |
W— = H (0, s)e + Fi, 5) sine+ 2 F(2,5)sin2e + à F(3,5)sin8e +... + F1, 0) cose + = F(2, c)cos2e + 5 F(8,0) COS3E +... + G(1,s)sin(e — n) + . G(2,s) sin(2e —n) + 3 G(3,s) sin(3e — n) +...
+ G(1,c)cos(e — n) + ; G(2,c)cos(2e —n) (15)
| ar
— H(o, c)e sinn + H(r,s) sin(e+n) +
G(3,c)cos(3e — n) +...
OS
H(2,s)sin(2e+n)
+ > H(3,s) sin(3e+n) +...
QI m
+ H(o, s)e cosn + H(r, c) cos(e + n) + - H(2,c)cos(2e+n)
| + 3 H(8, c) cos(3e + n) +...
On en conclut
WG): . Ho, s)e + H(o,s)ecose — H(0,c)esine
HR I
COSE + LF(r,5) + à G(a,s)| Sin €
Posons
Fée) DL) Rete) P(1,5)= F(r,s) +2 6(2, 5), (2) | P(a,e)=H(r,c)+ = F(2,c)+ 3 G(8,c), Ps) re
P(3,e)= = H(2,c)+ 3 F(3,c) +; CHAN TRS
etil viendra
W — = H(o, s)e + H(0, s)e cose — H(0, chesine
Lot + Po, c)+P(1,c)cose + P(2, c)cos2e + P(3,c)cos3e +... (3,
Ps) sine SEP (2, s\sines EC P(3 5)sinèe +.
On tire maintenant de la formule (15), en différentiant par rapport à n et faisant ensuite n — €,
OW de.
Fe H(0, s)esine + H(o,c)e cose + G(1,5) EE es :
de G(2,s)cose Fe . G(2,c)sine
On pose
Or, e) = = G(2, 0), Q(,5) = = G(2,5) ti) ] Go) = H(1,c)+ > G(3,0), See Q (3 => H(,c)+7G(4,c), RES Eee 2 | | d’où il résulte 0W : :
| mis = — eH(0,s) + H(o,s)e sine + H(0, c)e cose (19) : | + Q(1,s)cose + Q(2,s)cos2e +...
| — Q(r, c) Sie — O2 chSinae.= >
On appliquera maintenant la formule
(18) nos = | W (1—ecose) de.
On trouve sans peine W(i1—ecose) =P(0, c) — “ Pac)
+ H(o,s) (a — =) e COSe — H(o,c)esine
a H(o,s)ecos2e + = H(o,c)esin2e
+ PO, c)—eP(o, c) — =
Si l’on pose | R(o,c)—=P(o,c) — Pi, c), Rii,c)—Plisc) =6Po,c)— -
il viendra re É e? 1 WÜietoss)— RO, c)+E C: — : H(o, s)ecose — H(o,c)esine e - [23 .
— — H(o,s)ecos2e + = H(o,c)esin2e 2 2
+ R(x,c)cose + 2R(2,c)cos2e + 3R(3,c)cosèe +... +R, s)Ssine + 2R(2 5) sin2e + 3R(3,s)sin3e +...
En portant cette expression dans la formule (18), et tenant compte des rela-
tions f: Cose de — Ee sine + COSE, Je Sine de — — € COSE + sine, : I 3 I ee I ER £ COS 2e de — — ESIN2€E + ; COS2e, E SiN2€6 de — — - 8 C0S2€ + = Sin2e, 2 { 2 4
_. H(o, s)esin2e — : H(o,c)ecos2e L ar FE AN +[R(1,c)— H(o,c)|sins — LR, s) — (: Le ] H(0, | COSE (D:) « 4 à e | a + | R(2,c) + . H(o,c)|sin2e— | R(2,5) + 3 H(o,s)}cos2e + R(3,c)sin3e — R(3,s)cos3e | + R(4,c)sin4e — R(4,s)cosAe
VERT RE RE ADR enr CRE reel PR qe ER PE NE Net AUD ARS at SE RE NET PES
On calculera v par la formule (2)
DU — const — / Lau de,
on qui, en ayant égard à la formule (17), donnera
| { 2v — const. — eH(o, s)e — H(o,s)escose + H(o,c})esine + [Q (r, c) + H(o,c)]cose +[Q(r,s) + H(o,s)]sine
Ll :
Q(2,c)cos2e + 2: Q(2,s)sin2e
164. Cas d'exception dans le calcul de w. — On va faire un calcul semblable pour les termes qui répondent à ?’ — o. On aura, pour ces termes (p. 338 ét.390)2:
&L=@(o,c) + @(1,c)cose + P(2,c)cos2e + D(3,c)cos3e +...
+ D(r,s) sine -+ D(2, s) sin2e + (P(3,s) sin3e +...,
9 Z : eee A. É Q —esine — - esinn + (+ - a) SIN (nn — €) + = esin(n +Ee) 2 2 2 202 I — - e$sin2e — - eSin(n — 2€), 2 2 1 0 GI se . — = Q a?Z.
cosc de
On peut poser
LR
COLE
,c)sine — T(2,c)sin2e —...
1, S)COS(Ee — n) + U(2, s) cos(2e — n) +...
J(r,c)sin(e— n)-—U(2,c)sin(2e — n) —...
+ V(o,s)cosn — V{o,c)sinn + Vi, s)cos(e+ n)-+ V(2,s)cos(2e
— V(i,c)sin(e + n) — V(2, c) sin(2e + n) +... On déduira aisément les valeurs des coefficients T, U et V des coefficients ®(7,s); on trouve, en particulier,
= er s I ons Lo, Sù— 5 ®( » $) — = D (2,5), V(o,s) — — MODE D(2,s), 2 un 2 En d’où résulte la relation (20) LTo,5—=—e\{(o,s):
En intégrant l'expression (19), 1l vient
T(3,s) sin3e +...
r : I — (2,5) sida 3
TP Lu € T(2,c)cos2e - 3 T(3,c)cosie +...
+ U(i,s) sin(s — n)- U(2,s) sin(2e — n) + à U(3,s) sin(3e — n) +.
+ U(i,c)cos(e — n) + - U(2,c)cos(2e — n) + : U(3,c)cos(3e — n) +... +eV(o,s)cosn —eV(o,c)sinn + V(i,s) Sin(e + n) + = V(2,s)sin(2e+n)+ > V(3,s) sin(3e+ n) +...
I T T9 9 + V(i,c)cos(e + n) + = V(2,c)cos(2e+n)+ > V(3,c)cos(3e + n) +...
On’a-du:reste u:—=1R;, d'où
-UÜ(G,c)+V(o,s)ecose— V(o,c)esine
de ET she : U (2, s)] sine + LV(8) +2 T(2,5) + 5 U(3,s)| sin2e
Mes) U(4.s)| ne de [TG e) + = U(?, °)| cose
Si l’on pose
fe NÉE T(, s) + 2 U(25), I 1 (4) ] Y(2,5) = Va,s)+=T(2s)+ 3 U(,5) VD Vs) DG.s) OU) 2 9 4 As T{r, €) + 5 U(2,c), (Æ")
Ve) =V(rose = T(2, 0) + 5 Lére),
il viendra enfin
_— =U(,c)—eV(o,s)e — V(o,c)esine + V(o,s)ecose F È :
Œ) + Y(r,s) sine + Y(2,s)sin2e + Y(3,s) sin3e +... + Yi, c)cose + Y(2,c)cos2e+ Y(3, c) COS3E +.... 165. Ensemble des formules. — Réunissons maintenant les formules (D)
et(D,), (E)et(E,), (F)et(F,); nous aurons finalement | na= n+C+ | R(0, c) + K — : ki | €
+ (: — Let) H(o,s)esine + H(o,c)ecose
H(o,s)esin2e — ; H(o,c)ecos2e
H[RG,c)—H(o,c)+K,—eK]sine
ALOPEOLC +K|cose
Flo
Le | R (2,0) +- seH(o,c) se eki | sin2€ # Cf
— LR (2,9 & eH(0,s) — = ek, | COS 2€ è 4
+ R(3,c)sin3e— R(3,s)cos5e + R(4,c)sin4e — R(4,s)cos4e
LL SER(s,d,chsin[(é —dp)e -1(c—cn)l __ SER(i,d,s)cos[(é —iu)e—d(c'—cu)l].
2C'— eH(0, s)e — H(o, s)e cose + H(o,c})esine [Q(:, c) + H(o,c)—K;]cose + [QG,s)+H(o,s) —K,]sine
I ‘ Q(2,c)cos2e + > Q(2,s)sin2e
29 (1, 1,c)cos[(i— vh)e— fe cu)]
22S(i,d',s) sin [(i— vue — d'(c'— cu)].
= U(G,c)—el—eV(o,s)e + V(o, s)ecose — V(o, chesine + [Y(, €) + L]cose
V0. c) COS 2€
+ REX (22 S)sint(e— d'u)e—c(c — cu)]
+ AZY (it, c)cos[(i — d'uje—i(c'— cp).
Dans ces formules, &’ prend les valeurs + 1, +2,.... Onaenfin
(L) ST - nl+C—=E—_esine.
166. Détermination des constantes arbitraires. — Ces constantes sont au nombre de sept, savoir :
K,.K,; K. GC, 0 et L:
Nous les déterminerons par les conditions W — o, quel que soit + ou n (vor le n°150, d3—0,v— 0, et enfin R — 0, quel que soit n. Soite, la valeur initiale de &, déterminée par la relation
En esiné, = c.
En réunissant les expressions (A)et(r5) de W, et exprimant que leur somme est nulle, quel que soit n, on trouverait des relations propres à déterminer les constantes dont il s’agit; mais il vaut mieux procéder comme Hansen le fait, car les calculs sont plus rapides.
Nous supposons que les éléments a, e, wetcsont osculateurs à l’époque 4 = o.
On a vu (p. 333) qu’en partant de la définition de W, on doit avoir W— 0, pour { — 0, quel que soit +. En réunissant les expressions (A) (p.358) et (15) (p.366) de W, on a une expression de W, qui est de la forme
W= A + 1 cos n + 2 sinn,
où À, # et 2 sont des fonctions de e; soient 4, w, et 2, leurs valeurs pour = o,oue—'e,, €, étant défint par la relation — es -+C, on devra avoir db5 + Vo9 COS Nn + Co Sinn — 0, quel que soit +, ou quel que soit n. Il en résulte les conditions
C2) Aie O0! UE 0; Su Où
La première de ces conditions donne la relation
> ARE I 0—=K + à H(o,s)e, + Fr, c)coses + = F(2,c)CcoSs269 +...
Ù [ = al PARTS Le] w Le LA un me = re) D om ©
+ F(r,s)sines + -E
+IY Par —— sin[(t— pe, —i(c'—cp)] 2e » per cos[(i— ue —1'(c'—cu)l; “Re pr >0S |. 0 J
la seule constante K, qui figure dans cette relation, se trouve donc déterminée. Les deux autres formules (21) donnent de même
{o=K,+H(o,s)e, + [G(i,c) + Hi, c]cose + [G(r,s)+ H(i,s)]sin &
+ - [G(2,c)-+ H(2,c)] cos 2 eo + = [G(2,5)+H(2,s)]sin2e
(8) a ete On OO EP RCE OBS 1 JA Er RS TEE EU End ds D re A A + be -- . : SIn[(t—1'H4)80 CE
Oo PE or ee Re | . > E rs — cosf[(é—iu)es —t(c'—cu)]; lo—K,—H(o,c)s + [G(Gi,c)—H(r,c)]sin &— [G(r,s) —H(1,s)]cos & ne = [G (2, c) —H (2 cIsinse— = [G( (2,5) — H(2.s)]cos2e, PR rene mn Polee toner duat de 0 rien e A re ei
(7) GE, 0H é,0
AU ed AU ee de Le 2 Me sin[(t—tu)e0 —t'(c —cp)] = DISC cos —dpe (een)
Les équations (B) et (7) donneront séparément les constantes K, et K.. Pour {4 — 0, nz + c doit coincider avec nt + c; donc alors, 3 = £, et la for-
mule (G) (p. 371) donnera
(d) 0 = C + LR CO, €) + K — : ek: | Én dus
et cette relation détermine la constante C, puisque K, K, et K, sont maintenant connus.
On doit avoir aussi v — 0, pour t = 0; l'équation (H) donnera done
CE) o—20— eH(o,s)e, + ...,
ce qui déterminera C.
En réunissant maintenant les expressions de R, données aux pages 362 et 370,
R mn on trouve que —— est de la forme $ COSt
—, A+ Vb'cosn + L'sinn.
On a vu d’ailleurs (p. 335) que la fonction R doit s’annuler pour £ — 0, quel que soit; si donc, on désigne par 4, W, et ©, les valeurs de , w, © pour € — €, On devra avoir
db, + Vb, Cosn + ©, Sinn —0,
quel que soit n; il en résulte, en particulier,
di 0 et GE 0, et ces deux relations donnent
po=l+eV(o,s) + [UÜ(i,s)+V(i,s)lsin & + [UG,c)+V(r,c)]lcos &
| +2 [U( 2,8) + V(2,s)|sin2es + = [U(2,0) + V(2,c)|cos2e, CAE PP LE CHE OA EN ee Ur Ce ee ee ec (n) | Uti és) + VUE 1, LS) + Lits) 2 ae Ho à > S— MA en sin[(i—cu)e —{(c'—cn)] U EE V Er e . , +- >> ae ; SA
Sr lF-
[o—=l—eV(o,c)+ [U(i,c)—V(i,c)lsin & — [U(r,s)— V(r,s)]cos &
à = LU (2, c) — V(2,c)]sin 260 — =[U(2, s)— V(2,s)]cos2e,
(£) RS RATS Rd tt te Ne Le de nr de TS ete be Ce nte de De de D FE RA = V( L LC ; è :
Me ira l; sin[(i= pu) es —1#(c— en) (ad,s) — Vii,i!,s) Lo re DU ; Es oe Cos [(i— tu) Er (ec — cu)];
on déterminera ainsi séparément les constantes Let Z,.
Il serait facile de passer des formules (x) ... (©) à celles que donne Hansen, et qui ont un aspect différent.
167. Nous aurions à parler d’autres Mémoires de Hansen, mais ce serait sortir du cadre de cet Ouvrage. Bornons-nous à citer :
Le Mémoire sur les perturbations de Jupiter et de Saturne, que nous avons mentionné déjà, page 313; il est très intéressant et présente un caractère d’élégance qui ne se retrouve pas toujours dans les écrits de Hansen.
Le Mémoire intitulé : Ermittelung der absoluten Stôrungen in Ellipsen von beliebiger Excentricidt und Neigung, Erster Theil, Gotha, 1843, dont une traduction française par Mauvais a paru en 1845. L'auteur s’est proposé de donner une méthode pour le calcul des perturbations des comètes périodiques. Les arguments des formules sont des multiples de l’anomalie excentrique de la planète troublée et de l’'anomalie moyenne de l’autre; les coefficients sont purement numériques. On applique la méthode au caleul des perturbations de la comète d'Encke par Saturne; la convergence obtenue est suffisante parce que le rapport
+ est assez petit. En somme, c’est la méthode exposée dans Îles trois derniers
Chapitres, qui repose principalement sur la considération des fonctions T et U. Pour les perturbations de la comète par Jupiter, le procédé serait extrémement laborieux, sinon impossible; du reste, la seconde Partie du Mémoire n’a jamais paru.
Enfin, le lecteur pourra consulter, dans les Astronomische Nachrichten, n°5 166-168 (1829), le premier Mémoire de Hansen : Disquisitiones circa theoriam perturbationum que motum corporum cœlestium affictunt ; il y trouvera les premiers rudiments des Méthodes que Hansen a appliquées durant toute sa carrière à la Lune, aux petites planètes et aux comètes; tout y découle d’un même principe.
Le Tome IV des Astronomical Papers de Washington est consacré entièrement à la théorie des mouvements de Jupiter et de Saturne; l’auteur, M. Hill, astronome du plus grand mérite, dont nous avons retracé les recherches sur la théorie de la Lune, a appliqué pas à pas au cas actuel la méthode de Hansen pour Îles perturbations des petites planètes, en ayant égard aux termes du deuxième et du troisième ordre par rapport aux masses; le succès a couronné ses efforts. Pour en parler utilement, il nous aurait donc fallu ajouter à ce que nous avons dit de la méthode de Hansen tout ce qui concerne le calcul des inégalités qui sont du second ou du troisième ordre par rapport aux masses; nous ne l’avons pas fait de peur d’allonger démesurément ce Volume.
168. M. Gyldén, l’éminent directeur de l’observatoire de Stockholm, a élaboré, depuis quinze ou vingt ans, une méthode nouvelle pour calculer les perturbations des petites planètes. Il a été suivi par de nombreux élèves parmi lesquels nous citerons : MM. Backlund, Harzer, Bohlin, Charlier, Masal, Brendel, Max Wolf, Olsson, etc. Il serait impossible de rendre compte de tous ces travaux dans l’espace, forcément limité, que nous pouvons leur consacrer 1e1, et nous devons nous borner à donner une idée des choses les plus importantes.
Il convient toutefois de dire dès à présent que les méthodes de M. Gyldén ont pour but d'empêcher le temps de sortir jamais des signes sin et cos, comme cela arrive dans les méthodes de Le Verrier et de Hansen, et elles donnent le moyen d'obtenir ce résultat qui avait été atteint dans un cas spécial, la Théorie de la Lune, par Delaunay. On sait maintenant le démontrer par d'autres voies dans le cas des planètes, comme on le verra dans le Chapitre XXVI de ce volume.
En outre, M. Gyldén prend pour variable indépendante non plus le temps, mais la longitude vraie comme l'avaient fait Clairaut et d’Alembert, et plus tard Laplace et Damoiseau, dans la Théorie de la Lune.
Dans le cas de la Lune, l'expression du développement de la fonction perturbatrice est assez simple, relativement à la longitude vraie de la Lune, parce que les arguments qui contiennent des multiples élevés de cette longitude sont affectés de coefficients très petits; cela tient à ce que la distance de la Lune à la Terre est petite par rapport à la distance de la Lune à l’astre perturbateur, le Soleil. Quand 1l s’agit d’une petite planète, la planète perturbatrice principale
est Jupiter, et le rapport ©
5 ; . sue ‘| qui, dans le cas de la Lune, était voisin de ==; est
a ici compris entre 0,4 et 0,8. Néanmoins, le développement est plus simple que quand on emploie la longitude moyenne au lieu de la longitude vraie.
M. Gyldén et ses nombreux élèves se sont préoccupés surtout de déterminer les orbites absolues des astéroïdes ; ce sont des orbites dans lesquelles on a tenu compte des termes séculaires et des termes à longues périodes, de sorte que, si
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elles sont déterminées avec précision, on pourra s’en servir pendant très longtemps pour caleuler les positions de la planète, qui ne s’en écarteraient que de petites quantités périodiques. Ce serait un point d’une grande importance, car le nombre toujours croissant des découvertes d’astéroides empêche de consacrer à chacun d’eux une théorie complète.
Remarquons encore que la condition que l’on s'impose, de ne jamais faire sortir le temps des signes sin et cos, implique que les perturbations séculaires des éléments de Jupiter doivent être représentées, non plus par des développements de la forme
do + lt+ al +...
rapidement convergents pour un assez grand nombre de siècles, mais par un ensemble de termes périodiques tel que
sin sin db + db dE + G —+- bo CPYA G, Alerts 0 re (gi 1) . (got + G2) + ;
cet ensemble résulte, comme on l’a vu, Tome I, Chapitre XXVI, de l’intégration rigoureuse des équations différentielles dont dépendent les éléments des grosses planètes, en ne considérant que les termes séculaires du second ordre par rap-
PR à Pre or DT Ia ; port aux excentricités et aux inclinaisons; les périodes => = +: des divers ü1
termes sont d’ailleurs extrêmement longues, au moins 50 000 ans.
CIS RES COTE
| TE ile m on
dx FA RRRES I) k
CX) PT A LE — km 4.
Soient æ, et y, les coordonnées de la petite planète rapportées à des axes mobiles situés dans le plan variable de l'orbite, à la façon de Hansen.
On a (t. 1, p. 465)
WA = T'LOSP, Vi =7rSiIne:
s est la longitude de la planète, comptée dans l'orbite mobile, à partir d’un point convenable de cette orbite. On en conclut aisément, en tenant compte de
la relation
(4) On a ensuite
Revenons à l'équation (2), et posons (6) sera le sinus de la latitude de la planète au-dessus du plan fixe des x, y. On déduit des équations (2) et (5)
“dre dr dt dr
DA 0 dire du:
: der.
d'où, en remplaçant Je Par sa valeur (4),
ad2e dv? 2 dr dc km'
D Sue Sr dE Mn
Les équations à retenir sont (4), (5) et (7).
170. Transformation des équations différentielles. — On introduit comme variable indépendante e au lieu de #, en posant
(8) a de VAGUE, ES 1+S 4
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a est une constante, n et S sont des fonctions inconnues de # qui se réduisent dans le mouvement elliptique, la première à l’excentricité e, la seconde à zéro; ñn sera censé contenir les inégalités séculaires de l’excentricité, mais mises sous la forme de termes à très longues périodes. On trouve immédiatement, en tenant compte de l’équation (8),
CINE k Va(i— n°?) 4 F
AR ED dv ?
déve 4 VaG =?) ec el 7; | SR [+ S r? de?
: ; l puis, en faisant D, — É, dv dir: ; Pan V1 PU di: PTIT RS $ PES dr Re Ati Pre CORP ES dr
re Vienne 1 1—"? mr? 0Q ARS UN AP D DA OR eo de ADD 2 dans dy | kVaGi—") Via LUN de 1 — n°? 2 1— "n°? ie ÉMOTION . 09 1+S D, (2 PACA HE Uh Uaco ‘dÿ dd | à (Se er)
2 a ru RE 2 | dd ad on nd nd es | MSC 1HS de de 1+S$S ME. a or Ar 2 (b) = —— (+8), dy kVa(ri— 1?) ds I d'n? NT F3 , A6 Ce) FAT S de AA) dp Re ati") on AE de VANNES TE I dr? 75 ra 0Q zl 2 RL er Tee free à 2 re :
ia dv? a dp a 110 ) am) Dia É ; =
On pose encore, en désignant par p une nouvelle fonction inconnue de pe, At n°) Ti et l'équation (a) devient
: p 2 do dn° 1+p dy? 1+p tp +ir —— 2 | nee. … (1+S)? dv? on dv dv 1e dv? (1— n°}
1 | I dp 1+D | | le Ne Ad Ldh 0Q
| es 1—n de (1—n}) de | |(1+S) de 21+5 dy EN co En posant r? 20Q
a(i— n°) dv”
(10) Fm ne Q—=m on trouve sans peine
dp
dy? \æ
0/9. 1. dm Lo ; ee ee do is) F > Cle
GG dl (ON) Fe do it 40 |:
EN dE TES din dr |”
ue + p=2 P se
dn?.
a Va do .
LI 5 “0e .m(1+S} (a 9) (0) de m oui de )
dv?
On a maintenant
VE —z'P+(y— y} +(s.
d’où 0Q Re
2 rm orr coSH})?
en représentant par H l’angle formé par les rayons menés du Soleil à la planète et à Jupiter. On à ensuite
et de même 2 A dr donc l'équation (D) peut s’écrire
nee»
dv: 1+p ' f r? e r'?2 — 211! COS H )?
Es)! re {+sS} | m' ——— Ses” Pé
, $ SD | 2+7r2—orr cosH })?
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On peut obtenir aisément une autre forme de cette équation, employée par M. Brendel. On a, en effet,
da. 3 (2 2 dé Dr n D Co) EN r'2 ?
09 ras rr! JE Eee ke 0 cosH Aë 3 ]?
d'où 0Q 0Q ; I I 0 — 6 —=r (ft ECcosH)| = — — | —=(C—Ecos A) - =——: de ee ue alee se CNP On trouve ainsi l'équation æ d& I dS 1 I d'n°? :
is É— { PR a em = —(1+5S)°7, | dy? dv \i1+S de > 1— n°? dv (D:) | a Fe (ti #boh) 9Q | ds alt nl x d cosH 171. Développement de la fonction perturbatrice. — On a Ï 1 | D RO — à cos H, Vr?+ r't— 2orr!cosH ie d'a. j air À a | aQ= = ff = —— — — cos \; = — | al ) j° 2 2: a 1— — COSH + — .
Posons c! 2 2 à DEN LT (11) - - = ;=G +20 % Lcosl+a(T) (2) cos2H +...,
| OP 1e \V 1— — COSH + — r 'R
et nous aurons
! ! C D AIINES °\ 2 a dir fe: 1. a 7 aQ= = C+2{—})-(C—-aœ )cosH +2C (&) (2) cos2H +..., | r LE) a 2 r a
ou, plus simplement,
Ge — a \n+i Cp n (12) aQ = —C,+2 Cy | — — |} COS, ,/ 0 1’! a \ NE
L 9 ce?
= J en convenant de remplacer C, par CO, — -
. On conclut de la relation (11),
1 [ nn — a - T 12 VAE 2° cosH + AT) se 12
ou bien se reportant au Tome I, p. 274,
y nr ad = 0 2H % : V4 [ - Sin
sin?” H a? sin? H F T Ce — œnr+1 ne I
Vis sin? H 1— x sin? H a
On peut développer le second membre suivant les puissances de la petite
Fe RAD de te es quantité 1 — (2) (&) qui est de l’ordre des excentricités, et l’on trouve
T + 9n : ANS 9 re T 9 n +2 f sin H au sin +21I mT (
: 1 — «? sin° H): | / — a?sin°? H ):
2n+#4 2) | Fe sin H LaH enGseæ sin)
On est conduit à poser
(13) M = sin?" H
(1 -— œ? sin? 2H) = il en résulte
L $ C — an+i CR) an+3f3lr+1) RES n B{ 9 ES GE 3 HA 6 ji (?
a Soit posé encore
ë 050412. (ST) (4) Re D NO: Mes Re e et il viendra
LES
Cn = ÿo
Late
D'après les formules (13) et (14), y! est une fonction de & dont il est facile d'obtenir le développement en série. La relation (13) donne, en effet,
nr 9 9 k = I 7e 1'\ a . 1 , Get Ge [ sin?“H L: “ (s + :) — sin? H + (s + :) (s + :) —— sintH +... |, T 2 I 2 2 1.2 L
MÉTHODE DE GYLDÉN. 383 etil'en résulte (vorrt. | p.274)
fi
Fe F9. C2 1) Von Ti = —— —_— I1+ | S + - PP AE P ( 9
De D de cet 3\(2n+1)(27r +3) oc?
-(s+ di 2)(2n +4) 1 at)
een 9e .(2Rn+2s—1)
M br 28) -
2e SE 2/ 2R+25+92 1 I 2\(2n + 2s+Lr)(2n +2s+3) a Am Om Sa: ; = Re one lle Cr 2/ (2n+25+2)(2n +92s+4) 1.2
On peut écrire aussi, en introduisant la série hypérgéométrique,
ar+2s+1
RS D DES D A
1.3. (27 — 1) 1 1 (22) == ñ S 2 Post — VA on F(s Rs Lists DS Ne #), Poor osttt) Don (on oser) Ve Re re . an+2s+1 FF Se AE Re Sat =) NE SERA a? :
comes)
et, par suite, en faisant usage du symbole A (vor t. IT, p. 382, et Annales de l'Observatoire, t. XXI, p. B.23),
» fa Re (72) Rd (281) 1 (+5) Haapioe — Ab LACET joe ; x a5+1 As cos
de sorte que les fonctions Bt et +" s'expriment (‘) par les transcendantes de Laplace. On a, par exemple,
s=—0 FAO LUE, FN = 15 2 CA ie — Actr) — ct) — CAE Se 2 æ! Be — Aer) — el) — 9aelt—1) 3 AAC),
Il s'ensuit qu’on à aussi sin” di
ke AS coséd dh k :
É DATES RC ne OR RARE (1— 2a cosŸ + œ?) ? 2. — œsin?d) ?
Remarquons encore que l’on déduit de la formule (13)
(n) 2 R(n) die ue ) æpT er do? Lin 22 (ar)?
1) Je dois cette représentation simple à M. Radau.
Il en résulte
IE n + 1 RC) SHÉS œ" dB e) œue Gael)
pu arttpl", ou
On a, d’ailleurs,
et, par suite,
On trouve aisément
SITES (a) DE Abe
cL dbt?) I Dee ; nu Lo PR ee nb?) SE a? Actr+1) — — lettre) ie ae], Je. da 2 2
; d? b{n) dbt?) 51
HAN So) DES 78 A7 CR) da rt DR ’
2 D(u) To
. dbr) ra:
ue - 3(n?+3n+I)a — do?
de
RE at + a) + Don | = ——
oc A3 fn+3) DT O J a
D TR 00) 2 Der a
Nous poserons
d'où
Le coefficient de cos2H dans l'expression (12), savoir
un se ( ( 1. j de 0 9 Ses _ Se 0) ASE TR PUS
4 LU — À 2 £ 3 # 54 ) & ) k QE N'? è 1e P
pourra être développé facilement en série suivant les puissances de p, p, n° et n°. Nous le représenterons par
22(—1)GQ(n,s,s h,vppS nn";
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(17) aQ—22(—:1)Q(n,s,s'h,vpsp" nn?" cosnE, [ Q(n,o,0)o +Q(n,1,0)o0p + Q(n,0, 1)5,0P° + Q(n, 2, 0)o,0p? + Q(n, 1, 1)5,0p2! + S(n, 0, 2)o,09°? — Q(n,0,0);,0n? + (7, 0, 0)o,1n?
(18) aQ—2cosnH ml de + Q(n, 1, 2)0,0p0°? + Q(n,0, 3,06 ° — Q(n, 1,0)1,0pn°? + Q(n, 1, 0), 1 pn'?
Le coefficient 2 devra être remplacé par r, pour r = 0. Nous nous bornerons à chercher les premières valeurs Q(n, 0, 0 )5,0 Q(n, 1, 0)5,0 2; : +. pOur y arriver, nous formerons d’abord l’expression de À,
ÀA=i1—(1+2n?—2n+...)(1+2p —2p+...), ÀA—2p—2p +2n—2n°+...;
à ce degré d’approximation, on devra remplacer À?, À, ... par o. La formule (16) donnera
C, = y + (ap —2p +an—a2n)y7; on aura ensuite
AU 1+Pp = [8° + (2p°— 2p +ant— an) 10 + Ce +ip— np+(n +10 nn] = Yi (nr +rp —np+ (nr +10? — nn] +(2p — 2p+2n2— an?) y.
On en conclut FR :
G(n, T, 0)o,0 TT n'y — 24e
(19) Q(n, O, Lio = (RAY Ray,
Q(n, O, (0 Ne — nyS+2yT,
do aan etsdterels relie die sonate set eleegenaelse; ere; eue
Cherchons encore, pour bien expliquer la marche des calculs, la valeur de Q(n, 3, 0),,. Nous avons y = v'= 0, s = 3, s — 0; nous pourrons prendre
au La
Développement de P et de Q. — On a
P=—m'r? LE
or
et, en se reportant à la formule (17),
| y = ’ , ia ie n°)25(—1)"Q(n,s,s'),vp"!p"nn"#"cosnH.
Si donc on pose (2) 22(—1)P(n,s,s')vpo""nn'#" cosrnH,
on aura, par la comparaison des deux valeurs de P, et en changeant dans la première, d’abord s en s +1, puis ven v—1,
(21) P(n,s,s'hv=—(s+i) Qin,s+i,s )h,v + Q(n,s+1,s'); 1, On a ensuite
Ds A OS __1—n? daQ m' a(i--n) de (1+p}? dv
en ce PL À (1+p} _— 1)G(7, S, S')v,vp°p'S pue à
dcosrH dP
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On pose
0 cosnH po \ ! Sn Sen 2Ven 2V es DR 22(—1)Q(n,5,s"),v Fab Sn de
En comparant ces deux expressions de Q, après avoir développé dans la première (1 + p)-? suivant les puissances de p, on trouve
(23) | O(n,s, sky On, s su an, s 1,54 Æ20 (ns 2,8) 1.
—- Q(n, S, Ca AS —92Q{(n, SES I, S')v—1,v +3Q(n, Si 2, Sa eee .
Il ne faut prendre, dans le second membre, que les termes pour lesquels les indices s et y sont positifs. Nous supposerons, pour simplifier, les inclinaisons nulles ; nous aurons alors
9cosnH
9, de
nsinn(p — 6’),
et les formules (20) et (22) deviendront
P —2m'2(—:) Pan, s,s!),.vpsp's nn" ecosn(e —v!), (24)
l'O—=amni(— rt nO(,s, Shwpr0 nn -"sSinDratr — 0).
Les coefficients qui figurent dans ces formules s'expriment simplement, par les formules (21) et (23), à l’aide des coefficients analogues dans le développement de Q.
Pour voir comment on tient compte des inclinaisons, nous renvoyons le lecteur à un Mémoire étendu de M. Olsson, Ueber die absolute Bahn des Planeten (13) Egerie, Stockholm, 1893.
173. Temps réduit. — Il s’agit de voir comment on exprimera { en fonction de ». Reprenons la formule (b), et posons-y
14 k (25) er
n sera une constante absolue, et il viendra
n dt 1 (1 — n°)?
de (1+p}
Soit (9) la partie de p qui ne contient pas le facteur »° et est de l’ordre de
l’excentricité. On a (p)=meos(e 0):
mais, à l'exemple de Clairaut et de Laplace dans le cas de la Lune, M. Gyldén
introduit dès maintenant le mouvement moyen du périhélie, lequel est de la forme çnt, et nous le supposerons représenté par çv; la longitude du périhélie sera donc égale à & + çv, et nous aurons
(27) (p) == 100 (PC mn);
le coefficient « est extrêmement petit; (0) est ce que M. Gyldén appelle a partie élémentaire de p; n et & contiendront le reste des inégalités séculaires mises sous la forme de termes à très longues périodes; on pose ensuite
(28) p=(p) +R, et R sera de l'ordre de 7’. La formule (26) donnera
nal...
pe
HR au.
bp) + ki
On pose (29) ni=nC+W, € étant déterminé par l’équation
LEE (OU (1 — n°}?
(30) de. a + (p)p.
On trouve ensuite
ë) dW _(G—-n) R 2 .
A Li + Te | (+):
ou bien, en développant suivant les puissances de R,
*È . ue dE | 1+(e) [r+(p) RE
On peut ensuite développer suivant les puissances de (b) et de »°, ce qui
donne aW
re =S—2R+3R—2RS + 3ntR— n°8
+ (p)(6R — 25 + 6RS) +(p) (38 — 12R) +...
On peut remplacer (pb) par sa valeur (27) et (p)° par
J [ " +1 5 1 cos(20 — 2çP— 2©).
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On trouve finalement
ENS JR EARt ARS ER 25 -6RS)ncos(s — sm)
—3ntR+(5S—6R) nf cos(20— 266 — 20)
Il nous faut revenir maintenant au calcul de € par l’équation (5o); cette quantité 6 est ce que l’on nomme le temps réduit. On comprend le sens de cette dénomination quand on se reporte à la formule (29): 6 est, en effet, la partie principale de 4, et — en est le complément. Les formules (27) et (30) donnent a) cp (1 — 1°)?
7 [i+ncos(r—çe—x)]
dv.
(32) dé
Or,onaft.I, p. 224, formule (D)]
GE mA Fa V/1— tm nn Sp GO (bien GP) ie 2 CUS A (0 7.600 [r+ncos(e—çsr—w)] GEVr =) ( ) 1+3VI— "n° ne COs3(P—çP—D)+..., Gr 00) ou bien 1—= © d : ; (33) 14 DiBicosi(s— sem).
Frs
On aura, comme on voit,
Bi——2n) Bb, = 1 B;,=— >" — è (CEAVEr D) d (rire) se 2 B, = + ? ee IE ai) he 4 0 Re) d’où l’on tire aisément B;, =—2n, ee Bee 0h ) 4 8 3 8 (34) B = 5 4 B SR 3 5 CC Dis ; er ri air
En intégrant l'équation (33), et considérant n et & comme des constantes, il vient
= pie . ZB;sini(v—çe — ©) + const.
On aura donc, en désignant par À une constante arbitraire et se reportant à la formule (29),
(35) né+ AZ + EBisiné(e — ce — tm) + W,
on aurait de même, pour Jupiter, (36) LME VE EE ans 2B;sini(e —ç'# —w')+ W!,
où ç'# désigne le mouvement moyen du périhélie de Jupiter; les coefficients B; sont définis par des équations que l’on déduit de (34), en y remplaçant
(2 n par n°.
Il y a lieu de compléter dès à présent les formules précédentes; nous avons supposé n et & constants dans l'intégration de l’équation (33); mais M. Gyldén trouve plus avantageux d’affecter n et & de leurs inégalités à très longues périodes, de manière que R se compose autant que possible de termes à courtes périodes. Il nous faut donc tenir compte de la variabilité de n et de &: revenons à l'équation (33), en ne prenant que les deux premiers termes du second membre: dé
HU 20 COS(P— çsP—),
EÉ—p—o fn Cos(P— sr —)dp.
On a la formule suivante, qui se vérifie immédiatement, fn COS (p — ço0 — &) de — = nCOSWSIN(p — se) == =. sin(o — çP)d.ncosw — ee nSins COs(#— ce)
. Fa cos(s — se) d.nsins.
Si donc on pose, en négligeant ç devant 1,
(37) À — à foos(e — çv)d.nsins -— 2 f sin (e— sv) d.ncossæ,
on trouve que l'équation (35) doit être remplacée par
(35°) ni HAE p 272 B,inéfe gp) + W— X;
PES
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on aura de même
(36’) n't+A'—= 06 + en 2B;sinc(e — c'e —m')+ W'—X, (37') Nr 2 feos(s'—s'")dn' sim — 2 fsin('—s"e d.n'cosw”’. 174. Expression de ‘’ en fonction de v. — KEliminons # entre les équa-
tions (35’) et (36’), et posons pour cela
(38) U—= —; B —A'—kHA, U=p(W—X)—(W'—X);
nous trouverons
à = È I FR :
2B;sinc(o—çe—w) ee ZB;sinc(e — c'e — 5).
(39) s'=pe +B+U +
Il s’agit de tirer de là l'expression cherchée de e en fonction de ». Posons
(40) p—çsr—m=V, p— uv —w — V', ï LHeuwreB EU, D pl
nous aurons c'e —ç'(ue +B+U+...)=prs+...,
pt —ç'oe —m —=V'—H,
et l'équation (39) donnera
: Re I A AE D 2 SD cimeN — 2h ainsi); ee Fe c’est de là que l’on tirera H en fonction de w, v et #'; on pourra employer la méthode des approximations successives; on aura d’abord
Mes 1 RU Eee a 0 ME H we SE siuiv — ; 2Bisin { éw—{V— É- 2B,sineV); I — 6 [ — 6 —
et ainsi de suite. Nous nous bornerons à
2 2 (41) H = + ne n sin V + - - n'sin(æ — V').
Te 6
On en conclut, au même degré d'approximation,
27 : 2n . ‘ cos n H — cos nr w — ÊE n Sin V + A n'sin(æ — vr| sin w, c =
; ; an , | sin 2 H = sin x w + EE ñn sin V +
n! sin (æ — vr)| COSn2Ww,
nl Al
ou bien
n | cosn H = cos rw — = n cos (rw — V)+ Ê ui cos(nw + V) S ie
(42) re n'ose 0m = VTe _ n'cos[(a —1)æ + V'];
Par
n sin(næw + V)
(43) ve sin [(x row. : — n'sin[(x — 1)æ + V'].
| sin x H — sin rw — ñ Sin (aw — V) +
Il s’agit d'en déduire les développements de P et de Q. La seconde des formules (24) donnera
Q—=—92m'ÈnsinrH[Q (2, 0, 0),0 + Q(2, 1, 0)0,0 2 + Q(2, 0, 1)0,0P°];
on doit remplacer p et p’ par
D nCos Vs p—=n'cos(æ— V'), ce qui donnera, en négligeant & et ç’ dans les diviseurs,
sinnw — pnnsin(nw — V)+pnnsin(rw + V) + nn'sin[(r +1i)æ—V']— nn'sin[(r —1)æ + V']
— = —2nQ(n,0,0), |
m — 2nsinnwQ(n,1,0)0,0 0 C0SV
— 2nsinnæwQ(n,0,1)o,0nCos(æ — V'), si l’on pose
A,,0(2, —n)sinnw + Ai0(2 +1, —n)nsin(rw + V) + Aso(n—1,—n)nsin(næ— V) + Ain, — n+i1)n'sin[(n — 1) + V'] + Ao1(7;, Reis 1)n/sin[( + 1)æ — V1
On trouvera sans peine, en comparant à l'expression précédente de _
| A,o(72, —n)—=—2nr Q(n,0,0)0,0»
Aso(n+i1, —n)—=—2upnrQ(n,0,0)00 — 2Q(n, 1,00) Aio(r—1,—n)=+2pn Q(n,0, 0)o,0 — RQ(AR, 1, 0)0,0) Aoatn,—n+1)=+2 n°Q(n,0,0),0 — RQ(n,0, 1)o,0»
| Aou(n,—n—1)=—2 n'Q(n,0,0),0 — 2Q(R,0,1)00:
a © ae
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On a ensuite, d’après la formule (23),
Q(z, 0, O)o,0 il 2(n, 0, O)0,0
Q(n, 1, 0)o,0 = (7, 1, 0)0,0 — 2Q(7, 0,0)5,) Q(n, O, 1 )0,0 = 2(n, 0, 1)0,0 d’où, en ayant égard aux formules (19), Q(n, O, O )o,0 en nur, QE ok Car a) y AE Qt dihot Qtrh 7
Il en résulte enfin
Ao(ni, —n)— (n?+aon— S En pe je AR.
(46) lAs(n—i,—n)= (nt+2n+apn)yf +2nyr:
A5:(7, —n +a) = (n2— n)y$) — any", Ait, —n—1)=— CR7E ue RU Es 21 Y : : mans Au lieu de y”, il faut prendre y, — = «*.
On aura de même EN 2 — Boon, n)cosn#, m :
(47) + B;o(2 +1, — n)nCcos(r# + V) +Biotn —1,—n)ncos(nm— V)
-B,,(n, —n+r)n cos[(r —1)# + V'] + Bon, — nr —1)ncos[(r + 1)æ@ — V'];
et l’on trouvera assez facilement
AE
Boo(7, nan
Bifnpr,-n)=( mr Tt Fe (—4n—6+4pn)y} —8y;", MF Mn) (6 nm ni PR CREER kpn)y® — 8%,
( B,,1(22, Se Le (n° n)y® + de 67" A ay), én, =n—=1)=" (an + m)yN ECS GS QU Ca
[1 faut remarquer que, pour r — 0, les expressions des B doivent être divisées par 2
Remarque. — Soit à l'argument général du développement de Q; S sera une combinaison linéaire, avec oi bidS entiers, des trois arguments partiels w, T. — IV. 50
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Vet V’, définis par les formules (40). On pourra donc écrire, en désignant par a, Bet $ trois entiers positifs ou négatifs,
DVe, d’où S—p(— ax —B—$'+uax+ Bs+ubB'c) + «'(B+U)+Bw+B'x!, ou bien 49) S— p(a+pa + fs +B'us) + a'(B+U)+Bo+fB'', en faisant (50) a+ ax +6 +6—0o.
Le cosinus de $ sera multiplié par »°r'*, et l’on aura
$ —|$ | + un nombre pair,
s’—|8"| + un nombre pair.
Nous remarquerons encore que, dans Q, on aurait dû remplacer p par (pe) +R, et non pas seulement par (2). De là une nouvelle modification de la fonction perturbatrice, mais sur laquelle nous n’insisterons pas.
M. Masal, dans son Mémoire intitulé Formeln und Tafeln zur Berechnung der
absoluten Stürungen der Planeten, Stockholm, 1889, a développé les expressions des coefficients A et B en fonction des y{”, jusqu'aux troisièmes puissances des excentricités, et 1l a donné des Tables pour plusieurs des coefficients qui figurent dans les formules.
SUITE DE LA MÉTHODE DE GYLDÉN POUR LES PERTURBATIONS DES PETITES PLANÈTES.
175. Recherche de la partie élémentaire de ». — Dans une première approximation, les équations (A) et (B) du Chapitre précédent peuvent être réduites à
(1) TE +p=2S—P, ds (2) = 0.
Nous allons chercher dans P et S, par suite dans P et Q, les termes dont les arguments sont Vet V’ parce que ces termes peuvent grandir beaucoup dans l'intégration de l’équation (1); nous nous bornerons d’ailleurs aux parties principales des coefficients des termes en question, lesquelles contiennent l’un des facteurs n ou n’. Nous aurons alors
p.04 Que daQ
A A de
AND = m7 +2(%) 2 GcosH, .
les termes en cos2H, cos3H,... doivent être laissés de côté, parce que les portions 2#, 3, ... des arguments ne pourraient pas être détruites dans les multiplications par p et p’.
Nous aurons ensuite Co — 70) — A y) ty),
d’où l’on tire aisément
oc, 0p OC:
dp
= 2) (20 -0p) 6 (bp),
ee hi ee ao)
2 Le) (à + 3p'— 30) — 8y0(b Lu p')
+ » cos H[(1+ 2p/— 2p) y + ayt(r + 5p'—5p)
On a d'ailleurs
1+ 2p ea) 2)
C,sinH,
—°sinflt + 2p = 3p)y0 52)
Il reste à remplacer », »’, cosH et sin H par les valeurs
D=-NCbSV, p'=n'cos(w — V'), cosH — cosæ — pncos(w — V) + un cos(w + V) + n'cos(2æ — V') — n'cos V’,
sin H = sin # — pn sin(wæw — V) + un sin (w + V) + n'sin (2 — V') — n’sin V’,
et à retenir seulement les termes d'arguments V et V’. On trouvera ainsi 2) = SE ncosV —8y!'n cos V + 6yn cos V'+ 8yS'1n'cos V’,
= 2) nsinV.
On aura donc
(P— om'y0 — m'[6y0 + 8y0]ncos V + m'[6y4+8y]n'cos V', (3) \ Yi V1 Ÿ>2 Yi /
QE = 2m y in sin Vs
l'équation (2) donnera
Sami), | nsinVaæ— amy | n'sin[(i—us)v — w']de.
On peut effectuer l'intégration en considérant y’ et æ’ comme des constantes ; il vient ainsi
LEA 2M y (4) ee TE oo.
CIE
Fi Ml amy) + m'[6yT + 8yS/1ncosV
Spa [ ne nie 6) + sys | n! cos V’.
— HS
On peut supprimer la partie constante, ce qui reviendrait à une modification de la constante a, remplacer n cos V par p et poser
(5) B—im'|6yol es, fe 4 :
(6) — y=m Ea( +6) +8] On trouve ainsi, en mettant (p) pour la partie élémentaire de p, d?
(7) EX) La Bye) = ya/eos ft — pBe)v —w"T:
Nous aurions pu faire le calcul ci-dessus en nous aidant des résultats obtenus au Chapitre précédent; mais il y avait de l'intérêt à le faire directement.
176. Intégration de l'équation (7). — Soient e’ et w’ l’excentricité et la longitude du périhélie de Jupiter; ona vu (t. I, Chap. XXVI) que e’ et w', en tenant compte des inégalités séculaires causées par Saturne et Uranus, sont déterminés (‘) par les formules
{ e'sinw'—x"sin(gt + G) + x, sin(gié + Gi) + x, Sin (get +
Ga);
| el cosw! = x'cos(gé + G)+ x cos (gré + Gi) + 4, COS (Sat + Ga)
Les coefficients g, g, et g, sont très petits; nous donnons leurs valeurs plus loin. Posons
(9) ne ar Er 0 les formules (8) deviendront
(8) {e'sinw'— x sin(ps!e + L') + x, sin(ps;e LEE x smtper la);
| e'cosw!= x cos(uce + L') + x, COS(pe ? + F\-raecos(uer CF).
Le coefficient x’ est plus grand que la somme des valeurs absolues de x», et
(1) En laissant de côté les perturbations causées dans le mouvement de Jupiter par Neptune, Mars, la Terre, Vénus et Mercure.
de x,; donc (t. I, p. 418) sv + [est la partie non périodique de w', de sorte que, si l’on fait
(10) et NUE SA
& se composera seulement de termes périodiques, mais de périodes très longues ; la quantité £’ définie par la première des formules (9) est donc identique à la quantité ç’ introduite antérieurement. Si l’on met ñ'au lieu de e’, on déduit aisément des formules (8')
{ n'cos(m" —T')— x" + x! cos[(ue, — us')e + —7] + #3 COS[(H 6, — pe!)e + TL, —T'],
Fa n'sin(æ' — [') — 4 Sin (Us ue)? —T'] \ + *, sin [Que —uc)e LT — [’].
On peut écrire aussi
n'Cos[(1— pe)e — w/] — x" COS[(1 — pe')9 — T'] + x cos[(1 — PSS CES VE ES
RG nee ess ne he Tes Seche T Te.
moyennant quoi l'équation (7) devient
Lea TE) FU —B)(p)= yx'cos[(1— pe')o — 1]
+ ya COS [(r — pue )e — I" ] + Ya COS[(1 — us,)o— T!].
C’est une équation linéaire du second ordre, à coefficients constants, et avec second membre. On sait que son intégrale générale sera de la forme
| (Dex cos(oVi—B—T)+acos[( — us) —F] + a1COS[(1—ue,)o—T] + a: COS[(1—pe,) 6 — T1],
où x, et l'sont deux constantes arbitraires. D'après ce que l’on a supposé, p.568, on doit prendre
14) Vire, Dé cr
Les coefficients a, a, et a, s’obtiennent en écrivant que l'expression (13) vérifie identiquement l'équation (12). On trouve ainsi sans peine
à [1 —6)—(1— pe} ]—=yx, As) —(i—ps,)]=yx,
EE et a 6m 1 A
té nest dan uns
Si l’on pose encore
T—-—6 — ) n n [A n To é dj ie (19) D à [A :
FA nm ES S2 Gore REY n° n
on trouvera que la formule (13) devient
et ee — a a en (16) ne à cos[(1— oc); —T] | = Cos[(1 — c)r2--F, |:
177. Détermination des constantes arbitraires x, et T. — Reprenons l'équation (16), en l’écrivant ainsi (17) (p) = x Cos[(r — s)e — T] + D a; COS[(1 — o;)e — F;],
8 A bn 0 no de ot
On doit avoir aussi
(19) (p)—=ecos(s — IT),
en désignant par IT la longitude variable du périhélie. En égalant les coefficients de cose et de sine dans les deux expressions (17) et (19) de (6), on trouve
. e COSII — x, cos(se + FT) + Za; cos(o;e +),
| esin—x,sin(se + FT) + ZXa;sin(o;e + TV).
Soient e, et s, les valeurs initiales de e et de IT à1 ÿ — 0; on aura
époque qui correspond à
eo COS Do — %0 COST + Za, cosF,
e, Sinw, = *%, Sin V + Za; sin F;
Fe { x CosT — e,cosw, — Za;cesT;,
(x sinT —e, sins, — Za;sinl".
En portant ces valeurs dans la formule (17), il vient
(p)}= ecos[(1—<s)e— mo] — > a; Cos[(1 — s)e — T°]
EE > à; COS[(1 — 5;)9 — F;];
ou bien encore
(PS) 50e mess 0e + 2Zaisin (
Pendant un intervalle de temps pas trop grand, mais qui peut être cependant de plusieurs siècles, on est en droit de se borner à
La formule (23) devient alors, en remettant pour a; sa valeur (18),
(p)=ecos[(i—5)e—m] +6 D Ti — ES) p ME
on pourrait même prendre
=> 24) (p)=ecos[{i—<) —m] + = ve Ÿ yxisin fe
Mise en nombre des formules :
ace,
x, == + 0,003.057 Ge —. 197.90 ,28
Ces nombres sont empruntés au Mémoire de M. Max Wolf, Sur les iermes élémentaires dans l'expression du rayon vecteur (Annales de l’observatoire de Stockholm, t. IV); l’auteur applique ses formules à Cérès. On a, page 9 (loc. Cu..),
EYE 2,987:28, LYS — 20774010 Le ,355 00, 1 YA 26, 708.01,
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Onan— 770,411, en un jour; les valeurs de g, g,, g, sont exprimées en prenant l’année julienne pour unité ; done on doit prendre
on trouve ainsi La—5,198.21, lo —5,902.86, Lo, —5,004.33 ;
5,5, ets, sont, comme ç, des nombres abstraits. On a ensuite
e) = sin 4°22!37", Le, —2,882.6, et il vient Éto)== C2:882.62 cost 2) — 0] — (6,741.36)vsin LC: — —_ p — r' | (25)
2 (6: 307.99) sin lt — HAE 77 2 1
Fa G:596.49)esin | ( T — AS )o_r, |
On peut remarquer que, dans la formule (17), les coefficients a; sont relativement considérables, à cause des diviseurs 5; — ç qui sont très petits. On a, en effet,
g —0;000.018.49, 5 —ç6ç——0,000.188.67, Ji —0,000.079.06, Ti—$S——0,000.122.14, Ca == 0,080! 010,10; Ca2—ç——0,000.192.00,
ét 0000020810, et il en résulte
| (o)=%c08[(1—ç)6—T]+ (2,465.66) cos[(1 —s }e — ['] (26) { (5 ,2r4.07) coslti = c)e 21] | + (8,313.19) cos[(r — 0)? —T,].
C'est après la détermination des constantes arbitraires que, dans la formule (23), a, se trouve multiplié par le facteur
“+ OÙ me 2SInr-
qui, même pendant plusieurs siècles, est très petit. Ainsi, pour Cérès, eaugmente 1 4) 51
de 78,165 en un an; au bout d’un siècle et de cinq siècles, le facteur 70 »
268 — y atteint les valeurs respectives — 0,026 et — 0,128. M. Wolf a,
dans son expression finale, des coefficients voisins de ceux de la formule (26), et non pas des coefficients réduits comme les nôtres.
La différence, très sensible comme on voit, tient sans doute à la façon de calculer les constantes arbitraires x, et T. L'auteur emploie, pour cette déter-
mination, les équations
(P )o = €o COS (Po — Do)» (4) — — € Sin (Po — Do)» FA
e, désignant la valeur de # à un moment donné. Il en résulte, d’après la formule (EP), #0 COS[(1 — 6) 0 — T1] + Za;cos[(1-— o;)r9— T5] — €0 COS (fo — So)
— x(1—6ç)sin[(r —ç)v0—T]— Z(1—0o;)a;sin[(r— 05)#0— Ti] — 60 Sin (9 — So):
Ces deux équations donnent, quand on néglige dans la seconde les petits facteurs 1 — ç el 1 — 5;,
x COST — e, cos(mo— 60) —Za;cos[(o;—s)#,+T],
x SinT — €, cos(m, — 6P9) — Za; sin[(o; —s) #0 +],
et ces valeurs peuvent être considérées comme pratiquement identiques à celles que nous ont fournies les formules (21).
Nous remarquerons au surplus que la formule finale de M. Wolf, pages 49 et 5o (loc. cit.), donne pour (b) une expression composée de vingt-neuf termes dont les quatre premiers ont les expressions suivantes (après des simplifications insignifiantes ) :
(p)— (2,612 50) cos[(1 —ç) v—T] . (2,471 73) cos[(1— os) e —["] + (2,225 98)cos[(1 — a)» —T'] + (3,328 88) cos[(r — oc)? —T,]
Les termes suivants, qui n’ont pas été écrits, ne sont pas égaux à la — partie de ceux-là. On aura, pendant un temps assez long, une valeur très approchée de (2) en négligeant 6, 5, o, et o,. On trouve ainsi
(= (2,612 50) cos(o —177035/) + (2,471 73) cos(p — 25054!) F5 (2,225 98) cos (v — 306246!) + (3,32888) cos(r — 97°52').
Mais le premier terme est fautif parce que M. Wolf, dans le calcul des constantes x, et L (page 19), a confondu la longitude #, avec l'anomalie vraie
(#, — ©,). En rectifiant cette erreur, on trouve l.x, — 1,0947 LL = 99 20a peu près, et le premier terme de p devient
(1,0347 ) cos(v — 157024).
L'expression de (2) peut alors se mettre sous une forme voisine de (p)=e cos(r — m5) — (2,882 62) cos (P — 149° 22’).
On peut remarquer l’analogie de ce qui précède avec ce que nous avons rencontré (p. 56 de ce Volume) pour les satellites de Jupiter; des coefficients considérables, quand on emploie des expressions rigoureuses avec des termes à longues périodes, se réduisent à de très petites fractions quand on embrasse un intervalle de temps limité, en développant suivant les puissances de £.
Remarquons encore que l’on à
De sie
FF he pa (oi op ne 2 2{
(ane
Le rapport du second terme au premier, qui est ur valeur absolue,
reste encore inférieur à + au bout de mille ans.
178. Calcul des termes à courtes périodes de #. — L’équation (A) du Chapitre précédent sera réduite ici à
(27) PR pa$- Pre d>
dv dv
s—— fQ4r.
dé dUphare, A ee a nsin[(i—çs)r —w].
On pourra prendre
P est développé en une série de cos, Q en une série de sin; done le second membrè de l'équation (27) se développera en une série de cos, et en appelant, comme précédemment, B le coefficient de n cos[(1 — 6)9 — |, on aura une équation de la forme
d'p DS
Ge Ds +GU—B)p=2H,,(2, n'hssnn* Coss, | S —=(v+p'+ ns + nie }OEA, (29) A=nw+n'o+71'B,
v+vw+tn+n—=0o, s=|n|+26, s'=|.n | + 26".
La signification des diverses quantités est la même qu'à la page 394, sauf que v et v remplacent « et a’, nr et n' remplaçant aussi 6 et G.
4o4 CHAPITRE XXIV.
En faisant (50) P=(P) TR, et défalquant du signe E, dans le second membre de l'équation (28), le terme pour lequel $ = (1 — ué')e — ©’, on trouvera
(at) ie BR == 2H; (2, #'); nn" cosS.
L'expression de R sera de la forme RE ZR,y(n nn n "cos,
En substituant dans l’équation (31), on trouvera, pour déterminer les coefficients R,,(2, n').,, la relation
A, (2, no.
see À,v(z, n')
où Avr, 7) 1—6—(v+vup+ns+ n'uc).
On pourra prendre le plus souvent (34) bwCn,r')=1—(5 + pu),
Donnons d’abord à x et x’ les valeurs zéro; s et s’ seront égaux à o, + », +4,..., et, si nous négligeons le carré des excentricités, nous pourrons prendre s—0,s =—0; par suite
S = (v + pv!) 0 + v'B.
La relation v + v' + 7 + n'— o donnera d'ailleurs
= y, d’où S=v(1—u)e — VB.
Il en résultera
| R — Ro,o(o, 0)o,0 ne R;,-: (o, 0)o,0 cos[(r er b.) or B] (35) + R2,-2(0, 0)o,0 COS[(2— 2u)v — 2B] | + R,-3(0, 0)0,0 COS[(3 — 3u)v — 3B]
Donnons maintenant le détail des termes du premier ordre par rapport aux excentricités ; s et s’ devront être au plus égaux à 1 ; donc
Sen DR PAR LS
en outre, l’un des nombres entiers » et n’ devra être nul, et l’autre = +1. De là les combinaisons suivantes :
I. R,y( o, 1han'cos[(v+pv'+us')0 ++ v'B], v+v—— 1, IL. RovGiis ohomeoslt Punec) pm ob + v—=— 1, IL. Roi) cos ue) Cube V+HV—=+ I, IV. Rouet, cohencosfé Prec) ee vBlL DU ER On peut convenir de prendre toujours v > 0; laconditiony+v = 1 donne alors VO Up: VER v'—— 2; din v'= — 3;
We 0, Vas DT, We 0; V0, v'——1);
On trouve ainsi, en réduisant en un seul les termes dont les arguments sont égaux et de signes contraires, et omettant les arguments employés dans la formation de (o),
UR=. R ,(10o)onecoslh-2prce)rte 281 LR (ohne use +e—Ss8B]
+R (—r,ohoncosf(i—n—<)r—0— B| Ris (—1,0)ion cos[(u —s)e —0ù +<B]
(36) + Rio, 1h cos[(i—2u+m')r+s —2B]
Re (0, 1)aincosl( 3 +) +e 48]
+ Ro,-1(0, — 10,10 COS[(2—p —ps'}9 —w — B] + Ron (0, —1)onn cos[(u—us') v—w'+B]
MAR A Era enetene ere Meme ner pese ere ie) ve ee lens gene er eee STE ee nee ete
La valeur de R sera la somme des expressions (35) et (36).
M. Masal a construit (Annales de l'observatoire de Stockholm, t. V) des Tables donnant les valeurs de R,_,(0,0),, pour les valeurs 0, 1, ..., 5 de v avec l’ar-
«a . .s Q 5 gument logo = log = qui, pour les 250 premières petites planètes, reste com-
pris entre 1,600 et 1,850; d’autres Tables donnent les autres fonctions R;; qui figurent dans la formule (36). Quelques-unes de ces Tables ont dû être calculées avec plus de précision que les autres; par exemple, R,,_,(0, 0), accom-
pagne l'argument (2 — 2u.)e — 2B; pour les planètes, très nombreuses, dont
le moyen mouvement diffère peu du double de celui de Jupiter, pr est voisin de 55 l'argument en question diffère peu de » — 2B, et son coefficient se trouve fortement agrandi par l'intégration; il en est de même de R,,_;, car l’argument (2—3u+uc)e + — 3B diffère peu de » + æ — 3B, quand y est voisin de _ ce qui correspond aux planètes, nombreuses aussi, dont le moyen
mouvement est à peu près le triple de celui de Jupiter. Enfin, M. Masal a calculé des Tables donnant les quantités fondamentales 6 et y des formules (5) et (6), qu’il représente respectivement par
Ciot— T, 0)1,0 == R;,0(— 1, O)1,0
C:,0(0; me 1)0,1 — R:,0(0, Lo
179. Calcul approché du temps réduit. — On a, formule (29) du Chapitre précédent, nt=n6+W,
et la formule (31) du même Chapitre
Ps —S—2R+(6R—2S)ncos(o— co —m) +...
donnera une expression de la forme
On en conclut par l'intégration
| W=2W,; (nn); mn" sim, J vVHpV+ns+ ns
On aura ainsi
W = W,,(0, 0)0,0 + Wi,-1(0;, 0)o,0 Sin[(1—p)v—B] + W,,_2(0, 0),0Sin[(2—2u)v—2B] + W;,_3(0, 0)o,0Sin[(3—3u)r —3B]
+ W,,(1,0)h,on Sin[(1—2u+çc)r + ù — 2B], [le reste comme dans la formule (36)].
Les fonctions W,,(0,0)5,, qui figurent dans cette formule, ont été égalelement réduites en Tables par M. Masal.
SUITE DE LA MÉTHODE DE GYLDÉN. Âo7
Nous ne nous occuperons pas des approximations ultérieures qui demanderaient des développements assez longs; nous nous contenterons de renvoyer le lecteur au Mémoire de M. Masal, Enuvickelung der Reihen der Gyldèn’schen Stürungstheorte bis zu Gliedern zweiter Ordnung (München, 1892), et aussi au Mémoire de M. Olsson, Ueber die absolute Bahn des Planeten (3) Egeria (Stockholm, 1893).
Nous remarquerons cependant que, dans ce dernier travail, l'expression de
d’(0o car
se compose de plus de cent termes de la forme A cos(v + er + À
où « est très petit; il est vrai qu’on a tenu compte aussi des inclinaisons. Vu la petitesse des coefficients €, il semblerait plus commode de réduire tous les termes en question à deux termes tels que
À cos(v + A!) +e,;vsin(s + A)
cela suffirait pour un intervalle de plusieurs siècles.
Nous remarquerons encore que l’on pourrait calculer aisément, dans les méthodes anciennes, des Tables analogues à celles de M. Masal, en se bornant aux premières puissances des excentricités.
180. Analyse du Mémoire de M. Brendel, Om Användningen af den absoluta Stéringsteorien.… (Annales de l'observatoire de Stockholm, t. IV). — Ce Mémoire contient un exposé assez simple de l'application des méthodes de M. Gyldèn au cas de la planète @) Hestia, dont le moyen mouvement est voisin du triple de celui de Jupiter.
Rappelons d’abord que, dans la méthode adoptée, les équations à intégrer présentent l’un des deux types suivants :
dp LUS Ft L. ni Mol B; cos (;v + Gi), dx IL. RAR. MARS à 0 2 A;sin(A;e + H;),
où les quantités A; et B; sont de l’ordre de». Il y a lieu de considérer d’une manivre spéciale les termes pour lesquels
A; —=1—k, dans ÎI, FIVE 2 k, dans II,
Æ étant très petit. Suivant la nature de #, on distingue deux sortes de termes : k est de l’ordre de m'; les termes en question sont dits zermes élémentaires; k est petit par suite d’une commensurabilité approchée des moyens mouvements, sans contenir cependant 7x’ en facteur; ce sont les termes caractéristiques de M. Gyldén. Clairaut avait considéré les termes élémentaires dans sa théorie de la Lune; ce sont en somme les termes séculaires, les termes caractéristiques étant les termes à longues périodes. Les arguments correspondant aux divers termes seront de l’une des formes
A) (724 — À, | BTE
termes élémentaires,
de
termes caractéristiques.
(D) (it —d,)e — D,
Nous avons vu (p. 394) que, quand on néglige les inclinaisons, les arguments du développement de la fonction perturbatrice sont des combinaisons linéaires des trois suivants
(39) m—(1—p)s —B —U, V=(i—s)r — 5, V'=(1— us) —w';
on a posé d’ailleurs B—A—uA, U—pW—W';
A et À’ désignent les longitudes moyennes de l’époque, pour la petite planète et pour Jupiter; W est défini par l'équation (31) de la page 589 et W' Île serait par une équation analogue. L'auteur se borne, pour simplifier, à la formule
(o) DU.
Pour les planètes du groupe considéré, les termes d'arguments 3æ — V et 3 —V' contiennent (3 — 3u — 1}; ils sont caractéristiques de la forme (D), parce que 34. diffère peu de 1 et qu’il en est de même de 2 — 3y. La méthode d'intégration consiste à développer les formules suivant les puissances de n et r, en prenant d’abord les termes du premier degré, puis ceux du second, etc. Nous nous bornerons ici à la première puissance de m’. On voit aisément, d’après la forme de l’équation différentielle dont dépend p, que R doit avoir la forme
1) R = B,n cos(3æ — V) + B,n' cos(3æ — V), en considérant seulement les termes caractéristiques du premier ordre; on voit
qu'avec (2), qui contient les termes élémentaires, on aura pris ainsi les parties les plus importantes de o. On aura d’ailleurs à considérer dans les développe-
ments des composantes de la force perturbatrice les parties
(a) (| P—2B,,(n, — n)cosn«w + Bin cos V + B,n! cos V' | + B;ncos(3æ — V) + B,n'cos(3 « — V'),
Q—ZA, (2, —n)sinnæ + A,nsin V + A,n'sin V'
( + Asnsin(34 — V)+A,n'sin(3æ — V'),.
On voit qu’on a mis en évidence les termes élémentaires et les termes critiques les plus simples; les termes de degré zéro, en cosaw ou sinnæ, n’appartiennent à aucune de ces catégories ; 1ls peuvent cependant donner naissance à des termes caractéristiques, à cause de la présence de U dans l'argument æ. Les équations à intégrer tout d’abord sont
d?p OS \.d(p) :9S\ 0R AY pere it RERYÈS EU pres al LE (44) mc de 1 ps la J a 25 OS A5 ee (4) d Q;
l'indice o, qui accompagne jp dans la première de ces équations, veut dire que
OS
. 2nS,(2, —n)sinrw + a,(1— ç}nsin V + a (1 —pç/)n'sin V' Ç
dw \
Ow ; AL AVE ee + aan (3 UE in 2e :) sin(34 —V)+a,n! (3 + I + ic ) sin(3w — V'); o O
les formules (39) et (40) donnent ensuite
dw OU adW de de dy ?
d’où | ï ox ne ne 5 2u dW (47) de "on HR
Si l’on ne prend que les termes les plus sensibles, on peut se borner à
2 ——92R——2$B;ncos(3æ--V) —26,n'cos(3æ —V'),
Le devient
et l'expression de — =
= Ên(i—pu)So,0(72, — n)sinnw +pnSoo(n, — n)[2Bincos(3æ —V) + 2B:n'cos(3w —V')]sinræ + an sin V+ an'sinV'+ an(1—0)sin(3æ—V)+a;n'(1—0)sin(3w —V') + 3u[asn sin(3æ —V) + a,n'sin(3w —V"] X [2B;n cos(3#æ —V) + 26,n' cos(3æ —V')];
la dernière ligne peut être négligée comme étant du second ordre; en même temps, dans la seconde, on donnera à » seulement la valeur 3, pour obtenir des termes en sin Vet sin V'; on trouvera ainsi
-—2nit-H)Ssr, 0) sin 24 + [as + 3 Bi So,0(3, — 3)]n sin V+ [a + 3pfB:S0,0(3, — 3)]n' sin V' + (1—0)a;nsin(3æ —V) +(1—d)a,n'sin(3æ—V').
En comparant à l'expression équivalente (45) de Q, on trouve
Ao0(7, — n) H(1— pH) ai = À — 3: S00(3, — 3), An = À — 3h62 So,0( 3, — 3); À; À,
| d3 — 2 dy — Nes \ 10 1 —0
/ So,o (7; — h) =
Tous ces coefficients sont de l’ordre de #’, et ne contiennent pas de petits diviseurs, ce qui pouvait être prévu, car dans S il n’y a pas de termes élémentaires ou caractéristiques de degré impair. On doit néanmoins conserver les termes précédents parce qu’ils donnent naissance à des termes caractéristiques dans p.
Les équations |
nt=nç+ MW, en.
montrent que, si » est le vrai moyen mouvement, le terme non périodique de adW
dv
loit être nul, d’où la condition (49) Soo (0, 0) = 2 Ro, (0, 0),
qui déterminera S,,, (0, 6) quand R;,,(0, o) sera connu.
181. Intégration de l'équation (44). — Nous devrons prendre dans cette équation 198" | Ge) — ZA,o(7n, — n)sinrw, do) in à PET nsinV, 0R d ON a dw oV' a — — - AU END. BA Dep ee NN D El Dee eue | e de) à Bin (3 7 SE }sin(Bs V) —-GBon (3 + sin (21 som < dW A d'où OR
— =—(1—0)fin sin(3æ —V) —(1—0d)B,n'sin(3æ —V').
Il vient ensuite
TE + p — 2ÈSo,0(7, — n)CcoSn2w + (aa — B;)ncos V + (24; — B:)n cos V’
+ (24, —B,)ncos(3æ —V)+(2a, — B,;) n! cos(3æ — V')
— 2B;,0(72, — n)cosnw
Le | I = Een SAin -n)cos(nmV) — : nZA,o (7, — n)cos(ræ +V)
+ SA, —n)sinnæw[(1—0)Binsin(3w NV) ro) Ban sine Ml
| On peut, dans les deux dernières lignes, faire n — 3,etil en résulte, en négli- | geant certains termes qui ne concourent pas au but visé, |
| _— + p = 2Z[280,0 (7, — 2) — B,,, (72, — n)] cos rw
(00) + Cincos V+ CG n'cos V’ | + Cin cos (3æ —V) + Cn'cos(3æ —V"), | Cid; B, L = (Gi Ô) Bi À 0,0 (3 — 3),
; Per
(ouh) :
| Gad — B; +: Ao,0 (3, = 0} C, = 24, — B..
Nous posons maintenant
(52) R=—2R, (0,0)cosm#" Bin cos (3æ —V) + Bin cos (3 ="),
où 6, et 5, sont les quantités déjà considérées plus haut. On en conclut, en pre- OV!
SE) | 0P
£ f dæw\? d'æ = AnUR L,\0, 0) cosn® | ] —2nkR;-,(0,0) sin dy) ; dv?
rer \ 2 . d?w k à — (3 . . Bin cos(3æ— V) — 38, = 1 Sin(om V) dv p2 \
ds ds ee Up pe AT (3 = eo Ban’cos(3w —V') — 38, a Toner v)
On a ensuite, page 409,
dsw dW de a Ab
et, en ayant égard aux équations (38) et 47), on peut faire D) / AN ; ; : à D = 2W,,-2(0,0)cosnw—26n COS (Om V) = 26 n cos eV) On en conclut div SW T\ RAT 9 T1 mou 2W,,_n(0,0)cosnæ + 2pBn cos(3æ —V) + 2H52n COS(3æ —V'),. [4 ) On a posé
SR 1 +0; on trouve aisément
21 0)6nsintiæ V,
ie p.)? — 2 LL (4 SE L) ZW, (o, 0) COS 2W
+4p(i—n)Bin Cos(3æ —V) + Au —LÉn costs eV),
0) —6(1—d)pEW, _,(0,0)cosnw
H1I2U(1— 0d)6, n cos(3æ —V) T2 Br 0), 1cos tie =V).
I faut substituer dans l'équation (23), et garder seulement les termes de la forme et de l’ordre voulus: on trouve
AMAR (60) )2nR,._,(0,0)cosnw
—9R;,-:(0,0) cos3æmx4u(1— B)LBincos(3—V) +B;n'cos(3æ —V')] = Me p) 2h, (0, 0) cosrw
—18u(1—pu)R;,_;(0,0)(Bin cos V+ Ben’ cos V'):
-2n Rh, (00) =3R (0, 0) Sin3æ Xau(1—p)[B,nsin (35 — V)+ Ban'sin(3æ—V"] ET 3p4(1 Sue d)R3,_3 (0, 0) (Bin COS V— Ban’ cos V'):
SUITE DE LA MÉTHODE DE GYLDÉN. EI de)
— (3 =. — 1) Bin cos(3% —V)——G;ncos(3æ —V) X [(1—0)?— 6p(1— 0) W:,_3 (0, 0) cos 3w] —— (1— 0) B,ncos(3æ —V) + 3u(1 —0) W,,_,(0,0)B;ncosV;
— 36: La n sin (3w —V) —— 36,nsin(3w—V) x 3u(1—p) W;,-3 (0, 0) sin3w = — ? pi p) Ws,_: (0,0) Bin cos V.
Il vient ainsi
dR
a = ——(1—-p) ÈEnR,,_,(0,0)cosn« + [3u(r—0)—18p(1—pm)1B,R;;-;(0,0)n cos V + [3u(i1—0)—18u(1—1m)]B,R;-3(0,0)n'cos V' — (1— 0)? Bin cos(3 —V) + ATOS — À 2 mi — p)] B,W:,_3:(0,0)n cos V — (1— 0) Ben'cos(3w—V')+ | 3u(r — d) — u(1 — | B2W3,-3(0,0)n! cos V'; on a 3u(1 — À) — . p(i—p) = — . U,
ce qui est très petit, et l’on peut supprimer les deux dernières lignes de l’expression précédente. On trouve ensuite, en ayant égard à la eme an
a R—Z2[i1—n°(1—u)]R,,-,(0,0) cosnw no + (29 — 0) Bin cos(3w —V) + (20 — 8) Ban cos(3æ —V') | — (14+0)(3—0)B1R;,-:(0,0)n cos V
— (1+0)(3 — d)B:R3,-3(0,0)n! cos V’.
Dans les deux dernières lignes, on pourra faire à — 0. La comparaison des équations (5o)et (54) donne
(59) [r Fr LAC Et Re (0,0) DE 2 80,0 (23 — n) Fra Boo (72, — n), (56) (20 — 0 94 —iC;, (30.0) Ci:
C; et C, sont, comme on le démontre, des fonctions linéaires de 8, et de 6, ; de sorte que les équations (56) sont du premier degré en 6, et 6,, et déterminent ces quantités. On trouve ainsi
2(1+ 8) A4,0(2;—3) — Bi,o(2; —3) + = Ao,0(3 — 3)
ms Ur La 20 — à? Be (6:06)
MALT ME RCA er LES
L'équation (55) donne ensuite, pour 7 — 0, Ro,0 (0,0) — 285,0(030) — B5,6(0; 0) ; en combinant cette relation avec la formule (49), il vient
KR, (0,0) == ï B,,0 (0,0) ; So,0(0,0) —
Enfin, la soustraction des équations (50) et (54) donne, pour déterminer (»), une équation de la forme
d(p) dv?
+. (1 — di) (p) = ban'cos V'; mais nous ne nous arrêterons pas à l'intégration de cette équation, qui a été considérée en détail au commencement de ce Chapitre.
On obtient ainsi les résultats qui concernent la première puissance des excentricités ; M. Brendel détermine ensuite les termes du second degré; mais les calculs sont plus compliqués et ne sauraient trouver place 1c1.
182. Nous ferons cependant une remarque importante: dans les diverses approximations, S est déterminé par des équations de la forme
— ZA, sin(À,r + H,),
où À, contient »’ en facteur; si À, est aussi de l’ordre de #', on voit qu'il en résultera dans S un terme d’ordre zéro.
En calculant W par l'équation
on trouverait un terme contenant =’ en dénominateur. Ces termes ont êté nommés par M. Gyldén Ayperélémentaires ; ils seraient très génants, mais heureusement ils se détruisent. Une circonstance identique s’est présentée à Laplace dans la théorie de la Lune. Pour ce qui concerne les termes hyperélémentaires, nous renverrons le lecteur aux travaux de M. Gyldén et aux Mémoires suivants de M. Backlund :
Ueber das Auftreten von hy perelementüren Gliedern in der Siürungstheorie (Bulletin de l’Académie de Saint-Pétersbourg, t. VI, deux Notes). Ueber die kleinen Divisoren bei den elementären Gliedern in der Theorie der Planetenbewegungen (Astron. Nachr., n° 2920 ).
Parmi les termes dont se compose l’expression de # en fonction de ?, notons les suivants, trouvés par M. Brendel,
(56) nt—...-+ 239,67 sin — 220,59 sin db, + 20°, 38 sin db:,
où les coefficients &, &, et A, sont de la forme «ep + x’, &« étant extrêmement petit. On ne peut s'empêcher d’être frappé de la grandeur des coefficients ; cette grandeur tient à ce que l’on a intégré une expression telle que
acos(gt+b)+a,cos(git+ bi) + a:cos(goé + be),
provenant de la théorie des inégalités séculaires; l'intégration introduit les très petits diviseurs g, g, et g,. [l nous semble que des expressions de cette nature ne devraient pas être intégrées sous cette forme dans l’état actuel de nos connaissances. La période du terme en sin & n’est pas inférieure à 27000 ans, et les autres sont encore plus grandes. Dans ces conditions, nous pensons qu'il serait préférable de développer en séries sin &, sine, et sin, suivant Îles puissances de # ou de #, et de ne conserver que le terme en £ et peut-être celui en £? [je trouve qu’au bout d’un siècle, le terme en #?, dans la première partie de l'expression (56), est inférieur à o”,2]; tous ces termes à coefficients énormes n’auront pour effet que de modifier la longitude moyenne de l’époque et Île moyen mouvement.
M. Charlier avait cru ( Véerteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, t. XXV, p. 196) que l'expression de rt devait contenir un quatrième terme ayant un coefficient de 45°,61. M. Gyldén a montré (même Volume, p. 315) que le coefficient du nouveau terme est seulement de 13°,8, quand on fait un calcul correct. Quoi qu’il en soit, il nous semble que les termes dont il s’agit doivent être évités; c’est ainsi qu'on n’a pas cherché à exprimer l’accélération séculaire de la Lune avec une série de termes à très longues périodes, ce qui serait facile cependant, car la variation de l’excentricité de l'orbite de la Terre, cause de l'accélération, s'exprime, comme on sait, à l’aide de termes de cette nature. Il resterait enfin à considérer la question de convergence des séries de la forme (56); on sait, en effet, que M. Poincaré a démontré que la convergence absolue n’existe pas.
La méthode de M. Gyldén paraît devoir être importante dans les cas de commensurabilité très approchée; le savant auteur introduit alors les fonctions elliptiques qui sont utiles, sinon nécessaires ; cette manière de voir sera confirmée par ce que nous dirons dans le Chapitre XXV. Le Mémoire de M. Harzer sur la planète (08) Hécube ('), dont le moyen mouvement diffère peu du double de
(1) Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der drei Kôrper (Mémoires de l’Academie de Saint-Pétersbourg, 7° série, t. XXXIV ; 1886).
: , (n L\à . Por pt celui de Jupiter (a — 2-7); est ce qui a été fait de plus complet sur ce
sujet, et nous regrettons beaucoup de ne pas pouvoir le reproduire, non plus que celui de M. Backlund, Ueber die Bewegung einer gewissen Gruppe der kleinen Planeten (Mémoires de l Académie de Saint-Pétersboure, 7°série, t. XXX VIII, 1892). Dans ce dernier travail, qui se rapporte aussi aux planètes dont le moyen mouvement est à peu près le double de celui de Jupiter, l’auteur a choisi le temps comme variable indépendante, et il a imité la théorie de Laplace pour les satellites de Jupiter.
Remarquons en passant que le cas de : — y voisin de 5 est plus difficile que celui où &.est voisin de _ parce que les planètes sont plus voisines de l'orbite
de Jupiter dans le premier cas que dans le second, et que les inégalités à longue période sont du premier ordre relativement aux excentricités ; elles sont seulement du second ordre quand x est voisin de
M. Gyldén a publié récemment le premier Volume d’un grand Ouvrage intititulé Traité des orbites absolues des huit planètes principales, dont nous ne pouvons rendre compte ici; nous renverrons le lecteur à l'analyse qui en a été faite par M. Andoyer (Bulletin astronomique, t. XI, p. 79).
Nous n'avons abordé directement qu’une portion de l’œuvre considérable de M. Gyldén, et nous n’avons formulé qu’une critique sur la considération des orbites absolues : il nous semble que, dans l’état actuel de la Science, vu le nombre restreint d'années d'observations dont on peut disposer, l’ensemble des termes à très longues périodes, telles que 20000 ans et au-dessus, devrait être remplacé par a + be + c£?, les termes périodiques pouvant remplacer avantageusement les termes séculaires, seulement dans un avenir éloigné.
RECHERCHES SUR LES CAS DE COMMENSURABILITÉ TRÈS APPROCHÉE ENTRE LES MOYENS MOUVEMENTS DES PETITES PLANÈTES ET CELUI DE JUPITER.
183. Distribution des petites planètes d’après la grandeur de leurs distances moyennes au Soleil. — En nous reportant à l'Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1895, qui donne les éléments elliptiques des 390 premières planètes, nous avons pu dresser Le Tableau suivant, qui donne le nombre des planètes dont les moyens mouvements diurnes sont compris entre 400” et 430”, entre 430” et 450”, ..., entre 1170” et 1190 :
TaBLeau I.
Planètes. Planètes.
AOOAD OR Lee I $ 1 REPOrE. 0. 299 ADO OO! en ere npi ts I D10— 0900 -FUN rRE 26 DOOmATO NN, da vies desde 3 890 6000 RE 17 JO OO MOTTE 0 800 10700 4 Penn 15 AO RON A eee 0 990 00024 demie 6 DORE de ua ads (0) 00001069 sers (0) MIO D0OE : sr ms doc 2 DOG, ie end 10 DOC TO da res dun 7 M0 0002 MI 19 700 OP te cree elite I DDOAOTOS eee 18 HO BAO naine ee I Q7 DO: ru a 13 Ciosbio nee 15 JOSLONON re 7 630-000 conmara ein 43 TONO= 1090 morte 6 GO 0n 5 2 hr à 18 1090-1000 ne me: 3 670-000: 2 ne 15 1000-1070 Rae 2 OO THON NE Ie 7 1070100007 AURA 9 DO TIO. 2 diner 20 TOGO ÉTED sys ue à 5 JO DOI Dee side aies 10 LS Ce DO PP I DOI LS Rae 25 FRIOTIOD Min () AO TOD etes one 46 POP 0E. Postes e) TOOL ane ob 17 TOR PTEDO sp erates I
A? réporter... 1232 Totale 390
On peut remarquer que les moyens mouvements ne sont pas les valeurs moyennes qu'il faudrait adopter, mais les valeurs osculatrices à des époques T. — IV. 09
déterminées; toutefois, les différences n’atteignent, dans chaque cas, qu'un petit nombre de secondes.
Ce qui frappe dans le Tableau précédent, c’est l'existence de deux maximums principaux, vers n — 640” et x» — 780”, et de deux minimums principaux, vers n — Goo” et n — 900”. Or, le moyen mouvement diurne de Jupiter étant d’environ 299”, on voit que les lacunes principales, dans l’anneau des astéroides, répondent à des régions pour lesquelles le moyen mouvement serait exactement le double ou le triple de celui de Jupiter. La première lacune est moins prononcée que la seconde, soit parce que l’anneau est réellement moins dense à sa limite supérieure, la plus voisine de Jupiter, soit parce que, dans ces parages, les planètes étant plus éloignées de nous sont plus difficiles à observer. On aper-
: “us ns n À çoit d’autres lacunes moins importantes vers 7 — 7$0"(& _- 2. = 500"(% =; ): U /
cn n—1000"| = — a on 2
C'est M. Kirkwood qui a attiré le premier (en 1866) l’attention sur les lacunes de l'anneau des astéroïdes, en les rapprochant des vides de l’anneau de Saturne, qui répondent à des régions où le moyen mouvement d’un satellite serait le double du premier ou du second satellite. Quelques astronomes ont été ainsi conduits à penser que les petites planètes ne pourraient pas subsister si leurs moyens mouvements étaient exactement commensurables avec celui de Jupiter, le rapport étant exprimé par le quotient de deux nombres entiers simples. Ce ne serait, dans tous les cas, qu’une présomption, car il pourrait se faire que Îles petites planètes n'aient jamais existé dans les régions dont il s’agit, sans qu’il ait été nécessaire de recourir aux perturbations pour les faire sortir de ces régions.
D'autre part, Gauss faisait remarquer à Bessel, en 1812, que le rapport des moyens mouvements de Jupiter et de Pallas diffère peu de la fraction ;,, et il ajoutait « que l’attraction de Jupiter doit maintenir exactement ce rapport, comme cela arrive pour l'égalité des durées de rotation et de circulation de la Lune ».
Citons encore l'opinion de M. Newcomb (4stron. Nachr., n° 2617) : « On s'imagine volontiers que, dans ce cas (celui des moyens mouvements exactement commensurables), les perturbations ne manqueraient pas de croître au delà de toute limite, de manière à compromettre la stabilité du système. Or, cette conséquence n’est nullement nécessaire; il n’y aurait probablement que des oscillations plus ou moins irrégulières, et l'équilibre se rétablirait incessamment. »
184. Ces opinions diverses montrent que la question n’est pas tranchée entièrement; avant d'aller plus loin, il convient de donner avec plus de détails le Tableau ci-dessus, dans le voisinage des deux lacunes principales :
Taszeau IE.
Lacune correspondant à n=2n",
Planètes. n. e. a (co) SA AR er RE A EN 551,6 0,110 6,3 SES MORE RP ER EN ADI ET SP PL RET :11082:9 0,125 7,6 Go TP A NE et — 19976 0,106 33 OR LR A RL LR Es 562,5 0,170 2,0 LOI) NPA E EAN EEE EEE IE AS . 564,5 0,152 22 ARR A Re ae cute one 566,9 0,217 10,7 JE MORE BE care nr ete NO 0 0,264 20,7 RO NOR NE da 0aRRsR O7E,0 0,071 4:55 > A EE ER A ete 605,4 0,377 2,0 GRH R RARE CES BU REDON RE LEE 483 AOL OS D 0,106 12,0 DDR de dt PU le 614,7 0,041 1,6 D Ne ee dre 614,9 0,202 de DO nt Pie em ie eee nr AE à 615,0 0,149 8,6 OBS ln de ets ou 616,6 0,101 4,4 SO ir AE Mi Tor or lee 617,4 0,042 0,8 D Re a not 620,5 0,079 21,0 DO dre DS LE NAT Ce re 621,5 0,012 720) D HO) PS AE PE EN CREER EE CS EE 622,5 O,071 10,9 MR ne ar ee 623,3 0,073 1 An die ae et ce 624 ,2 0,102 9,9 ie MR E RMENEr Ae A os 624 ,5 0,168 22,6 DO ea ea 5x 020,4 0,169 100 SO OR NUS ER 6.1 0,131 253 RO ee te “5 0206 0,179 4,6
TapLceau III.
Lacune correspondant à n —=3n".
Planètes. n. a .
GR NDS NN Aie 868,8 0,064 14,4 Ode a a te mon ….::809 ,0 0,074 6,1 D PT Me Ut AN TA on vécut 869,4 0,219 7,8 DID RAS AUS a Dee cui 870,2 0,175 6,1 CC AR A Ne EN ne 870,8 O,I81I 16,2 SORT RNA RUE AIME 876,6 0,108 4,3 DOS Cure CT EE ee 881,9 0,031 14,9 AO SNS A ARR tes 833,6 0,164 > ,3 TDR da eee IE Le Na 888,8 0,342 24 ,0 (835) De D eo ED re CEE : 910,1 0,175 5,1 F0 RO M RE ae ne OIL, 1 0,026 16,1 ER Se A ee 912,06 0,129 230 DR A D DS NT TENUE ee 913,2 0,066 3,8 ne Re Nr EU RER C OU 919,0 0,014 1,9 DOS Re Re anne ects de 919,9 0,227 9,3 PAR pan np LR PE ns nt Da 923,6 0,099 4,6 OO er On on CA ire 925,0 0,036 2 es dt MORTE AMAR ee 024,7 0,162 3,2 LC: MEL REASS MORE ILE ETS PE: AC 0,194 4,6 DO rate ut LMOSO 0,159 1,0 [. RE AT EN af ARE ee 930,9 0,226 8 ,6 LA LS CSS A De ARR AS OR RARE 931,0 0,106 2,9 PE ner Ne ee 931,9 0,161 Eds
On remarquera que le nombre des planètes pour lesquelles r est compris entre 27 — cet 2» est de beaucoup inférieur à celui des planètes pour lesquelles » est compris entre 2n' et 2n°+ 06. Ainsi, pour o = 48”,4, le premier nombre — 8, et le second = 57 (toutes ces dernières n’ont pas été inscrites au Tableau). Il est vrai que les premières planètes sont plus éloignées, donc plus difficiles à observer que les secondes.
La même chose a lieu, mais d’une manière moins prononcée, pour le groupe voisin de z = 37.
La planète (46) Hestia a fait l’objet des études de M. Brendel; Gos) Hécube a été considérée en détail par M. Harzer.
Les Tableaux précédents seront utiles à considérer pour les jeunes astronomes qui désirent faire la théorie d’une planète. L’une des plus difficiles serait sans fo peut-être découverte depuis trop peu de temps pour que son moyen mouvement soit connu avec précision.
Nous avons mis dans les Tableaux l’excentricité e et l’inclinaison :, parce que les trois facteurs importants, pour la difficulté de la théorie, sont les valeurs
z , nie y A ñn Q Q doute G%), car l’excentricité est très forte, et 7T—=2+ 7; Mais cette planète est
. n n È plus ou moins grandes de — — 2, — — 3, eetc.
Ô n! mn:
Il semble que la méthode usuelle, celle de Le Verrier, ou plutôt celle de Hansen, pourra être appliquée à toutes les planètes qui ne sont pas comprises dans les Tableaux IT et IIT, et même à un assez grand nombre de ces dernières.
Pour les autres, en assez petit nombre jusqu'ici, on pourra imiter l’application de la méthode de Gyldén au cas de (Go) Hécube, par M. Harzer, en la simplifiant peut-être, ou la méthode de M. Bohlin dont nous aurons occasion de dire quelques mots plus loin.
Nous allons examiner analytiquement ce qui arriverait à une petite planète dont le moyen mouvement serait à peu près le double ou le triple de celui de Jupiter.
185. Première méthode. — Considérons, dans la fonction perturbatrice provenant de Jupiter, le terme d’argument
0 L + — Du On à, en ne prenant que la partie principale du coefficient,
On peut écrire
d’où d'0 . an de dx dt dl di? de On a ensuite dan 3 OR dt do et il en résulte
d 0 3 x2m' (4 à de do
Re — DO ESInd he ee
dt? > d'a “+ dar: + de: ‘ dt’?
de d’'w ° f. i 1, l , li d’ : : an US contiennent le facteur m°; on peut les négliger abord, sauf à en tenir compte ultérieurement.
d? 0 I I tm 4° sin0 (1) de 2! ’ 3n'? dot2) a h2 = — e (466 ee) a — —:
ne da ) a ); c’est l'équation diffé-
Laplace suppose X constant et discute l'équation (1) en multipliant par 2 db,
rentielle du mouvement du pendule simple; on en tire, intégrant et désignant par e une constante arbitraire, do
— m'h(cos0 + c),
(3) di?
— do 4) NM dE + C V Vcosô + c 0 varie toujours dans le même sens et croit au delà de toute c’est le cas général de la Méca-
S1lomac +, limite; le mouvement du pendule est révolutif : nique céleste.
Sil'onac? 7, Ô reste toujours compris entre deux limites déterminées, sans pouvoir atteindre la valeur x si c > 0, ou la valeur o si co; le mouve- E est oscillatoire. En Mécanique céleste, c’est le cas de la Abration.
men Considérons d’abord le premier cas : nous pourrons écrire
(] hUm QG +e)(t- Dh do = /: — k? sin? — 0 2
ls
(6) il en résulte = 9 am |: hVm'(1 + c)(£— 0],
TC re .
Ê = Te hYm'(Qi+c)(t— 1) + des termes périodiques ;
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2 do o Vi — sine
Détermination de la constante €. — Ona
on à d’ailleurs
DU Do de | ne
; Aube ds . . Paie sam ; en laissant de côté Te et _. dont il serait d’ailleurs aisé de tenir compte, on peut
prendre dô
en 1e on,
pour l’époque d’osculation des éléments. Soit 0, la valeur correspondante de 0: À l'équation (3) donnera
(7) Cu—2n)} = m'h(c + cos0,)
En portant la valeur de c qui en résulte dans l’expression (6) de Æ?, il vient
Û (8) en / Ne ( wL UE ot?
QE ô, 4 Se D 6m'e (4 paie A.
oœ . he Peu 5 n° : ° 0, Dr A : — COs* —.
| ! 9 ab® 2 6m'e (ape 2 Ge \ da )
Il y aura libration dans le cas de #2 > 1, Ce qui donne la condition
(n r'l6me * db) 0 (9) (a ma à) <e a? (soc DEC _. COS” - °
I . , ke On peut calculer la valeur du second membre par & — — qui répond à :
2 à n, —=2n". On trouve ainsi
ee - 0 (10) [ri —on| <56" Ve cos =
En posant
[= 56” /e cos .
on peut construire une petite Table à double entrée donnant la valeur de I, avec les arguments e et0,; la voici :
360° 330° 300° 210 240° 210° 180° ou es ni a Ut tan dm | 480 [/ LA LA 1 LA [4 1!
GO OL. .5 EL AO 9 12,1 10,8 8,8 6,3 3,2 ,0 DO MIO:.. 17,9 17,1 19,9 12,9 8,8 4,6 ,0 6019... 0 21,0 18,8 15,3 10,5 66 ,0 — 020244 2000 24,2 DA WA 129 6,5 ,0 CON 2 2000 27,0 24,2 19,8 14,0 FANe :
En se reportant au Tableau 11, p. 419, on voit immédiatement que les 8 planètes pour lesquelles n,< 22° remplissent la condition du mouvement révolutif sans qu’il soit besoin de calculer 0,. Il en est de même des planètes (2), En, @, Gs), (8), @2), (9). Gi), Gis) et G05). Il faut calculer 0, pour les planètes GD, GD, @3), (1) et Go. Je laisse de côté les trois premières, dont les découvertes sont peut-être encore trop récentes pour que l'on puisse bien compter sur leurs éléments, et je trouve que la libration n’a pas lieu pour G; et G08) ; cependant, il s’en faut d'assez peu pour cette dernière, qui reste une des plus difficiles. L'attention des astronomes se trouve appelée tout naturelle-
ment sur les planètes PERS EN > G), @D « @.
1 faut remarquer toutefois que ces trois planètes n’ont été suivies que dans une opposition, et que la première était de 15° grandeur et n’a été observée que sur des clichés photographiques ; ses éléments sont très incertains; cependant il n’est pas impossible que l’on découvre des planètes présentant le phénomène de la libration pour l'argument
USE 10 > O—£ +m —2£".
On peut remarquer que le coefficient de #, dans le développement de 0, est, pour # << 1,
I Omnte] db?) \ ———— — : V (a, — 2n") + ANS MP Le + a )
TANERe Cu AN Te a JA pie:
Lis FN CH
il tend vers zéro pour # — 1, car le dénominateur 1 + es k£? + ous k* +. est alors infini; ainsi se trouve ménagée la transition entre un coefficient fini et un coefficient nul. Je ferai observer encore que, quand il y aura lieu d’appliquer la théorie des fonctions elliptiques à des planètes voisines de la limite de
séparation des deux genres de mouvement, comme Gos), le module sera loin d'être petit; il pourra même être voisin de 1:
187. Je crois devoir reprendre par la méthode ordinaire des approximations successives l'intégration de l’équation (1) que j'écris ainsi
9 _ AE (11) a — p Sin 6, P= Em ne Je développe 0 suivant les puissances entières et positives de p,
(18) O— po + pri+ pra + pie + po, +...
d’où
| sin 0 — sin, + —— - 0 po + D? + 03)
(13) { ue cos — — (p?p2+opip,p,) — | 119 (PsPEE 2 PéPa la) HOT
En substituant les expressions (12) et (13) dans l'équation (11) et égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de p, il vient
dv, : dv, — — sin? nn — MANCOSS eh) : de 1
— — 2 COS Po + = p?sinpo;,
! Ë J L 7 — — V3 COS Po + Pi Va SIN Pp + G pi
On en tire successivement, en désignant par & et os deux constantes arbi-
traires, sin # . __ Ssin2®
Vo : at + dt, Pa RES 2
I I à 4 V3 = ——| -sin3e —5sinm) 8 sa (3 0 de
Lie à 7 Sin 4 Po — 4 sin2e
Il en résulte
/ ; D 0 = 69 + La SIN Po + = Sin 2 P,+ = = (sin3#, — 15 sin) (] (14) “ — sin 4F, —16sin2# ra 71H 256 co ( #Vo o) ae
(19) Po —=X-+ot, P=> mn.
La convergence de cette série (14) n’est pas démontrée; la forme est diftérente de celle que nous avons obtenue plus haut pour 0, à l’aide de l’expression classique de amu; il pourrait se présenter des cas où l’emploi de la formule (14) laisserait à désirer.
188. Examen correspondant à la seconde lacune, pour » voisin de 37.
"OH at réel j ji =$ +om—3$£); on en tire = T7 - mh"? sin 0 — — : m!h"? sin(0 + 18o°), 4 © \ pu -
En opérant comme précédemment, on trouve que la condition pour qu'il y ait libration est
D] . < 9 n nat db) d2bG)\ (HAE ne Se sin : (210 +100 :
do L da?
d’où, en réduisant le second membre en nombres pour la valeur a = -—; qui
J Là \ Vo EépONd 27, 17 :
[ri — 3n!| <52'esin .
On trouve que, sur les 23 planètes du Tableau III, p. 419, 22 donnent LA dm) 5276 <02"esin donc il n’y a pas de libration, sans qu’il soit
besoin de calculer 4, ; il n’y a que la planète 439 pour laquelle le caleul de 6, soit nécessaire. Je trouve 0, — 69°,2, 3n —n,<10",1; or 3n°— n, = 8”,6; done la libration existerait pour la planète 1%) qui se signale ainsi à l’attention des astronomes ; toutefois, on est bien près de la limite, et des calculs plus complets seraient nécessaires pour affirmer l’existence de la libration.
Les considérations précédentes, empruntées en partie à Laplace, ne peuvent être admises qu'avec une certaine réserve, et dans une première approximation. M. Gyldén, en tenant compte des termes que nous avons laissés de côté, arrive à une équation différentielle de la forme
PS à dt — IN RSI (0 À y BE Es Sin(ô+A)+v,
dans laquelle À et v sont de petites quantités variables; 2 n’est plus constant, 1 4 4
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Il s’est occupé de l'intégration de cette équation dans son beau Mémoire Untersuchungen über die Convergenz der Reihen, welche zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewendet werden (Acta mathematica, 1. IX). On peut consulter sur le même sujet le Mémoire de M. Harzer sur la planète Go) Hécube, dont nous avons déjà parlé (p. 415), et le travail de M. Backlund, également mentionné (p. 416).
Nous allons maintenant confirmer les résultats précédents par une autre voie que nous avons indiquée il y a quelques années (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CIV, P- 250, et Bulletin astronomique, t. IV, p. 183).
189. Deuxième méthode pour les cas de commensurabilité très appro- Chée. — Considérons, pour simplifier, le mouvement d’un astéroide P de masse nulle, se mouvant dans le plan de l'orbite d’une planète P’ (Jupiter) supposée décrire autour du Soleil un cercle de rayon 4’. Si nous prenons pour plan fixe le plan de l'orbite de P’, les éléments de P seront au nombre de quatre seulement, &a,e, © et €.
Soit R la fonction perturbatrice provenant de l’action de P’. On aura les formules connues
Cdar.à :0R des Vie 0R di nd d dt — nae 0
dm __Vi—e dé. 2 0h
dt nae de’ dE na da
£ FE at Aie oar Cos(P — L")
NU), ML MER a
set {sont les longitudes des deux planètes. L'argument général du développement de R est une combinaison linéaire de £, £' et &, ou plutôt de £ — wet £'— ®, et l’on peut écrire, en désignant par # et :’ deux entiers quelconques dont l’un peut être pris positif,
ane. J DUR R—-—— 22 Cr cosli(C— 5) —# (LU m)].
Remplaçons a, e, Gete par les nouvelles variables L, G, let g, définies comme il suit
Nous trouverons aisément les formules
xX°m FRE ÿ ÿ Crrcos (ET 2»), 2 a! vit ( £&)
dE, oR dû 0 dl 01 dt 0.
CS A EU a oo Si l’on pose DR 2e Lu el Es ER R —=R - TE xWa(r—e), on obtient sans peine dE. 48 dG JR | | ER re 17 ( 7) . Le nn dg OR dt dl CT Re #Va(r—e) x?m! Eee Pau (18) R— nn ne DD Cr cos(ul+rig).
Les équations différentielles (17) admettent l'intégrale de Jacobi, R = const.
Considérons le terme non périodique de &, et un terme périodique déterminé; nommons &, l’ensemble des deux, de sorte que
o DER NES Dsl 2m!
pa x AC km X°m ‘ .
Re Val D) Re o C;,;s cos(Ü+rig).
3 1 1 ! 0, 2 / , le) a a Va 24 a
Nous allons montrer que l’on peut intégrer rigoureusement les équations (15), en y remplaçant & par &,. Nous choisirons # et ” de manière que l'argument + r' gcorresponde aux inégalités à longue période; c’est en somme la méthode de Delaunay que nous allons appliquer. On sait que le coefficient C;; dépend
a . . Pa du rapport « — = et qu'il contient le facteur e*, À désignant la valeur absolue de i — x. On peut écrire
Ci,» — ed (x, ë) Co, = @(æ, ee); o et Ÿ désignant des quantités de la forme
A+ Aie + Aset+...,
où À,, A,,... sont des fonctions de «.
A 23 CHAPITRE XXY.
On aura donc | Ro—=—B — À cosb, O=il+ig—iRL —v£'+(l—1)s,
m ; ‘ . À — EE ehp(a, € 2) (Re T),
k — — [5 avan ] +- _. ot, e?),
d6_ oR Ain lo
vu a d do OR o.
diet 0G _ Les deux premières équations (21) donnent
7. | PRES LE RE (22) =. =—1A#sind, Pr = i'Asin6, d'où cette intégrale
(23) = = L + const.
L'intégrale R, — const. des équations (21) donne d’ailleurs (24) À cos +B—C,
en désignant par C une constante arbitraire. Si l’on élimine 0 entre la première des relations (22) et la formule (24), il vient
dL
VA?—(C—B
Les équations (23) et (25) déterminent L et G en fonction de £ et de trois constantes arbitraires ; (24) donnera ensuite 0 en fonction des mêmes éléments. L'équation
dl + one 0h OA
ee ar ae à
donnera /, et g sera fourni par la relation D FE lg.
190. Transformation des formules. — Désignons par à,,e,,0,, À, et B,
les valeurs de a, e, 0, À et B pour : —o. Les équations (23) et (24) donneront
(26) Vati—e) = Vale) +5 (a Va), (27) = A,costib;
Nous poserons ensuite
(SC l Der) —— À, (28) a c | dd = 4T), d— Cr E"æ)e
Nous introduisons une petite quantité æ, afin de pouvoir procéder à des développements en séries. En combinant les formules (26) et (28), on trouve
! 1— 6? — À Vi—e — W Ti i À, VI + & (29) | ee +aæyi—e(Vi—e—-2)+..., Vers 2 7 S VAI (Grue À) este æVi—ei ne ie é 2e, Faisons encore, pour abréger, : GB db : | ehd(a,e?) — d, se db, =.
0) { (30) due cos He p(a,e?) — 1%, rs ES ne be,
et désignons respectivement par æ,, db, di, 4, 4 Et V, Ce que deviennent ces quantités quand on y remplace aete respectivement par a, et e,. Nous trouverons, en utilisant les formules (20), (26), (28), (29) et (30),
2 AN UE Hd BR Ë —— =: +aVat—e) —ava(—e) |
© x? m' nn Cp(æ, e?) — pa, ei)]:
x? I = el 22 I Ë B = B, + = | (Live) cafe) + .
xml de Vie? —2 A DE + —— x | «Vo, +Vi—e,; ONE Be PE
24 26; 22m [ PR pe A A = re di + ZT % ob, Vie Liste db, SE . , d L 2€; /
A db,
: ë RU SA [atanz(ain — Vi av L A! ) +...
On aura ensuite, en ayant égard à la formule (27),
C—B—A,cose, + B, —B
et, en tenant compte des expressions précédentes de B et de A,,
Cope e
+ m'db, C0S0, — m'x (a + Vie
ou bien
(82) C— B — 2 [Die + D,2° +... + m'(; COS, + E,x + “ee )|:
en faisant, pour abréger,
Faisons de même
et la formule (31) nous donnera
v# m2 (35) A = or Cdt + di Fi +...) Si l’on porte dans l'équation (25) les valeurs (32) et (35) de C — B et de A?, et que l’on ait égard à la relation
L—=xVa—=: aa Ex on trouvera aisément la formule
in! dx 36 Qt 2e a Va Va+avd
a À VA où l'on a posé,
U=m® (di + ki Fix +...) [DE D; x ia (db, cos, + Ex +...)l:
ce qui peut s’écrire aussi | U —U,Ù,
FA = nv [a cos: +æ(s F, + E,) +... | + D,zx + D,x? +...,
N +æ(-F—E, | +... | Me Re eu
Ve \
ID b|S
| nr. [aa sin?
On a aussi les formules
/ 2 | A+C—B— A cost © — 5 Ur, (39) \ 0 +2 Écran - = — U,; \ 2 24 C—B cos 0 — À )
d’où, en vertu des relations (32) et (35),
D,z+D,x?+...+m'(A, cos, + Ex +...)
(4o) cos 0 — m' (au os F,æx +... ) 191. Discussion de l’équation (36). — On doit avoir constamment (41) U,U, > 0,
| car, & étant nécessairement petit, la quantité (1 + æ)U, qui figure sous le radi- | cal de la formule (36), sera positive si l'inégalité (41) est satisfaite, et réciproquement. L'expression (33) de D, montre que cette quantité est petite
NOR Li ; te pie seulement quand >; diffère peu de =; s’il en est ainsi, D, est voisin de a &È proximation,
Va. Si D, n’est pas très petit, on peut prendre, dans une première ap- ! ê Ü, = 2m", cos? de D;æ:
! CRT) ô, U, =2m/", sin? + — D,z.
La formule (36) donne alors simplement
(t'n'— in;) dt —
/ 2m! : 01 3 dot 04 LT + — COS? — Sin 7 D, M) D, 2
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On en conclut, en intégrant, et déterminant la constante de facon que x — o 9 ) Ë | pour 0,
Li, {
cos[(i'n'—in)t+0,]— cos0, | :
æ s'exprime donc très simplement à l’aide des fonctions circulaires, et oscille
entre deux limites qui sont de l’ordre de 7’; il en est de même de a et de 7. Les choses se passent autrement quand D, est petit. En supposant petit le
D, de U, et de U, deviennent
rapport — et retenant les termes principaux, on voit que les expressions (38)
1 —— 21N' db; cos? + D,zx Din D:72; U, = 2m db, sin? — — D,x — D,x°.
Les trois termes conservés dans U, et U, seront de l’ordre den’; les termes qui n’ont pas été écrits seraient de l’ordre de »' m', de m°?,.... La formule (36) doit être remplacée par
dx
7 ü ot ac V (ar de cos? . +D,zx nn (am! sin? — Dr D, | \
æ est donc une fonction elliptique de 4. Cherchons à obtenir la forme canonique en posant 2 D, (43) RL.
Nous trouverons aisément
in'D, dy
(44) di —
Va
Premier cas
(45) D? > 8D;m', cos? 2
On peut poser
2 pose QUE nr QE
pire ce 0) D,
ec D? — 8SD,m'A, cos? D? 85m, Sin? —
HIT U TES et, en remplaçant D, par sa valeur approchée 2 5 Var la formule (44) de-
viendra (47) 7 al dy On doi ‘ NOR DAT GR) n doit avoir D ÿ? pe.
En faisant (48) Y?== PA sin 9 + p? Cost 0 —p' (: Le a sin? +) la formule (47) devient d 1 n'adl=— PH oise À + p'?—(p?— p?)sin?o
On en conclut, en désignant par c une constante arbitraire,
[ 3 | date, UE APR (EC), mod. #, un (49) ee.
Ps $ — p'Aamu.
Les formules (40) et (43) donnent
cos — M À, (by + m'eby COS 0, — he
Si l’on remplace y? par sa valeur (48), puis p'*? et p? par leurs expressions (46), il vient simplement cos0 — cos20, d’où Che ee 1 à
On trouve ainsi cet ensemble de formules :
SUR sb
k2 — 9 D? + 8D;m'b, sin? _ 50 0 2 D? —8D;m'A cos? — 1— k2— 0, D? + 8D, m'b, sin? = 3 LE! L!
0—2amu, de (é+ c) (51)
2D;x—=— D, + 2: + 8D,'2'<b, sin? _ A amu, T. — IV. 5)
On voit que l’angle 0 augmente sans cesse, jusqu'à l'infini. Lorsque D, n’est pas trop petit, l'expression (5o) de #? est très petite, de l’ordre de #’, et l’on peut prendre les fonctions circulaires comme première approximation, ainsi qu’on l’a fait ci-dessus ; mais, si D, est de l’ordre de Vr', les deux termes de la fraction qui représente £? contiennent le facteur »', et £? est fini, ce qui est un point fondamental.
193. Nous allons appliquer la solution précédente en supposant &'—2,1—1,
de sorte que =$ +o—2£".
Nous considérerons donc le groupe des astéroïdes dont le moyen mouvement est voisin du double de celui de Jupiter. Nous aurons alors
(52) D, =Vc (2 La DL D Va approximativement.
On a, d’ailleurs,
db) a (2) des = en (40 ACT a)
où b® représente la transcendante bien connue. L'expression (50) de #? don-
nera si RS pe — ) + 9? sin? =
2 a 7 21) AiCURE
2 CR 4 — à + of sin’ =
où l’on a fait, pour abréger,
12m/e db) ( 4) 1 Vo 1 das
On a, par hypothèse,
(5) — 2) > ot Her 2 : -
L'expression (46) de p'? donnera, en ayant égard aux formules (52),
u HAE) 06) = ) + 9° sin? =.
Les formules (51) donneront ensuite, en adoptant les notations des Funda-
menta de Jacobi,
: “ | à U — = pra (le 0) == : \ (rn;—2n)+ 6? n/?sin? = (t+ c), (57) :
QT + iq sin EE Ce ne He © 1 + g? K 2(1+g*) ee Fe . ; 0 2D, zx = — D, € D'+8D,m db: sin?
ie 4q Tu 4 q? 2T < (+ cos Ro KE * )
Il faut savoir avec quel signe on doit prendre le radical. Nous supposerons,
pour fixer les idées, Ry on; donc D, <o.
En supposant »' — o, on trouve aisément
T Ty 9, F0, h 0, K=— =;
il est clair que l’on doit avoir aussi æ — o; donc on doit prendre le signe —, et il vient TU q?: 2TU
on met pi à (58) 8x — 2— 3p 2K 1: mr Lt K Ev K
On a ensuite
et il en résulte
n=m(s-#)+S ini A am 2, 2n 2 AR ! T 4q Tu 4q°? 2TU (59) n= m (2 2) + pu ge (1 UE . “es CCE id )
Si l’on remplace A amu par ses deux limites 1 et 1 — 4°, on trouve que l’on
doit avoir constamment
Fr 2 AL (2 2) + 0? lib
na; AIN MER +- Nr a RS CDN 2 ni n
On obtient ainsi les limites entre lesquelles 7 varie. Il est intéressant de savoir si la limite inférieure de nest > 27’, de sorte que l’on ne puisse jamais avoir exactement rz — 2n’. On est ainsi conduit à considérer l'inégalité
NN EN a ee — >) — 9? cos? “| 4,
Ch ni /e- an) — coin"? cos — >(rn—on
Posons pour un moment
m—2n —=pn', = 6? cos? —:
et l'inégalité précédente donnera
(2+p}(p—rR)>p",
APT api.
d’où
k est petit, et l’on en déduit PR
n () 1 0 (E—e) > 9? cos? — + + ot cost À +..
Donc, si cette inégalité est satisfaite, on aura toujours n > 2n'. On pourrait
avoir à un moment donné n — 2’, si l’on avait
6, | ÉC04 COS — + gi cos*
Mais, les deux limites de (ee — 2) sont tellement voisines, vu la petitesse de 5,, que, pratiquement, elles peuvent être confondues, et nous pouvons ad- . ñ .
mettre que, dans notre premier cas, = restera toujours au-dessus de 2.
Soit n, le terme constant de »; on aura, d’après la formule (59),
(60) ne (-2)+3r fi re
Ÿ Fi
+ diet pete ee “A se (61) n=m+8p mg (cos or
On en conclut, en intégrant et tenant compte de l’expression (57) de u,
hq (62) fra=mt+ |
194. Occupons-nous de déterminer la constante c. Nous pourrons écrire à volonté l’une des conditions
CP 0, pour {= 0.
En représentant par w, la valeur correspondante de w, les équations (57) et (58) donneront
Tu TRUE q° | Tu (63) 0, — RER AR ? Ci en K 26 K 219") K n T 4.q Tu Cie 2TU o0=——2--3p —|[1+ ; n 2K 1+ q? K 1+ g* K
à 2 ; lin : deu n' on = ne 22 GES n 2 A
: et Q Tu ha? 2TU (64) a—esin = (+ M cos ee AE og +).
Les équations (63) et (64) donnent la même valeur pour 4, ; nous emploierons la première, qui se prête mieux aux approximations SuCCessives.
Il convient maintenant de procéder à des développements en séries suivant les puissances de #?; nous emploierons pour cela les formules connues
(en k* 21 KS Le 3148 ?
0 No l'AS à) re (Leo
La formule (63) sera réduite à
— Tu T0 + autcin ee | (Ps K + 4q sin K + 2qsin 5 on en tire TU - = —4gsin0, +6g'sin2 0, 6 the me ls ae (65) K = 0; G (+7) sin 4, + a sin 2 4.
Si l’on pose
He Ü ; . 1 (n —2n'} + ci n° sin? .
— LATE T LE (66) m=3pln = é : = | 1+ | — ee k* 2 2.4 on aura (67) REA Re?
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Les formules (57), (65) et (67) donneront
0 —0, + mt + . [sin(mt+ 0,)— sin@;]
2e E [16 sin (mt+06,)— 16 sin0, + sin(2mt + 20,)+3sin20, —8 sin 0, cos (mt+ 6,)]
Nous nous bornerons à
pin
(68) 0—6+mt+;
[sin(mt + 0,)— sin8,].
(ri —2n} + o?n/?sin? :
On aura ensuite, en partant de (61),
(69) R=Nn+ : AT [cos(mé + 0,) — cos6,],
8 1\2 EIRE À (rn—2n'} +oin Sin? —
cinin COS,
8 Mr (nr —2n')? + 0? n°? sin?
(70) Ni = MN:
La formule (62) donne de même
I cirn!
(72) frdt=nt+s
sin (mt + 6;).
(rm — 2) + o?n"°sin? =.
Lorsque 2, — 2n' n’est pas très petit, les formules (69) et (71) peuvent être réduites à cinn'
[cos(mt + 0,) — cos, ],
1 iVoonan ; ARLES Sin(mt + 0).
Î 8 8 (n—2n'} rar
Il est intéressant de voir que les petits diviseurs 2, — 2n’ et (nr, — 2n'} sont, dans la théorie actuelle, remplacés respectivement par
Re T an (/Ca—an)+ o jsin? 2 et (1 —92n'} + 0? ie Il y aurait lieu de présenter ici le calcul de &: mais, pour ce point, je ren-
verrai le lecteur au Bulleunr astronomique (décembre 1895).
Deuxième cas
(72) D? < 8Dim'd, cost 21.
Si l’on pose
ds 0 8D;7mn'.b, sin? É + D’
por ÿ . G Re ME (73) ; 8D, m' Jo, cos? _ D.
Pr es 4 D? ae TE éra.
la formule (44) devient 3 Tv! n! dt == + = 5 4 VGy? +p)(p?— y?)
y variera de — p' à + p'. Soit posé
y —=p'C0sŸ, on aura d do ne sin?” y —amu, a = En VpS EPS (é+c) (mod. k), (74) ns nt
y =p'cosamu.
On est ainsi ramené à un module < 1.
Les formules (4o) et (43) donnent
+ m'db4 COS,
p'? se y? A D,p'°
2 sin? — = D,
On voit par cette dernière tormule que sin > ne peut Jamais dépasser # en va-
leur absolue; donc Ô ne peut jamais devenir égal à 18o°; il oscille autour d’une valeur moyenne égale à zéro : c’est le cas de la Gbration ; le coefficient du temps
dans 6 est nul. Les formules finales sont, dans le cas de z’ — 2,
D? + 8D,m', sin? +
KR ) : 8D;m',
8D,mn', cos? HSE D° 8D;m',
SIA | a A/R a+ 0)
Te) 2D,x=— D, + 2: + 8D,m'<, sin? “ COS am uw,
sin =—+Ksinamuy:
L'expression précédente de æ prend une autre forme quand on remplace D, et D, par leurs valeurs (52), et que l’on introduit l'expression (54) de 6°; on trouve
2 ô, : 2 sin?
(77) x ne ) + si sin? — cosamu.
On en conclut
2 0 ; (78) nn | — — — — ) no: sin? — COS un | F
On a donc les limites de z Ne nee INT en faisant
= au N'= 7, | ) + a? sin* a],
N'— A; [2 Er
Je dis que l’on a Neon EtIN un.
La première de ces inégalités revient, en effet, à
z : RE) aan} + mA) Can + chnttsint À > 0,
et la seconde peut s’écrire
FRA 0 n, /- 2n'")?+ o?n'? sin? — >(n—2n'}),
PS ESS ei
d’où, en élevant au carré et réduisant, FT. 0 k(rn—an'}n'(n—n')+ 02n?n"?5sin? — > 0;
ce qui a bien lieu, car n, est > »’.
Il résulte de là que », variant périodiquement entre deux limites, l’une inférieure, l’autre supérieure à 27’, sera nécessairement égal à 27’ à un moment donné. En faisant dans l’équation (78) x = 2»’, et désignant par w, la valeur correspondante de w, on trouve
COS AM, — Cr )
Su, ri /C —3n!) + cine sin
cette quantité est très petite en valeur absolue, car le numérateur est du second ordre, et le dénominateur du premier seulement; ainsi amw, est un peu .
aux deux limites qui correspondent à N’etN”, amu = o, ou — x: donc devient égal à 27° quand amu est sensiblement égal à la moyenne arithmétique de ses valeurs extrêmes.
On voit ainsi que les moyens mouvements sont exactement commensurables à un moment donné, sans qu’il en résulte aucune instabilité: les oscillations sont régulières de part et d’autre, et la circonstance de la commensurabilité exacte se reproduit périodiquement; cela est conforme à ce qu'avait présumé M. Newcomb.
Remarquons que la condition (72), relative à la libration, peut s’écrire
12mMm/e;
1 ; : db?) 9 er 2 TT —— bG) ae É ) ME (: Ha ) cos? =
Elle est identique à la condition (9), que nous avons rencontrée dans la méthode de Laplace, en tenant compte de la relation approchée
a US Hi 9
Troisième cas. — Reste enfin à considérer le cas de
: () D —8D,m, cos Æ,
(59) { ou bien
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L’équation (42) donne ici
Le 2m db; . à) /a M'eo | D, 2 \/ D,
à Dole de.
on a d’ailleurs
d’où
Pour intégrer, on pose (80) il vient alors
dy
— Oi n At — = 5) 2 sin #
-oin't
tang À — CE?
Pour déterminer la constante €, nous remarquerons que + = o pour { —0; a relation ( 80) donne
à 6, Sin x — COS —»
d’où
Il vient donc
On a ensuite
a il Re sin + (1—sin st) Est
bi
. . + ; ne . : \ (ox I n’y a plus d’oscillation; £ croissant de zéro à l'infini, æ varie de o à — + cos
I ô, ï F/n; : n£ Ur I —-- + O1 COS — == Vi I + ee ET — 9 = 1e 2 2 2\An 21
Nous avons ici un exemple des solutions appelées asymptotiques par M. Gyldén; leur étude approfondie est due à M. Poincaré.
et de n, à
197. Nous avons dit plus haut que le calcul sommaire qui résulte des formules de Laplace conduit pour la libration à la même conclusion que notre calcul plus complexe. Ce dernier présente néanmoins des avantages qui sont à considérer : il permet, en effet, de tenir compte des termes négligés, et peut être ainsi complété facilement. On pourrait en outre avoir égard, par le même procédé, à tous les termes ayant pour arguments 0, 20, 30,..., en prenant
R, = — B — A cos0 -— A'cos20 — A"cos30 — ....
On aurait, en effet,
Re (A sin0 + 2A'’sin20 + 3A"sin20 + ...), (87) ( 1e — d'(A sin0 + 2Â’sin20 + 3A"sin20 + ...);
l'intégrale 'l (83) G—=L+ const.
subsiste donc encore; on a d’ailleurs (39) B + A cos0 + A'cos20 + A" cos20 +... -— const.
Si l’on élimine 0 et G entre les équations (87), (88) et (89), on sera ramené à une équation de la forme
dt=F(L)dL — d(x)dzx.
On aura donc + en fonction de £ par une quadrature. Le calcul présentera quelques difficultés, qui pourront être surmontées en tenant compte de ce que
les rapports &> >... sont petits. On pourra enfin appliquer la méthode de De-
launay, de manière à avoir égard aux autres termes périodiques les plus sen-
sibles; il y aura lieu de voir si ces nouveaux termes ne modifient pas la libration.
Les résultats que nous avons donnés ont aussi été obtenus dans leur ensemble par M. Gyldén et par M. Poincaré; mais nous avons donné des développements qui rendront les applications faciles; ce qui nous a paru intéressant, c'était de
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déduire les conclusions de notre ancien Mémoire du Bulletin astronomique, t. IV, et de préparer les applications.
M. Callandreau a étudié de son côté la question des lacunes et de la libration dans ur Mémoire auquel nous renvoyons le lecteur (Annales de l'Observatotre, t. XXII).
Nous voudrions parler encore d’un important Mémoire de M. Bohlin, Ueber eine neue À nnäherung’s Methode in der Stürungstheorie; Stockholm, 1888. L'auteur s'occupe de l'intégration de l’équation
d2C 5 be ni Za;,j Sin (ié —yn't+y;,;),
dans laquelle les «;; et y;; sont des constantes; 7’ est le moyen mouvement de Jupiter et © la longitude moyenne de la planète troublée. Quand on ne prend qu'un terme du second membre, celui pour lequel ër — jn’ est petit, on retombe sur l'équation de Laplace
— - mAh? sin0;
les autres termes apportent à la solution des compléments appréciables. M.Bohlin a appliqué sa théorie au calcul des perturbations des planètes dont le moyen mouvement est voisin de 37’ (Astron. Nachr., n° 3294); mais il a publié seulement les résultats numériques pour trois planètes, déjà traitées par la méthode de Hansen, se réservant d’exposer la théorie complète dans un Mémoire spécial ; aussi devons-nous nous contenter des indications qui précèdent.
SUR LA FORME GÉNÉRALE DES DÉVELOPPEMENTS DES COORDONNÉES DANS LE MOUVEMENT DE TROIS CORPS QUI S’ATTIRENT MUTUELLEMENT SUIVANT LA LOI DE NEWTON.
198. Nous jugeons utile de reproduire ici un Mémoire que nous avons inséré dans les Annales de l'Observatoire de Paris (t. XVI, Mémoires).
Considérons, pour fixer les idées, le mouvement des deux planètes, Jupiter et Saturne, soumises à l’attraction du Soleil et à leur attraction mutuelle. Les développements pratiques auxquels s’est arrêté Le Verrier, pour les expressions des éléments elliptiques variables, contiennent le temps en dehors des signes sin et cos, et, par ce fait même, ils ne sauraient convenir pour un intervalle de temps illimité; ils sont cependant appropriés aux besoins de l’Astronomie pour un intervalle de plusieurs siècles. Mais il est bon de se demander si l’on ne pourrait pas obtenir des développements dans lesquels le temps ne sortirait jamais des signes sin et cos, comme cela arrive dans la théorie de la Lune de Delaunay.
Cette question a été résolue par M. Newcomb (Smithsonian Contributions 10 Knowledge, 1874), en employant la méthode de la variation des constantes arbitraires, et plus tard par M. A. Lindstedt (Annales de l’École Normale, 3° série, t. I, p. 85), qui est arrivé à un théorème nouveau et important; il a pris pour point de départ le Mémoire célèbre de Lagrange (voir t. 1 de cet Ouvrage, Chapitre VIII). En raison de l’importance du sujet, j'ai pensé qu’une autre démonstration du théorème de M. Lindstedt pourrait présenter quelque intérêt; celle à laquelle je suis arrivé trouve sa base dans le travail bien connu de Jacobi [Sur l’elimination des nœuds dans le problème des trois corps (Journal de Liouville, t. IX) |.
Soient
S, Met M' les trois corps réduits à trois points matériels de masses 1,72 et mu; G le centre de gravité de S et M, SM = r, GM' — PS X, Y,Z,X', Y’,Z' les projections der et r' sur trois axes fixes OX, OY, OZ;
et 4’ des constantes ayant pour valeurs H et
— TE — I+/mn
Un mn
je 7
On a (t. I, Chap. IV) les équations différentielles suivantes, pour déterminer les six variables X, ..., Z’ en fonction du temps £,
| æX oÙ AN dÙ Pia 100 Mode 1e GN OÙ , UE LOU Ba 0. PA <0ù dZ OU ,@Z' OU OR A ouai Dans ces équations, U est une fonction des six variables À. 1 L, dénhic
par les formules suivantes
Re QE CEE LS FX Vi 2 R —SM=—7, R'—SM, A—MM, R2— 72 FOURS AXE V4 221) + ( se } I mn I 77 n r 2 der — RX + YV +22) + À ) > I1+m I+ mn is Me OR: TRE D ae Quand on aura intégré les équations (1), les coordonnées nn Eu des points M et M’, rapportées à des axes parallèles aux axes fixes et se coupant en S, seront 4 À, (= À (4 er A
m m 14 m ——— X, NME LU PES Rio Eire l'E m 1+ m TE
CE
AT. Er
Les équations (1) admettent les intégrales suivantes, qui ne sont autre chose que les intégrales des aires
az AR ie (TZ ) 2e (x > de
L/ (z dx ES X
dt
) As (x dY +) “
en désignant par C,, C' et C! trois constantes arbitraires.
200. Nous allons changer d’axes de coordonnées, et, au lieu de OX, OY, OZ, nous introduirons de nouveaux axes rectangulaires Ox, Oy, Oz; l’axe Ox sera situé dans le plan XOY : nous désignerons par N la longitude du nœud ascendant du plan æy par rapport à XY, et par J l’angle de ces deux plans. Nous au-
rons les formules X = x cosN — y cosJ sinN +3 sinJ sinN,
5 { Y—=zxsinN + ycosJcosN —z sinJ cosN, [z _ y sinJ + 3 cosd,
et des formules semblables donnant X’, Y’ et Z'. Si l’on détermine J et N par les relations
SIN OR ; cof-— CG:
(6) VC + CP + CF VOL RCE TC Sin — es RO Par i VC? te ce VC: se C?
et, si l’on pose
C— VU
on trouvera que les équations (4) deviennent
dy ee: Ré no
(ed a )te (er %)=0 dz Use ! , dz' EŸ dy" TEE
(7) (rs Fe x) _ ( OR A dæ das" or dos de =.
Les équations (1) et (2) donneront du reste
dx OÙ di oU a EN D ne F de? 0x de? dx & y OU æd y! OÙ ! é Re 1 E RENE (7) Fe He dy 2 Fe dé? dy!” ès oÙ ss oÙ PTE COIN | r? a a+ y +, r'? — g'2 + y'i+ 2", ! R — F:
Re 2m à ANT mr Ë mi 1+ mm Gi de a (7) :
(2°) 2 : ne Fr , A? == Tia Ses (EE + yy! ae 32!) e re , m m' mm.
CR CT
les constantes arbitraires C,, C’ et C! seront remplacées par C, Jet N.
Les équations (4) et (6) montrent que le nouveau plan fixe des xy est le plan invariable du système composé des deux points M et M’, ayant pour coordonnées æ, y, z, æ',y', 3° et pour masse pet.
201. Nous appellerons, suivant l'usage, plan de l'orbite du point M à l’époque £ le plan qui passe par l’origine, la position et la vitesse du point M au même instant, et de même pour M’. Soient
zet v' les angles formés à l’époque £ par les plans des deux orbites avec le plan des xy;
À et } les longitudes de leurs nœuds ascendants sur le plan des æy, comptées à partir de Ox;
f et f” les doubles des vitesses aréolaires des rayons ret r”.
Les équations (7) pourront s’écrire
pf cosi UC C, pf sins sink + p'f' sini' sink! = 0, L.f sinicosh + n'f! sini' cos! — 0.
On en conclut R'— h +180», uPSinr = HyTÈMErS
c'est le résultat bien connu de Jacobi : les deux orbites coupent le plan invariable suivant la même droite.
Soit I l’inclinaison mutuelle des deux orbites : on aura également les formules connues
22/0 EU 70 4/2 Sr t CosI — Se fre 2H J/
pf + u'f'cosI 1 fl uT cost PR ec (t COST —= NE On rc
(8) cosi—
HE À
sin I, _
de sorte que les inclinaisons # et # seront connues quand on aura déterminé f et f’ en fonction de £. Soient s ets’ les distances angulaires des deux points M et Maux nœuds ascendants de leurs orbites sur le plan invariable, V l'angle MOM' des deux rayons vecteurs r et r’; on aura
(9) xx'+ yy'+ 23! = rr! cos V.
Le triangle sphérique ayanñt pour sommets M, M’ et le point J, nœud ascendant de l’orbite de M sur le plan invariable, donne, en remarquant que le nœud ascendant de M coïncide avec le nœud descendant de M’,
(10) cos V —— cos? cos v' — sine sin?’ cos,
En ayant égard aux formules (2’}), (8), (9) et (ro), on voit que la fonction U dépend actuellement de r, r', », v’, fet f'; les quantités &, x’, et À’ ne figurent plus dans U; nous allons profiter de cette circonstance pour simplifier les équations différentielles du mouvement.
202. Nous aurons à recourir ici à un Mémoire important de M. Radau, Sur une transformation des équations différentielles de la Dynamique (Annales de l'École Normale, 1"° série, t. V}), ou mieux encore à un article du même auteur inséré dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. V; 1881), ayant pour titre : Travaux concernant le problème des trois corps et la théorie des perturbations.
M. Radau s’est proposé de déduire des équations (1°) les équations différentielles relatives aux variables 7, r’, #, #’, f, f°. En posant
dr | EL
Ra bre PR re
(11) {fi =, fi =tf" ee à pi pi. 4 fr AT
il est arrivé à ce résultat simple et élégant
ou ue 0 2 ae 0 des. at pis CO:
(12) NS Ne
. do oÙ, ds, au RE COR O0 de Une D NO. Dates ART 0 Al 00
On a donc ainsi un système canonique de huit équations différentielles du premier ordre; U, est une fonction des huit variables 7, 7’, p,, p,, », #', fi, f;; cette fonction ne renferme pas le temps explicitement, de sorte qu’on déduit
, 0 ,* / des équations (12) l'intégrale Es const:
Nous allons nous placer maintenant plus spécialement au point de vue de l’Astronomie ; S désignera le Soleil; M et M’ seront deux planètes, Jupiter et
Saturne, par exemple. Les nombres m» et m' seront petits, au-dessous de => ;
en nous reportant aux formules (2°), nous verrons que l’on peut écrire
u=*+®+w, (13) Me de OP | WN=m ( ï) AA T. — IV 57
R’ne différant de 7’ que de quantités de l’ordre de 7», on voit que W sera du
second ordre par rapport aux masses; U se compose done d’une partie m m' . ‘ + sr du premier ordre, et d’une autre, W, du second.
Nous allons faire une première approximation et intégrer les équations (12) en remplaçant U, par
! 2 12 C2 12 (1 ) = à ect ET Pa fi —
U, = US + W
Il s’agit donc d’intégrer Le système suivant
do, dr. Que
(16) D vo ET TEA dp, ..,
Nous connaissons d'avance le résultat de l'intégration. Reportons-nous, en
» , . m Me effet, aux équations (1’), et remplaçons-y U par = + 21 iéndra
D; ne LS ur
Th 0 CR use Ou
de 7 nous aurons donc deux mouvements képlériens. Nous allons néanmoins procéder à l'intégration des équations (16), et cela en suivant la méthode de Jacobi:; on verra plus loin que les résultats ainsi obtenus nous seront utiles. Nous aurons à trouver une intégrale complète de l'équation suivante aux dérivées partielles :
au Aie I FE) + 1 08)! 1 (SE 1 08 \?
… So r FE. au \ or" : HN ON ro re (Se)
c'est-à-dire une solution $S, fonction de 4, r, r, + et ?’, et de quatre constantes arbitraires «,, &,, «, et «,. En désignant par B,, 6,8, et BG, quatre nouvelles constantes arbitraires, on sait que les intégrales générales des équations (16) seront
L’équation (17) ne renfermant pas explicitement les variables £, # ets’, nous poserons, en désignant par S’ une fonction de r'et de 7’,
S——(a+a,.)t+ar+av'-+S,
et nous aurons, pour déterminer S’, l'équation
I de 7 a? m ire a m' :
a |) + —#. ad, — 0.
2u ir 2 u re F 2 2 dr! 2 r'2 r' 2
Nous poserons séparément
Po) Ge m : . - 0 De NOR DUT? Ë ?
2 pu or! nu ar 1! 0 , AI d’où : —— om a? y. m' a Se 2u ne —1= Gr + ou! œ | ed V l \, 2 1 apr? É V F 2 + r' UE ?
(20) S —=—(æ+a,)t+op + pr
— 3m 2 — EUTR San.
+ V21 ment dr + Var \ CR ; 5 di 1 Le 7 DT
Telle est la solution cherchée, et il n’y a plus qu’à la porter dans les équations (18) et (19); on trouvera d’abord
Soient a et e le demi grand axe et l’excentricité de la première ellipse; a° et e’ les quantités analogues pour la seconde; a(1 — e) et a(1 + e) seront les racines de l’équation
Ge? + MT — —ÆE — On en conclut m a — — Mr 4 =Vumalti—e)= "ump.
Nous poserons | m KR —— —1+m, F m I+m+m
rie) 1 Em
et nous aurons
Reste à trouver la signification des autres constantes. On peut, dans la formule (20), faire commencer les intégrales relatives à r et 7’ à partir des limites aie) etai Cr e"); l'équation
donnera ainsi
/2 Po D Gi \ -
on en conclut bn 0; pour r—a(i—e);
donc $, et $, sont les distances angulaires des périhélies au nœud commun J des deux orbites. L’équation
donnera
donc — f, est égal au temps du passage au périhélie; de même pour ÿ,. L’équa-
Mon +, donnera Dies Vp = const.
Au lieu de développer les équations (18), nous prenons tout de suite les formules du mouvement elliptique; ce qui nous donne
u—esinu =n(t+c), Usa = nt ct), "—a(i—ecosu), r'= a'(1 —e cosu'),
en ji+e u tang — - = \V ta tang —
An Var et)
WE
Nous aurions pu nous dispenser des calculs précédents en renvoyant le lecteur au Chapitre VII du Tome I; cependant, il y a quelques différences de notation, tenant à la présence des facteurs & et x’, et nous avons mieux aimé ne rien sacrifier à la clarté.
203. Il s'agit maintenant de passer de l'intégration des équations (16) à celles des équations (12), qui en diffèrent par le changement de U} en U, + W. Nous emploierons pour cela la méthode de la variation des constantes arbitraires, en gardant les formules (21) et (18) pour exprimer r, #, r' et #’ et leurs dérivées par rapport au temps. La méthode de Jacobi nous apprend que nos huit nouvelles variables dépendront des équations
da ___ 9W da, __, 2W
Far Ce AE “dpi.
dé OW, da _, 0W de is V'HoPaue
. dé; - W dB; + …dW RE DU de da dés 0 dés, _ ON.
dé | 02. He 00
W est une fonction de r, r’ et de xx’ + yy'+ 37, définie par les équations (2) et (13); on a, du reste,
æx'+ yy +33 =— rr'(cosv cos + sine sins cos),
et, en remarquant que &, désigne f, = k.f,
CEE, 12
Enfin, en ayant égard aux formules (21), on voit que W sera une fonction connue de £ et des huit nouvelles variables «,, B,, &,, B,, «,, B:, «,, 6.
On est conduit, comme on l’a vu (t. I, p. 188), à faire un changement de variables, pour éviter de faire sortir le temps des signes sinus et cosinus. Au lieu de
nous introduirons :
RU, L' = pENV/al:
au lieu de B, et B;, les anomalies moyennes
et enfin, à la place de W, la fonction
R—W = lP k° . p' a
On trouvera aisément les formules suivantes :
L'=u#\a Lo pa G—uXk Va(i— et), Frs Va! (er { et [', anomalies moyennes,
> et g', distances angulaires des périhélies £ $ 8 Î au nœud commun J ; Via ” OR dE". . à OR 2 Ha.) La TR Ta dG nt oR dr. … OR F1 ÈS 02” dt de
RU de |
D 0 0 0 FE à OR ds +. L':0:
Rd
or
dt =
L° | ST
I NRN GE Î ) 7p> JA\
cos V — — cos cosr! — sine sine’ cos,
Cr Ce CosT = ns 2 GG
u—esinu — l, u'—e'sinu!—= 1:
r—=a(i—ecosu), r'— a'(i—e'cosu'),
1 , Ja fonction & est maintenant une fonction des huit variables Z, p, On voit que 8
l', g’, L, G, L’, G'et qu’elle ne contient pas le temps explicitement; de sorte que les équations (b) admettent l'intégrale
R —= constante.
204. Quand on aura intégré les équations (b), on connaitra R’,A,r—R, v,v" et I en fonction de £ et de huit constantes arbitraires, ou plutôt de neuf, en comptant C. On connaîtra donc en particulier les distances mutuelles des trois corps; pour achever la solution du problème, 1l faut obtenir 2, z et r”.
Femprunte au premier des Mémoires de M. Radau, cités plus haut, la formule
1h Cam JA I d HR n Me (a) dé GG'i+m (x R'°
) rr! sine sin ?’.
En tenant compte des expressions (c) de W, R’, A, cos V et cosI, on peut encore écrire
dh Et aW 0R.
dé A. 40 en intégrant, on introduira une autre constante arbitraire. On aura ensuite
G' sine — C sin Ï,
US Gr:
sin { = —sinl,
(e) ( + G+G'cosl D pe 2
. . G'+Gcosi COST =
[ æ— r(cosecosh— sine sin cost), y = r(cose sin A+ sin cos cost), 2 PSN 6 SPL,
(f) Bt : se di æ'=— r'(cosr' cos h — sin’ sin cost’), y'=— r'(cose' sin À -+ sins cos cost’),
Cat." 7 Sinv Sin.
Donc æ, y, z, x’, y’, 3 se trouveront exprimées en fonction de £ et de dix constantes arbitraires.
Les formules (5) introduisent deux nouvelles arbitraires, J et N; de sorte que l’on aura finalement æ,y, 4, æ', y’, z° et, par suite, en -vertu dés formules (3), €, n, €, €’, n°, Ç' en fonction de £ et de douze constantes arbitraires.
Si l’on n’avait pas eu égard aux trois intégrales des aires, on aurait été conduit à introduire les variables
= Gcos H' — G' cos’,
et l’on aurait obtenu les douze équations différentielles
L'emploi qu’on a fait des intégrales des aires a permis de conserver sous la même forme huit des équations (23), et de remplacer les quatre autres par la seule équation (d’).
205. Nous allons nous occuper de l’intégration des équations (b), par une série d’approximations. La fonction à dépend, comme nous l’avons dit, des variables /, g, !’, g' d’une part, L, G, L', G de l’autre. Elle conserve la même valeur quand on augmente de 27 chacune des quantités /, g, let g'. Si nous admettons qu’elle reste toujours finie pendant toute la durée du mouvement, nous pourrons la développer comme il suit:
ete SAGE cos(al + B£ Do nee B'g') $
en désignant par &, 6, «’, 6’ des nombres entiers variant de — æ à + +.
Le coefficient AGE dépend seulement des variables L, G, L’ et G’; il contient en facteur e#el%l, ce qui limite dans la pratique les valeurs absolues de & et de x’; les valeurs de $ et de $’ sont limitées par le fait de la petitesse de l'ineli-
° a 2 MU naison mutuelle I, et surtout parce que le rapport = est, en général, notable-
ment inférieur à l'unité. Enfin, a, a’, eete’ sont des fonctions de L, L, Get G', définies par les relations (a).
Nous allons montrer que la méthode suivie par Delaunay dans sa théorie de la Lune peut être appliquée ic1, en la généralisant. Nous renverrons pour les détails à un Mémoire que nous avons publié autrefois dans le Journal de Liouville, 2° série, t. XIIT, et nous ne donnerons qu’un résumé permettant de comprendre la marche générale des opérations.
Considérant à part, dans le développement (24), le terme non périodique tout entier et l’un des termes périodiques, nous poserons
(25) R—=—B — A cos(al+ Bg + xl +B'e!) +R.
Nous intégrerons d’abord rigoureusement les équations (b) en négligeant a,, c'est-à-dire en posant seulement
(26) R——B—Acos(al+Bg + al '+B'2),
où À et B sont des fonctions connues de L, G, L’ et G’. On voit que les huit variables sont séparées en deux groupes : celles, L, G, L’, G’ du premier, entrent seulement dans À et dans B; les variables associées /, g, k, l', 2’, h' du second groupe entrent linéairement sous le signe cos, et ne figurent que là. Voici les résultats de l'intégration : soient (C), (G), (L'}, (G'}, (ce), (g), () et (g’) huit constantes arbitraires. On a d’abord
_ ne | PC ! je, Pa BINRE (27) Ces 007 L rnb) ter (0:
ces équations expriment donc G, L’ et G’ en fonction de L et de trois constantes arbitraires. On pose ensuite
(28) K= farc cos DES
À; CS
on voit qu’en tenant compte des relations (27), K sera une fonction de L et de quatre constantes arbitraires. On aura ensuite
| Or s= (9 +5 ,
0 —=al + Bas al Gore ens CE,
La première de ces formules donne L en fonction de £ et des constantes (C), (ec), (G), CL’), (G’); la seconde donne g en fonction des mêmes quantités et d'une nouvelle constante (g)...; la dernière, enfin, donne / en fonction de t et des huit constantes arbitraires mentionnées ci-dessus.
206. Il ya lieu de développer en séries les expressions précédentes.
La première des formules (29), combinée avec l'expression (28) de K, donne
; del dL D Etre con
Dans le cas général, quand les moyens mouvements des deux planètes ne
s Per (04 sont pas très voisins de la valeur absolue du rapport commensurable + - on
démontre que la formule (29°) donne pour L une expression développable en série de cosinus des multiples de l'argument 0,(4 + c), où 0, désigne une certaine fonction des constantes (C), (G), (L'), (G’). On a cherché, dans le Chapitre XXV, à donner une idée de ce qui se passe dans le cas d'exception visé ci-dessus. Les formules (27) et (29°) donneront ainsi, pour L, G, L'et G’ des développements de la forme
L = L, + L, cos0,[t + (c)] + L, cos20,[é + (c)] +... G = Go + Gcos@[t + (c)] + Gcos204[€+(c)] +... DL + Lcosi[t+(c)l4+L,cosa0{i(c)l +...
G'= G',+- G cos [fé + (c)] + Gi cos28,[4 + (c)] +.
Dans ces loriontes L.. Li, GG, : EL, 0: G, ... sont dde fonctions des quatre constantes (C), (G), (L') et (G’). On a ensuite
E blé (c)] + 4 sin6,[t+(c)] + L sin260,[€ + (c)] +... + golé+(c)]+eisin@lt+(c)]+gisin2@li+(c)] +... )+ 4 [+ (c)] +4 sindGfé+ (c)] + À sin2@[é+(c)] +... g)+eli+(c)]+gsin0[t+ (c)] + 8% sin260.[é+(c)] +...
avec les relations suivantes
0—08,[t+(c)] +0 sin@[t+(c)]+ 8sin20[t+(c)]+..., a(l}+ B(g) + (2) + (gs) — 0, ah +Bg +an +B'é
1]! Te EME ah Bei + +P'e —=6:
és coethtients 00, 4,0, een lis, &, Dr S0nt ame des fonctions des quatre constantes (C), (G), (L’) et (G’). On voit que ces constantes entrent d’une manière compliquée dans les expressions (30) et (31) de nos huit variables. Il en est tout autrement des constantes (c), (g), (7) et(g"); la première (c)accompagne partout le temps z; chacune des trois autres n'entre
DÉVELOPPEMENTS DES COORDONNÉES. 499 qu’au premier degré dans les expressions de /, g, let g', et ne figure pas ailleurs. Nous n’aborderons pas la question de la convergence des développements (30) et (31).
207. Il faut prendre maintenant les résultats précédents comme point de départ pour intégrer les équations (b), en y remplaçant 8 par sa valeur complète (25), et non plus par l'expression (26). On y arrivera par la méthode de la variation des constantes arbitraires.
Nous conserverons pour nos huit variables L, G, L’, G, /, g, l’ et g’ les expressions analytiques (30) et (31); seulement, les huit quantités (C), (G), CÉF), (G'), (ce), (g), (l') et (g'}, au lieu d’être constantes, seront des variables. On pourrait former les équations différentielles dont elles dépendent; mais il ya lieu de leur en substituer d’autres, sans quoi le temps sortirait des signes sin et cos.
Nous désignerons ces nouvelles variables par
As Re Aa,
FRS AE PSS
Voici les équations qui lient les nouvelles variables aux anciennes : On a d’abord
A = L + = (ili+20Li+ 30 L;+...),
eos - (AB ae 3002) (33) A'= L' + : bon ee),
| T'=G+ = (GG had Gi Lab.)
Ces équations, dont les seconds membres sont des fonctions connues de (C), (G}, (L') et (G’), déterminent ces quantités en fonction de, L, A etr-Ona
ensuite À =(t} +4 [ee (ec),
x (8) + golé+(c)], | NM= (4) + [e+(c)], (a) 20r(e)
de sorte que les nouvelles variables X, x, Net x’ sont les parties non pérliodiques des expressions (31) de /, g, l'etg’. On déduit des équations (32)et (34)
Be + (e)] = àù + Br + al + Bu,
de sorte que les formules (30) et (31) pourront s’écrire
L' —L, + L, cos(a + Bx + x'\ + B'x)+..., G = Go + Gi cos(ah + Br+ a + B'x')+..., L'=L, +L; cos(ar + Brx+a'X'+ B'x)+..., G'= G,+ G, cos (a + Bu + al + Ba) +...
LA +4 sin(ai+Brx+aN+B'x)+..., ES —=X +81 Sin(ai + Bx + a} + B'x) +.
UN +, sin(aX + Br+ œ'X + B'x)+...,
+ 81 Sin (où + Bx+ À +B'x) +...
où les L,, ..., /,, ..., 9°, ... sont maintenant des fonctions connues de 1 UE Aer Er. Si l’on pose enfin
(36) R'—=R; —(C), on aura Ce nouveau système canonique
OR
ir
OR
Dr
a __ 0 i __ on dé Sr cod LE CON de LS a gpl on For
Le terme (C) qui figure dans (36) est une fonction de A, , À’, L'; dans a on devra remplacer L, …., 2’ par leurs valeurs (35)
On voit qu’on est ramené à une question toute semblable à celle qu’on avait résolu d’abord ; seulement le terme A cos (al + Bg + a l'+ B'g) a disparu.
Considérant un autre terme périodique de &’, on pourra le faire disparaitre à son tour. Les quantités À, .., x’ seront remplacées par de nouvelles, AR qui dépendent d'équations semblables aux équations (37), &’ étant remplacé par &;. On continuera ainsi jusqu’à ce que l’on ait enlevé tous les termes périodiques sensibles.
Soient A ;, .…., x. les dernières variables employées; les termes périodiques de &; étant supposés insensibles, on aura
dA; de OR; te
AE Tr ie
Donc À; est constant; il en sera de même de F';, A; et [". On aura ensuite
di; __ On dt É 0À ;’
ce qui se réduit à une simple fonction de A;, l,, A;etT, c’est-à-dire à une dh; dx; dh , da;
constante. Donc —#; —2; 7 et — seront constants. dt dt di 4 É
On aura donc finalement
| À; = », a +40, Wu, bee bit
(38) | de , Ep Na al "de",
Der HD Eu T,
L, 1, L’, 1’, a, b, a’, b' désignant huit constantes absolues, d’ailleurs arbitraires; a,, b,, a et b' seront des fonctions connues de &, 15, 4’ et w’.
En remontant, on exprimera À;_,, .., #;_ en fonction de &, ..., W’ et de o, 1,6 vb, G,L,G,.4, 2,1het #,se; trouveront, inst exprimés à l’aide des quatre arguments 5, 7, 5’ et 7’, lesquels varient proportionnellement au temps. Les formules (c) montrent qu’il en sera de même de R — r, de R’et de A. On a donc ainsi ce théorème important, découvert par M. Lindstedt, et démontré par
lui en suivant une voie différente :
Dans 1e problème des trois corps, les distances mutuelles de ces corps s'expriment en général sous la forme de séries périodiques; sous les signes Sin et COS, il n'entre que des multiples entiers, positifs ou négalÿfs, de quatre arguments qui varient chacun proportionnellement au temps.
Il reste maintenant, pour compléter la solution du problème, à déterminer la quantité À en fonction du temps. Il faut recourir pour cela à l’équation (d); en y remplaçant G, G', A, R',r sin # etr’ sine’ par leurs valeurs obtenues précé-
: dh . : ae demment, on voit que — se composera d’une partie constante hi, etd'une série
de termes périodiques dépendant des quatre arguments 5, %, o° et 7”. On aura donc, en désignant par À, une constante arbitraire, et par Q une fonction périodique des quatre arguments,
(39) h=h+hut+Q—=v+Q, ce qui introduit un nouvel argument de même forme que les quatre premiers, vu —= hs + hit.
Les formules (c) donnent d’ailleurs cosi, cosŸ', sinc et sin z’ exprimés à l’aide
des quatre premiers arguments. En remplaçant dans les équations (f), par sa valeur (39), on en tire aisément
| æ COSv + y Sinv — r Cos? COS Q — r sin? sinQ cosé, (40) | — æ Sinv + y Ccosv — r cos? sinQ + r sins CosQ cosi,
== 1" Sp SIT:
(41) — x" sin y + y'cosv ——7r'cose! sin Q — r'sinr’ cos cos’,
TN PR SIND En 70
| æ'cosv + y' siny —— 7" cos? cos Q + r'sine’ sinQ cosi,
Les seconds membres de ces équations (40) et (4r) sont des fonctions périodiques des quatre premiers arguments. On a donc le théorème suivant :
Par rapport à deux axes rectangulaires mobiles, situes dans le plan invariable
dv “7 A, el
par rapport à l’axe du plan invartable, les coordonnées des points M et M’ sont des fonctions périodiques des quatre arguments 6,7, s’ et 7’.
et animes d’un mouvement de rotation uniforme, de vitesse angulaire
La méthode que nous avons suivie nous a servi à établir la forme des expressions analytiques des coordonnées. Dans la pratique, elle conduirait à des calculs extrêmement laborieux; si nous la comparons, en effet, à la méthode de Delaunay pour la Lune, qui, dans ce cas relativement simple, a exigé des déve-
loppements considérables, nous voyons qu’au lieu d’avoir partout six équations
tr . . . . . (#/ différentielles canoniques, nous en aurions huit. En second lieu, le rapport
qui est très petit dans le cas de la Lune, environ +, ne l’est plus dans le cas de deux planètes, de Jupiter et de Saturne, par exemple. Nous allons du reste parler des travaux remarquables de M. Poincaré, qui a démontré que les séries
périodiques employées ci-dessus ne sont pas absolument convergentes.
INDICATION DES TRAVAUX DE M. POINCARÉ SUR LE PROBLÈME DES TROIS CORPS
208. La solution rigoureuse du problème des trois corps n’est pas plus avancée aujourd’hui qu’à l’époque de Lagrange (vor le Chapitre VIII de notre Tome I), et l’on peut dire qu’elle est manifestement impossible. On ne l’a obtenue jusqu'ici que dans le cas particulier où les distances mutuelles conservent des rapports constants pendant toute la durée du mouvement, les trois Corps restant toujours en ligne droite, ou formant les sommets d’un triangle équilatéral. Dans le cas général, on connaît quatre intégrales, celles des aires et des forces vives : ilen reste huit à trouver; Lagrange a montré que, si l’on était arrivé à en obtenir sept, on achèverait la solution par une simple quadrature. M. Bruns à cependant découvert un théorème important, en prouvant (Société Royale des Sciences de Saxe, 1887) que le problème des trois corps n’admet pas d'intégrales algébriques en dehors des intégrales déjà connues.
On doit à M. H. Poincaré des travaux importants qui ont renouvelé la face de la question :
En premier lieu, la connaissance des solutions périodiques, dont nous avons déjà dit quelques mots (t. [, p. 158);
Et en second lieu, la démonstration rigoureuse de ce fait capital, que les séries auxquelles conduisent les méthodes d’approximation les plus perfection nées (*) pour les coordonnées des trois corps ne jouissent pas de la convergence absolue, ce qui n'empêche pas ces séries d’être utilisées par Îles astronomes, mais s'oppose dans une certaine mesure aux prédictions à longue échéance auxquelles on s’était habitué.
Ces découvertes, accompagnées d’autres résultats importants, ont été présentées par M. Poincaré dans un Mémoire Sur le Problème des trois corps et les équations de la Dynamique, qui à été couronné par le roi de Suède le 27 janvier 1889.
(1) Par exemple, la méthode exposée dans le Chapitre précédent.
et a paru depuis dans le Tome XIII des Acta mathematica. L'auteur a développé et étendu ses conclusions dans son Ouvrage intitulé : Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, dont deux Volumes ont paru en 1892 et 18093; le Tome troisième et dernier est attendu prochainement. J'avais conçu un moment l’espoir de donner ici un résumé substantiel de ces publications; mais j'ai dû comprendre bientôt que je ne pourrais pas le faire dans un espace restreint, et j'ai préféré reproduire d'abord une analyse du Mémoire de Stockholm, faite par l’auteur lui-même, et insérée dans le Bulletin astronomique, janvier 1891; voici cette analyse textuelle.
209. « J'ai publié dansle Tome XIII des Acta mathematica un Mémoire où j obtiens quelques résultats relatifs à un cas particulier du problème des trois corps et à divers problèmes de Dynamique; je crois qu'il ne sera pas inutile de reproduire ici, sans démonstration, quelques-uns de ces résultats pour les lecteurs qui n'auraient pas le temps de lire ën extenso le Mémoire original qui est assez volumineux.
» Je ne parlerai ici que de ce cas particulier du problème des trois corps que je viens de mentionner et qui est le suivant :
» Supposons trois masses À, B, C se mouvant dans un même plan. Je suppose que la masse A soit très grande, la masse B très petite, la masse C infiniment petite et incapable, par conséquent, de troubler les deux autres. Alors À et B se mouvront suivant les lois de Képler. Je suppose de pins que Les excentricités de A et de B sont nulles, de telle sorte que ces deux masses À et B décrivent des circonférences concentriques (‘), et je me propose d'étudier le mouvement de A et de B dans le plan de ces deux circonférences. Tel serait le cas du Soleil, de Jupiter et d’une petite planète, si l’on négligeait l’excentricité de Jupiter et l'inclinaison des orbites.
» Tous les résultats que je vais énoncer se rapportent à ce cas particulier. Depuis, j'ai cherché à les étendre au cas général du problème des trois corps : tel a été le principal objet des Leçons que j'ai professées à la Sorbonne, de novembre 1889 à mars 1890, et qui seront publiées prochainement chez MM. Gauthier-Villars et fils (?); mais je ne m’occuperai pas pour le moment de cette extension.
» Voici d’abord les notations que je compte employer: je définirai la position du point C par ses éléments osculateurs. Je désignerai par 24, e et n le grand axe, l’excentricité et le moyen mouvement, par y: l’anomalie moyenne et par g la longitude du périhélie. Je désignerai par 1 la masse de A et par w celle de B:
©) Autour du centre de gravité du système.
?) Cette publication a été faite dans l'Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, dont il a été question plus haut.
p sera donc une quantité très petite. Je choisirai les unités et l’origine du temps de façon que la constante de Gauss soit égale à 1; que le moyen mouvement de B soit égal à 1, et la longitude de B égale à s. Je poserai
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F sera la fonction perturbatrice augmentée de x, + 553; les équations différen-
tielles du mouvement prendront alors la forme symétrique (*)
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» La fonction F sera susceptible d’être développée suivant les puissances entières de 4, et nous écrirons
F=F,+pFi+pF, +...; on aura d’ailleurs d
Dr, 8 M QE
» Enfin, F sera fonction de æ,, æ,, y, et y, seulement, et sera périodique de période 27 par rapport à y, et y.. Les équations (1) admettent comme intégrale
cette intégrale, connue sous le nom d’intégrale de Jacobi, peut être obtenue en combinant celle des forces vives avec celle des aires. On peut aussi la regarder comme l'intégrale des forces vives dans le mouvement relatif du point C par rapport à deux axes mobiles tournant d’un mouvement uniforme : à savoir la droite AB et une perpendiculaire à AB menée par le centre de gravité du svstème, supposé fixe. C'est pourquoi je conserverai à la constante C le nom de constante des forces vives. »
210. « Solutions périodiques. — Les premiers résultats su lesquells je veux appeler l’attention sont relatifs à certaines solutions particulières des équatons (1). Je citerai d’abord les solutions de la forme suivante, que j’appellerai
solutions périodiques,
Piaf) dt) Jimi +qé), Ya =nit+ qe).
(1) On reconnaît aisément l'identité de ces équations avec les équations (17) de notre Chapitre XXV.
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466 CHAPITRE XXWVII.
» Les fonctions ©,, #,, ©, et o, sont des fonctions périodiques, de période T, et sont, par conséquent, développables suivant les sinus et cosinus des multiples
de _ de plus, z,T et x,T sont des multiples de 27.
» Je distingue les solutions périodiques du premier genre, pour lesquelles les fonctions ®,, ©, ®, et ©, sont développables suivant les puissances de . A chaque système de valeurs de x, et de r, commensurables entre eux correspondent au moins deux solutions périodiques du premier genre. J’enseigne à former les coefficients des séries © qui sont absolument convergentes.
» Solutions périodiques du deuxième genre. — I] existe également des solutions périodiques pour lesquelles les séries © ne sont pas développables suivant les puissances de &, et que j'appellerai solutions du deuxième genre. Voici sous quelle forme elles se présentent d’ordinaire :
» Soit Xi —=i(t), La Pa(t), Yi = rit + ps(t), J2=Nit+ pi(t)
une solution périodique du premier genre, c’est-à-dire développable suivant les puissances de a; soit T la période. Soit
ICE), dat), pr mt+Wi(), Ya nat + (te)
ce que devient cette solution quand on y donne à x une certaine valeur u,;
alors les fonctions 4° sont développables suivant les sinus et cosinus des mul- 2T É
y Il existera, dans certains cas, une solution périodique de la forme
uiples de suivante :
1 3 DCE) + Cu — po) DCE) + (Be — Bo) PP CE) + Cp — Bo) DCE) +. — DE CE) + Cu — pre) QD (0) + Qu pro) Ya? (8) + (— Bo) VS (0) +. Jia UFR pa) Qu CE) ++ up) D (8) ue — po) ULO(E) + Pa Pat + QE) + (he pa) A (2) (pe po) DCE) + (po) DE) + » Les fonctions di" (4), L?(4), L?(4), ... sont périodiques par rapport à s; mais la période n’est pas égale à T, comme pour les fonctions Y?(#), mais à AT,
& étant un nombre entier. Par conséquent, æ,, æ,, y, — n,t et y: — nt sont développables suivant les puissances de y — 1, et suivant les sinus et cosinus
. ST des multiples de FT
» Pour =>, on a deux solutions périodiques du deuxième genre (‘),
(1) Suivant le signe de (4 — Bo).
réelles et distinctes; pour nu — u, elles se confondent entre elles et avec la solution du premier genre,
— (6), Vi= mt+ 4, (6);
pour & << t, elles deviennent imaginaires.
» Dans certains cas, le contraire peut avoir lieu, et il peut arriver que les deux solutions soient réelles pour 4 << 1, et imaginaires pour >,»
911. « Exposants caractéristiques. — Les solutions périodiques semblent d’abord sans aucun intérêt pour la pratique. La probabilité pour que les circonstances initiales du mouvement soient précisément celles qui correspondent à une pareille solution est évidemment nulle. Mais il peut très bien arriver qu’elles en diffèrent fort peu; la solution périodique pourra jouer alors le rôle de première approximation, d’orbite intermédiaire ('). 11 peut donc y avoir intérêt à étudier les solutions qui diffèrent peu d’une solution périodique. Voici comment on opérera :
» Considérons une solution peu différente et posons
æ = Pit) + Es, Vi it Gia(t) En:
» Si les £; et n, sont des quantités assez petites pour qu’on puisse en négliger les carrés, les équations différentielles (1) deviendront
2F DE ep à = D. dy Le NX (2) à (kr a).
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» Dans les dérivées secondes de F qui figurent dans les équations (2), on doit remplacer x; par ®,(6) et y; par nt + dite les coefficients de &; et de dans les seconds membres de ces équations (2) sont donc des fonctions périodiques données de £.
» L'intégrale générale des équations (2) s'écrit (?)
E, — AEUS, + BE-#S; + (C+4D)S;+ DS, | .
HN F5 4); n= AEXT,; + BE-#T;+-(C+(D)T+ DT, }
A, B, C, D sont quatre constantes d'intégration; « est une constante non arbi-
(1) Pour employer le langage de M. Gyldén.
(2) En vertu des théories connues concernant l'intégration d'un système d'équations différentielles linéaires sans seconds membres, à coefficients périodiques.
traire. S;, S;, S7,S;, T,, T,, T'et T; sont des fonctions périodiques de #, déve-
: 2Tt loppables suivant les sinus et les cosinus des multiples de ss
» La constante « et les coefficients deS,, S;, T; et T; sont développables suivant les puissances de ÿu; ceux de S;, S?, T; et T} suivant les puissances de x. J’enseigne à former toutes ces séries qui sont absolument convergentes.
» L’exposant à s'appelle exposant caractéristique. Il est réel ou purement imaginaire. Dans le premier cas, la solution périodique sera dite énstable, et stable dans le second cas. Cette dénomination se justifie aisément, bien qu’elle ne doive pas être prise dans un sens absolu, puisque nous avons négligé les carrés des & et des n.
» Nous avons vu qu'il y aura au moins deux solutions périodiques du premier genre, correspondant à chaque système de valeurs de 2, et de n,, commensurables entre elles. J’ajouterai qu'il y en aura toujours un nombre pair et précisément autant de stables que d’instables. »
212. « Solutions asymptotiques. — Soit Ti = Gi(t), Yi =mil+Qiro(é) (i= 1, 2),
une solution périodique quelconque enstable. I existe deux séries de solutions particulières remarquables, que j’appellerai solutions asymptotiques. Les solutions asymptotiques de la première série seront de la forme suivante :
Lie Œi(t) + AE-%010 (4) + AE 240%) nu AR Pari) Re (3) { Yi= nmit+ qie(t) + AE-00/0 (6) + A2E—?æ0{2) (5) + ASE—Sar 08) (4) +.
Cite 12)
À est une constante arbitraire d'intégration, « est l'exposant caractéristique (que je suppose positif); les fonctions 0!" (4), 0e), . ., G— 71,2, 3,4) sont
périodiques, de période T, et développables, par conséquent, comme les o,(+#) 2TL
loppement sont eux-mêmes des séries dont les termes sont rationnels en VITE
» Inutile de faire remarquer que, si l’on reprend les notations du paragraphe précédent, on a
par rapport aux sinus et cosinus des multiples de + Les coefficients du déve-
BRNDees, 017:
» Les séries (3) sont convergentes pour les valeurs de z suffisamment grandes. On voit que, quand z croît indéfiniment, les solutions représentées par les équations (3) se rapprochent indéfiniment de la solution périodique.
» Les solutions asymptotiques de la seconde sorte seront de la forme suivante
a qi(é) +BEttof (tr) + BE oi (4) +...
(3 bis) Ji hit + qia(t) + BE of, (4) + B'E%oit, (4) +...;
B est une nouvelle constante d'intégration, « est encore l’exposant caractéristique ; les fonctions w sont de même forme que les fonctions 0 qui entrent dans les équations (3 ). On obtient d’ailleurs les fonctions w si, dans les fonctions 0, on change Vu en — Vu. Les séries (3 bis) convergent pour les valeurs de & négalives et suffisamment grandes; quand £ tend vers —, les solutions qu’elles représentent se rapprochent asymptotiquement de la solution périodique.
» Solutions doublement asymptotiques. — Il existe une infinité de solutions qui appartiennent à la fois aux deux séries, et qui sont, par conséquent, représentées par les équations (3) pour les valeurs de £ positives et très grandes, et par les équations (3 bis) pour les valeurs de # négatives et très grandes.
» L’orbite, d’abord très peu différente de celle qui correspond à une solution périodique, s’en éloigne peu à peu, et, après s’en être écartée beaucoup, finit par s’en rapprocher asymptotiquement.
» L'existence des solutions doublement asymptotiques est un point d’une démonstration très délicate et qui m’a donné beaucoup de peine. En effet, les séries (3) ne convergent que pour des valeurs de £ positives et très grandes, les séries (3 bis) pour des valeurs de # négatives et très grandes. Il y a, généralement, un intervalle où aucune des deux séries ne converge. »
213. « Divergence des séries. — Les considérations qui précèdent peuvent permettre d’établir que les séries habituelles de la Mécanique céleste sont divergentes : ce n’est pas qu’elles ne puissent néanmoins être utilement employées; en effet, il peut arriver que les termes d’une série décroissent d’abord très rapidement pour croître ensuite indéfiniment, et, par conséquent, que cette série, quoique divergente, puisse servir à représenter une fonction avec une approximation très grande, mais non indéfinie. Tel est le cas de la série célèbre de Stirling et de quelques développements usités en Physique mathématique. Tel est aussi celui des séries de la Mécanique céleste, et l’approximation qu’elles fournissent est très suffisante pour les besoins de la pratique. Ce que je veux dire de leur divergence n’est donc pas une raison pour en proscrire l’usage.
» Les séries de M. Lindstedt ne peuvent pas converger uniformément pour toutes les valeurs de la constante d’intégration qui y entre; on démontre, en effet, que, s’il en était ainsi, il n’y aurait pas de solutions asymptotiques.
» Je prendrai comme second exemple certaines séries dérivées des séries (3) et (3 bis). La série (3) converge; mais nous avons vu que ses coefficients peuvent eux-mêmes se développer en séries convergentes dont les termes sont ra-
tionnels en ÿu; quand on a fait ce développement, la série (3) reste encore
convergente.
» Supposons maintenant que l’on développe ces fonctions rationnelles de V4
suivant les puissances de Vu; ce développement sera possible pour chacune d'elles. Mais, si l’on ordonne ensuite la série (3) suivant les puissances croissantes de Vu, la série ainsi obtenue devient divergente; on démontre, en effet, que, si elle convergeait, toute solution asymptotique deviendrait doublement asymptotique, ce qui n’a pas lieu.
» Le développement auquel on parvient de la sorte et qui, bien que divergent, peut rendre des services au même titre que ceux de M. Lindstedt, se met sous forme élégante, si l’on élimine et A entre les quatre équations (3) par les règles ordinaires du calcul. On trouve, en effet, que x, et x, s'expriment en
séries ordonnées suivant les puissances de Vu et suivant les sinus et cosinus
des multiples de et de 22.
» Non-existence des intégrales uniformes. — Les équations (1) admettent une intégrale qui s'écrit FT: æ, Ya
C'est l'intégrale des forces vives : le premier membre est uniforme par rapport À T4, Do, V1 et 7», périodique et de période 27 par rapport à y, et y,, développable suivant les puissances de 1.
» Je dis qu’il n’y a pas d’autre intégrale de même forme, c’est-à-dire que les équations (1) ne peuvent admettre une intégrale
DL, La, Vas V2) = CO
distincte de la première, et où ® soit périodique en y, et y,, développable suivant les puissances de y, et uniforme pour toutes les valeurs réelles de y, et y;, pour les valeurs suffisamment petites de & et pour les valeurs de x, et de x, comprises dans un certain domaine.
» On démontre en effet que, s’il en était ainsi, les séries de M. Lindstedt convergeraient. Ce résultat est d’ailleurs susceptible d’être généralisé de plusieurs manières. »
214. « Forme des orbites. — On peut se proposer de dessiner les courbes correspondant aux diverses solutions particulières dont je viens de parler, et j'ai l'intention de revenir sur ce point dans un autre article. Pour cela, le mieux est de considérer deux axes mobiles, à savoir : la droite AB et une perpendiculaire à AB, menée par le centre de gravité du système, et de chercher à dessiner la trajectoire relative du corps C par rapport à des axes mobiles.
» Dans le cas des solutions périodiques, cette orbite relative est une courbe fermée; dans le cas des solutions asymptotiques, c’est une courbe en spirale se rapprochant asymptotiquement d’une courbe fermée. 11 convient d’ajouter que les diverses spires se recoupent mutuellement.
» Considérons une orbite fermée correspondant à une solution périodique et les deux séries d’orbites asymptotiques afférentes à cette même solution. Par un point M du plan passeront, en général, une ou plusieurs orbites asymptotiques de la première série, ainsi qu’une ou plusieurs orbites de la deuxième série. Soit T, une orbite de la première série, passant par M; soit 6 l’angle sous lequel elle coupe une orbite T, de la deuxième série, passant par M. Si $ est nul, les deux orbites se confondent en une seule et deviennent ainsi doublement asymptotiques; il y a une infinité de points pour lesquels il en est aïnsi. Mais, en général, B n’est pas nul; cependant, si la masse {4 est regardée comme un infiniment petit du premier ordre, on démontre que, parmi les angles 6 (sous lesquels T, coupe les diverses orbites asymptotiques de la deuxième série qui passent par M), il y en à un qui est infiniment petit d'ordre infini; je veux
dire qu’il est du même ordre de grandeur que l’exponentielle E v#, a étant une constante positive.
» Il est encore un point sur lequel je désire attirer l'attention.
» Les séries (3) ne changent pas si l’on y change À en AE*ettent+T; si donc l’on change À en AE°*", l'orbite asymptotique correspondante ne change pas; la seule différence est que le mobile C passe en un même point de cette orbite à des époques différentes. Ainsi les valeurs suivantes
À, AE+&T, AE+2€T
de la constante d'intégration correspondent à une seule et même orbite asymptotique. Il est donc toujours permis, s’il ne s’agit que de définir cette orbite, de choisir la constante A entre r et E**.
» Cela posé, considérons » orbites doublement asymptotiques quelconques ; pour des valeurs de # suffisamment grandes, les équations de ces orbites peuvent se mettre sous la forme (3). A ces n orbites correspondront » valeurs de la constante À, que j'appelle
Mi As, À,
et que je puis toujours supposer comprises entre 1 et E*. Pour les valeurs de négatives et très grandes, Les équations de ces mêmes orbites (en changeant au besoin l’origine du temps) pourront se mettre sous la forme (3 bis). À ces n orbites correspondront alors » valeurs de la constante B, que j’appellerai
B:,B;,..., Dr
et que je pourrai toujours supposer comprises entre 1 et HF. » Eh bien, ce qu’il importe de remarquer et ce qui met bien en évidence la complication du problème des trois corps, c’est que, si A,, À, ..., À, sont rangés
par ordre de grandeur croissante, les constantes B,, B,, …, B, seront, en général, rangées dans un ordre tout différent. »
215. « Invariants intégraux. — Une notion nouvelle, celle des invariants intégraux, m'a été très utile pour démontrer les résultats qui précèdent. Je me bornerai ici à énoncer quelques propositions saillantes relatives à cette théorie.
» Considérons le problème des trois corps; pour définir la situation du système, nous nous donnerons dix-huit variables : ce seront d’abord les trois coordonnées &,, æ,, æ, du premier corps, les projections y,, y:, y, de la quantité de mouvement de ce corps sur les trois axes. Ensuiteæ,, æ,, x, Yi Ys et Y, Seront les quantités analogues pour le deuxième COTDS: 5%, dos Vie VerCli)e LE quantités analogues pour le troisième corps.
» Nous envisagerons alors, dans un plan, neuf points que j’appellerai M,, M,,..…, M,, et dont les coordonnées seront respectivement
(Zi, Ya); (Las Ya) tr: (Lo Yo):
Cela posé, considérons une solution des équations différentielles du mouvement, dépendant de deux constantes arbitraires « et B. Alors les x; et les y, seront des fonctions du temps #, de « et de B. Soit N le point dont les coordonnées sont « et B; si le point N reste intérieur à une certaine aire o, les points M,, M,, ..., M, resteront intérieurs à certaines aires S,, S,, …, S,. Ces neuf aires se déformeront et se déplaceront, puisque les coordonnées du point M; dépendent non seulement de « et de B, mais encore du temps #; mais a somme algébrique de ces neuf aires demeurera constante. Il est à peine utile de faire observer que certaines de ces aires pourront avoir des parties positives et des parties négatives; c’est ainsi que, au point de vue analytique, l'aire totale de la lemniscate est nulle, parce qu’une des boucles doit être considérée comme positive et l’autre comme négative.
» Supposons maintenant que l’on envisage une solution ne contenant plus qu'une seule constante arbitraire &. Si cette constante varie de «, jusqu’à &,, les neuf points M,,M,,..., M, vont décrire certains arcs À in A es 25 Don CUBE déplaceront et se déformeront avec le temps, puisque les coordonnées de M, dépendent non seulement de «, mais encore de #. Soit U; l'intégrale
J'E@æidyi+ yidæi)
prise le long de l'arc À;; U;, sera une fonction du temps, puisque l’are À, se
déplace. Soit C, la valeur de la constante des forces vives correspondant à « — «,, P 0 I
et C, la valeur correspondant à &,; on aura
U, + U+...+U +3(CG —C)it=K,
K étant une constante indépendante du temps.
» Stabilité. — Revenons au cas particulier dont nous nous sommes occupé presque exclusivement dans ce travail. Dans ce cas, MM. Hill et Bohlin ont démontré que le rayon vecteur AC ne peut croître au delà de toute limite; mais il reste, pour établir complètement la stabilité, un dernier point à démontrer. Il faut faire voir que les trois corps se retrouveront une infinité de fois aussi près qu’on voudra de leurs positions initiales.
» L'existence même des solutions asymptotiques montre suffisamment qu’il existe une infinité de solutions particulières qui ne satisfont pas à cette condition. Mais, d'autre part, j'ai démontré, par la méthode des invariants intégraux, qu’il y en a aussi une infinité qui y satisfont, On peut donc dire, à ce point de vue, qu'il y a une infinité de solutions particulières instables, et une infinité de solutions particulières stables.
» Mais il y a plus : on peut dire que les premières sont l’exception, et que les secondes sont la règle, au même titre que les nombres rationnels sont l’exception et que les nombres incommensurables sont la règle. Je démontre, en effet, que la probabilité pour que les circonstances initiales du mouvement soient celles qui correspondent à une solution instable, que cette probabilité, dis-je, est nulle. Ce mot n’a par lui-même aucun sens; j’en donne dans mon Mémoire une définition précise, que je ne crois pas utile de reproduire ici; mais je dois ajouter que le même résultat subsisterait, quelle que soit la définition adoptée, pourvu qu’il n'entre dans cette définition que des fonctions continues. »
216. L'analyse précédente donne une idée de la profondeur et de l’originalité des recherches de M. Poincaré, contenues dans son Mémoire de Stockholm. Parlant de ce beau travail, l’auteur dit (Préface du 1. I des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste) : « Je m’y suis surtout efforcé de mettre en évidence les rares résultats relatifs au problème des trois corps, qui peuvent être établis avec la rigueur absolue qu'exigent les Mathématiques. C’est cette rigueur qui seule donne quelque prix à mes théorèmes sur les solutions périodiques asymptotiques et doublement asymptotiques. On pourra y trouver, en effet, un terrain solide sur lequel on pourra s'appuyer avec confiance, et ce sera [à un avantage précieux dans toutes les recherches, même dans celles où l’on ne sera pas astreint à la même rigueur. I] m'a semblé, d'autre part, que mes résultats me permettaient de réunir dans une sorte de synthèse la plupart des méthodes nouvelles proposées récemment, et c’est ce qui m'a déterminé à entreprendre le présent Ouvrage. »
Ces dernières lignes montrent nettement le but que s’est proposé M. Poincaré dans l’Ouvrage en question. On a déjà dit d’ailleurs, page 46%, qu'il s'agissait aussi d'étendre au problème des trois corps, envisagé dans toute sa généralité, les résultats qui avaient été obtenus dans le Mémoire de Stockholm, seulement
pour un cas particulier. Citons de suite, sans nous astreindre à suivre l’ordre T. — EV. 6o
des matières dans les deux volumes du nouvel Ouvrage, ce beau théorème démontré par l’auteur :
Le problème des trois corps n'admet pas d'autres intégrales uniformes que celles ds aires et des forces vives.
Ce théorème, démontré cette fois sans restriction, est plus général que celui de M. Bruns, énoncé à la page 463, puisqu'on prouve non seulement qu'il n°y a pas d’intégrale nouvelle algébrique, mais qu’il n’existe pas d’intégrale transcendante uniforme, lors même que les variables se meuvent dans un domaine restreint.
M. Poincaré a consacré le Chapitre VI de son Ouvrage au développement approché de la fonction perturbatrice, c’est-à-dire au calcul approché d’un terme qui contient des multiples élevés des anomalies moyennes de la planète troublée et de la planète perturbatrice. M. Flamme, dans une thèse remarquée dont nous avons déjà parlé (I, p. 269), avait obtenu déjà d'importants résultats en prenant pour point de départ un beau Mémoire de M. Darboux, concernant la valeur approchée des fonctions de très grands nombres (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1878). Cette méthode de M. Darboux s’est montrée très féconde. Grâce à un artifice ingénieux, M. Poincaré a montré qu'on peut l'appliquer directement à la recherche des coefficients de termes éloignés dans le développement des fonctions de deux variables, et il en a déduit la solution du problème lorsque l’inclinaison mutuelle des orbites est nulle, ainsi que l’une des excentricités, l’autre étant supposée très petite. M. Hamy a examiné (Bulletin astronomique, t. X) le cas où, l’inclinaison étant quelconque, les excentricités sont nulles, et (Journal de Mathématiques, 1894) celui où, l’inelinaison étant petite, l’une des excentricités est nulle et l’autre quelconque. Enfin, M. Coculesco a traité récemment (Journal de Mathématiques, 1895) le cas où, l’inclinaison mutuelle étant nulle, les excentricités sont très petites, les longitudes des périhélies étant en outre les mêmes.
M. Hamy a appliqué ses formules à l'inégalité lunaire produite par l’action de Vénus, et ayant pour argument
dont nous nous sommes occupé nous-mêmes (IL, p. 396), et il a trouvé, par des calculs très simples, en partant de ses formules approchées, à -: près la valeur du coefficient de cette inégalité, qui a été regardée pendant longtemps comme très difficile à déterminer.
M. Poincaré, dans les premiers Chapitres du Tome II de son Ouvrage, s’occupe de la forme des expressions qui donnent les coordonnées de deux planètes en fonction explicite du temps. Il y parvient en partant des méthodes de M. Lindstedt, qu’il modifie avantageusement. M. Newcomb était arrivé au même but
par la méthode de la variation des constantes arbitraires, et l'on a vu, dans le Chapitre précédent, que je m'étais servi, de mon côté, de la méthode de Delaunay: mais mes résultats étaient loin de présenter la rigueur de ceux de M. Poincaré. Vient ensuite l’étude des séries finales considérées en elles-mêmes, et la démonstration de leur divergence. Mais, malgré mon désir, Je renonce à donner en quelques pages une idée de ces belles théories, et je vais me borner à présenter des indications assez complètes sur les solutions périodiques. Il est bon de commencer par des considérations préliminaires sur la forme des équations différentielles du problème des trois corps.
217. Considérations préliminaires. — Occupons-nous encore une fois des équations différentielles du mouvement de deux planètes autour du Soleil. Rapportons la première, M, directement au Soleil, et soient x, y, z ses coordonnées, mym sa masse; la seconde, M’, sera rapportée au centre de gravité G du Soleil et de M: soient x’, y’, z', mçm’ ses coordonnées et sa masse; 72, désigne la masse du Soleil. On peut conclure des formules du Chapitre précédent, ou de celles de notre Tome I, page 84, les équations suivantes :
m3 de OÙ a 172 der OÙ 1m dE 0x lemme di 0e où l’on a posé
Ü=/’fr a —— à + W, “
ie . I I W = fmom _— a — = cn INC
HN à. mr \? / \/ Ads te (xx + yy'+ 53!) + ( ) 1+m 1 + 77
SU
fr (æx'+ yy'+ 321) + :
LE mt Fes 1 + m
Si l’on néglige W, et que l’on fasse
ù C7 T0 k = fm(1+m), kK2= fn ———; : ; + mn
on aura les équations
d? T k2x dx! k?2x!
_ - == 0% dt dt? 7e
En introduisant les fonctions suivantes des éléments elliptiques
| LV, G —#Varr —e), @ — kVa(i — €) cosi, =, £g=®—Q, 0 = Or
| De CERN
ex), O'— k'V/a'(1—e®) cost l'=h—-w!, g'= œ— Q!, 8 _—@!,
où À et À’ désignent les longitudes moyennes, on aura, en faisant varier les éléments elliptiques pour tenir compte de W, et invoquant les principes de la méthode de la variation des constantes arbitraires, on aura, disons-nous, ce SYStème de douze équations canoniques :
dL __1+m OW, qi 14m 0W:
_1+m+m OoW, Res 1+m+m! OW, MR En) Or M M) Oh
où l’on a posé
: Dee 772 k'* s +m : s* 1 721001 nine 91
Faisons maintenant
À EEE !
muy, MES QU,
u étant petit, &« et «’ finis, et posons en outre
/ om /70 se Bu; MW, — Le F.
Nous aurons
dG.-:. 08 er ni A
mer 0g'” ui |
TRE
INDICATION DES TRAVAUX DE M. POINCARÉ. 477 B et 8’ sont finis, ainsi que la première ligne de F; les deux dernières lignes contiennent au contraire le petit facteur 4.
On a vu, dans notre Tome III, page 238, qu’au lieu des variables canoniques EG; LG er 0" pie 0 Pa eee
on peut prendre, avec M. Poincaré, les suivantes :
L, ÿ2(L—Gj)sinw, V2(G—06)sin6, L', V2(L—G)sins, V2(G—0") sin’, à, Va(L—G)cosæ, V2(G—0@)cosb, N, V2(L'—G')cosw', V2(G/— 0) cosô’,
où À et \ désignent les longitudes moyennes des deux planètes.
On en conclut aisément, par des changements réciproques de variables d’un des groupes dans l’autre, des changements de signes, et en comprenant les facteurs B et B’ dans de nouvelles variables, que, si l’on pose
AGE, it
— V2B(L— G) cos, n—=—V28(L—G)sins,
(8) p =V26(G — 6) coso, q=—"Y28(G—0@)sin0, NE LE NE,
= V5B (LG) cos, n'——V2B(L—G')sins"!, | p'==y2B(G—06")cos0, g'——V2B(G—68")sin#,
on aura ce système canonique
de M: Lo dr od
MR 08e “did di... de
(0) dt ‘où died. de + 0 de 0 ne à dE ‘0 di 0. dt: de di Ad. 4; dd iéaire.
AR où Re dé: @p
218. Revenons au système (5), et montrons, en suivant M. Poincaré, comment on peut réduire le nombre de ces équations en tenant compte des intégrales des aires, et prenant pour plan des æy le plan invariable. On a alors, comme on l’a vu dans le Chapitre précédent, et comme on peut le voir d’ailleurs directement,
LE: GG; #9, LL
Le,
on sait qu’elle doit être indépendante de la position de l’axe des + dans le plan invariable; elle ne doit donc contenir 0 et 0’ que par la différence 0 — 0’; puisque 0 — 0, la fonction F sera donc indépendante de 0 et de 0’. L’équation
dd dt donne d’ailleurs
Faisons maintenant
les relations (ro) nous donneront
(re B2T°— gr" x Ho 2 C ‘
B'9' — A Pere.
2C Nous en tirerons
OF_9F dFBT 0F ET 0 06 50 €
ou bien, en ayant égard à la formule (11),
OS NOP 5) De et de même 2F OT’
équations (5) deviendront ainsi
OI 0e AN dE. ct LG dti 12 DE dé 119 OF dg'! OF
| 9F dax OF dar’ OF
A6) 1 Bol dé Bidl: dis CI
On a donc opéré ainsi la réduction à huit équations canoniques, d’une façon plus simple que dans le Chapitre précédent; la quantité C est une constante absolue et doit être regardée comme une donnée de la question. Il convient de
compléter ces formules par les suivantes, auxquelles il faudrait encore joindre l'expression (7) de F,
L—#{Va, T—4kAVa(i—e), L'— k'Va', T'— £'Va' (1e),
ul 272 GT"? A0 272 61?
BE Cost + p É ) Footer b ) 2 2 > 20 De ES: DUREE PTT à ts r — a(1 — e COS), r'—a'(1 —e! cosv'), (7e He 10 A un, Vu taug — V ne tang 2 tang ce FA ne tang es ! J{ !
CT +VYY + 23 è . : É Z — cos(g + w) cos(g'+ w') +sin(g +w) sin(g'+w')cos(i— 1);
on voit bien, par cet ensemble de formules, comment la fonction F dépend des huit variables BD D Didi #
919. Considérons encore le cas où le mouvement a lieu dans un plan, et prenons ce plan pour plan des xy. Nous aurons L —1 —o, et par suite, 0 —-G et @' — G. Voyons ce que deviennent alors les équations (5). Un argument quelconque de F sera de la forme
yl+yl+ yo +yi®", et un théorème bien connu nous donnera a 0 donc les arguments de F seront de la forme yL+yl+ y,
où l’on a posé m—w —h.
On a ensuite m0, mi 014 2",
et, puisque F est indépendant de z et de 7,
dP dE | 96 _d® ‘ puis OÙ OF Ps 0 + DE 0048, dé . dur 0h dé do 0 dh ds ds’ dû der dr CLÉ OF 0F
nr EL EE O VD 7 CCE
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Les équations (5) deviendront donc
db 08 Ge OR
or É At, O1.
dG dE da AE
p 7 dk A DE RE
dl OF dl OF
dt ‘:BpL PA EN CUP) Pi dh OF OF
do it On en conclut
BG+ BG —C
c'est l’intégrale des aires. Si l’on pose Bb, B'G=—C—H,
F deviendra une fonction de L, L’, H et des arguments /, let »; on aura ainsi ces équations différentielles, qui correspondent au problème actuel,
disL) of d 0F die 01 di, Oh) d(B'L') _ 0F Re:
M, 00. dt JL) dH OF dh OF
dt. 0h. dE 0h
Nous avons à présenter une remarque importante au sujet de développements qui se rapportent au problème des trois corps. Reprenons les douze variables qui figurent dans les équations (5), et posons
2 — DL, Di 1, Li 0 =" QG; ÿ
LS HS oyr Se FD M Pat Ve Ce DA ER
Les équations (5) pourront être représentées par
: dx; _0F dy F Fe (15) | eo Don PEN, 22600 La fonction F est d’ailleurs représentée par la formule (3), et l’on a, en série convergente, F=R+pE, +pF,+..., pi
Re nat DS PT ee
la fonction F, ne dépend donc que des variables +, et x.
Lorsque u = o, les équations (15) donnent
= 10 ES -0 oies , SEE 0 die), Ni=mt+y, Ya = Not + y, Vite = Vis) 0F, OF,
GE ; dz;
en désignant par æ° et y; douze constantes arbitraires; les trajectoires des deux planètes sont alors des ellipses képlériennes. Supposons maintenant 470, et supposons que, pour £ — 0, on ait
— 7% te DEC VAL Ti Xj + Gis Yi=ÿi +
et demandons-nous quelles seront les valeurs de ces quantités x; et y; pour t — 7. M. Poincaré a montré (t. [, p. 63) que ces valeurs sont développables en séries convergentes suivant les puissances des &;, n;, de + et de u, pourvu que les modules des quantités £;, n; et u soient assez petits.
Nous pouvons maintenant aborder la recherche des solutions périodiques du problème des trois corps, en nous limitant à celles du premier genre (vour
290. Recherche des solutions périodiques du problème des trois corps. — M. Poincaré avait démontré (Bulleun astron., t. X, p. 65) qu’il existe trois sortes de ces solutions périodiques de premier genre : pour celles de la première sorte, les inclinaisons sont nulles, et les excentricités très petites (de l’ordre des rapports des masses des deux planètes à la masse du troisième corps qui est le Soleil); pour celles de la seconde sorte, les inclinaisons sont encore nulles, mais les excentricités finies; enfin, pour celles de la troisième sorte, les inclinaisons ne sont plus nulles. L'auteur est revenu avec plus de détail sur ce sujet dans son Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste: nous allons chercher à donner une idée de ces nouvelles recherches, et nous reproduirons souvent, presque textuellement, l'exposé de M. Poincaré.
Pour les unes comme pour les autres de ces solutions périodiques, les distances mutuelles des trois corps sont des fonctions périodiques du temps; au bout d’une période, les trois corps se retrouvent donc dans la même position relative, tout le système ayant seulement tourné d’un certain angle. Il faut donc, pour que les coordonnées des trois corps soient des fonctions périodiques du temps, qu’on les rapporte à un système d’axes mobiles, animés d’un mouvement de rotation uniforme.
Occupons-nous d’abord des solutions de première sorte. Soient $S le Soleil (m, sa masse), M et M’ les deux planètes (aum, et «um, leurs masses); nous rapportons comme ci-dessus la planète M à des axes se coupant en $, et
la planète M’ à des axes parallèles se coupant au centre de gravité G de S et T. — IV. Gr
de M. Le mouvement est supposé avoir lieu dans un plan que nous prendrons comme plan de référence.
Si l’on suppose u = o, les masses des deux planètes sont nulles, le Soleil est fixe, et les deux planètes décrivent autour de lui des ellipses képlériennes. Admettons que ces orbites soient circulaires; soient x et n° les moyens mouvements,etrn>n.
Placçons l’origine du temps au moment d’une conjonction; à ce moment les
longitudes de M et de M’ pourront être supposées nulles, en choisissant l’origine
des longitudes. Au bout du temps , ces longitudes seront devenues res-
2Tn 2Tn' * ps , x .
; et ——,; leur différence sera égale à 27. Les deux petites
ent 1 NU
masses se retrouveront en conjonction; les trois corps seront de nouveau dans
la même position relative, tout le système ayant seulement tourné de l’angle
pectivement
7" Si donc on rapporte le système à des axes mobiles tournant d’un mou-
vement uniforme, avec la vitesse angulaire », les coordonnées des trois corps, par rapport à ces axes mobiles, seront des fonctions périodiques du temps, et
la durée de la période sera T = — UT à.
Ainsi, dans le cas limite de u — 0, le problème admet des solutions périodiques, quand on choisit convenablement les circonstances initiales du mouvement. Avons-nous le droit d’en conclure qu'il en sera de même pour de petites valeurs de p.?
Nous prendrons les variables (8) que nous pouvons réduire à huit,
puisque, le mouvement ayant lieu dans un plan, il est permis de faire
pP=g=p=qg—0,
ACL Phe, à AZ BL KB V a, À.
VA Va (i— Vie) coss,
VA V2 V1 e*)cose!,
n =—VA NETC —/1—e) sins,
er
Les distances mutuelles des trois corps et les dérivées de ces distances par rapport au temps dépendent seulement des sept quantités suivantes
À, EcosÀ —nsinÀ, ÉsinÀA+ncosÀ, .
L AG E'cos}'— n'sinl', E’sin? + n'cos}',
on a, en effet, en désignant par / et /’ les anomalies moyennes,
ES gt.
r=a(i—ecost+ re! écosal+...), :
TARN bp —À+2esin{+-esin2l+...;
I [I = (ie COS L' + — ee 0ços2 ll +... 7 £ 2
à Din pl =)\'+2esinl//+ -#e?sin2/ +...
un zx'+ yy'=rr'cos(e — +!)
: croare ét sinal— + e" sina l +...):
I Or
= pr :COS C AS nesinr rie sine
E cosà — n sinà — WA Va (1 Vi —e) cosi,
E sin + n cos? VA Va (Gi — Vie) sin’, On en conclut AR A?
Te ae
__ (ËcosÀ — nsinA)? + (£sinÀ + n cos}?
1 [Er — nsinÀ) +(ËsinÀ+n | = Tr RE EST TE 5 2
E sinÀ — n cos À ON PTT LE Di Ne EcosÀ + n sinÀ
SI
tang / —
et des formules analogues pour a’,e’ et /’. On voit ainsi que r et r’ dépendent de À, EcosÀ—nsinÀ, Esin\+mncosÀ, A', E'cos\'—n'sind', &'sin?'+n'cos\';
æx'+ yy' introduit l'angle À — À.
Pour que la solution soit périodique, il faut donc qu'au bout d’une période les variables (16) reprennent leurs valeurs primitives, et que À — À’ augmente tea.
Si l’on fait u — o, le mouvement est képlérien ; supposons de plus que, pour t;=—.0, on'a1t
k Æ ski gran sn ac ! fr 2 Â —— À, — 1 >} AN —— À, — 1 n> ne
Les mouvements des deux planètes seront circulaires et uniformes, avec les
moyens mouvements » et x’; la solution sera périodique, et de période Ce LE
484 CHAPITRE XXVIL.
Ne supposons plus maintenant & — 0, et considérons une solution quelconque; nous pourrons choisir l’origine du temps au moment d’une conjonction moyenne, et prendre pour origine des longitudes la longitude de cette conjonction.
Les valeurs initiales de À et de À’ seront nulles; soient À, + 6, et A, +6, les valeurs initiales de À et de A’. Soient encore &,, %, €,, n, les valeurs initiales de 6, n, £ et n'; ce seront aussi les valeurs initiales des quatre quantités
EcosÀ—nsinÀ, Esin\+ncosÀ, E'cos}'—n'sinX', E'sinÀ' + n'cosi'
qui figurent au nombre des variables (16).
: = HER 2T Soit maintenant 27 + , la valeur de À — À’ au bout de la période = (QUE nous supposons la même que dans le cas de x = 0). Soient, au bout de cette période, A+ GB: + di, À, + 6, + ds, les valeurs de À et À’, et
bo + Potbn +de M6 +
les valeurs des quatre dernières variables (16). Pour que la solution soit périodique, il faut que l’on ait
=== ho.
S'il en est ainsi, les valeurs de a, e, ©, a’, e’, &' et À — \’ seront les mêmes, en effet, au commencement et à la fin de la période; il en sera de même des distances mutuelles des trois corps et de leurs dérivées par rapport au temps.
Ces équations ne sont pas toutes distinctes; les équations différentielles du mouvement admettent, en effet, deux intégrales, celle des aires et celle des forces vives.
En écrivant que les premiers membres de ces intégrales prennent les mêmes valeurs au commencement et à la fin de la période, et supposant que les conditions
(19) se ddr d=S
soient vérifiées, ce qui entraine l'égalité de e, æ, e’, æ’ et de À — \’, on trouvera que a et a’ doivent reprendre aussi les mêmes valeurs : done on doit avoir
Ÿ, = Ÿ, = 0. Nous aurons donc seulement à résoudre les cinq équations (17), auxquelles nous adjoindrons l'équation des forces vives F— C, où nous regarderons la constante C comme une donnée de la question; ces six équations contiennent les six inconnues
(18) B:; Ba, Éos os … et Th
Les Ÿ, sont des fonctions holomorphes de 4, et des six variables (18), que nous ne chercherons pas à former; elles s’annulent avec ces sept variables. D'après un théorème démontré par M. Poincaré (t.1, n° 30), on pourra résoudre les équations (17) et F = C par rapportaux inconnues (18), pourvu que le déterminant fonctionnel des quantités F et ; par rapport aux inconnues ne soit pas nul pour
pi pi B2 = M0 En — Ma = d
Rappelons que le déterminant fonctionnel, ou Jjacobien, de fonctions yi, as +. y: par rapport aux variables æ,, æ,, ..., æ; est le déterminant
EE 02 : 0%: ÔT; A db: 0 OX, OL dZ:; do 10 Dr, O2 Ôx;
Or, pour =0o,0ona
LR ques de CN VAE ab? k* F GORE RME De 2 L’/? _ 2(A5+6:}° 2 (A + Ba )??
PE
donc F, ne dépend que des deux variables B, et LE Soient ensuite À, et À, les valeurs de À et X’ à la fin de la période; pour
? 2 , Q 27H u — 0, À, et À, serontégaux aux produits du temps écoulé = par les moyens
mouvements N et N’ qui sont
ue Au N= NE ou bien N ps ne N'— B's ke
RE ner D] L — 7 1 SR (A5 + Bi) (AS ES On a donc
DT SR de 2T (Ge (20) h = 7 É 3? o ESS j v 3?
n— n' (Ao +61) n—n (/ + Be) ou encore Arte Gi \e Ês an'T LE 21 je 1 PR Re ee RS. .
Ga oon—n! ( a “) : An ee) AS
La relation donnera donc
peu leon ae | Pr, GE =] ns ET FF à à
done, comme F,, 4, ne dépend que de ÿ, et de B.
En écrivant d’ailleurs que les quantités
Ë cos — n sin, E sinÀ + n cosà,
Élcos\'—r'sind, E'sinÀ'+ n'cos'
prennent les mêmes valeurs au commencement et à Ja fin de la période, on trouve les relations
On en tire sans peine
UR — Ëo (cos, DRE 1) = 00 sin À, ( 3) d—=—Ë, sin À + no (COSÀs — 1), Vs E(cosk, — 1) + nsinÀ;,
| Ps——Ë sinÀ, + n9 (COSÀ, — 1).
En se reportant aux expressions (20) de À, et de À}, on voit que 4, et p,ne dépendent que de &,, n, et B,; ÿ, et b ne dépendent que de &, n, et B,. Notre
déterminant fonctionnel est donc
0F, 0 d, 061 06 of:
OF, dv, dB: Of:
O 4, og On,
Il est égal au produit des trois déterminants
F 06; OF
ES (ee)
Il faudra donc calculer ces déterminants, y faire ensuite
DD ee Mn à le — 0
et voir si aucun d’eux n’est nul. Or, en se reportant aux formules (19), (22) et (23), on trouve aisément
6T 6? K CGR).
(Do d “ > R'+ es n |»
n—n'\AÿA, AS A
quantité négative essentiellement différente de zéro;
(II), = (1 — cos)? + sin?h, (IE), = (1—cosÀ,) + sin°À;.
Ces quantités ne peuvent s’annuler que si l’on a ds = 2ÙT, 1 — 91,
v et v' désignant deux nombres entiers. En remplaçant À, et À, par leurs valeurs (21), après y avoir fait 6, — B, = o, il vient
n n ; _—— mr RU Nm: < han. ï
d’où n y DH ei , ou == ; n den y
La solution périodique dont on vient de démontrer l’existence ne peut donc cesser d'exister que si le rapport des deux moyens mouvements est exactement commensurable, et si, en outre, le numérateur et le dénominateur de la fraction qui représente alors ce rapport diffèrent d’une unité.
Remarque. — La solution dont il s’agit est la suite d’un développement de Laplace (voir notre T. I, Chap. XXII); en supposant e— € — 0, les formules citées peuvent s’écrire
| je) + D Ascosi(à — 7),
Cu — 7) +Y B; sin C(À SR DE
r'= a+ > A:cosi(À — À),
p'— À + B; sinë(À — À);
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À;, B;, A; et B; sont des fonctions connues de a et 4’, qui contiennent »' ou m en facteur; À et À’ désignent les longitudes moyennes. La démonstration de M. Poincaré montre que les formules conservent la même forme dans les approximations successives où l’on tient compte des carrés, des cubes, ..., des masses; les quantités A;, ... sont alors développées suivant les puissances de 1. Les équations (24) représentent alors une solution du problème des trois corps, quand les conditions initiales sont convenablement choisies et que le mouvement a lieu dans un plan. On a
p — \—= ZEB;sint(À—À), pl— = —X1+2EB;sini(À — 1);
ce qui montre que, par rapport à un système d’axes mobiles tournant uniformé- . d # «
ment avec la vitesse D = les coordonnées des deux planètes sont des fonc-
Ê ES . rie 5 2T
tions périodiques du temps; la période est T — 5" Nous allons donner
maintenant quelques indications sur les solutions de la seconde sorte, trouvées par M. Poincaré.
221. Solutions périodiques de la seconde sorte. — Supposons que les corps se meuvent dans le même plan. Les variables canoniques sont
A=6E, A —06L;:. 1 [ Las h.
Une solution sera périodique si, au bout d’une période, À, A’ et H ont repris leurs valeurs primitives, et si /, l’ et » ont augmenté de 27. On a d’ailleurs
F =F+uF; +WrF, F1 FO
on voit que F, ne dépend que de À et de A’. On a les équations
2 D A SL Date dt 10 AR RON di Dé din 0 dis DA PR à moe ie
di dr
Si l’on suppose & — o, ces équations donnent
hi DOS LR LE
di OR
RS) ie
d’où, en désignant par À,, À,, H,, k,, /, et 4 des constantes,
MAS, NE, H="H,, RER, nb EN RUE,
Donc, pour a — 0, si A, et À, ont été choisis de manière que
nT—=20r, RDV 'T;:
d’où n v FL TA
où vet y’ sont des entiers, les équations du mouvement admettront une solution périodique, de période T, quelles que soient d’ailleurs les constantes H,, FH, let.
Voici la question que nous posons :
Est-il possible de choisir les constantes H,, /,, 4 et k, de façon que, pour les petites valeurs de x, les équations du mouvement admettent une solution périodique de période T, et qui soit telle que les valeurs initiales des six variables soient respectivement
No Br: NE Ba 16 6
lo + GB, D + Bs, Ro + B6,
les 6; étant des fonctions de pe s’annulant avec u.? Remarquons pour cela que, la fonction F, étant périodique en /, l’et À, on
peut écrire F,= ZA cos(m;l+ mil'+ m;h+x),
m,, m, et m, étant des nombres entiers, et les quantités À et x des fonctions de À, A’ et de H. Remplaçons dans F, les six variables
NN EX 1 Piel A par NN, Cu entiere ET RG Il viendra F,= ZA cos(Gt+G'), en faisant G=mnr mn, G=mil + mal, + mih +.
F, est une fonction périodique de #; soit R sa valeur moyenne, on aura
R=2AcosG, =. 6
la sommation étant étendue à tous les termes tels que (26) G—0 ou bien mn + Man — 0.
D’après les principes exposés précédemment par M. Poincaré (t. I, n° 46), on trouvera les valeurs cherchées de H,, /,, 4 et h,, en les déterminant par la condition que la fonction R de ces quantités soit un maximum ou un minimum, c’est-à-dire, en résolvant le système
ok: 0h :t0hB 0h
a, 0 So
On a d’ailleurs 0R 0G' no Ain in G’ ire AsinG on m, À sin G', 0R SU Ro LCE à A RS ee OU v dE ZAsinG on Em, A sin G,
d’où, en ayant égard à la condition (26),
OR D —— SGA sinG/— 0.
jr = — 2GAsinG'— 0
OR
On peut d’ailleurs choisir l’origine du temps de façon que 4, — 0; donc Ji. = 93
il reste ainsi seulement les trois équations
(an) 0RvroR io 7 M D
M. Poincaré établit ensuite que la fonction R a un maximum. Il trouve que l’on a ho;
et qu'il existe toujours au moins deux solutions de cette sorte. Ici, on arrive à des excentricités finies.
M. Poincaré cherche ensuite les solutions périodiques de la troisième sorte,
; % . . . n dans lesquelles les inclinaisons ne sont pas nulles; on doit avoir encore = 5
il montre qu'il existe de telles solutions, et c’est encore par la considération du maximum où du minimum de R qu’il y arrive ; mais nous ne pouvons pas entrer dans les détails de la démonstration. |
222. Application des solutions périodiques. — M. Poincaré fait remarquer, à ce point de vue, qu'il est infiniment peu probable que, dans aucune application pratique, les conditions initiales du mouvement se trouvent être
précisément celles qui correspondent à une solution périodique. Cependant, 1l montre comment on peut prendre une solution périodique comme point de départ d’une série d’approximations successives, et étudier ainsi les solutions qui en diffèrent fort peu. Si l’on suppose que, dans le mouvement d’une planète, il se présente une inégalité considérable, 1l pourra se faire que le mouvement véritable de cette planète diffère fort peu de celui d’un astre idéal, dont l'orbite correspondrait à une solution périodique. Il arrivera alors souvent que l'inégalité dont on vient de parler aura sensiblement le même coefficient pour les deux astres; mais ce coefficient pourra se calculer beaucoup plus facilement pour l’astre idéal, dont le mouvement est plus simple, et l'orbite périodique.
La plus belle application qui ait été faite est celle de M. Hill pour le cas de la Lune; en supposant nulles les excentricités de la Lune et du Soleil, ainsi que les inclinaisons, on a une Lune idéale dont la longitude est affectée de l'inégalité connue sous le nom de variation. On a alors une orbite périodique de la première sorte.
On peut calculer ainsi avec une grande précision le coefficient de la variation et le mouvement du périgée, comme nous l’avons montré dans le Tome III, Chapitre XIV ; on obtient ainsi, pour la Lune réelle, et avec une approximation presque indéfinie, les parties du coefficient de la variation et du mouvement du périgée, qui sont indépendantes des excentricités, de l’inclinaison de l’orbite de la Lune, et de sa parallaxe ; et ces parties sont de beaucoup les plus considérables.
Voici un autre cas important : on a vu plus haut que les solutions périodiques de la première sorte cessent d’exister quand le rapport des moyens mouvements DS ne
Re À ; : n ; x: 2 :
— —, j étant entier. Mais, si le rapport ——; au lieu d’être égal à un nm J LA nn 4)
entier 7, en est très voisin, la solution périodique existe et présente alors une inégalité considérable. On conçoit donc que, si les conditions initiales véritables du mouvement diffèrent peu de celles qui correspondent à une telle solution périodique, cette grande inégalité existera encore, et que le coeflicient en sera sensiblement le même. Or, tel paraît être Le cas des satellites Titan et Hypérion, et, dans le Chapitre VII de ce Volume, j'ai calculé la solution périodique au lieu de la vraie. Toutefois, on conçoit que, comme on est voisin d’un point critique, il sera nécessaire de pousser assez loin le calcul de la solution périodique, en tenant compte des puissances successives de la masse de Titan.
Indiquons encore une dernière application :
L'Académie des Sciences de Copenhague avait mis au concours, pour 1892, une question concernant la recherche des solutions périodiques du problème des trois corps, dans le cas d’une masse infiniment petite C attirée par deux masses
égales A et B; ces deux dernières sont supposées décrire un même cercle autour de leur centre de gravité O, situé au milieu de AB et regardé comme fixe; la petite masse C est supposée se mouvoir dans le plan de ce cercle. M. Carl Burrau, par des calculs numériques habilement conduits(Astron. Nachr., n°3230, 3251), a trouvé une classe de solutions périodiques, quand le point Cest placé d’abord près du point de Lagrange, sur le prolongement de AB, et qu'il est animé d’une vitesse convenable; s’il était placé au point de Lagrange lui-même, dans des conditions déterminées, il n’en bougerait pas, et la trajectoire relative, par rapport à deux axes rectangulaires OÙ et On, dont le premier coïncide avec AB, serait un point; pour des conditions voisines des précédentes, cette trajectoire relative sera une petite courbe fermée. MM. Perchot et Mascart (Bull. astron., t. XII, août 1895) ont étudié analytiquement ces solutions périodiques, d’après les méthodes de M. Poincaré, et leurs résultats viennent à l’appui des calculs de M. Burrau. Ce dernier astronome avait aussi considéré le cas où la position initiale de C forme un triangle équilatéral avec A et B, ce qui correspond au second cas de Lagrange, et 1l avait trouvé, par ses calculs, qu'il n’y a pas de solution périodique dans le voisinage; MM. Perchot et Mascart ont démontré qu'il en devait bien être ainsi. Il arrive, en effet, que les expressions des composantes du déplacement relatif du point C, ou de sa vitesse, contiennent toujours en facteur une exponentielle réelle, parce que les exposants caractéristiques
sont de la forme & + $ ÿ— 1 ; tandisque, dans l’autre cas, il en est bien de même
pour deux des exposants, mais les deux autres sont de la forme BY— 1; Ë, M; .
dn
7, Ont des expressions telles que
A, Et + A E%t + A,sin(a;é + c);
si l’on s'arrange de manière à avoir A, — A, — o, l'orbite est périodique. Nous avons déja dit un mot de ce sujet (t. I, p. 157), à propos d’un Mémoire de Liouville.
Nous croyons devoir terminer ce Chapitre par la citation du passage suivant de l’Ouvrage de M. Poincaré (t. I, p. 156) :
« Les solutions périodiques dont il a été question jusqu'ici ne sont pas les seules dont 11 soit possible de démontrer l'existence. Ainsi le problème des trois corps comporte des solutions périodiques de la nature suivante : les deux petits corps décrivent autour du grand des orbites très peu différentes de deux ellipses képlériennes EetE’; à un certain moment, ces deux petits corps passent très près l’un de l’autre et exercent l’un sur l’autre des perturbations considérables ; puis ils s’éloignent de nouveau et décrivent alors des orbites qui se rapprochent beaucoup de deux nouvelles ellipses képlériennes E, et E, très différentes de E et E’. Les deux petits corps s’écartent très peu des ellipses E,
et E jusqu’à ce qu’ils se retrouvent encore une fois très près l’un de l’autre. Ainsi le mouvement est presque képlérien, sauf à certains moments où la distance des deux corps devient très petite et où il se produit des perturbations considérables, mais de très courte durée. Il peut arriver que ces sortes de collisions se reproduisent périodiquement et de telle sorte qu’au bout d’un certain temps les deux corps se retrouvent sur les ellipses E et EF’. La solution est alors périodique. Je reviendrai plus tard sur cette sorte de solutions périodiques, qui diffèrent complètement de celles que nous avons étudiées dans ce Chapitre. »
Il est bien à désirer que M. Poincaré développe cette nouvelle espèce de solutions périodiques, qui trouverait peut-être son application dans l’étude des transformations que fait subir Jupiter aux orbites des comètes périodiques. Dans ce cas, la masse de l’un des corps (de la comète) devrait être supposée nulle.
Nous bornerons là ce que nous voulions dire de l’Ouvrage si remarquable de M. Poincaré; il abonde en résultats féconds, et, dans les conditions, quelquefois plus simples que celles de la pratique, où s’est placé l’auteur, la rigueur des démonstrations ne laisse rien à désirer.
223. Sur la propagation de l'attraction. — On ne sait rien à ce sujet, et force est de recourir aux hypothèses. Laplace considère le mouvement relatif d’une planète P par rapport au Soleil S; 1l dit que, si l’attraction est produite par l'impulsion d’un fluide sur le centre du corps attiré, et si V désigne la vitesse de propagation de cette impulsion, on peut appliquer à l’ensemble du fluide et de la planète une vitesse # égale et contraire à celle de la planète; cette dernière se trouvera ainsi réduite au repos. Si donc on porte sur la direction PS une longueur PA — V, et sur la tangente à l'orbite en P, mais en sens contraire du mouvement, une longueur PB—», la diagonale PC du parallélogramme construit sur PA et PB représentera la direction apparente de l'attraction.
Soit o l’angle CPA, et n l’angle BPA, on aura
sing Re sin(n—co) V’ ou plus simplement à (GS SINC — = SInn.
V Î Ce qui précède est analogue à ce que l’on fait pour l’aberration de la lumière. Laplace considère ensuite l’attraction PC dirigée suivant PC, et la décompose
en deux autres PA’ et PB’ dirigées suivant PS et PB. On peut prendre
Par Poe te pe
à cause de la petitesse de l’angle o; on aura ensuite
PB'— fm(m+m;) #
On voit donc que les choses se passeront comme si la planète éprouvait une résistance proportionnelle à la simple vitesse, de La part d’un milieu dont la
densité serait inversement proportionnelle au carré de la distance au Soleil. Cette question a été examinée dans Île Chapitre XIII de ce Volume; mais il convient de la reprendre directement. Soient R et S les composantes de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur; on trouve
ke
ro, Sete 7 D LUE
La formule
dæ 30 P TRE Ne (Re sinæw + S =)
donnera, en négligeant l’excentricité, et faisant r — p = 4, n — 90°, sus S
et (; j \ÉÈRES Van On en conclut dn 3kn o i de <a Vo iv «a
PAL de RL A à dn— 3 & n°0, o1= fndr = (nt}':
la longitude contiendrait donc un terme proportionnel au carré du temps. Supposons V égal à la vitesse de la lumière, v,, et caleulons Ô/ dans le cas de la Terre; nous aurons ?, = 10000 v; au bout de & années,
ue ; Qé—= —— = 1220" X L?.
10000 Sin1
Ainsi, au bout d’un an, la longitude aurait une inégalité dépassant 20'; c’est impossible. On pourrait écrire qu'au bout d’un siècle l'inégalité de la longitude doit être inférieure à 2”, ce qui est peut-être ce que l’on peut conclure des observations. En faisant : — 100, il viendra
Ainsi, la vitesse de propagation de l’attraction devrait être au moins égale à six millions de fois celle de la lumière.
Dans le cas de la Lune et de la Terre, l’inégalité dl aurait pour valeur, au bout d’un siècle, (2)
en écrivant que cette quantité est inférieure à 2”, on trouve que la vitesse V devrait être au moins égale à trente millions de fois la vitesse de la lumière.
Mais 1l faut reconnaître que cette conclusion relative à la vitesse énorme, et pour ainsi dire infinie, de la vitesse de l'attraction, n’est pas démontrée rigoureusement. La manière dont Laplace introduit la force perturbatrice considérée plus haut laisse à désirer. Il y a une double considération de vitesses et de forces, qui est beaucoup moins satisfaisante que quand il s’agit d'obtenir l'angle d’aberration.
224. M. Lehmann-Filhès (Astron. Nachr., n° 2630; 1884) a cherché à tenir compte autrement de la vitesse de propagation de l'attraction. Nous allons présenter rapidement ses calculs. Soient, à l’époque £, Ë,, ns, Q les coordonnées rectangulaires du Soleil O, rapportées à des axes fixes; £, n, ( les coordonnées d’une planète P ; x, y, : ses coordonnées relatives par rapport au Soleil. On aura
Éd Meet) C2,
D pen, ie + ne
L'auteur suppose que l’action que subit la planète à l’époque z est partie de la position S, qu'occupait le Soleil à l’époque & — . —t— }r, en faisant À — ç
On aura donc, en désignant par £!", n!’ et {!" les coordonnées de S,, nie
[CE en EDR (n — NU) + (E eo or,
On aura donc
OP
si l’on néglige Am, on peut prendre
Pan D
dE A nt — Lam.
de
On conclut des équations (r) et (2)
De
(3) | de d? z
dt?
où l’on a posé
te. 1e
dés
| dé?
Ces composantes X, Y,Z
e2(1 14m) 5 =", dia V7 + k(1+ m) 3 =;
ee
(ax+By+7ys);,
3Àk?
he
+ (az +Py+7ys),
/ n'admettent pas de potentiel, comme on s’en assure
aisément. Il faut calculer les composantes R, S et W de la force perturbatrice suivant les axes mobiles. On a, en désignant par L la longitude dans l’orbite,
_ = cos cos (L— 9) — sin9 sin(L— 8) coso.
— 0) + cosôsin(L—0)cosv,
T = sin cos (L = — sin(L — 8)sinv, RE — X © ur D'EUX SL +Y —
É up,
r 0 0= JT CAL
W == X sinÿsino — Y cosô sin +- Z coso.
On en déduit aisément
/ 2Àk? à fe (ax +6y+7ys),
a] pe 3 D =— — (4 ent Are 2 , , , r
W = — (x sin 0 sing — 6 cos siny + y cosy).
M. Lehmann-Filhès, dans l’ignorance où l’on se trouve du mouvement absolu du Soleil, prend pour «, 6 et y les composantes (d’ailleurs encore assez mal connues) de la vitesse de translation du Soleil par rapport aux étoiles.
On ne peut s'empêcher de remarquer que, tandis que Laplace tient compte seulement du mouvement relatif de la planète par rapport au Soleil, M. Lehmann- Filhès fait intervenir seulement le mouvement de translation du Soleil, à tel point que, si l’on suppose « = 8 — y — o, les équations (3) sont les équations différentielles du mouvement elliptique. |
Calculons Ôa et Ôr, en supposant © = 0; nous aurons
Ab V : :
7 — cosE, em, A Liv:
Négligeons e?, 1l viendra
da a à A :
7 = A LResinw +S(1+ecosw)],
nn — rs (x cosL+BsinL),
D x (æsinL— 6 cosL);
da. 2 Àk2 dt n r?
ne.
(a sin L — 6 cosL) [2 sinæw(acosL + 8 sinL) + cosw(asinL— 6 cosL)];
da ah
D — a (1+2ecosw)(axsinL— 6 cosL)
+ —, À kÆ[2sinæw(«cosL + 8 sinL)+ cosw(asinL— 6 cosL)].
Cherchons seulement la partie séculaire, et tenons compte de la relation
nous trouverons
da À k° e( ou A eo ) = = —— & SIND — ! OST ). dt na? p :
Soit a sin — B COSS —#, sin H ;
e, sera la projection de la vitesse du Soleil sur le plan de l'orbite de la planète, H l'angle que fait cette projection avec la direction du périhélie de la planète :
da Vo
= — nae -= sin H,
dt V
dn 3 DA
pret SO
dt 2 V .
N RER 2 A
ne sr et y Sin H,
= fond — — à en? t? Ÿ sin H.
L'inégalité est de l’ordre de celle à laquelle conduit la méthode de Laplace, cette dernière étant multipliée par e, car », est de l’ordre de v, dans le cas de la Terre. On serait donc encore conduit à une vitesse de l’attraction beaucoup plus grande que celle de la lumière, bien que moins forte, à cause du facteur e.
Nous citerons encore un Mémoire de M. v. Hepperger (Sizungsberichte de Vienne, 1888), fondé sur les mêmes principes que celui de M. Lehmann-Filhès, mais dans lequel l’auteur a tenu compte d’un certain nombre de termes complémentaires.
995. Loi d'attraction conforme à la loi électrodynamique de Weber. — Nous passons maintenant à un ordre d'idées entièrement différent, concer-nant les phénomènes électrodynamiques. Gauss avait cherché une formule faisant connaître l'attraction mutuelle de deux éléments de courants, quand on suppose que ces éléments, au lieu d'être en repos, sont animés d’un mouvement relatif connu. Il avait obtenu, dans ce but, une formule qui n’a été publiée qu'après sa mort, et sur laquelle nous donnons plus loin quelques indications. Weber, de son côté, en a proposé une autre qui est bien connue; l'action mutuelle de deux éléments serait dirigée suivant la droite qui les joint, et son intensité serait représentée, à un facteur constant près, par l'expression
I É AT. > dr 1 b LE Vr 6 LAN ND AR ELA Re de + En Me (6) 1 de Ce mn) 1 Tor an:
le terme = de cette formule représente l’effet statique, et les autres tiennent
compte de l'effet dynamique; c est une vitesse qu’il faudra déterminer par les observations. Si l'on suppose que les deux éléments de courant soient animés d’un mouvement relatif uniforme, suivant la direction de la droite qui les joint,
dr dt la formule précédente donnera 8 — 0: cela peut être considéré comme une
définition de c. La formule (6) embrasse à la fois les phénomènes d'électricité Statique qui sont régis par la loi de Coulomb et les phénomènes électrodynamiques qui sont compris dans la loi d'Ampère. Il ne semble pas que la formule (6) ait été démontrée; on s’est borné à vérifier quelques-unes de ses conséquences.
Züllner à été conduit à penser que la loi de Weber pouvait être employée, non seulement en Électrodynamique, mais encore en Astronomie: ses idées sur ce sujet ont été exposées ensuite dans l’Ouvrage intitulé : Préncipien einer electrodynamischen Theorie der Materie, Leipzig, 1896. S'il en était ainsi, deux éléments de masses m et mn’, séparés par la distance r, exerceraient l’un sur
l’autre une attraction qui, au lieu d’être représentée par la loi de Newton
fmm' . !
_ » serait donnée par la formule de Weber,
mm 1 dr? 2 dr (7) RH ARE liés I re + — 1° = à TÉ CAL: Cr di:
et si cette vitesse — est égale à c, l’effet dynamique détruira l'effet statique, et
La question se posait, dès lors, de savoir quelles perturbations apporterait dans les mouvements des planètes l'introduction de la loi de Weber. On peut se borner à considérer une planète et le Soleil; les équations différentielles du mouvement sont alors
dy
Ta —
4° (LUE ie
Dans une thèse soutenue à Gôttingue, en 1864, M. Seegers a montré que l’on pouvait intégrer rigoureusement les équations (8) à l’aide des fonctions elliptiques, mais son travail est purement analytique et l’on ne voit pas bien les modifications cherchées. M. J. Bertrand ayant bien voulu attirer mon attention sur ce sujet, j'ai considéré les équations (8) comme étant celles d’un mouvement elliptique troublé par une force dont les composantes seraient
dr key {dr? Le La AN D Le OT —— s- p » 27 2 ? 7258 2 c2r8 \ dû? dt? Car N at
VITESSE DE PROPAGATION DE L'ATTRACTION. Soi
J'ai employé la méthode de la variation des constantes arbitraires ; Les résultats de mes calculs ont été présentés à l’Académie des Sciences (Comptes rendus, 30 septembre 1872). Mais il me semble préférable ici de les conclure de l'intégration rigoureuse des équations (8).
296. Intégration rigoureuse des équations (8). — Ces équations admettent les intégrales des aires; donc l'orbite est plane. Prenons son plan pour plan des xy; nous pourrons nous borner aux deux premières équations (8). Nous en déduirons sans peine
_dy di dr (9) er Jon = *VP; CA CR NE 1 SE É 1 Gr DCE Aout d é Var AE AS 0 pe dN ed am) ile oran) dut di T2 Te À I de Fo - ne ei
a et p désignant des constantes arbitraires. Nous mettrons p sous la forme p—a(r— er)
En introduisant les coordonnées polaires 7 et 0, les équations (9) et (10) deviennent
dr? + r° d0? À É I D) a) RER EN ET ONE == ke? _— = — —— 0 di?
On en conclut
: dE GENS (tr) Edi=
Soit posé
on aura
; Fe ï
(12) A0 Pas = d GR /6
5o2 CHAPITRE XXVIII.
On voit que les limites a(1 — e) et a(1 + e), entre lesquelles varie r, restent les mêmes que dans le mouvement elliptique. Mais le périhélie ne reste plus immobile. Soit, en effet, © l’angle décrit par le rayon vecteur quand 1l passe de la valeur 7’ à la valeur maxima 7” qui la suit immédiatement.
Nous aurons
Posons
! I ü CAN — — gi cos" o == = Sin”,
et nous trouverons
| DA LES LE O — 2 f — ue COS OR. sine) do.
FAR à : RU ne REA Î La quantité —— est très petite vis-à-vis de l'unité; on peut négliger son carré, Cia
et 1l vient
O — re s 20 2 sinte) d =2f 177 - 0 er 1 9 P»
Donc, quand la planète a fait un tour, le périhélie s’est déplacé dans le sens
: ATH en direct de ————. En général, au bout du temps £, on a c'a(i — ei)
(13) dm —
Il est aisé de voir. en se reportant aux formules (11) et (12), que la longitude moyenne de l’époque contiendra aussi un terme en z21; mais on sait qu'il n’y a pas à se préoccuper de ce terme; enfin il y aura des inégalités périodiques, mais elles sont insensibles. L’inégalité séculaire (13) n’arrivera à produire un effet sensible qu’en raison du facteur £ qui croît sans cesse.
Mercure est la planète pour laquelle, en un temps donné, ê& sera le plus sensible, et cela en raison du facteur
a @Vÿa
qui sera d'autant plus grand que la planète sera supposée plus voisine du Soleil. Soit #, la vitesse de la Terre dans son orbite, en négligeant son excentricité ; on
Le se aura 0 PL et la formule (13) pourra s’écrire
ñ 2 (14) im) ae Le c } a(i—e)
Proposons-nous de calculer ès pour Mercure, au bout d’un siècle. Dans cet intervalle de temps, le moyen mouvement de la planète est
nt = 538 107 000”;
d’ailleurs
d’où
log as ne — 910709:
On peut prendre #,— 30,0. D'autre part, Weber a trouvé par ses expériences électrodynamiques (voir Züllner, loc. cit., p.112), c = 439 450%, En admettant que c ait la même valeur dans le cas de l'attraction du Soleil, on trouve
ñ 2 e log (=)
Il en résulte 0 = 0/77.
Ainsi, en un siècle, en vertu de la loi de Weber, le périhélie de Mercure tournerait dans le sens direct de 6”,77; cette quantité est appréciable à cause de la grande excentricité de l'orbite de Mercure. En un siècle, le périhélie de Vénus se déplacerait seulement de 1”,36, ce qui produirait un effet presque insensible, en vertu de la très petite excentricité de Vénus.
Concluons donc que la substitution de la loi de Weber à celle de Newton ne produirait aucun changement sensible dans les mouvements des planètes, si ce n’est un petit déplacement proportionnel au temps dans Île périhélie de Mercure, à raison de 6”,77, par siècle.
Si l’on supposait c égal à la vitesse de la lumière, 300 000%", on trouverait, pour Mercure, et en un siècle, ès = 14,52. Si l’on demandait enfin quelle devrait être la valeur de c pour que, en un siècle, le périhélie de Mercure tourne de 38”, on trouverait c — 180 000!", soit les ? de la vitesse de la lumière. Ces données numériques trouveront leur application dans Île Chapitre suivant.
227. Loi de Riemann. — Riemann a proposé une autre foi électrodynamique (voir les Leçons de Riemann, Schwere, Elektricität und Magnetismus, publiées par Hattendorff). Mais, avant d’arriver à cette loi, il convient d'indiquer une extension de la notion du potentiel. Supposons que, dans les phénomènes
/ Q e 1 . < : 2 4 électrodynamiques, le potentiel ait pour expression, non plus = mails
: ar dy ds \ & PRE BEA FAT ARS À :
où D est une fonction de x, y, z et de æ' — H'Y = 5 = 7; NOUS supposons D homogène et du second degré en +’, y’, z'. Soient X, Y, Z les composantes de la force ; si l’on veut avoir encore l'équation du travail ou des forces vives,
fax de +Ydy+Lds)= [(Xa'+ Yy'+Zz')dt—k? ( — a) il faudra prendre (!) [x
k2 | OD
ko
Sera -SS
Nous pouvons vérifier aisément ce théorème. On tire, en effet, des formules (16), en supposant z = 0, Z — o, pour simplifier l’écriture,
nl AA EEE: a LE + YY | k° | 9D Dr ai , & oD : Fe Ë " “ dx! Ya dy’
; tite one 08 PER 0x Y 9y dx!
RULES di dx!
æ! _ + y’ _ = DD
Lee RO) 0 0 6h
Op QU D are
(1) Voir E. MATHIEU, Réflexions sur les principes mathématiques de l'Électrod lyrnamique( Annales de l'Ecole Normale, 2° série, t. IX).
VITESSE DE PROPAGATION DE L'ATTRACTION. oi
il en résulte donc
r k? dD
dt ed
d KB RE y —4#?
(17) fixée +van=8e( - =) + const. CQ. FD.
On voit que, dans ce cas, on peut calculer le travail total entre deux époques
quelconques, connaissant seulement les valeurs des coordonnées et des compo-
santes de la vitesse à ces deux époques, sans qu’il soit nécessaire de connaître
les valeurs intermédiaires. L'intégrale des forces vives s’appliquera encore. Supposons, par exemple,
,12 LR ,1\2 (18) De Re
Il viendra, en appliquant les formules (16),
c’est le second membre de la première des équations (8); on retrouve donc ainsi la loi de Weber.
Supposons, en second lieu, z'? + 12 (19) Dr.
L'application des formules (16) donnera
kx k2 Lg y'2 d {x Xe - |æ — + 2 =) |; 7 el 7 LAS 2
2 1-2 me 12 DEN | Y— Ë / ë = 3 + 2 4 (2 )|
rè c? 7 Fat
Les formules (19) et (20) expriment la loi proposée par Riemann en Électrodynamique; l'attraction n’est pas dirigée suivant le rayon r. Supposons que la loi s'applique ausst aux attractions des corps célestes; les équations différentielles du mouvement d’une planète seront donc
(2 6 2 kx &k: : æ'? + y'? u d /{x!
si _——. É E: RUES à 3) EE —.
dt? Fr? ct | 1 CTAUT L 4 dy l'E k x'?+ y'? d'y J = 3 ET .) 3 = + 2 LUE xt Ge 1 G r AW.
Nous allons montrer que l’on peut intégrer rigoureusement ces équations. En effet, on en tire d’abord
Pi pr _ ue: A DR nes a À ui VO 0 il A
On peut intégrer et, en désignant par P une constante arbitraire, il vient
_oR(, dy _ de can Hi
Les formules (17) et (19) donnent ensuite, en désignant par A une nouvelle constante arbitraire, HAS ARE Re d'or e = g NT PU
de? HR A c? r
2 2 2 en dx? + dy (1 2 k ei
dt? cr
Introduisons les coordonnées polaires dans les équations (21) et (22); nous trouverons
do 2 k? _ *2 — > er (i+ = Avr,
dr? + r? d0? | de? 6
On en déduit
VE ranee Er ER 0 cr r? on est ainsi ramené aux quadratures. Égalons à zéro la quantité placée sous le radical; nous aurons
he ie nr = je 1 )+ rec
Cette équation a ses racines réelles lorsque c —; elle les aura encore si nous supposons c très grand. Représentons les deux racines par
Fame, Prence
nous aurons
k2 ne CE c?A 2 9} = ae Al aa) 2. m3 I I
On en tire 2 HART 2 (25) FÉES c? k? Ce 1+ —— CA
: se . I , r variera entre les limites a(1—e) et a(1+e). Si l’on pose; —p, l’équation (24) donne
M d0 di A dp V:+ tb (+2) VCp —p'}(p"—p) eat 6") ca On fait ë 4 k? k?
FE a à 2 1/4 2 pr p—p Sin p+p COS ?, (o] ati — 5 a) et il vient eu = 200 10 Les Vi+o Vi+o
0, désignant une constante arbitraire. On a ensuite
2p—=p"+p'+(p"—p')cos29,
PE ARE
Au bout d’une révolution, 9 augmente de 7, et 0 de 2% V1 + 5. On à
dar (Vie —1)=ar(2 +...)
On peut donc prendre, au bout du temps ?,
ou bien
(27) OY a]
508 CHAPITRE XXVIIT.
On voit, par comparaison avec la formule (13), que, st c a la méme valeur que dans la loi de Weber, la loi de Riemann a pour effet de faire tourner le périhélie deux fois plus vite. Le périhélie de Mercure tournerait de 13”,30 en un siècle, avec la valeur de c trouvée par Weber, et de 28”,44 en supposant c égal à la vitesse de la lumière. Il suffirait de prendre c = 260000!", pour avoir, au bout d’un siècle, ds — 38”.
C'est M. Maurice Lévy qui a considéré d’abord (Comptes rendus, t. CX, p. 545) la loi de Riemann, et a calculé le às correspondant par la méthode de la variation des constantes arbitraires. Il à fait remarquer aussi que l’on peut faire une combinaison linéaire des valeurs de D qui correspondent aux lois de Weber et de Riemann, et prendre, en désignant par x une constante,
D =; on St Dao) Fnn
Pour x — 1, on a la loi de Weber, et celle de Riemann pour x — o. La valeur de w sera la somme de celles qui correspondent aux deux parties de D: on aura donc
x) ne — | né, c'a(i — e?)
2 4 £ 5 La valeur x — — = donnerait à& — 38” au bout d’un siècle.
228. Loi de Gauss ('). — Cette loi, à laquelle nous avons fait allusion plus haut, donne pour la force qui s'exerce entre deux particules en mouvement, et suivant leur distance,
an) (au 5%)»
u désignant la vitesse relative. J'ai montré (Comptes rendus, t. CX, p. 313) que, si on l’applique à l’Astronomie, il en résulte
c'est la même valeur qu'avec la loi de Riemann. Mais la loi de Gauss ne correspond pas à un potentiel, et l’on a fait des objections contre son introduction dans la Physique mathématique.
(1) Voir les Lecons sur la Théorie mathématique de l'électricité, par M. J. Bertrand, DeT83:
Fr
Dans ma dernière Communication, citée quelques lignes plus haut, j'avais rappelé mon travail de 1872 et donné la formule
relative à la loi de Weber. M. Harzer, directeur de l’observatoire de Gotha, qui avait intégré rigoureusement les équations du mouvement et avait obtenu
k2 nt,
ÙD == —— c'a(i1 — €?)
a fait remarquer que j'avais dû commettre une petite erreur en écrivant ae ; cu 1+ 5e; jaurais dû trouver 1 + e? + ..….. Il avait raison, et l'erreur provenait
., Q , de ce que j'avais remplacé la formule
dm _Vi—e oR
di imac de par la suivante, qui est incorrecte quand on veut conserver les termes en e*,
do 1 .:.dR:
dt Trade de ?
il en résulte que j'aurais dû trouver
229. Loi de Clausius. — Clausius a proposé une loi qui assigne à la force appliquée à un élément M et provenant de l’action d’un élément M’ les composantes suivantes (!) :
dé 144" 2dnidn") 1046 dc 114 d {1 dé!
(5 dt | dt ut dt F)| er (; }
dé dt dt dt atat
À - JE! A Le £ dt!
ve fi-(SS ee +8) ke GG
de del: dman da 6 ( Hd ‘a +) ne
(1) Voir un Mémoire de Clausius, Sur la déduction d'un nouveau principe d'Électrodynamique [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3° série, t. IV, p. 116, formule (82)].
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6, n, GC, Ë, n', C désignent les coordonnées des deux éléments, rapportées à des axes fixes, r leur distance,
= (£—E a+ (EE PY.
Appliquons cette loi à la détermination du mouvement d’une planète autour du Soleil; soient x, y, z les coordonnées relatives de la planète par rapport au Soleil, £’, n’, C’ les coordonnées absolues du Soleil. On aura
de ER NN +,
nous supposerons que le mouvement du Soleil est rectiligne et uniforme, et nous poserons
Il viendra
dx Fa
En modifiant # et négligeant o?, on peut écrire ainsi les équations différentielles du mouvement de la planète,
dy 1% de ck?a ÈS +1%)
t 8 Live a)
di l d rè
. dz ok?
Multiplions ces équations respectivement par 2dx, 2dy, 24dz, et ajoutons; il viendra dx? + dy? + dz? de dx
À 2 o K? dz «. de — + nur = (œdx + ydy —- zdz) ) (25 sr = si -1S)
dx dy dt Yu
ue («dx + Pdy + ydz) (2
se
La force perturbatrice est normale à l’orbite; on a ainsi l'intégrale des forces vives dx? + dy? + de?
de?
on voit que la quantité a est une constante absolue, qui n’est modifiée en rien par les termes additionnels de Clausius. Tous les autres éléments, même le nœud et l’inclinaison, ont des inégalités séculaires. Nous renverrons, pour leur calcul, à une brochure de M. Oppenheim : Zur Frage nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation, Vienne, 1895, qui contient de nombreux renseignements et documents bibliographiques sur les matières traitées dans ce Chapitre.
On pourra consulter avec fruit les Ouvrages suivants : Isewkraue, Das Räthsel von der Schwerkraft. Braunschweig, 1879 ;
Bock, Die Theorie der Gravitation von Isenkrahe in threr Anwendung auf die Anziehung und Bewegung der Himmelskôrper. Munich, 1891;
Tarr, Conférences sur quelques-uns des progres récents de la Physique (Traduction de M. Krouchkoll). Paris, Gauthier-Villars, 1887;
M. BriLouIN, Essai sur les lois d’élasticité d’un milieu capable de transmettre des actions en raison inverse du carré de la distance. (Annales de l’École Normale, 1885.) SRELIGER, Ueber das Newton’sche Gravitationsgeselz (Astron. Nachr., N° 3273). L'auteur examine la loi d’attraction représentée par SE», loi déjà considérée par Laplace (Mécanique céleste, Livre XVI), et qui tient compte de l'influence qu’une diminution de l’attraction par l'interposition des corps ou par l'absorption d’un milieu aurait sur les phénomènes célestes. On peut déterminer la très petite quantité À de manière à obtenir pour Mercure, et en un siècle, un déplacement du périhélie de 38”, dans le sens direct ; mais alors on aurait, pour
Vénus, la Terre, Mars, Jupiter et Saturne, des déplacements correspondants de : ; : & : + see NE, Kk?à me
28”, 19”, 10” et 8”. Ici la fonction perturbatrice = (1 — E7) = — est dirigée
vers le Soleil, et l’on a
da k e— — — }cosw(r+ecosw);
dt 1 VP
si l'on ne s'occupe que des inégalités séculaires, on peut prendre
ds k ë CL GÀ = =" À, OGD = — — pl.
dt 2VP 2 Vi —e?
Re e——
CONFRONTATION DE LA LOI DE NEWTON AVEC LES OBSERVATIONS. LE VERRIER ET NEWCOMB.
229. Confrontation de la loi de Newton avec les observations. — Quand il s’agit de la Lune, les observations des éclipses anciennes, rapportées par l’Almageste, et celles des Arabes sont précieuses pour la détermination de l’accélération séculaire. Mais, pour les planètes, les observations anciennes qui nous ont été transmises par Ptolémée ne sont d'aucun secours; elles ne sont pas assez précises, et tout ce que l’on peut faire, c’est de montrer que la théorie, fondée exelusivement sur les observations modernes, représente les observations anciennes dans les limites, très larges d’ailleurs, de leur précision.
On ne dispose donc que des observations méridiennes, c’est-à-dire d'environ un siècle et demi d'observations, en commençant à Bradley (on n’a pas intérêt à employer les observations antérieures, faites depuis la découverte des lunettes astronomiques; le recul que l’on gagnerait ainsi dans le temps ne serait pas suffisant pour compenser l’infériorité de la précision).
Le Verrier a entrepris (!}) et mené à bonne fin la construction des Tables des grosses planètes, Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune. Pour Neptune, la découverte est encore trop récente pour que l’accord entre les Tables et les observations puisse conduire à des conclusions positives sur la façon dont la loi de Newton représente les observations. Il en est presque de même d’'Uranus:; d’ailleurs, les perturbations de cette planète comprennent certains éléments de Neptune, qui ne sont peut-être pas encore assez bien connus.
Les petites planètes sont aussi dans le même cas; il n’en est d’ailleurs qu’un nombre très restreint dont la théorie complète ait été élaborée et confrontée avec
(1) Avaut Le Verrier, des Tables avaient été construites, pour les diverses planètes, par Delambre, Bouvard, Lindenau, Bessel, etc., en partant des formules de la Mécanique céleste.
les observations. Nous citerons cependant Vesta; les Tables construites par M. Leveau (Annales de l'Observatoire, Mémoires, t. XXI) représentent fidèlement Les observations faites durant quatre-vingt-sept années.
La loi de Newton a été vérifiée par le calcul des perturbations des comètes: elle a suffi à l’explication des mouvements observés ; toutefois, les observations de ces astres ne présentent pas la même précision que celles des planètes, et ce n’est peut-être pas de ce côté que l’on peut obtenir les preuves les plus fines de l'exactitude rigoureuse de la loi de la gravitation.
Nous avons donc à montrer comment les Tables de Le Verrier représentent les positions observées des planètes Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter et Saturne.
I convient de donner quelques indications sur les inconnues qui figurent dans cet ensemble de théories. Il y a d’abord, pour chaque planète, six constantes correspondant aux six éléments du mouvement elliptique, puis la masse de cette planète. Quelques-unes des masses peuvent être déterminées directement par les observations de leurs satellites ; tel est le cas de Mars, de Jupiter, de Saturne, d’Uranus et de Neptune. Mais les masses de Mercure et de Vénus, qui n’ont pas de satellites, doivent être considérées comme des inconnues distinctes; il en est de même de la masse de la Terre, si l’on ne veut pas avoir recours à la valeur de la parallaxe du Soleil, qui peut être déterminée par d’autres procédés. Pour toutes les planètes, Le Verrier part des valeurs des masses qu’il pouvait supposer les plus précises. Soient m,, m,, my, ... ces masses (rapportées à celle du Soleil prise pour unité), en commençant par Mercure et suivant par Vénus, la Terre, etc. Il pose
M Mu), | m'=m,(1+v'),
Les calculs de perturbation sont faits avec les valeurs m,, m°, ...:; les coefficients des diverses inégalités sont des fonctions de v, y’, ..., que l’on pourra réduire au premier degré.
Il s’agit donc, en somme, de déterminer sept inconnues pour chaque planète. Cette détermination résultera d’un nombre considérable d'équations qui contiendront les diverses inconnues, toutes au premier degré.
Dans la théorie de Mercure figureront les inconnues +’, v”, v”, ...: dans celle de Vénus, v, v”, v”, ...; dans celle de la Terre, v, v’, v”, ... Il faudra que la discussion des observations de chaque planète conduise aux mêmes valeurs pour les inconnues v, v’, v”, ... Ainsi, en particulier, v’, ou la correction relative de la masse de Vénus, devra avoir la même valeur, qu'on la déduise des observations de Mercure ou de celles de la Terre. De même, les observations de Vénus et de Mars devront conduire à des valeurs égales pour la masse de la Terre. Enfin, si l’on détermine ainsi les masses des planètes à satellites, on devra
retrouver, dans la limite des erreurs des observations, les nombres auxquels T. — IV. 65
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conduit la détermination des mêmes masses à l’aide des mouvements observés pour les satellites.
Il importait tout d’abord d’établir sur des bases solides la théorie du mouvement de la Terre, car les coordonnées des autres planètes ne peuvent être déterminées que quand on connaît les positions occupées par la Terre aux moments où sont faites les observations des diverses planètes.
930. Théorie du mouvement de la Terre (1). — On dit aussi : Théorie du mouvement du Soleil, parce que ce sont les observations du Soleil qui permettent de déterminer les positions de la Terre. Il ne sera peut-être pas inutile de donner ici les principales inégalités du mouvement de la Terre, afin que l’on puisse se faire une idée du montant des perturbations. Reproduisons d’abord les inégalités séculaires de l’excentricité et du périhélie, ou plutôt les variations annuelles de ces éléments :
de"— — 0!,0895 — 0/,0029 v + 0/,0136 v'— 0",0182 v”— 0”",0816 v",
e"dæ" — + 0", 1930 — 0/,0046 v + 0”,0589 v' + 0",0189 v” + 0”, 1165 v".
Il faut multiplier ces expressions par le temps écoulé depuis 1850,0, et exprimé en années juliennes et fractions d’année. On a ainsi, pour une époque quelconque 1850 + 4, les petites quantités qu’il faudra ajouter aux constantes e” et &” convenablement déterminées (cette valeur e” est supposée exprimée en secondes ; elle sera employée ainsi dans le calcul de l'équation du centre, tandis qu’on devra employer e” sin 1” dans le calcul du rayon vecteur). Les formules du mouvement elliptique auront ensuite des coefficients de la forme & + &’£, où &' sera très petit. On a deux formules analogues pour calculer les variations séculaires du nœud et de l’inclinaison de l'orbite. Nous ne les reproduirons pas; nous nous contenterons d'écrire l’expression de l'obliquité moyenne © de l'écliptique à l’époque 1850 + 1 :
On aura l’obliquité vraie en ajoutant au second membre la nutation Q. Voici maintenant les principales inégalités périodiques de la longitude &” de (Ferre
Action de Vénus.
de" — 4,9 sin({’—{')+5",6 sin(2/— 21!) +o",7 sin (3/"— 31) 1,1 Sin(30/’—2l—5')+o",7 sin(4l"—3l'— æ')—3",4 sin(3/"—92l!—- >" 2",1 sin(4l"—3l'— x") —0",7 sin(5/’—3l!— 2w1) 1”,3 sin (13/"—8l') + 1/,4 cos(13/"—8l');
(1) Annales de l'Observatoire, 1. IV.
Action de Mars.
de — +2/",4 sin(2/"— 90") —0",7 sin(2/—l"— 5") ra 135 sin (2 QT LEE w") pa 0",5 sin (4 psp w")
+ 0/,6 sin (4{"—2l"— 25");
Action de Jupiter.
dp"— +7,92 sin (/V— 2") — 2/,7 sin (2/%— 27) — 1,5 sin(24%— 7%")
— 2",6 sin ({*—w") + 0”,6 sin (22— l"— 5") — 0,6 sin(32"— 2/7" 5").
l, 0", let l" sont les longitudes moyennes de Vénus, la Terre, Mars et Jupiter; nous n'avons relevé que les inégalités dont le coefficient est supérieur à 0”,5; dans ces conditions, les perturbations causées par Mercure, Saturne et Uranus devaient être laissées de côté.
Le Verrier n’a pas discuté moins de 8911 observations du Soleil, faites de 1750 à 1846 dans les Observatoires de Greenwich, Kôünigsberg et Paris. Cette discussion a présenté des difficultés sérieuses, provenant surtout de l’équation personnelle, variable d’un astronome à l’autre, dans les observations des bords du Soleil. La conclusion de cette discussion à montré que les observations étaient bien représentées par la théorie, à la condition d’astreindre les inconnues y, v’, ... à vérifier certaines relations. Nous nous arrêterons seulement à l’une de ces relations, la plus importante, et qui résulte des déterminations de l’obliquité de l’écliptique. Ces valeurs, quand on en défalque la nutation, sont reproduites dans la troisième colonne du Tableau suivant :
Obliquité moyenne A —
Années. N. observée. calculée. Résidus.
à 015 SMS 15 23.28.15,92 15,30 — 6.08 AS uit 20 » 27.57,66 57,00 + 0,66 (DÉnereTer 19 31112708, 09 55,63 — 0,58 Aer a 27.47,48 47,85 — 0,37 D LS és | 27.43,78 43,27 + 0,51 à Le: 1 FERA 12 » 72749050 35,95 — 0,39 18402350. 26 D 107-8890 33,66 + 0,22
N désigne le nombre de solstices employés. On peut relier les valeurs observées par la formule
où £ désigne le nombre d’années, après 1850,0. Les nombres de la quatrième colonne du Tableau ci-dessus désignent les valeurs de w, calculées par la for-
mule (2), pour chacune des époques considérées. On voit que les résidus sont assez faibles, et que leur allure ne présente rien de systématique.
Mais alors, en remplaçant dans la formule (1) w par sa valeur (2), et multipliant le résultat par 100, il vient, en laissant de côté vw" et vw", qui peuvent être supposés bien connus,
cette équation de condition est importante à cause de la grandeur du coefficient de y’; il paraît impossible que le terme tout connu soit en erreur de 1”.
231. Théorie de Mercure (!). — Le Verrier a trouvé, pour les inégalités séculaires des éléments e et &, les formules suivantes :
{ de — +o"”,o41gt + 0”,0282v'£ + o",o106v"t + ...,
L dm — + 5/,2714t + 2/, 8064 v' 4 + 0", 8361 v"6 + .
Nous ne reproduirons pas ici les inégalités séculaires du nœud et de l’inclinaison, non plus que les inégalités périodiques de la longitude héliocentrique de Mercure.
Les observations anciennes rapportées dans l’A/mageste ne peuvent pas être employées utilement. Heureusement on possède des observations des passages
de Mercure sur le disque du Soleil, et l’observation de chacun de ces phénomènes permet d’en déduire, avec une grande précision, la position de la planète.
Le premier qui ait été observé est celui du 7 novembre 1631. Les passages ont lieu, soit quand la planète passe par son nœud ascendant, au mois de novembre, ou au mois de mai, près du nœud descendant. Après discussion et rejet des observations défectueuses, Le Verrier a conservé neuf passages de novembre, s'étendant de 1677 à 1848, et cinq passages de mai, de 1753 à 1845. Il a joint à ce matériel 397 observations méridiennes faites à Paris de r8or à 1842.
Donnons quelques indications sur la manière d’utiliser les observations des contacts dans les passages. Au moment d’un contact, la distance angulaire des centres du Soleil et de Mercure est égale à la somme ou à la différence des demidiamètres apparents des deux astres, le tout étant vu du point où se trouve l'observateur. Soient £' et X la longitude et la latitude du centre de Mercure, O’ et A’ les mêmes coordonnées pour le centre du Soleil, les deux astres étant vus du lieu d'observation; soit enfin D la distance apparente de leurs centres. On aura la formule
cos D — sin)’ sin A’+ cos?’cos A’ cos(£/ — 0"),
(1) Annales de l'Observatoire, 1. Y.
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o : or © L cos D = cos(À/— A!) — 2c0os1/ cos A'sin? ur :
la latitude A’ du Soleil est extrêmement petite; est seulement petit. On peut écrire D? CAS nn
ae 2 2 2
et se borner à D? — (£'— (C1BE ra (A — A'}.
Cette formule simple permettra de calculer la distance apparente des centres pendant toute la durée du phénomène. Soit #, le moment de l'observation (supposée exacte) d’un contact; soient £, À, O et À les valeurs des coordonnées tirées des Tables pour l’époque £,, et transportées du centre de la Terre au lieu d'observation.
Ces valeurs ne sont pas exactes, mais elles nt besoin de corrections ot, où, 30 et SA; de même, si c désigne, par exemple, la différence des demi-diamètres apparents, la quantité c aura besoin de la correction dc.
Done, à l'instant 4,, on doit avoir
D?—(£ — 6 + 08 — 90} + (A — À + 01 — DA) —(c + dc}.
Soit maintenant #, le temps du contact, calculé avec les valeurs tabulaires inexactes; la valeur de £ à l'instant 4 sera égale à
On aura donc
ni l(L — 0 é d(i— A :
Rae ep Leonepe ete
En retranchant cette équation de la précédente, et négligeant de très petites quantités, 1l vient
cde —(£ — @)(È£ — 88) + (A — A) (0À — 0A)
. d(£ — 0) : . d(A— A) 2 Cm
(5) Soient maintenant r, # et s les coordonnées héliocentriques de Mercure, A sa distance au centre de la Terre, R la distance de la Terre au Soleil. On a
les formules A cosAcos£ = r coss cosv + R cosO,
(6) { AcosAsin£ = rcosssine +R sin0,
A sin À — r sin $ +R sinA.
Supposons que les quantités tabulaires r, », s, R et O aient besoin des corrections Ôr, à, ds, ÔR et 20, on pourra admettre que êe est la correction de la longitude dans l'orbite. En différentiant la dernière des équations (6) et négligeant les quantités très petites, on a d’abord
AËù — rès, D x ds.
Les deux premières équations donnent ensuite
— À cos}sin£Ô£ + cos£ d(A cos À) — — r cosssin rdv + cospd(r coss) — R sin900 + cos O0R, + À cosÀcos£ 08 + sin £ d(AcosÀ) — + rcosscos vde
+ sinpd(r coss) +R cos 809 + sinO0R:
d’où, par l'élimination de à (A cos),
A COSAÔL — r coss cos(rv — £ )dv +sin(s— {)0(rcoss) +R cos(® — £)90 + sin(8 — £)9R.
Or, les différences £ — @ et — £ sont voisines, la première de zéro, la seconde de 180°; on peut écrire simplement
ADR — — rdv + Rd@; d’où
MAP R--A
Î = int Re RE vire er SUN ES DL — 00 — Aie, 50 — ; (98 dP).
En portant dans l'équation (5) les valeurs que l’on vient de trouver pour dÀ et èg — 6, et regardant comme exacte la latitude À du Soleil, il viendra
coc——(£ —®) < (30 — 88) + (A — A) À 5 + (ée— b)A, où l’on a posé
d(£ — 0 d(À — (7) A——(£—0) ee sr Meier
L’avant-dernière équation sera mise sous la forme
HÉROS FX S=N (8) na 7 (à — 00) —
x A = Ôs + 86 — (te— to) — 0.
Il y aurait aussi à tenir compte, dans dg — 00 et ÔX, de la correction à
apporter à la valeur attribuée à la parallaxe du Soleil; mais cet effet est moins important et peut être laissé de côté.
Cela étant, nous allons reproduire l'équation (8) pour chacun des passages observés, avec les valeurs numériques correspondantes des coefficients; nous ne nous attacherons qu'aux coefficients de de.
Passages de novembre.
Époques. Entrée. Sortie.
1007 Shure 0,39 + 0,45=—0, et GS 0,4500— 0,86 = 0 1730-80 .:<402 0,2809 + 0,75 = 0 0,160 +0,13 —0, A DA ne 0,3400— 0,01 —0 0,420 + 0,92 — 0, (9) 17007 89... 0,44 09 + 0,99 = 0 Me COST UE 0,1700 —0,92 = 0 0,030 + 0,23 — 0, PE ME NTEOR EN 0,3800 + 1,81 = 0 0,4400 + 0,97 = 0, 18024 00... 0,460P +1,47 =0; LMBAB 00e res + 0,460 +2,27 = 0
Passages de mai.
Époques. Entrée. Sortie.
SR fre rene 0,770 +12,05 = 0, 17804 36.180. 0,4500 + 4,84 = 0 0,659 + 5,11 = 0, (10) SOIR 2 CARE 0,80 09 + 5,65 = 0 0,690v + 3,83 — 0, F0 dau 0,610 +0,17 = 0 0,7709 — 0,58 = 0.
L’inspection de ces équations est très instructive :
« On remarquera, dès l’abord, que les observations des passages par le nœud ascendant ne donnent lieu qu’à de faibles erreurs; tandis que les passages par le nœud descendant donnent lieu à une erreur de 12”,05 en 1753, et qui, diminuant à peu près régulièrement à mesure que le temps augmente, se réduit à — 1”,03 en 1845. Ces treize secondes de variation, en quatre-vingt-douze années, demandent à être prises en sérieuse considération, en raison de l'exactitude du mode d’observation dont elles résultent. Elles ne sauraient, en effet, être attribuées aux incertitudes des observations des passages, puisqu'il faudrait supposer que tous les astronomes auraient commis des inexactitudes considérables dans la mesure des temps des contacts; ces inexactitudes devraient en outre varier d’une manière progressive avec le temps, et différer de plusieurs minutes au bout de la période de quatre-vingt-douze ans. Circonstances tout à fait inadmissibles!
» Cela étant, on aperçoit qu’on ne parviendra à détruire les erreurs signalées dans les passages de mai, sans en introduire dans les passages de novembre,
qu'en modifiant les valeurs attribuées aux parties proportionnelles au temps de deux des éléments de l’orbite. Les deux corrections devront se détruire à peu près dans les passages de novembre, tandis qu’en s’ajoutant, elles rendront raison des écarts observés dans les passages du mois de mai. La considération du mouvement du nœud ne peut dès lors servir à résoudre la question; l’erreur de la longitude du nœud influe sur le calcul du temps des passages d’une manière toute différente, suivant la latitude de la planète (0), 0
On a les formules
pou = l+ 2esin({—w)+-esin(2/—92&)+...,
l=nte:
Supposons que nous fassions varier les éléments n, «, e et & et, en outre, les
parties proportionnelles au temps, ou les inégalités séculaires de e et &; les variations complètes de ces deux éléments seront donc représentées par
D +w'é{, de+e!'t,
t désignant un nombre d'années écoulées à partir de 1850. Nous aurons
Ôp— (de+tôn) |
1+2eCOS(/— x) + - ét cos(at— 2m) | e E DAC +(de+ te!) 2 sn(l—w)+£e sin(2/— 2%)
— +) | 2e cos(1— m) + 2 etc0s (al — av) |
ou bien (11) dP = à + Be,
en faisant
a=| 1+2ec08(1— m5) + Ÿ er cos(21— 20)| de (12) L
+ [asin(iw)+ Ÿe sin(at— 2) | de—| 26 c05(1—) +3 ecos(at— a) | 0&,
B—|1+2ec0s(0— 0) +54 cos(a1— 2m)| on (13)
+ L2 sin(£—&) + Lesin(a1— 2)] e! — [aecos(1—m)+ Éetcos(a1—av)] D’.
(1) Cette citation est empruntée à Le Verrier, Annales, t. V, p. 76.
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On peut remplacer / — & par sa valeur moyenne, dans les passages de no- Ô ; vembre ; ce qui donne { «a — 1,4920de — 1,0440de — 0,h4920%,
On peut substituer dans les équations (9) l’expression (11), en y remplaçant successivement £ par — 152,16,..., — 1,14; on obtiendra ainsi treize équations contenant au premier degré les inconnues x et 6. Le Verrier en a tiré
Ces valeurs laissent dans les treize équations les résidus suivants :
0100 — 0,44 = Ro 08 10 — 1,08 “+ 0347 + 0,02 + 0,09 — 0,54 + 0,18 + 0,77 + 0,25 — 0,06
Pour les passages de mai, on fera de même (15) de a+ BE,
et l’on trouvera &’ et 6’ en remplaçant, dans les expressions (12) et (13) de «et de 6,/— æ par sa valeur moyenne,
à a'—0,7120e + 0,9160de + 0,284 dw,
(ue l—0,7120n + 0,916 e! +o,284w!.
On substitue maintenant l’expression (15) de de dans les équations (10), ce qui donne huit équations aux deux inconnues «’ et B’. Leur résolution donne
D Ho PP 2 pi 0 1001:
les résidus des équations correspondantes deviennent alors
+ 0,07 — 0,06 + :d00 — 0,67 + O,II ON + 0,08 + 0,60
On voit que les forts résidus du Tableau (10) ont disparu complètement. En tenant compte des valeurs numériques de «, 6, «’ et $", les équations (14) et (16) deviennent
1,492 0€ — 1,044 0e — 0,492 dù —— 4",43, j' re | o,7120e +o,916de+ 0,284 dd—+3",22; { 1,4920n —1,044e! — 0,492w' ——0",0310, (8) \ 9 9 - < |
On ne peut pas, avec ces quatre équations, déterminer les six inconnues ëe, Ôn, de, do, e et &’; entre les équations (17) éliminons de, puis dr entre les
équations (18), et il viendra D +2,720e—10",27,
Le Verrier entreprend ensuite un calcul plus précis en tenant compte de ôs;
on à s —tangosin(e — 0),
et, dans le voisinage des nœuds, sin (v — 0) étant petit, on peut prendre Ôs — E tango(dv — 00).
La forme des équations de condition, qui était
A 0e + B ds + dc — A 00 + K — 0,
devient (A Eo,122B) dv o,122B 080 + dc — AO + K — o.
Les passages observés (novembre et mai) donnent vingt et une équations de condition, d’où l’on déduit ôn et de; quand on veut former l’équation finale dont dépend è®, on trouve que de disparaît presque entièrement des équations, et ce qui se trouve bien déterminé, c’est la combinaison d® + 2,72 8e; de même, quand on détermine &’, e’ s’élimine presque complètement; on trouve ainsi
On voit que ces résultats confirment ceux de la première approximation.
Ces valeurs des inconnues vérifient les équations de condition des passages avec une précision remarquable, et Le Verrier à fait une découverte importante en mettant en évidence la correction considérable &’+ 2,72e’ qui atteint 38”,7 en un siècle, sans laquelle les observations présentent des désaccords inadmissibles, et grâce à laquelle ces désaccords disparaissent comme par enchantement.
Pour chercher à déterminer e’, il fallait s'adresser aux observations méridiennes. C’est ce qu'a fait Le Verrier; mais le résultat d’une discussion complète a montré qu'il n’était pas possible de déterminer ainsi e’ avec précision; cependant e’ devait être négatif. En ayant égard aux valeurs (4) de e' et &’, savoir
&'— 2/,8064v' + 0”,8361 v”, Le Verrier trouve que l'équation (19), multipliée par 100, devient
Rapprochons-en la condition (3), que nous récrirons, (B) 28/,9v'+ 0,5v + o,8v"— — 1",81.
Toute la discussion va rouler sur les deux équations (A) et (B).
En faisant à l'incertitude de v”’ la part la plus forte possible dans l’équation (A) (supposant, par exemple, = 0,1), on voit que v doit être égal au moins à o,r. Ainsi, les observations des passages de Mercure indiquent nettement que, si l’on veut faire cadrer le mouvement du périhélie de cette planète, d’après le caleul et l’observation, il faut augmenter la masse de Vénus d'au moins sa dixième partie. Mais alors on est conduit à des résultats inconciliables avec les déterminations de l’obliquité de l’écliptique. Reportons-nous, en effet, à l’équation (1), et faisons-y y = +o,1; nous trouverons, en exprimant le
temps en siècles, O1 = &o — 00/,466—0",5vt— 0",8v"t,
La diminution séculaire de l’obliquité serait donc certainement supérieure à 5o”; voyons comment cette diminution de 50” seulement s'accorde avec les valeurs observées (voir p. 515).
Ces équations deviennent
Résidus.
23.28.15,2 = Wp + 50 X 0,95 _ 2,5 27497. 7=:; #00! 0: 95 0,0 27:00.0 , : 400,< 0:02 — 1,2 DORA à = 1 00 < 0,90 — 0,2 JUDO =. 1 106.0 20 + 1,1 27480: O1) He 1020 )09 + 0,9 27004. 002< 0:04 + 1,7
On en conclut Qi = 2022790! ; 2;
et cette valeur, étant substituée dans les équations précédentes, y laisse subsister les résidus mis en regard. Or, ces résidus sont inadmissibles, tant pour le signe que pour la grandeur absolue.
Concluons donc qu’il est impossible de déterminer une valeur de la masse de Vénus qui rende compte, en même temps, et des observations des passages de Mercure, et des observations de l’obliquité de l’écliptique. Si l’on détermine v' de manière à faire disparaitre le désaccord dans la théorie de Mercure, il reparait dans celle de la Terre, et inversement. D'ailleurs, la valeur v = + 0,1 introduit des dérangements notables dans d’autres équations de condition que nous n’avons pas indiquées ici, et qui proviennent des théories de Mercure et de la Terre. La valeur v = o satisfait bien à ces diverses conditions: on est conduit à l’admettre, et alors, les théories de Mercure et de la Terre sont d'accord
avec les observations, pourvu qu’en un siècle le périhélie de Mercure ne tourne pas seulement de 527”, comme cela arriverait en vertu des actions combinées des autres planètes, mais de 527’ + 38”; il ya donc dans le périhélie de Mercure un excès de déplacement qui s'élève à 38” en un siècle, et qui n’est pas expliqué.
On ne saurait nier ce déplacement supplémentaire de 38” sans admettre chez d’habiles observateurs des erreurs de plusieurs minutes dans l’estime des temps des contacts des passages de Mercure sur le Soleil. Il faudrait, en outre, que ces erreurs grossières se soient reproduites à diverses époques, et d’une manière progressive et régulière. L'importance du sujet nous fera pardonner d’avoir reproduit en détail l’argumentation puissante de Le Verrier. Reste à trouver la cause de cette anomalie bien caractérisée du mouvement dn périhélie de
Mercure.
232. Hypothèse des planètes intra-mercurielles. — On pourrait supposer d’abord qu’il y a quelques inexactitudes dans le calcul du mouvement séculaire de 527”. Or, Le Verrier a vérifié ce nombre de plusieurs façons, notamment par une méthode d’interpolation; on l’a recalculé depuis par la méthode de Gauss (t. I, Chap. XX VII); il n’y a rien à espérer dans cette direction. Mais a-t-on tenu compte de toutes les masses attirantes situées en dehors du Soleil?
Le Verrier se demande si une planète, ou un groupe de petites planètes, circulant dans les parages de l'orbite de Mercure, serait capable de produire l’effet observé. Pour que cet effet ne se répercute pas aussi sur Vénus, il faut supposer les planètes placées entre Mercure et le Soleil. Considérons l’une d’entre
elles.
On a (t. I, p. 406) cette expression de la fonction perturbatrice de Mercure,
en considérant seulement les termes séculaires les plus importants,
I I RE AM Ê BH (e + e2) — A BÜee, cos(m—m,) |
Mo; € et So désignant la masse, l’excentricité et la longitude du périhélie du petit astre perturbateur. On a ensuite
ds _Vi—e 08 de Va 0f Mir “hde de A Mn ne 0Ù
do dt
de I ——=— - mna Be, sin(s — &.).
dt 4 0 0 ( o)
1 e = 7; mna|B1— B® cos(m—w,)|, a e
On peut supposer nuls les produits e, cos(æ — &,) et , sin(s — &,), soit
parce que les excentricités des petites planètes perturbatrices seront vraisemblablement petites, soit parce que, s’il y en a un assez grand nombre, il s’établira des compensations dans les sommes
Ze, cos, et Ze, sinw,.
On pourra donc admettre que
de ; He sp et He
Z monaB).
Dès lors, l'équation (19) devient
: monabB = 0",389,
Mais on a (t. [, p. 272)
On trouvera donc l'équation
Es) ©
mon (2 +
Or, en un an, nr = 5 380 ao0”; posons en outre
VA
Mo = ——— ) 10 000 000
PAT un HDi Si à Ra to ; il viendra Aw—o;,dù:
de sorte que, quand on supposera a, connu, donc «, æ en résultera, et, par suite, m. Le Verrier donne à « les valeurs 0,8; 0,7; 0,6; 0,5; 0,4; 0,3. Le calcul de
A—=o+1,8750at+ 2,7344 af +3,5889a+ 4,4412& +...
présente des longueurs pour « — 0,8 et « — 0,7. Mais, en employant la formule (32) (t. [, p. 290), on peut écrire
Bi ;
he CEE
On peut former ainsi le Tableau suivant :
Plus grande
m m élongation À œ. Che A. æ, —. D. Se m (m) au Soleil.
0,8 0,31 4,6 0,21 0 ,06 0,15 18 0,7 0,27 1 AL) 0,09 0,16 0,37 16 0,6 0,23 0,84 I, 0,33 0,77 13 0,5 0,19 0,43 pi2 0,66 1,5 II 0,4 0,15 0,22 4,3 169 3,0 9 { 0,3 0,12 O,IT 8,6 3,0 6,0 7
m désigne la masse de Mercure adoptée d’abord par Le Verrier, savoir —, 3 000 000
A I et (rm) la valeur, sans doute plus exacte, de la même masse, ———. 7 000 000
On voit que la masse de la planète supposée augmente quand on admet qu’elle est plus voisine du Soleil; elle serait égale à la masse de Mercure à la distance 0,21, et, dans ses grandes digressions, elle s’écarterait du Soleil d’environ r3°. On l'aurait certainement aperçue depuis longtemps, même à l’œil nu, dans des conditions favorables. Plus loin du Soleil, la masse troublante est plus faible; mais ne l’aurait-on pas aperçue pendant les éclipses totales de Soleil, ou même, n’aurait-on pas dû la voir de temps à autre passer sur le disque du Soleil ?
« Telles sont, dit Le Verrier, les objections qu’on peut faire à l’hypothèse de l’existence d’une planète unique, comparable à Mercure pour ses dimensions, et circulant en dedans. de l'orbite de cette dernière planète. Ceux à qui ces objections paraîtront trop graves seront conduits à remplacer cette planète unique par une série d’astéroides dont les actions produiront en somme le même effet total sur le périhélie de Mercure. Outre que ces astéroïdes ne seront pas visibles dans les circonstances ordinaires, leur répartition autour du Soleil sera cause qu'ils n’introduiront dans le mouvement de Mercure aucune inégalité périodique de quelque importance.
» L'hypothèse à laquelle nous nous trouvons ainsi amenés n’a plus rien d’excessif, Un groupe d’astéroïdes se trouve entre Jupiter et Mars, et sans doute on n'a pu en signaler que les principaux individus. Il y a lieu de croire même que l’espace planétaire contient de très petits corps, en nombre illimité, circulant autour du Soleil. Pour la région qui avoisine la Terre, cela est certain.
» La suite des observations de Mercure montrera s’il faut définitivement admettre que de tels groupes d’astéroïdes existent aussi plus près du Soleil... Dans tous les cas, comme il se pourrait qu’au milieu de ces astéroïdes il en existât quelques-uns de plus gros que les autres et qu’on n’aurait d’autres moyens d’en constater l'existence que par l'observation de leurs passages devant le disque solaire, la discussion présente devra confirmer les astronomes dans le zèle qu'ils mettent à étudier chaque jour la surface du Soleil. Il est fort important que toute
CONFRONTATION DE LA LOI DE NEWTON AVEC LES OBSERVATIONS. bar
tache régulière, si minime qu’elle soit, et qui viendrait à paraitre sur le disque du Soleil, soit suivie pendant quelques instants avec la plus grande attention, afin de s'assurer de sa nature par la connaissance de son mouvement. »
Or, un amateur d’Astronomie, le D' Lescarbault, observa, le 26 mars 1859, à Orgères (Eure-et-Loir), le passage sur le Soleil d’un petit disque noir, bien circulaire, dont le diamètre apparent lui sembla inférieur au quart du diamètre qu'il avait trouvé à Mercure dans son passage sur le Soleil le 8 mai 1845. Il fit connaître les points du disque solaire où avaient eu lieu l’entrée et la sortie, ainsi que les instants de ces phénomènes : la durée du passage avait été de V7,
Le Verrier, en discutant l’observation du D" Lescarbault, arriva à déterminer la position du plan de l’orbite de Vulcain (c’est le nom qui fut donné au nouvel astre); il trouva que ce corps circulait autour du Soleil en 19,7; en lui supposant la même densité qu’à Mercure, et adoptant le diamètre apparent de 3” au
: , FEUe I moment de l’observation, il en conclut que sa masse n’était que le de celle de
Mercure; sa plus grande élongation au Soleil étant d'environ 8°, et la lumyère totale qu’il nous envoie étant beaucoup plus faible que celle de Mercure, on comprendra, ajoute Le Verrier, qu’on n’ait pas aperçu cette planète jusqu'ici. Ce corps serait du reste beaucoup trop petit pour produire, à lui seul, l’irrégularité signalée dans le mouvement de Mercure. En se rapportant au Tableau de la page 526, on voit qu'il faudrait au moins 25 masses égales à celle-là, et situées dans la même région, pour produire l’effet voulu (il en faudrait même plus de 60, en admettant la masse la plus probable de Mercure).
A diverses reprises, des observateurs avaient noté le passage sur le disque du Soleil de petits corps obscurs qui ne pouvaient être confondus avec des taches solaires, soit à cause de leur mouvement rapide, soit en raison de leur apparence même. M. R. Wolf, de Zurich, avait dressé une liste de 20 observations de ce genre, dans son Handbuch der Astronomie. Une observation analogue, faite par M. Weber en 1876 et signalée à Le Verrier, le conduisit à discuter ces phénomènes. Il en rejeta plusieurs comme douteux, et parmi ceux qui pouvaient être conservés, il en reconnut quatre qui pouvaient appartenir au petit corps observé par M. Lescarbault. Il calcula une orbite, et annonça un nouveau passage, douteux d’ailleurs, pour le 22 mars 1877, et un autre, beaucoup plus certain, pour le 15 octobre 1882 Les astronomes ont surveillé à ces dates la surface du Soleil etn’ont rien vu d’anormal.
Lors de l’éclipse totale de Soleil du 29 juillet 1878, les astronomes américains avaient inscrit dans leur programme la recherche des planètes intra-mercurielles, durant la totalité. M. Watson crut en avoir découvert deux; malheureusement, il leur assignait à fort peu près les positions que devaient occuper au même instant deux étoiles 0 et € de la constellation de l’Écrevisse; l'opinion
des astronomes compétents a été que M. Watson avait observé ces deux étoiles, et non pas deux planètes. Pour plus de détails sur les planètes intra-mercurielles, je renverrai le lecteur à une Notice que j'ai publiée sur ce sujet dans l'Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1882.
Les recherches systématiques de Carrington, de Spôürer et d’autres astronomes sur les taches solaires, les photographies innombrables du Soleil qui ont été prises dans ces dernières années, et l’insuccès des recherches faites pendant plusieurs éclipses totales, semblent indiquer que l’explication de l’anomalie du périhélie de Mercure, donnée par Le Verrier, ne peut guère être maintenue; dans tous les cas, il faudrait supposer qu’il s’agisse d’une nuée de corpuscules, dont chacun échappe aux observations par sa petitesse, leur ensemble formant cependant une masse notable, comparable à celle de Mercure. Nous aurons à discuter plus loin d’autres hypothèses mises en avant pour expliquer l’anomalie en question. Mais auparavant nous voulons donner encore quelques indications sur les résultats de la confrontation, faite par Le Verrier, de la loi de Newton avec les observations de Vénus et de Mars.
233. Théories de Vénus et de Mars (!). — Le Verrier a établi la théorie de Vénus sur les deux passages de la planète sur le Soleil, observés en 1767 et 1769, et sur les observations méridiennes faites de 1751 à 1857. Le passage de 1639 a été observé par Horroxius qui n’a pu noter aucun des contacts, mais a mesuré à plusieurs reprises la distance des centres des deux astres, sur une image solaire de six pouces de diamètre. On ne peut malheureusement tirer aucun parti de cette observation dont la précision laisse trop à désirer.
Le résultat de la discussion a été que les observations de Vénus sont bien représentées si l’on diminue d'environ moitié la masse de Mercure, mais surtout si l’on augmente de 0,09 la masse de la Terre; mais l’accord serait détruit si
l’on augmentait de — la masse de Vénus; Le Verrier trouve même qu'il faudrait ane ë I : : : à : SRE À la diminuer d'environ —+ On voit ainsi confirmée l'impossibilité d'expliquer
l’anomalie du périhélie de Mercure en corrigeant les masses des planètes perturbatrices : on porterait ainsi le trouble dans la théorie de la Terre et dans celle de Vénus. En discutant les observations du Soleil et déterminant le coefficient de l’équation lunaire, Le Verrier avait déjà été conduit à admettre que
hi} LA A 4 I la masse de la Terre devait être augmentée de plus de — de sa valeur. Pour la théorie de Mars, Le Verrier disposait d'observations méridiennes
nombreuses, de 1751 à 1858, et d’une conjonction de Mars avec les étoiles d,, W, et d, du Verseau, observée en 1672 en France, par Picard, et à Cayenne,
(1) Annales de l’Observatoire, 1. NI.
par Richer, en vue de déterminer la parallaxe de Mars, et par suite celle du Soleil; mais les Tables ont été fondées uniquement sur les observations méridiennes.
« Nous mentionnerons, dit Le Verrier, le fait capital auquel conduit la diseussion, savoir : l'impossibilité absolue de représenter les observations sans un mouvement du périhélie de Mars plus fort que celui qui résulte du calcul basé sur les valeurs habituellement reçues pour les masses planétaires. Et de plus il est remarquable que, si l’on veut obtenir cet accroissement du mouvement du périhélie de Mars en augmentant les masses perturbatrices, on n'y puisse parvenir qu’en supposant pour la Terre une masse plus forte d’un dixième (au moins) que celle qu'il est d’usage de lui attribuer. C’est un résultat pareil à celui que nous avons conclu des latitudes de Vénus et du mouvement du nœud de cette planète.
» Mais, s’il est ainsi nécessaire d’accroitre la quantité de matière admise dans la partie inférieure de notre système planétaire, s’ensuit-1il que cette addition doive réellement porter sur la masse de la Terre? ou bien la nouvelle matière occupe-t-elle une place spéciale, telle que les petites planètes situées entre Mars et Jupiter, ou telle que les astéroïdes dont l'observation a constaté la présence dans les environs de la zone où la Terre circule autour du Soleil? Une grave objection semble s’opposer à ce que l’on ajoute à la masse de la Terre : on ne pourrait l’accroitre du dixième de sa valeur sans augmenter d’un trentième la quantité admise pour la parallaxe solaire, et cette conséquence est contraire à toutes les idées reçues touchant l’exactitude de ce dernier élément du système solaire. L'action d’un anneau de corpuseules, circulant autour du Soleil, paraît au contraire rendre compte des phénomènes observés, sans soulever de difficultés nouvelles. »
Disons maintenant que la détermination, par l’ensemble des observations, de l'excès de mouvement du périhélie de Mars, représente très bien toutes ces observations. C’est une chose bien remarquable que la crainte de Le Verrier à la pensée de toucher à la masse de la Terre ; nous indiquerons dans un moment quelle était la raison de cette crainte. Mais nous voulons faire observer immédiatement que l'observation n’a pas indiqué, comme semble le croire Le Verrier, l'existence d’une sorte d’anneau enveloppant l'orbite de la Terre; si cet anneau existait réellement, sa masse s’ajouterait tout entière à celle de la Terre dans le calcul des perturbations séculaires causées par la Terre sur les planètes les plus voisines, Vénus et Mars. Or l’observation nous révèle seulement l’existence des étoiles filantes et des bolides dont les orbites rencontrent certainement l’orbite terrestre. Mais M. Schiaparelli a démontré que la vitesse absolue des étoiles
filantes est comparable à celle de la Terre multipliée par V2; ces corpuscules
cheminent donc, non pas sur des orbites semblables à celles de la Terre, mais T. — IV. 6-
sur des orbites paraboliques. Quant aux bolides, leurs vitesses sont parfois plus grandes encore, et quelques-unes des trajectoires sont hyperboliques. L’ensemble de ces astéroïdes ne peut donc pas être considéré comme formant un anneau enveloppant l'orbite de la Terre.
Voyons maintenant comment avait été déterminée la masse de la Terre, employée au début des calculs de Le Verrier. Quand on compare la chute des graves à la surface de la Terre à la chute de la Terre sur le Soleil, pendant une seconde, on obtient, par la méthode proposée par Newton, la relation suivante
entre la parallaxe du Soleil et la masse de la Terre :
(TES Er T À
(20) m4; 020 (E) ; d’où l’on déduit
Cette formule montre que, si la masse de la Terre est donnée, la parallaxe s’en déduit, et inversement. Or Encke avait conclu de la discussion des observations des passages de Vénus de 1761 et 1769 :
RM —0 199700), 0370;
cette valeur a été acceptée pendant longtemps par les astronomes avec une entière confiance. On en déduit, par la formule (20),
c'est, à fort peu près, la valeur adoptée par Le Verrier. C’est donc la confiance générale dans le nombre d’Encke qui l’empéchait de songer à corriger mn’; les quaire décimales données par Encke dans la valeur de x en imposaient à tout le monde; or on sait aujourd’hui que la première décimale était fausse! sh à l’époque où Le Verrier publiait ses Tables de Mars, il avait adopté la correction Om" mn.
Le Verrier pouvait donc, à l'opposé de ce qui s'était passé pour Mercure, faire disparaitre presque tout l'excès de mouvement du périhélie de Mars (24 par siècle), en corrigeant la valeur fautive de m”. M. Newcomb, en employant une
1 SAS 5 ; , ÔT = —» 1l ON serait resuité 2. — 10 TC
I ; RER ‘ > T — 8”,86, valeur à très peu près exacte.
(1) Voir, pour la démonstration de cette formule, notre Mémoire Sur le résumé des tentatives faites Jusqu'ici pour déterminer la parallaxe du Soleil (Annales de l'Observatoire, t. XVI). En partant des données les plus récentes, nous avons trouvé
: Ve r = 609”, 49 Vm”.
parallaxe beaucoup plus exacte, a pu, comme on le verra plus loin, réduire beaucoup l'excès de mouvement du périhélie de Mars.
234. Les théories de Jupiter et de Saturne (‘) présentent de grosses difficultés tenant principalement à la grandeur de l’action perturbatrice exercée par chacune de ces planètes sur l’autre. Pour nous en rendre compte, désignons pour un moment par » et m' les masses de Jupiter et de Saturne, parr, r et À leurs distances au Soleil et leur distance mutuelle. Le rapport de la force perturbatrice du mouvement de Saturne à l'attraction exercée sur cette planète
par le Soleil est HEC S Le Arr Trou)”
s . , # . LR or, à certaines époques, + peut être voisin de 2, de sorte que la force perturba-
trice est le de la force principale; c’est une fraction très notable. Une autre
cause de difficulté provient de la commensurabilité très approchée des moyens mouvements des deux planètes, qui sont à peu près dans le rapport de 5 à 2.11 en résulte une inégalité dont la période très longue est voisine de neufcents ans, et qui, dans son maximum, atteint 1200” pour la longitude moyenne de Jupiter, et environ 3000” pour celle de Saturne.
Le Verrier a voulu surmonter toutes les difficultés, et il a calculé ses Tables pour des époques très éloignées, jusqu’à deux mulle ans, à partr de l’époque actuelle. Le succès a répondu à ses espérances pour Jupiter; les observations méridiennes de cette planète, faites de 1750 à 1869, sont en effet représentées avec une précision qui ne laisse rien à désirer; les erreurs de la longitude dépassent rarement 1”.
Le Verrier a été moins heureux pour Saturne : les résidus atteignent + 5” pour les observations comprises entre 1837 et 1869, et même — 9” pour la période plus ancienne de 1750 à 1826; en outre, la marche des résidus présente un caractère systématique prononcé. Nous avons dit (p. 170) que M. Gaillot a découvert dans les calculs de Le Verrier de petites inexactitudes; en les corrigeant, il est arrivé à représenter les observations de Saturne, faites de 1750 à 1890, de façon que l'erreur de la longitude ne dépasse jamais Æ 5”. Néanmoins, ces petits résidus présentent encore une allure systématique bien nette, qui disparait complètement quand on attribue à la valeur calculée du mouvement séculaire du périhélie de Saturne un accroissement de 40” par siècle; mais il resterait à trouver la cause de cet excès de mouvement, analogue à celui qui s’est présenté pour Mercure.
(1) Annales de l’Observatoire, t. X, XI et XII.
ee
Les Tables de Saturne, publiées tout récemment (1895) par M. Hill, et dont nous avons parlé (p. 375), du moins au point de vue de la théorie qui leur sert de base, représentent bien les observations de 1750 à 1888 : les résidus dk cos® dépassent rarement 3” pour les observations de la première période (1750 à 1826), et 1” pour les observations postérieures. Cependant, la marche de ces résidus est encore nettement systématique. Les calculs théoriques de M. Hill sont sensiblement plus simples que ceux de Le Verrier: c’est un avantage de la méthode de Hansen. J1 semble toutefois que cette méthode ne donne pas le mouvement séculaire du périhélie avec la même précision que les calculs de Le Verrier.
235. M.Newcomb a entrepris, depuisquelques années, un travail considérable : la réfection des Tables des quatre planètes les plus rapprochées du Soleil, ce qui a nécessité la réduction de soixante-deux mille observations méridiennes, soit au moins quatre fois plus que n’en avait utilisé Le Verrier: il à pu employer, en outre, les données résultant de quatre nouveaux passages de Mercure, et des passages de Vénus de 1874 et de 1882. L'augmentation du matériel d’observations est l’une des raisons de l’entreprise de M. Newcomb; il y en a une autre : les diverses Tables planétaires de Le Verrier ne sont pas calculées avec les mêmes masses des planètes; quand une correction avait été bien établie par une théorie, on en tenait compte dans la théorie suivante.
M. Newcomb, partant des travaux déjà si complets de son prédécesseur, a pu introduire dans ses Tables un système de données homogènes.
L'ensemble des résultats de ce grand travail est exposé dans un petit volume fort intéressant, The Elements of the four inner Planets, and the Jundamental constants of Astronomy (Washington, 1895). Nous allons en présenter une analyse succincte.
Disons d’abord comment on a déterminé les masses. Celle de Mars résulte de l'observation de ses satellites. Pour la Terre, on a calculé sa masse en partant de la parallaxe du Soleil [voir la formule (20) ]; cette parallaxe elle-même,
a été conclue de sept valeurs assez concordantes; on a attribué un poids assez considérable à la détermination qui résulte de la constante de l’aberration et de la vitesse de la lumière. Ayant obtenu la masse de la Terre, on y ajoute la masse de la Lune, et c’est l'ensemble qui figurera dans les calculs de perturbation, sous le nom de masse de la Terre.
La masse de Jupiter résulte de six valeurs obtenues par l’ensemble des observations des satellites, et par les perturbations causées par Jupiter dans les mouvements de Saturne, ou des comètes Faye et Winnecke, ou des petites planètes Thémis et Polymnie; c’est la détermination fondée sur les observa-
tions de Polymnie, qui a reçu un poids considérable, et joue presque un rôle exclusif.
La masse de Vénus a été déduite des inégalités périodiques que produit cette planète dans la longitude de la Terre; l’ensemble de ces inégalités ne dépasse guère 8’ dans des conditions favorables ; mais le nombre des observations du Soleil que l’on peut utiliser est considérable, et l’on ne voit pas d'erreurs systématiques à redouter. Cependant, le Tableau suivant donnant les valeurs de la correction relative v’ à apporter à la masse de Le Verrier, d’après les moyennes de onze séries chacune de six années d’observations faites à Paris, montre que la détermination est délicate :
Finalement, comme moyenne générale des observations faites pendant un siècle, dans dix observatoires, M. Newcomb a adopté
Vi: 0. 0D18 2 00001:
On n’a pas pu déterminer v par les observations de Mars, parce que, dans la théorie de cette planète, existe un petit défaut dont l'explication n’a pas encore été trouvée.
La masse de Mercure a été conclue des inégalités périodiques que produit cette planète dans la longitude de Vénus. Si l’on adopte la masse choisie comme
point de départ par Le Verrier, a | l’ensemble des inégalités en question ne dépasse guère 1” dans des conditions favorables. Si, en même temps, Vénus est dans le voisinage de sa conjonction inférieure, l'écart correspondant sera d'environ 2” dans la longitude géocentrique. Cet écart n’atteint sans doute que 1”, parce que la masse prise pour point de départ semble deux fois trop forte.
On voit donc que la détermination de la masse de Mercure, par cette voie, n’est Qu 0,930 7 900 000
L'influence de la masse de Mercure sur le mouvement de la comète d’Encke est plus sensible, parce que ces deux astres peuvent se rapprocher beaucoup à certaines époques. Il est vrai que cette comète est soumise à l’action d’un milieu résistant et que cette action paraît discontinue. Cependant, elle semble avoir été constante de 1871 à 1897, et, dans cet intervalle, l'influence de Mercure se traduit par une perturbation de 5” sur l’anomalie moyenne de la comète.
pas chose facile. M. Newcomb trouve
M. Backlund a trouvé ainsi (Bulletin astronomique, t. XI, p.475) SR ton RON
la masse de Mercure; cette valeur, qui mérite une sérieuse considération, est comprise entre les deux limites indiquées par M. Newcomb.
M. Newcomb introduit donc les masses de Mercure et de Vénus, par les facteurs v et y’, dans les inégalités périodiques, mais pas dans les inégalités séculaires. I] fait figurer comme inconnues indépendantes, pour chaque planète, les variations séculaires des cinq éléments e, &, à, Qete. Cette augmentation notable du nombre des inconnues doit sans doute diminuer, dans une mesure appréciable, la précision des résultats obtenus; mais M. Newcomb y trouve un avantage sérieux : ce qui s’est passé pour le périhélie de Mercure montre qu'il n'y a pas de valeurs admissibles des masses, pouvant faire cadrer les valeurs,
, ; d' : à à à observée et calculée, de ee Dès lors, le contrôle efficace de la loi de Newton
: k . De de 0 Te PA) 1S ans Ord inconi CS SE SInr s consistera d l’accord des valeurs inconnues D CR ill, et D dé
duites pour les quatre planètes des équations de condition, et des mêmes valeurs calculées par les principes connus, avec les masses admises pour Mercure, Vénus, la Terre, Mars et Jupiter, et corrigées en raison des valeurs trouvées en même temps pour v et y. Nous donnerons bientôt ce double Tableau des valeurs des variations séculaires déduites des observations et du calcul: mais auparavant il convient de donner quelques indications sur des points importants du travail de M. Newcomb.
Le savant astronome a cherché à déterminer les corrections des éléments de l'orbite terrestre, non seulement par les observations directes du Soleil, mais encore par les observations géocentriques des trois planètes Mercure, Vénus et Mars. [l trouve que le succès n’a pas été aussi grand qu'il pouvait l’espérer d'abord; cependant, il y a des avantages à procéder ainsi, pour la longitude moyenne € de l’époque, à cause de la grandeur des équations personnelles qui affectent les observations du Soleil. Quoi qu'il en soit, les corrections trouvées pour les éléments de l’orbite terrestre et leurs variations séculaires sont très faibles, et montrent l’excellence des Tables du Soleil de Le Verrier.
Pour les planètes Mercure et Vénus, une difficulté se présente : les passages de ces planètes sur le Soleil donnent entre les inconnues des équations de condition plus précises que les observations méridiennes, parce que ces dernières observations sont impossibles quand les planètes sont voisines de leur conjonction inférieure, et que, dans cette situation, l'influence d’une petite variation de la longitude héliocentrique de Vénus est à peu près doublée dans la longitude géocentrique. D'autre part, les observations des passages ne donnent pas quelques éléments directement, mais seulement des relations entre les corrections des inconnues. On peut se demander alors quels poids il faut donner à ces relations, et c’est là une question difficile à résoudre, M. Newcomb a été amené à donner deux solutions; dans la première, il a employé exclusivement les observations méridiennes, et dans la seconde il a combiné les équations nor-
CONFRONTATION DE LA LOI DE NEWTON AVEC LES OBSERVATIONS. 535 males provenant des passages avec celles tirées des observations méridiennes.
Il est arrivé à ce résultat : si l’on n’avait pas les observations des passages de Mercure, les erreurs des éléments et de leurs variations séculaires, calculées avec tout l’ensemble des observations méridiennes, auraient causé une erreur de 5” par siècle sur la longitude héliocentrique de la planète, au moment des passages de mai, et une erreur de 3” au moment des passages de novembre. C’est un fait important qui montre, comme Le Verrier l’avait dit, que les observations méridiennes déterminent mal les variations séculaires des éléments, et ce point mérite peut-être encore d'attirer l'attention des astronomes.
Voici, d’après M. Newcomb, pour les quatre planètes considérées, les valeurs finales des variations séculaires déduites des observations; les valeurs des mêmes quantités déduites de la théorie, et enfin les différences, observation moins théorie, avec les erreurs moyennes de ces différences :
| Mercure.
| | Observation. Théorie. Différences.
| d Î Le mn < " 7 " 7 + 3,36 2.240204 — 0,88 + o,5o ds PR Re ie 118,24 109,76 + 8,48 + 0,43 | .
| di re — 0... e L { LEA "Te — O | = + 7,14 + 6,76 0,38 0,8 Re | Sint te RENE Le ——- 91,89 — 92,50 + 0,61 RE 0392 | Vénus.
| de ’ De ï ; | ture — 9,46 — 9,67 SOA: EE. ON | ds | | ae ete UN 2110:20 + 0,34 0:09 = 020 | di à + 3,87 9,40 "0,938 7 250,93 è .dQ Æ ; sr Dh AE Rd 105 ,40 — 106,00 = 0 06: 2e 47 | | La Terre.
de fe ' TH ele latle diet #2 CE 8,59 — 8,97 —+ 0,02 sEROSTO ds , | | UE + 19,48 + 19,38 0,10." EE 0,1 Mars.
de 1 : ne : ” LAE " | HR + 19,00 + 18,71 0,20 2E 0:27 | di à : : | Ci DC ED or +149,55 143,80 + 0,79 SÉrON JA di 5 Et Ab — 2,926 422 00-2020 .dQ à SIT TE ee ae ei 172.00 — 79,63 + 0,03 2e 0099 di at tt ,
On devra multiplier les erreurs moyennes précédentes par 0,67 pour en déduire les erreurs probables.
On voit que l’accord complet entre la théorie et l’observation, dans les limites des erreurs de cette dernière, existe
pour les variations séculaires de & et & dans le cas de Mercure,
» » e, etc » Vénus, » » et w » la Terre, » » e,tet @ » Mars.
Il y a un désaccord manifeste, celui qui avait été si bien mis en lumière par Le Verrier, pour le périhélie de Mercure; l’excès de mouvement en un siècle est même porté de 38” à 41”.
Il y a d’autres désaccords, beaucoup plus faibles :
Pour le mouvement du nœud de Vénus, le désaccord dépasse cinq fois l’er- | reur probable ;
Pour le périhélie de Mars, le désaccord est trois fois l’erreur probable;
Pour l’excentricité de Mercure, le désaccord dépasse deux fois l’erreur probable; mais cette erreur probable est très difficile à fixer et peut très bien avoir été estimée au-dessous de sa valeur réelle.
Il ne reste donc, outre le périhélie de Mercure, que le périhélie de Mars et le nœud de Vénus.
236. M. Newcomb examine les diverses hypothèses que l’on peut faire pour expliquer ces désaccords.
Hypothése de la non-sphéricité du Soleil. — T1 suffirait de très petits aplatissements dans les surfaces de niveau, pour expliquer l’anomalie du mouvement du périhélie de Mercure. Si l’équilibre existe à la surface du Soleil, on aura, pour le potentiel relatif à l'attraction du Soleil sur Mercure, l'expression suivante (LI, p.210)
V4 É | _ (e ; +) (1— 3 sintà) | = _ + 8, où M désigne la masse du Soleil, a, son rayon équatorial, e, son aplatissement superficiel, + le rapport de la force centrifuge équatoriale à l'attraction, r la distance de Mercure au centre du Soleil et à sa déclinaison rapportée à l’équateur solaire. On aura, pour déterminer le mouvement du périhélie de Mercure, produit par l’aplatissement du Soleil, l'équation
hs
dt na e de : 3na'e
rie des _.Vi—e O0V : fMa: (a 9) G—3sintà)
d’où, en ne prenant que la partie principale,
do _ naaï I Mer M Mel" aide.
Or, si l’on ne cherche que les inégalités séculaires, on peut prendre
et il en résulte
donc
I a I En remplaçant - © par sa valeur (t. IT, p. 205), — par et 4 par le
93 800 moyen mouvement de Mercure en un siècle, on trouve
Om =", 3
c’est beaucoup plus petit que 38”.
Sans recourir à la loi de Clairaut, on peut chercher quelle valeur il faudrait donner à e,, l’aplatissement superficiel du Soleil, pour que la valeur (21) de do atteigne 41” au bout d’un siècle. On trouve ainsi
— o—= —— —=e, sensiblement.
DE
Or le diamètre du Soleil étant d'environ 1920”, on voit qu’entre le diamètre
polaire du Soleil et le diamètre équatorial du Soleil, il devrait y avoir une
différence d’environ 1”; mais, les recherches minutieuses de M. Auwers sur les
mesures de ces deux diamètres montrent qu’il n’existe entre eux aucune différence appréciable.
L'hypothèse examinée n’est donc pas admissible; nous ne pensons pas qu'il
puisse rester de doute, malgré la singulière rotation du Soleil et les fréquentes T. — IV. 68
éruptions de protubérances qui montrent que l'équilibre n'existe pas parfaitement dans l’intérieur.
Le lecteur pourra consulter, sur le même sujet, un Mémoire de M. Harzer, Asitron. Nachr., n° 3030.
Hypothèse d'un anneau ou d'un groupe d’astéroïdes intra-mercuriels. — Nous avons déjà examiné cette hypothèse (p. 524); nous allons y revenir avec M. Newcomb, en tenant compte des perturbations qu’elle causerait dans les inclinaisons et les nœuds de Mercure et de Vénus. Concevons une planète ayant une orbite circulaire, et dont les éléments seront affectés de l'indice zéro. L’expression de la fonction perturbatrice provenant de l’action de cette planète sur Mercure sera (t. I, p. 406)
A — & mon? as BU [e? — o— 2 + 2600 CoS(0 — 0, )]:
soit posé o sin0 —p, ® COS0 — g, PoSiN GG = Pos PoCOS 0 = Go; il viendra
R = D mont BU (6? — pt — G— pè — qù + 2ppo + 290).
On aura ensuite (t. I, p. 172)
dp __1 OR aq 1 OR dt nœ& 0q M : Ra do d’où f re
: maB(g,— q) nt,
ee - maBO(p;—p)nt;
monaB(q—q),
monaB®(po—p);
or on à trouvé, page 525,
d® — >; maB( nt:
il viendra donc, en remplaçant do par 41” pour Mercure,
dp = 41"(Go — q), 09 —=—41"(Po =);
on aura des équations analogues pour Vénus, avec une autre valeur que 41”,etp’
CONFRONTATION DE LA LOI DE NEWTON AVEC LES OBSERVATIONS: 539 et g'au lieu de pet de g. On aura aussi une équation pour faire cadrer la valeur de &° avec celle observée (voir le Tableau de la page 535); on remplacera de même dp, dg, dp' et èg' par leurs valeurs déduites de ce Tableau.
On aura donc finalement cinq équations contenant au premier degré les inconnues ps €t 403 On en conclura p, et 43 puis on aura 0, et o,. NM Newcomb a trouvé ainsi
Émis Op 0:
Nous ne reviendrons pas sur l'impossibilité physique d’une seule planète perturbatrice.
M. Newcomb n’admet pas davantage l'hypothèse de l’anneau qui, étant donnée la grandeur de sa masse, réfléchirait beaucoup de lumière.
11 semble bien que cette hypothèse ne soit guère admissible. On peut se demander alors à quoi se rapportent les observations telles que celles de M. Lescarbault. Il ne serait pas absolument impossible que ce soient des passages de comètes sur le disque du Soleil.
M. Newcomb écarte aussi l'hypothèse d’une masse étendue de matière diffuse analogue à celle de la lumière zodiacale ; la partie qui agirait le plus pour faire tourner le périhélie de Mercure dans le sens direct serait la partie voisine du Soleil, et l’on rentrerait ainsi dans les difficultés de l’hypothèse précédente.
Il trouve encore que l’on pourrait rendre compte des variations anormales des éléments de Mercure et de Vénus, en supposant un anneau d’astéroides situé entre ces deux planètes; l’inclinaison devrait être de 7°,5. On peut se demander comment il se fait que l’anneau peut être supposé, soit en dedans de Mercure, soit entre Mercure et Vénus; cela tient à ce que, l’excentricité e’ de Vénus étant très petite, le produit es’ sera encore assez petit, dans le second cas. Mais un tel anneau n’aurait pas pu échapper jusqu'ici aux investigations des astronomes.
Hypothéèse de M. A. Hall. — On sait par le théorème de Newton (t. [, p. 49), que, si l’exposant de la loi d'attraction, au lieu d’être exactement égal à 2, en différait très peu, il en résulterait des déplacements très sensibles pour les périhélies des planètes; on peut voir (oc. cit.) que, si l’on prenait 2,001 pour la valeur de cet exposant, le périhélie de chaque planète se déplacerait de 10/48", dans le sens direct, au bout d’une révolution. On se trouvait ainsi naturellement conduit à voir quelle modification il faudrait apporter à l’exposant pour obtenir le déplacement de 41”, en un siècle, pour le périhélie de Mercure.
C’est ce qu'a fait M. À. Hall (Astronomical Journal, t. XIV, p. 49); la formule (34) (t. 1, p. 49) donne, en désignant par N l’exposant, très voisin de 2,
dos fie ND à +... 1.
En faisant N — 2 + 6, et remplaçant nt par 538 000 000”, le mouvement de
DA I 5 ° Mercure en un siècle, e par 2 et © par 1”, On trouve l’équation
À 538 000 000 c ) D = {ii si + ).
Vi Ar 200 On en conclut, avec une précision suffisante, . 1 82 (ox pee ue PASS 100 538 000 000” TS — 0,000 000 151, N — 2,000 000 151.
Les valeurs de ès, pour Vénus, la Terre et Mars, s’obtiendront en multipliant 41" par les rapports des durées de révolution de Mercure aux durées de révolution des planètes considérées. On trouvera ainsi les nombres suivants :
Ôs. eùs. ês. eos, Morcure: 1,2 2. 4 8",4 | BEN NE) DU ONE 10” 0e VÉNUS A dre 16" o",I h. TEE eat où 0”,5
de telle sorte que l’on représenterait bien ainsi l’anomalie du périhélie de Mercure, sans toucher aux périhélies de Vénus et de Ja Terre qui vont bien; la correction du périhélie de Mars serait même presque celle qui convient, puisque, d’après le Tableau de la page 535, ed& est égal à + 0’,75 pour Mars, en un siècle.
Pour la Lune, la même loi donnerait pour le mouvement séculaire du périgée + 140”; la différence à expliquer est de + 156”: l'accord va donc très bien encore, mais 1l reste dans le nœud un désaccord de — 286” qui n’est pas expliqué par l'hypothèse de M. Hall; enfin, l’anomalie du nœud de Vénus reste entière.
M. Newcomb cherche à annuler les corrections des variations séculaires des éléments autres que les périhélies, notamment celle du nœud de Vénus, par des corrections v, v’, v’ et y” convenables: les valeurs ainsi trouvées pour y, v’ et v” sont assez d'accord avec celles employées précédemment; malheureusement, il n'en est pas de même de y’. La valeur trouvée pour cette dernière quantité conduit à x = 8”,759, valeur assez différente de celle à laquelle avaient conduit les meilleures déterminations de la parallaxe solaire.
Finalement, pour construire les Tables, il fallait prendre un parti et distribuer, en quelque sorte, également les erreurs. M. Newcomb ajoute aux périhélies des diverses planètes les mouvements séculaires suivants :
Mercuross 20: 4337 La TOM ur 10”,45 Vénus derriere Te rte 167, 96 Mars. Rene Er ae 5 55
héSshe
le premier de ces nombres étant supposé donné, les autres s’en déduisent en le ne UD OT. T LES
multipliant par 4 > y t que; Comme Si la loi de l'attraction avait pour expo-
sant 2 000 000 1612 au lieu de 2. Les masses de Mercure, Vénus et Mars sont
légèrement modifiées; celle de la Terre répond à la parallaxe 8”,790; l'excès de
la valeur de sinc _ pour Vénus, est réduit à +0”,25; mais, en supposant bien connue la vitesse de la lumière, la constante de l’aberration se trouve portée à 20,911.
La supposition d’un exposantde la loi de Newton, égal à deux entiers plus seize unités du huitième ordre, est-elle vraisemblable? Les astronomes et les géomètres l’admettraient avec une certaine répugnance. Au reste, M. Newcomb ne paraît pas être convaincu de la réalité de cette augmentation; il semble lavoir adoptée, en l’absence de toute hypothèse vraisemblable, comme un procédé d’interpolation, en attendant mieux.
Les théories Les plus récentes de la Physique donnent lieu de croire que les attractions des corps célestes ne peuvent se transmettre à distance que par l’intermédiaire d’un milieu, sans doute l’éther. Mais on ne connaît rien encore sur ce mode de transmission. Il parait probable que le même milieu sert de véhicule à des actions électriques ou électromagnétiques. Pour les comètes, l'influence d’une action électrique du Soleil a été admise par plusieurs astronomes, notamment Olbers et Bessel. La relation entre les phénomènes magnétiques à la surface de la Terre et les taches solaires tend à nous confirmer dans cette voie. C’est ainsi qu’on se trouve amené à considérer, au lieu de la loi de Newton, des lois d’Électrodynamique, telles que celles de Weber; nous avons examiné quelques-unes de ces lois dans le Chapitre précédent, et nous avons cherché à faire disparaître l'excès de mouvement du périhélie de Mercure (38” ou 41”), en déterminant convenablement la constante qui figure dans les termes correctifs que ces formules apportent à la loi de Newton. Mais nous sommes loin de prétendre à l’existence de ces lois, d'autant plus qu’elles n’expliqueraient pas tous les petits désaccords.
La loi de Newton représente, en somme, avec une très grande précision, les mouvements de translation de tous les corps célestes. Si l’on se reporte à ce que nous avons dit à la fin du Tome III, on peut être émerveillé de voir que les inégalités, si nombreuses, si compliquées, et quelques-unes si considérables, du mouvement de la Lune, soient représentées comme elles le sont par la théorie. Sans doute, il reste quelque chose : dans un intervalle de deux siècles et demi environ, la Lune s’écarte peu à peu de la position calculée, jusqu’à un maximum de 15”, de manière que, durant ce long intervalle, le bord éclairé de la Lune passera un peu plus tôt ou un peu plus tard devant les fils d’araignée
de la lunette méridienne, sans que l’avance ou le retard dépasse une seconde de temps.
CHAPITRE XXIX. — CONFRONTATION DE LA LOI DE NEWTON, ETC
De même, les positions des planètes, pendant un siècle et demi d’observations précises, sont représentées à moins de 2” près. Il y a une exception : Mercure peut être en avance ou en retard d’une quantité qui, pour certaines régions de l'orbite, s’élève à 8” environ, soit une demi-seconde de temps au bout d’un siècle. Les désaccords pour le nœud de Vénus et le périhélie de Mars sont bien moins importants.
On éprouve, en fin de compte, un sentiment d’admiration profonde pour le génie de Newton et de ses successeurs, et pour les immenses travaux de Le Verrier, poursuivant pendant plus de trente ans son enquête méthodique dans toute l'étendue du système planétaire, travaux si habilement continués et développés par M. Newcomb.
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Sources et licence
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