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NOTICE HISTORIQUE
£>es Travaux des Géomètres sur la Mécanique céleste, et nouvelles Recherches sur le Système du Monde.
J'ai annoncé au commencement de ce Traité, que je le terminerais par une Notice historique des travaux des géomètres sur la Mécanique céleste. Je vais ici remplir cet engagement. Mais ayant fait depuis l'impression des volumes précédens de cet Ouvrage, de nouvelles recherches sur divers points de la Mécanique céleste, recherches que j'ai publiées dans les Mémoires de l'Institut et dans le Recueil de la Connaissance des Teins; j'ai pensé qu'il serait utile de les réunir à la suite des notices historiques sur chaque objet. Je vais commencer par la ligure et la rotation de la Terre.
Mécaw. cél. Tome V.
CHAPITRE I
Notice historique des travaux des Géomètres sur cet objet.
i. Je ne parlerai dans cette notice, que des recherches sur la théorie mathématique de la Terre. On ne peut alors remonter qu'à Newton . fondateur de cette théorie qu'il publia sur la fin de 1687, dans ses Principes mathématiques de la Philosophie naturelle. Ce grand géomètre y considère la Terre comme une masse fluide homogène, douée d'un mouvement de rotation , et dont toutes les parties s'attirent réciproquement au carré de la distance. 11 suppose ensuite que celte masse prend, dans l'état d'équilibre, la figure d'un ellipsoïde de révolution: et il cherche , dans cette supposition , le rapport de Pane du pôle à celui de l'équateur. Pour cela, il conçoit deux colonnes fluides partant du centre, et aboutissant, l'une au pôle, et l'autre à l'équateur; et il observe que les poids de ecs deux colonnes doivent se faire équilibre. Si l'on imagine l'ellipsoïde, divisé en couches infiniment minces et semblables; la gravité (je nomme ainsi la résultante de toutes les forces attractives J, sera aux pôles de ces couches, proportionnelle à leurs petits axes; car Newton établit cette proposition remarquable, savoir: qu'un point placé dans un ellipsoïde creux, dont les deux surfaces intérieure et extérieure sont semblables et semblablcmcnt situées, est également attiré de toutes parts. Ainsi, à la surface d'une couche terrestre, les couches supérieures «'ont aucune influence sur la gravité qui, par conséquent, est la même qu'au pôle de l'ellipsoïde terminé par la surface de cette couche. Or, il est facile de voir que la gravité des
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points semblablement situés sur les surfaces de deux corps homogènes, semblublos et de même densité, est proportionnelle aux dimensions linéaires et semblables de ces corps. Cela résulte de ce que l'attraction étant égale à la masse divisée par le carré de la distance, elle n'est que d'une dimension relativement à l'étendue. De là il suit que le poids de la colonne du pôle , étant la somme des gravités aux surfaces des diverses couches, il est égnl ait produit de la pesanteur au pôle; par la moitié de la longueur de cette colonne, ou par le quart de l'axe du pôle.. Un raisonnement semblable fait voir que le poids de la colonne de l'équateur est le produit de la pesanteur à l'équateur, par le quart du demi-axe de réquateur. Car la pesanteur à l'équateur est la gravité diminuée de la force centrifuge; et cette force diminue de la surface au centre, comme la gravité, c'est-à-dire proportionnellement à la distance à ce point. Ainsi dans l'état d'équilibre, le produit de la gravité au pôle, par l'axe du pôle, est égal au produit de la pesanteur à l'équateur, par l'axe de réquateur.
Pour avoir au pôle, la gravité qui, sur ce point, est la pesanteur même, •Newton considère un ellipsoïde de révolution, dont l'axe de révolution contient 100 parties, et l'axe de l'équateur 101 ; et il trouve au moyen des propositions qu'il établit sur la gravité aux pôles des sphéroïdes de révolution , que la gravité au pôle de cet ellipsoïde est à la gravité à lu surface d'une sphère dont le diamètre est de 100 parties, comme 126 est à 1 a5.
Newton obtient de la manière suivante, la gravité à un point quelcompie A de l'équateur du même ellipsoïde. Il considère une sphère ayant le même centre que l'ellipsoïde, dont la surface passe par le point A , et dont le diamètre est, par conséquent, de 101 parties; et il observe que si l'on diminue d'une partie, un des diamètres perpendiculaires à celui qui passe par le point A , de manière que ce diamètre ainsi diminué devienne l'axe d'un ellipsoïde de révolution, passant par le même point; ce point sera un point de l'équateur de cet ellipsoïde. Newton remarque ensuite, que si l'on diminue pareillement d une partie, le diamètre de la sphère, perpendiculaire aux deux premiers; On aura un second ellipsoïde de révolution, dont A sera encore un point de l'équateur. Si l'on fait varier à la fois les deux derniers diamètres ; on aura un ellipsoïde de révolution dont A sera le pôle , et dont l'axe de révolution aura 101 parties, l'axe de l'équateur n'en ayant que 100. Dans cet
ellipsoïde, la gravité au pôle est à la gravité à la surface de la sphère dont le diamètre est de 101 parties, comme ia5 est à ia6. Mais par la nature des variations très petites de deux quantités, la diminution de la gravité, due à la diminution simultanée des deux diamètres, est la somme des diminutions de la gravité, lorsqu'on diminue le second diamètre sans diminuer le troisième, et lorsqu'on diminue le troisième, sans diminuer le second ; et cette somme est le double de l'excès de la gravité à la surface de la sphère, dont le diamètre est de 101 parties, sur la gravité à l'équateur de l'ellipsoïde, dont l'axe de l'équateur étant de 101 parties, l'axe du pôle est de 100 parties. De là il est aisé de
conclure que cet excès est ^ . ^ de la gravite à la surface de cette
sphère. Mais cette gravité est à la gravité à la surface de la sphère dont le diamètre est de 100 parties, comme 101 est à 100; d'où l'on conclut que la gravité au pôle de l'ellipsoïde supposé primitivement , est a la
...» , ia6 . i«5| , ,
gravité a son equateur, comme . 100 : • 101 , ou , à très peu
près, comme 5oi est à 5oo. Désignons par Q le rapport de la force centrifuge à la gravité, à l'équateur; les pesanteurs au pôle et à l'équateur de l'ellipsoïde seront donc dans le rapport de 5oi à 5oo (i — p). Ces pesanteurs multipliées respectivement par les longueurs des colonnes fluides, ou par 100 et loi, sont proportionnelles aux poids de ces colonnes. Ainsi, pour l'égalité de ces poids, ou pour l'équilibre, le produit de 5oi par 100, doit égaler le produit de 5oo.(i — <p) par 101 ;
ce qui donne à fort peu près p égal à ou égal à | de l'aplatissement ^ de l'ellipsoïde. L'aplatissement d'un ellipsoïde quelconque
très peu différent de la sphère , est donc généralement égal à - du
rapport de la force centrifuge à la gravité à l'équateur; et comme pour
la Terre, ce rapport est il en résulte un aplatissement égal à
en sorte que les axes du pôle et de l'équateur sont à fort peu près dans le rapport de 22g à 2Z0. Les pesanteurs à ces points sont, comme on l'a vu, réciproques à ces axes; elles sont donc dans le rapport de a3o à 22g. Newton suppose que de l'équateur aux pôles, la pesanteur croît comme le carré du sinus de la latitude.
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Tel est le premier pas que l'on a fait dans la théorie mathématique de la figure de la Terre. 11 laissait, sans doute, beaucoup à désirer. Newton suppose, sans le démontrer, que la figure elliptique convient à l'équilibre d'une masse fluide homogène tournant sur un axe. 11 suppose encore , sans démonstration , que la pesanteur à la surface , augmente de l'équateur aux pôles, comme le carré du sinus de la latitude. Enfin , il regarde la Terre comme homogène ; ce qui est contraire aux observations qui prouvent incontestablement que les densités des couchés du sphéroïde terrestre croissent de là surface au centre. Malgré ces imperfections, ce premier pas doit paraître immense ; si l'on considère l'importance et la nouveauté des propositions que l'auteur établit sur les attractions des sphères et des sphéroïdes, et la difficulté de la matière.
Environ deux ans après la publication du livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, Huygens traita le même sujet, dans un Appendice à sa Dissertation sur la cause de la gravité. H n'admet point l'attraction de molécule à molécule , et il suppose que chaque molécule d'une masse fluide homogène, tournant sur un axe, tend vers le centre de gravité de cette masse, en raison inverse du carré de sa distance à ce point. Le problème de la figure de cette masse présente alors beaucoup moins de difficultés. En combinant la force centrifuge avec la tendance vers le centre, Huygens détermine les longueurs que deux colonnes fluides partaût du centre et aboutissant à la surface doivent avoir pour se faire équilibre; et il trouve pour la figure du méridien, une courbe du quatrième ordre, qui, lorsqu'on suppose très petit, le rapport f de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, devient une ellipse dont le petit axe étant représenté par
l'unité, le grand axe est i -f* - f . Il trouve ensuite que la pesanteur croît
de l'équateur aux pôles, proportionnellement au carré du sinus de la latitude, et de manière que la pesanteur étant supposée i à l'équateur, elle est i -f- aux pôles. On vient de voir que dans la théorie de
Newton , les axes et les pesanteurs sont dans le rapport de i à i ^ ;
ce qui est bien différent des résultats d'Huygens. Mais il est remarquable que dans ces deux théories, la somme de l'ellipticité et de l'excès de la pesanteur au pôle, sur la pesanteur à l'équateur, prise pour unité, soit
la même et égale à - La théorie d'Huygens revient à considérer la
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Terre comme un sphéroïde composé de couches infiniment rares de la surface au centre, et d'une densité infinie, infiniment près du centre; ce qui donne ia limite de l'aplatissement, lorsqu'on suppose les densités de couches, croissantes de la surlace au centre. La théorie de Newton donne l'autre limite de l'aplatissement dans la même supposition. C'est
donc entre les limites - <p et - $ que doit être l'aplatissement de la
Terre j et c'est, en effet, ce qui resuite des observations.
On n'ajouta rien à la théorie de JNewton, jusqu'en 1737 Clairaut prouva dans les Transactions philosophiques de cette année , que les suppositions sur lesquelles Newton avait fondé sa théorie, étaient exactes. 11 fit voir que la figure elliptique satisfait à l'équilibre d'une masse fluide homogène, peu diÛurente d'ane sphère, et tournant sur un nie; et qu'à la surface de cette masse. Ja pesanteur croît proportionnellement au carré du sinus de la latitude. L'Académie des Sciences proposa |K>ur le sujet du prix qu'elle devait décerner en 1740? la Théorie du flux et du reflux de la mer. Parmi les pièces qui partagèrent le prix, celle de Maclaurin est la plus remarquable par l'importance et par la beauté de* résultats sur les attractions des sphéroïdes elliptiques de révolution. L'auteur y démontre que la figure elliptique satisfait rigoureusement à l'équilibre d'une masse fluide homogène douée d'un mouvement de rotation, en prenant pour coudition de l'équilibre, celle de l'équilibre du fluide dans un canal intérieur de figure quelconque , et aboutissant par ses extrémités, à la surface. 11 détermine l'attraction à la surface de cette masse, et çn la combinant avec la force centrifuge, il parvient à ce théorème, savoir que si, d'un point quelconque de la surface, on abaisse une perpendiculaire (pie l'on prolonge jusqu'au plan de l'équatcur ; la pesanteur à co point, sera proportionnelle à celte perpendiculaire, et le ravon de courbure sera proportionnel au cube de la même ligne. Enfin, U obtient par une équation transcendante, le rapport des axes des pôles et de l'équateur. La méthode suivie par l'auteur est purement géométrique : et ce morceau de synthèse peut être comparé à ce que les anciens géomètres nous ont laissé de plus parfait, et à l'ouvrage d'Huygens de Horologio oscillatorio.
Clairaut publia en 1 , son ouvrage sur la Théorie de la figure de la Terre. 11 \ donne les équations générales jusqu'alors inconnues, de 1 equUibre des fluide» soit homogènes, soit hétérogènes , ou composés d'un
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nombre quelconque de fluides* quelles que soient les forces qui animent chacune de leurs molécules, et en supposant entre ces molécules une attraction mutuelle suivant une loi quelconque. Appliquant ensuite ces équations à la Terre, en la supposant formée d'une ou de plusieurs et même d'une infinité de fluides, tous circulant autour d'un même axe, il prouve que la ligure elliptique satisfait à l'équilibre des couches de niveau, lorsque leur figure est peu différente de la forme sphérique; et il détermine les ellip licites de Ces couches, et la loi de la pesanteur à,Ja surface de la couche extérieure. Il parvient aux expressions des même» quantités, dans le cas général ou la Terre serait formée d'un noyau elliptique recouvert d'un ou de plusieurs fluides, le noyau étant luimême formé de couches elliptiques dont les figures et les densités varient du centre à la suface; et il est conduit à ce résultat remarquable , savoir , que si l'on nomme E Pellipticité de la Terre , ou l'excès de l'aie de l'équaleur sur celui des pôles pris pour unité; si l'on désigne par C l'excès de la pesanteur aux pôles sur la pesanteur à l'équateur prise pour unité de pesanteur; enfin, si l'on exprime par f le rapport de la force centrifuge à l'équateur, à l'unité de pesanteur ; la somme E+C, dans toutes les hypothèses que l'on peut faire sur la constitution intérieure
de la Terre, est constante et égale à - Q : l'accroissement de la pesanteur de l'équateur aux pôles, est le produit de C par le carré du sinus de la latitude. L'importance de tous ces résultats et l'élégance avec laquelle ils sont présentés, placent cet ouvrage au rang des plus belle* productions mathématiques.
Clairaut y expose une théorie de l'action capillaire ; mais cette théorie me paraît insignifiante. En concevant un tuyau cylindrique d'un très petit diamètre intérieur , plongé verticalement dans un fluide par son extrémité inférieure, il analyse toutes les forces dont la colonne infiniment petite du fluide, passant par l'axe du tube, est animée, en supposant une attraction des molécules du tube sur celles du fluide, et des molécules fluides sur elles-mêmes ; la loi d'attraction étant la même dans les deux cas relativement à la distance, mais pouvant différer d'intensité. Clairaut remarque ensuite, que parmi toutes les lois possibles d'attraction, il doit y en avoir une ou plusieurs qui donnent, conformément à 1 expérience, l'élévation du fluide d ans le tube, réciproque au diamètre intérieur du tube ; mais la difficulté du problème, consiste à dé-
terminer ces lois. C'est ce que j'ai fait dans ma Théorie de l'action capillaire de laquelle il résulte que toutes les lois d'attraction , qui la rendent insensible à des distances sensibles, satisfont à l'expérience, et sont les seules qui puissent y satisfaire. Mais Clairaut était d'autant plus éloigné de ce résultat, qu'il supposait au contraire que l'attraction du tube sur le fluide est sensible sur les molécules fluides placées dans l'axe. 11 a , cependant, été conduit par cette fausse supposition, à ce résultat dont j'ai fait voir l'exactitude, savoir , que le fluide sera toujours élevé dans le tube au-dessus du niveau, tant que le double de l'intensité de l'attraction des molécules du tube sur celle du fluide surpassera l'intensité dv l'attraction des molécules fluides sur elles-mêmes. Ce n'est pas le seul exemple de suppositions fausses , ayant conduit à des vérités; mais la découverte d'une vérité n'appartient qu'à celui qui le premier la démontre.
La méthode que Clairaut a suivie dans sa Théorie de la figure de la Terre, quoique fort élégante, est limitée aux ellipsoïdes de révolution. D Alembert dans ses Recherches sur le système du monde, publiées en 1754 et iy5G, traita cet objet d'une manière beaucoup plus générale. 11 détermina les attractions d'un sphéroïde très peu différent de la sphère et dont l'équation de la surface est algébrique , et d'un ordre quelconque, en le supposaut même formé de couches de diverses densités; et il en conclut que la figure que ces couches doivent prendre peut satisfaire à la condition générale de leur équilibre, lorsqu'elles sont fluides et douées d'un mouvement de rotation. Cette condition est que la pesanteur soit perpendiculaire à la surface de chaque couche de niveau. D' Alembert employait une autre condition dont Lagrange a fait voir l'identité avec la précédente. Les recherches de d' Alembert , quoique générales, manquent de la clarté si nécessaire dans les calculs compliqués. Elles laissaient surtout à désirer la connaissance des rapports généraux et simples qui doivent exister entre la figure des sphéroïdes et leurs attractions. Ces rapports des grandeurs génératrices aux résultats qui en dérivent, n'intéressent pas moins les géomètres , que les solutions des problèmes
La grande supériorité de l'analyse sur la synthèse se fait principalement sentir dans les questions difficiles du système du monde, questions pour la plupart inaccessibles à la synthèse. Mais le problème des attractions des ellipsoïdes de révolution, résolu avec tant d'élégance, par
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Maclaurin , suivant la méthode synthétique , donnait à celte méthode , un avantage sur l'analyse, que l'on devait s'empresser d'autant plus de faire disparaître, qu'il était naturel d'attendre de l'application de l'analyse à cet objet, non- seulement un moyen plus simple d'obtenir les résultats de Maclaurin, mais encore une théorie complète des attractions de ce genre de sphéroïdes. C'est, en effet, ce qui est arrivé. Dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Berlin, pour l'année 1773, Lagrangc , par une transformation heureuse des coordonnées , est parvenu anaîytiquemeut et de la manière la plus simple, aux résultats de Maclaurin : il les a étendus à des ellipsoïdes quelconques , et il en a déduit ce théorème que Maclaurin n'avait fait qu'énoncer, et que d'Alembert a démontré le premier, savoir, que l'attraction d'un ellipsoïde quelconque sur un point placé dans le prolongement d'un de ses axes, est à l'attraction d'un sphéroïde qui aurait le même centre et les mêmes foyers, et qui passerait par le point attiré, comme la masse du premier sphéroïde est à la masse du second. 11 restait, pour compléter cette théorie, à déterminer l'attraction d'un ellipsoïde sur un point „ quelconque placé au dehors. M. Legendre, dans le tome X des Savans étrangers, l'a fait à l'égard des ellipsoïdes de révolution, par une analyse ingénieuse et savante qui donne pour tous les sphéroïdes de révolution, un rapport très simple, entre leur attraction sur un point placé dans le prolongement de leur axe de révolution , et leur attraction sur un point placé dans le prolongement d'un rayon quelconque, à la même distance du centre. Relativement au* ellipsoïdes de révolution , ce rapport fait voir que le quotient de l'attraction sur un point quelconque extérieur, divisée par la masse, est le même pour tous les ellipsoïdes de révolution qui ont le même centre et les mêmes foyers; et comme l'attraction à la surface est donnée par les théorèmes de Maclaurin j il ne s'agit, pour avoir l'attraction sur un point quelconque au dehors, que de faire passer par ce point un de ces ellipsoïdes , ce qui est facile. Il était naturel d'étendre ce résultat, aux ellipsoïdes qui ne sont pas de révolution. Mais sa démonstration présentait beaucoup de diflicultés. Je l'ai donnée le premier, dans un ouvrage sur la Théorie du mouvement elliptique et de la figure des planètes, qui parut en 1784 > et dans mon Traité de Mécanique céleste. Ayant établi un rapport général entre les attractions d'un sphéroïde sur un point quelconque extérieur, et ses attractions sur les points placés dans le prolongement
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il un de ses axes, et dans le plan perpendiculaire à cet axe; j'en ai déduit une nouvelle démonstration du résultat dont il s'agit. Enfin, M. Ivori est parvenu au môme résultat pat une transformation très heureuse des coordonnées, sans recourir aux séries. Tel a été le progrès des recherches par lesquelles les géomètres sont parvenus à une théorie complète des attractions des ellipsoïdes.
Maclaurin a fait voir qu'une masse fluide homogène, tournant autour d'uu axe, pouvait être rigoureusement en équilibre avec une figure elliptique. Mais y a-t-il d'autres figures d'équilibre, lorsque le sphéroïde est très peu différent de la sphère? J'ai prouvé, sans connaître sa figure, que la pesanteur à sa surface suit la même loi que si cette figure était celfe d'un ellipsoïde de révolution. M. Legendre a fait voir ensuite que si la figure est do révolution, elle doit, pour l'équilibre, être elliptique; et j'ai reconnu que cela est exact, sans supposer une ligure de révolution. Mais d'Alembert a prouvé que plusieurs figures elliptiques d'équilibre correspondent a une même durée de rotation. J'ai démontré ensuite qu'il n'y en a que deux; et j'ai déterminé la limite de la durée do rotation que la masse peut avoir sans se dissiper. Mais le véritable problème à résoudre, consiste à déterminer la figure qu'une masse fluide doit prendre, lorsque ses molécules ayant été primitivement animées de forces quelconques , elles parviennent , à la longue, par leur frottement mutuel et par leur ténacité, à un état fixe d'équilibre. J'ai fait voir dans le troisième livre de la Mécanique céleste, que le fluide finit par prendre la figure d'un ellipsoïde de révolution dont l'équateur est le plan primitif du maximum des aires décrites par chaque molécule autour du centre de gravité de la masse. Le mouvement de rotation, ainsi que les axes de l'ellipsoïde de révolution, sont déterminés par ce maximum : il y a toujours une figure possible d'équilibre , et il n'y en a qu'une.
Enfin, j'ai donné dans les Mémoires de l'Académie des Sciences, pour l'année 178a, et dans le troisième livre de la Mécanique céleste, une théorie générale des attractions des sphéroïdes. La fonction qui exprime la somme des molécules attirantes divisées respectivement par leurs distances au point attiré, a l'avantage d'exprimer par ses différences partielles, la résultante de ces attractions décomposées suivant une direction quelconque. J'ai reconnu à cette fonction, la propriété suivante : la somme de ses trois différences partielles du second ordre,
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prises séparément par rapport à chacune des trois coordonnées rectangulaires du point attiré, est constamment égale à zéro. Cette équation fondamentale combinée avec une équation différentielle du premier ordre, à laquelle j'ai trouvé que la fonction dont il 6'agit doit satisfaire , lorsque le point attiré est à la surface d'un sphéroïde homogène très peu différent de la sphère, m'a donné par le développement le plus facile, l'expression de l'attraction d'un sphéroïde formé de couches solides ou fluides de densités quelconques , douées d'un même mouvement de rotation, et dont les molécules s'attirent réciproquement au carré de la distance. Les rapports généraux et simples que cette expression donne entre les attractions et la figure des sphéroïdes, m'ont directement conduit à déterminer la figure des couches fluides dans l'état d'équilibre, et la loi de la pesanteur à leur surface. La fécondité de l'équation fondamentale qui sert de base a mon analyse, et qui se reproduit dans la théorie des fluides et dans celle de la chaleur, me porte à croire que les formules auxquelles je suis parvenu, sont les plus générales et les plus simples que l'on puisse obtenir.
Voici maintenant le précis des nouvelles recherches que j'ai ajoutées aux précédentes, et que j'ai publiées dans les volumes de la Connaissance des Tems et de l'Institut.
On voit parla Notice historique que ja viens de donner des recherches des géomètres sur la figure de la Terre, qu'ils oui supposé le sphéroïde terrestre entièrement recouvert par la mer : mais ce fluide laissant à découvert, une partie considérable de ce sphéroïde; ces recherches, Mualgré leur généralité, ne représentent pas exactement la nature, et il est nécessaire de modifier les résultats obtenus dans l'hypothèse d'une inondation générale. A la vérité, la théorie mathématique de la figure «le la Terre présente alors plus de difficultés; mais le progrès de l'analyse , surtout dans cette partie , fournit le moyen de les surmonter et de considérer les conlinens et les mers, tels que l'observation les présente. C'est l'objet de l'analyse suivante. En se rapprochant ainsi de la nature, on entrevoit les causes de plusieurs phénomènes importons que l'Histoire naturelle et la Géologie nous offrent j ce qui peut répandre un grand jour sur ces deux sciences, en les rattachant à la théorie du Système du monde. Voici les principaux résultats de mon analyse. L'un des plus intéressans est le théorème suivant, qui établit incontestablement l'hétérogénéité des couches du sphéroïde terrestre.
« Si à la longueur du pendule à secondes, observée sur un point j) quelconque de la surface du sphéroïde terrestre, on ajoute le produit » de celte longueur, par la moitié de la hauteur de ce point au-dessus » du niveau de l'Océan déterminée par l'observation du baromètre, et j> divisée par le demi- axe du pôle ; l'accroissement de celle longueur » ainsi corrigée sera, de l'équaleur aux pôles, dans l'hypothèse d'une » densité de la Terre , constante au-dessous d'une profondeur peu consi- » dérable, le produit de cette longueur à l'équaleur, par le carré du » sinus de la latilude et par cinq quarts du rapport de la force » centrifuge à la pesanteur a l'équaleur, ou par 43 dix-millièmes. »
Ce théorème auquel j'ai été conduit par l'équation différentielle du premier ordre, qui a lieu à la surface des sphéroïdes homogènes peu différens de la sphère, et dont j'ai parlé ci-dessus, est généralement vrai , quelles que soient la densité de la mer et la manière dont elle recouvre en partie la Terre. 11 est remarquable , en ce qu'il ne suppose point la connaissance de la figure du sphéroïde terrestre, ni celle de la mer, qu'il serait impossible d'obtenir.
Les expériences du pendule, faites dans les deux hémisphères, s'accordent à donner au carré du sinus de la latitude , un coefficient plus grand que 43 dix-millièmes, et à fort peu près égal à 54 dix-millièmes de la longueur du pendule à l'équateur. 11 est donc bien prouvé par ces expériences, que la Terre n'est point homogène dans son intérieur. On voit de plus, en les comparant à l'analyse, que les densités des couches terrestres vont en croissant de la surface au centre.
La régularité avec Inquelle la variation observée des longueurs du pendule à secondes suit la loi du carré du sinus de la latitude, prouve que ces couches sont disposées régulièrement autour du centre de gravité de la Terre, et que leur forme est à peu près elliptique et de révolution.
L'ellipttcité du sphéroïde terrestre peut être déterminée par la mesure des degrés du méridien. Les diverses mesures que Ton a faites, comparées deux à deux , donnent des ellipticités sensiblement différentes ; en sorte que la variation des degrés ne suit pas aussi exactement que celle de la pesanteur, la loi du carré du sinus de la latilude. J'ai remarqué dans le troisième livre, que cela lient aux secondes différentielle du rayon terrestre, que renferment les expressions des degrés du méridien et du rayon oscillateur: tandis que l'expression de la pesanteur ne contient
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que les premières différentielles de ce rayon dont le* petits écarts d'un rayon elliptique , s'accroissent par les différentiatiqns successives. Mais si l'on compare des degrés éloignés, tels que ceux de France et de l'équateur ; leurs anomalies doivent être peu sensibles sur leur différence ; et l'on trouve par celle comparaison , l'ellipticité du sphéroïde terrestre
**' aIe à 3^8-
Mais un moyen plus précis d'avoir celte ellipticité, consiste à comparer avec un grand nombre d'observations , deux inégalités lunaires dues à l'aplatissement de la Terre, l'une en longitude, et l'autre en lalilude. Lorsque je parvins par la théorie, aux expressions analytiques de ces deux inégalités; je priai successivement MM. Bouvard, Burg et Burckardt, de faire cette comparaison. Ils y ont employé plusieurs milliers d'observations lunaires faites depuis Bradley jusqu'à nos jours, ï^es résultats de leurs calculs, s'accordent à donner l'aplatissement du
sphéroïde terrestre, à très peu prés égal à ^ ; et ce qui est digne de
remarque, chacune des deux inégalités conduit à ce résultat qui, comme on voit, diffère très peu de celui que donne la comparaison des degrés de France et de l'équateur.
La densité de la mer n'étant qu'un cinquième à peu près, de la moyenne densité de la Terre ; ce fluide doit avoir peu d'influence sur les variations des degrés et de la pesanteur , et sur les deux inégalités lunaires dont je viens de parler. Son influence est encore diminuée par la petitesse de sa profondeur moyenne que l'on prouve ainsi. En concevant le sphéroïde terrestre dépouillé de l'Océan, et supposant que dans cet état, sa surface devienne fluide, et soit en équilibre; on aura son ellipticité, par le théorème de Clairaut dont j'ai parlé ci-dessus, eu retranchant de cinq fois la moitié du rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, le coefficient que les expériences donnent au carré du sinus de la latitude, dans l'expression de la longueur du pendule à secondes, celle longueur à l'équateur étant prise pour l'unité. On
trouve par là g~ pour l'aplatissement du sphéroïde terrestre. Le peu
de différence de cet nplatissement, à ceux que donnent les mesures des degrés terrestres et les inégalités lunaires, prouve que la surface de ce sphéroïde, serait à fort peu près celle de l'équilibre, si elle devenait fluide. De là , et de ce que la mer laisse à découvert de vastes continens ,
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on oonclut qu'elle doit être peit profonde, et que sa prorondeur moyenne esttfu même ordre quo la hauteur moyenne des continens et des îles au-dessus de son niveau, hauteur qui rie surpasse pas mille mètres Cette .profondeur est donc une petite fraction de l'excès du ravon de l«queteur sur celui du pôle, excès qui surpasse vingt mille mètres. Mais de même que de hautes montagnes recouvrent quelques parties des continens, de même il peut y avoir de grandes cavités dans le bassin des mers. Cependant, il est naturel de penser que leur profondeur est plus petite que l'élévation des hautes montagnes; les dépôts des fleuves et les dépouilles des animaux marins, entraînés par les courans, devant remplir à la longue, ces cavités.
Ce résultat est important pour l'Histoire naturelle cl pour la Géologie. On ne peut douter que la mer n'ait recouvert une grande partie de nos continens sur lesquels elle a laissé des traces incontestables de son séjour. Les affaissemens successifs des îles d'alors et d'une partie des conrineus, suivis d'affaisseraens étendus du bassin des mers, qui ont découvert les parties précédemment submergées, paraissent indiqués par les divers phénomènes que la surface et les couches des continens actuels nous présentent. Pour expliquer ces affaissemens, il suffît de supposer plus d'énergie à des causes semblables à celles qui ont produit les affaissemens dont 1'lùstoire a conservé le souvenir. L'affaissement d'une partie du bassin de la mer, en découvre une autre partie d'autant plus étendue que la mer est moins profonde. Ainsi de vastes continens ont pu sortir de l'Océan sans de grands changemens dans la figure du sphéroïde terrestre. La propriété dont jouit cette figure, de différer peu de celle que prendrait sa surface en devenant fluide , exige que l'abaissement du niveau de la nier, n'ait été qu'une petite fraction de la différence des deux axes du pôle et de l'équateur. Toute hypothèse fondée sur un déplacement considérable des pôles à la surface de la Terre, doit être rejetee, comme incompatible avec la propriété dont je viens de parler. Ou avait imaginé ce déplacement pour expliquer l'existence des éléphans dont on trouve les Ossemcns fossiles en si grande abondance dans les chmttts du nord où les éléphans actuels ne pourraient pas vivre. Mais un éléphant que l'on suppose avec vraisemblance, contemporain du dernier cataclysme , et que l'on a trouvé dans une masse de glace, bien conservé avec ses chairs et dont la peau était recouverte d'une grandequantité de poils, a prouvé que celte espèce d'éléphans était garantie
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par ce moyen , du froid des climats septentrionaux qu'elle pouvait habiter et uiùme rechercher. La découverte de cet animal a donc confirmé ce que la théorie mathématique de la Terre nous apprend , savoir que dans les révolutions qui ont changé la surface de la Terre, et détruit plusieurs espèces d'animaux et de végétaux , la figure du sphéroïde terrestre et la position de son a\e de rotation sur sa surface, n^>nt subi que de légères variations.
Maintenant, quelle est la cause qui a donné aux couches du sphéroïde terrestre, des formes à très peu près elliptiques et de dénsltés croissantes de la surface au centre; qui les a disposées régulièrement autour de leur centre commun de gravité, et qui a rendu sa surface ires peu différente de celle qu'elle eut prise, si elle avait été primitivement fluide? Si les diverses substances qui composent la Terre, ont eu primitivement, par l'effet d'une grande chaleur, l'état fluide; les plus denses ont dû se porter vers le centre : toutes ont pris des formes elliptiques , et la surface a été en équilibre. En se consolidant, ces couches n'ont changé que très peu de figure, et alors la Terre doit offrir présentement les phénomènes dont je viens de parler. Ce cas a été amplement discuté par les géomètres. Mais la Terre homogène dans le sens chimique, ou formée d'une seule substance dans son intérieur , pourrait encore nous présenter ces phénomènes. On conçoit , en effet, que le poids immense des couches supérieures peut augmenter considérablement la densité des couches inférieures. Jusqu'ici les géomètres n'ont point fait entrer dans leurs recherches sur la figure de la Terre, la ompressibilité des substances dont elle est formée; quoique Daniel Bemoulli, dans sa pièce sur le flux et le reflux de la mer, eût déjà indiqué celte cause de l'accroissement de densité des couches du sphéroïde terrestre. J'ai pensé que l'on verrait avec quelque intérêt, l'analyse suivante de laquelle il suit qu'il est possible de satisfaire à tous les phénomènes connus , en supposant la Tente formée «Tune seule substance dans son intérieur. La loi des densités que k compression donne aux couches de cette substance, n'étant pas connue, on ne peut faire a cet égard , que des hypothèses.
On sait que la densité des gas croît proportionnellement à leur compression, lorsque la température reste la même. Mais cette loi ne parait pas convenir aux corps liquides et solides: il est naturel de penser que ces corps résistent d'autant plus à la compression, qu'ils sont plus comprimés. C'est, en effet, ce que les expériences confirment ; en sorte
que le rapport do la différentielle do la pression, à la différentielle de la densité, au lieu d'être constant, comme dans les gaz, croît avec la densité. L'expression la plus simple de ce rapport supposé variable , est le produit de la densité par une constante. C'est la loi que j'ai adoptée , parce qu'elle réunit à l'avantage de représenter de la manière la plus simple, ce que nous savons sur la compression des corps, celui de se prêter facilement au calcul , dans la recherche de la figure do la Terre ; mon objet dans ce calcul , n'étant que de montrer que cette manière de considérer la constitution intérieure de la Terre, peut se concilier avec tous les phénomènes qui dépendent de cette constitution , du moins si le sphéroïde terrestre a été primitivement fluide. Dans l'état solide, l'adhérence des molécules diminue extrêmement leur compression mutuelle, et elle , empêcherait la masse entière de prendre la figure régulière qu'elle aurai L dans l'état fluide, si elle s'en était primitivement écartée. Ainsi, dans celle hypothèse même sur la constitution de la Terre, comme dans toutes les autres, la fluidité primitive de la Terre me parait nécessairement indiquée par la régularité de la pesanteur et de la figure de sa surface.
Toute l'Astronomie repose sur l'invariabilité de l'axe de rotation de la Terre à la surface du sphéroïde terrestre, et sur l'uniformité de celte rotation. La durée d'une révolution de la Terre, autour de son axe, est l'étalon du temps; il est donc bien important d'apprécier l'influence de toutes les causes qui peuvent altérer cet élément. L'axe terrestre se meut autour des pôles de l'écliptique ; mais depuis l'époque où l'application du télescope aux instiiunens astronomiques a donné le moyen d'observer avec précision, les latitudes terrestres, on n'a reconnu dans ces latitudes, aucune variation qui ne puisse être attribuée aux erreurs des observations; ec qui prouve que l'axe de rotation a, depuis cette époque, répondu a, très peu près au même point de la surface terrestre; il paraît donc que cet axe est invariable. L'existence d'axes semblables dans les corps solides est connue depuis long- temps. On sait que chacun de ces corps a trois axes principaux rectangulaires;, autour desquels il peut tourner uniformément , l'axe de rotation demeurant invariable. Mais, cette propriété remarquable est-elle commune aux corps qui, comme bx Terre, sont recouverts en partie, d'un fluide? La condition 'de l'équilibre du . fluide s'ajoute alors aux condition» des axes principaux/, elle change la figure de la surface, lorsque l'on fait changer
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l'axe de rotation. Il s'agit donc de savoir si parmi tous les changemens possibles, il en est un dans lequel l'axe de rotation et l'équilibre du fluide sont invariables. Pour cela, je fais voir que si l'on fait passer très près du centre de gravité du sphéroïde terrestre, un axe fixe autour duquel il puisse tourner librement; la mer pourra toujours prendre sur la surface du sphéroïde, un état constant d'équilibre. Je donne pour déterminer cet- état, une méthode d'approximation, ordonnée suivant les puissances du rapport de la densité de la mer à la moyenne densité
de la Terre, rapport qui n'étant /pie g, rend l'approximation convergente. L'irrégularité de la profondeur de la mer et de son contour, ne permet pas d'obtenir cette approximation. Mais il suflit d'en reconnaître la possibilité, pour être assuré de l'existence d'un état d'équilibre de la iner. La position de l'axe fixe de rotation étant arbitraire; il est naturel de penser que parmi tous les changemens que l'on peut faire subir à cette position, il en est un dans lequel l'axe passe par le centre commun de gravité de la mer et du sphéroïde qu'elle recouvre, de manière que ce fluide étant en équilibre et congelé dans cet état, cet axe soit un axe principal de rotation de l'ensemble du sphéroïde terrestre et de la mer : il est visible qu'en rendant à la masse congelée, sa fluidité, l'axe sera toujours un axe invariable de la Terre entière. Je fais voir par l'analyse, qu'un tel axe est toujours possible, et je donne les équations qui déterminent sa position. En appliquant ces équations au cas où la mer recouvre en entier le sphéroïde, je parviens à ce théorème.
m Si l'on imagine la densité de chaque couche du sphéroïde terrestre, » diminuée de la densité de la mer; et si, par le centre de gravité de » ce sphéroïde imaginaire, on conçoit un axe principal de rotation de » ce sphéroïde ; en faisant tourner la Terre autour de cet axe , la mer .j» étant en équilibre, cet axe sera l'axe principal de la Terre entière » dont le centre de gravité sera celui du sphéroïde imaginaire. »
Ainsi, la mer qui recouvre en partie le sphéroïde terrestre, nonseulement ne rend pas imj>ossible, l'existence d'un axe principal, mais encore par sa mobilité et par les résistances que ses oscillations éprouvent , elle rendrait à la Terre, un état permanent d'équilibre, si des causes quelconques venaient à le troubler.
$i la mer était asser profonde pour recouvrir la surface du sphéroïde terrestre , en le supposant tourner successivement autour des trois axes
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principaux du sphéroïde imaginaire dont nous venons de parler; chacun de ces axes serait un axe principal de la Terre entière. Mais la stabilité de l'axe de rotation n'a lieu, comme dam un corps solide, que relativement aux deux axes principaux pour lesquels le moment d'inertie est un maximum ou un minimum. 11 y a cependant entre un corps solide et la Terre, cette différence, savoir qu'en changeant d'axe de rotation, le corps solide ne change pas de figure-, au lieu que par ce changement, la surface de la mer prend une autre figure. Les trois figures que prend cette surlace, en tournant successivement avec une même vitesse angulaire de rotation , autour de chacun des trois axes de rotation du sphéroïde imaginaire , ont des rapports fort simples que je détermine ; et il résulte de mon analyse, que le rayon moyen entre les rayons des trois surfaces de la mer, correspondans au même point de la surface du sphéroïde terrestre, est égal au rayon de la surface de la mer en équilibre sur ce sphéroïde privé de tout mouvement de rotation.
J'ai discuté dans le cinquième livre, l'influence des causes intérieures folles que les volcans, les tremblemens de terre, les vents, les courans de la mer, etc., sur la durée de la rotation de la Terre; et j'ai fait voir au moyen du principe des aires, que cette influence est insensible, et qu'il faudrait pour produire un effet sensible, qu'en vertu de ces causes, des masses considérables eussent été transportées à de grandes distances; ce qui n'a point eu lieu depuis les temps historiques. Mais il existe une cause intérieure d'altération de la durée du jour, que l'on n'a point encore considérée, et qui , vu l'importance de cet élément , mérite une discussion spéciale. Cette cause est la chaleur du sphéroïde terrestre. Si, comme tout porte à le croire, la Terre entière a été primitivement fluide; ses dimensions ont diminué successivement avec sa température: sa vitesse angulaire de rotation a augmenté graduellement, et elle continuera de s'accroître, jusqu'à ce que la Terre soit parvenue à l'état constant de température moyenne de l'espace où elle se meut. Pour avoir une idée juste de cet accroissement de vitesse angulaire , que l'on imagine dans un espace d'une température donnée , un globe de matière homogène, tournant sur son axe dans un jour. Si l'on transporte ce globe dans un espace dont la température soit moindre d'un degré centésimal, et si l'on suppose que sa rotation ne soit altérée, ni par la résistance d'un milieu, ni par le frottement; ses dimensions diminueront par la diminution de la température ; et lorsqu'à la longue, il aura pris
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la température du nouvel espace, son rayon sera diminué d'une quantité que je supposerai être un cent-millième, ce qui a lieu a peu près pouf un globe de verre, et ce que l'on peut admettre pour la Térre. Le poids de la chaleur a -été inappréciable dans toutes les expériences que Ton a faites pour le mesurer; elle parait donc, comme la lumière, n'apporter aucune variation sensible dans la masse des Corps ; ainsi , dans le nouvel espace, deux choses peuvent être supposées les mêmes que dans le premier, savoir, la masse du globe, et la somme des aires décrites dans un temps donné, par chacune de ses molécules rapportées au plan de son équateur. Les molécules se rapprochent du centre du globe, d'un cent-millième de leur distance à ce point. L'aire qu'elles décrivent sur le plan de l'équateur étant proportionnelle au carré de cette distance , diminuerait donc à fort peu près d'un cinquante-millième, si la vitesse angulaire de rotation n'augmentait pas; d'où il suit que pour la constance de la somme des aires dans un temps donné, l'accroissement de cette vitesse, et par conséquent la diminution de la durée de la rotation doivent être d'un cinquante-millième : telle est donc la diminution finale de cette durée. Mais avant de parvenir à son état final, la température du globe diminue sans cesse , et plus lentement au centre qu'à la surface ; en sorte que par les observations de celte diminution, comparées à la théorie de la chaleur, on pourrait déterminer l'époque où le globe a été transporté dans le nouvel espace. La Terre parait être dans un état semblable. Cela résulte des observations thermométriques faites dans des mines profondes, et qui indiquent un accroissement de chaleur, très sensible à mesure que l'on pénètre dans l'intérieur de la Terre. La moyenne des accroissemens observés paraît être d'un degré centésimal pour un enfoncement de 3a mètres; mais un très grand nombre d'observations fera connaître exactement sa valeur qui peut n'être pas la même dans tous les climats (i).
(i) Imaginons au-dessous d'un plateau d'une grande étendue et à la profondeur d'environ trois mille mètres, un vaite réservoir d'eau entretenue par les eau* pluviales. Elles acquièrent à cette profondeur, par la chaleur terrestre, une température i peu près égale à Celle de l'eau bouillante. Supposons ensuite que par la pression des colonnes d'eau , adjacentes , ou par les vapeurs qui s'élèvent du réservoir , les eaux remontent jusqu'à la bautear de la partie inférieure du plateau d'où elles s'écoulent ensuite j elles formeront une source d'eau chaude imprégnée des substances solubles des couches qu'elle aura traversées; ce qui donne une explication vraisemblable des eaux thermales.
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11 était nécessaire pour avoir l'accroissement de la rotation de la Terre , de connaître la loi de diminution de la chaleur, du centre à la surface. C'est ce que j'ai fait pour un globe primitivement échauffé d'une manière quelconque, et de plus soumis à l'action échauffante d'une cause extérieure. La loi dont il s'agit, que j'ai publiée en 1819 dans le recueil de la Connaissance des Tems, et que M. Poisson a confirmée depuis par une savante analyse, est représentée par une suite infinie de termes qui ont pour facteurs , des quantités constantes successivement plus petites que l'unité, et dont le&exposans croissent proportionnellement au temps. La longueur du temps fait ainsi disparaître ces termes , les uns après les autres ; en sorte qu'avant l'établissement de la température finale, il n'y a de sensible, qu'un seul de ces termes qui produit l'accroissement de température dans l'intérieur du globe. Je suppose la Terre parvenue à cet état dont elle est, peut-être, encore fort éloignée. Mais ne cherchant ici qu'à présenter un aperçu de l'influence de la diminution de sa chaleur intérieure, sur la durée du jour; j'fln adopté cette hypothèse, et j'en ai conclu l'accroissement de la vitesse de rotation. Il fallait pour réduire cet accroissement en nombres, déterminer numériquement deux constantes arbitraires dépendantes , Tune, de la faculté conductrice de la Terre pour la chaleur , l'autre , de l'élévation de température de sa couche superficielle, au-dessus de la température de l'espace qui l'environne. J'ai déterminé la première constante, au moyen des variations de la chaleur annuelle à diverses profondeurs; et pour cela, j'ai fait usage des expériences de M. de Saussure, que ce savant a citées dans le n° 1422 de son voyage dans les Alpes. Dans ces expériences, la variation annuelle de la chaleur à la surface, a été réduite à un douzième, à la profondeur de 9",6. J'ai supposé ensuite, que dans nos mines, l'accroissement de la chaleur est d'un degré centésimal , pour un enfoncement de 3a mètres; et que la dilatation linéaire des couches terrestres est d'un cent-millième pour chaque degré de température. Je trouve au moyen de ces données , que la durée du jour n'a pas augmenté d'un demi-centième de seconde centésimale , depuis deux mille ans ; ce qui est dû principalement à la grandeur du rayon terrestre.
A la vérité, j'ai supposé la Terre homogène, et il est incontestable que les densités de ses couches croissent de la surface au centre. Mais on doit observer ici que la quantité de chaleur et son mouvement seraient
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les mêmes dans une substance hétérogène, si dans les parties correspondantes des deux corps, la chaleur et la propriété de la conduire étaient les mêmes. La matière peut être ici considérée comme un véhicule de la chaleur qui peut être le même dans des substances de densités différentes. II n'en est pas ainsi des propriétés dynamiques qui dépendent de la masse des molécules. Ainsi, nous pouvons dans cet aperçu des effets de la chaleur terrestre sur la durée du jour, étendre à la Terre hétérogène, les données sur la chaleur, relatives à la Terre homogène. On trouve ainsi que l'accroissement de densité des couches du sphéroïde terrestre, diminue l'effet de la chaleur sur la durée du jour, effet qui
depuis Hipparque, n'a pas augmente cette durée, de g^.
Le terme dont dépend l'accroissement de la chaleur intérieure de la Terre, n'ajoute pas maintenant un cinquième de degré, à la température moyenne de sa surface. Son anéantissement, qu'une très longue suite de siècles doit produire, ne fera donc disparaître aucune des espèces d'êtres organisés, actuellement existantes, du moins, tant que la chaleur propre du Soleil et sa distance à la Terre n'éprouveront point d'altération sensible.
Au reste, je suis fort éloigné de penser que les suppositions précédentes sont dans la nature : d'ailleurs, les valeurs observées des deux constantes dont j'ai parlé, dépendent de la nature du sol qui dans diverses contrées, n'a pas les mêmes qualités relatives à la chaleur. Mais l'aperçu que je viens de présenter , suffit pour faire voir que les phénomènes observés sur la chaleur de la Terre , peuvent se concilier avec le résultat que j'ai déduit de la comparaison de la théorie des inégalités séculaires de la Lune, avec les observations des anciennes éclipses, savoir que depuis Hipparque , la durée du jour n'a pas varié d'un centième de seconde.
sa
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CHAPITRE IL
De la figure de la Terre.
% . La figure de chaque coucbe du sphéroïde terrestre étant à fort peu prêt sphérique; j'exprimerai comme dans le troisième livre de la Mécanique céleste, son rayon par a. (i -f-ay), et étant un très petit coefficient constant. Je désignerai par p la densité de cette couche, p étant fonction de a. Je nommerai V la somme des quotiens de chaque molécule du sphéroïde terrestre , divisée par sa distance à un point extérieur attiré ; r étant la distance de ce point à l'origine des rayons terrestres, placée très près du centre de gravité de la Terre. Enfin , je nommerai /* le cosinus de l'angle que r fait avec une droite invariable sur la surface du sphéroïde, el que je prendrai pour son axe; et je nommerai et Fangle que le plan passant par cet axe et par r, forme avec un méridien fixe sur la surface du sphéroïde. On peut supposer/ développé dans une série de cette forme.
y =a Y if» -f- Y*> H- Y» -f- etc. ;
Y« étant une fonction de a, et de /a, \/T— &»n . « , V^i— /*' . cos », {onction rationnelle et entière relativement à ces trois dernières quantités , et telle que l'on a généralement
La formule (5) du n' 1 4 du troisième livre devient ainsi
v étant le rapport de la circonférence au diamètre : les différentielles et les intégrales sont relatives à la variable a, et celles-ci sont prises depuis a nul, jusqu'à sa valeur à la surface du sphéroïde, valeur que je prendrai pour l'unité.
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Concevons maintenant la mer en équilibre sur ce sphéroïde doué d'un mouvement de rotation. Soit o$ le rapport de la force centrifuge à la pesanteur, à Péquateur; et désignons par V la somme de toutes les molécules de la mer, divisées par leurs distances respectives au point attiré. Si l'on suppose ce point à la surface de la mer; on aura par les n"a3et 29 du troisième livre , pour l'équation de l'équilibre de la mer ,
Pour déterminer V, je supposerai que le rayon mené de l'origine des rayons terrestre», k la surface de la mer, sôit 1 -f- ety *f- *y y y étant la valeur de y à la surface du sphéroïde : ay' sera à très peu près la profondeur de la mer. Je supposerai ensuite
^= Y'<*> + Y*> -h Y'W -f Y'<*> -f- etc. ;
Y'W étant mie fonction rationnelle et entière de (*, Vi— «,
Vi— ft'.cosû), assujettie à la même équation aux différences partielles que Y (0 . On peut considérer la mer, comme égale à un sphéroïde dont le rayon est 1 + a/, moins un second sphéroïde dont le rayon
est i H- <*?■> plus la partie de ce sphéroïde, qui se relève au-dessu* du premier, et où, par conséquent, ay 1 est négatif. La somme des molécules du premier sphéroïde, divisées par leurs distances au point attiré, est par le n° 1 1, du troisième livre, en prenant pour unité, la densité de la mer,
Tr+ + — z? 1 5? " + «c )>
Y<'>, etc , étant ce que deviennent Y <«>, Y» etc., à la surface du sphéroïde terrestre. La même somme relative au second sphéroïde est
4» 1 / 1 Y"c») , YC 3 ) \
^ + àpm . ^ -t-.-j 4. etc. ) j
la différence de m deux quantité» eat
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en nommant donc V" la somme des molécules du second sphéroïde, qui se relèvent au-dessus du premier, et divisées par leurs distances respectives au point attiré, on aura
/VW Y'(0 Yt») x
V'= V" 4- 4**-.(V+ V + etc >
L équation précédente de l'équilibre de la mer deviendra ainsi const. = \ r .fp . d . a s +4*7r.ff>.d. {-^- + -^r~f- — -f- etc .)
-f-4«r.(— + 1 - r +_-H_ r -f.etc.), (a)
r devant être supposé après les intégrations, égal à i+flty et par
conséquent égal à l'unité, dans les termes multipliés para; puisqu'on néglige les termes de l'ordre et*.
Cette équation a cela de remarquable , savoir que la différentielle de son second membre, prise par rapport à.r, et divisée par — dr, est l'expression de la pesanteur, comme il résulte du n° 33 du troisième livre; en nommant doncp la pesanteur, on aura
pzszfa./p.d.J + 4*w.y>.</.(- 3? 1 ^ h etc.)
-f- 4«ir . ^— 4— gp-4- -j-r -H etc J (3)
- ■ , - On a par le n 6 xo du troisième livre, à la surface de la mer.
Cette équation remarquable étant très utile pour ce qui va suivre ; je vau, en rappeler ici la démonstration.
Si l'on conçoit une sphère du rayon a, et dont la densité «oit exprimée par l'unité ; la somme de ses molécules divisées par leurs distances respectives à un point extérieur attiré dont r est la distance à son centre,
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sera par le n° i a du premier livre, la masse de la sphère , divisée par r; en désignant donc par Y, cette somme, on aura
Maintenant, si Ton imagine une molécule dm très voisine de la surface de la sphère, et à la distance a' de son centre; sa distance au point
attiré sera
s/t*-— aaV. cosj' -f- a'*,
y étant l'angle compris entre r et a'. Le quotient de cette molécule divisée par sa distance au point attiré, sera
dm
l/r 1 — aaV.cosy + o 7 »' Kommons V ce quotient j on aura
/<*V\ _ dm.jr— a'.cosy) .
\drj— (^acv.cosy+a'.^'
ce qui donne
(<tV\_i_iv rfm. Çr*— a")
y«ywv= -
' aa'r . (1 — cas y)]»
Si le point attiré est très près de la surface de la sphère , ainsi que la molécule dm, alors t* — <i % est une quantité insensible que l'on peut négliger; et l'équation précédente devient
La même équation a lieu pour d'autres molécules situées comme dm, très près de la surface de la sphère; en nommant donc V" la somme des V relatifs à ces diverses molécules, on aura
et r étant très peu différent de a, on aura l'équation (a)
Le raisonnement précédent cesse d'avoir lieu , lorsque le point attiré est très près de la molécule dm; car alors cos y diffère très peu de l'unité, et la fonction
a .[(r— n'y + *dr. (i— cos ^J* Mécan. cél. Tome F. L
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devient trà gcandépao la pefekease.de son d^ieeu», àt umm que h* molécule dm ne décroisse à mesure qu'elle approche du point attiré: si, par exemple, ce décroissement, à partir du contact de la molécule, avait pour facteur le carré r*~ ao'r.cos^ -4"^* ue 1* distance de ces deux poiuts,, la fonction, précédente resterait toujours insensible*
Concevons- un sphéroïde, tqè&pcti différent d'une; sphèm> es supposons le point attiré, à sa surface. Imaginons à ce point une sphère intérieure au sphéroïde, tangente à sa surface.-, et d'un rayon a très peu différent du rayon du spliéroïde. Alors, si l'on désigne par "V" la somme des molécules de l'ëxcès du sphéroïde sur la, sphère ,. divisées par leurs distances au point attiré; si l'on fixe l'origine des r au centre de cette sphère, et si dm est une de ces molécules; l'intégrale de la fonction (f) prise par rapport au système de ces molécules, pourra être supposée nulle; parce que les molécules dm sont nulles au point de contact, et que leur expression près de ce point:,, a pour facteur, le carré de leur distance à. ce point. L'équation (a) subsiste donc pour ce point. Relativement à la sphère tangente, on a
en supposant donc que V «prime- la somme de toutes les molécule» du sphéroïde, divisées par leur» distances au point attiré, ce qui donne V'= V-f- V"; on aura en supposant ta pointaltiré , au point de contact de la sphère et du sphéroïde ,
fW; e»>
c'est l'équation que j'ai donnée dans le n" 10 du troisième livre. Ici l'origine de restau centre de la sphère tangente. Fixons cette origine, à un point quelconque, trè» proche du centre do gravite du-sphépoïde, et désignons par -f* */) le rayon.de ce sphéroïde, a étant un très petit coefficient constant L'attraction de ce- spliéroïde dirigée vers l'origine
-gr)» et* >1 est facile de toit qu'elle est aux quantités près
de l'ordre <t ( , la même, quelle que soit cette origine, pourvu, que, mile origine ne s'écarte que d'une quantité. de. ltadce a, du centre de gravité du sphéroïde ; car cette attraction composé* avec, un# force qui lui est
perpendical«we«t de J'ordrc «produit la pesanteur totale, ddtot elle ne diffère par conséquent , que d'une quantité de Tordre *V Ainsi, l'équation précédente (6) subsiste en fixant l'origine de r, à un point quelconque situé fort près du centre de gravité du sphéroïde.
Telle est la démoiistmtion que j'ai donnée -de cette équation , dans l'endrqit cité de la Mécanique céleste. Quelques géomètres ne l'ayant pas bien saisie, l'ont jugée inexacte. Lagrattge, dans le tome VI II du Journal de l'Ecole Polytechnique, a démontré cette équation, par une analyse à peu près semblable à celle qui me l'avait fait découvrir (Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1775, page 83). C'est pour simplifier cette matière, que j'ai préféré de donner dans la Mécanique céleste, la démonstration précédente.
Si te point attiré est élevé d'une quantité eur/ au-dessus de la surface du sphéroïde ; V étant de la forme | «H , il ne variera par ce dé-
placement du point, et en négligeant les quantités de l'ordre et*, que de la quantité — | La différence partielle a variera de
Ja quantité g w. a*. <tjr'\ la variation du premier membre de l'équation (b) sera donc vn .a» .ajr' et oette équation deviendra
Mais l'équation (a) subsistera toujours; parce que V" étant de l'ordre «, ce déplacement ne peut y produire que des quantités de l'ordre <t'. Cela posé , si l'on substitue dans les équations (2) et (3) , t -+- &y -+- &j\
au lieu de r, et si dans l'équation (3), on substitue — £ V" au lieu de i «t'es deviendront, en négligeant les termes de l'ordre
const. = «jr+ «r —77^1 '/P d \-T- H- — - H 7 H etc )
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+ ^ + ^ + c,c.) + lV" + ^>.(^-^).^./p.«<. a '
+ 4<-(Y- + ^ + ^ + ctc). (5)
Si l'on ajoute cette dernière équation, à la précédente multipliée par | irfp.d.a* ; on aura
^=const.— 2a^.(7-fy').yp.rf.a , 4.2a?r./p.rf.(fl 4 Y t0 +a 5 Y (,) 4-a*Y (î) + etc.)
-f- m ./ + ^ «<P • - 3) . |t • fp . • a'. (G) Si Ton suppose la Tèrre homogène , ou p constant, on aura
p 3= constante — aaw . ( p — 1 ) ./+ ^ a? . 0 . \tt . p ;
et l'on doit observer que | ?r .p est à très peu près la pesanteur à l'équa-
teur. On a donc dans le cas où la mer a la même densité que le sphéroïde terrestre , ce qui donne pc^= 1 ,
P étant la pesanteur à l'équatcur.
Cette valeur de p subsisterait encore, dans le cas où des plateaux d'une densité quelconque, et de hautes montagnes recouvriraient le» continens. Ces corps ajouteraient à l'équation (1), un terme Y'" qui serait la somme de leurs molécules divisée par leurs distances respectives au point attiré. En supposant ce point à la surface de la mer, on aura
Ainsi Y f " disparaîtrait de l'expression de la pesanteur p, par le même procédé qui a fait disparaître Y" de cette expression : p aurait donc encore la valeur précédente : le terme Y'" changerait donc la figure de
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la mer, sans altérer lu loi de la pesanteur. Il est bien remarquable que cette loi soit indépendante de cette figure qui peut avoir une infinité de formes, dépendantes de la manière dont la mer recouvre en partie, le sphéroïde terrestre, et des irrégularités de la surface des conlinens.
3. Pour déterminer la figure de la mer, lorsque celle du sphéroïde terrestre est donnée ; la méthode la plus simple consiste à ordonner les approximations suivant les puissances du rapport de la densité de la
mer, à la moyenne densité de la Terre, rapport égal à — à fort peu près.
Nous allons donc considérer d'abord, la figure de la mer, en négligeant ce rapport, ou en supposant que la mer est un fluide infiniment rare. Cela revient à négliger dans l'équation (4), les termes qui ont f f.d.a 3 au dénominateur , et qui n'ont pas p au numérateur. Celle équation donne alors en n'y négligeant, pour plus d'exactitude, que le terme dépendant de V", '
^=con S ».~ a/ + 77 - CT .y P .rf.(-3-4- — + — + etc. )
En substituant Y^-f-Y^-f- etc. pour}-, et Y' w 4-Y' (,) -f Y'W+eic. pour^ , et comparant les termes semblables; on aura généralement
>> ai 1 .ff .d.a*' 21 : + 1 .ff .d.à 1
Dans le cas de * = 2, il faut ajouter au second membre de celte équation , le terme — ^ . (p* — 0.
L'équation (6) dans laquelle rien n'est négligé , donnera ensuite la pesanteur p à la surface de la mer.
Les expériences du pendule font voir que Y (0 , \ (,) , Y (4> , etc., sont des quantités très petites relativement à Y c,) , et que cette dernière fonction
se réduit à fort peu près à — h . (ji m — g) , h étant une constante ; ce
qui donne aux couches du sphéroïde terrestre, la figure d'un ellipsoïde de révolution. Examinons donc ce cas particulièrement. On a alors par
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ce qui précède, en Taisant Y w égal à — fc^—l),
Ainsi en faisant
on aura
c^= */ — ah'ff ;
/étant une constante. 11 est facile de voir que h' serait nul si, la mer étant anéantie, la surface du sphéroïde était en équilibre, en devenant fluide. Si donc celte surface est moins aplatie que dans ce cas , h' sera positif, et la mer recouvrira l'équateur du sphéroïde. Sa profondeur sera a/— ah' .ft % i et si elle n'a pas un volume suffisant pour recouvrir le sphéroïde entier, elle s'étendra vers les deux pôles, à des latitudes égales. Soit € le sinus de ces latitudes; la profondeur de la mer étant nulle à ces points; on aura
et l'origine des rayons terrestres étant supposée au centre de gravité du sphéroïde terrestre, ce qui rend T c0 et Y* 0 nuls, la profondeur de la mer sera
Le volume de la mer sera ^ttTr.h'â ; ce volume étant donné fera donc
connaître e. l'équation (6) combinée avec l'expression précédente de A', donnera pour l'expression de la pesanteur à la surface de la mer,
P étant cette pesanteur à l'équateur.
Si la surface du sphéroïde a un aplatissement plus grand que celui qui convient à son équilibre, en la supposant fluide; h' devient négatif , et alors, si la mer n'a pas un volume suffisant pour recouvrir le sphéroïde entier, elle se portera vers les deux pôles, et elle formera dcox
mers distinctes dont les masses pourront être dans un rapport quelconque. En faisant h' = — g, g étant positif, la profondeur de la mer boréale sera
ag.Qï— ?)y
c «tapi le sinus- de la- latitude des borda de* cette mer; La profondeur de Ja mer située vers le pefe austral sera
t' étant ce que devient pour cette mer, la quantité t. Les masses des deux mer» seMu* reapaelnemen*
et la pesanteur P à leur surface sera , en désignant par P, la pesanteur aux pôles,
p.{,-.Q^- tt (Â-^)].(i-K)}.
Pour avoir une seconde approximation , il faut déterminer la valeur analytique de la fonction ^ de l'équation (4) , et rajouter ;V
g w.ff.d.cp
l'expression de «y'. Or, on »
* ™" J|/a.(i- coi.y)'
y t étant ce que devient Texpression trouvée par une première approximation pour y\ et d'ans laquelTc on change fi. en et en a»* - ;
et »' étant relatifs au point attirant, tandis que fjt et a» se rapportent au point, attiré, est l'angle compris entre les rayons terrestres menés à ces deux points, en sorte que Ton a
cos y = f*ft' — ft*. V i — .cos (a»'— a»).
JUiûU%ak précédante asLnaiatW. à; uVsw&oe, entière des, coniineoti ut
des îles. Développons le radical
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suivant led puissances de -. En nommant P w le coefficient de -~dans
ce développement, on aura par le n° a3 du troisième livre, en supposant À = cos y ,
a.ai— i a.4-ai — i .ai
Si Ton fait ^ = x ; P co devient le coefficient de x i , dans le développe-
ment de (i — aA^r-j--* 1 ) a , fonction que l'on peut mettre sous cette forme
Le coefficient de dans le développement de
est égal à
a: étant supposé nul après l«s dilTérentiations. J'ai fait voir dans le n° 38 de la Théorie analytique des Probabilités, que l'on a, Ç restant quelconque après les différentiations,
d\ -=L=- = i fdvr'Z -\-cos csr) 1 -
l'intégrale étant prise depuis m nul jusqu'à «■ à la demi-circonférence 7r. En faisant donc
LIVRE XI. 33 lorsque x est nul après les différen dations, ce qui donne
i .3.3. . • • i.dx'
*.W=[f f*"' (A v/ - 7 + ^Tv.cos (/)
Dans le cas de Aa i , cette fonction se réduit à l'unité, comme cela doit être ; car t*® devient alors le coefficient de x 1 dans le développement
de - Mais pour peu que A soit moindre que l'unité, la fonction
précédente et par conséquent P*° devient moindre que l'unité ; comme il est facile de le prouver.
L'intégrale {f) prise depuis <ar= o jusqu'à <zr =9r, est égale à cette
même intégrale prise depuis «ffl" = o jusqu'à 9 = ^, plus à l'intégrale
^ -y ./<fo-'.(A,v/— i — A'.cos<ar / )< ,
prise depuis <w' = o, jusqu'à V= ï , comme on le voit en changeant «■ en *— "ar', dans l'intégrale (/), lorsque «■ surpasse jj. Soit donc y' s= J — y , ce qui donne À = sin >' ; - la fonction (/") devient
-74= . Çdm r , c^-^;-*- «*>;• «H; ~i ; (p>
» (/-•)' L+(v^T.siny— cos^cos») 1 J
l'intégrale étant prise depuis <v nul jusqu'à 4T= ^. On peut donner à cette fonction la forme suivante
"(V^I) J ^+(-l)^(co.^-^^.•b.y).[I^.cco^'4.I^«w»^.co^^«i n •U]') on a
/tttr.fi — a.(cos>'— \Z^i.ûay').c<»y'.àa*.i *■]•
= c «• *og C« — » • («•• V'— "»"• «n>' )• «* y', «a» . S *]
Mécam. céi» To/ne 5
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. 11 résulte de la méthode générale que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 178a, et que j'ai développée avec étendue dans ma Théorie analytique des Prohabilités, que dans le cas de t, un très grand nombre, cette intégrale devient à très peù près épie a celle-ci:
l'intégrale étant prise depuis <jr nul, jusqu'à m infini. En faisant
* • V/j.Ccosy; — V— -1 .siny).cos>'= t , cette intégrale devient
— > L-— .fdt.C ;
V/-.co»>'
l'inlcurale étant prucdepu'u ( nul, jusqu'à ( infini, ce qui ilonne
De là il est facile de conclure que la fonction (/), valeur de est à fort peu près dans le oas de i égal A un très grand nombre pair,
et que dans le cas de t très grand et impair, celte valeur est à fort peu près
a.(-0 a .»in(i+i). y '
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En restituant - — y, pour y, oc» deux expression» deviennent l'une et l'autre ,
A étant supposé plus petit que l'unité , cette valeur de I*" est toujours fort approchée lorsque t est un très grand nombre : elle devient exacte, lorsque i est infini. Mais il est remarquable que l'expression donnée ci-dessus de P (<) , par une suite de puissances de A, et qui dm» le cas de i un très grand nombre, est composée d'un grand nombre de termes et de facteurs, se réduise alors à une expression aussi simple. Considérons présentement l'intégrale
"7 yV-a/r+i' qui devient V", lorsque r=i. Le coefficient de —nr? dans cette mté-
grale développée par rapport aux puissances de - est dans le cas où est un très grand nombre,
— TBH8. I 1 \ -
En intégrant cette fonction par rapport à /t*', on a
On voit ainsi que quel que soit jr,, on arrivera toujours par le dévelop»
pement du radical = suivant les puissances de à une
série très convergente, à cause du diviseur + ~) • \/^ Le coefficient de dans ce développement, est par len° a3 du 3 e Livre
/ ,.3.5..^-.y x ' '••^■^■^^ ,co« B .^).(,^.)-( f- Sï.^.-. +tlt . Y
\ i.a.i... « / i i4.,. t -H»...i^ \ a. ai— i /(
-f W*( f " i-n.i-n-i f ^- mJ .^. J
t \ a.ai-i /
le signe 2 comprenant toutes les valeurs de la fonction qu'il enveloppe , depuis n=o jusqu'à n=i. Dans le cas de »=o, il ne faut prendre» que la moitié de cette fonction.
La première approximation nous a donné jr t sous .cette forme
Y«o + Y'(0 + Y'f>-f-etc.
En la prenant négativement et en y changeant fx en fx' ; on aura la la valeur de/,, qui, substituée dans l'intégrale
développée par rapport aux puissances de - , donne par une série très
convergente, cette intégrale et par conséquent la valeur de V". On aura ainsi, au moyen de l'équation (4), une seconde approximation de la valeur de et/> ordonnée, comme la première, par une suite de fonctions de la (orme Y r(<> . On aura ensuite, au moyen de l'équation (6), une seconde approximation de la pesanteur p. Ces approximations seront suffisantes , vu le peu de densité de la mer et son peu de profondeur, comme on le verra bientôt.
Dans le cas où la Terre est un sphéroïde de révolution, il est facile de voir que la valeur de V" se simplifie, et se réduit à une suite de termes compris dans la forme
QM étant égal à
! , ' 8 : S :y g f 7 >(^" -S.M-M-etc.); ».a y a. ai— i /
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et Ç/ (l) étant cë que devient Q w , lorsqu'on y change fit en p' : i doit être étendu depuis zéro jusqu'à l'infini. Si l'on nomme 8 l'angle dont f* est le cosinus, et V l'angle dont p' est le cosinus; on aura, lorsque i est un grand nombre
KlS.O-/.")*
L'intégrale
deviendra à fort peu près 8* coa u
il}. f > • ^î^) iin[7+ï (y)-i y j)
On voit par là, combien la valeur précédente de V" est convergente.
4. Considérons maintenant les variations des degrés et de la pesanteur à la surface des continens et des fies, ou, ce qui revient au même, à la surface du sphéroïde terrestre. Ces variations sont les seules que nous puissions observer. Pour avoir leur expression analytique, imaginons une atmosphère infiniment rare, d'une densité constante, très peu élevée, mais qui cependant embrasse toute la Terre et ses montagnes: soit et/' l'élévation de ses points au-dessus de la surface du sphéroïde terrestre. L'équation (1) du n° a qui détermine la figure de la mer, déterminera hv partie de la figure de l'atmosphère, qui s'élève au-dessus de la mer; car il est clair que la valeur de V dans cette équation, étant de l'ordre «t, est aux quantités près de l'ordre a', la même aux deux surfaces. Mais à la surface de la mer, r doit être changé dans 1 -f- ajr -f- tty 1 ; tandis que relativement à la surface de l'atmosphère supposée, il doit être changé dans 1 -4- aj -f- aj". Cela posé, si l'on retranche ces deux équations, l'une de l'autre, on aura
*y — constante.
Ainsi tous les points de la surface de cette atmosphère, qui correspondent à la surface de la mer, sont également élevés au-dessus de cette
dernière surface; en sorte que ces deux surfaces sont k très peu près
Si l'on nomme p' la pesanteur à la surface de l'atmosphère, il est
visible que cette pesanteur sera à la pesanteur p k la surface de la mer ,
comme — 7- est k • — -' — oe qni donne à très peu
près, en désignant <*-/', par a/, quantité qui, comme on vient
de le voir , est constante ,
P étant la pesanteur à la surface de la mer, à l'equateur j ainsi la loi de la pesanteur est la même aux deux surfaces. On a vu dans le n* a que dans le cas où le sphéroïde terrestre est homogène et de même densité que la mer, on a
./> = P.(i-h!.af.f»;);
on a donc alors
p' « P .(1 — ami + 1 *.*.f*y
Pour avoir l'équation de la surface de l'atmosphère au-dessus de* continens, nous nommerons V, la somme des molécules de la mer, divisée» par leurs distances respectives à un point de cette surface. Alors l'équatk» (i)dan* a deviendra celle de cette surface, en y changeant T en V, , et en y substituant 1 -h*/ «/' ponr r. Or on a
y<Vay
J f/t*— «ar.cotv + »
l'intégrale étant prise pour, toutes les valeurs de^' et de. *' relatives à l'étendue de la mer, r devant êtt* supposé égal à l'unité, et cos y étant
fin développant le radical de cette intégrale , par rapport aux puissances d« i; on voit, par ce qui précède, qu« V eu composé de fermas de
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la forme
C.( — etc.)^<*>'f&r\( l— r(st y, ^«tc.).«>sn(a>-- »')• La valeur de V, se compose des mêmes termes ; on à donc
Cela posé, si l'on retranche Tune de l'autre, les équations aux deux » surfaces, on aura
pourvu que les coordonnées et et de la fonction ^' se rapportent au 1 rayon du point de l'atmosphère, que nous considérons.
La surface du sphéroïde dont le rayon est i «-f* egr -f* est celle de la mer; et au-delà des limites de la mer, elle s'abaisse au-dessous de la surface du spliéroïde terrestre; l'élévation des points de cette seconde surface au-dessus de la première, sera donc — «y* : c'est ce que l'on entend par l'élévation de ces points au-dessus du niveau de la mer. L'élévation des points correspondans de la surface de l'atmosphère , est Les observations barométriques font connaître les quantités eU et o^r'j car on peut supposer que l'atmosphère dont nous venons de parler, est notre atmosphère elle-même réduite à sa moyenne densité.
Pour avoir l'expression de la pesanteur, il faut changer dans l'équation (1) du n* a , V dans Vj, Y, représentant pour les points situés audessus des continens , la somme des molécules de la mer , divisées par leurs distances respectives au point de la surface de l'atmosphère, qui correspond aux continens, et substituer pour r, 1 +ajr+ap f> . On peut supposer, pour plus de généralité, que Y, comprend encore la somme semblable relative aux montagnes , et même aux cavités de la surface de la Terre, en observant que la partie de V, relative à ces cavités, est négative. La pesanteur p' est donnée par la différentielle du second membre de l'équation (t) divisée par — dr. Si l'on en retranche l'équation (1) multipliée par -, et si l'on observe que l'on a
(x)+î V,aB *i
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on aura
p' = const. — < itm . (y -f-/0 */P •
■f. aewr./ptf. (a«Yf > -H «» . Y« -h a« Y«> -f- etc.) (7)
En substituant ensuite au lieu dep,p" — a .«P. y ; //' étant la pesanteur à la surface du sphéroïde , on aura
p" = const. — £ P. (a/— <*/')
H- a**v./a».4>.— a«w./^.(a«Y t,) -f.a 5 Y w -f-etc.)
Cette expression de /?" embrasse l'attraction des montagnes , et généralement tous les effets d'attraction , dus aux irrégularités de la surface du sphéroïde terrestre, pourvu que le point attiré en soit fort éloigné; car cette condition est nécessaire à l'exisjtence de l'équation
qui fait disparaître ces effets.
Si le sphéroïde terrestre était homogène, dp serait nul, et l'on aurai? cette expression remarquable ,
P étant la pesanteur à l'équateur au niveau de la mer. On peut, au moyen de cette équation , vérifier l'hypothèse de cette homogénéité ; car alors, en ajoutant à toutes les valeurs de p", déterminées par les
expériences du pendule, la quantité P. (*/ — a/') déterminée par les observations du baromètre ; l'expression de la pesanteur ainsi corrigée, deviendrait P . (1 -f- ^ * p L'accroissement de la pesanteur
de l'équateur aux pôles, serait ainsi | cup./tt*. Or on a
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cet accroissement serait donc o,oo43a5.P^t\ Les expériences multipliées du pendule dans les deux hémisphères, indiquent bien un accroissement à très peu près proportionnel à. fi*, Ou au ca)?ré du sinus de la latitude; mais elles s'accordent à donner à /*% un coefficient plus grand que le précédent, et à fort peu près égal à o,oo5f4«P. L'hypothèse de l'homogénéité de la Terre est donc exclue par ces expériences : on voit même que l'hétérogénéité de ses couches doit s'étendre depuis' la surface, au-delà des quantités de l'ordre « ou de l'aplatissement de la Terre, afin que la quantité de l'équation (8)
soTr././V.rfp — 2ATr.fdf>(a*YV + a*Y«> + etc.), soit de l'ordre a, et devienne égale à
w a ~ I « fe
(o,oo54. P — o,oo43a5.P).(A** — g)-
5. Comparons maintenant l'analyse aux observations. L'équation (1) du n" 2 donne à la surface de l'atmosphère au-dessus des continens,
const.=^/p.<*.o>j^ | - c tc.)
Si l'on ajoute celte équation multipliée par -, à l'équation (7) du n° précédent, on aura
-fv, + -0.
En développant V, suivant les puissances de on aura une expression de cette forme ,
= — + — + -p — h etc.,
U, <0 étant une fonction rationnelle et entière de ft, ^T^-f* a ,sin a, et V'»— -ft'.cosa», assujettie à la même équation aux différences par- Mécam. c±l. Tome V. 6
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tieiks que "if <*>. L'équation précédente devien
- 5 . (U,<«>+ u« etc.) ■+■ a«?.. .(a*, - J)
11 résulte des nombreuses expériences du pendule, que l'on a à fort peu près
p = const -f ttq.V. 0, étant à très peu près égal à o,oo54- De là U suit que la fonction 4<t7r.fp.d.[— 7 J h etc.) — -.(U, (,) -f- U,<» -f etc.),
est très petite relativement au terme a^.P.^t 1 — g)} et que la fonction, est à fort peu près
L'expression générale de cette fonction est de la forme
A . g) + A<°./k' y/T^p . sin * + A w V/T-^". cos a>
-f- A»> . ( i — A**) • sin a» + A™ . ( i — fi') . cos a».
Ainsi, les constantes A<'\ A™, A w , A w sont très petites relativement à la constante A, et Ton a à fort peu près
A = (aq — 3<wp).P.
On a
et les expériences du pendule donnent à fort peu près
«y = o,oo54o ;
on aura ainsi '
A =s — o,ooi5aJP.
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On peut encore déterminer A au moyen des deux inégalités de la Lune , qui dépendent de l'aplatissement de la Terre. 11 résulte du second chapitre du septième livre, que si l'on désigne par K.^ft*— 0 la partie de
qui est indépendante de l'angle » j l'inégalité lunaire en latitude sera
(g*— i) M ' n * tSm * c <*X.sin "5
u étant la longitude de la Lune; g — i , le rapport du moyen mouvement de ses nœuds à son moyen mouvement; n sa parallaxe ; A l'obliquité de l'écliptique ; et M, la masse de la Terre, à très peu près égale à P. Suivant M. Burg, cette inégalité est en secondes sexa
— 8",o.5in u;
et la comparaison de quatre mille observations a conduit M. Burkhardt, au même résultat qui donne
K = — o,ooi558.P.
L'expression analytique de l'inégalité lunaire en longitude, qui dépend du sinus de la longitude du noeud de l'orbite lunaire, comparée par les mimes astronomes, aux observations, donne la même valeur de K, qui me
parait être ainsi une des données les plus exactes et les plus précieuses de l'Astronomie théorique. Maintenant, il est facile de voir que si l'on
nomme Q. (ft û — la partie de U, (,) , indépendante de l'angle «,
on a
K = AH-|Q
on a donc
A = — o,ooi558.P — |Q.
Si l'on compare cette valeur de A, à la précédente conclue des expériences du pendule, on a
Q = — o, oooi5.P.
On sent combien les erreurs des observations et des expériences rendent cette valeur incertaine; mais elle prouve la petitesse de la masse de la mer, et son peu de profondeur.
Les mesures des degrés des méridiens, réduites au niveau de la mer ou de l'atmosphère supposée, nous offrent un troisième moyen pour obtenir A. L'équation (i) du n'a transportée à cette atmosphère, donne
(«/ + a/0 . P = const. + 4«r . /> . d.(pJ2. + + etc . )
+ 1,(0 + (J« 4. etc.
l'origine des coordonnées étant au centre commun de gravité de la mer et du sphéroïde terrestre ; ce qui fait disparaître les quantités Y ( ' } et U, (,} , et les autres fonctions de même nature. Les mesures des degrés s'écartent peu de la figure d'un ellipsoïde de révolution. Elles présentent cependant de plus grandes anomalies, que les longueurs du pendule ; ce qui tient en partie, aux erreurs dont les observations d'amplitude des arcs mesurés sont susceptibles, et qui relativement à l'arc mesuré, sont beaucoup plus considérables que les erreurs des expériences du pendule ; et en partie, à ce que les petites irrégularités de la Terre , affectent plus les degrés que les longueurs du pendule, comme je l'ai fait voir dans le troisième livre. Mais lorsque l'on compare des degrés éloignés, tels que ceux de France et de l'equatcur; l'influence de ces irrégularités devient moins sensible. La comparaison des degrés dont je viens de parler, a donné à M. Delambre
*tr+y) = con&t ' — o,oo3a4.(Ai«— 0.
En comparant cette expression de *;'-f-<y", à la précédente, on voit que les quantités \ u> , etc., U, (,) , U, (3) , V, w , etc. sont très petites, comme cela résulte pareillement des expériences du pendule. La première de ces expressions donne
-P.(«Â+«A")=A + !Q-*fPi
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en désignant par
les parties de «Y, «Y et U, (0 , qui sont indépendantes de ». On aura donc , en substituant pour — P.(<tA-J-aA"), sa valeur — o,oo3a4.P, que donnent les degrés du méridien , mesurés en France et à l'équateur,
À = — o,ooi5i.P— |Q.
Les degrés du méridien, mesurés en France, comparés à ceux que l'on a mesurés dans l'Inde, donnent le même résultat. Je suppose que les degrés mesurés à la surface du sphéroïde terrestre, et réduits au niveau de l'atmosphère supposée, sont ceux de la surface de cette atmosphère. Pour le faire voir, il suffit de prouver que la direction de la pesanteur, est aux quantités près de l'ordre a 1 , la même à la surface du sphéroïde, et à la surface de l'atmosphère. L'angle que cette direction forme avec le rayon r, dans le sens du méridien , par exemple, est égal au rapport de la différentielle du second membre de l'équation (i) du n* a, prise par rapport à 0 et divisée par à celte même différentielle prise par rapport à r et divisée par — dr; or il est visible que ce rapport est aux quantités près de l'ordre **, le même à la surface du sphéroïde , qu'à celle de l'atmosphère.
Maintenant, si nous rassemblons les trou valeurs précédentes de A ,
A = — o,ooi5a.P,
A=— o,ooi558.P-^Q,
A = — o,ooi5i.P — |Q;
on voit par l'ensemble de ces valeurs, que Q est insensible, et qu'en le supposant nul, elles s'accordent aussi bien qu'on peut le désirer. L'ellipticité eth+eth' de la surface de la mer, est, par ce qui précède,
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En prenant pour A, le milieu des trois valeurs précédente» , on aura pour cette cllipticité ,
o,oo3a6 — |.Q ,
ou o,oo3a6 en négligeant le terme — g.Q.
Ln précession des équinoxes donne des limites entre lesquelles Fellip— ticité de la Terre entière, ou de l'atmosplière supposée, est comprise. On a par le n* i4 du cinquième livre, cette ellipticitc égale à
o,ooi 7 3o, + (Hr C , 0>74849 3j./ f .a^ >
3 ( i -f- € ) étant le rapport de la masse de la Lune divisée par le c\û)e de sa moyenne distance à la Terre, à la masse du Soleil divisée par le cube de la moyenne distance de la Terre au Soleil. En supposant ce rapport égal à 2,57, comme il résulte par un milieu entre ses valeurs données par les phénomènes des marées, de la nutation, de la parallaxe lunaire, et de l'équation lunaire des tables du Soleil; en supposant ensuite, conformément à ce qui précède, l'ellipticité de la Terre, égale à o,oo3aG, on aura 1
Soit (p) la densité de la surface, et supposons qu'elle augmente de la surface au centre , en progression arithmétique , en sorte que sou expression soit (p).(i -f-e — ea); l'équation précédente donnera
On aura , en nommant D la densité moyenne de la Terre ,
substituant pour e, sa valeur précédente, on a
Si l'on suppose la densité de la première écorce du sphéroïde terrestre égale à trois fois la densité de la mer, prise pour unité, ce qui est à
LIVRE XI. 47 peu près la densité du granit j on aura
ce qui s'accorde avec la moyenne des valeurs données par les observations de Maskcline , sur l'attraction d'une montague d'Ecosse , et par la belle expérience de Cavendish.
Le rayon du sphéroïde terrestre est
ax étant une quantité peu considérable par rapport à ah; car celte quantité devient plus sensible, comme on l a vu, dans l'expression de la pesanteur, où cependant l'expérience a montre qu'elle est presque nulle. Pareillement l'expression du rayon de la surface de la mer est
al — at.(Â-f-A') . — 0-f- ax';
ax' étant une quantité du même ordre que ax dont elle dépend. Elle est, par conséquent, peu considérable relativement à ah. La profondeur de la mer est, à très peu près, la différence de ces deux rayons; elle est ainsi égale à
al — ctA' ^u* — 0 -f. ax' — ax.
A l'équaleur, les continens ont une grande étendue sur laquelle celle expression devient négative. La mer y occupe une étendue encore plus
grande sur laquelle la même expression est positive. Dans le premier ah'
cas, a/+ -g- est moindre que la valeur de ox-~- ojc\ correspondante
à fA nul. Dans le second cas, il est plus grand que cette valeur. a/-f- ^j-
est donc une quantité très petite de l'ordre de ax. Très près du pôle boréal , où l'on a ft=r 1 , la mer recouvre une partie du sphéroïde terrestre, et en laisse une autre partie à découvert. Dans le premier cas,
al g- est plus grand que la valeur de ax — ax\ correspondante
à fx = 1 . Dans le second cas, il est plus petit, al — est donc une
quantité très petite de Tordre de ax; donc al + 3 *h' étant du même
ordre , la différence ah' de ces quantités sera du même ordre , ainsi que la constante al. Par conséquent, la mer est peu profonde, et ses profondeurs sont peu considérables, et du même ordre que les élévations des continens au-dessus du niveau de la mer. Mais de même que de très liantes montagnes s'élèvent sur quelques points des continens ; de même il peut y avoir dans quelques points du bassin de la mer, de grandes profondeurs.
De là il suit que la surface du spbéroïde terrestre est à fort peu près elliptique ; car l'équation de l'équilibre de la surface de la mer, et qui donne par ce qui précède,
deviendrait celle de l'équilibre de la surface du spbéroïde terrestre , supposée fluide , si la mer venait à disparaître ; ce qui rendrait ah' et Q nuls. Ainsi ces quantités étant très petites, par ce que l'on vient de voir, la valeur de ah diffère très peu de celle de l'équilibre de la surface du spbéroïde. Les expériences du pendule prouvent non-seulement que cette surface est à très peu près elliptique; mais encore que les diverses couebes du spbéroïde terrestre ont à peu près une figure elliptique ; car les quantités a\ t3) , «\ C4) , etc. de l'expression du rayon de ces couebes :<c feraient remarquer dans ces expériences, si elles étaient sensibles.
6. Je vais présentement considérer la figure de la Terre, en la supposant formée d'un seul fluide compressible. Pour cela, je reprends l'équation (1) du n* 29 du troisième Livre. En y supposant, comme on le peut pour simplifier, \ (0 nul, et en comparant séparément les fonctions semblables; la différentielle de cette équation , prise par rapport à la quantité a considérée comme variable, donne
y=— 4tt. (0
n est ici la pression à la surface de niveau d'une couebe du spbéroïde terrestre dont le rayon est a ; p est la densité de cette couebe, et t( est le rapport de la circonférence au diamètre : l'intégrale doit être prise depuis a=o. Maintenant, si l'on suppose conformément à ce que j'ai
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dit dans le chapitre précédent,
aAr étant une constante; on aura en intégrant
(p) étant la densité à la surface où la pression 17 est supposée nulle. L'équation (i) devient ainsi en faisant n* — ^ }
Ta = —
Supposons p's=ap; on aura
a*</p = fldp' — p ;
on aura donc
^_p' = -.«'./p' f ,,<£,; ce qui donne en diffère n liant
L'intégrale de cette équation est
p'= A. sin an •+• B.cos an ;
A et B étant deux constantes arbitraires; on aura donc
A . B 0 =» — . sin an -j--.cosan.
La densité p n'étant point infinie au centre où a est nul, B doit être nul ; par conséquent
p = — . sinan.
Telle est donc la loi de densité des couches du sphéroïde terrestre , relative à la loi supposée entre la pression et la densité. A la surface de la Terre, où nous supposerons a = i , et la densité p égale à (p), nous
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aurons
fà*
(p) = A.sin/t: — • 7— z- — 1 — .
Si Ton nomme D la moy enne dettsité de Ja Terra $ on aura
or l'équation donne à la surface on a donc
£. H f » \ _ 3f <f)"~ »*'V tangn/— »» »
en faisant
^ étant le rapport de la densité moyenne de ht Terre, à la densité de sa surface ; n* étant y. Cette équation dont* «ntre *et D,uhe réélit*
qui détermine une de ces quantité*, lorstftfc l'autre est connue.
L'ellipticité du sphéroïde terrestre détermine sa figure, la variation de la pesanteur à sa surface, les mouvamens de son axe de rotation, et les inégalités lunaires dues à son aplatissement. On satisfait dont à tous ces phénomènes, en sstiifraTsaot à fc'elKpttcité déterminée précédemment. Si l'on nomme h l'ellipticité de laeouohe du sphéroïde, dont le rayon est rz, et dont 0 est la densité; on a par le n* 3o du troisième Livre,
ddh «» «f« *adk+h<ki\
a? - * + Tïï& - v^arv— °-
Si l'dn met eêtte équation sût» la forme
d* . (hf t a*da) 6A . fta % d a ha'df
°— dâ' d'à"'
cl ti au Jieu de £ , on substitue sa valeur -— ^ .y p-'oJ!a j on aura
H étant une constante arbitraire, et en observant que
• ■_ >, Sf— «y-
« donne pour l'ellipticité h,
/i H -^-ST "+" ^-tongaw/»
élBpticîté qui multipliée par « , devient nulle au eéjBtïé du apliéreïde, où a est nul. On voit par le n # 3o du troisième livre, que catte vajtw dft /» est la seule admissible danslaiquestion présente. Par le même numéro, l'ellipticité de la Terre est à Ja surface où «= i ,
at.h.f/ada
les intégrales étant prises depuis a nul jusqu'à * = 1 ; est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à 1 équatear. En substituant au lieu
dt i , sa valet» mm « ,/>W« , «t m lie» de A/>W#, M ff^m M*
ad **
cédpnte; on jmra, '."
p' éUnt A.sin an. On trouvera ainsi à la surface de la Terre où a = r , l'ellipticité h du sphéroïde égale à
Je dois observer ici que M. Legendre a déterminé l'aplatissement de la *Terre^ dans Je cas où la densité des couches est exprimée par j.aina/i.
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(Mémoires de l'Académie des Sciences , année 1789), En réunissant ces. divers résultats, on a
eUipticité de la Terre ss o,oo865 lt
Si Ton suppose nasgW, 9r étant le rapport de la circonférence au diamètre j on aura ..•::('.:.:.
ellipticité =
A la surface, on a
£ étant la pesanteur, J étant la hauteur d'une colonne de la matière de cette surface, et qui presse un de ses points ; et i(p) étant l'accroissement de densité du point pressé, g est égal à la masse de la Terre, divisée par le carré de son rayon pris pour unité 3 on_a donc
Ensuite on a 2*=^; on a ainsi
D 3» Zq
. donc
a valeur de t relative à la matière de la surface du sphéroïde est doue ci 5,5340 .1. L'existence (l'une telle substance est très admissible.
LIVRE XI V
Si la Terre était entièrement formée d'eau , et si Von iupptise confor- : mément aux expériences de Canton y qu'à la température de 16% la ; densité de Feau augmente dans le rapport de 0,000 ©44 a l'unité* par la , pression d'une colonne vérticale d'eau , dé dix mètres ; on aura
TTy = 9>°479>
ellipticité = jg^.
Le coefficient du carré du sinus de la latitude, dans l'expression de la longueur du pendule, sera OjOo587^Çcs résultats s'éloignent des observations, fort au-delà des erreurs dont elles sont susceptibles.
7. Pour comparer entre elles y les mesures, soit des degrés, soit de, la pesanteur ,. on les rapporte au niveau de la mer, et l'on peut déterminer l'élévation du point du sphéroïde, où l'on observe, par la bauteur du, baromètre. Pour avoir une idée juste de ce niveau, nous avons imaginé une atmospb ère très rare, très peu élevée, mais cependant assez pour embrasser toute la Terre et ses montagnes. Nous avons prouvé que r élévation de la surface de celte atmosphère, au-dessus- de la surface de la mer est constante, et nous avons prolongé celte dernière surface au-dessous des continens, de manière qu'elle fût toujours à la même distance de la surface de l'atmosphère* C'est la surface de la mer, ainsi prolongée , qui constitue le niveau de la mer. ftlais au lieu de rapporter les degrés et les expériences du pendule, à ce niveau j nous les rapporterons directement à la surface de l'atmosphère supposée.
Reprenons les équations trouvées ci- dessus.
P.(^+ a yQ = const. + 4^./p^.(^ + ~^ + etc),
-f-U,< , >4-U, t »>4-etc.,
_ «» .P / IV. • 'f »
p «s const. -f- fa*.ff>.d. (-5— + — h elc-; ,
- 1 . (U.« 4- C,« + U> + etc.) + a« f. P . U - 0Î
Si l'on retranche cette dernière équation, de la précédente * si l'on néglige ractkm de la mer, que uous avons vu être insensible, soit à raison de son peu ; de densité, soit à cause de se* peu de profondeur, oe qui fait dwparaitre lès quantités U,( lï , U, w , etc. j enfin, si L'on suppose les couches du sphéroïde, elliptiques j on a
Les coefficiens de M* — g dans ajr et «/' sont — a7i et — ah". Soit le coefficient de ft* — g, dans l'expression dep'; on aura
On doit observer que *(X-f-/t") est l'ellipticité de la surface de l'atmosphère supposée, et par conséquent celle do la surface de la mer, Ces deux surfaces étant constamment à la même distance l'une de Pautre. A la surface du sphéroïde , la pesanteur p' doit être augmentée de la
quantité a«(Z— «/') P - En nommant donc atj le coefficient de f* % +- g dans l'expression de la pesanteur à cette surface, on aura
Ce qui donnerait la èTrffcrenCe **" des ellipticités de l'atmosphère et du sphéroïde terrestre, si Ton connaissait par les expériences du pendule, les valeurs de q et de q. Mais il résulte de ces expériences faites la plupart, au niveau de la mer, ou peu au-dessus, que la valeur de eth" est très petite, et presque insensible, ce qui est conforme à ce que nous avons <£t précédemment. La surface de l'atmosphère supposée , étant celle à laquelle on rapporte le» mesures des degrés et de la pesanteur ', il paratt naturel de corriger ces mes*!**, en ayant seulement égard à la distance des points où l'on observe, à cette surface; à moins que l'élé- ' Talion de ces points ne soit assez rapide, pour que l'on soit assuré qu'Us n'appartiennent point à la partie elliptique du sphéroïde terrestre. Telle est la ville de Quito j où l'on a mesuré des degrés dia méridien et la •longueur du pendule à secondes. Fous allons donc examiner l'effet de FaUractbn d'un plateau élevé, sur la pesanteur. -
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Si Ton conçoit "une série de couches circulaire!, horizontales, et disposées de manière que leurs centres soient sur une munie verticale; et que l'on place Quito au centre de la couche supérieure ; en nommant p, la densité de ces couches, R 1* rayon'de l'une d'elles, dont le centre est à la distance r de Quito; la somme des molécules -de cette coucha, divisées par leurs distances respectives à Quito , sqra
R étant supposé fort grand relativement â r, cette fonction se réduit à fort peu prés à •• i. »
t4kj reste donc toujours ft*t petite, «r, «onime ou doit le supposer 4ef, H est une petite fraction du rayoti terrestre. fcJle rapporte qu'un lans l'équation de rrirroifcnwî «le i'.atmo*pk*rc, et par ia ton» de ces fonctions ne «produit aucun changement sensible dans la valeur -de la distance de Qnito à la surface de fa*nwsphère, distance que je désignerai par ç/'"; en sorte que al—cty'" est la hauteur de Quito au-dessus du niveau de la mer. L'attraction de la couche que nous venons de considérer, produit dans la pesanteur p, à Quito, un accroissement égal à la différentielle de la fonction précédente, prise par rapport à r et divisée par — cet accroissement est à très peu près égal à 27Tp t ; il est indépendant de R, et il peut être sensible pour toute la montagne, pour laquelle il devient awp.r', i* étant la hauteur de la montagne au-dessus du niveau du sphéroïde terrestre. I^a rapidité avec laquelle le plateau s'élève, et le peu de différence entre les suifaces de la mer et du sphéroïde, rendent très peu différent de */ — a/"} on peut donc l'obtenir par l'observation du baromètre. La
pesanteur P de la Terre étant a fort peu près » yf.T) t D étant la moyenne
densité de la Terre; l'accroissement de la pesanteur, dû à l'action de la montagne, sera
Le rayon terrestre étant pris pour l'unité, on a relativement à Quito
lu diminution de la pesanteur, depuis le niveau de la mer, est donc pour cette ville
Bouguer a conclu de ses expériences sur la longueur du pendule, cette diminution égale a ; ce qui donne
£=o,aia3.
La densité des Cordillières n'est donc qu'un cinquième environ de la moyenne densité de la Terre. Elle est peu diflerente de celle de l'eau, qui , d'après l'expérience de Cavendwh , est D. 0,182. Le peu de densité 4e ces montagnes résulte encore du peu d'effet de leur attraction sur le fll-à~ploml> dans les observations des astronomes français qui ont remarqué que ces montagnes sont très volcaniques, et qu'ainsi elles doivent avoir de grandes cavités dans leur intérieur.
CHAPITRE III
De Vaxe de rotation de la Terre.
8. Soit, a{i-\*ajù le rayon d'une couche du sphéroïde terrestre, l'origine de ce rayon étant supposée au centre de gravité du sphéroïde ; y, étant fonction de a, du sinus de la latitude, que je désignerai par/A,, et de la longitude que je désignerai par <sr,. Je suppose jr t développé dans une suite de la forme
YO> + Y,<»>+Y.<»-4-etc., Y,<° étant assujetti à l'équation aux différences partielles
Transportons Forigine des rayons terrestres, à un point quelconque qui ne soit éloigné du centre de gravité du sphéroïde , que d'une quantité de Tordre «j il est facile de voir que cela ne fait qu'augmenter Y, (l ? .de la quantité
Q/*, + Q<'>. V/T^M?. sin<r, + QM. V^ÂT'.cos-ar,. (a)
Concevons par cette nouvelle origine, un second axe parallèle au premier, et rapportons-y les variables ft, et «zr,. Elles ne différeront des précédente*, que de quantités de l'ordre * ; en négligeant donc les quantités de l'ordre a', les valeurs de Y/**, Y, w \ etc. seront les mêmes que les précédentes; seulement, la fonction Y^ 0 sera augmentée de la quantité (a). Nous pourrons ainsi exprimer avec cette condition, le rayon d'une couche terrestre rapporté à ce second axe , par a . (1 -f- ayj.
Concevons ensuite par la nouvelle origine , un troisième axe aboutissant à un point quelconque de la surface du sphéroïde, pour lequel ft, et <Wi soient cos A et II. Soient f* et <v, ce que deviennent /tt, et »,
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relativement à ce troisième axe ; les m étant comptés du méridien qui passe par les extrémités du second et du troisième axe. On aura par les formules de la Trigonométrie sphérique,
ft = cosA.ft, -hsinA. V» — cos(<ar, — n); V'f — K- «»n«r as y/t—f*/ . »in(«r,— n).
Ce qui donne
V»— /*•*• co» , w =s cos A . V'ji ~- A*/ • cos (cr, — 17) — siri A .^t,.
Désignons par 2, les trois coordonnées d'une molécule <Jw, de la couche du sphéroïde dont le rayon est a.(i -f- et^,), rapportées, la première an troisième axe dont nous venons de parler; la seconde, au plan du méridien origine des •tr, et la troisième au plan perpendiculaire à ce méridien. On aura
y sa.^i-feer,).^ 1 — \f. cosir,
i s=a.(i 4- «T,).Vi — f**. sin <»\
On a ensuite en exprimant par f la denaké de
aV» = fa«. (i-f-«^,V.c?/*,.f*»p,.a.a.(i + £t/ 1 );
cette dernière caractéristique différentielle <** étant uniquement relative à la variation de a. On aura donc
fxj.dm = ç.J?.dfr.d*r t .d.<fi*(i +aj,f.n. Vi— /»•• cos<w,
fx t.dmsa ç.ff .dftt i .dmr l .Â.^.(i'^-ajr i y.fi, \/» — ft». sin<w,
/> » .4» se g./p .W*s, .<i.« s . (i-f-aj,) 6 ^!— /H*).«in4r .eos'w,
/( f ■u-i*).*! = g./p.rf^ I ^ 1 ^W^<+ay I J».(t— K).(cos»«— sin-«r).
'Les intégrales doivent être j>ri5es depuis pt, sz — — 1 j«rsqa'à jU, s 1 ; depuis, jusqu'à 4r, sstosr; «t depuis «=o jusqu'à «es 1. En
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substituant pour f* 3 \/i — ft', sinflr, ^1 a», comt, loi» valeurs précédentes en /b, et «», , on aura
i'.sinA.cos A.Q — p,»^ •f-cosaA.^,. y/i — eosj>, — n) +i .sin A . C08À . (1 — ft x % ) . coa(aw, — an) 1
_ ( ' cosA./*,. l/i — ^i*.sin(w, — n) 1 t.dm = */f.d^,.rf»- l .rf.a 5 .y 1 .< 1 . . >
) -.cosA.Ci— /•»*). sîn (a», — an) /
(— sin.A.^»,. lA — f»,\sin(w, — n) )
f i.sin»A.<3y»,*— 1)
f(y % — z*).dm = * ff. df*,.(U,.d.a s • V«.<— a.«inA.cogA^,. v'i— ^.* co8(»,— n))
| 4 . (,4-co8»A) cog(atr| _ an) j
Dans ces équations, les coefficiens de p.d{i^ar l .d.Jy t sont compris dans la forme Y, w ; il faut donc par le n* 17 du troisième livre, ne considérer dans 7, , que le terme Y.M. L'expression générale de ce terme est
. + A» . ( , . sin + A» . ( 1 — /V) • cos *», ; AM, AM, ^{J^ #4) âtant ,j e$ fonctions de «. On -tromvera ainsi
fxjr.dm— — Yf.a.sinaÀ./p.rf.tf 4 ** 0
+£.«.cos 3 À.f ^-J?^'^} ,5 H-eoan./p. J
-f-^.«.sin 2 À.f "^•^•liîïl;
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4*.* f cosn./p.d.flW'> 1
/**..*•» V- cosA -(-sinn./p^.^o}
, Bit. et f cosan.yp.rf.a 8 M J > \
f(}-—~z-).dm= Ï£.àn'A.ff.d.a>hV
-S^.rinA.cosA.f """^-^î;",] 15 (4-cosn./p.rf.a 5 A w J
Maintenant, si nous imaginons que l'axe du sphéroïde auquel nous venons de rapporter les coordonnées x, y, z, soit fixe dans le sphéroïde et dans l'espace, de manière cependant que le sphéroïde tourne librement autour de lui; et si nous concevons ce sphéroïde recouvert en tout ou en partie, par la mer ; on voit par le chapitre précédent, que le fluide peut toujours prendre un état d'équilibre , qu'il est possible d'obtenir par des approximations successives.
Je suppose la mer parvenue à cet état : elle forme alors avec le sphéroïde terrestre, un ensemble dont toutes les parties sont immobiles entre elles, et peuvent être supposées invariablement unies. Je nomme <t.H w , et.H <0 , «t.H w , a.H (î> , les valeurs précédentes de / xy.dm, f x z.dm, fy z.dm , f{y % — z*).dm : je nomme pareillement e».H' w , «.H' c *, *.H' (0 , <t.H /(,) , les valeurs des mêmes intégrales rapportées à la mer. On aura relativement à 4e Terre entière,
fx y .dm = *.(U»+ H' w ), fxz.dm=: «.(HW + H™) , //ï.rf«=*.(H«+H'W); /(^-— z «).dm=*.(ff«+H'0>).
Maintenant, si l'on change le plan dcsjr et des », de manière qu'en
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passant toujour* par Taxe des x, il-formë un angle arbitraire « avec ce plan : en nommant y 1 et *' les coordonnées rapportées à ce nouveau plan, on aura_
fz=jr.cost — a.sin«,
1 V= a.cos«-f-7'.sin«; •
ce qui donne — -
J%y.dm= a.ÇtM H- H*>).co« — «t.(H <0 »f- H' 0) ) . sin s, /xâ'.^sra.fHW^H'^.cosi+a.^W + H^.sinÉ, // ?. dm = «.(H« + H'W).(cos»i— sin««)
-h * . (H<»> H- H'<») . sin € . cos «.
L'axe des x sera un axe principal de rotation, autour duquel la Terre tournera librement, si l'on satisfait aux trois équations
fxy.dm — o, fxz'.dm = o ) fjr' ? . <£n = o.
Les deux premières donnent
HW + H'Wssso, Hf>-f-H'^ = o.
La troisième donne '
tang 3« — nO) + n&C ' '
Pour que le centre de gravité de la Terre soit libre) et dans l'axe prin- cipal de rotation, il faut que l'on ait pour toute la Terre ,
flc.dm=zo y ff .dm = o, fî'. dm = o;
or on a pour le sphéroïde terrestre
fx . dm = ^ . /> . dp ,.<fcr,. d . af> .( i -H &y , Jy.dm= l -.fi.dfi,.fa t .d.a*.(i+ar t Y. \/i — f* , .cos« 1 ; fi.dm=*±.fp.dfA,.div l .d,a*.(t+cLj t ¥. V i— fiS,ânnr.
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fin subefituànt pbur f*, \Zi—ft%ein4r$ \f \— n\ix*<* , leurs
valeurs en f*. et <sr, , on aura '.7 ., ,. :
fx.dm=&.fp.dp l J& i d.a*jr,.[<mA.fi l +s\o.K.y/ 1— /*,».«*(«•,— II)], f^xùns=et.fp.d^ t .dtf l .d.a^ t .{cqsA.y/ 1— /*,*.coa(<w,— n)— sinA . p,], fï.dm=xfpJp,.d<& t .d.a i jr l .\/i--fA l \sin (<bt, — n).
il ne faut, par Je n* cité du troisième livre de la- Mécanique céleste, considérer dans/, que ïa quantité ^'expression générale de cette fonction est
Il faut, par ce qui précède, augmenter Y°>, delà fonction (a). On aura ainsi relativement au sphéroïde terrestre,
fx.dm = cosA .(fp.d.a*<p>+<?> .ff.d.*)
l+cosn.CTp.i.^+QW.yp.^^j »
Kdm- ^cosAÎ «nn.(/p.rf.^o +Q co. /p . rf . fl m
~| . »in A . [/> .d.vty»^($» .fp.d.d*),
fz.dm*- ^-{^[ n n.\fp.d.a*<f^Q^ ./p.d.a^] }
Soient aL (0) , aL 0) , aL Ci) , ces trois valeurs de fx.dm >Jjr. dm, fzdm; et désignons par «V Co) , *L' 0) ^ les mêmes intégrales relatives à
la mer. La condition que l'axe principal passe par le centre de gravité de la Terre entière et soit l'origine des rayons terrestres, donnera les trois équations
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ces Jjpis. équations réunies aux précédentes
tang «a—^pj-ljfpjS
détermineront les six indéterminées A, H, e, Q ? ty\ Q*">; et alors l'axe de rotation sera un axe principal , et passera par le centre de gravité de la Terre. L'existence d'un pareil axe est donc toujours possible, et les -observations prouvent que tel «s*, l'axe actuel de «Ration
de la Terre. ... - r . _,.
On a relativement à la mer,
fxy.dm = Jxj^l/ . d<sr, ,
«y étant sa profondeur ; mais les intégrales relatives à et <r, ne peuvent être prises depuis ft,=:— i jusqu'à f*, = i , et depuis «,so, jusqu'à <w, = a-ff, que dans le cas où la mer recouvre entièrement le sphéroïde terrestre. Considérons ce cas particulièrement : alors, il ne faut substituer pour <lj\ que sa partie aY' (tJ . L'équation (4) du n° a du chapitre précédent donna
Yen. 5./>.rf.a a Y <0 e
les quantités Y** 5 , 1***, Y** 5 , se rapportant ici à l'axe des /*. Mais rapportées à l'axe des yt;, elles restent les impk&> : .elles ne sont que des manières différentes d'exprimer les fonctions du rayon terrestre et du rayon de chaque couche du sphéroïde, comprises dans la forme aY (t) , ou assujetties à Jà même éduation aux différences- partielles. La partie de Y* 0 , dépendante' de «p^ne produit aucun terme dans H' w , H 'C0 } jj/cr W*) JPav Mte wir, «rosVlérons Ja valeur de H<°>, ou
l'intégrale fxjr.^'^^dft^dwt- H e«t~facile de voir que l'on peut donner à cette intégrale, cette forme Jcçjr.Y'^ .dfA.dwi les limites des Intégrales relatives à /* et *r, étant cqmme pour fi t et "W,, /*=-— 1, f*= 1, ey=o , «•= aTr. Alors en substituant dans l'intégrale
fxj.Y'V.dfA.dir, fz \/i — /uVcos'ar, pour je/, et 8 V 3 ,
pour Y' (,) ; on voit que cette intégrale est nulle; ainsi cette partie de Y' w ne produit aucun terme dans H' (0) , et l'on trouverait de la même manière qu'elle n'en produit aucun dans H ,(,) , H' w , et H' (1) . L'autre partie de Y' co peut être exprimée par
*' Co) • (/",*— g) -f- A' co - A*. • Vi— », -f À'« . V'i— M.* • «»
-j- A'CO . ( ! _ . sin a<ar, -f A'«> . ( i — fA*) . cos 34T , ;
et l'on aura
£0) 3./>.rf.«W0
A'CO- y rf ° 3 • (0
en faisant successivement, j = o, j=i, $ = a, $ = 3, 5 ==4- Cela posé ; les équations
ffH^ao, H<'>-t-H' w = o,
donnent les suivantes
o= sinaA . J— sinan.(A'W-f-/p.rf.aW J >) f
-cosaA./ rinn.(ff«+/>.rf.«W'>) j l+cosn.(A'« + /p.d.aW'>) 1'
o= cos A . [ 0080 ' ( A ' () + fp'J'M") \ l— sin II . -f- fp.d.aW>) J
•4-asinA f ootan.(*W + / p .rf.o»AP>) |
Désignons par / et les coefficiens de sin aA et de cos 2 A, dans la première de ces deux équations; et par m et », les coefficiens de sin. A
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tangA=-£,
ce qui donne
sin aA = ~* mn ■ en- sA = m '~" w * -
d'où l'on tire
0 = — 2mnf+ (m'-— n').g.
En substituant pour /, £, /n, n, leurs valeurs, et faisant
langIl=:M,
on trouve après les réductions, une équation du troisième degré en u, et qui conséquemment, a une racine réelle. Cette équation coïncide avec l'équation du troisième degré en «, que nous avons donnée dans le n» 27 du premier Livre, relativement aux aies principaux des corps solides.
On remplira la condition que l'axe de rotation passe par le centre de gravité de la Terre entière, en observant que l'équation (4) du n* a du chapitre précédent donne
V'CO ff.d.a 3
en désignant donc l'expression de Y* 0 par
y '<*> .fi, + ?' (, > . \A — fi' .sin«r, -f- V 1 — A*.".cot4r l ; on aura
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en faisant successivement 5 = 0, szat, « = 3. On aura ainsi pour toute la Terre ,
fx.dm=. |«?r.cosA . {/>.d.ay o) + ?' to) H- Q 10 . />.<*.«*}
— |a?r.sinA.{ tf(>.d.W>+fV+QP>.ft.d.a*) j,
/i.dfes *«r.f cosn.^p.i.^^^o + QO./p.rf.^ 3 l— sinn.^p.J.^WH-^w + QO./p.rf.^)]
Les conditions nécessaires pour que l'axe de rotation passe par le centre de gravité de la Terre, sont que ces trois valeurs de fx.dm, fj.dm, fz.dm y soient nulles; en les égalant donc à zéro, on déterminera les trois constantes Q( 0) , 0 e0 et Q co . Ainsi le sphéroïde terrestre recouvert en entier par la mer en équilibre , a un are de rotation passant par le centre commun de gravité du sphéroïde et de In mer et autour duquel le sphéroïde tourne d'une manière uniforme.
L'analyse précédente conduit à un théorème fort simple sur la détermination de cet aie. En effet, l'équation précédente (*), donne, en observant que l'on peut mettre A w , sous la forme f d.aWl
s devant être supposé successivement égal à o, 1, 3, 3, 4- & n substituant les diverses valeurs du premier membre de celte équation , dans les trou équations qui déterminent les quantités A, fi et (, on voit que ces équations déterminent Ta*e principal du sphéroïde terrestre, lorsqu'on suppose les densités p de ses couches, diminuées de l'unité ou de la densité de la mer.
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Si l'on fixe l'origine des coordonnées, au centre de gravité du sphéroïde terrestre modifié par la diminution précédente de ses couches, on aura y ( '>=o; les expressions de fx.dm, fjr.dm, fz.dm, égalées à zéro, donneront ainsi Q^, Q 0 *, 0 e **, nuls. Ainsi le centre de gravité de la Terre entière est le centre de gravité du sphéroïde terrestre ainsi modifié. De là résulte ce théorème :
« Si l'on conçoit la densité des couches du sphéroïde terrestre, diminuée » de la densité de la mer ; et si par le centre de gravité de ce sphéroïde » imaginaire, or conçoit un axe priaeipar de rotation de ce sphéroïde; » en faisant tourner autour de cet axe, le vrai sphéroïde terrestre et la » mer, ce fluide étant en équilibre; cet axe sera un axe principal de » rotation de la Terre entière dont le centre de gravité sera celui du » sphéroïde imaginaire. »
Ainsi, la Terre a pour axes principe» , les trois axes principaux de rotation du sphéroïde imaginaire; du moins, si la mer est assez profonde , pour qu'étant en équilibre, en tournant autour de chacun de ce» axes, elle recouvre entièrement le sphéroïde terrestre. Mais il y a entre un corps solide et la Terre 9 cette différence, savoir, qu'en changeant d'axe principal de rotation, la figure du solide reste constante; au lieu que la Terre change de figure, en changeant d'axe priacipaL Les Irois figures que prend sa surface, en changeant d'axe principal de rotation, ont entre elles des rapports simples et intéressons à connaître.
Considérons d'abord la mer en équilibre et tournant autour tr\m de ces trois axes principaux , que je nommerai premier axe principal. Le rayon de la surface de la mer sera
. + *l+ a . ( ïw-f Y"*) -f-ct . ( Y«+ V*>) + «. ( ï w + Y*») +ctc. ,
l'origine de ce rayon étant au centre de gravité de la Terre entière, a/ est la profondeur moyenne de la mer, et l'on a en nommant */», la masse de ce fluide,
tt.fl du,.dtsr,=eun.
ft t étant le sinus ke la latitude, et <v, la longitude rapportée à ce premier axe principal. Les intégrales devant être prises depuis /u,= — i jusqu'à f* t = i , et depuis >nr l = o jusqu'à «".sît; on aura
ipr.ad—a.m.
On a ensuite par le n° 3 du chapitre précédent,
Y , (0== ^(gi+i)./y.rf.o J .
(ai+i)./f.rf.a J
et dans le cas de i = a, on a On aura ainsi
Y'CO J. \(0 — .).<*.(«' -"VO
Y + * (ai + i)./,.J.«»-S-'
et dans le cas de <=s a ,
Y'W -U YW — 5.(^-i).rf.(a»YW)-|».Q.,'-^./>,rf. 0 » ^ — b.fy.d.c? — 3 '
nommons u la fonction
Le rayon de la surface de la mer sera
Supposons maintenant la mer en équilibre tourner avec le sphéroïde terrestre, autour du second axe principal ; en nommant fi le sinus de la latitude rapportée à cet aie , nous aurons pour l'expression du rayon
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de la surface de la mer
car il est clair que les valeurs de etl et de ou, correspondantes aux mêmes points de la surface du sphéroïde terrestre, restent les mêmes dans les deux situations d'équilibre.
On rapportera ft , au premier aie principal , en observant que dans la valeur de yu en /k,, donnée au commencement de ce chapitre, on doit
supposer A > ce qui donne
~ 8 = ( - i ^ ) .cos( 2<a r 1 - a n) -i (f /-g}
Ainsi dans la seconde situation d'équilibre de la mer, le rayon de sa surface sera
On trouve de la même manière que la mer étant supposée en équilibre et tourner autour du troisième axe principal du sphéroïde imaginaire , le rayon de sa surface est
Ainsi la moyenne de ces trois rayons est
i •+• aU-^-au;
elle est indépendante de la force centrifuge «p, et la même que le rayon de la mer en équilibre sur le sphéroïde terrestre sans mouvement de
L'action du Soleil et de la Lune influe sur la figure de la mer qui, par là, varie à chaque instant. Parmi ces variations d'où naissent le flux et le reflux de la mer, quelques-unes sont constantes : d'autres s'exécutent avec une grande lenteur. Celles qui sont rigoureusement constantes, concourent avec la force centrifuge, à produire la figure permanente de la mer. Les variations très lentes changent insensible-
ment cette figure ; et vu leur lenteur et la tendance de la mer à se mettre promptement en équilibre, on peut supposer qu'à chaque instant, cette figure est celle qui correspond à cet équilibre.
Soit v le complément de la déclinaison d'un astre L, -\ son ascension droite, et y ta distance au centre de 1» Terre, r étant ceOe d'une u>olécule dm de la surface de la mer, dont B et w sont le compliment de la latitude, et la longitude; il faut par le n* a3 du troisième livre , ajouter au second membre de l'équatioa (i) du n e i do chapitre précédent, la quantité
£.(l*»+^.P»+ete.);
la fonction
étant le développement en série ordonnée par rapport aux puissances de j, du radical
Vf* — a/r . [cos v . cos 6 -f sin v . sin 6 . coa (nt + 1 + *- 4,)] j* ' nt étant le mouvement de rotation de la Terre. On a généralement
Si l'on n'a égard qu'aux variations croissantes avec une grande lenteur par rapport au mouvement de rotation de la Terre, on aura
On peut négliger les termes dépendans de jr , p, etc., vu la petitesse
de ors fractions. L'action de l'astre L ajoutera donc au second membre
de l'équation (1) du n° a, cette valew de pw muatiphée par
js; ce qui revient à diminuer dan» cette équation, le facteur wp , de l.i cpjantité
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L'analyse précédente subsistera donc toujours ; et si la mer recouvrait entièrement le sphéroïde terrestre, la Terre aurait toujours pour axes principaux , ceux du sphéroïde terrestre dans lequel les densités des couches seraient diminuées de la densité de la mer. On doit observer ici que la quantité
n'est qu'une fraction extrêmement petite de la valeur de atp.
Lorsque la mer ne recouvre point entièrement le sphéroïde; on peut toujours, par le chapitre précédent, déterminer la profondeur aj 1 de la mer eu équilibre , par une approximation ordonnée suivant les puissances de ^ , (p) étant la moyenne densité de la Terre , celle de la mer
étant prise pour l'unité. La valeur de fxj.dm f devient relativement à la mer, ttfy . dfi t .d<ar t .f*.\/i — fx.*. costr. En substituant pour jr 1 , l'expression donnée par le chapitre précédent, et pour p et «r leurs valeurs en ft, et w, ; l'intégrale précédente étendue à toutes les valeurs de fi, et de ty, comprises dans les limites de la mer, donnera la valeur de fxjr.dm, relative à ce fluide, par une série ordonnée suivant les
p»»*. de ± , le premier terme de eett* série, ejraut pour fréteur
l'unité , le second terme avant pour facteur t-t , et ainsi de suite. En
ajoutant cette valeur à celle de fxjr.dm t relative au sphéroïde terrestre, et qui a pour facteur (p) et égalant leur somme à zéro; on aura une équation dont le premier membre sera une série ordonnée par rapport aux puissances descendantes de (p) , le second membre étant zéro.
I^s équations
fxz.dm=o, fy z . (&/. = o , fx.dmssOj fz.dm=o, fjr.dm=o,
donneront des équations semblables ; et l'on en conclura par les moyens connus de l'Algèbre, les valeurs indéterminées A, II, €, Q (0) f Q (1 >, Q t0 , en séries ordonnées comme y', par rapport aux puissances descendantes de (p); ce qiji déterminera l'axe principal de rotation. Mais il suffit ici d'en faire voir la possibilité.
CHAPITRE IV
De la chaleur de la Terre, et de la diminution de la durée du jour par son refroidissement.
g. ^orr Y la chaleur d'un point quelconque d'une masse homogène, déterminé par les coordonnées orthogonales x,jr, t; on a l'équation générale
dt est l'élément du temps, et k est une constante dépendante des propriétés de la substance , relatives à la chaleur. Lorsque la masse est
parvenue à son état final de température; est nul, et alors
l'équation précédente devient celle que j'ai trouvée, relativement à l'attraction des sphéroïdes, V exprimant dans ce cas, la somme des molécules du corps attirant, divisées respectivement par leurs distances au point attiré. On peut donc déterminer par l'analyse exposée dans le troisième livre de la Mécanique céleste, l'état final de la température d'une sphère échauffée d'une manière quelconque, à l'extérieur. Ce qui complète l'analogie de la théorie de la chaleur avec celle de l'attraction des sphéroïdes, est qu'il existe à la surface, des équations de la même nature. A la surface d'une sphère dont r est le rayon , on a
f étant une constante , et / étant une fonction dépendante de l'action échauffante des causes extérieures. Cette équation répond à l'équation à la surface des sphéroïdes attirans, que l'on trouve dans le n° 10 du troisième livre cité.
M. Fourier a donné le premier les équations fondamentales (i) et (2), dans l'excellente pièce qui a remporté le prix proposé par l'Institut sur
LIVRE XI
la tbéorîe de la chaleur : j'en donnerai la démonstration , dans nn autre livre. J'observerai ici que les quantités f et k, peuvent n'être pas rigoureusement constantes, et varier avec la température V; mais on peut sans erreur sensible, les supposer constantes, tant que l'on ne considère que de petites variations de température.
J'ai transformé l'équation (1), en coordonnées relatives à la distance r d'une molécule du globe à son csntreya la longitude <w de cette molécule, et au sinus fi de sa. latitude. Elle -devient alors
En supposant ensuite V exprimé par une suite de termes de la forme c"""Y 1 °.y ( ' ) , c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et Y c<) étant une fonction rationnelle et entière de l'ordre i, en fAy V^i —ft*. sinnr, et \/' — cosir, genre, de (onctions dont l'ai fait un- grand usage dans la théorie des attractions des sphéroïdes , et qui sont telles que 1 on a
on aura ,
elle devient
Faisons, en observant qu'ici la caractéristique 2 embrasse tous les termes depuis s nul jusqu'à l'infini , ,
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A et 0 étant deux constante* arbitraux. En substituant cette valeur, dans l'équation différentielle précédente, et comparant séparément
les termes multiplié» par >îa, (*J** fl ) > et ceux qui sont multipliés par C0> J[*^"/^ j on formera les deux équations
4«.FW»i — (£— a»-f i).(i-f.a*).F*-V"
ce qui donne
d'où l'on tire en intégrant et fessant comme on/le peut> «a i j F« = =fc Q-» + tUi—+*l
le signe 4- a Ueu si s estpauy et le «igné.—, VU «t.impw, ^expression
précédente de F'V-î donne ( ,„ ... t .
T' a-(at+0
On aura ainsi : . J
i étant ici un nombre entier positif, cette valeur de n'est composée que d'un nombre fini de termes. Pour an, exclure, comme on doit le faire, ceux qui deviennent infinis lorsque r est nul, étant toujours
fini, même au centre ; il feut faire ô nul, si i est pair, et si i! est
impair, tt étant la deA^irconfërence tant le rayon est l'unité.
L'équation (a) donne à la surface où nous supposerons que r devient a
En déerçnai* « V«* P*r », et noBunaat £ ft : Z' t les côduciens de
LIVRE XI. 75 A.sia*, et de À.cosz, dans lesquels on change, s en 1, on
o * sin • ( £ ) - i . 2'] . . . . (4) ,
Cette équation est transcendante ; elle donne pour t et par conséquent pour n, une infinité de valeurs auxquelles correspondent autant de fonctions de la forme Y c< >, et qui sont déterminées par l'état initial de la chaleur du globe.
L'équation précédente à pour une de ses racines, <=o, et la valeur correspondante de est /S/*', /3 étant une constante arbitraire.
Si l'on développe la partie de la fonction /, de l'équation (a), qui est indépendante du temps, dans une suite de la forme
Y'<'> étant assujetti k la même équation aux diflérencea partielles que l'équation (*) donneraen comparant les fonctions semblables ,
ce qui donne ' 1 ' ' ':' B ' ?
i" "> ,» ' jJ • •>■.. ; i .1 .1. . '. • . . ' • 1. ■
ainsi la .partie de la chaleur Y d'un point du globe, indépendante du temps, et qui unit par être sa température finale, est ,. .«
y*. + _i_. 1.^4.^3. .£.Y'« + etc.
On peut observer ici que cette partie de V, varie très lentement pour la Terre , près de la surface , à cause de la grandeur du rayon a. Sa variation est insensible dans les mines les plus profondes; ainsi l'accroissement observé dans la chaleur des mines, à mesure que l'on y descend,
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n'en dépend point, et parait indiquer que le globe terrestre n'est point
encore parvenu à son état final de température.
On représente assez bien la température. moyenne des climats, en la faisant proportionnelle au produit de viugt-sept degrés centésimaux , par le carré du cosinus de la latitude. En supposant donc que la valeur de "Y <0 relative à la chaleur initiale de la Terre, a déjà disparu, en sorte qu'il n'y ait de sensible maintenant, que la fonction de ce genre , relative à la chaleur solaire : on aura
La grandeur. du rayon terrestre réduit à très peu près l'équation j(4) à celle-ci, , . \, i „ '
o = Z.sin£-f- Z'.cosé. n ! [•*
Eu y supposant successivement, <=o, *=i, i = i , eùl.', on verra facilement que la plus petite valeur de c, autre que « = o , est tr dans le cas de i nul, it étant le rapport de la circonférence au diamètre : elle est comprise entre * et A*r,da»s]e «**,de ïs= i j enteei wet i-tT, lorsque /=a j entre a* et fw, lorsque t==3> et ainsi, du reste. Pour une même valeur de i , les exponentielles c~" disparaîtront par l'accroissement du temps, ~les unes après les autres; l'exponentielle correspondante à la plus petite valeur de n et de c, disparaissant la dernière. Pareillement, tous les termes correspondans à ces plus petites valeurs , disparaîtront dans Tordre de grandeur de i s en sorte qu'avant l'établissement de la température finale , il ne restera de sensible, que le terme
Je supposerai ici, la Terre parvenue à cet état, c est, comme on l'a vu, éyal à mais l'équation (4) donne plus exactement,
d'où l'on tire
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Cette équation donne à la surface, où rso, là partie de la chaleur, relative à rexponentielle c— , égale à
L'accroissement de la chaleur, à la profondeur s' au-dessous de la sur-
jp\ et en vertu de l'équation (a), ce terme devient yV .V, en ne considérant dans la valeur de Y à la surface , que la partie de la chaleur, qui est indépendante de l'action des causes échauffantes à l'extérieur. 11 est remarquable que cet accroissement /a' .V de la chaleur, soit indépendant du rayon du globe, et de la manière dont il est échauffé intérieurement, et qu'il ne dépende que de la chaleur des couches voisines de la surface, et de la manière dont elles perdent leur chaleur. Dans le cas présent, si l'on nomme h la valeur de V, à l'origine du temps t, à la surface; on aura
àl — h
et par co^en,
Au centre, où r est nul , cette expression donne à fort peu près
\ = af.k.c «'* 'V. *fJ;
la température est donc à ce point, incomparablement plus grande qu'à la surface. L'accroissement de température, à une petite profondeur z', comptée de la surface, est , ,
J'observerai ici que l'analyse par laquelle je viens d'intégrer l'équation (3) , s'applique aux équations générales du mouvement des fluides ; et que c'est ainsi que j'ai déterminé dans le quatrième livre, les oscillations d'un fluide qui recouvre une sphère immobile, et qui est attiré par un astre en mouvement.
Les valeur* de \ £o >, Y", Y<«>, etc. «ont déterminées par l'état initial de la chaleur de la sphère. Je vais donner pour cet objet, une méthode simple et qui peut s'étendre à beaucoup d'autres cas.
Je suppose que l'état initial de la chaleur soit exprimé par la fonction
flw + W> -f. U« . . . . 4. U c< > -f- etc. ;
étant une fonction rationnelle et entière de p, — ft*. sin'îr, et V< — f**. cosw, assujettie à la même équation aux différences partielles que Y co , c'est-à-dire telle que l'on ait
les coefficiens arbitraires de étant ici, des fonctions de r. Soit f (f) un de ces coefficiens, et r$(r)arf'; on aura par ce qui précède.
En supposant t nul dans l'expression de Y, il est facile de voir que l'on aura
r.*(r) as À<*> .><•> + A<" . y™ -f- A« . ?'« + etc.,
9* t * î » y"' 0 *» 9*°» e,c > ^t* 11 ' I e » valeurs de cf correspondantes aux diverses racines de l'équation (4); A w , A 0) , etc., sont les arbitraires qui multiplient ces valeurs, et qu'il s'agit de déterminer. Pour cela, on multipliera l'équation précédente par dr.q w 9 et l'on prendra l'intégrale depuis r nul jusqu'à rasa, ce qui donne
fdr.q'Vr*{r) = À« .W»Jr+ A<*> .fq'« f >q™dr+ etc. Maintenant on a v -
Pour le faire voir, nous observerons que l'on a, et ^ étant nuls avec r, . . : >
J\ dr Tr / ~~ dr dr
LITRE XI. 79 Le premier membre de cette équation devient, en y substituant pour et *ïgL\ leurs valeurs qui résultent de l'équation différentielle
en (j'y
n (,) et n (l) étant les valeurs de n relatives aux racines de l'équation (4) correspondantes à / (,) et tf 1 '*. De plus, à la surface, on a
2F dr -°5
car Péquation à la surface
donne les deux suivantes
ij» =(!-/)./<•>;
on a donc
o = WW>.dr.(hP)'— De là , il est aisé de voir que Ton a
ce qui donne
A — /ir-^ '
les intégrales étant prises depuis r=o jusqu'à r=a. En changeant ç' w en y /(,> , etc., on aura les valeurs de A (,) , À w , etc.j d'où l'on tire le théorème suivant :
Si l'on forme la quantité
n w n'étant point nul, et les intégrales éfant prises depuis r nul jusqu'à r égal au rayon a de la sphère; si l'on désigne ensuite par Q (J) la somme de toutes les quantités correspondantes à * = o, s=t i, etc., jusc|u'à * infini ; l'expression dé h ehafenr V après un temps quelconque f , sera
la somme des valeurs de Q" correspondantes à * = o, 1=1, etc., jusqu'à i infini.
Dans le cas où l'état initial de la chaleur, ne dépend que de r, est nul, lorsque i est égal à l'unité, ou plus grand j l'expression de la chaleur se réduit alors à Q w ; et l'on a le résultat intéressant que M. Fourier a donné le premier, pour ce cas.
J'ai supposé l'état initial de la chaleur, développé sous la forme U w -f- U (l) -f- etc. : ce développement est aussi naturel à admettre que tout autre. U est facile d'ailleurs par le procédé du n* 16 du troisième Livre, de donner cette forme à toute fonction rationnelle et entière des coordonnées orthogonales. On pourrait aisément par l'analyse de ce troisième livre, obtenir cette forme, au moyen d'intégrales définies; mais comme cela ne conduit à aucun résultat utile, nous nous abstiendrons de nous en occuper.
On aura ainsi égard à la partie de / de l'équation (2) , qui est indépendante des fonctions périodiques du temps , et que nous avons exprimée par Y' Co) -r- Y' co -f-etc. On a vu qu'il en résulte dans la température finale, la chaleur
+ - . — r + - t • —7 + etc.
Il est facile d'en conclure par l'analyse précédente , que si l'on forme la quantité
a<'> n'étant point nul, et les intégrales étant prises depuis r nul jusqu'à r égal au rayon a de la sphère ; si l'on désigne ensuite par 0 e0 la somme de toutes les quantités correspondantes à 5=0 , £=1, jusqu'à j= infini; l'expression de la chaleur V après un temps quelconque, sera la somme de toutes les valeurs de
correspondantes à isso, 1=1, etc., jusqu'à i infini.
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J'ose espérer que les géomètres verront avec quelque intérêt, cette nouvelle application de l'analyse par laquelle j'ai déterminé la figure des corps célestes et la loi de la pesanteur à leur sur^pe.
io. Je vais maintenant considérer la diminution de la durée du jour, due au refroidissement de la Terre : pour cela , je supposerai que la densité des couches terrestres, croît de la surface au centre, et que cependant leurs propriétés pour contenir et pour émettre la chaleur, sont les mêmes que si elles étaient homogènes, en sorte que l'expression précédente de Y leur soit applicable. Je supposerai de plus, ces couches fluides, ou du moins assez molles, pour qu'elles prennent sans résistance, la figure que la compression tend à leur donner. La masse de la couche dont p est la densité, dont r est le rayon et dr l'épaisseur à l'origine du temps /, est proportionnelle à pi*dr. Après le temps <, elle sera proportionnelle à
la caractéristique £ servant à exprimer les variations relatives au temps. En égalant ces deux expressions de la masse de la couche, et négligeant le carré de <f , on aura
Pour avoir la valeur de <fp, je supposerai que pour un degré centigrade de diminution dans la température, pris pour unité de température, la densité p de la couche augmente de it> , i étant une très petite fraction que je supposerai la même à toutes les températures et pour toutes les couches terrestres. En exprimant par ^V, la diminution de la chaleur de la couche après le temps /, on aura
on aura donc
rf.(r» < rr)4-i < rV.r*d>=o;
et en intégrant
Maintenant, si l'on désigne par ? la vitesse angulaire de rotation de la Terre, à l'origine du temps; la somme des aires décrites par toutes ses
MécAif. céj.. Tome y. n
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molécules, pendant une unité de temps, sera proportionnelle à <(fpr*dr; sa variation sera donc proportionnelle à la variation
S<pfir*dr+<p.fî?.r*dr+ ^ff^r.dr^<p/pr*d.^r.
En substituant pour <JV et dfr, leurs valeurs tirées des équations précédentes , cette variation devient
J> .ftr*dr — aàp .f(prdr.ff\ . r'dr).
En égalant à zéro cette fonction, en vertu du principe de l'égalité des aires; on aura
7 T^Tr I 5 )'
J'adopterai pour p, l'expression la plus simple d'une densité variable, celle d'une densité croissante en progression arithmétique , ce qui donne
e étant une constante, et (f>) étant la densité à la surface. On a par ce qui précède,
,v= AS . [, _ .-S •(-*)•]. i . (, _ g,
ou à fort peu prés
On a ensuite, en intégrant depuis r nul jusqu'à r=a,
*f(f>rdrff\. r'dr= (i -f- e) (p)a\f£V. r'dr — ('+e)(p)ffY.r*dr
-^«(fO./efVrV/r On a généralement à fort peu près,
7«H-.-« n a -*^— Sj; — ;\i p h ^ etc.);
LIVRE XI. 83 cela posé, la formule (5) devient
* ,o.fly.i [3-*Q--.)] 7 --ac=-- T+p >
ainsi la valeur de ^ est plus petite que dans le cas de e nul, ou d'une
densité constante.
Essayons présentement de déterminer les constantes de cette valeur. En prenant un milieu entre les résultats des observations thermométriques, faites dans un grand nombre de mines profondes, je trouve que la température augmente d'un degré centésimal, pour 3a mètres de profondeur; ce qui donne en faisant t nul à l'époque actuelle,
3a"". fh = i-.
J'ai déterminé la valeur de A, au moyen de la diminution de la variation annuelle de la chaleur, à mesure que l'on pénètre dans la première couche terrestre, phénomène dont M. Fourier a établi les lois; et dont on a ainsi l'expression la plus simple. Pour cela , je représente la variation de l'action de la chaleur solaire à la surface par é.sinm*, mt étant la longitude moyenne du Soleil. En nommant donc z', la distance d'un point intérieur de la Terre, à sa surface; l'équation (i) donnera, en observant que z' est très petit par rapport au rayon a ,
V étant la partie de la chaleur, due au terme précédent de l'action solaire. L'équation (a) à la surface donne
On satisfait à ces deux équations, par les deux suivantes
r-tfê ^ W - (»<-'• \/t - •).
Pour avoir la valeur de km, j'ai fait usage des expériences de M. de Saussure, que ce savant a consignées dans le n° 1423 de son Voyage dais les Alpes. 11 résulte de ces expériences qu'à la profondeur de 9"*,6 le coefficient de la variation annuelle est réduit au douzième environ , de sa valeur à la surface; ce qui donne
^ m a ^logarithme hyperbolique de iay
La valeur précédente de -~ devient ainsi
h_ ro. i.mt (9"", 6)* [ 5 ~ C Q ~" ^fl
f— 3a-"a.^« 'a.(log.byp. ia) a ' i +
Pour une année, ml est à fort peu près égal à iir. Dans la supposition de la Terre homogène, où e est nul, en évaluant a en mètres, et en supposant, i égale à o,oooo3; on aura après un intervalle de mille ans,
ce qui donne en secondes centésimales, la variation de la durée du
jour en deux mille ans égale à
On a vu précédemment que pour satisfaire à l'ensemble des phénomènes , e ne doit pas être supposé nul ; mais qu'il est à fort peu près égal à a,349; ^ors» 1» variation de Ja durée du jour est moindre que
la précédente, et égale à Je reprends l'équation
h exprime la température que le terme dépendant de la chaleur propre de la Terre ajoute à la température de sa surface. Cet accroissement de température est donc
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Pour déterminer f, j'observe que le maximum de la chaleur annuelle n'a lieu qu'après le solstice d'été. A l'époque de ce maximum, on a
sin (ml — 6) = i ;
ce qui donne
mt = \ + t.
L'ensemble des observations thennométriques faites chaque jour à , pendant quinze années consécutives , donne à fort peu près
tang 0 = 0,6.
L'équation
donnera donc
tang 9 —
f+Vr
Substituant pour , sa valeur, k^iZ?ft ' fl ; on aura pour / une valeur qui donne
Mécan. cèl. Tome V.
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CHAPITRE I
Notice historique des Recherches des Géomètres sur cet objet.
i . Newtob considéra le premier l'attraction des corps sphériques. 11 démontra dans son ouvrage des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, publié en 1687, ces deux propriétés remarquables de la loi d'attraction réciproque au carré de la distance ; Tune, que la sphère attire un point situé au-dehors, comme si toute sa massé était réunie à son centre ; l'autre, qu'un point situé au-dedans d'une couche sphérique, et même d'une couche elliptique dont la surface intérieure est semblable à la surface extérieure, et semblablement située, est également attiré de toutes parts, ou ne reçoit aucun mouvement, des attractions qu'il éprouve. Û parait par une lettre de Newton k Halley, que ce fut en i685 qu'il découvrit ces propriétés. Ses premières réflexions sur le système du monde remontent à l'année 1666. En étendant jusqu'à la Lune , la pesanteur terrestre , et en la supposant diminuée à cette distance, dans le rapport du carré du rayon de l'orbe lunaire, au carré du rayon delà Terre, il la compara avec la force centrifuge du mouvement de la Lune ; mais trompé par une fausse mesure du degré terrestre, il trouva eps deux forpes inégales , et il en conclut que d'autres forces devaient se joindre à la pesanteur, pour retenir la Lune dans son orbite. Mécak. cél. Tome V. i3
Kn considérant la pesanteur, comme la résultante des attractions de toutes les molécules de la Terre, il pouvait soupçonner que la loi d'attraction réciproque au carré de la distance , quoique vraie à très peu près, à une distance aussi considérable que celle de la Lune, était modifiée à la petite dis Lan ce des points de la surface de la Terre à son centre ; et c'est ce qui a lieu, en effet, pour d'autres lois d'attraction. Mais on ne voit pas que Newton ait fait cette réflexion ; et ce n'est que vers i685, qu'il s'occupa de la pesanteur à lu surface et dans l'intérieur de la Terre. 11 fit voir qu'au-dessus de la surface , elle suit la loi inverse du carré de la distance : mais que, loin de suivre cette loi dans l'intérieur de la Terre, comme on le supposait, elle diminue à mesure que l'on approche du centre , oa elle devient nulle.
J'ai fait voir dans le second Livre, que parmi toutes les lois d'attraction décroissante à l'infini par la distance, la loi de la nature est la seule qui jouisse des deux propriétés que Newton lui a reconnues. Dans toute autre loi, l'attraction des sphères est modifiée par leurs dimensions. Pour déterminer ces modifications, je suis parti des formules que j'ai données dans le livre cité, sur l'attraction des couches sphériques. J'en ai déduit, sous une forme très simple, les expressions générales de l'attraction des sphères, sur des points placés au-dedans ou au-dehors, et les unes sur les autres. La comparaison de ces expressions conduit à ce théorème qui donne l'attraction d'une sphère sur les points intérieurs , lorsqu'on a son attraction sur les points situés au-dchors, et réciproquement, qutîlle que soit la loi de l'attraction.
« Si l'on imagine dans l'intérieur d'une sphère, une petite sphère qui » .lui soit concentrique ; l'attraction de la grande sphère, sur un point » placé à la surface de la petite , est à l'attraction de la petite sphère « .sur uuî point placé à la surface de la grande, comme la grande surface » est à . la petite surface. Ainsi les actions dé chacune des sphères sur * la^urfecc entière de l'autre, sont égales. »
Les mpmea expressions s'appliquent évidemment aux sphères dont le» molécules se repoussent et sont contennes par des enveloppes. Newton a supposé entre les molécules d'air, une force répulsive réciproque à leur distance. Mais en appliquant à ce cas, mes formules; je trouve que la .pression à l'intérieur et à la surface, suit une loi bien différente de la loi générale des fluides élastiques , suivant laquelle la pression, à températures égales, est proportionnelle à la densité. Aussi Newton n'admet-il
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la répulsion qu'une molécule doit exercer ainsi sur les autres, que dans une très petite étendue; mais l'explication qu'il donne, de ce défaut de continuité, est bien peu satisfaisante. 11] faut sans doute admettre entre les molécules de l'air, une loi de répulsion, qui né soit sensible qu'à des distances imperceptibles. La difficulté consiste à déduire de ce genre de forces, les lois générales que présentent les fluides élastiques. Je crois y être parvenu, en appliquant à cet objet, les formules dont je viens de parler.
Je suppose que les molécules des gaz sont à une distance telle que leur attraction mutuelle soit insensible; ce qui me parait être la propriété caractéristique de ces fluides, et même des vapeurs, de celles, du moins , qu'une légère compression ne réduit point en partie, à l'état liquide. Je suppose ensuite que ces molécules retiennent par leur attraction , le calorique ; et que leur répulsion mutuelle est due à la répulsion des molécules du calorique., répulsion évidemment indiquée par l'abcroissement du ressort des gaz, quand leur température augmente. Je suppose enfin , que cette répulsion n'est sensible qu'à, des distances imperceptibles. Je fais voir que dans ces suppositions, la pression dans l'intérieur et à la surface d'une sphère formée d'un pareil fluide, est égale au produit du carré du nombre de ses molécules contenues dans un espace donné, pris pour unité, par exemple, d'un btre, par le carré du calorique renfermé dans une quelconque de ce» molécules, et par un facteur constant. Ce résultat étant indépendant du .rayon de la sphère, il est facile d'en conclure qu'il a lieu, quelle que soit la figure de l'enveloppe qui contient le gaz.
J'imagine ensuite l'espace pris pour unité, à une température donnée et contenant un gaz à la même température. 11 est clair qu'une molécule quelconque de ce gaz sera atteinte à chaque instant , par les rayons caloriques émanés des corps environnans. Elle éteindra une partie de ces rayons ; mais il faudra pour le maintien de la température, qu'elle remplace ces rayons éteints, par son rayonnement propre. La molécule, dans tout autre espace à la même température, sera atteinte à chaque instant, par la même quantité de rayons caloriques : elle en éteindra la même partie qu'elle remplacera par son rayonnement. Cette quantité est donc une fonction de la température, indépendante de la nature des corps environnans ; et l'extinction sera le produit de cette fonction , par une constante dépendante de la nature de la molécule ou du gaz. J'ob-
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serverai ici que la quantité de rayons caloriques émanés des corps envi' ronnans et qui forme la chaleur de l'espace, est, a cause de l'extrême vitesse que l'on doit supposer à ces rayons, une partie insensible de la chaleur contenue dans les corps; comme on l'a reconnu d'ailleurs, par les expériences faites pour condenser cette chaleur. Maintenant , j'observe que chaque molécule du ga», étant supposée retenir par l'attraction , son calorique ; le rayonnement de ce calorique ne peut être dû qu'à la répulsion du calorique des molécules qui l'environnent. Quelle que soit la manière dont cette répulsion détache des parcelles du calorique de la molécule, et la fait rayonner; il est visible que ce rayonnement sera en raison composée du calorique contenu dans les molécules environnantes , et du calorique propre à la molécule. D'ailleurs celte raison composée est, comme on le verra dans la suite, proportionnelle à la pression qu'éprouve ce dernier calorique, pression à laquelle il est naturel de supposer le rayonnement de la molécule, proportionnel (*). Le calorique contenu dans les molécules environnantes est proportionnel au produit du calorique de chacune d'elles , par leur nombre. Ainsi le rayonnement d'une molécule du gaz , est proportionnel au produit du nombre des molécules de ce gaz, contenues dans l'espace pris pour unité, par le carré de son calorique. En égalant ce rayonnement, à l'extinction qui, comme on vient de le voir, est le produit d'une constante, par la fonction de température, dont j'ai parlé; on voit que le nombre des molécules du gaz, multiplié par le carré du calorique d'une quelconque de ces molécules, est proportionnel à cette fonction. Maintenant, si dans l'expression donnée ci-dessus, de la pression du gaz , on substitue au produit du nombre des molécules , par le carré du calorique propre a chaque molécule, la fonction de la température , multipliée par un facteur constant; on aura cette pression,
(*) Dans un état d'immobilité parfaite des molécules do gaz, supposées sphériques , les molécules de leur calorique seraient pareillement immobiles. Mais cet état mathématiquement possible, me paraît aujsi impossible physiquement, que l'équilibre d'une aiguille verticale appuyée sur sa pointe : dans un fluide aussi mobile qu'un gaz, la plus légère agitation doit troubler l'équilibre des molécules et de leur calorique. Alors des parcelles du calorique de chaque molécule, ne doivent-elles pas s'en détacher à chaque instant? La Ggure des molécules peut encore avoir sur leur rayonnement , une grande influence.
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proportionnelle au produit de cette fonction, par le nombre des molécules de gaz, renfermées dans l'espace pris pour unité.
Celte proportionnalité donne les deux lois générales des gaz. On voit d'abord que la température restant la même, la pression est proportionnelle au nombre des molécules du gaz, et par conséquent, à sa densité; ce qui est la loi de Mariote. On voit ensuite, que la pression restant la même, ce nombre est réciproque à la fonction de température dont il s'agit, fonction qui, comme on l'a vu, est indépendante de la nature du gaz ; d'où résulte la belle loi que MM. Dalton et Gay-Lussac nous ont fait connaître, et suivant laquelle, sous la même pression , le même volume des divers gaz se dilate également par un accroissement égal de température.
On peut se demander ici, ce que l'on doit entendre par le mot température. Si l'on imagine un espace vide dont l'enveloppe soit partout et constamment à la même température; tous les points de la surface intérieure de cette enveloppe, se renverront réciproquement des rayons caloriques qui rempliront l'espace vide, d'un fluide calorique très rare et mû suivant toutes les directions. On prouve facilement que la densité de ce calorique est la même dans tous les points de l'espace. Cette densité croit avec la température de l'enveloppe : elle est la fonction de température, dont nous venons de parler. Il est naturel de la prendre pour la température elle-même , dont on aura ainsi une idée claire et simple. Sous une pression constante, la densité d'un gaz, étant, comme on l'a vu, réciproque à cette fonction de la température ; son volume est proportionnel à cette fonction , et par conséquent à la densité du calorique de l'espace ; la température est alors représentée par ce volume, et ses variations sont représentées par les variations du volume d'un gaz soumis à une pression constante. Le thermomètre d'air devient ainsi le vrai thermomètre qui doit servir de module aux autres, du moins dans les limites de pression et de densité, où ce fluide obéit très sensiblement aux lois générales des fluides élastiques.
Un corps en équilibre de température dans un espace, et transporté dans un autre espace où la densité du calorique est la même, y conservera la même température. Si le nouvel espace a une densité différente de calorique , la température du corps changera jusqu'à ce que le calorique qu'il rayonne soit égal au calorique qu'il absorbe. En général , la
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température d'un corps est la densité du calorique de l'espace où cette égalité a lieu.
Suivant les expériences de M. Gay-Lussac, si l'on prend pour unité, le volume d'un gaz à zéro de température , ou à la température de la glace fondante; ce volume devient 1,3^5, à la température dë 100 e , ou à la température de l'eau bouillante sous la pression barométrique o",76. La densité du calorique de l'espace, à zéro de température, est
donc représentée par ou par 266* j.
Chaque molécule d'un corps est soumise à l'action de ces trois forces ; i°. l'attraction des molécules environnantes; a°. l'attraction du calorique des mêmes molécules, plus leur attraction sur son calorique; 3°. la répulsion de son calorique par le calorique de ces molécules. Les deux premières forces tendent à rapprocher les molécules entre elles : la troisième tend à les écarter. Les trois états, solide, liquide et gazeux, dépendent de l'eflicacité respective de ces forces. Dans l'état solide, la première force est la plus grande : l'influence de la figure des molécules est très- considérable, et elles sont unies dans le sens de leur plus grande attraction. L'accroissement du calorique diminue cette influence, en dilatant les corps ; et lorsque cet accroissement devient tel que cette influence soit très petite, ou nulle; la seconde force prédomine, et le corps prend l'état liquide. Les molécules intérieures sont alors mobiles entre elles; mais l'attraction de chaque molécule par les molécules qui l'environnent et par leur calorique, retient leur ensemble dans le même espace, à l'exception des molécules de la surface, que le calorique enlève sous la forme de vapeurs, jusqu'à ce que la pression de ces vapeurs arrête cet effet. Enfin, quand par un nouvel accroissement de calorique, la troisième force l'emporte sur les deux autres; toutes les molécules du liquide, à l'intérieur comme à la surface, s'écartent entre elles : le liquide prend subitement un volume et une force expansive très considérables; et il se dissiperait en vapeurs, s'il n'était pas fortement contenu par les parois du vase ou du tube qui le renferme. C'est à cet état de gaz très comprimé, que M. Cagnard-Latour a réduit l'eau, l'alcool, l'éther, etc. Dans cet état, les deux premières forces sont encore sensibles; mais la densité du fluide ne satisfait point i» la loi de Mariote. On verra dans la suite , que pOur y satisfaire , ainsi qu'à la loi de MM.^)alton et Gay-Lussac, il est nécessaire que
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le fluide soit réduit à l'étal aérifbnne , dans lequel la troisième force devient la seule sensible (*). Dans cet état, la densité du gaz contenu dans un vase, est partout la même, excepté dans les points très voisins des parois, à une dislance égale ou plus petite que le rayon de la sphère d'activité sensible des forces attractives et répulsives.
On doit faire ici une remarque importante. Les phénomènes de chaleur que présentent les passages des corps, de l'état solide à l'état liquide, et de l'état liquide à l'état de vapeurs, ont fait distinguer dans les molécules, deux espèces de chaleur; l'une libre, ou sensible au thermomètre ; l'autre insensible au thermomètre , ou latente. Une quantité considérable de calorique est absorbée dans ces passages et devient latente ; mais elle reparait dans le retour des vapeurs à l'état liquide, et de l'état liquide à l'état solide. Le, calorique absolu d'un corps est la somme de son calorique libre et de son calorique latent. C'est uniquement au calorique libre, ou qui exerce une action sur le thermomètre , qu'il faut attribuer les résultats dont j'ai parlé. On sait que la température des gaz augmente par leur compression, et l'on conçoit que cela doit être; car le rayonnement d'une molécule de gaz étant, comme on l'a vu , proportionnel au produit de la densité du gaz, par le carré du calorique libre de la molécule ; ce rayonnement et par conséquent la température de l'espace dans lequel la molécule serait en équilibre de température, doit croître avec cette densité. Mais la vitesse observée du son , et les expériences sur le calorique abandonné par l'air sous diverses pressions eu se refroidissant, indiquent un accroissement de calorique latent, par le seul efTet de la compression. Il faut donc ajouter aux suppositions que nous avons faites , la considération de la chaleur latente. En modifiant ainsi les hypothèses, d'après l'expérience, on peut découvrir la loi générale des phénomènes, et la soumettre au calcul. •,.
Dans le mélange de divers gaz qui n'exercent point d'action d'affinité
(*) Ne peut-on pas admettre avec vraisemblance , que le calorique des molécules aériennes exerce sur le calorique des molécules d'un corps rédoit en parties très fines, une force répulsive d'au'ant plus grande, que ces molécules se rapprochent plus de la ténuité des molécules de l'air, ce qui doit contribuer a soulever ces parties et à les retenir pendant long-temps dans l'atmosphère? n est-ce pas ainsi que les vapeurs vésiculaires qui formant les nuages, s'y maintiennent suspendues ?
les uns sur les autres , leurs molécules finissent par être mêlées de manière que la plus petite portion du mélange renferme chacun de ces gaz , dans la même proportion que le mélange entier. Chaque molécule de gaz, étant suspendue dans l'espace, par l'action répulsive du calorique des molécules environnantes sur son propre calorique; et cette aclion étant alors égale dans tous les sens ; elle est dans un état stable d'équilibre. Je donne l'expression analytique de la pression que le gaz composé exerce sur les parois de l'espace qui le contient, et celle du rayonnement de chaque molécule de gaz. Il en résulte qu'à températures égales, la pression de ce mélange est comme pour un gaz simple, proportionnelle à sa densité. 11 en résulte encore que l'accroissement de son volume, par un accroissement de température, la pression restant la même, est égal à celui d'un gaz simple. Enfin, la pression que le mélange exerce sur les parois, est à températures égales, la somme des pressions que chacun des gaz exercerait séparément, s'il existait seul dans le même espace. On peut donc concevoir le mélange, comme un gaz simple dont chaque molécule serait un groupe infiniment petit de molécules des divers gaz , mêlées dans la même proportion que dans le mélange total. Cette manière de considérer le mélange dans l'état d'équilibre , peut encore s'étendre à l'état de mouvement.
En appliquant les considérations précédentes, au mouvement des gaz ; je donne les équations différentielles de ce mouvement. Elles différent essentiellement des formules connues, en ce qu'elles contiennent les forces qui résultent du développement de la chaleur par l'accroissement de densité des diverses parties des gaz en mouvement. Ces forces n'ont aucune influence sensible sur les mouvemens de l'air considéré en masse, tels que ses oscillations produites par les attractions du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère ; mais elles ont une influence considérable sur ses vibrations. Dans le mélange de plusieurs gaz, les molécules d'un gaz ne sont pas assujetties aux mêmes forces, que les molécules d'un autre gaz; mais ces molécules s'entraînent mutuellement, comme si le gaz composé était formé d'une infinité de groupes dans lesquels les molécules des gaz seraient en même proportion que dans le mélange, et de plus, liées fixement entre elles. Il arrive ici la même chose que pour un corps solide formé de substances magnétiques et non magnétiques : l'adhérence mutuelle des molécules fait que les molécules non magnétiques sont entraînées par l'action d'un aimant , avec les molécules
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magnétiques. On a vu que dans le mélange des gaz, les molécules de chaque gaz tendent par la répulsion réciproque de leur calorique, à se répandre également dans toutes les parties de l'espace. Cette tendance d'un ordre de forces, très supérieur a celui des forces qui font vibrer les molécules des gaz, les empêche de se séparer dans leurs mnuvemens.
L'application la plus importante que l'on ait faite, des équations du mouvement des fluides élastiques, est relative a la vitesse du son dans l'atmosphère. Newton est le premier qui s'en soit occupé, dans son ouvrage des Principes mathématiques de la Philosophie ! naturelle : sa théorie, quoique imparfaite, est un monument de son génie. 11 considère une ligne indéfinie de molécules aériennes; et en la supposant primitivement ébranlée dans une petite étendue, il détermine, dans une hypothèse particulière d'ébranlement, la manière dont cet ébranlement se propage, et le temps qu'il emploie à parvenir à une distance quelconque de son origine; ce qui lui donne la vitesse horizontale du son, ou l'espace qu'il parcourt dans une seconde sexagésimale, espace qu'il trouve égal à la racine carrée du produit du double de la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps, dans la première seconde, par la hauteur d'une colonne d'air, qui ferait équilibre à la colonne de mercure du baromètre, et qui aurait partout la même densité, qu'au bas de la colonne. Le raisonnement par lequel Newton établit ce théorème, h paru généralement obscur aux géomètres. Quelques-uns même l'ont trouvé inexact, parce qu'en l'appliquant a des ébranlemens primitifs, physiquement impossibles, ils sont parvenus à la même expression de la vitesse. Mais Lagrange a fait voir que cela tenait aux fonctions arbitraires introduites par l'intégration des équations aux différences partielles du mouvement de l'air, fonctions d'une telle native, qu'il en résulte la même expression de la vitesse du son. Ainsi, l'objection faite au raisonnement de Newton , loin d'en montrer l'inexuetitude , en prouvait la généralité. Lagrange est le premier qui ait déduit cette expression, des équations analytique* aux différences partielles de ce mouvement. Euler et lui ont étendu leurs recherches au cas où l'air a trois dimensions; et ils ont trouvé que ta vitesse est la même que dans le cas d'une seule dimension. J'ai reconnu que le cas où l'air n'aurait que deux dimensions, donne encore la même vitesse, quoique dans ce cas, l'intégration des équations différentielles soit impossible. Mais la comparaison de la formule Newtonienrœ dp la vitesse du son ,
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avec les observations, eu. a prouvé l'inexactitude. La différence qui s'élève au sixième de la vitesse totale, indique évidemment que deux forces jusqu'alors ignorées , influent sur la vitesse du son. Newton et les géomètres qui l'ont suivi, attribuaient cette différence anx molécules étrangères que l'air 1 tient en suspension. Mais, il est facile de voir que ces molécules elles-mêmes entrent en vibration , comme si elles faisaient partie de l'atmosphère. Le progrès de la Physique et de la Chimie nous a fait connaître une force qui se développe dans le» vibrations des gaz, et qui augmente leur ressort. Cette force est 1* chaleur; et j'ai remarqué le premier, qu'en y ayant égard, on avait l'explication véritable de la différence observée. M. Poisson a développé ma remarque, dans un savant mémoire sur la Théorie du Son, inséré dans le Journal de l'Ecole Polythecnique. Enfin, je suis parvenu au théorème suivant, que j'ai publié dans les Annales de Physique et de Chimie de l'année 1816. ' î .m
« La vitesse du son est égale au produit de la vitesse que donne la formule Newtonienne, par la racine carrée du rapport de la chaleur spécifique de l'air sous une pression constante, à sa chaleur spécifique sous un volume constant. »
La première <le ces deux chaleurs spécifiques surpasse la seconde : il faut employer une plus grande quantité de calorique , pour élever d'un degré la température d'un volume d'air , lorsqu'il reste soumis à la même pression, que lorsqu'il est contenu dans le même espace; et c'est la raison pour laquelle il développe du calorique, par le seul effet de la compression. Ainsi le rapport précédent surpassant F unité, il augmente la vitesse du son conclue de la formule de Newton. Pour déterminer par l'expérience, ce rapport; il faut se rapprocher le plus qu'il est possible, de ce qui a lieu dans les vibrations aériennes. La durée de la vibration d'une molécule d'air, est au-dessous d'une tierce sexagésimale. Dans ce court intervalle, le; Calorique absolu de la molécule peut être supposé constant; car il ne peut se perdre que par le rayonnement de la molécule, ou par sa communication aux molécules vôTsines; et pour rendre cette perte sensible, il faut un temps beaucoup plus long qu'une tierce. MM. Clément et Desormes, ont les premiers, par un procédé ingénieux, imité ce qui se passe à cet égard, dans les vibrations de l'air. Ensuite, MM. Gay-Lussac et Welter ont fait, par un moyen encore plus précis, un grand nombre d'expériences de ce
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genre, qui donnent le rapport des deux chaleurs spécifiques, égal à 1,3750. Ainsi te produit de la formate £fawtoniem>e par' la racine carrée de ce nombre , est la vitesse du son,
Pour comparer cette vitesse à la nature, il fallait en répéter l'expérience d'une manière 1res précise, et en ayant égard k la pression de l'atmosphère, à sa température, et à son état hygrométrique ; car si les observations précises font naître le» théories, la précision' des théories provoqué à son tour la précision des observations. L^Xpèrience faite en 1738, par les académiciens français, quoique lia meilleure, laissait beaucoup à désirer sous ces rapports. Le Bureau des Longitudes a bien voulu sur ma proposition, répéter celte expérience dont le résultat ne diffère que dé trois mètres, de celui de ma formule:
Les nombreuses expériences de MM. Gay-Lussac fetWelter, s'étendent depuis la température de — 1 o s , jusqu'à celle de 4o'j et depuis la pression de deux atmosphères, jusqu'à la pression d ? un vingtième de l'atmosphère: elles donnent le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air, à très peu près constant dans ces grand» intervalles. Par la nature de ces expériences, le rapport qu'elles déterminent est toujours un peu moindre que le véritable, et la différence doit augmenter, quand la pression diminue. De nouvelle» expériences feront connaître sHI faut attribuer à cela, les anomalies observées. Mais si la constance de ce rapport n'est pas rigoureuse, eHe est du moins fort approchée, et l'on peut l'adopter sans erreur sensible, dans les calculs sur l'action de la chaleur de l'air et des gaz. ti en résulte que tnd formule de la vitesse du son , s'étend à toutes les élévations au-dessus du nrveau de la mer ; et c'est ce que confirme l'expérience de cette vitesse , faite par les Sa vans français et espagnols envoyés aU Pérow en 1740» pour y* mesurer un degré du méridien. Ils ont trouvé à Quito, élevé de 2800 mètres audessus du niveau de la mer, la vitesse du son que l'on a déterminée à ce niveau. : ■ * ■
^i l'on suppose lé rapport des deux chaleurs spécifiques des gaz, rigoureusement constant; on obtient la chaleur absolue de leurs molécules, exprimée par une fonction arbitraire dont la forme ta plus simple est une constante, plus une autre constante divisée par la densité du gas>, et multipliée par sa* pression élevée à une puissance égale au rapport de la chaleur spécifique de éé gaz sous un volume constant , à sa chaleur spécifique sous une pression constante: Cette expression fort simple
gfi MECAJN1QUE CELESTE,
satisfait à .txè* peu prés aux diverses expériences que l'on a faites jusqu'à présent sur les phénomènes de chaleur des gaz, dans leur compression et dans leur refroidissement, et des vapeurs, en passant à l'état liquide.
Les principes précédens appliqués aux atmosphères donnent les lois de leur équilibre et de leur pression aux diverses hauteurs, ainsi que la vitesse du son dans toutes les directions. Les molécules atmosphériques sont contenues par l'attraction du corps qu'elles environnent. Elles s'étendent au-dessus de sa surface, jusqu'à une limite qu'il est impossible d'assigner, et qui dépend du poids de chaque molécule, de la force répulsive de son calorique, et du dccroissement de la température. Mais on conçoit facilement l'existence, de celte limite. Si l'on considère la lumière du Soleil , comme produite par les vibrations qu'il excite dans une atmosphère qui l'entoure ; mes formules donnent sa vitesse qui n'est pas un sept-centième de celle que ron_obscrve. 11 faut donc, si la lumière consiste dans les vibrations d'un fluide éthéré, que ce fluide soit comprimé dans les espaces célestes, par des foret* bien supérieures à celles qui retiennent les atmosphères. Nous ne voyons rien dans ces espaces, qui puisse produite une semblable compression.
I^es physiciens qui se sont occupés avec le plus de succès, de la théorie de la Chaleur, ont admis rémission du calorique par les molécules des corps. Ils ont expliqué par là, d'une manière heureuse, l'égalité de température, dans tous les points d'un espace dont toutes les parties de l'enveloppe sont à la même température, et la réflexion du froid pjrr les miroirs concaves. Ils ont déterminé les lois de la propagation de la chaleur, dans les corps solides. Les phénomènes les ont conduits à distinguer deux espèces de chaleur; l'une libre, et l'autre latente. La théorie précédente ajoute à ces suppositions, celle du calorique retenu dans chaque molécule par l'attraction de cette molécule, et celle de la répulsion de ce calorique par le calorique des molécules environnantes. Ces deux suppositions me paraissent évidemment indùpiées par la force répulsive des gaz et par l'augmentation que celle force reçoit d'un accroissement de température. Ma théorie étend aux molécules des gaz, le rayonnement admis par les physiciens. Mais pour satisfaire aux lois de Mariote et de MM. Dalton et Gay-Lussac, ce rayonnement doit être proportionnel à la compression que le calorique libre d'une molécule de gaz éprouve de la force répulsive du calorique libre des molécules qui l'envirounent. 11 paraît donc naturel d'admettre, conformément à
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ma théorie, cette force répulsive, comme la cause du rayonnement des molécules des corps. Au moyen de ces suppositions , les phénomènes de l'expansion, de la chaleur, et des vibrations des gaz, sont ramenés à des forces attractives et répulsives qui ne sont sensibles qu'à des distances imperceptibles. Dans ma théorie de l'action capilluire, j'ai ramené à de semblables forces, les effets de la capillarité. Tous les phénomènes terrestres dépendent de ce genre de forces, comme les phénomènes célestes dépendent de la gravitation universelle. Leur considération me parait devoir être maintenant, le principal objet de la Philosophie mathématique. Il me semble même utile de l'introduire dans les démonstrations de la Mécanique, en abandonnant les considérations abstraites de lignes sans masse flexibles ou inflexibles, et de corps parfaitement durs. Quelques essais m'ont fait voir qu'en se rapprochant ainsi de la nature, on pouvait donner à ces démonstrations, autant de simplicité et beaucoup plus de clarté que par les méthodes usitées jusqu'à ce jour.
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CHAPITRE IL
Sur V attraction des Sphères, et sur la répulsion des fluides
élastiques.
ewtoh a démontré ces deux propriétés remarquables de la loi d'attraction réciproque au carré de la distance; l'une, que la sphère attire un point situé au dehors , comme si toute sa masse était réunie à son centre ; l'autre, qu'un point situé au dedans d'une couche sphérique, ne reçoit de son attraction, aucun mouvement. J'ai fait voir dans le second livre, que parmi toutes les lois d'attraction décroissante à l'infini, par la distance, la loi de la nature est la seule qui jouisse de ces propriétés : dans toute autre loi d'attraction, l'action des sphères est modifiée par leurs dimensions. Pour déterminer ces modifications, je partirai des formules que j'ai données dans le n* i a du second Livre , en conservant les mêmes dénominations. J'ai trouvé l'attraction d'une couche sphérique dont u est le rayon, et r est la distance d'un point extérieur à son centre, égale à la différentielle prise par rapport à r, et divisée par dr, de la fonction
»îï.[4,(r+«)_+(r_«)].
Dans cette fonction , it est le rapport de la circonférence au diamètre ; 4(r) est jrdr.<p,(r) y et $,( r ) ^ fdr.Q(r), f( r ) exprimant la loi de l'attraction. Enfin , l'attraction de la couche est supposée dirigée vers son centre.
Désignons fdr.-$(r) par 4/( r )i /^-4/( r ) P 41 * 4/<( r )> et ain *i de suite. La fonction précédente multipliée par du, et intégrée depuis
LIVRE Xll. IO , ms=o, jusqu'i usssR, R étant le rayon de la sphère, devient
£ fM4,C''+R) + 4,(r-R)]}
Oit
~ • mL r _]•
La différentielle de cette fonction, prise par rapport à r et divisée par dr, donne pour l'attraction d'une sphère de la densité p,
-^••^[ 4 ' Cr+R) f 7^ (r - R) 3 (A)
Si l'on suppose la loi d'attraction $(r) égale à /—»!-•; cette formule devient, en désignant par M la masse de la sphère,
3M / (r+R)3— _(r-R)3-«-.(3-«) [(r+R)'— +(r-R) '—3.Rr \ ^ÏFV : (i-f-*).(i— ).(5-«) / ( B )
Si le point attiré est à la surface, on a r=R, et cette fonction devient
A une grande distance r, la même fonction devient M.r— »— «• ce n'est donc que dans les deux cas de «s=jo et de *s= — 3, que l'attraction à la surface de la sphère, est à l'attraction à une grande distance, dans le rapport donné par la loi de l'attraction, c'est-à-dire, dans le rapport deR- a — àr'- •
Lorsque Newton voulut reconnaître l'identité de la force qui retient la Lune dans son orbite, avec la pesanteur ; il supposa que la pesanteur d'un corps qui s'élève successivement de la surface de la Terre, diminue suivant le rapport des distances, donné par la loi d'attraction de la nature. L'exactitude de cette supposition que ce grand géomètre a démontrée depuis, lui aurait fait voir cette identité, s'il n'avait pas employé une mesure fautive de la Terre.
Dans le cas de «s — i, le numérateur et le dénominateur de la formule (B) deviennent nuls, et l'on trouve par les méthode que cette formule devient
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Considérons présentement, l'attraction d'une couche sphérique, sur un point placé au dedans, à la distance r de son centre; R et r étant les rayons des surfaces extérieure et intérieure de la couche. L'attraction d'une couche dont u est le rayon, du l'épaisseur et p la densité, est par le n* la du second Livre,
U faut intégrer cette quantité depuis a=r' jusqu'à u = R. Ou trouvera par l'analyse précédente, que cette intégrale est
— *«P- r dïdî'L ~r? J
En comparant cette formule « la formule (A), on voit que l'attraction de la couche sphérique sur le point intérieur, est la différence des produits des attractions de la sphère intérieure dont le rayon est r, sur deux points placés aux surfaces extérieure et intérieure de la couche,
multipliées respectivement par — et ; ce qui donne l'attraction de
la couche sur un point intérieur, lorsque Ton a l'attraction de la sphère sur les points extérieurs.
Si Ton suppose le point attiré, à la surface intérieure de la couche; /•' devient r: en ajoutant à la formule (C) , l'attraction de la sphère dont le rayon est r, sur un point placé à sa surface, la formule (C) deviendra
c'est l'expression de l'attraction de la sphère dont le rayon est R, sur un point de son intérieur, placé à la distance r du centre. La comparaison de cette formule avec la formule (A), donne le théorème suivant :
u L'attraction d'une sphère sur un point de la surface d'une petite » sphère intérieure concentrique à la première, est à l'attraction de la » petite sphère, sur un point de la surface de la grande, comme la /) grande surface est à la petite. »
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De là il suit que l'attraction entière d'une sphère sur la surface de l'autre, est la même pour chacune d'elles.
Je vais maintenant considérer l'attraction mutuelle de deux sphères, l'une sur l'autre. Soient R et R' leurs rayons , p et p' leurs densités et r la distance de leurs centres. On peut considérer la première sphère comme si sa masse était réunie k son centre et attirait les points extérieurs suivant une loi d'attraction exprimée par la formule (A). En vertu de l'égalité de l'action à la réaction, un point attire une sphère, comme il en est attiré; ainsi, pour avoir l'action de la seconde sphère sur la première, il faut supposer la loi d'attraction, exprimée par la fonction (A). En désignant donc cette fonction par '^(r), on aura
ce qui donne frdr.'$ t {r) , que nous désignerons par '4( r ) , égal à
Si l'on substitue cette valeur de '4 Wi au l^u de dan* la formule (A), cette formule dpnnera pour l'attraction de la seconde sphère sur la première,
l rRR J
ce sera aussi l'attraction de la première sphère sur la seconde; c'est-â-dire, que l'on peut supposer les deux sphères réunies respectivement à leurs centres, et agissant l'une sur l'autre suivant une loi d'attraction , exprimée par la fonction (E) divisée par le produit des masses ou par
— . Tfùtf. R s , R".
Dans les sept intégrations qui déterminent • T >( r )> 00 ne P 0 " 11 s'inquiéter de l'origine de chaque intégrale. Cette origine peut être différente à chaque intégration, sans qu'il en résulte aucun changement dans la formule (E). En effet, un changement arbitraire d'origine à
Méca». cél. Tome F. ïo
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chaque wt^gr»^«, introduit dans 1a fonction 4,(r) dérivée de f(r),
la fonction
A, A", eto., «jtant de» constantes arbitraires ) et il est fecife de voir que cette fonotion auixtUuëe pour 4*»W ^ ans la formule (E) la rend identiquement nulle.
Si l'on suppose ^(r)^=-j on aura
et la formule (E) devient
y.w'pp'. R 3 . R'*.
c'est-à-dire que les deux sphères s'attirent comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres; ce qui est; conforme à ce que Newton a démontré.
3. Les formules précédentes s'apphquént évidemment à la répulsion des fluides élastiques contenus dans des enveloppes sphériques , pourvu que la densité du fluide , soit partout la même.
Si l'on nomme p la pression du fluide, et si l'on désigne par <p la force répulsive d'une sphère fluide, dont R est le rayon, et p la densité, sur un point placé à la distance r de sou centre, et qui éprouve la pression p; on aura par le n* 17 du premier Livre,
dr étant l'élément de la direction de la force répulsive qui agit en sens contraire de la force attractive. <p est la fonction (D); f$dr est donc cette fonction dans laquelle on supprime la difierentiation par rapport à r; et alors on a p= constante
, -4-3W.,p *. — . Mil - M.' -ft . ■»■ ■ / l (»)
Newton a supposé entre les molécules de l'air, une force répulsive
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• ■ " j réciproque à leur distance, ce qui revient à supposer $(/•)==-. Cette
supposition dortne
Cette valeur substituée dans là fonction (F), est foin de représenter les Observations qui donnent p constant ; aussi ce grand géomètre ne donne-t-fl a Cetté loi de répulsion , qu*une sphère d'activité d'une étendue insensible. Mais la manière dont il explique ce défaut de continuité, est bien peu satisfaisante, il faut sans doute admettre entre les molécules de Pair , uné force répulsive qui ne soit sensible qu'a des distances imperceptibles : la difficulté consiste à en déduire les lois que présentent les fluides élastiques. C'est ce que l'on peut faire par les considérations suivantes.
J'observe d'abord qu'une molécule de gaz ou de fluide élastique , contenue dans une enveloppe sphérique, n'étant point en contact avec les molécules voisines; elfe doit être en équilibre, en vertu de toutes les forces répulsives qu'elle éprouve; en sorte qne * doit être nul dans l'équation
dp = p<pdr;
ee qui donne k pression p constante dan* toute l'étendue du dinde. Erf supposant donc conformément à l'expérience, -la pression p fonction de la densité dans le» fluides élastiques, à une température constante j on voit que lai densité o doit être supposée la même dans toutes les parties du fluide. Non» démontrerons ei-aprèd, ce résultat de l'expérience, pour tous le» point» du fluide placés à une distance de l'enveloppe, plus grande que le rayon de la sphère d'activité sensible de la force répulsive.
Maintenant , je suppose les molécules des gaz , à une dislance réciproque, telle que leur attraction mutuelle soit insensible;, ce qui me! parait être la propriété caractéristique de ces fluides, et même des vapeurs, de celles du moine, qui par une légère compression , , ne se réduisent point en partie , à l'état liquide. Je suppose enéutte que ces molécules retiennent par leur attraction, la chaleur; et que leur répulsion mutuelle soit due à la répulsion des molécules de la chaleur, répulsion dont je suppose l'étendue dè la sphère d'activité, insensible.
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Soit c la chaleur contenue dans chaque molécule de gaz ; la répulsion de deux molécules sera évidemment proportionnelle à c\ En nommant donc r leur distance mutuelle, nous exprimerons la loi de répulsion de deux molécules de gaz, par Hc*.^(r), Ç(r) devenant insensible lorsque r a une valeur sensible. H est une constante qui dépend de la force répulsive de la chaleur, et qui semble ainsi devoir être la même pour tous les gaz : mais, pour plus de généralité, je la supposerai seule» ment constante pour le même gaz. J'imagine présentement une enveloppe sphérique, remplie d'un gaz quelconque. On vient de voir que la pression et la densité seront les mêmes dans tous les points de cette sphère, placés à une distance sensible de l'enveloppe. Je conçois ensuite une sphère intérieure concentrique à l'enveloppe, dont R soit le rayon à très peu prés égal à celui de l'enveloppe, de manière cependant, que la densité de la couche du gaz qui recouvre cette sphère puisse être censée constante dans une étendue égale ou supérieure à celle de la sphère d'activité sensible de la force répulsive de la chaleur. Si l'on nomme r le rayon d'une molécule de cette ^touche, la formule (A) du n* 3, donnera
pour la force répulsive que la sphère exerce sur cette molécule de la couche. En effet, la nature des forces qui ne sont sensibles qu'à des distances insensibles rend 4/i( r ) insensible, lorsque r a une valeur sensible. Sur quoi, j'observerai qu'en vertu de cette nature, -$(r) est incomparablement supérieur à 4/( r ) ; 4/( r ) ^ incomparablement supérieur à 4«( r )> et ainsi de suite. J'affecte l'expression précédente du facteur Hc% parce que p(r) a ce facteur. La fonction précédente devient encore par
11 faut multiplier cette fonction par t^rp^dr, P 01 "* avou * l'action répulsive de la sphère intérieure , sur la couche extérieure dont p est la densité, r le rayon, et dr l'épaisseur. Soit r — R = s t s étant une quantité imperceptible ; la fonction précédente devient à très peu près en observant que r est supposé différer extrêmement peu de R ,
:«r\Hc»f\4R\k.4(*).
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11 faut ensuite, pour avoir l'aétxm entière de la sphère intérieure sur la couche qui la recouvre , intégrer cette différentielle , depuis * nul jusqu'à * infini • en nommant donc K l'intégrale / ds<tfs) P"** dan» c «* limites , on aura pour cette action,
Concevons maintenant toutes les molécules du gaz, liées fixement entre elles, et que la couche qui recouvre la sphère, soit divisée en parties finies qui puissent se soulever par l'action répulsive de la sphère, mais qui soient retenues par une pression P exercée sur chaque point de l'enveloppe. Cette pression sur l'enveloppe entière sera fali*. P, à très peu près, et elle doit faire équilibre à l'action répulsive de la sphère, ce qui donne
Prsaw.Hcy.K.
Cette valeur de P est indépendante du rayon R de la sphère 3 ce qui tient à ce que l'action répulsive de la chaleur ne «'exerçant qu'à des distances insensibles, on peut ne considérer que les parties du gaz, extrêmement voisines du point de l'enveloppe qui éprouve la pression P: De là et de ce que la pression p dans l'intérieur du gaz est constante, la force <p qu'éprouve chaque molécule étant nulle dans l'équation
dp=ip.<pdr',
il est fecile de conclure que, quelle que soit la forme de l'enveloppe, la pression P du gaz est toujours
P s= awHK/cV (1)
4. Imaginons cette enveloppe à une température u, et contenant un gaz à la même température. Il est clair qu'une molécule quelconque de ce gaz sera atteinte à chaque instant, par des rayons caloriques émanés des corps environnant Elle éteindra-une partie de ces rayons j mais il faudra, pour le maintien de la température , qu'elle remplace ces rayons éteints, par son rayonnement propre. La molécule, dans tout autre espace à la même température, sera atteinte à chaque instant par la même quantité de rayons caloriques : elle en éteindra une même partie qu'elle rendra par son rayonnement. La quantité de rayons caloriques
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qu'une surface donné* reçoit à chaque mslant est donc une fonction de la seule tempémtuw, et indépendante de la nature de» ton» «mromun* : ,e U désigner* p* n(«). LWiaotk» sera donc ?>n(«>, 7 étant un facteur constant dépendant de la nature de la molécnfe ou du gat. J'observerai ici que la quaatké de rayons émanés des corps environnans, et qui forme la chaleur libre de l'espace, est à raison de l'extrême vi4e.se: que» l'on doit supposer à ces rayons, une partie insen- «Me de la étaler contenu, dama les corps; comme or, l'a reconnu d 'tuteurs par les, eijicrknces qwe l'on o faites pour condenser cette chaleur. Maintenant . t quelle que soit la manière dont la chaleur des inolécufes environnantes agit par sa répulsion sur la chaleur de la molécule du ga* > pour en détacher une partie, et pour faite rayonner cette molécule; il est clair que ce rayonnement sera en raison composée de la chaleur et de ln densité cW ga* «nvironnaut la molécule , ou ,1e fc et de la chaleur c contenue dans la molécule; il sera donc proportionnel à fc'j pc* est donc proportionnel à l'extmciion a.U(u), cl nous pourrons supposer
pc- = /.n(,«); (a)
4 étant un facteur constant dépendant de la nature du ga*, et U(u) étant une fonctioa de la te
Les équations (i) et (a) renferment les lois générales des fluides élastiques. Elles donnent
P^.tp.n(a), (3)
en désignant par i le facteur aTrHK.y', qui dépend de la nature du gaz. Cette équation donne en supposant k température constante , P proportionnel à p, ce qui est la loi de Mariote. En supposant ensuite P constant, la température « devenant i/ et la densité p devenant p',
on a
Le second membre de cette équation étant indépendant de la nature du gaz , on voit qve la fraction - est la même pour tous ks gaz, lorsque la température u se change en u'; ce qui est la loi que MM. Dalton et Gay-tussac nous ont fait connaître, et suivant laquelle le même vo-
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Hume v des divejts gaz se change pour tous dans le même volume v\ par le même changement de k température u enl »/; oar on a évidemment
5. Lés considérations et l'analyse précédentes s'appliquent facilement au mélange des gaz et des vapeurs, qui dans ce mélange n'exercent point d'affinité les unes avec les autres. On sait qu'à la longue, la diffusion de ces gaz , les répand en proportions égales dans toutes les' parties du mélange. Je vais donc considérer le mélange 4e deux gaz dans cet état. Je le suppose dans une enveloppe sphérique. On voit d'abord que chaque molécule de ce mélange > étant en équilibre au milieu de toutes les forces répulsives qu'elle éprouve, la pression doit être la même dans toutes les parties du mélange. Si l'on conçoit, comme ci-dessus, une sphère intérieure concentrique à l'enveloppe, et d'un rayon R à très peu prés éçal à celui de cette enveloppe; on aura l'action répulsive de celte sphère , sur la couche très mince de gaz qui la recouvre, en considérant la sphère et la couche, comme deux sphères et deux couches, fermées des deux gaz. Soient p et p' les densités de ces gaz ; l'action de la sphère du premier gaz snr la couche du premier gaz, sera par ce qui précède, air.HKc'p*, ou Ltf"p', en désignant atfHK. par L; c est la chaleur contenue dans chaque molécule du premier gaz f et L dépend de la nature de ee gaz, ou de la manière dont ses molécules se repoussent mutuellement en vertu de la force répulsive de la chaleur qu'elles contiennent. H résulte encore de l'analyse précédente, que l'aelion répulsive du premier gaz sur la couche du second gaz, peut être exprimée par N.cc'fp'; d étant la chaleur contenue dans une molécule du second gaz , et N étant une constante qui dépend de la manière dont deux molécules du premier et du second gaz, se repoussent mutuellement par la force répulsive de leur chaleur. L'action de la sphère du second gaz sur la couche du premier gaz, sera pareillement Ncc'. pp'. Enfin, l'action de la sphère du second gaz sur la couche du second gaz, peut être exprimée par L'. c'y*. En réunissant toutes ces action» dont la somme doit être
égale à la pression P du mélange, on aura
Ou voit par ee qui précède, que cette valeur de P a lieu quelle que soit la figure de l'enveloppe.
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Considérons maintenant) le rayonnement de chaque molécule du gaz mélangé. Le rayonnement. d'une molécule du premier gaz, et produit par l'action répulsive de la chaleur de ce gaz, sera par ce qui précède , proportionnel à Le*/). Le rayonnement de la même molécule, par l'action du second gaz sera dans le même rapport avec Ncc'f'. En égalant la somme de ces rayonnemens à l'extinction par la molécule, des rayons qu'elle reçoit, et qui est proportionnelle à la fonction n(«i) de la température u ; on aura
Lc'p + Ncc'p' = i . n (u) ;
* étant un facteur dépendant de la manière dont les molécules du premier gaz éteignent les rayons caloriques. On aura pareillement, en considérant le rayonnement d'une molécule du second gaz,
L / cYH-Ncc / p = i'.n(a).
Ces deux équations multipliées respectivement par p et p'> donnent en les ajoutant
L.cy-I- 2tt.ee'. pp'+ LVy»= i.p.n(«)H- *>'• n
Le premier membre de cette équation est la pression P du mélange à la température u. La fonction ip.Tl(u) serait par ce qui précède, la pression du premier gaz , s'il existait seul dans l'enveloppe ; et i'p' . fi (u) , serait la pression du second gaz s'il était seul. En nommant donc p et p' ces pressions, on aura
11 est facile de voir que la pression P d'un nombre quelconque de gaz dont les pressions partielles seraient p , p\ p", etc. , sera
P = ^-f.p' + ^"4-etc,
ce qui est donné par l'expérience.
Cette équation ayant lieu , quelle que soit M ; elle subsistera en faisant comme M. Dalton, N nul; c'est-à-dire, en supposant nulle, l'action répulsive réciproque de deux gaz difierens. Mais celte hypothèse est bien peu naturelle : elle est d'ailleurs contraire à plusieurs phénomènes.
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si l'on nomme v et v' es volumes du gaz, aux températures u et i/, on aura -, = — : on aura donc *
n.(tp py
n.(u) Py "
En supposant P=r v , n.(u) sera proportionnel à f j la fonction n(u) sera donc exprimée par le thermomètre d'un gaz maintenu à une pression constante.
Mais que doit-on entendre par la température u, et quelle est sa mesure? Il paraît naturel de prendre pour cette mesure, la densité même du calorique produit dans un espace, par le rayonnement des corps environnans : alors n.(i*) devient. m, et cette densité est mesurée par les degrés du thermomètre à air, ou par v. Pour un degré d'accroissement de température, en partant de la température de la glace fondante, v croît de 0,00375. f', suivant les expériences de M. Gay» Lussac , la valeur de c, à cette température, étant exprimée par p'; d'où il suit que la densité du calorique de l'espace dont la température est celle de la glace fondante, est représentée par 366* j.
Une supposition qu'il paraît très naturel d'admettre , est que l'action du calorique d'une molécule des gaz, sur le calorique d'une autre molépule , ne dépend point de la nature de ces molécules ; ce qui donne
Alors on a les équations suivantes relatives au mélange d'un nombre quelconque de gaz, renfermé dans un litre, par exemple, mélange qui n'est dans un état stable d'équilibre, qu'autant que chacune de ses plus petites portions contient les molécules des divers gaz , en même rapport que le mélange total.
P SSS *.( f c+rV+r'V' + etc.)«; ] kfc . (f*+ rV+ fW + etc.) = f p; I AfV . ( f c + fV -f- f V 4- etc.) r= ç'/u ; ) (A) *fV.(rc+f^ + KV' + etc.) = /fV'; l etc. J Mécàk. cél. Tome V. 16
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P est la pression du mélange ; k est une constante dépendante de l'intensité de la force répulsive mutuelle des particules du calorique ; c, c', c", etc., sont les quantités de chaleur contenues dans un gramme du premier gaz, du second, du troisième, etc.; p, p', p", etc., sont les nombres de gramme* de ces gaz, dans un litre du mélange; u est la température du mélange, et 7, q\ 7", etc., sont des constantes dépendantes de la nature de chaque gaz.
Les équations (A) donnent
on a donc
fc+ f V-f- fV'-f- etc. = fV+ f y +etc.)A
Ainsi en faisant
(7 + rV + r V + etc. a» (7) . ( f ) ; f-f- P' -h r" 4-etc. = (r);
les équations (A) donneront
Ces équations sont les mêmes que les équations (3) et (4) relatives à un fluide simple. Elles reviennent à considérer comme molécules du fluide composé, un groupe infiniment petit dans lequel les molécules des divers gaz entrent dans le même rapport, que dans le mélange en lier. C est le calorique contenu dans nn gramme de ce mélange; (p) est le poids d'un litre du mélange.
L'air alnKwphériqnc est , comme on sait, composé de quatre difierens gaz, savoir, l'azote, Foxigène, la vapeur aqueuse, et tm peu d'acide carbonique; on peut donc appliquer à ce fluide composé, les équations (5) et (6). On peut encore dans les vibrations aériennes-, considérer l'air comme formé de groupes pareils à ceux que j« viens -d'imaginer. A la vérité, chaque molécule d'un de ces .groupes «tapi sollicitée par des forces différentes, les molécules devraient,, dan» leurs nouvemens, se séparer ; mais les obstacles que les autres groupes opposent à celte
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séparation, suffisent pour les retenir ensemble, en sorte que le .centre de gratté de chaque groupe , se meut comme si ces molécules étaient liées fixement entre elles; et c'est ainsi que nous les envisagerons dans la suite; Les équations (5) et (6) donnent
P~ (fHr)-«i ; •
ainsi la température restant la même , la pression d'un fluide quelconque 1 simple ou composé , est proportionnelle à sa densité j ce qui est la loi de
Les mêmes équations donnent encore, pour un autre fluide simple ou composé,
(r f ) étant la densité du second fluide, et (/) étant la valeur de (?) relative à ce fluide j on a donc, quelles que soient le pression P et la température u ,
Le rapport des densités des deux fluides reste donc toujours le même ; ce qui est la loi de MM. p«ltaq et GaY-Lussa*.
Noe* devons faire ici une 'remarque inp portante? l& chaleur que noua avons désignée par e^t la cjiaj^ur libre qu sensible 4'Ùne snolécule, celle qui exerce une action sensible, suc, le iberraomstre., ;Lfes, physicien* ont été conduits par les phénomènes , à distinguer dans la chaleur absolue d'une molécule, deux parties^ Vue Sensible 1sV.r le thermomètre, l'autre latente, ou qui n'exerce sur lui aucune action. Eu désignant donc par i, cette cbaleur latente; la clialeur absolue sera c + i.
6. Nous avons supposé dans' ce quï.pVecède, que le calorique d'une molécule y était retenu par l'attraction de cette molécule qui n'éprouvait d'action sensible, que par la force répulsive qu'exerce sur ce calorique, celui des molécules ve^vjroçn^rç te* Cqietulû^t obacuie molécule d'un corps est soumise à l'action de ces trois forces, i*. la force répulsive de son calorique , ipar le calorique io& aut^'a molécules j a*. Faltraction de
son calorique par ces molécules; 3*. l'attraction de la molécule ellemême , soit par le calorique de ces molécules , soit par les molécules mêmes. Sans doute, dans l'état aériforme, la première de ces force» l'emporte beaucoup sur les autres ; mais il est utile de connaître leur inOuence.
Pour cela, j'imagine un parallélépipède vertical, d'une longueur et d'une largeur indéfinies. Jé le conçois rempli d'un gaz en équilibre. En le divisant par une section horizontale, je puis supposer toutes les molécules du gaz au-dessus de cette section , liées fixement entre elles : je considère une de ces molécules que je désigne par A, élevée de la hauteur r, au dessus de la section : son calorique sera repoussé par le calorique d'une molécule D placée au-dessous de la section. Soit f la distance mutuelle des deux molécules; r' la distance de la molécule B, à la section; et s> la distance horizontale des deux molécules. Soit c le calorique contenu dans chaque molécule; f la densité du gaz. 11 est facile de voir que l'ensemble du calorique des molécules pour lesquelles r S f et 5 *ont les mêmes que pour la molécule B, exercera sur le calorique de la molécule A , une force répulsive qui décomposée suivant la verticale, sera
H.<p(f) étant la loi de répulsion du calorique, à la distance f. 11 faut multiplier cette fonction par fdsdr\ et pour avoir l'action entière répulsive du gaz intérieur à la section, sur la molécule A, il faut prendre l'intégrale de ce produit, depuis 1 s nul jusqu'à r infini, et depuis r' nul jusqu'à r' infini. On a
•. ,i !.<..' . , />=s(r-fr' )• + *•;
. . ■ . ''.•*■/! ... '. v. • -u i I «r- • 'a'r\ti ■' ainsi en ne faisant varier que f et s> on aura .
le produit précédent devient donc
1 ** : K.r?.(r + r').df.l{f).di'.
Nommons f l'intégrale fdf.$(f) prise' de manière que f,(f)
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soit nul, lorsque y est infini. En intégrant ce produit, depuis * nul jusqu'à m infini, on aura \ *
— aw.H.rc*. (r+r').dr'. Ç>,(r-f-r').
Désignons par' 4(/)> l'intégrale ffàf. $,(/) prise de manière que soit nul, lorsque f est infini. La fonction précédente intégrée depuis r' nul , jusqu'à r' infini, sera
c'est l'expression de la force répulsive que le calorique du gaz inférieur à la section, exerce dans le sens vertical, sur le calorique de la molécule A. Soit Q la surface de la section horizontale dont nous avons parlé ; il est facile de voir que l'action verticale du calorique du gaz inférieur, sur le calorique du gaz supérieur, et tendante à le soulever, sera •
a5r.Q.H.fV'./V*r.4(r),
l'intégrale étant prise depuis r nul jusqu'à r infini.
L'intégrale fdr.-\{r) est ce que nous avons ci- dessus nommé Kj ainsi le gaz supérieur est soulevé par le gaz inférieur, par une force égale à
39T.Q.H.K.fC\
Mais le calorique du gaz inférieur, par l'attraction qu'il exerce sur les molécules du gaz supérieur, produit une force contraire. Si l'on désigne par M.n(y}, la loi de cette attraction ; il est facile de voir par ce qui précède, qu'en nommant EL', ce que devient EL, lorsqu'on change <?(_/") dans n(/); la force résultante de l'attraction des molécules supérieures du gaz, par le calorique des molécules inférieures, sera
3W.Q.M.EL'. f'cj
c'est aussi la force résultante de l'attraction du calorique supérieur, par les molécules du gaz inférieur. Enfin , si l'on désigne par N . T(f) , la loi de l'attraction des molécules du gaz, les unes sur les autres; on aura
aw.Q.N.K". f
pour la force verticale du gaz supérieur, résultante de l'attraction réci-
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proque des molécules ; K" étant ce que devient K, lorsqu'on change
<>(/) dans
Par la réunion de ces diverses actions, le gaz supérieur tend à être soulevé par une force égale à
a*.Q.f. ÇHK.c»— aMR'c — PfR"),
En désignant donc par QP la pression nécessaire pour contenir ce gaz, on aura
P r= 29T. f • . (HK. c*— aMK'c — NR").
Considérons maintenant le rayonnement d'une molécule A d'un gat. L'action du calorique d'une molécule B sur le calorique de A sera par ce qui précède, Hc*. $(/«), et l'attraction qu'exerce la molécule B sur ce même calorique, sera M*.n(r). Ainsi, par ce» deux actions réunies, la répulsion du calorique de A sera Hc\f (r) — Mc.IT(r), En considérant donc A, comme le centre dW sphère indéfinie; la compression de son calorique, par les forces attractives et répulsives des
molécules environnantes, sera
les intégrales étant prises depuis r nnl jusqu'à r infini ; ce qui donne pour cette fonction v , _ v
e*.,.[Hc-.4Co)-M C .;Ro)] .
î(r) étant ce que devient 4(1»), lowqoe l'on uhango .^r) > «fanf» . n(f »>. 4
& l'on considère ainsi que noua le faisons , celte cwnpreisvv^ bbmme cause du rayonnement de la moléoule A ; ce raypnnëtnerit devant étro supposé proportionnel à la température, pu à la densité u du calorique de 1 espace , on aura
L étant une constante,' ' ' 1 ■'•> i ' j.
Par la loi de Mariote, on ^ 1 ; , .1 , , T ,
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HKc* — aM. K'c — NBL" = £ . [Hc' . 4(o) - Me . -fro)] ;
£ étant une constante. Cette équation devant subsister, quel que soit c\ on voit d'abord que NR* est nul , ou du moins insensible ; c'est-à-dire que dans l'état de gaz, la force attractive des molécules disparaît devant la force répulsive de leurs caloriques. On voit ensuite que l'on doit avoir
si dans l'état de gaz, l'attraction d'une molécule sur le calorique d'une autre molécule est sensible. Or il est visible que cette équation n'a pas Heu, si 4>(r) est égal à n(r), ou si la loi de cette attraction est la même que la loi de répulsion du calorique; ce qui devient évident, en mettant l'équation précédente sous cette forme,
les intégrales étant prises depuis r nul jusqu'à r infini. D'ailleurs il n'est pas naturel de supposer dans tous les gaz, f (r) et II(r), tels qu'ils satisfassent à cette équation. 11 est donc extrêmement probable que la force attractive du calorique d'une molécule par une autre molécule , est insensible dans l'état de gaz, et qu'il n'y a de sensible dans cet état, que la force répulsive du calorique.
Nous avons dit précédemment que la densité d'un gaz contenu dans un vase pouvait être supposée la même dans toute son étendue, à l'exception des parties extrêmement voisines des parois du vase. Pour le faire voir, nous observerons que, par ce qui précède, la force répulsive du gaz inférieur à la section horizontale sur le gaz supérieur, est
— vfrM.Q.fdttlr'. r,c,.pV. (r-f-r') . <p,(r-f-r');
f,, c, se rapportant aux molécules du gaz supérieur; p', d se rapport tant aux molécules du gaz inférieur. Les intégrales doivent être prises depuis r et r' nuls, jusqu'à r et r' infinis. 11 est visible que si l'on suppose les variatious de f et de c, incomparablement moins rapides que celle de ?(r) , comme elles le sont , lorsque le» molécules du gaz sont
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à une distance sensible des parois ; les termes dus à ces variations, sont in sensibles , et l'on peut supposer cette intégrale égale a . Q . H . K . f*c* ; f et c, se rapportant aux molécules contiguës à la section horizontale. Cette force répulsive doit balancer la pression PQ de la surface supérieure du vase, plus le poids du gaz supérieur, que je désignerai par mQ ; ainsi l'on aura
aw.HK.p'c»=P-r-/7i.
Lorsque le vase a une petite hauteur, m est incomparablement moindre que P; on peut donc alors, supposer dans toute l'étendue du gaz, fc constant. Le rayonnement d'une molécule A contiguë à la section horizontale, donne par ce qui précède,
h^».4(o) = lm.
La température u étant donc supposée la même dans toutes les parties du gaz, c doit être constant, ainsi que fCj donc aussi f peut être supposé le mémo dans toutes ces parties, pourvu qu'elles soient à une distance sensible des parois.
CHAPITRE III
De la vitesse du Son et du mouvement des Fluides élastiques.
7. Considérons pour plus de simplicité, un cylindre horizontal, étroit , creux, rempli d'un gaz, et d'une longueur indéfinie. Soit x la distance d'une molécule A de gaz placée dans l'axe du cylindre, à l'origine de cet axe; f la densité du gaz, correspondante à cette molécule dont c soit la chaleur libre. Soient f' et c' les expressions des mêmes quantités relatives à une molécule B placée sur l'axe, à la distance x~±-s. 11 résulte de ce que nous venons de dire à la fin du chapitre précédent , que la force répulsive du calorique c de la molécule A , par le calorique du gaz entier, est dans le sens horizontal,
— ajr.Hc./fV. sds.^s),
l'intégrale étant prise depuis s égal à — 00 jusqu'à 5 = 00. On a
fc'= f Cm ^" s -^S^ -J-etc.
On peut ici ne considérer que les deux premiers termes du développement de fVj alors l'intégrale précédente devient
l'intégrale étant prise depuis s nul, jusqu'à s infini ; ce qui donne
/V<fe.p,(*)s= — /<fe4(*) = — K; '
ainsi le gaz entier produit dans la molécule A, une force répulsive dirigée vers l'origine des x, et égale à fa.UKc.^^; ce qui donne,
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en nommant di f l'élément du temps,
Soit X la coordonnée horizontale de la molécule A dans l'état d'équilibre, et faisons JC=X-f-a, % étant une quantité très petite par rapport à X. Supposons ^ ^
("Si) - (s)
En nommant (f) la densité du yaa dans l'état d'équilibre, ou aura
-( \ dX
En négligeant le carré de dz, et observant que est égal à (J^),
On a ensuite on aura donc
(§)=4*.HK.( f y.(-«).(S);
équation dans laquelle on peut supposer que c se rapporte ainsi que (f) , à l'état d'équilibre, puisque l'on néglige les termes de l'ordre z\ La pression du gaz dans l'état d'équilibre , étant exprimée par P; on a par le chapitre précédent ,
on aura donc
Ainsi la vitesse du son, ou l'espace qu'il -parcourt dans une seconde, étant comme l'on sait, et comme il est facile de le conclure de l'équation
précédente , la racine carrée du coefficient de^j^); cette vitesse sera
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Pour appliquer cette formule à l'air atmosphérique, «oit h U hauteur d'une atmosphère de la densité (f), et « la hauteur donl la fait tomber les corps dans une seconde ; cette vitesse
Les géomètres en étendant ces principes et cette analyse au cas où l'air a trois dimensions, trouveront facilement que dans ce cas la vitesse du son a la même expression.
La formule de Newton donne V^A» pour l'expression de cette vitesse. En partant des valeurs connues de e cl de A, elle serait de 283 m ",4 dans une seconde sexagésimale, à la température de 7*, 5. L'expérience faite en 1738, par les académiciens français, a; donné à cette température, 337"",a. Il est donc bien certain que la formule de Newton donne un résultat trop faible. Si la valeur de 1 était nulle, ce qui rendrait c constant et par conséquent € nul ; la formule trouvée ci-des6us, donnerait /foo" rt ,4 pour la vitesse du sew, résultat trop considérable. Il est donc bien prouvé par cette expérience, qu'il existe une chaleur latente i, dans les molécules des gaz.
Je vais maintenant déterminer la valeur de 1 — £, dont dépend, comme on l'a vu, la vitesse du son dans l'atmosphère. Pour cela, j'observe que pendant la courte durée d'une vibration aérienne, la chaleur absolue c -\- i d'une molécule d'air , vibrante , peut être supposée constante ; car celte chaleur ne pouvant se dissiper que par le rayonnement ou par sa communication aux molécules voisines, il faut, pour avoir ainsi une perte sensible, un temps beaucoup plus grand que la durée d'une vibration , durée qui n'excède pas une tierce. U n'en est pas de même de la chaleur libre c, qui se perd non-seulement par le rayonner ment, mais encore par sa combinaison due à la variation de la densité p. On peut donc , dans le cas présent , supposer de ou d{c -f- 1 ' — i) égal à — di.
La température u de l'espace ou ht densité du fluide discret qui la représente, peut aussi être supposée constante pendant la durée d'une vibration aérienne. Elle varie dans le point de l'espace, occupé par une molécule aérienne vibrante, à raison de la variation de densité de l'air qui l'environrie ; mais celte densité n'est variable que dans l'étendue de la vibration, étendue très petite par rapport à l'espace environnant :
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la variation de «, étant de Tordre du produit de cette étendue par la variation de la densité de l'air; on voit qu'elle peut être négligée. Maintenant la chaleur absolue c-j-i de la molécule ne peut dépendre que de ces trois choses, la chaleur libre c, la température u de l'espace , la densité f de l'air. On pourrait y ajouter la température u de la molécule ; mais cette température étant celle de l'espace dans lequel la molécule serait en équilibre de chaleur, elle est donnée par l'équation
ïcfc* = çv :
elle est ainsi fonction de f et de c. De la relation qui existe entre les trois choses dont je viens de parler, on conclut que c-\-i est fonction de kf 'c*, f et u. Désignons par V cette fonction , et par P la quantité *f*c*j les suppositions de c-f-t et de u constans, donneront
On aura ensuite,
a.d.pc dP d» /dV\
d, fc
Mais nous avons désigné par (i — 6). on a donc
La vitesse du son, que nous avons trouvée égale à ^4ht.(i—G), devient ainsi
f -MS) )« '(3)
Il est facile de s'assurer que la fraction est le rapport de lâ cha-
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leur spécifique de l'air, lorsqu'il est soumis à une pression constante, à sa chaleur spécifique, lorsque son volume est constant. En effet, en élevant d'un degré la température t*, d'une masse d'air soumise à une pression constante, on augmente sa chaleur absolue c-f~*> de la quantité
fif étant la diminution de densité que cet accroissement de température produit dans la masse d'air, et /* étant un coefficient qui, suivant les expériences de M. Gay-Lussac , est o,oo375 à la température de la glace fondante. Si l'on suppose le volume de la masse , constant ; la chaleur nécessaire pour accroître d'un degré sa température, sera
Ces deux quantités de chaleur sont ce que l'on nomme chaleurs spécifiques dont le rapport est ainsi
De là, il suit que l'on aura la vitesse du son, en multipliant la formule New Ionienne par la racine carrée du rapport de ces chaleurs spécifiques; ce qui est le théorème que j'ai donne sans démonstration , dans les Annales de Physique et de Chimie de l'année 1816.
Pour comparer ce résultat à l'expérience , je vàis faire usage d'une expérience très intéressante de MM; Desormes et Clément, que ces savans physiciens ont consignée dans le Journal de Physique du mois de novembre 1819. Ils ont rempli d'air atmosphérique, un ballon de verre, dont la capacité était de a8" lm ,4 0 ' La pression de l'air, tant à l'extérieur qu'à l'intérieur, était alors représentée par une hauteur du baromètre, égale à 766"", 5. La température était ia*,5 : cette température et la hauteur du baromètre extérieur, ont été constantes pendant la durée de l'expérience, condition indispensable. Ils ont ensuite extrait du ballon , une petite quantité d'air, et ils l'ont fermé au moyen d'un robinet. Après le temps nécessaire pour que la température intérieure fût redevenue la même que l'extérieure, ils ont observé la différence de pression du dedans au-dehors, au moyen d'un manomètre adapté
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au ballon, et Us onl trouvé la pression intérieure moindre que l'extérieure, de i3"' , ,8i. En ouvrant ensuite le robinet, l'air extérieur est entré dans le ballon : lorsqu'il a cessé de s'y introduire, ce qu'ils ont jugé, soit par ln cessation du bruit que l'air faisait en y entrant, soit par le manomètre qui était revenu au niveau, ils ont promptement fermé le robinet, én sorte que l'intervalle entre son ouverture et sa fermeture, n'a pas clé f de seconde. Le manomètre ensuite a remonté, et lorsqu'il a été stationnaire, ou lorsque la température intérieure est redevenue ^ même que l'extérieure, il a indique une pression intérieure plus petite que l'extérieure, de 3""', 6ti. Cette expérience, la meilleure de soixante expériences de ce genre qu'ils ont faites, en est le résultat moyen. On peut voir dans le Journal cité, une description plus étendue de l'appareil et des précautions qui ont été prises.
Dans cette expérience, la chaleur absolue c-f-», de chaque molécule d'air intérieur, et la température u de l'espace, peuvent être supposées sensiblement constantes comme dans le son , pendant la courte durée de l'ouverture du robinet. Mais en désignant par P' la pression intérieure, immédiatement avant l'ouverture du robinet; l'air intérieur pendant l'ouverture du robinet, a passé de oette pression à la pression P de l'atmosphère, puisqu'au moment de la fermeture du robinet, il faisait équilibre à cette dernière pression. En nommant ensuite f la densité de l'air atmosphérique, f' celle de la masse de l'air intérieur, immédiatement avant l'ouverture du robinet, et f" la densité de celte masse, pu moment de la fermeture du robinet; les suppositions de #-f** de u cous tans, donneront
V, P', f' étant ce que deviennent pour l'aio du ballon avant l'ouverture du robinet, les quantités Y, P, f relatives à l'air atmosphérique. Il est facile de voir que la densité f" est à très ]«u près celle de l'air intérieur à la fin de l'expérience , à cause de la très petite quantité d'air introduite, dans le ballon, pendant l'ouverture du robu.et. Cette densité est donc proportionnelle à la pression intérieure à la (in de l'expérience, pression que nous désignerons par P", ce qui donne ,
LIVRE XH. ia
on a donc
Ainsi , la température de l'atmosphère étant supposée de douze degrés et demi centigrades, et sa pression étant P', ou 752™', 69, la \itesse du son sera, d'après cette expérience,
parce que l'on a
P— P' = i3-",8i, P — P"a» 5-",6lï.
Le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air est donc, suivant cette expérience, égal à i,35.{ , lorsque la hauteur du baromètre est 75a""', €0, et lorsque sa température est 1 2°,5.
Les expériences sur l'air, donnent à cette température, égal à 286-,! ; d'où résulte la vitesse du son égale à 33a-,9. Les académiciens français l'ont observée de 337",a, à la température de 7%5. 11 faut l'augmenter de 3" y a pour la faire correspondre à une température de ia°, 5, ce qui donne 34o",4; résultat qui ne surpasse cehd de la théorie, que de 7", 5.
MM. Gay-Lussac et Welter ont bien voulu nie communiquer une des nombreuses expériences qu'ils ont faites sur cet objet, par
moyen qui parait encore plus précis, tant par la brièveté de l'intervalle pendant lequel l'air intérieur communique avec l'air extérieur, intervalle qui n'est pas d'un sixième de seconde, que par les précaution* prises pour s'assurer que le manomètre indique à la fin de cet intervalle la même pression k l'intérieur qu'au dehors. Au lieu de raréfier l'air intérieur comme MM. Clément et Desormes l'avaient fait, ils le compriment de manière, qu avant la communication avec l'atmosphère, la pression intérieure surpasse l'extérieure. Dans l'expérience citée, cet excès était de i6- n ,3644. Après cette communication, et lorsque l'air intérieur eut repris la température extérieure,. la pression intérieure™ surpassait plus celle de l'atmosphère, que de 4'% 4409. Cette dernière pression a été p*n-
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dant la durée de l'expérience r éga1e à iS"]"", et la température extérieure a été de i3°. On a donc eu dans cette expérience,
ce qui donne
C'est le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air, rapport qui , par l'expérience précédente, est i,354- ® tl v0 >t a » ns i que le* résultats des deux expériences faites à peu près à la même pression et à la même température, diffèrent peu entre elles, ce qui en prouve la justesse. La vitesse du son, conclue de l'expérience de MM. Gay-Lussac et Wellhcr, est 335", 2. Elle rapproche la théorie, de 2", 3, du résultat de l'observation. D'autres expériences des mêmes savans, donnent un résultat encore plus rapproché de celui de l'observation. Mais ces expériences ont été faites sur de l'air desséché j ce qui peut produire une légère différence entre ces résultats. D'ailleurs, l'observation des académiciens français, consignée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de l'année 1738, doit être répétée avec plus de soin, et en y employant toutes les précautions suggérées par les progrès de la Physique.
Cette considération me fit proposer au Bureau des Longitudes, la répétition de cette expérience. Elle donne 34o",88q, à la température de i5*,q centésimaux : la hauteur du baromètre était 755,6. Pour comparer à cette expérience, ma formule de la vitesse du son; j'ai conclu la valeur de h , des expériences de MM. Biot et Arago , sur le rapport de la densité de l'air à celle du mercure. J'ai déduit la valeur de e, de l'expérience du pendule par Borda, et l'ensemble des nombreuses expériences de MM. Gay-Lussac et Welter, m'a donné i,3 7 48 pour le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air. J'ai trouvé ainsi 337", 1 44 pour la vitesse du son à i5*,g de température. On doit faire à ce résultat , une petite correction dépendante de l'état hygrométrique de l'air. Toutes les expériences de MM. Biot, Arago, Gay-Lussac et Welter, ont \è\è faites sur un air privé d'humidité. La vapeur aqueuse répandue dans l'air atmosphérique étant plus légère que ce fluide, il doit en résulter dans la vitesse du son, un effet analogue à celui de la chaleur. Dans la nouvelle expérience, les hygromètres à cheveu indiquaient 72'. En partant des expériences
LIVRE XII. ia 7 de M. Gay-Lussac , sur cet hygromètre, et sur la densité* de la vapeur aqueuse, je trouve o",57i pour l'effet hygrométrique de l'air : en l'ajoutant a la vitesse précédente, on aura 337", 7 15, R ul ne diffère du résultat 34o",889, que de 3", 174. Cette différence me parait être dans les limites des petites erreurs dont la nouvelle expérience et les éiémens du calcul dont j'ai fait usage, sont encore susceptibles.
Les Savons français et espagnols envoyés au Pérou pour mesurer un degré du méridien , ont fait à Quito , l'observation de la vitesse du son , qu'ils ont trouvée la même à fort peu près que l'on avait observée à Paris, quoiqu'il y ait une grande différence entre les pressions de l'atmosphère dans ces deux villes, la hauteur moyenne du baromètre n'étant à Quito que de 544*"- Cette observation fournit le moyen de vérifier le théorème que j'ai donné pour corriger la formule Newtonienne sur la, vitesse du son. La vérité de ce théorème exige que C désignant la chaleur spécifique de l'air, lorsque la pression est constante, et C, désignant
cette chaleur spécifique, lorsque le volume est constant; le rapport ^-
soit à peu près le même , sous les deux pressions barométriques 544""' et 760"*- : c'est en effet ce que MM. Gay-Lussac et Welter ont trouvé par l'expérience. '
La fonction V est inconnue, et l'avantage des expériences précédentes, est de donner le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air, sans faire aucune supposition sur cette fonction. 11 serait cependant bien intéressant de la connaître pour la théorie des phénomènes de pression et de chaleur de l'air atmosphérique. Pour y parvenir, j'observe que depuis la pression représentée par 1 44""' jusqu'à la pression I460" 8 ', et depuis la température — ao* jusqu'à la température 4o% intervalles dans lesquels MM. Gay-Lussac et Welter ont étendu jusqu'ici leurs expériences, les résultats de ces expériences comparées à mon analyse
donnent ^- constant et à très peu près égal à i,3 7 48. En supposant
cette quantité rigoureusement constante , on a
d'où l'on tire en intégrant
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± «tant ici le ligne d'une fonction arbitraire. La vtàevr la plus simple de V, compris* dans cette équation , est
P ZT
F et H étant des constantes. En y 1 substituant au lieu de f sa valeur donnée par l'équation
P = 7r „; u étant la température; on aura
V = F-f-rfyu.P'C .
Dans cette supposition , la chaleur absolue d'une molécule d'air croit sous une pression constante, comme la température u, ce qui est conforme aux phénomènes.
Cette expression de Y satisfait à la vitesse du son et aux expérience» de MM. Gay-Lussac et Welter. Voyons comment elle représente les expériences sur la chaleur que l'air abandonne en passant d'une température élevée «' à une température inférieure u, sous une pression déterminée P. La chaleur abandonnée par une molécule d'air sera , d'après l'expression précédente de V,
Hy.(u'— u).P c ~ ,
et la chaleur abandonnée par un volume d'air à celte pression , sera proportionnelle à cette quantité multipliée par P; parce qu'il y a d'autant plus de molécules d'air dans ce volume, que P est plus considérable. En prenant dono pour unité , cette chaleur abandonnée ; celle qu'abandonnera un égal volume d'air dans les mêmes circonstances, mais sous la pression F, sera
MM. Laroche et Bérard ont consigné deux expériences de ce genre, dans leur Mémoire sur la chaleur spécifique des gaz. Dans ces expériences P' était égal à iooS" - *^ et P était égal à 74o" M *,5. Ils ont trouvé dans une première expérience, 1,3137 pour le rapport des chaleurs
LIVRE 301. 129 i, et T,a665, dans uiie seconde expérience. La fraction précédente, en y substituant 1,3748 pour ^, donne i,a49î ce qui tient à peu près le milieu entre les résultats des deux expériences. Les suppositions de V et n constans, donnent
Ainsi P étant k.f*<£ y on' aura " T ="*•('
Tant que ^- sera plu* petit que a, la oompresswn qui fait nécessairement croître la densité p, diminuera la chaleur libre c de la molécule aérienne, et augmentera sa chaleur latente i.
Si l'o» nomme R fe rayonnement de la moWeuW, an aura R\ftaporp
tionnel à - on, aura donc
/ -î '■ .iî (Il '1: î' : - • l ■ ^ , ■ • j. ,-•1*4':
*• - tt ^ ter. v*7*
La oompression augmentera donc le rayonnement de la molécule, tant)
qae>£ surpassera l'unité : eflé le dimimiera dam le cas contraire. Dbhs fé
premier cas, il y aura augmentation de température par la compression» et production du froid £ar ( ia~ dilatation * dapajke second cas, il y aura production de froid par la compression , et augmentation de temperaturé par 1 la dilatation. J v - ' <
La théorie Newtoniennp s.u£ le^on f est «ondée ,anr les deux équations suivantes.
nt la température, çt P étant la pression. La première de' 'ces ions est mexacte , parce que l r air n'agi* pok*-s«r y*e couche
u étant équations
i3p mécanique céleste,
aérienne d'une épaisseur infiniment petite, par une simple différence de pression, comme il agirait sur un plan d'une épaisseur sensible. De plus, la seconde équation n'est vraie que dans l'état d'équilibre de l'air. Cependant il est remarquable que ces équations soient exactes, pourvu que P, au lieu d'exprimer la pression, comme dans l'étât d'équilibre, exprime la quantité kf'c*, qui ne représente la pression, que dans l'état
d'éauilibre : cela donne
d'où l'on tire en suttstiiuant pour - sa valeur:
(■3f) = ?^"( i ~"-9G^)v équation identique avec celle qui résulte de nôtre analyse.
Equations générâtes du mouvement des fluide* élastiques.
8. On peut déduire de cette analyse, les équations générales du mouvement des fluides élastiques. Si l'on considère une molécule A du fluide, son calorique « sera repoussé ^par le calorique c, des molécules o^ forment l'élément dx dj dz du même fluide. En nommant f la distance de cet élément à la. molécule A; f la densité du même élément, et représentant par H.Q(f ) la loi de répulsion du calorique^ l'action répulsive du calorique de l'élément sur le calorique de la molécule A, sera ' ,r ' ,: " •' ' ' '< ' ■"'
to.l{f).Wdxdfèk.
En la multipliant par la variation J/de sa direction, le produit sera
' '' "^ KMf)'t**>c.}f.dxdydz. '" ! ■
Soient X , Y, Z les trois coordonnées orthogonales de la molécule A , et x, y y z, celles de l'élément ; on "
ce qui donne
jy_ t(x-X).^X.Ky--Y)/y+^~Z)/zl3
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L'action entière répulsive du calorique du gai sur 1 le calorique de la molécule A, Multipliée par l'élément de » direction, sera ainsi,
■■" \-\- . ' 'V .^V ' •* I -i ..!■•- !: <..-.;f.-i, r.<> i ■ la.lrip^e intëgrfllç étant prjpe 4epi«« ; }e» pâleurs ipfu^fc^tiyes de
*»jr»;*r ÎH«ltt> Jeuw valeurs; iefiuies.pflsi^eii, On q ensuite,
r étant la densité du fluide, correspondante'àùi coordonnées X, Y ët Z. Soit
la fonction précédente deviendra , ., \.
Par la nature de la fonction on a; entre les limites infinies posi-
tives et négatives,
fff a! . ^p.dx'dïd*')± o7 '1 'tff} '"I* >J J «■»'• J - • *
'•>' 'fetc'.;' ' ' ' ' ■ ;r: ''''' • :ii«n-..
»in«iUf<œclionpn!cAlaitèdCTient'' '
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GocMjevop* un plan perpendiculaire à Hase de» X r kx la X-f-#'> menons du. peint d'intersection de ce plan avec l'axe «le» Xy
une droite à la molécule dont les coordonnées sont X-f-jr/ t Y+J r ', Z«H*'. £ok -s dette -4réiïe,' et-^-Fanglç qu'elle forme atéc' te plan des X et des Y. On pourra substituer à l'élément d£ . df . ^af, l'élément idsd*r ■ tfiniégwife rétatfve «*, dtoit être prise 3eptns nul, jusqu'à *r ë^t'à fa «Wcottfôtetfbe '^rïi'inté^rale '^reUkiVe & ddit être prise depuis a n^ljusqu^V^snfinij^t J'uUé^rale relative à jg^ doiLé^re prisé dèpxife i', eyal a moWwHhi jusqu'à a/ égal' à plus infini. De là o^tire^ ^arpe.^p^c^de,, , n . ,. .. ,'. j
Ainsi en faisant
la fonction précédente ou ta sooime^d^ produit» des forces répulsives du calorique des molécules du gaz 'sur le calorique de la molécule A ^ clémBi*doilettrt «Motions», acVfi > '
t, S, T, les autres forces qui sollicitent «lté mol^pule , paralux axes des X, des Y ét^'fcyïa Homme de» p>oJluits de s forces, par les élcmens de leurs directipns, sc^a- *\'\ '\
Soient R, lèkment aux
forces, par les élémens de leuxsjiirectipDs- sc^a-
Enfin, les produits des mouvemens détruits, par lés élimens de leurs directions, seront . .
doue par le principe des vitesses virtuelles,, ^ (1 iVli)i>
o=— «rp^^/x^^y^.^.^ 1>M _ (L)
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Jl faut joindre à «elte équation , «eUe -du rayoonet»ent de la molécule ,
et qui est, en représentant awHR par A\
k.f<?=tq.v.
11 faut y joindre encore l'équation (K.) du n° 33 du premier Livre, équation qui est relative â la continuité dû fluide. On aura ainsi les équations générales du mouvement des fluides élastiques.
Du mélange de plusieurs gaz.
g. Si plusieurs gaz soumis à la pression P et à la température u, sont mêlés ensemble dans un espace tel qu'ils conservent ln même pression et la même température; alors en nommant t>, f', etc., les volumes respectifs de ces gaz avant le mélange, et U le volume total après le mélange ; on aura, comme il est facile ifa h démontrer par ce qui précède, u
U = v -f- 1»; 4- etc.
Les divers gaz finiront par se mêler entre eux, de manière que la plus petite partie du mélange renferme dans la même proportion les molécules des divers gaz. Dans cet état , la chaleur libre c diune molécule A sera la même qu'avant le mélange. En effet , les équations (A) du n° 5 donnent avant wmme Aprè^ Je mélange, -
c.s/Vkcxau.
La chaleur absolue c-\- i de la molécule Â reste encore la même. Car la molécule A étant soumise dans le mélange, à la même pression et à la même température qu'avant le mélange 4 et sa chaleur libre ç étant la même; sa chaleur absolue c-f-i, qui ne peut dépendre que de ces trois choses, doit rester la même.
La chaleur spécifique du mélange sous une pression constante, ou sous un volume constant, est visiblement, f , / f etc., étant ici les nombres de grammes de chaque gaz,
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On peut donc facilement la conclure des expériences sur la chaleur spécifique de chacun des gaz.
Considérons présentement les mouvemens des molécules du mélange. Il est facile de conclure de l'analyse précédente, que si l'on fait
P = . HK. . (f c -f- f V eic.y ,
la somme de» produits des actions répulsives du calorique de du mélange, sur le calorique c d'une molécule A du premier gaz, par les élémens de leurs directions , sera
l'équation du mouvement de la molécule A sera donc
_ c . V<^**:.fp+ KfX + S.^Y H- T. M
Pour une molécule A' du second gaz, infiniment voisine de A, l'équation du i
: _ Vf a " _ HK t. <TP-f-R' . <TX'+ S' . f Y'-f- T' . cfZ'
et ainsi de suite. Toutes ces équations sont différentes, si c, c', etc., sont différens. Relativement aux gaz azote et oxigène , élémens de notre atmosphère , c et c' sont peu différens. Les molécules des divers gaz se sépareraient dans l'état de mouvement, si elles n'étaient pas retenues par des forces incomparablement plus puissantes que les forces qui accélèrent leurs mouvemens. Dans les corps solides, ces forces sont les attractions mutuelles de leurs molécules, qui font qu'elles s'entraînent réciproquement. Dans les gaz , ces forces sont celles qui dépendent des premières puissances de x', a', dans l'analyse précédente, et qui se détruisent mutuellement dans l'état d'équilibre et d'un mélange complet des divers gaz. Ces forces, par la nature de la fonction ♦(/"),
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sont incomparablement plus grandes que les forces accélératrices du mouvement, et qui dépendent des cariés de j/, y'^ a'. Elles renaîtraient pour peu que les molécules des divers gaz se séparassent; et par là, elles s'opposent à leur séparation , comme elles établissent l'équilibre stable du mélange, en répandant les molécules des divers gaz suivant la même proportion dans toutes les parties de ce mélange. On peut donc, dans l'état de mouvement, considérer comme molécule du mélange, un groupe infiniment petit des molécules des divers gaz, dans lequel ces molécules sont en même proportion que dans le mélange total ; et l'on peut supposer les molécules de chaque groupe, liées fixement entre elles. C'est aux forces dont je viens de parler, qu'est due l'équation de continuité dans le mouvement des fluides.
Déterminons d'après ce qui précède, la vitesse du son dans un mélange de plusieurs gaz; et pour simplifier les calculs, ne considérons que deux gaz. Soient f et p', les nombres de grammes de chaque gaz contenu dans un litre du mélange, sous la pression P et à la température u. Soient, à la même pression et à la même température, (p) et (p'), les nombres de grammes de chaque gaz renfermé séparément dans un Jitre pris pour unité d'espace. Désignons encore par C et C, les deux chaleurs spécifiques du premier gaz , et par C, C, les mêmes quantités pour le second gaz. Ces deux chaleurs relatives au mélange seront
Ainsi l'expression de la vitesse du son dan* une atmosphère formée de ce mélange, sera
P ,C+,'CT
L'excès du carré de cette vitesse , sur le carré de la vitesse du son dans le premier gaz, sera donc
HF7 * f C,+ P 'cr, dr) ' c, ; on a ensuite, comme il est facile de le voir,
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On conclut de là ce singulier paradoxe , savoir, que dans le mélange de deux gaz, la vitesse du son peut n'être pas intermédiaire entre les vieux vitesses du sou dans chaque gaz : elle peut surpasser la plus grande, ou être inférieure a la plus petite. En supposant égales, les vitesses du «on dans chacun do ces gaz , ce qui donne
OU trouve l'excès du carré de la vitesse du son dan* le mélange, sur ta çarré de la yitesse, du, son dans chaque gaz, égal à,
ainsi dans ce cas, la yitesse du spn dans le mélange surpassera cette vitesse dans chaque gaz, ou lui sera inférieure, suivant que [(f')-(r).],-(C'- Ç) sera positif ou négatif.
Des- atmosphère*.
10. les fluides élastiques ne peuvent exister qu'autant qu'Us sont contenus pan une cause extérieure qui les empêche de se dissiper , telle que les parois d'un espace- limité; ou par une force intérieure,
telle que l'attraction d'un çrand corps qu'ils environnent : c'est le cas des atmosphères de la Terre et des corps célestes. Je vais considérer ici spécialement l'atmosphère terrestre.
Imaginons un tuyau conique très étroit do*t le sommet soit au centre de la Terre, et qui s'élève jusqu'aux limites de l'atmosphère. Représentons par R le rayon terrestre, et par *-la hauteur au-dessus de la surface de la Terre, d'une molécule aérsanne située sur l'axe du cône j
ija pesanteur sera: ^ j^. , £ estant, la pesanteur, à* 1*. surface, de If»
Terre. Soit c la chaleur de la molécule, u la température de l'espace ou de la partie du tuyau qui correspond à cette molécule ; on aura
ensuite, on aura par ce qui précède, dans l'état cféquilibre,
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On {tout ici changer ^ èn rf, porcâ que l'on ne doit considérer que la seulé coordonnée s ; et alors On a
P est égal à J^'c*; et dans l'état d'équilibre, il exprime la pression. Oh a dono
Punir*',
Ce tjui donne d'où l'on tira
(P), (f), (u) étant ce que deviWaènt P* f , et u, à la surface de la Terre; et o étant ici le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Ces deux équations servent de fondement aux théories du baromètre et des réfractions.
Pour déterminer la vitesse du son, dans le sens vertical; j'observe que si Ton suppose l'Air renfermé dans un tube vertical cylindrique , ce qui ne change point l'expression de la vitesse, comme il est facile de s'en assurer, et si l'on fini ès^S^/, S étaàt U fcautéiir initiale 4e la raoiéeule; on aura par ee qui précède,
Si l'on développe cette équation, les' fermes indépendant dé / té détruisent par les conditions de l'équilibre; et l'on trouvera pour 1' pression fort approchée de la vitesse dur son,
C étant la Chateuf spécifique de l'air, sous une pression quelconque f, et correspondante à la température u : C, est sa chaleur spécifique sous un volume constant, à la pression P et à la température u. Cette ex-»
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pression est une fonction de S ; en la désignant par M , on aura, à très peu près, pour le temps t que le son emploie à s'élever à la hauteur S,
Dans le système des ondes lumineuses, il faut considérer chaque molécule de lumière, comme un point répulsif dont la répulsion ne s'exerce sensiblement qu'à des distances insensibles. Ici, la considération de la température devient inutile, et c doit être supposé constant : on peut le prendre pour la molécule même ; au lieu que dans les gaz, la chaleur qu'il représente est distincte de la molécule, et varie avec la température j ce qui distingue essentiellement le fluide lumineux , des gaz qui nous sont connus. On a, dans le. cas de l'équilibre,
et en intégrant
(f) étant la valeur de f, lorsque * est infini.
Si l'on conçoit maintenant que le corps dont le fluide est l'atmosphère, le fasse vibrer, pour produire la lumière; ou trouvera par l'analyse exposée ci-dessus, que la vitesse de la lumière est à fort peu près dans le sens vertical, V^Afc", ou
En supposant donc qu'ainsi que dans les atmosphères de la Terre et des astres, (f) soit nul; la vitesse de la lumière sera \/ ^^ s ' elle sera
nulle à une distance infinie ; et à la surface elle sera \J £.
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À la surface du Soleil, cette vitesse n'est pas la sept-centième partie de celle de la lumière, telle qu'on Ta observée; car en nommant s l'espace dont la pesanteur fait tomber les corps à cette surface dans la première seconde prise pour unité, on a
ce qui donne
Cette dernière quantité est d'environ 437810 mètres, et elle n'est pas la sept-centième partie de l'espace décrit par la lumière dans une seconde. Il faut donc supposer (p) dans l'espace, incomparablement plus grand que l'accroissement de densité du fluide, dû à la pesanteur solaire : nous ne connaissons dans l'espace céleste, aucune force comprimante qui puisse donner i (f) cette valeur.
De là vapeur aqueuse.
11. Si l'on introduit un volume d'eau dans un vase vide hermétiquement fermé et placé dans un espace d'une température donnée ; il s'élèvera de la surface du liquide, des vapeurs qui continueront de s'élever jusqu'à ce que leur pression arrête cet effet. La pression et la densité de la vapeur parvenue k cet état d'équilibre, sont d'autant plus grandes, que la chaleur de l'espace est plus considérable. On a forme par l'expérience, des tables du rapport entre la pression et la température; mais la loi rigoureuse de ce rapport n'est connue, ni à priori, ni par les observations. Appliquons à cette vapeur naissante, la formule suivante que nous avons donnée dans le n* 7 pour les gaz
11 est facile d'en conclure que si l'on désigne par Y' le nombre de grammes d'eau bouillante sous la pression barométrique o",76, dont la chaleur employée à former un gramme de sa vapeur, peut élever d'un degré la température ; si Ton nomme ensuite € et €, les nombres de grammes de ce liquide, dont la température peut élre élevée d'un degré , par les chaleurs employées pour élever d'un degré , la température d'un gramme do
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vapeurs, lorsque la pression P mie constante, et lorsque le volume est constant; enfin, ai l'on nomme (€) et(u), ce que détiennent G et v, lorsque P est égal à la pression barométrique o-,^; on aura
F étant une constante et P exprimant ici le nombre de fois que la pression P contient la pression barométrique o",76. 11 est facile de voir que F'— 1 est le nombre de grammes d'eau a la température de 100% dont un gramme de vapeurs de cette température, et sous la pression o",76, réduites en liquide,, élèverait d'un degré, la température. Ce nombre, d'après un grand nombre d'expériences, est à peu près égal à 55o ) ainsi un gramme Je vapeurs en se réduisant en eau à la température de 100% élèverait d'un degré, la température d'un nombre de grammes d'eau égal a x
On aura par ce qui précède, les valeurs de v et de («/), en ajoutant aux températures indiquées par un thermomètre d'air, 266*!; ce qui donne
Suivant quelques physiciens, le terme
se réduit à ' "~. . G» qui suppose (C) a» 1, c'est-à-dire que la chaleur
spécifique de la vapeur aqueuse est égale à celle de l'eau bouillante.
Cela suppose encore que est égal à 1 unité. Mais ces deux suppo*
sitions pourraient nlêtre qu'approchées , et représenter les expériences de ces physiciens, dans les limites des erreurs dont ces expériences délicates sont susceptibles. D'autres physiciens ont cru trouver ce terme nul, par heurs expériences. Ce terme né peut devenir nul, qu'en supposant (É) nul ; ce qui est impossible, et ce qui paraît d'ailleurs contraire aux expériences que Ton a faites pour déterminer (£).
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Considérations sur la Théorie précédente des gaz.
1 a. Je terminerai ces recherches par les considérations suivantes.
La théorie précédente du son. est fondée su* la seule hypothèse que l'état élastique d'un gaz est dû à la force répulsive du caloriqu» libre de chaque molécule du gaz ; hypothèse bien naturelle, et qui me paraît clairement indiquée par l'accroissement du ressort des gaz, lorsque leur chaleur augmente. Alors on a, comme je l'ai fait voir ci-dessus,
et l'on eu conclut par ce qui précède ,
Ensuite, le peu de durée d'une vibration aérienne permet de supposer insensible , la perte qu'éprouve Ha chaleur absolue c-f- i de la molécule vibrante pendant la courte durée de sa vibration, durée qui n'excède pas une tierce. Considérant donc cette, chaleur comme une fonction V de la pression P et dê la densité* f du gaz, ce que l'on peut faire „ puisque cette pression et cette densité étant déterminées, la chaleur absolue c + j, et la chaleur libre r, sont déterminées j on peut sup- {K>ser V constant pendant la durée de la vibration ; ce qui donne
d'où l'on tire Fexpression précédente ^ffitTÇi— ÎTJ de la vitesse du son , et le théorème que j'ai publié dons les Annales de Physique et' de Chimiei de. rfiA, suivant lequel il faut, pou* avoir cette rites*, multiplier la formule Nevrtonienne s/iïû par la racine carrée dtt
rapport j=r , C étant la chaleur spécifique du gaz , lorsque la pression
est constante, et C, étant sa chaleur spécifique, lorsque son volume ou sa densité sont constant.
Ayant supposé précédemment
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il en résulte
La supposition de la chaleur absolue c + ( constante donne <£? = — dt : ; on a donc
ainsi la chaleur latente ou combinée t de l'air s'accroît par la pression , du moins à la surface de la mer. A cette surface, les observations sur le son donnent à peu près 6 =o,3. Ainsi l'existence d'une chaleur latente * , et son accroissement par la pression , sont des résultats de l'observation. L'existence d'une chaleur latente i est encore indiquée par les expériences de MM. Laroche et Bérard sur la chaleur spécifique de l'air. En effet, on a
L'équation donne
on a donc
Si la chaleur libre c était la chaleur absolue c+i, ou si la chaleur latente i était nulle, on aurait ^ égal à \. On aurait donc, dans l'analyse que nous avons donnée sur les expériences de MM. Laroche et
J>eiuru,
et ces expériences donnent, par un milieu, le premier membre de cette équation égal à 1,34.
La théorie que j'ai proposée sur la chaleur suppose le rayonnement du calorique : la facilité d'exphquer par ce rayonnement les divers
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phénomènes de la chaleur, l'a fait admettre par le plus grand nombre des physiciens. Mais ma théorie ajoute à la supposition de ce rayonnement, celle de sa production par la force répulsive du calorique libre de* molécules environnantes. C'est ce que je vais déduire des phénomènes à l'égard des gaz.
La loi de Mariote donne
u étant la température que je représente ici par la densité du fluide discret produit par les rayonnemens des divers corps renfermes dans un espace. Pour un autre gaz, on a
f ' étant la densité de ce nouveau gaz. Suivant la loi de M. Gay-Lussac, la pression P restant la même, le rapport de f à f reste le même, quelle que soit la température u; le rapport de a 4(") ^ donc constant, quel que soit u; ce qui donne
q et ef étant des constantes, et Tl(u) étant une fonction quelconque de m, commune à tous les gaz : alors on a
P= <jf .n(n)=s Âf*c\
Désignons par R le rayonnement d'une molécule d'un gaz ; ce rayonnement est égal a l'absorption du calorique discret de l'espace , par la molécule, en vertu de l'équilibre de température; et cette absorption doit être supposée proportionnelle à «j on a donc
/ étant une constante dépendante de la nature du gaz; donc
Ainsi, en considérant le rayonnement comme produit par une fore* Mécak. cél. Tome V. ao
agissante sur le calorique c de la molécule proportionnel leraent à de calorique, l'intensité de cette force sera proportionnelle à f»c; or fc est par le n* 6 proportionnel à la force répulsive du calorique du gaa; la force productrice du rayonnement est donc proportiouaelle à cette force répulsive. La même chose a lieu relativement ou mélange de plusieurs gaz. Car ce mélange étant supposé soumis à la même pression et à la même température que le gaz dont, je viens de parler, et que je suppose entrer dans ce mélange ; le rayonnement d'une molécule A de ce gaz, sera le même dans ces deux cas. Lorsque le gaz est entré dans le mélange, les forces extérieures qui agissent sur la molécule, savoir, la température et la force répulsive du calorique environnant, qui est
proportionnelle à fc+f 'c'-f- etc. ou à y/£ , étant supposées les mêmes;
l'état intérieur de la molécule A doit être encore le même : ainsi la chaleur libre c de la molécule, sa chaleur absolue c-f-*, et son rayonnement R doivent être les mêmes dans le cas où le gaz existait seul, et dans le cas où il entre dans le mélange. On a donc encore dans ce dernier cas, comme dans le premier,
Le rayonnement C6t ainsi proportionnel à la force répulsive du calorique du mélange. 11 est donc naturel de prendre celle force répulsive, pour la force même qui fait rayonner le calorique de la molécule. Celte force produit par son action, l'état gazeux du fluide, sa pression P, et le rayonnement R de ses molécules en détachant les parcelles du calorique qu'elles tendent à retenir par leur attraction. Si, comme il est naturel de l'admettre, ce dernier effet ne dépend comme Je second, que du produit de ceUe force, par le calorique c contenu
dans la molécule A; alors ~^ devient une constante. C'est, d'ailleurs,
la manière la plus simple de concevoir que la fonction n (u) soit commune à tous les gaz, et nous l'avons adoptée. On voit ainsi que les hypothèses sur lesquelles ma théorie de la chaleur est fondée, sont toutes indiquées par les ptiônomcncs.
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Notice historique des recherches des géomètres sur cet objet et spécialement sur le Flux et le Reflux de la mer.
i. Newton a donné le premier, la vraie théorie du flux et du reflux de la mer, en la rattachant à son grand principe de la pesanteur universelle. Képler avait bien reconnu la tendance des eaux de la mer vers les centres du Soleil et de la Lune ; mais ignorant la loi de cette tendance , et les méthodes nécessaires pour la soumettre au calcul , il n'a pu donner sur cet objet , qu'un aperçu vraisemblable. Galilée , dans ses Dialogues sur le Système du monde , exprime son étonnement et ses regrets de ce qu'un aperçu qui lui semblait ramener dans la philosophie naturelle, les qualités occultes des anciens, eût été présenté par un homme aussi pénétrant que Képler. 11 expliqua le flux et le reflux , par les chnngemens diurnes que la rotation de la Terre, combinée avec sa révolution autour du Soleil , produit dans le mouvement absolu de chaque molécule de la mer. Son explication lui parut tellement incontestable, qu'il la donna comme Tune des preuves principales du système de Copernic, dont la défense lui suscita tant de persécutions. Les découvertes ultérieures ont confirmé l'aperçu de Képler , et détruit l'explication de Galilée, entièrement contraire aux lois de l'équilibre et du mouvement des fluides. Je n'en parle ici que pour montrer jusqu'à quel point les meilleurs esprits s'abusent quelquefois sur leurs propres conception?.
La théorie de Newton parut en 1G87 > ^ ans 5011 ouvrage des Principes Mécan. cél. Tome V. ai*
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mathématiques de la Philosophie naturelle. Ce grand géomètre , dans le corollaire 19 de la proposition 66 du premier livre , conçoit un canal circulaire environnant la Terre , et rempli d'un fluide qui , tournant avec elle , est attiré par un astre, Il observe que le mouvement de chaque molécule fluide doit être accéléré dans ses conjonctions et dans ses oppositions avec cet astre, et qu'il doit être retardé dans ses quadratures; en sorte que le fluide doit avoir un mouvement de flux et de reflux analogue à celui de la mer. Mais il ne donne ni la loi, ni la mesure de ce mouvement. L'explication véritable de ce phénomène est renfermée dans les propositions a6 et 37 du troisième livre, où Newton détermine les forces du Soleil et de la Lune pour mouvoir les eaux de la mer. 11 y considère la mer, comme un fluide de même densité que la Terre qu'il recouvre totalement, et qui prend à chaque instant, la figure où il serait en équilibre sous l'action du Soleil. En supposant ensuite que cette figure est celle d'un ellipsoïde de révolution , dont le grand axe est dirigé vers le Soleil; il détermine le rapport des deux axes par le même procédé qui lui avait donné le rapport des axes de la Terre aplatie par la force centrifuge de son mouvement de rotation. Le grand axe de l'ellipsoïde aqueux étant dirigé constamment vers le Soleil , la plus grande hauteur de la mer dans chaque port, quand le Soleil est à l'équateur, doit arriver à raidi et à minuit : le plus grand abaissement doit avoir lieu au lever et au coucher de cet astre. L'action de la Lune produit un ellipsoïde semblable, mais plus alongé, parce que l'action de cet astre est plus puissante. Le peu d'excentricité de ces ellipsoïdes permet de les concevoir superposés l'un à l'autre, en sorte que le rayon de la surface de la mer soit la somme des rayons correspondans de leurs surfit ces , moins le rayon correspondant de la surface d'équilibre que la mer prendrait sans l'action des deux astres.
De là naissent les principales variétés du flux et du reflux de la mer. Dans les syzygies, les deux grands axes coïncident , et la plus grandie hauteur de la mer arrive aux instans de midi elde minuit. Le plus grand abaissement a lieu au lever et au coucher des astres. Dans les quadratures, le grand axe de l'ellipsoïde lunaire et le petit axe de l'ellipsoïde solaire coïncident. La pleine mer a donc lieu au lever et au coucher des astres, et elle est le minimum dés pleines mers : la basse mer arrive aux instans de midi et de minuit; elle est le maximum des basses mers. En exprimant donc l'action de chaque astre , par la différence des deux
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demi- axes de son ellipsoïde, qui lui est évidemment proportionnelle, on voit que si le port est situé à l'équateur, l'excès de la plus haute mer syzygie sur la plus basse mer syzygie, exprimera la somme des actions lunaire et solaire ; et l'excès de la plus haute mer quadrature sur la plus basse mer quadrature, exprimera la différence de ces actions. Si le port n'est pas à l'équateur, il faut multiplier ces excès par le carré du cosinus de sa latitude. On peut donc, par l'observation des hauteurs des marées syzygies et quadratures, déterminer le rapport de l'action de la Lune à celle du Soleil. Newton conclut de quelques observations faites à Bristol, que ce rapport est celui de six et un tiers à l'unité. Les distances des astres au centre de la Terre influent sur tous ces effets; l'action de chaque astre étant réciproque au cube de sa distance.
Quant à l'intervalle des pleines mers d'un jour à l'autre, Newton observe qu'il est le plus petit dans les syzygies; qu'il croit en allant d'une syzygie à la quadrature suivante; que dans le premier octant, il est égal à un jour lunaire, et qu'il est à son maximum dans la quadrature : qu'ensuite il diminue; qu'à l'octant suivant, il redevient égal au jour lunaire; et qu'enfin, dans la syzygie, il reprend son minimum. Sa valeur moyenne est le jour lunaire, en sorte qu'il y a autant de pleines mers, que de passages de la Lune au méridien supérieur et inférieur.
Tels seraient, suivant la théorie de Newton, les phénomènes des marées, si le .Soleil et la Lune se mouvaient dans le plan de Foquateur. Mais l'observation a fait connaître que les plus hautes mers n'arrivent point au moment même de la syzygie, mais un jour et demi après. Newton attribue ce retard, au mouveanent d'oscillation de la mer qui se conserverait encore quelque temps, si l'action des astres venait a cesser. La théorie exacte des ondulations de la mer produites par celte action, fait voir que, sans les circonstances accessoires, les plus hautes pleines mers coïncideraient avec la syzygie, et que les pleines mers les plus basses coïncideraient avec la quadrature. Ainsi leur retard sur lesinstans de ce3 phases, ne peut être attribué à la cause que Newton lui assigne : il dépend, ainsi que l'heure de la pleine mer dans chaque port, des circonstances accessoires. Cet exemple nous montre combien on doit se défier îles Hperçusméme les plus vraisemblables , quand ils ne sont point vérifiés par une rigoureuse analyse.
(Cependant la considération de deux ellipsoïdes superposés l'un à l'autre, peut encore représenter les marées, pourvu que l'on dirige le
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grand axe de l'ellipsoïde solaire vers un soleil fictif, toujours également éloigné du vrai Soleil. Le grand aie de l'ellipsoïde lunaire doit être pareillement dirigé vers une lune fictive, toujours également éloignée de la véritable, mais à une distance telle, que la conjonction des deux astres. fictifs n'arrive qu'un jour et demi après la syzygie.
Cette considération de deux ellipsoïdes, étendue au cas où les astres se meuvent dans des orbes incline» à 1 equateur, ne peut se concilier avec les observations. Si le port est situé à l'équaleur, elle donne, vers le maximum des marées , les deux pleines mers du matin et du soir, à très peu prés égales, quelle que soit la déclinaison des astres; seulement l'action de choque astre est diminuée dans le rapport du carré du cosinus de sa déclinaison à l'unité. Mais si le port a une latitude , ces pleines mers pourraient être fort différentes; et quand la déclinaison des astres est égale à l'obliquité de l'écliptique , la marée du soir à Brest serait environ buit fois plus grande que celle du malin. Cependant les observations très multipliées daus ce port font voir qu'alors ces deux marées y sont presque égales, et que leur plus grande différence n'est pas un trentième de leur somme. Newton attribue la petitesse de celte différence, à la même cause par laquelle il avait expliqué le retard de ' la plus haute mer, sur l'instant de la syzygie, savoir au mouvement d'oscillation de la mer, qui, suivant lui, reporte une grande partie de la marée du soir, sur la haute mer suivante du matin, et rend ces deux marées presque égales. Mais la théorie des ondulations de la. mer fait voir encore que cette explication n'est pas exacte, et que, sans les circonstances accessoires, les deux marées consécutives ne seraient égales , que dans le cas où là mer aurait partout la même profondeur.
Newton ,, dans les éditions suivantes de son Ouvrage,, n'a presque rien ajouté à sa théorie du flux et du reflux du la mer, exposée dans la première; seulement il a, eu égard, dans le calcul de l'action de la Lune, au changement de la distance lunaire, produit par l'inégalité de la variation. La plus hauto mer aûivant d'un jour et demi l'instant de la syzygie, il a cru que dans le calcul du maximum de la marée, l'action du Soleil devait être multipliée par le cosinus du double du mouvement synodique de la Lune, pendant cet iutervalle. Mais cette correction est fautive, parce que la marée dans un port, n'est pas le résultat de l'action immédiate des astres, mais celui de leur action antérieur* dVin jour et demi. On peut assimiler ces marées à ©elles qui, étant dues à
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Faction immédiate des astres, emploieraient un jour et demi à parvenir dans le port.
En 17^8, l'Académie des Sciences proposa la cause du flux et du reflux de la mer, pour le sujet du prix de Mathématiques, qu'elle décerna en 1740. Quatre pièces furent couronnées : les trois premières, fondées sur le principe de la pesanteur universelle , étaient de Daniel Bernoulli, d'Euler et de Maclaurin. Le jésuite Cavalleri, auteur de la quatrième, avait adopté le système des tourbillons. Ce fut le dernier honneur rendu à ce système, par l'Académie qui se remplissait alors de jeunes géomètres dont les heureux travaux devaient contribuer si puissamment aux progrès de la Mécanique céleste.
Les pièces qui ont pour base, la loi de la pesanteur universelle, sont des développemens de la théorie de Newton : elles s'appuient nonseulement sur cette loi, mais encore sur l'hypothèse adoptée par ce grand géomètre, savoir que la mer prend à chaque instant la figure oi\ elle serait en équilibre sous l'astre qui l'attire. La pièce de Bernoulli est celle qui contient les développemens les plus étendus. L'auteur recherche d'abord la figure d'équilibre de la mer attirée par le Soleil, dans le cas où ce fluide recouvrirait la Terre entière supposée sphérique et formée de couches sphériques dont la densité varie du centre à la surface, suivant une loi quelconque. 11 conçoit deux canaux communiquant ensemble au centre de la Terre, le premier étant dirigé vers le Soleil, et le second étant perpendiculaire au premier. Ces deux canaux sont' remplis des parties des couches terrestres et de la mer qu'ils traversent; il suppose toutes ces parties fluides dans l'intérieur des canaux, et il détermine l'alongement de la colonne dirigée vers le Soleil, pour qu'elle soit en équilibre avec l'autre colonne. la loi de densité des couches du sphéroïde terrestre, peut être coordonnée de manière que la formule à laquelle on parvient ainsi, donne un alongement propre à satisfaire aux hauteurs observées des marées, pour lesquelles Bernoulli juge que la formule de Newlon donne des résultats trop faibles. En appliquant à l'atmosphère, la formule de Bernoulli, on trouve que dans l'intervalle de la haute mer à la basse mer suivante, la hauteur du baromètre varier rait d'environ cent cinquante millimètres vers les syxygtcs; et cependant les observations n'indiquent alors aucune variation sensible dans le baromètre; ce que Bernoulli attribue au ressort de l'air, qui , suivant lui , rétablît très prompleinent l'équilibre de l'atmosphère. Un rétablissement
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aussi prompt, dans une masse fluide aussi étendue, est trop contraire aux principes du mouvement des fluides, pour être admis; mais d'AJembert, dans ses recherches sur la cause des vents, a remarqué le vice de la formule de Bernoulli, en ce que le globe terrestre étant solide, on ne doit point étendre jusqu'à son centre, l'équilibre des canaux, qui n'a lieu que pour les canaux extérieurs à ce globe. Cette formule n'est exacte que dans le cas où la densité de la mer est égale à la densité moyenne de la Terre ; et alors, elle donne le résultat de la formule de Newton.
Bernonlli détermine les hauteurs et les heures des marées, en supposant d'abord le Soleil et la Lune mus dans le plan de l'équateur. 11 donne les expressions de ces quantités, en ayant égard aux variations de la distance de la Lune à la Terre, et il rédoit ces expressions en tables. 11 conclut le rapport des actions du Soleil et de la Lune sur la mer, des retards journaliers des marées, retards qui sont à leur minimum dans les syzygies, et à leur maximum dans les quadratures. Ce moyen d'obtenir ce rapport , lui semble préférable à la considération du maximum et du minimum des liauteurs , employée par Newton. Cependant l'observation des hauteurs des pleines mers étant plus facile et plus sûre que celle des heures de leur arrivée , elle doit donner une valeur plus précise de ce rapport, pourvu qu'on ait égard à toutes les causes qui peuvent la modifier. Par cette raison, j'ai préféré pour cet objet la considération des hauteurs des marées. Quant au retard des maxima ét des minima des marées, sur les instans des syzygies et des quadratures, Bernoulli l'attribue, comme Newton , à l'inertie des eaux de la mer, et peut-être, ajoule-t-il, une partie de ce retard dépend du temps que l'action de la Lune emploie à parvenir à la Terre. Mais j'ai reconnu que l'attraction universelle se transmet entre les corps célestes avec une vitesse qui , si elle n'est pas infinie, surpasse plusieurs millions de fois la vitesse de la lumière j et Ton sait que la lumière de la Lune parvient en moins de deux secondes , à la Terre.
Bernoulli considère ensuite le cas de lu nature, dans lequel les orbes du Soleil et de la Lune sont inclinés à l'équateur. 11 trouve que l'excès des hauteurs de deux pleines mers consécutives, l'une sur l'autre, serait très grand dans nos pôrts, vers les syzygies solsticiales. 11 explique, comme Newton, le peu de différence que l'on observe entre ces hau-* teurs, par le mouvement d'oscillation de la mer, en vertu duquel la plus
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grande marée donne à très peu près, à la plus petite, ce qui manque à celle-ci pour l'égaler. Mais nous avons remarqué ci-dessus le vice de cette eipticatiou. Bernoulli termine sa pièce par la recherche du point fixe, auquel il convient de rapporter les hauteurs des pleines mers. 11 place ce point à la surface d'équilibre que la mer prendrait si le Soleil et la Lune cessaient de l'agiter ; et il trouve qu'il est aux deux tiers de l'intervalle du maximum des hautes mers au minimum des basses mers; ce qui n'est pas exact, par les considérations suivantes. L'expression des actions du Soleil et de la Lune, développée en cosinus d'angles proportionnels au temps, est formée de deux parties, l'une indépendante du mouvement de rotation de la Terre, l'autre dépendante de ce mouvement. La première partie n'élève pas à Brest, la mer, d'un tiers de mètre au-dessus de sa surface d'équilibre. Elle n'est point sensiblement modifiée par les circonstances accessoires. L'autre partie , considérablement augmentée par ces circonstances, élève la mer autant au-dessus de sa surface d'équilibre, qu'elle l'abaisse au-dessous. C'est donc à fort peu près au milieu de l'intervalle de la plus haute à la plus basse mer, que le point dont il s'agit, doit être placé.
Euler, dans sa pièce, conçoit d'abord, ainsi que Newton et Daniel Bernoulli , la mer en équilibre sous l'action du Soleil. Il détermine la figure qu'elle doit prendre pour être en équilibre, par la condition que la force dont chaque molécule est auimée, soit perpendiculaire à cette surface. En n'ayant point égard à l'attraction mutuelle des molécules de la mer, ce qui simplifie beaucoup le problème ; il trouve une figure elliptique dont l'extrémité dn grand axe dirigé vers le Soleil y s eleve au-dessus de la surface d'équilibre de la mer non soumise à l'action du Soleil, d'une quantité égale à la masse du Soleil, divisée par le cube de sa distance au centre de la Terre, la masse de cette planète et son rayon étant pris pour unité. Ce résultat n'est qu'environ 1c quart de celui de Newton. Euler en conclut que la méthode de Newton est erronée, et que ce grand géomètre n'a pas même touché la question; Mais le peu d'accord de leurs résultats provient de ces deux causes ; l'une, que Newton donne la différence des deux demi-axes du sphéroïde aqueux, ou la hauteur de la pleine mer au-dessus de la basse mer; tandis qu'Euler ne donne que la hauteur de la pleine mer au-dessus de sa surface d'équilibre, hauteur qui n'est que les deux tiers de la première. La seconde cause est l'attraction mutuelle des molécules de la mer que
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Newton suppose de même densité que la Terre, et qui augmente la différence des deux demi-axes du sphéroïde aqueux. Par la réunion de ces deux causes, le résultat d'Euler est à celui de Newton, dans le rapport de quatre à quinze. Ainsi, au lieu des reproches qu'Euler fait à la méthode de Newton , il devait plutôt en admirer la iiuesse. Euler s'ëlevant au-dessus de l'hypothèse que la mer est à chaque instant en équilibre sous l'action du Soleil, essaie dans sa pièce, de soumettre au calcul les oscillations de ce fluide. Mais la tltéorie du mouvement des fluides, à laquelle il a tant contribué lui-même, n'était pas encore connue. 11 y a suppléé par la supposition qu'une molécule de la mer en mouvement, tend à revenir à sa position verticale d'équilibre, avec une force proportionnelle à sa distance verticale de cette position. En combinant cette force avec l'action du Soleil, il parvient, pour déterminer celle dislance, à une équation différentielle linéaire du second ordre. Euler donne une méthode pour intégrer ce genre d'équations qui se rencontrent si fréquemment 'dans la Physique céleste. C'est la chose la jplus remarquable de sa pièce, et la seule à laquelle on reconnaît le grand analyste qui, par ses découvertes dans toutes les branches de l'Analyse et par la perfection qu'il a su donner à la langue analytique, peut être regardé comme le père de l'Analyse moderne.
Je viens enfin à la pièce de MacLaurin, dont j'ai déjà parlé dans le premier chapitre du Livre XI. Elle offre peu de détails sur le flux et le reflux de la mer; mais par l'importance et la nouveauté des théorèmes qu'elle con lient sur les attractions des sphéroïdes, et par l'élégance de leurs démonstrations synthétiques, elle méritait au moins de partager le prix de l'Académie.
D'Alembert, dans son Traité sur la cause générale des vents, qui remporta, en 1746, le prix proposé sur cet objet par l'Académie des Sciences de Prusse, considéra les oscillations de l'atmosphère, produites par les attractions du Soleil et de la Lune. En supposant la Terre privée de son mouvement de rotation, dont il jugeait la considération inutile dans ces recherches, et supposant l'atmospltère partout également dense et soumise à l'attraction d'un astre en repos, il détermina les oscillations de ce fluide. Mais lorsqu'il voulut traiter le cas où l'astre est en mouvement, la difficulté du problème le força de recourir, pour le simplifier, à des hypothèses précaires dont les résultats ne peuvent pas ïpéme être considérés comme des approximations. Ses formules donnent
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un vent constant d'orient en occident, mais dont l'expression dépend de l'état initial de l'atmosphère ; or les quantités dépendantes de cet état ont dû disparaître depuis long-temps , par toutes les causes qui rétabliraient l'équilibre de l'atmosphère, si l'action des astres venait à cesser; on ne peut donc pas expliquer ainsi, les vents alisés. Le traité de d'Alembert est remarquable par les solutions de quelques problèmes sur le calcul intégral aux différences partielles, solutions dont il fit un an après, l'application la plus heureuse au mouvement des cordes vibrantes.
Le mouvement des fluides qui recouvrent les planètes était donc un sujet presque entièrement neuf, lorsque j'entrepris, en 1774, de le traiter. Aidé parles découvertes que l'bn venait de Caire sur le calcul aux différences partielles et sur la théorie du mouvement des fluides découvertes auxquelles d'Alembert eut beaucoup de part, je publiai dans les Mémoires de l'Académie des Sciences, pour l'année 1770, les équations différentielles du mouvement des fluides qui recouvrent la Terre , quand ils sont attirés par le Soleil et la Lune. J'appliquai d'abord ces équations au problème que d'Alembert avait tenté inutilement de résoudre , celui des oscillations d'un fluide qui recouvrirait la Terre supposée sphérique et sans rotation , en considérant l'astre attirant en mouvement autour de cette planète. Je donnai la solution générale de ce problème, quelle que soit la densité du fluide et son état initial en supposant même que chaque molécule fluide éprouve une résistance proportionnelle à sa vitesse 3 ce qui me fit voir que les conditions primitives du mouvement sont anéanties à la longue par le frottement et par la petite viscosité du fluide. Mais l'inspection des équations différentielles me fit bientôt reconnaître la nécessité d'avoir égard au mouvement de rotation de la Terre. Je considérai donc ce mouvement et je m'attachai spécialement à déterminer les oscillations du fluide indépendantes de son état initial , les seules qui soient permanentes. Ces oscillations sont de trois espèces. Celles de la première espèce sont indépendantes du mouvement de rotation de la terre, et leur détermination offre peu de diflicultés. Les oscillations dépendantes de la rotation de la Terre, et dont la période est d'environ un jour, for ment la seconde espèce. Enfin , la troisième espèce est composée des oscillations dont la période est à peu près d'un demi-jour: elles surpassent considérablement les autres dans nos ports. Je déterminai ces diverses
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oscillations, exactement dans les cas où cela se peut, et par des approximations très convergentes, daus les autres cas. L'excès de deux pleines mers consécutives l'une sur l'autre , dans les solstices , dépend des oscillations de la seconde espèce. Cet excès très peu sensible à Brest, y serait fort grand suivant la théorie de Newton. Ce grand géomètre et ses successeurs attribuaient, comme je l'ai dit, cette différence entre leur» < formules etlesobservations, à l'inertie des eaux de l'Océan. Mais l'Analyse me fît voir qu'elle dépend de la loi de profondeur de la mer. Je cherchai donc la loi qui rendrait nul cet excès, et je trouvai que la profondeur de la mer devait être pour cela , constante. En supposant ensuite la figure de la Terre, elliptique, ce qui donne pareillement à la mer une figure elliptique d'équilibre; je donnai l'expression générale des inégalités de la seconde espèce, et j'en conclus cette proposition remarquable, savoir que les mouvemens de l'axe terrestre sont les mêmes que si la mer formait une masse solide avec la terre; ce qui était contraire à l'opinion des géomètres et spécialement de d'Alcmbert qui, dans son important ouvrage sur la Précession des équinoxes, avait avancé que la fluidité de la mer lui ôtait toute influence sur ce phénomène. Mon analyse me fit encore reconnaître la condition générale de la stabilité de l'équilibre ' de la mer. Les géomètres, en considérant l'équilibre d'un fluide placé sur un sphéroïde elliptique, avaient remarqué qu'en aplatissant un peu sa figure, il ne tendait ù revenir à son premier état, que dans le cas où le rapport de sa densité à celle du sphéroïde serait au-dessous de | , et ils avaient fait de cette condition, celle de la stabilité de l'équilibre du fluide. Mais il ne suffi t pas, dans cette recherche, de considérer un état de repos du fluide , très voisin de l'état d'équilibre; il faut supposer à ce fluide un mouvement initial quelconque très petit, et déterminer la condition nécessaire pour que le mouvement reste toujours contenu dans d'étroites limites. En envisageant ce problème, sous ce point devue général; je trouvai que si la densité moyenne de la Terre surpasse celle de la mer, ce fluide dérangé par des causes quelconques, de sou état (l'équilibre, ne s'en écartera jamais que de quantités très petites ; mais que les écarts pourraient être fort grands, si cette condition n'était pas remplie. Enfin je déterminai les oscillations de l'atmosphère sur l'Océan qu'il recouvre; et je trouvai que les attractions du Soleil et de la Lune ne peuvent produire le mouvement constant d'orient en occident, que l'on observe sous le nom de vents alises. Les oscillations de l'atmosphère
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produisent dans la hauteur du baromètre, de petites oscillation» dont l'étendue à Péquateur est d'un demi-millimètre, et qui méritent l'attention des observateurs.
Les recherches précédentes , quoique fort générales, sont encore loin de représenter les observations des marées dans nos porta : elles supposent la surface du sphéroïde terrestre, régulière et recouverte entièrement par la mer ; et l'on sent que les grandes irrégularités de cette surface doivent modifier considérablement le mouvement des eaux dont elle n'est qu'en partie , recouverte. L'expérience montre en effet , que les circonstances accessoires produisent des variétés considérables dans les hauteurs et dans les heures des marées, des ports même très rapprochés. Il est impossible de soumettre au calcul, ces variétés, parce que les circonstances dont elles dépendent, ne sont pas connues; et quand même elles le seraient, l'extrême difficulté du problème empêcherait de le résoudre. Cependant, au milieu des modifications nombreuses du mouvement de la mer, dues aux circonstances, ce mouvement conserve avec les forces qui le produisent , des rapports propres à indiquer la nature de ces forces, et à vérifier la loi des attractions du Soleil et de la Lune sur la mer. La recherche de ces rapports des causes à leurs effets n'est pas moins utile dans la Philosophie naturelle, que la solution directe des problèmes, soit pour vérifier l'existence de ces causes, soit pour déterminer les lois de leur» effets : elle est d'un usage plus fréqueut, et elle est ainsi que le Calcul des probabilités, un heureux supplément à l'ignorance et à la faiblesse de l'esprit humain. Dans la question présente, j'ai fait usage du principe suivant, qui peut être utile dans d'autres occasions.
« L'état d'un système de corps dans lequel les conditions primitives » du mouvement ont disparu par les résistances que ce mouvement » éprouve, est périodique comme les forces qui l'animent. »
De là j'ai conclu que si la mer est sollicitée par une force périodique exprimée par le cosinus d'un angle qui crott proportionnellement au temps; il en résulte un flux partiel exprimé par le cosinus d'un angle croissant de la même manière, mais dont la constante renfermée sous le signe cosinus, et le coefficient de ce cosinus, peuvent être, en vertu des circonstances accessoires, très différens des mêmes constantes dans Fexpression de la force, et ne peuvent être déterminés que par l'observation. L'expression des actions du Soleil et de la Lune sur la mer,
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peut être développée dans une série convergente de pareils cosinus. De là naissent autant de flux partiels qui, par le principe de la coexistence des petites oscillations, s'ajoutent ensemble pour former le flux total que Ton observe dans un port. C'est sous ce point de vue , que j'ai envisagé les marées dans le quatrième Livre. Pour lier entre elles les diverses constantes des flux partiels , j'ai considéré chaque flux comme produit par l'action d'un astre qui se meut uniformément dans le plan de l'équateur. Les flux dont la période est d'environ un demi-jour, sont dus à l'action d'astres dont le mouvement propre est fort lent par rapport au mouvement de rotation de la Terre; et comme l'angle du cosinus qui exprime l'action d'un de ces astres, est un multiple de la rotation de la Terre, plus ou moins un multiple du mouvement propre de l'astre, et que d'ailleurs les constantes des cosinus qui expriment les flux produits par deux astres, auraient les mêmes rapports aux constantes des cosinus qui expriment leurs actions , si les mouvemens propres étaient égaux ; j'ai supposé que les rapports varient d'un astre à l'autre, proportionnellement à la différence des mouvemens propres. L'erreur de cette hypothèse, s'il y en a une, n'a point d'influence sensible sur les principaux résultats de mes calculs.
Les plus grandes variations de la hauteur des marées dans nos ports, sont dus à l'action du Soleil et de la Lune , supposés mus uniformément dans leurs orbites et toujours à la même distance de la Terre. Mais pour avoir la loi de ces variations, il faut combiner les observations de manière que toutes les autres variations disparaissent de leur résultai . C'est ce que l'on obtient, en considérant les hauteurs des pleines mers, au-dessus des basses mers voisines, dans les syzygies et les quadratures prises en nombre égal vers chaque équinoxe et vers chaque solstice. Par ce moyen, les flux indépendans de la rotation de la Terre, et ceux dont la période est d'environ un jour, disparaissent , ainsi que les flux produits par la variation de la distance du Soleil à la Terre. Eu considérant trois syzygies ou trois quadratures consécutives, et en doublant l'intermédiaire, on fait disparaître les flux que produit la variation de la distance de la Lune ; parce que si cet astre est périgée dans une syzygie, il est à peu près apogée dans la syzygie suivante; et la compensation est d'autant plus exacte, que l'on emploie un plus grand nombre d'observations. Par ce procédé, l'influence des vents sur le résultat de observations devient presque nulle; car si le vent élève la
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hauteur d'une pleine mer, il élève à peu près autant la basse mer voisine, et son effet disparaît dans la différence des deux hauteurs. C'est ainsi qu'en combinant les observations de manière que leur ensemble ne présente qu'un élément , on parvient à déterminer successivement tous les élémens des phénomènes. L'analyse des probabilités fournit pour obtenir ces élémens, une méthode plus sûre encore, et que l'on peut désigner par le nom de méthode la plus avantageuse. Elle consiste à former entre les élémens, autant d'équations de condition , qu'il y a d'observations. On réduit par les règles de cette méthode , le nombre de ces équations, à celui des élémens que l'on détermine en résolvant les équations ainsi réduites. C'est par ce procédé, que M. Bouvard a construit ses excellentes Tables de Jupiter, de Saturne et d'Uranus. Mais les observations des marées, étant loin d'atteindre la précision des observations astronomiques ; le très grand nombre de celles qu'il faut employer pour que leurs erreurs se compensent, ne permet pas de leur appliquer la méthode la plus avantageuse.
Sur l'invitation de l'Académie des Sciences, on fit au commencement du dernier siècle , dans le port de Brest , des observations des marées pendant six années consécutives. C'est à ces observations publiées par Lalande, que j'ai comparé dans le Livre cité, mes formules. La situation de ce port est très favorable à ce genre d'observations : il communique avec la mer par un vaste canal au fond duquel on l'a construit. Les irrégularités du mouvement de la mer parviennent ainsi dans le port, très affaiblies, à peu près comme les oscillations que le mouvement irréguber d'un vaisseau produit dans le baromètre, sont atténuées par un étranglement fait au tube de cet instrument. D'ailleurs , les marées étant considérables à Brest, les variations accidentelles n'en sont qu'une faible partie. Aussi l'on remarque dans les observations de ces marées, pour peu qu'on les multiplie, une grande régularité que n'altère point la petite rivière qui viebt se perdre dans la rade immense de ce port. Frappé de cette régularité, je proposai au gouvernement d'ordonner que l'on fit à Brest une nouvelle suite d'observations des marées, et qu'elle fut continuée au moins pendant une période du mouvement de nœuds de l'orbite lunaire. C'est ce que l'on a entrepris. Ces nouvelles observations datent du premier juin de l'année 1806, et depuis cette époque, elles ont été continuées chaque jour sans interruption. On a considéré celles de l'année 1807, et des quinze années suivantes. Je
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dois au zélé infatigable de M- Bouvard pour tout oe qui intéresse l'Astronomie, les calculs immenses que la comparaison de mon analyse avec les observations a exigés. Il y a employé près de six mille observations : les résultats de ces calculs sont consignés dans les tableaux que l'on verra ci-après. Pour avoir les hauteurs des pleines mers , et leur variation qui , près du maximum et du minimum , est proportionnelle au carré du temps; ou a considéré vers chaque équinoxe et vers chaque solstice , trois syzygies consécutives entre lesquelles l'équinoxe ou le solstice était compris : on a doublé les résultats de la syzygie intermédiaire, pour détruire les effets de la parallaxe lunaire. Ou a pris dans chaque syzygie, la hauteur de la pleine mer du soir, au-dessus de la basse mer du matin, du jour qui précède la syzygie, du jour même rie la syzygie et des quatre jours qui la suivent; parce que le maximum, des marées tombe à peu près au milieu de cet intervalle : le choix des heures est fondé sur ce que les observations faites pendant le jour, en deviennent plus sûres et plus exactes. On a fait pour chacune des seiae années, une somme des hauteurs des marées des jours correspondans dans les syay^ies équinoxialea , et une pareille somme relativement aux syzygies solstickiles; et l'on en a conclu les maxima des hauteurs des pleines mers, prés des syzygies, soit équinoxialea , soit solstioales ; et les variations de ces hauteurs près de leurs maxima. L'inspection, de ces hauteurs et de leurs variations montre la régularité de œ genre d'observations dans le port de Brest.
Dans les quadratures, on a suivi un procédé semblable, avec la seule différence que l'on a pris l'excès de la haute mer du matin sur la basse mer du soir, du jour de la quadrature et des trois jours qui la suivent. L'accroissement des marées quadratures, à partir de leur minimum , étant beaucoup plus rapide, que la dimiuutiou dea marées syzygies, à .'partir de leur maximum; on a dû restreindre à un plus petit intervalle, la loi de variation proportionnelle au carré du temps. On a formé pour chacune des seize années, des tableaux pareils à ceux des marées ayzygie?.
Tous ces tableaux montrent avec évidence , l'influence des déclinai* sous du Soleil et de la Lune, noa-seulenasnt sur les hauteurs absolues des marées, mais encore sur leurs variations. Plusieurs savans et spécialament Lalande, avaient révoqué en doute cette influence; parce qu'au lieu de considérer un grand ensemble d'observations, ils s'étaient attachés à quelques observations isolées où la mer, par l'effet de causes
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accidentelles, s'était élevée à une grande hauteur ver» les solstices; Mais l'application la plus simple du cal cul des probabilités, aux résultats de M. Bouvard , suffit pour voir que la probabilité de l'influence de la déclinaison des astres, est excessive et bien supérieure à celle d'un grand nombre de laits sur lesquels on ne se permet aucun doute.
On a conclu des variations des marées près de leurs maxima et de leurs minima, l'intervalle dont ces maxima et ces minima suivent les syzygies et les quadratures, et l'on a trouvé cet intervalle, d'un jour et demi à fort peu près; ce qui est parfaitement d'accord avec ce que le» observations anciennes m'ont donné dans le quatrième Livre. Le même accord a lieu relativement aux grandeurs de ces maxima et de ces minima, et par rapport aux variations des hauteurs des marées, à partir de ces points ; en sorte que la nature, après an siècle, s'est retrouvée conforme à elle-même. L'intervalle dont je viens de parler , dépend des constantes renfermées sous les signes cosinus dans les expressions des deux flux principaux dus aux action» du Soleil et de la Lune. Les constantes correspondantes de l'expression des forces sont différemment modulées par les circonstances accessoires : au moment de la syzygie , le flux lunaire précède le flux solaire, et ce n'est qu'un jour et demi après , que le flux lunaire retardant chaque jour sur le flux solaire , ces deux flux coïncident et produisent ainsi le maximum des marées. Une modification semblable a lieu dans les constantes qui multiplient les cosinus : il en résulte un accroissement dans l'action des astres sur la mer. J'ai donné dans le. quatrième Livre , le moyen de reconnaître cet accroissement que j'avais trouvé d'un dixième, par les observations anciennes; mais quoique les observations des marées quadratures s'accordassent sur ce point avec les observations de» marées syzygies, j'avais dit qu'un élément aussi délicat exigeait un bien plus grand nombre 4'observations. Le» calculs de M. Bouvard ont confirmé l'existence de cet accroissement, et l'ont porté à un quart à fort peu près , pour la Lune. La détermination de ce rapport est nécessaire pour conclure des observations des marées, les rapports véritables des actions du Soleil et de la Lune dont dépendent les phénomènes de la précession des équi» noxes et de la nutation de l'axe terrestre. Eu corrigeant les actions des astres sur la mer, de leurs accroissemens dus aux circonstances accessoires; on trouve en secondes sexagésimales o,",4 pour k nutation , 6",8 pour l'équation lunaire des tables du Soleil , et la masse de la
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Lune, an 75* de celle de la Terre. Ces résultats sont à très peu près ceux que donne In discussion des observations astronomiques. L'accord de valeurs obtenues par des moyens si divers, est bien remarquable. C'est en comparant à mes formules , les maxima et les minima des hauteurs observées des marées, que les actions du Soleil et de la Lune sur la mer et leurs accroissemens ont été déterminés. Les variations des hauteurs des marées près de ces points, en sont une suite nécessaire ; en substituant donc les valeurs de ces actions, dans mes formules , 011 doit retrouver à fort peu près les variations observées. C'est ce que l'on retrouve en effet. Cet accord est une grande confirmation de la loi de la pesanteur universelle : elle reçoit une nouvelle confirmation, des observations des marées syzygies vers l'apogée et vers le périgée de la Lune. Je n'avais considéré dans le quatrième Livre, que la différence des hauteurs desmarées dans ces deux positions de la Lune. Je considère de plus la variation de ces hauteurs à partir de leurs maxima ; et sur ces deux points, mes formules représentent les observations.
Les heures de» marées et lsurs retards d'un jour à l'autre, offrent les mêmes variétés que leurs hauteurs. M. Bouvard en a formé des tableaux pour les marées qu'il avait employées dans la détermination des hauteurs. On y voit évidemment l'influence des déclinaisons des astres et de la parallaxe lunaire. Ces observations comparées à mes formules, offrent le même accord que les observations des hauteurs. On ferait sans doute disparaître les petites anomalies que ces comparaisons présentent encore, en déterminant convenablement les constantes de chaque flux partiel. Leptincipe par lequel j'ai lié entre elles ces constantes diverses, peut n'être pas rigoureusement exact. Peut-être encore , les quantités que l'on néglige en adoptant le principe de la coexistence des oscillations, deviennent sensibles djwis les grandes marées. Je nie suis ici contenté de noter ces anomalies légères , afin de diriger ceux qui Toudront reprendre ces calculs , lorsque les observations des marées que l'on continue à Brest , et qui sont déposées à l'Observatoire royal , seront assez nombreuses pour donner la certitude que ces anomalies ne sont point dues aux erreurs des observations. Mais avant que de modifier les principes dont j'ai fait usage, il faudra porter plus loin les approximations analytiques. ^
. -, Enfin j'ai considéré le flux dont la période est d'environ Un jour. En comparant les -différences de deux haines mers, et de deux
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basses mers consécutives , dans un grand nombre de syzygies solsticiales' j'ai déterminé la grandeur de ce flux et l'heure de son maximum dans le port de Brest. J'ai trouvé un cinquième de mètre à fort peu près pour sa grandeur, et un dixième de jour environ pour le temps dont il précède à Brest l'heure du maximum de la marée semi- diurne. Quoique sa grandeur ne soit pas un trentième de la grandeur du flux semi-diurne, cependant les forces génératrices de ces deux flux sont à peu près égales ; ce qui montre combien différemment les circonstances accessoires influent sur la grandeur des marées. On n'en sera poiut surpris, si Ton considère que dans le cas même où la surface de la Terre serait régulière et recouverte entièrement par la mer, le flux diurne disparaîtrait si la profondeur de la mer était constante.
Les circonstances accessoires peuvent encore faire disparaître dans un port les inégalités semi-dinrnes , et rendre très sensibles les inégalités diurnes. Alors il n'y a chaque jour qu'une marée, qui disparaît lorsque les astres sont dans l'équateur. C'est ce que l'on a observé à Batsham , port du royaume deTunquin, et dans quelques îles de la mer du Sud. J'observerai relativement à ces circonstances, que les unes s'étendent à ta mer entière et se rapportent à des causes très éloignées du port où l'on observe les marées; on ne peut douter, par exemple, que les ondulations de l'Océan atlantique et de la mer du Sud, réfléchies par la côte orientale de l'Amérique, qui s'étend presque d'un pôle à l'autre, n'aient une grande influence sur les marées du port de Brest. C'est principalement de ces circonstances, que dépendent les phénomènes qui sont à peu près les mêmes dans nos ports. Tel paraît être le retard de la plus haute marée sur l'instant de la syzygie. D'autres circonstances plus rapprochées du port, telles que les côtes ou les détroits voisins, produisent les différences que l'on observe entre les hauteurs et les heures des marées > dans des ports peu distans entre eux. De là il suit qu'un flux partiel n'a point avec la latitude du port, le rapport indiqué par la force qui le produit; puisqu'il dépend de flux semblables correspondans à des latitudes fort éloignées et même à un autre hémisphère. On ne peut donc déterminer que par l'observation, le signe et la grandeur de ce flux.
Les phénomènes des marées, dont je viens de parler, dépeudent des termes du développement de l'action des astres, divisés par le cube de leurs distances a la Terre, les seuls que l'on ait considérés jusqu'ici.
Mécak. cél. Tome V. a3
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Mais la Lune est assez rapprochée de la Terre , pour que les ternies de l'expression de son action, divisés par la quatrième puissance de sa distance, soient sensibles dans les résultats d'un grand nombre d'observations ; car on sait par la théorie des probabilités, que le nombre des observations supplée à leur défaut de précision , et fait connaître ^ des inégalités beaucoup moindres que les erreurs dont chaque observation est susceptible. On peut même, par cette théorie, assigner le nombre d'observations nécessaires pour acquérir une grande probabilité que l'erreur du résultat obtenu est renfermée dans des limites données. J'ai donc pensé que l'influence des termes de l'action de la Lune, divisés par la quatrième puissance de sa distance à la Terre, pourrait se manifester dans l'ensemble des nombreuses observations discutées par M. Bouvard. Les flux correspondans aux termes divisés par le cube de la distance ne donnent aucune différence entre les marées des nouvelles lunes et celles des pleines lunes. Mais ceux qui ont pour diviseur, la quatrième puissance de la distance, mettent une différence entre ces marées. Us produisent un flux dont la période est d'environ un tiers de jour. Les observations de M. Bouvard, discutées sous ce point de * vue, indiquent avec une grande probabilité l'existence de ce flux partiel. Elles établissent encore, sans aucun doute, que l'action de la Lune pour élever la mer à Brest, est plus grande lorsque sa déclinaison est australe, que lorsqu'elle est boréale; ce qui ne peut être dû qu'aux termes de l'action lunaire, divisés par la quatrième puissance de la distance.
On voit par cet exposé, que la recherche des rapports généraux entre les phénomènes des marées, et les actions du Soleil et de la Lune sur la mer, supplée heureusement à l'impossibilité d'intégrer les équations différentielles de son mouvement, et à l'ignorance des données nécessaires pour déterminer les fonctions arbitraires qui eutrent dans leurs intégrales : il en résulte une certitude entière, que ces phénomènes ont pour unique cause, l'attraction de ces deux astres, confor- * mément à la loi de la pesanteur universelle.
J'ai insisté particulièrement sur le flux et le reflux de la mer, parce qu'il est de tous les effets de l'attraction des corps célestes, le plus près de nous et le plus sensible; d'ailleurs il m'a paru très propre à montrer comment on peut reconnaître et déterminer par un grand nombre d'observations même peu précises, les lob et les causes des phénomènes dont
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il est impossible d'obtenir les expressions analytiques, par la formation et l'intégration de leurs équations différentielles. Tels sont les effets de la chaleur solaire sur l'atmosphère, dans la production des vents alises et des moussons, et dans les variations régulières, soit diurnes, soit annuelles , du baromètre et du thermomètre.
Pour arriver à l'Océan, l'action du Soleil et de la Lune traverse l'atmosphère qui doit, par conséquent, en éprouver l'influence, et être assujettie à des mouvemen* semblables à ceux de la mer, mouvemens dont j'ai donné la théorie dans le quatrième Livre. De là résultent des vents et des oscillations dans le baromètre, dont les périodes sontles mômes que celles du flux et du reflux. Mais ces vents sont peu considérables et presque insensibles dans une atmosphère d'ailleurs fort agitée : l'étendue des oscillations du baromètre n'est pas d'un millimètre, à l'équateur même où elle est la plus grande. Cependant, les circonstances locales qui augmentent considérablement les oscillations de la mer, peuvent également accroître les oscillations du baromètre dont l'observation suivie sous ce rapport, mérite l'attention des physiciens.
Le flux atmosphérique est produit par les trois causes suivantes : la première est l'action directe du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère ; la seconde est l'élévation et l'abaissement périodique de l'Océan, base mobile de l'atmosphère; la troisième enfin, est l'attraction de ce fluide par la mer dont la figure varie périodiquement. Ces trois causes dérivant des mêmes forces attractives du Soleil et de la Lune ; elles ont ainsi que leurs effets, les mêmes périodes que ces forces, conformément au principe sur lequel j'ai fondé ma théorie des marées. Le flux atmosphérique est donc soumis aux mêmes lois que le flux de l'Océan : il est, comme lui, la combinaison de deux flux partiels produits, l'un par l'action du Soleil, l'autre par l'action de la Lune. La période du flux atmosphérique solaire est d'un demi-jour solaire; et celle du flux lunaire est d'un demi-jour lunaire. L'action de la Lune sur la mer à Brest, étant triple de celle du Soleil, le flux lunaire atmosphérique est au moins double du flux solaire. Ces considérations doivent nous guider dans le choix des observations propres à déterminer d'aussi petites quantités , et dans la manière de les combiner, pour se soustraire, le plus qu'il est possible , à l'influence des causes qui produisent les grandes variations du baromètre.
Depuis plusieurs années, on observe, chaque jour, à ^Observatoire
royal, les hauteurs du baromètre et du thermomètre, à neuf heures sexagésimales du matin , à midi , à trois heures après midi, et à neuf heures du soir. Ces observations faites avec les mêmes tnslrumens , et presque toutes par le même observateur, sont par leur précision et par leur grand nombre, propres à indiquer le flux atmosphérique, s'il est sensible. On voit avec évidence, la variation diurne du baromètre, dans les résultats de ces observations : un mois suffit pour la manifester. L'excès de la plus grande hauteur du baromètre observée qui répond à neuf heures du matin, sur la plus petite qui répond à trois heures du soir, est à Paris de huit dixièmes de millimètre, par le résultat moyen des observations faites chaque jour, pendant six années consécutives.
La hauteur du baromètre duc au flux solaire, redevenant chaque jour, la même à la même heure; ce flux se confond avec la variation diurne qu'il modifie, et il n'en peut être distingué par les observations faites à l'Observatoire royal. II n'eu est pas ainsi des hauteurs barométriques dues au flux lunaire, et qui se réglant sur les heures lunaires, ne redeviennent les mêmes aux mêmes heures solaires, qu'après un demi-mois d'intervalle. Les observations dont je viens de parler, comparées de demi-mois en demi-mois , sont disposées de la manière la plus favorable pour indiquer le flux lunaire. Si, par exemple, le maximum de ce flux arrive à neuf heures du matin, le jour de la syzygie; son minimum arrivera vers trois heures du soir. Le contraire aura lieu, le jour de la quadrature. Ce flux augmentera donc la variation diurne du premier de ces jours ; il diminuera la variation diurne du second; et la différence de ces variations sera le double de la grandeur du flux lunaire atmosphérique. Mais le maximum de ce flux u'arrivant pas à neuf heures du matin dans la syzygie; il faut, pour déterminer sa grandeur et l'heure de son arrivée, employer les observations barométriques de neuf heures du matin , de midi et de trois heures du soir, faites chaque jour, soit de la syzygie, soit de la quadrature. On peut également faire usage des observations des jours qui précèdent ou qui suivent ces phases , du même nombre de jours, et faire concourir à la détermination d'élémens aussi délicats, toutes les observations de l'année.
On doit faire ici une remarque importante sans laquelle il serait impossible de reconnaître une aussi petite quantité que le flux lunaire, au milieu des grandes variations du baromètre. Plus les observations sont rapprochées , moius l'effet de ces variations est sensible : il est presque
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nul sur un résultat conclu d'observations faites le même jour et dans le court intervalle de six heures : le baromètre varie presque toujours avec assez de lenteur, pour ne pas troubler alors sensiblement l'effet des causés régulières. Voilà pourquoi le résultat moyen des variations diurnes de chaque année est toujours le même à fprt peu près, quoiqu'il y ait des différences de plusieurs millimètres dans les hauteurs moyennes absolues barométriques des diverses années; en sorte que si l'on comparait la hauteur moyenne de neuf heures du matin, d'une année, à la hauteur moyenne de trois heures du soir, d'une autre année; on aurait une variation diurne, souvent très fautive, quelquefois même d'un signe contraire à la véritable. Il importe donc pour déterminer de très petites quantités, de les déduire d'observations faites le même jour, et de prendre une moyenne entre un grand nombre de valeurs ainsi obtenues. On ne peut conséquemment déterminer le flux lunaire, que par un système d'observations faites, chaque jour, au moins à trois heures différentes, conformément au système suivi à l'Observatoire.
M. Bouvard a bien voulu relever sur ses registres, les observations barométriques du jour même de chaque syzygic et de chaque quadrature, du jour qui précède ces phases, et des premier et second Jours qui les suivent. Elles embrassent les huit années écoulées depuis le i" octobre i8i5 jusqu'au i ,r octobre i8a3. J'ai employé les observations de neuf heures du matin , de midi et de trois heures du soir : je n'ai point considéré les observations de neuf heures du soir , pour diminuer, le plus qu'il est possible, l'intervalle des observations. D'ailleurs, celles des trois premières heures ont été faites plus exactement aux heures indiquées, que celles de neuf heures du soir; et le baromètre étant éclairé par la lumière du jour, dans ces premières heures, la différence qui peut venir de la manière diverse dont les instrumens sont éclairés, disparaît. En comparant à mes formules, les résultats de ces nombreuses observations qui correspondent à 1 584 jours ; je trouve un dix-huitième de millimètre pour la grandeur du flux lunaire atmosphérique, et trois heures et un tiers sexagésimales, pour l'heure de son maximum du soir, le jour de la syzygic.
Cest ici surtout que se fait sentir la nécessité d'employer un très grand nombre d'observations, de les combiner de la manière la plus avantageuse, et d'avoir une méthode pour déterminer la probabilité que l'erreur des résultats obtenus, est renfermée dans d'étroites limites,
méthode Bans laquelle on est expose' à présenter comme lois de la nature, les effets des causes irrégulières ; ce qui est arrivé souvent en Météorologie. J'ai donné cette méthode dans ma Théorie analytique des Probabilités. Eu l'appliquant aux observations, j'ai déterminé la loi des anomalies de la variation diurne du baromètre, et j'ai reconnu que l'on ne peut pas, sans quelque invraisemblance, attribuer les résultats précédens, à ces anomalies seules : il est probable que le flux lunaire atmosphérique diminue la variation diurne dans les syzygies, qu'il l'augmente dans les quadratures, mais dans des limites telles que ce flux ne fait pas varier la hauteur du baromètre, d'un dix-huitième de millimètre en plus ou en moins; ce qui montre combien peu l'action de la Lune sur l'atmosphère est sensible à Paris. Quoique ces résultats aient été conclus de 47^3 observations, la méthode dont je viens de parler fait voir que pour leur donner une probabilité suffisante, et pour obteuir avec exactitude un élément aussi petit que le flux lunaire atmosphérique, il faut employer au moins quarante mille observations/ L'un des principaux avantages de cette méthode est de faire connaitre jusqu'à que) point on ,doit multiplier les observations, pour qu'il ne reste aucun doute raisonnable sur leurs résultats.
Quelle est sur le flux lunaire, l'influence respective des trois causes du, flux atmosphérique que j'ai citées? 11 est difficile de répondre à cette question. Cependant le peu de densité de la mer par rapport à la moyenne densité de la Terre, ne permet pas d'attribuer un effet sensible au changement périodique de sa figure. Sans les circonstances accessoires, l'effet direct de l'action de la Lune serait insensible sous nos latitudes. Ces circonstances ont, il est vrai, une grande influence sur la hauteur des marées dans nos ports ; mais le fluide atmosphérique étant répandu autour de la Terre, beaucoup moins irrégulièrement que la mer, leur influence sur le flux atmosphérique doit être beaucoup moindre que sur le flux de l'Océan. Ces considérations me portent à regarder comme cause principale du flux lunaire atmosphérique, dans nos climats, l'élévation et l'abaissement périodiques de la mer. Des ' observations barométriques faites chaque jour, dans les ports où la marée s'élève à une grande hauteur, éclairciraient ce point curieux de Météorologie. ,
M. Bouvard a trouvé que la variation diurne moyenne du baromètre, dV neuf heures du matin à trois heures du soir, a été positive pour
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chacun des 72 mois des six années écoulées depuis le 1" janvier 1817, jusqu'au i' r janvier l8a3, et d'où il a conclu la variation diurne moyenne égale à o"",8oi4» La loi de probabilité des anomalies de la variation diurne, à laquelle je suis parvenu, donne à très peu près \ pour la probabilité de ce résultat.
En examinant le tableau des hauteurs moyennes du baromètre pour chacun des 7a mois considérés par M. Bouvard, j'ai reconnu que le résultat moyen des variations diurnes de neuf heures du matin à trois heures du soir, des trois mois de novembre, décembre et janvier, a été constamment plus faible, chaque année, que le résultat moyen des trois mois suivans, février, mars et avril. La variation moyenne des six années, a été o"",5428, pour les trois premiers mois, et i"",o567, ou presque double pour les trois mois suivans. La moyenne de ces six mois est à fort peu près huit dixièmes de millimètre et par conséquent égale a la variation diurne moyenne. Les six autres mois n'offrent rien de semblable. Une différence aussi considérable indique une cause annuelle qui diminue la variation diurne, dans les trois mois de novembre, décembre et janvier, et qui l'augmente dans les trois mois suivans. En appliquant à cette différence l'analyse des probabilités, je trouve qu'il y a une probabilité de plus de trois cent mille contre un, qu'elle n'est pas l'effet du hasard. Ce qui augmente encore cette probabilité, est que la variation diurne moyenne de neuf heures du matin à midi, a été o"",ig33 dans les trois premiers mois et o"",3733 dans les trois mois suivans : pareillement la variation diurne moyenne de trois heures du soir à neuf heures du soir, a été o"*,3o33, dans les trois premiers mois , et o"*,6ooo, dans les trois mois suivans : ces variations sont à peu près dans le rapport des variations correspondantes de neuf heures du matin à trois heures du soir. Je De cherche point ici la cause de ce phénomène : je me borne à constater son existence. La période de la variation diurne , réglée sur le jour solaire , indique évidemment que cette variation est due à l'action du Soleil. L'extrême petitesse de l'action attractive du Soleil sur Tatrtiosf)hère est prouvée par la petitesse de l'action attractive de la Luné. Cest donc par l'action de sa chaleur, que le Soleil produit la variation diurne. Mais il est presque impossible de soumettre les effets de Celte action à l'analyse; et toute explication de ce genre de phéhôniéhes , qui n'csl point fondée sur le Calcul, doit être bannie dé la+ Philosophie naturelle.
CHAPITRE II
Nouvelles recherches sur la Théorie des Marées.
a. Ma théorie des marées , exposée dans Je quatrième Livre , reposa sur ce principe , savoir que Vétat d'un système de corps, dans lequel les conditions primitives du mouvement ont disparu par les résistances qu'il éprouve, est périodique comme les forces qui l'animent. Ce principe combiné avec celui de la coexistence des oscillations très petites , explique d'une manière singulièrement heureuse, tous les phénomènes des marées, indépendans des circonstances locales. Les forces productrices de ces phénomènes, relatives à l'action d'un astre L, sont, comme on le voit dans le n' 16 du Livre IV, exprimées par les différences partielles de la fonction
|p j £cos0.sint>-f-sinô.cos? .cos(nt+tr — 4)»^J — i j ; ( a )
L désignant la masse de l'astre; r sa distance au centre de la Terre; v sa déclinaison ; 4 son ascension droite comptée de l'intersection de son orbite avec l'équateur; / le temps; nt-f-<v, l'angle horaire de cette intersection; et 8 le complément de la latitude du port. Soit c l'inclinaison de l'orbite a l'équateur, et <p la distance angulaire de l'astre L à l'intersection de l'orbite et de l'équateur; on aura par les formules de la Trigonométrie sphérique,
sin v = sin c . siu Ç ; cos t> . sin 4 = cos t . sin <p ; cos v . cos 4 — cos <p ;
cos*f = ± .(|-f-oos a «)-f-i • sin» s. cos a?; cos* v . sin 34= cos « . sin ; cos V . cos 24 ss ± . sin» é -+- i . ( 1 -f- cos' t) . cos a p ;
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la formule (a) devient ainsi
3L f 5 . cos*Ô . . (i + oos'é) . sin'6 — 3
Z?' \_ . £ . (cos* ô— i . sin'ô) . sin'« . cos a?> Ç ski « « co»« . sin
Si l'on ne considère dam les observations des marées , que l'excès d'une haute mer sur l'une des deux basses mers voisine»; si, de plus, ou prend ces excès en nombre égal dans les syzygies et dans les quadratures, des équinoxes du printemps, des équinoxes d'automne, des solstices cPété, et des solstices d'hiver; enfin, si pour détruire l'effet de la parallaxe lunaire, on considère les trois syzygies ou les trois quadratures les plus voisines de l'équinoxe ou du solstice, en doublant les observations relatives à la syzygie ou à la quadrature intermédiaire; les résultais de l'observation ne dépendront que des flux relatifs aux angles a«r-f-a<w, a/»/+a<tr — a<p, 3/U+î«+3?, flux dont la période est d'environ un demi-jour, et dont les deux premiers sont dans nos ports, beaucoup plus grands que tous les autres flux. Sio 4 j« étant une très petite fraction, on peut négliger le terme qu'elle multiplie. Alors, les flux partiels dont la période est d'environ un demi-jour,
dépendent des termes
~T • cos*ï« . cos(a*r— aml^»*»— iA) B L
-f- -p- . 7 . sin' € . cos (an* vm — yy) ; Mécah. cÉi. Tome F. a \
i 7 o MÉCANIQUE CÉLESTE,
mt étant le moyen mouvement de l'astre L dans son orbite. A, B, A et y sont des constantes dépendantes des circonstances du port.
Ces deux flux sont les mêmes que ceux qui seraient produits par deux astres mus dans le plan de l'équateur, à la distance r du centre de la Terre, et dont le premier représenté par L.cos 4 ;£, aurait le même mouvement moyen, que l'astre L dans son orbite, et passerait en même temps que lui par l'intersection de cette orbite avec l'équateur. Le second astre représenté par ~ . L . sin'c, correspondrait constamment au point de cette intersection. Le maximum des hautes marées correspond à la conjonction ou à l'opposition des deux astres Gctifs : alors la haute mer du premier coïncide avec celle du second. Le minimum des hautes marées , correspond aux quadratures de ces astres fictifs : alors la haule mer du premier coïncide avec la basse mer du second. Ce
maximum et ce minimum donneront donc lu valeur de la fraction ^,
et par conséquent le rapport des deux actions. Si cette fraction surpasse l'unilé, l'action de l'astre L est augmentée par son mouvement propre mt dans son orbite, en vertu des circonstances accessoires : je nomme ainsi l'ensemble de toutes les causes qui modulent les marées dans un port. J'ai fait voir la possibilité de cette augmentation, dans le n° 18 du quatrième Livre.
Au moment de la coïncidence des hautes mers de deux astres fictifs > on a, en désignant par ir la demi-circonférence,
inl-i- l'or— nmt — 2A= a/'**;
2M -f- 3-3- 2>=2t"'7rj
i et i y étant des nombres entiers; ce qui donne pour le temps t de la
coïncidence
nt-\-<& — mt est l'angle horaire de l'astre L, réduit en jours mesurés par les retours de cet astre au méridien , et il exprime l'heure de la coïncidence. Si, comme nous le supposerons dans la suite, l'astre L est le Soleil, A sera l'heure de la haute marée solaire; et comme il y a deux marées chaque jour, nous supposerons que A se rapporte à la pleine mer du soir; en sorte que les heures étant comptées de minuit , A surpassera
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la demi-circonférence. En désignant par T le temps de la conjonction ou de l'opposition des deux astres fictifs, on aura
donc
Si y surpasse A, l'instant de la coïncidence des hautes mers suivra le moment de la conjonction ou de l'opposition des astres. C'est donc de la différence de ces deux constantes, différence qui lient aux circonstances du port, que dépend le retard du maximum des pleines mers sur ce moment. Ce relard serait très petit, si le mouvement de l'astre dans son orbite, était fort petit. Mais on verra dans la suite, qu'il est tns sensible pour la Lune, dans le port de Brest où il s'élève à un jour el demi.
Supposons maintenant que les lettres L, r, m, A, s, A et y, se rapportent au Soleil, et marquons d'un trait pour la Lime, les mêmes lettres. On aura par l'action réunie de ces deux astres et en n'ayant égard qu'anx inégalités dont la période est d'environ un demi-jour, hauteur de la mer au-dessus de son niveau, égale à
. cos< i t . cos (int -f- a«r — vnt — 2 A)
BL
-f-;.-^- . sin*«. cos(a/rt-f-a<w— ay) À'L'
cos 4 -j«'. cos(2n<-f-*w — 21»'/— 2A')
BL
•\-\--pr • sin'd\ 005(2/1/ -f-2«w — 2>')
la constante B devant être la même à très peu près pour le Soleil et pour la Lune; parce que les angles 2/1/ — zy, et ant— ay' varient à très peu près de la même manière, vu la lenteur du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire. >' serait égal à y, si l'intersection de l'orbe lunaire avec l'équateur coïncidait avec l'équinoxe du printemps. En comptant les angles mt et nil de cet équinoxe, et désignant par £ l'ascension droite de l'intersection de l'orbe lunaire avec l'équateur, on aura
i^a MÉCANIQUE CÉLESTE,
Les constantes A, A', B, >, A, V, ne peuvent &re déterminées qufe par les observations j mais comme elles ne diffèrent d'un astre à l'autre, qu'à raison de la différence des moyens mouvemens de ces astres dans leurs orbites, différence toujours très petite relativement à nt ou au mouvement de rotation de la Terre ; il est assez naturel de supposer que ces constantes varient d'un astre à l'autre, proportionnellement à la différence des moyens mouvemens; ainsi en désignant par x et/ deux constantes îoclctcrnuntîCtij nous Itérons
A == (1 mx) . B , A' ^=(1 . Bj
Les observations feront connaître jusqu'à quel point ces supposition» sont approchées.
Les deux plus grands termes de la fonction (A), étant ceux qui dépendent des cosinus des angle» ani •+- atr — zmt — aX, et 2nt + 2<at—2m't — aA'j ces cosinus doivent, au moment de la pleine mer, différer peu de l'unité j en faisant donc
nt «f- tr — mt — X ae ht -f- M -f- «r — m't — X' ss iV-f- r ;
* et t' étant des nombres entiers, on pourra supposer l èt F fort petits. Ces deux équations donnent
— (m' — m) . t = (ï—i) . tt+X' — X + f— /;
faisons
T étant le temps de la syzygie moyenne. Au moment de cette phase, les angles m'T et mT doivent être égaux , ou différer d'un nombre entier de demi-circonférences, en sorte que l'on a
fW— m).T=i"îr,
t" étant un nombre entier; on a donc, en observant que A —A' est égal à (m' — m). 7,
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Les angles (m'— m)**, (m'— m)f t et / étant peu considérables, on doit avoir — i" égal à * v — *j en faisant donc
on aura
Ainsi Ton aura
cos(2^H- — am* — 3*) e= cos 2/,
cos {ml + a«" — am'f — aA')escos [a/— a(m' — m) . <"] .
On a
cos (anf -f - 29 — ay) =3 cos (anf -j-a«r — jmt — aX-f- ami -f- 2 A — 27)
5= cos (a£-f- amr— am/).
Substituant pour mi, sa valeur mT -f» m£' -f- /7y , on aura
cos (2/1* -f- *w — a>) = cos (amT +2/4- ami"). On trouvera pareillement
cos (a/i< -f- aflr — a>') =: cos (a^iT-f- 2/ -f- ar?j^ — 2 J). Cela posé, si Ton fait
t=ï . ^. sin's . cosamT-K 5£.ainV. cos (amT— a/);
A = î .^r •.«»•• • ânamT-K • .8uW.sin(2mT— a«f)j
l'expression (A) de la hauteur de la mer, deviendra au moment de la pleine mer, en la réduisant en série par rapport anx puissances de / , l—{m' — m)t', i-f-m/", et eu négligeant seulement le» produits de quatre dimensions de ces quantités, et les produits des troisièmes puissances de /-f-m/', par sin's, et suWj
Aux imlans de la hante et de ta basse mer, celte fonction est à son
maximum et à son minimum; sa différentielle prise par rapport au temps /, est donc nulle. On ne doit y faire varier que / et i", le temps T de la syzygie devant être supposé constant ; et alors on a
dl = {n — m)dt, M'z=dt;
ou a donc
o = — 4a/ (n — m) — fa'lÇn — m' ) -f- 4«' (n — m'). (m' — m) (' — %nh — 4/ . nb ~ t^urnlt' ; (C)
ce qui donne
j (n — m') . a', (/n' — m)f— >nmit*— -£ nh
(n — m) . a + (n — m') . o' nb '
. , («— m').o'.(m'— m)r+r(n-m)a4-(n— mVD-'ni'-in^ / ' + -^ == (n-m).a + (n-m') a '+nb '
La fonction (B) donnera ainsi cette expression fort approchée de la hauteur de la pleine mer,
, , , h' uha(m'—m)t"
On peut dans l'ensemble d'un grand nombre de syzygies, supposer
le terme -1
aW (m' — m)t'
alternativement positif et négatif, en sorte que la somme de ses di\ erses valeurs soit nulle et puisse être négligée : cela est d'autant plus permis , que ce terme est fort petit, l'un des deux termes de son expression étant multiplié par sin»i, et l'autre étant multiplié par snW. De plus, ayant négligé les termes qui ont pour facteur sin* . ± 4 y nous pouvons à plus
forte raison, négliger le terme ^ a+a >^_ b ^ la formule précédente de-
vient ainsi • -
-•(•+»-Si=)
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3. Introduisons présentement les inégalités du mouvement et de la distance des astres, dans [l'expression de la hauteur des marées. Pour cela , développons le terme de la fonction (£) du n° a , rapportée à la Lune.
— sin* 6 . cos 4 \ i' . cos (an* + a<w — a<p').
Soit y.sin(j/-f-fl') une des inégalités du mouvement lunaire, et A. cos (sH-8') l'inégalité correspondante du rayon vecteur r* de la Lune ; ces deux inégalités introduisent dans le terme précédent, les tonne»
^ .sin-0.cos«V. '*)• cos(a*/ + a*r-- W/-5<-G') ~|
4/' * |_ — (i h-\-f) . cos^/ir-f-a^r-- zm't+sl+v) J
? étant la moyenne distance de la Lune à la Terre. Ces termes donnent naissance à deux flux partiels que l'on peut considérer comme produits par l'action de deux astres mus uniformément dans le plan de l'équateur, à la distance i J , et dont les masses sont respectivement
L'.cos*i É .(/-|A), L'.cosH«'.(iA+/);
leurs moyens mouvemeus étant (m'-f-0./, et (tri — ^ . t. On a vu précédemment que le terme 3 L'
^ . cos 4 y «' . sin* 9 . cos (an* + a«r — awi' t)
produit dans l'expression de la hauteur de la mer, le terme BL'
( 1 -f- rrix) . =-r . cos 4 \ «' . cos {int + im — nm't -f- -xrriy — 2 >).
11 est facile d'en conclure que les termes dus à l'action des astres sup-* posés, produisent dans cette expression , les termes
[1 • ™ • cos 4 **'. (/— f A) X
cos £an* -f- a«- — am'< — j< — — a> -|- a(w'-f i)j J
- [1 + {tri - . ^.cos 4 ^ < . (/+ 1 A) x
cos [an<+ aw — am / /- T -j<-M' — a> +a(ro'— 7],
i : 6 MÉCANIQUE CÉLESTE ,
Nous avoua supposé, au moment de la haute mer,
ni — m't -}-<?r — y + m'j= Ïtt 4- /' ;
i ' étant un nombre entier.
Les deux termes précède» deviennent ainsi
+ (^4.i) . cos'i C/-| A)oo»(a/' — st — ô'-f-f^)
-[i '-)* ] ^ . cos< i «' . C/+1 *) cos K-f 41 + y - y).
On a par ce qui précède
ce qui réduit les deux termes précédens à eeux-ci ,
[i + (»''+ £ * ] • co>< 5 «' . </- 1 A) ces (*T+ 0' + st" - a/') , -[i H- (m'- î)* cos* i (/+ ! A) cos (*T+ * +
Ces deux termes développés en séries, ajouteront donc à l'expression (B) de la hauteur des marées, la quantité
-«■(»- 7£bW* T + «') + "' J < 3 '— 7^) si °( jT + 9 ')
La différentielle de cette quantité, prise par rapport au temps t, et divisée par dt , doit être ajoutée au second membre de l'équation. (C) du numéro précédent, pour avoir l'instant de b haute mer. On peut dans la différenciation, ne faire varier que V, et supposer dfsandt, à cause
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de la petitesse de ni et de * , relativement à n. On aura ainsi pour la différentielle de la quantité, divisée par dt,
+ &nV (3h - -Jgg) «» (*T + fr)
Nous pouvons supposer que dans l'ensemble d'un grand nombre d'observations, les valeurs de sin(jT-r-fl'), ont été alternativement positives et négatives, en sorte que leur somme soit nulle à fort peu près. En nommant 4X, la somme des deux derniers termes de la quantité précédente, on voit qu'ils ajoutent aux numérateurs des valeurs de /, /— (m'— m).<", et /-j-wtf", données dans le numéro précédent, la quantité X, et qu'en négligeant le carré de X, et le produit hX , cette quantité disparaîtra de l'expression (B) de la hauteur de la marée. Mais il faut ajouter à cette expression, et par conséquent à l'expression (D) de la même hauteur, la quantité
+ J d (îh — ,f."> x ) ■ (*■<"' H- 4''") «M (jT + «') Le terme
• «n 1 * • "n 1 «' , cos (ant + 2®— a<T) de la fonction {b) transportée à la Lune, produit les deux suivans :
3 bl' . ,S (i+^»«4^^->Hir-^"|
Mécàn. cél. Tome a5
En substituant pour B sa valeur -■ . pour suW, 4.sin*îe\cos , i«',
et d pour — — , ces deux termes deviennent
l+mx |_4-(i-^)co S ( 2 ^4-a'ar-f ^+ô'-3>--^-- 2 ,r)J
Ou trouvera par l'analyse précédente, en supposant nulles dans l'ensemble des observations, les moycunes de sin(sT+6'), sin(am'T — 2^), et de leurs produits}, qu'ils ajoutent à l'expression (D) de la bautêur de lu pleine mer, la quantité
\ +>x.$e(l+m'C') ) l'expression de la hauteur de la pleine mer devient ainsi
„+a'+l + 2a'. [«+ t( ^'jî"" ) ].(w'— »■)■<"•
-<C/-4Tra]«"
le signe intégral 2 embrassant tous les tonnes semblables relatifs aux diverses inégalités de la Lune.
On a par ce qui précède, au moment de la pleine mer,
nt-t-<3r — mt — A=i*7T-f- /;
il est facile d'en conclure que la valeur de l, réduite en temps, à raisou de la circonférence entière pour un jour, exprime le retard des marées. On trouvera par l'analyse précédente, qu'en désignant par a la partie
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de l'expression de la hauteur des marées, indépendante de /' et de on aura ^ - .: *" "
mb \ (Ai'— m)cf i: ju
( (i + m'x) (m'— m)** f-iix.rt'j' , — ^ —
PO
On fera entrer par la même analyse, , les inégalités du mouvement «solaire, dans les expressions de la bauteut et du retard des marées.
Parmi les inégalités lunaires , celle que l'on nomme variation aug mente dans les sy zygies, la parallaxe de la Luné et sa vitesse angulaire, de quantités constantes : elle les diminue des mêmes quantités, dans les quadratures. Relativement A t eetot* 'inégalité, $ est Cgnl à a(/»' -— m) ; et dans^er ijytygiès , le'-owjnas de a(m' — mJT, est Tumté : il est — x dans les quadratures, La théorie lunaire donne par rapport à cette inégalité, 3A = — o,oa334, etyc=o,oi. De plus, on verra dans la suite que m'x est à fort peu près égal à \ , en sorte que l'on peut -supposer, en négligeant la valeur de w»,
i-t-mx , ' ■ ^ 7 '
ce qui donne
On peut , vu la petitesse de tang* £ «^ substituer sans erreur sensible , — 0,03734 , au Ueu de 3h , dans le facteur de cetlé quantité; on aura donc égard à l'inégalité de la^riation,. d,aos. la valeur, de a, en multipliant L' par 1,02734 dBnslêSiSyzygi'es, 'et Ton y' aura égard dans les quadratures , en multipliant;!/ j>ar 0,07366, ,
3. Soit p ie carré du cosm^s'dèla déenriaisbn Au Soleil, à l'instant de la syzygie ; on aura par le n° a
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or on a
cos*i«=i±^ll — sin<±«:
en négligeant donc comme nous l'avons fait, sin< £ s j on aura aA.-p-.cos 4 ï«-f-B.sin*«.^-.cos a mT = sA.-p.p — (A — B)^-. siu* £ . cos am'T.
En nommant pareillement p' le carré du cosinus de la déclinaison de la Lune à l'instant de la syzygie, on aura
a A' . ^ . cos4 e 4-B . sin' «' . ~ 3 . cos(2mT — 2f T)
= aA'.^.y — (A' — B)sin' i^.cos(2m'T — a<fj.
Dans les syzygies des solstices, mT et m'T sont à peu près égaux à i K. En désignant alors par A*-f-mT', et { w -f- iïiT' les angles mT et m'T, ce qui revient à compter du solstice , les arcs mT' et m'T'; on aura — -
cos amT = — cos amT'; cos (am'T — acT) = — cos (am'T'-- %S) :
en désignant donc par q et q' les carrés des cosinus des déclinaison» solaires et lunaires à l'instant de la syzygie solsticiale, on aura
a A . -^ . cos 4 . -f- B . sûi'é . ~ . cos . amT = 3A.^.y-f-(A — B)sin»£.^. cosamT'j 2A'.t'.cos*.y+B: S inV.^.co S ( 2 mT — 2< T)
On peut supposer dans l'ensemble d'un grand nombre de syzygies, que la somme des cosinus de amT esl égalé a la somme des cosinus de
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am'T, et que la somme des cosinus de a/n'T — a«P est égale à la somme des cosinus de am'T' — a ; parce que ces cosinus diffèrent peu de l'unité , et que d'ailleurs Us sont multipliés par les facteurs très petits (A — B) . sin»É , et (A' — B) .sinV. En supposant donc que P et Q expriment les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil , aux instans des syzygies équinoxiales et solsticiales , et que P' et expriment les mêmes sommes pour la Lune j on aura en ne considérant que l'inégalité lunaire de la variation, pour un nombre i, de syzygies équinoxiales
L L' aùt = aA.pj.P-f-aA'. 1,037 34» =- 4 .P'
-.(A-B).t ( p_Q)_ (A '-B).,,oa 7 34.^(P'-Q') :
et pour le même nombre i de syzygies solsticiales, on aura
L L' a/et' = aA.p|.Q-f-aA'. 1,037 ^4* fî*Q'
+ (A-B).^(P-Q)-r-(A'~B).,,oa 7 34.^(P'-Q'),
et' étant ce que devient a dans les syzygies solsticiales.
La hauteur de la pleine mer syzygie, donnée par la formule (M) du n° précédent , étant de la forme et — /3 il est clair que la basse mer syzygie sera — a -f- $ ce qui revient à changer L et U dans — L et — L'. Dans les quadratures , la basse mer solaire coïncide avec la haute mer lunaire. De là il suit que si l'on désigne par P, et Q, les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les quadratures équinoxiales et solsticiales ; si l'on désigne par Q', et P / , la somme des carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les mûmes quadratures ; enfin , si l'on désigne par et" et et!" ce que deviennent et
et' dans les quadratures; on aura pour 1 quadratures équinoxiales, en n'ayant égard qu'à l'inégalité de la variation,
ai«"= a A' . o, 97 a66 . ^Q',— a A . P,
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et pour i quadratures solsticiales , on aura
ai.-^aA'.o^aeô.^.P'. — aA.p.Q,
-(A'-B).o ;97 266 t'(P' l -Q' 1 )-(A~B)t ( Pl -Q,).
Dans le calcul de* valeurs de Cl"', et / données par les formules fM* 1 et (N), on fera pour les *' syzygies équinoxiales
c °«*ï« = ^pî cos^=-^p-j
sin'c . ce* amT = P ~"^ ; sin»«' . cos(2/»T— a«f ) = ;
tang-K-cosCamT - 2< T) = i.Ç^-l-
Il faut, dans les syzygies solsliciales, changer les signes des seconds membres des trois dernières équations.
Dans les quadratures, il faut changer Len — L, et faire
cos^==?^ ; cos^ = ^^.
Dans les quadratures équinoxiales, il faut faire
sin'i . cos amT = ; suWcos(ani'T a*f-)= Q '~ P '' ;
tan ë *K.cos(2m'T— 3ef ^i^J^.
Dans les quadratures solsticiales , il faut chaoger les signes des second» membres de ces trois dernières équations.
TABLE I
Des Hauteurs des Marées.
J'ai considéré les tjzj%ua équinoxiales suivante» : 1
23 mars
8 ayril
2 sept
16 sept
1" octobre.
3i mars
^ avril
3i août
3o septenib.
4 Sept
3 octobre.
29^ février
29 mars
2 avril
On a pris dans les syzygies , l'excès de la haute mer du soir sut la basse mer du matin , relatif au jour qui précède la syzygie, au jour même de la syzygie, et aux quatre jours qui la suivent. On a fait, pour
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chaque année , une somme des excès relatifs à chacun de ces jours , en doublant les résultats correspondans à la syzygie la plus voisine de l'équinoze , et qui est la moyenne des trois syzygies considérées dans chaque équinoxe. On a obtenu ainsi les résultats suivans exprimés en mètres :
TABLE II
Sjzjrgies équinox taies.
50, qi 7 5i ,370 5o , 58o 5ok,a5o 5o,28i
45,070 43 ,910 44,910 43,079 43,85o 46,oi5 43,466 44,707 43,657 44,180
, Sommes...
/> /'» /"» /'"> /"> /*» 50111 les sommes des hauteurs relatives à 1 chacun des six jours. Si l'on désigne la loi de ces sommes par
/ étant le temps écoulé depuis la haute mer du soir du jour qui précède la syzygie, l'intervalle de deux marées consécutives du soir étant pris
LIVRE XIII. i85 pour unité , on aura les six équations de conditions suivantes :
Si l'on multiplie chacune de ces équations respectivement par les coefficiens de X > et que Ton fasse la somme des produits; si l'on fait des sommes semblables relativement aux coefficiens de £' et Ç' j ces trois sommes donneront les équations suivantes ;
979.^ + arf.r + 55-r = f 4- 4/" + 9/'" + i6/"+ a5./\ aa5.Ç+ 55.C-f-i5.C" = /' + a/'-4-3/"'+ 4/*'+ 5./',
Ces équations donnent
Maintenant on a, le mètre étant pris pour unité ,
/ = 709,944, /' = 77ÎM)87 > /' = 8 '7>538, /"'= 811,886, /"= 77M39, P = 7<> a »897.
On trouve ainsi
ç.r+r.«+r ou r-g-K («+§)"•
des valeurs de /, /*, etc. , devient
Exprimons par I* la distance d'uue haute marée du soir à l'instant Mécah. cêl. Tome V. 26
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tle la syzygie , l' étant supposé positif pour les marées qui suiveut la syzygie. Sqhjr une constante arbitraire , dont nous disposerons de manière que * — € {S — fY représente cette haute marée. La basse marée qui la précède, sera, comme on î'a vu diaprés la loi de la pesanteur universelle, —a-t-Ç^—j^-V)*. L'exçès.de la haute mer sur cette basse mer sera donc' • _r_ * '-. ,
Ainsi , en nommant i le nombre des 6yzygies employées pour former les valeurs de /, /', /», etc., Tëxpresston générale de» sommes de ces valeurs sera . • •.,, -! ! ' '
a,Vt - S ^'tâV—f - iT- («)
Désignons par k la moyenne dés quantilc* dont les syzygies ont précédé, dans les observations précédentes ^ïea instans des hautes i rées du soir des jours mêmes des syzygies; on aura
La formule (à)
Olte formule doit coïnoider avec l'expression on a donc
• ~~ rr ' ■ v.
ce qui donne
En substituant les valeurs précédentes de £ et de £ , on a
Dans les syzygies précédèutes, le retard journalier des marées a été 0,036 1 30. On a ainsi , en parties du jour solaire , \
La valeur moyenne k, dont les syzygies ont précédé les marées du
i étant
LIVRE XIII. 187 soir, e*to',io6i5.0tt aaiosi
■■ ■ jr=s i>,48oi3.
La comparaison des èxpressions (a) et (6) donne • \ s»* = 819,7895,
loyé 1 28 syzygies, en comptant dont on a doublé les résultats.
«f^tf-Hi. ialàfiPrvflt lAfi^
jnarées faites dans le port jde Brest, .on aj déterminé, comme ci-dessus^ les valeurs de 2Ùt et de niC pour enaçune des 1 seize années, et j comme le nombre des observations dej chaque année n'est qu'un seizième d» îombre tO(al des observations que non* venon^ d'employer, on ^-multiplié les divers résultats par seize , pbuc les comparer aux précédent].
l' \ ;: ikn^bi. 1 j r, I j
Valeurs, de 21C et de 2Ût conflues des marées équinoxiàUs' sytygies .
à 128, parce que l' pour deux, chaque syzygie i Four que 41©»
i8ia i8i3 i8i.< t8i5
aiff.
lia..
>*77 6 (,3oo
i,6iï
8*5, 'ît 827,312, 818,21a 814,34»-* 820,075 825,287 815,962 811,234 814,466 828,424 8i4,i9| 810,998
Moyenne» 18,6714
j 1 •• irt.
fî :i 1 j in. [•'■
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Le peu de différence de ces valeurs de aiS ef de ai* à leurs moyennes, montre la régularité des marées dans le port de Brest ; ces écarts ayant été rendus seize ibis plus grands , en vertu de leur multiplication par seize.
5. On a considéré de la même manière les' syzygies solsticiales suivantes , qui correspondent aux mêmes années.
' . St.'':
TU1D
iï
3i mai.
4 juin.
mai.
juin.
5 juill.
24 jum.
10 juin.
7 juin.
ta
juin.
3 juin.
4 juill-
déc 5 juin.
déc.
déc
17 déc.
ai
aa 3o
On a fait , comme ci-dessas , les sommes des excès des hautes marées du soir sur les basses mers du matin du jour qui précède la syzygie , du jour même de la syzygie , et des quatre jours qui la suivent , en doublant les résultats relatifs à la syzygie intermédiaire dans chaque solstice. On a obtenu ainsi les résultats suivans :
TABLE V
aies solstichles.
Ai ,©3o 41,365 4i ,io5
/lO .010
45,6io
Sornm. =
L'ensemble de ces hauteurs donne
/ » 645,358, /' = 690,90a, f = 714,59a, / w = 7^,843, 690,67a, f s 648, 79 ar.
On trouve ainsi
L'expression C'— + ^) des valeursde /, f, etc., devient 7 1 6,3393 — 1 1 ,o85 1 5 (< — a,5 1 976)" ;
d'où l'on lire comme dans le n' précédent ,
a**' = 7 1 6,4<>a5o , ai£z=z n,o85i5.
On a , comme dans le même n*, ce qui donne
Dans les 6yzygies des solstices , le retard journalier des marées n été o>,oa8376 ; en sorte que l'intervalle pris pour unité est ici t',028376. On a ainsi , en parties du jour solaire ,
Dans les syzygies solsticiales précédentes , on a
k = o^iiaôo;
ce qui donne
Pour apprécier la régularité de ces observations solsticiales des marées , on a déterminé , pour chaque année, les valeurs de a*C et de a*V, et on les a multipliées par seize, pour les comparer a^ux valeurs précédentes des mêmes quantités relatives aux seize années d'observations. On a formé ainsi la table suivante :
LIVRE XIII. i TABLE VI
Valeurs de ai'C et 21*' conclues des marées solsticiales syvygies.
arC.
. 12, 208 n,8q3 9,583 ii,3oa
' e et
73a, qî5
73i ,5io
Moyeu nés —
Le peu de différence de ce* valeurs de 2/6' et de ai*' à leurs moyennes , prouve leur régularité. En les comparant aux mêmes valeurs relatives aux syxygies équinoxiales , on voit clairement l'influence des déclinaisons sur les valeurs de a* et de a£ : la plus petite des valeurs de ai* , dans les syzygies équinoxiales de la Table III, est 810,998 ; elle surpasse la plus grande des valeurs de sût 7 dans les syzygies solsticiales* de la Table VI, et qui ne s'élève qu'à 751, 449- Pareillement , la plus petite des valeurs de a*£ , dans les syzygies équinoxiales de la Table III, est 1 6,443; elle surpasse la plus grande des valeurs de ai€' dans les syxygies solsticiales , qui , par la Table VI , ne s'élève qu'à i3,o34- Une telle disposition n'est point l'effet du hasard; car alors, en admettant que la plus grande des trente-deux valeurs de 216 et de 2/6', et qui , par la Table III , est 19,776, et la plus petite des ces valeurs , qui , par la Table VI, est 9,406, sont les limites entre lesquelles ces valeurs
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ont pu également s'étendre ; on aura la supposition la plus favorable au hasard : un plus grand intervalle de limites diminuerait sa prohabilité. Dans cette supposition , la probabilité qu'une valeur syzygie équinoxiale de a/C ne sera pas au-dessous de 16,443» sera
.9,776 - ,6,443 ou
Pareillement, la probabilité qu'une valeur syzygie solsticiale de ?<€' ne sera pas au-dessus de i3,o34 , sera
15,054 — 9,406 ou 5,6a8 »9,77 6 — 9,4<>6 1 0,370'
De là il suit , par les principes connus de la théorie des probabilités , que la probabilité qu'aucune des seize valeurs syzygies équinoxiales de ai'C ne sera au • dessous de 1 6,443, en même temps qu'aucune des valeurs syzygies solsttciales 21C ne surpassera pas i3,o34, est égale à
/^333V 6 / 5,6a8 \'« \io,37o/ \io,3 7 o) '
Ce produit est moindre qu'une fraction qui , ayant l'unité pour numérateur, aurait pour dénominateur i5, suivi de quatorze zéros. L'excessive petitesse de cette fraction prouve incontestablement l'influence des déclinaisons du Soleil et de la Lune sur les valeurs de ai£ et de ai'C. Un raisonnement semblable , appliqué aux valeurs de aùt et de ai*', montre pareillement l'influence des déclinaisons sur ces valeurs.
6. J'ai considéré, d'une manière à peu près semblable , les tures équinoxiales suivantes :
TABLE VU
Quadratures èquinoxiales.
1" mars
17 mars.
1 fi
28 févr.
3 mars.
28 févr.
mars, avril.
3o mars 4 avril.
29 mars, a avril.
8 sept.
2Q août 3 sept
3o août ^ sept.
ai sept.
8 octob.
la
ao
28 sept.
3 octob.
ai
29 sept.
4 octob.
Od a pris l'excès de la haute mer du matin sur la basse mer du soir, relatif au jour même de la quadrature et aux trois jours qui la suivent. Je n'ai pas considéré six jours , comme je l'ai fait relativement aux syzygies j parce que la variation des marées quadratures étant plus rapide que celles des marées syzygies, la loi de variation proportionnelle au carré du temps ne pourrait pas , sans erreur sensible , s'étendre à un intervalle de six jours. On a fait , pour chaque marée , une somme des escès relatifs à chacun des quatre jours , en doublant les résultats relatifs à la quadrature intermédiaire des trois quadratures considérées dans chaque équinoxe. On a formé ainsi la Table suivante.
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TABLE VIII
a5, i3o 26,770 26, i3o aj.Soo 2b,o55 26,927 25,4ig a3,86ï 24,867 a5,a5o 22,575 23,oo2 23, 140
20, IOO 20,95o 21 ,400
2t ,5oo 20,341
•9>7 5 4 20 , 1 06 iq,38o 18,610 i8,33o 12,178
22 , 320 23,6lO 24,254
Sommes 394,094
Si l'on nomme f,f\f'->f ,n 'es sommes des hauteurs relatives à chacun des quatre jours , et que l'on représente la loi de ces sommes par
t étant le temps écoulé depuis la haute marée du malin du jour de la quadrature, l'intervalle de deux marées quadratures du matin étant prie pour unité ; on aura les quatre équations de condition suivantes :
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Si l'on multiplie chacune de ces équations respectivement par leurs cocfficiens de Ç, et que l'on lasse nulle la somme de leurs produits ; si l'on fait les sommes semblables , relativement au» coefficiens de Ç'et de Ç' ; ces trois sommes égalées à zéro , formeront les équations suivantes :
98.Ç + 36vC -f- i4-r = /' + 4/'" + 9/"\ 36.£ + 14.Ç' + 6.Ç" = /' + a/" + 3/"',
e.r+ 4-r = / + / jr + r->
ces équations donnent
ç' =: - v <f-f'-f'+f~> + * ir- /') + 4(y-y^
Maintenant on a t / = 3 9 4^94, /' = 3i3,oa5, /' = 3i3,o33, /"'= 396,i5 9 ; ce qui donne
f = 41,29925, £'= — ia3,i8i3, £":= 394,o5i5.
L'ei pression
devient ainsi
3oa,aoi6 4>>399 25 (' — M9 l3, )*i
Nommons / la distance d'une haute marée du matin, à l'instant de la quadrature; et représentons par «"+^"(''"— J*)*, cette haute marée. La hauteur de la basse mer qui la suit sera
l'eicès de la haute mer sur cette basse mer sera donc
Nommons k la valeur moyenne des quantités dont les quadratures ont suivi les hautes marées du matin , du jour de la quadrature ; on aura t' = t — k. La formule précédente devient ainsi , en la multipliant par le nombre i des quadratures considérées
Cette formule sera l'expression des valeurs de /, etc. : eu la comparant à la formule (a) , on a
ce qui donne
L'intervalle pris pour unité est l'intervalle de deux marées consécutives du matin vers les syzygies équinoxiales, et l'on verra ci-après que cet intervalle est i',o578a8 j on aura ainsi
La valeur de k , relative aux marées précédentes , est 0^0014 ; on aura donc
y = i',5ot)64 ;
on a ensuite
aiC'= 4'»aC9 î5 »
aia" = 3o 1,55690.
Pour apprécier la régularité de ces marées à Brest , on a déterminé les valeurs de ai*" et de aiC pour chaque année , et on les a multipliée» par 16, ce qui a produit la Table suivante :
LIVRE XIII. i; TABLE IX
Pâleurs 'de a»É" et ai*" conclues des marées équinoxiales en
quadratures.
i8it i8i3 i8i5
43,824 44,820 35,520 36,4ga 38,6o8 39,732
36,1^4 43,94o in , o4o 34,920
3io, 1*79 3o8,568 3o2,q3o 287,98$ 287,957 262,213 271,685
Moyennes 4' »»535
Le peu de différence de ce» valeurs de a»»" et de 3 /C'a leurs moyennes, prouve la régularité de ces valeurs.
7. J'ai considéré de la même manière les quadratures solsticiales suivantes :
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TABLE X
Marées quadratures solsticiales.
Pai considéré les quadratures solsticiales mirantes :
i3 juin.
28 juin.
ia juilL
6 déc
22 déc.
5 janv.
i5 juin.
1 juilL
24 déc
14 >*o uec.
it juin.
10 juill.
2 janT.
3i mai.
■ 4 juin.
29 juin.
3 juin.
2 juill.
i5 3i déc.
Il juin.
u juin.
4 déc.
3 janv.
<4 juin.
3o juin.
22 juin.
7 juill.
16 3i déc.
12 juin.
u juilL
5 déc.
4janT.i8a3.
On a fait , comme ci-dessus, les sommes des excès des hautes mers du malin sur les basses mers qui les suivent , pour le premier jour de la quadrature et pour les trois jours qui la suivent , ce qui a donné la Table suivante :
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TABLE XL Quadratures solsliciales.
i8i3 181 5 i8ai 182a
a8,q5o ag,î>86
3Q,3lQ 28, IOO 26,58i 27,106
25,ib5 26,863 26,445 35,83-7
a5,5oo 24, 100
25,3io
35, iaO si, 840 36,477
36,234 s5 , 5oo 35,285 24,900 25,370 ai, 853 24,304 23,709 24,415 24,204
Sommes. • ►
402, 3ia
L'ensemble de ces hauteurs donne
/ = 44i,ai5, /'=4o4,877, /"=4<>a,3i a , /"'=438,3 7 G } d'où l'on tire
i8,ioo5, C=— 55,4097, r=44i,4578-
L'expression devient ainsi
399,o5a4 -f- i8,ioo5(/ — i,53o6a)' j
ce qui donne par un calcul semblable à celui que nous venons de faire relativement aux quadratures ëquinoxiales ,
= i8,ioo5,
on trouve ensuite , comme ci-dessus ,
L'intervalle pris pour unité est ici i> ,04684-] J et 1» valeur de h' , relative à ces marées quadratures, cV, 22048; d'où l'on tire
jrz* >',5i269.
Les marées quadratures ëquinoxiales ont donné
la moyenne est
i,5iii6;
c'est la quantité dont le minimum des marées suit la quadrature. On a vu précédemment que les marées syzygies ëquinoxiales et solsticiales donnent' pour les valeurs correspondantes àej,
i',48oi3, i>,54684.
La moyenne de ces deux valeurs est i',5«349; c'est la quantité dont le maximum des marées suit la syzygie. On voit ainsi que cet intervalle est à très peu près égal à l'intervalle dont le minimum des maiées suit la quadrature ; ces deux intervalles peuvent donc être supposés égaux. Les observations anciennes m'ont donné pour ces intervalles 1^,50724 et i>,5o77 (Livre IV, n°* 24 et 3i)j ce qui est à très peu près d'accord avec les résultats des nouvelles observations.
Pour juger de la régularité des marées quadratures solsticiales dans le port de Brest, on a déterminé, pour chaque année, les valeurs de ai*'" et de 2i£"', en les multipliant par seize, ce qui a produit 1a Table suivante :
I 4oi,355 M
Moyen ncî
1 i8,o3ia
En comparant ce» valeurs de a*V" et de ai'C" à celles qui sont relatives aux marées quadratures équinoxiales , on voit clairement l'influence des déclinaisons des astres sur ces valeurs. Dans les quadratures équinoxiales , la déclinaison du Soleil est presque nulle , et la déclinaison de la Lune est vers son maximum; le contraire a lieu dans les quadratures solsticiales où la déclinaison de la Lune est fort petite , et celle du soleil , vers son maximum. Dans les quadratures équinoxiales , la plus grande des valeurs de a»*" a été , par la Table IX, égale à 33o,55i , valeur inférieure à la plus petite des valeurs de at*'" relatives sur quadratures solsticiales, et qui, par la Table XI, est 377,789.
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Au contraire, la plus petite des valeurs de 2tC des marées quadratures équinoxiales de la Tablé IX , et qui est 34,920 , surpasse 1» plus grande des valeurs de aiÇ'" des marées quadrature» sols lie iales de la Table XI , qui est 32,596. Eu appliquant à ces valeurs le raisonnement que nous avons fait , dans ce qui précède, sur les valeurs de 2Ïa et de 2/6 relatives aux marées syzygies ; on verra que cette disposition n'est point l'effet du hasard , et qu'elle indique d'une manière incontestable , l'influence des déclinaisons des astres sur ces valeurs , dans les marées quadratures comme dans les marées syzygies.
8. Toutes ces valeucs de ai* et de an» sont autant de phénomènes très propres à vérifier la théorie du flux et du reflux de la mer fondée sur la loi de la pesanteur universelle. Mak avant de les comparer à cette théorie, je vais les comparer aux valeurs semblables que j'ai déduites dans le quatrième Livre, des observations anciennes. Ces observations sont relatives à vingt-quatre syzygies et à vingt-quatre quadratures , tandis que les observations modernes se rapportent i cent vingt - huit syzygies, et à cent vingt-huit quadratures. 11 faut donc, pour comparer les résultats anciens aux modernes , diminuer ceux - ci dans le rapport de 3 à 16. On aura ainsi :
Sftjrgies équinoxiales.
Observations modernes. Observations ancienne*.
a s* j53"*^i r.» , xoq^^S
Sjz/gies solslicialcs .
Quadratures éqiùnoxialés.
> . , ' Quadratures solsticiales .
4B-C~s* 3,3 9 4 3,4io.
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On voit, par l'inspeotion : de ce tableau, que les résultats de» obser* vations modernes s'accordent avec ceux des observations anciennes aussi bien qu'on peut l'attendre, vu les différences que peuvent y produire les différences des déclinaisons de la Lune aux deux époques.
9. Comparons maintenant les résultats des observations, avec les formules du cbapitre précédent. Dans les syzygies et dans les quadratures, que nous venons, d* considérer, on *, comme on vient de le voir,
21a =; 819,7895, ai*' 7164026, ai*" = 3o i,5569, == 398,7696.
On a trouvé ensuite
En substituant ces valeurs de P, Q, P / , etc., dans les expressions de 2t«, 21V, etc., du chapitre précédent, et éompatttnt Ces expressions à leu» valeurs données par les observations; on a formé les quatre équations suivantes:
7 16,4025 = 1 08,46537 . ^ 4- 1 o8 , ,Sfo89>i ,03734^' •+• 9,38866/-^.^ - -
Mxca.ii. cél. Tome f. *8..
*o4 MÉCANIQUE CÉLESTE,
3oi,5569= io5,4oa58.o,9 7 2(î6.^— I3 7 ,a4x38.^
Dans toutes ces équations, r et ? sont les moyennes distances du Soleil et de la Lune à la Terre.
Le système ■4*(i) + ( a ) des équations précédentes donne
Le système des équations -f-(3)Hr{4) donne
7TO,3265 = 235,i8i4i.o,9 7 266.^~235, 7 o95a.^. (6)
De ces deux équations, on tire
Le système des équations -f-(i) — (a) donne
- l8 ,7 77 32^.^ -i8^23 7 5vi,02 7 34. ( ^ B ).^. (2)
LITRE XIII. ao5 Le système des équations 4- (4) — (3) donne
— 18,37635 . 0,97366. * A A> B * . (8) En substituant pour ^£ et ^£-> leurs valeurs précédentes, l'é-
quation (7) donne
17,9481 =3o,853 7 .^~5+9o,4834.^5 . (9) L'équation (8) donne
On a, comme on l'a vu dans le chapitre précédent, À = (i + wur).B,. A'ss:(i-f-OT'x).B; ce qui donne
A — B mx A'—B m'x
A ~ 1 +mï' A' — 1 + m'x'
On a de plus = 0,0748 ; on a donc , en ajoutant les équations et (10),
36,564o^4,6i5i.- F j^g~r i + . 7 5^65o /r ^; (.1) d'où l'on tire
rrfx = 0,35391;
ce qui donne
et par conséquent
ÏL = 2 ,3S333.
Ce rapport est très important poux l'Astronomie. En l'appliquant aux formules du n° 35 du Livre V, et du n* 3o du Livre VI , on trouve en secondes sexagésimales g",4 pour le coefficient du principal terme de la nutation , et 6",9 pour le coefficient de l'équation lunaire des Tables du Soleil. 11 donne de plus la masse de la Lune égale à celle de la Terre divisée par 74*94^-
On a considéré dans chaque syzygie , la hauteur de la pleine mer du soir au-dessus de la basse mer du matin, pendant six jours consécutifs, à partir du jour qui précède la syzygie : or, l'intervalle de la syzygie au maximum de la pleine mer étant d'un jour et demi, celui des marées extrêmes de ce» six jours i ce maximum aérait au moins de deux jours et demi ; ce qui peut paraître trop considérable pour y appliquer la loi d'une variation de la haute mer, proportionnelle au carré de sa distance au maximum. Il était donc intéressant de voir ce que l'on obtiendrait, en se bernant à considérer quatre jours dans les aycygies, comme on l'a fait dans les quadratures. On a obtenu ainsi, relativement aux syzygies équinoxiales précédentes, la loi des valeurs de /, /', etc., représentée par
819,1670 — i 7 , 7 5ao(r— ï^ùçpy, aùz = 819,4424, ai'£ = 17,7520.
Les six jours avaient donné, par ce qui précède,
8 19,5070 — 18,06977 (t — 2,46398)* , ai* ss 819,7895, *i€ = 18,0698;
ce qui diffère très peu des quantités précédentes.
LITRE XIH. ao 7 Pareillement , dans les syaygies soUticialea , quatre jours ont donné
et par ce qui précède, sii jours avaient donné
716,3293 — n,o85i5(f— 3,51976)', 31V = 716,40350, 3iC= n,o85i5;
ou-
ce qui diffère peu des quantités précédentes. En substituant ces n„. velles valeurs de 3*« dan» les équations (1) et (3) , on voit qu'il n'en peut résulter qu'une variation presque insensible, dans le rapport
de^- à -3 : ce qui confirme la valeur que nous en avons donnée.
On voit encore , par l'inspection de l'équation (1 1) , que cette valeur ne dépend que fort peu de la supposition que nous avons faite • savoir, que A' — B étant ro'x, A — B sera nue; car en faisane môme A — B = 3ior, ce qui revient à changer mfjc en im'x dans le premier terme du second membre de cette équation , la valeur de
m'x sera peu changée , ainsi que la valeur du rapport de ^ à
Les valeurs de'aut , aix, liai' et a»V", déduites des observations , nous font connaître ces quatre choses, les actions des deux, astres, et leurs accroissemens dus aux circonstances accessoires; elles suffisent pour déterminer les valeurs de ai£ , 3<£", 3i€", até"', au moyen des équations (M) et (R) du chapitre précédent , dans lesquelles on doit observer que /' = /— W—m)t''. 1
On ne doit avoir égard ici qu'à l'inégalité lunaire de la variation , ou s = a ( m' — m ). En prenant ensuite pour unité , comme nous l'avons fait , l'intervalle d'une pleine mer à la pleine mer correspondante du jour suivant} la partie de la formule (M), qui dépend de /' et de donnera les valeurs de 2t£, 21C, etc.; en y changeant t' en R- étant le retard journalier de la marée, retard que donnent les Tables XIH , XIV, XV et XVI; en faisant /= ^ ,
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parce que / est le retard journalier de la marée réduit en arc, à raison de la circonférence entière pour un jour; enfin, en multipliant les résultats par a*. J'ai obtenu ainsi les valeurs suivantes :
Sjrtjgies équinoxiales.
Formule. Obseryation.
aiÇ = 18,8a, i8",07-
Sjtzjrgies solsticiafes.
jiCss ia,4i ........11,09.
Quadratures équinoxiales.
ii'C'k 45, 4 1 ' • * • • «4 1 »3o.
Quadratures solsticiales.
at£' w = 19, 1a 18, o3.
Si l'on considère toutes les causes d'erreur, soit des observations, soit des approximations des formules, soit enfin des hypothèses employées, causes que nous avons développées dans le premier chapitre; on verra dans le peu de différence des valeurs calculées aux valeurs observées , une grande confirmation de la loi de la pesanteur universelle.
10. Je vais présentement considérer l'influence des variations des dislances de la Lune à la Terre sur les marées. On a choisi dans les observations syzygies équinoxiales ci-dessus employées, celles où le demidiamètre de la Lune surpassait de 1 18" centésimales son demi-diamètre moyen apparent ; on en a trouvé 34» On a choisi pareillement les observations syzygies où le demi-diamètre moyen surpassait de 1 18" le demi-diamètre apparent ; elles sont au nombre de a4« Les époques de ces syzygies sont comprises dans la Table suivante :
TABLE XIII
PÉB10ÉÏ.
#» «mars * fl n <r r- î I • % ti 9 lUATS y O »Trll y 10
scpiemi).
20 mars , a scpcemu. ,1 ot 1 . .
*3*r murs * à. rvtnhm
1 O m a ?*e ■ in a vi*î 1 * In u»nl 1^ Iuar8 ^ *U Bvril j M.JJl.
)8og
3i mars; g octobre. j
17 septembre.
a septembre; a octobre.
27 mars; 5 septemb.;
5 octob.
i3 mars; 11 avril; ao sept.
1 ? mari • 4& «pntmrifkr
a msri • 1*' avril * in rkrtnli
18 septembre.
3 septembre; a octobre.
38 mars; 6 septemb.-,
6 octob.
i3 mars; la avril; ai sept
17 mars ; a5 septcmbr
3 mars; i' r avril; 11 sept; 10 octobre. J
aa mars.
29 février; ag mars; 7 octobre.
7 sept.;
i4 mars; aa septembre.
18 mars ; a6 septembr*
4 mars ; a avril ; 1 1 sept. ; 11 octobre.
6 avril.
a3 mars; 3o septembre.
a4 observations apogét
34 observations périgées.
On a pris comme ci-dessus , dans chaque syzygie , les bauteurs des marées du soir , au-dessus des basses mers du matin , du jour qui pré'céde la syzygie, du jour de la syzygie et des quatre jours qui la
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suivent. En faisant une somme de ces hauteurs, on a obtenu les résultats suivans pour les 34 syxjrgies apogées :
/ = t33,to3; f a fSi,i4Sî f mm i33, 7 39; /'"= i3a,486î /"= >37,6i8; / f sa u8,3oo.
Les trente-quatre «yxygies périgées ont donné
/ = 300,009; /' = 337,162; /' = 343,877; /"'= 344,178; /" = 33i,4i8; /* = 3o4,3oi.
%je nombre total de ces syzYgies étant 58; pour les réduire au même nombre, on a multiplié par ^ les valeurs de /*, f , etc. , relatives
aux 34 tyty&es -apogées , et par g, les même* valeurs relatives aux 34 svzygies périgée; et l'on « trouvé par la méthode du n» 4,
i6i,Ô3 3,5i5o ~ 3,2538^)* pour k formule qui représente les valeurs de f t /', elc. apogées , multipliées par jg; et
pour la formule qui représente ces valeurs périgées et multipliée»
par g.
J)e là on a conclu., pour les observations apogées , 3i*= 161,87; 2i'C = 2,5i5; *t pour les ohaejvâiions périgées ,
sm 309, 1 4 ; •*€ ™ 5,863 .
On voit ainsi la grande influence des variations de la distance de la JLune a la Terre, sur les valeurs de stee, et de 216. Dans les observations précédentes , l'excès des valeurs périgées 6ur les valeurs apogées a été 47,27 relativement à 21* , et 3,853 , relativement à *iG. La somme des deux valeurs de nia. , et eetle des deux valeurs de *i£ ,
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répondent à 58 syzygies équinoxieles dans lesquelles 1» Lune serait à sa
moyenne distance. En multipliant donc ces sommes par on doit
retrouver à fort peu près les valeurs de sût et de aiC trouvées dans le n° 4> Cette multiplication donne
ce qui duTère très peu des valeurs 819,7895 et i8,o%8 données dans le n° 4.
Pour comparer ces résultats, à la formule (M) du chapitre précédent , nous observerons que cette formule donne pour l'excès des deux valeurs de ai*
On doit observer ici que h et f ne sont pas relatifs à la seule équation du centre de la Lune, mais encore a l'inégalité de l'avectù» j et que l'on peut supposer à très peu près relativement à ces deux inégalités, /= — ah, et i = m'. On peut observer encore que
_6A.'cos(,T + 8')
t* étant le rayon vecteur de la Lune dans les syzygies périgées précé-i dentés, et /" étant ce même rayon dans les syzygies apogées. La fonction précédente prend ainsi cette forme
Pour déterminer le facteur
on a fait dans chaque syzygie périgée , le produit du carré du cosinus de la déclinaison de la Lune au moment de la syzygie , par le cube du rapport de sa parallaxe au même moment, à sa parallaxe moyenne: on
îj
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a fait la somme de ces produits, et on l'a multipliée par ~. On a fait une somme semblable pour les syzygies apogées, et on l'a multipliée par ~. On a eu ainsi avec exactitude, la valeur numérique du facteur précédent, que l'on a trouvée égale à 9,7689. On a ensuite à fort peu près Tqp^Tj = 5 , et l'on peut déterminer sans erreur sensible , les facteurs ^^ff et > en faisant usage des valeurs de F et de Q',
relatives aux 1 28 marées syzygies des n" 4 et 5. On a eu ainsi pour l'excès la valeur de a«t périgée sur sa valeur apogée, 5i,5a. L'observation a donné 47,27 : la différence 4^5 doit-elle être attribuée aux erreurs soit des observations, soit des approximations , soit enfin des suppositions dont nous avons fait usage? C'est ce qu'un plus grand nombre d'observations, et des approximations analytiques portées plus loin , pourront décider.
Quant à l'excès de la valeur de 21C périgée sur la valeur de ai£ apogée , la formule (M) du chapitre H donne 3,3 pour cet excès , et l'observation donne 3,4- Ainsi l'observation et la théorie s'accordent à très peu près.
CHAPITRE IV
Comparaison de V analyse avec les observations des heures et des intervalles des marées.
ii. Pova déterminer les heures et les intervalles des marées, on a considéré dans les syzygie» employées précédemment pour leurs hauteurs, les heures de la basse mer du matin et de la haute mer du soir du premier jour qui suit la syzygie, et leurs accroissemens au jour suivant, en doublant les résultats relatifs à la syzygie la plus voisine de l'équinoxe ou du solstice. On a fuit une somme des heures relatives à chaque année ; et en la divisant par huit , nombre des syzygies employées, on a formé les deux tables suivantes. Les heures observées ont été comptées en temps vrai. Mais il est facile de s'assurer que l'équation du temps disparait des heures suivantes conclues de l'ensemble des •yaygies.
JOUR
o,^ 32i3 o,43oo3
Oyi 25l7 0,1 2760 0,i396l
o,i 2579 o,i 171 1 o,4aa3i
TABLE XV- Des heures et des intervalles des marée*.
SytygUt toUtitiaUt. \
HEURES du premier jour après
ACCROUnXZNT.
do l'heure au sqeond jour.
Haut»
* * -- >xner,
iStb i6ti 181a i8«S
p,68$7 p,68atu> .,6 7 Mo
p ,6oo3o
;jBB :
o* oa85q8
o,oa747f 0,028253 0.0274*9 0.02/7 164
O, 09Xj328
0,027682 0,020167 0,028216 o,o2o4»a o.oao»^
oJaqSi 0^2470
P,oa88o3 p, 02743»
Moyennes
On a considéré pareillement dans les quadrature» ejnployt'es
ci-dessus pour la détermination des hauteurs, les heures de la liante mer du matin et de la basse mer du soir du premier jour qui suit le jour de la quadrature, et leurs accroissemens au jour suivant, en dou-
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blant le» résultats relatifs à la quadrature la plus voisine de l'équboxe ou du solstice. On a fait une somme des heures relatives à chaque année ; et en la divisant par le nombre des quadratures employées , on a formé les deux tables suivantes.
ACCROISSEMENT
•près
de l'heure
FBsmia Joca.
ACcnoissrMXhT
la quadrature.
au second jour.
Haute tncr.
Basse n
lct*
l8lO l8ll
il 1820 I i8ai ! 18 a a
o>3858q 0,37843 o,3g53i o,4oi83 o,3qai5 o,3894> 0,4044a
0/061633 o,o5456i 0, o5243 1 o,o573*ja 0,054107 o,o53o4s o,o525a3 0,059294 0,057210 o,o55q94 0,062027 0,067465 0,060069 o,o56i58 0 , o6o5oq o,o5868i
oi6495o o,65?.o4 o,654i 7 o,663oa ©,65646 0, 65 1/(8 0,66657 o,66o5t 0 ,66676 0,66935 0,66016 o,65a*{8 0,66 ib3 0,64^48 0, 653i a 0, 66858
o,o5aaio
0 , 062 1 53 0 , 062847 0,060591 0,056690 o,o6iao3 0, 055903
|i Moyennes
ACCROISSEMENT
au second jour.
8lÔ 8ll 8l3
8i3 8.4 8t5 8ao 8îi
Haute
o ,4 J 3o3 o , 408 1 6 o,Io538
Moyennes o,4o32o6
o> o5o5ao o^oiGaaa o,o453y{ o,o.î87o3 0,0^7396 o,o.j98? 7
0,048702 o,o4G23i o,oi3ai4 o , 0.16089 o,od4352 0,045832 o, 018019 o ,047222 0,046436
o,o484?6 o,oi qi3s
0,Oj| È579
o } ol 566o o , o^ 3651) o,oi 7070
0,0:jp3o6 0,Oa6272
o , oj6oc>8
L'effet des déclinaisons des astres sur les retards journaliers des marées est évident dans les seize années : le retard le plus grand des marées syiy^ies équinoxiales a été au-dessous de la moyenne des retards des marées syzygies solsticiales ; et le plus petit retard des marées syzygies solsticiales a surpassé la moyenne des retards des marées syzygies équinoxiales. Dans les quadratures équinoxiales, le plus petit retard
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journalier des marées quadratures équinoxiales a surpassé le plus grand retard des marées quadratures solsticiales.
En prenant une moyenne entre les retards journaliers des hautes et des basses mers , on a pour ces retards
Syxygies. Quadrature».
Equinoxcs. o>,o36 1 30 Equinoxes. o',o578i8 Solsàces. o,0283 7 6 Solstices. 0,046846
Les observations anciennes m'ont donné dans le quatrième livre, les retards suivans :
Sjeygies. Quadrature*.
Equinoxcs. 0>,O255o3 Equinoxes. (^^ooj^qS Solstices. 0,028600 Solstices. o ,046643
Nous retrouvons donc ici, entre les observations anciennes et modernes, le même accord que nous avons trouve dans le troisième chapitre, relativement aux hauteurs des marées et à leur variation.
L'heure de la basse mer du matin du jour qui suit la syzygie équinoxiale a été cf,^25a5g. En lui ajoutant un quart de jour, plus un quart du retard journalier des marées syzygies équinoxiales , on doit avoir l'heure de la haute mer du soir, si la mer à Brest emploie autant de teaps à monter qu'à descendre ; on a ainsi pour cette licure, o*,68i jg3. Inobservation donne o',G8i464. La diflérence est 22",y. Les syzygies solsticiales donnent i to",8 de différence.
L'heure de la haute mer du matin du jour qui suit la quadrature équinoxiale est <J,3g55/\2. En lui ajoutant un quart de jour plus un quart du retard journalier de la marée, on a o , ,65q9;) pour l'heure de la basse mer du Soir. L'ubscrvalion donne o / ,65848i, b dhlerence est i5i",8. Les quadratures solsticiales donnent — 6",3 pour cette diffibeiice. Toutes ces différences me paraissent être dans les limites des erreurs des observations. Suivaut les observations anciennes^, le temps de la descente de la marée surpassait de 1600" environ celui de l'ascension. Cette différence peut tenir à k manière dont on évaluait les momens de la haute et de la basse mer. On a prescrit dans les observations modernes, de prendre un milieu entre les deux instans où la mer ■ revient à la même hauteur, un peu avant et un peu aprèr son nasctmrun ou «on -minimum.
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La moyenne dei retard* journaliers des marées est 0^,02 7 256i dans les syzygies, et o' t o5a337 dans les quadratures. Les observations anciennes m'ont donné dans le quatrième livre, pour les nombres corros» pondans, o*,027o5a, et o',o52o67, ce qui s'accorde à fort peu près. L'heure de la haute mer du matin du jour de la quadrature est égale à l'heure de la haute mer du matin du jour qui la suit , diminuée du retard journalier des marées quadratures; -mais l'heure moyenne de cette dernière marée, est 01,398874 ; l'heure de la haute mer du matin du jour de la quadrature est donc o*,346537.
Cette heure a précédé la quadrature dans les observations employées, de of,2 io3. En prenant donc un jour et demi, pour la distance du minimum des marées , à la quadrature, la distance de la marée du matin du jour de la quadrature à ce minimum sera i',7io3; ce qui, à raison d'un accroissement de c',o5a3Ô7 pour i',o5a337, donne o',o85o63, qui, ajouté à l'heure c',346537, donne pour l'heure du minimum des hautes marées à Brest o / ,43i(k>o : c'est l'heure de la basse marée solaire. On trouve par un procédé semblable, 0^,44 1 170 pour l'heure du minimum de la basse mer dans les syzygies, et, par conséquent, pour l'heure de la basse mer solaire , conclue des observations syzygies; la différence 957" indique une anticipation des heures des marées quadratures, sur les heures des marées syzygies. Les observations des heures des hautes mers syzygies et des basses mers quadratures, dont les maxima correspondent à la haute mer solaire, indiquent à peu près la même anticipation. Les observations anciennes m'avaient donné cette anticipation égale à 85o", dans le n* 3g du Livre IV. Tient-elle, comme je le pensais alors, à de légers écarts du principe de la coexistence des oscillations très petites, ou des autres suppositions que nous avons employées? Ne peut-elle pas dépendre des erreurs des approximations? C'est ce que les observations ultérieures et de nouvelles recherches pourront faire connaître.
Nous allons maintenant comparer les intervalles observés des marées, à la formule (N) du chapitre précédent. Cette formule donne les résultats numériques suivans :
Retards calculés. Retards observés en temps moyen.
Syzygies équinoxiales o',oa45o6 0^25918
Syzygies solsticiales 0^,029047 0^2861 5
Quadratures éqwnoxiales. . . 0>,o6532o ......... o*,o576i
Quadratures solsticiales 07)46187 o»,o4668
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La réduction des retards en temps moyen a été faite en observant que dans les équinoies , le jour moyen surpasse le jour vrai, de o',oooai8, et que dans les solstices, le jour vrai surpasse le jour moyen, de o^oooa38.
Le retard journalier des marées est augmente quand la parallaxe lunaire augmente, et il est dimiuué quand elle diminue. Les heures observées des marées du premier et du second jour après la syzygie , . ont donné dans les syzygies périgées considérées ci-dessus, 0^,03890 ; et dans les syzygies apogées, u;,o2237. La formule (Pî) du chapitre précédent donne o),o28-;8 et 0^0191 a.
CHAPITRE V
Des flux partiels dont la période est à peu près dun jour.
12. Ces flux étant fort peu considérables à Brest, ou peut négliger dans leur expression, les quantités très petites. Ils dépendent des sinus de nt + <& et rar-f-<w— 2<p, dans l'expression des forces données dans le chapitre 11. Si l'on néglige le cube de sin t, l'expression de l'action solaire relative à ces flux sera
3L . a « (sin i.ain (nt-f- *) i - v sinfl.cose.{__ sin(8io(nt + ir _ af) j.
Elle produit deux flux partiels que nous pouvons exprimer par
H. sin é. sin (/i*-f-<w — F) — H,. sin «.sin (nt + *r — zmt — F,),
H, F, H, et F, étant des constantes arbitraires. L'action lunaire produit pareillement deux flux partiels que nous pouvons exprimer par
H' . sin < . sin {ni <w —F') — H',. sin e.sin (nt + <ar — 2m' t — F/).
On doit observer que l'on a
H ,_HL' P
Au moment de la pleine mer syzygie du soir à Brest , on a par le chapitre 11,
2 m -f- 2<0T — imt — a* = 2P7T -f- 3/, ant 4- 2tïr — 2/n' t — aA'= aiV-f- 2P ;
on a ensuite
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y étant égal à m >__ m - Les flux partiel* dont la période est à peu près d'un jour, seront ainsi
H.sin «.sin (A -f- mT -f- my — F -f- / -f- mt") — H,.sin e.sin (A — mT — my — F, -f- / — mt) -f- H'.sin e'.sin (à -f. mT -f- my — F' l -f- mt")
H/.siifc'.sin [xM^'-^r-^K-m^-wT-F.'^âw'-m)^/].
Dans les syzygies solsticiales d'été , a(m' — m)T est nul , ou un multiple de lu circonférence, et mT = - j l'expression précédente se transforme par là dans celle que l'on obtient en y faisant T nul, en changeant le signe sîn.' dans le signé cos. , et eh donnant le signe -f- au secoud et au quatrième ternies. Si l'on développe cette expression ainsi transformée, dan* tinte sérié ordonnée par rapport aux puissances de f" et de /, et k leurs produits ; la partie indépendante de ces quantités sera l'expression du (lux dont la période est d'un jour , au moment du maximum de la marée dont la période est d'un demi-jour. Donnons à celte expression , la formfe
M.sin A 4-N.cos A.
On aura, à fort peu près, l'expression de ce flux au moment de la basse mer du matin , en changeant A en A — j , ce qui donne
— M.eos A-f-N.ain A ;
et l'on ailta à peu près l'expression du me me flnx, an moment de la haute mer du matin , en changeant A en A — tt , ce qui donne
— Méfin A *-N cos A.
Dans les solstices d'hiver où m'T = 3<JT, toutes ces expressions changent de signe.
Exprimons l'ensemble des flux partiels dont la période est à peu près d'un jour, par
R.co*</j* -f-«r— mt — A,)
comme on peut le faire pendant le jour du maximum de la marée semi-diurne. "A, sera l'heure de ce flux, le soir. Au moment de hv
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pleine marée du soir a Brest , au aefaice d'été ; oe flux d'un jour, sera R.cos(A — A,), en substituant pour nt-\-*r, sa valeur \ + mt. Au moment de la basse mer du matin , oe flux sera R.sin (A — • A,) j et au moment de la pleine mer du matin, il sera — R.cos(A — A,).
Pour comparer ces résultats aux observations , ou a pris dans quarante-trois syxygies solsliciales d'été , l'excès de la haute mer du soir sur la haute mer du matin , du premier et du. second jour après la syzygie , et l'on a obtenu 14^,706 pour la somme de ces excès dans les quatrevingt-six jours d'observations. On a pris semblablement , dans trente syeygies solsticiales d'hiver , l'excès de la haute mer du matin sur la haute mer du soir , du premier et du second jour après la syzygie , et l'on a obtenu 10^,798 pour la somme de ces excès dans les soixante jours d'observation. En ajoutant cette somme à la précédente, et en la divisant par 60 -f- 86, le quotient o",i7Ô5 sera la valeur de aR.cos(A — A,). Le maximum de la marée semi - diurne tombant à très peu près à l'instant du minuit qui sépare le .premier, du second jour après la syzygie ; la variation de cette marée est très petite, et devient presque insensible dans la somme des excès dont je viens de parler ; car la marée duwir du premier jour est plus rapprochée de l'instant du maximum y que la marée du soir du second jour; mais aussi la marée du matin du premier jour est plus éloignée de cet instant, que celle du second jour; en sorte que la varialiou de la marée semi -diurne augmente, dans le premier jour qui suit la syzygie, l'excès de la haute mer du soir sur la haute mer du matiu , et le diminue dans le second jour. L'effet de celte variation est ainsi très petit dans la somme de ces excès : il serait nul, si l'on considérait autant de solstices d'été que de solstices d'hiver; et j'ai reconnu que cet eflet est insensible dans les observations précédentes oii l'on a considère \d solstices d'été et 3o solstices d'hiver. ' . V
J'ai trouvé dans le n* 28 du quatrième Livre , la valeur de aR.cos(A — A,), égale à o™, 1 83. J'avais considéré dans les observations anciennes des marées à Brest ,-dix-sept.syrygics solsticiales d'été, qui, traitées comme les précédentes, m'avaient donné 6",i3ij>pur la somme des excès des marées du soir -su* ceUeSrdu.Mi.Uin , dans les trente-quatre jours d'observations. Onze syjtygies solsliciales d'hiver m'avaient donné 4", 109 pour la somme des excès des hautes mers du matin sur celles du soir, dans les vingt-deux jours d'observations. En ajoutant ces deux
MÉCANIQUE CÉLESTE, sommes aux deux précédentes données par le» observations nouvelles ,' on a 35",744 > q 1 " » divisé par 202 , somme des jours d'observations , donne o", 17694 pour la valeur de aR.cos(A — A,).
Pour avoir la valeur de aR.sin (A — A,), on a pris, dans a3 syzygies solsticiales d'été , les excès des basses mers du matin sur celles du soir, du premier et du second jour après les syzygies, et l'on a trouvé 5",3q4 pour la somme de ces excès , qui , divisée par 46 » nombre des jours d'observations, a donné o",ii7 pour la valeur de aR.sin (A — A,). Mais ici la variation des basses mers semi -diurnes a un effet sensible et que je trouve à peu près égal à o",009 , qu'il faut ajouter à la valeur précédente qui devient par là o",ia6.
On peut obtenir encore cette valeur, de la manière suivante : Dans le n* 5, on a considéré l'ensemble des syzygies solsticiales d'hiver et d'été. J'ai prié M.Bouvard de calculer séparément les syzygies solsticiales d'été et les syzygies solsticiales d'hiver : il a trouvé pour les premières
/'"= 354,3oi, /»= 34i,46o, /' = 3,9,397 ,
et il en a conclu , pour l'expression générale des valeurs de /,
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matin , daus les 64 syzygies solsticiales d'été , et réduits à leur maximum , a été 355,7746. Dans les 64 syzygies solsticiales d'hiver , cette somme a été 36o,66ia ; elle a donc surpassé la somme précédente, de 4,8866, qui, divisé par 64» donne pour la différence relative à chaque syzygie , 0,07655. Au solstice d'hiver, le Soleil est plus près de la Terre que dans sa moyenne distance , d'une quantité à fort peu près égale au soixantième de cette distance : son action est donc augmentée de la quantité
aA.L _3 Q_ r 3 'Go-iaS»
Q étant , comme dans le n° 3 , la somme des carrés des cosinus de la déclinaison du Soleil dans les ia8 syzygies d'été et d'hiver : elle est diminuée de la même quantité dans les syzygies du solstice d'été : la différence de ces deux actions est donc
j_ aA.L Q_ 10 * r 3 ' ia8'
En substituant pour - ~ et Q leurs valeurs trouvées dans le n* 9 :
celte différence est 0,1 3934 > ma i 8 elle est diminuée par le flux solaire diurne, de la quantité
aR.cos(A — A,) — aR.sin (A — A,);
on a donc
0,13934 — aR.cos(A — A,) 4- aR.sin (A — A,) = 0,07635.
En substituant [Jour 3R . cos (A — A,) sa valeur 0,17694 , on a
aR.sin (A — A,) = o,n4o5 ;
ce qui diffère peu de la valeur o, 1 a6 , trouvée ci-dessus , et ce qui prouve Pinfluence de la variation des distances du Soleil à la Terre. En prenant Ta moyenne de ces valeurs, on a
aR . sin (A — A,) = 0,1 ao3.
Les valeurs de aR.cos.(A — A,) et de aR.sin (A — A,) donnent
tang(A — A,) = t^; Mécàh. cét. Tome V. 3i
aaG MÉCANIQUE CÉLESTE,
d'où l'on tire l'angle A — A,, qui , réduit en temps à rai&ou de la circonférence entière pour un jour, devient 0^,095 ; c'est le temps dont le flux d'un joui* précède le moment des maxima des marées du soir d'un demi-jour ; et comme ce moment est cJ,688, l'heure correspondante de la pleine mer du flux partiel sera o^SgS. La valeur de aR est o",a i34 : cette valeur n'est pas la vingtième partie de la hauteur de la marée semi- diurne, et qui, dans les 128 syzygiea solsliciales , a donné 7i6",4 oa > ou 5",6o par syzygie. Ainsi, quoique les deux forces qui produisent ces deux flux soient presque égales entre elles, à Brest, l'ellet des circonstances est beaucoup plus grand sur le flux semi-diurne que sur le flux diurne. Pour mieux juger de ces effets, nous allons déterminer ces deux flux , en supposant avec Newton , la mer en équilibre à chaque instant sous l'astre qui l'attire. Nous avons donné dans le n* 1 a du quatrième Livre , les expressions de ces flux : celle du flux diurne relatif à l'action du Soleil est
- -j— . sin v . cos v . sin Q . cos 9 . cos (nt + —
L'expression correspondante du flux semi-diurne est 3L
— — ï- . cos' v . sin' 9 . cos(an/ -f- a«or — aJA
L'action de la Lune produit deux flux semblables , que l'on obtient en accentuant les lettres L, r, v, 4- On a par le n* 1 1 du Livre IV ,
Nous prendrons ensuite pour cosV, la valeur de Q du n* g , divisée par 1 28 ; on a de plus 8 égal à fort peu près au complément de la latitude de Brest, ou, en degrés sexagésimaux, égal à 4 ,0 36'46". Nous supposerons encore la densité p de la Terre égale à 5 , celle de la mer étant 1 ; enfin on a , par le n» 9 ,
pi = 3,35333.^ ;
et nous ferons f'= v , ce qui est exact à très peu près. Cela posé, les
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double» de» coeiticieu» de côs (nl-f-<w — 4) etue 008 (a«*-f- air— a^/), dans les expressions précédentes, ajoutés aux doubles des mêmes coefficiens relatifc à la Lune, seront respectivement dans les sy/.ygics,
Ces nombres sont les hauteurs des pleines mers syzygies des deux flux diurne et semi-diurne : le» hauteurs observées sont
oVi34, 5-,6o.
Ainsi, par l'effet de la rotation de la Terre et des circonsU ices accessoires, le flux diurne est réduit à peu près au tiers, tandis que le flux semi-diurne devient 16 fois plus grand. Au reste, cette grande différence ne doit poiut surprendre, si Ton considère que, par le quatrième Livre , la rotation de la Terre détruit dans une mer partout également profonde, le flux diurne; et que, si la profondeur de la mer est ~ du rayon terrestre , ou d'environ neuf mille mètres , la hauteur de la marée semi-diurne dans les syzygies est de onae mètres.
Déterminons présentement l'effet du flux diurne sur les marées quadratures équinoxiales. Par ce qui a été dit dans le chapitre II, sur les marées quadratures du matin ; on a , pour ces marées ,
Le flux diurne devient ainsi , au moment du minimum de la marée quadrature ,
H .sin e .sin (à — ? — F+ mT+my)
— H, .sine .sin^A — ^ — ml — F, — mjr^ -f- H', . sin t' . sin (a — ? — F'-f- mT-f- mr)
— H' . sin é'. sin [a — j-mT-ifm'l-mlVF'-CW-m).;]
F, doit peu différer de F, à cause de la lenteur du mouvement du Soleil, comparé à celui de la Lune ; les deux premiers termes de cette fonction se détruisent donc à fort peu près dans les équinoxes. Dans les
a3 8 MÉCANIQUE CÉLESTE,
quadratures des équinoxes d'automne , on a mT égal à ir, et a(/rtT — mT) ■ égal à fr ou à 3V ; les deux derniers termes deviennent
H' . sin «' . cos (A — F+ mj) + H',sin*\cos[A — F, — (aro'— m)/] ;
et il est facile de voir qu'ils sont les mêmes que dans les syxygies des solstices d'été. Donnons-leur cette forme
M'. sin A-f-îV.cos A.
Dans les quadratures de l'équinoxe du printemps, cette quantité prend un signe contraire.
Dans les syzygies des solstices d'été , le flux diurne , au moment de la haute mer du soir , est , par ce qui précède ,
IVt.siu A-f-N.cos A.
Au moment de la haute mer du matin , il prend un signe contraire. L'excès de l'un sur l'autre , qui, par l'observation , est o",i 796. donne donc
aM . sin A -|- aN . cos A = o", 1 796.
L'excès de la basse mer du matin sur celle du soir est
— aM.cos A-f- aN.sin A j cet excès est o", 1 ao3 ; ce qui donne
— aM.cos A -f- aN.sin A = o",iao3.
Cette équation ajoutée à la précédente , donne
aM . cos (sin A — cos A) -f- aN . (sin A -f- cos A) = ©",3999. (a)
Le flux diurne de la basse mer du soir qui suit la haute mer du matin ,. dans une quadrature d'automne, est
M'. cos A — N'.sinA.
Ainsi ce flux étant , au moment de la haute mer ,
M'.siu A-f-N'.cosA,
son excès sur sa valeur au moment de la basse mer suivante , sera
M'. (sin A — cos A) -f- N'. (sin A -f» cos A) ;
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et il l'emporte sur la même différence dans une quadrature du printemps , de la quantité
aM' . (sin X — cos X) -f- alY . (sin X -f- cos X).
En comparant cette quantité au premier membre de l'équation (a) , . on voit qu'elle doit être positive ; et si l'on supposait les rapports de M et 21 à M' et N', égaux à celui de la somme des actions lunaire et solaire à l'action lunaire, rapport qui, par le chapitre III , est celui de 3,35 à a,35 , ce qui ne peut être regardé que comme un simple aperçu ; les hautes mers , dans les quadratures d'automne , surpasseraient celles du printemps, de o",3i. Mais cette évaluation indique seulement la supériorité des marées quadratures d'automne sur les marées semblables du printemps : c'est en effet ce que l'observation confirme. M. Bouvard a calculé séparément les hauteurs des marées quadratures du printemps et celles des marées quadratures d'automne, dont il avait considéré l'ensemble; et il a trouvé relativement aux premières ,
/ = i89,a8a, /'= i49>468, /"=i54,658, /'"=aoo, 79 i; d'où il a conclu par les procédés du chapitre III , la formule
i46,4858 4-31,4867.(1 — 1,4076)*; ce qui lui a donné
aiet"= i46,i5o3 , a*£" = ai,4867.
Les mêmes procédés , appliqués aux marées quadratures d'automne, lui ont donné
/=3o4,79 7 , f'=*6*>546, /'=i58,369, /"'= 195,876. D'où il a conclu la formule
et
a**" = i55,o6i6, 3ié" = 19,8145.
La différence des deux valeurs de aia" est 8",9i i3 ; cette différence divisée par 64 > nombre des quadratures de l'équinoxe d'automne , donne 0,140, à fort peu près, pour la supériorité d'une marée quadrature d'automne spr celle du printemps.
a3o MÉCANIQUE CÉLESTE,
CHAPITRE VI
Des flux partiels qui dépendent de la quatrième puissance inverse de la distance de la Lune à la Terre.
o k sait par la théorie des probabilités, que le grand nombre des observations peut suppléer leur précision, pour reconnaître des inégalités beaucoup moindres que les erreurs dont elles sont susceptibles. J'ai donc pensé que les flux dépendans des différences de l'action de la Lune dans les nouvelles Lunes, à son action dans les pleines Lunes, et de son action dans les quadratures boréales , à son action dans les quadratures australes , pouvaient devenir sensibles dans l'ensemble des nombreuses observations des marées , que M. Bouvard a discutées. Ces flux sont produits par les termes de l'expression de' l'action lunaire qui sont divisés par la quatrième puissance de la distance de la Lune à la Terre. Les termes divisés par le cube de cette distance , les seuls que l'on ait considérés jusqu'ici , ne donnent aucune différence entre les flux lunaires des nouvelles Lunes et les flux lunaires des pleines Lunes. Les termes divisés par la quatrième puissance de la distance lunaire , sont, par le n* 26 du troisième Livre ,
5 V \ fcosô.sin v'-f-sm ô.cosp'.cos (nt — '4*^3* a' r f *' \ — 4.[cosô.sin v'-f- sinG.cos f'.cos(/i/ -|- <ar — 4/')]
On peut , dans le développement de cette fonction , négliger les termes qui dépendent de l'angle «f-f-'W — 4/; parce qu'il résulte du chapitre précédent, que les flux partiels relatifs à cet angle, sont très petits dans le port de Brest et deviennent insensibles , lorsqu'ils sont divises par la distance r' de la Lune à la Terre. Nous allons d'abord considérer le terme dépendant de l'angle Znt -f» 3flr — 34' : ce
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tenue est
| . ^.sin'Ô.cosV.cos [3/ï< -f 3*r — 34 — 3 (4' — 4)].
Eu substituant pour sine', cosf', sin4' et cos4'» leurs valeurs données dans le chapitre II , on voit que ce terme produit un flux partiel de la forme
G.cos [3nt -f 3*r — 3<p — 3 (<p' — <p) — 3Q] ,
G et Q étant des constantes que l'observation seule peut déterminer. Les autres flux partiels dépendans de l'angle 3/i*-f-3<ar — 3p, sont multiplies par le carré du sinus de l'inclinaison ëf de l'orbite lunaire à l'équatcur ; ils sont peu considérables , et produisent la différence entre les observations équinoxiales et les observations solsticiales. On y aurnit égard en considérant l'inégalité
G.cos [3»<H-3<ar — 3p — 3 (<?>' — f) — 3Q]
comme représentant l'inégalité relative aux équinoxes , et en la multitipliant par cosV, pour la rapporter aux solstices ; ce qui diminuerait d'un cinquième â peu près la valeur de G dans les solstices ; mais peut-être, cette correction n'est pas suffisante. Dans les nouvelles Lunes équinoxiales , p' — <p est nul. De plus , au moment de la haute mer du soir, nt-\-<9 — p , ou l'angle horaire du Soleil est A; l'inégalité précédente devient ainsi
G;Cos(3A — 3Q),
c'est la quantité que ce flux partiel ajoute à la hauteur de la pleine mer du soir, à Brest. Pour avoir sa valeur dans la basse mer du matin
qui la précède, il faut changer A en A — ^, ce qui donne
— G.sin (3A— 3Q) ;
ce flux ajoute donc à l'excès de la haute mer du soir à Brest, dans les nouvelles Lunes , sur la basse mer qui précède , la quantité
G.cos (3A — 3Q)-f- G.sin (3A — 3Q).
a$2 MÉCANIQUE CÉLESTE,
On verra de la même manière, que dans les pleines Lunes où <p' — 0 est égal à 7T , ce Cux ajoute à cet excès, uue quantité contraire
— G.cos (3à — 3Q) — G . sin (3A — 3Q) ;
ce flux doit donc, s'il est sensible, se manifester dans la différence d'un grand nombre de ces excès , dans les nouvelles Lunes et dans les pleines Lunes.
Ce même flux doit se manifester encore dans les observations de» marées quadratures. Dans ces observations , on a déterminé l'excès de la hauteur de la pleine mer du mutin sur la basse mer du soir ; l'inégalité précédente devient, au moment de la pleine mer du matin ,
G . cos [ 3 (a - - 3Q - *)] ;
et au momeut de la basse mer du soir, elle devient G . cos [3A — 3Q — 3(p' — tp)] .
Dan» le premier quartier, <ff—p est égal à ^ ; l'excès de la haute mer du matin sur la basse mer du soir est donc
— G.co»(3A — 3Q)-f-G.sin (3â— 3Q).
Cet excès prend un signe contraire dans le second quartier où
Dans les quadratures solsticiales, la Lune est près de l'équateur ; dans les quadratures équinoxiales , elle est vers son maximum de déclinaison. La différence entre les marées quadratures du premier quartier et celles du second quartier, doit donc être plus petite dans les équinoxes que dans les solstices.
L'excès d'une marée d'une nouvelle Lune , sur celle d'une pleine Lune , est
aG . sin (3\ — 3Q) H- aG . cos (3A — 3Q) ;
nommons E cet excès. L'excès d'une marée du premier quartier sur une marée du second quartier est
3 G sin(3A — 3Q) — 2G.cos(3A— 3Q);
LIVRE XIII. 3 33 nommons E' cet excès : on aura
Pour comparer 'ces résultats aux observations, M. Bouvard a lait la somme des hauteurs des pleines mers du soir, au-dessus des basses mers du matin du jour de la syzygie et des trois jours suivans, dans'les soixante-quatre nouvelles Lunes équinoxiales qu'il avait considérées , et il a trouvé celte somme égale à i583,5g4. Le même calcul , relatif aux 64 pleines Lunes équinoxiales , lui a donné pour cette somme 1 583,594 -+- a 1 ,4 1 9. Les pleines mers des Lunes solsticiales lui ont donné les sommes
Ainsi les marées des pleines Lunes ont excédé les marées des nouvelles Lunes, tant dans les équinoxes que dans les solstices ; et conformément à la théorie, cet excès a été plus grand dans les équinoxes que dans les solstices.
Les hauteurs des pleines mers quadratures du matin , au-dessus des basses mers du soir du jour de la quadrature et des trois jours suivant, ont donné, relativement aux quadratures équinoxiales du premier et du second quartier de la Lune , les sommes
7io,85o, 7io,85o — 5,6o5 ;
et relativement aux quadratures solstiales, les sommes
Conformément à la théorie , la différence est plus grande dans les quadratures solsticiales que dans les quadratures équinoxiales ; mais une partie de cet excès est dû aux erreurs des observations. L'ensemble des différences dans les nouvelles et pleines Lunes équinoxiales et solsticiales est ia8.E ; et l'ensemble des différences, dans les quadratures équinoxiales et solsticiales èst 128.E'; on a donc
128. E = — 21,016 — 10,175, i28.E'= 5,6o5 + 20,542 ; Mécan. cèu. Tome V. 3a
a34 MÉCAU1QLE CÉLESTE,
d'où l'on tire , en degrés centésimaux ,
Lu aussi petit Hux , exige un plu* gland nombre d'observations pour être déterminé avec exactitude; mais son existence est indiquée par le» observations précédentes , avec une grande probabilité.
Considérons maintenant les ieraws de fa fonction (p) dépendans de l'aagle ani -f- a*r— ; ce* teiimes résultant du développement de la quantité ... . ; . >|
7£ . ^ k cot>â'.siHf'.sin'6.ottsV.cos'.(/if -h«ar — 4') 5
ils correspondent aux termes de l'expression de l'action lunaire, di\isés par le cube de la distance r' de la Lune , et qui , par le second chapitre , sont le développement de la quantité
- . jtj. sin'fl . co»V . oûs* . (at -H «r — 4')-
Si l'on suit l'analyse du chapitre cité , et si l'on observe que tau v' e#t égala sin s'.sjn^', étant la longitude de la Lune, comptée de l'ipbbersectiou de son orbite avec l'équateur ; on voit qu'il en résulte daA$ la hauteur de la marée à Brest, soit dans les syzygies soUùciales , soit dans les quadratures équinoxialcs , une quantité égale à ± F ; le signe supérieur se rapportant à la déclinaison boréale de la Lune, et le signe inférieur à sa déclinaison australe. L'observation peut seule déterminer la conslaate F. Si les Oux partiels avaient, relativement
à la latitude £ — fl iki pwrt r le même rapport qoe les forces ; la valeur
de. F serait à la partie de la hauteur de la mer , due à l'action de \a
Lu», à peu près dans le rapport dé ^ . cas â . sin t' k Mais mms
avous remarque dans le premier chapitre , que chaque flux partiel' étant la résultante de tous les flux semblables tjui émanent de chaque point de lu surface de la mer, et qui reçoivent un nombre presquln- (ini de modifications avant que 'de parvenir dans le port de Brest ;"ïa résultante n'a point avec U-latitode do-Dcest, te même rapport «pie les forces productrice^ de ce flifx,: elle peiitjnéine avoir un signe con-
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traire à celui que ce* fonce» indiquent, en sorte que l'observation peut seule le faire connaît!». Pour cela , M. Bouvard a sépare, dans le calcul des syzvgiessolstxcialej, les maroes où la déclinaison de la Lune était australe , des marées où la déclinaison de la Lune était boréale , et il a fait sur ce» marées ainsi séparées, le même calcul qu'il avait fait sur leur ensemble , et dont nous avons donné le résultat dans le troisième chapitre ; il a fait le même caJoul relativement aux quadratures équinoxiales , et il a formé la Table suivante :
TABLE XY
Marées sjrzjgies solsticiales. Lune australe.
f = 3a6, 7 oi ; /' - 348,393; /' = 36a, o5i; /»= 361,67a; /'»= 35o, 3 33; 329,636.
362,9096 = i« , 5,5 77 8 = aif.
Marées syzygies solsticiales. Lune boréale.
353,2072 =: at*', 5,43i6 = a«T.
Marées quadratures équinoxiales. Lune australe, f ~ *99.7°4; /' = 160,878 ; /" = 161, 35o; f 201,089. i56,aoio + 19,6412 (/— 1,4882)'
19,6412 = lif.
Marées quadratures équinoxiales. Lune boréale, f = «94»4>8i /' = i5i,3o4; f = i5i,6i6; f = 195,106. 146,0466 + 2i,65io(<— 1,4945)'.
145,7077 — a»*", ai,65io = aiC.
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On voit d'abord, par cette Table, que l'action de la Lune australe $ur la mer l'emporte sur l'action de la Lune boréale. La valeur de aF est donnée , toit par la différence des valeurs de ai»', relatives aux murées syeygies solsticiales , soit par la différence des valeurs de aûe", relative» aux marées quadratures. La première de ces différence» donne
parce qu'il y a 1 28 syzygies solsticiales.
La seconde de ces différences donne
L'accord de ces valeurs de 128. F ne permet pas de douter que l'action lunaire australe sur l'Océan, l'emporte sur l'action lunaire boréale.
CHAPITRE VII
Du flux et reflux de V atmosphère.
Les observations dont j'ai fait usage , correspondant à toutes les saisons; les ilux lunaires partiels qui dépendent des déclinaisons delà Lune et de sa parallaxe disparaissent dans l'ensemble de ces observations. Le flux lunaire atmosphérique peut alors s'exprimer comme celui de la mer, par la formule
R. cos [mt -f- aw — zmt — 2 (m't — mt) — jiA' ] ,
R et A' étant des constantes indéterminées ; mt est le moyen mouvement du Soleil pendant le temps t ; m't est celui de la Lune ; nt est la rotation de la Terre ; «9 est la longitude du lieu : tous ces angles sont comptés de l'équinoxe du printemps, nt+m— mt est l'angle horaire du Soleil , que nous ferons partir de midi. Cet angle réduit en temps, à raison de la circonférence entière pour un jour , sera le temps compté depuis midi; A' sera ainsi, l'heure du maximum du flux atmosphérique du soir : R dépend de l'action de la Lune sur l'atmosphère , soit directe , soit transmise par la mer.
Si l'on suppose que la syzygie arrive à midi , ce que l'on peut admettre ici sans erreur sensible, comme le résultat moyen des heures de toutes les syzygies considérées; la formule précédente donneR.cosaA' pour la hauteur du flux au midi du jour de ln syzygie. En désignant par q le mouvement synodique de la Lune dans un jour; la hauteur du flux k neuf heures du matin du jour de la syzygie sera
-I\.sin(aA' — ?);
à trois heures du soir , elle sera
+ R.«n (aA' + p.
Soient donc A , A', A'', les hauteurs observées du baromètre , le jour de la syzygie , à neuf heures du matin , à midi , à trois heures du soir j on aura
C — R.sin(aA'— -j)=A; C -f- R . cos aX' = A' ; C"-f- R.sin(aA'-f-!|)=A',
C, C, C" étant les. hauteurs du baromètre, qui auraient lieu sans l'action de la Lune. Ces équations subsistent également pour le jour de la quadrature, pourvu que l'on y change R en — R; et A, A', A", dans B, B', B*; ces trois dernières lettres exprimant respectivement les hauteurs du baromètre, observées , le jour de la quadrature , à neuf heures du matin , à midi, et à trois heures du soir. Ces six équations donnent les deux suivantes ,
4R . cos $ sin a A'= A" — A -f- B — B";
4R . (i — sin cos aX' = a A' — (A -f- A") — aB -f- (B -f- B*).
Ces deux équations sont indépendantes des hauteurs absolues du baromètre : elles n'emploient que les différences A — A', A — A*, A'— A" du jour de la syrygie , et les différences correspondantes du jour de la quadrature.
Le jour i'*"" après chaque syzygie, et après chaque quadrature, donne les deux équations suivantes :
4R. cos ?.sin ( 2 X'+ a*?) = A" ( ~ A,4- B, - B"„ 4R.(i — sin ^.cosCaX'-f-a^Js-aA',— CA.-f-A",)— aB^-f-ÇBr+.B',),
A,, A',, etc., B,, B'„ etc., sont les valeurs de A, A', etc. , B , B', etc. ,
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relatives à ce i"" jour : i est négatif pour les jours qui précèdent la sy- /ygie ou la qondralure.
On peut conclure des observation» de chaque jour , les valeurs de R et de A'. Mais il y a des jours plus propres à déterminer l'une de ces inconnues. La méthode que j'ai désignée sous le nom de méthode la plus avantageuse , combine toutes les équations de manière à donner les valeurs les plus probables des inconnues. Les deux équations du jour i™' donnent en faisant
4R.sinaX' = j? , 4R.co»2X'=/;
les suivantes,
ar.cos 2iç -fv.eos ?.sin âiy = A", — A,-f- B, — B",; 4 4
jr.Çi — sin ^)»cos liq — x.(i — sin p.siu iiq = a A', — (A i -f- A",) — aB' 4 -f- (B, -f- B",).
une quantité très petite et à fort peu près égale à — . Si l'on néglige son carré et si l'on nomme F, , la quantité
aA'i — (A,-f- A*) — 3B',-f- (B 4 -f- B",)
augmentée de sa dix-neuvième partie ; si l'on nomme pareillement E, la quantité
les deux équations piécédenles deviendront
\r.«os liq -f-^-.sm s'tq = F,, jr.vas iiq — x.sin 2 l'y = F,.
Eu faisant i successivement égal à — 1 , o, -f- 1 , +2 ; ou aura huit équations <|ui , résolues pa*4e procédé de Ifr méthode la phw axantageufte, détemwuîront jrot^. Mais cetleméthddeexige que l'on-toonaisse la loi des écarts des hauteurs du baromètre, de leur hauteur moyenne, dus aux causes irregulières , pour les diverses henres du jour; ce que nous ignorons. Dans, cet état d'iucertitude , noua supposerons cette loi, la même pour les heure» diverse* \, l'inewclitude de cette suppo-
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sition n'ayant que peu d'influence sur les résultats cherches. Alors , pour former les deux équations finales qui doivent donner x etjr , il faut , suivant le procédé que j'ai donné dans le troisième supplément à ma Théorie analytique des Probabilités, multiplier chacune des quatre équations relatives à la lettre E, par trois, et par son coefficient de x; il faut multiplier chacune des équations relatives à la lettre F par son coefficient de jr ; enfin , il faut ajouter tous ces produits; ce qui donne
jr.(8-f-2.cos4*^)-f*7''2 sin 4*'7 == 32.E 4 cos ziq — Z.F,.sin nq j
le signe 2 exprimant la somme de toutes les quantités qu'il affecte , et que Ton obtient en faisant successivement i~ • i, is=o, i=i, t= 3. En opérant de la même manière sur le coefficient de^j on aura la seconde équation finale
^,(8 — 2.cos t\iq) -f- x. 2. sin t\iq =32 .E,.sin ziq -f- 2 .¥, cos 2iç.
Toutes les syzygies et toutes les quadratures depuis le 1 er octobre i8i5, jusqu'au i' r octobre i8?3, ont donné, en réduisant la colonne de mercure du baromètre à zéro de température ,
X 8SS O,10743, - O,01759I
L'étendue aR du flux lunaire est égal à - . V^'H-^' J elle est donc o,""o5443.
s On a tang aÀ «s ï j
ce qui donne en degrés sexagésimaux
Cette valeur réduite en temps , donne pour l'heure sexagésimale du plus haut flux lunaire du jour de la syzygie , 3* 18' 36" du soir.
a. Déterminons maintenant la probabilité avec laquelle les observa» tions précédentes indiquent un flux lunaire atmosphérique. 11 résulte de ce que j'ai fait voir dans le n° ao du second livre de ma Théorie analytique des Probabilités, que si l'on prend un très grand nombre n de valeurs de la variation diurne du baromètre , que l'on divise leur nombre par n pour avoir la valeur moyenne , que l'on nomme e la somme des carrés des différences de cette valeur moyenne à chacune de ces valeurs; si l'on nomme ensuite n l'erreur moyenne d'un nombre considérable s de valeurs de la variation diurne ; la probabilité de u sera proportionnelle à
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Le nombre n des observations diurnes comprises dan» les observations précédentes , est i584; l'©* 1 a trouvé, relativement à ces observations, la valeur moyenne de la variation diurne égale à o"",8o45 , et e égal à 557a"",93 ; ce qui donne
le millimètre étant pris pour l'unité. La probabilité de n est ainsi proportionnelle à
-~o,j4ui6.«»
En supposant que * exprime le nombre des variations diurnes obser- Méca». cél. Tome F. 33
a4» MÉCANIQUE : CÉLESTE ,
vces vers les syzygics, on a 5 = 792, et la probabilité de l'erreur moyerfnc u sera proportionnelle.»-
s'il n'y a point de cause constante qui influe sur ces variations. La probabilité de l'erreur moyenne u' des 793 observations vers les quadratures sera pareillement proportionnelle à
— iii,55.i»'«
Soit z l'excès de u' sur u , la probabilité des erreurs simultanées u et u! sera proportionnelle à
la probabilité de z sera donc proportionnelle à l'intégrale
fJu.c- u '' S5L{a+t) " l - u ' 1 ;
l'intégrale étant prise depuis u égal à l'infini négatif , jusqu'à ù égal à l'inûni positif. En donnant à l'intégrale précédente, cette forme
on voit que la probabilité de z est proportionnelle à
_liil 5 ...
Les observations précédentes donnent pour z
d'où Fon tire
La probabilité que les seules anomalies du hasard donneront une valeur de s plus petite est donc
fdz.c
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l'intégrale du numérateur étant prise depuis z sss — oo jusqu'à s=o,o865, et celle du dénominateur étant prise depuis z= — oo jusqu'à z = oo. Si l'on fait
cette frac lion devient
t , • i • ar>f /lia
l'intégrale du numérateur étant prise depuis J=o,o8G5.y — -
jusqu'à < infini, et w étant le rapport de la circonférence au diamètre. Ainsi la probabilité que la valeur observée de z n'atteindrait pas o,o865 , par les seules chances du hasard , est o,843 ; il y a donc quelque invraisemblance à leur attribuer cette valeur ; mais cette invraisemblance est si petite que , pour aflirmer quelque chose à cet égard , il faut multiplier considérablement les observations. Neuf fois plus d'observations donneraient
Si la valeur de z restait égale à o,o865 , la probabilité que cette valeur ne serait pas l'effet du hasard , serait à fort peu près , fj£ ; celte valeur indiquerait donc alors, avec beaucoup de vraisemblance, le flux
REMARQUES
Sur la page ioa du premier volume de la Mécanique céleste.
J'ai dit à la fin de cette page , que je ferais voir dans la théorie du flux et du reflux de la mer , que la valeur de <f V est à très peu près la même pour toutes les molécules situées sur le même rayon terrestre. J'ai omis de le faire eu exposant cette théorie : pour réparer cette omission , je vais considérer la partie de /V relative à l'attraction de la couche aqueuse. Cette partie est donnée par l'expression de A. Y de la page 37 dn second volume. Si l'on fait varier 0 et <& dans l'intérieur, des mêmes quantités au et etv qu'à la surface ; ce qui revient à considérer les molécules situées primitivement sur le même rayon , comme restant constamment sur un même rayon ; alors cTV' ne varie de l'intérieur à la surface, qu'à raison de la variation aj du mouvement de la molécule dans le sens vertical , variation d'un ordre inférieur à celui de la variation eut de son mouvement horizontal dans le sens du méridien. Or, il résulte de l'expression de A. Y, que la variation etjr de r, a pour fàoteur une quantité de l'ordre de la profondeur de la mer : on peut donc négliger la variation qui en résulte dans JW, et supposer S* Y' le même à l'intérieur qu'à la surface j ce qui rend l'équation (M) commune à tous ces points. Comme cette équation donne pour tous les points situés sur le même rayon , les mêmes valeurs de au et de av ; on voit que la supposition des points restant sur le même rayon pendant la durée du mouvement, satisfait aux conditions de ce mouvement ; car il est facile d'appliquer à la force attractive des astres, ce que nous venons de dire relativement à l'attraction de la couche aqueuse.
TRAITÉ
DE
CHAPITRE I
De la Précession des équinoxes.
Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomètres
sur cet objet.
i. La pins ancienne observation de la position sidérale des solstices ou des équinoxes, remonte au commencement du XII* siècle avant notre ère. Tcheou-Kong qui gouvernait alors la Chine pendant la minorité de son neveu, fixa la position du solstice d'hiver à deux degrés chinois de nu y constellation chinoise qui commençait par s du Verseau. Cette détermination que l'on peut rapporter à Tan uoo avant notre ère, ne diffère pas de 92 minutes centésimales du résultat des formuler du sixième Livre ; différence qui paraîtra bien petite, si l'on considère l'imperfection des moyens dont on pouvait alors faire usage, pour obtenir un élément aussi délicat. La même tradition qui nous a transmis ce précieux résultat, nous a pareillement transmis l'observation des ombres du gnomon, aux solstices d'hiver et d'été, faite par le même prince. L'accord de l'obliquité de l'écliptique qu'elle donne pour cette époque , avec les formules du sixième Livre , ne permet pas de révoquer en doute cette observation regardée comme incontestable par le missionnaire Gaubil, l'homme le plus versé dans l'Astronomie chinoise qu'il avait approfondie pendant un long séjour à la Chine. Dans le V* siècle avant notre ère, les astronomes chinois placèrent le solstice d'hiver au commencement de la constellation chinoise nieou, dont la Mécav. ciL. Tome F. 34*
première étoile était € du Capricorne. Il est fort vraisemblable, dît le savant et judicieux Gaubil , que ces astronomes , en comparant cette position du solstice d'hiver, avec celle que Tcheou-Rong lui avait assignée, et qui leur était bien connue, remarquèrent le mouvement rétrograde des solstices, par rapport aux étoiles; mais rien dans l'astronomie des Egyptiens, des Chaldéens et des Grecs, n'indique que ces peuples aient eu connaissance des observations chinoises. 11 faut descendre de huit siècles depuis Tchcou-Kong pour avoir des observations de leurs astronomes sur la position sidérale des équinoxes. Aristille et Tymocharis, premiers observateurs de l'école d'Alexandrie, déterminèrent la position de plusieurs étoiles par rapport à l'équinoxe du printemps; et ce fut en comparant leurs observations aux siennes, qu'Hypparque reconnut le changement de la position équinoxiale des étoiles, changement que les Egyptiens et les Chaldéens paraissent avoir ignoré. Les périodes que les Chaldéens assignaient aux. mouveméns sidéraux du Soleil, de la Lune, de ses noeuds et de son périgée, périodes que Geminus et Ptolémée nous ont transmises, supposent une année sidérale de 365'£, la même que l'année tropique admise généralement par les anciens astronomes; ils ne supposaient donc pas, dans les étoiles, un mouvement par rapport aux équinoxes. Ptolémée qui pouvait mieux que nous, connaître ce que l'on avait avant lui, pensé sur cet objet, dit expressément qu'Hypparque soupçonna le premier ce mouvement, et qu'il y fut conduit uniquement par la comparaison de ses observations avec celles d'Aristille et de Tymocharis. Hypparquc reconnut que depuis le temps de ces astronomes, les étoiles s'étaient avancées en longitude comptée de l'équinoxe du printemps, d'un degré sexagésimal par siècle, sans changer de latitude au-dessus de l'écliplique; ce qu'il expliqua en faisant mouvoir la sphère des étoiles, autour de* pôle* de l'ccliptiqué. Ptolémée confirma pat ses propres observations, la découverte d'Hypparque; mais ayant conclu de ses observations défectueuses des équinoxes, la méine durée de l'année tropique qu'Hypparque avait donnée ; il dut retrouver, et il retrouva en effet, le même mouvement des étoiles en longitude. Les astronomes arabes rectifièrent ce mouvement : ils remarquèrent l'inexactitude des équinoxes de Ptolémée. En comparant ceux qu'ils observèrent , avec les équinoxes d'Hypparque ; ils donnèrent une (Jurée de l'année tropique, plus exacte que celle qui fut depuis
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delarminée, par Gepenùq,;epi}a:en «oaelikeatl^irriiî iBawenïuiidffe étoilea-en longitude. • ;.;<•■.'.» 1 •» 'ul'Jiip ••:> -ti i/ .;'<!, .:':B
Copernic oyon* substitué le* nmTMMM méds de le {Terre, aux mouvem/ms «pparonades eaJoe», etpftfjtta la paéceasianudea équitiQjies par ira mouvement dffE oûlasde la Terre, autour dep pôles de l-pcliptiqua, cejqei, mainttfùntf»t gBnfr8iôtti«nt admis j ma« d na Voacena ptiint de la cause de ce mouvement kl berefeaA i démêle*- dan», lermouc vemeoi» appaten* do» »5U*s, ce gui mt du au* faou^ioan* réeb de U Terre. Kepler porté par une imagination «.Mitia, » la :**pbej$fce d*s eau*©*, essaya da découvrir eqUe de M >pfféce6§io» des wiwum*e^aerès divereèa ientativos, U wov» l'wauùlilé de se* eflfprte.; . . .
11 était «serve à ,£Sewujn. y d# pane /»i*e coo«aitre la tiau$4 d#i ce ïinénomèue, an la «attachant ài a* déooutf erte de k pfi&antaur wiivause lie dont al est Ton daa plu* cunéux, réoUeta, et l'*me di» plus forte* ]weuTe*. Après avoir raeeiuau par sa inéoria, l'^laùsàiineut d« la Terre et la oauae du wumj eaaétttups nceuda'^e ^orbite J a y ta if i e, Qîayvton considérant Je reu(kmeot goadud idq sphéroïde taree^U), da* pâle» à l'équateur, can>rae> 4a pyats*me 1 d?un. 1 peaehjgj iftâqi da e p te u i te a > vdt iiientôt que l'attraction polaire douait lài*Tft reU^gradà" Jat enttvds de* oVuues -eytl* daraa^/eoœefte «lie Ait jéu-pgrader Je* po3ud# de la lAjna-;«t quei'easeHabla da ces mauvémen* d<w«U produira «aoi*venianl rétrograde daus l'iniaraectknB 4e l'Equateur. 4e la Terra awc ieclipiiqan. Yoioi «ornaient ï déterawuea ,ce œott*e*utte$., li:
(Ce grand gcqnàtre supposant la Teere bojnagèue, ja pp«çert forej^p t*. d'une epuère intérieure doett le diamètre a*t jTaeâ de« ityjJtësi *V.de i'axoès du spnermeV terrestre aur cette sp&èi», U uvagitt^ttejd ce* 4»oès «uni qutonr de féqueteur, eeee la fonue dfcn aanaau detaok* du globe, «a mmsereant majeure eo*m^ de roi#ti<s#. U Uuw«
«ju'alors £* s nœuds auraient sur l'-ccliptique , un «KH»v««(eiii, rôtKQgxadf -qui serait au paouveanent 'féteogeade dés jqands de ¥ ftebe Umwfift, •oouMue le jour «sidéral aat à Aa durée d'une réyoAuUa» «dotale ^e i« (Lune;ié»ialtat«Kect«ta}Uè lW^p^MejoeAt diédaifo^e l'wpjte^w» «àifecentiettexle la paéceaéon das^é^upou», donnée .dm 4 dv .çinquième La* ce , ea y aupposont, oomme JXewto» J'a &it d'atordj FïociioaifcQB de d'ioliptiqueâur réquataur, itfès |>eiit£. uNewlo» remarque ensuite jque ir^useau , par aon aduouenoe à ^âquaitour du^c^e Af»r«6tPe , doit oooaniuniquer à lamasae entière de^egiote, usa ir^é}«n^eipaijtie
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du mouvement rétrograde de ses nœudsy qui .par làj .se trouve extrêmement affaibli. Mais de quelle manière celte communication doit-elle se faire? quel est le mouvement rétrograde qu'elle produit dans l'intersection de l'équateur et de l'éçKptique? C'est dans la solution de ces deux questions, que consiste la principale difficulté du problème. ■ 11 était naturel que Newton fît usage pour cet objet) de la règle suivante qu'il a donnée dans le scholie *wi termine l'exposition de la troisième loi du mouvement ou de l'égalité de l'action à la réaction , dans l'ouvrage des Principes.
« Si l'on estime l'action de l'agent, par sa force multipliée par sa » vitesse, et que l'on estime pareillement la réaction du corps résistant, » par les vitesses de chacune de ses parties, multipliées respectivement » par les forces qu'elles ont pour résister en vertu de leur cohésion, de » leur attrition, de leur poids et de leur accélération; l'action et la » réaction se trouveront égales dans les effets de toutes les machines. »
Pour appliquer ' cette règle k la question présente, il faut observer que la. force imprimée a l'anneau par l'action solaire, est égale à la masse de l'anneau, multipliée par son mouvement de précession. Ainsi l'action de l'agent sur le corps résistant ou sur le globe terrestre, est ici le produit de cette masse par non mouvement de précession, diminué de la précession qui lui reste et qui lui est commune avec le globe, et par sa vitesse qui est celle de rotation de la Terre à l'équateur. Chaque molécule du globe reçoit une force égale a son accélération multipliée par sa masse; et en vertu de la cohésion des molécules, celte accélération est la précession terrestre multipliée par la distance de la molécule à l'axe des pôles, la moitié de cet axe étant prise pour unité. La vitesse de la molécule est la vitesse de rotation à l'équateur, multipliée par cette distance; la réaction do corps résistant est donc égale à la somme des produits de chaque molécule, par le carré de sa distance à l'axe, par la précession terrestre, et par la vitesse de rotation à l'équateur. Newton eût pu facilement terminer cette somme : en égalant ensuite l'action de l'agent, à la réaction du corps résistant , il aurait trouvé la précession terrestre égale à la précession primordiale de l'anneau, multipliée par le rapport de la masse de l'anneau à Celle de la Terre, et par le facteur |. Au lieu de ce vrai facteur^ Newton déduit de considérations inexactes, le facteur ^ du» carré de la demi-circonférence dont le rayon est l'unité. En supposant, -comme Newton IV fait d'abord, l'excès du sphéroïde
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terrestre sur la sphère dont le diamètre est l'axe des pôles, réuni sous lu forme d'un anneau à l'équateur , on obtient une 'précession plus grande que la véritable j car l'action du Soleil sur les molécules de cet excès, pour faire rétrograder les équinoxes, est plus petite et a moins d'énergie que dans cette hypothèse; il faut donc diminuer la précession qui eu résulte. Newton, dans la première édition de son ouvrage des Principes , la réduisait au quart; depuis, il aie l'a réduite qu'aux deux cinquièmes; ce qui est exact. U la multiplie ensuite par le cosinus de l'inclinaison de l'écliptique à l'équateur, pour tenir compte de cette inclinaison , ce qui est encore exact. Ainsi la solution neutonienne du problème de la précession des équinoxes, n'est en défaut que par le facteur erronné dont je viens de parler, facteur qui réduit la précession au-dessous de la moitié de sa vraie valeur. 11 est vraisemblable que ce grand géomètre eut rectifié cette erreur capitale, mais bien excusable dans le premier inventeur , si, moins livré à des occupations d'un tout autre genre, il eut donné une attention plus particulière aux découvertes des géomètres du continent, telles que le principe par lequel Jacques Bernoulli a déterminé les oscillations des pendules composés, et le principe des vitesses virtuelles, publié sans démonstration par Jean Bernoulli, principes dont le premier a une grande analogie avec la règle énoncée ci-dessus , et dont le second est une généralisation de cette règle. Mais alors la correction dé son erreur lui eût fait éprouver quelque difficulté à concilier avec l'observation , son résultat de la précession des équinoxes, qui par là devenait beaucoup trop grand. Pour avoir la précession totale, il faut ajouter la précession solaire à la précession lunaire, et pour obtenir celle-ci, Newton multiplie la première-, parle rapport de l'action lunaire sur ce phénomène, à l'action solaire. Ce rapport est le même que le rapport de ces actions sur les marées. Newton, dans la première édition de ses Principes, le trouvait par les observations des marées, égal à 6 j . 11 l'a réduit ensuite à 4>48i5. L'incertitude des observations dont il a fiait usage, lui permettait de le diminuer encore r et l'on a vu dans le treizième Livre, que des observations très nombreuses des marées, faites chaque jour à Brest, pendant seize années consécutives, et discutées avec un soin particulier, donnent ce rapport égal à ay; ce qui rapproche considérablement , de l'observation , la formule neutonienne de la précession , corrigée de son erreur. New ton eût pu remarquer encore , que l'hypothèse
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de rhomogèaexlé de la Terre, est peu nniseinblable, eUju'il est ; de penser que les couche* du aubéooide terrestre creusent ei à mesure qu'elle* se rapproohent du centre. C'est ce qu'il supposait dans la première édition de ses Principes ; mais il erorait que cette supposition rendait la Terre pins aplatie, et par conséquent, augmentait la précession des équinoxes; ce qui. est entièrement contraire Bus résultats de l'analyse qui a lait voir qu'en rectifiant toutes osa erreur* , la théorie de iNewton devenait parfaitement conforme à l'observation,
Newton a remarqué l'inégalité de la nutation , produite par l'action du Soleil, et dont la période est de six mois. Mais il te contente d'okserrer qu'elle est très petite. 11 n'a point considéré les inégalités de Ja procession et de Ja nutation, dépendantes du mouvement des noeuds <Je l'orbe lunaire. Dans la production de ces inégalités, l'aeuonluuaue dép insensible dans le» inégalités de ce genre, qui sont indépendante* de rinebraisou de «et orbe, est multipliée par cette petite nud maison ; •et il fallait une analyse délicate et très épineuse pour reconnaître que le* «pressions de ces inégalités aoquerrent par les â»4égraik»«s, un très petit diviseur <jui les rend sensibles. Ainsi la iLeonu 4U*, peine point, «levancée par elle, Bradley dut à une longue suite d'observation*, la découvert* de la natation de l'axe terrestre, découverte Tune des pibts remarquables et des plus ka part actes de l'astronomie, en ce qu'cale silrcke doutes les observations ides ntbres. Ce grand astronome avant méconnu par la précision de se* observation:*, l'aberration des a cause, s'aperçut lnkèt qu'au* ne suffisait pas pour «prèles observations de plusieurs atsnéea, et que oes objen allons înt une inégsmtc qu'il «ni vit pendant une période de dix.4iuit ans , .après laquelle le* étoiles bai parurent Devenir à leur première nctàùnu. Cette période U même que celle du mouvement des siœud.s «de iki Lune, lui lit penser que lWe nie 2a lierre aarait ua mouvement
F^poliéae^ pole-wrai delà Terre d^^rmufona^éuuînt tjojlu pôle moyeu , pendant une période da anewvcœentides noeuds kmaines , cun petit iQQtt'Ie, .de manière que le pôle «vrai £nt le rplus près 4e l^éoliplinue, lorsque île naenil ascendant de Leouptaque coin unie Avec léqoirottoae idui pmateinp*. iBrauley neoomuut cpte par sa., ses observations ittiant «fort peu près repceseriboes j snaù qu'elles île «eoaient wo peu
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encore, si ïoa substituait au cercle, une ellipse peu aplatie. Meckn n'a point fini connaître la tnéorie qui l'a conduit a son hypothèse, et qui, ai elle eût été juste, lui aurait donné l'ellipticité de ln courbe décrite par le pôle vrai de la Terre, et soupçonnée par Bradley. 11 aumit vu que le grand axe de cette ellipse toujours tangent à la sphère céleste, passe constamment par le pôle moyen de la "Terre et par celui de i'éciiptique. Mais la découverte de ces résultais, était-alors au-dessus des moyens de l'Analyse et de la Mécanique: il làllait en inventer de nouveaux pour y arriver* Ufooneur de ce*W invention était réservé à «l'AlemberL Un on et demi après la publication de l'écrit dans lequel Bradlcy présenta sa découverte , à°Alcmbcrt fit paraître son Traité de la précession des équinoxes, ouvrage aussi remarquable dans l'histoire de 1» Mécanique céleste et 4e la Dynamique, que récrit de Bradlcy dans les annales de l'Astronomie. f»tu;.l :■• < tv l
D'Aiembert détermine d'abord les résultantes des attractions du Soleil et de la Lune sur toutes les imJécaaes du spkëroïcle terrestre qu'il suppose être un. adide de révolution; résultantes imxqueiles il applique en sens contraire» larésukaftte àt ces attractions sur le centra dé la Tente, que Uon dtét ici coiissdéiwieoinme-immobUe. iPoier avoir la Vraie situation de la Terae«anfcoùr de ce e>omt* d'AkœW camét pOur coordonnées* Tin^linaisan ddl'axe dn.Épàiâroïde, auphn de I'éciiptique.; l'angle que l'anterseolran de -ces «taux plans os sa ligne des équinpxes ibeme a*QR: une dfcroStelfixe,, menée mit' il/écliptirpae parie «entée de la Tecre; en£n Hîarc eoJnpris entre >un< ipeintidoteramié de i^ajonieur t«rrertr«\iet teipoint où «et .équateur 'noupe J'écliptique a 4'^qumoKe <bi printenipe. lies variatî»ue<de bas ceordotmées ^endeat un instant, donnent fc vitesse correspondante «de chaque > œolécu le 'cruispbéroïde. D'Alembcrty en appliquant) ni aén prmcipeiigéilainl ^ç. f^rnamiquey décompose cette vitesse en deux, Tune qni subsiste dans l'instant sui» va ni,, et l'autre •qui est idétrxnte, et qui ne peut l'être que par les eéV suJtootefl .^■.hUm^iom-dm.JSfkû\tt.é^.^ l lm^ Enidéterrniaiant ensuite le» ree^tentes de «es rêtesscs défenàtes* et *n âea«aupposant en , équilibre mfecîle» i^lcarjtes<deaiaUMDnoa» dès deux astres-, a parvient au moyen des conditions de Paqaniibre «Fun nonilre qxu>lra»qTJe de forces , conditions qu'à a le premier établies, à trois équations différentielles du second ordre, entre les Irais coordonnées. L'une de ce6 équations est facile à intégrer : elle donne m vitesse de rotation àu
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sphéroïde par rapport à l'équinoxe. D'Alembert n'intègre point les deux autres équations: il se contente de faire voir que la nutation du pôle terrestre observée par Bradlej en est une conséquence nécessaire , et il détermine le rapport des deux axes de la petite ellipse décrite par le pôle vrai de la Terre, et la loi du mouvement de ce pôle sur cette ellipse, résultats précieux qui sont généralement adoptés dans les tables astronomiques. En comparant aux observations, les expressions analytiques de la nutation et de la précession , d'Alembert en conclut le rapport de l'action de la Lune à celle du Soleil j mais il observe qu'une très petite différence dans la valeur de là nutation, changerait sensiblement ce rapport r et celui de la masse de la Lune à la masse de là Terre, que l'on conclut de ce rapport.
D'Alembert détermine ensuite les rapports de la précession et de la nutation avec la figure de la Terre, et les lois de la densité et de Tellipticité de ses couches , depuis son centre jusqu'à sa surface : il en conclut que l'ellipticité -jyy, qui résulte de la comparaison des degrés mesurés en Laponie en 1736, et à l'équatenr, ne peut satisfaire à ces rapports. Ce grand géomètre croit cependant qu'il est possible dé concilier avec ces mesures , la théorie de l'attraction , en considérant que la Terre est recouverte en grande partie par la mer dont les molécules cédant à Faction des astres, ne doivent point , suivant lui, contribuer aux mouvemens de l'axe terrestre; en sorte qu'il ne faut employer dans le calcul de ces mouvemens , que l'elUpttcité du sphéroïde recouvert par l'océan , elliptioité qui peut être supposée moindre que celle 1 dé la surface de la mer. Mais ayant soumis à une analyse exacte, le» oscillations d'un fluide qui recouvrirait le sphéroïde terrestre, et la pression qu'il exerce sur la surface du sphéroïde; j'ai fait voir que ce fluide transmet à l'axe terrestre,' les mêmes mouvemens , que s'il formait une masse solide avec la Terre. M. Plana ;»par. d'ingénieuses et savantes recherches sur les oscillations: des: fluides qui; recouvrent les planètes, vient de confirmer ee résultat important, auquel j'avais donné dans le cinquième livre, la plus grande généralité , en établissant par le principe de la conservation des aires, que l'action des astres sur la mer, quelle que soit la manière dont elle recouvre le sphéroïde terrestre, produit>sur là nutation et la précession, lès. mêmes. effets , que ai la mer venait à se consolider. La difficulté que là théorie de l'attraction présente sur cet objet, subsiste
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donc si l'ellipticité de la Terre est 77^. Cet aplatissement ne petit encore se concilier dans cette théorie, avec les observations du pendule de l'équateur aux pôles, qui donnent un aplatissement au-dessous de ïyj. Mais une vérification du degré de Laponie, faite par M. Swanberg astronome suédois, a montré que la mesure de ce degré à laquelle on avait accordé trop de confiance, est fautive. La nouvelle mesure de M. Swanberg comparée aux degrés mesurés en France, dans l'Inde et à l'équateur, donne un aplatissement au-dessous de y^, et par là, concilie avec la théorie de l'attraction , les phénomènes de la précession et de la nutation , et les observations du pendule. L'erreur de d'Alembert que nous venons de signaler, n'est pas le seul exemple que l'histoire des sciences nous offre de savans célèbres induits en erreur par trop de confiance dans des mesures fautives. Ce fut par la mesure inexacte de la hauteur du baromètre, faite par le père Feuillée au sommet du pic deTéncriffe, que Daniel Bernoulli fut conduit à l'étrange hypothèse de l'accroissement de la chaleur à mesure qu'on s'élève dans l'atmosphère au-dessus de la surface de la Terre. D importe donc au géomètre de ne s'appuyer que sur des observations très exactes et vérifiées avec un soin particulier.
D'Alembert applique sa solution du problème de la précession des équinoxes aux deux cas que Newton avait considérés , celui où la Terre serait réduite à l'enveloppe qui recouvre une sphère dont le diamètre serait l'axe des pôles , et le cas où les molécules de cette enveloppe seraient réunies sous la forme d'un anneau , à l'équateur. Il examine le cas où la Terre n'aurait point de mouvement de rotation. Je tiens de ce grand géomètre , qu'il avait d'abord pensé que la Terre étant supposée un solide de révolution , sa rotation ne devait avoir aucune influence sur les phénomènes de la précession et de la nutation; parce que tous les méridiens étant semblables et se présentant successivement de la même manière au Soleil et à la Lune , l'action de ces astres sur l'axe terrestre est la même, soit que la Terre tourne sur elle-même, soit qu'elle ne tourne pas. C'était, en effet, conformément à cette idée , qu'il avait précédemment considéré les oscillations de l'atmosphère , dans sa pièce sur la cause des vents. Il parvint ainsi , sur la précession et sur la nutation, à des résultats contraires aux observations. Mais avant que de rien prononcer sur un objet de cette importance , il voulut revoir avec le plus grand soin ses calculs ,
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et soumettre à un nouvel examen , les principes qui leur servaient de hase, et spécialement celui de la non influence de la rotation de la Terre sur les raouvemens de l'axe terrestre. Ayant donc traité cette question en considérant le mouvement de rotation, il parvint à des résultats fort différées de ceux qu'il avait d'abord obtenus, et ces nouveaux résultats se trouvèrent parfaitement conformes aux observations de la précession et de la nutation.
D'Alembert détermine la position de l'axe instantané de rotation, et la vitesse de rotation. N'ayant point intégré les équations différentielles qu'il avait trouvées , il n'a point considéré les inégalités du mouvement de l'axe terrestre, qui dépendent de sa position et de son mouvement primitifs, inégalités que j'ai déterminées dans le n° 4 du cinquième Livre. Les observations les plus précises n'ayant point fait reconnaître ces inégalités ; il est naturel de penser que si elles ont eu lieu primitivement, les fluides qui recouvrent le sphéroïde terrestre les ont à la longue anéanties par leur frottement et leurs chocs multipliés contre sa surface. On conçoit en effet, que ces causes diminuent sans cesse la force vive du système de ces fluides et du sphéroïde ; mais elles n'altèrent point la somme des aires que toutes les molécules de ce système décrivent sur le plan du maximum des aires. La diminution de la force vive doit donc avoir une limite qu'elle finit par atteindre ; ce qui ne peut arriver que dans le cas où ces fluides sont en repos sur la surface du sphéroïde, l'axe de rotation de la Terre étant immobile autour de son centre. J'ai prouvé dans l'oneième Livre , qu'un tel axe est toujours possible, quelle que soit la manière dont l'océan recouvre le sphéroïde terrestre. 11 devient, lorsque l'équilibre est étabb , perpendiculaire au plan du maximum des aires; et la rotation de la Terre autour de cet axe, doit être telle que la somme des aires décrites par chaque molécule de la Terre, soit la même qu'à l'origine. Ainsi cette somme et le plan du maximum des aires, qui restent toujours l'un et l'autre les mêmes qu'à l'origine, s'il n'y a point d'action étrangère , déterminent la position de l'axe de rotation de la Terre et sa vitesse de rotation , lorsqu'elle parvient à l'état d'équilibre.
D'Alembert a étendu dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1754 , sa solution du problème de la précession deséqninoxes, au cas où l'équateur et les parallèles terrestres seraient elliptiques j ce qui donne la solution générale de ce problème , lorsque dans
LIVRE XIV. a
l'action du Soleil et de la Lune , on ne porte l'approximation que jusqu'aux termes divises par le cube de leurs distances à la Terre. Enfin il a déterminé par la même analyse , le mouvement d'un corps solide animé par des forces quelconques , autour de son centre de gravité.
Euler a traité depuis les mêmes sujets , avec beaucoup d'élégance , soit dans les Mémoires de l'Académie de Berlin , soit dans son Traité de la Mécanique des Corps durs. Son premier Mémoire sur la précession des équinoxes, parut dans le volume des Mémoires de cette Académie pour l'année *749> H n *y f**t aucune mention du traité de d'Alembcrt; mais dans le volume suivant, il reconnut expressément, qu'il n'avait composé 6on Mémoire, qu'après la lecture de l'ouvrage du géomètre français. La méthode d'Euler est identique avec une seconde solution du problème de la précession des équinoxes , que d'Alembert avait donnée dans son ouvrage; solution moins rigoureuse que la première , mais qui conduit fort simplement aux mêmes résultats.
C'est à Euler que l'on est redevable des équations générales du mouvement d'un corps solide animé par des forces quelconques, que j'ai développées dans le chapitre VII du premier Livre. La découverte des trois axes principaux de rotation, due a Ségner, apporte d'utiles simplifications dans un snjet aussi compliqué ; et les équations auxquelles Euler est parvenu , me paraissent être les plus simples qu'il soit possible d'obtenir.
Plusieurs géomètres ont essayé de traiter syntbétiquement le problème de la précession des équinoxes; mais leurs solutions inexactes» du moins pour la plupart, sont autant d'exemples de la supériorité de l'analyse sur la synthèse.
Les recherches de d'Alembert et d'Euler laissaient encore à considérer plusieurs points importans que j'ai discutés dans le cinquième Livre. L'un de ces points est l'influence de la fluidité de la mer, de ses courans et de ceux de l'atmosphère , sur les mouvemens de l'axe terrestre: j'ai reconnu, comme je l'ai dit précédemment, que cette influence est la même aue si ces fluides formaient une masse solide adhérente au sphéroïde terrestre.
Un second point est l'influence de l'aplatissement de la Terre , sur l'obliquité de l'écliptique et 6ur la longueur de l'année. Si le Soleil et la Lune agissaient seuls sur la Terre, l'incbnaison moyenne de l'équateur à l'écliptique serait constante. Mais l'action des planètes
change continuellement la position de l'orbe terrestre, et il en résulte dans son obliquité sur l'équateur , une diminution conGrmée par toutes les observations anciennes et modernes. La même cause donne aux équinoxes, un mouvement annuel direct d'environ un dixième de seconde centésimale. Ainsi la précession annuelle produite par l'action du Soleil et de la Lune est diminuée de cette quantité , par l'action des planètes. Ces effets de l'action des planètes sont indépendant de l'aplatissement du sphéroïde terrestre. Mais l'action du Soleil et de la Lune sur ce sphéroïde doit les modifier el en changer les lois.
Rapportons à un plan fixe , la position de l'orbite de la Terre et le mouvement de son axe de rotation. 11 est clair que l'action du Soleil supposé mu constamment sur cette orbite, produira dans cet axe en vertu des variations de l'écliptique , un mouvement d'oscillation analogue à la nutation, avec cette différence, que la période de ces variations étant incomparablement plus longue que celle des variations du plan de l'orbe lunaire , l'étendue de l'oscillation correspondante dans l'axe de la Terre , est beaucoup plus grande que celle de la nutation. L'action de la Lune produit dans ce même axe , une oscilla» tion semblable; parce que l'inclinaison moyenne de son orbe sur l'écliptique vraie , est constante. Le déplacement de l'écliptique , en se combinant avec l'aclion du Soleil et de la Lune sur la Terre, produit donc dans son obliquité sur l'équateur , uue variation très différente de ce qu'elle serait en vertu de ce seul déplacement. L'étendue entière de cette variation due à ce déplacement , se trouve par là réduite environ au quart de sa valeur.
La variation du mouvement des équinoxes , produite par les mêmes causes, change la longueur de l'année tropique dans les diflérens siècles. Cette durée diminue quand ce mouvement augmente , ce qui a lieu présentement , et l'année actuelle est plus courte d'environ i 5 ' centésimales, qu'au temps d'Hypparque. Mais cette variation dans la longueur de l'année a des limites qui sont encore restreintes par l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre. L'étendue de ces limites serait d'environ 5oo", par le déplacement seul de l'écliptique : elle est réduite à 11 o" par cette action.
J'ai recherché avec tout le soin qu'exige l'importance de l'objet dans l'Astronomie, si les inégalités séculaires des mouvemens de la Terre et de la Lune > pouvaient déplacer sensiblement l'axe de roU-
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lion , sur la surface «lu sphéroïde terrestre , et altérer le mouvement de rotation. J'ai reconnu que ces effets seront toujours insensibles. M. Poisson a confirmé depuis, ce résultat important, par une savante analyse insérée dans le tome VIII du Journal de l'École Polytechnique. 11 restait à discuter une cause de variation du mouvement diurne de rotation , que les expériences faites sur la température des mines profondes, m'a paru indiquer. Ces expériences donnent un accroissement de température , a mesure que l'on s'enfonce au-dessous de la surface de la Terre. 11 est naturel d'en conclure que la Terre a une chaleur intérieure, croissante de la snrface au centre , et qui diminue sans cesse, par les pertes qu'elle éprouve à cette surface. En vertu de cette diminution, les parties de la Terre se resserrent; et comme cette cause n'altère point l'aire décrite par le rayon vecteur de chaque molécule du sphéroïde terrestre projetée sur le plan de l'équateur, le mouvement de rotation doit par là s'accélérer. On a vu dans l'onzième Livre , que l'effet de celte cause est jusqu'à présent , insensible ; en sorte que l'on peut regarder comme constante, la durée du jour, que les astronomes ont prise pour étalon du temps.
Enfin un troisième point de discussion , est la nulation de l'orbe lunaire, correspondante à la nutation de l'équateur terrestre. 11 résulte du n° io du second Livre , que, vu la grande distance du Soleil à la Terre et à la Lune , le centre de gravité du système de ces deux derniers corps , est à très peu prés attiré par le Soleil , comme si toutes les molécules de ce système étaient réunies à ce centre. De là il suit que la somme des aires décrites autour de ce point, par le rayon vecteur de chaque molécule projetée sur le plan mené par le même point parallèlement à l'écliptique , est toujours le même en temps égal , quelle que soit la manière dont ces molécules agissent et réagissent les unes sur les autres. Or, en vertu de la nutation de l'axe terrestre, la somme des aires décrites par les molécules du sphéroïde terrestre , autour du centre de gravité du système de la Terre et de la Lune, est assujettie à une inégalité semblable, à la notation; l'aire décrite par le rayon vecteur de la Lune, doit donc être assujettie à une • inégalité contraire , ce qui ne peut av^ir , lieu qu'autant que l'expres- .sion. de, la latitude de la: Lune,, couùent une inégalité proportionnelle au siou* de la longitude moyenne de W Lune* et dont le coeftktfut dépend', comme celui de la nutafon, de l'aplatissement de la
a58 MÉCANIQUE CÉLESTE,
Terre. Je retrouve ainsi l'inégalité à laquelle je suis parvenu dans le second chapitre du Livre VII , par la considération directe do l'action du sphéroïde terrestre sur la Lune.
J'avais négligé dans le cinquième Livre , la petite nutation dépendante du double de la longitude du^nœud lunaire , parce qu'elle me paraissait devoir être insensible. Mais comme on peut facilement la comprendre dans les tables de la précession et de la natation, j'en donne ici l'expression qui confirme ce que j'avais dit à son égard.
Quelques astronomes ont pensé qu'il serait avantageux dans le calcul de ces phénomènes , d'employer la longitude vraie de la Lune , au lieu de sa longitude moyenne. Mais il est aisé de voir par l'expression différentielle de la nutation, réduite en sinus et cosinus du temps, que la différence entre la longitude vraie du nœud de la Lune et sa longitude moyenne serait insensible dans l'intégrale, parce qu'elle n'acquiert point par l'intégration pour diviseur , le très petit coefficient du temps dans la valeur de la longitude du nœud j en employant donc la longitude vraie du nœud , au lieu de sa longitude moyenne, on s'exposerait à une erreur qui pourrait devenir sensible.
Enfin, pour ne rien négliger sur un objet de cette importance dans l'Astronomie , j'ai considéré les termes dépeudans des variations séculaires des mouvemens de la Lune , et ceux qui dépendent de la quatrième puissance de sa parallaxe et de celle du Soleil ; et j'ai trouvé qu'ils sont insensibles.
Formules générales du mouvement de l'équateur terrestre.
a. Les expressions différentielles de ce mouvement, que j'ai données dans le n' 4 du Livre V, me paraissent être les plus simples auxquelles on puisse parvenir. Mais on peut leur donner la forme suivante qui présente quelques résultats utÛcs que nous allons exposer.
Soient a^y, *' les coordonnées d'une molécule dm de la Terre, rapportées au centre de gravité de cette planète , et à un plan fixe. Désignons par x",j", a", les coordonnées de la même molécule, rapportées au même centre et au premier, au second , et au troisième axe principal de la Terre que nous supposerons être à très peu près son axe de rotation. Nommons 8 le complément de l'angle que ce troisième axe Corme sur le plan fixe } et 4 le complément de l'angle que la pro-
LIVRE XIV. 3 5 9 jection de cet axe sur ce plan forme avec l'axe de x* ; 4 sera l'angle que ce dernier axe fait avec la ligue d'intersection du plan fixe, et du plan formé par le premier et le second axe principal. Désignons encore par ? l'angle que cette ligne d'intersection fait avec le second axe principal. Cela posé, on aura par le n* a6 du premier Livre,
x? — x"(cos0. sin 4 -sin <p -f- cos^.cos (p)
+y'(co»fl.sin4-c° s ^ — cos^.sin^)<-f-z". sinô.sin4; y = x"(cos0.cos4.sin^ — sin4-cos<p)
H-y'(cosfl.cos4.co«^+sin4.»in<p)4-a". sinfl.cos4; x' = a*. cosO — y.sinfl.cos? — x". sin Ô.sinç/
Soit
2 "')<fin=A; f(af*+a"1dmz=B; /(y'H-Jr"*)<fo» = C;
on aura, par les propriétés des axes principaux,
fxr/'dm = o; fx"z"dm = Oy ff'z"dm = o;
toutes ces intégrales étant étendues à la masse entière de la Terre. Ou aura, par la nature du centre de gravité,
f x\ dm = o ; fy . dm = o ; f z . dm = o ; fx 1 . dmz=.o ; fj". dmz=o; fz* i .dm = o.
Considérons faction d'un astre L sur la molécule dm. Soient x, jr f z les coordonnées de cet astre, rapportées au centre de la Terre, et aux axes des x*, des y et des z'. Faisons
V/(x - x'y + {y -y'y + c* -^T- ~~ dt étant l'élément du temps, supposons
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V est fonction de x>jr, z, x\ jf, z'. En y substituant pour y\ z', leurs valeurs précédentes, Y devient fonction de neuf quantités x,jr y z, x", y, s'', -vf, et 0, parmi lesquelles x", y , z" sont invariables pour la même molécule. On a donc
en ne faisant varier que 4 et ®> dans I e8 valeurs précédentes de Si l'on différencie ces valeurs, et qu'après les différentiations on fasse pour plus de simplicité, ^ nul; on aura
dx> = dp («' . sin 0 — / . cos 6) -f-y . <ty ; dj> = 3?. cosfl.dp — aftfy -f- i db'ss — x'.rfp.sinfl
Substituant ces valeurs dans l'équation précédente aux différences partielles, on aura en comparant séparément les coefliciens de dp, d-\, et les trois équations suivantes:
d'où l'on tire
,,<IVS + 6 (£) 'Kl?) Haï
Maintenant, les variables Q, 4 «t ô étant les mêmes pour toutes les molécules dto; il est clair que si l'on fait
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on aura
Les seconds membres de ces équations sont les valeurs de^", présentées sous une autre forme.
Soient
VV+r+r»' \/f + q* + VV-f-f'+r-'
les cosinus des angles que Taxe instantané de rotation de la Terre fait avec le troisième axe, le second et le premier de ses axes principaux; soit encore dt, \/p % -f- q* -f- /••, la vitesse angulaire de rotation autour de cet axe instantané j on aura par les n°* a6 et 38 du premier Livre, les équations
Cdp -f» (B — A^qrdt i/N.cos fl — d$'. sinfl:
-f- (C — fyprdt = — (<*N . sin 8 + dS'. cos 0) sin ? + <*N" . cos <p ; Bd!r -f- (A — C)pqdt= — (rfN.sin 0 -f- </N'. cosfl) cos ^ — dN". sin
t/N <fN* <JN*
Substituant pour , ~jff HT 1 ^ urs valeurs précédentes, on aura
C.J + (B-A)„-(£), ) A-î+(P-i),r-ÊÎ[Q + »^)]-(5U (F
C'est sous cette forme générale, que M. Poisson a présenté les équatious (G) du n° 4 du cinquième Livre.
Si l'on développe V, ou
L f dm V V (x - a/)* 4- {y - /)• + (* - »')" '
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dans une série ordonnée suivant les puissances négatives de la distance r» de l'astre L au centre de la Terre; on aura, en ne portant l'approximation que jusqu'aux termes de l'ordre ~ ,
T étant la masse entière de la Terre. En substituant pour x', /, z' leur valeurs précédentes, on trouvera
V /__LT . 3L, n A xf *[X' — (Y.cosfl — Z.sin8/]cosa^) V ~" r, **"4r.» CU "" A; l-f.aX(Y.cosfl — Z.sinG) sina<p J
-f- ^ (aC — A— B) [X*+ (Y.cosô — Z.sin 8/— fr/],
X, Y, Z étant les coordonnées a:,^, z de l'astre L rapportées par la supposition de «J. nul, à l'équinoxe du printemps, et aux deux axes perpendiculaires à la ligne des cquinoxes; Fécfiptique 6xe d'une époque donnée étant prise pour le plan fixe.
Quoique cette expression ne renferme point explicitement l'angle -\, , elle le renferme implicitement, parce que les coordonnées X et Y en dépendent. Si l'on nomme R la projection du rayon r, sur l'ccliptique, et v l'angle que cette projection fait avec l'axe fixe cToù l'on compte les angles, on aura
X = R.cos(u-f-4>; Y = R.sin(u + 4); d'où Ton tire
par conséquent
(£) = *(£)-Y(£> Les équations (F) donneront ainsi
C^p-KB-A) /^=-^T (B— A) i +aX (T .co.fl-Z..in 8 ) co. a.,
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Ces équations sont identiquement les équations (Ç) du n* 4 4u cinquième Livre. Elles donnent en les intégrant, les valeurs de <p, et 8 , au moyen des équations suivantes données dans le n* a6 du I" Livre
dtp — d\> . cos 6 =r pdt - f <£\{/.6Ïn Q.sin ç> — iro.cos <p zszadt; dAfhm B.cosç -f-dg.sin p — rdl.
On peut substituer au lieu de p, dons les termes (C-w$) nr> et — (C— A) pq> des équations (F); car la différence ^ — » étant égale à cos 0, et les valeurs de 7 et de r, étant de l'ordre de ^
et ^ , on ne fait que négliger des termes de l'ordre des carrés et des
produits des différentielles d-\ et dd, et qui de plus ont les facteurs très petits C — À, «t C — B. Cela posé, si l'on multiplie la seconde des équations (F) par cos et qu'on retranche le produit de la troisième de ces équations , multipliée par sp> on formera la suivante j
— C.^(r.«c*<p+?.sm*)«{^).
r.na f — 7.00s
r.cos «p-f-^.sin <p = ^.sinÔ;
dis ti M ■ ' '
r.sin f -f-y.cos (p =-j-.sm fi.sm srç> — ^.ce* 4f> ,
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p serait égal a une constante n, si la Terre était un solide de révolution , et dans le cas général , la valeur de p est une constante n plus le produit de A — B , et de la force perturbatrice , par sin aQ et cos a? ; en négligeant donc ce produit , et celui des différentielles
d-\ et d3 , on pourra supposer ^ = n , dans l'équation précédente qui devient
Si le sphéroïde était de révolution , le terme qui a pour facteur À— B disparaîtrait : dans tous les cas il est insensible, parce que vu la rapidité du mouvement de rotation , les termes dépendons de sin et de cos a<p , déjà insensibles par eux-mêmes , acquièrent encore par les intégrations, le grand diviseur un. L'équation précédente devient ainsi
On trouvera ' de la même manière , en multipliant la seconde de* équations (F) par sin ? et en l'ajoutant à la troisième multipliée par cos <p ,
v—; d — di {—) d di !
Si l'on néglige, comme nous venons de le faire, les termes multipliés par A— B, et par .cos ap, ou par ^ .sin 2^; si l'on observe de plus que la rapidité du mouvement de la Terre, permet de négliger le* termes dépendans de sin ç , et de co» p et par conséquent l'équation précédente donnera
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Si l'on n'a égard dan» les équations (*) et (t v ), qu'aux termes de 6 et 4 qui dépendent de l'action des astres , et si l'on considère que le mouvemeut des astres est fort lent par rapport au mouvement rapide de rotation de la Terre ; on pourra négliger dans ces équations les secondes différentielles de 0 et de 4 ainsi que les produits de leurs premières différences; et alors on a
d±__ (~dï) dt Ci» . «in B »
dl Oi . sin Ô'
Si dans l'expression de V donnée ci-dessus , on néglige les termes multipliés par sin ap, et par cos 2?, et si Ton suppose
P=^ . (Y.cosfl — Zsinfl)(Y.siiiô-f-Z.cosfr);
F=^.X (Y.sinfl-r-Zcose);
on aura
£.si„«= ( -^-*=ÏÏ.P; dt anC '
d& (aC— A— B) p ,
Si — ïTc
Ces équations sont identiquement celles que j'ai données dans les n" 5 et 6 du cinquième Livre. Elles sont les plus simples auxquelles on puisse parvenir.
Si l'on multiplie la première des équations (F) par />, la seconde par y, et la troisième par r; qu'ensuite on les ajoute , et que dans le second membre de l'équation résultante, on substitue pour p , q,etr, leurs valeurs ; on aura
C.pdp + A .fdq + B.«*r=(^) *+(S£V4 + OS)* ' ce qui donne en intégrant
C./>*-f-A.7'-f-Br , = constante -f- zd.pi'dl, la caractéristique différentielle d se rapportant aux seules variations
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du mouvement du sphéroïde. Ainsi en désignant par V la fbnc- LT
lion y'— on aura
C .p % •+■ A . q % ■+■ B . r* = constante -f- id.f\ n dt
Quelque loin que l'on porte l'approximation de la valeur de f\"dl , tout ce qui dépend de la précession ^ des équinoxes , de l'inclinaison 0 de l'axe terrestre à l'écliptique, et de l'angle «r-f- «, nt étant le mouvement de rotation de la Terre , ne peut avoir été introduit que par ces quantités j puisque les coordonnées des astres ne les renferment point. On aura donc d,f\"dt, en faisant tout varier dans cette intégrale, à l'exception des angles introduits parles inégalités du mouvement des astres. Ce qui donne
-jf) , étant uniquement relative à la variation du mouvement des astres. L'équation précédente devient ainsi,
p- + r + »• - (^tt 3 ) (f + ^ + (rrc) (f - -*»
On a pur ce qui précède
ces termes sont du second ordre, en considérant comme «les quantités du premier ordre, celles qui sont de l'ordre /; It étant la précession des équinoxes. En ne conservant donc que les quantités du premier ordre, qui sont multipliées par le sinus x>u le cosinus d'un angle croissant avec une grande lenteur, ou dans lequel le coefficient du temps •oit de l'ordre /j on voit que^vf-r» et f - — r*, u* renferment point de
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termes semblables. Ainsi en n'ayant égard qu'à des quantités de ce genre, on peut supposer
P > + 9 * + r» = »• -f- Ç - 1 ; . f(Ç) ' . dt.
Maintenant ne considérons dans V", que la partie qui est indépendante de sin2$ et de cosaÇ). Celte partie est, par ce qui précède,
. (aC— -A — B) [X*-f-(Y.cc*8 — Z . sinS)* — - | . r,»].
Dans le cas d'un sphéroïde de révolution, dans lequel A = B, on a vu dans le n* 8 du cinquième Livre, et il résulte de la valeur donnée ci -dessus de dp t que p devient une constante, et qu'ainsi /^-f-y'-f-r" ne contient point de quantités du premier ordre, multipliées par le sinus d'un angle croissant avec une très grande lenteur. Mais la supposition de A = B ne-détroit point les quantités de ce genre, qui pourraient exister dans le cas d'un sphéroïde quelconque j puisque cette supposition ne fait que changer 2C — A— B, en a(C — A). Il n'existe donc point de quantités semblables dans le cas d'un sphéroïde quelconque, à moins que dans une seconde approximation, elles ne soient introduites dans la fonction
aV* a r/dV"y
-c--"c-Jvdr) •*»
par les valeurs de /8 et ^4> dépendantes des sinus et cosinus de a?. Mais ces valeurs ayant acquis par les intégrations, de grands diviseurs de l'ordre 4«% comme il est facile de le conclure des équations différentielles données ci-dessus; ayant de plus le facteur A — B qui est insensible jusqu'ici pour la Terre, et acquérant encore ce facteur dans les termes indépendans de , qu'ils produisent dans la fonction précédente ; nous nous dispenserons d'y avoir égard. D'ailleurs il résulte de l'analyse citée de M. Poisson , que ces valeurs ne produisent dans cette fonction, aucun terme du premier ordre multiplié par le sinus ou cosinus d'un angle croissant avec une extrême lenteur. Les inégalités de l'intégrale
fdt.y/p'+f + S ou de la rotation de la Terre sont don a insensibles.
Le sinus de l'angle formé* par l'axe instantané de rotation et par l'aie
.... vV+ r *
principal étant > il sorft
et l'on voit par les expressions précédentes de . sin 8 et de gj- ,
qu'il sera toujours insensible. Ces deux résultats sont très importans t en ce qu'ils assurent l'uniformité de la rotation de la Terre, et la stabilité des latitudes terrestres.
Je n'ai point eu égard dans le cinquième Livre, à l'inégalité dépendante du double de la longitude du nœud de l'orbite lunaire, par la raison qu'elle est très petite relativement à la nu ta lion. Cependant, vu la précision des observations modernes, et parce qu'il est facile de la comprendre dans une même table avec la nulalion, je vais ici la déterminer.
Pour cela, je rapporterai les coordonnées X, Y, Z au plan de fécliptique vraie, en faisant abstraction des variations séculaires de cette écliptique, ce que l'on peut faire ici. En désignant par v' la longitude de la Lune, comptée de l'équinoxe du printemps; et par A la longitude de son nœud ascendant , on aura ,
X = /,Vi->'. sin«(t/— A)ccW;
Y = r\ V — >*• sm ' («— A ) » in i Z = r', . y . sin (v' — A) ;
r', étant la distance de la Lune à la Terre; y étant l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'écliplique , inclinaison dont nous négligeons les puissances supérieures au carré. On aura à très peu près,
XY = £-[t — iy'+ fr. cos(at/- aA)] sin a*'.
Eu substituant au lieu de t/, sa valeur approchée
mft — \y* . sin (au' — aA) ,
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on trouvera que XY contient le terme
. sin 3A ;
l'expression de P' contient donc le terme
Le terme
, . sin fl . y % . sin aA.
. XZ . cos fl
de la même expression , contient le terme
itï • cos 0 . > . sin A ;
les deux inégalités dépendantes de cos A et de cos a A, dans l'expression de 6, ont donc des coetficiens qui sont dans le rapport de
— i^.cosô, à g.^'.sinô;
ou dans le rapport de l'unité à — ^ ^.tangfl. On trouve pareillement que le terme
Y'.sinÔ. cosfl
de l'expression de P, produit le terme
— Ut -sin aÔ.>'. cosaA ;
et que le terme
^ . YZ(cos«fl — sin* 8) produit le terme
• cos afl . y . cos A.
Les inégalités de la précession, dépendantes de sin A et de sinaA, ont donc leurs coefficiens dans le rapport de l'unité à — tangafl. Mécar. cél. Tome V. 37
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De la Nutation de l'orbe lunaire, correspondante à la Nutation de
l'equateur terrestre.
Le centre de gravité du système formé de la Lune et de la Terre est attiré par le Soleil, à très peu près comme si toutes les molécules de ce système étaient réunies, à ce centre j ce qui par le n° 10 du Livre 11, résulte de la proximité de la Lune à la Terre, relativement à sa distance au Soleil. De là il suit que la somme des aires tracées à chaque instant par le rayon vecteur de cbaquc molécule projetée sur récliptique autour de leur centre commun de gravité, est constante. Soient donc X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de la Terre, rapportées au centre de gravité du système, et au plan de l'écliptique; soient x^y, z', celles d'une molécule dm de la Terre, et x t jr, z, celles du centre de la Lune, rapportées toutes au centre de gravité de la Terre. On aura /
- x)(2E i «)_c r _D(ÏSïS)>«-.
L étant la masse de la Lune. Mais on a par la nature du centre de gravité,
f x'dm — o ; fjr'dm == 0 ; fz'dm = o.
Soit T la masse de la Terre, on aura
Tz=fdm:
On a de plus par la propriété du centre de gravité,
L(*-X) = TX, , t
ce qui donne
On aura pareillement
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l'équation (i) deviendra donc
La première des équations (C) du n* 26 du premier Livre donne
A^.sinfl.sinç+BV.sinfl.cosÇ— C>.cosÛ = — fdm(^2-^~} , (/)
et l'on a en vertu des expressions de p } q et r du n° précédent, A * »in ô (q. sin ^-f-r.coa f> ) ( B *""• À) siu 8 . r. ct»p
y. «n- 8.001* -f- ^ . un H . sin 2f.
L'équation précédente (l) deviendra en négligeant les termes multipliés par le sinus et le cosinus de 29, ce qui par le n* précédent, réduit p à la constante», -,
n C . co* ô _ ii±2? f- . sin» 8+^ (^=^) « consente. «
L'aire tracée dans l'Instant par le rayon vecteur de la Lune, est xdy — ydx. En désignant par a. le demi-grand axe de l'orbe lunaire, par e son excentricité et par y l'inclinaison de cet orbe à l'écliptique ; on a, en regardant cet orbe, comme une ellipse variable,
xdy — ydx = a* m'dt . cos y . V 1 — V>
m't étant le moyen mouvement de la Lune. La partie de V qui produit la nutation de l'équateur terrestre, est par leV précédent,
— |^(aC — A— B)>.sin8.cos8.cos A,
A étant la longitude du noeud de l'orbe lunaire. J'ai donné dans le n* 1 ,du Supplément nu Traité de Mécanique céleste , les expressions différentielle» des élémens d'une ellipse variable, par une force perturbatrice R. Cette force est augmentée par la considération de l'aplatissement de la Terre , de
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la fonction — V/ comme il est facile de le voir parle n'cité. 11 résulte encore des expressions différentielles du demi grand-axe, et de l'excentricité e, que la partie de V dont je viens de parler, no produit aucun terme sensible, dans ces expressions; en sorte que l'on peut supposer relativement a cette partie, a et e constans. L'équation (a) donne donc, en y substituant
pour ?ÉLl~jy?* t sa valeur précédente; en désignant par Jt) et les
nutationsde Péquateur terrestre et de l'orbe lunaire, et en observant que
■jp peut être négligé relativement à Jfl qui par l'intégration , a acquis
pour diviseur, le très petit coefficient du temps , dans l'expression du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire; enfin en négligeant le carré e*;
nC . efô . sin 6 = — T~j~ï" ' a *' m ' * ^ * sm
Telle est la relation fort simple qui existe entre les nutations de Péquateur terrestre et de l'orbe lunaire.
On a par le n» 5 du Livre V,
tiC . «M . sin Ô = — . j£ (aC — A — B) sin 9 . cos 6 . cos (/'< + €) ,
d étant l'inclinaison de l'orbe lunaire, que nous désignons ici par >, et — — € étant la longitude de son nœud ascendant. On a
mA=-j; —-r- ss m" ;
on aura donc en comparant les deux expressions précédentes de ^8, et désignant/'/ par (g— i)m'/,
$7 — — ♦ A t sinfl.cosÔ . cos[(£ — t )m't-{- C ].
On a par le n* a du Livre V
aC — A — B = |. T (ah — ±tt<p) D* ,
ah étant l'elliplicité du spliéroïde terrestre, aip le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, et D étant le rayon moyen dn sphéroïde terrestre; on a donc
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Soient
H.sin (z*-f-Àr)-f-H'. sin ( Ct + k 1 ) + etc. ,
les inégalités de la latitude de la Lune, dépendantes de l'aplatissement de la Terre ; les angles it + k , tt -f- A:', étant rapportés comme la longitude A du nœud ascendant de l'orbite lunaire, à Fcquinoxe du printemps. La latitude lunaire étant
y. sin (m't — A) , sa variation relative aux variations de ses élémens, sera
Jy . sin (m't —A) — yfA . cos (m't — A) ; sin m't (J'y . cos A — y£A . sin A)
ou
— cos m't (£y. sin A -f- y£K . cosA).
En l'égalant à la fonction
H.sin + H\ sin (if + #)H-eto., mise sous celte forme
sin m't {H . cos[(i — m') / -f- A]+H'. cos [(1*— nf)t]+k'}+eU:., -f- cos m't [H. sin [(1 — m') < H- A] + H . cos [(»*—/»')<]+ A / }+etc. ;
on aura
. cos A— ><TA . sin A=H . cos[(i— m^i+K] +H'.cof[(r— «i)«-f.A/]-f-etc., Jy . sin A-fVA . cosA=-H.sin[(i-m / )/-f-A]~H'.sin[(t 7 - m^-f-A^—etc.
Si l'on multiplie la première de ces équations par cos A, et qu'on l'ajoute à la seconde multipliée par sin A, on aura
fy= H . cos [A+(i— m') *-f- A] + H' . cos [ A + (*'— m^-f. A'] 4-etc.
En comparant cette valeur de cT>, à la précédente, on aura
H'=0;ctC
Les inégalités lunaires en latitude, ducs à l'aplatissement de la Terre , se réduisent ainsi à la suivante
, . , „s D* Rin9.ro» ô .
ce qui est conforme à ce que j'ai trouvé dans le chapitre H du Livre Vil .
Des inégalités de la Précession et de la Nutation de l'équatcur terrestre, dépendantes de la quatrième puissance des parallaxes du Soleil et de la Lune.
4- Si l'on nomme v la déclinaison d'un astre Lj v sa longitude à l'équinoxe du printemps; <\L la dislance de cet cquinoxe à une ligne Axe sur l'écliptique ; V la somme des produits de la masse L de l'astre par chaque molécule dm de la Terre, divisée par la distance de cette molécule au centre de L; enfin si l'on nomme T la masse de la Terre, et r la distance de sou centre, à celui de L; on aura par le n* 35 du troisième Livre
V'= ™ -f- Lkf£^.TL(sinV - i)
+ îH.TL(ain«<»— | .sinO + etc;
en supposant que le rayon terrestre soit
a étant le sinus de la latitude terrestre. Le terme
est le terme qttô la -considération de la quatrième' puissance de la parallaxe de L ajoute à l'expression de V donnée ci-dessus. Pour en déterminer la valeur, nous observerons que s étant la latitude de L; y l'inclinaison de son orbite, el A la longitude de son noeud dant, on a
siflf = cosD . siai 4- sm0 . ainp . co»*; tang* = tang> . sin(w — A).
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Ces équations donnent
d ^ J = Sin t) . COSO . COS J,
( — jg - ) = cosO . sin o . cos* — sin 6 . sin j.
En effet, si F est formé d'angles rapportes à l'équinoxe mobile du printemps, et que i soit le nombre de ces angles pris positivement, et * y le nombre des angles pris négativement, on a généralement
(!£ï) = (,--OoosF ; car A étant un des angles de F, en lui donnant cette forme
il est clair que par la variation de 4> l'angle À— «vf. reste invariable. De là il est facile de conclure que le terme précédent dépendant
de ± ajoute à la valeur de donnée ci-dessus, la quantité
3*<7 . TL . COS V . COS J f ' m »\
en négligeant le carré de y, celte fonction devient
3<(?,TL .co:J T.sin'ô — i — i.sin'fl.cosau \ nCmr * ' [ — £>.sin0.cos8[sin(2u — A) — sin A]. J
On voit d'abord que cette fonction ne contient point le sinus le cosinus de la longitude A du noeud, les seuls qui, affectés de y, puissent devenir sensibles par l'intégration qui leur fait acquérir un très petit diviseur. Ainsi le coelucient de la nu talion ne reçoit aucune augmentation des termes dépendons de la quatrième puissance de la parallaxe lunaire; ce qui a également lieu pour la précessioo. La seule influence que puisse avoir cette puissance, dépend de l'excentricité « de lVbe lunaire. En effet, r étant à peu près
r.[t — e . cos(w — <r)],
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la fonction précédente donnera le terme
3a.cj.TL i 4nC
— 3 . — . e . cos *tf (sin* 8 — |).
En nommant if le mouvement du périgée lunaire, il en résultera dans la valeur de 0, le terme
Le terme de V dépendant de produit dans la valeur de 6, le terme
(«A— i^^.cosO.^i
f't étant le mouvement rétrograde du nœud. Ainsi en nommant * le coefficient de cos A, ou de la nutation, le coefficient de sin-w sera
coefficient insensible j car i est à peu près égal àa/;î est environ |;
et ç- environ g^j et les expériences du pendule prouvent qne euf doit
être beaucoup plus petit que ah — r*$; comme on peut le voir dans le Livre XI.
Relativement au Soleil, l'expression de e. sin 48* est, par le chapitre Vil du second Livre , composée de termes de la forme c . sin il -f- e. Lngrange a donné dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, pour l'année 178a, les valeurs numériques de c et de il, d'après des suppositions sur les masses des planètes, qui ne sont pas, saus doute, exactes, mais que l'on peut regarder comme suffisamment approchées pour notre objet j il en résulte que la plus grande des valeurs de c
est au-dessous de ^ et que les valeurs annuelles de iÏ, dînèrent peu
de ±5o" sexagésimales. En adoptant pour it cette valeur j en faisant
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c égal à -j^j observant ensuite que est environ et que la for-
mule (ft) doit être divisée par le rapport de Faction de la Lune à celle du Soleil, rapport égal à a,3 à fort peu près; on trouve que la
fnnmilo fiA net nn-rlpccrtna H'unp rlpmi-epf nnrlp «prao^dimnlp miilti-
formule (u) est au-dessous d'une demi-seconde sexagésimale multi pliée par
De là il suit que ce genre d'inégalités sera toujours insensible.
Mécah. cm.. Tome V. 38
■ -■ ■ , I =3g=SSS T' =
CHAPITRE II
De la Ldbration de la Lune.
Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomètres
sur cet objet.
4. Les Anciens avaient reconnu que la Lune nous présente toujours la même face, dans son mouvement autour de la Terre; mais loin de s'en étonner, ils regardaient ce phénomène, comme naturel à tout corps qui circule autour d'un centre. Cette erreur, ou plutôt cette illusion, força Copernic , pour maintenir le parallélisme de l'axe terrestre, k donner à cet axe un mouvement annuel contraire au mouvement de la Terre dans son orbite, et assujetti aux mêmes inégalités; ce qui compliquait beaucoup son système. Képler remarqua le premier, que le parallélisme de l'axe de rotation d'un globe doit conserver toujours de lui-même, une situation parallèle dans les divers mouvemens du centre de ce globe. Par cette remarque, le système de Copernic est devenu plus simple; ce qui lui est arrivé constamment par les progrès successifs de l'observation , de l'analyse et de la Dynamique, progrès qui l'ont enfin élevé au plus haut degré de simplicité et de certitude. En étendant la remarque de Képler à la Lune , le phénomène suivant lequel cet astre nous présente toujours le même hémisphère, et qui semblait si naturel, devenait très difficile à expliquer. H fallait admettre une égalité rigoureuse entre la durée de la rotation de la Lune et la durée de sa révolution autour de la Terre, égalité dont il était impossible alors d'entrevoir la cause.
Galilée reconnut par des considérations tirées de l'Optique, que l'hémisphère visible de la Lune varie sans cesse par le changement
LITRE XIV
de sa parallaxe de hauteur et de sa latitude , et il s'en awtrra par l'observation.
Hiccioli reconnut le libration en longitude, qu'il expliqua aimi qu'Héveliu5,par la supposition que la Lune présente toujours la mime lace au centre de son orbite; ee qui ne donne que 1* moitié' de cette libration, si Ton considère l'orbite comme une ellipse; mais ce qui la donne tout entière, si l'on considère atec ÏUccioH, cette orbite comme un cercle excentrique. Newton, dans une lettre écrite à Mereator en 1675, donna une explication semblable, en taisant mon voir uniformément la Lune autour de son axe de rotation , pendant qu'elle sr meut inégalement autour de la Terre ; mais il supposait l'aie de rotation perpendiculaire à l'écliptique. Enfin, Dominique Gassini reconnut par l'observation, que cet axe est incliné a fccliptiqne; et que ses nœuds coïncident toujours avec les nœuds de l'orbite lunaire, en sorte que les pôles de cette orbite , de Pécliptique et de l'équatcur lunaire , sont constamment sur un môme cercle de latitude , le pôle de l'éclipttrjtrc étant entre tes deux autres. Cassini, par cette découverte 1W des plus importantes qu'il ait firites, et qu'il publia en i6g3 dans son Traité de l'origine et des progrès de l' Astronomie , compléta la théorie astronomique de la libration de la Lune.
En 1748, Tohie Mayer confirma la théorie de Cassini, par une suite nombreuse d'observations dont il calcula les résultats , suivant un procédé fort ingénieux } seulement il trouva l'inclinaison de l'ëquateur lunaire à l'écliptique, moindre que Cassini; mais il assure que des observations faites du temps de Ce grand astronome, donnént Pinclinaison qu'il trouva en 1748.
Lalande, en 1764, parvint au moyen de nouvelles observations, aux résultats de Mayer. MM. Bouvard et Àragb voulurent bien à ma prière, entreprendre en 1806, une nouvelle suite d'observations qui fut continuée par MM. Bouvard et Nicollet, et qui par le nombre et la précision des observations, surpasse les précédentes et confirme l'invariabilité de l'inclinaison de Féquateur lunaire à l'écliptique, et la coïncidence constante de ses nœuds avec ceux de l'orbe lunaire.
rfewton parle de la libration de la Lune, dans les propositions A*V1Ï et XXXVIII du troisième Livre de son ouvrage des Principes. Dans la proposition XVlï de la première édition, antérieurement a la publication du Traité de Cassini, il attribue la libration en latitude,
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à l'inclinaison de l'axe de rotation de la Lune au plan de dans la troisième édition, il l'attribue à la latitude de la Lune, et à l'inclinaison de son axe sur l'écliptique, inclinaison que le Traité de Cassini avait lait connaître.
C'est dans la proposition XXXVIII du troisième Livre, que Newton parle de la cause physique de la libration de la Lune. 11 détermine d'abord la figure de la Lune qu'il considère comme un ellipsoïde de révolution homogène et fluide. Il trouve que son grand axe doit être dirigé vers la . Terre , et qu'il surpasse d'environ soixante mètres , le diamètre de sou équateur. Ce grand géomètre n'a point eu égard à la force centrifuge due au mouvement de rotation de la Lune, sans doute parce qu'il la-jugeait insensible relativement aux forces résultantes de l'attraction terrestre. Mais elle est du même ordre , et elle change la figure de la Lune supposée fluide et homogène, dans une ellipsoïde qui n'est pas de révolution, et dont l'axe de rotation est le plus petit axe. Laxe moyen et le grand axe, sont dans le plan de l'équateur, et le plus grand axe est dirigé vers la Terre : l'excès du plus grand sur le plus petit axe, est quadruple de l'excès de l'axe moyen sur le plus petit axe, et
environ de ce petit axe. otCest ce qui fait, dit Newton, que la
» Lune présente toujours le même côté à la Terre ; car elle ne peut être 7> en repos dans une autre position, mais elle doit retourner sans cesse » à celle-là, en oscillant. » Cela suppose que le moyen mouvement de
comme certain qu'il y a eu primitivement une 1res petite (^Qçrence entre ces mouvemens, et que l'attraction. de la Terre a établi, jet maintient constamment entre eux une rigoureuse égalité. Newton n'a point considéré cet effet de l'attraction terrestre, qu'il aurait pu cependant reconnaître par un de ces concepts au moyen desquels il a souvent supplée a 1 état d imperfection ou était de son temps 1 analyse de l'infini, pour arriver à des résultats que cette analyse perfectionnée a confirmés et généralisés,. Concevons que Ton transporte à chaque: instant le mouvement du centre de gravité de la Lune, à toutes ses. parties et à la Terre: ce centre sera immobile, et la Terre tournera autour de lui, avec une vitesse angulaire que uoub supposerons uniforme. Donnons
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au sphéroïde lunaire, un mouvement moyen angulaire de rotation égal à cette vitesse. Si son grand axe eût été à l'origine, sur le rayon mobile qui joint les centres de la Lune et de la Terre, et qu'au premier instant il l'eût exactement. suivi; il ne s'en serait jamais écarté. Mais s'il y avait eu au premier instant, une très petite différence entre les vitesses angulaires du rayon vecteur et de l'axe du sphéroïde, ces deux lignes se seraient successivement écartées l'une de l'autre; mais à cause de l'extrême petitesse que nou6 supposons à cette différence, l'attraction terrestre tendant sans cesse à ramener l'axe sur le rayon, aurait fini par la diminuer. On voit à priori et un calcul fort simple prouve , que l'axe doit alors osciller sans cesse de paît et d'autre du rayon vecteur dans des limites d'autant plus rapprochées, que la différence primitive des vitesses de l'axe et du rayon aura été. plus petite. La vitesse angulaire de rotation du grand axe ou de la Lune variera donc sans cesse : sa valeur moyenne sera la vitesse moyenne angulaire de révolution de la Lune, dont elle a pu différer primitivement d'une quantité arbitraire, mais extrêmement petite; ce qui fait disparaître rinvraisèmblancc infinie d'une égalité rigoureuse à l'origine.
D'Alembert, appliqua ses formules de la préoession des cquinoxes, à la libratioo, de la Lune. Mais ce grand géomètre qui avait si bien senti l'ujfluèaoe de là rapidité «ht mmivémenfc de rotation de la Terre sur letf imbuvemens de nutatuoo et do b récession de son équateur, ne fit pa&: attention aux changemens que to. lenteur du mouvement de rota tin» de ia Ldne, et surtout Ja cibconsùmcede l'égalitlé de ce métrvetnent à «lui de révolution ,' doivent produire ' dans les bioùvemens de. précession et. de. nutation ; ce Iqui le conduisit a des <' résultat* inexact* ::! • ,'•[:■,>'] J*> m --m p'ïl •>!» m >•': . •!> j >
:L'Académifi dés Science» ayant- proposé pour le SuÇet dû'prli de Mathématiques qu'elle devait décerner en 1764,' là'lhéorie de 'là'tibratiou de U Lune; Lagrange remportalte prix. S» piec* est rëfriarqnable par; une. profonde analyse, et surtout parJ l'union du principe de Dynamique de d'/Uembert avec* le principe des vitesses virtuelles de Jean bewBOAdli 1 ce «ub réduit 1 de; la; manière: la' phi* ^ivcfa^c'et'%iphis siwplo, la recherche (des mouvement dHm éyst^mëdlft oerps-^ A'-Pih'fêgr^ioo. defl,eqnal6oi»;d^i«n telles l aiorsTl'ôbjet «é- IrMécAhiqué' est rempli, ?** l'Ataplyae doit «cbéSerlla solution dés VoWème*!' C'est '<* qu» Lagrange a , fini voir en dfrail dans, sa! Mécanique analytique. Ce
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grand géomètre, dans 6a pièce, détermine d'abord la libratioo de la Lune en longitude. 11 prouve que dans le cas où il y aurait eu à J'orunne une très petite différence entre les mouvemcns de rotation et de révclution de la Lune, l'attraction terrestre a suffi pour établir entre ces uiouvemens une égalité rigoureuse. Cette difienence primitive a Ont naître un mouvement d'oscillation du grand axe du sphéroïde lunaire, dirigé vers la Terre, de part et d'autre du rayon vecteur de la Lune. Lagrange détermine le» lois de ce mouvement, ainsi que les petites inégalités du mouvement de rotation, correspondantes aux inégalités du mouvement de révolution. Passant ensuite à la libration de la Lune en latitude, il donne les équations différentielles de l'inclinaison de 1'équateur lunaire et du mouvement de ses nœuds. Mais ayant négligé en les intégrant, comme on le peut relativement à l'équateur terrestre, les liiflérences secondes, ce qui, par ce qui précède, simplifie considérablement l'intégration de ces équations; il ne put expliquer le phénomène singulier de la coïncidence des noeuds de l'équateur et de l'orbite lunaire : seulement, il trouva que cette coïncidence existe dans un cas particulier qui fait entrevoir sa possibilité dans le cas général. Mais les inégalités arbitraires introduites par l'intégration complète des équations aux différences secondes , peuvent seules expliquer comment, dans le cas infiniment vraisemblable d'une très petite diflerence initiale entre les positioits des nœuds de l'orbite et de l'équateur lunaire, L'attraction terrestre établit et maintient la coïncidence de leurs nœud» moyens. Lagrange, dalis les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1780, reprit la théorie do la libration de ta Lune, au moyen d'une très belle analyse : il expliqua de la manière la plus heureuse la coïncidence des nœuds moyens de l'équateur et de l'orbite lunaire, et il détermina la loi des oscillations du nœud vrai de l'équateur lrtnaire, autour de son nœud: moyen.
U restait, pour Compléter la théorie de la Lune r à déterminer l'influence des grandes inégalités séculaires des mouvemens de la Lune , sur les phénomènes de sa libration : c'est ce que j'ai fait dans le chapitre II du cinquième Livre. Les inégalités séculaires de son mouvement de Dévolution, s'élevant à plusieurs cirée afcrrnces, devraient à la longue, .présenter a la Terre toutes les parties de sa surface. Mais je démonte* , que l'attraction de la Terre sur le sphéroïde lunaire donne au mouvement de rotation de oe sphéroïde, les inégalités
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séculaires de son mouvement de révolution, et rend invisible à jamais, l'hémisphère opposé à celui qu'elle noas présente. Je ibis voir encore que cette même attraction maintient les mêmes inclinaisons moyennes de l'équateur et de l'orbite lunaire sur l'écliptique vraie et la coïncidence de leurs nœuds, au milieu des mouvemens séculaires de cette écliptique. Ce résultat est analogue à celui que l'attraction du $oleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre produit, en réduisant au quart environ, les variations séculaires de l'obliquité de l'écliptique et de la longueur de l'année, qui auraient lieu par l'actiou des planètes, si la Terre était sphérique , et qui deviendraieut insensibles,, si le mouvement des équinoxes était aussi rapide que celui des nœuds de l'orbite lunaire.
En discutant avec un soin particulier les inégalités de la libration en latitude, M. Poisson a reconnu une petite inégalité qui dépend de la différence en longitude^ du noeud, et du périgée lunaire J _JJp Jipuvtd examen de la théorie de la libration, m'a (hit voir ensuite que rien de sensible n'avait été omi&; en «prtet que cette ihéwiç ue laisse maintenant à désirer qu'une longue suite d'observations au moyen desquelles on puisée déterminer avec précision, te* quantité* inconnues que cette théorie renienne, et suttoui bjs rapports de» motaaent dHrtertle des. trow axes principaux du sphéroïde lunaire. C'est dans cette Vue, que j'avais invité les astronomes de l'Observatoire royal, à vouloir bien entreprendre cette suite d'observations, et a la* comparer aux formules de la théorie. M. Nicollet a exécuté ce travail important CD y employant 174 observations faites par loi et par MM. Bouvard et Arago. L'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique qu'il trouve en degrés sexagésimaux de i*28'45", et qui ne diffère que de i5" de celle que Mayer avait trouvée, est une donnée précieuse en ce qu'elle détermine avec beaucoup d'exactitude,, les rapports des momens d'inertie du plus grand et du plus petit axe du sphéroïde lunaire. La plus sensible des inégalités de la libration, est l'inégalité de. }a libraftion en longitude, dépendante du sinus de l'anomalie moyenne du Solejl. M. SiwUet trouve en secondes sexagésimales , 4'4 8 ">7 P our le coeflfàent de cette inégalité qui donne le rapport des momens d'inertie du plus grand axe et de l'axe moyen du sphéroïde lunaire. Mais pour que l'on puisse compter sur ce rapport, il feu* un-nombre pW grand -e*ieore -d-'observations.
Remarques sur la théorie de la lifrration de la. Lune.
5. Les formules que j'ai données dans le chapitre II du cinquième Livre, me paraissent laisser peu de chose à désirer. Il y a quelques fautes d'impression , dont je donnerai X errata à la fin de ces remarques.
L'expression de la libratfou en latitude, renferme une petite inégalité qui pouvant devenir sensible dans des observations exactes, mérite d'être considérée. Pour la déterminer, nous transporterons à la Lune, les expressions de dp, dq et dr du n" a ; et nous observerons que l'inclinaison de l'équateur lunaire .à l'écliptique, étant très petite, nous pouvons négliger son carré et son produit par le carré de l'inclinaison de l'orbite lunaire. Cela posé, oh aura par le n' a,
Adq + (C — B) .7,r^ = ^#(C— B)sin(u — !p)[fl.sinu-f->.sinv],
Hdr -f-(A-C) .^/s=c?t^(A~rC)cos(w — p)[Ô.sinw-f->.sin «/].
L est ici la Terre, u est sa longitude vue de la Lune et rapportée au nœud de l'orbite lunaire, en sorte que y.sinu est sa latitude vue pareillement de la Lune. Soit
On aura par le n # a ,
|»ai ic 11 -a ,
dç d>\>
Les équations différentielles précédentes relatives à dq et <£r, deviendront, en y substituant m pour p, et en négligeant les différentielles
s 2~ et s' ^ , ce que l'on peut faire ici,
dis' (A. + B-Ç) ds (C-B) ,
^ 3L .(Çz^.sin^^^.sinCu-^-h, . cos (« ^ f ) -f, 5, . «in v] ,
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dds (A + B-Q à/ »'(C-A)
v — est, comme on le voit dans le chapitre H du cinquième Livre, un très petit angle, en sorte qu'on peut le supposer nul, et faire ion. cosinus égal à l'unité.
Sin(u-— f) contient à fort peu près, par le chapitre II du cinquième livre, le terme ae.sin(m/ — «w), e étant l'excentricité de l'orbe lunaire ; «■ étant la longitude de son périgée; les angles ml et <zr étant comptés du nœud ascendant de l'orbite lunaire. Le second membre de la première des deux équations précédentes contient donc le terme
3/n". ■ ^ ^ (> + 5) ae . na(ml — <w) sin mt ,
et par conséquent Cebit-ci,
On trouvera de la même manière, que le second membre de la deuxième des mêmes équations, contient le terme
3W. ( Ani9 (&«+■>) 3«.cos(»*f— 4r) «m >«l-f-ae.rin(w/-. *r) Ma A*,
et par conséquent celui-ci ,
ces deux équations derieh»èitf>wsl, en ne wnsîuerant dans leurs seconds membres, que ces termes,
: , : . > aB , x " ' 7 , •!
MteAîi. cÉl. 7W 3$
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«r étant rapporté au nœud ascendant de l'orbite lunaire. La longitude du périgée de la Terre vue de la Lune est la longitude du périgée de la Lune vue de la Terre, moins la demi-circonférence de l'orbite lunaire; Si Ton suppose il + L, la longitude de ce dernier périgée, rapportée à un point fixe, et O — g't la longitude du noeud rapportée au même point, on aura
. ' '* ' » • '. * » (i + g')t + L- O - la demi-tirconfértmce,
alors m . A) et m. ^ C ~ P) étant fort petits par rapport à m.(/-f-^')j on aura à fort peu près
, = 3m«. £=2 . ^ . sin l(i+f)t + L - O] ,
* = 3m-. Œjj*i . ÎÇ^S . co.Ki+j'X + L - O).
fi étant par le chapitre II du cinquième Livre, - égal à
' gg>(Ar-r-G)y . i, .... ui i if
Sn^^^-^C) -f »4&'/ • f - < '..uni ■
•n aura par ce mémfi- çl^a.Bil^ _pqu* fa ^ip^r^^ni coniplètes s et de /,
' = aV -^ÛC~ «fe* ^ - 0 >
M. Wicollet a trouvé par la comparaison 'dé- inobservations de 1* Ubration de la Lune, en longitude, et 'd'un même nombre d'observations de la Ubration en latitude, l'racuiiatson t & Iftmateur. lunaire a Péxuptioue, en degrés sexagésimaux, égale à <* qm ne dif-
LIVRE XIV. 387 fere que de i5" du résultat de Mayer; et il en a conclu
il a trouvé par les mêmes observations, l'équation de la libration en longitude dépendante de l'anomalie du Soleil , égale à
4'4<)">7 • sin (anomalie moyenne du Soleil),
et il en a conclu
B r A 33 o,ooo5(>39i6.
Mais celte valeur de - , n'est pas aussi sûre que celle de ^ c ^ 5 à
eause de la petitesse de l'équation de la libration en longitude. Uu nombre plus grand encore d'observations déterminera plus exactement cette valeur , et alors la théorie physique de la libration de la Lune complète.
Errata du chapitre II du Livre V, Tome II.
Page 357, ligne 3 en remontant, » . ,
358, 4, 10 et 18, \ chan F* le s, 6 ne *** termw » ,u,l, P^* 36t, io et 19, ( paréinn.
365, lignes 7 et 8 en remontant, change» gl+f en ml — gt — C ibid. , ligné 4 en remontant , change* «in (/*-+-!) dans coa (/lr 4- 1 )
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CHAPITRE III
Des anneaux de Saturne.
Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomètres
sur cet objet.
Gaulée observa le premier l'anneau de Saturne. Il le vit dans tes faibles lunettes, sous la forme de deux corps lumineux oonligus à deux parties opposées de la surface de la planète. Quelquefois, Saturne lui parut rond comme les autres planètes. Ces apparences singulières furent ensuite observées par d'autres astronomes. Enfin, Huygens les ayant suivies au moyen d'excellens objectifs qu'il avait construits luimême, en découvrit les lois et la cause. Il fit voir que Saturne est environné d'un anneau large et d'une très mince épaisseur, suspendu autour de lui à une petite distance , et incliné à son orbite d'un douzième environ de la circonférence, ce qui lui donne une forme apparente elliptique. Cet anneau disparait toutes les fois que le Soleil ou la Terre traversent son plan ; il ne nous transmet alors de lumière, que par ses bords trop minces pour être aperçus. L'accord de cette théorie avec toutes les disparitions et toutes les réapparitions de l'anneau observées depuis Huygens, ne laisse aucun doute sur sa réalité. Jacques Cassini reconnut la division de l'anneau en deux anneaux distincts. Short crut en apercevoir un plus grand nombre. Mais Herscbel, avec ses puissant télescopes qui lui ont toujours fait voir les bords éclairés de l'anneau lorsqu'il avait disparu pour les autres observateurs, n'y a vu, comme Cassini, que deux anneaux situés, dans un même plan, séparés par un très petit intervalle, et dont l'extérieur a moins de largeur et une lumière moins vive que l'intérieur. Dans le mois de juin de 1790, il présenta à la Société royale de Londres, une série d'observations, d'où il conclut la durée de la rotation de l'anneau intérieur de Saturne,
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d'environ dix heures et demie sexagésimale». 11 avait présenté à la Société royale, en novembre 1789, une suite d'observations qui lui donnaient la durée de la rotation de Saturne, presque égale à celle de Panneau, et plus petite seulement de seize secoudes sexagésimales. Ces deux résultats ont été publiés dans le volume des Transactions Philosophiques pour l'année 1790, et qui parut en 1791.
Maintenant, par quel mécanisme les anneaux de Saturne se maintiennent-ils suspendus autour de la planète? S'ils l'étaient par la seule force de cohésion, leurs diverses parties se détacheraient à la longue, les unes des autres, et finiraient par se précipiter sur Saturne, ou par former autant de satellites; et comme cela n'est point arrivé, il est naturel d'en conclure que leur suspension repose principalement sur lesloix de l'équilibre des fluides. C'est ainsi que Mnupcrluis les a considérés dans l'explication ingénieuse de ce phénomène, qu'il a donnée dans son Discours sur la figure des astres. 11 conçoit chaque molécule d'un anneau fluide, sollicitée vers le centre de la planète et vers un point intérieur de la figure génératrice de l'anneau : je nomme ainsi la section de l'anneau par un plan mené perpendiculairement à son plan , et passant par le centre de Saturne. En combinant ces deux tendances de la molécule, avec la force centrifuge due à une rotation de l'anneau dans son plan , autour du centre de Saturne ; il détermine 'la figure que l'anneau doit prendre pour l'équilibre de toutes ses parties. Mais dans la nature, chaque molécule de l'anneau ne tend point uniquement vers deux points; elle a un nombre infini de tendances vers les autres molécules' de l'anneau et vers la planète. C'est en combinant toutes ces tendances avec la force centrifuge, qu'il faut déterminer la figure d'équilibre de la section génératrice de l'anneau. Tel est -le problème que je me suis proposé dans un Mémoire inséré dans le volume «les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1787, qui parut au mois de février 1789. J'ai prouvé dans ce Mémoire et ensuite dans le troisième Livre, qu'un anneau fluide peut se maintenir en équilibre antour de Saturne, en vertu de l'attraction mutuelle de ses molécules combinée avec un mouvement de rotation ; si la figure génératrice de Panneau est une ellipse apktie dont le grand axe est dirigé vers le centre de Saturne. La durée de la rotation doit être alors la même que celle de la révolution d'un satellite dont la distance au centre de Saturne serait celle du eentre de h figure génératrice, au même point : j'en avais conclu que
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cette dnrée était d'environ £ de jour, avant qu'Herschel l'eût re* connue par l'observation.
J'ai remarqué ensuite que si l'anneau était parfaitement semblable dans toutes ses parties, les centres de la planète et de l'anneau se repousseraient mutuellement, pour peu qu'ils cessassent de coïncider, ce qui devrait nécessairement arriver par les attractions étrangères. Le centre de l'anneau décrirait donc alors une courbe convexe vers le centre de la planète, et l'anneau finirait par atteindre la surface de la planète à laquelle il se réunirait. 11 est donc nécessaire pour la stabilité de son équilibre, que ses figures génératrices soient dissemblables et que son centre de gravité ne coïncide point avec son centre de figure. Dans ce cas, l'équilibre île la masse fluide ne sera point sensiblement troublé , si les cliangemens des ellipses génératrices ne deviennent sensibles qu'à des distances respectives beaucoup plus grandes que les grands axes de ces ellipses.
Les deux anneaux de Saturne placés à des distances différentes de la planète, doivent par l'action du Soleil, avoir des mouvemens ditférens de précession , qui , si rien ne s'y opposait , changeraient continuellement la position respective de leurs plans; ces plans ne coïncideraient donc sensiblement que pendant de courts intervalles. 11 est contre toute vraisemblance, de supposer que les anneaux de Saturne ont été découverts dans un de ces intervalles; il est donc très probable qu'il existe une cause qui maintient ces anneaux à peu près dans un même plan, quoique l'action du Soleil tende sans cesse à les en écarter. J'ai annoncé comme un résultat de la théorie de la pesanteur, dans le Volume cité de l'Académie des Sciences, que celte cause est l'aplatissement du sphéroïde de Saturne, produit par un mouvement rapide de rotation de cette planète, mouvement qu'Herschel a confirmé depuis par l'observation. L'Analyse fait voir qu'en supposant les anneaux peu inclinés au plan de l'équateur de Saturne, cet aplatissement les maintient toujours à peu près dans ce plan dont l'action du Soleil tend à les écarter. En même temps que ces anneaux tournent autour de leurs centres de gravité, ces centres se meuvent autour du centre de la planète. De là naissent dans les positions respectives des plans des anneaux, des variations continuelles qui produisent dans la manière dont ils sont éclairés par le Soleil vers leurs apparitions et leurs disparitions, et dans celle dont Us se présentent à l'observateur,
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des différences propres à expliquer les apparences singulières que Von a quelquefois observées. Telle est la disparition d'une des anses avant l'autre qui continue de paraître du même côté de la planète, pendant une et même plusieurs périodes de la rotation de l'anneau. Tels sont encore ces points lumineux qui semblent immobiles, et qui ont porté quelques observateurs à douter de la rotation des anneaux, dont cependant la nécessité rst démontrée par les lois de la Mécanique.
8uivant les observations d'Herachel, la durée de la rotation de l'anneau est de oVf38; celle de Saturne est de 0^,427, presque égale à la préccdenle, mais un peu plus petite, comme cela doit être suivant l'hypothèse que j'ai proposée sur la formation des planètes, des satellites et des anneaux. Dans cette hypothèse , les satellites et les anneaux de Saturne ont été formés par les zones que Patmospbère de la planète a successivement abandonnées à mesure qu'elle s'est resserrée en se refroidissant. Le mouvement de rotation de Saturne s'est accéléré de plus en plus en vertu du principe des aires. La durée de la rotation d'une planète doit donc être, d'après cette bypotbése, plus petite que la durée de la révolution du corps le plus voisin qui circule autour d'elle; ce qui a lieu pareillement pour le Soleil, relativement aux planètes qui sout toutes, les produits des zones abandonnées successivement par l'atinospbère solaire. Tout cela confirmé par l'observation, augmente la probabilité que beaucoup de pbénomènes singuliers du système solaire donnent à l'bypotbèse dont il s'agit; comme on peut le voir dans YExposition du Sjstème du monde. On conçoit que dans cette bypotbése, l'anneau intérieur de Saturne étant fort voisin de la planète; la durée de sa rotation ne doit surpasser que très peu celle de la rotation de Saturne. En considérant combien la différence observée entre ces durées est petite, il est difficile de ne pas admettre que l'atmosphère de Saturne s'est étendue jusqu'à ses anneaux , et qu'ils ont été formé» par la condensation de ses couches.
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CHAPITRE I
Notice historique des travaux des Géomètres sur cet objet.
i . Les anciens astronomes et spécialement Hypparque et Ptolémée , déterminèrent les mouvemens apparens des astres. Ils essayèrent de les représenter par des mouvemens circulaires et uniformes qu'ils jugeaient être les plus parfaits, et devoir ainsi appartenir aux corps célestesn'attribuant, par une bizarrerie de l'esprit humain, aucune imperfection des corps terrestres, à ces mêmes astres dont cependant ils subordonnaient l'existence à la Terre. La complication des cercles qu'ils avaient imaginés et qu'ils multipliaient à chaque inégalité que l'observation faisait découvrir, avait frappé de bons esprits et leur avait inspiré des doutes sur le système de Ptolémée. Elle engagea Copernic à rechercher un moyen plus simple d'expliquer les mouvemens célestes. Considérant que plusieurs anciens philosophes avaient fait tourner la Terre sur elle-même et autour du Soleil j il appliqua cette hypothèse aux phénomènes, et il reconnut que le mécanisme de l'univers en devenait beaucoup plus simple. Elle affranchissait la sphère des étoiles, de l'inconcevable vitesse que sa révolution diurne donnait, dans le système de Ptolémée, à ces astres dont on connaissait déjà le grand éloignement Les mouvemens rétrogrades des planètes n'étaient que de simples apparences produites par leur mouvement réel, combiné avec celui de la Terre; et le. mouvement général du ciel, d'où résulte la préoession des équinoxes, se réduisait à un mouvement fort lent dans MécAif. cél.'tW F. 4o
Taxe terrestre. Mais pour expliquer les inégalités des mouvement réels, Copernic adopta l'ancienne hypefcb ose tics mouvemens circulaires et uniformes. Kepler, après avoir essayé lorfg-lemps et inutilement de représenter dans cette hypothèse les observations de Ticho-Braé sur la planète Marsj reeonnut enfin qu'elle «e meut dans une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des foyers ; et que son rayon vecteur trace autour de ce point, des aires proportionnelles au temps. H étendit ces résultats, à la Terre et aux autres planètes ; et 41 découvrit que toutes leurs ellipses sont liées entre elles par ce beau rapport, savoir que les cubes des grands axes sont proportionnels aux carrés des temps des révolutions.
Quoique Kepler donne dans la prélace de son ouvrage de Stella Martis, des idées justes sur l'attraction réciproque de la Lune et de la Tferre, et sut là iendttrice des eaux de k mer Vert la Lutte, et qu'il reconnaisse dans ce même Ouvrage, que les inégalités elliptiques du mouvement des planètes sont dues à l'action du Soleil j il attribue cependant à une autre cause, la périodicité des mbtrveraëft* planétaires. 11 supposé <pje le Soleil, par sa rotatfôh , éhvore a enaque Instant, dans lé plan de sofa éqliatèur, dès espèces immatérielle* douée* dîme activité décroissante eh raisoh dés distances, et qui en s'étendabt, conservant lé mouvement circùtairë cjù'èîlës avaiént à la 'surface de cet astre, et donnent aux planètes qu'elles entraînent, leur mouvement derévolution. J'ai montré ailleurs cômmént fa rotation du Soleil a pu imprimer à chaque planète , son hïbuvemènt initial. Mais pttur le retfdré presque circulaire, il est nécessaire de le combiner avec une tendante dé la planète vers le Soleil. Bûrelli a eu lé premier, l'heureuse idée de bette combinaison qu'il à étèndue aux satellites relativement à leur planète, ïfewlon , ïïallcy, Wréii et Hbôk, en comparant celte idéé aux théorèmes d'Huygens sur là forte centrifugé, et au rapport troavé par Képler entre les èarrés dés temps dt» révolution» des planètes et les cubes des grands axés de leurs brbités, trouvèrent qu'én supposant *es orbites circulaires, les tèndâhcès des planètes vert lé Soleil étaient réaiproqoes aux carrés dé leurs distancés à cet astré. En effet , là vitesse d'une planète étant alors la circonférence de son oHbite, divisais fin* le temps de sa révolution; lé carré dé cette vitesse lest proportibimei au carré du rayon de l'orbité divisé par le carré dé ee fetnps qtei, d'après la loi de Kepler, ést proportionnel à la puissance \ du rayon ; le
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carré de la vitesse- est donc réciproque au rayon. Par les théorèmes d'Huygens, h» force centrifuge d'un corps mu dans un eerelé, est égale aa car ni de sa vitesse divisé par 2e rayon ; elle est dono pour une planète, réciproque au carré de sa distance au Soleil; or eette forée doit être balancée a chaque instant par la tendance de la planète vers le Soleil, pour que l'orbite se maintienne circulaire; celte tendance est donc réciproque au carré de la distance.
Mais les planètes ne se meuvent point exactement dans des orbes circulaire*. Ou pouvait d'ailleurs douter qu'une planète transporté* sur l'orbite d'une autre planète, éprouverait la même tendance qu'elle, vers le Soleil. 11 était donc nécessaire de démontrer que la même planète, dans ses diverses distances au Soleil, tend vers lui réciproquement à leurs carres, et que la tendance vers cet astre, ne varie d'une planète à l'autre, qu'à raison de la distance. Cette démonstration, alors très difficile, fut vainement tentée par les trois géomètres qui, conjointement avec Newton , avaient déduit des théorèmes d'Huygens, la tendance des planètes vers le Soleil, réciproque au carré de leur distance : elle commença la Mécanique céleste. Newton prouva d'abord que la loi des aires décrites par le rayon vecteur d'une planète, indique nécessairement une tendance de la planète vers le centre du Soleil. 11 fit voir ensuite par une application délicate de sa Méthode des Fluxions, que l'elliptieité de l'orbite exige une tendance réciproque au carré du rayon vecteur. Enfin, il conclut de la loi du carré des temps des révolutions, proportionnel au cube des grands axes, que la tendance vers le Soleil ne varie d'une planète à l'autre, qu'à raison de la distance Les trois lois de Kepler furent ainsi ramenées au seul principe d'une tendance des planètes vers le Soleil , réciproque au carré de leurs distances au centre de cet astre. Ce principe avait déjà été énoncé par Bouillaud : son analogie avec l'émission de la lumière, pouvait le faire soupçonner. U parait être la loi de toutes les forces qui sont perceptibles à des distances sensibles, telles que le magnétisme et l'électricité. Mais l'honneur d'une découverte appartient à celui qui, le premier, l'établit solidement par le calcul ou par des observations décisives; et c'est ce que Newton a fait incontestablement à l'égard de la pesanteur
IlIuT CrSCIlC .
Ce grand géomètre détermina les conditions de direction et de quantité de la vitesse initiale, qui font décrire au mobile, ua cercle,
une ellipse, use parabole ou une hyperbole^ Quelles que soient ces conditions, il assigna une section conique dans laquelle le' mobile peut et doit conséquemment se mouvoir; car, avec les mêmes conditions, il ne peut décrire qu'une seule courbe; ce qui répond au reproche que lui 6t Jean Bernoulli , de n'avoir point démontré que les sections coniques sont les seules courbes qu'un corps peut décrire en vertu d'une loi d'attraction réciproque au carré de la distance. Newton remarqua que l'on peut, par sa méthode, déterminer la nouvelle section conique que le mobile décrirait, si à un instant quelconque, on lui imprimait une nouvelle force; et il en conclut que l'on pourrait suivre ainsi le mouvement du mobile dérangé coBlinueUemeot par des actions étrangères. Lagrange en a déduit dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1786, les variations dùTérentielles des élémens du mouvement elliptique; mais Newton n'ayant point fait celte application délicate, on doit considérer sa remarque, comme une des choses de son admirable Ouvrage, qui ont été le germe des bel!» théories dé ses successeurs.
Newton a étendu sa méthode, au cas général d'un point sollicité par Une force centrale, variable suivant une fonction quelconque de la distance. 11 donne l'expression du carré de là vitesse du point, et il èn conclut , au moyen des quadratures des courbes, la nature de la courbe décrite et le temps employé par le mobile à décrire ses diverses parties. 11 parvient à ce résultat singulier, savoir qu'un point qui décrit une courbe en vertu d'une force centrale, pourra décrire de la même manière , cette courbe supposée mobile ; si l'on augmente la force centrale, d'une quantité réciproque au cube du rayon vecteur. Alors, les vitesses angulaires du point et de là courbe sont en raison constante. Newton déduit de ce théorème, un procédé fort ingénieux pour avoir le mouvement des apsides, dans une orbite presque circulaire décrite en vertu d'une force centrale exprimée par une fonction quelconque de la distance. Ce procédé réduit en formule générale, donne l'angle décrit par le mobile, eh allant d'un apside au suivant, égal à la demi-circonférence multipliée par la racine carrée d'uue fraction dont le numérateur est le produit de l'expression de la force centrale , par le carré du rayon vecteur, et dont le dénominateur est le coefficient de la différentielle du rayon vecteur , dans la différentiation du produit de l'expression de la force centrale par le cube de ce rayon; cette frac-
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lion étant rapportée .après le» difféfentiations , à la moyenne distance du mobile, à l'origine de la force centrale. .
Newton applique son procédé, au cas où la force centrale étant réciproque au carré de. la distance, une action étrangère la diminue d'une quantité proportionnelle au rayon vecteur. En supposant cette
quantité ^ de la force centrale dans les moyennes distances, ce qui
a lieu â fort peu près, relativement à l'action du Soleil sur la Lune, décomposée suivant le rayon vecteur lunaire ; il trouve le mouvement de l'apogée, plus petit de moitié que celui de l'apogée de la Lune. C'est ce. qu'une première approximation donna ensuite aux géomètres qui appliquèrent, les premiers , l'analyse ù la théorie de la Lune. Mais il est remarquable que Newton , dans la proposition IV du troisième Livre des Principes, cherchant à corriger la tendance de la Lune vers
la Terre, de l'effet de l'action solaire, suppose cet effet égal à ^- de la pesanteur de ce satellite, c'est-à-dire, tel qu'il résulte du mouvement observé de l'apogée lunaire.
Newton transporta facilement ses résultats, au mouvement de deux points matériels A et B qui s'attirent en raison de leurs masses et suivant une fonction quelconque de leur distance mutuelle. Il avait établi que le mouvement du centre de gravité d'un système de corps ne reçoit aucun changement par leur action réciproque j en imprimant donc à ces points une vitesse égale et contraire à la vitesse initiale de leur centre commun de gravité, ce qui ne change point leur mouvement relatif; ce centre devient immobile. Le point A est attiré vers lui, par l'attraction du point B. En substituant ainsi dans l'expression de l'attraction de ce dernier point, au lieu de la distance mutuelle des deux points , le rayon vecteur mené du centre de gravité, au point A, et multiplié par le rapport de la somme des masses A et B à la masse B ; le mouvement de A autour du centre de gravité , sera ramené au cas d'un point attiré suivant une fonction du rayon vecteur, vers un centre de forces immobile.
Par la nature du Centre de gravité, les deux points A et B sont toujours avec lui, sur une même droite; et leurs distances à ce centre sont en raison constante soit entre elles, soit avec leur distance mutuelle. De là il suit que ces points décrivent dans le mémo temps > des
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courbes semblables , autour de leur centre de gravité" èt l'un autour de
l'antre suppose immobile. Le cas de deux poiab matériels est celui de deux sphères dont les molécules s'attirent en raison des masses et réciproquement an carré des distances; Newton ayant démontré qu'alors ces corps s'attirent, comme si leurs masses étaient réunies à tour* centres respectifs. Cette propriété très remarquable de la bu de la nature, contribue à la simplicité des mouvemens célestes ; pan* <p* le Soleil, les planètes et le, satellites U l* peu prè sphérjquesj leurs mouvemens ne sont que très peu troublés par leurs figures.
Le système de tous cçs corps est constitué de manière que la masse du Soleil surpasse considérablement celles des planètes - f en sorte que l'on peut f dans une première approximation , négliger, aveç Newton, leur action les unes sur les autres et sur le Soleil. Alors elles obéissent exactement aux loi. de Kepler. Le système d'une planète et de ses satellites est pareiJUtement constitué de manière que la masse de la planète surpasse considérablement celles de ses satellites. En négligeant donc dans une première approximation, leur action les uns sur les autres ét sur la planète, ils décriraient autour d'elle, des orbes rigoureusement çlliptiques, sans la force perturbatrice du Soleil. Heureusement, la distance de la planète au Soleil étant considérablement plus grande que celle des satellites à la planète, cette force est très petite. Si cette distance était infinie , le Soleil agissant également sur la planète et sur ses satellites, ne troublerait point leur mouvement relatif; la différence de ses actions sur ces différens corps , est donc très affaiblie par sa grande distance è la planète, et die altère peu ce mouvement. Newton établit que le centre de gravité du système de la planète et de ses satellites décrit à très peu près , un orbe elliptique autour du Soleil , et il fait voir que la pesanteur du satellite vers la planète, n'est que très peu changée par Faction solaire : elle n'est diminuée que d'un 36o"* nu plus pour la Lune. En négligeant donc cette action et l'action mutuelle des satellites , chacun d'eux peut être censé décrire un orbe elliptique autour de sa planète.
Newton conclut de ce résultat, les rapports des masses des planètes accompagnées de satellites, à la masse du Soleil. Si l'en augmente la distance moyenne du satellite à sa planète, en sorte qu'elle soit égale * la moyenne distance de b planète nu Soleil; le carre' da
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loi de Kepler » augmenté daas le rapport du cube de la Seconde de Cès distances au cube de la première. Mais il résulte des théorèmes de Huygens sur la force centrifuge, que les masses do la planète et du Soleil sont réciproques aux carrés des temps des révolutions des corps qUi circulent autour de chacun d'dux à la mémo distance. Du là, il est facile de oonclure que le rapport de la masse de la planète à celle du Soleil, est égal a Une faction dont le numérateur ost le produit du cube de la moyenne dit, tance du satellite à sa planète , par le carré du temps de la révolution de la planète , et dont le dénominateur est le produit du cube do la moyenne distance de la planète au Soleil par le carré du temps de la «évolution du satellite. Nu v, ton détermina de bette maniée, le* rapporte des masses de Jupiter, de Saturne et de U Terre à la masse du Soleil. U masse étant égale à la densité multipliée pat le volume, les densités de ces quatre corps sont comme leurs masses divisées par lus cubes de leurs diamètres apparens vus % de la même distance , et les pesanteurs à leurs surfaces sont comme leurs masses divisées par les carrés de ces diamètres. Newton a con-
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L'une des plus heureuses applications du prinoipe de la pesanteur universelle, est celle que Newton en fit aux comètes. Ges astres se montrent dans toutes les régions du «ml < ils ee meuvent dans tous tas sens et d'une manière très compliquée, et finissent spcès quelque temps | par disparaître. On avait essayé Vainement aVaut Newton , de déterminer la loi de leurs moUvemetkSt Ce grand géomètre considéra que les comètes devaient être soumises, eonmae les planètes et les satellites, à l'attraction du Soleil ; et qu'elles décrivaient par conséquent autour de lui, des orbes elliptiques, avec la différence que n'étant visibles pour bous que dans la partie de leurs orbes, la plus voisine «du Soleil ; ces orbes, au lieu d'être presque circulaires , étaient fort Btongés et pouvaient même être des paraboles eu dos hyperboles. Pour vérifier ce beau résultat, il fallait le comparer aux observations; mais cette comparaison offrait des difficultés. A la vérité, te grand arotajBament des ellipses décrites par les comètes permet, du moins dans «BK première approximation, de considérer la partie visible de ces ellipses , connue «n arc de parabole; ce qui aimplifie le problème :
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il reste cependant encore très difficile. Newton le résolut par une méthode dans laquelle le génie inventeur ne brille pa« moins que dans ies autres parties de l'ouvra»e des Principes. Ce grand géomètre appliqua sa méthode à la fameuse comète de 1680, qui parut pendant un intervalle de temps considérable, et qui reparaissant après avoir été perdue dans les rayons du Soleil , fut regardée par divers astronomes comme fbrmantdeux comètes distinctes. Newton fit voir qu'elles étaient identique* , et il représenta toutes les bonnes observations de la comète, avec une précision qui ne laissait aucun doute sur la vérité, de sa théorie du mouvement de ces astres. Dans la troisième édition dé son ouvrage, Newton n'ajouta rien à sa méthode. Seulement, il en présenta de nouvelles applications faites principalement par Ilalley qui soumit à cette théorie, les observations de vingt-quatre comètes parmi' lesquelles il reconnut l'identité des comètes de i53i i 1607 et 160*3. 11 en conclut que cet astre décrit un orbe elliptique dans une période d'environ 75 ans, et qu'il devait reparaître à la fin de 170*8 ou au commencement de 1759; ce que l'observation a confirmé. La même théorie a représenté exactement les observations de toutes les comètes qui ont paru depuis Newton; en sorte que chaque apparition de ces astres a fourni une nouvelle preuve de cette admirable théorie et du principe de la pesanteur universelle qui en est la base.
Plusieurs grands géomètres se sont occupés depuis Newton , du problème de la détermination des orbites des comètes par les- observations. Ils sont parvenus sur cet objet, à des résultats intéressa n s parmi lesquels on doit distinguer l'expression élégante et simple que Lambert a donnée, du temps employé à décrire -un arc parabolique , en fonction de cet arc et de la somme des rayons vecteurs extrêmes : expression qu'il a étendue aux arcs elliptiques, et qui est démontrée dans le n* 37 du second Livre. >...,'. >■
Les diverses solutions de- ce problème employaient à la reeherebe des premières valeurs des élémens,- trois observations assez rapprochées pour qnc l'on pût se permettre de négliger la troisième puissance de l'intervalle de temps qui sépare les deux observations extrêmes. 11 me parut qu'au lieu de faire porter l'approximation sur les valeurs analy> tiques, il serait à la fois plus exact et plus simple d'employer une analyse rigoureuse, et de ne faire porter l'approximation que- sur les données des observations. C'est ce que j'ai fait par la méthode exposée dans les
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n»* 3i et suivans du second Livre. Les données dont je me sers, sont la longitude et la latitude de la comète à l'époque de l'observation moyenne, et leurs différences premières et secondes, divisées par les puissances correspondantes de l'élément du temps. Au moyen de ces données, je détermine rigoureusement par la seule considération des équations différentielles du mouvement de l'astre, sa distance périhélie et l'instant de son passage par le périhélie. Cette méthode a l'avantage de pouvoir employer pour déterminer les données, toutes les observations laites dans l'intervalle des observations extrêmes ; car si cet iutervalle est peu considérable, on peut étendre sans erreur sensible , les mêmes données a ces observations', et former ainsi pour les obtenir, deux fui» autant d'équations de condition qu'il y a d'observations. Je corrige ensuite par trois observations éloignées entre elles , la distance périhélie et l'instant du passage, directement et sans avoir besoin de connaître le* autres élémens de l'orbite. Persuadé que l'analyse , lorsqu'elle est convenablement appliquée , peut toujours fournir aux astronomes les méthodes les plus faciles et les plus abrégées pour les calculs numériques ; je me suis étudié à leur en offrir un exemple dans ce problème, l'un des plus difficiles de toute l'Astronomie. Les nombreuses applications qui ont été faites de cette méthode, prouvent son utilité.
Newton n'a point considéré les perturbations que l'action des planètes sur le Soleil cl sur elles-mêmes produit dans leur mouvement elliptique. Seulement, il fait voir qu'en considérant le mouvement autour du Soleil, de deux planètes qui s'attirent réciproquement au carré de la distance, et qui sont attirées suivant la même loi; le mouvement elliptique de la planète inférieure et la proportionnalité des aires que son rayon vecteur décrit autour du Soleil seront moins troublés, si cet astre obéit à l'attraction des planètes, que s'il est immobile. Il observe encore que l'action de Jupiter sur Saturne dans la conjonction de ces planètes, étant à l'action du Soleil sur Saturne, dans le rapport de l'unité à an , elle ne doit point être négligée. « De la vient, dit- il, v que l'orbe de Saturne est dérangé si sensiblement dans chaque con- » jonction avec Jupiter, que les astronomes s'en aperçoivent ; » cependant, la théorie analytique des mouvemens de ces deux planètes, qui représente exactement toutes les observations, nous montre que le dérangement de Saturne dans sa conjonction avec Jupiter, est presque
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insensible. Le dérangement correspondant de Jupiter est environ, sa fois plus grand, quoique l'action de Saturne sur Jupiter, ne- soit à la pesanteur de Jupiter sur le Soleil, que dans la rapport, de VunièéàSoo. Cette remarque déjà laite par Euler, fait voir qu'il ne faut adopter qu'avec une extrême réserve, les aperçu» le» plue vraisemblable»,, tant qu'ils ne sont point vérifie» par, de* preuves décisives».
Depuis la publication de l'ouvrage de* Principes^ jusqu'aux premiers travaux d'Euler sur les perturbations des planète», les gé«inètres n'ont rien ajouté de remarquable aux grande» découvertes continuées dans cet Ouvrage. Ils ont traduit en analyse, les démonstrations de IMewton qui, probablement» était parvenu par cette méthode, à. ses résultats que s» grande prédilection pour la synthèse lui. a fait démontrer syntbéti-
^"J kXa^ U t* O^trf la dcxt3 1 1 ^ ex LL tX^^»nfa l ci Ûi£) e*^f î^^î ^x'ix' d C^^^J^l ^^'^5 €^ ^^f^î^WT
niennes, ont préparé celles qu'Eoier et ses contemporains en. ont faites à la théorie dea perturbations des mouvemens célestes- Les recherches sur le Calcul intégral et sur la Mécanique,, dont le*géomèlres.s'élaient fort occupés dans l'intervalle dont je viens de parler, ont surtout contribué aux progrès, de cette théorie qui leur offiaaiti les applications les plue importantes do L'analyse infinitésimale, sans laquelle il ont été impossible de résoudre les questions difficiles du système du monde. C'est principalement dans la considération des équations différentielles et dans Leur intégration, que réside la puissance de nette analyse. Newton ne paraît pas s'être occupé de leur calcul si fécond en résultats, surtout depuis son extension aux équations à différences partielles. C'est à Leibnitx et aux Bemoullt qu'il doit ses premiers progrès» Ce» illustre» géomètres n'adoptèrent point la découverte de la grswitation universelle, à sa naissance ; mais leurs recherches perfectionnées, es appliquées par Leur* disciples, à, cette découverte, L'ont élevée au plus liaul point de perfection et de certitude.
Si l'on, conçoit un système de corps sphériques dont boules les molécules s'attirent proportionnellement àkuts masses, et réciproquement au carré de la d» tan ce ; on peut rapporter chacun, de ces,eosps, à trois axes fixe* perpendiculaires entre eux r et décomposer parallèlement à ces axes, les attractions qu'il éprouve de la part des autres, corps. En égalant ensuite les différences secondes des coordonnées, divisées par le carré de l'élément du temps, supposé constant, à ces attraction» ainsi décomposées; on aura les trois équations dinerentielles dn second ©vdrey
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qui détermiroent le mouvement du corps. Chaque corps du système fournit trois -équation» semblables, en sorte que le fcothbre de ces équations est triple de celui des corps. Leurs intégrales complètes renferment donc si* fois autant d'arbitraires, qu'il y a de corps. Ces constantes sont déterminées par les coordonnées initiales de chaque corps, et par ses vitesses initiales suivant ces coordonnées.
On a presque toujours besoin de rapporter tes corps du système, à un corps principal. Il suffit pour cela , de retrancher les équations différentielles de son mouvement suivant chaque coordonnée, des équations différentielles correspondantes du mouvement des autres corps dont on aura ainsi les équations différentielles relatives a leurs mouvemens autour du corps principal.
On n'a pu obtenir jusqu'ici , q*>e sept intégrales des équations différentielles du mouvement du système. LeS trois premières sont finies et ne sont qu'une traduction du beau théorème de Newton, sur le mouvement du centre de gravité d'un système de corps qui n'éproUvcnt point d'actions étrangères. Les quatre autres intégrales données par les principes des aires et des forces vives, sont différentieHes du premier ordre : elles sont une générahsatioa de la loi des aires proportionnelles aux temps , et de l'expression du carré de la vitesse, que Newton a trouvées dans le mouvement du système de deux corps. Le problème de ce mouvement est ainsi ramené à l'intégration d'équations différentielles du premier ordre, qu'il est facile ensuite d'intégrer par tes quadratures. C'est ce que Mevfton a développé avec une grande élégance, sous une forme synthétique. Mais, dans te cas d'un plus grand nombre de corps, te problème présente d'extrêmes dinïcultcs. Heureusement la constitution du système solaire apporte des simplificauom considérables
vergentses.
Les planètes, comme nous l'avons déjà dit, se meuvent autour du Soleil, danB des orbes peu excentriques et peu inclinés à l'écliptique. De plus, leurs masses sont fort petites relativement a te masse de cet astre. En négligeant donc leur action sur te Soleil et sur elles-mêmes, on a par une première approximation, le mouvement elliptique dont Newton a développé tes lots. Si l'on considère ensuite cette action, en négligeant les carré» et les produits des masses planétaires; on a une seconde approximation qui peut être ordonnée suivant tes puissances
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et les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. En considérant de la même manière , les carrés et les prodoits des masses des planètes; on obtient une troisième approximation, et ainsi de suite. Le mouvement des satellites autour de leur planète, offre des simplifications semblables. L'action perturbatrice du Soleil est toujours peu considérable par rapport à l'action directe de la planète sur ces corps, quoique l'action du Soleil sur eux soit fort grande. Mais leur distance à la planète étant très petite relativement à la distance de la planète au Soleil, cet astre attire à peu près de la même manière, la planète et ses satellites; en sorte que la force perturbatrice do leurs mouvemens relatifs, qui n'est que la différence de ces diverses attractions du Soleil, est fort petite par rapport à l'attraction de la planète sur ses satellites. Malgré toutes ces simplifications, les divers problèmes de la théorie des perturbations des p/anètes et des satellites, présentent de grandes difficultés dont la solution exige des considérations délicates et minutieuses, soit pour choisir les coordonnées qui doivent donner dans les divers cas, les approximations les plus convergentes; soit pour démêler dans le nombre infini des inégalités, celles qui, quoique très petites dans les équations différentielles, acquièrent par les intégrations, de grandes valeurs, et donnent ainsi la cause et les lois des singularités observées par les astronomes, dans les mouvemens célestes.
C'est à la première pièce d'Euler, sur les mouvemens de Jupiter et de Saturne, qu'il faut rapporter les premières recherches sur les perturbations des mouvemens planétaires. Celte pièce couronnée par l'Académie des Sciences en 1748 , fut remise au secrétariat de cette Académie, le 37 juillet 1747» quelques mois avant que Clairaut et d'Alembert communiquassent à l'Académie les recherches analogues qu'ils avaient faites sur le problème des trois corps , qu'ils nommèrent ainsi parce qu'ils avaient appliqué leurs solutions au mouvement de . la Lune attirée par le Soleil et par la Terre. Mais les différences de leurs méthodes a celles d'Euler, prouvent qu'ils n'avaient rien emprunté de s» pièce. Elle fut imprimée en 1 749, année où parut l'ouvrage de d'Alembert sur la précession des équinoxes , et qui par là , est remarquable dans l'histoire de la Mécanique céleste.
Euler, ainsi que les géomètres qui se sont occupés les premiers de la théorie des perturbations, a choisi pour coordonnées , celles que les astronomes employaient alors dans les Tables astronomiques, savoir la
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longitude de la planète comptée d'une droite invariable prise sur un plan fixe, son rayon vecteur, l'inclinaison de l'orbite au même plan, et la longitude de somwBttd ascendant. Mayer a le premier introduit directement dans les Tables, la Jatitude, an lieu de ces deux dernières coordonnées i ce qui est plus commode pour le calcul des perturbations, et pour les calculs astronomiques. Euler donne entre les quatre coordonnées dont il fait usage «t le temps dont il suppose l'élément constant, quatre équatioDS différentielles : 'es deux premières relatives à la longitude de la planète et à son rayon vecteur projeté sur le plan fixe , sont différentielles du second ordre. Les doux autres équations sont relatives à l'inclinaison de l'orbite et à la longitude de son nœud : elles sont différentielles du premier ordre. Euler ne donne point dans sa pièce, l'analyse qui l'a conduit à ces équations. La commission nommée par l'Académie pour juger cette pièce, et dont Clairaut et d'Alembert étaient membres, persuadée que la formation d'équations différentielles propres aux approximations et aux usages astronomiques, était l'un des points les plus intéressans de la théorie des perturbations , témoigna ses regrets de ce que l'auteur se fût contenté de présenter ces équations sans les démontrer. L'analyse par laquelle il y est parvenu, est exposée dans deux de ses Mémoires dont le premier parut en 1 749, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour la même année : le second parut en 1750 dans le volume des Mémoires de l'Académie de Pétersbourg , pour les années 1 747 et 1 748. On y voit que le procédé d'Euler, consiste à transformer les équations différentielles du second ordre, relatives aux coordonnées parallèles à trois axes fixes perpendiculaires entre eux, en quatre autres qui se rapportent aux coordonnées précédentes ; et a combiner ces equatmns .différentielles ainsi transformées, de manière à obtenir les équations différentielles qu'il a présentées dans sa pièce. Le premier des deux Mémoires cités, est surtout remarquable en ce que ce grand géomètre y parvient aux équations différentielles du premier ordre, de l'inclinaison et de la longitude du nœud, en faisant varier les constantes arbitraires qui expriment ces, deux élémens dans l'orbite invariable : c'est le premier essai de la méthode de la variation des constantes arbitraires.
Euler considère d'abord les perturbations indépendantes des excentricités et des inclinaisons. Pour cela, il développe les forces perturbatrices, en sinus et cosinus d'angles croissons comme le temps. Mais ce développement sans lequel la formation des Tables astronomiques des
3o6 MÉCANIQUE CÉLESTE,
planètes devenait impossible, présentait ime difficulté que ce grand géomètre a très heureusement surmontée. Elle consiste à développer les pausanecs du radical qui pk prime Ih distance mutuelle <les deux planètes, dons nn«' série d'angles multiples de leur élongnlion. Enler donne des expressions élégantes des divers termes de ce développement , et de phi6, une relation très simple entre trois termes consécutifs , au moyen de laquelle on peut facilement rond tire des deux premiers termes , tons les suivans. 11 fait la remarque importante, que cette série, quoique peu convergente pour Jupiter et Satnrrie, le devient beaucoup par les diviseurs que ses divers termes acquièrent en vertu des intégrations.
Etder ne considère dans sa pièce, que les perturbations du mollement de "Saturne par l'action de Jupiter. Il suppose d'abord les deux orbites , dans un même plan , et il détermine les perturbations du rayon vecteur et de la longitude, en faisant abstraction des excentricités des orbite*. Les résultats auxquels il parvient , sont peu différais de ceux que j'ai donnés dans le sixième Livre. Il considère ensuite les inégalités dépendantes des excentricités des orbites. Ici , de graves erreurs de calcul qui ne tiennent point n sa méthode /rendent ses résultats inexacts. Les deux seules inégalités de ce genre, qu'Euler détermine et qui sont en effet, les plus grondes de cet ordre , ont pour argument ; la première, l'élongation de Saturne à Jupiter , moins l'anomalie de Saturne; la seconde , le double de cette élongation , moins l'anomalie de Jupiter. Il trouve à cette dernière inégalité , un signe contraire à son véritable signe. La comparaison des observations avec sa formule de la longitude de Saturne j lui fit voir qu'elles s'en écartent considérablement, mais qu'elles s'en rapprochent beaucoup , si l'on change le signe de cette inégalité. Soupçonnant alors qu'il s'était trompé dans son calcul, il le revit, mais sans en reconnaître l'erreur ; et il en conclut que la loi nevrtonienne de l'attraction réciproque au carré des dislances, devait être modifiée. Dans le même temps, Clairaut tira la même conclusion, en appliquant l'analyse différentielle au mouvement de l'apogée lunaire. Mais cet illustre géomètre ayant porté plus loin les approximations, reconnnt bientôt que la loi newtonienne donne le véritable mouvement de cet apogée. Dès lors tous les géomètres et Euler lui-même admirent celte loi sans aucune restriction , quoique plusieurs phénomènes astronomiques , tels que les grandes irrégularités de Jupiter et de Saturne, et l'aecélérutiou du moyen mouvement de la Lune, leur parussent inex-
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pticable» en. vertude cette loi : piuUit que de la modifier, ils préférèrent de recourir a des causes étrangères.
Euler détermine le mouvement de l'aphélie de Saturne^ mais sa fermule est inexacte. En considérant les inégalités dépendantes de l'excentricité de L'orbite de Jupiter , l'intégration des équations diûcrentieLLes lui donna une inégalité eu Longitude, dont le coefficient croît proportionnellement au temps r et dont l'argument est la distance de Saturne à l'aphélie de Jupiter. L'apparition de cet arc de cercle l'embarrassamais dans un supplément à sa pièce, il reconnut que cette iuégalité atteignant squ maximum , dans le même temps à peu près, que l'équntion du centre de Saturne ; elle pouvait être représentée par une diminution séculaire de l'excentricité de l'orbite de cette planète. On verra bientôt par quel moyen ce grand analyste a ftit disparaître cet arc.
Enfin , Euler détermine les variations du nœud et de l'inclinaison de l'orbite de Saturne, sur l'orbite de Jupiter supposée fixe. Il fait voir que r inclinaison moyenne reste constante, mais que le nœud rétrograde sans cesse , et il donne l'expression exacte de ce mouvement rétrograde. En transportant ses- formules au mouvement de l'orbite terrestre produit par l'action de Jupiter, il en coudai lu variation correspondante de la latitude des étoiles; et il en forme une Table dont l'argument est la longitude de l'étoile. Ce grand géomètre n'ayant point eu égard à l'action de Vénus dont l'influence sur ce pliénomène est plus, grande que celle de Jupiter, sa table est incomplète y maie elle est la première de ce genre.
Celte pièco d'Euler «tant le premier pas que Ton a fait dans la théorie des pertinbation* planétaires, j'ai» cro devoir en damier une analyse étendue. L'autour y a tracé la route k pra* directe et la plu» simple pour arriver a*rx divers résultat» de cette théorie. 11 a surmonté' par sua génie et par son profond savoir en analyse-, ' àt» obstacles, qui dès lès premiers pas, auraient arrête la plupart des géomètre». Enfin , il a donné les. formules de^ inégalités périodiques et séculaires <\n nmw veinent des planète*, dont plusieurs sont fautives; rmi* qu'il serait liicile de rectifier ensuivant ses méthodes analytique*-.
L' Académie , en couronnant la> pièce dont je viens d« parler , «t vou~ lant donner- rr la>t)téorie dont elle est l'objet , une' plus grande pertéctaon; proposa; cette théorie pour- le sujet du prix' de» MaUtéfHutiqaes qu'elle devait décerner en 175* Aucune pièce digne dw pri» ne loi
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étant parvenue, elle remit le même sujet pour le prix 4e l'antiée î^a, qui fut adjugé à une seconde pièce d'Euler. Ce grand géomètre part des équations différentielles de sa première pièce, mais il les transforme en d'autres dans lesquelles l'élément de l'élongation de Saturne à Jupiter est supposé constant. II considère simultanément les mouvemens des deux planètes, et il détermine leurs inégalités indépendantes des excentricités. Passant ensuite aux inégalités dépendante des excentricités, il cherche à obtenir des intégrales sans arcs de cercle, et pour cela, il emploie un moyen très ingénieux et, peut-être, le plus direct et, le pins simple que l'on puisse imaginer. On sait que si l'on néglige le carré de L'excentricité, la partie elliptique du rayon vecteur d'une planète , se réduit au produit pris négativement de l'excentricité par le cosinus de là distance Je la planète à son aphélie. Euler conçoit dans le rayon vecteur de Jupiter, deux termes semblables rapportés à deux aphélies difiërens; ce qui revient à supposer une double excentricité à l'orbite. La partie elliptique du mouvement de la planète en longitude est alors formée, comme dans le mouvement elliptique simple, des termes elliptiques du rayon vecteur, dans lesquels on change les cosinus en sinus, en leur donnant pour coefficienfl, le double de ceux des cosinus , pris avec un siyne contraire. Euler suppose les parties elliptiques du rayon vecteur et de la longitude de Saturne, formées de termes semblables rapportés à ces deux aphélies. En substituant dans l'équation différentielle du rayon vecteur de Jupiter, les termes relatifs à l'un de ces aphélies; la comparaison des mêmes cosinus , lui donne une expression de mouvement de cet aphélie , qui contient le rapport de l'excentricité de l'orbite de Jupiter relative à cet aphélie , à l'excentricité correspondante de l'orbite de Saturne. La même substitution dans l'équation différentielle du rayon vecteur de Saturne , lui donne une seconde expression dn mou- • veinent de cet aphélie, pareillement dépendante du rapport des excentricités. De la comparaison de ces deux expressions , il obtient pour déterminer ce rapport, une équation du second degré, dont il choisit une des racines qu'il substitué dans ces expressions pour avoir le mouvement de l'aphélie. En considérant de la même manière, les parties elliptiques relatives à l'autre aphélie ; Euler parvient à une autre équation du second degré, qui détermine le rapport des deux': excentricités des orbites, correspondantes à cet aphélie. Les racines de cette équation sont imaginaires ; mais il les rend réelles et égales , par ira léger chah-
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gcment dans les valeurs des masses des planètes. On est étonné qu'un aussi profond analyste n'ait pas cherché ce que signifiait la racine qu'il négligeait, et ce qui devait faire préférer 1 autre racine. Mais s'il eût bien fait son calcul, il aurait trouve que les deux équations du second degré, qu'il obtenait, n'en forment qu'une dont les deux racines sont réelles et donnent les rapports des excentricités correspondantes dans les deux orbites. Euler," malgré l'inexactitude de ses résultats, lit par la considération d'une excentricité multiple des orbites, une découverte importante dont le développement a démontré la stabilité du Système du monde. Ce grand géomètre prouve que les excentricités et les positions des aphélies de Jupiter et de Saturne déterminées par les astronomes, varient sans cesse , mais inégalement dans lesdilTérens siècles, et qu'elles se rétablissent dans une période d'environ trente mille ans. Il en conclut dans la longitude des deux planètes, une grande inégalité séculaire, la même pour chaque planète, maintenant additive à leur longitude et qui se rétablit dans la période précédente. Les observations semblaient indiquer au contraire, une accélération dans le mouvement de Jupiter et un ralentissement dans celui de Saturne; mais les recherches ultérieures ont prouvé que cette inégalité introduite par Euler, n'existe pas.
D'Alembert publia en t *~5 ^ , les deux premiers volumes de ses recherches sur le Système du monde. 11 y appliqua an mouvement des planètes troublé par leur action mutuelle, les formules par lesquelles il avait calculé les mouvemens de la Lune. Mais il n'a rien ajouté aux recherches d'Euler, si ce n'est la remarque de la relation qui existe entre les termes de la série dans laquelle Euler avait développé une puissance quelconque au raaicai qui exprime la distance mutuelle ue deux planètes, et les termes de la série de ce développement, lorsqu'on diminue de l'unité celte puissance. On doit encore à ce grand géomètre, pour calculer les perturbations du mouvement d'une planète par l'action de ses satellites, perturbations qu'Euler n'avait point considérées, le moyen le plus simple fondé sur le mouvement à très peu près elliptique du centre commun ue gravue oc tous tes corps, autour du soleil. D'Alembert avait fait disparaître par un moyen ingénieux , l'arc de cercle que sa méthode d'intégration introduisait dans l'expression du rayon vecteur de la Lune. 11 pensa que le même moyen peut être appliqué au mouvement des planètes. Mais ce moyen ne réussit qu'au- Méca». cêl. Tome V. 4 a
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tant que l'arc de cercle est introduit par lé moutemant de l'apogée, ce qui a lieu pour la Lune. Si l'arc dépend de ce mouvement et d'une variation séculaire de l'excentricité, oe qui a lieu pour les planètes; le moyen proposé par d'Alerabert ne réussit plus, et la question devient beaucoup plus difficile. On vient de voir par quel artifice Euler l'a résolue. D'Alembert membre des commissions nommées par l'Académie pour juger les pièce6 d'Euler, ne paraît pas avoir remarqué cet artifice ; mais ce qui doit surprendre , q'est qu'Euler UttHttéme n'en ait pas senti l'importance, et qu'il n'ait pas cherché à l'étendre au Système entier des planète*.
En 1756, l'Académie des Scienoea couronna une troisième pièce d'Euler sur les inégalités du mouvement des planètes, produites par leurs actions réciproques. La méthode que ce grand géomètre y expose, est très belle et fort importante dans la Mécanique céleste. Elle consiste à regarder les élémens du mouvement elliptique, comme variables en vertu des forces perturbatrices. Ces élémens sont, i*. le grand aie do l'orbite, qui donne parla loi de Képler, le rapport delà différentielle de la longitude moyenne , k l'élément du temps; a Q . l'époque de cette longitude ; 3*. l'exoentrieilé de l'orbite; 4", le mouvement de l'aphélie; 5*. l'inclinaison de l'orbite à un plan fixe ; 6°. la longitude de son noeud. Euler se propose de déterminer les variations que les forces perturbatrices introduisent dans ces élémens. Il l'avait déjà fait, comme ou l'a vu ci-dessus, par rapport a l'inclinaison et à ta longitude du noeud de l'orbite. Pour cela il considère qu'à la fin d'un instant infiniment petit, l'expression de la tangente de la latitude peut être censée appartenir également au plan de l'orbite de cet instant, et au plan de l'orbite de l'instant suivant. En dtfërentiant l'expression de la latitude dan* l'hypothèse des deux élémens oonstans; 00 a la différentielle relative à l'orbite invariable pendant un instant. Eu différentiant la même expression dans l'hypothèse où la longitude et les élémens varient ; ou a la différentielle relative a, l'origine de l'instant suivant. En égalant ces deux dilierentieliee, Euler obtient une équation entre les différentielle* de l'inclinai«on et de la longitude du noeud. U différencie de nouveau la différentielle de la tangente de la latitude, obtenue dans la première hypothèse; ce oui, lui donne entre les djflërentieilea de ces élémens, une seconde équation, <ltujs laquelle il substitue, au lieu de la différence seoonde de la tangente de la latitude, sa valeur donnée par les équations diuereuti«lles du mouvement de la planète.
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La méthode suivie par Euler pour déterminer les variations de* antres
élémens du mouvement elliptique, n'est pas aussi directe t|u« la précédente ; mais au fond, elle revient au même. Le plan auquel «e grand géomètre rapporte aanora les coornonnees, est celui de 1 orDite ae la planète dont il considère les perturbations. Il suppose* ce plan fixe; ce que Ton petit faire dans le calcul du rayon vecteur et dé la longitude, du moins si l'on néglige le carré de la force perturbatrice. 11 détermine les expressions différentielles de ces deux coordonnée», différentielles que l'on déduit immédiatement du principe des aires et du principe des
vecteur* qui, comme l'on sait, est égal au paramètre divisé par l'unité diminuée du produit de l'excentricité, par le cosinus de l'anomalie rapportée a l'aphélie. 11 différencie cette expression , ert supposant les élémens constans; en comparant ensuite cette différentielle à celle du rayon vecteur, qu'il a trouvée en fonction des forces perturbatrices,
ces différentielle; ce qui lui donne les expressions de ces deux érémerw. Euler en conclut la différentielle du quotient de l'unité divisée par le grand axe. 11 est facile de s'assurer qu'elle est une différence exacte des coordonnées de la planète troublée, résultat important auquel Lagrange est parvenu d'une manière directe, et d'où il a conclu, comme nous le dirons bientôt, Finvariabilité des moyens mouvemens planétaires. La différentielle de l'expression elliptique on du rayon vecteur, prise en y faisant varier les élémens et l'anomalie, donne la différentielle de l'anomalie, qui retranchée de la différentielle de la longitude, donne la différentielle du mouvement de l'aphélie. Euler ne considère point la variation de l'époque ; ce qui rend incomplète, sa théorie de la variation des élémens elliptiques.
Dans l'évaluation des forces attractives, Euler rapporte le mouvement de la planète troublée, au plan de la planète {perturbatrice; mais il observe que la projection dé l'ellipse de la planète troublée, sur ce plan, est une ellipse dans laquelle le Soleil n'étant plus au foyer, les lois de Kepler ne sont point observées autour de ce point, ce qui complique les calculs. Il juge donc avec raison, que dans le calcul des perturbations du rayon vecteur et de la longitude, il convient de rapporter le mouvement de. la planète troublée, au plan de son orbite. Il y a de l'avantage à rapporter ce mouvement au plan de l'orbite de la
planète perturbatrice, dans le calcul des variations de l'inclinaison de l'orbite et de ses nœuds; et sur cet objet, il parvient aux résultats de sa première pièce.
Plusieurs des formules de ce grand géomètre sont incomplètes £ ainsi l'expression qu'il donne, du mouvement de l'aphélie, ne renferme point la partie de ce mouvement, dépendante du rapport de l'excentricité de l'orbite de la planète perturbatrice, à celle de l'onbite de la planète troublée. En général dans cette pièce, comme dans les deux précédentes, le mérite des méthodes fait regretter que leur auteur ait été souvent, par de nombreuses erreurs de calcul,. conduit m des résultats fautifs qui l'ont, peut être, empêché lui-même de reconnaître les avantages de ces méthodes sur lesquelles il n'est plus -revenu.
Enfin Euler termine sa pièce, par une application étendue de ses formules au mouvement de la Terre. En partant de suppositions assez vraisemblables, sur le rapport des masses des planètes, à la masse du Soleil; il détermine la variation séculaire de l'obliquité de l'écbptique qu'il trouve de 48"-sexagésiraales, ce qui s'écarte fort peu des observations. Il a, mis par là, hors de doute, la diminution séculaire de cette obliquité, que de sa vans astronomes regardaient alors comme incertaine. .,».»,.. .
C'est à fort peu près à ces trois pièces , que se. rédutsept Les travaux d'Euler sur la théorie des perturbations du mouvement des planètes. On n'a rien ajouté à cette théorie, jusqu'aux recherches de Lagrange, publiées dans le tome III des Mélanges de la Société royale de Turin, qui parut en 1766. Lagrange -y considère les objets traités par Euler dans sa seconde et dans sa troisième pièces; savoir , la variation des élémens du mouvement elliptique , et le moyen d'intégrer les équations différentielles du mouvement des planètes, sans introduire d'arcs de cercle dans les intégrales. Lagrange ne parait pas avoir connu ees pièces d'Euler, qui n'ont été publiées qu'en 1769. Pour obtenir les variations différentielles des élémens du mouvement elliptique, Lagrange étend au rayon vecteur, les mêmes considérations par lesquelles Euler dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1750, avait déduit de l'expression de la latitude, les variations différentielles de l'inclinaison de l'orbite et du nœud. 11 différencie l'expression elliptique du rayon vecteur; et il égale à zéro, la partie de cette différentielle, qui dépend des variations de l'excentricité et de la longitude de l'a-
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phélie; ce qui lui donne une première équation entre les différentielles de ces élémens. La différentielle du rayon vecteur devient ainsi la même que dans l'ellipse invariable. 11 la différencie de nouveau, et [il obtient entre les variations des deux mêmes élémens, une seconde équation dans laquelle il substitue au lieu de la différence seconde du rayon vecteur, sa valeur -donnée par les équations différentielles du mouvement de la planète. Mais ces équations sont inexactes, parce qu'elles ue renferment point la variation du grand axe, à laquelle Lagrange n'a point en égard, non plus qu'à la variation de l'époque.
Le moyen par lequel Lagrange obtient les intégrales du mouvement des planètes, sans arcs de cercle, quoique beaucoup moins simple que celui d'Euler," est très ingénieux. Il consiste à égaler chaque terme des équations différencielles des mouvemens de Jupiter et de Saturne , aune nouvelle variable; à diflérencier ces variables et leurs valeurs; et à combiner les équations qui en résultent, avec les équations difrentielles des coordonnées des planètes, de manière à obtenir entre toutes ces variables, un système d'équations différentielles linéaires à coefllciens constans, qu'il intègre par un procédé fort simple. 11 détermine ainsi les- rayons vecteurs des deux planètes, et il est conduit par son analyse, aux deux excentricités qu'Euler avait imaginées pour chaque planète. Mais son calcul étant exact, il ne trouve qu'une seule équation du second degré, pour déterminer les rapports des excentricités des orbites des deux planètes , relatives au même aphélie. En appbquant cette méthode aux équations différentielles de la latitude, ce grand géomètre représente la latitude de chaque planète, au moyen de deux inclinaisons rapportées à deux nœuds différons ; et il détermine par les racines d'une seule équation du second degré, les rapports des inclinaisons des orbites des deux planètes , relatives au même nœud. En développant ses formules en séries; il donne les expressions analytiques et numériques des variations séculaire, des excentricités, des aphélies, des inclinaisons et des noeuds des orbites de Jupiter et de Saturne, expressions dont j'ai reconnu l'exactitude. 11 parvient enfin à deux équations séculaires proportionnelles au carré du temps , l'une additive à la longitude moyenne de Jupiter, l'autre plus grande et sousirective de la longitude moyenne de Saturne. Euler, comme nous l'avons dit , trouvait ces inégalités, les mêmes et toutes deux additives à la longitude. Mai» le résultat de Lagrange, quoique plùscon-
forma que celui d'Enfer, à ce que les observation» semblaient indiquer, n^nert pas plus exact.
Je présentai en 1773, à l'Académie de» Sciences, mes premières Ilecberches sur le Système du Monde. Elles ont paru dans le volume des Mémoires des Savans étrangers de la même année , qui n T a été publié qu'en 1776. Mou objet principal dans ces recherches a été de
des planètes. Frappé des différences qu'offraient à cet égard, les expressions trouvées pur Euleret Lagrange, et considérant quîik avaient négligé plusieurs quantités du même ordre que celles dont iks avaient tenu compte; je déterminai ces expressions, avec l'attention la phas scrupuleuse. Celle du moyeu mouvement était surtout importante dans l'Astronomie : elle paraissait fort sensible dans le mouvement de Saturne. Bn substituant dans ma formule, les valeurs numériques dea quantités relatives à .Faction de Jupiter siir cette planète; je fus surpris de trouver un résultat nul, et j'en conclus que L'action de Jupiter n'altère point le mouvement moyen de -Saturne* Une substitution semblable relative m l'action de Saturne sur Jupiter, me donna pareillement uu résultat nui. L'égalité à zéro de ces deux résultats me fit soupçonner qu'elle ne tenait peint eus, valeurs propres de» éléinena de ces deux planètes, et que l'expression analytique ellemême était identiquement nulle. Cette expression renferme un nombre considérable de termes multipliés par les coefficiens des anales multiples de l'élongation des deux: planètes, dans le développement
vu que ces. coffiqiens ont entre eux des rapports tels, que si le premier et le second coeihcieœ d* développement de l'une de ces puissances sont donnés, on peut en conclura tous les autres. La formule analytique de lUnégalilé séculaire du moyeu mouvement pouvait être ainsi, réduite à ne renfermer que ces deux coeniciens. Je reconnus que par cette réduction, chacun de ces «oelliciens disparaissait, et que la formule se réAùsaU à aéro. Il A* ainsi bien prouvé que l'action mutuelle des planètes ne produit aucune altération séculaire dans leurs moyens mouvemens , du moins en négligeant les carres et les produits des masses des planètes, et les produits do quatre dimensions, des excentricités et des inclinaisons des orbites } car il est facile de s'assurer que les quantités de dimensions impaires de ces élémens ne
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peuvent entrer dan» l'expression analytique (le l'inégalité séculaire du moyen mouvement. Gela suffirait aux besoins de r Astronomie et montrait quHl fallait chercher ailleurs que dans l'action mutuelle de» planètes, la cause des inégalité» séculaires que les observations paraissaient indiquer dans les mouvement de Japiter et de Saturne.
En réduisant d'une manière semblable , les expressions analytiques des inégalités séculaires de l'excentricité et de l'aphélie; Je leur donnai la forme la plus simple.
Je disoubli dans le Mémoire qui contient ces recherches, le principe de la gravitation universelle, et la manière dont il avait été employé par Newton et par ses successeurs. La propagation instantanée qu'ils supposaient à cette force, me parut peu vraisemblable. Déjà Daniel Berneal& avait soupçonné que le retard d'environ un jour et demi, des plus grandes marées sur les mstans des syzygies, pouvait dépendre du temps que l'attraction de la Luire emploie à se transmettre à la mer. Une transmission aussi lente n'est pas sans doute, admissible; mais cette transmission, quoique incomparablement plus prompte, peut cependant être successive, et il était intéressant d'en calculer les effet». Je* trouvai que son effet ïe phw sensible serait une inégalité séculaire dans le moyen mouvement de la Lune, croissante comme le carré du temps ; et que pour expliquer par ce moyen , l'inégalité déduite des observations par Mayer, il ftHait supposer à l'attraction terrestre, une vitesse de transmission , près de huit millions de fois phis grande que celle de la lumière. Maintenant que nous connaissons la vraie cause de l'équation séculaire de la Lune, nous pouvons affirmer que 1» première de ces vitesses est au moins cinquante millions de fois plus grande que la seconde.
Lagrange envoya en 1774, *• l'Académie de» Sciences, un beau Mémoire sur les variations des inclinaisons et de» noeuds des orbites planétaires-, Mémoire qui parut dans le volume de l'Académie, de la même aauée. Ce grand géomètre y détermine les mouvemens des orbites , par la méthode de la variation des démens ; mais au lieu de ftncfcnaisoa et de s» longitude' du nœud, ill considère d*u* autre* veejablw qui sont. les produits de Fmckmeison par le mus et par la cosinus de la Ibngitude du nœudl, et il détermine leurs expressions différentielles. Geltje transformation, des variables, dent il a fait ensuite un heureux, usage dans sa théorie de la bbnatiea> de la Lune, a tfavan-
tage de réduire les équations différentielles qui déterminent les inclinaisons et les nœuds d'un système d'orbites, à des équations différentielles linéaires ù cocfliciens constans, et dont le nombre est double de celui des planètes. Ayant ramené les variations séculaires de l'excentricité et de la longitude du périhélie, à leur furnie la plus simple; il me devint facile de leur appliquer une transformation analogue , en considérant au lieu de ces deux variables, les produits de l'excentricité par le sinus et par le cosinus de la longitude du périhélie. J'en conclus les variations séculaires de ces nouvelles variables. Je considérai ensuite ces variations, comme le développement en série, de ces variables, suivant les puissances du temps; or le coefficient de la première puissance du temps dans ce développement, est la différentielle de la variable, divisée par l'élément du temps ; j'égalai donc ce quotient, au coeliicient du temps dans l'expression de l'inégalité séculaire de la variable; ce qui me donna une équation linéaire du premier ordre, entre les variables. L'autre variable me donna une équation pareille. En étendant la même considération ù toutes les variables semblables d'un système quelconque de planètes; j'obtins pour les déterminer, un nombre d'équations différentielles linéaires du premier ordre, double de celui des planètes; et je fis ainsi disparaître les arcs de cercle introduits par l'intégration des équations différentielles suivant la méthode ordinaire qui a l'avantage de conduire par la voie la plus simple, aux approximations les plus convergentes et les plus appropriées aux usages astronomiques. Je publiai dans la première partie des Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 177a, et qui parut en 1776, ces résultats et celte nouvelle méthode de faire disparaître les arcs de cercle puisée dans la nature même des séries. La forme très simple des équations différentielles des élémens elliptiques auxquelles j'étais parvenu, me fit reconnaître un des élémens les plus importans du Système du Monde, sa stabilité. Ces équations étant linéaires à coetticiena constans ; leur intégration donne l'expression finie de chacune des variables , par une suite de sinus et cosinus d'angles croissans proportionnellement au temps , et dont les coetliciens du temps dans chaque angle, sont les racines d'une équation algébrique d'un degré égal au nombre des planètes. Si toutes les racines sont réelles et inégales, ces diverses expressions sont périodiques, et le variables restent toujours fort petites; le système des planètes ne fait
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donc alors qu'osciller autour d'un «'fat moyen, dans d'étroites limites. Mais si quelques-unes des racines étaient imaginaires ou égales entre elles; les sinus et les cosinns correspondans se changeraient eu exponentielles ou en arcs de cercle qui , croissant indéfiniment avec le temps, donneraient aux variables, de grandes valeurs; et changeraient considérablement la forme des orbites. Heureusement, je suis parvenu d'une manière fort simple exposée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1784, à faire voir que, quelles que soient les masses des planètes pourvu qu'elles soient fort petites par rapport à la masse du Soleil, par cela seul qu'elles se meuvent toutes dans le même sens, autour de cet astre et dans des orbes presque circulaires et peu inclinés «'iitn' eux; l'équation algébrique dont je viens de parler, n'a que des racines réelles et inégales, lin appliquant les mêmes raisonnemens aux équations différentielles relatives à l'inclinaison et à la longitude du nœud ; j'ai trouvé pareillement que les racines de l'équation algébrique dont dépendent leurs intégrales sont réelles et inégales; et qu'ainsi les inclinaisons des orbites sont toujours fort, petites. De là il soit que le système des planètes est stable. Comme les systèmes des satellites satisfont à la condition que tous les satellites de chaque système se meuvent dans le même sens, autour de leur planète; on peut affirmer, quoique leurs masses soient pour la plupart inconnues, que ces divers systèmes jouissent de la même stabilité, que celui des planètes.
Je développai dans la seconde partie des Mémoires de l'Académie des Sciences, pour l'année 1772, la méthode précédente de faire disparaître les arcs de cercle des intégrales, en faisant varier les élémens; et je l'étendis aux équations différentielles d'un ordre quelconque. Cette manière de faire varier les constantes arbitraires, diffère de celle qu'Eoler avait employée, en ce qu'elle n'embrasse que les inégalités dont la période est indépendante de la configuration mutuelle des planètes ; ce qui apporte une grande simplicité dans les calculs. Elle s'étend à tous les cas où les élémens d'un système de corps éprouvent par des causes quelconques , telles qne la résistance d'un milieu rare, des altérations qui ne deviennent sensibles qu'après un long intervalle dè temps.
Fontaine remarqua, le premier, qu'une équation différentielle d'un ordre quelconque , a autant d'intégrales de l'ordre inférieur, qu'il y a d'unités dans son ordre. Lagrange, dans sa pièce sur les perturbations des
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comètes qwiremporU en 1 780, le prix de l'Académie des Seienceajet dans les Mémoire» de Berlia pour Tannée 1 78a, considéra sous ce point de vue général, les intégrales des équations différentielles du mouvement des planètes. Le mouvement d'une planète soumise à la seule attraction du Sol c'û, r est donné par trois equauons duTérenticlle» du second ordre dont les trois intégrales finies renferment par conséquent six constante» arbitraires qui sont, les élémens du mouvement elliptique. En différenciant ces intégrales, on a six équations au moyen desquelles on peut par l'élimination, déterminer chaque élément en fonction des coordonnée» du mouvement de la planète, et de leurs différentielles divisées par l'élément du temps. Lagrange conçoit que ces six équations différentielles 4u premier ordre, ont également lieu dans l'ellipse invariable et dans l'ellipse troublée; mais que dans ce dernier cas, les élémens sont variables. Pour avoir les différentielles des élémens, il fait tout varier en différenciant chacune de ces intégrales du premier ordre; et il substitue après la différentiation , au lieu de la différence seconde de chaqae coordonnée, sa valeur donnée par les équations différentielles du mouvement de la planète troublée. 11 obtient ainsi la différentielle de chaque
que dans la substitution de la valeur de la différence seconde de chaque, coordonnée , on peut ne considérer que la partie de cette valeur, due aux forces perturbatrices; l'autre partie devant disparaître dans l'expression de la différentielle de l'élément, puisque cette expression serait identiquement nulle, si ces forces n'existaient pas. Lagrange, dans sa pièce sur l'équation séculaire de la Lune, qui remporta en 1774 le prix de l'Académie des Sciences, exprima les forces attractives décomposées suivant la direction des coordonnées, par les différences partielles d'une fonction prises par rapport à, ces coordonnées. Si l'on rapporte le mouvement du point attiré, au centre de gravité du système de corps ; cette fonction est la somme des molécules attirantes, divisées respectivement par leurs distances au point attiré. Si l'on rapporte le mouvement, au centre de l'un des corps du système* considéré comme immobile; il iaut ajouter à cette somme , la demi -somme des produits, de. chaque molécule attirante, par le carré de sa distance au point attiré , diminué des carrés des distances de la molécule et du point au centre du corps supposé immobile, chacun de ces produits étant, divisa par le cube de la distance de la molécule attirante à ce même centre. Je nommerai cette fonction, fonction
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perturbatrice. La propriété dont elle jouit, d'exprimer par ses différences partielles, les forces perturbatrices du mouvement du point attiré, simplifie extrêmement les calculs, et donne à leurs résultats , une forme qui fait voir facilement leurs rapports, surtout quand on considère une infinité de molécules attirantes ou attirées , comme dans les théories de la figure des planètes, du flux et du reflux de la mer, et de la précession des équinoxes. Son introduction dans la Mécanique céleste est, à cause de son utilité, une véritable découverte.
Lagrange, en appliquant la méthode précédente de la variation des élémens elliptiques , à l'expression du quotient de l'unité divisée par le grand axe, reconnut que la différentielle de cette expression prise en moins est la différentielle exacte de la fonction perturbatrice, prise par rapport aux seules coordonnées de la planète troublée. Si l'on développe cette fonction dans une série de sinus et de cosinus d'angles croissans proportionnellement au temps, et si l'on néglige le carré des forces perturbatrices ; on obtient cette différentielle, en ne faisant varier dans ces sinus et cosinus, que les angles qui se rapportent à la planète. 'Lagrange en conclut que l'expression du grand axe ne contient que des inégalités périodiques; et qu'ainsi la longitude moyenne que l'on en déduit par les lois de Kepler, ne contient elle-même que des inégalités de ce genre, et ne renferme point d'inégalités séculaires. Ce théorème auquel fêtais parvenu en négligeant les produits de quatre dimensions des excentricités et des inclinaisons des orbites, fut ainsi, non-seulement confirmé par ce grand géomètre, de la manière la plus élégante et la plus simple, mais encore étendu â des excentricités et à des inclinaisons quelconques.
J'ai fait voir dans le sixième Livre, qu'en ayant égard aux carrés et aux produits des masses de Jupiter et de Saturne , leurs grandes inégalités n'altèrent point ce résultat. M. Poisson est ensuite parvenu par une savante analyse insérée dans le tome VIII du Journal de l'École Polytechnique, à démontrer généralement, que le carré de la force perturbatrice n'introduit que des quantités périodiques, dans l'expression de la longitude moyenne; résultat important dans l'Astronomie, parce qu'une inégalité séculaire dans l'expression différentielle du grand axe, quoique multipliée par le carré des masses planétaires, donnerait par la double intégration qu'elle subit dans l'expression de la longitude moyenne, une inégalité du même ordre que l'inégalité du mouvement
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elliptique, dout l'argument est le double de l'anomalie. Ces recherclies de M. Poisson et celles qu'il a publiées dans le même volume, sur la précession des équinoxes et sur l'uniformité de la rotation de la Terre, lui ont acquis de justes droits à la reconnaissance des géomètres et des astronomes.
Le résultat précédent cesse d'avoir lieu, si les moyens mouvements ont entre eux des rapports commensurables. Ce cas très singulier se présente dans le système des satellites de Jupiter, et je l'ai discuté dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1784. La longitude moyenne du premier satclUte moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisième est égale à la demi-circonférence. L'approximation avec laquelle les Tables des satellites de Jupiter parVargentin donnent ce rapport, me fit soupçonner qu'il est rigoureux. Il était contre toute vraisemblance de supposer que le hasard a placé originairement les trois premiers satellites, aux distances et dans les positions convenables à ce rapport; et il était extrêmement probable qu'il est dû à une cause particuUère. Je cherchai donc cette cause dans l'action mutuelle des satellites. L'examen approfondi de cette action , me fit voir qu'elle a sufli pour rendre ce rapport rigoureux , s'il a été fort approché à l'origine; d'où je conclus qu'en déterminant de nouveau par la discussion d'un très grand nombre d'observations éloignées entre elles,, les longitudes moyennes des trois premiers satellites, on trouverait qu'ils approchent encore plus de ce rapport , que les Tables de Vargentin. Cette conséquence de lu théorie a été confirmée avec une précision remarquable, par les recherches que Delambre a faites sur les satellites de Jupiter; et les Tables qu'ila publiées sont rigoureusement assujetties à ce rapport. La petite différence qui a pu exister primitivement à cet égard, a donné lieu à une inégalité d'une étendue arbitraire, qui se partage entre les trois satellites, et que j'ai désignée par le nom de libration des mouvemens de ces satellites. Les deux constantes arbitraires de celte inégahté , remplacent les deux arbitraires que ce rapport fuit disparaître dans les moyens mouvemens et dans les époques des longitudes moyennes; car le nombre des arbitraires que renferme la théorie du mouvement d'un système de corps, est nécessairement sextuple du nombre de ces corps. La discussion des observations n'ayant point fait reconnaître cette inégalité, elle est fort petite et même insensible. Dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour les années 1781 et
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suivantes, Lagrange détermina par la méthode de la variation des élémens elliptiques, les inégalités séculaires et périodiques du mouvement des planètes, et il les réduisit en nombres, en donnant aux masses planétaires, les valeurs qui lui parurent les plus vraisemblables. Cette méthode <léià fort longue quand on considère la première puissance des excentricités et des inclinaisons, devient presque impraticable, lorsqu'on veut l'étendre aux carrés et aux puissances supérieures de ces quantités; ce qui est indispensable dans la théorie des planètes. Mais elle peut être extrêmement simplifiée par les considérations suivantes.
On a vu que la différentielle de la puissance première inverse du grand axe prise en moins est égale à la différentielle de la fonction perturbatrice, prise en n'y faisant varier que les coordonnées de la planète troublée. En développant donc cette fonction dans une série de sinus et de cosinus d'angles croissans proportionnellement au temps, il suffira dans une première approximation où l'on néglige le carré de la force perturbatrice, de différencier chacun des termes de cette série , par rapport au seul mouvement de la planète. On aura ensuite par l'intégration de ces termes, l'expression de l'unité divisée, par le grand axe : on en conclura par les lois de Kepler, la différentielle de 1a longitude moyenne, qui intégrée de nouveau, donnera cette longitude. On peut observer ici, que cette double intégration donne à chaque terme du développement de la fonction perturbatrice, pour diviseur, le carré du coefficient du temps compris sous les signes sinus du cosinus; ce qui rond ce terme, fort grand, lorsque ce coefficient est très petit.'
La facilité que donne l'expression très simple de' la différentielle du grand axe, pour avoir la longitude, me fit rechercher s'il est possible de donner aux différentielles des autres élémens elliptiques, une forme aussi simple, dans laquelle les différences partielles de la fonction perturbatrice ne seraient prises que par rapport aux élémens, et dont les .coefficiens ne renfermeraient point le temps. En effet, il suffirait alors de différencier par rapport à ces élémens , chaque terme du, développement de la fonction perturbatrice et ensuite de l'intégrer. Je parvins à obtenir les différentielles des élémens sous cette forme, par l'analyse que j'ai donnée dans le Supplément à la Mécanique céleste, et que je présentai le 37 août 1807, au Bureau des Longitudes. Dans la même séance, Lagrange présenta une très belle analyse par laquelle il exprimait la différence partielle de la force perturbatrice, prise par rapport
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à chaque élément , par une fonction linéaire des différentielles des élémens , divisées par la différentielle du temps , et dans laquelle les cocfficiens de ces différentielles , ne renfermaient point le temps. En déterminant au moyen de ces expressions, la différentielle de cbaqne élément; il parvint ensuite aux mêmes équations que j'avais trouvées. Ce grand géomètre a étendu son analyse, au mouvement des corps solides, et généralement au mouvement d'un système de corps liés entre eux d'une manière quelconque. Ce travail des dernières années de sa vie , est une de ses plus belles productions : il montre que l'âge n'avait poiut affaibli son génie. M. Poisson a publié sur cet objet , plusieurs savans Mémoires où il a été conduit sur le mouvement des corps solides, à des équations de la même forme que pour les points libres ; ce qui établit l'analogie de ces mouvemens.
Les recberdhes sur Jupiter et Saturne dont j'ai parlé ci-dessus, laissaient encore inconnue, la cause des grandea irrégularités que les observations anciennes et modernes indiquaient dans les mouvemens de ces deux planètes. Halley avait conclu de la comparaison des observations anciennes avec les modernes, un ralentissement dans le moyen mouvement de Saturne , et une accélération dans celui de Jupiter. Lambert avait obtenu un résultat contraire en comparant les observations du dernier siècle avec celles de Ticho-Brahé. Enfin Lalande trouvait les retours de Saturne à l'équinoxe du printemps, plus prompts que ses retours à l'équinoxe d'automne , quoique les positions de Jupiter et de Saturne , soit entre eux , soit à l'égard de leurs aphélies , fussent à peu près les mêmes. Cela portait à croire que des causes étrangères avaient altéré les mouvemens de ces deux planètes; mais en y réfléchissant, la marche de ces altérations me parut si bien d'accord avec ce qui devait résulter de leur action mutuelle , que je ne balançai point à rejeter toute action extérieure au Bystème planétaire.
C'est un résultat remarquable de l'action réciproque des planètes, que si l'on n'a égard qu'aux inégalités dont les périodes sont très longues, la somme des masses de chaque planète divisées respectivement par les grands axes de leurs orbes considérés comme des ellipses variables, est à très peu près coustanle. Nous avons dit précédemment que ces inégalités acquièrent par une double intégration, dans l'expression de la longitude, pour diviseur, le carré du très petit coefficient du temps dans leur argument ; ce qui peut les rendre considérables. Dé là il est facile de voir
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que la somme des produits des inégalités de ce genre , qui résultent de l'action de Jupiter et de Saturne , multipliées respectivement par les masses de ces planètes, est nulle; ainsi, quand en vertu de ces inégalités, le mouvement de Saturne se rallcntit par l'action de Jupiter, celui île Jupiter doit s'accélérer par l'aotion de Saturne, et le ralentissement doit être à l'accélération , dans le rapport de la masse de Jupiter multipliée par la racine carrée de son grand axe , à la masse de Saturne multipliée par la racine carrée de son grand axe ; ce qui est à fort peu près conforme au résultat de Halley. Réciproquement, quand ces inégalités accélèrent le mouvement de Saturne, elles retardent celui de Jupiter dans le même rapport; ce qui s'accorde à peu près avec le résultat de Lambert. Cela indiquait avec une grande probabilité, l'existence d'une inégalité à très longue période dans les mouvemens de ces deux planètes. 11 me fut aisé de reconnaître une inégalité semblable , dans les équations différentielles do ces mouvemens. Ils approchent beaucoup d'être commensurables , et cinq fois le mouvement de Saturne est à fort peu près égal à deux, fois celui de Jupiter. De là je conclus que les termes qui ont pour argument, cinq fois la longitude moyenne de Saturue, moins deux fois celle de Jupiter, pouvaient devenir très sensibles pur les intégral ions , quoiqu'ils fussent multipliés par les cubes et par les produits de trois dimensions des excentricités et des inclinaisons des orbites. Je regardai donc ces termes, comme une cause fort vraisemblable des variations observées dans les moyens mouvemens de ces planètes. La probabUité de cette couse et l'importance de l'objet me déterminèrent à .entreprendre le calcul long et pénible, nécessaire pour m'en assurer. Le résultat de ce calcul confirma pleinement ma conjecture, en me faisant voir, 1*. qu'il existe dans le mouvement de Saturne, une grande inégaUté de 8696" centésimales dans son maximum, dont la période est de 929 ans; a°. qu'il existe dans le mouvement de Jupiter une inégalité correspondante dont la période est à très peu près la même , mais qui , alfeclée d'un signe contraire, ne s'élève qu'à 3G6a". La grandeur des coefliciens de ces inégalités, et la durée de leur période ne sont pas toujours les mêmes ; elles participent aux variations séculaires des élémens île* orbites. J'ai déterminé avec un soin particulier ces coefliciens et leurs variations séculaires. Lie rapport presque oommensurable des moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne, donne naissance à d'autres inégalités très sensibles. La plu» considérable est celle qui aflecte le mou-
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ventent de Saftiroë. Elle sé iîon fondrait avec l'équation du centre . si cinq fois le moyen mouvement de cette planète était exactement égal à deux fois celai de Jupiter. C'est elle qui dans le dernier siècle, a rendu les retours de Saturne à l'équinoxe du priutemps, plus prompts que ses retours à l'équinoxe d'automne ; comme Lalande l'avait remarqué. En général, lorsque j'eus reconnu ces diverse» inégalités, et dé te» miné avec plus de soin qû'ou ne l'avait fait, celles que l'on avait oejà calculées ; je vis toutes les observations anciennes et modernes représentées par ma théorie, avec la précision qu'elles comportent. Ëllés semblaient auparavant, inexplicables par la loi de la pesanteur Universelle ; elles en sont maintenant une des preuves les plus frappantes. Tel a été le sort de cette brillante découverte, qàie chaque difficulté qui s'est élevée , est devenue pour elle , un nouveau -sujet de triomphé; ce qui est le plus sûr caractère du vrai système de la nature. 11 restait à former des Tables de Jupiter et de Saturne, fondées sur ma théorie ce qui exigeait une discussion nouvelle des meilleures observations,» et leur comparaison avec ma théorie, pour en déduire les élémens du mouvement elliptique. Delambre exécuta ce travail , et les tables qu'il construisit ne s'écartèrent pas d'une minute, des observations bien faites et bien discutées. Il appliqua mes formules à la planète Uranus que Herschel venait de découvrir; et il parvint à représenter par ses Tables, non-seulement les observations laites depuis cette découverte , mais encore quelques observations de Flamsteed , Mayer et Bradley qui avaient observé cette planète, en la considérant comme une étoile. Désirant donner aux Tables de cfes trois planètes , la plus grande précision ; j'ai revu avec un soin • particulier , leur théorie ; et M. Bouvard l'ayant comparée avec un grand nombre d'observations faites avec d'excellens instrument, et par les meilleurs observateurs; il a construit de nouvelles Tables de ces trois planètes, qui ne s'écartent pas de ces observations, au-delà de treize secondes sexagésimales. Dans les équations de condition , qu'il a formées pour déterminer les élémens elliptiques, il « laissé comme indéterminées, les corrections des masses de ces planètes que l'on avait conclues des observations de leurs satellites. En résolvant ces équations, il a déterminé ces corrections. 11 a trouvé nulle à fort peu près, celle de la masse de Jupiter. La correction de la masse de Saturne diminue d'un sixième environ la valeur que Newton en a donnée* Si l'on applique à ces résultats, le calcul des probabilités; on trouve qu'il est extrêmement probable que
LIVRE XV. 3n5 l'erreur n'est pas un centième de ledr valeur. La correction de k niasse d'Uranus conclue des observations de ses satellites , est peu considérable. L'action de cette planète sur Saturne n'étant pa* très sensible, la valeur de sa masse est moins sûre , que celle de la masse de Saturne ; mais elle confirme la valeur déduite des observations des satellites d'Uranus, et qui vu l'incertitude de ces observations, avait besoin d'être confirmée. Les Tables de M. Bouvard représentent' aussi bien qu'on peut le désirer, les observations anciennes de Jupiter et de Saturne, et la conjonction de ces deux planètes observée par Ibn Junis dans l'année 1007. Cet accord prouve qae depuis les temps anciens jusqu'à nous, l'action des causes étrangères a été insensible.
Eu considérant le peu de différence qui existe entre cinq fois le moyen mouvement deSaturne et deux foi» celui de Jupiter; on voitqu'un léger changement dans les distances moyennes primitives de ces deux planètes eût suffi pour la rendre nulle. Mais cela même n'était pas nécessaire à cet objet; car l'attraction mutuelle des deux planètes eût rendu celle différence constamment nulle, dans le cas où elle ne l'aurait pas été à l'origine; pourvu qu'elle eût été contenue dans d'étroites limites. On verra bientôt que ce» limite» août à peu près, plus ou moins quatre dixièmes de la différence observée ; et que pour faire tomber cette différence dans ces limites, il suffirait d'augmenter d'un 53o,* la moyenne distance de Saturne «u Soleil , et de ■dimlriuer d'un i3oo*, celle de Jupiter. 11 s'en est donc fallu bien peu que les deux plus grosses planètes de notre système n'aient offert un -phénomène analogue à celui des trois premiers satellites de Jupiter, mais qui eût été bien plus compliqué, par sa grande influence sur les variations séculaires des élémens de leurs orbites. . ,, r.. ti .. :tu... .., 1.1 uii < • 'miii; i.i
J'ai donné dans le sixième Livre, l'application de mes formules au système des planètes principales. Elles ont (été appliquées aux quatre planètes télescopiques découvertes depuis le commencement de ce siècle. L'excentricité considérable des orbites de Pallas et de Junon rend les approximations peu convergentes. La recherche de nouvelles méthodes pour soumettre leurs perturbations au calcul, sera ntile à 1 Astronomie et à l'Analyse. 1 ; ■>. | 1.»
CUûraut s'occupa y . le premier , des perturbation* des comètes. 11 appliqua sa, solution du problème des" trois corps , au retour de la comète de »68x Cette comète avait été observée- en 1&1 et 1607.
Mécaw. cél. Tome F. i£
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lialley avait déduit des observation» , le» intervalles de ses passages au périhélie, de <53i à 1607 et de 1G07 à 168a, et il en avait conclu son retour ver* la fin de 17^8, du au commencement de 1709. Clairaut se proposa de rechercher la différence entre ces intervalles et celui de son passage au périhélie en 168a, au passage prochain. Après d'immenses calculs, il annonça à l'Académie des Sciences, dans sa séance publique du 1 4 novembre 1758, que le dernier de ces intervalles devait surpasser le précédent, d'environ 618 jours, et qu'en conséquence, la comète passerait à son périhélie vers te milieu d'avril i*]5g. 11 observa en même temps que les petites quantités négligées dans ce» approximations, pouvaient avancer ou reculer ce terme, d'an mois. Il remarqua d'ailleurs, « qu'un corps qui passe dans des régions aussi » éloignées, et qui échappe à nos yeux pendant des intervalles aussi » longs, pourrait être soumis à des forces totalement inconnues , telles 9 que l'action des antres comètes ou même de quelque planète trop » distante du Soleil, pour être jamais aperçue. »
Il eut la satisfaction de voir sa prédiction accomplie. La comète revint au périhélie le ia mars 1759, dans les limites de» erreurs dont il croyait son résultat susceptible. Après une révision de ses calculs, Clairaut a fixé ce passage au 4 avril, et il l'aurait avancé jusqu'au a4 mars, c'est-à-dire, à douze jours seulement de l'observation, s'il eût employé la vraie valeur de la masse de Saturne. Cette différence paraîtra bien petite, si l'on considère les erreurs inévitables dans -des approximations aussi nombreuses et aussi compliquées, et l'influence de la planète Uranus dont l'existence, ait temps de Clairaut, n'était pas connue. On doit donc regarder ce travail de Clairaut, comme une belle confirmation du principe de la pesanteur universelle. L'annonce de ce grand géomètre, sur le retour de la comète de 1709, donna lieu à une vive discussion sur la snanière d'apprécier son erreur. Quelquesuns voulaient la répartir sur ia révolution entière de la comète. D'Alembert jugea avec raison, que cette erreur devait se rapporter à la différence de l'intervalle entre les r^assages au pêcherie de 1607 à 1682, à l'intervalle des passages au périhélie de 1683 à 1709. Il étendit aux comètes, sa solution du problème des trois corps, mais sans en faire d'applications numériques, C'est principalement aux perturbations des comètes, que la méthode de la variation des élémens elliptiques est appropriée. Cette méthode donne immédiatement ces élémens par -de»
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quadratures mécaniques que l'on peut simplifier, sur-tout lorsque la comete est a une distance considérable de- la planète perturbatrice. Lagrange a développé cette méthode dans la pièce qui remporta le prix de FAcadémie des Sciences, en 1780 ; et je l*ai présentée avec étendue dans le neuvième Livre. MM. Encke et Damoiseau ont calculé les perturbations de la singulière comète dont la période ^n'est que de 1200 jours; et M. Damoiseau, dans une pièce couronnée par l'Académie des Sciences de Turin, a calculé le retour prochain de la comète de 1759. L'Académie des Sciences de Paris vient de provoquer de nouvelles recherches sur ces deux objets, en les proposant pour le sujet du prix qu'elle doit décerner en lôa6«
Les géomètres ont soumis au calcul, les perturbations que l'action des comètes peut faire éprouver aux planètes et spécialement à la Terre. Celté action a été jusqu'à présent insensible, les perturbations produites par l'action des planètes et des satellites suffisant seules pour représenter les observations. Il en résulte que les masses des comètes sont extrêmement petites, ce que leur apparence nébuleuse confirme. La comète que l'on observe maintenant, est une nébulosité sans queue, dont le diamètre est d'environ deux minutes sexagésimales , et dans laquelle on ne distingue point de noyau. Cette masse de vapeurs n'exerce qu'une action insensible sur ses molécules extrêmes qui, comme la masse entière, n'obéissent qu'à l'action du Soleil. La régularité avec laquelle son mouvement suit les lois du mouvement parabolique , montre l'extrême rareté de la lumière et des autres, fluides qui peuvent être répandus dans les espaces célestes; puisqu'ils n'opposent aucune résistance sensible, au mouvement d'une nébulosité aussi rare. Mais cette résistance, quoique insensible pendant l'apparition d'une comète, peut devenir sensible pendant une longue suite de ses révolutions. Son principal effet est par le chapitre Vlll du dixième Livre, de diminuer sans cesse les grands axes des orbites. On peut expliquer ainsi la courte durée de la révolution de la comète qui a reparu après un intervalle de laoo jours, et qui doit reparaître sans cesse après un semblable intervalle, à moins que Pévaporation qu'elle éprouve à chacune de ses apparitions , ne finisse par la rendre invisible.
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CHAPITRE II
Considérations sur quelques objets du second Livre.
Sur les variations des èlémens du mouvement elliptique.
a. J'ai donné dans le chapitre VIII du second Livre, les expressions différentielles des élémeos du mouvement elliptique. J'ai repris cet objet d'une manière encore plus générale, dans le Supplément à la Mécanique céleste. Je vais ajouter ici quelques considérations à ce que j'ai dit dans ce Supplémont dont je conserverai les dénominations , et que je suppose que l'on ait sou» les yeux.
Les équations (5) et (6) de là page 6 de ce Supplément , supposent que l'on néglige les carrés et les puissances supérieures de p et de q , ce qui revient à les considérer comme infiniment petites. Mais il est facile d'étendre ces équations, au cas où ils sont finis. Pour cela, imaginons sur la surface d'une sphère, deux arcs AC et BC se coupant en C, et dont le premier représente un plan infiniment peu incliné à l'orbite représentée par BC, C étant le nœud ascendant de cette orbite sur AC. Représentons encore par Tare BAM, un autre plan fixe for* mant avec AC, l'angle aigu et fini CAB. Je ne donne point ici cette figure , parce qu'elle est simple et facile à tracer d'après les indications précédentes. Nommons y' l'inclinaison de l'orbite BC sur BM ou le supplément de l'angle CBM. AC étant ce que j'ai nommé 6 dans le Supplément cité , et l'angle ACB étant ce que f ai nommé y ; on aura, en désignant par it la demi-circonférence et par A l'angle CAB,
A4-7T-— >'-+-> = *-}- surface ABC.
\jx surface ABC est aux infiniment petits près du second ordre, égale ù y (i — cos 0) et par conséquent égale à 5"—^, q désignant dans
LIVRE XV. 3ag le supplément , y cos 0 ; on a donc
ce qui donne en différenciant
dq sb
On a ensuite, en faisant AB =/,
sin y . sin fl b= sin/ . sin y' .
Ce qui donne en observant que y et / sont infiniment petits, et que sin 9 est ce que nous avons nommé p dans le Supplément,
dp ^df » sin y.
Nommons présentement (Ha distance du nœud de l'orbite sur BAM au point fixe M, et faisons
p' = sin y . sin ; 9' =b sin >' . cos fi 1 ;
on aura , en observant que df= d&',
dp 1 ssdy' . cos >' . sin ô'-f-#\ siny.cosfr, dq' sa </y . cos y . cos y — df . sin > . sin ô'.
L'expression précédente de fljp donne
^ ain *
On a ensuite par ce qui précède , dy' s= dq j on aura donc
sb <fy . cos >' . sin ô' 4- ^» . cos 6' , dq'=zdq . cos>' . cos 6' — dp . sin 8'.
Si Ton substitue au lieu de dp et dq leurs valeurs données par les (5) et (6) de la page 6Tdu Supplément , on aura
On a évidemment , en considérant successivement R comme fonction
33o MÉCAMQUE CÉLESTE,
de p et de ç, et comme fonction àepf et de <f ,
En substituant pour et d^', leurs valeurs précédentes en dp et et comparant séparément les coefliciens de d(p et de on aura
(^) s=s (^) «»y .siaern- (^)o»yco8 6'
Ces valeurs de et de (~J~) substituées dans l'expression précédente de dp! donnent
On trouvera de la même manière ,
Ces équations sont rigoureuses , et peuvent être substituées aux équations (5) et (6) du Supplément cité.
On peut en conclure, de cette manière, les valeurs de dry' et de dft. Pour cela , on observera que
**>W+^; tangÔ' = ^
ce qui donne
dy' . sin y' . cos yf = //djp' -f- 9*^/î ^ . sin»/==/^ — p'dtf.
Substituant au lieu de dp et de dtf leurs valeurs précédentes , on
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En substituant pour cfK et dy' , leurs valeurs précédentes , et en comparant séparément les coefficiens de dp' et de dqf , on aura
/<fR\ /dR\ coi ^ , /rfR \ gin y
d'où l'on tire on a donc
On trouvera de la même manière,
En ajoutant ces deux équations multipliées respectivement par diït et —dy' , on aura
Ainsi , la fonction R est constante eu égard aux variations de et
de y'.
Si l'on réunit ces équations, aux équations (i),(a), (3), (4) du Supplément cité, et si Ton désigne ici par y et 0, ce que nous venons de désigner par >/ et (T ; on aura les six équations suivantes :
da = — a«» . dR , (i)
^ '• t f ii ;.- vî=?) <m + "* v~ (g) i (3)
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On doit observer que la différence partielle doit être prise ici,
sans faire varier ».
Dans la théorie des variations séculaires, il est plus simple d'employer au lieu des quantités c, tr, >, 0, les suivantes, », /, p, q> en disant
A = e . sin <w; l=. e . cos <ar ; pss}' . sin 8; <7 = j'. co8<r.
Si l'on néglige les carrés de e et de y et leurs produits , eu égard à
l'unité; si l'on susbtitue pour », -j; et si l'on observe qu'en n'ayant
égard qu'aux variations séculaires, on doit négliger dR, ou le supposer nul; les équations (3), (4), (5) et (6) donneront les suivantes :
où l'on ne doit considérer, dans une première approximation, que la partie de R, constante et dépendante de A, /, p et <j. Cela posé; si l'on développe l'expression de R du n* 46 du second Livre, et si Ton désigne par F la quantité
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(a , a') étant la partie indépendante de 8 dans le développement de
(a* — 2 aaf . cos 8 ■+■ «'*)*, suivant les cosinus de 8 et de ses multiples; (a, a'y étant le coefficient de cos 8 dans ce développement ; et la caractéristique 2 servant à exprimer la somme de toutes les quantités semblables à celle qu'elle précède , et que l'on peut former en considérant deux à deux les masses m, m\ m", etc.; on aura les équations suivantes :
dh
etc.
Ces équations sont les équations (A) et (C) des n*' 55 et 59 du second livre. Lagrauge a donné le premier les équations (C) relatives aux inclinaisons et aux nœuds des orbites, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1 774. J'ai donné les équations (A) dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1772- Toutes ces équations sont linéaires et facilement intégrables par les méthodes connues. Leur forme svmétrique et fort simple m'a fait voir que leurs intégrales ne renferment par rapport aux temps , ni exponentielles ni arcs de cercle, et qu'ainsi les excentricités et les inclinaisons des orbites sont fonctions de sinus et de cosinus d'angles croissans avec une grande lenteur, et indépendans de la conGguration mutuelle des planètes; en sorte que les orbites planétaires ont toujours été et seront toujours presque circulaires et peu inclinées entre elles; ce qui assure la stabilité du système planétaire. 11 est facile de voir que les équations précédentes donnent
m . \/â (hdh -f Idl) -f- m' \Jd (h'dK + tdV ) + etc. = o, m . \fa {pdp + qdq) -f- ni ' \/â' (pfdp' -f- q'dq') -f- etc. = o ; Mécan. cél. Tome V. 45
d'où l'on tire en intégrant :
e É .m\/« + e' , .'n'. V«' -f- etc. = C ; • > , .mV / â + >' , .'»'.V'â i + etc. C
C et C étant deux constantes très petites; il en résulte que e, e', etc., y, y\ etc., seront toujours des quantités très petites.
Lagrange, dans la seconde édition de sa Mécanique analytique, observe que si la masse m* est très petite par rapport à m, comme Mars relativement à Jupiter dont il n'est pas la centième partie; alors le terme e'*m' V» sera toujours du même ordre que e*m \/a , quoique e' croisse considérablement et devienne même égal à l'unité. 11 en conclut que l'on ne peut être alors assuré que é % conservera toujours une petite valeur, qu'en résolvant l'équation algébrique qui détermine les coefficiens du temps, dans les sinus et cosinus des expressions de A, /, h' , etc.; et en s'assurant que les racines de cette équation sont toutes réelles. Mais si ce grand géomètre eût considéré ce que j'ai dit dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1784 , et dans le n° 57 du second Livre de la Mécanique céleste ; il aurait vu que sans recourir à cette résolution , je démontre que ces racines sont toutes réelles et inégales.
Sur le développement en série, des puissances du radical qui exprime la distance 'mutuelle de deux planètes.
3. Si l'on nomme r et r* les rayons vecteurs de deux planètes, et 6 l'angle au Soleil, compris entre ces rayons; la distance mutuelle des deux planètes sera
V>— ar/.cosfl-f-r".
/* et r 1 diffèrent toujours peu des moyennes distances a et a' de ces planètes; en sorte qu'eu désiguant r par a-f-JV, r' par a'-fr-JV; on aura en développant la radical dans une série ordonnée suivant les puissances et les produits de /r et de JV, une suite de termes multipliés par les puissances successivement décroissantes du radical
V* 1 * 3«a . cos 6 a'*-.
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Supposons a' plus grand que a, et faisons -; = *î ce radical devient
a'.y/i — a» . cos 8 -f- a*.
Considérons généralement la puissance
(i — aa . cotfl-f-a»)-',
et supposons qu'en la développant dans uue série ordonnée par rapport à cos 9, cos ad 1 , etc., on ait la suit*
[ . * « -f- * ,« . cos 8 4- b ». cos a8 -f • • ■ 4- *. (0 . cos ifl + et». ; on aura par le n # ^9 du second Livre,
Cette éqtiation aux diflèrences finies peut être intégrée au moyen cPmk
tégrales définies, par la méthode que j'ai donnée dans ma Théorie analytique des Probabilités. En faisant d'après cette méthode
<p . dx,
<p étant une fonction de x; il faut déterminer 0 et les limites de l'intégrale fx?$dx\ ce que l'on fera de cette manière.
On substituera cette valeur de &/° dans l'équation aux différences finies (a) qui devient ainsi
o=(i— s)a ./x 1 . Qdx— (t— îXi+aOA*" • ^.fic^dx. En intégrant par parties, on aura
o = x < - , .<p.[* — (i +**)j:-r-*jc*]
Cette équation doit, suivant la méthode que j'ai citée, se partager en deux, en égalant séparément k zéro les termes compris sous le signe
intégral; ce qui donne
o i)*-H i (*-f-i)*x»] dx—xdç[a—( i-f-a'^r-H*»],
o = x 1 - . <p . [cl — ( i H- *•) jc ctx*].
La première de ces équations donne en l'intégrant
H étant une constante arbitraire. La seconde équation qui sert à déterminer les limites de l'intégrale, donne pour .les limites de l'intégrale
On peut toujours supposer s moindre que l'unité; parce qu'ayant pour ce cas, la valeur de on peut par le n* 49 second Livre, en conclure la valeur relative à tous les cas où s est augmenté ou
diminué d'un nombre entier. Dans le cas des planètes, s =s - , et l'équation des limites devient
o = x l ~ * . [<t — ( i -f- «•) x ax*] *
dont les racines sont, lorsque i est égal ou plus grand que a,
.r = o , x s et , jc = -.
Ainsi l'intégrale complète de l'équation (a) est alors
bS»=H. J f *~~ tdx + H'. , ,, /(—^(i-^) |/(*-x)(i-«)'
la première intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à Jt = <t, et la seconde étant prise depuis xsset jusqu'à x = -, H et H' sont deux arbitraires. Cette dernière intégrale introduit dans l'expression de *,<'>,
des puissances négatives de « ; de l'ordre ^ ; ce qui n'a point lieu pour
LIVRE XV. 33 7 les planètes. On doit donc alors supposer H' nul. Pour avoir l'intégrale
H I x ax
nous ferons l'intégrale précédente devient ainsi
cette dernière intégrale étant prise depuis Zsso, jusqu'à <:= i ; c'est
l'expression de . Soit
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité : on aura en développant en série
ce qui
Lorsque i est un grand nombre, les termes qui suivent le premier dans le second membre, deviennent successivement plus petits et sont des
ordres j, -, etc., par rapport à lui. Nous ne considérerons ici que
le premier, et alors impression précédente de , devient
•i if»
t nul, donne u nul, et tz=s i , donne u infini. L'intégrale Jdu . c"""' devient, comme l'on sait, dans ces limites, égale à £ * étant
la dewi*circonférence dont le rayon est l'Unité. On a donc, lorsque i
est un grand nombre
Pour déterminer H, nous observerons que #°i étant le coefficient de cosifl, dans le développement de (i — aa.cosô -f- **)""% ou de
on a
2W -i — 2.4.6. ..a» L «+a a aH-a.**+4 2> 4 J
Considérons *°>. comme fonction de i ùt de «, et développons cette fonction suivant* les puissances descendante» de 1. Le premier du
1 f a» + a 'a* ^ai + a.ai-M "
est
1 + ;.*'-f-I^.«<-r-etc,
ou
Le premier terme du (acteur
développé suivant les puissances descendantes de i , peut être ainsi déterminé. On a par les théorèmes connus, potfr le premier terme dm produit, 1 . a . 3. ... ai, la quantité
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le facteur précédent devient ainsi Le premier terme de la valeur de réduite en série par rapport aux puissances descendantes de * est donc
mais par ce qui précède, ce premier terme est on a donc
et par conséquent,
l'intégrale étant prise depuis t nul jusqu'à t égal à l'unité, a. étant toujours moindre que l'unité, on voit que les valeurs de b, m de-
viennent de plus en plus petites , et qu'ainsi la série du développe-
ment de (1 — aa.cosS-r***) », est très convergente.
De la grande inégalité de Jupiter et de Saturne.
4. 11 résulte du n* 65 du second Livre, qu'en considérant l'orbite troublée d'uoe planète, comme une ellipse variable; si l'on nomme £ la longitude moyenne de Jupiter, {' celle de Saturne ; l'expression différentielle des grands axes donne les deux équations différentielles
g = ?.sin(5£'- 3 £ + Â),
f , q'y A étant fonctions des demi-grands axes des deux planètes , que nous désignerons par a pour Jupiter et par a' pour Saturne , des
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excentricités et des inclinaisons des orbites, des longitudes des périhélies et des nœuds, enfin des époques de la longitude. Nous regarderons ici ces quantités, comme constantes ; ce qui, pour notre objet, peut être supposé sans erreur sensible. En faisant donc
nous aurons
-jîT = fa?' — 27) sin V,
d'où l'on tire, en multipliant cette équation par dV et en l'intégrant, rfV r
-j- t = vtf* — (10^ — 47) cos v ;
c étant une constante arbitraire. Relativement à Jupiter et à Saturne, c est égal à 5n' — an, nt et n't étant les parties non périodiques de leurs longitudes moyennes.
Si c* surpasse (loq' — t\q) pris positivement, on pourra réduire en série convergente, la quantité sous le radical; et alors on obtient, pour Jupiter et Saturne, la valeur qui résulte des formules du sixième Livre. Mais si c* est moindre que 10/ — 4? P™ positivement; l'angle V ne peut plus croître indéfiniment ; il ne peut qu'osciller autour de l'un de ces deux points, zéro et la demi-circonférence. Ce changement de révolution en oscillation, aura lieu si, en faisant varier n et n! de cTn et JW, on a
5n' — an + 5 <JV — a/n = \/ 107' — 4?;
la quantité sous le radical étant prise positivement. Celte quantité peut être supposée sensiblement la même pour toutes les valeurs de J~n et JW , pourvu qu'elles soient fort petites relativement à « et n'; parce que les demi-grands axes a et a' dont q et q' dépendent , restent alors à très peu peu près les mêmes. Les deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne sont à fort peu près,
Dans les dernières tables de M. Bouvard, ces inégalités sont en secondes centésimales ,
366a",4 . sin V; — 8895", 7 . sin V;
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ce qui donne
7 = — (5n' — an)*. 566a",4 ; q' = (5n'— an)* . 88 7 5", 7 . En réduisant les arcs, en parties du rayon; on a S/xoq' — 4? = (5»' — an) . 0,4042 ; les deux limites de l'oscillation de ^ sont donc
± (5»' — an) . o,4<>43.
Pour que la valeur de -gg- soit comprise dans ces limites, il faut que Ton ait
5^— - an -f- 5<Tn' — atfn' < o,4o4a.(5n— an) ;
ce qui commence à exister, lorsque l'on a
M — aJV» = — o,5958 . (5n' — an).
Alors le moyen mouvement de Saturne deviendrait exactement les deux cinquièmes de celui de Jupiter. Si l'on fait <Pn égal à JV, l'équation précédente donne
«r»' = _i^!.(5,,'--an).
Or on a à fort peu près, 5n' — an = ^j on aura donc
0,6968 "n 7 ' aïo
On a , par les lois de Kepler, ^7 = — \ > -ji on
et comme on a supposé <Tn= «JW, on aura Mécah. cél. Tome f . 46
11 eût donc suffi de faire varier de ces petites fractions, les distances moyennes de ces deux planètes au Soleil , pour rendre leurs moyens mouvemens commcnsurables. La détermination de V aurait alors présenté des difficultés; mais il est inutile de nous en occuper.
Sur la détermination des orbites des comètes par les observations.
5. J'ai donné dans les n c * 28 et suivans du second Livre , une nouvelle méthode pour déterminer les orbites des comètes. Elle consiste à déterminer par les observations, en partant d'une époque fixe, la longitude et la latitude géocenlriques de la comète, et leurs premières et secondes diflerences , divisées par les puissances correspondantes de l'élément dt du temps supposé constant. On conclut ensuite rigoureusement, des équations différentielles du mouvement de la comète, sa distance périhélie et l'instant de son passage par le périhélie. Pour obtenir avec plus de précision, les données dont je viens de parier; j'avais proposé d'employer plus de trois observations, en ayant soin d'augmenter l'intervalle des observations extrêmes, en raison du nombre des observations employées. Mais indépendamment de la longueur du calcul, les erreurs des observations nuisent à l'exactitude que l'on peut attendre de la multiplicité des observations j et il me paraît préférable de n'en employer que trois, en fixant l'époque, à l'observation intermédiaire, ei en prenant les observations extrêmes , assez peu distantes entre elles pour que dans l'intervalle qui les sépare, les données précédentes puissent être supposées à fort peu près les mêmes.
Soient et,, «t, a.' les longitude» géocentriques de la comète, dans la première , dans la seconde et dans la troisième observation. Soient 0,, 6 et 8' les latitudes géocentriques correspondantes. Désignons par i rintervallq.de k pnerniere à hv seconde observation, et par 2 l'intervalle de la seconde observation à la troisième. Prenons pour époque la seconde observation , et désignons par a^b,h, l t les quatre différentielles^-, ^, Nous aurons par les formules connues , les quatre équations ,
et — a, = ia . £; — 9, = in — - .
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On doit observer ici , que les intervalles t et ? sont égaux aux produits du nombre des jours qu'ils comprennent, par l'arc que la Terre décrit dans un jour, en vertu de son mouvement moyen. En supposant donc que dans les équations précédentes, 1* et 1* soient ces nombres de jours; ces équations donneront, en y changeant a, A, 7i, /, en V , A', P , les valeurs de ces dernières quantités, en secondes. S 1 elles sont sexagésimales, on aura les logarithmes de a et de A, en retranchant des logarithmes des nombres de secondes contenues dans d et A', le logarithme 3,550007a. On aura les logarithmes de * et /, en retranchant des logarithmes des nombres de secondes contenues dans ^' et le logarithme 1,7855874*
Ou déterminerait avec plus d'exactitude, les quatre inconnues â, A, A et /, en employant d'autres observations , pourvu qu'elles soient comprises entre les deux observations extrêmes précédentes. On aura , par ce qui précède, les équations relatives aux observations ajoutées. On formera ensuite, de toute» ces» équations, par la méthode la plus avantageuse, quatre équations finales qui détermineront les inconnues a, A, A et /. Cela posé, les équations (t), (a), (3) et (4) du n° 36 du second Livre , donnent les suivantes :
r-=^- a R*.ccMO-*)-t-R- («)
V = i R . ( © _ et) - ±) - 1 bx ; («0
hj =— x (A* . tangô + i Z-f- jfl'.sinô.cos 8 );(o") -f- iR.sinfl.cos0. cos(Q — *) (gj — p)j
cos" I 1 ' cos* * coi* t
+ V [=îi2pi! - (R' - .) cos (O - « )]; («")
— mx £(R'— i) sin (O — «) 4- SïiiO^O]
Ces équations sont relatives au mouvement parabolique ; r est le rayon vecteur de la comète, au moment de l'observation prise pour époque; R, est le rayon vecteur de la Terre, sa moyenne distance au Soleil étant prise pour unité ; O est la longitude du Soleil, à l'instant de l'époque ; R' est le rayon vecteur de la Terre , lorsqu'on augmente O d'un angle droit ; et et 6 sont les longitudes et les latitudes géocentriques de la comète au moment de l'époque; x est la distance de la comète au centre de la Terre, projetée sur le plau de l'écliptique. Enfin
dx * jr désigne ^.
11 y a, comme on voit, plus d'équations que d'inconnues; ce qui doit avoir lieu dans le mouvement parabolique, en vertu de la supposition du grand axe infini ; il faut donc alors ou choisir entre les deux équations (V) et (a"), ou les combiner de la manière la plus avantageuse. J'avais proposé dans le second Livre , d'employer l'équation (V), ou l'équation (a' 1 ) , selon que b est plus grand ou plus petit que /. Mais depuis, m'étant fort occupé de l'influence des erreurs des observations, sur leurs résultats ; j'ai reconnu que le moyen le plus propre à diminuer ici celle influence, consiste [à combiner ces équations, en multipliant l'équation (a') par a 7 l'équation (a") par h, et en ajoutant ces produits; en qui donne l'équation suivante :
f[fl.sin(0 —«) — /*. slnd . cosfl.cos(0— «)] /i i \-j
j »(«' + *•) K? ~ SO
— x (A 3 . ■Un B a + jaM-l« + y«*A • **** • co*fl) a'+ A*
On combinera donc cette équation avec les équations (a) et {a'") , pour avoir les valeurs de x, y y r. On fera une première supposition pour x, et l'équation (a) donnera la valeur correspondante de /•; ensuite l'équation (a 1 *) donnera la valeur de^. Ces valeurs substituées dans l'équation (a'") doivent y satisfaire , si la valeur de x a été bien choisie. Si cette équation n'est pas satisfaite, on prendra une seconde valeur de x; et ainsi de suite. Quelques essais feront bientôt connaître la vraie valeur de x. On en conclura, comme dans le n° 36 du second Livre, la distance périhélie, et l'instant du passage de la comète par le périhélie. On formera la quantité
COS
'ïjO + te.tangfl) — Rr.cos(© — «)
-f- x ^(G-«) _ (R , _ cos (o _ tt )^| _R a x.sin (O — «) + R.(R'-0.
Eu désignant par P cette quantité, et par D la distance périhélie ; on aura
D = r-iP'j w
le cosinus de l'anomalie que nous nommerons v , sera donné par l'équation
et l'on en conclura par la table du mouvement des comètes , le temps employé à parcourir l'angle 0. En ajoutant ce temps à l'époque, ou eu l'en retranchant suivant que P est négatif ou positif; on aura l'instant du passage au périhélie.
Ayant ainsi à peu près la distance périhélie de la comète, et l'instant de son passage au périhélie, on les corrigera par la méthode du n° 36 du second Livre.
Pour faciliter l'usage de la méthode précédente, je vais présenter ici l'application que M. Bouvard en a faite à la comète que l'on observe maintenant.
On a choisi les trois observations suivantes évaluées en mesures sexagésimales et en temps moyen à Paris, compté de minuit.
Août 1824.
Longitude» obienrec*. Lâtiiude* olwemei.
i6>,9o8oi .... *,= 33 7 °29' 3" .... 0, = 55° 18' 42" Bor. 22',90i53 .... et = 23o°3i'33" .... 8 = 57° 42' 22" Bor. 28^87972 «'=224° &3o" .... fl' = 59° 33' 58" lior.
En prenant pour époque moyenue, l'observation du 22 août, les nombres de jours i et 1' seront
On aura ainsi, relativement à la longitude, les deux équations
5,99353 . d — 17,96115 . V = — 6%958Hî 5,97819 . d -f- 17,86938 . V = — 6%4i75o.
La résolution de ces équations donne
En retranchant du logarithme du nombre de secondes de celte valeur de — d, le logarithme constant 3,55ooo7 2, on aura pour le logarithme de la valeur de— a, o,o544i4' • Retranchant du logarithme du nombre de secondes de cette valeur de b' , le logarithme constant
1,7855874; on aura, pour le logarithme de la valeur de b y i,93555î5. a est ici a3o'3i'33".
En considérant d'une manière semblable les équations relatives à la latitude, on formera les équations
d'où l'on tire
h' = i27a",94i; r = - 53",i5i6; ce qui donne pour les logarithmes de h et de — Z,
7,5568454; ï*3ggrf6, et l'on a 8 = 5? 4d 92*.
Pour donner un exemple de la manière d'employer plus de trois observations, on a considéré les observations du ao et du a5 août, qui donnent
3 of,93635 a3a 0 44'56" 56° 5 9 ' 5". Bor.
2^,90791 aa 7 *i3'38" 58°4a'n\ Bor.
On a formé les quatre équations suivantes relatives à la longitude
5,9935a . d — 17,96115 . b* = — 6',95834, 1,96518 . d — 1,93097 . V =s — a*,aa3o5 ,
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3,0063g . a' -f- 4,51919 . V = — . 3*,a986a , 5,97819 . cl + 17,86938 . b' = — 6%4i7DO.
Pour réduire ces équations, à deux équations finales ; on a multiplié chacune de ces équations par son coefficient de a', et l'on a ajouté ces produits, ce qui a donné, pow première équation,
«4* $456*38 .V 4- &,&f?di. y =*— 94',35563.
On a multiplié chacune des' mêmes équations par son coefficient de b' et l'on a ajouté les produits, ce qui a donné, pour équation finale,
8,967^78 d + 6661,06906 . y as — 0%3n45.
De ces deux équations finales, on a conclu, comme ci-dessus,
log — a = 0,05449^3; log b = 1, 934363 1.
Ces valeurs diffèrent très peu des précédentes. La valeur de * est la même que ci-dessus. '
En opérant d'une manière semblable sur les latitudes, on a trouvé
log h = 7,556386a ; lo& — / = 1,9397564.
lia valeur de 8 est la même que ci-dessus.
Ayant ainsi les valeurs de et, a, b, 0, h, /, on les a substituées dans les équations (a), (a ,T ), (a'"), en observant qu'à l'époque de l'observation du aa août, on a
O = i49"38'3 7 "; log R = 0,0046339 j log(i — R') = 3,1097810.
On a formé ainsi les trois équations suivantes,
r* = 3,5o34t . x* — o,3ao33 . x-f- i,oai565; y = 0,3391 3 . x + °' j* 0 ° — o,3783o ; o = 3,5o34i .jr*+ 3,99184 . ay -f. 3,87655 . 1,945969 .y -f- o,3843 1 . x — * -j- 0,97889.
On a trouvé après un petit nombre d'essais
d'où l'on a conclu _ ,
et la distance périhélie , égale à 1 ,o53o95 ; ce qui a donné pour l'instant du passage au périhélie, sept. 29*, 10239, temps moyen compté de minuit à Paris.
Les valeurs précédentes de d, A, h, Z, relatives à trois observations, ont donné la distance périhélie égale à i,o5385o; et pour l'instant du passage, sept. 29^04587; ce qui diflere peu des résultats fondés sur cinq observations.
ERRATA DU SECOND LIVRE
Page ai 3, n* 33, ligne 17; au lieu de et s moUj ces équations donnent, lisez cette équation combinée avec sa différentielle donne
Page a6a, n° 47» l'équation (Z') du dernier alinéa de ce numéro, n'est exacte qu'en négligeant l'excentricité et le carré de l'inclinaison de l'orbite. Cest arec cette restriction, qu'elle a été employée dans tout l'Ouvrage. // faut supprimer cet alinéa et y substituer ces mots : l'équation (Z) du n° précédent donnera d'une manière fort simple, la râleur de ts.
Mécàh. cél. Tome V.
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