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K LA STATIQUE ET A LA DYNAMIQOE
i. La mécanique repose sur Irois pnjitipcs dont on pcul logiquennenl déduire loules les autres propositions : ce sont comme les axiomes de la mécanique ; ils diffèrent cependant des axiomes tels qu'on les entend en géométrie, en ce qu'ils n'ont pas le mémo degré d'évidence. On peut avec plus de justesse les comparer au postulalum sur lequel Euclidc a Fondé la itiêorie d<;s parallèles. L'accord des résultais logiques qu'on en déduit avec les faits observés, et principalement avec les mouvements du système planétaire, permet d'en affirmiT la vérité.
2. Le premier des trois principes est le principe de l'iiiefUe. On l'exprime en disant qu'un point matériel ne peut île liûméme sortir du repos s'il est en repos, ni modifier In direction ou la vitesse de son mottvement, s'il eKl animé d'un certain mouvement dans l'espace. L'inertie de la maliùre h l'élat de re|)OS e^'l une propriété générale qui paraît évidente; les anciens en avaient la notion exacte, et ils ont donnù le nom i'inerte à
loule malière inanimée, pour exprimer qu'elle ne renfen en elle-ini>ine aucun principe de mouvement sponlanu. L'ini lie de la matîiïre à l'état de mouvement n'est pas d'une é dence aussi intuitive ; c'est une idée beaucoup moins ancicoi elle date de la création de la dynamique modtrne, au ( septième siècle, par Galilée, Huygens et Newton. Le prem principe renferme donc en réalité deux propositions de d différentes dans l'Iiistoire de la mécanique : l'nne, la plu: cienne, s'applique au repos; l'autre, la plus récente, s'î que au mouvement rectiligne et uniforme, et peut être c dérée comme une gônêralisaliondela première; le repos n'e en effet, qu'un cas parliculier du mouvement.
ô. Le principe de l'inertie permet de dérmirl'expressioaJ force. Une force appliquée ii un point matériel est ce qui difie, ou ce qui tend a modifier l'état de repos ou de moi ment de ce point. Considérons, pour éclaircir colle déi lion, un point matériel M, qui parcourt une trajectoire i j Soit M la position du point à un c
jj-y^ tain moment. M' la position qu'il q
^"' eu peau bout d'un intervalle de lem
IV-' très court, dt. Appelons v ta vite
/du mobile ii son passage au point I la direction de cette vitesse ( "' ' langenlc MT à la Irdjecloire. En vertu
du principe de l'inertie, le point matériel, abandonné â luimême, parcourriiil dans le lemps dl h longueur MM"=U(/I prise sur la tangente. Il parcourt en réalité l'arc de courbe MM' ; et, par suite, on constate, au bout du temps dt, un écart M"M' entre la position réelle du point et la posiliun que lui assignerait la loi de l'inertie. Cet écart nous lévùle l'intervenlion d'une force qui, pendant tout l'interviillcde temps dt, agit sui' le point dans une direction parallèle à M"M', pour le faire tomber, pour ainsi dire, du point M' sur le point M', pendant que l'inertie le transporte d'un mouvement uniforme le long de la droite MM'. Nous avons, en cinématique (g 91 ), décomposé le mouvement réel du point mobile en deux mouvements : I'ud,
suirant MM", est uniforme ; l'autre, suivant M'M', est unirorniéraeiK varié, et l'acct'lèralion j de ce mouvement est égale à la
limite du rapport — j^. L'accéléralion est donc proporlion-
iielle à M'.\l', c'est-à-dire à la déviation produite par l'intervention do la force. On peut considérer l'accélération comme proportionnelle à la force elle-même; car la force n'est connue que par son effet, et il est, par conséquent, naturel de la regarder comme proporlionneile à cet effet.
4. L'expression, point mntériel, dont nous venons de nous servir, a besoin d'âlre définie. Un point malériel est un corps rùduil par lu pensée à des dimensions tellement petites, qu'on puisse l'assimiler à un véritable point géométrique; un point malériel n'a pas de forme délinie; sa forme est indilTércntc. On obtient des points matériels en décomposant un corps en une inlînilé de parties infiniment petites dans tous les sens; les solides élémentaires ainsi oblenus forment le corps par leur réunion. La force élant mesurée par l'accèlèralion qu'elle imprime à un point matériel, nous pourrons définir le rapport de deux forces par le rapport des accélérations qu'elles imprimeraient successivement à uei même point matériel, sur lequel elles agiraient seules. Une force est égale au double, au triple, au quadruple,... d'une autre force, si la première imprime au même point matériel une accélération double, triple, quadruple, ... de l'accélération prodoite par la seconde
5. Le second principe de la mécanique est le principe de l'indépendance des effets des forces les unes à l'égard des aiities, et de toutes à Vêgard du mouvement antérieurement acquis.
En vertu de ce principe, pour trouver l'effet produit par une force particulière appliquée à un point matériel en moiivement el sollicité par d'autres forces, on peut clicrcher l'effet produili sur le point en repos, par cette force particulière à l'exclusion de loutes les autres; puis composer successivement tous les effets de même ordre qu'on a déterminés séparément. Supposons, par exemple, qu'un point matériel M,
animé à un certain instant d*une vitesse Y, soit sollicité en même temps par des forces F, F', F",... qui, prises individuellement, imprimeraient à ce point, dans leurs propres direclions, des accélérations;, /, f.,. En vertu du mouvement antérieurement acquis, c est-à-dire en vertu deTinertic, lepoint M parcourra pendant un certain temps dt^ que nous supposerons très court, un espace MM'=Vdt dans la direction de la tangente à sa trajectoire. Pour avoir l'effet produit par la force F, il faudra prendre, sur la direction M'F de celte force, une longueur M'A = |jdi'; cette longueur M'A serait celle que la force F, prise seule, ferait parcourir dans le temps dt au point mobile partant du repos. On obtiendra de même les longueurs M'A'= \ ydt\ M'A''= \j"dt\ M'A'" = if dl\... correspondantes aux forces F', F^ F'", ..considérées individuellement. Il restera, pour trouver le déplacement effectif du point, à composer ensemble,comme on Ta vu en cinématique (g 69) , les déplacements
partiels M'A, M'A', M'A", M'A'", dus aux forces. On construira le polygone M'AA'^A^^R , et la droite M'R, qui ferme ce polygone, sera le déplacement cherché. Tout se passe donc, en vertu du second principe, comme si aux forces pj^ ^ données F, F', P, F'",... on sub-
stituait une force unique R, agissant dans la direction M'R, et produisant sur le point matériel une accélération J tele, que 1 on ait légalité
Cette force R s'appelle la résultante des forces F, F', F", F'",...; les forces F, F', ... sont les composantes de la force R. La résultante et les composantes sont respectivement proportionnelles aux accélérations J, j, /, j", j'",.-» et ces accélérations sont proportionnelles aux côtés M'R, M'A, M'A', M'A", M'A"',... qui concourent à former le polygone M'AA'^A'^R. De là on déduit ce théorème : Lorsque plusieurs forces^ agissant si-
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muUanèment sur un même point, sont vept'tfseiilt'es en grandeur et en direclioit par des droites, leur résultante, c'est-à-dire la forfeuni<iuei'quivalcnleàrenseinbledesf'ircesdonnées,est aussi rcpn-sentèe en grandeur et en direction par le dernier côlê du polygone construit en portant les droites donnifes haut à hont, chacune parallèlement à sa direction propre.
La règle du parallélogramme des forces, qui csl il'iin iisnge Ir.'S rrùijuent en mécanitiue, n'est (iirun cas parliculu r du ce lljcorâinc. Lorsque deux forces agissent simultanément sur un point matériel, et qu'on les reiirésente eti grandeur et en direcliotipar des droites, la réaullunln de ces deur farces est représentée m grandeur et endirection par la diagonale ditparallélo' gramme construit sur tes dcjuc droites composantes.
De la régie parliculîère du parallélogramme il sérail aise df remonler à la proposition générale, relative an polygone des forces.
On doit remarf)ucr celte manière de représenter les forces par des droites finies. Une force F est déterminée qtiand on connaît son point d'application, sa direction et son intensité. Soit Aie point d'ypplicalion de la force, AG la direction dans laquelle elle agit; prenonssur celte direction, h partir du point A, une longueur AB, ^gale à la l'uroe F, estimée aune éclielle arbitraire; la droite finie AB représenlera tout ce qu'il est nécessaire do connaître pour définir eiiticrement la force F. Par direction de la force, on doit enlendre, non seulement la droite indélinie suivant laquelle elle sollicite le point, mais encore le sens particulier dans lequel s'exerce celle action, autrement, on pourrait confondre la force F avec une force égale et opposée.
Pour distinguer l'une de l'autre deux forces égales et agissant en sens contraires, suivant la môme direction ou suivant des directions parallèles, on convient d'attribuer à l'une le signe -H, qu'on peut sous-enlendre, et à l'autre le signe — ; la force F, considérée comme positive, représentera une force
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égale et contraire à la force — F; le signe — indique seulement que les forces F et — F agissent Tune en sens contraire de Taulre.
6. Le troisième principe de la mécanique est le principe de VégaUté de Vaction et de la réaction; il est dû à Newton. Un exemple fera comprendre en quoi il consiste. Considérons un corps pesant posé sur une table. Ce corps presse la table de tout son poids : voilà Vaction; elle est reffet de la pesanteur, et s*excrce verticalement de haut en bas. La table à son tour exerce sur le corps, suivant la verticale, mais de bas en haut, une certaine pression égale et contraire à Taction qu'elle subit : c'est la réaction. Léquilibre du corps sur la table résulte de la coexistence de ces deux forces égales et contraires : le poids du corps, qui tend à le faire descendre et le presse contre la table, et la réaction de la table qui, en vertu du troisième principe, est égale et contraire à l'action, et presse la table contre le corps.
Si, au lieu d'être en repos, le corps pesant était en mouvement, le troisième principe serait moins évident, mais il s'appliquerait encore; le corps subirait à chaque instant, delà part de la table, une réaction égale et contraire à l'action qu'il exercerait sur elle \ mais il ne serait pas toujours vrai de dire que cette action est égale au poids du corps.
C'est en vertu du troisième principe qu'une personne ne produit aucun mouvement général de son corps en essayant de se soulever par les cheveux. 11 est vrai qu'en faisant cette expérience, elle applique à son corps une certaine force qui tend à rélever. Mais à cette force correspond une réaction égale et contraire, et comme ces deux forces sont appliquées au même système matériel, à savoir au corps de rexpérimenlateur, Tune détruit le mouvement général que l'autre tendrait à lui communiquer.
7. Pour formuler avec netteté le principe de l'action et de la réaction, il est bon de commencer par exposer sommairement la théorie moléculaire qui est aujourd'hui la base de toute la physique.
HH ET RÉACTION
■ -*©n admet que tous les corps qui se Irouvcol dans l'univers, qu'ils soient solides, liquides ou gazeux, sont loniiùs tliacun par l'agiégalioii d'un nombre cxtrûmemenl grand de particules IK-s petites, appcli;cs molécaleSj sépiriies les unes des autres par des intervalles du même ordre de grandeur i|uc leurs dirrrensions propres. Les corps solides sont ceux où l'orrangcment des molécules constitutives est fixé de telle sorte qu'il faille un grand cfforl pour l'aire varier sensiblement leui's positions relatives. Les corps l'uiuiiles ou gazeux, qu'on râuiiit sous la dénomination commune de corps fluides, ont, au contraire, des molécules libres, pour ainsi dire, de gli>«L'r ou de rouler les unes sur les autres, d'où résulte que ces sortes de corps n'ont pas par eux-mêmes de forme extérieure bien déterminée. Les molécules sont [cUemenl petites, qu'au point de vue mécanique, on peut les confondre sans aucune erreur avec les points matériels que nous avons définis plus haut, U y a cependant une différence essentielle entre tes deux expressions : point matériel s'applique à un objet iictif, gèomél riquement déllni, et n'existant que dans la pensée, tandis que molécule indique un objet physique, auquel uul' théorie généralement admise attribue une existence réelle.
Les forces naturelles établissent un lien entre toutes les molécules, que la tliéorie précédente sépare les unes des au-
I très; et c'est ici qu'intervient le principe de l'action et delà :^clion.
Considérons en particulier deux molécules A et B ; on admet que chacune d'elles exerce une action sur l'autre; que cette
rig, 4. i,a. 5.
Klton est dirigée suivant la droite AB qui joint les deux molécules; que l'action de A sur B est égale et contraire â l'action <e B sur A; qu'enOn cette action mutuelle varie avec la distance AB suivant une certaine loi. Si l'action de B sur A est une force F, dirijfée de A vers B, l'action de A sur B sera ane force — F, égale et contraire à F, et dirigée de B vers A.
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Les actions mutuelles sont alors attractives. Si, au contraire, l'action de A sur B est une force F', dirigée suivant le prolongement de la droite AB, Taction de B sur A sera une force — F', égale et contraire à F', et dirigée suivant le prolongement de BA; ces actions mutuelles sont répulsives. Mais, répulsives ou attractives, les actions sont toujours mutuelles, c'est-àdire égales et contraires, en vertu du troisième principe.
Chaque molécule de Tuniversagit sur toutes les autres molécules, et subit à la fois de la part de celles-ci des actions égales et contraires aux actions qu'elle exerce sur elles. Le principe de l'inertie refuse à la molécule la propriété de modifier d'elle-même son mouvement ou son repos; la théorie moléculaire accorde à chaque molécule la propriété d'agir sur toutes les autres, qui à leur tour réagissent sur la première.
Il résulte du troisième principe que si, par un moyen quelconque, on rend invariable la distance AB des deux molécules A et B, les actions mutuelles qu'elles exercent ne contribueront en aucune façon à faire prendre un mouvement au système ainsi formé et supposé en repos. Car si l'une des forces F tend à entraîner le système dans le sens AB, la force égale et contraire — F tend à Tentrainer en sens opposé.
8. Les forces appliquées aux différents points d'un système matériel peuvent être partagées en deux classes : les forces intérieures et les forces extérieures , Les forces intérieures sont celles qui proviennent de l'action des points du système les uns sur les autres; elles sont donc toujours binaires ^ mutuelles ou conjuguées : à chacune correspond une force égale et opposée, appliquée au système comme la première. Les forces extérieures sont celles qui proviennent de l'action exercée sur l(î système par les points situés au dehors ; le troisième principe nous apprend qu'elles sont encore mutuelles, c'est-à-dire (ju'à chacune correspond une force égale et opposée, mais cette I éaction n'est plus appliquée à un point du système considéré, et on n'aura pas à en tenir compte si Ton a seulement en vue le mouvement ou l'équilibre de ce système; les forces extérieures figureront donc isolées dans les raisonnements, tandis
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(les forces intérieures l'oriiiefonl deux h deus des groupes de Torces conjuguées.
Une force iiiléheure pour un système donné peut devenir force extérieure lorsque, par une décomposition pailiculiiiie du système, on isole l'un de l'aulru les deux points entre lesquels s'exerçaient celle force et la force égale et opposée. Par exemple, le poids d'un corps placé à la surface de la terre, cL l:i réaction de la terre sur ce corps, furnicnt un gruupe de forces intérieures mutuelles, dans le système comprenanl ienscnibie du corps et de lu terre. Le poids du corps est une force extérieure pour le système matériel funnû pur le corps pris séparément.
De même, t'allraction eurcèc par la terre sur le soleil est eyale à l'attraction exeitiée par le soleil sur la terre, et ces deux forceségaleset contraires constituent un groupe de forces conjuguées dans le système du soleil et de la terre, pris ensemble. L'utlraclinn liu soleil sur lu terie est une force extérieure pour la Icrre, considérée seule.
9. Le problème général de la mécanique peut être posé en ers termes :
Un corps ou un système de coi-ps étant donné, quel mouvement yretuira-t-it noiix l'action de forces données, constantes ou variabUs* Ou quelles forces faul-U ajiplitiuer à ce corps ou à ce système pour qu'il prenne un mouvement donné ?
Le problème de léquilibre est un cas particulier de ce problème général : Un corps ou un système de corps est sollieile par de* fvrces données; à quelles conditions doivent satisfaire ces forces pour que le corps ou le système reste en équilibre? Nous commencerons l'étude de la mécanique par traiter le problème de l'équilibre, parce qu'il est plus simple et plus ùléluentaîre que celui du mouvement. Le premier est l'objet delà italique, le second, de la dynamique.
CHAPITRE UNIQUE
COMPOSITION DES FORCES (PPLIQUÉEi A UN MÊME POINT MATËniEL. ÉgulLIBRE DU POINT MATÉRIEL LIBRE.
iO. On point matériel, entièrement libre dans l'espace, ef supposé en repos, reste indéfiniment en repos s'il n'est sollicité par aticiine force. Ce point prend un certain mouvement sous l'aclinn d'une force unique, si petite qu'elle soil, qui vient à le sollicifer, et ce mouvement commence dans la direction même de la force.
S'il est sollicilé à la fois par deux forces, le point prend en général un certain mouvement dans une direction particulière; mais il peut se faire qu'il demeure en repos; ce cas particulier a lieu quand les deux forces qui sollicitent le point sont égales et agissent en sens opposés. On dit alors qu'elles se délraiseiil ; c'est le caï le plus simple de l'équilibre.
Lorsque le point est sollicilé par trois forces ou plus de (rois, il es! possible qu'il demeure en repos; mais il faut pour cela
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que les forces satisfassent à certaines conditions, que nous allons chercher.
1 1 . Avant tout nous poserons les axiomes et les définitions qui suivent.
Lorsque plusieurs forces F, F', F% ... sollicitent un point matériel, et qu'elles ne se font pas d'elles-mêmes équilibre, le point prend un certain mouvement qu*on peut toujours empêcher en appliquant au point, en sens contraire du mouvement qu'il va prendre, une nouvelle force R d'une intensité conve* noblement choisie. Alors les forces F, F', F", ... et R se font équilibre. Or si la force R sollicitait seule le point, on la tiendrait en équilibre par une force — R, égale et opposée. Au point de vue de réquiUbre du point, il est donc indifférent déconsidérer soit le système de forces
F, F', F", ... et R,
soit le système
— n et R.
La force — R est équivalente à l'ensemble des forces F, F', F", ... ; on dit qu'elle est la résultante des forces données.
Dans un système de forces en équilibre, chaque force est égale et contraire à la résultante de toutes les autres.
12. Lorsque les forces F, F', F", ... agissent toutes suivant la même direction et dans le même sens, leur résultante est égale à leur somme j c'est-à-dire qu'aux forces F, F', F% ... on peut substituer une force unique, agissant suivant la même direction et dans le même sens, et égale à la somme
L'ensemble de ces forces sera donc tenu en équilibre par une force unique R, égale à celte somme, et dirigée en sens contraire.
Quand deux forces F et F' agissent sur un point matériel suivant la même direction, mais en sens opposés, la résultante de ces deux forces est égale en valeur absolue à leur diffé-
rence, F — F', et elle esl dirigi'c dans le sens de la plus grande ; de sorle que l'ensemble de ces deux forces sera lenu en équilibre par une force agissant suivant la direclion des forces données, dans le sens de ta plus pelile, el égale à l'excès de la plus grande sur la plus pelJlc.
Chacune des forces F et F' peut être la résuKaiile ou la somme de forces agissant dans le même sens qu'elle.
De là résulte la règle suivante :
Lorsque plusieurs forces agmeiil sur un point matériel suivant la même direction, les unes dans un sens, les autres en sens opposé, leur résultante esl éijale à la différence entre la somme de toutes les forces agissant dans un sens el la somme de toutes les forces atjissant en sens contraire, et elle est dirigée dans le sens dé ta plus grande de ces deux sommes.
Si l'on attribue des signes aux forces données, le signe + à celles qui agissent dans un sens, le signe — à celles qui agissent en sens contraire, on pourra dire que la résullaiile de ces forces est tgule en grandeur el en signe à la somme alijébrique des forces données ; elle sera exprimée par l'ëqualian
la force — 1\, jointe aux forces ¥, F', F",.., compléicrail l'équilibre.
15. La mémo règle s'applique identiquement à des forces agissant suivant une même direction, sur dilfërenls points matériels distribués le long de cette direction, a des distances invariables les uns des autres.
Soient A et B deux points matériels situés à une distance AB, invariable dans un sens comme dans l'autre. Si l'on applique au système formé par ces deux points deux forces égalLS, F et — F, agissant en sens opposés suivant la direcùon de la < -i-_* S ^ >
droite AB qui les joint, on peut f
n^arder comme évident que ces
forces se font t'squilibre ; car leur effet ne peut être que d'altérer la distance AB, laquelle est par hypothèse invariable.
Il coiFOsmi}9
U force F appliquée an poini B peut dooe être tenue en équilibre aussi bien par b force — F appliquée an point A de sa direction, qoe par une force — F appliquée au point B luimême, pounru que le point A soit supposé imrarîaUement lié nu point B. II en résulte qu'une force donnée peut être supfiosée appliquée en un point quelconque de sa direction ; ce transport des forces est d*ailleurs entièrement fictif et sert seulement en stati ]ue à opérer certaines transformaticms utiles à la solution des problèmes.
G0iposrnoi3i des fobces co^cockames.
14. Nous a\ons déjà tu (§ 5) que plusieurs forces appliquées en même temps à un même point se composent en une force unique en suivant la même règle que pour la composition des vitesses ou des accélérations. Mais il n*est pas sans importance de faire voir que la démonstration de cette proposition peut <Hre aiïranchie de toute considération de cinématique*, et qu'elle résulte des principes et des définitions de la statique pure.
15. Nous commencerons par observer que la résultante de deux forcée qui font entre elles un angle quelconque est dirigée dans le plan des deux forces ; et que si les deux forces Mont égales, leur résultante est dirigée suivant la bissectrice de leur angle.
Un point en repos, sollicité par deux forces à la fois, prend un certain mouvement unique et parfaitement déterminé ; or tout est symétrique par rapport au plan des deux forces, et si lo point sortait de ce plan, il faudrait qu'il choisit entre Tun ou roulro de deux déplacements symétriques également possibles;
* Noim no disons pas que la démonstration du parallélogramme des forces peut é(rn niTroncliifî de toute considération de mouvement; nous disons seulement qu'elle peut éiro uflrancliie de toute notion de cinématique, parce qu'on peut l'établir sans connaître la mesure des forces par les accélérations qu'elles comtnuniqtiont à un mémo point matériel.
un (cl ctioîs ëlaot inadmissible, et le fait du mouvement étant ct^pendiinl nécessaire, il faut que les deux déplacements également possibles coïncident et n'en fassent qu'un, ce qui les suppose situés dons le plan de symétrie. La résullanle des deux forces, qui est égale et contraire à la force capable de maintenir le point au repos, est donc dirigée dans ce même plan.
On démontrerait par un raisonnement tout semblable que la résultante de deux forces égales appliquées à un même point est dirigée suivant la bissectrice de leur angle.
16. On peut ajouter que la résultante do deux lorces égales qui font un angle constant est proportionnelle à l'intensité commune de ces forces, de sorte que si elles deviennent a la lois doubles, triples,..., la résultante devient en même temps double, triple,....
En effet, si les deux forces égales F et F', agissant sur le point M, ont pour résullanle la force B, dirigée suivant la bissectrice MR de l'angle FMF', deux nou- p velles forces F et F', égales aux pre- ^/^ miéres.cl appliquées au point M suivant les mêmes directions, auront pour résultante une nouvelle force II, dirigée «ncorc! suivant MR. Le point M peut <i(inc être considéré comme sollicité par deux forces, l'une «gale à 2F, agissant suivant MF, l'autre égale à 2F', agissant suivant MS', et ces deux forces ont pour résultante une force 2R, suivant la bissectrice de l'angle FMF'. En général, si toutes les forces qui sollicitent un point sont augmentées ou dimiimées dans un même rapport, sans altération de leurs directions, la résultante varie dans ce même rapport, et sa direction reste la môme. Quand on représente par des droites finies les forces et leur résultante, la même figure les représente encore, après leur altération, par un simple changement d'écbelle.
17. Proposons-nous d'établir la règle du parallélogramme des forces pour le cas où les deux forces F et F' sont dans un
Fia- 7.
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!* s j!< ^oMBnass rawas x «t C xm beaa^ IBCD sont
ritt KLi yriiic? 1 K 1 suroac îs rJos aK. Ai», CB. CD, quatre itrT!-* -^air?^ I. r. P 2 r*, * «çfcHe iest poiats A et C nés-
Ll f^fi. il omTEicaif aC ôk jkbks est kësectriee des an- , p-« I.a. ]t:i. .^K («wt entre elles
jtss îurns ca&i <fc»q«f ptiape. Les
V. «^tr iict«< F et r, CÊmposèa en
^ ^ ^' j^ffifiig, mir vite r&saltaaie R, ippli-
cmttf e!i A <t ârtpw sahaat CA. De
sLTHxCf &:. '9je i K. appliquée en C
fi firîi?** >x'xicf Ci. Les Uwl 5rr«s «laies R et R\ applî-
c:*t>f^ t::! ^Ttrêxù:^ àt îi tiçe lîpie AU » ibiit cqnilihre.
iT Si^M^y w.maDiCi A {% C fa n?alkiifnuie AfiCDsonl
r -irb itrijikiiiiotzt 7» à laffilrf et qn'oe applique aux
p«t5 A et C saifant les
oMês AB. ad, CB, CD, des forres F,. F,. F,, F^, propiH^ tî.voelks aux kM^oears àt ces c:4és« et par soife <^>s deux à deux, lesTSt^-rf- d < f*rûls A rî C ien eii ê;iiil ire.
>a::<^w^ d al^rird coe k cAê hC «mlienne le cAté AB an
i>-.rrilir»îr *ii?ier de fjis, 4 foi* par exemple.
On p'/orra partager le f^r&UèkigTsiniDe ABCD en qoatrelovï :.»•>« ALEF. FIGH. HGEl. LECD; iiropnons qu'oa réunisse ie>. f^>iril- E. G. K. F, H, L aux points A et C de manière i t .î::.'t un «v^tèmeiniari^b'e. Nous pouvons partagerde même l'rî. foTot* éi^ales F, et F^ en quatre parties ê^Ies à F^, et supfx/';: o'- for ::es fiartielies appliquées Tune au point A, l'autre '<■* f^/int F, la troi^iênie au point H et 1j quatrième au point L. p'/nr la force F,; la première au point C, la seconde au
tZll^OO
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point K, la tioisiome au point C, h qualrièmeau point E, pour la force F,. Nous pouvons encore, sans troubler rérjuilibre, appliquer aux points E et F, suivant le côté Ft), deux forces •'■gales et conlraîres, égales toutes deux à F, ; faire de mt^me aux points G rt 11, et aux points L et K. En définitive, nous aurons substitué au système primitif des (jualre forces F,, F,, F„ F,. In système ci-contrc, qui lui esléqui- \'alcnt au point de vue de l'équilibre.
Or chacun des losanges partiels est séparément en équilibre. L'ensemble est donc aussi en équilibre, et par suite les forces 1',, \\, Fj, F^, se font équilibre.
iS. Supposons ensuite que les deux côtés du parallélo' gramme soient entre eux comme deux nombres entiers, m et rt. La proposition sera cncoie vraie.
Nous pouvons en effet partager le parallélogramme en n parallélogrammes égaux, dans chacun desquels le grand côté sera égal à m fois le petit. Supposons que le rapport des côlés soit \ . par exemple. Nous pourrons diviser le côlé Alt en trois parties égales, aux points Eet G, el menant les parallèles EF, GH, nous aurons divisé le parallélogramme en trois parallélogrammes égaux, dans cliHCun desquels le grand côté sera égal à 5 fois le plus petit.
La force F, qui agit suivant le côté AB peut être partagée en trois forces égales, appliquées respectivement en A, G et E; il i " ' i
en est de même de la lorce F„ ^yî- — ~ — -~ -A
dont on appliquera les partirs ,./ _, , /'■
égales aux poinis C, F el 11. Ll'S / /
points E, G, II, F, étant supposés ' '. "
liés invariablement au s;slénie '°' ' '
des points A ut C, ajoutons on E et en F deux, forces égales à F„ agissant l'une de E vers F, l'autre de F vers E. Fpison'i de même en G el en II. Chacun des parallélogrammes AGIID,
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CEFH,EBCF sera en équilibre (§17); Tensemble (tes trois parallélogrammes est donc aussi en équilibre, et par suite les quatre forces Fj, F,, F,, F^ sont en équilibre, et le lemme est démontré '.
On en déduit celte conséquence :
La résultante de deux forces Fj, F,, appliquées à un même point A, passe par le sommet C du parallélogramme ABCD con" stniit sur ces deux forces. Car celle résultante fait équilibre à la résultante de deux forces F,, F^, laquelle passe en ce point C.
19. De là il est facile de conclure que la résultante R de deux forces P et Q est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme constmit mr ces deux forces.
Sur les côtés AB, AD, respectivement proportionnels aux
forces P el Q, construisons le parallélogramme ABCD. La résultante R des forces P et Q passera par le sommet C de ce pamllélogramme; mais nous "*• *^ ignorons encore quelle est
sa valeur» el si elle est proportionnelle à AC.
Prenons sur le prolongement de AC une longueur AE proportionnelle à la force R, et qui représentera en grandeur et en direction une force — R, égale el opposée. Les forces — R, P et Q se font équilibre. Donc la force — Q, égale et opposée â Q, est la résultante des forces P et — R ; et par suite, si on aohère le parallélogramme AEIIB, construit sur les forces Pet — R, la diagonaleAH de ce second parallélogramme sera dirigée en proloogemenl du côté AD du premier. I.es trois points H, ly D soot donc en ligne droite; les deux triangles EBA, CDA,
à êteodre b démonstration au cas oà les forces données sont
Oa peut employer pour cela soît la nMuction à 1 absonfet
5oiB BC nous arrêterons pts à déTclopper ce oomplé-
ont deux côlés égaux, IIE ;=: AB ^ CD, et les rfeiu ang'es Dcljaccnfs sont aussi ruspeclivement égaux : HEAr^ACD, AnE=ADC. DoncEA^AC, et par suite la réstillante li esl représentée, en grandeur comnio en direction, par la diiigonalc ACdu parallélogramme ABCD.
20. On peut parvenir par un procédé analytique ù la mémo conclusion. Deux forces égales, F, F', faÎHanl entre elles l'angle FJIF'^2a, ont une résultante II dirigée suivant In bissectrice de leur angle; de plus la résultante ~^^-^' J' D est pro|ioilionnelle, pnur une '\--
mémc valeur de l'angte «, à la r' X^
valeur commune F des coniposan- *'
les. La loi qui lie les forces F et II "^'
est donc exprimable par une relation de la forme
2 désignant une fonction i|u'il s'agit de déterminer.
Nous pouvons décomposer la force F en deux forces égales \ el /*, dont les directions fassent avec MF des angles égaux FM/"^ FM/* = %. Do même, nous décomposerons la force F' en deus forces/* et /"', égales entre elles et aux forces /"et/", suivant les directions M/*, M/"'", qui font avec MF' des angles égaux à 0. Appelant /'lamesurccommunedes quatre forces /',f, f, /*"', nous aurons, pour la déterminer, l'équation
La composition âes forces F et F' j-evient à la composition des quatre forces /", /*, /", /"'; or les forces égales /'et /*' se composent suivant leur bisscctiii-e MB en une force égale à
et les forces /*, f , suivant la môme bisscclrice, en une force
Donc et la fonction 9 doit satisfaire à la relation générale
quels que soient les angles a et ^.
Nous commencerons par déterminer certaines valeurs de la fonction 9.
1* Si Ton fait a=0, les deux forces F et F' prennent la direction delà force B, et par suite
Donc
2? Pour a=ô> Ï6S deux forces F et F^ prennent des directions opposées, et leur résultante est nulle. On a donc
V Faisons ensuite a=2* I^^ ^^^^^ ^ se décomposera en deux
forces égales /"et /"', Tune perpendicu-
' lairc à la direction de M, et l'autre daus
la direction môme de R. Il en est de
''^^ ï^ même de la force F'. 11 en résulte que
\ les forces f et /"" s'ajoutent pour don-
^ ner R, et que par conséquent
tandis que les forces /" et f" se détruisent. On a donc à la fois
et
.fô=*'^-
4° Enfin clierchons la valeur ('.cçlsl-
La force F est décomposaUe en doux forces f cl f, Tune/' dirigée suivanl ta ligne MB, l'autre f dirige suivant le prolongcmenl de la force P. La risnilante des forces F et P, ou des forces f, f, F', est dirigée suivant MH; or la force /"est déjà dirigée suivant MR; la résultante de F' et de /"est une force F' — f, dirigée ^^ ^^
suivant la ligne (Y' ; composée avec f, elle donnerait une rcsuHantc qui ne pourrait coïncider avec la direction MR. à moins qu'elle ne soit nulle. Donc/:=F'.
On en déduit
pour une valeur de l'angle a égale à s, et par conséquent
Connaissant ces valeurs, on peut en trouver d'autres au moyen de la relation [1]. Par exemple, faisons ^^ï,il viendra
Fi2«l = [rW]'-fto) = l?WJ'-2i
[•uis faisons a^20, et remplaçons 3 par a :
et ainsi de suite.
Observons encore que la fonction ^{a) ne s'annule pour aucune valeur de a comprise entre 0 et ~, et qu'entre ces limites elle décroît à mesure que la variable a augmente, de sorte qu'elle lesle comprise entre 2 et zéro.
C03IP0S1T10N
Ces diverses remarques vont nous conduire à la détermination de la fonction 9.
Dans Téquation [i] faisons a=n^^ n étant un entier positif ; nous en déduirons
I f[(«H-i)^]-f?[(«-ïl^]-vi"^lrl^l»
bu bien, en [osant d'une manière générale ç(fc^)=M4, pour ' toute valeur entière de /;,
ou encore
tifl-hi — î/iiiji + w»-.i = 0. (2)
Celte équation montre que la série
tl| Ht Ils ... «• •••
est récurrente; chaque terme se forme en ajoutant les aeux précédents, multipliés l'un par le nombre constant Mp Taulre par — 1 . On peut faire précéder le terme u^ du terme
Cherchons à exprimer u. en fonction deWj. Pour cela, considérons la série
et multiplions-la par le trinôme
La lettre x représente une variable auxiliaire, dont la valeur reste indéterminée, et qu'on peut, une fois pour toutes, supposer assez petite pour assurer la convergence des séries dont on va faire usage.
Le produit se réduit à ses deux premiers termes
de sorte que la série S s'obtient en eflcctiianl la division
Décomposons cette fraclion ralionnelle en fractions simples. Les facteurs du dénominaleursont
a'^vi^)— .
on a donc à déterminer les conslantes A el B de manière à satisfaire a l'identité
2— fit g A n
Pour cela, il faut quon ait séparément
ou bien
2_ïi! -«- — i
el enfin
Substituons ces valeurs de A et B. Il vient pour la série S,
^,^y/vzT_. "a_y/<::7_
La division permet de développer chacune de ces fractions simples en une progression géométrique :
'Ht-' (t'-Vt-O* '"' ¥^/^
Donc enfin, en comparant a Téqualion (2),
-(î-\/?^)v(?*Vî^"-
Introduisons une nouvelle variable 6, enposantu^=2cos6; comme ttj^2 pour P = 0, nous pourrons faire en sorte que les arcs 0 et ^ s'annulent ensemble ; nous pourrons d'ailleurs les regarder tous deux comme positifs. Il résulte de cette relation
et par suite
Si donc on exprime 9 (p) par le double du cosinus d'un certain arcO, 9(11^) sera exprime par le double du cosinus du produit de cet arc par n^ et cela quelque grand que soit le multiplicateur 91.
Remplaçons n^ par a; nous aurons à la fois les deux êqua* lions
^(fl() = 2cos nO,
Faisons ensuite croître indériniment le nombre entier n. L'arc ^ deviendra infiniment petit, ainsi que Tare 0, et nous pourrons poser à la limite 0=50, s étant la vraie valeur du
npport -. quand les deux arcs 0 et 6 convergent à la fois vers
zéro.
On en déduit
8 ns
et
ttO = -.
Donc
f[a) = 2cos-;
dans celle équation, s est un nombre constant qui reste à déterminer, et l'équation est vraie d'une manière générale, puisque Varc a est un arc Gni quelconque.
Pour déterminer l'arbitraire «, faisons «=5 ; I& fonction
doit s'annuler ; donc cos ^ =0 ; ce qui suppose s égal à Pin-
verse, ^y-^ — j , d'nn entier impair.
On aurait donc
^(a) = 2cos(2^-f l]a.
Mais alors la fonction 9 s'annulerait pour une valeur de x satisfaisant à l'équation (2s'-i-l)a=^, et si 2s'-*- 1 était >1,
cette valeur serait comprise entre 0 et ^, ce qui est contradictoire avec la signification particulière que nous attribuons à la fonction ç. Donc enfin s=i, et la fonction ç(a) est égale à 2cosa.
Cette fonction satisfait à toutes les conditions proposées. Elle
EvriUfiRE
1 :enJ la Taleur 2 pour a=0, la valeur 0 pour a =?. la valeur ^ î pour 2=7* ^i 1a ^^leur 1 pour z=^. D'ailleurs on a
ol par suite
On airiver.til à la mt^me conclusion en développant les fonctions çUdip par la série de Taylor; c*est la mëlhode que suivaient Poisson, Navier, o!c.
La proposition démontrée pour le losange s*étend sans difficulté au paralK'lo^raïuine, en commençant par le cas particulier du rectangle.
!2 1 . La rôgle du paralUlogramme des forces peut être ensuite généralisée et étendue à la composition de tant de forces qu'on voudra : s'il y a trois forces, elle devient la règle du parallélépipède des forcer: s*il y en a plus de trois, la règle du polygone des forces. La résultante des forces appliquées en un même point est toujours ivprésentée en grandeur et en direction par la re'sultante gêoméirlque des droites qui représentent les forces données il, g 19).
CONDmOXS DÉOl'ILIDRE D\7k rOUCT XATÉRIEL SOLLICITÉ
PAR DIVERSES FORCES
22. Lorsqu'un p int matériel, libre dans Tespace, est sollicité par diverses forces, il faut et il suffît, pour que ce point soit en équilibre, que la résultante de toutes les forces données soit uulle^ ou bien que le polygone des forces données se ferme de lui-même.
On peut transformer cette condition. Soit 0 le point matériel, OF une droite finie représentant en grandeur et en direction Tune des foi ces qui agissent sur ce point. Par le point 0, menons arbitrairement trois axes coordonnés OX, OY, OZ ;
D'US POIM LIUHE. S7
nus pourrons considérer la droite OF comme la diagonale d'un farallèlt^pipèdedoiilles laces, aboutissaiil au sommet 0, soient nluèes dans les plans XOY, VOZ, EOX.. 11 suffit pour rela de mener par le point F, parallèlement aus plans coordonnés, trois plans qui couperont l«s ases en des points A, B, C. Nous regarderons la force OF comme la ri-sullanle dos Irois forces OA, OB, OC, agissant ^'s- "■'■
sur le point 0 dans la direction des Irois axes coordonnés. A cliaque force F correspondront ainsi sur les axes Irois composantes, que nous désignerons d'une manière générale pur X, Y, Z ; la composition des forces F se simplifiera en composant d'abord ensemble, par voie d'adiUlion algébrique, toutes les forces qui agissent suivant un même a\c ; puis, en dernier lieu, en composant les Irois résultantes parlielles par la règle du parallélépipède.
Soient F,, F,, F„ ... F,, les « forces qui agissent sur le point 0. Nous appellerons :
X,, Y„ 2,, les Irois composantes de la force F,, prises avec les signes cunvenables ; X,,Y,,Z„ les trois composantes delà force F,. ...; X,, Y,, Z., les trois composantes de la force F,. Les trois composantes de la résultante des ti forces données aenml respectivement égales aux sommes algébriques
OU, sous forme abrégée,
ïX, ïï, il.
les sommes S étan' étendues à toutes les composantes des force? flonnées.
Pour que le point soit en équilibre, il faut el il sullit que la
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résultante des forces soit nulle, ou que le parallélépipède qui a pour côtés les sommes précédentes ait une diagonale nulle, ce qui exige que ses côtés soient séparément ^ux à léro. Les conditions d'équilibre sont donc au nombre de trois, sa-
voir :
ou bien
Xi4-X«-f ...-♦-x«=o, Z,-»-Z4+...-f z. = o.
2X=0, IY=0, SZ = 0.
23. En général, on applique ces équations à des axes rectangulaires, sur lesquels les forces OF se projettent orthogonalemcnt.
Soient OX, OY, OZ, trois axes rectangulaires; la force F fait des angles a, ^, Yi avec ces trois axes. La composante de F suivant Taxe OX sera Fcosa; suivant Taxe OY, Fcos^, et suivant PaxeOZ, FcosY-
La somme algébrique des composantes de toutes les forces qui sollicitent le point 0 sera
suivant l'axe OX, £Fcosa,
suivant Taxe OY, XFcosiS,
et suivant l'axe OZ, ZFcosy.
Si Ton définit la direction de la force F par deux angles,
la longitude 0, angle du plan ZOF avec
le plan ZOX , et la colatitude y, angle
J • de la direction F avec l'axe OZ (I, § 65),
on aura
COSasCCSOsiny,
cos^ = cos9sin7,
et les sommes des composantes seront
2X=2FcosOsin/, ïV=2FsinOsiny, XZ=2Fcos/.
Fig. 17.
B'IS POINT LICI'.E. a,
L'6quilibre s'exprimera en égalant séparémenl ces trois sommes :i zéro.
21. Eti rèsumé, l'équilibre d'un point matériel dans respace fxige, comme condition nécessaire el siiflisaïUe, que la somme algébrique des projections, sur trois axes coordonnés, des forces qui le sollkitenl, soil égale à zéro. S'il en cf,t ninsi pour les projeclionssur Iroîs axes, on peut alfirmer i\vic la somme des projections des forces faites parallèlement à ttn plan fixe sur un axe quelconque est aussi nulle. Car celte somme n'est autre chose que lu projection sur cet axe de la résullanlc des forets données, laquelle est nulle dès que ses composantes, parallèles à troisaxesnon situes dans un même plan, sont nulles toutes trois.
VËKIt'ICUION LXPÉHIMENTALE DE LA COMPOSITION DES FOIICËS.
25. On mesure en général les forces en les comparant à des poids. Mais le poids d'un corps est dirigé suivant la verticale, et il faut recourir à un certain artifice pour en changer la direction. On peut se servir à cet effet d'une poulie, sur laquelle on fait passer le fil auquel le poids est suspendu. Si le fil est suflisammenl fin, et si la poulie est bien ronde el bien mobile autour de son centre, la tension du fil, au point où il s'attache au corps soumis à l'expérience, sera sensiblement égale au poids suspendu h son extrémité.
Pour vérilier expérimentalement la règle du parallélogramme des forces, on allachera à un corps M de forme quelconque, sphérique par 1
exemple et de petites dimen- [}f
sions, trois fils qu'on fora p^^ ,g
passer sur trois poulies a, U, c, suspendues en trois peints fixes A, B, C, Aux exlrémîlés des
ADDITION
fils on allachera des poids P, F, P", dont on pourra faire variw la valeur. Avec quelques tâtonnements, on parviendra à établir Téquilibre. Cet état une fois obtenu, le rorps M sera sollicité par trois forces (on fait abstraction ici du poids propre du corps M et des fils, qu'on suppose négligeable); ces trois forces sont les tensions T, T', T" des fils, égales respectivement aux poids P, P', P". On observera que les trois forces agissent dans un môme plan; on pourra en reporter la position sur une feuille de papier, et la construction du paralIélogramÎDe sur les forces T et T' donnera pour résultante une force ^le et contraire à T''.
coMPOsrrioN des forges appuquées a un mêbie poiirr
DANS UN MÊME PLAN
26. Soient F, F\ ... des forces appliquées au point 0 dans le
plan du papier; appelons a, (/, .. les angles qu^elles font avec la partie positive OX de Taxe des x ; les complè-
Fig. 19.
ments^ — a, ^ — a\ ... seront les angles des forces axec Taxe OY, et la résultante R de ces forces aura pour composantes, suivant OX, la somme
Fcosa-fF'coso'-f ...,
et suivant Taxe OY, la somme
Fsina+F'sino'-f ....
Appelons X Tangle de la résultante R avec Taxe OX, nous aurons
Rco8>=Fca8«-|-F' coso'-h .. .=2Fcosa, R8in>=F8ina-fF'.8ina'4-...=2Fsin«.
Multiplions la seconde équation par y/ — 1, et ajoutons ; il viendra
R(cosa-fV^^8inA)=2F(cos«+v^=Tsin«).
DE KOllBIlliS lUiGl.fAtRES. H
nombre imaginaiic R(cos>. -t-y — i sJnÀ) est ]a«omnig •IjfM^e lies nombres imaginaires F(i:osa + v' — Isiiia).
f Cïl II* moiUilg, a. Varijiimeat du nombre imaginaire r(o»ï-i-v — isina), qui représente â la fois la grandeur db direction de la force F; du inômcR et Xsonl le module et fBjBmenl du nombre imaginaire H (cos>. + v' — 1 sin>.), qui np(éea(c h la fois la force R en grandeur cl en direction. ItMilioo lies nombres imagiaaires correspond donc h h onptsilion des forces ajipliquées à un mùme point dans un
Jh- ■
37. L'analogie de l'addition algébrique ci delà composition ia forces a conduit certnins auteuis à adopler des déii- Dtiins el une notation nouvelles, que nous allons faiie Gonnaitre.
Dans son sens primitif, ta somme est le ri'sullat d'une addilimdeDOmbrcs absolus, ou dequanlilcs de mémo nature. Telle alib tomme arithtnélique. En géométrie, on obtient la somme dtplnsirars longueurs en les portant bout à bout sur la même èvte.
Llnlrodoction des nombres négalils dans le calcul a permis fâendre celte délinition : on a appelé «anime alijébrique le résalblde l'addition de ces quantités prises chaeime avec son ^fw. En géométrie, le signe d'une longueur s'interprète par kwns Aun^ lequel elle doit C-Iie pnrlée; la somme algébrique df plusieurs longueurs réelles se fera donc en porlani bout à boat sur une nifime droite des segments égaux à ces longueurs, dans un sens si elb's sont positives, en sens opposé si elles HMt négatives ; la somme cherchée est la longueur comprise CBlrele point de départ et te point d'arrivée, priseavec le signe tOBveoable.
llBoaces deux opi-rations, on peut regarder la somme obtenue ONnine la résultante de forées appliquées suivant la même dnile, et représentées, en grandeur eten sens, par les longueurs prises avec leurs signes. Il en est de même, comme vcooDS de le voir, de l'addition des nombres imogiiuiires, m que l'on convienne de regarder ta partie réelle et le
SOMME GÉOMÉTRIQUE
coefficient de ^ — 1 comme les composantes rectangulaires d'une force représentée par le nombre imaginaire donné.
On peut,*par une nouvelle extension, appeler somme géométrique de plusieurs quantités a, fr, c, ... représentées en grandeur et en direction par des droites issues d^un mùme point 0, et dirigées comme on voudra dans l'espace, la résultante S de ces quantités, composées à la façon des forces oa des vitesses; on indique Topéralion de la composition par la notation
De même, la différence géométrique de deux quantités a et i est la somme géométrique de la quantité a et de la quantité b changée de sens; ce qu'on exprime par Tune des notations
S = fl — 6 = fl-h (—1),
— b désignant une quantité égale à fr, mais dirigée en sens contraire.
La différentielle géométrique d'une quantité variable Oa est rélément infiniment petit aa'^ qui, composé avec Oa, donne en grandeur et en direction la valeur infiniment voisine M de cette ijuantité variable. Par exemple, la vitesse acquise élémentaire, jdt^ est la différentielle géométrique de la vitesse v; car, composée avec v, elle donne la vitesse suivante, v-hdv, en direction et en grandeur (I, § 91).
Nous ne ferons pas usage de ces ilélinitions, et nous continuerons à nous servir des mots compositioUy résultante^ au lieu des mots équivalents d'addition géométrique et de somme géométrique.
On a introduit dans le langage une autre expression, celle (le produit géométrique de deux lignes, dont nous ne nous servirons pas davantage. Le produit géométrique de deux lignes est le produit des longueurs de ces lignes par le cosinus de Tangle qu'elles font entre elles, ou le produit d'une des longueurs parla projection de l'autre sur la première. On pouri'a dire, par exemple, en se servant de celte définition^ que dans tout trianyle, le carré d'un côté est égal à la somme des canes
rnoDuir cÉouÉTRfQts. ss
de$ éeux autres, diinimiée du double de leur produit géométrique. Celle délinilion s'applique, en mécanique, à l'expression du travail d'une force. Outre qu'eUe esl peu utile, elle a l'inconvônienl (le ne pas se trouver d'accord, dans tous les cas parliculiers, avec le résultat de la multiplication algébrique. La somme algébrique de deux nombres imaginaires r (cosO -i- y' — 1 sinô) etr'(cos0'4- ^ — 1 sinO') est bien rcpréscaléc parla résullante, ou !a somme géométrique, de deux lignes r et r', orientées dans le plan suivant les directions respectives 0 et 6'. Lo jtrodvU géométrique de ces deux lignes devrait être aussi identique au produit algébrique des deux nombres : or il n'en est rien ; car l'un de ces produits est le nombre réel it' cos (6'— 6), et l'autre, le nombre rc* (cos (O+o'i •+- \/ — i sin(0 + '>')]■
Les résultais ne sont les mêmes que quand les arcs 0 et 0' sont nuls ou égaux à des multiples de la deini-uirLonférencc.
Al-PLICATIOnS DE U TIÛOHIi: DE LA COHPOSITIOH DES FORCES.
28. Étant donné un triangle ABC, on prend les milieux a, b, c des c<!llés BC, CA, ÂB; on joint les points ainsi obtcnusaux sommets opposés, et l'on obtient trois droites Au, Bfr, Ce, qui se coupent en un même point M, qu'on appelle le centre de gravité du triangle ABC.
Cela posé, si ion place en M un point matériel et qu'on lui applique des forces représentées en grandeur et en direction par les droites MA, MB, MC, ce point sera en équilibre.
Il suTtit de démontrer que l'une quelconque, MA, de ces forces est égale et opposée h la résultante des deux autres, MB, MC.
Achevons le parallélogramme MBIC. La droite Ml reprèsenlera en grandeur et en direclioa la résultante des deux forces MB, MC.
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Celle droite MI passe au point a, milieu, de BC, car les deux diagonales IIC, MI d'un parallélogramme se coupent muluellement en parties égales. Donc la direction MI se confond avec la direction Ma, et la force MI agit dans une direction contraire à la force MA. On a de plus MI = MA; en efTet, le point a, intersection des deux diagonales MI, BC, est le milieu de MI, et par suite MI est doubledeMa.Mais on sait que les trois mi* dianes Aa, Bb, Ce se coupent au point M en deux segments dmit Tun, MA, est double de l'autre, Ma; donc enfin les deux longueurs Ml el MA sont égales. On pourrait le démontrer, au surplus, en observant que b étant, par hypothèse, le milieu de AC, et Cl étant, par construction, parallèle à frM, le point M est le milieu de Al.
La réciproque est vraie : Lorsque trois forces appliquées en un même point se font équUibrey le point d'application de ee% trois forces est le centre de (jravitédu triangle obtenu enjoignant deux à deux leurs extrémités.
On remarquera que si le point M était sollicité par les trois forces Ma, Mt, Me, il serait encore en équilibre, car ces forces sont respectivement contraires aux forces MA, MB, MC, et égales à leurs moitiés. On rentre d'ailleurs dans le théorème démontré, en considérant le triangle abcj dont le point M est aussi le centre de gravité.
Il est donc très facile de vérifier géoméiriquement si trois
forces, MA, MB, MC, appliquées à un même
point se font équilibre. II suffit de joindre
/ les points B et C, el de prendre le milieu,
a, de la droite de jonction ; Téquilibre exige
^^^ que le point a soit situé sur le prolonge-
KiK. «I. "" ^^^^ ^^ ^'^^' ^^ Q"^ ''on ail MA = Ma x 2.
Autrement l'équilibre n'a pas lieu.
W. Des constructions analogues peuvent être étendues à autant de forces qu'on voudra.
Soient, par exemple, quatre forces MA, MB, MC, MD, siluées ou non dans un même plan. Joignons AB et CD, el soient K et G les milieux de ces droites. Joignons ME, MG. La
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oroîie ME représentera la moitié de la rd-sullante des forces MA H iMIE. De même MG représentera la moilié de la résullanle (h MCet MO. Pimr réquilibre, il faut et il suf- „
fît que les deux directions ME, MG soient contraires, el que l'on ait ME^MG. 11 faut cl il suflit, en d'antres termes, que les trois points V,, M, G soient en ligne droite, et qucM soil le milieu de EG.
Si ces conditions sont satisfaites pour In di-oife EG, elles le seront aussi pour la ^'^- ~-
droite HK, qui joint les milieux des cûlts opposés RC, AD du quadrilatère ABCD.
30. Étant donné un triangle ABC, on prend dans son plan un point quelconque, 0, et de ce point, on abaisse sur les trois côtis des perpendiculaires Os, Ob, Oc Au poinlO,on place un point matériel auquel on applique, suivant ces perpendiculaires , des ^^1
forces rcprésenlées sur la ligure par les longueurs OA'^bC, OG'=AB, OB' = AC; U jioint maiMel 0, sohs [action de ces forces, est en équilibre.
Il suffit de prouver que l'une des forces OA' est égale et contraire à la résultante des deux autres. Prolongeons indéfiniment la direction A'O, _ et par le point C menons C'A" parallèle à OB'. Nous formons ainsi un triangle OC'A" dont les cùtès sont respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle donné; ces deux triangles sont donc semblables, et par suite ils sont égaux, car les côtés homologues OC, AB sont égaux entre eux; donc A"C'=AC=OB', et OA'' = BC = OA'. La force OA' est la diagonale du parallélogramme construit sur OC', OB', et l'équilibre est déniunlré.
En vertu du théorème précédent (g 28), si l'on joint A'B', B'C, C'A', le point 0 sera le centre de gravité, et les droites OA', OB', OC' les directions des médianes du triangle ainsi obtenu*
COMPOSITION DES FORCES
Les perpendiculaires élevées aux milieux des Irois cdlés d'un triangle concourent en un même point, centre du cercle circonscrit au triangle. On peut donc prendre pour le point 0 le point de rencontre de ces trois droites. De même on peut prendre le point de rencontre des trois hauteurs.
31 . Plus généralement, si (Tun point 0 pris dans le plan d'un polygone donné on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés j et qu^on prenne sur chacune une longueur égale au côté
correspondant , an obtiendra une série de droites qui^ considérées comme des forces, se feront équilibre.
En effet, faisons tourner le polygone ABCDE d'un angle droit dans son plan autour d'un de ses sommets A; il prendra
\^^ I la position AB'C'D'E'. Ce nouveau polygone
^' "' se fermant de lui-même, les forces égales
et parallèles à ses côtés, appliquées au point A, se font équilibre; or ces forces sont celles que Ton doit appliquer, d'après Ténoncé, au point 0 lorsqu'il coïncide avec le sommet A. Le théorème démontré pour le point A s'étend évidemment à tout autre point du plan.
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CnAPITItE PREMIER
COMPOSITION DES FORCES PARAI
59. Nous supposerons dans ce livre que deus ou plusieurs forœs soient appliquiïes en difléretils points d'un même système solide, et nous nous proposerons de trouver la résultante de ces forces, s'il y on a une, c'est-à-dire de Irouver la position, la direciion et la grandeur d'une force unique telle, qu'une force Ogale cl contraire, appliquée au système, tienne toutes les autres forces en équilibre. Nous nous occuperons d'abord des forces parallèles.
Soient F et F' deux forces parallèles appliquées en dos points Ael B d'un corps solide-, supposons-les diiigL'cs dans le même sens.
Nous ne IrouHeions pas l'équilibre du solide en appliquant en A et B, suivant la direction BA et en sens contraire, deux forces égales, R et — R, dont l'inlonsité reste arbitraire. Le système des quatre forces F, F', R et R est donc
équivalent au système des forces V, F'. Or les doux forces concourantes, R et F, se composent en une force unique AS,
par la règle du parallélogramme. De môme les forces F' et — R ont pour résultante une force BU ; la résultante des forces F et F' est donc la résultante des forces AS et BII, qui sont concourantes, et dont les directions se rencontrent en un certain point 0. Les forces AS et BU peuvent être supposées appliquées en ce point 0, et là on peut les décomposer chacune suivant deux directions, Tune parallèle à AB, l'autre parallèle aux forces F et F'. La force OS' = AS donnera par cette décomposition une force R', égale et parallèle à R, et une force OF^ égale et parallèle à la force F; la force OU' = BU donnera de même une force — R', égale et parallèle à — R, et une force 0¥\y égale et parallèle à P. Les deux forces R' et — R', égales et appliquées en sens contraires au même point 0, se détruisent; il reste donc les deux forces F^ et F'^ égales et parallèles à F et F', et qui, appliquées en un même point et dans le même sens, s'ajoutent et donnent une résultante égale à leur somme, F -h F'.
La résultante peut d'ailleurs être supposée appliquée au point I de la droite AB qui joint les points d'application des composantes. Pour déterminer ce point, observons que la similitude des triangles SFA, AlO donne la proportion
AI_SF_R 01""AF"~F'
et que la similitude des triangles OIB, BFIl donne la proportion
01 — lit' — F'*
Divisant membre à membre ces deux égalités, on élimine à la fois 01 et R, et il vient
AIP
IB ~ F
Le point I partage donc la distance AB des deux points d'application dans le rapport inverse des forces.
Nous conclurons de là ce théorème :
Deux forces parallèles^ de même sens, se composent eti une
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stitli- force, parallèle aux deux premières, de même sens, et égale à leur somme' et te point d'appricalion de la vêsiiHanle partage la droite de jonction des points d'application des composantes en deux segments, qui sont entre eux dans le rapport inverte des forces adjacentes.
On remarquera que la position du point I, inlerscclion de la a'SiiUaiile avec la droite AB, dùpend du rapport des forces F et F', et ne dépend ni de leur grandeur absolue, ni de leur direclîon. On peut donc ajouter :
Le point d'application de la résultante de dfux forces parallèles sur la droite qui joint les points d'application de ces forces, ne varie pas quand on altère les grandeurs ou les directions des deux forces, pourvu que Von conserve leur parallélisme et le rapport de leurs grandeurs.
33. Supposons que plusieurs forcos paralliiles !•'. I'', l", F'" soient appliquées respectivement aux points A, I), C, D,... d'un / " corps solide, el que ces forces soient toutes dirigées dans le même sens.
On pourra, en appliquant le théorème préci-dcnl, déterminer la résultante de toutes ces forces. En effet, joignons Afi et partageons la dislance AB au point I, de manière & satisfaire à la proportion
Nous pouvons remplacer les deux forces F et F', appliquées respectivement en A et B, parla force F + F', appliquée an point I. Joignons ensuite IC, el prenons sur celte droite un point r tel, que nous ayons
^^P point 1' sera le point d'application de la résultante des deux forces (F-f-F'j el F", laquelle sera éyale ù la somme
40 COMPOSniON
F+F'-+-P. Continuons, en joignant TD, et en prenant sur cette droite un point 1" satisfaisant à la proportion
Fd ~ fTFTF'*
Le point V sera le point d'application de la résultante F -+- F -+- F'' 4- F'", des quatre forces F, F, F% F". On procédera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces et touS les points donnés. La résultante générale sera égale à la somme de toutes les forces données, et sera parallèk à leur direction commune. Les points 1, T, T,... obtenus successivement sont indépendants des grandeurs absolues des forces et de leur direction. Le dernier point obtenu est indépendant de Tordre dans lequel on a pris les points donnés pour opérer la composition.
Proposons-nous de trouver les coordonnées du point
d'application de la résultante de n forces données, parallèles et de même sens, appliquées en des points A, B, C,... L, définis chacun par ses coordonnées x, y, 2.
Considérons deux des points d'application donnés, A et B; y. ,, soit Aa = 2j l'ordonnée du point
A parallèle à Taxe OZ, et Bb=%^ Tordonuc'e du point B. Soit I le point d'application de la résullanle des forces ¥^ et F,, appliquées respectivement en A et en B. Nous aurons, pour déterminer le point I, la proportion
AB-F.+F
Par le point I menons une parallèle, IK, à l'axe OZ; elle per-
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cera le planXOYen un point K, projection du point Isurceplan, et qui sera situé sur la droite aby projection de ÂB. Appelons z l'ordonnécdu point I,représentéesurlangure parla longueurIK. Cette droite IK est donc, dans le trapèze XabB, une parallèle aux bases Aa, Bfr. Pour en évaluer la longueur, menons la diagonale aB qui rencontre IK en un point K. Nous aurons
» = IK=lM-fMK.
Or, dans le triangle BAa, la droite IM , parallèle à la base, forme un triangle semblable, et par suite
Donc
IM_1B_ Ft Aa^AB^Fj + F,'
Fi + F,
De mémo
et enfin
F^v±Iti«
formule qui est générale, pourvu qu'on attribue aux ordonnées 2, 2p 2, des signes convenables.
La résultante des forces F^ el F, est d'ailleurs égale à leur somme F^-{-F,.
11 faut la composer avec la force F, appliquée au point C,
ilont Tordonnée est z^\ si Ton appelle z' Tordonnée du point
d'application de la résultante des deux forces (F^-hF,) et F^,
on n aura pour trouver z' qu'à appliquer la formule précédente
en ; changeant
Fil F„ iu Ssf
en
^ qui donnera
Fi + Fj, fs, 3, îj.
lfi + F,)+F, '
ii CE5TtE
OU bien, on obsenranl que T.-^Fjïs^rjïj-f-FjS,,
Ive môme, pour pas:--, r à la quatrième force F^, dont le polat d*ap;'lic3lion a [*ôur o:donDt^ s., il suffira d'ajouter au numérateur d-j Ij f:aciion le terme F^s^. et au dénominateur le tonne \\. et ai:. si de «>uite. ju>qu*à ce qu'on ait introduit dans la formule l.-s *i Ijrc-js données. La formule finale qui détermine le point d'application de la résultante des n forces est
lîonc
i> quo nous avons dit do h coordonnée Z, nous pourrionsie ivivtor dos oo^^rdonnivs X et Y« de sorte que nous pouvons posor aussi los équations
\,^i\^.. -F. ■" ir •
(Vs tivis Ciimlions dôlinissent le point cherché par ses trois roonloniuvs \.\. Z. on roooi'.nait à Tinspection des formules qiio lo p«ùiil d\ipp!iojlion do !a ri-suliante ne change pas quand on an^nionto ou qu'on diminue les forces F,, F,, ... F. dans un uhMuo i\ij'|Hn1 . quil est uulo^ondant de Tordra dans leqae! on a |Mi< los foivos pour los composer; enfin, qu'il eslindcpomhuU do la dii>v:ion dos forces données, pourvu qu'elles soiont touUs {Kirallôlos ot diriizées dans le même sens.
r>rK 1.0 point dapplica.ion do la résultante de forces parai- |iMi*s« do nioino st^ns, dont les points d'application et les rappoiis soni connus, mais dont la direction est d'ailleurs quclronquo, prend on stalique lo nom do cetiire des forces parallèle'
I.Vxistonco du contre dos forces parallèles une fois reconnue) (Hi prut on iiôduiro la démonstrjtioude certains théorëmesde j;ro:nôlrio.
IWmivr exemple. — Étant donné un triangle ABC, imagi'
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[De les (rois sommets A, B, C soient les points d'opplicalion de trois forces parallèles et de même sens, l'\, F,, F,.
Les deux forces F, et F, se composeront en une seule, appliquée en un point b du côté AC, et l'on aui-a pour déterminer ce point la relalion
■voir lu résultante des trois forcfs, il suftU de composer la force F, + F, appliquée en b, avec la force F,, appliquée en B. Le point d*&pplicatiun de la résultante appartient donc h la droite Ub. Mais nous pouvions procéder difi'éremment.et composer les forces F, et F, en une seule, égale à l^ + I'j, et appliquée en on point o, délini par lequatiun
Le centre des forces parallèles se trouverait en composant la force F, avec la résultante F.+ Fs appliquée en a. Il est donc situé sur la droite Aa.
Le point cherché, à la fois sur les droites Bb et Aa, est au point 0, înlersection de ces deux droites.
Noos pouvions encore composer les deux forces F, et F, qui auraient donné une résultante F, + F, appliquée en un point t; le centre des forces parallèles se trouve aussi sur la droite Ce. Cette droite, aboutissant en un point c tel, que
passe donc par le point 0, intersection des deux droites Ad, Hb.
Si l'on prend arbitrairement les points a cl b sur les côtés BC, CA , ces points font connaître le rapport des forces '
rr- p*; une fois ces points choisis, la droite Ce passera par le
au
F FF
rapport pï^, c'esl-à-dîre au produit p^Xp' des deux rap-
ports déjà déterminés. Il faut et il suffit pour cela qu'on ait Téquation
Bç_C6 Ba
OU bien
AftxBcxCa_.
BflXC6xAc"~ •
condition démontrée en géométrie. La statique fait connaître de plus les rapports^ ra' r~ ^^^ portions Oa, Obj Oc, comprises sur les droites Âa, Bfr, Ce, entre le point 0 et les côtés du triangle, aux longueurs entières de ces droites. On a en effet
Donc
0fl_ F, 0A"F,-|-F5
0fl_ F,
Afl~F.+ F,-hF5*
Ofr F,
B6-F, + F,-hFj'
Oc Fs
Cc""F|H-F,-hF,*
On en déduif, en ajoutant ces trois égalités,
Qg 06 Og_F,-hF, + Fa_ Afl "^ B6 "^ Ce "~ F, -f Fj-hF,"
56. Second exemple. — On prend arbitrairement deux points a, c, sur les cdtés opposés AB, CD d'un quadrilatère gauche, et
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Ton joint la droite ac. On prend ensuite sur les deux autres cdtés BC, AD deux points b et d tels, qu'on ait, entre les huit segments ainsi déterminés, la relation
ou bien
Aa B6 Ce Dc/__
Puis on joint bd. ^*8- *^-
On propose de démontrer que les deux droites ac, bd sont dans un même plan, ou qu'elles ont un point 0 commun.
On y parviendra en faisant voir que ce point 0 est le centre de quatre forces parallèles appliquées respectivement aux sommets A, 6, C, D du quadrilatère.
Prenons arbitrairement la première, F, de ces quatre forces; nous déterminerons la seconde, F', de manière que la résultante des deux forces F et F' passe au point a ; il faut et il suffit, pour cela, qu'on ait
Afl_F' aB~F'
De même déterminons la troisième, F", de manière que la résultante de F" et de F' passe au point b; nous aurons
La force F'"sera déterminée par la condition
C£_F^' cb — F" '
et la résultante des forces F" et F'" passera au point c.
Pour trouver la résultante des quatre forces F, F', F", F'", on peut composer d'abord F et F', ce qui donnera une résultante appliquée au point a ; puis F" et F"', ce qui donnera une ré-
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sultante appliquée au point c. La résultante de ces deux résultantes sera appliquée en un point de la droite ae.
On peut aussi composer F' et F% ce qui donnera une résultante appliquée en fc, puis F'" avec F, et la résultante de ces deux dernières forces sera appliquée au point d, puisque, en vertu de l'équalion de condition posée tout à l'heure, on a
Cb bU
^^ [iV/
Donc le point d'application de la résultante générale est situé en un point de la droite bd.
Ce point est à la fois sur les deux droites acj hd ; elles se rencontrent donc, et les quatre points a, bj c, d sont situés dans un même plan.
La surface engendrée par une droite mobile acy qui se mouvrait en s appuyant à la fois sur les deux côtés opposés AB, CD du quadrilatère gauche ABCD, et en partageant ces côtés en segments satisfaisant à la condition
DcX""^'
K étant un nombre constant, peut donc aussi être engendrée par une droite bd qui se mouvrait en s*appuyant sur les deux autres côtés du quadrilatère, en les partageant en segments remplissant la condition
Celle surface est une surface réglée du second degré. Elle peut être regardée comme engendrée par une droite mobile qui s*appuierait à la fois sur les trois droites AD, ac^ BC, ou bien par une droite mobile qui s'appuierait sur les trois droites AB, dby DC. C'est Vhypeiboloideàune nappe.hovsque le rapport
DU SEr.OSD DEGRÉ.
itjgalkrunilé.ladroiti
nioliilc a
it paral-
;t constamiiK lèle à un plan mené parsLIi'lenicnl aux cùlés l!C, DA ; de même M esl constamment parallèle à un plan mené paralliileaienl auxcôtés AB, CD. Lasurface a alors deux plans directeurs, et elle prend le nom de parabohide byperbolitiue.
57 . Troisihne exemple. — Sur les ciités successifs d'un contour abtdy composé de trois droites finies données, on prend au hasard des poinis, savoir:
le point [ab] Ei le point {lie) i\ le poinl [eit} m
' le cillé bc, ■ le cJiiÉ cil.
On Joint ensuilc le point o et le point (ftc), le point [ah) et le poinl Ci ces deus droites h he e
scampent en un poinl qu'on appelle {abc).
De même on joint (6c) et rf, b el (C(f), et CCS deux droites se coupent en un point qu'on appelle (bct\).
EiiGn un joint
le jioini a au point {bed) le point (ab) DU poinl [eil\, le point [ntt'j on point il.
On tlemande de démontrer que ces trois droites se coupent en un môme point 0 [qu'on pourrait appeler le point {abcd))\.
Appliquons aux sommcis u, b, c, à du conlour, des forces parallèles F, F', F", F'" telles, que les deux forces F el F' aient une résultante appliquée au point (ai), que F' et F" aient une résultante appliquée au point (bc), que F" et F'" aient une résultante appliquée en [cd).
Le point [abc), appartenant à la fois aux droites a{be] et (tf*)c, esl le point d'application de la résultante des forces F, \", F".
On prouverait de même que (bcd) est le point dapplicaliun de la résultante des forces F', F", F'".
THCORtlE
Grdce à ces conventions, on pourra exprimer la règle de la composition des forces parallèles d'une manière générale, qu'elles soient de même sens ou de sens dilTérenls :
Deux forces parallèles se a>mpasent en wte force parallèle è leur direction commune, égale en grandeur et en signe à leur somme algêbi ique, et appliquée en un point qui partage la distance des deux points d^aj^plication en deux segments dont le rapport soit égal au rapport inverse des forces adjacentes.
Si Ton a à composer des torces parallèles agissant les unes dans un sens, les autres dans le sens op| osé, on pourra composer ensemble toutes les forces agissant dans un sens, puis com|H)ser ensemble toutes les forces agissant en senscontrjire, entin composer par la règle précédente la résultanle du premier gmupe et la résultante du second.
11 est facile de reconnaître que les formules que nous avons données g 34, pour la composition des forces de même sens, s'appliquent également aux forces parallèles dirigées en sens différents, moyennant qu'on attribue aux forces données les signes -+- et — : le signe -f- quand elles agissent dans un sens, et le signe — quand elles agissent dans le sens opposé. Les formules deviennent générales quand on a recours à celte convention.
TnÉoiitsik: des transversales.
39. On peut démontrer, en s'aidant de la composition des forces parallèles, la proposition fondamentale de la théorie des transversales, connue en géométrie sous le nom de théorème de Camot ou de théorème de Ptolémée.
Cette proposition s'exprime ainsi qu il suit :
Une transversale droite abc rencontre les côtés d'un triangle
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ABC en troU pointu a, b, c, et détermine sur chaque côté deux legmentg, savoir :
oB, aC sur le eôlé BC, iC. bA lur Je cdW AC, eX, cB lur le c6lé AB.
Cela posé, le produit des trois segments qui n'ont aucune extrémité commune, oC x 6A x cB, est égal au produit des troig autres, flBxtCxcA.
Aux extrémités B et C du câté dont le prolongement rcnconlre la transversale, appliquons deux forces parallèles et de sens contraires, F' et P", dont nous déterminerons tout à l'heure le rapport.
La rèsnllanlc de ces deux forces sera appliquée quelque pu il sur la direction QC prolongée.
A^i point A appliquons deux forces égales et contraires, F cl — F; rinlroduction de ces deux forces, qui se détruisent, ne changera rien à la résultante du système des forces F cl F"; pour trouver cette résultante, on peut d'aliord composer les forces F' et F, ensuite composer les forces F" et — F, enfin composer les résultantes partielles obtenues dans ces opérations.
La force F est arbitraire ; nous pouvons donc faire en sorte (ju'on ait
b résultante de F et de F' passe alors au point c.
Prenons ensuite la force F" de manière que la résullanic des forces F" et — F passe au point 6 ; il faudra pour cela qa*on ait l'équation '
La résultante des forces F et F' passe au point c, et la résultante lies forces — ¥ et F' passe au point b. La résultante de ces deux résultantes, c'est-à-dire la résultante des forces F' MF'testdoncappliqui'-e en un certain point de la direction c6.
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Or elle est aussi appliquée en un certain point de la direction FG; donc enfin elle est appliquée au point a, intersection de ces deux directions.
Il en résulte l'égalité
r __aC
Multiplions membre à membre ces trois égalités, il viendra
F^ P^ F' . cB *A oC
ce qu*il fallait démontrer.
La réciproque résulte évidemment de la proposition directe.
La résultante partielle appliquée en c est égale à F+F', et kl résultante partielle appliquée en b est égale à F+P; de sorte que la statique nous donne aussi
F"+F""ac'
Mais des deux premières équations on tire
F-f F^ _ rB-l-cA _ AB F "^ cB "~cB'
F-hF" bX-hbC AC
Divisant, il vient
et par suite
F "" 6C "bc'
F-J-F_AB bC F + F"""AC^cB'
AB 6C_iî6
AC^a-"5J'
OU bien
ABx6Cx<ic=fl6xACXcB,
équation qui n'est autre cho^e que l'application du théorème au triangle Ac6, rencontré par la transversale recliligne BCa.
FÛKCES PAHALLKLES.
DËF1KIT10:< DES COUPLES
Fig. S3.
40. La composition de deui forces parallèles dirigées en s«ns conlraircs priisenle un cas singuliei* trùs rein;irqualjK', celui où les deux Turcos sont égales.
Soient FelF'deux forces inôgak's, "7
parallèles, desenscontraires, appli- /
qui-es l'une en A, l'aulre en 1! ; sup- ^ / . J
posons F'>Fi ces deux forces se /
composeront en une force unique, r'
égale à F'— F, et appliquée en un
point C, situé sur le prolongement de AB, et tel, qu'on ail la
proportion
Si noas supposons que la différence F' — F diminue indélî-
F' aiment, le rapport -y s'approchera indéfiniment de l'unité, el
le point C s'éloignera indéfiniment des points A el B.
Lorsque enfin les forces F' et F deviendront égales entre elles, la résultante F' — F deviendra nulle, et son point d'application C ira S3 perdre à l'infini sur la diieclîon AB. On peut remarquer que dans ce cas singulier, les forces F et F* étant égales, la rèsultanle de ces deux forces ne peut être siluée vers la droite de la figure sans lêlre également vers la gauche, â cause de la symétrie; il ne peut donc y avoir de résultante, ce que le calcul indique en donnant pour solution du problème une force nulle appliquée en un point infiniment éloigné.
Le système de deux forces égales, parallèles et de senscon- Iraires n'est donc pas réductible à une force unique. Les propriétés 1res remarquables de ce système ont été mises en évidence pour la première fois par Poinsot, qui lui a donné te nom de couple.
î^ïi^ 'nirsa • —
THÉORIE DE8 MOMENTS ET DES COUPLES
DÉFCiinONS.
Fig. S5
41. La considération des produits appelés moments simplifie la composition des forces.
On appelle moment d'une force Fpar rapport à un point 0, le produit de la force F par la distance OP de la force au point 0, qui prend le nom de centre des moments.
On appelle (fig. 36) moment d'une force ¥' par rapport à une droite AB, le produit de la projection, F", de la force ^ur un plan RR', perpendiculaire à la droite AB , par la dislance AS du point où la droite AB perce le plan, à la projection P; en d'autres termes, le mome^it d'une force par rapport à un axe AB est le moment de la projection de la force sur un plan normal à Vaxe, par rapport au point oh Vaxe rencontre le plan de projection. La distance AS du pied de Taxe à la projection de la force est d'ailleurs égale à la longueur CD de la perpendiculaire commune à la force F' et à ïaxe AB des moments.
On appelle enfin moment d'une force par rapport à un plan parallèle à sa direction, le moment de la force par rapport à
Fig. 56.
un lie qDt^M>ç7K« cr^ôt diBsw pbn^perpendiciilaireinent
Le mc-iDro: do» Sw^e F pv npp>rt i un point 0 oo par nppect 2 Qiixe AB se KpcYsoAe qodqaelbis par les nobtk^ns
?Sous verp>r.5 !>::t 2 rbt'a;^ qii*«i doBiie un signe i ees quan-
42. il résulte des c.-£&it>»5 prwcdcntes que le moment d'une forve par np^ort j un point esl nul qmnd le pointes! situé sur la dire^li-.^n de U f.«rte. car alors la distance <ff esl nulle.
Le moment d*one forte par rapport à on axe peut être nul de deux manièfv< :
1 ' Quand 1 «1 forve rencontre Fjxe* car alors le pied de Taxe appariieot à la direction de b force projetée sur un plan normal :
2' Quand la forée est parallèle à l'axe, car alors la projection de la force sur un pbn normal est nulle.
Ces deux cas sont compris dins renoncé snivant : le mcmal ifinie forc^ par n^pport à un exe ^t nul çvoiuf la direeSm de h fiTce et Taxe >onl dans un même plan,
j5. On attribue dans le calcul aux moments des forces K*< signes -f- et — , d'aprîs les conventions suivantes.
Lorsque plusieurs forces agissent dans un même plan, on
iiiKit;ine que les points d'application de ces forcer sont entrai-
nt-< chacun dans la direction même de la force qui le sollicite;
chariin de ces déplacements fictifs peut être n^rdé comme
^ y le résultat d'une rotation autour do
/ ^^* point pris dans le plan pour centre ie^
.-^"" moments. Nous avons vu en cinématique
'^' comment on déterminait le signe d'ane
'^' ' rotation •!, S IG5); on lui donne le
signe -f- si elle s'opère dans un sens convenu (ordinairement
de gauche à droite), et le signe — si elle s'opère en sens
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coniraire. On allribucra aux momcnls les mômes signes qu'aux rotations correspondantes. Ainsi le point 0 étanl le coiilPC des moments, et F, F',., des forces appli(|tii^es en divers points A, A'... du plan de la figure, le moment de la force F par m pport au point 0 sera égal à + F x OA , le moment de la force F', a — F'xOA'..., La somme algébrique de CCS deux moments sera FxOA — F'xOA'.
44. I.fl moment d'une force par rapport à un a%e reçoil le mCme^igncijiie le moment de la force projetée sur un plan perpendiculaire à l'axe, par rapport au pied de l'axe. La convention relative anx signes des moments par rapport â un point entraine une eonveniion pareille pour les signes des moments par rapport à un axe, et, par suite, une convention pareille pour les signes des moments par rapport à un plan.
Soit, par exemple, AK une force appliquée en un point A et agissant dans le sens AF, et soient 0\, OY, OZ trois axes coordonnés rectangulaires.
Projetons In force sur les trois plans XOY. YOZ,ZOX, qui sont respective- ^-^ ment normaux aux trqis axes; nous '^ " '
obtiendrons les forces A'K', A'F" et A"'F"'. Du point 0 abaissons des perpendiculaires OP, OP', OP" sur ces trois forces; les moments de la force AF par rapport aux axes seront en
[ Tiieut
absolue,
p»r rnpporl k Vn
pif rapport ï l'ai
et pnr rapport ï l'ai
A'F'XOP, A-fxOP,
mais la direction de la force A'F' tend â entraîner le point A' autour du point 0 dans le sens qui amènerait l'axe OY vers l'axe OX. c'est-à-dire dans le sens négatif; on devra donc donner le signe — au moment par rapport à l'axe ÛZ. A» contraire, la force A''F" tend à entraîner son point d'application dans le sens de OY vers OZ, sens positif; la force A"'F"' tend
bS MOMENT
de mâme à entraîner son point d'application dans le sois positif, de OZ vers OX. On donnera donc le signe + aux moments par rapport à Taxe OX et à Taxe OY ; et en définitive les moments de la force AF par rapport aux trois axes seront
par rapport à l'axe OZ, — AT'X OP, par rapport à l'axe OX, 4- A'F» x OP', et par rapport à Taxe OY, +A"'F'"xOP'.
Les formules générales que nous donnerons un peu plus loin rendront inutile cette discussion de signes dans chaque cas particulier.
45. La valeur absolue du moment d'une force peut être représentée par une aire plane.
Soient A le point d'application d*une force, AF la force en grandeur et en direction, et 0 le centre des moments; faisons passer un plan par le point 0 et par la force. Abaissons du point 0 la perpendiculaire OP sur AF. La valeur absolue du ®^~ ^* moment de la force AF par rapport au
point 0 sera le produit AF X OP. Joî- Fig. 39. gnons OA, OF ; le triangle OAF ainsi formé
a pour mesure la moitié du produit de sa base AF par sa hauteur OP ; donc le moment de la force peut être représenté par le double de la surface du triangle O.AF. La même interprétation géométrique peut être donnée nu moment d'une force par rapport à un axe ; il est égal au double de Taire du triangle qui a pour base la projection de la force sur un plan normal, et pour sommet le pied de l'axe; cela revient à dire que le moment de la force par rapport à Taxe est égal en valeur absolue au double de la projection, sur un plan normal à Taxe, du triangle formé en joignant un point quelconque de Taxe aux extrémités de la droite qui représentée force.
On remarquera que, dans ces sortes de produits, l'un des facteurs représenle une longueur, et le second facteur une force; Tunité de force et l'unité de longueur restent d'ailleurs tout à fait indépendantes l'une de Tautre. La mécanique offre
X exemples de ces quantités compicxesqui résultent de la multiplication de facleurs représentant des quantités de difiérentes natures.
4(J. Soit AF (lig. 40) une force appliquée en un point A, et 0 un point fixe pris arbitrai rem rnl dans l'espace. Par ce point menons un axe OZ, perpendiculaire au plan conduit par la force AF cl lepoinlO.Le moment, AFxOP, de la force F par rapport au point 0 est identique au moment de la force F par rapport à l'ase OZ; il est égal au double du triangle OAF.
Proposons-nous de trouver le moment de la force F par rapport à un autre axe OS mené par le point 0. "'' *"'
Il suflim d'imaginer par ce point un plan tlR' perpcmliciilaire au nouvel axe, et de projeter le triangle OAF en Onf sur ce plan. Le moment cherché est le double de l'aire du triangle Oaf.
Mais prenons sur l'axe OZ, à une échelle arbitraire, une longueur OB égale au produit AFxOI', c'est-à-dire représentant à l'échelle le double de l'aire du triangle OAF. L'axe OS fait avec l'axe OZ un angle SOZ égal à l'angle du plan liH' avec le plan OAF, de sorte que, si nous projetons la longueur OB sur la direction OS, nous obtiendrons une longueur Ob qui représentera, à la même échelle, le double de l'aire du triangle Oaf, c'est-à-dire le moment de la force F par rapport à l'axe OS. On voit donc qu'il sera facile de trouver le moment d'une force F par rapport à tel axe OS qu'on voudra, connaissant le moment de celte force par rapport à un point 0 pris sur cet axe. 11 suffit, en effet, de mener par le point 0 une perpendiculaire OZ au plan conduit par la force F et le point 0, et de prendre sur celle droite, à partir du point 0, une longueur 011, représcninnt à une échelle arbitraire le moment de la iorce F par rapport au point 0. Le moment de la force F par rapport à l'axe OS sera représenté, à la même échelle, par la projection sur OS de la
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longueur OB, et Ton aura }llJP=}lJPxcùSaj a èlanl l'angle ZOS. Pour définir le sens du moment, on peut, comme nous Tavons indiqué en cinématique (§ 163), mener Taxe OB de telle sorte, que Tobservateur placé les pieds en 0, la tête en B, voie la force F solliciter son point d'application à tourner autour du point 0 dans le sens des rotations positives. La droite OB aura alors une direction, un sens et une longueur bien déterminés.
La construction géométrique du moment par rapporta Taie OS fait voir :
Que Ob est toujours moindre que OB, de sorte que h moment (Tune force par rapport à un point est en valeur absolue le maximum des moments de la force par rapport à tous les axes quon peut mener par ce point;
Que les moments de la force F par rapport à toas les axes OS, qui font un même angle, ZOS, avec Taxe OZ, sont égaux entre eux ;
Que les moments sont nuls par rapport à tout axe mené par le point 0 perpendiculairement à OZ, ce qu'on savait déjà, puisque tout axe mené par le point 0 perpendiculairement à OZ est contenu dans un plan passant par la force F;
Qu'enfin les extrémités b des droites finies Ofr, qui représentent la grandeur des moments par rapport à leurs propres directions, sont situées sur une surface sphérique, décrite sur OB comme diamètre. En effet, si on fait mouvoir l'axe OS dans le plan BOS, le point b, projection du point B sur la direction variable OS, décrira dans ce plan une circonférence dont OBsera le diamètre, et cette circonrérence, en tournant autour de OB, engendrera dans l'espace une surface sphérique qui sera le lieu de tous les points b.
47. Ces préliminaires posés, venons à la démonstration du théorème des moments, qui consiste dans l'énoncé suivant :
Le moment, par rapport à une droite XY, de la résultante de deux ou de plusieurs forces, toutes parallèles ou toutes concourantes, est égal à la somme algébiùque des moments de chacune de ces forces par rapport à cette droite XY.
Supposons d'abord qu'il n'y ait que deux forces à compo
Prenons ■
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Des seront comprises dans un môme plan, puisqu'on les suppose ou parallèles ou concourantes.
menis de ces forces par rnpporl à un point 0 de leur plan, ou par rapport à un axe normal à ce plan et passant par ce point 0.
1" Si les forces F et F' sont parallèles, abaissons du point 0 une perpendiculaire commune OAB sur leur direction ; nous pourrons admettre que A et B sont les points d'applicat on des forces F et P.
La résultante R sera égale h F+F', et sera appliquée en un p<ûnt I de la droite AB tel, qu'on ait l'égalité
Fig. tl.
Donc
RxAl^F'xAD.
Aux deux membres de cette égalité ajoutons (F + F') x OA ; il viendra
rxai-h;f+F')xoa = (f+F')xOA-i-F'xAD.
ou bien
BXlAl-hOA] = FxOA-t-F'X(OA + AD),
OU enfin
nxOl=FxOA+r'xoii,
équation qui montre que le moment, RxOI, de la résultante par rapport au point 0 est égal à la somme des moments FxOA.F'xOBdes composantes par rapport au même point. La cinématique démontre immédiatement celle équation. Regardons F et F' comme les mesures de rotations qui s'efl'cctuent simultanément dans le plan du papier autour des points A et B. la résultante de ces deux rotations (I, g ICo) est une rotation égale h R, autour du point I, et l'équation des moments
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exprime que le chemin RxOI, décrit pai' le point 0 de la firoitc AB en vertu de la rotation R, est la somme des chemins FxOA, F'xOB, décrits séparément en vertu des rotations composantes F et F'.
On vérifierait de même le théorème pour deux forces parallèles dirigées en sens contraires. L'équation finale est la même, pourvu que l'on donne des signes convenables aux moments. On pourrait aussi montrer que, grâce à remploi des signes, le théorème s'applique au cas où le centre des moments est compris entre les deux forces.
On peut conclure de là que la surface du triangle ORI est la somme (algébrique) des aires des triangles OAF, OBF'.
S"" Admettons que les forces ne soient pas parallèles. Soient AF et AF' deux forces concourantes. I^ résultante R est représentée en grandeur et en direction par la diagonale ARdu parallélogramme AFRF', et le théorème des moments revient à régalité
aire OAR = aire OAF -h aire OAF'.
Or les trois triangles OAR, OAF, OAF' ont une oase commune OA, et sont entre eux comme leurs hauteurs, c'est-àdire comme les distances RK, FH, F'H' des points R, F et F' ù cette base. Par le point F, menons FL parallèle à OA; la figure IIKLFsera un rectangle, dans lequel Fil = KL. De plus , les deux triangles FLR, AU'F' sont rectangles en L et en ir, ils ont Fangle FRL égal à l'angle AFil', comme compris entre cotés parallèles chacun à chacun ; enfin, ils ont des hypoténuses égales FR, AF', comme côtés opposés d'un parallélogramme. Le coté LR est égal au côté Fir, et par suite
RK = FU -+- ni'.
Donc enfin le triangle OAR est la somme des deux autres, el le théorème est démontré.
s perpendiculaires
DES IIOHEMS. BS
Cetlii^orèmeporie en slatique le nom de théorème deVarigiion.
Le Ihéoréme des moments pour deux forces parallèles rentre comme cas particulier dans la proposition relative à deux forces concourantes.
Soient en effet AF, A'F' deux forces appliquées aux points A et A', et concourantes en un certain point; soit U leur résultante, qu'o[i peut supposer appliquée en un point A' de sa direction. D'un point quelconque 0 pris dans le plan de la figure, abaissons d W, OP', OP" sur les <lireclions des trois forces; nous aurons «n vertu du thcorème
B>:OP"=txOP + F'xOP'.
. H est de plus égale en grandeur à la diagonale du parallé- HriWanitne dont les cftlés sont les forces ¥ et F', Or imagi- ^^Bilque le point de concours des forces F et F' s'éloigne in- ^HPaHment. A la limite, les trois forces F, F' et tt seront parallèles, et la diagonale R du parallélogramme construit sur ¥ el F' se changera en la somme, F -!- F', des deux forces données. L'équation des moments élant toujours traie, quelque éloigné que soit le point de concours des forces, est encore vraie à la limite, rjuand les forces deviennent parallèles, et peut servir à fixer la position vraie de la rèsullanle F + F'.
La cinématique conduit encore directement h l'équation des moments pour les forces concourantes. Considérons les forces F, F' et R comme dos rotations qui s'effectuent autour des directions AF,A'K', A°R ; la relation R sera la résultante des deux relations F et F'. Tout point du plan de la figure reçoit de chacune de ces, rotations un déplacement normal âce plan, et, par suite, le déptacemeni dû à la rotation R est la somme algébrique des déplacements dus à F et à F'. L'équation dos moments exprime celte égalité (I, g 1 69).
THÉORÈME
II. Supposons toujours qu'il n'y ait que deux forces données F et F\ mais qu'au lieu de prendre les moments par rapport à un point de leur plan, on prenne les moments par rapport à une droite XY quelconque. La proposition sera encore vraie.
Projetons les forces données, F et F', et leur résultante R sur un plan normal à XY. Nous obtiendrons sur ce plan deux forces /"et f , et une troisième force r, projection de R; le parallélogramme construit sur F et F\ dont R est la diagonale, a pour projection sur ce plan un parallélogramme, qui a pour côtes f et /', et pour diagonale r. Donc r est la résultante de /* et f. Ceci suppose les forces f ei f concourantes. Si elles sont parallèles, la force R leur sera aussi parallèle et sera égale à leur somme, et elle partagera la dislance de leurs points d'application en deux segments qui seront entre eux dans le
F rapport ^,. Mais la projection de la figure sur le plan normal
à XY donnera trois forces f, f\ r, proportionnelles à F, P, R: la force r sera la somme des forces f et /^, comme la force R est la somme des forces F et F', et le point d'application de la force divisera la droite de jonction des points d'application projetés en deux segments, qui seront entre eux dans le rapport
de ^;, c'est-à>dire de -77. En résumé, r est dans tous les cas
la résultante de fel f*. Le théorème des moments est démontré pour ces forces /*, f , r. Or les moments des forces /*, /^, r, par rapport au pied de Taxe XY, sont, par définition, les moments des forces F, F^ R, par rapport à cet axe. Donc enfin le théorème des moments est également démontré pour le cas où Ton prend les moments par rapport à un axe, en admettant toujours deux forces, soit parallèles, soit concourantes.
m. Il est aisé d étendre le théorème à autant de forces données qu'on voudra, pourvu qu'elles soient toutes parallèles, ou toutes concourantes en un même point.
Soient F^ F,, F,, ... F«, n forces satisfaisant à Tune ou à
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^BS conditions. Pour trouver leur résullanle, on peut composer F, et F,, ce qui donnera une résultante R, ; puis composer R, avec F^, ce qui donnera une résultante R, ; composer ensuite R, avec F,, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait composé la dernière force F, avec la dernière résuUante partielle R^,, ce qui fournira la résultante générale R. Dans cliaquc opération, on aura à composer deux foices, soit parallèles, soit concourantes, et, par suite, on pourra appliquer le théorème dis moments, ce qui donne une éqnalion. Nous aurons donc à la fois
XiiF. + Hif B,-H^llj,
Mf,H,_( = M^R
Ajoutons cesn— 1 équations membre à membre, et supprimons les termes communs, il viendra en défînitivc
le moment de la résultante R par rapport à l'axe xy est donc la somme (algébrique) des moments des composantes F,, f,, ... F,, par rapport au même axe.
trPI-ICATIONS DU THËOnÈHG DES HOSIEIiTS.
48. Proposons- nous de trouver d'abord les coordonnées du point d'application de la résultante de n forces parallèles, y , F,, ... F„ appliquées en ii points définis par leurs coordonnées rectangulaires, a;,, y,, s, pour le premier, a;,, y,, s, pour le second, i„ i/,, », pour le n""".
On sait ce qu'on entend par le point d'application de la résultante cberchéc (§34). C'est le point unique par lequel passe la résultante des forces données lorsqu'on les fait tourner chacune autour de son point d'appliialion, sans altérer leur
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parallélisme, et en conservant les rapports de leurs grandeurs. Soient X, Y, Z les coordonnées de ce point. Faisons tourner toutes les forces de manière à les rendre parallèles à Taxe OY, et prenons les moments par rapport à Taxe Oî. Les forces se projetteront en vraie grandeur sur le plan YOZ, normal à Taxe des moments, et les distances des forces à cet axe seront égales respectivement à %^ pour la première, à %^ pour
la seconde, à 2» pour la n^^^. La somme algébrique des
moments est donc égale à
On sait par le théorème des moments qu'elle est égale au moment de la résultante, c'est-à-dire au produit
Donc
- Ft»i-f-F«î«-f-.>.-f-F«a»_ZFg F,-»-F,-|-...-»-F« "XF'
équation que nous avions trouvée (g 34) par une méthode beaucoup moins rapide.
Nous obtiendrions la même équation en rendant les forces parallèles à Taxe OX, et en prenant les moments par rapport à l'axe OY.
L'analogie conduit à poser de même :
,_F|X|-hFtX,^-...-hK«x« 2fx F4-|-F,-|-...-hF« ~2F*
Y _ Fiyj + Fi^i -H ■ » . -t- F«y, _ iFy Fi + F,4- ...-f-F« 2F*
49. Les forces parallèles t\, F,,... F,, peuvent recevoir des signes, et par suite leur somme algébrique ZF peut être nulle.
Admettons qu'on ait ZF=0. Si Ton a en même temps lFx=0, 2Fy =0, 2F»=0, les valeurs de X, Y, Z seront indéterminées. Si, au contraire, quelques-unes des sommes ZFx, SFi/, l¥z ne sont pas nulles, quelques-unes des valeurs de X, Y, Z sont infinies.
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Le premier cas indique que les forces F,, F, F„ se foni
équililirc. Le second, qu'elles se réduisent û un couple, Icqm peut d'ailleurs âlrc nul pour certaines orienlalions des foret F. Ces dolails seront développés plus loin (g 72).
50. Cherchons en second lieu les moments par roppori aux trois axes OX, OY, OZ, d'une force donnée F, appliquée en un point M, qui est défini par ses coordonnées rectangulaires X, y, ».
Décomposons la force F au point M en ses trois composanles MX, MY, MZ. Le moment de la force F par rapport à un axe quelconque est égal n la somme algébrique des moments de SCS composantes.
Occupons-nous d'abord des momcnls par rapport à OZ. Le moment de la composante Z, qui est parallèle ;i l'axe, est égal à zéro. Les deux aulrcs composantes se projettent en vraie gi-andeur en mX, tnY sur le plan XOY.normalàOZ.Ladistancede la composante tnY à l'axe OZ, ou au point 0, est égale à Oii.\ ou i m^', ou enlin à x; la distance de la composante mX au même ^ point est m^j^' ou jf ; les moments sont donc égaux, aux signes près, i \x et à Xj ; quant aux signes, il fau I observer que, si X et t; sont positifs, comme le suppose la
figure, X lend a faire tourner son point d'applicaiion m autour du point 0, dans le sens qui amènerait l'axe OY vers l'axe OX, c'esl-à-dire dans le sens négatif; le moment de X est donc égal i — Xy; l'autre moment est positif, et la somme algébrique des moments est égale à
On démonirerait de même que la somme des moments par rapport h OX est
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i\ par rapport à OY,
Xx— Zx.
On a donc les trois formules
MaxFrrZy— \« = L, U«yF = Xs — ZxsU, ll«F = Yx-Xy=N,
en appelant L, M, N, pour abréger, les moments de la Torce F par rapport aux trois axes.
Ces expressions portent avec elles leurs signes. On remarquera que le moment d*une force par rapport à un axe s'exprime par un déterminant. On a par exemple
ll«F = ly— Y»=
Les trois déterminants
représentent donc les moments de la force F autour des axes
oz OX OY.
51. Si Ton déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, si par exemple on transporte l'origine au point dont les coordonnces sont Ç, r<, Ç, on aura, en appelant x', jf', %' les nouvelles coordonnées du point d'applicalion de la force F,
Donc
Zy-Y3=Z(,-+.y')-Y(Ç-»-«-)=(Zn-Y;)-|-(Zy'-Y3').
Le déterminant Zt/' — \z' est le moment de la force F par rapport au nouvel axe OT; quant au déterminant Z13— Y{, c^esl le moment, par rapport à Tancien axe OX, de la force F transportée parallèlement à elle même à la nouvelle origine (K.
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Tour passer des momenls suloiir d'un système d'axes rectangulaires BUS momenis autour d'axes pnndléles, il suffil de relranclier des premiers niomcnls les momenls par rapport aux iin ions axes, des forces Iransporlt-es parallèlement à elles-mêmes il la nouvelle origine.
52. Soit proposé , en troisième lieu, de chercher le moment de la force F par rapport à une droite OP, passant par l'origine. La direction de celte droite ÛP est détinie par les angles POX — a. POY=3,P0Z=:v, qu'elle fait avec les axes, ou, en projetant le point P en A, B, C sur les trois axes, par les cosinus de ces angles, savoi
"•?-ol
Les cosinus ont les signes des abscisses OA, OB, OC, et ils sont liés entre eux par la relation
C03«a+tOB'3-f c
Deux des angles étant donnés, le troisième cosinus s'en déduit, au signe prés, au moyen de celte équation.
Concevons un pian mené par le point 0, normalement à l'axe ÛP. Nous trouverons te moment cherché (g 45) en projetant sur ce plan l'aire du triangle qui a pour saminel le point 0, et pour base la force F, et nous avons vu (g 46) qu'il suffît pour cela de projeter sur l'axe OP une longueur 011, égale au moment de la force F par rapport au point 0, et prise sur une perpendiculaire au plan OMF.
Les moments L, M, N de la force F par rapport aux axes ne sont autre chose que les projections sur les axes decettelongueur OU; on peut donc regarder 011 comme la résullantc géométrique des trois composantes L, M, N, portées respectivement sur les axes à partir du point 0. La projection de la résultante OH sur la direction OP est la somme algébrique
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des projections des composantes sur la même direction. Prenons sur Taxe OX une longueur OL=L, et projetons le point L en V sur OP. Nous aurons OL' = Lcosa; de même la projection sur OP du moment M, autour de l*axe OY, sera é^le à Mcos^, et la projection sur ON du moment N autour de Taxe OZ sera N cos y.
Donc enfin
UopF r= Loosa + Ucos/i + Ncosy.
La connaissance des moments par rapport à trois axes rectangulaires conduit donc immédiatement à la détermination du moment autour d'un axe quelconque passant par IV rigine.
TUÉORIE DES COUPLES.
On a vu (g 40) qu'un couple est le système formé
♦-F par deux forces (F, —F) égales, parallèles et dirigées en sens conti-aires, B appliquées en deux points liés invariablement l'un h l'autre ; et que le bras de levier du couple est la distance de ^*^- ^- ces deux forces. Un tel système ne
peut être réduit à une force unique*.
Prenons les moments des forces F et — F par rapport à un point quelconque, 0, du plan des deux forces. Le moment de la force AF sera égal au produit FxOA, et
< La notion du couple, considéré comme un élément irréductible de la mécanique, a été introduite vers 1800 par Poinsot; elle a transformé la statique et la dynamique, et reste Tune des cr^tions les plus fécondes du profond géomètre à qui elle est due. Une réacl^on peu rénéchie s'est cependant produite, il y a quelques années, contre cette notion à la fois si élégante et si simple, et peu s'en est fallu que le couple ne disparût de renseignement. La grande objection des ennemis des méthodes de Poinsot, de ceux, par exemple, qui regardent sa statique comme un tour de force, c'est que le$ élève» ne peuvent pas comprendre sur-le-c/uonp Veffet d'un couple sur un corps solide. Or les commençants ne se font pas une idée plus juste de l'effet d'une force unique sur im corps solide, de sorte que l'objection; si elle avait quelque valeur, conduirait à nier la légitimité
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bmcot de la force — F, 6gal ô — Fx OB ; la somme algébrique des moments est donc i^gale à
FxO\ — FxOD=Fx(0.\ — 0B1 = — FxAB,
c'osl-â-dirc que la somme aljébyiiiue des motnents d\in couiiln par rapport à uit point du plan de ce couple, on par rapport à tout axe normal à ce plan, est constante, et égale en valeur absolue au produit de la valeur commune des deux forces par le bras de levier.
Ce produit prend la nom de moment dit roupie. Lorsque plusieurs couples sont situés dans un infime plan, on leur donne les signes + ou — , en suivant la convention relative aux signes des uionienls des forces; il est facile Je rcconnailre qu'appliquée au^ couples, cette convention revient à regarder comme positifs les moments des couples qui Icndenl à faire tourner leur bras de levier de gauche à droite, et comme ul^galifs, ceux qui tendent h faire tourner leur bras de levier de droite ù gauche. Il est bien entendu que cette tendance du couple à faire tourner son bras de levier n'est qu'une image tout à fait fictive, et qu'elle ne y*^
préjuge en rien la solution du problème de ^
dynamique qui consisterait h déterminer le X ,*'
mouvement d'un système solide sollicité par ) ^ 1 cet ensemble de forces. 1,^''
Le moment d'un couple FxAB peut être ^ représenté par l'aire d'un parallélogramme ayant F pour base et AB pour hauteur, c'est-à-dire par l'aire du parallélogramme AFA'P qui aurait pour bases opposées les deui forces F et F'.
(le l'^Imte de la slaUque lout emiërc, 11 n'y a rien d'^lonnant, au contraire. i ce qn'iiRQ notion coiiitnence par £tre incomplète, cl pigne en précision dans l'efptit de l'iM've à mesure qu'il pousse ses études plus loin. Pour nous. nous aïons voulu maintenir dans ce trailÉ la thOorie même do Poiiisol. lu comparaison de la statique avec la cinématique, dans laquelle te couple t'an'imile à ta Iraralalion rt la foret à la mlalion, nous pnralt suffire pour Taire smii le véritable caractËre de celte Ihi'orie. lout en sjoumant i la dyiinmiqui^ la question dcsetfelsde mouvement des forces : l'usage des couples en eimpliflera da mte aioguliérement l'anatvse.
THÉORIE
54. On peut transporter un couple partout où foii voudra^ dans son plan, ou dans un plan parallèle y et F orienter comme on voudra dans ces plans^ enfin on peut substituer à un couple m autre couple de même moment^ sans troubler Véquilibre.
La démonstration exige que Ton considère successivement chacune de ces altérations.
l"" On peut, sans troubler l'équilibre, faire tourner le couple d'un angle quelconque dans son plan autour du milieu I de son bras de levier.
Soit (F, F') le couple dans sa position primitive ; AB son bras de levier ; soit (F^, ¥\) le couple dans sa seconde position, et A^B^ son bras de levier. Il suffira de démontrer quele couple (F,,F'J, obtenu en changeant le sens des forces du couple (F^, V\)y fait équilibre au couple (F, F^) ; car s'il en est ainsi, on pourra appliquer au système les quatre forces Fj, F„ F^, F', qui se font équilibre deux à deux, puis supprimer les forces F„ F, F',, F' qui se font équilibre, et il restera le couple (F^, ¥\).
Or les forces P, et F' se coupent en un point L, où Ton peut les supposer appliquées ; elles se composent en ce point en une seule force LS, dirigée suivant la bissectrice de leur angle; la résultante LS passe donc par le point I. De même, les forces F et F, se composent en une seule KR, dirigée aussi suivant la bissectrice de leur angle, et passant par le point I. Enfin les forces LS et KR sont égales et de sens opposés. El comme elles peuvent être supposées appliquées au mémo point I, elles se font équilibre.
Le système (F^, ¥\) est donc équivalent au système (F, P).
2"" On peut, sans troubler l'équilibre, déplacer un couple parallèlement à lui-même, dans son plan ou dans des plans parallèles.
Soit F, F' le couple donné; AB, son bras de levier. Trans-
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t de levier parallèlement à lui-même en une postlion quelconque A,B„ el en chacun des poinls A,, B,, appliquons lipus forces contraires, F^, F,, et F',, F'„ égales el parallèles aux forces F et F'. Il suEfira encore de prouver que le couple (F,, F',1 fail équililire au couple (F, F'), pour élablir que les couples (F, F') et (F,, F',} sont équivalents.
Or joignons AA,, BB, ; ta figure AA,B,B, dans laquelle ÂB est égal et parallèle à A,B,, est un paratlùlogramme, dont les diagonales AB„A,B se coupent au point 0 en deux parties égales. Les forces F elF',, ^. , ^.J
égales, parallèles et de même sens, se composent en une force unique OB, appliquée au point 0, paraUèle aus forces données, et égale à leur somme 2F. De même, les forces F, el F', égales, parallèles et de même sens, ont pour résultante une force OB', appliquée aussi au point 0, dirigée en sens contraire de OR, et égale à 2t'. Les deux forces R et R', appliquées au même point, sont égales et contraires, el se font équilibre. Il reste donc le couple (F,, F',), c'est-à-dire le couple donné, Iransporlé parallèlement î lui-même.
3* ICn combinant le transport parallèle du couple cl la rolalion dans son plan autour du milieu de son bras de levici', on amènera le couple û occuper telle position qu'on voudra, dans un plan parallèle à son plan primitif. Il reste à prouver que l'on peut modifier arbitrairement la force pourvu qu'on altère en conséquence le bras de levier, el que deux couples de même momenl, qui agissent dans des plans parallèles, sont équivalents au point de vue de l'équilibre. Puisqu'on peut les déplacer, on peut supposer loul de suite qu'ils sont situés dans le même plan, et que leurs bras de levier appartiennent i une seule et même droite.
Soit AB le bras de levier du premier couple, et A,B, le bras de levier du second; F, ï' les forces égales du premier, et
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Fj, F'^ les forces égales du second. La condition d^équivavalence posée dans l^énoncé est
FXAB=F|XA4B4;
supposons en A^ et B, des forces F,, F', égales et contraires aux
forces Fp ¥\ ; il suffit de démontrer que le couple
(F«i F'.)t égal et con- « traire au couple (Fj, F',),
* fait équilibre au couple
Or les forces F et F'
Fis. 50.
parallèles et de même sens, se composent en une force unique OR, appliquée en un point 0 de la droite ABp parallèle aux forces données , et égale à la somme F + F',. Le point 0 est défmi par Téquation
AO _F^_F,_^ 0B|" F "" F""AiB|'
De môme, les forces F' et F,, parallèles et de même sens, se composent en une seule, R', égale à F'h-F„ parallèle aux forces données, et appliquée en un certain point C de la droile BÂ^. Le point 0' est déterminé par la proportion
D'Aï ■"F''" F
B0'-4-AB
AB
0'A|-+-AjBj AjU|'
ou bien
AB
0'li| A,B,
AO
Les points G et 0', divisant la distance AB^ en deux segments qui sont entre eux dan^ le môme rapport, coïncident, ef le point (y se confond avec le point 0.
AXE DIS COULE. Ta
ï for<M!s R et R' ùgalcs cl contiaîrcs, appliquées en ce môme poinl û, se lont équilibre, et par consi''quenl le couple (F,, F',) esl équivalent au couple (F, F'), si les momenls FxAB, F,xA,B, (le ces deux couples sont égaux.
55. Les théorèmes que l'on vient de déinanlrcr nous apprennent qu'au point de vue de l'équilibre un couple doit être regardé comme complètement défmî, au sens prés, dés qu'on donne son moment cl un plan parallèle à celui dans lequel il agit. Au lieu d'un plan, on peut donner une normale ;'i ce plan, et prendre sur celle noi malc taie lougiieiir éijiile au moment du couple : ce qui suppose le choix préalable d'une échelle des moiacnls. La longueur et la direction de cette droite dériniront à la lois le montent du couple et le plan dans lequel il peut être censé agir. I.a position vraie de la droite dans l'espace esl d'ailleurs indifférente; elle peut être déplacée comme oa voudra, pourvu qu'on n'en altère pas le parallélisme. De plus le sens de la droite peut servir â di''imir le sens du [
couple; pourr*la,onladirigeradu cùlcdu plan du couple ou un observateur, couché le long de la droite, les pieds sur le plan , verrait le couple tendre à agir dans le sens /^ des rotations positives, c'est-à-dire ^^ .|
de gauchcà droite. Une droite ainsi
construite, détinie de direction mais non de position, détînie en outre de sens et de grandeur, esl ce qu'on appelle l'axe dit couple. Soil donné l'ase OA d'un couple, cet axe étant dirigé dans le sens O.V; on trouvera le couple correspondant, ou un couple équivalent, en menant par le point 0, origine de l'axe, un plan P, dans lequel on supposera appliquées deux forces égales, parallèles et de sens contraires, F et F' ; leur distance BC est arbitraire, mais le produit FxBC doit être égal à la longueur OA, évaluée à l'échelle des momenls. Enfin on dirigera les forces F et V de telle sorte, que la tendance à la rotation figurée par le couple ail lieu de gauche à droite
par rappoii à un observateur placé les pieds en 0 et la tète en A.
56. La composition des couples se ramène à la composition il os forces.
Supposons que deux couples osient situés dans le même plan ou dans des plans parallèles. On connaît la valeur com> mune, F, des forces du premier couple, et la longueur b de son bras de levier; le moment sera F6, avec le signe -+- ou avec le signe — , suivant le sens dans lequel il agit. Nous pouvons admettre que le signe du moment soit attribué au facteur F, Taulre facteur b étant toujours pris en valeur absolue. Pour l'autre couple, il a de même une force F' qu'on prendra avec le signe convenable, et un bras de levier V qu'on regardera comme positif. Nous pouvons, sans rien changer à l'équilibre, substituer au couple ¥V un couple Pfr, qui aurait le même bras de levier que le premier couple, avec une f(»rce F" telle, que l'on ait l'égalité
Les deux couples ¥b et fb ont donc des bras de levier égaux, et on peut déplacer le second couple en le faisant tourner dans son plan ou en le transportant dans un plan parallèle, de manière à faire coïncider les points d'application des forces F et F". Ces forces agissent alors suivant des directions identiques ; elles se composent aux deux extrémités du bras de levier en deux forces égales à leur somme algébrique, F -H F"; le résultat de celte composition est un couple situé dans le même plan que les deux premiers, ou dans tout autre plan parallèle, et dont le moment est égal à
c'est-à-dire à
Fb+F'b,
ou encore à
Fb-i-ri/.
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e rnomeni du couple rèsuUant csl donc égal à la somme algébrique des innmeiils composants.
Celte proposition s'étend ii un nombre quelconque de couples, et l'on parvient à ce théorème :
te couple résiillant de lani de couples donnés {ju on voiidni, âituéi daui des plans parallèles, est silué dans un plan parallèle aux plans descouples donnas, et son momenl est la somme atgébriii»e des moments des couples composants.
L'ax^ du couple rùsutlant est donc aussi la somme algébrique des axes des couples composants ; de sorle qu'on peut dire que l'axe du couple résultant est la résultante des axes des couples donnés, composés comme des forces à partir d'un iDi^me point de l'espace. Ou verra tout à l'iieure que cette proposition est générale.
La composition par voie d'addition des couples parallèles montre bien que le moment d'un couple est la vraie mosure de son énergie. On peut admettre comme un axiome que si l'on multiplie par un même nombre n les forces d'un couple, sans rien changer à son bras de levier, l'énergie du couple est multipliée par ce nombre n. Or cela revient à aildilîonncr n couples égaux au premier, ou encore à composer ensemble n couples dont les moments soient tous égaux au moment du couple donné. Le moment du coujdc résultant sera égal à n fois le moment du couple primitif; en d'autres termes, les énergies des deux couples seront entre elles dans le même rapport que leurs moments.
57. Cherchons à composer deux couples donnés C, C, agissant dans des plans qui se coupent.
On peut déplacer chacun de ces deux couples, de manière à leur donner des bras de levier situés sur la droite d'intersection des deux plans qui les contiennent. Puis on peut substituer à l'un d'eux un couple équivalent, ayant le même bras de levier que l'autre.
Soit AB ce bras de levier commun. An point A nous aurons une forceAt", dirigée perpendiculaiiement à AB, dans le plan PP' du premier couple C; au point B, une force parallèle, égale
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et contraire, BF'; et de même, dans le plan QQ' du second couple C^, deux forces AF^, BF\, également perpendiculaires à
rînterseclion des plans P et Q.L*angle yl^ plan F^AF mesure l'angle dièdre de y/ ces deux plans.
f; B/ _/ Pour composer les couples C etC„
/ ^^>^^^^^w / / ^^^^ composerons séparément les / ir^^X^^ / forces F et F^ en une force AR, et les
7~/A~F deux résultantes AR et BR' seront
1/ égales et parallèles, et formeront le
^V couple résultant. Nous voyons donc
Fig. (El que deux couples se composent tou-
jours en un couple unique.
Construisons les axes des couples C, C^ et du couple résultant. Pour cela, au point A, élevons une perpendiculaire au plan PP', et prenons sur cette droite une longueur Aç représentant à Téchelle le moment du couple C, ou le produit F X AB.
Au même point A, élevons une perpendiculaire au plan QQ', et prenons sur cette droite, à la même échelle, une longueur Asp égale au moment du couple Cp ou au produit F^ x AB.
Enfin menons perpendiculairement au plan BAR une droite A^^ que nous prendrons égale au moment RxAB du couple résultant.
Les droites A9, Ap, A9J sont toutes trois dans un plan normal à la droite AB, c'est-à-dire dans le plan des trois forces F, R et F^ ; de plus, les angles <pAF, pAR, ÇjAF^ sont droits ; les trois directions A^, Ap, A^^ peuvent donc être oble- . nues en faisant tourner d*un angle droit autour du point A les directions AF, AR, AF^ dans le plan normale AB. Déplus, les longueurs Af , Ap, Aipp sont, par construction, proportionnelles à
FxAB, RxAB, F|XAB,
OU bien aux forces
ASALOGIE AVEC LA CINÉMATIQUE. 70
oii enfin aux longueurs
AP, AD, &F
La figure Afp?, est donc semblable à la figure AFRF,, et pnr suite Ap, axe du couple résullant, csL la résullante géoiiu'-- Iriquc des ases A9, Aj, des couples composants.
De là résulle la n'-gic suivante, qui est tout à fait générale, « I qui s'applique aux couples situés dans des plans parallèles un dans des plans qui se coupent :
Pour composer des couples donnés, on conslruira en un même point de l'espare les axes de chacun de ces couples ; puis on coin posera ces axes à la manière des forces. La résultante sera l'aie du couple résultant.
Inversement, on peut décomposer un couple donné en trois couples situés dans trois plans quelconques, non parallèles deux à deux. Il surill de tnenei' par un mémL' point de l'espace l'axe du couple donné et des normales aux trois plan", puis de décomposer l'axe suivant les arêtes du Iriédrc formé par ces normales. Les composantes seront respectivement les axes des couples cherchés.
58. Remarquons l'identité des règles de la composition des forces et des couples avec les règles cinéinaliqucs de la composition des rotations el des translations. Celle identité est parfaite, pourvu que l'on assimile les forces aux rolaliousy d'une part, les couples aux translations, de lautie. Le tableau suivant fei-a ressortir cette analogie.
CIKiaàTIqCË.
Une ntalion est définie quand on connatt )■ posilion de t'axe autour duquel elle s'opère, le un* dans li?qutl elle a lieu, el sa viteue anyu-
On 1^ représente par une druile finie, prise sur l'axe, dans un certain sens, à pcflir d'itn point qutl-
Uiie force esl définie quaiiJ un connaîL la posilion de la droite suivaut laquelle elle agit, le uni dans lequel elle agît, et son intensité.
On la représente par une di'oile finie, prise sur sa direction, dans le sens où elle agit, à partir d'tiii point quelcontiue, que l'an considère comme ton point d'application.
ANALOGIE AVEC LA CIKÉXAnQUC.
Deux rotations concouranteê se composent en une seule par la régie du parallélogramme des rotations.
Deux rotations parallèles se composent en une seule, égale à leur somme algébrique. Le centre de la rotation résultante partage la distance des centres des rotations composantes en segments réciproquement proportionnels aux rotations données.
Deux rotations parallèles , égales et contraires forment un couple de rotation y qui équivaut à une transh' tion. La vitesse de la translation résultante est le produit de la vitesse angulaire commune aux deux rotations par la distance des axes.
Une translation se représente par une droite finie, parallèle à la vitesse de la translation, dirigée dans le même sens, et qu'on peut transporter partout où Ton voudra, parallèlement à elle-même.
Deux translations se composent en une seule au moyen du parallélogramme des translations^ construit en un point quelconque de Tespace.
Deux forces concouranteê se composent en une seule par la régie da parallélogramme des forces.
Deux forces parallèles se composent en une seule, égale à leur somme algébrique. Le point d*applicatioD de la résultante partage la distance des points d'application des composantes en deux segments réciproquement proportionnels à ces composantes.
Deux forces parallèles^ égales d contraires, forment un couple.
Le moment du couple est le produit de la valeur commune aux deox forces par leur distance, ou kras de levier.
Un couple peut se représenter par son axe, droite finie, égale à son moment, élevée dans un oertaia sens perpendiculairement à sot plan, et qu'on peut déplacer comme on voudra parallèlement à eOemême.
Deux couples se composent en m seul au moyen du paraliélogramms des axes^ construit en un point quelconque de Tespace.
La composition des forces et des couples appliqués k un même corps solide complétera cette analogie, et fera reconnaître en statique des propriétés correspondantes à celles qui ont été établies en cinématique, pour la réduction du mouvement général d^un solide à deux rotations, ou à une rotation et à une translation, ou enfin au mouvement hëlicoidal le long et autour de Vaxe instantané glissant.
CnAl'ITRE III
M POSITION n RÉDUCTION I
«PPLigUËES A UN CORPS SOLIDE
l *U mOINOnC NOMBRE OEB FORCEi
50. Un corps solide, libre dans l'espace, est sollicité par un nombre quelconque de forces ; on donne pour cliarniio sou point d'application, sa direction el son inleusilè. On demande de substilucr à ces forces d'aiilrcs forces cqtiivak'ules au point de vue de l'équilibre, et dont le nombre soit le plus petit possible. Les exemples que nous avons déjà examinés peuveal éelaircir ce problème. Lorsque les forces sont ou concourantes, ou parallèles, on peut les réduire îi une furce unique, leur réiuUaJile, sauf le cas où l'on obtient un couple ; les forces données se réduisent à deui dans ce dernier cas, el l'oo ne peut pousser plus loin la réduction.
Nous ferons voir dans ce chapitre que l'on peul toujours réduire à deux farces un système quelconque de forces appliquées à un système solide, et que la réduction à une force unique n'est possible que dans des cas particuliers.
Le problème de l'équilibre des systèmes solides sera résolu dès que nous aurons trouvé les lois de celle réduction. Car il parait évident que deux forées appliquées à un mémo système ne peiivoni fc faire équilibre qu'à la condition d'être égales, et appliquées en sens contraires en deux points d'une niûme din:ctii)nf On saura donc qu'un corps solide est en équilibre, en Tériûaul que les forces qul&alUçitcntce coips peu\ent se réduire à deux foi ces remplissant ces conditions.
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nÉDUCTION DES FORCES k TROIS.
60. On peut toujours réduire les forces qui sollicitent un corps solide à trois forces dont les points d'application soient trois points A, B, C, pris arbitrairement dans le solide.
Soit F une des forces données, M son point d'application. Nous pouvons supposer cette force appliquée en un point 0 quelconque, pris sur sa direction. Joignons OA, OB, OC. Généralement ces trois droites ne seront pas dans un même plan. On peut les considérer comme les directions des arêtes d'un parallélépipède dont la diagonale aurait pour direction la droite OF. On pourra donc décomposer au point 0 la force OF'=F en trois composantes ^''^' ^ OR', OS', OT', dirigées suivant les droites
OA, OB, OC. Ensuite on peut transporter les forces OR', OS', OV aux points A, B et C, ce qui donnera les trois forces AR, BS, CT, qui remplacent la force donnée MF.
On opérera de même pour chacune des forces données; et pour chacune on obtiendra trois composantes, appliquées Tune au point A, Tautre au point B, la troisième au point C.
Toutes les forces appliquées en A se composeront en une force unique par la régie du polygone des forces ; toutes les forces appliquées en B se composeront aussi en une seule; toutes les forces appliquées en C se composeront de même. On obtiendra donc, par cette décomposition et celte recomposition, trois forces,appliquées, la première en A, la deuxième en B, la troisième en C, et qui équivaudront à l'ensemble des forces données.
La (lécomposilion est d'ailleurs possible d'une infinité de manières, car elle dépend de la position arbitrairement assignée au point 0 sur la direction MF.
Afl'LlOlIEES \ UH SOLIUE.
n£DiicTiu> DES Tnoia i
Cl . Nous venons de ramener les forces données à (rois forci s R, S, T, appliciuées respectivement aux poinls A, R, C du folide (fig. 54). Nous allons rùdiiircces Irois t'urces à deux seukmcDl. Par le poini A, nrlii- Irairemcnt pris sur la direrlion de l'une des forces R, cl la force BS, nous pouvons faire passer un pl.in. Ce plan coupera gL^nôralenienl la droite CT
en un point M oîi l'on peut sup- U- ' ■' 'J
poser la force T transportée. p Joignons AM; celte droite ren- Fig. h.
contre la direction BS en un
point B', et nous pouvons sifppi'ser la force S appliquée en ce point. Uans le plan ABSM, menons par les points A et M deux droites AA', MM', parallèles à CS , puis décomposons la force S on deux forces parallèles , respecLivemcnt appliquées aux points A et M ; la règle des forces parallèles nous donne immédiatement les valeurs des composantes.
suivant MM',
Suivant AA', la composante AS,^Sx-r4i. et
AB' la composante MS, = SXtû-
On peut donc remplacer la force S pnr ses composantes .\S, et MS,; ensuite on peut composer S, avec R, S, avec T, p.w la ri>gle du paralléloi^ramme. Ces opérations conduiseul i\ deux forces AP, MQ, équivalentes aux trois forces R, S, T. el par suite équivalentes aux forces primilivomcnt données.
On voit de plus que les forces se réduiiont h une seule, si les deux forces AP, MQ sont dans un même plan.,
Xoire raisonnement suppose que le plan conduit par le puint A et la droite BS rencontre quelque part la droite Cl. Il
COMPOSITION DES FORGES
pourrait arriver qu'en prenant au hasard le point A sur la direction de AB, le plan ABS lût parallèle à CT. Dans ce cas, on pourrait changor la position du plan ef Tamener h rencontrer la droite CT, en prenant un autre point A sur la droite AR; ou bien, si le plan ABS ne variait pas de position avec le point A, ce serait l'indice que les deux forces AR, ES sont dans un môme plan; elles auraient donc une résultante unique, et la réduction des trois forces h deux s'obtiendrait par la composition de deux des forces données.
Trois forces, non situées deux à deux dans le même plan, peuvent avoir une résultante unique ; c'est ce qui a lieu en général quand les deux forces auxquelles on peut réduire le système des trois, sont situées dans un môme plan.
Mais deux forces non situées dans un même plan n'ont pas de résulUmlc unique. Soient, en effet, P et Q deux forces, et K leur résultante. 11 y aura équilibre entre les forces P, Q et — R. L'èquiLLre ne sera pas troublé si Ton fixe un point A sur la direction de P, et un point B sur la direction de Q ; alors le solide auquel les forces sont appliquées est libre de tourner autour de la droite AB, et cet effet tendra à se produire sous Taction de la force — R, à moins que cette force ne rencontre Taxe en un certain point C. On prouverait de même que la direction de R rencontre toute autre droite AB, qui s'appuierait sur les directions P et Q : chose impossible, à moins que les forces P, Q et R ne soient contenues dans un môme plan.
En général on peut s'arranger de manière que les deux forces P et Q, auxquelles on ramène un système de forces quelconques, soient rcclangulaires. En eflet, décomposons la force P en deux forces, P', P", Tune, F, contenue dans le plan conduit par le point A et la force Q; Pautre, P*, perpendiculaire à ce plan. Les deux forces P' et Q, étant situées dans un mùinc plan, se composent en une force L contenue dans ce plan (le cas où ces deux forces forment un couple clant excepté), cl le système proposé est alors ramené aux deux forces rectangulaires P" et L.
APPLIQUÉES A U» SOLIUE.
ntri:CTios des forces a deix, au hôtes des roufi.E;
G3. L'emploi des couples conduit beaucoup plus sirnplcinciil il la t ûiluclion demandée.
Soi! une force F appliquée en un point A d'un corps solide. Trcnons artûtrairenieut un point 0 faisant partie du corps solide, ou relié invarialilcmcnt û ce corps, s'il n'eu fait pas partie. Nous ne cliangcrons rion au système de fofces en appliquant en ce point deux forces, F et — F, égales et con- Iraîres, que nous prendrons égales cl parallèles à la force AF. Il reste donc une furce F apgdiquée au point 0, et deux Forces Y et — F, appliqués lune en A, Tau- Ire en 0, et formant un couple (F, — F), A toute force donnée F ou peut substitucrninsi lesyslème formé par telle force ""' '^''
transportée en un point 0 quelconque, parullélenicnl à elle-même, et un couple (F, — F) dont le bras de levier 01' est ta dislance du point 0 à la direction AF de la force donnée.
OpèranI ainsi pour cliacune des forces données, nous transporterons toules les forces parallèlement 6 elles-mr*mes en un point 0, lié invariablement au système solide; ilc ce transport résulte la formalion d'autant de couples qu'il y a de forces. Nous pourrons ensuite composer ensemble loules les forces appliquées au point 0, ce qui nous donnera une rémllante apjiliquée en ce même point ; puis composer ensemble tons les couples, ce qui nous donnera un couple résutlaul. Cn système de furces peut donc être ramené ii uiif force unique, R, et à un couple unique, C.
Le couple C peut être transporté où l'on voudra dans des plans paialir^Ies. Nous pouvons donc faire en sorte que l'une, P. de SCS forces ail un point commun, A, avec la résultante 1\ Ifig. 50). Composant tes forces It et P, nous aurons rumené
RËSULTÂNFE DE TRANSLATION.
Fig. 50.
le système des forces l\ deux composantes : la force S et la force — P.
On peut remarquer que, quel que soit le point 0 (fig. 55) où
Ton transporte les forces données, leur
résultante R aura la même grandeur et la
môme orientaliou dans respace; car elle
est le dernier côlé du polygone des forces,
dont les côtés ne varient ni de grandeur,
ni de direction, en quelque point qu*on le
construise. Cette résultante R a reçu le
nom de résultante de translation du système
do forces données. On verra en dynamique
la raison de cette définition. La direction
du plan du couple résultant C, et la grandeur de ce couple,
varient, au contraire, avec la position assignée au point 0.
Cherclions comment s'opère cette variation. Pour cela
imaginons qu'après avoir déterminé la résultante R et le couple C en nous servant du point 0, nous voulions avoir la résultante et le couple pour un point 0', diflérent du premier. Il suffira de transporler la résultante R en ce point, ce qui donnera naissance à un nouveau couple (R, — R), qu'on aura à composer avec le couple C. Le couple change donc seul, comme nous Tavions déjà reconnu.
Le plan du couple résultant variant de position avec le point 0, où Ton transporte toutes les forces pour obtenir la résultante R, et la direction de la force R étant toujours la même, l'angle de la force R avec le plan du couple C est variable. Nous allons démontrer que le couple résultant est le plus petit possible quand cet angle est droit, c'est-à-dire quand Taxe du couple C est parallèle à la résultante R.
Il suffit de faire voir (fig. 58) que, si cette condition est remplie, tout déplacement du point 0, en dehors de la direction de la force OR, entraine un accroissement du couple C. Soit 0' le nouveau point choisi pour y transporter les forces.
Ey
Ya
Fig. h't
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Abaissons CO perponiiiciilniic sur Oit ; nous pourrons regarder la force It comme appliijuée en ce point 0 pris sur sa direction, elle couple C cunime représenlé par ^^
son ase OC, porlé sur 011 h piirlir du m^me poinl. Au poinl 0', appliquons deux forces égales et parallèles à R, et en sens conlraire l'une de l'autre; / j ' nous substiluons ainsi à la force donnée une force R, /' j légale cl parallèle, appliquée en 0', et un couple i ^ (R, — R), dont le moment est R x 00', el dont on ; aura l'axe en prenant une quanlilé, OU, égale à ce ""' moment, sur la perpendiculaire élevée en 0 au '*'' ^ plan ROO*. Le nouveau couple résultant C' s^obLicndra donc en composant bu point 0 l'axe OC du couple primitif avec l'axe OH du couple (R, — R), ce qui donne un axe OC, diagonale du rectangle OCC'U : par suite, le nouveau eouple C a un moment pins grand que le couple C, el son axe fuit avec la direction de la résultante un angle différent de zéro.
De quelque cOté que l'on déplace le point 0 autour de la direction OR, on obtient donc un accroissement dans la grandeur du couple résullanl ; cet accroissement est le même pour un même écart 00', pris dans le plan normal à OR mené par le point 0.
Il n'exisic donc qu'une seule droite OR, tout le long de laquelle le plan du couple résultant soit normal à la résullanle, et c'est celle pour laquelle le couple résultant est minimum.
L'analogie que nous avons déjà fait pressentir entre la statique el b cinématique des corps solides se complète ici. En cffcl, loul déplacement élémentaire d'un corps solide a été ramené fi ta coexistence d'une rotation et d'une translation, et nous avons reconnu qu'on peut déterminer un axe de rotation unique, paralléiemenl auquel la translation s'opère; c'est l'aie du mouvement hélicoïdal du corps solide. La translation est alors minimum, la rotation restant toujours constante (i. ^ 160 et 161). De même, nous \enons de ramener les forces sollicitant le corps solide à une résultante It, qui cor-
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respond à la rolalion, et h un couple C, qui correspond i la translation ; puis nous avons reconnu l'existence d'une direolion unique, qui est à la fois la direction de la résultante, h direction de Taxe du couple résultant, et le lieu des points pour lesquels le couple résultant est le plus petit possible. Cette droite a été appelée par Poinsot Vaie central des moments ou des couples.
Enfin , la réduction de toutes les forces données à deux forces correspond à la décomposition du déplacement éléntentaire d'un corps solide en deux rotations simultanées (I, g 157).
64. Proposons-nous de trouver la position de Taxe central. Soit OR la résultante de translation, supposée appliquée au point 0, et OC Taxe du couple correspondant, qu'on peut mener aussi par le point 0. Décomposons le / couple OC en deux couples composants, ""V\ l'un OA, suivant la direction de la résul- M / \ tante R, l'autre OB, perpendiculaire à la Ib'"/©""""! résultante. Par le point G, menons une
droite OX, perpendiculaire au plan ROB, et sur cette droite, prenons, dans un sens qu'on définira tout à Theure, un point (K tel, que R X 00' soit égal au couple OB. Nous pouvons transporter au point 0' la ré- Fi- 50 suUnnte R, en appliquant en ce point deux
forces R et — R, égales, parallèles, et contraires Tune à Tautre. Par là nous donnons naissance à un couple (R, — R) dont le bras de levier est 00', et dont le moment, R X 00', est égal au moment du couple composant OB. Nous pouvons d'ailleurs preudre sur la droite OX la distance 00' dans un sens tel, que Taxe 06' du couple (R, — R) soit dirigé en sens contraire de OB, sur la droite perpendicula-re au plan ROO'. On ramène ainsi le système de la force OR et du couple C au système de la force C'A et des trois couples OB, OB', OA; les deux premiers couples, égaux et contraires, se détruisent, et il reste la résultante R
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appliquée on 0', et le couple OA, dont l'axe est parallèle à la rL'sullanIc. La ilroile O'Û est donc l'axe cenlral des forces données.
L'axe central O'R une fois déterminé, si l'on Iransporle (ouïes les forces en un point quelconque 0, éloigné de cet axe d'une qiiantilé OCy ^^ /i, la résuUunle de translation corresponilanle OU reste la même en grandeur et en direction, mais l'axe du couple résultant pi end la direction OC dans le plan normal à OC Soil 11 = OA la valeur du couple résultant miniluum. La valeur, G, (Ju nouveau couple OC s'oMiendra en remarquant que le couple coraposan t AC est égal à R xOO'^R'i; donc
\a direction OC est d'ailleurs définie par l'angle COA = roaa
, et
tan6ï =
AC_ RA
L'angle ç étant le même pour une même distance 00', prise dans une direction quelconque à partir du point 0' dans le plan perpendiculaire à O'R, le lieu des droites OC, pour une même distance donnée 00', est Vbyiierbohide de rèvoltiHoii que l'un obtient en faisant tourner la droite inclinée OC uulour de l'a -te O'R.
DtTEBMlKATIO» ABALTTIQUB DE LA nÉSULTAME ET 1>U COUPLE [lÉSLX- TAMT d'CH système DOSSÊ DË POUCES APPI IQl'LES A VU COUPS SOLIDE.
Oà. Nous supposerons que Ton connaisse les points d'application des forces par leurs coordonnées, et les forces ellesmêmes par leurs composantes parallèles aux axes. Pour chaque force F, appelons X, Y, Z les composantes parallèles 3111 axes OX, OY, OZ, et x, ij, s les coordonnées du point d'application, prises par rapport à ces mêmes axes. On suppose les axes rectangulaires.
Nous distinguerons par des indices les forces appliquées
DÉTERMINATION DE LA RÉSULTANTE
aux divers points du corps solide. SMl y a n forces, les lettres X, Y, Z, x, y, % recevront en indice les numéros de 1 jusqu'à u.
Nous dosigiicrons par X', Y', Z' les composantes de la résultante de translation, R, de ces n forces, et par U, M', N' les composantes du couple résultant, décomposé aussi parallèlement aux axes.
Considérons en particulier une force F, appliquée au point M ; transportons-la à l'origine, 0, que nous Fjg. go. supposerons invariablement liée au
système solide; nous aurons de cette manière une forc« OF, appliquée en ce point, et un couple (F, — F), dont le moment sera le moment de la force MF par rapport au point 0 (g 53).
Décomposons la force OF en ses composantes X, Y, Z, parallèles aux axes.
Décomposons de môme le couple F, — F) en ses composantes, en le projetant sur les trois plans XOY, YOZ, ZOX. Les couples composants auront pour moments (g 50) :
Dans le plan XOY, le moment de la force MF par rapport à l'axe OZ, ou Yx — Xt/ ;
Dans le plan YOZ, le moment de la môme force par rapport à Taxe OX, ou ïy — Y» ;
Enfin, dans le plan ZOX, le moment de la force MF par rapport à l'axe OY, ou X3 — Zx.
Les expressions Yx — Xy , Zj/ — Y« , X« — Zx représentent donc respectivement les axes des couples composants du couple (F, — F), quantités qui doivent être portées sur les axes coordonnés OZ, OX, OY.
Opérons de même pour les n — 1 autres forces; nous aurons pour chacune trois composantes appliquées au point 0 suivant les trois axes, et trois couples composants dont les axes coïncideront avec les mêmes droites.
Les composantes des forces appliquées suivant le même
ET DO COUPLE RÉSULTANT
axe se composent en une seule force, par voie d'addition algébrique. De même, les axes des couples composants se composent à la manière des forces (g 57). On obtiendra ainsi les six inconnues, savoir : les trois composantes, X', Y', Z', de la force R, et les trois couples composants, L', M', N', du couple C, moyen des équations : «.
X'=Xj-+-Xâ4-X5+...+Xn=2X,
I/=lZ,yt- YjîiH- iZ^î/, - Y,5, + (Z5t/3 - ¥533) + . . .
+ (Z«y« — Y„3«)=2(Zy — Y»), M'=(XiSi- ViH- (Xt3«-Z,x,) -h (X535— Zs^sl-h. . .
H- (X„ 3, - Za JT») = 2 (Xa - Za^ ,
!l'=(YtZ,-X,y,)+(Yt^«-X«y«) + (Ys:rs-X3Vs)+. . .
Ynx«— Xaî/«) = 1 (Yx— Xy
Pour trouver ensuite la force R et le couple C, on compopar la règle dn parallélépipède, d'une part les trois composantes X', Y', 1\ et de l'autre les trois couples compo- «nts L% M, N .
DÉTERMIMATIOM ANALYTIQUE DE l'aXE CENTRAL.
66. Soit O'R la direction de l'axe - entrai; OR est la résultante de trans- \ litioD) et (ïk l'axe du couple résul- /lant.
Soient Ç, iq, l^ les coordonnées du ■'■ foint (y, et X, (x, V les angles que la ! dection (yR fait avec les axes.
La résultante de translation, O'R, f .M Tarie ni de direction ni de grandeur, en quelque point de qu'on transporte les forces. On a donc
X'=Rcosi, Y'=Rcos/ui, Z' = Rcosv,
Fis. Cl.
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et par suite les angles X, (x, v, qui définissent le parallélisme de Taxe central, sont donnés par les équations
V^r*TvM=z^ Vr«+VH^ ^rH=THFF
Le radical doit être pris positivement dans les trois tormnlcs, car il indique la valeur absolue de la résultante R.
On connaît donc la direction CR. Reste à déterminer les coordonnées du point 0'.
Soit 11 le couple résultant minimum O'A; décomposons ce couple suivant les plans coordonnés, ce qui se fera en projetant la droite O'A sur les axes. Nous avons
suivant Taxe OX, H cosl, suivant l'axe OT, H cos/t, suivant l'axe OZ, IIcosv.
Les moments de la force R par rapport aux mêmes axes sont, autour de OX,
autour de OY,
et autour de OZ,
Ce sont les moments composants du couple que l'on forme en transpoitanl la force O'R parallèlement à elle-même au point 0. Ces couples se composent avec les couples composants du couple O'A, pour donner les couples L', M', N', et Ton a
L' = HcosA + Z'>î — Y'ç,
(2) ( M'=HC08y>* + X'?— Z'Ç,
K'=IIcosv4-Y'Ç— XV
Le couple 11 est encore inconnu. Pour le déterminer, multiplions la première équation par X', la seconde par Y', la troisième par Z', et ajoutons. Les coordonnées Ç, t;, Ç dispa-
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raissent dans la somme, et il vient, pour déterminer H, l'êquatioii
H(X'cosi H- Y'cos/x4- Z'cosv) = LI'+II'Y'H-S'Z'.
La fonction X' cos X + Y' cos [jl -f- Z' cos v est d ailleurs égale à R, en vertu des équations (1), et l'on a, en définitive,
On en déduit
"^^^ T^Ty^î+t* — '
„ _[rr-hM^Y^H-N^^Y^ licos/»-^ X'«+Y'«-fZ'* '
(L'X'+M'Y'-hK'Z')Z'
Substituant ces Valeurs dans les équations (2), on obtient les équations de Taxe central, projeté sur les trois plans coorduuiics'
i/x^+M-Y-v-hN-rx-
^, — IÇ-L X'*H-Y'*H-Z'*
_L^(Y^«-f Z^)~M^Y^X^- K^ZOL^
iÇ A»î— X'^-I-Y'^H-Z'*
CONDITION POUR QUE LES FORCES
soit parallèle au plan du couple C, ou bien que la force R soit perpendiculaire à Taxe du couple.
Construisons la force R appliquée au point 0 ; pour cela, il suffira de prendre sur l'axe OX une quantité OS=X',
puis dans le plan XOY, perpendiculairement à OY, la quantité SP = Y', enfin, perpendiculairement au plan XOY, une quantité PR = 7/. La force OR sera la résultante des forces X', Y', Z', appli* quées au point 0 suivant les axes.
Prenons de même OK = L% KH=M', HC = N'; la résultante OC sera Taxe du couple résultant.
Pour que les forces aient une résultante unique, il faut et il suffit que Tangle COR soit droit, ou, enjoignant CR, que le triangle COR soit rectangle, et qu'on ait l'égalité
cr' =3 5c* + OR*.
Mais OC est la diagonale du parallélépipède rectangle dont les arêtes sont L', M', N' ; et par suite
Fig. 62.
de même
OR* = X''+Y'* + Z
Enfin CR est la diagonale d'un parallélépipède rectangle dont les arêtes parallèles aux axes sont égales en valeur absolue aux différences U — X', M' — Y', N' — Z', et l'on a par consé-* quent
CR' = (L' — XO* + (M' — YO'-h (N' - Z')'.
La condition s'exprime donc par l'équation
Développant les carrés dans le premier membre, effaçant
AIENT UNE RÉSULTANTE UNIQUE
de part et d'autre les termes communs et supprimant le factanr 2, on arriTe à Tëquation finale
Cest la condition cherchée.
On y parvient plus rapidement en observant que X', Y', T fooepart, L% M', N' de l'autre, sont proportionnels aux cosi- Ms des angles que les directions OR et OC font avec les axes, ie sorte que Tégalité LT -4- MT4- NT = 0 indique que FangleCOR est droit.
En se reportant au § 66, on verra par l'équation (5) que cdie condition réduit à zéro le couple minimum H, sauf le as où Ton aurait à la fois r = 0, ¥'=0, Z'=0, cas dont BMS allons nous occuper.
OOMHTIo:! rOCR QUE LES FORCES SB RÉDUISENT A UH COUPLE.
68. La résultante de translation est toujours la même, en ^que point qu'on transporte les forces pour les composer; fwr que les forces soient réductibles à un couple, il faut et il suffit donc que la résuUante R soit nulle, ce qui suppose à la feX' = 0, Y'=0, Z' = 0.
Daasce cas, l'équation
L'X'-firY'-fK'Z'=0
est satisfaite d'elle-même, de sorte qu'elle exprime à la fois b condition pour que les forces se réduisent à une force toiqae, ou à un couple unique ; et en effet le couple peut être issimilé à une force unique, d'intensité nulle, dont le point ftpplicalion serait infiniment éloigné.
DÉFC^rnON OE L* ÉQUIVALENCE DE DEUX SYSTÈMES DE FORCES.
69. Deux systèmes de forces (X, Y, Z) et (X^, Y^, ZJ, appliqtiês successivement à un solide, sont dits équivalents lorsque les forces qui composent chaque système sont réductibles à
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la même résultunle de translation et au même couple i-ésullant. Le caractère analytique de l'équivalence est donc défini par les six équations :
2(Zy-Y5)=ï(Z.y.-Y.»J, 2(X3-Z«)=2tX,3,-Z.x,), ï(Yx-Xy)=2(Y.x.-X,3f.).
Si CCS équations sont satisfaites pour un système d'axes coordonnés rectangulaires, elles sont satisfaites pour tout autre système.
Si l'on applique au solide le premier système de forces, et les forces du second système changées toutes de sens, le système de forces résultant sera réductible à une résultante nulle et à un couple résultant nul ; de sorte que le solide sera en équilibre, ainsi que nous le verrons plus loin. Réciproquement, si un système do forces appliqué h un solide est en é|uilibre, il y a équivalence entre le système formé d'une partie des forces données et le système obtenu en changeant le sens de toutes les autres.
Les forces entrent fréquemment dans les équations de li mécanique par les sommes de leurs projections sur des axes fixes, ou par les sommes de leurs moments par rapport à ces axes. Tant qu'il en est ainsi, on peut remplacer les forces reciies par des forces équivalentes^ lors même qu'elles ne sont pas appliquées à un système solide. L'équivalence est alors purement algébrique^ et n'implique en rien l'équilibre effectif ( ntre le premier groupe de forces et le second groupe changé (le sens.
PKOL'LÈyEi lAlVEftS.
70. Étant donné un polygone ABdDEt A, tracé dans un plan, on applique au sommet x\, dans la direction AB, une force proportionnelle à AU; au sommcl D, suivant BC, une force pro-
PBOniÈMES DIVEnS. V,
portionncUe à BC; au sommet C, suivant CD, une force proportionnelle à CD, et ainsi de suite, jusqu'au sommet P, mxjui'l on applic)Ufi suivant l'A une e
foice [>ropoi tionnelle à FA. On demande de réduire ces forces à une résultante et à un coupli'.
On peut choisir l'échelle qui sert à représenter les lorces par des
droites finies , de telle sorle que ' ■
AB, BC, .... FA soient les longueurs '*"
représentatives des forces appliquées suivant ces côtés.
La résultante de translation s'obtiendra en composant les forces diinnées, transportées en un même point, parallèlement h elles-mêmes. Choisissons pour ce point le point A. La résultante sera le dernier côté du polygone des forces construit à partir du point A ; or ce polygone n'est autre que le polygone donné, lequel se ferme de lui-môme. La résultante de translation est donc nulle, et par suite les forces se réduisent à un coople.
Le couple rî-sullant est situé dans le plan de la figure; son ase est perpendiculaire à ce plan. Pour avoir son moment, il suftit de prendre la somme des moments des forces par rapport à un point 0 quelconque du plan. De <e point, abaissons des perpendiculaires 01, 01', ... sur les cùtés. Le moment de la force AB par rapport au point 0 est le produit ABxOl, ou le double de l'aire du triangle OAB. Il en serait de même pour tous les autres Irianylcs OllC, OCD, .,., OFA. Faisant la somme de tous ces triangles, 0[i obtient l'aire du polygone. Le moment du couple résultant est donc représenté pîir le double de la surface du polygone donné.
On parviendrait au même résultat en prenant le point 0 en dehors du polygone ; les trianj^lcs extérieurs au polygone deiraient être pris négativement, et correspondraient à des moments négatifs.
Il résulte de là que si dans le même plan, ou dans deux plans parallèles formant un système solide, on applique, suivant
PROBLÈMES
les côtés de deux polygones tracés respectivement dans ces plans, des forces proportionnelles aux cÂtés de ces polygones, en les dirigeant dans un sens pour l'un des périmètres, en sens contraire pour Tautre, le système ainsi composé sera en équilibre, pourvu que les aires des deux polygones soient égales. En effet, les forces appliquées à Tun des deux polj^nes se réduisent à un couple, dont le moment est mesuré par le double de l'aire de ce polygone ; les deux couples sont égaux si les aires sont égales ; ils sont d'ailleurs de sens contrairesy dans le môme plan ou dans des plans parallèles. lisse composent donc en un couple unique, égal à xèro, et les forces données se font équilibre.
71. Étant donné dans un plan un contour polygonal ABCD, on applique au milieu des côtés et perpendiculairement à ces
B . côtés , des forces IH = AB,
KM = BC, LN = CD; ces forces sont dirigées toutes à droite du contour, 'par rapport h un observateur qui marcherait le long de la ligne brisée ÂBCD dans le sens indiqué par les / Icllres.
L On demande de trouver
la résultante des forces ainsi définies.
Transportons les forces „. ^, données en un point 0 da
Fi;. Ci. _ _ *^
plan; nous les composerons en menant par ce point une droite OP égale et parallèle à m, puis, par le point P, une droite PQ égale et parallèle ii KM, enfin, par le point Q, une droite PQ égale et parallèle à LN« Joignant OR, nous aurons la résultante cherchée. Mais OP=III = AB, PQ=KM=BC, QR = LN=CD; les directions OP, PQ, QR, sont d'ailleurs perpendiculaires respectivement à ÂB, BC, CD ; le polygone des forces OPQR est donc
DIVLR!!. W
identique au polygone donné, qu'on aurait fait tourner d'un an<;]e droit, de gaiiclic à droite, el qu'an aurait ensuite transporté parallèleiiienL à lui-mâme, de nianiiire à faire coïncider le point A avec le point 0. La résultante OR est donc égale à AD, ot perpendiculaire à AD.
Cherchons le couple résultant des couples produits par le transport des forces au point 0. Pour cela, il suflira de faire la somme des momonis des forces 10, KM, LN, par rapport à ce point.
Soit (y la projection du point 0 sur la direction AB du premier coté. La dîsfanre O'I sera le bras de levier du premier couple, et le moment de ce couple sera te produit
UIxOl,
ou bien
AD X O'I
Mats on peut remplacer AB par O'B — O'A, cl O'I par ^ ,
puisque I est le milieu de AD. Donc le moment cherché est égala
iœD_o.Aix(«-:M:-*)=i(M>-ôM',.
Joignons OA et OB; les triangles OO'A, OO'B, rectangles «n O*, nous donnent :
tni' = o^'-i-oïr'',
^Kai
inchant, il vient
ôû" — ôÂ" = ô^ — ô^, et le ir.oment de la force IH par rapport au point 0 est représenté par l'expression
\[1W — ÔP).
Par la même raison, si l'on joint OC, OD, les moments des forces KM et LN seront respectivement
JOO CENTRE
La somme des moments, qui est le moment du couple résultant, est égale à
Au milieu S du cAté AD, appliquons perpendiculairement à AD une force ST = AD ; le moment de cette force par rapport au point 0 sera, d'après ce qui précède, égal à \ (ÔD* — OA*) ; la force ST est d'ailleurs égale et parallèle à la résultante OR. Donc cette force ST est la résultante cherchée.
Si le contour polygonal donné était fermé de lui-même, la résultante des forces données serait nulle, et la somme des moments également nulle. Le système serait donc en équilibre, et par conséquent, un polygone plan è$t en e'quiUbre sous raction de forces appliquées dans son plan perpenéUculair remetit aux milieux des côtés du polygone , proportionnelles i ces cOtéSj et dirigées dans un même sens (à droite ou à gauche) par rapport à un observateur qui ferait le tour du polygone sans jamais revenir sur ses pas.
Nous avons posé (g 48) les équations générales
__ivx __5r^ IF»
Reprenons l'hypothèse faite dans le § 49, 2F=:0. Dans ce cas, la résultante de translation des forces F est nulle, quelle que soit la direction commune qu'on leur attribue. Toutes CCS forces se réduisent donc à un couple, ou bien se font équilibre.
1° Supposons d'abord qu'elles se réduisent à un couple unique. Soient L, M, N les composantes de ce couple projeté sur les (rois plans coordonnôs. Appelons a, p, y les angles que la direction des forces F fait avec les axes. Les produits
DES FORCES PARALLÈLES
Fcosa, Fcoap, Fcosf seiotil les composantes delà force F, el h'S iiiomcnls s'obtiendront au moyen des formuk's L = ïiFcosïXî; — fcospxij^^cosjïFa — cos^sFi; tîf iniïine
>I = cos«EFj — coaySFj;, N=cospïFi — coaalFa;
les cosinus sortent des signes 2, parce qu'ils sont facleura communs à tous les termes compris sous ces signes.
Ces lormulcs donnent les valeurs de L, M, N, et font connaitrc le couple résultant.
On voit que le couple résultant est nul si l'on a à la fois lFr=0, 2Fy=0, iF2 = 0; alors l'équilibre des forces est assuré.
Si deux de ces sommes sont nulles, par exemp1i> les deux lircmières, on en déduit N^Û. Le couple résultant, ayant un moment nul par rapport à Taxe OZ, est situé dans un plan |)arulléle à cet axe.
Enfin, si une seule des sommes, ^Fj, est nulle, les expressions de L, M, N se simpUCent ; mais, en général, aucune ne se réduit a zéro.
2* Nous venons d'observer que les furces F se font équilibre sil'on a 2Fx = lFi/:=2F2=^0, avec 2F=:0. Mais 1 équilibre est également assuré si l'on a à la fois
cos/SFj — cosfïFï^O,
COSBÏFï— COSt2Fi=:0.
DU bien
osHSFx-
ii<EFj( = 0,
<loubIc équation qui définit la direction commune (a, &, f) h attribuer aux forces F pour qu'elles se fassent équilibic. On eu déduit ea effet
ïtj
~ v'tsi^^HïîtfF+TÏÏV'
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Dans ce cas particulier, les coordonnées du centre des forces parallèles sont infinies, mais le couple résultant est nul, dès que les forces F reçoivent la direction particulière définie par les angles a, ^t y-
THÉOllÈMLS hjù M. GIIA8LB8 «T DE M. IIÔDIDB.
73. De quelque manière qu'on réduise à deux toutes les forces d'un système^ le tétraèdre construit sur les droites qm représentent ces deux forces a un volume constant^.
Soient A et B les points d'application, AP, BQ les directions et les grandeurs des deux forces P et Q auxquelles on a réduit le système donné. Menons les droites AB, PB, AQ, PQ, qui
achèvent le tétraèdre APBQ. Nous pouvons considéfer ce tétraèdre comme ayant pour base le triangle PAB, et pour hauteur la distance du point Q au plan de la base. Par le point 6, menons BP', parallèle à AP; cette droite sera contenue dans le plan du triangle PAB. Soient 9 l'angle P'BQ des directions des deux forces, 6 l'angle PAB, et ^ l'angle que fait le plan P'BQ avec le plan PABP'. Soit AB = a la distance des points d'application des deux forces. La surface du triangle PAB a pour mesure ^ Px a sin ô. Du point Q, abaissons QQ' perpendiculaiie sur le plan des parallèles AP, BP', puis QP' perpendiculaire sur BP'. La droite Q'P' est aussi perpendiculaire à BP', et l'angle QP'Q' est l'angle ^ des deux plans qui se coupent suivanl BP'. La perpendiculaire QP' est égale à Q sinç; donc la distance QQ' = Q sin ç sin t^.
Le volume du tétraèdre considéré est égal au produit 11 1
V = 5 PasinO X ^Qsin^sin^ = gPQasinOsin^sin^.
Or a sin 0 est la distance des parallèles AP, BP ; a sin 0 sin^
^ Annales de mathématiques de Gerooune, 1827. — Statique de Môbius, 1837. ^Journal de mathémaliqueê pure» et appliquées^ 1847.
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esl la dislance du point A au plan l"BQ, c'esl-à-dire la plus courte (Jistanciî des forces P et 0 ; désignant par h celte plus courte dislance, on aura
Le volume du tétraèdre coiislrnlt sur les deux forces esl le Itroduit des deux forces par leur plus courte distance et par le -vinus de l'angle formé par leurs directions. Le volume du lé- Iraûdre ne cliau^e pas, par conséquent, lorsqu'on transporte les forces P el Q en des points quelconques le long de leurs directions.
Observons que Q sin ç, on QP", esl la pinjeclion de la force 0 sur un plan normal à AP; h est la diilaiice de celte projection à la même droite. Le produit Qh stn ç esl donc le moment de la force Q par rapport à la direction de la force P, et nous pouvons poser
On aurait de même
Ces relations peuvent servir à attribuer un signe au volume V.
Pour démontrer le tlicorcme, nous interpréterons d'une autre manière le produit rQhsin«.
Transportons les forces P et Q aux points où leurs directions sont rencontrées par leur normale commune.
^ODs la rlireclion de la force P pour n^e des s, la perpendiculaire OûDimune pour axe des x, et menons J*ie des y fcrpi'ndiculairement aux ''eox premiers. Soit 0B = /( la dis- '■nce des deui forces, et 081" = ^ l'angle de leurs directions.
i«s composantes de la force P sont, suivant I Die de« z-, l'»ie dca y, el luie ilcs i.
Fig. 66.
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Les composantes de Q sumnt les mêmes axes sont
0 Qsinf Qeosf.
Désignons par X', \\ Tl les composantes de la résultante de translation, et par L', M\ N' les composantes du couple résultant. On obtiendra pour ces quantités:
l' = Q8iiHp,
Z' = P + QcoSf,
M'= — QcosfXA, N'=-4-QsinyXA.
On en déduit
La fonclion LT-t- M'Y' 4- N'Z'=PQft sin ^estdonc égaleà six fois le volume du tétraèdre construit sur les deux forces P et Q.
D'un autre côté, soit R la résultante des forces X\ T', Z', H le couple résultant. La fonction LT + MT + NT, divisée par le produit RU, est le cosinus de l'angle a de R btcc II ; et par suite
L'X' + M'Y' + N'Z' = RH C
Or Ilcosa est la projection, Kl, du couple résultant KH sur la
résultante de translation KR; c'est donc la valeur du couple minimum H' (g 63); de sorte qu'en définitive le produit PQh sin 9 est égal au produit de la résultante de translation R par ce couple H'. Le système des forces données n'est réductible que d'une seule manière à la force R et au couple minimum H'; mais il est réductible d'une infinité de manières à deux forces conjuguées P et Q (g 61) ; quelle que soit la décomposition adoptée, on aura
rQAsiny = RH',
et par conséquent le volume V du tétraèdre construit sur les deux forces P et Q est constant.
^^^^■^P DE MU. CIIASLES ET MOHIUS.
CeTolume est nul dans deux cas : quand R = 0, et quand II'^O, c'esl-à-dirc quand le système proposa est réductible i une force unique ou à un couple unique (^ 67 et 68).
Le tliéorcinc de M. Hôbius se déduit de la double équation L'X'+K'ï'+N'2' = PQABinï = RH'.
Chacun des facteurs L', X',... est une somme de composanlos ou de couples composants, dans laquelle figurent les n forces du systùmc donné. Soient, par exemple, Xj, Y„ Z, les composantes, el L,, M,, N, les moments par rapport aux axes, d'une forciî K, ; X,, Y,, Z,, L,, M,, N,, les quantités analogues pour une autre force F,, el ainsi de suite jusqu'à la force F,; le premier membre deviendra
En eflcctuant les opérations, on trouvera des termes
où les indices sont les mêmes : ces lermes ainsi réunis trois h trois sont scparùment nuls; en effiît, le couple (1,„ M^, N,) provient du transport au point 0, parallèlement à elle même, de la force (X,, Y,, Z,) ; l'angle de la force avec l'axe du couple est droit, cl par suite L,X, + M, Y, + N,Z[ est égal à zéro. Les seuls lermes qui subsistent dans lu somme indiquée sont donc ceux où les deux facteurs n'ont pus le même indice, savoir : L,ii,+i,x,-f-L,x,4-.. +s,v,^-M,ÏJ+...+^,^,-|-...
+l,X,+L,Xj+l,1,+ ... + V. + ''»ïi+--+f.ïi + --- + I.,X,+ L,X,+L,X, + .,,+Vi + NiV.+ . .+Niï, + ...
Sous cette forme, on reconnaît que la fonction L'X'+M'Y'+N'Z' peut se former par voie d'addition algébrique, en combinant deux à deux de toutes les manières possibles toutes les furces données. Considérons en particulier la combinaison des forces F(, F,, à laquelle correspondentles six termes
;L,X, + ï,ïj + K,Zj) + (LjXj + Mjï, + N ZJ.
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Si le système proposé ne contenait que les deux forces F^ et F^, celte somme serait égale en valeur absolue au produit
c est-à-dire au sextuple du tétraèdre construit sur les deux forces. Elle a d'ailleurs un signe algébrique qu'on peut fixer au moyen de la relation
on attribuera au produit le signe du moment d'une des forces par rapport à un axe qui coïnciderait en direction et en sens avec l*aulrc force. Soit V^j le volume du tétraèdre construit sur les deux forces d'indices t et j, pris avec le signe ainsi défini. La somme algébrique de toutes les valeurs de V^ correspondante aux diverses combinaisons admissibles sera égale au sixième de la somme L'X' 4- M'Y' -i- NT prise pour Tensemble du système donné, et Ton pourra poser réquation
L'X'4- M'Y' 4- N'Z'= RII'= 6 ^ Z \i-
Le volume V/^ étant nul toutes les fois que i^=j^ c'est-à-dire pour toutes les combinaisons à exclure, il n'y a pas d'inconvénient à attribuer à chaque indice toutes les valeurs entières de 1 à n.
La double somme indiquée est nulle si R=0 ou si ir=:0, de sorte qu'on parvient au théorème suivant, dû à M. Môbius:
Quand un système de forces a une résultante unique^ ou peut se réduire à un couple unique, la somme algébrique des tétraèdres construits sur ces forces^ prises deux à deux de toutes les manières possibles^ est égale à zéro.
CHAPITRE PREMIER
•es LIAISONS, ET DE L'ÉQUILIBRE DU POINT NON LIBRE
DÉFUClTiOfl DES LIAISOMS EN MÉCANIQUE.
74. Un point matériel est libre lorsqu'on peut lui attribuer iedifferemment dans l'espace telle position qu'on voudra, et le faire passer de celte position à une autre par un chemin entièrement arbitraire, le long duquel il ne rencontre aucune résistance. Lorsqu'il en est autrement, le point matériel nest pas libre, et on dit qu'il est assujetti à certaines liaisons. Par exemple, un point matériel M, attaché à un fil inextensible OM, dont rexirémité est fixée tn un point 0 donné, n'est pas libre, puisqu'il ne peut s'éloigner du point 0 d'une quantité supérieure à la longueur OM. Il est donc assujetti, par la liaison ainsi définie, à rester soit dans l'intérieur de la sphère décrite An point 0 comme centre avec la distance OM pour rayon, >oit à la surface de celte sphère.
Au fil OM substituons une barre rigide, inextensible et incompressible, articulée au point 0 ; la liberté du point M sera encore plus restreinte que tout à Theure; non-seulement il ne ^urra s'éloigner du point 0 à une distance plus grande que OM, mais encore il ne pourra se rapprocher du point 0 à une dis-
Fig. 68.
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lance moindre. La liaison a donc pour eflet d'assujettir le point matériel à se mouvoir à la surface de la sphère qui a pour rayon OM, et pour centre le point 0.
Imaginons que le point M soit placé à rextrëmitë commune de deux tiges rigides OM, O'M articulées aux points 0 et O', que Ton suppose fixes. Cette double liaison maintiendra à la fois le point mobile à des distances données du point 0 et
du point 0'. Le point M est à la fois
A sur la sphère décrite de 0 comme centre
I çy avec OM pour rayon, et sur la sphère dé-
1 "7* crite de 0' comme centre avec CM pour
;' jy^ rayon ; il est donc assujetti par la liaison
'^ à se mouvoir sur la courbe d^inleriedion
Fig. 69. de ces deux surfaces sphériques, c'est-i-
dire sur la circonférence décrite dans on plan normal à 00', du pied, A, de la perpendiculaire abaissée do M sur celte droite, comme centre, et avec la distance AM pour rayon. Le point mobile se trouve ainsi lié à une courbe fixe.
Si nous remplaçons les barres rigides OM, O'M par deux fils inextensibles, le point M ne sera plus assujetti par ces liaisons qu'à demeurer à rintérieur ou à la surface des sphères décrilcs avec OM et O'M pour rayons; les liaisons le forcent alors à demeurer dans la purlie commune aux volumes de ces deux sphères.
Nous venons de reconnaître ainsi trois genres principaux de liaisons pour un point matériel :
Le point peut être renfermé dans une portion définie de l'espace ;
Il peut ôlre assujctii à glisser sur une surface; Il peut enfin ôlre assujetti à glisser sur une ligne. 75. Les points matériels qui composent un sysième peuvent ôlre aussi soumis à diverses liaisons. Par exemple, deux poinis particuliers peuvent être assujettis à rester à une distance constante Tun de Taulre. Cela revient à supposer ces deux points réunis par une barre rigide. Un solide invam}M n^est autre chose qu'un système dans lequel les distances mu*
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tuelles des points matériels, pris deux à deux de toutes les maoi<^rcs possibles, sont constantes.
Certains points du système peuvent glisser sur des surfaces ou des lignes données, ou rester dans une portion définie de l'espace, ou encore conserver des positions fixes. Le système matériel peut se composer de deux parties dont l'une soil Bssujeliie à rouler ou à glisser sur l'autre dans leur mouvement relatif, etc.
Si le système est solide, on peut imaginer qu'il ail un point tixe : chaque point du système sera alors mobile à la surface d'une sphère décrite de ce point comme centre ; ou bien qu'il ail deux points fixes : alors le corps solide pourra soulemeiil lourner autour de la droite qui joint ces deux points; ou encore, qu'il repose sur une surface fixe, avec laquelle il peut avoir un ou plusieurs points communs.
Ces exemples suffisent pour faire comprendre ce qu'on gppelle liaison dans la mècuiiique. Le caractère commun des Itaitou» qu\m impose à un système est la restriction des mouvements admissibles pour ce système. On dit que les liai- WQS sont co.iiplèles, lorsqu'elles siifnsent pour définir les trajectoires de chaque point, et les rapports des vitesses simultanées des points sur ces trajectoires. Par exemple, un corps nlide, assujetti ii tourner autour d'un axe fixe, est un sjjslime t liaisom complètes; car chaque point est forcé par les liaisons de décrire autour de l'axe lise une circonférence particulière, et a un instant quelconque, les vitesses des différeots points sont entre elles comme leurs dislances à l'axe. Toc seule équation suftit dans ce cas pour définir le mouvemenldu système.
Il ne faut pas oublier d'ailleurs que les liaisons peuvent être entièrement fictives ; nous verrons même qu'il en est toujours aiftsi, cl qu'il n'y a en réalité dans la nature que des points libres sollicités par des forces.
76. Les liaisons d'un système tiennent lieu de forces, el l'on peut toujours supprimer la liaison en y substituant les forces convenables. Supposons un système à liaisons
FORCES TBNAHT UIV
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en équilibre. Les forces données qui sollicitent ce système peuvent ne pas élre en équilibre par elles-mêmes, c'est-à-dire sur le système supposé libre ; pour les tenir en équilibre, il faudrait introduire de nouvelles forces ; les liaisons qui complètent Téquilibre équivalent à ces forces additionnelles. Par exemple, supposons qu'un point matériel unique II
glisse sur une surface fiie S. Ce point est solicité par une force MF, donnée de grandear et de position. S'il y a équilibre dans la position particulière où se trouve le point M, m en conclura que la surface S exerce sur k point H une action ^le et contraire à IDC Cette force — F sera la réaeHan de la aurbee, ou la force tenant lieu de la liaison due à cette surface.
Si un système solide en équilibre a un point Oxe, on pomia remplacer de même la fixité du point par une force convenabk appliquée en ce point et tenant toutes les autres en équilibre. Outre les farces extérieures et les farces bitériewres, que no» avons déjà distinguées (g 7), il y a donc encore à conaidéfer les farces tenant lieu des liaisanSt si le système matériel doat on étudie l'équilibre n'est pas composé de points libres, les forces dues aux liaisons peuvent être intérieures ou eitérieures. Par exemple, si, dans un système matériel, deax points sont réunis par une tige rigide de longueur constante^ les forces tenant lieu de cette liaison seront la tension ou pression de cette tige, appliquée è la fois aux deux points qu'aile réunit ; ce sont dans ce cas des forces intérieures mutneRBi. Au contraire, lorsqu'un corps solide a deux points fixes, ks forces tenant lieu de ces liaisons sont les réactions des points fixes; ce sont des forces extérieures, au même titre qoefcs forces appliquées aux autres points.
77. La force qui tient lieu d'un point fixe est une force siffb-
quée en ce point ; sa direction et son intensité sont inconnues.
Lorsqu'un point matériel H est assujetti à glisser sor
une surface matérielle fixe S, la force F qui peut reffi-
placer celte liaison, est une force appliquée à ce point ml^
|iES Lni>05S.
lut &e dâcoinposer en deux : l'une, N, nnrmulc ii la surface, el laulro, T, dnns le plan langent, La composante HN s'ap|>elle la réaclion tionnale. La composante MT est le frottetiieiit : nous aurons plus lard à en eiposer les lois.
On a reconnu par l'expérience que, lorsqu'on Tait glisser un corps sur une suri'ace malërîelle, la composante MT de la réaction totale est d'autant moindre qu'on a donné ;iui surfaces en contact un plus grand ^'«- "'
degré de poli. Si d'ailleurs la suri'ace S est une ! géométrique, idéale, on doit admettre que cette i saule MT est rigoureusement nulle, ou que la réaction totale SIF coïncide avec la réaction normale MN. Une surface géométrique directrice restreint la liberté du point qui la parcourt, en ce qu'il ne peut s'écnrtcr de la surface dans un sens ou dans l'autre, mais elle lui laisse une entière liberté pour le glissement tangentiel, au moyen duquel il passe d'une position à une autre; cela revient à dire qu'elle ne développe aucune lésislancc capable de nuire à un tel glissement, en d'autres termes, aucun frottcmenl. Dans celle hypottièse, que l'on fait généralement dans la mécanique rationnelle, la réaction d'une surface sur un point assujetti à la parcourir est normale à la suiface. Elle est donc connue d'avance en direction, mais il reste à déterminer sa grandeur et son sens. Observons en outre que si le point est simplement posé d'un côté de la surface, au lieu d'y filre complètement lié, c'est-à-dire si la surface n'est qu'une limite de la région de l'espace dans laquelle il peut se mouvoir, la réaction de la surface est ou nulle, ou dirigée vers cette légion; car, en vertu du principe de l'action et de la réaction, les forces qui agissent sur le point matériel supposé en équilibre ont une résultante égale et contraire à la réaction de la surface ; si celle-ci pouvait être dirigée vers la rqpon où le point ne peut pénétrer, la résultante des forces serait dirigée en sens contraire, c'est-à-dire dans le sens
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OÙ la surface ne fait pas obstacle à l'entraînement du point.
On traiterait de la même manière le cas où le point malëriel est assujetti à glisser sur une ligne. Si Ton admet qu*il n'y ait aucun frottement, et c'est ce qu'on doit (aire lorsqu'il s'agit d'une courbe géométrique idéale, la réaction d une ligne sur le point qui la parcourt est normale à celte ligne; elle n'est donc connue immédiatement ni en intensité, ni en direction, car il y a en un même point d'une ligne une inBnité de normales, toutes contenues dans le plan normal ; on sait seulement que la direction cherchée est comprise dans ce plan.
78. On applique souvent en statique la proposition suivante, qu'on peut regarder comme un axiome :
Quand un système matériel est en équiUbre^ on peut^ sens troubler V équilibre^ y introduire telles liaisons nouvelles qu^tm voudra.
L'introduction de nouvelles liaisons n'a d'autre effet que d'empêcher les mouvements que pourrait prendre le système; or il est en équilibre par hypothèse , et ne tend pas à se déplacer. Son équilibre est donc assuré a fortiori.
ÉQUILIBRE D'un POUfT MATÉHSL ASSUJETTI À GLISSEE SANS FBOTTEMEirr
SUR UNE SURFACE FIXE
79. Un point matériel M est assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe S. Ce point est sollicité par une force F, connue en grandeur et en direction pour chaque position que le point M peut prendre. On demande quelle position il faut donner au point mobile pour quil soit en équilibre.
Dans la position clierchée, il y aura équilibre entre la forccF et la réaction R de la surface ; la réaction R est par hypothèse normale à la surface, et il faut pour l'équilibre qu'elle soit directement opposée à la force F; donc la position chercWHj est celle pour laquelle la force F a une direction normale à la
Fig. 1i.
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surface S. La réaction R est alors égale à F, mais dirigée en sens contraire.
Supposons, par exemple, que la force F soit constante en grandeur et en direction, et qu'elle agisse sur le point M parai- Iclemcnt à un axe fixe OZ. 11 faudra pour l'équilibre que le point M soit placé en un poiol Ici, que la normale en ce point soit parallèle à l'axe OZ, ou tel, que le plan tangent en ce point soit normal à l'axe. Si la surface donnée est une sphère (fig. 72), les poinis cherchés seront à Tinlerseclion de la sphère avec une droite menée par son centre C, parallèlement à OZ : ce qui fournil deux points A et A', où il peut y avoir équilibre.
Supposons que la force F soit dirigée de haut en bas, ou dans; le sens ZO. Dans la position A, le point mobile sera sollicité par la force F et par la réaction 1t de la surface, égale à F, et dirigée de bas en haut, c'est-à-dire vers le centre C de la surface.
Dans la position A', le point M est en équilibre sous l'action des mêmes forces F et R, mais la réaction R, toujours dirigée de bas en haut, s'exerce vers l'extérieur de la splièrc, c'est-àdire de dedans en dehors. De ces deux positions, l'une, la position A, correspond à Yéquilibre stable, parce que si l'or, déplace infiniment peu le point M de sa position d'équilibre, il tend à y être ramené par la force F ; l'autre, la position A', correspond a l'équilibre instable, parce que la force F ne tend pas à y ramener le point M lorsqu'on l'en écarle infiniment peu.
Si. au lieu d'une sphère, le point M était ussujelli à glisser à la surface d'un cylindre droit ayant pour base, dans le plan ZOX, le cercle C, et pour arêtes des droites parallèles à l'axe OY, la force F étant toujours parallèle à l'axe OZ, on trouverait une infinité de positions d'équilibre pour le point M,
114 tQUIUBEB Dim POIKT
savoir : tous les points de Tarète inférieure passant par le point A, et tous les points de Tarète supérieure passant par le point A' ; la première arête correspond à l'équilibre stable, It seconde à Téquilibre instable.
Enfin, il n'y aurait aucune telution au problème si Ton donnait pour surface S une surface n'ayant en aucun de ses points un plan tangent normal à la direction correspondante de la force. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si la surfaceS était un cône droit dont Taxe fût parallèle à OY, la force F étant toujours parallèle à OZ ; car aucun plan tangent de h surface conique ne serait parallèle au plan XOY. L'équilibre du point M serait donc impossible.
En général, soit
l'équation en coordonnées rectangles de la surface S sur laquelle le point est assujetti à glisser sans frottement.
Représentons par X, T, Z les composantes de la force F sûr vaut les axes ; nous supposerons que ces composantes sdenl données en fonction des coordonnées x^ y et s, de telle sorte que, en quelque position que Ton place le point matériel, la
direction et la grandeur de la force F soiat complètement déterminées.
Les conditions d'équilibre s'exprimenmt en écrivant que la direction dé6nie par les composantes X, Y, Z est normale à là surbce au point (x, y, %).
Si on prend à partir de ce point sur la sll^ ^'^' ^' race S un élément infiniment petit , Mir, el qu'on le projette sur les trois axes, dx, dy, ds étant les projections, l'équilibre s'exprime par l'équation
Mais l'élément MM' appartenant à la surface, on a aussi, en différentiant l'équation 9=0,
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Ces deux équations doivent avoir lien pour lous les éléments MM' qu'on peut li'acer sur la surface autour du point M. ' Éliminons entre elles l'une des différentielles, ilx ; l'équation linale
doit avoir lieu, quel que soit le rapport -^ ; elle sedécomposc donc en deux équations distinctes,
ou bien encore
(Mfm^&ï
Les composantes de la force doivent donc être proportionnelles aux dëiivêes partielles de la fonction ç. On a ainsi deux équations à joindre à l'équation de la surface, ce qui détermine en général les coordonnées du point cherché.
Soit, par exemple, X = 0, Y — 0, et
La surface S est un ellipsoïde.
Puisque X^O et Y = 0, les dérivées nulles. Et comme on a
-r- T ( ilx dij
n en résulte x = 0, a = 0 ; les positions d'équilibre du point swil les sommets de l'ellipsoïde situés sur l'axe OZ.
La réaction de la surface dans la position d'équilibre est 4{tle et opposée à la force F.
mffmé que le point mobfle I b wmbob S sus ponidr 8'a
posé d'n e6té de eelte •a^ s*CB èculer dins un eenl 8£DI| qne s b fiMte agissait snr QMire bsorftoe. Sa^posou, jut M toM aUacbè an point lixeG La fiMPce F agissaal k i Oi, le point M sera en éqoilAn si M le pboe en A, car abn b fofoe F tend à l'iMgBBr dn cMtre C, H b rèadian 1, ^ fait èqoililve à b bneF, est j^^ à b tension dn fl. D n en sendt pas de aiiM an paini A*: carencepaiMt b léaClion R' est dirigée en pn* kii^pMNnl dn il : «r db est égale et contraire i VëhA t\tïïtt par b paiMt M anr k fl; b fil anait donc oomprini, or fni est iapaosUe, pnîsfn*nn il cède sans rèsistanco i bnl eOtet ^ mai i braooamcir. La position A' n*est te pas dans w cas nne position d'éfnilibre.
a>Bn iiBKT niiiiHi. Assann a oumb aâ» rainuuir
$i. Lors^ an paiiMI est ass«|îetti à glisser sans frotlemenf le Km^ il\ine Ugne ixe, b liaction de h ligne étant en chaque
paiat nne fioroe normale à sa direetion. il fant et il suffit pour Téquifibre que k point soit dans une po- ~'^^^ ^ sition telle, que la force soit nornale i b Ugne. La réaction de la ligne est
alors è^ab a b force, et est dirigée
^ en sens contraire.
Soil« par eiempb, une circooftivniv At)« $itutv a^ns le (4ân 20X; soit C son centre, CAsoa mwxu Ow sup;v^ que la kcte est constante, et dirigée de imxi ou Uas« panUjlenient à Taie OL Fiar b centre C, me-
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nons une droite ED, paralliile 'a OZ, et rencontrant la ctrconférence en deux points E et D. Ces points seront des positions (l'équilibre pour le point M, et il est facile de reconnaître que ta position U assure la stabilité de l'équilibre, tandis que la position E corres^pond à un équilibre instable.
Si le point M Otait lié i> la fois à deux suifaces, S, S', on en conclurait qu'il glisse sur la ligne L d'înterseciion de ces dcuj surfaces. Après avoir trouvé une position d'équilibre, A, sur la ligne L, et la réaction nonnalc N de cette ligne , il sufiira de ^]^
décomposer, par la régie du parallélo- /i \
gramme, la réaction N en deux forces, l'une AB, normale à la surface S, l'autre Ail', normale à la surface S', pour avoir les réactions de ces deux surFacus. La déconr)posilion sera toujours possible, car en tout point A de l'inlerseclion L des deux surfaces, la normale Alt à la sur- '^' '"'
face S, et la normale AR' à la surlacc S', déterminent l'u général uD plan qui est normal à l'intersection L, et qui contient par suite la réaction AN.
Xdx + \dy + ldz = t
On a d'ailleurs, en dilférentiant les deux équations de la ligne L,
, + P, + 'jLd. = 0.
^ày di
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Entre ces trois équations, ëliminons les rapports ^, -^^
l'équation finale sera la condition cherchée.
Cette équation finale s'obtient en égalant à léro ie déterminant du groupe
S et * dit M
Car, si ce déterminant n'était pas nul, les quantités iXj i^, à devraient être toutes les trois égales à léro pour satisfaire i . la fois aux trois équations : ce qui est impossilde, puisque l'une d'elles doit rester arbitraire.
La condition d'équilibre est donc, en développant le délo^ minant,
»> '(^S-âS)-'(Êt-SS)*«(Èg-gS)-'
Cette équation doit être jointe aux équations (1) de la ligne donnée, ce qui achève en général de déterminer la position d'équilibre du point.
On pourrait procéder autrement. Multiplions la premièfe des équations (3) par une indéterminée X, la seconde par une autre indéterminée X', et ajoutons l'équation (2) aux équations (3) ainsi préparées; nous pourrons disposer des coefficieoti indéterminés X et X' de manière à égaler séparément à séro la coetlicients des différentielles dXj dy^ ds, et nous obtiendrons ainsi les trois équations
ai
La condition d'équilibre résulte de rélimination de X et de V
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liions (5). On rt:lo[nlJC ainsi sur l'équalion (4) àtja obtenue- De plus, les trois équations (5) expriment l'équilibre d'un point libre sollicilâ par trois forces, savoir :
La force donnée {X, Y, Z) ;
rfs
Une force dont les composantes suivant les axes sont Ts^-t 0;
X^. 'k-r> et qui esl normale k la surface p
Une force dont les composantes sont '/'y'
et qui est normale h la surface 6^0.
La seconde méthode fait donc connaître a la fois la condition d'équilibre et les réactions des deux surfaces S et S' dont l'intersection constitue la ligne L. Ces réactions, cnuiposécs ensemble, donnent la rùaction de la ligne sur le point.
84. rnoBi.È)iE. — Équilibre d'un point pesant , assujetti à glissfr sans frottement sut une hélice dont l'are est ineliité à fheriion .
Soit Û'O* (fîg. 76) la projection de l'axe de l'hélice donnée sur un plan vertical parallèle a cet axe. Menons dans ce plan une horizontale ZZ'. l'angle de (yO" avec ZZ' sera l'inclinaison surl'horiion de l'axe de l'Iiélice, ou de toutes les génératrices du cylindre h la surface duquel elle est tracée. L'hélice se projelte sur le plan vertical suivant une courbe sinueuse, A'l'B'r,A'ril'..., qui n'est autre qu'une sinusoïde.
Un plan A'C mené normalement â l'axe de l'hélice coupe le cylindre suivant une circonférence. Rabattons ce plan sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de son intersection avec ce plan. Nous obtiendrons le rabattement du cercle de base du cylindre ; son centre sera en 0, projection de l'axe CO*, et la circonférence AllKBIl.A sera la projection commune, sur ce plan auxiliaire, de toutes les spires successives de l'hélice.
La force qui sollicite le point mobile M est la pesanteur; elle agit parallèlement au plan vertical, et perpendiculaire-
I -w iQDTLnu mm porar raun
ment à la droite ZZ'. Les positions d'équilibre SMit celles oA la direction de la force est normale à Is couiite, c'est-inlire où la force fait un angle droit aiec la tangente à la courbe. U tangente à l'hélice aux points cherchés doit donc être perpendicubire à la verticale, c'est-à-dire horixontale, et le problème est ramené à chercher les points de l'hélice où la tangente est parallèle h l'hui izon.
Les tangentes a l'hélice font toutes un même angle aicc l'axe (y(f, el cet angle est donné en vraie grandeur sur li figure; c'est l'angle que lait avec (yff la tangente IT meafe au point (Cinfiexion V de la sinusoIiJe. Transportons toutes les tangentes parallèlement a elles-mêmes en un même point de l'espace. Elles y formeront un cône droit à base circulaire; od plan horiionta] mené par le sommet de ce cAne coupera li surface suivant deux génératrices, qui seront parallèles lui tangentes horizontales cherchées. Il îuffira donc de trenS' porter ces génératrices du cane à l'hélice pour obtenir les points demandés.
Par le point A', menons para llèlemcnl à l'T une droite A'S,
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qui coupe en S l'axe O'O", et prenons le point S pour sommet du cûne des tangentes. Les gilinèratriccs exinîmes de ce cône seront SA', SC, et il aura pour hase dans le plan A'C la base même du cylindre. Par le point S, menons une parallèle SU' à m \ ce sera la trace d'un plan horizontal qui coupe le cdne suivant deuï gcnéralrices projetées toutes deux en SH' sur le plan vertical, et en 011 el OU, sur le plan de la section droite.
Il reste à ramener, par un déplacement parallèle, ces deux droites (OH, SU') et (OH,, SH') a èlre tangentes à l'hélice. Or observons que la langcnle l'Taupoinl (1, 1'), transportée sur le cône, y donne la génératrice, (OA, SA') ; le point 1, dans le cercle de liase, se trouve éloigné d'un quadrant, AI, en avant du pied A de la génératrice du cùne. Pour ramener la génératrice OH à élre tangente à l'hélice, il suiflt de même d'élever ÛK perpendiculairement à OH; le point E sera la projtclion, sur le plan de section droite, des points de l'hélice qui ont des tangentes parallèles à (0H,S11'). De même on aura, en élevant OK, perpendiculaire sur OU,, la projection K, de tous les points qui ont des tangentes parallèles â (OH,, SU').
Au point K correspondent une ïnTmilé de points K', K"... en projection verticale; au point K, correspondent d'autres points K,'. K,'... en nombre intini.
Les points K', K",... sont des positions d'équilibre du point mobile, ainsi que les points K,', K,"..., Mais les premières positions correspondent â un équilibre stable, tandis que les secondes coiTespondent H un équilibre instable.
Si l'axe O'C laisail avec 11' un angle 0'SU' = a suflisammcnl grand, la droite horizontale SU' pourrait passer au-dessus de la génératrice la plus haute du cânc; alors l'hélice s'aurait pus de tangente horizontale, et l'équilibre du point pesant serait impossible.
Soil ^ l'angle O'SA' des tangentes à l'hélice avec l'axe O'O".
U n'y aura pas de solution si P < î" ;
Si ^>' a, il V aura des solutions : les unes, situées toutes !ur la géiiéialrici K'K", correspondront à un équilibre stable;
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les autres, situées sur la génératrice i%', correspondront ï
un équilibre instable;
Enfin, dans le cas limite ^^a, le pbo SB' est tangent au cane; les deux génératrices K'K' et K'.K'j se confondent en une seule et coïncident avec ts génératrice moyenne l'I*; les posilions cherchées sont situées aux points d'inflexion I', 1'..., et l'équilibre est conditionnel; c'est-à-dire qu'il est stable par rapport à tout déplacement qui amènerait le point mobile i droite <lu point 1', et instable par rapport à tout déplacement qui ramènerait i gauche du miîme point.
En définilive, l'équilibre serait instable dans ce cas particulier. Car le point mobile amené 6 droite du point I' retournerait d'abord, il est Yr.nî, au point I', mais il y arriverait avec une certuine vitesse qui lui ferait franchir cette position et l'amènerait du côté où la stabilité n'est pas assurée.
1^ stabihlé serait complète au contraire si l'on plaçait en r un arrêt empêchant le point mobile de passer à gauche de ce point.
Pour traiter la même question par le calcul, prenons pour axe des x l'axe de l'bélice, et supposons que la direction de la pesanteur soit contenue dans le plan ZO.V et donnée par ses deux composanles .1 et Z. Les équations de l'hélice seront
On aura Y = 0,
g-lr
L'équation (4)
deviendra
nu+
„Kj. + K«.
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A cette valeur de y correspondent une infinité de points sur les diverses spires de Thélice, situés tous dans un plan parallèle à ZOX; ces points sont rccls si y est moindre que R en valeur absolue.
LEArmin
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$S Kiœ^ n^itrS' vt^ cRBf if ciii9iift?Y pmèdenl, que kl iir^ss ri^ npf5iî3L sxr ex sn-iof im^m éirv loojoars ran- JÙh:ï•£^ siic Tiar ôf*i:i iir:^. «u: iw une foroe cl un couple, x J îa BDiai^ jf TCfsiiHr smôf ôf ràâDciico. il faut et il 5^;:*i: Tuor .^^mLiscf ozh j£« ânn 5c«>ne5 soient égales, et CI *ts fcf .>îr*i : -a «îis rîiicn::r» s^htibI duc seule et même c. t tc ï«. . .ti i.^;.. -^; il jecraiâe. il but et il suffit qce
^ :^t->L.uj.:-i àt nTr<;hTi.'c tt k oMpk rêsohaiit soiiut nuls
S..:.^: A?. tJ". c< ifii î;c«* auxquelles en nunéne ]h t15Cî -r :-:•^ i :•• :^* i'.-r'ifti^ S: d!<5 son! ësrales, e! si ":11:> i^.f5<-: ri 5<r5 r ^irjir^ l'une de Taulre, suivant h c:'':c::>' Al ■:.:: -.iz: !e::-^ r-xîiîs d'srr'lication, ces deui :.:.e> 5c : l: -:u:. : r?. t-: ru.r 5;;::e h coocitioD indiquée est
sufisinif . Elle e^t de plus nécessaire*
^ ^ > j : ?•. >*:'£is en effet \ vç. 79 1 que Téqui-
Liiv ait hou sans que la direction de
la iorc^ ïi' jvisse par le point A, L'équi-
- ^ libre dj solide ne sera pas IroulJépar
1 itttrvxluolion d'une nouvelle liaison, luelle quVUe soit >l T> . Kendcns fixe le point A. Le corps s'jlide cessera d*étre entièrement libre, mais il pourra pivolcr
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autour du point A d'une manière quelconque. Or la force P agit par hypothèse en dehors de ce point; elle tend donc à entraîner le corps et à le faire tourner autour du point A ; par suite l'équilibre est impossible, à moins que la force BF' n'agisse dans la direction AB. On prouverait de même, en fixant le point U, que la force AF agit suivant la même droite. Les lieux forces F et F', appliquées suivant la même direction, se composent en une seulefoice égale à leur somme algébrique. Le corps redevenu libre serait sollicité parcelle résullante et cMerail a son action ; l'équilibre sérail donc encore impossible, k moins que celle force ne soit nulle, ce qui exige que les forces F et F' soient égales et dirigées en sens conlraire l'une de l'autre : les ci^ndilions indiquées sont donc à la fois sulTisantes et nécessaires.
8G. Supposons en second lieu qu'on ail ramené les forces donnéi-s ii une force et un couple. Soit R la résullanle de translation, (F, — Y) le couple résultani, et AB le bras de levier du couple; nous pouvons transporter le couple parallûlemenl à lui-même, de mnniére que le point A soit silué sur la diri-clion de la force R. Cela posé, si l'équilibre a lieu, on ne le troublera pas en rendant iixe le point A. La force — F, perpendiculaire a AB, passe en dehors du point Iixe, el tend à entraioer le solide autour de ce point; l' équilibre n'est donc possible que si l'on a F = 0, ce qui réduit à zéro le couple résultant. Les foiccs qui sollicilcnt le solide se rédut-ent alors à une force unique R, el le solide libre céderait à l'action de cette force, et ne serait pas en équilibre, à moins qu'el!e ne soit nulle aus:^i. On a donc R = 0. Ces conditions nécessaires sont suflisantes, car si le couple est nul el que la résultante de translation le soit anssi, toul se passe comme si le corps solide n'était sollicité pu aucune force, et son équilibre est assuré.
i I sont appelées équations des compo-
■iia; les trois équations (2), équa-
![];fijr( aux axes. Le premier groupe cx-
■lnle libre est en équilibre sous l'actioit
I wmme algébrique des projections dfs
iiungulaires est nulle; le second groupt'
Kl- des moments des forces par rapport à
I -..il es est également nulle. Ces conditions socit
I sulllsanics. Une fois qu'elles sont remplies, on
, que la somme des projections des forces sur uii axe
■-•f nulle, et qu'il en est de même delà somme des
< 1 iiTcei par rapport à cet axe.
■:ilt' (le rccoiinallre que les èquadons d'équilibre se
lat trois équations (i) si les forces passent foutes pui'
ino;
Lus trois équations (2), si les Forces données prises deux Uix forment un système de couples ; I deux des équations (1) et à une des équations (2), si c^* sont toutes siluées dans l'im des plans coordonnés ; L une des équations (1) et â deux des équations (2), si ces sont toutes parallèles à l'un des axes coordonnés.
fS tQCnJBRE VJSS SOLIDE
PiT le point 0 faisons pass^ trois axes rectangulaires 01,
0\\ Oly el exprimons que les conditions d'équilibre sont rem
y^ plies i l'égard des forces données e*
de b réaction F. La somme des pro-
^ ^"^ ^s^ jections de toutes ces forces sur cb-
cun des trois axes sera nulle, et
la somme des moments par rapport
aux trois axes sera également nulle.
Or la force F passe par un point 0
qui appartient à chacun des trois
aie$« et son moment par rapport à chacun des axes est égtl
à lerv . par suite les sommes des moments des forces pir
nip^KHrt au\ trois axes doivent être nulles d'elles-mêmes.
Lji fonre F aura au contraire suivant les axes des compo- $atites« que les équations des projections feront connaître. >oieut \ « Y y l' les sommes algébriques des projectkns des toavs connces sur les axes, et L\ M\ N' les sommes algébriques des mouieuts autour des mêmes axes.
Kutiii jp^vious y. Y*, F les composantes de la force F (urallèles aux axes : les équations d'équilibre seront
l -rZ'=a,
les livis vlornrères. ne ronf^rmanl que les forces données, Nout U> livis vvuiiitior.s vî\\iuilibre. Les trois premières font « onuaitto Iv's cvMU(vs.iutes de h K'action du point fixe.
\\\ \y^\\\\\K\ f\nr sf%\n arps solide qui a un point fixesoii «f» i'./i»i.'*.**'.\ li /*.::*; c*: i <\f1i: *pie la somme des moments des /i'» s s s i/i»Mf(c\'>- f\ir ri:yi\'r: à Crcis axes menés par ce point soit r./,iii k) îtio. s*ii on o>l ains:, la somme des moments sera nullo \M\\ rapport à tout a\o mené par le même point. Celle ( oihliliou iv\iout à o3Lprimor que les forces ont une rcsultanle
on A u>* POINT me. iîo
unique passonf par le point fixe ; les sommes X', Y', Z' sonl les coRiposanles suivant les axes de celle r^sullonle, c'csi-à-dire de l'effort exercé par les forces sur le point \ la réaction du point sur le corps est une force tgalo el contraire, dont les composantes sonl — X', — Y', — Z', ainsi que l'indiquent les trois premières équations.
ÉUIIIUBUE D*Un SOIIDE QOl A DEUX rOtNTS FIXES.
8d. Soient 0 et A les deux points lixes ; la nxité de ces deox points assure la fixité de la droite OA tout entière. Prenons celte droite OZ pourFun des axes coordonnés ; plaçons l'origine au point Of l'un des points fixes, et menors dmx autres axes, OX, OY, rectangulaires el perpendiculaires au premier.
Nous pouvons supprimer la lîxit6 \^'
des points 0 el A, en inlroduisanl dus *,■/ % * forces convenables OF, AF', qui repré- y senlernnt les réactions de ces points, ^ Pour déilnir ces forces, que nous ne connaissons pas encore, décomposons-les parallèlement 3UI aies : la force F aura pour composantes \^, Y,, Z,, la lorce F' aura pour composantes X,, Y,, Z,. Soit OA^a, quantité donnée. Le corps esl en équilibre sous l'action des forces données, et des doux forces inconnues F et F' ; exprimons que l'ensembîc de toutes ces forces satisfait aux six équations d'équilibre. Appelons encore X', Y', Z', L', M', N' les sommes algébriques des composantes et des moments des forces données. La force F, passant par un point 0 qoi appartient aux trois axes, a des moments nuls par rapport à chacun d'eux ; la force F' a un moment nul par rapport à l'axe OZ, qu'elle rencontre; mais elle a des momcols différents de zéro par rapport aux axes OX et OY. Pour déterminer ces moments, nous appliquerons le lliéorèmc
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i26 ÉQUATIONS
87. Exprimons analytiquement ces diverses conditions. On donne pour chacune des n forces qui sollicitent le corps solide^ les coordonnées x, y, 2, de son point d'application, et ses composantes X, Y, Z, parallèles aux axes coordonnés , que pour plus de simplicité Ton supposera rectangulaires. Nous attribuerons à ces lettres les indices 1, 2,.-. tt, pour distinguer les forces données. Les trois composantes X', Y\ Tl de la résultante de translation R sont données (§ 65) par les équations
X' = X|-hXt+X5 4-...-hX«, Z'=Zi4-Z»4-Z3 4-...-hZn.
Pour que la résultante R soit nulle, il faut et il suffit que X'=0, Y'=0, Z'=0.
Le couple résultant a de même pour couples composants dans les plans coordonnés :
L' = (Ziyi-Vi) + (î5«yt-Y,^)4-...-h(Z«î/«-Yg5«), M' = (X|»| — Zi«j) 4- (X«sj— Zrt) + . . . + (Xiiîii — Z»x,), N'=(Y|Xj-X,yO-h(YrCt-ltyt) + ... + {Y«ar»-X.y»),
et pour que le couple résultant soit nul, il faut et il suffit que l'on ait à la fois
L'équilibre du corps solide s'exprime donc par six équations, qui ne sont autres que les six équations du § 65, dans lesquelles on aurait remplacé par zéro les composantes X% T\ Z', L^ M\ M', de la résultante et du couple résultant :
!Xi4-Xt4-Xs4-...4-Xj,= 0, Yi4-Y,H-Y5 4-...-l-Y, = 0, Z|-hZ,-hZ5+...H-Z« = 0,
(Z,y, - T,i|) -f (Zjy, - Y,î,) -f- . . . -h (Z^y» - Y,»«) = 0,
(«) { (X,3,-Z|aîj)+(X,aj-Z^)-h...+(X»5« — Z,ig) = 0.
(YjX, — X,yi) 4- lY,ap, — X^,) + , . . 4- (Yii*ii - Xiiyii)= 0^,
D'EQUIUGttE.
m, »Mis Qne fonne plus abrégée,
HZ,-ïî).
Z'.Jii-lz) =0,
Us IroU équations (1) sont appelées équations des compomta parallites atix axes; les trois équations (2), équa- Itm dit moments jmr rapport aux axes. l.e premier groupe expcime qui', lorsqu'un solide libre est en équilibre sous l'action de forces données, la tomine algébrique des projections des jltrtn un- trois axa rectangulaires est nulle; le second groupe etprime que la somme des moments des forces par rapport A Irm êxa rectangulaires est également nulle. Ces conditions sont ■tccMiûres L'I sufllsantes. Une fuis qu'elles sont remplies, on ed certain que la somme des projections des forces sur un axe fvJoiMfHe est nulle, et qu'il en est de même de la somme des mtmeMls des forets par rapport à cet axe.
Ilnt facile de reconnaître que les équations d'équilibre se itdoisent :
I' Aux trois équations (1) si les forces passent toutes par le point 0:
î Aui trois équations f2), si les forces données prises deux Mtdeuï forment un système de couples ;
3* A deus des équations (I) cl à une des équations (2), si les forces sont toutes situées dans l'un des plans coordonnés ;
4' A une des équations (1) et â deux des équations (-2), si b laites sont toutes parallèles â l'un des axes coordonnés.
Soit 0 le point Gxe
Kons |iouvons supprimer la liaison qui rend fixe le point 0, « î&trodoisant une force F, égale à la réaction de ce point. Le (orps «)lide, redevenu libre, est en équilibre sous l'action des feiïes données et de la forte K.
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du g 47 : le moment de la résultante est égal à la somme des moments des composantes. Les moments par rapport à 01 des forces X, el Z, sont nuls, puisque ces deux composantes sont dans un même plan avec Taxe (g 42); donc le mcfknent de F par rapport à OX est égal au moment de Y, par rapport au même axe, c'est-à-dire enfin à — Y,a. On recoih naîtra de même que le moment de F' par rapport à OY est égal à -hX,a.
Nous pouvons donc écrire comme il suit les six équations d'équilibre :
(1) X'4-XiH-Xt = 0.
(3) Z'-hZ,-hZ.=0,
L'équation (6), ne renfermant que les forces données, est la condition d'équilibre. Pour que le corps solide soit en Api- Hbie^ il faut et il suffit que la somme des moments des fmu par rapport à l'axe fixe soit nulle. On remarquera que cette condition est tout à fait indépendante de la position sur Taxe des points fixes 0 et A.
Les cinq premières équations définissent les réactions de Taxe.
Les équations (4) et (5) font connaître Y, et X,.
Ces valeurs de Y, el X,, substituées dans les équations (i) el (2), font coimaîlre X^ et Y^ Enfin l'équation (3) donne h somme, Z^ + Z,, des deux composantes qui agissent suivaflt Taxe OZ, et qui demeurent ainsi indéterminées.
La statique ne sépare pas ces deux composantes Tune de l'autre ; l'indétermination lient à Thypothése faile sur l'itt* variabilité des corps solides; de cette invariabilité résulte en effet qu'une force peut être transportée en un point quelconque de sa direction, et que tout point du système solide
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(ris sur la direction d^une force peut être considéré comme SNi point d'application. Les deux forces Z^ et Z,, appliquées sQivaot la même direction en deux poinls d'un système soGde, se composent donc en une seule force égale à leur somme algébrique , et la statique des solides invanaides K permet pas de déterminer autre chose que leur résul- Me.
Si, an lieu d*un solide géométrique, on aTait en rue Féqui- Are d'un solide naturel, ayant deux points fixes 0 et A, les Radions de ces points seraient parfaitement déterminées; elles satisferaient encore, comme nous le Terrons, aux six éfiiatioDS d^équilibre : mais outre ces équations, qui assvtnt ïéquilibre extérieur du corps, il y en aurait d'autres i poser pour tenir compte des lois de l'élasticité qui assurent son équilibre intérieur j et qui, si elles étaient comptétemeiit connues, achèveraient de déterminer le problème. On ne doit pas oublier que les pressions dans la nature sont parTailemaat définies, et qu'il n'y reste rien d'arbitraire. Si noQs ne parvenons à poser qu'un nombre d'équations insuffaaat pour les déterminer, c'est que nous ignorons les lois saÎTant lesquelles elles se répartissent entre les dinërentes Bolécules.
90. Rexabqucs. — L'équation d'équilibre N'=0 indique fie le couple résultant des forces données est situé dans un pbn parallèle à l'axe fixe. Nous avons vu en eHet que l'on poQTait ramener le système des forces à une résultante passât par le point 0, et à un couple dont les composantes fais les plans coordonnés sont L', M', Y. La résultante est ipilibrée par la fixité du point 0. Quant au couple résultant, ipcut être tenu en équilibre par un autre couple, dont les fcrces soient appliquées respectivement aux deux points tics 0 et A ; un tel couple projeté sur le plan XOY a une FQiection nulle. Les équations (4), (5) et <6| expriment Tc^té entre les composantes du couple des forces données et les composantes du couple provenant des réactions des foinls 0 et A.
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L'écartemcnt plus ou moins grand des points fixes 0 et A change la portion de la charge de ces points qui provient du couple résultant, puisque, le bras de levier OA variant, la force varie en raison inverse.
Le corps solide tend à ôtre entraîné le long de Taxe par une force égale à Z\ Si donc on supposait qu'il eût la liberlé de glisser le long de l'axe OA, il y aurait une seconde condition d'équilibre, qui serait l'=0. Les composantes Z^ et Z, seraient alors nulles toutes deux.
Remarquons enfin qu'au lieu de ramener les forces données à une force et à un couple, nous pouvons les ramènera deux forces. Les équations d'équilibre expriment que ces deux forces peuvent être appliquées l'une en 0 et l'autre en A; elles sont alors détruiles par la fixilé de ces points. L'indétermination sur les véritables valeurs des composantes Z^ et Z, tient à ce que cette réduction à deux forces peut se faire d'une infinité de manières.
ÉQUIUBRC d'uK soude ASSUJETTI À GUSSER SANS FROTTEMENT
SUR UN PLAN FIXE
91. Nous avons étudié (g 79) l'équilibre d'un point assujetti à glisser sur une surface fixe qui n'exerce sur lui aucun
frottement. Proposons-nous de résoudre
un problème analogue pour un syslèrae
.H ' ,E- matériel invariable. Nous simplifierons
la question en supposant que la sur-
i " ; / face fixe soit un plan; dans ce cas
particulier, les réactions des divers
Fig. 83. points de contact du corps et de la sur-
face, étant toutes normales au plan, sont parallèles entre elles. Le contact du corps et du plan peut être établi par un point géométrique unique, ou par 2, 3, ... n points; il peut aussi s'étendre à une surface tout entière, comme cela a lieu lorsqu'un polyèdre repose sur une table par une de ses faces;
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àB ce cas, le nombre des points de conlact doit être consi- Jii^cimuue infini.
Soil rP là plan fixe, el A, B, C, ... les poiiils de contact du <iir|« atcc ce plan- Les réactions du plan sur le corps seront tefarcGS AB, BR', CR', ... perpendiculaires a PP. Nous pn'ninm le plan fixe pour plan XOV ; nous y mcncrons deux axes ncluiftulaîrcs OX, OY, et par le point 0 nous élèverons le iMsiùme axe OZ, normal aux deux premiers.
Affieloiis X, y les coordonnées du point A, x', y" celles du pinl B, x', y", celles' du point C, etc. Soîen! toujours X', r. t,L', M', N', les composantes sui\ant les axes de la résul- Intede iRinslation et du couple résultant des forces données |BMlLicitt.-nl le corps; nous écrirons de la manière suivante b Ht équations d'équilibre :
1/+ ha -t- RV+RV4- ■ ■ .=
B'—tU — U'x' — H'r' — ...=
Us équations 4I)> (2) ^1 C^l ne contenant pas les réactions '■connursR.R', R',..., sont des conditions déqnilibre. Elles Clfninenl rjue les Torccs données ont une résultante unique Mrmale au plan PP; en elTct, les équations X'^0, Y':=0, ^=0, satisfont à l'équation générale
hqtirllc noDS montre {g 67) que les forces données ont une rtmlliinle unique. Cette résultante est normale au plan lOÏ, puisque ses compofantes X', ï', parallèles aux axes M. OY, sont toutes deux nulles. Elle est parallèle à l'axe JtsZ. ce qai annule le moment N' par rapport à cet axe. La icsullaolc se réduit par conséquent à Z'. Les équations (5), (*), (5) reiifermenl tout ce que la statique nous api^end
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au sujet des réactions R, W, R'', .... Mais ici plusieurs cas sont h distinguer, suivant le nombre des points d'appui.
1"* Supposons qu'il n y ait qu'un point d'appui, A (6g. 84). Dans ce cas, les forces données doivent être équilibrées par
la réaction R de cet appui. Pour cela, il faut et il suffit que la résultante des j forces données, normale au plan PP en
vertu des conditions générales exprimées par leà équations (1), (2) et (6), passe au point A. Les équations (3), (4) ^'^' ^*' et (5) nous le montrent. Elles prennent
en effet dans ce cas particulier la forme suivante ;
Z'-f-R = 0, L'-hny = 0, M'— Rx = 0.
La première détermine la valeur de la réaction R, qui. est égale et contraire à la résultante 1\
R étant déterminée, les deux équations suivantes sont des équations de condition qui doivent être vérifiées d'elles-mêmes. Remplaçant R par — Z\ il vient
Or L' est le moment de la résultante Z' par rapport à Taxe OX; ce moment étant égal à Z'y, la résultante perce le plan PP à une distance de Taxe OX égale à y ; Téquation M' -h Z'o: = 0 montre de même qu'elle perce le plan à la distance X de l'axe OY. Le point A est donc le point de passage de la résultante des forces extérieures.
Lorsqu'il y a un seul point de contact, les conditions d'équilibre sont ainsi au nombre de cinq ; elles expriment que les forces extérieures peuvent se ramener à une force unique, normale au plan, et passant par le point donné ; la réaction du plan est alors complètement déterminée.
2"* Supposons qu'il y ait deux points de contact, A et B (fig. 85).
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Les équations (5), (4) et (5) deviendront, en ne conservant que deui réactions,
Pour interpréler rncilcmcnl ces équations, supposons qu'on ail pris pour axe OX la droite AB: on aura alors !/;=0, i^^O, et la seconde équation deviendra zi
Les deux autres équations serviront â déterminer les réactions R et R'.
Dans le cas où les points d'appui sont au nombre de deux, il faut pour Vétiiii-
libre, oiilre les condUiom tjénéiales, que la somme des moments des forces soit nulle par rapport ù la droite passant par les deux points d'appui. 11 faut, en d'autres termes, que les forces données aient une résultante unique, normale au plan PP, et rencontrant la droite AB, qui joint les points d'appui. Les réactions des deux points A et B sont cnrorc déterminées par la slalique.
5* Supposons qu'il y ait trois points d'appui, A, B, C.
Les'Irois équations (3), (4) et (5) deviendront
Z' + R + R' + |C = 0, L'-i-liij+R-y + R'>j' = 0.
H'— Rj — B'^ — lt"i' = 0.
Etics sont en nombre égal au nombre des inconnues H, ff, B'; elles sudisent donc en général à les déterminer ; il y a Cendant un cas d'exception : c'est le cas où les trois poînis i, B, C sont sur une même ligne droite; car, si l'on prend «lie droite pour axe OX, les coordonnées!/, y', y' étant nulles ensemble, l'équation (4) se rédiiil è L':::^0, ce qui donne une nouvelle condition d'équilibre; alors les deux équations (5) i) ne sufûsent plus pour déterminer les trois inconnues rS'elR'.
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Le cas de trois points d'appui se décompose donc en deui :
Si les trois points d*appui sont en ligne droite, il faut, pour qu'il y ait équilibre, que la résultante des forces données coupe en un certain point la ligne droite passant par les points d'appui; les réactions de ces appuis ne sont pas déterminées par les équations de la statique.
Si les trois points d'appui ne sont pas en ligne droite, il n'y a pas d'autres conditions d'équilibre que le^ conditions générales (1), (2) et (6); et les réactions des appuis sont déterminées par les équations (3), (4) et (5).
4"* S'il y a plus de ti*ois points d*appui, et s'ils ne sont pas en ligne droite, il n'y a pas de nouvelles conditions d'équilibre, mais les trois équations (3), (4) et (5) sont insuffisantes pour déterminer les réactions inconnues.
Si tous les points d*appui sont en ligne droite, il faut ajouter une nouvelle condition d'équilibre, exprimant que la résultante des forces données rencontre la droite contenant tous les points d'appui.
92. Lorsque le corps solide, au lieu d'être assujetti à glisser sur le plan sans pouvoir s'en détacher d'un côté ni de l'autre, est simplement posé sur le plan, il y a de nouvelles conditions à ajouter à celles que nous avons trouvées. On doit exprimer en effet que les réactions R, R', R", ..^ sont dirigées du côté du plan vers lequel le corps peut s'en détacher; car, par hypothèse, le plan n'exerce aucune action pour retenir le corps, lorsqu'on cherche à l'en détacher de ce côté (cf. g 77). Supposons que Taxe OZ ait été dirigé de ce côté particulier du plan : il faudra que les réactions R, R', R", ... soient toutes positives. Or leur somme est égale à — Z', en vertu de l'équation (5i; donc il faut que — Z' soit positif, ou que TI soit négatif, ou qu'enfin la résultante des forces extérieures tende à appuyer le corps sur le plan, et non à l'en détacher. Cette nouvelle condition est suffisante pour compléter l'équilibre lorsqu'il n'y a qu'un point d'appui.
S'il y en a deux, .4 et B, il faut, pour que les réactions R et R' soient toutes deux positives, que la résultante des forces
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[Slieurcs coupe la droilc AD et\\re les dcui points A el B. La Torce Z' est alors décomposable en deux forcos parallèles et de ménic sens, appliquée!; en A et B, el qui seront égales et con- Iraircs aux i éactions chcrcliées (Gg. 86),
S'il y a trois points, non en ligne droile, A, B, C, la ri'sultanlcdc's forces extérieures devra, pour l'équilibre, passer dans l'intérieur du Irtangle ABC. Supposons, en effet, qu'elle passe par un point 1, extérieur a ce triangle (Hg. 87). L^un des cAtés CB du triangle, prolongé indélinimenl, laissera le point I et le sommet A de différetils cûlés de sa direction. Or la césullanle appliquée en I est diri^Te de haut en bas; la réaction du pliinsur le point A ne ptul i>tre dirigée que de bas (31 haut. Ces deux forces tendraient toutes deux a faire louroer le corps dans un même sens autour de CB. L'équilibre ne serait donc pas possible, et le corps chavirerait autour du eôté CB.
Il faut donc, pour l'équilibre, que le point de passage de la rtsultanle, 1, soit compris à l'intérieur du triangle ABC. Celte condition remplie (lig. 88), il sera facile , de déterminer les réactions positives des piùnts A, B, C. Prenons les moments des forces par rapport à un c(Mé quelconque, BC. Aliai'isons des points Â et I» sur fc C"'ité BC, des perpendiculaires ' AA', la. Appelons, comme tout à l'iieure, r la résultante des forces extérieures, laquelle est négative
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par hypothèse; son moment par rapport à Taxe BC sera égal à Z' X la ; le moment de la réactioa R da point A sera égal à R X ÂA' ; les moments des autres réactions sont nuls, de sorte qu*on a Téquation
ou bien
Mais Ta et AA' sont les hauteurs des triangles IBC, ABC, lesquels ont une base commune BC, et sont entre eux comme leurs hauteurs; la réaction du point A est donc à la résultante des forces extérieures, prise en valeur absolue, comme le triangle IBC est au triangle ABC. De même, la réaction R' du point B est à la même résultante comme le triangle lAC est au triangle ABC, et la réaction R'^du point C est Ma résultante comme le triangle lAB est au triangle ABC. La résultante des forces extérieures est d'ailleurs la somme des trois réactions R, R', R", et le triangle ABC est la somme des trois triangles IBC, lAC, lAB; on peut donc dire que la résultante des forces extérieures se partage entre les trois points d'appui A, B, C, proportionnellement aux aires des triangles IBC, lAC, lAB, qui ont pour sommet commun le point 1, et pour bases les côtés du triangle opposés aux points d*appui.
Si les trois points A, B, C sont en ligne droite, les triangles lAC, IBC deviennent nuls, et la répartition des réactions reste, comme nous l'avons \u, indéterminée. Mais il faut toujours, pour que les réactions soient positives, que la résultante des forces extérieures coupe la droite des appuis entre les appuis extrêmes; autrement elle tendrait à faire basculer le corps autour de Tappui le plus voisin.
Enfin, s*il y a plus de trois appuis, et s'ils ne sont pas en ligne droite, on prouverait, comme nous l'avons fait pour le cas de trois appuis, qu'il faut, pour qu'il y ait équilibre, que la résultante des forces extérieures passe au dedans du poly-
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pme convexe que Ton peut former en joignant tous les points ^*q>pui; autrement, elle tendrait à renverser le corps autour de l'an des côtés de ce polygone.
Les mêmes conclusions s'appliquent à un nombre d'appuis iBsâ grand qu'on voudra, et par suite à une surface (T appui (omprenant un nombre infini de points de contact; si, par Gemple, le corps solide repose sur le phn fixe par une surface terminée au coolour ABCDEFGHA, que cette surface mi (Tailleurs pleine ou évidée, il faut et Usaflil, pour l'équilibre, que les forces extérieures aient une résultante unique, «maie au plan, et que le point d'apjkadon de cette résultante soit compris dans le polygone foimé fm la Ureetiatis des droites autour desquelles le coiys peut kmler , c*est - à - dire dans Vintérieur du contour convexe iBDEFKUA, qu^on obtient en supprimant les parties rentrantes n),FGK, du contour effectif.
Fig. 89.
CHAPITRE III
ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES MATÉRIELS. — SOLIOIS NATURa.S.
mOTTEMENT DE eLISSCHENT.
ÀlTLlCATlOIf DES SIX ÉQUATIONS D^ÉQCTILIBRG AUX ST3TÈ1IE3
MATÉRIELS QUEIXONQUES.
95. Les six équations que nous avons obtenues, équati<ms nécessaires et suffisanles pour assurer Téquilibrc d*un solide invariable, s'appliquent à l'équilibre de tout système matériel; elles sont encore nécessaires, mais elles ne sont plus surfisaiites. Le théorème auquel on parvient en étendant ces é(i nations aux systèmes non solides, peut se formuler comme il suit :
Dans tout .système matériel en équilibre^ la somme algébrique (les composantes des forces extérieures estimées parallèlement à un même axe quelconque est égale à %éro^ et la somme des moments des forces extérieures par rapport à un axe quelconque est aussi égale à zéro, L'ap.plication de ce théorème donne six é(| nations distinctes, et pas plus de six.
Le système étant par hypothèse en équilibre, on ne troublera pas son état d'éqnilibre en y ajoutant de nouvelles liaisons (g 78). Choisissons ces liaisons nou'velles de manière à soliditier le système, c'est-à-dire à fixer les diverses parties qni le composent dans des positions invariables les unes par rapport aux autres. Nous obtiendrons ainsi un système solide qui aura môme forme que le système donné, qui sera sollidlé par les mômes forces extérieures, et qui enfin sera en équilibre comme lui. Le théorème sera donc vérifié, et par suite
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les six équations d'éiiiiilibrc qui cil sont b li'aduclion al^(>brique, s'appliqueronl aux forces solliLiLinl le syslème donné, comme si ce sysicme élait un solide invariable.
Muis ces sis équations, qui suffisent pour l'équilibre d'im solide géométrique, ne sufGionI gt^ncralcmenl p;is pour l'i'quilibre du système donné ; le sysfêine solidilic par l'inlioduction des liaisons que nous avons ajoutées est, il est vrai, en équilibre en vertu des sis équations, mais la suppression des Liaisons altère les conditions d'équilibre, en donnant aux diverses parties du système une liberté qu'elles ne possédaient pas dans le système solidifié.
Tour être certain de l'équilibre d'un système matériel non invariable, il faut donc véiifier les six équations non-sful'ment sur le système entier, mais encore sur ses diverses parties, de quelque manière qu'on le décompose, par exempte, jusqu'il ce qu'on ait à opérer sur des corps solides, l'équilibre de tels corps étant assuré par ces six équations. On ne fem entrer dans lus équations d'équilibre d'une portion quelconque que les forces extérieures à cette portion. Parmi ces forces extérieures figurent certaines forces inléiieures au système entier, à savoir les réactions des portions voisines. L'équilibre sera assuré si les sii équations sont vérifiées nonseulement pour l'ensemble du système, mais encore pour une quelconque lie ses parties, si petite qu'elle soit; celte comiilion fstsuffisanle, car si l'équilibre des points malèriels constituant te système est assurépourchacun d'eux pris individuellement, il est évident que l'équilibre du système entier en est une conséquence nécessaire.
Celle mélli'ide s'applique particulièrement aux solides naturels, qui, au lieu d'être invariables iomme les solides gèométriques, sont doués d'une certaine élasticité, se déforment sous l'aciion de toute force qu'on y applique, et tendent à revenir è leur forme primitive lorsque la force es.1 supprimée. La force extérieure qu'on appli-ine à un solide naturel, a pour elfet d'altérer tes distances mutuelles des molécules du corps. Celte altération des distances entraine une altération
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correspondante dans les actions des molécules les unes sur les autres; le nouvel équilibre s*élablit lorsque la déformation du solide a fait naître entre les molécules des actions capables d'équilibrer pour chacune d'elles la portion d'effort extérieur que cette molécule est appelée à supporter. L'expérience conduit à admettre que reflbrt mutuel développé par une variation très petite de la distance entre deux molécules est proportionnel à cette variation ; de cette loi, qu'on peut regarder soit comme un fait d'expérience, soit comme une hypothèse probable, on a pu déduire, dans un certain nombre de cas simples, la relation qui lie la déformation d'un solide naturel aux efforts extérieurs qu^on lui fait subir ; on peut déterminer, par ( xemple, Vextension prise par une barre métallique sous Faction d'une force qui tend à l'allonger ; la flexion de la même barre, posée horizontalement, sous l'action d^une charge répartie sur sa longueur suivant une loi quelconque, etc. ; on peut aussi déterminer, en chaque point da solide, l'intensité des efforts intérieurs mutuels développés par l'action des mêmes forces. Cette détermination des eft'orts intérieurs est même généralement plus importante que le calcul des déformations ; elle apprend au constructeur d'une machine ou d'un édifice si les pièces qu'il se propose d'employer sont dans de bonnes conditions de résistance, si elles sont exposées à quelque altération d'élasticité, ou si elles sont en danger de rupture ; il suffit pour cela de comparer la mesure des efforts intérieurs à certaines limites indiquées par rexpcrieiice pour chaque nature de matériaux.
94. Les solides géométriques sont des corps fictifs, introduits dans la mécanique pour en simplifier l'étude. En réalité, un solide est une agrégation de points matériels, réunis les uns aux autres, non par des liens géométriques de longueur constante, mais par des forces qui varient avec les distances mutuelles. Dans la statique rationnelle, on suppose les forces appliquées en certains points géométriques; on transporte ces forces en d'autres points de leurs directions; on change les forces et les couples en d'autres systèmes équi-
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nloils, de. Toules ces opùrations sont fictives. Aucune force leM bolii: dans la nature, en ce sens que les forces applitfka I des points inalérîels sont inlinîinenl petites comme » (winu eux-mâmes; une l'orée isolée iiVsl autre elio%e fimerttaltautg de forces infiiiimenl petites, apjiliquoes aux fmii nuli-riuls conleaus dans une certaine région de granjnr finie. 1^ composition des forces, et plus généralement h nibstiiulîon de cerlaines forces à d'aulres équivalentes, sspposent la solidificalion ûclive du système matériel ; ce sont ■liai de procéités analytiques iiui n'altéreni pas les iquataastiVrqiiilibre, mais qui n'ont aucune réalité objuctive. Lii dd'oruialion d'un solide naturel, par exemple, pourrait élrc^ csni|ilélemenl modifiée si l'on substituait aux forces qui MllkileDt ce corps, des forces équivalentes autrement diskibuccs.
Us liaisons sont de même des relations tiitives entre lesi
foifils matériels. Il n'y a dans la nature ni points fixes, ni li-
ine aies, ni surfaces fixes ; les points, 1rs lignes, les surfaces
ifK l'oa re^'arde comme fixes, appartiennent à des solides
■larcls, qui sont plus ou moins défoniiables. et qui par con-
lé^Bunt Oc jimissenl pas dVne fixité absolue. Ce n'est qu'à
litre (l'approximation qu'on peut leur attribuer une telle pro-
: friélc. Les figes, les fils, au moyen desquels on réunit deux
■■Mb tnalériels pour assujettir leur distance mutuelle à
^^^■hiPs conditions, n'ont pas non plus les qualités que la
^^HpBîqutt ntliomielle Leur assigne, telles que la flexiliiiito
d rinexiensibililé pour les (\h, l'invariabilité de longueur
poar les barres. Ces fils, ces barres, ne sont après tout que
ia ïystcnies particuliei's de molécules sollicitûes par des
brtt's mutuelles, et si on leur altriliue dans la mécanique dis
^btés absolues, c'est seulement pour simplifier les problé-
■n d Eaciliter l'exposition des tliéotics.
hr ce qui précède, on peut pressentir combien les questims de mécanique appliijuée sont d'une dilficullé supérieure BU queslioiis de mécanique rationnelle; celles-ci peuvent toufon être simplifiées par un choix particulier de données.
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choix légitime dans une science abstraite. La mécanique appliquée ne conrére pas le même droit, et si elle est souvent forcée de recourir à des hypothèses, il reste à vérifier ensuite, au moyen de Texpérience, Taccord de ces hypothèses avec les faits observés.
95. Les exemples que nous avons donnés dans ce livre montrent que les équations de la statique ne suffisent pas toujours pour déterminer entièrement les réactions des liens qui restreignent la liberté d'un système solide. Lorsque les équations sont en nombre suifisant, les réactions deviennent connues, et on peut voir si elles excédent ou non la limite de la charge qui compromet la résistance des liens; on peut aussi s'en servir pour déterminer les déformations subies par le système. Lorsque, au contraire, lés équations de la statique sont en nombre insuffisant, la distribution des réactions inconnues dépend de la déformation du système, et le problème devient beaucoup plus difficile à traiter.
Par exemple, si un point matériel pesant est suspendu à un fil altactié à un point fixe, la statique montre (g 79) que réquiiibre a lieu lorsque ce fil est vertical, et que la tension du fil -est égale au poids du point matériel. On pourra donc calculer rallongement pris par le fil sous Taclion de ce poids, et reconnaître si la tension du fil met sa résistance en danger.
Mais si Ton cherche les pressions exercées par une poutre posée sur trois appuis en ligne droite, et chargée de poids appliqués eu divers points de sa longueur, la statique (g 91, o"") ne donne que deux relations entre les trois réactions inconnues, et la distribution du poids total entre les tro^ appuis dépend des lois de la flexion des poutres élastiques.
DES SOLIDES ^ATIlHEl!!.
rnEssiONS ciEncÉES s
I LE SOL TAU LES QUATRE PIEDS D LNE TABLE
96. Une table reclangulaire ABCD, soulenue à ses quatre angles par des pieds verticaux, qui se projetlenl en MN, PQ, sur le plan vertical, repose sur un terrain horizontal XY. Elle est soumise à l'action d'une force verticale F, appliquée en un point (0, 0') de sa surlai e supérieure. On demande les pressions développées dans les pieds de la lable, ou dans les régions du sol sur lesquelles ces pieds s'appuient.
Le nombre des appuis étant supérk'ur à 3, le problème ne peut élre cntièrcmenl résolu par les équations de la slatiqne (g 91, i°), et la solution dépend de la loi physique suiraol laquelle s'opère la déformalio aux poinis A, II, C, D.
Nous supposenins que la défor
1 des parties en contact
ion porte exclusivement sur ie sol, ce qui revient à attribuer aux pieds de la table une très grande rigidité comparativement à la raideur du terrain ; nous admettrons, en outre, que les pieds de la table s'enfoncent chacun dans le sol d'une quantité proportionnelle h la pression qu'il exerce, de sorte que, si on appelle bi la section droite du pied, x la quantité dont il pénétre dans le terrain, et i. un coelficient déterminé par expérience, la pression P exercée par le pied soit donnée par l'équation
On supposera enlîn que les tassements soient assez petits
l']mr qu'on paisse encore considérer les pieds comme verti-
I après la déformation du sol. Les réactions seront aussi
Wrticales, el parallèles à la force F.
Appelons a, b \cs dimensions liorizontales de la lable
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m, n les distances du point 0 aux côtés AB, AD ; et P, P,- T', P" les réactions inconnues des appuis A, B, C, D.
Nous aurons d'abord entre ces quatre inconnues les trois équations que fournit la statique, savoir : l'équation des forces projetées sur une verticale, et les équations des moments par rapport aux deux axes AB, AD :
(V + P')a = Fm.
{V + V)b=fH.
Il faut une quatrième équation pour achever de déterminer les quatre inconnues. Cette quatrième équation se déduira de notre hypothèse sur la déformation du sol aux quatre points d'appui. Les enfoncements respectifs des points A, B, C, D,
seront exprimés par les rapports ^y «-» g-. =7-» les quatre
pieds ayant la même section co. Ces tassements sont tous sensiblement verticaux ; d'ailleurs les extrémités inférieures des pieds doivent être dans un même plan, après comme avant la déformation, et comme ils sont les sommets d'un parallélogramme, il existe entre le nouveau point B et le nouveau point A la même différence de hauteur qu'entre le nouveau point C et le nouveau point D, c'est-à-dire qu'on a entre les quatre tassements la relation
kw Kw Km Kw
ou l>ien
Équation qui ne contient plus le coefficient E.
Les quatre équations (1), (2), (5) et (4) déterminent entièrement les forces cherchées.
De la dernière on tire
p-l-i»»=P'-f pw.
Comparant à l'équation (1), on en déduit
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et
Des équations (2) et (3) on tire, en les retranchant, après avoir divisé la première par a et la seconde par fr,
Donc
et par suite
/3 m n\ [i a^bf'
p F/3 m II
Ces équations donneront pour P, P', P, P' les valeurs cherchées, mais pour être admissibles, il Tant qu'elles soient toutes positives; car, pour que Tune fût négative, il faudrait que le pied exerçât sur le sol une traction au lieu d'une pression, ce qui est impossible, puisque la table est sealement posée sur le sol, sans y être attachée à demeure.
U faut donc, pour que la solution soit admissible, que Ton ^t à la fois :
m « ^1 m n i m II 3
Ces conditions sont toutes satisfaites quand le point 0 ^ trouve à l'intérieur du losange ILRS obtenu en joignant
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les milieux des cdtés du rectangle ABCD formé par les appuis. Si, au contraire, la Torce F était appliquée en dehors de ce losange, par exemple en (V dans le triangle LCR, Tune
des quatre conditions, la condition - + ^<;^, ne serait plus
remplie, et, par suite, le calcul assignerait à !a pression P du
pied opposé, A, une valeur négative inadmissible. Ceci indique qu*en réalité le pied A ne porte pas sur le sol ; le calcul, établi d'après l'hypothèse que le sol exerce sur la table une réaction appliquée en ce point A, est donc à recommencer en supposant nulle la réaction P. Mais alors le nombre des appuis est réduit à trois, et la statique suffit pour déterminer les trois pressions inconnues. Appliquant aux trois appuis B, C, D, la règle donnée § 92, on trouvera la véritable solution au moyen des équations :
P^ . ^ surf. O^DC p ^ surf. O'DC
/axb\ •
p,_ p surf. O^DB _ surf. O'DD ^ ^ suif. BDC - ^ ^
^,„ „ surf. O'CB _ surf. O'CD ^surf. BDC ^ /flXfr\
Dans tous les cas, on connaîtra les pressions développées dans les pieds de la table; on pourra donc calculer, parla formule P = Ko)X, les tassements correspondants du sol.
97. Revenons au premier cas. L'équation (4) nous apprend que les sommes P-f-P", P'-f-P'", sont égales; réquation(l) nous montre d'ailleurs que la somme des quatre réactions est égale à la force F ; d'où résulte que les sommes P h-P' ^^
F P'-f-P' sont égales à ^^ Cela posé, on peut achever géoni
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IriqucinciU la solulion du proljlùmc ainsi qu'il suit (iig. 92).
Les deux réactions P el P", appliquées l'une en A, l'autre
cil C, sont parallèles, et se composent en une seule force égale
F il leur somme P-hP", ou à s; la résullanic est appliquée en
lin point E de la diagonale AC.
De niiîme, les réactions P' el P"' des poinls,U et P ont une F ~ , appliquée en un point G de la diago-
rësullanle égale à ^ nale BD.
Les deux forces parallèles,
tgalcs à g, appliquées l'une
en E, laulic en G, se composent en une seule, égale à leur
somme, ou égale h F, el appliquée au milieu de la droite EG ;
il faut et il suffit, pour l'équilibre, que
cette forée soit égale et contraire à la
force donnée F, appliquée au point 0 : le
point 0 est donc le milieu de la droite EG,
et, par conséquent, on trouvera les points
E et G en menant par le point donné 0 ^'s- ■■*■
une droite telle, que le point 0 soit le milieu de la portion de
cette droite inscrite dans l'angle ClIB formé par les diagonales
du rectangle.
Pjp le point 0 menons OT parallèle à HO; puis prenons sur l'autre diagonale MB, à partir du point T, une longueur TG égale à TII. La droite GO sera la droite demandée.
Nous substituerons à la force F deux forces égales
F S 5, appliquées l'une en E, l'aulrc en G.
Nous décomposerons ensuite la première en deux forces appliquées l'une en A, l'autre en C; elles seront déterminées par ^' lations
DB
et le problème sera résolu.
Pour que les forces P, P, P", P' soient toutes quatre positives, il faut que les points G et E soient situés tous deux sur les diagonales du rectangle, et non sur leurs prolongemenis. Cette condition sera toujours remplie si le point 0 est dans le losange ILRS.
On exprime en eflet ces conditions en posant les inégalités
Hais
Donc
HE<HC, HG < UB
IIE=rT0xS et HGcsHTxS.
mt\ ^ HC . „_ ^HB TO < Y et HT <-j .
Prenons le milieu y de la demi-diagonale IIC, le mi* lieu ^ de la demi-iliagonale IIB, et menons par ces points des parallèles vL, ^L aux diagonales; ces deux parallèles se couperont en L au milieu du côté BC, et les quatre pressions seront positives, le point 0 étant toujours supposé dansPangle CIIB, s'il est situé dans le parallélogramme U^L^. La même condition est applicable aux trois autres angles formés par les demi-diagonales; et l'on retrouve le losange ILEIS pour la limite en dedans de laquelle il faut appliquer la force F| si l'on veut que les quatre pieds de la table soient chargés.
On peut remarquer que, lorsque la force F est appliquée au centre II de la table, les quatre pieds supportent des pressions égales; le point II est le seul qui assure cette égalité des pressions.
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98. Dana les exemples donnés plus haut, nous avons admis que, lorsqu'un poinl est assujetti à glisser sur une surface ou sur une courbe tixe, la réaction de la surface ou de la courbe est normale. L'expérience dément celle liypotbése. Quand on fait glisser un corps sur une surface matérielle, la réaction de la surface sur le corps n'est pas normale i ta surface : elle peut se décomposer en deux forces, Pane normale etl'aufre tangentielle, el celte dernière composante prend le nom de froltemetit de glissement.
L'étude expérimentale du frollemcnt a été faite par Coulomb, en 1781, et l'on se sert encore aujourd'hui des lois suivantes qu'il a le premier formulées.
Quand un corps mobile glisse sur wiif surface fixe, le frottemml ifu'il subit est une force tnugenlielle à la surface, et dirigée m srns contraire du mouvement ; cette force dépend de la nature de» sur faces en contact ; elle est indépendante de leur étendue et de la vitesse de glissement; enfin elle est proporlionnelle il la pression mutuelle qui s'exerce normalement à ces surfaces. En vertu du principe de l'action et de la réaction, un frotlement égal et contraire est subi par la surface fixe sur laquelle le glissuinenla lieu.
Soit RR'un plan fixe, sur lequel
glisse le corps ABCD dans le sens
delà fl'^che a; le contact a lieu
sur loule l'étendue de la face CD.
Lî force Pesl la pression normale *'
acrcée par le corpssurle plan RR' ; une force rgalect contraire,
V, sera la réaction de la surface sur le corps. Les lois du frol-
I lement nous apprcnneni qu'en outre de celle force normale I",
^^^^rface exerce sur le corps une réaction langentielle F,
^^^P^èecn sens contraire du mouvement, et que le corps exerce
152 LOIS OU FROTTEMEKT
sur la surfanc, dans le sens du mouvement, une force égale et contraire T. Les forces F et F', égales et contraires, sont en réalité les résultantes de forces mutuelles réparties sur les divers éléments en contact dans la surface de glissement G). De même P et P sont les résultantes des actions nornoiales des mômes éléments.
Le frottement est proportionnel à la pression : en d'autres termes, les forces F et P ont entre elles un rapport qui ne dépend que de la nature des surfaces en contact. Il est facile de s'expliquer comment ce rapport est indépendant de retendue des surfaces. Décomposons la surface CD en éléments infiniment petits d'une superficie constante. Imaginons ensuite que, sans rien changer à la force P, nous augmentions la surface CD dans le rapport de 1 à 2, ce qui doublera le nombre des éléments; les pressions élémentaires dont la force P est la résultante seront toutes réduites dans le rapport de 2 à 1. Les frotlements élémentaires seront donc aussi réduits dans le môme rapport ; mais cette réduction sera sans influence sur la résultante F, puisqu'on a doublé en même temps le nombre des forces qui s'ajoutent pour la former.
La résultante S des forces P et F est la réaction totale de la surface RR' sur le corps glissant. La force égale et contraire S', résultante des forces P et F', est Faction totale du corps glissant sur la surface RR'.
Le rapport p étant constant pour les mêmes substances
en contact, le triangle IFS, rectangle en F, est semblable à un triangle qu*on peut construire a priori^ et les angles ISF, FIS sont constants. Le premier de ces angles, ISF=SIP', est l'angle que fait la réaction totale F avec la normale P' à la suri'ace directrice; on Tappelle angle
F du frottement. Le coefficient du frottement est le rapport f=n
de la force tangcntiellc à la réaction normale. C'est la tangente trgonométrique de l'angle du frottement. On a déterminé au moyen d'une série d'expériences la valeur de ce rapport pour
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ka diTcrs«8 substances qu'on fait glisser les unes sur les
rireidans les machines.
Le frollcmcnl c^t le résullst de la déformation subie à la
làs fat le corps glissant ABCD, et par la surface RR', sous
ïxlion àfH la pression luulueile, V, qui s'exerce de l'un â
Futrï : les sui Tai-cs en conlacl ne conservent plus leuis
géométriques, cl la résultante des actions inoléubircs
fcieloppées dans le conlact, au lieu de prendre la direction
tionnalc, ir*. qu'elle aurait si les corps étaient parlaileinnit
jtiis el cumplèlemcnl invariables de forme, prend une direc-
tin dévii'e, IS.
It froUement fsi uidépemlant de la vitesse du fjUsstmfitt.
Cette Wî no doit être regardée que comme approximative.
Db obMTTBiions récentes ont montré que dans les très
pudes vilesscs> le rapport = est sensiblement réduit : on sait
fkllenrs depuis longtemps que ce rapport est plus grand an HfÊTt du corps, c'esl-ù-dirp quand \v iilissement comtaence tufte la \îlessc est sensiblement nulle. (]ue quand le mou- WKtit fsl nne fuis établi. On doit donc adinellre que le rap-
fon r = /'csl une fonction de la vitesse i' du corp'^ mobile, cl
^ celte fonction diminue à mesure que v augmente. Haïs
itiultiMi est peu sensible pour de grandes variations de
; on s'est donc contenté jusqu'ici de déterminer
d«ux cas principaux les valeurs du coefficient f: l'une
ïfMnd an départ, l'autre au glissement effectif, sans ac-
O^on de vitesse.
W. Sous avons supposé jusqu'ici que le corps ABCD flBuit sur la surface ItR'. 11 nous reste à étudier ce qui K passe lorsque le corps mobile reste en repos sur cette nriue.
Soit \BCI> ifig. 94) un corps en équilibre, posé sur un plan fae. Nous supposerons ce corps sollicité par une force S, que oow pouvons décomposer en deux : l'une IP, normale, 1 wlre IT, parallèle au plan. La réaction S' du plan est égale
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et contraire à la force S ; elle se décompose de même en deux forces, égales et contraires à P et à T, savoir la force P', réaction
normale, et la force F, qui est le . , fi*ottement. Nous avons donc k h
/ I fois les équations
A / ■' --■4< ^I ie»
pf — ,4
Fife'. 94.
Laissons la force P constante, et faisons varier la force T. Si on fait d'abord T = 0, c'est-àdire si Ton applique au corps ÂBCD une force normale P, le mouvement de glissement du corps ne tend pas à se produire, et le frottement est nul. Faisons croître ensuite graduellement la force T. Le glissement tendra sans doute à se produire, mais Texpérience montre qu'il n'aura pas lieu quelque petite que soit la valeur de T, et que, pour faire efTectivement glisser le corps sur le plan RR', il faut y appliquer une force tangentielle égale ou supérieure à une certaine limite; or cette limite n'est autre que le proJuit ?f de la pression normale P par le coeiricicnt /* du frottement relatif au départ. Tant que la force T csl moindre que P/*, la surface Rd' développe un frottement F, égal à T, et qui lient celte force T en équilibre. Lorsque au contraire T est supérieur à P/", h surface UR' ne peut développer en sens contraire qu'un frottement égal à P/*, et par suite le corps est sollicité à se mouvoir parallèlement au plan par une force.égale à T — P/".
Pour l'équilibre, il faut donc que la force T soit au plus égale au produit P/", ou qu'on ail Tinégalité T<Pf.
Sur la normale au plan, prenons une longueur IP pour représenter la force P, puis élevons sur cette droite, au point 1, une perpendiculaire Pli, que nous prendrons égale au produit Px/*. L'angle lUP sera l'angle du frottement. Il faudra pour l'équilibre que la force IS, appliquée au corps, soit dirigée dans Tangle lllP. La droite III, en tournant autour delPi
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*ne de révolution dont le demi-angla au centre igle du rrottement. Appelons ce cône le cAne du rtfUnunl. Nous pourrons exprimer comme il suit la condîm (Téquilibre : il faut et il suffit, pour l'équilibre, que la int eaêntvre qui applique le corps contre le plan soit comprise 'ieiaxs du cùne du frottement.
On ae doit pas oublier que le frottement elTectif subi par un nacQ equikibre sur uoe surface est 6gal et contraire à la BBKlMistnte tangenlielle T qui tend â fiiirc glisser le corps, et p"]! de^icot ègj| à sa limite P/ à rinslanl seulement où le pSKcniTit Ta commencer ; lorsque le mouvement est itubli, U égal à chaque instant au produit Vf, mais le nombre f tA riors le coefficient du frottemeat des corps en mouvem, et Hun le coelficient du frotlemeni au départ. 100. Soas avons supposé que le plan, sur lenuel le corps Hiil issujetli à glisser, restait fixe. S'il était mobile, on le nmincrail à filre fixe en considérant le mouvement relatif Aacmps par rapport au pian.
Si, au lieu d'un plan, le corps glissai! sur une surface, on ■keiloerait à chaque instant à cette surface le plan langent ■Oc ai Mn point de conlact avec le corps.
loi. Le frollrment est utile dans certains cas, et nuisible ta» d'autres. Il est utile pour donner de la stabilité aux iKIrudions; pour fournir aux animaux les points d'appui ^leor permettent de marcher à la surface de la terre; pour '«nerâ la roue de la locomotive un point d'appui analogue ttUrail; pour opérer l'arrùt des machines au moyen (Il'S tes; pour réaliser certains embrayages ou a;rtaines trans- ■ianns di- mouvement, ulc.
Ufrollementest généralement nuisible dans les macliines, l«w qu'il absorlie inutilement, comme nous le verrons plus ■wi, une portion du travail moteur.
Ittns 1.- premier cas, on cherche a l'augmenter; dans le »««id. on cherche à le réduire.
L'élode des valeurs du coefOcienl { fournit sur cette maUère *e précieux renseignements. Elle montre, par eiemplc. 1»
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grande influence des enduits interposés entre les surfaces frottantes. C'est pour diminuer le frotlement développé dans les machines qu'on doit se ménager des moyens de graisser les paliers des arbres tournants, et de vei^ser de l'huile dans les diverses articulations des pièces mobiles (I, gg 206 et 207). Un enduit naturel remplit le même rôle dans les jointures des membres des animaux. Des expériences toutes récentes, dues i M. Girard, ont montré qu'on obtient une réduction considérable du coefficient du frottement, en interposant entre les parties frottantes des organes de machines, une couche d'eau injectée sous une pression suffisamment grande, et on pense que la réduction serait beaucoup plus grande encore si Ton pounit remplacer cette eau par un matelas d!air. Mais ces perfectionnements sont jusqu'ici peu répandus dans Tindustrie ; on reproche au matelas d'eau d'user très rapidement les surfacts métalliques frottantes, et on se contente de procédés pins grossiers. Les graisses, dont on se sert habituellement, ont l'avantage de demeurer assez longtemps entre les deux corps en contact, malgré la tendance des fluides à s'échapper latéralement sous l'action des pressions qu'on leur fait subir; mais elles s'altèrent vite, et doivent être fréquemment renouvelées.
TABLEAU DU COEFFICIKKT f ET DE l'aKGLE 7 DU FROTTEMEKT.
NATURE
DBS 80KPACKS FROTTAXTIS.
Boi«> sur bois, à sec
— avec enduit gras.
Hois et métaux, à sec
— avec enduit gras.
Métaux sur métaux, à sec. . . .
— avec enduit gras.
Torde mouillée sur bois . . . .
Curde sur fiuUe
Cuir sur bois ou métal, A sec. .
— ,avec enduit gras.
Fi»r forpé sur pierre
l'ieire sur bois
Pierre sur pierre .
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DE GLISSEJIJM.
PBOBLilHSS SVn LE FiiOTTESlE^T DE GLISSEUEItT.
102. Un corps pesant est posé sur un plan incliné ; Irouver sous quelle inclinaison du plan ce corps commencera a glisser.
Soil AB If corps pesant : la force extérieure qui le soUicile est k- poiils IS, lequel a-^H suivant la verticale. L'inclinaison
du plun RR' esl donnée par le rappoil j.Ti , de sa montre ou de
sa hauteur, R'H, à sa base RII. Suit l'angle R'm!=i.
La force IS peut se décomposer en deux, l'une, IP = IS cos a, normiile lu plan, et l'autre, IT^^ISsini, parallèle au plan et dirigée suivant la * ligue de plus grande pente. '^"
La forte IP esl la pression normale ; le froUement subi par le corps de la part du plan a donc pour limite supérieure le proiluit !P X f, en prenant pour f le coclficicnt du frottement reiatifaux matières en conlucl.
Tant que la force IT sera inférieure au produit Wxf, le corps ne pourra glisser, car la réaction langentielle de la surface fait équilibre à celle force IT. Le glissement ne pourra donc commencer que lorsqu'on aura 1T;=IP xf. Cette équa- Iton défmil la limite chercliéc.
Mais quand IT^IPx/", l'angle SIP est égal à l'angle du rroUcment 7. Or
II = IP tang a, I dMW
les angles a et ç, positifs et plus petits que ^. sont égaus
comme ajant mémo tangente. L'angle R'RIl est par suite égal i l'angle du frollement. Le glissement ne pourra donc se pro-
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duii e que si Tangle du plan avec l'horizon est au moins égsl
à l'angle 9.
Cette remarque fournit un procédé pratique de déterminer
Tanglc 9, et le rapport /'=tang9. Il suffit de rendre le
plan RR' mobile autour d^une de ses lignes horizontales;
on y place un corps pesant, et on fait croître graduellement
Tinclinaison du plan jusqu'à ce que le glissement commence.
L'inclinaison correspondante à ce mouvement naissant est h
valeur de l'angle cherché.
La dynamique fournit des moyens plus rigoureux dedéte^
miner le nombre /*.
i03. Un corps pesant (ABCD, HNNW), ayant la forme d'un
parallélépipède rectangle, est posé par une de ses faces AB
sur un plan horizontal RR'. La fora qui sollicite ce corps est la pesanteur P, qu*on suppose appliquée an point (G y G% sur son axe vertical de symétrie. On applique à ce corps une force horizontale KF en un point K situé dans le plan de symétrie verli* cal EE'.
** '^ OndemandedansquelcasIaforceF
fera glisser le corps sur le plan RR', et dans quel cas elle le fera basculer autour de Taréte (R, NN').
Composons, au point I, où leurs directions se coupent, les forces F et P en une seule force S. Pour que le corps puisse glisser sur le plan, il faut que la force IS fasse avec la V3^ ticale un angle au moins égal à Tangle du frottement, ou bien qu'on ait la relation
P = ou>P/'.
Mais, si la force IS, au lieu de rencontrer le plan AR delà base en un point L situé entre A et R, le rencontrait en un point L' situé à droite du point R, la réaction du plan ne pou^ rait tenir en équilibre cette force IS, et le corps basculerait
Xl!
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• de l'arête (B, NN'), Ce mouvement est impossible si le Dtoiwnl de la force S par rapport à celle arèle esl de même <iue le moment de la force I*, el de signe contraire a» -ntde la force F ; et comme la force S esl la résulloiite 4tFtldrP. comme par coiis^ijucnl son moment est la somme 4piriJ|ue des momenls dcscomposanles, il surfil que le monde la Turce P, pris en valeur absolue, soil plus grand que kt wiinenl de la force F, pris i-galemeni en valeur absolue, ou fi'oBait rinégalilé
PxB]>FxK*.
Si U matière dont esl formé le corps ABCD n'était pas douée fme ribislancc ifidcfinie, il faudrait, de plus, que la rèsul- ' S passât assez loin de l'arële B pour ne pas l'ècrasor. noDs laissons de côlè celte condition.
ur que le glisseinenl ait lieu, il faut donc et il suffit qu'on àlaUfois
F>r/et
PXDJ>FxKA.
U ot La moitié de la dimension AG=:fr du corps; KA est la hiBteur h à laquelle on applique la pouiîsée latérale F. L'inéga- Glè préc^enle revient donc b celle-ci :
le Buimum de h, correspondant au minimum de F, est donc Amè par les denx èqaatloDs
D'oïl résalle, pour limite supérieure de h.
Afr^easus de celte limite, toute force F, assez grande pour
ICO FROTTEMENT
amener le glissement du corps, tend à le reivferser autour
de son arêle B.
Une barre rigide, AB, s'appuie sur un plan fixe RR' par
son extrémité B. Elle est soumise à l'action d'une force F, appliquée suivant sa dii^eclion. TrouTer quelle inclinaison il faut donner à la barre pour que le glissement de Texlrémilé B sur le plan RR' soit possible.
La force F est décomposable en deux forces, Tune, P, normale, l'autre, T, parallèle au plan ; le frottement exercé par le plan sur la barre a pour limite Vf;
le glissement n'est donc possible que si T est supérieur à ?f.
Si T est moindre que P/*, il n'y aura pas de glissement ; on dit
alors que la barre est arc-boutie sur le plan.
Or remarquons que les forces T et P sont toutes deux proportionnelles à la force F appliquée à la barre, de sorte que
T rintcnsité de cette force peut varier sans altérer le rapport 5
de ses composantes; si ce rapport est plus petit que ^ ou si l'angle de la barre avec la normale au plan est plus petit que l'angle du frottement, le glissement est impossible j quelque grande que soit la force F. C'est en cela que consiste le phénomène de rarc-boulement.
On voit que cet eiïet est à craindre toutes les fois quelafoice qui tend à faire glisser un corps sur une surface, tend en même temps à l'appuyer contre cette surface, en faisant avec la normale un angle trop aigu. En pratique, si on augmentait indéfiiiient la force F, on produirait, soit l'écrasement de l'extrémité B de la barre, soit la flexion latérale de la barre entière, soit enlin une déformation du plan, 1 enlèvement, par exemple, d'un copeau de la mnticre dont le plan est formé.
En général, l'arc-boutement doit être soigneusement évité dans les machines, notamment dai s les engrenages. On y a recours cependant dans quelques appareils spéciaux, tels que ï endiqueioije Dobo, ? ous exauiiiicrons plus loin ces détails.
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105. Lorsqu'un corps glisse sur une surrace, le frottement »bi par le corps est dirigé en sens contraire du mouvement, Blipour valeur Pf, /'étant le coefficient iefirottement, et P la pression normale. I est quelquefois utile d'exprimer le irattement en fonction de la réaction ttHétSy dont P n'est que la composante.
Langle SÂP est alors égal à l'angle 9 éa Erottement, et le triangle ASP, rectangle en P, donne imsëfiatement
Fig. Î9.
SPsASsinç^ASx
)/iTr'
On obtiendra donc le frottement SP en multipliant la réaction
f Wile oblique, AS, par un facteur constant /*^ = ■ '
Lorsque f est très petit, ce qui a lieu lorsque les surfaces a ooQtact sont bien polies et bien graissées, le carré p est ill^eable par rapport à Tunité, et le frottement SP est senddement égal au produit AS x f. Cela revient à confondre la riiclîoQ totale AS avec sa composante normale AP, ou le ans avec la tangente : chose permise quand l'angle est Ms petit.
n. — uU. coLuc?(09r.
POUR UN POINT UNIQUE
106. Le théorème du travail virtuel résume toute la sta- 'j^ue, et permet de faire rentrer toutes les conditions d'équi- '^re d'un système, quel qu'il soit, dans un seul et même ^^oncé.
Soit M un point matériel que nous supposerons d'abord entièrement libre dans l'espace. Ce point est sollicité par une force F, dont la direction et l'intensité Sont connues. Le point M, qui est mobile, Subit un déplacement infiniment pelit, MM', dont la direction ne coïncide généralement pas avec la direction de la force F. Projetons le déplacement MM' sur la direc- ^*" ^'
Uon MF. Nous obtiendrons pour projection une longueur infiniment petite , Mm , qui sera le déplacement élémentaire du point estimé suivant la direction de la force F. Cela posé, on appelle travail élémentaire de la force F le produit Fx Mm de la force par le déplacement projeté, ce produit étant pris avec le signe + si la projcclion du déplacement a la même direction que la force, ou si l'angle M'MF est aigu (fig. 99), et avec le signe — si elle a une direction contraire, ou si
tn ^
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l'angle M'MF est obtus (fig. 100). Le travail élémentaire est nul
si le déplacement MM' est normal à la force F. Si Ton appelle ds l'arc MM' décrit par le point mobile, F la force, et 9 Tangle M'MF des deux directions MM' et MF, le travail élémentaire sera représenté en grandeur et en signe par le produit
produit positif si Tangle f est aigu, négatif s^il est obtus, et nul s'il est droit.
107. Lorsqu'un point M, libre ou non, parcourt une trajectoire AB, et est sollicité à chaque instant par une force F, variable en direction et en intensité, on appelle travail total de la force F, correspondant au passage du point mobile de la position M à une autre position M^, la somme des travaux élémentaires que l'on obtient en décomposant l'arc parcouru MM^ en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites . MM', H'M*, M^M*",... égales ou inégales.
Soient F, F', F% F'",... les forces successives, données en grandeur et on direction, qui sollicitent le point mobile pendant qu'il décrit chacun de ces élémenls, et Mw, M'm', M^m",... les projections, sur les directions des forces, des éléments de chemin décrit ; le travail total de la force variable est la somme
étendue à tous les éléments de Tare MMp ou plutôt c'est la limite vers laquelle tend celte somme, lorsque le nombre des parties MM', M'M'',... augmente indéfiniment. C'est donc l'intégrale
Fiy. 101
JFdscosf,
prise le long de la courbe, cuire les points M et M^. 108. Au lieu de projeter l'élément de chemin MM' sur la
aSeSim^M de la force, on peul projeter la force MF sur lu direction MM' du cliemîn décrit. On pcul en effet grouper d'une autre manîi^rc les facteurs du travail <!'lL'menlaire; au lieu de faire porter le facteur cos s sur l'arc lîs, on peut le faire porter sur la force F, ce qui donnera
FcMp X d< = rf« X Fcfisp,
OU le produit de l'arc décrit par la projection de la force sur la direction de cet arc, ou par la composante tamjeiUielle de la force F.
Dans toutes ces expressions, nous supposons r]ne les fncleurs ib el F sont pris en valeur absolue, et que le facteur cos 9 porte seul un signe, qu'il donne au produit.
Si l'on prend positivement les éléments ds de chemin décrit, il faudra donner à la composante langentioUe le signe + quand elle agit dans la direction du mouvement, et le signe — quand elle agit en sens contraire; le produit aura alors le signe convenable. Lorsque, a» contraire, le calcul assigne aux éléments ds tantôt le signe -t-, tantôt le signe — , il faudra, pour que le produit ait le signe fixé par la définition du travail élémentaire, prendre la composante tangcnliellc avec le même signe que l'élément rfs, ou avec, un signe contraire, suivant que la composante cl le déplacement sont dirigés dans le même sens ou dans des
I sens opposes,
' 109. I^ travail total d'une ■
I forceF, variable en direction
' et en intensité, agissant sur
I un point qui parcourt un
arc MM, de sa trajectoire, '■
' peut se déterminer par la
quadrature d'une courbe plane. A la somme {{îg. 101)
j Fx M"i + F'x a'ni' + F- X K'm- + . . .
1 nou& pouvons substituer, en vertu de la proposition précè-
^^^e, ta somme (lig. 102)
^^^K Pxiiii'+P'xU')i' + rxn'H"'+...
lt>6
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prise enlre les mêmes limites, M et M^. Dans cette seconde somme, P, F, P,... sont les composantes lingaitielles des forces F, F', F'',.*- prises avec les signes que nous avons définis.
Construisons (fig. 103) une courbe dont les abscisses 0^ 0^.',..., Oix^ soient respectivement égales aux arcs de la trajectoire AM, AM',...y AMj, comptés à partir d'un point fixe A, cl dont les ordonnées correspondantes i&cr, |jlV,..., ix^o^, soient égales aux composantes tangentielles MP, MT',..., M^P^ des forces successives F, F^..., F^. L'aire de cette courbe est la limite de la somme
dont les termes sont égaux respectivement à
PXMM', P'XM'M», P'XM'M*»,*..
et par suite Taire de la courbe, comprise entre les ordonnées [uay (jL^cr^, est égale au travail total cherché. Nous avons, eo effet, pour mesure de cette aire l'intégrale définie
0 [L yi' \L' vit" Fit:. 10'>.
8^ et s^ désignant les limites 0[x, Oja^, de l'intégration. 11 est facile de reconnaître que cette égalité est générale, pounu qu'on observe les conventions relatives aux signes des composantes P et des arcs ds.
Si la force F était en tous points normale à la trajectoire, les composantes tangentielles P seraient constamment nulles, et le travail total serait égal à zéro.
110. Lorsqu'un point est en équilibre, on appelle travail virtuel d'une force appliquée à ce point le travail élémentaire de cette force pour un déplacement infiniment petit, attribué ilctiveinent au point. Le théorème du travail virtuel consiste dans l'énoncé suivant : Pour quun système matériel quel-
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eonqae soit en équilibre, il faut et U suffit que la somme des traro'ix virtuels de toutes tes forces, intérieures et extérieures, ifui snllieitent ce système, soit égale à zéro, pour tous les déplacemeiits infiniment petits qu'on peut lui attribuer.
Les lois de l'ëquiLibre que nous avons établies dans les chapitres prùcédeuts sont loulcs comprises dans cet énoncé. Il faul, avant de démontrer le théorème, poser plusieurs Icmmes préliminaires.
raAVAIL ÉLÉMEKTAUtB DE LA RÉSULTAtiTE DE PLLSIEUIIS FOnCES.
Ml. Le travail élémentaire de la résultante H de plusieurs forces F, F', F",... qui sollicitent un même point matériel M, est ta somme ali/ébrique des travaux élémentaires coirespondants h ihatpte composante considérée seule.
Projetons toutes les forces F, F', F",... sur la direction du déplacement infiniment petit, MM', du point mobile, et soient P, P', P",... les composantes tangentielles de ces forces prises avec leurs signes. La somme algébrique des travaux élémentaires des forces sera (g 1 07}
PxilJi'+P'xMa'+P"xilii'+...,
(p+r'+i"...]xiiii'.
Mais la somme algébrique ? + ?' + ?"+... des projections des forces F, F', F",... sur la direction MM', est égale en grandeup et en signe à la projection de leur résultante R; le produit obtenu est donc égal au produit de la composante tangoiti^f^ de la force It, prise avec son signe, par le déplacement MM', c'est-à-dire au travail élémentaire de la force R.
112. On démontrerait d'une manière analogue que, si l'on décompose, d'une manière quelconque, l'élément M.U' de chemin décrit en plusieurs éléments composants, le travail élémentaire if une force It est la somme algébrique det travaux élémentaires
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de cette force correspondants à chacun de ces iiplacemenls^ eonsidéri seul.
Cette proposition rentre même dans la précédente* car odleci n*est autre chose qu'un théorème de géométrie pure ; or rien n'empôclie de prendre la droite finie qui représente la force pour le déplacement imprimé au point mobile, et la droite finie Wli' pour représenter la force. La proposition précédente devient alors apphcable, et la nouvelle proposition s'en déduit en restituant aux divers facteurs leur véritable signification.
113. Plus généralement, si Ton décompose la force R, qui sollicite le point matériel, en un certain nombre de composantes, F, F', F",... et le chemin élémentaire décrit, BIM', en un certain nombre de chemins composants, ck, ds\ J^,..., le travail élémentaire de la force R est la somme algébrique de tous les travaux élémentaires que Ton obtient en combinant successivement chacune des forces F, F', F'',..., avec chacun des chemins composants c/s, ds\ ck*,...
Supposons que le point mobile M soit rapporté à trois axes rectangulaires fixes OX, OY, OZ.
Décomposons la force R qui lui est appliquée, en trois composantes, X', Y', Z', parallèles aux axes. Soit MM' le déplacement infiniment petit imprimé au point; décomposons-le de mi^ine en trois déplacements parallèles aux axes, Mn, nm, mM'.
Le travail élémentaire de la force R pourra s'obtenir en considérant successivement les neuf combinaisons ^' suivantes :
X' cl Nn, X' et itm, X' et mM', -
r ^' €t Un, V et ftm, Y' et mW,
V et ll/i, V et ftm, V et mYi',
et en faisant la somme algébrique des ^^^' ^^' travaux correspondants. Mais le dé-
placement M?i est perpendiculaire à la fois aux forces Y'etZ'; le déplacement nm est perpendiculaire aux forces X' et l'\ enfin le déplacement mW est perpendiculaire aux forces X' et ï'. Les
tll
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travaux corresponJants sont donc nuls, el des neul' comltinaisons indiquées, sii peuvent i^lre supprimées. On n'a plus à considérer que les trois combinaisons
I- a H». Y' cl nni, Z- et mW
pourchacune desquelles la direction du déplacement coïncide, ïans un sens ou dans l'autre, avec ia diieclion de la force. Représentons Mii par rfx, nm par dy, et m\l' par ih, ces ijiian- (it^ étant prises d'ailleurs avec les signes H- ou — , suivant les conventions ordinaires. Le travail élémenlaire de X' sera \'dx, le travail de Y', \'dy, et le travail de Z', l'dz. Le travail ue R sera donc égal à la somme algébrique
X'dx + Tils+fdi.
expression où cliaque facteur X', Y', Z', dx, dtj, ds, porte son signe avec lui.
Le travail élémenlaire de la Torce It, pour un déplacement BIM' dont les composantes soni dx, dy et rfs, est nul si la direction de HcsI normales l'élément MM'. On a alors
cette ^uation indique donc que la direction définie par les projections X', V, Z' sur les trois axes, et la direction définie par les projections dx, d\j el dz, sur les mêmes axes, sont rectangulaires; ce que nous avions déjà reconnu d'une autre manière (g 80).
1 U . Supposons que le point M fasse partie d'un système invarîalile auquel on imprime un déplacement angulaire infiniment petit autour d'un axe AD. Dans ce mouvement, le point M décrit autour de l'axe un élément de circonférence MM', qui a pour centre le point C, projection du point M sur l'axe, et qui est situé dans an plan perpendiculaire à cet a\e. Décomposons la force F, appliquée au point M, en deux forces, l'une Q, nor-
Fij. les.
maie à ce plan, l'autre P, située dans ce plan. Le travail de la
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l'oi-ce F est égal à la somme des travaux de ses composantes P et Q ; mais la force Q, qui est normale à Pélément de chemin décrit M>r, a un travail nul. Le travail de la force Fesf donc égal au travail de la force P ; projetons (fig. 106) k >^ point M' en m sur la direction de HP : le
travail élémentaire cherché sera égal au produit P x Mm.
Y^..-^ 7^"* Du point C abaissons sur la direc-
''' ' tion de MP une perpendiculaire CE. Les
^'- ***• triangles CEM, MmM', qui ont leurs
côtés respectivement perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables et donnent la proportion
MM
par rapport à Taxe AB (§41). Le rapport -jrrr est la mesure de
Tangle M'CM, décrit par le système invariable ; c'est, en d'autres termes, le déplacemetit angulaire du système. On a donc ce ihéorôme :
Le travail élémentaire (Tune force appliquée en un point d^un corps solide auquel on imprime un mouvement infiniment pdU de rotation autour d'un axe^ est égal au produit du moment de la force par rapport à cet axe, par le déplacement angulaire du corps.
Ce théorème est général, moyennant qu'on donne les signes con\enusau moment de la force et au déplacement angulaire.
É'JUILIBIIE DU POINT.
JRÈJIE DO TRAVAIL ViniCEL POCB UW VOEtT ILVTÉniEL L'NIUUE.
t 115. Soit H un point matériel libre dans l'espace, et sollicilè par des forces F, F', F", ... données en grandeur el en direc-
*lion.
' Si ce poini est en équilibre, la somme des travaux élémentaires des forces F, F', F', ... pour un dé- [ibcemont (juelconfiue MM' du poinl, scia nulle. Nous savons en effet que la somme des travaux élémentaires de ces forces est / -.^ L-ale au Inivailélémentairc de la résullarite / " K; or la résultante R est nulle par hypothèse. Son travail élémentaire est égal à léro ; il en est donc de même de la somme des travaux des composantes.
Réciproquement, si la somme des Iravaux élémentaires drs forces F, F', F", ... est nulle pour tout déplacement du pointi le point est en équilibre.
En effel, on peut remplacer la somme des travaux élémenlaires des composantes F, F', F", ... parle travail élémentaire (le leur résultante It; ce travail étant nul, ou bien la force R est nulle, ou bien elle a une direction perpendiculaire à l'élément MM'. Mais il en est ainsi pour tout déplacement du poinl, et la diieclion de MM' est arbitraire. La direction de la résuttanle devrait donc être normale à toutes les lignes qu'on peut mener par le point M, ce qui est impossible. Donc R^ 0, et le point ust en équilibre.
Traduisons analytiqucment ces conditions; nous retrouverons les trois éijUations d'équilibre posées dans le g 22.
Soient X, Y, Z, les composantes de la foi ce F, parallèles â Irais axes rectangulaires;
^^^Y', /,', les composantes de la force F';
^^HX*. Z", les composantes de la force F', etc.
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Décomposons aussi l'clément MM' = is parallèlement aux mômes axes, et soient Sx, Sy, Sx, ses composantes *.
Le travail élémentaire de la force F sera égal à \lx -h Y$y + Za«; le travail de la force P, à X'2x + Y'îy + Z'îs; le travail de P, à V^ -+- X^iy + Vl%^ etc., et la somme des travaux élémentaires de toutes les forces données sera égale à
Celle somme doit être identiquement nulle, quel que soit le déplacement MM', c'vîst-à-dire quelles que soient les p^oje^ tiens Sx, St/, S2, de ce déplacement sur les trois axes. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que les facteurs de Ss, de Si/, de Ss, soient séparément nuls, ou bien que
X-hV-hX''-h
Ce sont les trois équations d'équilibre d'un point matériel libre dans l'espace.
Les quantités Sx, St/, Ss, sont des quantités auxiliaires infiniment petites, qui doivent rester arbitraires dans toute h suite du calcul, et qui disparaissent du résultat définitif.
116. Considérons un point matériel M, assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe. S, et sollicité par des forces données F, F', F", ....
Nous pouvons regarder ce point comme libre en joignant aux forces données la réaction normale inconnue, N, de la sm^ face. Le point devenu libre pourra recevoir des déplacements dans toutes directions autour de la position M qu'il occupe. Mais, parmi ces déplacements, considérons seulement c^ux gui sont compatibles avec les liaisons du pointy c'est-à-dire ceux qui
' ' On emploie la cnractôristiquc o pour représenter les déplacements virtueb et leurs projections sur les axes, en réservant la caractéristique d pourlo déplacements réels. On verra en dynamique Tutilité de ce changement de notation.
ronB us POINT MATÉRIEL UNIQUE. 173
s'opèrent sur la surface S. Tous ces dépliiccmenfs sont normaux à b direction de la force N, el, par suile, pour chacun d*eui, le travail élémentaire de celle rorce est nul.
11 taul el il suffit, pour que le point M soit en iqnililire, que la somme des travaux de toutes les forces qui y sont appliquées, y compris la rùaclion N, soit nulle pour un déplacement quelconque. Si l'on ne considère que les déplacements compatihies avec les liaisons, le travail de la réaction N étant nul pour chacun d'eux, le Lravnii des forces données, F, P, t", ... est aussi égal h 2ôro. Et celte condition nécessaire pour l'équililire est sulTisante ; car elle indique que la ré- Bultaote des forces données F, F', F", ... est normale aux déplacements considérés, c'est-à-dire normale à la surface S. La réaction N sera égale et contraire à la résultante de ces forces.
Les conditions d'équilibre d'un point assujetti à glisser sans frottement sur une surface lue sont donc comprises dans l'énoncé suivant : /' faut el H suffil qiie la somme des traetiiix éUtnentaires de toutes les forces données snit nulle, pour tout déplaeemeiit du point lamjentiel à la surface, c'est-à-dire compatible avec la liaison.
Il est facile de reconnaître, en décomposant un déplacement quelconque du point paraUélemenl h deux axes ri^ctangutaires menés dans le plan tangent, que ces conditions, dont le nombre parait illimité, se réduisent seulement à deui conditions distinctes.
Appelons X, ¥, Z les composantes de la résultante des forci's données qui sollicitent le point, décomposées parallèlement auxases, et soit
léquation de la surface S.
Appelons îJ, ît/, Zz, les projeclions sur les axes du déplacement virtuel inlinîmcnl petit imprimé au point le long de la surface. La condition d'équilibre sera
iU + 13y+Zl=.
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quels que soient les déplacements projetéSi ZXj 8y, 1%^ pourra qu'ils satisfassent à PÀjuation de la surface, c'est-à-dire i h relation i
Entre ces équations, nous pouvons éliminer Tun des déplacements, iz par exemple, ce qui donnera
Cette équation doit être vraie quels que soient &c et ^, el| par suite, elle se décompose en deux autres :
On a donc la suite de rapports égaux :
r/? "" dj df ' dx dy dz
Ces conditions nous étaient déjà connues (g 80).
117. Prenons encore un point M assujetti à glisser sans frottement sur une ligne fixe, L. On répétera les mêmes raisonnements, et on arrivera à la même conclusion. La condition nécessaire et suffisante pour Véquilibre est que la somm des travaux élémentaires des forces données soit nulle pour la déplacements compatibles avec la liaison^ c*est-à-dire ici, jMwr un déplacement infiniment petite donné au point le long de k ligne L.
On exprime par cette condition que les forces données ont une résultante normale à cette ligne; la réaction de la ligne est égale et contraire à la résultante.
Analytiquemcnt , la condition d'équilibre s'exprime par Téquation
XJz4-Yôj/4-z^s=0,
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condition de compatibilité avec les liaisons, par les èqualioDs dirfèrenliclles
Entre ces trois équations, on pourra éliminer les rapports ^ , ï- , el l'équation finale sera l'équation chcrcliée (§ 83).
118. Les trois Énoncés parliculiers que nous venons de donner sont tous compris dans cet énoncé générul :
Pour (/u'im point matériel assujetti à certuiiies liaisons soit eit équilibre, il faut et H suffit que la somme des travaux élémentaires des forces données qui le sollicitent, soit égale à zéro pour louX déplacement compatible avec les liaisons.
Les liaisons dont il est ici question, équivalent 6 des égalités, et s'expriment analytiquement par des équations; dire, par exemple, qu'un point est assujelli à glisser sur une spitère fixe, c'est dire que la dislance de ce point au centre de la sphère est constante et égale à son rayon. Nous avons \u qu'il y a des liaisons d'un autre genre; ce sont celles qui équivalent à des inégalités : telle est la condition, pour un point matériel, d'être toujours à l'intérieur d'une sphère donnée; on la traduirait analytiquement en exprimant que sa distance au centre de la sphôre est au plus égile au rayon. On peut d'ailleurs la réaliser matériellement en reliant le point matériel a» centre par un fil inextensible égal au rajon de la sphère. Dans ce cas, ou bien le point est comme libre dans l'intérieur de la sphère, et alors la condition nécessaire et suffisante pour son équilibre est que la somme des travaux des forces données soit égale à zéro pourtous les déplacements qu'on peut lui attribuer; ou bien le point est sur la surface, et son équilibre suppose l'intervention de la tension du fil, laquelle est normale et dirigée vers l'intérieur. Parmi les déplacements virtuels qu'on peut donner au point, les uns sont dirigés le long de la surface : pour
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ceux-là, le travail de la réaction est nul ; les autres sont dirigés en dedans de la surface, et pour ceux-là le travail de la réaction est positif. Le point matériel peut encore être considéré comme libre, pourvu qu'on remplace la surface par une réaction équivalente. La somme des travaux élémentaires de toutes les forces qui le sollicitent est nulle pour tous les déplacements qu*il peut recevoir. Donc la somme des travaux des forces données est nulle pour les déplacements qui se font le long de la surface, et elle est négative pour les déplacements dirigés vers Tinlérieur; car on doit obtenir zéro en ajoutante cette somme le travail positif de la réaction qui complète l'équilibre.
Ainsi Téquilibre n'exige pas toujours que la somme des travaux élémentaires des forces données soit nulle pour les déplacements compatibles avec les liaisons. Lorsqu'on laisse de côté certaines forces, comme ici la tension du fil, il est possible que la somme des travaux des forces que Ton a prises à part soit différente de zéro pour certains déplacements; il faut alors et il suffit que cette somme soit nigative. Ce cas particulier ne se présente jamais lorsque les liaisons permettent de changer à la fois le sens de tous les déplacements ; car ce changement de sens entraîne un changement du signe des travaux des forces, et par suite la somme des travaux, si elle était négative pour un déplacement particulier, redeviendrait positive pour le déplacement contraire ; Tcquilibre ne serait donc plus assuré. Qu'on reprenne Pexemple simple que nous venons de traiter, et Ton reconnaîtra que It somme négative correspond en effet à des déplacements vi^ tuels pour lesquels le changement de sens n*est pas admissible, tandis que la somme nulle correspond à des déplacements qui peuvent s'opérer le long de la surface dans un sens ou en sens opposé.
TILCLE DE rsCllIRKHAUSE:!.
APPUCATlOa DU THÊOnÈUB DO TBAVAIL VlBTtlEL A U RGCHERCBE DES HOUHALES a CEnTAIHES CODBBES.
!19. Soient A, B, C, ... des points fixes; considi^rons un point mobile M, dont les distances MA, MD, MG, ... à ces points fixes soient liées entre elles par une équation donnée. Posons, par exemple, MA =:r, MB =r',MC=r*, ... et soit, entre toutes ces distances, la relation
Cette équation définît en général une surface dans l'espace et une ligne sur le plan. Les coordonnées r, r', r', ... ne sont pas indépendantes; cardés qu'on donne, dans l'espace, tes trois distances MA, MB, MC, la posilion du point M est déterminée, et les autres distances s'en déduisent.
Sur le plan, deux dislances suffisent pour définir la position du point, et les autres en sont des fonctions, qu'il serait facile de déterminer.
Proposons -nous de mener au Fig. los
point H la normale au lieu géométrique des positions du point mobile. Pour fixer les idées, nous supposerons que ce lieu soit une surface S, représentée dans l'espace par l'équation (1).
tenons sur la surface S un point M' infiniment voisin du point M; joignons M'A, M'B,M'C,..; ces distances seront représentées respectivement par r + dr, r" -h d/, r" + dr', ..., et les différentielles Jr, dr', dr", ... seront respectivement égales aux projections Ma, M?, My, ... de l'arc MM' sur les directions des rayons MA, MB, MC, ..., afTectées chacune du signe convenable. On aura d'ailleurs, puisque le point M' appartient au lieu géométrique des points M,
F[r-|-rfr, r' + rfr', r" + (fr"....) = 0,
n. ^ «te. oouMKt, iS
RÈGLE
Considérons une force appliquée au point M dans la direc-
d¥ dF
tion HA el égale à ^ ; le produit -j- dr est le travail de cette
dF force quand le point M passe de M en M'. De même -rpin' ^\
dF le travail élémentaire d'une force égale à ^ , appliquée ao
point M, et dirigée de M vers B ; chaque terme de l'équation (2) représente ainsi le travail élémentaire d'une force égale à Tune des dérivées partielles de la fonction F, et cette équation, indiquant que la somme des travaux élémentaires de toutes ces forces est nulle, montre en même temps qu'elles se font équilibre sur un point assujetti à la liaison (1). Donc leur résultante est ou nulle, ou normale à la surfaceS.
On construira donc la résultante des forces -r • -ot -r^i •••9
dr dr if^
respectivement portées sur les rayons MA, MB, MC, ...; etit
le polygone des forces ne se ferme pas de lui-mime j la résultante
qui le fermera sera la direction de la normale cherchée.
Tel est renoncé de la règle connue en géométrie sous le nom de règle de Tschirnhausen. Elle s*applique aussi bien aux lignes dans le plan qu'aux surfaces dans l'espace. Elle subsiste encore quand on remplace quelques-uns des points A par des surfaces (par des lignes dans le plan), auxquelles le rayoo correspondant, MA, soit assujetti à rester normal.
Exemples. — 1* Ellipse.
L'équation bipolaire de Tellipse rapportée à ses foyers est
La fonction F est ici r + r'— 2fl.
Prenons donc sur BIA = r une longueur arbitraire BlGt ^t
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8«r MB = r' une longueur MD = MC; achevons le losange HCED. La diagonale ME, bissectrice de l'angle A.MB, est la normale clicrcliée,
2* Section conitiue rapportée à un foyer B et à une direc- Irice CD.
Soit
MA = r, ICD = r'.
L'équation du lieu est
r = Kr'.
Oooc
Sur le rayon MA prenons une longueur arbitraire ME; puis sur le prolongement de MB prenons
KHExK; achevons le parallélole, et menons la diagonale MG; a la normale cherchée.
Si l'on prend ME^MB, on aura
IIF=)IBxK = lIA.
Nous avons vu en cinématique (g 85) que la tangente au lieu s'obtenait en joignant le point M au point T, intersec- "'* ""
lign de lu directrice avec la perpendiculaire ItT élevée au point B sur le rayon MB. L'angle GMT est donc droit. 5° Ueu géométrique représente' par Véquation
r — Kr-^O,
rapporté à deux pOles A et B.
Prenons sur le prolongement de MA une longueur HC := MB,
RÈ6LB
et sur le côté MB une longueur llD=MBxK=MÂ; achevons le parallélogramme OIDE. La diagonale HE est la normale au lieu des points M.
On remarquera que le triangle MDE a Tangle 1U)E=A1IB, que le cdtë DE = MG = HB, qu'enfin DM=ÂM.
Ce triangle est donc égal au triangle AHB, et rangle EMD est égal k Tanglc MAB. 11 en résulte que les deux triangles OMA, 0MB, sont semblables, car ils ont un angle commun 0, et l'angle BMO égal à MAO. On a donc la série de rapports ég^ux :
Fig. 111.
Donc
OB AO
équation qui montre que le point 0 est fixe sur la direction AB, et que, par suite, le lieu des points M est une circonférence (I, § 84).
4* Lieu géométrique des points M tels, quen faisant MA=r, MB = r', et appelant /*, /', h des quantités constantes, on ait
On peut simplifier cette équation
en rapportant les distances du
point M à des circonférences fixes
décrites autour des pôles A et B
Fig. 112. comme centres.
Chassons les dénominateurs, puis divisons par h;
rr' — /r' — t» =0 n n
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Ajoutant de part et d'autre '^ < il vient
Des points A et B, comme centres, avec des rayons AC ^ r , BD ^ r; . décrivons des cercles qui coupent on C et D les rayons vecteurs; l'équalîon du lieu sera
BCxll[» = ^ = ACxfiD,
OU bien
en appelant p et f' tes dislances du point M aux circonrérenccs AC, BU.
Appliquant la règle de Tschirnliauscn à cette nouvelle équa- I Ikm, on aura
^^0D prendra donc sur MA une longueur ME = MD, et sur MB nne longueur MK^MC, el construisant le parallélogramme sur ces deux longueurs, on aura la normale MN.
UCATIOK DH TUËORËHE DU TRAVAIL VirTUEL A LA nÉSOLLTlON DE CCBTAITieg QUESTIONS DE HlMMDll.
130. Soient (Gg. 113) A et B deux points lixes, et CD une droite qui les laisse de difTâreals côtés de sa direction. La figure est supposée plane.
Oo propose de trouver sur la droite CD un point H tel qu'enjoignant MA, MB, la somme
ÏAxa + ÏUxi
soit minimum, n et 6 étant des nombres donnés. Supposons te problème résolu et soit H le point cherché.
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Prenons un point M' infiniment voisin du point If. La fonction MA X a + MB X fr passant par un minimum an point M, la
difTérence
[M'Axa-»-M'Bx6J-[IUxa+lBx>J
est un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Nous pourrons donc poser, en négligeant les infiniment petits du second ordre et des ordres plus élevés,
(M'A - MA) X m- (M'B - MB)X * » 0.
Projetons le point H' en a sur le rayon HA et en p sur le
rayon MB; nous aurons, avec la même approximation,
M'A-MAi-Aa— MA=— M«, M'B— MB = B^.MB =+M^
La condition du minimum s'exprime donc par Téquation
Fig.m. M.xa-H/lx*=xO
Sous celle forme, on reconnaît qu'elle exprime l'équilibre de deux forces égales respectivement à a et à b^ appliquées à un point M assujetti à glisser sans frottement sur la ligne CD, et dirigées Tune suivant MA, l'autre suivant MB; car flXMa est le travail élémentaire de la force a, et — ftxM? est le travail élémentaire de la force b. L'équilibre existant, la résultante des forces aeib est normale à la droite CD (g 117). Telle est la condition géométrique du minimum.
Au point M menons la normale NN' à la droite CD, et soient ? et 9' les angles AMN, BMN' formés par les rayons MA, HB avec les parties MN et MN' de la normale. L'équilibre des forces aetb pourra s'exprimer par Téquation
car cette équation montre que les forces a et fr se détruisent en projection sur la droite CD ; leur résultante se réduit donc à la différence, a cos 9 — fr cos /, de leurs composantes normales.-
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La condition du minimum s'exprime ainsi par l'ëquatton
Pour déterminer la position tlu point M , projetons A et fi en A' et B', sur la droite CD, et faisons AA'^m, BB' = n, B'A'=p, quantités connues. Posons de pliiaB'M=x; on en déduit MA'=:/) — x. On a d'ailleurs
L'équation dont on devra tirer x est donc
Elle est du quatriiïmc dcgr6, mais elle a nécessairement une racine réelle el une seule, comprise entre 0 rt p : c'est celle qui répond h la question.
On remarquera l'analogie du résultat obtenu avec les lois de la réfraction de la lumière : l'équation
!"iS7~6
exprime la constance du rapport entre le sinus de Vatujie de réfraction et le sinus de Vanijle d'uieidence, pour un rayon lumineux qui irait du point A au point B en traversant deux milieux dilTérents, sépari'S par la surface CD. La signification de ce rapport e:>t d'ailleurs difTéronto, suivant qu'un adopte la théorie de Newton, ou celle de Iluygens et de Frcsnel.
Nous retrouverons l'application du même principe dans la dynamique du point, dans l'iquilibre des ligues funiculaires, etc.
121. Nous allons démontrer qu'inversement le problème île l'équilibre d'un point unique, assujelti à gltiser sans frottement sur MM surface fixe, ou sur une courbe fixe, peut se ramener, en
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général, à la solution éCun problème de minimum au de maximum *
Supposons d'abord qu'il s'agisse d*un point glissant sor une surface.
Les équations d'équilibre sont, en appelant X, T« Z, les sommes des composantes des forces qu'on suppose exprimées en fonction des coordonnées x» y, % du point mobile, et en représentant par F = 0 l'équation de la surface donnée,
F = 0 et Idx + Yay+Zls = 0.
Si XSx + YSy -f- Hz est la difTérentielle exacte d'une fimction f de x, y, %, ou si la multiplication par un facteur convenable rend cette fonction une différentielle exacte, la condition d'équilibre exprime qu'au point cherché l'intégrale de cette difTérentielle est maxiomm ou minimum, sauf certains cas exceptionnels.
Lorsque X3x + YSy + Zi% n'est pas une différentielle exacte, et ne peut le devenir par la multiplication, on peut remplacer dans cette fonction z et iz par leurs valeurs en x , |, 8x, ly, déduites de Téquation F=:0; la condition d'équilibre est alors ramenée à une équation de la forme X^8x -{-T^Sy =0, qui ne contient plus que deux variables, et qu'on peut toujours intégrer en la multipliant par un facteur convenablement choisi. La condition d'équilibre revient donc encore i exprimer qu'une certaine fonction 9 des variables x et y est, sauf exceptions, minimum ou maximum au point cherché.
Quand le point est assujetti à glisser sur une courbe, il peut se faire encore que \lx + Yly + Hz soit une différentielle exacte, ou le devienne quand on la multiplie par un facteurX; et alors la fonclion ç=:/X(Xîx-l-Yîy-f-Z&5) passe généralement par un maximum ou un minimum pour la position d'équilibre. S'il en est autrement, on pourra toujours, au moyen des deux équalions de la courbe, F=0, F,=0, exprimer y ei 2 en fonction de x, et ramener la fonction Xîx -f- Yly •+- Hz à ne contenir qu'une seule variable x. La quadrature pourra alors s'effectuer, et la fonction ainsi obtenue
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a gënéralemeat, lorsque le point sera dans sa position d'équilibre, par un maximum ou un minimum.
122. EiEspLE. — Equilibre d'un point matéviel M, assiijelti à gUsëer satis frottement sur la surface ellipsoidule iléfinie par réquation
et attiré vers le centre 0 de cette surface.
La force qui sollicite le point M étant dirigée vers le point 0, cous poiuTona représenter ses composantes par les produits
X=Vx,
V désignant une fonction quelconque de x, de y et de z. L'équation d'équilibre sera
Le premier membre n'est pas intégrable, sauf le cas où y est une fonction de j' -t-i/'-t-s", ou de la distance MO. S'il en est autrement, on rend la fonction inlégrable en la mullipliant par
ç ; elle devient alors xix -\~ yiy + sî;,
qui est la difTérentielle eiacte de
= (x*+i/' + i'). On en conclut que
les positions d'équilibre du point M correspondent aux maxima et aux minima de la fonction x'-i même, de la distance 0.V1.
Le calcul direct fait connaître ces positions. Éliminons Sa entre les équations
, ou, ce qui revient au
T86 ÉQUILIBRE DU POIST
Il vient en multipliant la première par -;, la seconde par y%j et en retranchant
Les équations d'équilibre sont donc
auxquelles on peut joindre
On y satisfait en posant soit Y = 0, solution qui doit être écartée, puisqu'elle annule la force; soit deux quelconques des trois équations
«==0, îf = 0, » = o,
ce qui définit les sommets de la surface, points pour lesqads le rayon OM est perpendiculaire à Tellipsoîde, et devient généralement maximum ou minimum. On peut observer que le sommet de Taxe moyen n'est, dans ce cas, ni un maximum ni un minimum.
Dans le cas particulier de rellipsoïde de révolution, si Toa a a=b par exemple, les équations d'équilibre sont salisfailes, soit parz=0, ce qui donne tous les points de Téquateur AB, soit par x=0, t/ = 0, ce qui donne les pôles, C,de la surface.
Enfin, si a=fr=c, l'ellipsoïde devient une sphère, et tous ses points sont pour le point M une position d'équilibre. En même temps la distance OM reste constante.
CHAPITRE II
nUltaC DU TRAVAIL VIRTUEL POUR UN SYSTÈME MATÉRIEL
TUTAUX ÉLÊMEKTAIRE8 DB DEUX FORCES MUTCELLES.
K3. n est nécessaire, pour étendre à un système de points ■Mrieb le théorème du travail virtuel, qui n'est encore 'hmitré que pour un point isolé, de déterminer la somme ^Btraïaux élémentaires de deux forces mutuelles, F et F% ipies et contraires, sollicitant deux points matériels AetB. Im supposerons d*abord que ces forces soient attractives. iMosau point A un déplacement infiniment petit AA', iei même temps au point B, un défiMODent infiniment petit BB^ Proi*»sles points A' et B' en a et 6, sur l> toile AB. Le travail de la force F, ^Pfl^péc an point A, est égal au pro- '■itFxAa;le travail de la force F', appliquée au point B, otJcmêmeFxBfr, et dans l'état de la figure, ces deux tra- * sont positifs ; leur somme algébrique est donc égale à ÏX(iû+B6),oubienàFx(AB — at).
•fais les déplacements A A', BB' étant infiniment petits, la ^^teA'B'faii un angle infiniment petit avec la droite AB, et f»8uile (1, g 61) on a, à moins d'un infiniment petit du «cond ordre, A'B'= ab ; en définitive, le travail Fx(AB— ab) «t aussi égal à Fx(AB — A'B'), c'est-à-dire au produit de t force mutuelle qui tend à rapprocher les deux points A et B, fv la diminution de leur distance.
Fig. 115.
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Ce résultat est général, pourvu que l'on tienne compte des signes. Si F est la force mutuelle qui agit sur les deux pcHots A et B, r leur dislance AB, et r^=r+drj ce que devient h distancer après les déplacements virtuels imprimés aux points A et B, le travail élémentaiia^ des deux forces F a pour expression générale
Fx(r'-r)=Frfr,
pourvu qu'on prenne les forces F positivement si elles sont réfésivesj et négativement si elles sont attractives. Grâce à cette convention, on pourra dire que le travail des deux forces F eri égal au produit de leur valeur commune par la vai-taHm è^ subie par la distance de leurs points d'application.
Si les déplacements virtuels imprimés aux points AdB laissent sans altérai ion la distance de ces deux poinb, dr étant alors égal à zéro, le travail des forces mutaellei est nul.
124. On ne change pas le travail d'une force F, appliquée i un point A, en supposant que cette force soit appliquée oi Qi autre point B, pris sur sa direction, et in^'ariablement lié n premier. En cfTet, appliquons au point B deux forces égales et contraires F' et F'', toutes deux égales à la force F, et agissant dans la direction de la droite AB. Cette addition de deux forces
égales et contraires, appliquées en un même
point B, ne change rien à la somme des travaox
élémentaires de toutes les forces données ; car,
quel que soit le déplacement infiniment petit
qu^on imprime au point B, le travail correspoo*
dant de Tune des forces, F', est égal en valeur
k/ absolue, et de signe contraire, au travail deTao-
/ tre force F". L'ensemble des forces F, F', P donne
^^ donc une somme de travaux égale au travail de
ig. 116. j^ j^j.^g p pj,jgg seule. Mais les forces F et P
prises ensemble ont, en vertu du théorème précédent, un travail égal au produit de la force F par la varialion de la dislance AB, et, comme nous supposons cette distance con-
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Il somme des travaux de ces deux forces est nulle; il
iBb donc le travail de la force F', 6gal au travail de la force F.
1î5.Lp travail élémentaire lie deux forces parallèles F et F',
Ifpbquées à deux points A et 6, iiivariaMemeiit réunis l'un ù
finlre, est égal au travail de leur résultante R.
Eaeffcr, la distance AB restant constante, la somme des tnnst des forces F et F' n'est pas altérée quand on introduit au aouvelles forces /'et f, égules et contraires, et agîssafil èttb dîreclion AB. Les deux lorces /et F se composent en ■t seule force G, dont le travail est la somme des travaux des 4(U composantes (g 11]) ; de même, le travail de la force G' olb wmme des travaux de ses composantes F' et f. On ne éuqc pas les travaux des forces G et ^
C M les supposant transportées au X/\
■ntQ, qui appartient h la fois à leurs tau directions, cl qu'on peut siippo- «r Mié invariablement au système _ éB points A et D (ê 124); les forces G ^ Il C. Iransporlées en II, se composent
seule force fl, qui est la résul- rie- <n-
forces F et F', cl dont le travail est la somme des es composantes; enlin, on n'altère pas ce travail en lant la force H du point II au point 1. En résumé, le € b lorce I\ est la somme algébrique des travaux des t f' ^'t fi c'est-à-dire la somme algébrique des et F', puisque les travaux feif se détruisent (g 123).
E M TBAÏAU. VIRTUEL POUB UN SYSTÈME S
INVARIABLE
L Nous pouvons toujours supposer, en remplaçant les
s par des Torccs qui vn tiennent lieu, que le système
è csl entiCTenienl libre dans Tespace.
Oo puut ramener (g 01) h deux forces, F et F', le système
"sfarecs données qui sont appliquées aux divers points du
pie. Dans toutes les opèrutions que l'on fait pour arriver
6 réduction^ on compose ou l'on décompose les forces
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d'après la règle du parallélogramme, on les transporte suivant leur direction en des points invariablement réunis aux pmnb d'application primitirs, on les compose ou on les décompose par la règle des forces parallèles ; or toutes ces opérations, faites sur un corps solide, conservent sans altération h somme des travaui élémentaires; de sorte que la somme des travaux des forces F et F' est égale à la soaime des travan des forces données.
PourTéquilibi^e du système, il faut et il suffit (g 85) que les deux forces F et F' soient égales, contraires, et dirigées snivut une seule et même droite. Prenons donc deux points qudconques A et B, Tun sur la direction de la force F, Tautre sur la direction de la force F'; on pourra regarder F et F' conune appliquées respectivement en A et en B, et la droite AB sen la direction commune de ces deux forces F et P, q[m doivent en outre être égales et agir en sens opposés. La somme des travaux des forces F et P est égale à lèro, puisqu'elles sont égales, opposées, qu'elles agissent suivant la même droite, et que la distance AB de leurs points d'application reste invariable. Par conséquent la <omiii« algébrifie des travaux virtuels de toutes les forces, pour un déplacement quelconque du système matériel^ est égale à zéro si le système e^ en équilibre.
Réciproquement , le système matériel est en étiuilibre si la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui y sont ir/ipliquées est nulle pour tout déplacement infimment petit quon lu communique.
En elTet, réduisons les forces données à deux forces F et P, que nous pouvons supposer appliquées, Tune au point i,
l'autre au point B; la somme des travaux des forces F et F' sera égale i la somme des travaux des forces données ; elle est donc nulle par hypo- Fig. 118. thèse pour un déplacement quelconque
imprimé au solide. Considérons les déplacements qu'on peal communiquer au solide en le faisant tourner autour du poiot
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ierenu (îxe; le point Best assujetti dans ces mouvements û [ester à la surface d'une sphère dont le centre est en A, et jh>nt le rayon est AB. Le travail de la force F est nul pour ions ces déplacements, puisi)ue le point A reste iixe; le travail ^ la force F' est donc aussi oui, et par conséquent la force ^' est normale aux chemins décrits par le point B, c'est-àliire Dormale à la sphère sur laquelle ce point se déplace : Il direction de la force F' coïncide donc avec la direction AB du ksyon de cette sphère. On prouverait de même, en considénot des déplacements sphériques autour du point B, que la prce F agi) suivant la direction AB. Donc les deux forces P et F sont appliquées suivant une seule et même direction. Coundérons en troisième lieu un déplacement parallèle h celle di- ■ectioD commune; la somme algébrique des travaux des forces m et'F' sera égale au produit de leur somme algébrique F-i-F' toar ce déplacement ; elle est nulle par hypothèse, et par suite pf-t-F'^OjCequi nous montre que les forces F et F' sont égales en valeur absolue, et dirigées en sens contraires. Le sys- ■ème des forces appliquées au corps solide se réduit donc à deux Sbrces égales, opposées et appliquées suivant la même droite, Ut par suite (g 85) le solide est en équilibre.
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137. Les équations d'équilibre poséos (g 7G) ne sont que des applications du théorème qui vient d'être établi.
Premier cas. — Considérons un solide libre dans l'espace et •ollicité par certaines forces : appliquons à ce système le théorème du travail virtuel.
Imprimons d'abord au solide une translation inGoiment petite paraltéie à une droite quelconque AB, et soit c la longueur do déplacement, qui est la même pour tous les points. ' Pour trouver le travail des forces appliquées au corps, ' il suflira de les projeter sur la direction du chemin décrit (g 106), ou, ce qui revient au même, sur la droite ÂB; on
ÉQUATIONS
donnera aux projections les signes convenables, puis, on mut tipliera les projections par le chemin c, et on fera la somme.
Le résultat sera égal au produit de ipar la somme algébrique des proje^ lions des forces sur la droite AB;
le théorème du travail virtuel nous
apprend donc que lorsquun système '^ solide est en équUibre^ la somme algé-
brique des projections des forces 9ur une droite AB quelconqu est égale à zéro.
Faisons ensuite tourner d'un angle infiniment petit b le système solide autour d'une droite PQ ; le travail de chaque force correspondant à ce déplacement s'obtiendra (g 109)
en multipliant par a le moment de la fone
par rapport à Taxe PQ ; la. somme des tn-
.^. ▼aux élémentaires sera donc égale au prodmt
. j?. par a de la somme algébrique des moments;
or elle doit être nulle quel que soit a, en verto
du tiiéorème.Donc lorsqu'un système solide eâ
Fig. tw. en équilibre, la somme algâ^rique des momenti
des forces par rapport à une droite quelconqtie est égale à zéro.
11 reste à montrer que ces conditions, qui paraissent en
nombre infîni, se réduisent à six conditions distinctes.
Imprimons au système solide un déplacement arbitraire ' infiniment petit; nous savons (I, g 158) que tout déplacement élémentaire d'un système invariable est décomposabk en deux mouvements élémentaires, savoir une translatioo et une rotation autour d'un axe, et qu'on peut regarder cet axe comme passant par un point quelconque du système, en disposant de la translation en conséquence. La translation peut ensuite être décomposée en trois translations, et la rotation cil (rois rotations distinctes, en appliquant à chacun de ces mouvements la règle du parallélépipède. Cela étant, par un point 0 pris arbitrairement dans l'espace, menons trois aies reclangulaircs OX, OY, OZ; décomposons le déplacement élé- j mentaire imprimé au solide en une rotation infiniment petite
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■ufbur d'un axe OA, passant pnr le point 0, rotation qui peut être représentée par la droite OA, et en une Iranslalion inlinipient petite représcnlôe en grandeur et en direction par une ■ulrc droite, OB. Puis décomposons suivant les trois axes les deux droites OA et OB ; appelons p, q, r les trois composantes de la rotation OA, et ^, %, ^ les trois composantes ie la translation OB, Pour trouver le travail d'une Torce ^2 115) on peut décomposer comme on voudra telle force ■ et le cliemin décrit par son point d'application. Le chemin décrit par un point quelconque M du corps est la résultante des trois Idéplacomenis ^, ij, !;, parallèles aux 'axes, déplacements dus à la transla- /^^ |
IlioD et communs a tous les points du oJki
;Kolide, et des trois rotations, p, q, r, / v j / idu solide autour des mémos axes, v/ '
lltécomposons de même en trois com- j^j
posantes X, Y , Z les forces appliquées
nax divers points M. 1 1 restera à associer chacune des compo- [sanles à chacun des déplacements, puis à faire la somme des produits résultants.
p Relativement au déplacement Ç, les forces Y et Z, perpendiculaires à ce déplaccmcnl, ne donnent rien, et le travail se . ciluil it 3^;; la somme dfs travaux eera ilonc exprimée par
' ou bien par
I lS,+ ï. + X, + ...+ï.){=iH.
{somme étendue à toutes les composantes parallèles h •■ Taxe OX.
De même, le déplacement i] donnera une somme de U'avuux (gale à
' lï, + ï,+ ¥j-J-...4-Y,)., = ,;SI.
et le déplacement C une somme égale h
;z, + z, +Zi+...+z»iç=ç;z.
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Les déplacements angulaires f). o, r donnent lieu chacun à une somme de travaux égale k la somme des produits par ;i, (/,r des moments des forces par rapport aux axes (§ lié). Appelons
Lii I^ <•• loif M|, Vf, . . . lUf
M|» ^tt • • • Kl,
les moments des forces données par rapport aux trois axes; les sommes des travaux correspondants seront :
(Lf + Lt + • • • 4- U) Xp =;*2L, (M|+llt+...+M«)Xç = (r2M, (Ni+ Ni + . . . + N«) X r = ttS.
Réunissant toutes ces sommes par voie d'addition algébrique, il vient, pour le total des travaux correspondants au déplacenient considéré,
ÇïX-f-iî2Y-h;SZ+;>2L-f çm4-rX!l=0,
somme que nous égalons à zéro, pour exprimer les conditions d'équilibre. Mais le déplacement considéré est tout à fait arbitraire ; par conséquent nous pouvons attribuer aux coeflicicnts ;, r^, ;, p, 9, r telles valeurs que nous voulons, et pour que Tcquation résultante soit toujours satisfaite, quelles que soient les valeurs qu'on substitue aux arbitraires, il faut et il suflit que les facteurs qui multiplient ces arbitraires soient séparément nuls, c'est-à-dire qu'on ait les six équations :
SX = 0, XL = 0,
2Y=0, £ÎI = Û, Il = 0, 2N = 0.
Ce sont les équations que nous avions trouvées au g 87 en suivant une marche dilTcrenle.
Deuxième cas. — Le corps solide a un point fixe
Imprimons au solide un déplacement infiniment petit compatible avec les liaisons; ce déplacement consistera (1, g toi)
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en une rolalion ïnnniment pelilc autour d'une droite OA passant par le point 0; la somme des Iruvaux des l'orces sera égale à la somme algébrique de leurs moments par rapport ù l'axe OA, multipliée par le déplacement angulaire du corps -, le ihêorcme du travail virtuel montre donc que la somme aUjdbrique des momenis des forces exlérienr es, par rapport à toute droite passaiU par le point 0, est égale à zéro.
Si l'on imprimait au corps un déplacement virtuel non compatible avec les liaisons, par exemple une rolalion infiniment ]»elite autour d'un axe ne passant pas pur le point 0, on obtiendrait un tliéorème analogue, mais il faudrait comprendre dans l'énoncé de ce théorème le moment de la réaction du point lise. L'adoplion de dcplacemenis compatibles avec les liaisons a eu général pour objet d'éliminer les réactions inconnues.
Par le point 0 menons trois axes rectangulaires, et décomposons la rotation autour de OA en trois rotations autour de chacun des axes. La somme des travaux élémentaires des forces sera égale a la somme algébrique des produils obtenus en multipliant respeclivemcnl les sommes des moments pris par rjpport aux axes, par les déplacements angulaires correspondants ; égalant à zéro la somme résultante, on aura l'équation générale de l'équilibre, équation qui se décomposera en trois autres, en tenant compte de l'indélerniinalton des arbitraires. En résumé, on retrouvera les trois équations d'équilibre (g 88), exprimant que les sommes des moments des forces par rapporta trois axes rectangulaires sont séparément nulles.
129. Troisième cas. — Le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe. Le seul déplacement compatible avec les liaisons sera une rotation infmimenl pelile autour de l'axe ; la somme des travaux des forces extérieures sera donc égale à la somme algébrique des moments de ces forces par rapport à l'axe, raullipliée par le déplacement angulaire, et l'application du théorème conduit ainsi à égaler à zéro la somme des momenls des forces par rapport à l'axe de rotation (g 89).
Ici encore, le choix du déplacement virtuel a pour consd-
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quence d'éliminer les réactions inconnaes, c'est-à-dire les forces tenant lieu des liaisons.
1 30. Quatrième cas. — Le corps solide est assiqetli à glistcr sans frottement sur un plan fixe.
1* Si le contact du corps et du plan est établi par an point unique, les déplacements virtuek compatibles a^ec lealiaisflBi pourront consister en une translation parallèle au plan ei sa une rotation autour d*un axe mené par le point. Ces moniements sont décomposables, le premier en deux translation! parallèles à deux axes rectangulaires tracés dans le plan fin par le point de contact, le second en trois rotations, dont den autour de ces deux mêmes axes, et la troisième autour de là no^ maie au plan. Les conditions d'équilibre sont donc annomkt de cinq, savoir : deux équations exprimant que la somme algébrique des forces projetées sur chacun des axes tracés dans b plan est nulle ; et trois équations exprimant que la somma d> gébrique des moments par raj^rt à chacun des trois axes éâ aussi nulle (§91,1*).
Le corps peut être simplement posé sur le plan; on poona admettre comme compatible avec les liaisons un déplaoemotf parallèle à la normale au plan, mais dirigé dans un sens ps^ ticulicr. A ce déplacement correspond un travail positif de h réaction du plan, et ce travail, ajouté aux travaux des autres forces, doit donner zéro pour somme. On doit donc joindre une condition aux cinq que nous avons déjà posées : h somme des travaux correspondants à un déplacemait da corps parallèle à la normale, dans le sens où ce déplacement est admissible, doit être négative; en d'autres termes b somme des projections sur la normale des forces extérieures qui tendent à appuyer le corps contre le plan, doit être plos grande en valeur absolue que la somme des projections contraires.
T Si le contact est établi par deux points, il n'y aura plus lieu de considérer que trois déplacements distincts, savoir : deux translations parallèles respectivement à deux axes rectangulaires tracés dans le plan, et deux rotations, Tune ao-
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(oBT dp la droite menée par les deux poinls de conlacl, l'autre ivloar de la normale au plan. De ia quatre conditions d'éqoiliki- : deux relatives aux sommes algébriques des forces profltes sur les deux ascs, et deux relatives à la somme des ■onenls [«ar rapport à la normale et à la droite qui joint les fônls d'appui. Ces quatre sommes devront élre nulles pour r<fiilibrc4g9l, 2*).
Si le corps est posé sur le plan, on pourra admettre tous les
éifbeemenis qui dèlaclient le corps de ^oa plan d'appui ; à ces
JépUrcnicnIs correspondront des travaux posiiifs des réac-
liufe normales, et par suite la somme des travaux des forces
tre négative. Soient A et D les deux points d'ap-
lons pour axes dans le plan tixe la droite Afi et une
perpendiculaire à AB; puis, pour troisième
t,b normale AD, menée par le point A. Les six dùj
■it!) ùlèmcntaires distincts auxquels
lamôic un déplacement virtuel quel-
; réduisent à trois translations
à AB, à AC et à AD. et i trois
autour des mômes droites ; les
premières translations sont possi-
Vn i»as les deux sens, et la somme ^'^ '*--
lUx correspondants à chacune d'elles doit par consé- ;rc égale à zéro, La troisième n'est possible que dans particulier, et la présence du plan l'empêche en sens ire; la somme des travaux correspondants doit donc nulle nu négative. Des trois rotations, celles qui s'efiec- A autour de AB ou de AD sont possibles dans les deux sommes des moments des forces autour de ces axes nulles; tandis que la troisième, autour de AC, n'est |ue dans un sens unique, celui qui détache le corps u point B; la somme des moments des forces donrapport à l'axe AC doit donc être négative. H, s'il y a trois points d'appui non en ligne droite, on an corps deux translations parallèles au plan, ou n autour dune normale au plan, ce qui donnera
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Irois équations d*équilibrc ; de plus, on pourra admettre, si le corps est simplement posé, une translation normale au plan, et des rolalions autour de deux axes situés dans le plan, mais avec certaines restrictions : la translation devra s'opérer dans un sens délini ; les rotations ne pourront s'cfTcctuer que dans un sens particulier, et autour d'axesqui ne traversent pas lepolfgone formé en joignant les points d^appui. Car une rotation autour d'un axe qui laisserait les points d'appui de difTérents côtés de sa direction, tendrait à faire pénétrer le corps dans le plan en certains points, en même temps qu'elle tendrait à Tcn détacher en d'autres. Elle serait donc incompatible avec la nature des liaisons. En résumé, les conditions d'équilibre sont les suivantes : la somme des forces projetées sur deux axes reetangulaires tracés dans le plan, et la somme des moments par rapport à une normale au plan, doivent être séparément nulles; si Ton projette les forces sur la normale, la somme des projections qui tendent à appuyer le corps contre le plan doit être supérieure (en valeur absolue) à la somme des projections qui agissent en sens contraire; et si Ton prend les moments des forces par rapport à deux axes rectangulaires laissant chacun les points d'appui d'un même côté de leur direction, la somme des moments des forces qui tendent a appuyer le corps contre le plan doit élre plus giande en valeur absolue que la somme des moments des forces qui tendent à le faire tourner en sens opposé.
Nous retrouvons ainsi toutes les conditions établies précédemment par la mélhodc de la composition des forces.
TIIÉORÈME DU TRAVAIL VIHTUKL POUR UN SYSTÈME MATÉRKL
giELCO>'0UE.
131. Un système matériel peut toujours être considéré comme formé de points matériels libres, sollicités par des forces; nous avons vu (g 8) que ces forces peuvent être partagées eu deux grandes classes, savoir: les forces extéiîeurest
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qui sont dirigées vers des points étrangers au système, et les farcft inlérieurex, forces muluelles qui s'exercepld'un point du système à un autre point. Les liaisons, quelles qu'elles soient, peuvent être remplacées par des forces équivalentes, et ces forces se partagent entre les deux classes que nous venons d'îndilluer; les unes sont des forces extérieures, telles que les réactions d'un point lixe, d'un axe fixe, d'une suiTace fixe, ... ; les autres, des forces intérieures muluelles, telles que la tension d'un fil ou d'une barre réunissant deux points du système l'un h l'autre. Si nous remplaçons les liaisons par des forces équivalentes, les points matériels qui forment le système pourront être considérés comme libres, et le thiurèrae du travail virtuel s'appliquera à l'équilibre de cbucuii d'eux. Quelque déplacement infiniment petit qu'on imprime à chaque point, la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui sollicitent ce point en particulier sera nulle, puisqu'il est en équilibre, et, par suite, la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui sont appliquées au sy^lémc, forces extérieures, forces intérieures, forces tenant lieu des liaisons, est aussi égale à zéro. Itéciproquemcnt, si la somme des travaux virtuels des forces est nulle pour tout déplacement du système, l'équilibre a lieu, Cai' les points èlani tous libres et indépendants les uns des autres, prenons pour déplacement virtuel le déplacement d'un point en particulier, et laissons lixes tous les autres points. La somme des tnitaux virtuels de toutes les forces se réduira à la somme des travaux des forces appliquées à ce point; cette somme élanl nulle, le point est en équilibre ig 115). Le même raisonnenicnt peut être fait pour un point quelconque : par conséquent, l'équilibre de toutes les parties du système est assuré si les conditions énoncées dans le théorème sont satisfailes.
132. Le théorème ainsi formulé est remarquable par sa génfralilè, mais il est sans usage dans les applications de la statique, tant qu'on n'en restreint pas l'énoncé par des conditions particulières, car il conduirait simplement à exprimer les con-
soi ÊQUIUBRS DUR STSTËU
ment petites du point N par lequel se touchent les deux sur* faces; on peut les regarder comme appartenant au plan langent commun mené aux deux surfaces par ce point ; ce pliQ fait un angle infiniment petit avec le plan tangent au point M^ . Il diffère infiniment peu d'un plan normal à la droite ÙV ; par suitCf la distance mm' est un infiniment petit du second ordre, et enfin la différence Mm' — Mm est égale àxéro, aux infiniment petits du second ordre près. La somme des travaux virtuels des forces R et R' est donc égale à zéro, et li proposition est vérifiée.
Si les surfaces S et &' exerçaient un frottement Tune sur Tantre, il n*cn serait plus de même, caria réaction mutuelle pourrait être oblique aux deux surfaces, et fournir un certaio travail.
Dans tous les cas que nous venons d'examiner, on n'aora pas à évaluer le travail virtuel des forces dues aux liaisons, si Ton imprime au système des déplacements qui soient compatibles avec ces liaisons, c'est-à-dire qui les laissent subsister pendant le déplacement.
134. Mais alors la démonstration de la réciproque du théorème général (g 151) d(»it être modifiée. Nous avons d'aboni élabli que hrsquun système matmel est en équilibre , la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui le sollicitent j pour un déplacement virtuel quelconque, est égale à zéro; celle proposition s'applique aux déplacements compatibles avec les liaisons comme à tous les autres, et nous venons de montrer que pour ceux-là en particulier le travail des forces dues aux liaisons est identiquement nul. Nous avons ensuite démontré la réciproque : si la somme des travaux virtuels des forces est nulle pour tous les déplacements virtuels, le système est en équilibre. Mais, pour cela, nous avons considéré des déplacements affectant un point unique du système, et laissant les autres immobiles. Cette bypolhèse suppose les points matériels libres et indépendants, et elle est contradictoire avec Texistence de liaisons que les déplacements imprimés au système doivent laisser subsister. Nous avons donc à démontrer pour ainsi
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iisruB nouveau thèorcme, qu'on peul énoncer comme il suil : fit tystème à liainons est en équilibre, lorsque la somme des rirluels rf« forces, soii exléneuies, soit inlériettres, qui kitlltàtenl, est Ajale & tiro pour tout déplacement compatible mit la liaisons.
La dômonstration csl facile en employant la réduclion à ftharJe. Supposons que la condilion soit remplie, et que le sjst^me matériel ne soit point en équilibre. L'équilibre n'existalpas, le système prendra un mouvemenl bien défini, lefnd sera n«.^ct.-5sairement compalible avec les liaisons; le prc- ■ier pas du système dans le mouvement qu'il va prendre ftal donc £lre regardé comme l'un des di^plucomenls virtuels mapris dans l'i-iiùncâ du lliéorème, et par suite la somme écï travaux des forces csl nulle pour ce dt-placement parlicufier. Mais nous pouvons empêcher le mouvemenl du système m. ippUquanI en ses divers points des farces convenables, ilirtfécs en sens contraire du mouvement qui tend à se produire. H jaura alors équilibre entre les l'orces primilivcmciil appH- |«èes su Evsli!-mc et les nouvelles forces qu'on vient d'y ajou- In soifitnfî des travaux de toutes ces forces est donc nulle, tt vertu de la proposition directe. Or la somme des travaux rinibrces primitives c&l nulle par hypollitise. La somme des IriTtiu des nouvelles forces est donc nulle aussi: ce qui est ÎBpo&sible, car chacune de ces forces, agissant en sens contraire du déplacement admis pour son point d'application, a on travail né'galif, et la somme de leurs travaux est aussi B^livc. L'hypothèse du mouvement conduisant ainsi à une dnUadiclion, le sysbime est en équilibre.
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, Soient
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les coordonnées rectangulaires de n points. composant un sjitème à liaisons.
Les liaisons de ce système sont exprimtes par k équatioai
ft(*.f. *». • • )=<>•
f»i*. f. *• ; . . . .)— Oi
contenant les coordonnées dès points donnés.
Ces points sont» en oulrc, soumis chacun à des forces doanées, que l'on peut décomposer suivant les trois axes; cefrf donne les composantes X, Y, Z pour le point x» y, 2, les 00» posantes X', \\ II pour le point x', y', tI^ et ainsi de suite.
On demande les conditions d'équilibre.
Le théorème du travail virtuel nous apprend que cèsooiMfr lions sont toutes contenues dans Téquation générale
quels que soient les déplacements infiniment petits Sx, Sy , is,... pourvu qu'ils soient compatibles avec les liaisons, cest-à-diie pourvu qu'ils satisfassent aux équations (1).
On exprimera cette condition en difTérentiant les ï éqoitions (1), ce qui donne le groupe (3) :
l£l^x4-îÎ2.•^|/4-î!^l^»4-fei^;r'4. =0
^2* _!. 'iri>.. _!. ^ .V _L- 'ht.^.
dx ^ dy ^ ^ dz ds'
Ces k équations contiennent les Zn variations Sx, Sy, ss,..*; elles permettent donc d'exprimer k variations en fonction des 5» — k autres, qui restent arbitraires. Substituant dansTéquation (2) les valeurs des k premières variations, on ramonera
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Inalion il ne coiilenir que les 3» — k varialions reset, comme elles sont arbitraires, on devra égaler séà zéro les Tonctions qui les inultipliinE- On obainsi 3» — ^'équations, qui ne contiennent plus rien fidiitnire, et qui seront les conditions d'équilibre des forces. Imt» aux * L-qualions {1 ), elles déterminent les 5h coordoniki&ei points mobiles.
I3A. La méthode suivante, indiquée parLagrange, a l'avan- !)•; de fjiri; connaître les forces qui tiennent lieu des iuSDDs, ou, comme on dit, les letjsions des lieim.
laltiplions la première des équations (3) par une tndéter- ■(kX,. ta seconde par une aulrc indéterminée X,, la ttot- ■taiepar une troisième indéterminée X,,... et ainsi de suite jaqa'à la dernière, qui sera multipliée par \. Ajoutons ■semhlr l'équation (3), et les k équations (5) ainsi mulliplijes. La somme nous donnera
On pourra disposer des /( arbitraires À„ X,,..., ï-i, de ma-
ièR^ réduire séparément à zéro tes coefficients de h \aric-
m particulières; on substituera ces valeurs diins les coelfi-
dcs Sri — k autres, et on devra les égaler à zéro pour
tsfnmer l'^uilibre : cela revient à égaler indislinclemcnt à
les cocfGcîcnts des 3n variations dans l'équation (4); on
aen conduit ainsi à poser les 5n équations :
Les équations d'équilibre s'obtiendront en tirant de k équc-
m DlTBBIlRAlIOll MS ffOMV
lions du groupe (5) les valeurs des k indèlenninécs X, et ai les substituant dans les Sn — k autres équations.
Or il est remarquable que les talears des X lassent amnaître les réactions des liaisons (i).
En effet, Téquation (4), oùles Sutarialkma te, Sy,... restent aiiiitraires, exprime Tëquilibre du système donné, dépooiDè de toutes liaisons, mais soumis aui forces dont les composantes sont respectivement
Cela posé, si Ion supprimait la première des liiisoas {l\ c'est-à-dire l'équation ri=0, on aurait à effacer dans 11 groupe (6) tous les termes contenant les dérivées de la Im tion 9p ou tous les termes multipliés par \. L'équilibie él. système serait alors détruit, car les composantes agissant si les points supposés libres ne seraient plus séparément nuBsi; mais on rétablirait l'équilibre en appliquant à uni point qnd* conque (x, y, %) une force dont les composantes X^, T^Z^i soient respectivement égales à
Zr^" 7^^'' •ST*"
donc celle force Xp Y^ Z^ est la réaction exercée sur le point Xy tjj %j par la liaison fi^O. Le même raisonnement s'applique à toutes les liaisons et à tous les points du systènie} de sorte qu'on peut dire d'une manière générale :
Une fois les k inconnues X déterminées de mamère à satisfmn à k équations du groupe (5), les trois ffodmU
x^Jl, >^', x^
représentent les trois composantes de la réaction exercée par k liaison 9<=0 sur le point (x^, y^, z^) daiis la position d'équSibre, On peut observer que celte force est normale à la surftce
TEÏUNT LIBD DES
Ù^ ^'^ ^ *' ^^ considérant dans la fondioii f, les ■™^^ ^> y>. ^ comme yariabl points comme constantes.
des
APPUC4TKHI A L*ÉQI7ILmuC DES HAOBIKES.
}f\ ^ "machines qu'on emploie dans l'industrie sont en P^^ies systèmes à liaisons eamflèUs {},% il! f.Vimr m ^^^me, il n'y a qu'un déplacement possible dans un seas •ta» le sens opposé. La condition d'équilibre de la mackine lŒpnroera en égalant à zéro la somme des tra^uxdes forces wepondanl à ce déplacement mfiniment petit. ™^ pour exemple une machine composée delà manière
Mite:
Bielige AB est destinée à pousser ou à tirer, le long de la wcfixeOA, le point B, extrémité de la bielleBC; le point C, ■wcxlrémilé de la bielle^ est articulé â U maniTelle OC, ■*le auiour de Tarbre tournant 0. Sur cet arbre tournant *iDODtée une roue d*engrenage M; elle engrène avec un pi-
Fis. 114.
poûm', monté sur l'arbre parallèle C^; le pignon mf fait
^a\ec la roue M', qui est centrée sur le même arbre. Celle
'^en^neavec le pignon wi^, monté sur un troisième arbre
pn\lèle(y. Le tambour K, concentrique au pignon m*, est
*iBiâlè a sa circonférence par une force tangente R ; son rayon
<s^è^\ a r. On demande quelle force F il but appli<pufr â U
%ftkço\iT tenir la force R en équilibre, ^v Von désigne par e le déplacement infiniment petit du
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point d'application B de la force F, et par if le d^dieement infiniment petit correspondant du poinl d'appUcatioal de la force R, et si Ton suppose qu'il n'y ait auenn frottement dans les articulalions et les engrenages» réqotfioa d'équilibre sera
la question est ramenée à un problème de dnématiqœ :
ttt>uver le rapport - des déplacements linéaires aimnllaaéi
des points K et B.
Nous pouvons prendre • pour mesure de la vitesse linèm du point B. La vitesse angulaire de l'arbre 0 sera égak i
TT. (I9 § 135), I étant le point de rencontre de la bielle CBa«e
une perpendiculaire 01 sur la droite OB; la vitesse angahin de Tarbre C est à celle de Tarbre 0 dans le rapport iaiMB des nombres de dents des deux roues M et m'; appelons Id m' ces nombres de dents; la vitesse angulaire de rarbia V
sera donc
celle de l'arbre 0' sera, par la même raison»
et par suite la vitesse £' du point K est
on a donc
et enfin
MM' r
F ^ R X — ; X --7 X TTî •
On remarquera qu'aux points morts 01 est nul, e( pirsoil' la force F est infinie; ce qui indique qu'il est impossible ^ k tenir en équilibre une force R tangente à la roue C, en eiD- lii-
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ployant une Torce F dirigée suivant h longueur de la bielle, lorsque la manivelle est à l'un des points morts.
Nous avons fait abstraction du fiotlemcnt. Si l'on devait en tenir compte, il faudrait introduire dans l'équation les travaux des composantes langenlielies aux surfaces qui glissent les unes sur les autres. Mais ces composantes sont inconnues ; tout ce qu'on sait, c'est qu'elles sont au plus égales aux produits des réactions normales par le coefficient de frollement (g 09). Elles nedeviennenl égales à celle limilc supérieure que quand le glissement a elTcctivement lieu. Mais, même dans ce cas, elles restent encore inconnues, puisqu'elles ren- Terinent en facteur les réactions normales, que la méthode du travail virtuel a pour effet d'éliminer. Il faut alors traiter sipar&ment l'équilibre de chaque partie de la machine, ce qui met en évidence, comme forces exli^Ticures, les réactions mulucllcsdeces parties. Nous aurons l'occasion, dans le livre VI, de résoudre quelques questions de ce genre.
158. Le théorème du travail virtuel est comme un lien qui ratlaclie ensemble les diverses parties de la mécanique. Nous venons de voir qu'il introduit dans la statique des considéralions cinématiques qui, au premier abord, paraissent étrangères à la science de l'équilibre, et nous verrons plus tan! qu'il peut être regardé comme un corollaire du plus important des théorèmes de la dynamique, le iMoyème îles forces vives.
SlHILrrODE STATIQUE.
iô9. Considérons un système matériel en équilibre sous l'ac- '•«nde forces données; imaginons un second système matériel ^^métriquement semblable au premier. Nous entendons par '^ tfue le second système est déduit du premier en amplifiant "îins un rapport constant, «, les coordonnées de ses divei I*<^inls. S'il y a dans le premier système des liaisons exprima' "'es au moyen d'éijuations, des liaisons semblables existeront f^XiT le second ; elles seront exprimées par les mêmes équa-
ir
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tions, dans lesquelles les paramètres linéaires seront multipliés par ce même coefficient a.
Supposons qu'on applique au second système, -en des points homologues, des forces parallèles et proportionnelles aui forces qui sollicitent le premier. L'équilibre aura encore lieu^ bien que le rapport, p, d'amplification des forces soit durèrent du rapport, a, d'amplification des dimensions linéaires.
Si par exemple le système donné est solide, l'équilibre est assuré par les six équations
x:x = o, ïY = 0, ÏZ=0, 2(Zy — Y5) = 0, HX» — Zx) = 0, 2(Yx — Xy) = 0.
Or CCS six équations seront encore vérifiées pour le second syslème, quand on aura remplacé x, y, % par ox, oy, aa, et X, Y, Z par &X, pY, ^Z.
Plus généralement, l'équilibre s'exprime en égalant & léro une somme de termes de la forme XSjb ; si cette somme s'annule pour certaines valeurs des forces X et des déplacements ex, elle s'annulera aussi quand les valeurs des forces X seront multipliées par un même nombre P, et quand les valeurs des dimensions linéaires &r seront multipliées par un même nombre a.
L'existence de forces de frottement parmi les forces données ne détruit pas la similitude, pourvu que le coefficient de frottement des parties en contact soit conservé d'un systènnei l'autre. Le t'rotlcment dépend en eiTet de l'angle que iaitla réaction mutuelle avec la normale commune; or cet angle n'est pas altéré quand on multiplie les dimensions linéaires par a, ni quand on multiplie les forces par p.
Au contraire, la résistance au roulement, s'il y a lieu d'eo tenir compte, peut détruire la similitude ; elle dépend &i effet, comme nous le venons plus tard, d'une distance 3 entre le point de contact géométrique du corps roulant et le pointde passage de la réaction mutuelle ; cette distance doit être multipliée comme toutes les autres par et; cela exige en général une modification dans la nature des corps en présence.
CENTRE INSTiKTANà DE ROTATION.
AtTLICATIOS DU TIIEOFIÈSIE DU TRAVAIL TI[;TUEL A LA ClPiÉUATlOLE.
140. Nous allons monlrer quel parti on peut tirer du théorème du travail virtuel, et plus géiiLTalcmenl de la statique, )tour dt^iiiontrcr des propositions de cinématique. Ces déinonslralions sont toutes fondées sur la propriété d'une surface, ou d'une courbe gc'om6liique, d'exercer une action normale sur ua point assujetti h la parcourir.
CZRTftE IK!STAnTA^Ë DE ROTATIO» D C»E FIGURE FLAKE llOBn.E DAtiS BON PLAN.
141 . Soient A, B, M, trois points d'une figure plane mobile dans son plan. Soient AA' la trajectoire du point A et Bfi' la IrajfCloirc du [loinl B.
Nous supposerons que la figure est guidée dans son mouvement par des lignes directrices A.4', ISB', sur IcsquL'lles les points A et B sont assujettis à gliàscr sans fio'tcmont, ce qui suflll pour faire de la figure un système à liaisons complûtes. Le point M di-critune certaine trajectoire MM', et si on lui applique une force ¥ normale à cette Irajccloire, la figure sera en équilibre, tar la somme des travaux de la force F et des réactions N et N' des lignes directrices est nulle, puis- ^'^ '^'
que les réactions N et N' des lignes directrices sont normales â ces lignes, et qu'il en est de même de la force T, par rappoi t il b trajectoire deson point d'application M.
Les trois forces F, ¥' et N se l'ont par conséquent équilibre; leurs directions passent donc par un même point 0 ; en d'autres termes, le» normales menées au même inslanl aux Ivajec- '*"■«(/« diverspoinlsde la figure concourent en uiimêméiwint, ^Ire itMlanîané autour duquella figure pivote (1, g 131).
SIS IPPLiaTlON DE U STànQUI
THÉORÈMES SUR LE NOUVClfENT ÊLÉtfEKTAlRB D*II2I SOUDE.
142. Les liaisons auxquelles le corps solide est assujeUi s'expriment par des équations où entrent les coordonnées d'un certain nombre de points particuliers du système, que nous appellerons points dirigés ; nous commencerons par chercher le nombre N de ces points, suivant la nature des liaisons, et suivant le degré de liberté qu'on veut laisser au systàne mobile.
Supposons d'abord que N soit égal ou supérieur à 3.
Parmi les N points dirigés, nous admettrons qull en y ail f qui restent fixes, l qui soient assujettis à glisser sur des lignes fixes, et s qui soient assujettis à glisser sur des surfaces, ces points, lignes et surfaces fixes étant d'ailleurs entièrement arbitraires. Nous aurons la première équation
Les coordonnées des N points sont au nombre de 3N, et nous savons qu*entre ces coordonnées il y a 5N — 6 relations distinctes, exprimant que les distances mutuelles de trois points, et les distances de chacun des N — 5 autres aux trois premiers sont constantes (I, § 122). Les liaisons intérieures du SYstùmc nous donnent donc d abord 3N — 6 équations. Cette formule suppose N^ou > 5.
Les f points fixes sont définis par Zf équations, qui font connaître leurs 3/* coordonnées.
Les coordonnées des / points mobiles sur des lignes sont assujetties à satisfaire à 2/ équations, chaque ligne étant représentée aualytiquemenl par deux équations.
Enfin, les coordonnées des s points mobiles sur des surfaces satisfont aux s équations de ces surfaces.
Les liaisons extérieures donnent donc 3/*-+- 2/ -f- « équations; réunissant toutes les équations de condition, on a, entre les
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3N coordonnées des points considérés, un nombre d'équations égala
ou bien, en remplaçant /*+/+« par N,
Cela posé* si le nombre de ces équations, supposées dis^ tSmdes^ est égal au nombre des coordonnées, le système reste fiie, car les coordonnées de chaque point ont alors des valeurs coBslantes définies par ce système d'équations.
Si le nombre des équations est inférieur d'une unilé au lombre des coordonnées , Tune des coordonnées reste arbitraire, et toutes les autres peuvent s'eiprimer en fonction de cdle-là; tous les points du solide sont donc assujettis, par les fiaisons* à décrire des lignes.
Si enfin le nombre des équations est inférieur de deux unités au nombre des coordonnées, deux coordonnées restent arbitraires, et, par suite, à partir de chaque position du système, on peut le déplacer dans une inflnité de directions, chacun de ses points restant sur une surface, sauf certains points particuliers qui peuvent être encore assujettis à .décrire des lignes. Nous allons reprendre une à une ces diverses hypothèses.
1* Pour que le système soit fixe, il faut que Ton ait
00 bien
Les solutions de cette équation sont les suivantes :
r=ii.
(fl
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2* Pour que les points da sjstèoié dècriteiil châeoii dn lignes, il faut que Ton ait
ou bien
ce qui donne successivement :
Is4, f=9, 1=1,
3* Pour que les points soient assujettis à décrire éâ 8a^ faces, il faut que
4N— s+V+i»ni— 1^
ou bien que
ii»4-v.i;
ce qui donne seulement les deux solutions :
(M) W = 4. /=r^ l«0, «er4.
(iî) H = 5, ^=0. l-i. t=S.
Jusqu'ici nous avons exclu Thypothèse N < 3. Examinons successivement les cas particuliers de N=2 et N = l.
(13) SiN=2, les points du système sont assujettis à décrire des lignes quand les deux points dirigés restent Gxes; le système a alors un mouvement de rotation autour de Ym qui joint ces deux points.
(14) Les points du système sont assujettis à se mouvoirsor des surraces, quand les points dirigés glissent le long de ta droite qui les joint.
(15) SiN=l, les points du système sont assujettis i décrire des sphères autour du point dirigé comme centre i quand ce point reste fixe.
143. Appliquons la statique à chacune de ces quinie h]fpothèses.
Dans les six premières, le solide est fixe; une force api^
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(oée i un point quelconque du solide, dans une direction [uelconque, est donc équilibrée par les réactions exercées larles points dirigés.
Dans le cas (1), les réactions sont normales aux six suriccs directrices, qui sont arbitraires ; donc une force qtiekonne e$t, en général, décomposable suivant six directions ilon- }ée».
Dans le cas (2), l'une des réactions, celle de la ligne, est ooienue dans le plan normal â cette ligne; donc une force ueiconijue est, en général, décomposable en cing composantes, '(ml quatre aient des ilireetions données, et la cinquième passe er Nil point donné et soit contenue dans unp!an donné.
Dans le cas (5), l'une des réactions, celle du point fixe, passe »r ce point ; une force quelconque est donc décomposable en uatre forces, dont l'une passe eu un point donné, et les trois utres aient des directions données.
Le cas (4) nous montre de même qu'une force quelconque est '/eomposable en quatre forces, dont deux aient des directions 'oiuiéfs, et les deux autres passent par des points donnés et iiei}t contenues dans des plans donnés.
Les cas (5) et |6) font voir qu'une force quelconque est décomiuiabken trois forces, dont l'une ait une direction donnée, dont la tconde paxse par un point donné et soit contenue dans un plan
miné, et dont la troisième passe par un point donné; et qu'une (rrce ifiielconque est décomposatfle en trois forces, dont chacune »U(t par Mfi point donné et soit contenue dans un plan donne tonduit par ce point.
144. Dans les qwatre hypothèses (7) à (10), le système reste en équilibre sous l'action d'une force quelconque appliquée ■D un point M perpendiculairement a la ligne que décrirait « point dans le doplucemcnt du corps. Le septième cas mon- >*, par exemple, qu'une force quelconque, normale à la tra- ■cioire du point M, est décomposable en cinq forces normales aux cinq surfaces directrices.
145, Dans riiypotliése (II), le mouvement du solide est di- 'gè par le glissement de quatre points particuliers sur quatre
«s imjunoBMUtrâniR
surfaces fixes. Tous les pûafs déerirent don en gAiènl im surfaces, et l'équilibre a lieu si l'on ip^qne en on point h solide une force normale k la suriiee décrite par ce point Us cette considéralion on peut déduire le théorème snrrant, M & II. ManDheim *.
U» ^atrepowU A, B, C, 1> iTwt Mrpt toli^ atmt ownjitfi à Me mowûir sur de» turfaeet fixe» (a), (p), (f), (B) ; i le lira (fvn pont fuWeonfiKE Al «otidaMt al«nwi«ei imfMe dUemmie {«)• Conniénm UtmrmàUtkà!, W^iXT, DD*, EE' menée» à ce» émqmtrfiua pat UMfomÛantoeeÊfim 9^ multanément par les p^ A. B, C, D, E. I,ef d^n dnilv K et X', qui reneontreat lei ^latre premières «anwrfw, rwcwi lr«ronl oiun fa ctn^ui^iM.
Nous pouvons regarder les quatre surftoes données oonw des surfaces directrices matérielles sans frottement» et la de' qnième {■) ooaune h Usa .
géométrique du point E. h TCTta du théorème da tniii rirtuel, le système tara ■ équilibre dans la poaitîoa qn'tn lui attribue, si nmis lui appliquons, au point E, une fona normale à la surface (■) ; k forceFestalorsIenueenéqai- '' libreparlesréaclionsnonnaki
des surfaces données. Doncla somme des moments de la foraP et des quatre réactions est égale i zéro par rapport à un ub quelconque ; et si l'on prend pour axe la ligne X, ou li ligne )/, pour lesquelles les moments des réactions sont nnli, le moment de la force F sera Clément nul pour toutes dem. et par suite la direction EE' de cette force rencontre à ta M* les droites X et X'.
Connaissant les normales en A, B, C, D aui quatre surhos direclrices, on aura la normale à la surfece décrite par nu
' Journal 4t FÉeoU pd^ectmi^e, 1870.
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cinquième point K^ en menant par ce point une droite EC, qui renconlrc les deux droites À et X'.
On voit que, quel que soit le mouvement inlinîment petit imprimé au corps, il tourne à la fois autour des deux axes fixes >. et >.', qui se trouvent ainsi jouer le rôle d'axes de rotation conjugués |1, 2 157). Cliaque point de l'un des axes tournant seulement autour de l'anlre, décrit, dans le déplacement i'Icin enta ire, un élément de circonférence qui a son ccDlre surtaxe conjugué; de sorte que les points situés sur les droites \ et >.', ait lieu d'être assujcitis ù glisser sur des surfaces, comme les autres points du corps, sont assujettis à décrire, pendant un temps înliniment court, des éléments de trajectoire.
146. De l'hypothèse (iS) on déduirait, par la même méllrode, lu théorème suivant :
Le point A tTutt corps solide est assujetti à se mouvoir sur une ligne fixe (i), et les ileax points B et C d se mouvoir sur des tvifaces fixes (jï), {f ). Le lieu d'un i/uatriéme point D «1, en général, une surface déterminée {i). Si par le point A nous menons une droite rencontrant les deux normales aux surfaces (^) et (v), menées par les points B et C, cette droite rencontrera aussi ta normale à la surface (î), menée au point "O; et si l'on fait glisser une droite sur les normales aux trois surfaces (3), {-{), (S), t hgperboloide ainsi engendré coupera suivant une droite le plan normal P à la trajectoire (j), mené au point A. Cette droite représente la direction de la réaction de la Irgne(a).
Proposons-nous de construire la normale DD' à la surface (î) au point D (fig. 127).
Par le point A, menons la droite AM, rencontrant les deux droites Bli', CC, normales aux surfaces (3), (f). La normale VHy sera comprise dans le plan DAM.
On sait de plus que l'hyperboloîde engendré par une droite mobile glissant sur les trois droites I)D',BB', CC, coupe le plsti normal Psuivant une droite passant au point A. Le point D appartient à la surface de cet hyperbotoïdc. Parce point, menons Que droite DN rencontrant les directions BB', CC. La droite DN
lit tQuiuBRB nm sou»
sera tout entière eur la surface de rhypeAololde. Elle pem le plan PP en un point k\ qu'on joindra an pcunt A. La droite AA' aéra rinteraeclion de Thyperbololde atee le plan P, et an
par suite Fune des génèralit
ces redilignes de Phyperinh
loIde.On peut donc concemr
cette surbce comme engea-
drée par le glissement d'ua
droiteqnis'appuicFaitaurka
troi8directricesAA\BB',OI7.
n sutflt par conséquent,paar
^^' ^^' acheta la solution, de eaa-
siruire une troisième droite EF, rencontrant à la fois ces tiaii
directrices, puis de mener par le point D une droite DD^ fi
rencontre les deux droites AM et EP.
Dans les hypothèses (15), (14) et (iS), les normales au lieux décrits par les dÎTcrs points du corps sont immédial^ ment connues.
ÉQUU4BRE d'un SOUINS DOmr UN, DEUX OU TBOIS POQITS SORT iETTIS A GLISSER SANS FROTTEMEUT SUR URB SURFACE nXB.
147. Les résultats obtenus (§ 91) pour l'équilibre d^un soliia posé sur un plan peuvent être généralisés en remplaçant le plan par une surface quelconque.
I. Si le solide touche la surface en un point unique Q» il faut et il suffit pour l'équilibre que les forces appliquées il corps soient réductibles à une force unique, passant par k point 0, et normale à la surface.
II. Supposons que le solide touche la surface en deux poinb A et B. Les réactions (A) et (D) de la surface en ces points seront dirigées suivant les normales aux points A et B; et ces deux forces, dont les directions seules sont déterminées, doi* vent faire équilibre au système des forces données. 11 faatd il suffit par conséquent pour l'équilibre que les forces doo*
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t réductibles à deux forces passanl p^r les points l normales piï ces points à la surface. ! cas parliciilier où les forces donnc-es ont une résulque, r, celle résullanle doit équilibrer les deux forces ); donc } deux directions (A) et (D) se rencontrent en un
force F passe au point 0 el est contenue dans le t.
les deus points A et B sont inlinimcnt rapprocbés, ni-nlaire AÎl, tracé sur la surface, appartient alors à ide courbure.
s cas géninal où les normales (A) et (B) ne se rencon- , Iransporlons toutes les forces données parallètemenl fîmes au point Aet composons-les; elles nous donne résultante de translation ^ couple rèsullant dont nous lerons l'axe par la droite
Transportons de même au a force S, réaction de la surloint B; nous aurons en A s S', égale et parallèle à S, Ire, un couple (S, — S}, dont ; levier est la distance AC du
la normale (B). la force S' se compose avec la force m de la surface au point A, en une force unique, qui jire la force R; donc
orce n est dans le plan dos deux forces F et S', c'eslle la résultante de translation et les normales (A) et larallélcs à un môme plan :
I, pour déterminer F et S, les équations
w Mmum viniiQiiiB
à SxAG, doit tenir m Aqailibre le eeople 6; per nik 3* L*axe du coaple résallant qo^on Abtlefll c& tnupiflal toutes les forces données an poiirt A est peipeadleidne m plan A(B) ; 4* L'intensité du couple résultent est égale A S X AG ; 5* Le sens du couple résultant est contraire an aeas Al estpie (S, — S).
ni. Supposons enfin que le corps tooj^ la aorlSMe en tnii points A, B, C. Appelons F, S, T les réacliona normales dsfc eurrace en ces points. Soit R la résultante de trandalisn h système des forces données ; soit 6 le conide réaoltanL têff' nèral, les trois normales (A), (B), (C) ne se renoontnat fÉ et ne sont pas parallèles à un même plan, point 0 quelconque sur la direction de la force B, et
par ce point trois aies A% V^(Tfk:
rallèles aux normales; pois Iniif portims les forces F, S, T paidHsment à elles-mêmes au pointO; donneront naissance à trois (F. -F), (S,-S), (T,-T) des plans 0(A), 0(B), 0(C). Mcomposons la force R suivant ki trois axes 0A% 0B% OC'; les posantes seront égales et traires aux réactions F, S, T. la ,2, couples (F, - F), (S, - S), (T. -1)
sont donc entièrement dètennioés»
et l'équilibre exige que le couple G soit égal et contraire i h rèsuHante de ces trois couples.
Examinons spécialement le cas où le couple 6 est nul; h force R , prise en sens contraire, doit alors être la résolliale des forces F, S , T. Prenons les moments de ces quatre foita par rapport à une droite rencontrant les trois normalo (i^i (B), (C). Les moments des forces F, S, T étant nab, le moment de la force R i*est aussi ; donc la direction R reacontre toute droite qui s'appuie à la fois sur les
GLISSANT SUR UME SURFACE
(A). (Bl, (C); en d'autres termes, R est une génératrice reclUigiic de rhyperltolotdc qui a les droites (A), (It), (C) pour directrices, et elle opparlicnt au mâme système de généra- Iricesque lesdroites (A), (B), {C).
Cette condition nécessaire est en général suffisanle. En «ffvl, supposons que la force R rencontre trois droites (m), (n), (j)|, qui s'appuient sur les directions des normales p. S, T. Les forces F, S, T el la force R ont une ré-
P liante de translation nulle. Donc le système ï. S, T, H réduit à un couple unique, et ce couple a un ino- JDenl nul par rapport aux trois droites (m), (n), Ip); le plan du couple est donc à h fois parallèle à ces trois droites, r^iillat impossible si le couple n'est pas nul, à moins que l'hyperboloide construit sur les trois directrices (A), (B), (C) ne soit en réalité un paraboloîde liyperbolique, ce qui suppose ces trois direclriccs parallèles à un même plan, I>ans ce dernier cas particulier, prenons pour le point 0 DD point du parabo'.oide construit sur les trois droites (A), (B), (C) ; les lorces F, S, T feront équilibre à la force R et a an couple G, parallèle à un des plans directeurs de la surhce. Les réactions F, S, T salisfont donc aux deux condillions suivantes : leur résultante de translation est égale et toolraire à R; le couple résultant du transport de ces forces au point 0 est parallèle au plan directeur, et égal et contraire au couple G.
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148. Considérons (fig. 130) sur une surface un point 0 \ quelconque ; par ce point menons la normale OZ, et les deux [plans rectangulaires ZOX, ZOY, des sections principales. Le [ plan ZUX coupe la surTacc suivant une courbe OA, dont le [centre de courbure est un point C pris sur la normale OZ; F le plan ZOÏ coupe la surface suivant une courbe OU, dont [ le ceutrc de courbure est en C, sur la même droite. Le lliéo-
rif.iao.
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rème de Slurm dont notts toidoos piller, eomiile dt» renoncé suivant^:
J Le$ normalei à lu iwrfhceSemêiipcbitê mfmmeiU WÊkm dg ))Otfi( 0 retÊContrent U$ axe$ da eeriki MeKtoMn ie»
prmdfNiIei rfleliMt è e^iioiiitO, c' à-dire les droites CD, CIK, Aeièee |ÉI^ les points G et (7, perpendiaJainiMl^ au idans ZDX, ZOY.
Pour démontrer œ théorème par Itf considérations de statique» imegiamif qu'un système solide invariable repM^ sur la surface S par les trais peialsfl^ A, B, et qu'il soit sdlieité par unelHI^ - F, passant dans rintériesr du tnaÊffi^ OAB. Pour qu'il y ait équilibre* il faut et il suffit que h kntP soit normale à la surfoce S; car on peut la supposer appKfaiir en un point inOniment Toisin de celte snr&oe, et l'équilikÉsV sera assuré si le déplacement virtuel de ce point, parallèleflMl^ à la surface S, est perpendiculaire à la directiim de la buts RI La force F est alors tenue en équilibre par les réactions dei^ trois points 0« A, B, lesquelles sont dirigées suimnt les maies OC, AC, BC. Toute droite qui rencontre ce$ trou maies rencontre donc aussi la direction de la force F, et pir suite la normale F, menée à la surface en un point infinimeat voisin du point 0, rencontre les deux droites CD, CV, qii s*appuient à la fois sur les trois normales OC, AC, BC'.
Le théorème est ainsi démontré. Maison voit du mémeconp qu*on pourrait en dire autant d'une droite quelconque menée ' parle point C dans le plan YOZ, et d'une droite quelconque m^ née par le point C dans le plan ZOX, de sorte que le théorèaie est susceptible d'un énoncé plus général : Les normales àlasÊh face S en ses points infiniment voisins du point 0 renccnirest toutes les droites menées par le centre de courbure d'une seatàm principale dans le plan de Vautre section prindpale.
* ùmpteê rendue de t'Àcadémie des êciencéi, I. XX» iSiSL
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Q semble cependant contradictoire d'admetlre que la dircc- 600 de la normale F puisse renconirer deux droites distinctes ■eno'» par le puïnt U dans le plaa YOZ, sans élre tout entièie ronlciiue dans ce plan. Mais celte contradiction s'exrii^ie aisciiK'nl. vnobsei'vanl que la proposition n'est vraii.' «K pour des dimensions infinimcEJt pelitcs de lu ligure ÛAil. Ltsubïlitulion de la droite CD" à la droile CD dans le plun friacipal YOZ a pour unique efrci d altérer inOniment peu la fai^on de ta Torce F, et cette alléralion s'annule à la limite, ^^^Bble point d'application se rapproche indéûiiimciil du
^B^wrface donnée, aux environs du point donné 0, peut oeuDsidéréc, d'après le théorème de Sturm, comme enpadrie, soil par le cercle osculaleur COA, tournant autour É^rne CD', soil par le cercle osculaleur C'OB tournant auiMrde l'ase CD. Cette double génération avait été indiquée prinitnemenl par Meusnier'. On voit qu'aux axes indiqués QKCII' rien n'empèclic d'en substituer d'autres, pourvu qu'ils fHMnl par les points C et C, et qu'ils soient contenus dans kl plans principaux DOC, AOC. En effel, faisons tourner l'arc n&ûmciit pelil OA autour d'un ane oblique CD", mené dans hfUn AOC. L'élément de surfaw de révolution engendré par aile rotation aura pour rayons de courbure principaux au f«iat Ole rayon de courbure (X) delà méridienne, et la portion OC de la normale comprise entre la méridienne et l'axe, c'esthtm les rayons principaux de la surfuce donnée au point 0. Ces faa Surfaces sont donc osculalrices tout autour de ce point.
149. Soient M, M'... des points matériels Taisant partie d'un iTStèwe quelconque à liaisons, et P, D",.,. des torces appliquées en ces points. A partir des points M, M',... prenons, sur
* ItMiranir li eouibure àei lurTac» [1780).
les directions des forces, des kmgaeors Hlssif , HVsV, k étant nn nombre aibitnire ; celle eonstroelMi nois énsi des points N, N\... que nous considéreroBs comne ftuL Soient p, p'... les longueurs MN, mf'... ainsi définies.
Cela posé, d les forcée P, P,... ee fétU iqmSiTe^ bMaaey , e$î mtiMiiitim on meaàmwm^formi tMtee k» wàUmnffdUfmi lore^e les potnlt M, H',... $MÊêeiU4e$ i^flaeêmmti fMk eampûUUeê avec te$ Umemu.
En effet, soit MM^ le déplacement wtnd imprimé sa piiÉ
^ H, et |i la projection du point M^ nr h ^ direction HP.
> La condition d*équililm sera
^ ^ ou bien
Pif; ISl. tfJjiBfp
ip étant la irariation, ll|&, delà longueur liN=p. Remplaçant P.par v , il vient
ou bien
xWp«=o,
en supprimant le facteur commun t; on a donc
équation qui montre que Zp* est en général un maximo0 ^ K un minimum.
Pour savoir si Sp* est maximum ou minimum, rqpréseoMtf par 0 Tangle H^MN; appelons p^ la dislance M^N, et r le H^ cernent MH^; nous aurons
donc
ce qu*on peut écrire
el il suffira d'examiner le signe de la différence Zr* — Sl^MtQSli
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termes sont infiiiimont petits du second ordre. PlDsjears cas sont à distinguer.
I. Supposons d^abord iPîp de niâme signe pour tous les dépbceinenls virtuels compatibles avec les liaisons. Celle somme pourra élre négative ou positive.
!■ Si SP:p<:0,ï|)ï;(seraaussinégalir,e[commeî/)— rcosO, il en !«ra de mâme de SprcosO; Ir' — IZprLOib étant la wnime de deux parties positives, £Zp* est pusilif, pour tout depbcement ; et par suite Ip' est minimum.
? SoîllPSp>0; nous avons toujours
Iplp = îJifip = ksVSp.
Donc Zpip, ou SprcosO, est positif et varie proportionnel le- Kienl au nombre Â:. La différence
ïr« — î£;ir cos g =Ir' — UlVSp
peut recevoir des valeurs négatives pour «ne valeur de k sufbuniinent grande; on peul,au contraire,assigneràcellediffét?iice une valeur positive, en donnant à A; une valeur assez pttile- Dans !e premier cas, la somme Ip* est maiimum ; dans lesecond, minimum. Entre les deux valeurs limites de A', le (ipie lie b différence reste indécis, et l'on ne peut alfirmci l'aiitence ni d'un maximum ni d'un minimum.
11. Supposons en second lieu que SPîp puisse changer de Hgne avec le déplacement imprimé au système. On pourra toujmis prendre le nombre k positif et assez petit, pour que im^ soit numériquement inûnîmcnt moindre que Zi'; car UsofomclprcosO, ou "E-plp, est infiniment petite du second «rire pour des valeurs finies de p, puisqu'on a pour l'équiliire Zplp = 0, aux infiniment petits du second ordre près. Si d^nc on attribue h k des valeurs inlinimeiit petites du premier ordre, Zpîp deviendra un infiniment petit du troisième ordre, c'est-!i-dirc sera înflniment petit par rapport à Ir*, qoi est du second.
Dans ce cas Ip' est minimum pour une valeur infiniment petite du nombre k, et par suite pour une valeur fmie, infé*' neure k une certaine limite.
m TBiOBtB n 6AU88.
Remarque* — Lorsque pour une certaine iralenr àei^Tf ^est maximum, il sufBt de porter les mêmes longueurs f en sens contraire des forces pour rendre Im somme If minimum, car le maximum suppose Zpr costt poâlift et ringiel étant changé en «—•, on aurait l'égalité
d'où résulteraient pour 8Zp* des taleun positifes.
Le même théorème peut s'étendre, en dynamique, anmi»irement d'un systèmCi pourru qu'on joigne aux forces qui k Mllicitent, les forces i^mertie de ses différents points nalériels.
ATTRACTION DES SPHËHES MAT^AIELLES.
tâO. On appelle f)(fsati(fur la propriiilé qu'ont les corps places kbjurface da globe d'âLre attirés vers la terre par une force détermina, qui leur fait exercer une pression sur leurs appûi, s'ils sont en équilibre, ou qui les fait tum6^r, s'ils sont thodunnës à eux-mêmes. Tous les corps sont pesants, litili, on trouve certains corps, dits corps légers, «lui peu-vent K iDtinlcnir en Tair sans tomber à la suifacedu so);maisi'i> fhfnoméne esl di) à la présence de l'air atmosphérique, qui oore une poussée de bas en haut sur tous les corps qui y ml plonges; dans le vide, un corps léger tomberait comme un tBqi» lourd, et le mouvement des deux corps présenterait les ■tees variations de vitesse. Dans l'air, la force due à la pcanteurest diminuée de la poussée du gai, ci le corps n'esl wUidiéen réalité que par la différence, positive ou négative, iewsdeux forces contraires; la résultante peut, dans certains Qt, dre dirigée de bas en haut.
ISt. Les lois de la pesanteur sont fort compliquées, cl elles Mpeuicntétre entièrement étudiées que dans la dynamique, tipeunlcurest variable pour un mèmecorps avec la blitude c VK la liautcar au-dessus du niveau de la mer ; elle varie en direction d'un point à l'autre de la surface du globe; si on Iwtselomberuncorps d'une grande hauteur, ce corps nepar- «wrl la terlleale, direction de la pesanteur, que pendant les ffttnien instants de sa chute : la rotation du (jlobe a pout îHel de l'en faire dévier. Nous laisserons de cflté pour le mo-
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ment Pexamen de cet variations, et nous simpliBeroiui Fètnde de la pesanteur en supposant qu'il s'agisse d'un corps de petites dimensions, en reposa placé & peu de distance de la siv^ face des mers, comme cela a lieu généralement pour les corpi entrant dans la construction des machines. La pesanteir exercera sur les parties de ce corps des actions Terticakii toutes parallèles entre elles. Supposons le corps solide. Toato CCS forces parallèles et de même sens pourront se oomposerca une seule force égale i leur somme ; c'est cette résnlIaBb qu'on appelle le poi^fi du corps; elle a pour point d*appliation le centre des farces parallèles^ qu*on nomme dans do m particulier le centre de gravité du corps.
Remarque. — Bien que la composition des forces supposefB les points d'application appartiennent i un même sysitai solide, un système matériel non solide peut être conaidW comme ayant un centre de gravité; c^est le centre de gratiié Ai système qu'on aurait rendu solide par la pensée, sans en riiè> rer la forme. Si le système matériel se déplace et change à forme, i chacune de set formes successives correspond n centre de gravité particulier.
COUPS HOMOGÈMES. — POIDS SPÉCfflQOB.
152. Le poids total d'un corps, solide ou non solide, est II somme des poids de ses diverses parties. On dit qu'un corps est homogène lorsqu'un volume donné du corps a toujours le même poids, en quelque endroit qu'on prenne ce volome. Dans ce cas, le poids est proportionnel au volume ; on obtient le poids total d'un corps homogène dont le volume et donné, en multipliant ce volume par un nombre qui dépend de la nature du corps, et qu'on nomme poids spécifique. Si l'on appelle P le poids total d'un corps homogène, V son vdame, et p son poids spécifique, on a entre ces trois quantités 11 relation
P = Yxp.
POIDS SPËCIFIQUB.
Li quantité P est rapportée à Vuntlé de poitfs; la quantité V, à l'ud/lr' 'le volume; enfin le nombre p exprime, en unités de poids, le poids de l'unité de volume. L'équnlion est donc homogène. L'unité de poids reste arbitraire. On est convenu en France de prendre pour unité le poids de l'unité de volume d'eau distillée. Pour l'eau, par conséquent, le volume et le poids sont exprimés par un m^me nombre. Si l'on prend, par exemple, pour unité de volume le centimètre cube, l'unité de poids s'appelle le (/rninme; c'est le poids d'un centitnèlre cube d'eau. Si l'on prend le dû-cimèlre cube, l'unité de poids correspondante est le kiloijramme, poids égal à 1000 grammes, ou au poids de 1000 centimètres cubes d'eau. Le décimètre cube contient en effet 1000 centimètres cubes. Enfin, si Ton prend pour unité de volume le mèlre cube, l'unité de poids correspondante est la tonne, qui équivaut à 1000 kilogrammes, ou à 1000000 de grammes, et qui représente le poids de 1000 décimètres cubes ou de 1000 litres d'eau, ou encore de 1 000000 de cenlimèlres cubes. Pour l'eau distillée, quelle que soit l'unité de volume qu'on adopte, le poids spécifique p est égal à l'unité numérique. Cette convention suppose l'eau prise a une température définie, qu'on a fixée h 4" centigrades environ, et qui correspond à son maximum de densité. Au-dessus comme au-dessous de cette température, un centimètre cube d'eau distillée a un poids un peu moindre qu'un gramme, et un poids spécifique un peu inférieur à l'unité.
155. On détermine en physique les poids spécifiques des divers corps, solides, liquides ou gazeux, ou plutôt les rapports de ces poids spéciliqucs à celui de l'eau, et les lois de la variation des poids spécifiques avec la température et avec li pn^ssion. On a dressé des tables qui donnent le poids spécifique des dilTérents corps. Celui du mercure est d'environ 1 3,0: celui de la fonte, d'environ 7,2 ; cela veut dire qu'un volum > donné de mercure (pris a la température de 0°) a le mèmi; poids que 15,6 volumes égaux d'eau distillée (à la température de i°), et qu'un volume donné de fonte pèse autant que
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7,2 fois ce même Tolame d'eto. Pir exemple, 1 oenlimite cube de mercure à 0* pèse 13'',0, et nn mètre cobe de fonte à la même température pèse l^^'^^i on 7S00 kilogrammes. Le volume correspondant i un poids donné d*an ccrtsm corps se dèlcrroine en divisant le poids donné par le poiib spécifique. Cherchons, par exemple, quel volume occupe oa poids de 480 grammes de mercure i la ' température de léro. Il suffira de diviser 480 par 13,6, poids spécifiqne du mercure; il vient au quotient le nombre S5,994..., qoi exprime en centimètres cubes le volume cherché. Si Ton demande quel volume de fonte pèse 40 toniies, on divisera 40 par 7,2; le quotient est 5*555555...; le vdume demaniè
est donc 5 métrés cubes 555 dédmètres cubes 555 orafiaft*
1res cubes, etc., ou 5 mètres cubes g*
Lorsqu'il s'agit d'un gai, il est nécessaire de connaître nonseulement sa température, mais encore sa preiason, pour dir terminer son poids en fonction de son volume, et réciproque: ment. Cela tient à ce que le même poids de gax occupe des va* lûmes très dilTérents, suivant qu'on le comprime plus oa moins, tandis que les pressions extérieures les plus considérables exercées sûr un liquide ou sur un solide en altèrent i peine le volume.
154. Lorsque des volumes ^aux, pris en différents points a'un corps, n'ont pas des poids égaux , le corps n'est pas Im^* mogène, et le quotient de la division du poids total par leva* lu me ne donne plus que le poids spécifique moyen. Si on divise de même le poids d'une portion définie du corps parle volume que cette portion occupe, on obtient le poids spéor fique moyen de la portion considérée. Enfin, le poids spiàfiifiA d'un corps non homogènes tin point donn^ est le poidsspèdfique moyen d*une portion infiniment petite prise dans le corps autour du point donné, ou la limite vers laquelle tend le rapport du poids de celte portion variable au voluiDS qu'elle occupe, à mesure qu'on en réduit les dimensions jus* qu*à zéro.
QUANTITÉ DE M4TIË11E.
MCSL'IiE DE3 QBAKTITÉS DE MATIÈRE. — MESURE DES FOnCES.
455. Le poids d'un corps peut servir h l'évaluation mimé- |uc de 1.1 rHantilê de matière que ce corps renferme. Nous
savons pas ce que c'est que la matière, et il paraît à peu es impossible d'en donner une définition claire et précise. iQS pouvons du moins admettre que deux corps ayant le ime poids renferment la inûme quantité de matière, et que ux corps ayant des poids différents renferment des quanli- I de matière proportionnelles à leurs poids respectifs. Sans ulc il existe une différence de nature intime entre les dirs corps simples de la cliimie : on ne peut changer, par empie, du fer en hydrogène ou en mercure; on dira néanoins qu'un kilogramme de fer, un kilogramme d'hydrogène, I kilogramme de mercure, représentent chacun des qnanés ^yles de matière. Les réactions chimiques qui s'opèrent Irc des corps de natures différentes, n'allèrent pas les quan- «8 de matières mises en présence les unes des autres ; elles
résument dans de nouveaux groupements des éléments instilnlifs des corps, mais il n'y a ni matière créée ni macre détruite. La recherche des poids permet de constater itle vérité, principe fondamental de la chimie moderne.
Bans la vie pratique, c'est au poids que se vendent la pluart des produits de l'agriculture et de l'industrie; parfois on ubsliiueau poids la mesure d'un volume, mais c'est qu'alors n trouve plus commode de mesurer une capacité que delTecuer une pesée, et que la constance, absolue ou approximave, du poids spécilique de la chose vendue permet de regar- -r le volume comme sensiblement proportionnel au poids. *) Litogi'amme de pain représente bien une quantité défmie ' pain, c'est-à-dire, abstraction faite de toutes les qualités 'ïsiques et chimiques du pain , une quantité définie de mo- ^f. La recherche du poids n'a donc souvent pour objet que ^aluation d'une quantité de matière, et c'est pour cela que.
I dans la définition l^le de rnnitè de poids, on n'a fait enbfcr ni la hauteur au-dessus du nitetu de la meft ni la lalihide èi lieu où doit se foire rexpérience. Le gramme est, en tom lieux, le poids du centimètre cube d*eau distillAe k IT ; et bidl que, i égalité d'altitudes, la pesanteur soit moindre k Tèqualcir qu'aux pôles, un poids d'un gramme transporté de Tèquate au pôle représentera partout un poids égal k edui da ceriimètre cube d'eau, car ces deux poids varient tous deux dek même manière avec la latitude, et restent égaux partout, db qu'ils sont égaux en un point particulier du globe '•
Il n'en est plus de même si l'on se sert du poids oonunea^ iure de la farce. Le poids d'un corps est la résultante éà forces parallèles dues k la pesanteur, appliquées k foules in molécules de ce corps. La pesanteur variant avec Tallituded avec la latitude, ces forces et leur résultante varient poar is même corps avec la position qu'on lui donne par rapport aa globe terrestre. Le poids d*un corps ne repràente dbnepsi partout k même force, et pour évaluer les forces en kilogr»mes, comme on le fait communément, il fout avoir soin d» définir le lieu où l'évaluation doit être foite. Nous admetinm ici que ce lieu soit situé au niveau de la mer, et sous la liii' tude de Paris (48* 5(K). Du reste, les variations de la pesanteur sont généralement assez faibles, dans les circonstances ordinaires de la pratique, pour qu'on puisse en faire absbiotien, même quand il s'agit de mesurer les forces.
MESURE DES rORGES PAR LE DTlUlKBfkTaX.
156. Si Ton veut s'affranchir de ces variations de lapesia* leur, il faut comparer la force k mesurer, non plus k un poids
* Ces notions seront complétées dans la dynamique. Le poids P d'nn ooipi ot le produit de V accélération g due k la pesanleur par la «Mute m de oe oorpi. La masse est la vraie mesure de la quantité de matière que le corps renferme; c'est un nombre constant pour un corps donné. Le facteur g varie d'un Ueo à l'autre, et le poids P éprouve les mêmes variations. En un même lieu, les poiéi soat proportionnels aux masses.
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rie d'un point à l'autre, mats à une force qui soit la même partout; la force que l'on choisit comme Icrme de comparaison est celle que fournit l'élasticité des solides. Lappareil d'évaluation prend le nom de dymmomèlre.
Soit AB une lame d'acier, solidement engagée dans im mur MN sur toute la longueur AC, de manière que cetle portioD AC puisse être regardée comme fi\e. Si l'on applique h l'exlréoiilé B une force F, perpendiculaire à la direction de la lame et agissant dans son plan moyen, la lame ilécliit et la portion libre devient une courbe AI!', langetite en A à sa direction primilive AB. Le déplacement total BB' du point B, exirémilé libre de la larac, c'est-à-dire la flèche pri^e par te , ressort, dépend de l'intensité de la force F, de la lon^eur et des dimensions dt> la lame, enfin de l'élasticité plus ou moins grande de la matière dont elle est composée. Or l'expérience montre que tant que la flèche csl suffisamment pelitc, elle est proportionnelle à la force F qui la produit, La ficclie peut donc servir de mesure à la force, et pour évaluer la force, il suffira d'évaluer la (lèche BB' correspondante, au moyen d'une échelle graduée.
Le dynamomètre (fig. 153) est fondé sur le même principe.
Il est formé de deux lames élastiques toutes pareilles, AB, A'B', auxquelles on donne un profil parabolique propre à en augmenter la llexibilité; ces deux lames sont réunies en ÂA', BB', par dos brides
courtes et rigides; l'une t |r^ u
d'elles est attachée en I ~™ 1
son tnilieu C à un point -r ~~Tb b'
qu'on peut regarder I
comme tixe ; en face de
ce point , on applique en D la force à évaluer. Au commencement
de l'expérience, on a noté exactement la position du point n par
rapport au point m. Après l'application de la force, les lames
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fléchissent toutes deux de quantités égales» et pranenl It forme A^mB^, ^\^^\ (^- *^) t ^ distance im est devemNi par suite de la flexion, égale k imii; A comme les brides Ai', BB' sont très courtes et très peu déformables, raoeroiaaeaMt
M fif^ de la dislancedei
"■^^^i^ mÛieax est la somne — .Jp des flèches prises p«
^, '* les deux ressorts, oa
le doable de la flèche ^**^ AAf, prise par Fim
d'eux. La longueur iifi| est donc proportionnelle à la force appliquée au point D, et il suffit d'évaluer cette longueur sur une échelle, E, convenablement graduée, et ayant son lèfo en face du point n, pour avoir la mesnre demandée.
On atlachera successivement au point D des poids iê 1, 2, 3, ... n kilogrammes, et Ton notera sur réchdb les positions correspondantes prises par le point mobile % dans chaque expérience. La graduation sera ainsi bile empî: riquement. Supposons qu'on Tait opérée i Paris, et au nivMi de la mer. Chaque division de l'échelle correspondra à use force d'un kilogramme {valeur de Paris) ; transporté ailleon, le dynamomètre donnera des évaluations de force dans cetie même unité. Ainsi, le poids coté 1 kilogramme courbera on peu plus le dynamomètre à Pétersbourg qu'à Paris, et marquera à réchclle une déviation nn^ plus considérable, parce que Pétersbourg est plus voisin du pôle que Paris; le mèoe poids, porté sur une haute montagne, produira une déviatloo moindre, parce que la pesanteur décroît à mesure qu'ofl s'éloigne de la terre ; et l'échelle fera connaître exactement les forces appliquées à ce même poids dans ses diverses positions, en les évaluant toutes en kilogramme, valeur du lieo où s'est opérée la graduation. Le dynamomètre permet donc d'èludier les variations de la pesanteur.
La forme parabolique donnée aux lames du dynamomètrei et Tassemblage des deux lames, ont pour objet d'augmeoter la sensibilité de Tappareil, et d'accroître la longueur doitf oi
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M JMenniner la mesure. L'appareil serait parfail si l'élasliôlé des métaux n'était pas sujelle à s'allércr h la suite des dl>.*rts qu'ils ont subis. Mais il arrive qu'au bout d'un certain d'eipérienccs le dynamomètre, rapporté an lieu de lalion el soumis successivement aux mêmes poids, ne ['plus rigoureusement les mômes (lér lies qu'à l'origine, dynamique donne des moyens bien plus parfaits dVlu- Oet le» larialîoDs de la pesanteur en difrércnts points du
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!5*. Nevlon a reconnu que la pesanteur est un cas parlicaler d'une loi beaucoup plus généi'ale, celte de la gravitation WÊOtnfUe.
Tokt comment celle loi est TormulLie :
ScDEtil A et b deux molécules, situées à une disfance il^r. Appelons m la iinaiililé de matière contenue daus la ■riécule A, et m' la quantité de matière contenue dans la ■mUcu'd B, ces quantilés élant
apportées à une unilè arbi- . i — Z 1. — E
Inire, à l'unité de poids par
oenpie. La molécule A exerce
■pla molécule D une altraction F, dirigée do B vers A; la
Molécule b exerce sur la molécule A une aUractionégaleF', di-
àfie de A vers B, et la valeur commune de ces deux Ibrces
Mbidles est donnée par la formule
«f est un nombre constant, dépendant du clioix des unités ip) out servi à évaluer la distance t-, la force V et les quanlilés de matière m et m'.
158. La terre, le soleil, les planètes, sont des corps h peu pTts sphériques. CherclioDs la rësullanle de toutes les actions •Undivcs exercées par les molécules de l'un de ces corps,
sphérique homogène, dont le rayon OB est égal à B renferme une quanlité de maliëre de p unités par unii^ face.
Soit A le point attiré , que nous supposerons d*a] dehors de la sphère, à une distance ÂO = a du centn désignerons par m la quantité de matière de ce point.
Coupons la surface sphèrique par deux plans infi vi>i$ins, perpendiculaires tous deux à la droite AO ; i ce> plans est protilè sur la figure en UPM ; l'autre est
Fig. 136.
une distance infiniment petite du premier ; tous deux minent sur la surface une zone sphèrique profilée suif
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iM de U zone; l'aclioD ailractïve f qu'elle exerce sur le 'A • pour mesure
f clanl \a quantité de matière contenue dans la molécule; (Mie force, ?. dirigée suivant AM, peut se décomposer en deux bats, l'une AR dirigée suivant AP, l'autre AS dirigée nor- ■alcuent à AP dans le plan PAM. Or la force AS est détruite ftr la composante normale, AS', de la force ç', égale à 3, sercèesur le point A par la molécule N, symétrique de M par apport à l'axe AO ; de sorte que toutes les forces normales à H>, cl provenant des artions de la zone MM', se détruisent dnxàdeux, tandis que les forcos AU, dirigées suivant AO, l^qootoil, cl donnent par leur somme l'action totale exercée fir Li lone entière.
La composante AU, qui correspond à l'action de la molénleM, se déduit de la similitude des triangles AB?, APM ; il nent en elfel
Ar.=
fXjjj =
Pour pa<:ser de \h à la somme des composantes Alt provclul des actions de toutes les molécules de la zone MM'.VN, il wffil de remplacer le facteur y. par la quantité totale de malière que cette lone renferme. Or la surface de cette zone, ^'ofi peut confondre avec la surface convexe d'un tronc de dK, a pour mesure le produit de l'arc MM', génératrice lie liBirface du cûne, par la circonférence décrite par le milieu Scelle génvrairicc', mais, à cause de la petitesse de l'arc MM', wpeul substituer !i la circonférence décrite par le milieu de m vc b circonférence décrite par l'une, M, de ses eKtrémiih, c^cst-â-dire le produit 2ic x MP. La surface de la lone est
doDCy en négligeant les inflninmt petits d'ordre sapérieora premier, ""
La quantité de matière contenue dans Tonité de nrbc» étant représentée par p ^ la matière «mlrane dans la vm HMinf est représentée par le
Ss^XMPxU'»
et enfin Faction attractive totale H, eiercée par la vm nr k point A, et dirigée de Avers 0, a pour mesure
H»/iMX«xaiipxMPxup»
n^ut^y<il>SJ^^.
Du point 0, abaissons les perpendiculaires 01, W sur to droites AM, AH' prolongées. Les points I, l\ milim desmèi MM^, Wîl\y sont situés sur une même circonférence (VA,!^ crile sur AO comme diamètre. Joignons MO, et abaissons B perpendiculaire sur AM'.
liCs triangles rectangles AMP , AOI sont semblables d donnent les proportions :
MM
Nous substituerons au rapport j^ le produit égal de»
, MM' MK rapports ^k >< ÂM'
Le triangle KHM', dont les trois côtés sont infiniment petitSi est semblable au triangle MOI; car ils sont tous deux redftOgles, Tun en K, l'autre en I, et de plus l'angle KMM', qui a ses côtés KM, MM' respectivement perpendiculaires i AI' et à IH),
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à limite, & Al et à MO, difrùre infiaiinent peu de l'angle MOI- On a donc la proporlion
MM' MO ™ UK "^ ill'
jLlriuiglea AMK, AU' sont aussi semblables et donnent la ne proportion
làipliom membre h membre les égntitës (I), (3), (Z) et (4) ; Itiduh^, en supprimant le facteur commun MK,
4t lotte que l'allraction U s'exprime par le produit
I Ih longueurs finies AI et AL différent d'une quantité LI, infî' t petite; leur rapport a donc pour limite l'unité: ll^al à n, rayon de la couche sphérique, et AO est .«, distance du point A au centre; en rèsumô, nous B mettre l'attraction de la zone MM'N'N sous la forme
■fremiêre parenthèse comprenant tous les facteurs con- •Iwt». et la sei'onde les facteurs qui varient avec la position ■ l» wne, Kous allons transformer encore celle seconde pa-
Ulriangle MOI, rectangle en I, nous donne l'équation
^wlBqoelleOIetM
i! tiendra
sont variables; dirférentions cette équa-
01Xd(0I) + MIXrf(«l) = 0.
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Or la difiérenlielle de 01 est donnée sur la figure par la dilTè* i-ence 01' — 01= U'. On a donc
— ^y!=— rf.(Ml) = — (M'r-MI) = MI — M1'={ML-hU)-(KI'-M'),
et comme Kl' est la projection sur la direction AM' de la droite fmie ML, laquelle fait avec cette direction un angle inGniment pi^tit, on a aux infiniment petits du second ordre près, ML = Kr. Donc enfin
■ 6 jîj— = U -h Kll'.
Mettons cette valeur à la place de la seconde pareniMx dans 1 équation (5), et nous aurons Tégalité beaucoup pla simple
11 ne reste plus qu'à faire la somme des valeurs de I pour toutes les zones infiniment petites dans lesquelles oa peut décomposer la surface sphérique, c'esl-à-dire à hin la somme des quantités U et KM\ qui seules varient de Tau à Taulre. Or remarquons que KM' est la différence to droites AM', AM, menées du point A aux deux cxtrémilésJe lare qui engendre la zone considérée. De même Llcslh diflérence dos droites Al, xVl', menées du même point i aux deux extrémités de Tare U', que les mêmes direcliow iiilerceplent sur la circonférence OFA. La somme des quanlitos KM', pour un certain arc fini BM de la demi-circonferenoe BC, sera donc égale à la différence, AM — AB, des distances du point A aux deux extrémités de cet arc, et 1* souime correspondante des quantités LI donnera la diflérence, AO — Al, des distances du point A aux deux exlrtniité<, 0 et 1, de Tare 01 qui correspond à Tare BM surb eir» onlérence OFA.
Celle circonférence OFA coupe la circonférence BFC aa point de contact, F, de la tangente issue du point A. L'attrac-
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cée sur le point A par la zone FBF', située à gaucho T', a donc pour mesure
i:^« X (AF - AD + AO - AF) = !:ifî
rallraclion exercée sur le point A par la zone FCF', lèle la sphère, a pour mesure
-XlAC — AF+AF — A0) = -
Hion de la sphère entière est la somme II' + H", ou ou enfin
trtfmp X r.'
i sphère enliêre, la somme de lous les éléments KM au diamètre, (andisque la somme des éléments LI, )0Eilif5 pour toute la zone QK, et négatifs pour toute 1, se réduit à zéro.
ssion — '—^ peut s'écrire de la manière sui-
^X(«;rlt'XplX»it
Bce de la couche sphèriquc a pour mesure iicR*. Le î celle surrace par p est la quantité totale de matière dans la courhc ; si on appelle M celle quantité, t'alpour mesure
e qu'elle est égule à l'attraction exercée sur la molar une molécule coulenant la qunniité M de matière, centre Ode la couche sphèrique. En d'autres lermes, r spltéiique homocjèite exerce sur un point matériel la même altraclion que si toute la matière formant le était concentrée en son centre.
I en dire autant de chacune des coiii:hes sphériques
>- aie. CDLLKHon. 16
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homogènes dont nous a?ons sapposè le globe attinnt eosposé; de sorte que rattraetion eaureA mar «i pomt etUrûv par une sphère masHve^ eamposée de cauekee eaneaitriqiÊa iomogènes^ est la même quesitaiÊte la wuitiire de la êphlreàmt concentrée en son centre.
159. Si en6n' on considère deox sphères massÎTes S etS^, composées chacune de couches concentriques homogènes, oa ne changera rien, en vertu du théorème précèdent, à ratine* lion exercée par la sphère S sur un point matérid pris daai la sphère SS en réunissant toute la matière de la sphère S m son centre 0. On est ramené par là i considftrer 1 attraetioa exercée par le point matériel fictif 0 sur tous les points de h sphère S^ attraction égale à celle que tons les points de li sphère S' exercent sur le point matériel 0. Appliquant de a» veau le théorème, on pourra supposer que toate la maliin de la sphère S' est concentrée en son centre (K; de sorts qu'en résumé on n'altère pas les attractions mutuelles en coâcentrant à la fois la mati&re de la sphère S^ en sou centre 0, A la matière de la sphère S' en son centre (y. Deux tphèraMstf^ rielles, composées chacune de cauAes ameenirifuei hùmogimit s'attirent donc de la même manière que si la matière de Aefu sphère était réunie en son centre*
160. Voici pour le même théorème une démonstratkm géométrique plus rapide.
Soit (fig. 137) 0 le centre de la couche sphèrique, OBson rayon ^ et A le point attiré.
Considérons un élément de surface MM'; Taction qu'il exerce sur le point A est dirigée suivant AM, et a pour valeor
sa composante suivant AO est égale è
Ai*
^ Au point M, faisons Tangle PMO = MAO. La droite V coupe la droite OA en un point P qui est fixe sur cette droite*
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En effet, les iriangles OMP,OAM ont un angle commun en 0, et deux angles égaux ; ils donnent la proportion
quantité constante i]uel que soit le point M. On peut observer que P est conjugué harmonique de A par rapport aux extrémités B et B' du diamètre AO.
Du point P comme centre avec un rayon égal à PM, décrivons un frag- ''' '^^'
ment de surface sphérique, et considérons sur celle surface la porlion Mm inlerceplée par le cflne qui a le point P pour sommet et l'aire MM' pour base. La surface élémentaire Mm sera la projection orEhogonale sur cette sphi>re ile l'élémenl MM'; et comme l'angle des deux surfaces est égal â l'angle OMP^A de leurs normales respectives, on aura surf. MM' X cos A := surf. Mm. Les triangles semblables OMP, OAM donnent de plus
on peut donc remplacer AM par
55' ce qui transforme l'action élémentaire, estimée suivant AO, en
PM'xfM'
Mais — T^ — est l'aire ds interceptée par le cûne PMm sur
la sphère décrite du point P comme cenire avec un rayon égal à l'unité.
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Les autres facteurs sont constants ; de sorte qu'eo dèsigunl par la caracléristique Z la sommation de tous ces éléments di autour du point P, od aura pour l'action totale subie par le point A
ou bien
-XUf,
jWxtiriîlP.
c'est-à-dire le même résultat que si l'on concentrait toute U matière de la couche sphérique au point 0.
161. Nous avons supposé {§ 157 et suiv.) que le point A, attiré par la matière répartie uniformément sur une surface sphérique, était extérieur à cette surface. Cherchons k résoudre la même question dans le cas où le point A est placé i l'intérieur de la couche. On po«u^ rait suivre une marche analogue i celle que nous avons indiquée ponr le premier cas. Hais une remarque - de géométrie permet d'abréger li solution.
Considérons, comme nous l'aTOns fait dans le premier cas, l'atlractioa totale exercée sur le point A par li matière de la zone profilée en H)f et NN', et comprise entre les deux plans parallèles infiniaient rapprocliès MPN, M'P'N'. Cette altraclion est dirigée du poiatA vers le point 0, et a pour mesure
3n/i«px4-,XWX«H'.
' '^ Aï'
Prolongeons les droites AM, AM' jusqu'à leur seconde reii' contre avec la circonférence en M,, M',. L'arc M,M', senlî profil d'une zone sphérique comprise entre les deux plans parallèles M,P,N, , M',P',N',, et l'atlraction totale exercée surle point A par la matière de cette zone, altraclion diiigée da»
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le sens AB, aura pour mesure, en appliiiuant la môme formule,
2«/>«pX =
X31,P,Xll,lI',.
Les arcs infiniment petils MM', M,M', peuvent élre confaiidus avec leurs cordes, et forment avec les droiles AM, AM', AM, , AM', deux triangles semblables; les triangles AMI', AM,P, sont aussi semblables. Ces triangles donnent les proportions;
Le^ mullipliant membre à membre, et observant qu'à la limite se confond avec AM, , il vient
->:VH'XPH =
jXM.M'.xP.M,.
Les dcDs attractions sont donc égales, et comme elles agissent sur le point A en sens contraire l'une de l'autre, elles se font équilibre. L'atlractîon de la première zone est déiruite par r&llroctîon de la seconde. Donc
L'aJlraclion totale exercée par une couche sphérique liomoghie «BT un point matériel placé au dedans de cette couche est mule. On peut remarquer que le plan mené par le point A, perpendiculairement â la droite UC, partage lu couche sphérique ea deux régions, dont les utiraclions partielles sur le point A uni égales el contraires.
La m(>me méthode nous ferait reconnaître , si nous ne l'avions vu déjà, que quand le point A est à l'L'xIérieur, le pUn EE' (fig. 13C), plan polaire du point A par rapport à la ■Urface sphérique, partage la couche en deux zones b. une •lasc dont les attractions sur le point A sont égales el de môme «cns.
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162. Soit R le rayon de la sphère; a la distance OA, que nous supposerons d'abord supérieure à R.
L'attraction élémentaire exercée par un élément M de la couche sphérique sur le point A sera
m étant la quantité de ma'.iére renfermée dans le point A, et
(A la quantité de matière a^ X de l'élément attirant M
Décomposons la force t suivant la direction (Ut et suivant une diredioi menée dans le plan MAO perpendiculairement >
AO. Les composantes normal s à AO de toutes forces ëlémeo
taires se détruisent deux à deux, et il vient pour rattractioo
chercliée :
le signe Z s'étcndant à tous les éléments |jl qui composent la surface sphérique, et la lettre a désignant l'angle MAO.
Pour donner à celle expression la forme difTérenlielle, définissons la position des points M sur la sphère par deux angles, l'angle 0 = AOM, et Tangle dièdre (|;, formé par le planAOI avec un plan fixe conduit par la droite OA; tous les points de la sphère pourront être atteints en faisant varier <]; de U àSfj cl 0 de 0 à X. Considérons réiément de surface compris entre les plans <|/ et (|/ 4- (/<|/, et les cdnes correspondants aux angles 0 et 0 + dô. Cet élément est un rectangle inQniment petit, qui a pour côtés, dans un sens MP x i^y ou R sin ^i^^ et daos
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raofre sens, OM x dO ou Rc(0. Sa surface est donc égale à R'sioOdOii^f, et la quantité de matière qu'il renferme es
Posons enfin AM=u, et nous aurons pour Pattraclion élénenlaire estimée dans la direction AO,
/iwpR'sin MBtJi^ coi« J? '
de sorte que l'attraction totale cherchée est l'intégrale dou- Ue
} t/4.sO
dddl»
a bisaot sortir du signe // les facteurs constants.
Llnt^rale relative à 41 s'opère immédiatement en observt que tf et a sont des fonctions de 0 seul; on a donc fibrd
fl=V««/>R« ■ --"^»«^^
I i sinQcoa
Pour faire la seconde intégration, nous changerons de valiibles et nous exprimerons a et 0 en fonction de u. Le triangle ÂMO nous donne
R« = u* -|- a« — 2ati cosau
'^'"= — isi —
Le même triangle donne aussi
tt« = R« 4- a« — 2Racos9.
Kfièrentiant celte équation, il vient Ame
Ra
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Substituons dans la différenlielle, nous aurons
8m6cosa<fg_ti*-i-fl*— R* m<tf i î? iau ^ Ka ««
Les limites de l'intégration seront u=AB = a — R cl u=: AC=a + R, et nous aurons pour l'atlraction totale :
L'intégrale générale est u .
'«^aisant d*abord u == a + R , elle prend la valeur
a+R-2l^ = a + R-(a-R) = 2Il.
Puis pour u=a — R, elle devient
a—R — î!Ll^=-a — R— (fl + R) = — ÎR.
La diiïérence est 2R — (— 2R) = 4R, et par suite
„ 2ir/in/>R« _ ^p /•x(4;tR«Xp)Xm " = "2R5i"><*^= S5 •
expression déjà trouvée.
163. Si le point était à l'intérieur de la sphère, le calcul précédent subsisterait, sauf en ce que la limite inférieure de l'intégration serait R — a au lieu de a — R, de sorte que Tintégrale définie
aurait pour valeur la difTérence
(■+- ^X»— te?)-.
.et l'attraction serait nulle.
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164. n y aurait encore un cas limite à examiner, celui où le point serait situé sur la couche sphérique ; on a alors a = R, d Imtégrale générale semble se réduire au; prise entre les iiBiles«=0 et tt=2R, elle aurait la valeur 2R.
lais Texactitude du résultat serait douteuse, parce que le
o"— R* terme de l'intégrale générale ne peut pas être supprimé comme nul quand on donne à u la valeur zéro. Pour traiter ce cas, il vaut mieux revenir à la variable 0 ; on a a la fois (Bg. 140)
. S OOSa = 81117,
ella distance AM = u s'exprime par 2R sin ^ ; par conséquent
nntfcosgçg 2 .
lit Q^^
" 4R«8in«|
easupprimant le facteur commun sin*x.
L 'inl^rale doit être prise entre les limites 6 = 0 et 6 = z. Orona
«Ire les limites 0=0 et ô=ic, cette — fonction a pour valeur lunité.
Donc
La quantité H, considérée comme fonction de la distance a^
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est donc discontintte ; elle éprouTe une brntqne fuU&m pov a=R, elelle prend la nleorO pour Umle valeur de e,fQst ive et inférieure i R.
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165. Soit 0 le centre, et C8 la aurfiiee d'une iphèn massive que nous supposerons homogène; nous reprisnterons par p la quantité de matière contenue dans chtqtt unité de volume de cette sphère. Nous supposerons ensidle qu'un point matériel A parcoure la droite indéfinie 01,
ne* 141.
menée par le centre de la sphère. En chacune de ses pou* tiens, nous appliquerons les théorèmes précédemment trouvés, et nous déterminerons l'attraction totale exercée sur lui par la sphère matérielle; nous pourrons donc élever es ce point une ordonnée proportionnelle à cette attraction, et nous construirons ainsi une ligne dont les ordonnées soccessives représenteront les valeurs de l'attraction qui correspondent aux positions occupées par le point matériel 8or Taxe OX.
Lorsque le point matériel est placé au centre 0, il est il centre de toutes les couches composant la sphère, et Tattrietien qu'il subit est nulle, en vertu delà symétrie. L'ordonnée de là ligne cherchée est donc nulle pour le point 0.
Prenons un point A appartenant au rayon OB, à une distance x du centre. Du point 0 comme centre avec OA pour rayon , décrivons une sphère : le point A , placé i
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Coriace de cette sphère, est extérieur aux dilTérentes andies dont on peut la regarder comme iormée. Il est, au osBinire, situé à l'intérieur de toutes les couches sphériques remplissant l'intervalle compris entre la sphère AO H b sphère OB, et par suite ces couches n exercent pas fKlion sur lui (g 160). La sphère OA agit sur le point A CBaunesî (ouïe sa matière était réunie en son centre; or son
■-' ' ;cx^; la quantité de matière qu'elle renferme est
I lirillraclion eiercée par un point ayant cette quantité de ulicce, et placé au point 0, est donnée par la furmule
îous prendrons donc au point A une ordonnée AD^ s s/pinj; ,
t< aous obtiendrons le point D qui appartiendra au lieu. La
n^m formule s'applique à toutes les positions que peut recc-
w le point attiré sur le rayon OB; à la limite, quand il est
4enD,il suftira de Taire i = fi, rayon de la sphère, et on
lur l'attraction correspondante
Cdtequantité est représentée sur la figure par l'ordonnée BE. Itt ordonnées AD, BE, sont proportionnelles aux abscisses OA, OB,elpar suite le lieu cherché est une droite OE. Mais celte évite ne doit pas être prolongée au delà de l'ordonnée BE, tir la loi d'attraction change quand te point matériel est en ilcbors de la sphère.
Supposons ensuite x"^ R ; le point attiré occupe une position A'. H est en dehors de toutes les couches sphériques malcridles-, par conséquent, toute la matière de la sphère agit
SIS ATTlUCnO!!
comme si elle êtail conoenlrée au point 0. L*attraclion est donc représenlée par
quantité qui décroît indéfiniment à mesure que x augmente, et qui est représenlée par les ordonnées décroissantes deh courbe EF* asymptote à l'axe AX.
ICC. Cette théorie trouve son application dans l'étude de la pesanteur. La terre est à peu près sphérique. L'attraction qu'elle exerce sur un corps quelconque est donc à peu pris dirigée vers son propre centre, et elle décroît à mesure queœ corps s'éloigne, proportionnellement à l'inverse du carré de» distance à ce point. Mais le mouvement de rotation de la terre altère ces résultats; le poids d'un corps n'est pas seulement dû à l'attraction de la terre, il subit aussi en grandeur et en direction l'influence du mouvement diurne; sous celle même influence, la terre ne peut conserver la forme sphérique, et prend une forme ellipsoïdale. De là un nouveau problème à résoudre, le problème de Vattraction des ellips<Âie$^ qui est beaucoup plus compliqué que celui de Tatlraction des sphères, et dont nous ne nous occuperons pas ici. II noussaffit d'indiquer que le poids d'un corps est une véritable résultante de deux actions principales, savoir : l'atlraction te^ rcslie, et une force fictive due à la rotation du globe, et qu'iU pour direction la verticale^ droite normale à la surface de Tellipsoîdc terrestre.
Si deux systèmes matériels sont situés à une distance cxtrèmcment grande par rapport à leurs dimensions, les actions attractives exercées par les molécules de l'un sur les molécules de l'autre sont sensiblement parallèles, et proportionnelles aux quantités de matière de ces molécules; les distances sont en effet à peu près égales pour tous les groupes de molécules prises deux à deux d'un système à Tautrc. Dans ce cas, raltraction subie par l'un des systèmes peut être assimilée à la pesanfour : toutes les forces appliquées aux divers points matériels
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168. La recherche du centre de gravité d'un système ma- Krid se ramène immédiatement à la recherche du centre des hees parallèles (g 34). Il sufBt d'appliquer à tous les points ■itériek du système des forces parallèles, de même sens, et fnporlionnelles chacune au poids ou à la quantité de matière Meoue dans ce point. Puis on emploie les formules du § 48, c'està^ire les équations des moments par rapport h trois ua rectangulaires ; on trouve ainsi les trois coordonnées du point cherché.
Soit, par exemple, un système formé de n points, dont les coordonnées sont
Vi y% ... ynf €ldoDlIcs poids sont respectivement
Pï p% ... Pn\
le poids total P du système sera
et les coordonnées X» T, Z dn centre de gnvité seml perles équations:
p jjp»
ItemeffM /• «- Si Ton moltiplie par un même i les 3fi coordonnées des n points donnés, les eoc du centre de gravité de ces n points sont multipliéi nombre k. En multipliant les trois coordonnées oA d'un point Â par un même nombre i, on id coordonnées Ob\ Va\ ^k' d'un second pmnt sur la droite OA, à une dislance OA' du pmnt ( QAx I?. Par conséquent» la figure que l'on obtient i pliant par un même nombre les 3fi co^Krdonnées d donnés, est une figure semblable i la figure donnée
le rapport de aimilit coordonnées du oentn vite sont multipliées pai nombre ; donc le centn vite de la seconde fign point homologue du o gravité de la première, de$ figures semblables ( des points homologues i mêmes, ou variant d'une figure à Vautre dans un même les centres de gravité sont des points homologues (cf. g Remarque IL — Considérons séparément les deux pi équations. Elles Tont connailre les coordonnées X centre de gravité des points p^^ p,vP«9 projetés servant leurs poids sur le plan XOY. Donc le centre d delà projection cTtin système donné sur un plan est la pi du centre de gravité de ce système. Il en est de même de jcetion du système sur une droite: cliacune des éqi prise isolément, le démontre.
Fig. 143.
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169. Lorsqu'on a à déterminer le cenlre de gravité d'un sysIÈmc matériel continu, tel qu'un corps solide rciifennanl on nombre indéfini de molécules, les sommes précédentes se composent d'une inHnilé de termes, et se changent en intégrales. On peut procéder, pareiemple, de la manière suiïinle.
I SollA le solide donné; prenons trois axes rectangulaires, OX, OY,OZ. et décomposons le corps en éléments infiniment petits dans les trois sens, par une triple série de plans parai* Ulcs aux axes, menés à des lances infini ment pelîfes les ansdesautres. Tout élément a, saur ceux qui sont voisins de la surface terminale du corps, *l quon peut soit négliger, Milcompléter, sans altérer les sommes cherchées, a pour volume le produit (^Jifc/i; soitp 1g poidt de l'unilé de volume "« foint a, poids qui est con- ^'^' '**■
slant lorsque le corps est homogène, et qui est supposé connu en fonction des coorilonnécs x, y, z du point a, dans le Cas contraire. Le poids de rélément sera
«I par suite les coordonnées 5, ij, C du centre de gravité seront données par les trois équations :
[ Les limites des intégrations sont celles qui correspondent I ■ 'a suri'ace terminale du corps, de manière à prendre tous I 'es éléments matériels compris sous cette surface, et k ne Prendre que ces éléments.
On pourra commencer par intégrer par rapport I s, a laissant « et y constants. Les valeurs de « et ^ f défiidiMl un point m du plan XOY, éL une parallèle Mi i Pau OL Celte parallèle coupe généralement la anrfrce termîade k corps en deux points ^ et y» qui sont dtfnis par deuxulev ^ et 9^ de Tordonnée s; ces deux valeurs aont des fimctini connues, de « et de y. Les intégrales une fois faites s*q|iquent à la partie du système comprise dans l'élément priari^ tique ^, et ne contiennent plus qne les TariaUes « si |. Qp fjra la seconde intégration par rapport i y^ea traitaill comme une constante ; cela revient i faire Tarier y du poiÉf au point f , entre des limites y', y*, qui sont fonctions des khL Enfin, on intégrera par rapport i x la fonction résulMe^ entre les limites correspondantes aux parallèles lllm^ mi', nenées à Taxe OY, tangentiellement au contour de la projediii HN, c'est-à-dire entre deux limites constantes, aelb.Oùfei indiquer ces diverses opérations successives en écrivant ki équations sous la forme suivante : '
170. Des méthodes analogues peuvent être suivies pour di* terminer le centre de gravité d'une aire matéiîelle terminée! un contour donné, ou d'une ligne matérielle finie, terminiè en deux points donnés. S'il s'agit d'une surface plane, on
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on cherche le centre de gravita' en bandes pt des plans parallèles infinimi'nl ruppiocliés, et on aura illire plusieurs quadratures, l'une pour obtenir la somme fesurCices élémentaires, les autres pour obtenir la somme ^produits de ces surfaces par leurs distances respectives ideptans, fixes. S'il s'agit d'une ligne, on la partagera en itroçons infiniment petits, et ou procédera de la même ■namùre.
I coordonnées du centre de gravité d'une surface rap-
J/pidrd.jv'
/J-pd^WyVl
SJf.y.lT.I,j^J
iif^-'vvi
JU^dxdy^
+ fl'
Hptei^la dérivée partielle, -j-, de a par rapport à
, et
il» dérivée, ^, par rapport a y. Les intégrales doubles sont
bilia au périmètre de l'aire dont il s'agit.
lîl. Prenons pour exemple la recherche du centre de gratitéfun triangle homogène, OAB (fig. 145).
fti point 0, abaissons OX perpendiculaire sur le côté AB du l^le, puis menons OY parallèle à ce même côté. Nous fWdrons pour aies les droites OX et OY. SoitOP = )i la dis- •■« delà base AB du triangle à l'origine 0. Prenons les mo- ■Wla par rapport à l'axe OY, ce qui nous fournira la vali;ur fciibscisse X du centre de gravité cherché.
four cela décomposons la surface du triangle en bandes, "•V, inQniment étroites, par une série de droites équi- *»l«nltt, menées parallèlement à Taxe OY. Vaire élémen- •w* de lune de ces bandes est exprimée par le produit ■■xdi, le fadeur dx représentant la disUnce des deux
i60 ceutrb
droites infiniment rapprochées mn^ mV. Or 0)i=i, et les triangles semblables Omn, OAB, nous donnent la prop(vtion
oii_«
AB"OP"r
hx
On a donc mn^-r^b désignant la base AB. Prenant les moments par rapport au plan OT, il viendra
• sy (^)
Le centre de gravité du triangle OAB est donc situé survie
droite menée parallèlement à la basel^ aux deux tiers de la hauteur OP.
On peut prendre un autre cité 01 pour la base du triangle. La foronb s'appliquant encore, le centre se Irosvera sur une droite menée parallèlement à OB, aux deux tiers de la dislance du sommet opposé A a cette base:
ces deux droites se couperont aupoiol cherché. De là résulte la constnictioo suivante (fig. 1 46) :
Partageons chacun des trois côtés Ok^ AB, BOy en trois f»6f^
égales^ aux points bj , b, , pour le f^ mier, o^, o„ pour le second, a^etd^f^ le troisième; les indices sont distrihué^f"^ le périmètre du triangle en suivant cefirimètre dans un même sais. Cela f (MM trois droites b^o,, o^a,, a^b,, secouf^ en un même point G, qui est le centrait gravité du triangle.
11 est facile de reconnaître que ce point est le point decoo-
Fif. 145.
Fig. 146.
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Trois médianes, ou des droiles menées de chacun , des «ommets eu milieu du côlé opposé; nous le démontrc- I iwidiroctemenHout à l'heure.
C£5T«e DE GIUTITfi DU TEUSHE DROIT HO)IOGÈ^E.
BT
ni SoitAB un prisme droit homogène, terminé en Aet B ifeui plans perpendiculaires à ses arôles. Le centre degra- T^ de ce prisme sera situé dans le plan MN mené à égale i^mce des plans des bases A et B.
Cflle proposition résulte immédiatement de la symétrie du tjilémepar rapport au plan MN. On peut aussi la vérifier en fe^mposant le prisme en une infinité d'éléments matériels irintnient petits, qu'on supposera sollicités par des forces panHèltt entre elles et au plan MN, et proportionnelles à leurs fais respectifs. On prendra ensuite les mo- •nlï lie ces forces par rapport à un axe fRltoDqne tracé dans le plan MN ; la somme ^moments sera nécessairement nulle, puis- (Kè chaque force appliquée à un élément pq Wespond une force égale et parallèle, appliquée à l'élément symétrique p'(f, et don- Qinl im moment égal en valeur absolue, mais it ligne contraire ; ces deux moments se tefuisent donc dans la somme. Le plan MN contient par continuent le centre de gravité cherché.
Ctlte conclusion est encore vraie pour un prisme droit ba honiogétie, pourra que ta dislribution de matière toU tymé- ^ftepar rapport au pûm moyen MN ; c'esl-à-dire pourvu que ^1 i-lèments égaux, pq, p'tf, également distants du plan MK, tnfennent chacun la même quantité de matière.
CœoLUiBE. — Le centre de granité d'un parallélépipède rec' ■*«)(( homoijène est A i interjection de tes trois diagonale*.
On peut en efTel considérer le parallélépipède redangle «Orne un prisme droit avant pour base une quelconque de
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ses faces ; le centre de gravité se trouTe donc k la fois dans les (rois plans menés parallèlement aux faces opposées, à égile distance de ces faces, c'est-à-dire an milieu des Iras i^ nales.
In rectangle matériel peut être considéré comme la lioiiie d'un parallélépipède rectangle dont une dimension décroitindéfiniment. Le centre de graviié iTun rectangle matériel km»' jeme est donc au point de rencontre de ses deux diagimala.
De même, une droite finie homogène peut être regardie oomme la limite d*un rectangle homogène dont une dioRBsun aonit été indéfiniment réduite; le centre de grartiitm inme finie hamogène est donc le wulieu de cette droite,
173. Eolin. a vi système matériel a un plan de symétrie^ a 'f'ptrd mmrseulement à ses formes et à ses dimensions géojkitnmes^ «MIS emeore à Im distribmiion des quantités de matihe ri- 'Htrnes entre ses diters élém^ntSy de telle sorte que dm êl' menis sgmé.rûptement placés renferment d'égales quanlltétk matière^ le centre de gravité d* système est situé dans le fk de npmétrie. Car ce système peut être décomposé en une i oité de prismes droits normaux au plan de symétrie, et les centres de gravité sont tous situés dans ce plan. Le centre Je gravitéde rensemble est donc aussi un point du même plan- Il en est encore de même quand le sysîéme a un plandwmétrai, c'est-à-dire un plan qui coupe en deux parties égate los droites de jonction des éléments correspondants pris deux à deux.
Corollaires, — 1* Le centre de gravité dune sphère bofflOgOne, ou formée de couches concentriques homogènes, est soû centre de figure.
:^ Il en est de même pour un ellipsoïde homogène. 3' Le centre de gravité d'un corps de révolution est silucsut *iHi axe.
V Le contre de gravité d'un cercle homogène ou d'une &- \\ff$<^ homogène est situé au centre de figure. U en est de ^a centre de gravité d*une circonférence homogène, on lèiro d'une ellipse*
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niers exemples inoiiiionl en tn?me loinps que le gravilé d'un système matériel peut Olrc un poinl i«c en dehors de l'espace occupé par ce syslémc, Idêrons par exemple le solide engendré par la révolatiaDd'un cercle antour d'une droite menée dans son plan en Wws de cfl cercle. Ce solide reçoit le nom de tore. Le centre ttfn^ilû d'un tore homogène est le centre du fore, c'est-àttslc pied de la perpendiculaire abaissée du centre du cercle (te»leursur l'axe de révolution. Ce point est en dehors de T^iiscitrdu solide, yie centre de gravilé d'un polygone régulier homogène, fA «pie soit le nombre de ses cùlés, est le centre du cercle oRDnicrit au polygone.
■ atilRB DE Cr^vrtË DO TilU5CLE ET CES FOLTCOSES,
l'I. Soit ABC un triangle homogène. Pnrtagcons-Ie en infiniment minces, en menant une série de droites paau côté BC. Nous pouvons regarder l'une quelconque bandes, mm'n'n', comme un ^
inQnimcnt mince : ce rccleÈlanl homogène par hypothèse, iMiccntre de gravité est au point i, BlliirMclion de ses dîafîonales. A la linile, quand l'épaisseur du rectangle ievienl infiniment petite, le centre JtçniÀlè se confond avec le milieu de la dimension mn. r;,. ng.
Tons les milieux des droites paral- Wêî mn, inscrites dans le triangle, sont situés sur une même droite \D, menée du sommet A au milieu D du côté opposé. ^ le centrede gravité du triangle est donc aussi sur celte droite, at, pour l'ohtenir, il suffit de composer ensemble les poids iwp«tirs des bandes mm'.in'. appliqués aux milieux des
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diverses droites mn^ c'est-à-dire appliqués aux diOireots points de la droite AD.
On arrive plus simplement à ce résultat en observant ([ue la droite AB est un diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à la base BC, et les trapèzes infiniment petits mm Vyi.
On connaît donc une droite AD qui contient le centre cha* ché ; pour achever la solution, on observera que le cente de gravité du triangle se trouve aussi sur la droite BE, mente du sommet B au milieu E du côté opposé. Il est donc situé an point G, intersection de ces deux droites.
On peut aussi avoir recours, pour achever la solution du problème, au principe de la similitude.
Prenons les milieux E et F des côtés AB, AC, et joignons ED, DF, FE. Nous partageons ainsi le triangle donné en quatre triangles égaux entre eux, AEF, FDE, FDD, EDC, et ayant par conséquent une surface égale au quart de la surface du trian-' gle total. Le point K, intersection des droites £F, AD, est le milieu de la droite FE ; prenons les milieux L et H des dens
parties BD, DC, de la base. Les centres de gravité des quatre triangles partiels seront respectivement sur les droites AK, DK, FL, EM. Mais dans deux figures homogènes semblables^ les centres de jrdvite sont des points homologues (§ 137 ^ Rem.). Soit donc G le centre de gravité du triangle total; appelons x la distance AG; pour avoir les centres de gravité des triangles partiels, il suffira de remarquer que ces triangles sont semblables au triangle totale
et que le rappport de similitude est ^. Soit AD = /. Le centre
de gravité g du triangle AFE sera situé à une distance Xg du oint A égale à ^ x.
Le centre do gravité g' du triangle EFD sera situé à une dis-
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laoce Dg" du sommet D de ce triangle égale aussi à ^ ; la dis-
tance A^ sera donc égale à / — ^x.
Les centres de gravité f, /'', des deux derniers triangles sont situés sur une parallèle à la base BC, qui coupe la droite AD en un point I, situé à une distance du point A égale à
AI + F;*, ou à^ + ^. Les poids de ces deux triangles se composent donc en un seul, égal à leur somme et appliqué au
point I.
{ Appelons S la surface du triangle donné ; j S sera la surface
de chacun des triangles partiels ; ces surfaces sont propor-
tinneUes aux poids, à cause de Thomogénéité de la figure.
Ainsi le poids S, appliqué en G, est la résultante du poids
2 appliqué en jf, du poids j appliqué en g^y et du poids ^ap-
pGqoéen L
Prenons les moments de ces poids par rapport au point A ; aoos obtenons l'équation
,xH-f+|x(.-|)+|(i+î)le facteur commun S disparait, et il vient
00 bien
ou enfin
ce que nous avions trouvé plus haut d'une autre manière «171).
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175. Soit ABCD un trapèze homogène dont on demande le centre de gravité.
On reconnaîtra, comme pour le triangle, que le point cherché se trouve sur la droite KH qui joint les milieux R et II des bases parallèles. Menons ensuite la diagonale BD, et prenonsen le milieu I ; cette droite partage le trapèze en deux triangles DAB, BDC; le centre de gravité du premier triangle est c au point g, intersection des droites DR, AI. Le centre de gravite du second triangle est en ^^ à l'intersection des médianes BH, Cl. Le centre de gravité du trapèze est situé sur la droite gçf. Le point cherché est donc à l'intersection G des droites RII et gg\
176. Calculons la distance x du point G à Tune, AB, des bases du trapèze. Soit H la hauteur, ou distance des parallèles AB, DC; soient AB=ft, et DC = B, les deux bases. Les deux triangles ADB, DBC, ont même hauteur H; ils sont donc entre eux comme leurs bases h et B, et leur somme, c'est-à-dire le trapèze entier, est proportionnelle à ft-|-B,le poids total, ft-f-B, du trapèze, appliqué en G, est la résultante du poids h appliqué en jf, et du poids B appliqué en j'.
La distance de g au côté AB est -= i et la distance de g' au même
côté est = H ; le théorème des moments par rapport à l'axe AB
nous donne donc Téquation
Donc
(6-fD)x = 6x5+Bx|n.
n fr-H2B
DU TRAPÈZE
La distance y du point G au côté DG s'obtiendra en changeant b en B, et B en fr; ce qui donne
^ "" 3 ^ bTT'
La somme x + y est égale à la distance totale II des deux bases.
Le rapport - est égal à ^ q., ou à ^. Cette remar-
^6 fournit une nouvelle construction du point G.
Prolongeons en sens opposés les deux bases AB, CD, de ^antités
BM = DC = B, DN=:AB = ft,
puis joignons MN. Celte droite coupera au point G la droite KII qui joint les milieux des bases.
En effet, par le point G menons la droite LP perpendiculaire sur les bases ; nous aurons
GL-+-GP=LP = H = «+y,
€t de plus la proportion
GP""aî< "" B^. "^î*
DoncGL=xetGP=y.
seronl les centres de gravité des triangles ABD, CBl
centre de gravité 6 du quad "^ sera situé quelque part sur L gg"^ laquelle est parallèle i conde diagonale AC.
Les deux triangles ABD, t une basecommune BD ; ils se entre eux comme leurs b AH, CK, ou comme les segroi CL, interceptés sur la secon gonalc AC par la première, ou enfin comme les segmei portionnels j/M, ^M, interceptés par la même diagon la droite (jg^. Le centre de gravité cherché partage doni
tance gg' en segments dont le rapport, jA, est égalai'
/ï\f du rapport, ^/, des poids appliqués respectivement au3
g etsT.
On a donc
Gg ^gjJi
Mais
G^ + 6/ = /iI+piI = ^/;
DU QUADRIUTEnE.
la droite c
elle-u
Le
■même.
îaterseclion de celle droite avec la diagonale BD, passe olois
«o point G cherché.
Bemaniue. — le poinl g, cenire degravîlô du triangle
ADB, csl silué sur la droite DN qui joint le sommet D au mi-
Kra M de la base ((îg. 15i), et le
«fmenl ^N est le tiers de la longueur totale DN de cette droite.
Nous pouvons partager le qua-
ériblère en deux triangles en me-
mxa l'autre diagonale AC; nous
«bliendrao$ ainsi deux centres '
4e gravité j", j/", aux tiers des
drûles Br, Dr, qui joignent les
MBunets B et D au milieu l' de celte
dttgonale. Le centre de gravité du ^'*' *^
quadrilatère sera situé sur la droite ff, et par suite il sera
m pcnnt G, intersection des droites g(f, (fg"', ou intersection
te diagonales du quadrilatère g^ij'<f'.
Mais le point g" est situé sur la droite CN, qui joint le sommet Cau milieu N de la base AB, dans le triangle CAB, dont le \aaAi csl le centre de gravité. N^' est le tiers de ?iC. La droile gf, joignant les tiers des deux droites ND, NC, est panllêleà DC, et égale ati tiers de DC. Par la même raison, la droites'/ ^st parallèle à AD et égale au tiers de AD; g'g" est paralR-le îi AB et égale au tiers de AB; ^'g est parallèle à BC et égale au tiers de BC.
Le quadrilatère gif^if' est donc semblable au quadrilatère A6Q), et semblablement placé; la similitude est inverse, le
rapport de similitude est ^. Le centre de similitude sera le
point de concours des quatre droites, qui joignent les points homologues Cg, Di/', B(/", Kg. Les diagonales du quadrilatère jg'g'g" se couperont mutueltemenl au cenli'e de gravité du qnâdtibtérc ABCD.
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179. La recherche du centre de graYÎtè d'un polygone I homogène se ramène à celle du centre de gravite du triangle. ( Soit ABCDË un polygone d'autant de cdtés qu'on voudra. Koas ile supposerons convexe.
Par un sommet A, menons les diagonales AC, AD, qui piN f agent la surrace du polygone en n— 2 triangles, n étant b nombre des côtés. On peut mesurer la surface de chacun de ces n — 2 triangles; le centre de gravité de chacun d'eoi s*olilient en joignant le point A aux milieux 1, 1% 1%... des
côtés qui n'aboutissent pas à ce sommet, et en prenant les pointsG,6', C,... aux deux tiers, à partir du point A, des longueurs AI, AF, Ar. Ces points 6, G', G*, seront les centres de gravité des triangles. On peut observer qu'ils sort situés à la rencontre des droites AI, AT, AI',... avec un contour polygonal M« ^*« '^*- semblable au contour BCDE, et rédnil
dans le rapport de 5 à 2, en prenant le point A comme centre de similitude.
On supposera donc aux points G, G', G",... des forces parallèles uppliquôos, proportionnelles respectivement aux surfaces des triangles ABC, ACD, ADE, et on composera ces forces. Pour cela, menons par le point A dans le plan du polygone deai axes reclangulaires AX, AY. Appelons x^, y^, x„ y„ «„ j,,** les coordonnées respectives des points I, T, T,... milieux des côtés qui n'aboutissent pas au point A ; appelons Sp S„ S,,.- 4cs surfaces de chacun des triangles ABC, ACD, ADE, et 1,^1 les coordonnées du centre de gravité cherché. Lescoordon- 'nées des points G, G', G",... seront égales à
5*1.3^1; 3't' rjyt; s'i'syj;---
D'UN P^)LÏGO^E.
et nous aurons par suile les équations :
*~3 s, + S, + S, + ... ■ (XJfTVE DE OUTITË D'CKK LIGNE DROITE KON HOMOGÈNE.
!M. La recherche ducenire de gravité d'une droite finie MO homogène revient à la recherche de l'abscisse du centre degranlÉ d'une aire plane.
Sipesl la quantité de matière rapportée à l'unité de longueur, rontenue dans la droite au point M. le centre de gracié de la droite s'obtiendra en fiiisant la somme des produits pxNm el pXMmxAM, el en divisant la seconde somme pnUpremilïre. Élevons aux dîITérents points de la droite des ordoonécs AA', MM', BB', égales aux va- \eati correspondantes du facteur p en as points. Nous construirons ainsi uue courbe A'MTI', qui pourra être continue un discontinue, et dont l'aire élémcntnre Mmm'M' représentera le produit /xVm, ou la quantité de matière con- "'^' ""*
leBne dans l'élément Mm. La formule qui donne le centre de gniité de la droite AD, est donc identique à celle qui donne
Tibscisse du centre de gravité de la surface homogène ABB'A'. Supposons, par exemple, que le facteur p soit nul au point A,
rt iirie du point A au point B, pro- ^_
portkmncllemenl à la dislance an
pabi A; alors la ligne dont les or-
dsonées représentent les valeurs
toccessives de p, al une droite AB',
rt le centre de gravité G de l'aire ^ '
ABfi'cst siluè aux deux tiers de la
ëtttance AB. II en est donc de même du centre de gravité (j de
b droite âB.
m CDITHB DB ORAUTl
Remarque. — Le centre de gratté d*un système de points ne change pas si on augmente ou diminue les poids de ces points dans un même rapport. Or, augmenter ou diminuer dans un certain rapport le poids p, qui wit d'un point à l'autre de la droite AB, cela retient à augmenter ou à diminuer dans le même rapport les ordonnées de la ligne A'B'; par conséquent les centres de gTa>ité de deux aires planes homogènes, dont les abscisses sont communes et les ordonnées proportionnelles, ont même absdsse. La même proposition a lieu quand les coordonnées sont obliques.
CEZITRI DE GRÀTrrÊ d'uR SBOnOIT PARABOUQUE.
181. Soit BAC une parabole, AX son axe, A son soouMlt AY la tangente au sommet. On demande le centre de grtnii de Taire homogène comprise entre la courbe et la droite lOft parallèle à AY.
L'équation de la courbe, rapportée aux axes AX, AT, est
Le centre de gravité cherché est sur l'axcAÏ; il suffit de trouver son abscisse $. Elle sert donnée par l'équation
_ S^yxdx __ Jyxdx * J2ydx jydx
les intégrales étant prises entre les liflûte x=0 et x = AP. Soit AP = a.
Pour (aciliter les intégrations, prcûofls y pour variable indépendante. 11 vient
D'UN 5EGMEM DE PAItABOLË.
Leslimilcsdes intégrations sont ici y^O el î/=PM=v'2j)a-
par suite
4e gravité est donc situé sur AP à une distance '-4gale aux trois cinquièmes de la flèche AP du
Ce résultat s'applique à tout autre segment de parabole, rsméme que l'angle de la corde ÏIM' avec le diamiJlre conguë AP ne serait pas droit. Le centre de gravité du segment Uf'est en G, sur le diumétre AX conjugué
■cheAP mesurée sur ce diamètre. On peu
marquer que le point G, situé sur le diamè-
PAX, ne change pas de position quand on
forme le segment parabolique en Taisant
pmer d'un même angle toutes les ordon-
tesPM, autour de leur pied P. el qu'on les
nine il élre perpendiculaires à AX. On transforme ainsi le
^ent oblique MAM' en un segment M,:\M', qui a le même
lire de gravité, et dans lequel la droite AX est l'axe de la
brbc.
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CENTRE DE GRAVITÉ D*IJ1I SEGHERT DE CERaE.
Le centre de gravité G du segment BAC est situé snrle
rayon OA qui partage le segment, la corde et Tare BC en deux parties égales. Rapportons le cercle aux axes rectangulaires OX, OY, et prenons les moments par rapport au point 0. L'abscisse Ç du point G sera encore donoèe par l'équation
Fig. m.
Les limites des intégrales sont x= 01, et x=OA; nous poserons 01= m, OA=R.
On a entre x et y la relation
Donc
jydx = /VR« — x*dx,
et faisant
x = Rcosf,
on est ramené à intégrer — Rsin'iprfy.
Or on a, en faisant abstraction des constantes,
Retranchant membre à membre, il vient
Les limites sont ç = BOA pour x=m = OI, et ^ = 0 poiff ^ = R = OA. Appelons x l'angle BOA, moitié de l'angle au centre qui correspond au segment donné. Il faut changer le
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9gne de l'intégrale, et la prendre.entre les limites a et 0, ce qui revient à la prendre avec son signe entre les limites 0 et a: 3 but enfin la multiplier par R' :
Pour ? = «, rintégnle indéfinie devient ?« — Tsin3a» Pour f =sOy die derient 0.
La diflërence est ^ a — j sin 2a, qu'il faut multiplier par R On a donc
/srAr = îy-jR«sin2«,
lisoltat connu, car il exprime que l'aire, 2fydx^ du segment Ki, est la difTérence entre l'aire, R*a, du secteur BOCA, et
|ftire,| R*sin2«, du triangle BOC.
ayons encore à faire l'intégrale
[ii la prendre entre les mêmes limites, x = m, a;=R.
Oa lobtient facilement en prenant y pour variable indélltthnte.
Ea eOet,
Ifni nous donne xdx = — ydy.
Àooe
Jyxdx = ^Jy*dy = — -^^
ion qu'on doit prendre entre les limites î/=IB=v'U'— m* i=m, ety=Opouraî=R.
résultat est
nous avons posé m = R cos a , et par conséquent '— fii*=Rsina; l'intégrale définie a donc pour valeur
\t sin' a.
c'est-à-dire quand a = ic ; car alors le centre de gravii point 0 ; et c'est en effet ce que le calcul indique. Nous de plus avoir Ç=R pour a=0, puisque le segmeo duit au point A, qui est à lui-même son propre centre vite. Pour reconnaître ce résultai, remarquons que i un infiniment petit du premier ordre, sin' a est un inf petit du troisième, et qu'ainsi le dénominateur 6x— doit être lui-même du troisième ordre, pour que la ti la fraction puisse être un nombre fini. On a en effet, e loppant sin 2a en série,
et par suite
Gflc — Ssin 2a =3 ^-y — etc.,
les termes omis étant tous d'un ordre de petitesse soj au troisième.
On a donc
4 sin* g 4 sin* g .
6« — 3sinS«""(5îîî^ ^'
divisant haut et bas par a', puis faisant a=0 pour pasa limite, on trouve l'unité pour vraie valeur de la fraclioo.
On narvîpnf an m/^mp rAciilfaf on nronanf Iac Aànvi
D'UN AHG DE CEncLE.
t CRATITÉ D VV ARC DE CERCLE HOMOGÈNE.
183. Le ccnirc de gravilé G de l'arc homogène BG est situé nrla droite OA qui divise cet arc en deux pailies égales, à undisUDce Ç=:OG, qu'il s'agit de iiiammT.
SoilBOC = 2i, etOA = It.
bpoHlion des dirfcrenis points m kïuc BC sera définie par l'angle rfi=9, mesuré dans le sens Km à ptirdu milieu A de l'arc total. Cet •{le Mriora donc de — a à 4- a.
L'ircclèinentaire mn aurapour me- '^'
VttUi; il esl à la distance mp^IïcosO de Taxe OV élcvù ■ poinl 0 perpendiculairement à OA. Son moment par rapf«rtau plan profilé en Oï est R'cosCKfS, el par suite l'ab- Kœ { iju centre de gravité est donnée çav l'ëqualion
I U dénominateur n'est autre chose que la longueur de l'arc CiB lui-même. Représentons la par s.
ie numérateur /R'cosOdO est égal à R'sinQ, foncim 3 prendre entre les limites — o et -1-a, ce qui donne a di-Cnitive SU'sina, ou bien RxSRsina. Or 2Rsiiii *sl U longueur de la corde BC. Représentons-la par l. 0 Tiendra
U iatanu du centre de gravilé iTun arc de cercle au <nlrt de cet are e$t donc le qualrième terme de la proportion
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dont les trois premiers sont la longueur de tarCj le rayon el la corde.
On peut aussi conserver à cette équation la forme primitive sous laquelle elle a été obtenue :
La recherche du centre de gravité de Tare de cercle homogène peut se rattacher à l'étude du mouvement circulaire uniforme projeté sur un diamètre fixe (I, g 56). Soit ACB un arc de cercle, dont le centre est au point 0;
le rayon OC divise Tare en deux parties n égales ; soit ab la direction d'un diamèln '\ perpendiculaire à ce rayon.
I Posons AOC=COB = a.
! Imaginons un mobile M parlant da
^ point A el parcourant Tare AB jusqu'au ^''^' *^*' point B avec une vitesse constante : soiti
la vitesse angulaire du rayon OM. Le mouvement de la projection m du point mobile M sera défini par Tëquation
en supposant qu'on compte les distances a; = 0m à parlirdû point 0, cl les temps t h partir de l'heure du passage du mobile au point C ; les valeurs négatives de x el de t correspondront au parcours de Tare AC.
La vitesse v du point m, est égale à
V = --7T =z Rqh cos w/ = uy,
en appesanti/ l'ordonnée Mm.
La vitesse moyenne (I, g 289) du point m dans le trajd^ est égale à la moyenne de toutes les vitesses v, ou au produH de (1) par la nioyeime de toutes les ordonnées y de l'arc hon»*' gène AB, ou enfin au produit wt/j de la vitesse angulaire p^ rordoniicc î/i = OG du centre de gravité Q de l'arc AB.
_ R X AB _ R X AB
^* 5BÛ arcAB ''
hmnle identique à celle que nous venons de trouver par une Mbe méthode.
183. Remarque. — Si l'on considère sur la circonférence |Eg. 162) une série d'arcs AB, commençant tous en un point iieA, et terminés en un point B variable, on pourra conttraire le centre de gravité de chacun d'eux ; il se trouvera lor ia bissectrice OC de l'angle au centre correspondant, à •ne dislance OG = Ç donnée par h formule. On obtiendra ainsi un lieu géométrique qui passe au point A et au point 0, et qui peut K prolonger indéfiniment en conlidérant des arcs plus grands que b circonférence. Si G est le centre de gravité de Tare AB, il est ûcile de voir que la droite BG est tangente au lieu géométrique «I point G. En effet, pour passer du centre de grarvité G de Parc AB au centre de gravité G' de l'arc AB', infiniment peu différent de l'arc AB, il suffît de composer le poids de Tare
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AB, applique en G, avec le poids de Tare BB' appliqué au milieu de Tare BB' ; le centre de gravité 6' est donc sur la droite qui joint le point G au milieu de l'arc inflaiment petit Bff, c'est-à-dire à la limite, sur la droite GB. Cette propriété est générale et appai tient à tous les lieux géométriques des centres de gravité des arcs de courbe qui ont une extrémité fixe.
Le lieu géométrique des centres de gravité a donc pour tangente au point 0 le rayon OA; car le point 0 est le centre de gravité de la circonférence entière qui se termine an point A.
L'équation du lieu, en coordonnées polaires r= OG=:ç,et 0=GOA, sera
sia9
r = ll-
La branche AGO correspond aux valeurs de 0 comprises entre 0 cl «, c'est-à-dire aux centres de gravité d'arcs iaà Tanglc au centre varie de 0 à 2«. Pour avoir le centre de gravité de Tare 2^R + AB, il faut composer le poids de Tare ié^.
appliqué en 0, avec le poids k Tare AB=20, appliqué en G, a qui donnera sur OG un point G^ défini par la proportion
0Ct_trcAB G|G"" «ttR
La tangente au point G^ sera U droite G^B.
La courbe fait une inGnité de
Fig. 103. • •* 1 1 I
circuits, de plus en plus ^esse^ ros; chacun passe parle point 0, et touclie en ce point la droite OA.
Nous nous arrêterons un instant à étudier les pi*opriélés géométriques de cette courbe.
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[ÉTÉS CSOHËTBIQUES DU LIED DES CENTHEB DE CltAYTrË DES Anes DE CEUCLE.
mi{\
H (fig. 1C4) AGEO la courbe, lieu des centres de grai arcs comptés sur la circonférence AB a parlir du point point G, pris sur la courbe, est le centre de gravité de (, double de l'arc AM, qui se termine à la rencontre de inrérence et du rayon OG.
e point I, milieu de OG, élcTons sur OG une perpendi-
10', qui coupe en 0' la direction OK, perpendiculaire iu point 0' comme centre '0 pour rayon décrivons
de cercle, qui tnucliera
rayon UA, et qui passera )oint G. Je dis que la londc l'arc OG est égale au lu cercle donné.
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comme diamêfre a une longueur égale à OA ; el par suite le }x:'i:it E appartient à une cycloîde dont la distance ÂA' serait la !iase.
-2' Si Ton prend le milieu F de OE, et qu'on décrive une circ*jiifvrence sur OF comme diamètre, celte circonférence sen i<<culutiice au point 0 à la branche £0 du lieu des centres de ^la^ité.
i^^. Ci'fulmction mécanique de la courbe. — Une lame tKi>tique intlniment mince, de section uniforme, solideip.ei.t enccstre'e dans un mur à une de ses eitrémilés, et \W l: p.iF un couple appliqué à son extrémité libre, se (. >iiiU* <ui\aiit un arc de cercle dans la région comprise entre lVnca>tremeiit et le point d'application de la force la plus \.i>iiij; cette d<-:i»rmation n'entrainc aucune aïtéralion de l.K^utur lie la fibre moyenne entre les mêmes points.
Un peut utiliser cette propriété pour le tracé mécanique de la cùuibo AGE.
Fixons dans un êtau, au point 0, une lame élastique de section constante qui, dans sa forme naturelle, coîociilera avec la droite OA. Appliquons à cette lame, au ddià ; i lut A auqutl on vent faire décrire la courbe, deux forces [Kii;<llêle5. i^ales el coi.traires. La lame se courbera, el |ivni!ia. lîans la lêjriun OA, une courbure proporlionnelle ;u iiinnioiil du couple ainsi formé. Nous pourrons parcoD- M!*quenl, en roi>anl croître le moment du couple, donnera la hiuie une courbure graduellrment croissante, el tantqo^ la limile dêhulicité ne sera pas alleinle, la ligne dessinée à cbai]ue instant pur la région OA de la lame sera un arc lie cerdi» qui aura son centre sur la droite OK, normale i la direclion OA de rencastrement, et dont la longueur sera v-^^W à la longueur primitive OA de la lame élastique* L'arc OG étant l'un de ces arcs de cercle, le lieu décrit par le point A dans ces déformations successives est la ct»urbe AGK.
180. IVs propriétés connues des centres de gravité on pcul déduire certaines formules de trigonométrie.
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1* Soit G le centre de gravité de l'arc A6, situé sur la bissectrice de langle AOB.
Soient G\ G' les centres de gravité des deux moitiés lÂ, IB, àb Tare AB. Ces deux nouveaux points seront situés sur les bissectrices Or, 01' des deux moitiés de l'angle, et la dboite G'C passera au point 6 et y sera divisée en deux parties égales. La symétrie exige d'ailleurs que l'aDgie OGG' soit droit. Donc, étant donné k cratre de gravité G d'un arc AB, on «Uendra le centre de gravité de sa moitié AI CD élevant en G sur OG une perpendicriaire qui coupera au point cherché la biswlrice de l'angle GOA.
Le point G' appartient à la courbe lieu des centres de pinlë des arcs issus du point A. Par conséquent, si r crth distance OG, et / la distance OG', correspondante
i un arc moitié moindre, 0 étant l'angle GOA, on aura à la
bis
Fig. iC5.
■^ il
sinO
r' = fl
Ak triangle OGG' donnera
COSj
k ces trois équations on déduit la formule connue
î* On passe du rayon r au rayon r'en divisant le premier
F^cosx ; de môme on passera du rayon r* au rayon i^', cor-
'^ndant à un angle ^, en divisant par. coé t, et on peut
Pwisser aussi loin qu'on voudra cette déduclion. A la limite, *^paniendra au rayon qui correspond au centre de gravité
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d'un arc infiniment pclit, c'est-à-dire au rayon a do cercle donne. On a donc l'équation
a= lim
^cos5C08jcas^...catjjj
sinO
ou, en remplaçant r par sa valeur a
sin9 $
/ 0 9 B =:Um(eos|C08|COS«... cos
pour n infini.
De là on déduit une manière de trouver le rapport i^\kè^
conférence au diamètre. La courbe coupe la droite OK en i0
point E, centre de gravité de la ieâr circonférence, situé à une distance (K te
centre égale à — . Ëlevant en E sur OEh
perpendiculaire EF, jusqu*à la rencoobe du rayon OF qui divise Tangle dnit en deux parties égales, on aura le caixt de gravité, F, du quart de la circonférence, puis, en répèliit la même construction, le centre de gravité, 6, du huitièmedB la circonférence, le centre, H, du seizième, etc. Donc
Fig. 166.
lira — X
^^ it « n
4 8 Ib
et par suite
^ « « V COSjCOSjCOSjj
Cliacun des facteurs du dénominateur peut être calcolé apriori. On a en effet cos j=— , et, pour trouver les autres
cosinus, on appliquera la formule générale
a COS 2
COSflC
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Uiérie derienl 1res convergenle dés qu'on alleint des ores suSïimmeDt petits par les bisscclions successives. Si l'un
hillc calcul, par exemple, jusqu'au facteur cos ^,, corres-
jcndinl 3 UQ angle au centre de 10' 32",8, on trouvera très npidemenl, en s'aidant des logarithmes, la valeur suivante, iil I» sii décimales sont exactes : :t=:3,141502.
î'Pirlageons l'arc A6, correspondant à un angle au centre ll^tiin parties égales aux points 1, 2,... n — 1 ; prenons les tnlro de gravité de chacune de ces ji"^" parties, et cliurènsle centre de gravité de rensemble, ou de l'arc total ILIIsulGra pour cela, puisque toutes b ptrties sont égales, de prendre la ■maae arilUmétique des coordonnées in cealres de gravité de chacune.
Sotenl. d'une manière générale, T|, i/,, btwnlonnces du centre de gravité de fw compris entre les points k — 1 et t el X, Y les coordonnées du contre de fjj ,6,.
pmtc général, ces coordonnées étant op(iorliies aux axes rectangulaires OA, OV ; il viendra, en ap< ^UïDt les Ibrmules :
,în-l)e. î/« = o
(coE8H-cos3!H-cos59 + ... + cû*[2n-llS).
(sin9 + sin3«+siiiM + ...+sin(Sri-ljS).
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Mais on a d^un autre côté, toujours en verto des mêmes formules,
« a sin fi9
X= r — COSIlO,
. usinfiO .
1= -— »nfi9.
Comparant ces deui groupes, on en déduit les relations soivantes :
sinwgcosngHnîii^
Ir::
cos9-hcos3d + cos50 + .«. + cos (Su » i] 6 = 8iD0 + 8inS9 + rin50+--« +im(îfi — 1)9 =
sin 9 8m*ft9 an 9
Soit
it par exemple e = Q . . On aura
Sftff
co89 + cos59 + ...4-coe(îii — i)9 = zLXI-
2tin
2fi + i
187 . La courbe coupe le rayon OK, perpendiculaire à Oi,ei une infinité de points E, E', E%... sans compter le pointOqa est un point multiple d^un ordre infini, puisque toutes ks boucles successiTcs du lieu y passent. Le point E est le centre de gravité de la demi-circonférence, le point E' le centre
de gravité de trois demi-circonférences, le point E" de cinq demi-circonférences, elc. On obtient ces points en faisant successive- M ^\ ment
fi-5» fi-Y» o=Y' ®=r
dans la formule
siii9
n?. m. ce qui donne
on
f'rr: —
Les valeurs négatives correspondent aux valeurs de ôpour lesquelles le rayon prend la direction OK'; elles doivent par
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portées comme les autres sur la figure dans le »é, la limite de la somme algébrique
i la moitié du rayon OÂ.
t, remplaçant r, r', r",... par leurs valeurs, il vient
! somme
î entre parenthèses est le développement connu la série de Leibniz; donc la somme est égale à
nnaissant le centre de gravité d'un arc de cercle, rien s facile que d*en trouver la longueur. On a, en ippelant s la longueur de Tare, et 0 le demi-angle
$ = 2a0 J sin9
r$ = ax2as\n9.
vera la longueur de Tare en prenant une quatrième
melle à la distance r du centre
au centre, au rayon et à la corde.
i, par exemple le centre de gra-
la demi-circonférence ABA', on
î développement de Parc AB en
!A', et en élevant A'S perpendi-
EA', jusqu'à la rencontre avec
;é. On a en effet
OSxOE = ÂV,
FIg. 160.
288 COURBE DES CENTRES DE GRiTHS
OU bien
Donc
osx — = «*.
OS = y = trcAB.
1 89. Constmction de la courbe par points. — La courbe lieu des centres de gravité des arcs issus du point A n a qu'un seul paramètre, le rayon OA=a du cercle. Toutes les cow^ bes qu'on peut obtenir en traitant successivement diflëreots cercles sont donc semblables entre elles, et on peut construire une fois pour toutes une courbe de cette nature, dont oa pourra déduire toutes les autres au moyen d*un simple changement d'échelle.
Cette considération permet d'éliminer Tare 0, et de ramener la construction par points de la courbe type à des opéntions algébriques qu'on puisse exécuter avec la règle elk compas.
Ne fixons pas d'avance le rayon a ; soit OX le rayon à partir ; duquel on compte les arcs sur un cercle indéterminé; doDnons-nous un point M de la courbe, sur un rayon OM qui fasse
avec la droite OX un petit angle 0 dont oo connaisse d'avance le sinus. Menons par le point 0 des droites Oa, Ofr, Oc,... qui fassent avec l'axe OX les angles 26, 50, 40,...
^*^- *"^' Nous pourrons facilement trouver te
points de la courbe situés sur ces nouveaux rayons. Ne nous occupons, pour plus de simplicité, que des rayons OJ, Orf,.* qui font avec OX les angles 30, 50,... égaux aux mullipte impairs de 0. Appelons r la distance OM, r, la dislance Oï^ r, la distance OM^,..., r, la dislance correspondante à l'afl* glû nO ; nous aurons à la fois
siii«9
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lus pour n entier impair on a l'ëcjtialion d'Eii'er :
bnule qui contient on nombre limité de termes, el dans Nielle on suppose que 0 est le plus petit arc positif répouk!au sinus donné.
flpmsion qu'on pourra construire.
Ou trouvera ainsi, par des opérations algébriques, autant è points qu'on voudra de la courbe; ces points seront nw rapprochés pour permettre de la tracer, si l'on est parti fane valeur de Q sut^samment petite.
Pour trouver ensuite le rayon o, or appliquera la remarptS'du g 186, et on aura, avtc une approximation aussi innik qu'on le voudra,
190. Bivision d'un angle e» p-hi parties éijdes. — Suppo- «B qu'on ail tracé la courbe lieu des centres de gravité des Rs l«us d'un point A. Soit AM cette g
Ë'roposons-nous de prendre sur â partir du point A, un arc AC (p4_j)« partie de AB. L'arc !gaU ABx^;^. et les deux
ira AC et BC seront entre eux comme "'
lest à p. "'■'■"■
Joignons OC, cl menons la bissectrice 01 de l'angle COA.
CENTRE DE GRAVITE
Le point g où elle coupe la courbe AH est le centre de graVitè de r«irc AC.
Le cent rc de gra vile de Tare BC s'obtiendra de même, en répétant symétriquement la courbe AM à partir du point B, ce qui donnera une courbe BM', coupant la courbe AM au point G, centre de gravité de Tare total AB. Le centre de gravité de Tare BG sera le point (/, intersection de BM' avec la bissectrice OF.
11 résulte de là que les trois points 9, g' et G sont situés sur
une même droite, et que le rapport ^ est égal à -.
Donc le point g' est à Tintersection de la courbe BM' et d une courI>e liomothëtique à AM, obtenue en prenant le point G pour centre de similitude inverse, et en faisant le rapport
de similitude écal à -. La courbe ainsi construite sera le lieu
P des centres de gravité d'arcs comptés sur le cercle qu'on
déduit du cercle OA par la construction de la figure semblable.
Cette construction s'applique notamment à la division du cercle en p -+- 1 parties égales. Construisons la courbe AEO, lieu des centres de gravité des arcs issus du point A, dans
le sens AB. En répétant celle
T^'_ SI courbe en AE'O, symétriqueroenl
' ;. par rapport au rayon OA, nous
j^\ aurons le lieu des centres de gra-
y'^j' .y A \ité des arcs issus du point A et
-J- --^~ ■^'' — -f- comptés dans le sens AB'. Par le
\ î '^ r po*"l 0, menons une droite j(y,
"' telle que Ton ait
Pour trouver le point j', ilsuflira de construire une courbe semblable à la courbe AEO, avec
le point 0 pour centre de similitude inverse, et - pour rap-
PES ARCS DE CERCLE
porl i!e simUiluile. Cela revient à décrire un cercle OA' avec un rayon égal à — , et à construire le lieu A''E"0, des centres de gntvilè des arcs de ce nouveau cercle, issus du point A" cl comptés dans le sens A"B". Le point j' sera l'interaeclion des courbes A'K'O, 0I'7A.
La direction Oi; étant oinsi déterminée, il n'y aura plus qu'à doubler l'arc Al pour avoir en AM l'urc cherclié. égal à la (p + 1 )■* partie de la circonTérence entière. Car le point g est le centre de gravité de AM ; le point 1/ est le centre de gravité de l'arc AB'A'M, qui complète la circonférence. Le centre de gravité de la circonférence est au point 0, On a donc
et par conséquent
CEyniE DE r.HAVETË DU SI^CTEVn.
19t. La recherche du centre de gravité du secteur circulaire homogène se ramène à celle du centre de gravité d'un arc de cenle.
Décomposons le secteur AOB en une infinité de secteurs infiniment petits, par des rayons Om, On; res secteurs peuvent élre assimilés à des triangles, car l'arc mn est un élément rectiligne, et leurs suifaces sont proportionnelles aux arcs mn qui leur servent de base. Le centre de gravité du triangle Omn est situé en g, sur la bissectrice de l'angle au centre, et aux
f du rayon à partir du point 0. Tous
les centres de gravité des éléments
appartiennent donc à un arc de cercle, A'B', décrit du point 0
Fig. nj.
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comme centre, avec les ;? du rayon du secteur donné pour
rayon, et le poids de chacun de ces secteurs est proportionnel à Tare mn qui lui sert de base, ou à lare m'fi', qui en
est les ^. En résumé* le centre de gravité cherché s'obtiendra en composant des poids appliqués aux différents élémenls de Tare A'B', proportionnels aux longueurs mV de ces éléments; cest donc le centre de gravité de l'arc A'B' luimême.
Le centre de gravité G du secteur circulaire homogène est situé sur la bissectrice OC, à une distance OG du centre donnée par la formule :
arcAo' arcAB 3 arcAB
CENTRE DE GRAVITÉ d'uN ARC D*HÉUCE HOMOGÈNE.
192. Soit ABC (fig. 174) une hélice tracée à la surface d'uo cylindre droit à base circulaire, projeté horizontalement sui- >ant le cercle EF.
L'axe du cylindre (YCy se projette horizontalement au centre 0 du cercle.
Proposons-nous de chercher le centre de gravité d'un arc d'hélice projeté horizontalement en MN et verlicalemenl en M'N'. Nous ne iliininuons en rien la généralité des riiisonnemenfs (Ml supposant les poinis M et N symétriques par rapport à la porponilioulaire abaissée du point 0 sur la ligne de terre LT.
Le rontie de gravité de l'arc d'hélice a pour projection sur b» plan horizoïiliil le centre de gravité g de Tare de cercle M\ projection do Tare d'hélice (g 168, Rem. 2). Car tous les éli'menls de Théliee fuisanl le même angle avec le plan liolizontal, chaque arc ds pris sur l'hélice correspond sur le CCI de ù un arc proportionnel i ds, de sorte que régalilé de la
D'U» ARC U'IIÈLICE SB3
réporlirioti des poids le long de l'hiilice entraîne pour la projection une réjiartition é^ale le long de l'arc de cercle.
Pour a\oîr la hauteur du centre de gravité au-dessus du plan liorizonlal, on se servira de l'^qualion
Celte équation montre que le centre de gravité ne change pas de hauteur quand on déplace les points d'.ipp1ication des poids p sans altérer leurs hauteurs s. Imaginons donc qu'on développe sur un de ses plans tangents la surface cylindrique; l'arc Wy se transformera en une ligne droite, vt le centre de gravité de cette ligne homogène sera au milieu de sa longueur, c'est-à-dire à la hauteur moyenne entre ses deux extrémités.
Il en est de même, par consét^uent, de l'arc M'N': le centre de gravité rst donc dans un plan horiloolal RS, mené à égale dislance des plans horizontaux M'P, N'Q. 11 Fie- ''*.
est projeté veilicalement au point B, à l'intersection du plan RS avec la verticale menée par le point g, centre de gravilé de l'arc MN.
103. Cherchons (fig. 1 75) le lieu géométrique des centres de gravilé G des arcs d'hélice commençant au point A, et terminés à un point B mobile. Par le point 6, menons Qb, parallèle à l'ase de l'hélice, jusqu'à la rencontre en b avec le plan perpendiculaire AOY.
Soit
L'équation de l'hélice, sur le cylindre où elle est tracée, sera
CEKIRE DE GRAVITÉ
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en appelant h le pas. Celte équation représente la surface hélicoïdale obtenue en abaissant des divers points de
rhclice des perpendiculaires surOZ.
Le point g est déCni sur le plan
XOY par l'angle
Oj.. ._-'■ \
Fip. 175.
et la distance
sinO
Le point G a pour hauteur
Les coordonnées rectangles, j!^ tf^ %' du point G sont donc exprimées en fonction de 0 par les équations :
ar s^ K : 1
sin*0
La courbe appartient à Thélicoïde à plan directeur déflni par
/la rèqualion 2=^-, sur lequel est tracée l'hélice, comme il
était facile de le prévoir.
La tangente au point G s'obtient enjoignant GD.
CE^TRE DE GRAVITÉ d'uNE SURFACE COURBE HOMOGÈNE. GEHTBE DE
GRAVITÉ DE LA ZOKE SPIIÉRIQUE.
19 f. Comme exemple de la recherche du centre de gravité d'une surface courbe, proposons-nous de trouver le centre de gravité d'une zone sphérique homogène. Soit 0 le centre delà
D'UNE ZO>E SniËltlQlE. SCS
ifitke i laquelle appartient celle zone, et OF=OP=OE son rajou. La loneÂBCD, dont on demande lecentre de gravité, e^-f cumprisc entre deux plans parallèles, profilés surla figure en AC, DC, et distants du centre 0 de quanlités OS, OR.
Par le centre 0 de la spiiére, menons un plan EF parallt.'lf lui beses do la zone ; ce plan coupe la surface sphérique suinnlun grand cercle; circonscrivons à la sphère un cylindre i^iii lui soit tangent tout le long de ce grand cercle. 1) suffira pour cela de mener au point V noe tangente FK au prolil FPK de la splière, et d'imaginer la iOrfsce cylindrique engendive - |»r la révolution de celte droite flisutour de l'axe OP. Les plans AB, CD, coupeiit cette surface qlindriquesuivantdcuxcircdnlèrances projetées en Mil et Id, (t on sait que la surface de la ^'*' ''"■
me sphérique ABCD est égale h la surface convexe du cjlinilre IIGLM, comprise entre les mêmes plans. Partageons la biutcur RS de la lone en un très grand nombre de parties *çales, et soit pp' lune de ces parties. Par les points de diîision menons des plans jiq, ji'q' parallèles aux bases; ces pUns couperont la lone donnée en zones élémentaires engcnirtes par les arcs qtj", et la surface cylindrique en tronçons ngendrés parles éléments correspondanlssj'. Or les hauteurs pp' de tous ces éléments étant les mêmes, toutes les zones qq\ i^alcs aux surfaces ss', sont équivalentes. Chaque zone qq' a pour centre de gravité un point situé sur Taxe RS, entre lesi poinlspel p' . à la limite, lorsque le nombre des parties ali- ^t»les(i(/ est infiniment grand, le centre de granité de la zone élrsK'Mtaire peut être confondu sans erreur avec le point p; iltn est de même de la zone cylindrique as' correspondante. On peut donc remplacer la zone sphérique CD par la zone cjliiidrique Gll, sans changer les surhces ni les poids des
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zones élémentaires, et sans déphoer leurs centres de grafité respectifs. Le centre de graTÎté de la lone sphérique CB enncîde donc avec le centre de gravité de la surface cylindrique GH, c'esl-à-dire aiec le milieu 1 de la hauteur RS, et par suite, U centre de gnrité i^mt vme tpkérique komogène^ àweimà deux bûsis, esi nimé sur «m ûxf^ au milieu de sa hmUeur.
CE5TmC IC OUTTTÉ D*C3I FCSCAT D(F15DIE5T PETIT PAA% PARTAAT DO PdLE P DE LA SraÈEE, ET TERaCSÉ AU PETIT CSBCLE AB.
195. Le centre de graTÎté de la lone PAB est au point I, milieu de la flèche PF.
Le centre de graTité d'un fuseau infiniment petit PAA' est situé dans un plan CD, parallèle à la base de la zone, et mené
par le point L Car imaginons II calotte sphérique PAB décomposée en n fuseaui égaux entre eui. Les centres de gravité de chacuo de ces fuseaux égaux seront tous situés, à distances égales, sur la circonférence d^un cercle dont le plan seia perpendiculaire à PO, *'■ '""• et dont le centre sera situé sur
celte droite. Le centre de gravité de l'ensemble est le centrede ce cercle. Or il coïncide avec le point I. Donc le centrede gravité de chaque fuseau pris individuellement est situé dans le plan CD.
En vertu de la symétrie, le centre de gravité de PAA' est situé dans le plan bissecteur de Tangle dièdre APA'.
On connaît donc une droite sur laquelle le point cherché se tix)uve situé. Il suffit de déterminer sa distance Ç à Taxe POi en prenant les moments par rapport à un plan conduit par cet axe normalement au plan POA.
Décomposons la surface du fuseau en éléments infiniment petits mmVii, par des arcs de cercle décrits du point P
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:oiiime pdie. L'aire élémentaire mnn'm' aura pour mesure le produit mm' x mit, et son moment sera mm' x mn x mp. On lun donc
I (iftw^ X «nw X ntp)
* Sfmm'Xmn] '
les sommes devant être étendues à toute la surface PAA^ Soit POm = ô, POA = a; angle APA'=d(p; enfin
OP=OA = R
n viendra
mp = R sinO, mm' =rR<f 9, mu = m;iX (if = Rsin9<ff .
Les intégrales devront être prises entre les limites •=0, 0 = x:
r R»sin««rfOrff
J R*8inedd<if
Le facteur cff est constant, et disparait, ainsi que le facteur R* ; Téquation prend la forme
siD9(/9
Or
Donc enfin
Jsindtf6 = i — >C08«»
/ siD*d(/9 = 5ff •— JsiiiSoe.
t = -*Bx'«-""*'
4 1 — cos
S*il s'agit, par exemple, du fuseau entier, qui sétend du pôle F au pôle opposé, on fera a = ic, et il viendra
Ç = ÎRx^ = RXj.
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Il faut bien se souvenir que cette formule suppose le dièdre A!PA!=d^ infiniment petit. S*il s'agissait d'un dièdre quelconque, il faudrait prendre le centre de graTÎté de Tare de cercle formé par les centres de gravité indiiiduels des fuseaux infiniment petits dans lesquels on aurait partagé le fuseau donné.
CEXTltE DE GBAUTÉ D*im VOLUME HOXOGÈKE.
196. Le centre de gravité d'un cylindre homogène, i hm circulaire ou elliptique, terminé à deux plans parallëkSt est situé au milieu de l'axe du solide* ou de la droite qui joint les centres des bases.
197. Soit SAB un cône homogène; S son sommet, A6 sa base, et G le centre de gravité de sa base. Si nous menons m infinité de plans équidistants, parallèles à la base, entre le point S et le plan AB, ces plans couperont le cône suivant des sections semblables et semblablemenl placées par rapport n
point S; les centres de gravité des r-^ l ^ sections, étant des points homolo-
' ' ^/q gués, seront tous situés sur li
~ droite SG.
Considérons deux sections Wr
"î V •* •-. -'"^s mn, m!n\ et soient 9, i
. . leurs centres de gravité. Du pointa
_ abaissons sur le plan AB unepe^
a( g* "^^ pendiculaire SU, qui sera perpen-
diculaire aux plans de toutes les
Fi". ITH.
sections. Puis prenons les moments des poids des volumes élémentaires compris entre deux sections consécutives, par rapport à un plan PQ, mené par le point S parallèlement à la base. Appelons B la surface de la base AB, et 11 la hauteur totale SH. Posons enfin S/i=x, distance de la tranche mnn'm' au plan PO-
LI-lIN CONE I10)I0G£F<E. î
fe surface de U section mn sera fournie par ta proportio
Me est égale & -rrr • ^^ '^ ïolume de la Iranclie est
Son moment par rapport au plan PQ est
|t la distance ; du centre de gravité au même plan est par iDsâquenl
/ Ki-Vj „ii Jo "' Ji, '''^ 3 C Di'di /* x*dx
j ni" ''o
he centre de gravité du cùne est donc situé dans un plan
■sUèle à la base A6, mené à une distance du sommet
jtie ajix trois quarts de la distance du somme! à Li base.
D'un autre c6lé, le centre de gravité d'une tranche élcmcn-
ire mnm'ii', réduite â une épaisseur infmiment petite, est
kfiniment voisin du point ij, centre de gravité de la section
i]uî lui sert de base. Les centres de gravité des tranches
is lesquelles on a décomposé le cùne sont tous sur la droite
6. Le centre de gravité de l'ensemble est donc aussi sur cette
nite, et par suite, le point cherché est le point F, pris sur
h droite SG, aux trois quarts de la distance SG à partir du
«bus.
'&. Les mômes raisonnements s'appliquent à la pyra-
i. Donc : i° le cenire de (fravUé d'une pyramide qnekonque
vmoqine est aux j, à partir du sommet, de la droite qui joint
t $omtnet au centre de gravité de la base; i' les quatre droites Kti, dans un tétraèdre, joiijiienl les sommets aux centres de gra-
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vite des faces opposées^ se coupent en un mime pomi, tjà eà le centre de gravité du tétraèdre^ et qui partage dtaqiu lifi de jonction en deux segments dont le rapport est égal on bre 3.
Il est facile de démontrer aussi que le centre degraàilÉ\ tétraèdre homogène coïncide avec le centre de gravité de poids égauij concentrés en ses sommets; comme corollaiiti ce théorème, on peut déduire les propositions suiTantei: centre de gravité d*un tétraèire homogène est au fRÎ/iotè dn ite qui joint les milieux de deux arites opposées^ et la droites qui joigt^ent les milieux de deux arites oppotto tétraèdre concourent en un mime point j qui les divise en deux parties égales.
De même, le centre de gravité d^un triangle homogène arec le centre de gravité de trois poids égaux concentra es sommets.
CCTTRE DE GRAVTTft DU TRQKC DE PYRAMIDE OU DE CÔKE.
199. i* Considérons d*abord un tronc de pyramide triai- { gulaire, compris entre deux plans parallèles ABC, DEF;le$|
arêtes DC, BE, AF, pi Vv^ gèes vont se couper en
même point S,somraclfc] la pyramide enlière.
Rappelons la mctbollj suivie dans la géomértl' pour obtenir la mesure il volume du tronc de ffj ramide. Par un des soimets E de la pelite IM on mène deux pbns, l'i* EAD, passant par la dii- ^onolo AD do la face latérale opposée, Tautre EAC, pw^ s;uit par le cdté de la grande base appartenant à la même
Fi^. \7\
DIS moïse DE PTRAMIDE. M)
Igux plans partagent le Ironc de pyramido en
midcs triangulaires ADEK, EADC, EADC; la pre-
lur base la pctile base du tronc; la seconde, la
■htsc; elles ont toutes deux pour hauteur la hauteur
■ du Ironc ; la troisième peut être transformée, sans al-
B de son volume, en une pyramide ayant pour base
't, A pour sommet le point K, intersection de l'aiéte
fmt une parallèle ËK menée à l'arôte AF; on peut la
T comme ayant pour sommet le point D, el pour liase
na|tc ACK, dont tu surface est moyenne proportionnelle
Rh grande base el h petite; cette troisième pyramide
■fac ramenée à avoir la hauteur du tronc.
[Iffelons donc II la hauteur du tionc, ou la distance des
' HlBC, DEF ; B la grande base, b la petile.
strois pyramides auront respectivem nt pour volumes,
b finaude ADEF, ^b\l,
bpiraniMe E\BC, -m,
b pjraniide tKW.. j>|iiivalejile i DACK, ^\l\fBh.
lUcmlrede la première pyramide est à une dislance du
||jttnémv, le centre de la seconde est à des distances des
s respeolivement égales 5 j fl et -^ H. Pour le cen-
itilé de la troisième, remarquons qu'en vertu d'un Inre indiqué tout à l'heure (g 199), il est situé au mi- |llf de la droite U, qui joint les milieux I et L des deux arêtes '
sED, AC dans le tétraèdre EADC; il est donc dans le Nbcdë à è^ale dislance des plans des deux bases, et sa dis-
Rlehacun des deux plans pst ^j II. i
me des moinenls des poids des trois pyramides par
^STTU DC (SITITÉ
rr ni iian EFD ^si ,ï£ale aa produil du poids le ^« "" a us-ani» X ie soa «nire de gmilé à a
■H vanant 7. ^yur lôrfi-r. î^ volume du tronc, q ^ I 7 — 3 — ^ 3* - Le *oo:< ^ijnt supposé homc^fène,
.'««S- w a iîre. Tffnpioi.-^r ijns réijualion des momenl is 7.>iame? rù ûfur s?at proportionnels. Appi A ûaoTî m r^LPï ie znTitê au plan de la base i
junas^ K nifoie
— 1* J — "tf — i* j./ .
.•:. *ri-- "u ;* : cy: .'t I^ rapf^>rt dos distances
.,. -*. .^ .— •'." HZ, :i*i :^ l'rs l.i"?r<. et permet par suite
- ^.n. .ticoif-u J :^iii-:. u:: : lan qui conlieott
.■,..-.•> . s* "~.i«r -^n j . ::.er^:\:tion de ce planl
- - :•;: li.Ti c'- : 'Ji-*:-? :c ^n.ke G, G' desdeuxhl
: .. i:z e '-rni-L' ? jj .L»;:-: j un tronc de pyi
^ , î. 'Jn • ii e r';.::c :V? rvrucideobfenai .^" ^ ,1- :.i.:s •-' :ija defr
, _î. ■ rnvu> J -^ '^
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lit prolongé détermine une section miip; le tronc triangukt MNT/tmii est étiuivalent au volume donné, et les seclîons les dans ces deux solides par des pians paralliiles aux ta sont éiiui val entes. Si l'on décompose les deux troncs Inoches inlinimonl minc.<'s, les volumes de ces Iranclies, énrs distances aux poinis S et S', seront respeclivemenl les ; les sommes des moments par rapport aux poinis S
? seront aussi égales, et par suite, les centres de gravité des jiz troDcs sont situés dans un même plan parallèle aux bases, ironnulc démontrée pour le tronc de pyramide triangulaire n^ri, s'applique donc sans modilîcalion au tronc de pvrae équivalent ABCDEeabcd.
B remarquera que dans cette formule on peut remplacer irlaces, B et b, des deux bases, par les carrés de deux I homologues. Les sections ABCDE, obcde étant sem- I, on a en effet
iliii ;i un tronc de cône ; car le î tend une pyramide inscrile à J»re dr'—.iAH de sa base.
t ir' nséqucnces. Si l'on
H» u tronc au sommet
ii ^ ;e au même point
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d'une tranche quelconque faite dans le tronc par un plan pa rallèle aux bases, et Ç la distance du plan qui contient 1 centre de gravité cherché, Téquation des moments donnera
x*dx
La hauteur du tronc est la différence h — V.
Les distances du centre de gravité aux plans des bases Mif respectivement égales à Ç — k' et fc — Ç. Enfin
b hr^ Donc
3^ 4- i^^4 — Wk' "" A* 4- 3A'« — 4ik«A'
Cette fraction peut se simplifier par la suppression à ses dan termes du facteur commun (h — k')" ; il vient en faisant te divisions
^^A/ 5^«4-2AA>-hA^ A — {'"A«-f-2AA'+3A'«
et remplaçant dans les deux termes ainsi simplifiés, quisoal lioinogènes par rapport à k et h\ les quantités k et k' parte quantités proporlionnelles y^ et yk» on retrouvera la formule déjà obtenue
DDll SSGnilT SPHÉRIQUB.
CDTRE DB GRAVITÉ d'uN SECHENT DE SPHÈRE A UNE BASE.
VA. Soit PBA le segment de sphère donné, BA le plan de a base, P le pAle du petit cercle AB. Le centre de gravité dierché est situé sur la droite OP, à une distance Ç que nous terminerons par le théorème des moments.
Prenons les moments par rapport au plan HN conduit par k point 0| perpendiculairement à OP.
Soit
Om=zx, nm = dx;
h tranche infiniment petite pqp'q' a four mesure
X X «V* X mu = :ty*dXf
en appelant y Tordonnée mp du cercle PA.
L'équation du cercle est x* + y* = R% R étant le rayon OA. Donc
Le volume de la tranche est ic (R* — x*)dx. L'abscisse Ç du centre de gravité est égale à
J« = OC
yp»
^Sa
Fig. 181
Faisons OC=a; c'est la distance du centre de la sphère au fbn AB qui limite le segment :
/>-)-=[--tÏ=(«-?)-(«-Ï)
= ? X («R» - 3R«fl -f a-) ; jJlR» -*«)««x = [r«^ - Ç j^ = ^ X [i2H* - R*) - 12RV - û*)l
SO
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et par suite
^ — î Jfti_5R«*-f «••
Lfô deux termes de la fncUon s'annulent par a=R puisque cette supposition fait évanouir à la fois les deui intégrales; ils admettent donc le facteur commun R — a. Supprimant ce facteur, on trouve une nouvelle fraction dont les doui termes s'annulent encore pour R=a, et qu'on peut simplifier de nouveau parla suppression du facteur R — a; e: Ton obtient en définitive
*"i^ îSTï 4^ 2B + a*
Si Ton fait 0 = 0, on obtient le centre de gravité delà moitié de la sphère :
CK>TKS M ClAVITÉ D*Cr WEOÊESt DB PABlBOLOÎDE DE RÉTOLUTIOX.
'2i»'2. Le p.v{:holo\de d€ révdution s'obtient en faisant louriH^r autour lîo son aie SA la parabole SMB. On coupe la surface jvir un plan l.AE normal à Taxe, et on demande le centre
de gravité du volume homogène 1 ^ compris entre ce plan et la surface CNSMB.
7 Le centre de gravité de ce vo- ~t lume étant situé sur Taxe SA, il
sufGt de déterminer sa distance
au pomt S.
Menons doux plans infiniment voisins NPM, npm^ qui interceptent dans ce volume un élément cylindrique dont la hauteur est Tj», et dont b base est un cercle avant pour rayon PM. Lo \olumo de le cylindre est donc ::xTM*xPp; nous pouvons, à cause de rhomogénéité, prends ce volume
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pour la mesure du poids ; le moment, par rapport au point S, sera
«xPiPxPpxSP, ou bien, en faisant SP =x, PM = y, Pp = dx,
Posons SA = a. La distance Ç du centre de gravité au point S s'obtiendra au moyen de Téquation
/ ny*xdx l y*xdx / ity*dx I y*dx
Or l'équation de la parabole est i/*=2px, en appelant p le paramètre de la courbe.
Renriplaçons y* par sa valeur; il viendra, en supprimant le facteur commun 2p,
Le volume du segment est d'ailleurs égal à
jia^=: y 5ii|wr<fa = irXp«»=5«Xicï5'»
OU à la moitié du cylindre qui aurait pour base le cercle CB, et pour hauteur SA.
Ces résultats s'étendent sans difGcuIté au paraboloide dans lequel les sections circulaires CB seraient remplacées par des dlipses.
CEHTRB DE GRiflR
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ti cydoide ABC est le lieu décrit par le point ï
j, d'une circonférence EHD qui roule sans glisser sur h droite AC. Elle est définie par l'équation
ire HD =r AD.
Du point M abaissons une perpendiculaire MP sur la droite AC, et faisons AP=x, liP=|f ; joignons le point M au centre 0 du cercle générateur, et soit 1IOD=0.
Appelons R le rayon du cercle. Il Tiendra
in:HD=:ADr=B«;
PD est la projection sur AC du rayon MO, qui fait avec AC un angle égal à 5 — 6.
Donc
X = AD — PD = R9 — RcosJ ^ — •] = R(6 — sin6%
La longueur MP est égale à la projection sur DE de la corde MD, laquelle a pour longueur 2R sin X , et fait avec DE un
angle MDE égal à ** ^^ ; donc
y = 2Rsin|xcos^^- 1 ) = 2R sm«|= R(l - cose).
Proposons-nous de trouver le centre de gravité d'un segment ARS compris entre le point A et une ordonnée RS, définie par son abscisse AR = a.
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L'abscisse ^ du point cherché sera égale à
Quant à son ordonnée t], observons que le centre de gravité de l'aire élémentaire ydx est au milieu de l'ordonnée y, et que son moment par rapport à AC est égal à | y*dx« On aura donc
Or les équations de la courbe donnent
y({s = Rt(l-.oO8e)M0,
xydx = RS(1 — coaB)*{e — sinOjdO, yVjr = R»(i— cose)»rfO.
Appelons ^ la valeur de 0 qui correspond à x=a; il viendra
y (l — co« »)•(» — «i
cose)*</6
/ (l-.cos«)*d3 ,— ^R_ •
j (i — cos«)«i/e
Ces diverses intégrales sont faciles à obtenir. Développons les carrés et les produits indiqués :
(1 — CO80)* = 1 — SCOSO 4- CO8*0,
(i — om6)> s= i — 3cotO 4- Scos^e — cos^O,
(i — 0086)*(e— 8iii6) =0— )0cos0-t-0cos*0»8m04-Scose8in9
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Les intégrales de certains termes s'obtiennent imroëdialcment:
fde = e.
/sinOr/6 = ~cos69 /2 C0S9 siii d<fO s sin* 0,
foo&'^9sïned9 = — scos'ô.
Il reste à trouver /cos*OdO, /cos*OdO, /OcosOdO, /OcosPJ*. Nous avons déjà obtenu (§ 181^^) l'intégrale
Le même calcul donnerait
Pour avoir /cos*OdO, observons que Donc
fcos*Bd9 = /cosOdd — /sin*dcosWfl = sinfl — =sin''0. '' ' ' o
Los inlégralcs /OcosOrfO et /ôcos'OdO s'obliennenl en appliquant le procédé de Vintégration par parties :
fcosBdS X 6 = Bs'inB — fsinBdQ = 0sin9 + co%6, JcoÈ^edQ X e = e X (^04- Jsinîe) — C(\B-^-^sini$)dd
= ^ 4- j8iii26 - Jô» 4- gcossi
= ^-f |sin20-f ^cof20.
Il ne reste plus qu'à réunir ces différents termes, après les
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ivoir multipliés par les coefficients convenables ; il vient, en iodiquant seulement les limites,
^6*— î«sine— 2cos04-r-4-T8mîO + |co820+cos« + sin«ô-f ^co8*ô -• il
Fa — isinO 4- ^9 + j»n S^l h — 3sin04- |ô H- jsin2«— sinO 4-3 sinSdl
[9— SainO H- 1^ 4- ^sinSdl
Appliquons cette formule à Taire de la eycloîde entière ABC. Il faudra faire pour cela V = 2ic.
Faisant dans les intégrales générales 0=0, puis 6= Sx, et retnmcbanl, il vient
[tn -h n)
ce qui indique que le centre de gravité est situé sur Taxe de symétrie IB ; et
^leur qui définit le point G, aux \ de IK, ou aux ^ de IB.
L'aire de la cycloîde étant égale à 5tcR', et l'aire du rectangle ACLF, à 4icR*, la somme des aires FAB, LBC, est égale à Taire do cercle générateur ttR*. Le centre de gravité de Taire FABCLF est en un point g tel que
CXx3uU«=^KXirR«, OQ
yK = 3xKG=|R.
Le point g est donc le milieu du rayon BK. On obtiendrait par des opérations analogues le centre de gravité d'un arc de cycloîde AS, d'un segment du solide de
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révolution engendré par la cycloîde tournant autour de la droite AC, ou de la droite IB, ou de la droite BF, ou de b droite AF, etc.
REMARQUE SUR LES GETCTRES DE GRATTrÉ DBS ARGi DE GERTAISBS
GOURDES
'204. La recherche du centre de gravité d'un arc de courbe plane liomogëne suppose connue la longueur $ de cet arc; die exige de plus Tintégration des différentielles xdsj yds^ ce qui fait en tout trois quadratures à exécuter. Il y a des cas où la recherche des intégrales fxds et fyds est plus simple que celle de fds^ et peut s'achever sans introduire d'autres transcendanlei que les fonctions circulaires et logarithmiques, tandis qoe l'intégrale fds représente une fonction plus élevée. Dans oe cas, on peut construire a priori une droite sur laquelle sera situé le centre de gravité cherché.
Considérons, par exemple, un arc d'ellipse, commençant au sommet du grand axe, et terminé en un point quelconque do quadrant. Les coordonnées x et y d'un point de l'ellipse seront données par les équations
a étant le demi grand axe et b le demi petit axe. On en déduit
(U = dO v/a«sin«d + 6*cos« 9,
quantité non intégrable; tandis que et
ydi = a<ii\ OdO v'a*sin'6 -+- 6*co&*9,
sont réductibles à une forme intégrable en faisant ti=asin6 dans la première, et u^bcosO dans la seconde. On pourra
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donc acherer ces dernières inl^grations. Di-signons par P et Q les fonctions qu'on obtiendra, prises entre les limites 0 et 8 qui définissent les deux extrémités de l'arc; 5 et ») étant les coordonnées du centre de gravité, on aura, en appelant S la longueur de l'arc,
tow
équation d'une droite qui passe par l'origine et par le centre de pavité cherché. On pourra tracer cette droite avant de con-
7 Baitre l'arc S, Tonction elliptique de seconde espèce, qui n'est
I pas exprimable en termes finis.
I Pour second exemple, prenons ]a îemniscate représentée en coordonnées rectangles par l'équation
OU en coordonnées polaires par l'équation
On passe de la première forme à la seconde en faisant x = rrosO et !/=:rsinO. Cherchons le centre de gravité d'un irc commençant au sommet, j; = n, if = 0, de la courbe.
De l'équation de la courbe on déduit successivement
i+a'co*ï9d6' =
etpression qui a pour intégrale une fonction elliptique de première espèce ;
= a^coit».(Miax —
v'cosie
' 1 1 CO.^STRDCTIOB fiRAPHIQUI FOUR TROUfia
r xdê^mHi
«*finf
•siiiM = a«(i — cas»)»
n prenant les intégrales entre les limites 0 et 0.
On aura par conséquent, en appelant Ç et ij les coordonnées Tvctjn.ies du centre de gravité d*un arc commençant au sommet H = i\ et finissant en un point 0 quelconque :
ii = — î
Ponc
Le centre de gravite' d'un arc de lemniscate commaiçant n commet de la courte est situé sur la bissectrice de V angle fwni tn joignant le centre aiuc deux extrémités de cet arc.
ro>>TRrCTîO> ORAPHIOn: AU MOTEX DE LAQUELLE OX PEUT DÉTERMIÎŒI LE CLXTKE DE GRAVITÉ D*U>E AIRE PLA^E.
tXVv Si»it AB -lig. 1S4) linéaire plane homogène dont on domande le conre de cravité. Nous chercherons la distance do co pi>inl à une droite XY, tracée arbitrairement dans le plan do la tii:uro. En répétant la même opération pour une s<vondo droilo coupant la première, nous aurons deux distaooos qui dôtiniront la }>osilion cherchée.
Nous pouxons partager l'aire en bandes infiniment petites pnr dos dnntes mu, m'n\ parallèles à XY et infiniment rappriKhées. La position de ces droites est donnée par les
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es OM^!/, OM'^y + dj/, à la droite XY, distances peut mesurer sur un axe 00', perpendiculaire h leur m commune.
lions z la dimension mn de la bande correspondante à incc OH=:r/. L'aire AU aura pour mesure l'intégrale et la somme des moments des bandes par rapport à y sera f^ydtf] ces quadratures sont prises entre les
tf=OIl, !/=:0R', qui x- r rc v
londent aux tangentes es de la courbe, islance ^J^ du cenire de
à la droite XY sera le it
; allons translormerl'in-
fiydy et la ramener à îrche de l'aire d'un con- * o :
icé sur la figure. ^'^- '"
e distance arbitraire, 00':= a, de la droite XY, menons rallùle X'Y' à celte droite. Joignons Oh; puis menons allèle à On, jusqu'à la rencontre de X'Y' ; joignons pO; roite coupe la droite mn en ji. Construisons le lieu du . Nous obtiendrons une certaine courbe r^tr', cl l'aire se entre cette courbe et la partie r'rir du contour donné, nnailre l'intégrale /^r/rfj/.
TTel, soit ï' la longueur \i.n. On a, à cause des parai-
tpH, la proportion
7%ê œSSniTcTHHI ttAPUOUK
et Pftrsmte
La distaKe jf^ est donc à la distance OO' dans 1 port des deux aires représentées sur la figure. L stmction peu! d'ailleurs être variée de bien des manié
Si du coDioor r^ on déduit, par la même oonstmcti second contoor r/r'y déterminant une troisième aire, oi en appelant f la dimension ^'n de la bande termioi contour,
par conséquent
De sorte que Taire comprise entre le nouveau contour t la p t Won rm/ do contour donné, multipliée par a*, re; ten rintêçrale /y^y, étendue à la totalité de l'aire d tour primilif.
Li môme consfniclîon répétée une troisième fois oonnaitre, au facteur a* prôs, une aire proportionnelle lê-^rjlo i*ir:./y, et ainsi de suite indéfiniment.
LV^aluation des aires planes se fait très rapides» mo\on du plojùmètre d'AmsUr; Vintégromètre de MA fondé sur les mêmes principes cinématiques, donne d nu nt 1 aire, les coordonnées du centre de gravité, et mejxt d'inertie d'une surface plane, c'est-à-dire les inlJ y"3</y, fy^iy. ff^iy- I^our la description et la théorie appareiU, nous nnverrons à des notes insérées dans 1( nales des Ponts et Chaussées^ 1868, tome XVI, page 2 1872, tome III, page 2:25.
DES CENTRES DE GRAVITÉ
THÉOIIËHE DC GULDIH.
KM. Le théorime de Guldin, connu aussi sous le nom de
I iUahu de Pappits, donne le volume engendré par une figure
t, loumaol autour d'un axe fixe tracé dans son plan, en
m du chemin décrit par le centre de gravité de celte fi-
tt^oo bien la superficie d'iuie surface de révolution cngen-
ikpir une ligne plane tournant autour d'une droite menée
B ton plan, lorsqu'on connaît le chemin décrit par le cen-
hèpavité de celte ligne.
ment, le théorème de Guldin permet quelquerois de ir le centre de gravité d'une aire plane ou d'une ligne. !ooncé de ce théorème :
lume engendré par une figure plane A, quand elle fait ktion entière autour d'un axeCB, tracé dans son plan (en hta figure), est égal au produit de l aire \ par la circon-
Tilepar le centre de yravitéGde celle aire. vtppelle A l'aire de la figure, V le volume engendré roiulion, et II la dislance EG I de gravité de l'aire à l'axe
b'ons, en effet, le volume en- Eftr l'élément rectangulaire où l'on voudra dans ta Cmais trace de manièrB que les , pq soient perpendiculaires , et les deux autres calés, mq, np, parallèles au '. Prolongeons lescAtés m», pç jusqu'à la rencontre fea r et t; le volume engendré par le petit rectangle s la différence de deux cylindres droits, dont la haumune est rs, et dont les rayons sont pr et qr ; le voie cbcrclié est donc
Fis- fM,
M8 THtORÊHB
expression qa'on peut mettre sous la forme OU encore
Sous cette forme, il est focile de vérifier l'énonoè du théorème;
car çp Xfm est Taire u de la surface mnpq ; 2c x y ^ ]
est égal à 2c X gh, g étant le centre de gravité du rectaa^ vi gh la distance de ce point à Taxe ; 2c x 9A est donc la c» conrérence décrite par le centre de gravité quand le redai^; fait une révolution entière autour de BC.
Pour passer de là au volume engendré par la flgure totiki on décomposera cette figure en éléments rectangulaires iifr niment petits, on fera pour chacun le produit
où (■> désigne l'aire du rectangle considéré, et h la distancée son cenlre de gravité à la droite BC ; et enfin on fera la sooiij de tous ces produits. Or celte somme sera, à part le (actafl constant 2-, la somme des moments des aires ci) par rapport ij l'axe BC; elle sera donc égale au moment de la somme des aires, e'esl-à-dire au produit de Taire totale. A, par la dislance, H, de son cenlre de gravité au même axe. Le Toluae engendré est donc
ce qui démontre le théorème.
Si, au lieu de faire un tour entier autour de BC,lafigQK décrivait seulement autour de cet axe un angle mesuré (tf Tare a, le volume engendré serait réduit dans le rapport de« à 2::, et serait exprimé par le produit alIA. ■ 2** La surface engendrée par une ligne plane finie, AA', çw»/ 'elle fait une révolution entière autour d*une droite BC, trattt \lans son plan (de manière à ne pas la couper)^ est égale au fnduit de la longueur L de cette ligne par la circonféretice déctUf par son centre de gravité G.
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Soil GE:=H la dîslance du centre de gravilè de la ligne 1 l'uif BC ; l'aire engendrée par la révolulion enliùre de li' sera exprimée par le produit
SillL.
Ea eflel, cette aire est la somme kl lires engendrées par les arcs ttnwnlaire» successifs mn, qui compenl l'arc total AA'. Abaissons do< fiais m et n des perpendiculaires
m, w sur l'axe ; l'élémenl mn étant "'
nioimcnt pclil, peut être considéré comme rcctiltgnc; il agadre la surface convexe d'un tronc de cône qui a pour ■tnire la moyenne des circonférences des bases, multipliée ta génératrice fliR, ou bien
milieu de mn; la demi-somme — ^ — est égale à la t gh du milieu de m» h Taxe BC ; le produit précédent
2it X jA X mn ;
it faire la somme de tous ces produits élénieiiLaircs, ce
limienta mullipUer par 2:; la somme des produits mfixp'i,
I mb &omme des moments des arcs mn par rapport à l'axe BC;
1 or le point tj, milieu de mn, est le ccnirc de gravité de l'arc
I. U somme des moments des arcs élémentaires est égale
K aooent de la somme de ces arcs, ou au produit de la
■ totale L de l'arc AA', par la distance H = CE de
re.de gravité à l'axe de révolution, ce qui donne en
$i la ligne AA' ne faisait pas un tour entier, et qu'elle dé-
BÎttt seulement un angle a autour de l'axe BC, » étant me-
I ttri CQ parties du rayon, la surlace engendrée scruit seule'
Sai TBÉOBÈU
AmJCATW!! M IHtolfaH DE CULDDI A L*ÉTAUJÂTICni SES TOU»
OU DES SURFACES
207 . Soit proposé de trouver le volume engendré par le triangle ABC, faisant une révolution entière autour d'une droiteiF, menée par le sommet A en dehors de ce triangle, mais dans sot
plan. Ou déterminera le milieu I de la base BC du triangle, puis le poirt
G, centre de granité, en prêuri
AG = 7 AI. Abaissant GH perpendio-
x lairement i l'axe AP, on aura jm mesure du volume cherché
f^ Ig.^ V = aire ABC X ÎkGH.
Du point I, abaissons IF perpendiculaire sur AP. La dô-
tance BG est les s de IF ; substituant, il vient
T = s?rlFx aire ABC
Clion^lions aussi Faire engendrée dans le même mouvement par le côté BC ; cette aire S sera égale au produit du cMéBC par la circonférence décrite par le centre de gravité I de ce
CiMé :
S = 2irlFxBC;
par conséquent
car l'aire du triangle ABC est la moitié du produit de la base hC par la hauteur AK, abaissée du point A, perpendiculairenuMil sur liC.
'J08. Volume du tronc de cône. — Le tronc de cône peut Ctre considère comme engendré par la révolution entière au-
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loar du cAté AB d'un trapèze ADCD, dont deux angles A et B sont droits. Soil G le centre de gravilèdu trapèze. Le volume V du Ironc de cdne sera Égal au produit , , ^
ï=SrfLxsurr. ADCD.
Soient BC^R, AD^r, les rayons Mes bases du tronc de cane, et
. AB = H sa hauteur. . . ^
L La distance x^LG du centre de vi%.m.
uravilé du trapèze s'obtiendra en prenant par rapport à AB les nBoincnts desdeux lnanglesA6D,DBC,ccqui donne l'équation
I lui-l. ABD X b( + surt. DDC x ffT = surf. ACCO x x.
en appelant (/ el g' 1^ centres de gravité des deux triangles •itués sur les médianes BI, DK.
wri. ADCD = î (R + r]
Pour obtenir 3'/', observons que lu diagonale BD du trapèze ['4ÎTÎSC cette droite en deux segments, dont l'un, /'m, est le tiers V de AD, tandis que l'autre est égal aiu deux tiers de BK, ou au * Uers de BC ; donc
BC
ff-Z'-ilAD
tons donc eo résumé îrHxîr + ^BHx^lR
la formule
ilume T, égal à 2nx x surf. ABCD, est donc donné par
)x|(R + rlH = ÎHx«(R'+r*+Rr).
formule des éléments de géométrie.
3S2 THËOnËMB
209. Le volume d'un iorcy engendré par la révolution do cercle 0 autour d'une droite AB Iracée dans son plan en d^ hors du cercle , est le produit de Taire du cercle 0 par la circonférence dont le rayon est égal à la distance OH ; c'est
le produit
wR* X inH, ou 2a«R«H,
R étant le rayon du cercle 0, et H la distance OH.
La surface engendrée par la circon- ,| férence a pour mesure
Fig. i«9. ÎtR X îaH = 4it«RII
On trouverait de même le volume engendré par une ellipse tournant autour d'une droite tracée dans son plan.
APPLICATIOII DU THÉORÈME DE OCLDIN Â UL RECHERCHE DES CESIIES DE GRAVITA DES AIRES ET DES UGKES PIJllfES.
210. Soit proposé de chercher le centre de gravité d'un arc de cercle homogène AB.
I/arc AB est symétrique par rapport à la droite OC menée du rentre 0 au milieu de l'arc. Le centre de gravité G est
situé sur cette droite, à une certaine distant X du point 0.
Par le centre 0 menons une droite OP, perpendiculaire à OC; puis faisons tourner la *' ' ~ * iT* « f ij^'ure autour de OP ; l'arc AB engendrera dans
ce mouvement une zone sphôrique dont h
^1 " > hauteur PQ est égale à la corde AB de Parc
1 donné. Cette zone a pour mesure le produil
do sa hauteur, ou de la corde AB, par larirconféronce d'un grand cercle de la sphère, cest-à-dire par "It.xOC. Le théorème de Guldin nous montre d'un autre côté que la surface engendrée par une révolution entière de l'arc AB est égale au produit de la longueur de Parc par la
circon rérence décrite par son centre de gravité, ou a arcABxSsJ;. On a Honc
corde AB X SitOC =
formule identique à celle que nous avons trouvée (g 1 83) en appliquant d'autres mélhodes.
i;\TBN*SION DU TnÉOnÈHE DE CULDIN.
211. Supposons qu'on trace un contour F dans un plan P. (|ui roule sans glisser sur une surface développable, et qui tourne successivement d'un angle infinimcnl petit autour des aréles reclilignes AB, A'B', A"B", ..., de celte surface.
Dans ce mouvement, la figure F engendrera un volume, et le pèrimùtre de celte figure engendrera une surface.
Cela posé, le volume enfjetidré par la surface F entre deux pogilions quelconques du j>latt mobile est égal au produit de faire F par le chemin décrit par son centre de gravité G ;
La surface engendrée par le périmètre de la surface F a pour mesure le produit du périmètre L par le chemin décrit par sou centre de yravité G' .
Pour démontrer ces tliéorèmes, il suffit d'observer que pendant un temps infiniment court le plan P tourne autour d'un axe fixe AB, et que
la figure F engendre un i
ment de solide de révolution.
Le théorème de Guldin peut
s'appliquer h ce temps très
court; il ne resie plus qu'à
fair« la somme de lous les
éléments décrits, ce qui don- "*' '""■
nera l'aire F, ou le périmètre L, multiplié par le chemin total
4ècril par le cenlre de gravité de l'aire ou par celui du përî-
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j 212. L'axe de rotation, dans tout ce qui précède, est supposé extérieur à la Ggure mobile. Le théorème de Guldin s'appliqae encore au cas où Taxe traverse la figure mèridiemne, saii^ à prendre positivement les volumes et les superficies engendrées ^par les parties situées d'un c6té de Taxe, et négativement les volumes et les superficies engendrées par les parties situées du côté opposé.
Si l'on adopte cette convention, on pourra dire que le volume engendré par une aire fermée^ tournant autour dune droite tracée dans son plan et passant par son centre de gravité, est égal à zéro. Car le chemin décrit par le centre de gravité est nul. Il ne faut pas oublier que dans cet énoncé on prend avec des signes contraires les volumes élémentaires engendrés par les deux parties de la figure séparées par l'axe de n^ tatiou.
TRÀHSFORMATiœV d'uKE 8CRFACB HÉMCOÎDALE BU SURFACB
DE RÉVOLUTION
21 3. Lemme.— Soit AB((ig. 192) un élément mobile infiniment petit dont tous les points dccrivent à chaque instant des trajectoires normales à la direction correspondante de Télément.
L'aire engendrée par l'élément entre deux positions quelconques AB, A'B' sera égale au produit de AB par le chemin I V décrit par le centre de gravité, I, de Télément, et comme les longueurs AA', 66', ce, diffèrent de quantités infiniment petites, on ^»A/ / pourra exprimer cette aire AA'B'B par le produit
^Y-7^i ABxAA'.
Fig. lui. En effet, considérons les positions successives AB, AjBj, A,B„... de Télément mobile, et évaluons Taire AAj6iB comprise entre deux positions consécutives.
Par AB (fig. 195), faisons passer un plan P, normal à la trajectoire du point 1; par A^B^, faisons passer un planPi»
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, normal h la m(*nie trajecloirc au poinl I,. Ces deux plans se coupcronl suivant la droite LL', axe de courbure de la courbe II,. rroloMgcons AB dans le plan 1', jusqu'à la rencontre de LL' cnC; puis imprimons au plan P, autour de LL', un mouvement de rolalion infiniment petit, qui amène le point 1 au point I,. et l'ëk^mcnl AB dans la position a^. l);ïns ce mouvement, Télément AB engendre une portion inrinim(<nl petite de surface conique dont le sommet est au point C, et celle portion a pour mesure le produit Afixlli- Pour amener ensuite l'élément mobile dans sa position A,Bj, il n'y a plus qu'à fiiire tourner dans le plan P, l'élément a} d'un angle inûniment petit autour de son milieu I,. On déforme ainsi Télé* ment de cAne Aa^B, qui devient un
clément de surface gauche, AA,B,B. "''
Dans Celle dèformalion, cliaque élément de la surface conique reçoit un déplacement normal intiniment pelit.
A chaque élément de la surface gauche correspond donc sur le cône un élément superficiel qui en est la projection orthogonale, et comme l'angle de ces deux éléments est inlinimenl petit, il y a égalité entre les deux éléments, et par suite entre les deux surlaces (I, §62), La déformation n'cntrainc ainsi ni altération des aires, ni altération des éléments de longueur, et l'on a
surf. AA,B,B = ABxlI,,
comme si le déplacement de l'élément générateur avait consisté dans une simple rotation autour de LL'.
U en est de même de chaque élément, et par suite aussi de leur somme, ce qui donne pour résultat définitif AB x 11', ou ABx AA', en remplaçant 1 1' par la longueur AA', qui en diffère infiniment peu (fig. 192).
2t4. Ce lemme trouve son application dans la théorie de surfaces hélicoïdales.
THÉORÈME
Soit 00' Taxe d'une surrace engendrée par le mouTement hélicoïdal imprimé à une figure quelconque. Le point A parcourt dans ce mouvement une hélice AA', le
point B une hélice BB' ; toutes ces hélices ont môme pas AA'=BB' = ft; elles diffèrent par les rayons Aa, Bi des cylindres droits sur lesquels elles sont tracées.
Pour définir la figure génératrice^ menons sur la surface une ligne PP, qui coupe à angle droit toutes les hélices AA\ BBS CC%... Sur cette ligne prenons une origine arbitraire P, et comptons les arcs è partir de ce point, dans le sens PP. Un point A de la ligne sera donné par l'arc PA = « qui loi correspond ; ce point appartient d'ailleurs à un cylindre droit de rayon Aa = R, et, par suite, la forme de la surface hélicoïdale établit entre les deux quantités « et R une relation
• = Fih),
qu'on peut supposer connue.
Évaluons la surface de la bande hélicoïdale engendrée par l'élément AB = ds, et comprise enlre deux positions AB et A'B' éloignées d*une spire. Chacun des points de cet élément décrivant des lignes normales à sa direction, on peut appliquer le lemm j précédent, ce qui donne pour aire de la bande le produit
AB X longueur (Antm'X'),
OU bien
Nous allons chercher (fig. 195) à quelle distance y = aaj de Taxe wo)' il faut placer un arc a3 = (/5=AB, pour qu'une révolution entière de o^ autour de (imi>' engendre une surface égale à cette bande hélicoïdale.
DE GULUn. Sil
I.airc engendrfc élanl égale â
ou a
la condition d'équivalence des deux bandes est
Un = )Jiri'U' + A",
ou bien
>/' = it' + ^,-
Imaginons que celle rclalion soit satisraîle en tous les points de ta courbe a^,.. Il y aura équivalence entre les ai tes de la surface de révolution et les aires correspondantes de la surface liélicoidule: celte équivalence aura lieu non-seulement de bamle à bande , mais encore d'élément à élément, en prenant pour iM.:mpntscoiTcspondanfsunemémepnrlio alii]uole de deux bandes correspondan- Ics. On partage ainsi les deux bandes en éléments rectangulaires qui se coi respondent.etquiont à la fois mCme surface et môme dimension a^=AB=iN.
Leurs secondes dimensions sont donc aussi égales, et, par suite, il y a non-seulement équivalence des aires, il y a encore égalité entre les éléments de longueur CMTesponilants, tracés sur les deux surfaces, et égalité des acgies que ces éléments font entre eux. Donc enlin la mrface kéUcoidaU est applicable itir ta surface de révolulio».
L'équation de la méridienne 0&7... s'obtiendra en remplaçml R par sa valeur
Rg. m.
dus l'équation s
= F(R), et l'on aura
B restera h intégrer cette équation, pour la ramener b. ne con- • Icnir que les variables x et y.
L1)ME
Prenons pour exemple Thélicoîde à plan directeur. La ligne PF, trajectoire orthogonale des hélices est alors la gënèntrice recliligne de la surface, et réqualion « =F (R) prend h forme simple « =: R, en comptant les arcs i partir de Taxe Otf .
L'équation de la méridienne correspondante sera
Nous verrons plus loin que celte équation appartient à one chaînette qui aurait pour axe horizontal la droite wa\ et pour
ordonnée au point le plus \oisin de Taxe la quantité ^. Li
surface engendrée par la révolution de la chaînette autour de son axe horizontal a reçu d'Edmond Bour le nom d'alytêSie. CVst au même géomètre qu^on doit le théorème général, que toute surface hélicoïdale est applicable sur une surface de révolution. La proposition particulière relative à l'béliccdde à plan directeur avait été démontrée précédemment.
VOLUME Da CTLIKOnE TII0?(QUÊ,
215. Si Ion projette orthogonalemeiU une figure planeVstff un plan fixe P, le centre de gravité de la projection F' est la projection orthogonale du centre de gravité de la figure.
Cette proposition peut être considérée comme un cas particulier de la remarque II du g 168. On pourrait d'ailleurs rétablir directement.
La même proposition subsiste pour les projections obliques, faites par des droites parallèles. 11 suflit, pour Pétablir, de couper les droites projelantes par un plan perpendiculaire à leur direction commune, et d'appliquer le théorème aux trois sections ainsi obtenues.
216. Soit MN (fig. 196) une surface cylindrique ou prismatique, coupée par un plan ABCD. Soit G le centre de gravilé de cette section. Par ce point, menons une droite AB dans le plan
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section, el conduisons par celte droite un second plan fcEBF, faisant un angle inrmimenl petit avec le premier. De celle manii^rc, nou^ ajoulons d'un cAlé au volume du prisme ou du cylindre un onglet infiniment petit AFDB, cl Imus retranchons de l'autre l'onglet inriniment pelitACEG. Faisons tourner la lî;;nre ArLU autour dt> AB pour l'am';- ■er dans le plan AEBt'. Dans ce mouvement elle engcnirera deus onglets de révolution opposés par le sommet, qui liflii^reronl des onglets cylindriques AFDB cl kCEB, d'infiniment petits du second ordre; ces deux onglets de révolution sont égaux Terlu du théorème de Giildin ; car l'un bant pris positivement, l'autre négativement, leur somme algébrique est nulle (g 215). H en est donc de même des onglets cylindridues, et par suite le volume du cvlindre ou 1 ■ -, ;■ 1 Fis- im-
du prisme, compris entre une section quelconque MN et la section ACDD, n'est p:is altéré par la suhstitulion au plan ACDD, dun plan inriniment voisin AEBF, pourvu que le second plan passe par le centre de gravité G de la section détci minée par le premier.
Le centre de gravité de la nouvelle section coïncide avec le centre de gravité G de l'ancienne, car la seconde section csl la projeclion delà première, parallèlcmcnl aux arêles du cylindre (g âfC). On n'altère donc pas le volume du cjlîn- (Irc en faisant encore tourner le plan de ta section EF d'un angle infiniment petit autour d'une droite passant par le point G. En définitive, qu'on modilic comme on \oudra l'orientalion du plan de la section ACBD, pourvu que ce plan passe toujours par le centre de gravité G de la section, le volume da cylindre n'en est pas changé.
217, Cette remarque conduit à la mesure du volume du cylindre ou du prisme tronqué. Soit P un cylindre coupé par deux plans A, B, menés d'une manière quelconque. Prenons le contre de gravité G de la section A : la section B est la projection de la section A sur le plan B, Taile paial-
Z» TBÈOnÈUS
kikiDfnt an râiêratrices du alindre; donc le centre d iiir, G « de Celle siclioa, est situé sur une parallèle aux ntrices, fcent^ par le centre de graTÎté de Tautre sect Far k5 f<*in:5 G et G\ menons deux plans, a, fr, normal r^i>êntrîoes. La substitution de ces sections aux seclioi IL !iies n'al:êne> pas le volume du cylindre (§ 216), di que le ii^lume compris entre les sections normales a c tnl au ic:ume donne; mais le cylindre ab est un cy cr::t,dor.t le volume s'obtient en multipliant la base, Si liir h hii:teur. GG' ; le produit Surf, a x GG' est donca n'.t^vsre cm «o!ume A6, et Ton obtient ce théorème:
Li ri Ik ^.f â'k»! <y!indrf ou rf'iin prisme tronqué est lep ce rz re cf i^a f>^cù4m droite par la distance des centres i r.«v ie se* cexj ^c^.-ic
Tv^siscs anras s» les ce5tges de gratité.
i I > . Lc-rf^e d^ f crées se font équilibre autour (fim i t . :*.: O. ce j^tnî est le centre de gravité d'un système ief
é'ialemeiit pesants places aux extré\ ' des droites représentatives de ces /«
'f Soient
3Lïi Y», Za.
K^ vi'nîjOSxiiites suivant les trois axes rectangulaires 01, 0/ iîe< ?j forces qui sollicitent le point 0. L'équilibre a lieu, oiuiura
Vn point matériel de poids p, placé à Texlrémité M d
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P*iî)f OM qiiireprésenle la première force, a pour coordonnées 1 lï=\,. PN— Y,, NM=:Zj. Les composantes des Ibrces don- I ÉB ri'prL-sctilent ainsi les coordonnées des points mati;- I liristiirrespondanls. Le cenlre de gravité de ces points, supa lotis égaleiuenl pt^sanls, a pour iroordonn6cs
Sp 1,, •
is sommes £X,l¥, IZ, étant nulles, il en est de même I bcoonionnées Ç, ij et Ç. le centre de gravité est donc à l'o-
Ua pourrait aussi pbccr tous les points matériels M a une k\tBce constante de lorigine, sauf à leur donner à clia- 1 poids proportionnel à la force correspondante OM
Us. Lorxque différentes forces sont appliquées & un même î, la résultante de ces forces fiasse jiar le cenlre de gra- ■^un système de points également pesants placés aux I des droites représentatives de ces foreesy el elle est ■ produit de lu distance MG par le notrd>re des forces
Soient MF, MF', MF", .... les n forces données; elles sont tao» en équilibre par une force MR, égale et conlmire à ^ résultante. Plaçons des poids égaux p aux points ^J'-f, ... el au point îl ; le centre de gravité de ces points «nie point M. Soit G le centre Apivilé des poids placés en ^f1F', .... On obtiendra le CHitre de gravité M du sjs- •^e total en composant le ^'ï- '*■
p™s np appliqué en G avec le poids p appliqué en lî. Donc loirtHs points R, M, G sont en ligne droite, et MR est égal à "hisHG.
Fig. 199.
Le théorème du g 167 est un simple corollaire de
cette proposition.
Soit M un point matériel qui attire chaque molécule d'un
système S proportionnellement à la quantité de matière qa'die
renferme et à sa distance à ce point.
Partageons le système S en n parties infiniment petite^
ayant chacune un même poids p. Les forces qui reprëso-
tent les attractions de ces diverses parties A, k\ A''... sur le
point H sont représentées ei grandeur et en direction parla droites MA, 1IA\ filA',... les résultante, qui représente l'ittraction totale de M sur S, ou de S sur M, passe au centre à gravité G des n poids p places en A, A', A",... c'est-à-dire a centre de gravité du système S, d
elle est représentée en grandeur par le produit MGxa;
elle est donc la même que si les n poids p étaient réunis a
point G.
Lorsque Fattraction par unité de poids est proportimwBi
à la distance, un point matériel attire un système comme à
toute la matière de ce système était réunie en son centre ii
gravité, et par suite deux systèmes matériels s^attirent foiww
si la matière de chacun d'eux était concentrée en son centre k
gravité.
'221. Soient A, B, C,...D, n points matériels donnés de posi-
liondans respace; soient ;\,;),,p„.««P»j leurs poids respectifs.
Dùtcnninons le centre de gravite G du système formé par ces
n points. Soit enfin M un point quelconque pris dans l'espace.
Le thëorùme que nous allons démontrer consiste dans renoncé
suivant :
La somme
des carrés des distances du point M aux n points donnés^ mulli-
MG*x(pi
Jh^ODS l'origine des coordonnées au centre de gravite G.
H» Vf *
^9 ysi ^f
iMdonnèes rectangulaires des points A, B,...D, et
IfiMrdonnëes du point M.
k|)remier terme de Téquation peut se représenter en
Kvdoppant les carrés, et faisant sortir les facteurs comdes signes S, il Tient
la tommes
X/ijjr^, Ip^i^, r/>jS^,
nulles, puisque le centre de gravité est à Torigine. w somme se réduit donc aux deux termes
l^ + îf* + »•) ^Pk + ^Pk {'»* + y*' + V),
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iGhi lorsqae MG::=0, c'est-à-dire lorsque le point M coïnodc avic le centre de gravité des k points donnés.
ii'i. On peut ratlaclier ces d(.>riiiêres propositions au ttiûor^e^'^IO, en s'appuyantsur la inclhodE! exposée g 11!) pour unenles normales aux siirraces.
i, B,...0 étant des points lixcs, soient
laitances variables d'un point mobile M, assujetti à véri- I toutes SCS positions l'équation
/'.' i' -•- ;Vi* + ■■• +p»rH* = conslanle.
siions la normale à la surface représentée par celle
vcela, formons les dérivées partielles du premier mem- Vbtpar rapport aux variables r„ i'„>..r., ce qui donnera
■Vius devrons porter, à partir du point M, sur les rayons "" .1IB..-.MD, des longueurs respectivement proportion- Mi ces dérivées, ou proportionnelles aux produits |<,r,, ffjr, . puis composer ces longueurs à la maniiTe des L La résultante aura la direction de la normale cher-
nril résulte du théorème du g '210 que la résultante passe kcenlre de gravité G des poids /)„p„...p,, placés rcspecdaux points A, It,...D.
maie passe donc par un point fixe, et par suite la
e cherchée est une sphère qui a ce point pour cenlic.
\ Ib vérité, le théorème du g 219 est établi pour des points
(fitement pesants, et pour des forces représenfùes par les
AMuices r,, r,,...r,. Mais la proposition s'étend â des points
I **tl"spoidsp,,p,,,..p, soient inégaux, pourvu que les forces
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soient représentées par les produits p^r^ p/;,.-p.r,. Admettons en effet que les poids p^, Piv—py aient une commune
mesure, p, de sorte que les rapports " , « ,... &, soienttoos
exprimables par des nombres entiers. On pourra regarder le
point A comme renrermant (^jpoinls matériels, le point B
[^ j points,... le point D r^j points, tous ces points ayant
le même poids p. Le système des n points donnés sera nmené ainsi à un système de
Pi + ft + « * * + pa P
points également pesants, auxquels on peut appliquer i b lettre le théorème du §219; ce qui revient en définiliiei attribuer aux points donnes leurs poids efTectifSs, et à représenter les forces par les produits
MAX Pi. VBXp^, ... ïïbXpm,
ainsi que nous l'avons fait. La démonstration s'étendrait aisément aux cas où les poids p^Py n'auraient pas de commune mesure.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
22 i. Soient ARC un triangle, 0 le centre du cercle circonscrit, et G le centre du cercle inscrit. On demande de déterminera distance OG de ces deux points.
Le point 0 est à des distances égales, OA = OB = 0C=:It, des sommets du triangle.
Le point G est à des distances égales, Gfl = C6=Gf=''> des eûtes du môme triangle.
Plaçons en A, en II et en C des poids tels, que le centn'A' gravité de ces trois poinis soit au point G. Appelons p,/»/'
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)m poids plaa-s en A, en It et en C, et prenons les momenls successivement par rapport aux câl6s du triangle. Nous aurons, et jppelanl h, h', h', les hauteurs Aa, B?, Cy, les trois équatidos :
pxA=(/i + p' + p')xGa = (p + p' + ii")r, p'Xh' = ip + p' + p"]r.
jrxh"^lp + p' + P")r.
Donc
;lA := p'k' = p"h".
dparsuîle, on peut faire />^fl, p'^ 1. b, t, les trois cAtés du trianîle: caries produits aA, bh', f/i", tllc produit (aH-fr + c) r sont tou les quatre égaux au double delaire du triangle.
On sttisl'ail à la condition demandée en plaçant au point A un pfiids a proportionnel au e61è BC ; en B, un poids b, proporiîoiinel à AC ; en C, un poids ', proportionnel à AB.
Appliquons le théorème du iîîl au point 0 et au système ainsi formé. Nous aurons Tiquation
iJrxii + o5'xt + ûï:'xc = cÂ*>;« + GB'x4 + iïc'x«
+ ()(i'x{a + fc + «),
tu bien
B»X[« + » + c) = CÏ*xa + Ûïi*X6 + ci?xo + ÔG' X (a + 6 + cl-
BjsolTanl par rapport à l'inconnue OG', il vient
U dernier terme du second membre peut être simplifié-
S58 DISTANCE DES CEUTRES DES CEBCLES
Dans les triangles rectangles GAb* GCa, 6Bc, les hypotënu GA, GB, GC, sont exprimables au moyen des côlés Ga, Gi, < qui sont tous égaux à r, et des sinus des angles opposés, r
pectivement égaux à 31 ^, ^. On a
GC
tiii|>
Substituons ces valeurs ; il vient
Faisons on sait que
=»*-'*xL — 7+T+-C — i
. , A _ [p^b){p^c) ^*" 2 - bi '
sin' - = ii ^ '•
1 ab
2 ab
Donc
sin ,, .... ,, .... ^,
I * \_ abcxp
{p — a)[p^b)) (p - a) (p -6) (p-«r et enfin
INSCIIIT ET CIIlCO^SCRIT A US TRIANGLE.
îbîl S la surrace du Irianglc ABC. On aura à la fois
s = \/inr-'>)[i'-i>][ii-ci.
Remplaçons dans le numérateur 6c par -.— y, et pr pnr S ; et dans le dénominateur, p {p — a) (p — t) {p — c) par S':
Prolongeons la droite AG jusqu'à la renconire 1 avec le cercle circoRscril, Le point I sera le milieu de l'arc BC, et la droite 01 coupera la droite BC au point K à angle droit et en deux parlies égales. L'angle au centre BOI est égal à l'angle SAC, inscrit dans le cercle et sous-tendant sur la cîrconrérence un arc double de DI. Donc
Ôi? = R«— îllr.
La distance OG est en définitive une fonction des deus quantités B et r. Donner en grandeur le cercle inscrit et te cercle circonscrit, c'est donner en même temps la dislance de leurs cenires. Il en résulte qu'étant donnés deux cercles dans un plan, il n'est pas toujours possible de construire un triangle qui soit inscrit dans l'un et circonscrit à l'autre ; et que s'il est possible d'en construire un, on peut en construire i une infinité d'autres. Plus généralement, étant données deux courbes du second ordre dans un plan, il n'est pas toujours
5i0 APPLICATIONS
possible d'inscrire dans Tune un polygone fermé d'un nombi*e déterminé de cAlés qui soit circonscrit à Tautre, et s*il ; en a un, il y en a une infinité '.
225. Étant donnés un cercle 0 et un point A dam le plan de ce cercle j on mine par ce point deux droites rectangulaires AC, AC, qui rencontrent la circonférence enB etC. On joint BC, et du point A oit abaisse sur BC la perpendiculaire AP. On demande le lieu du point P, pied de utk perpendiculaire.
Soit R le rayon du cercle; faisou AB=x, AC = y. Le point F divise Thypoténuse, BC, du triangle rectangle ABC en segments proporlionneb aux carrés des côtés de Tangle droîL Donc le point F est le centre de gravité du système formé par un poids égal à y* placé en B, et par un poids égal à x* placé en C. Cette remarque nous donne immédiatement la dktance OF; en effet, appliquons le théorème du § 221* nous aurons
Fig. »l.
Or
OB = oc = R, CP = _KL^.
L'équation devient donc
îtVy-hx«) = (x«4-y«)ÔP +
ou, en supprimant le facteur x* + y*,
I Ce théorème, démontré pour la première fois par Poncelct dans son îf^i^ d€$ propriétés projectivei des figures (section IV, cbap. ni), a été rattaché d'uiK manière très ingénieuse par Jacobi à Lu théorie des fonctions elliptitiues.
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Maïs APxBC, double de la surlace du triangle ABC, esl égal à AB X AC ou à xy. Donc
Prenons le milieu 1 de AO; nous supposerons deux poids ^gaux placés en A et en 0, qui auront leur centre de gravité en I, et nous appliquerons encore le Ihéoréme- Il viendra
OP*+A
et par suite
Donc PI est constant, et le lieu du point P est une circonrércnce décrite du point I comme centre avec un rayon
. /it^
226. ttnnt donnés {fig. 202) n points malërieh A, B, C, ... D, dont Ux poids respectifs sont p,, p,,... p., et une droite LL', on abaisse de tous ces points sur la droite des perpendiculaires, Aa, fifr,... bd, et on forme la somme
xp,4--..+M'xp,
du carré de la distance de chaque point à la droite, multiplié par le poids de ce point.
Par le centre de gravité. G, du système des n points, on mène vue parallèle Xk' à la droite LL', et sur cette parallèle on abaisse <tet points donnés des perpendicitlaires As, B^, C-^t -••. DS. On forme la somme l„
io = Â^x;ii + iJ?x/i, + ... + îJ?xp..
Cela posé, la tomme I est égale à la somme I^, augmentée du pro-
ut THËOHËXES
du carré de la dislance des d(Ut droite» LL', XX', multiplié par le poids total du système.
Menons un plan Pf perpendiculaire aux parallèles 11', X>.', puis projetons orthogonalement sur ce plan tous les points donnés, A, B, ... D; nous oblenons ainsi les points A', B',..., I/, auxquels nous pouvons attribuer '"T les poidsp,, p„ . .. , p,. Le centre de p I gravité du système projeté sera la — f-y projection du centre de gravité G y dusystèmedonnè(gl68,Rem.II);
/ ^yÇ' soit X ce point, et soit L le pied de
^•s-ioi- la droite II'.
Nous pouvons appliquer le théorème précédent (g 221) au système projeté ; il viendra :
(Â^*xpi + M?xpt+... +irPxp.)
= (v;*Xj', + B?Xp,+ ... + D^Xpm)+L?XlPi+p,+ ...+f.l-
Or, les dislances Aa, Bb, ... Dd, des points donnes à la droite LL', se projettent en vraie grandeur sur le plan PI", et ont pour projections les dislances des points A', B', ....D', au point L. On a donc : A'L==Aa, B'L = B6, ..., D'L = Dd. De même, A'X = Aa, ...,D'X = Dî; et par suite, l'équalion précédente peut s'écrire :
Â? X Pi + Bt' X p, + . . . + lld' X r« = ÂS'xPi4-B?Xp,+ ... +D?Xpj. + L?X(Pi + ..
c'est l'ciprcssion algébrique du théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Corollaires. — 1* La somme des produits du poids de chaque point par le carré de sa distance à une droite LL' est la môme pour toutes les positions de cette droite sur la surface d'un cylindre droit à base circulaire, décrit autour de la droite XX' comme axe.
2° Elle est minimum pour l'axe XX' lui-même.
11 serait très facile d'établir directement ces diverses pro-
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positions, que nous retrouverons dans la dyiicunique lorsque nous exposerons la théorie des moments d'inei-lie.
CENTRE DE CIIAVITË DE LA COL'UBUilE.
227. On appelle ainsi le centre de gravité d'un arc do courhe ftane, dont chaque élément infiniment petit t!s reçoit un
iàs spécifique proportionnel à la coai-bure de cet élément,
1 invtTSt'mcnl proportionnel à son rajon de courbure, p.
Lp-s coordonnées x, et y, du centre de gravité de la court<fre (l'une portion définie d'une courbe donnée s'obtiendront donc au moyen des équations
sr II
teiint^ralcs étant prises entre les limites correspondantes Mil nlrémités de la portion de courbe que l'on considère.
On remariiuera que — est Vangle de cont'mijence du de l'élé- P iwil de courbe ; de sorte qu'on peut poser
SiljDt la somme des angles de contingence, somme qui me- Mrt l'sngle formé par les tangentes aux extrémités de l'arc
SoilO le centre de gravité de la courbure d'une courbe frise entre deux points donnés. On pourra appliquera ce point 'b propriétés générales du centre de gravité d'un sîslèine pMiit.
CliCTchons, par exemple, le lieu géométrique des points 0'
Mplanpour lesquels la somme des produits du poids, — ou
i". de chaque élément successif m, par le c
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distance à ce point (V, ait une valeur constante. Nous trouverons pour ce lieu une circonférence décrite du point 0 comme
centre ; et la somme JO'm x du) sera minimum quand le point 0' coïncidera avec le point 0. On peut donc définir le centre de gravité de la courbure, le point du plan tel que l'intégrale /r'do), des produits de Fangle de contingence de chaque arc par le carré de sa distance au point, soit la moindre possible.
Un théorème de Steiner montre l'utilité de ces définitions.
Soit AB une courbe fermée qui roule sans glisser sur une droite fixe AÂ'. Dans ce mouvement, le point M, appartenant au plan de la courbe mobile, décrit une roulette fiiNM' : nous dirons que la roulette est cor.plète quand le point A de la
courbe mobile est revenu pour la première fois au contact de la droite directrice, en A'; alors le point H se trouve en M', et la roulette se prolongerait au delà par une nouvelle branche de courbe, qui serait la reproduction de la courbe MNM' déjà décrite. Évaluons l'aire comprise entre cette courbe, et les trois droites MA, AA', AU'.
Pour cela, considérons la courbe mobile dans une position B" quelconque. Soit N la position correspondante du point M, et C le point de contact de la courbe roulante. La droite CN sera normale à la roulette au point N. Concevons qu*on imprime à la courbe roulante un déplacement infiniment petit, qui amène le point N en N^ et qui fasse passer le contact du point C aux points C et C* confondus en un seul. La surface comprise entre les deux droites CN, CN', toutes deux normales à la roulette, est un élément de Faire cherchée. Menons
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la diagfinalc CN'. L'élément considéré est la somme des deux Irîanjîles NCN' et CN'C, ou liieii, en observant que les points C, C sont à une distance infiniment petite du second ordre, ce qui rond négligeable la siiH'ace du petit triangle CC'C, la somme des deux triangles NCN' + CN'C".
Le premier NCN' est le secteur décrit par le rayon CN quand la courbe loulantc tourne, autour du centre instantané C, d'un angle NCN' égal à l'angle de contingence de l'arc CC", ou égal fa du -, appelant donc r le rayon CN, le premier triangle aura pour mesure \ r'ilu.
Li; second triangle, ŒC°, est, à des infiniment pctilsd'ordre supérieur prés, égal au triangle CNC, qui a pour mesure ir'dfi, en représentant par rfe l'angle C'NC que fait, dans la courbe roulante supposée lixe, le rajon NC ^y+dr avec le rayon NC^ r.
La surface de la roulette complète a donc pour mesure la somme des intégrales
S=\J\'du-t\fr*Ji,
les quadratures étant prises tout le long de la courbe, en partant du point A, et en revenant à ce point après avoir fait le tour de la courbe.
Dans cette opération, le second terme \ fi^dl donne la Bnrfacc A de la courbe roulanti' Alt, quantité conslanle quelle que soit la position du point M. Le premier terme, moitié du produit de la courbure de chaque élément par le carré de sa distance au point M, reste le même quand on fait varier la position du point M sur une circonférenre qui aurait pour centre le point 0, centre de gravité de la courbure de la courbe AB.
Donc:
i* La aires de» roulettes eiujendrées par divers points M, pris daai le plan de la courbe AG, sont équivalentes, si les dislances de tes points au point 0 sont éijates;
2" La roulette d'aire minimam est celle qui est engendrée par U point 0 tui-même.
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Steiner a aussi comparé Taire de la roulette complète engendrée par le point M avec Taire de la podaire de la courb^' AB, supposée fixe, par rapporlà ce même point M. La podaire d'une courbe est le lieu des pieds P des perpendiculaire '« ab:iissces du point H sur les tangentes CP à la courbe.
L'aire élémentaire de la podaire PP' du point M par rapport à la courbe AB peut être regardée comme égale à la somme
du triangle MCC et du triangle IPP'. La pre-
miére partie a pour mesure ^ r'c/O, en ap-
^ / pelant r le rayon MC, et dO Tanglc CMC. ^x - — -jj^^ J _^
/ ^;/>i La seconde a pour expression ^ IP* x A»,
V dtù étant Tangle de contingence de h
courbe AB. Faisons MP = i>, distance do
"" point H à la tangente à la courbe ; IP est,
à un infiniment petit prés, égal à CP, ou à \'r^ — p*; de sorte
que Taire S' de la podaire est égale à la somme
\fr*d9 -h 1 J^lf* ->«)</«= S'.
Or Taire élémentaire de S' est aussi égale à Taire du trian-
^'lo MPP\ qui a pour mesure ^ pVw. On a donc
les intégrales étant prises tout le long du périmèlre de la courlH\ en revenant au point de départ. Ajoutant, il vient
ol comparant à Taire de la roulette décrite par le point M, on en déduit
L'aire de la roulette est double de celle de la podaire. ht
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tuite, b podaire dont l'aire est la moindre possible coircsfnml 90 ca^ nù le point M, que l'on projcilc sur les tangentes, coïncide avec le centre de gravité de la courbure; et à ditté- RDts{ioînts M égnlemenl éloignés de ce centre, correspondant des podaires de uièmc surface.
Remarquons encore avec Sleiner que l'arc PP' de la podaire H^gal à l'arc MM' qui lui correspond sur la roulette décrile pt le point M, quand on fait rouler la flurbe Al", sur une tangente CP, supposée ht (^.205).
L'arc MM' est en effet égal it i(/w. Les mgles MPI. MP"! étant droits, les quatre frais M, P, V, I sont sur la cii confonn' e léoitesur Ml comme diamètre. L'arc PP' k\i podaire se confond avec l'arc de / «Uï circonférence, lequel correspond à *'' ™^
ta ïnglc inscrit PIP' = (iw; il est égal au double du produit
fc^par le rayon du cercle, ou bien pur g MI, ou enfm par
ïSC= -r; car le point I est infiniment voisin du point C.
ItHicenfin Pl" = rrfo»^MM' : les airs correspondants sur la piairt ft sur la roulette, décrits au mojjen d'un même point M,
ml tgaiix fjitre eux.
I JBUCITION DE LA TnËOItlB DE Ll PESANTEUR A LA nËSOLUTION DES ÉQl'ATIOKS. — HàCIKEB IIËELLES.
"wtqaation numérique dont les coellicienls tr^, o,, (7,,... ^tiuiitdcs nombres réels, positifs ou négatifs; attribuons ' l'inconime x une valeur réelle a, positive ou négative ; pus sur une droite indéfinie OX portons , à partir de lori-
r<M APPUCATIOK DE U STATIQUE
gine 0, en tenant compte des signes, les longueurs sumntes
oc = ««
Aux points ainsi déterminés appliquons des points matériels dont les poids soient respectivement égaïux aux coelScients de Téqualion : au point A un point matériel pesant a., au points un point malériel pesant n..^, .,., au pointPoo
, ^ - , , point matériel pesant
^ ^ • * ' a^. I-a pesanteur sm
^^^' **• censée agir dans in
sens sur ceux de ces points qui correspondent à des coefficients positifs, et en sens contraire sur ceux qui correspondeat à des coeificients natifs.
Cela posé, on composera ensemble toutes ces forces, et on trouvera généralement une résultante unique appliquée en im point de la droite OX. Pour que a soit racine de l'équalioo prop.)sée, il faut et il suflit que le point d'application de b résuîlanle soit l'origine.
Kn etïot , lo moment de la résultante est égal à la somme algébriciuo dos momonls des composanles, c'est-à-dire à la Taleor
il cs( donc nul, cl la résullanle passe au point 0, si 2 annule le premier membre de Tcquation. Il y a un cas d'exception à cclltî conclusion : c'est celui où la résultante elle-même serait nulle, ce qui suppose la somme algébrique
rpalo à zéro. Mais on peut exclure ce cas, car il en résulterait que la proposée admettrait pour racine l'unité, ce qu'on peut toujours reconnaître facilement ; il suffirait alors de diviser le polynôme de léqualion par x — i , ou par une puissance de (x — 1), pour obtenir une équation qui n'admetle
A LK hESOLUTtOS DES EQUATIONS. SIS
plus celle rarinc, el qui ne ilunue plus prise à l'objection. A chaque racine réelle de la jirojws^e rorrespoiid donc mir la droiU indéfinie OX une disfribtilion des poidu {positifs on tiéijallt/s| 3„ a,, .... a„, telle, t/ue le centre de gravité de leitrensem- Ue soit l'oriyine. Celle remarque est le principe d'une balance t résoudre les équations numériques, imaginée par Pérard et réalisée par M. LaUnne; nous en donnerons une description dans le chapitre suivant.
229. Les racines imaginaires donnent lieu à un théorème UUlogue; au lieu de dislribuer les poids a^, a^, a„ ... a„ sur le m^me droite, il surUl de les distribuer dans le plan suint une certaine loi.
Supposons que les coefficients o„, a,, ... n„, soient eux- :incs imaginaires, cl posons d'une manière générale «, = r.(co8M.+v'=n»in^,).
Le module, r,, de ce nombre imaginaire est un nombre csiliellement positif. Vargument [).» peut être supposé coiiiiris entre les limites — x et -1- x. Pour rendre o, léel, il sufde faire i<.,= 0 ou 1*» = ::. Dans le premier cas, a^ est un nombre positif, et dans le second un nombre néjjatif. Soit
bne racine de l'équation donnée. Subsliluons celle valeur; l'équation se sépare en deui aulres, en égalant à zéro la partie réelle et le coefficient de ^ — i. On obtient ainsi les deux seU lions
(«9 + ^1 + ,,,"-'«» [(m-ll»+,.J + rtf"-'«is({«-31»+^ + ■■■ + '■«-11= ""(• + ''«-i) + '-*=" ''- = <'■
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d'où Ton déduit Déplus
OB s SOioos AOB = Sfcos».
On a donc OU I ien
et enfin
On en déduit
sin»
nM¥=
et la racine cherchée a pour expression algébrique
Lu marche que nous avons suivie semble difTérente deceUe qui a élô exposée § 229 pour Téquation générale du degré». Cos deux méthodes rentrent cependant Tune dans rautre,en veilu du Ihëorùme du g 218 ; le point 0 est le centre de gravité d'un système de poids égaux respectivement à ç, àpeli l'unifé, appliqués respectivement aux points A', B' et C, ides distances O.V=l, OB'=p, OC=p«.
tOUiUBRB d'un Tétraèdre.
231. On propose de démontrer qu'un tétraèdre est en équilibre quand il est soumis à l'action de quatre forces normales à ses faces, appliquées en leurs centres de gravité, propor-
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lionnelles à leurs aires respeclives, et dirigées toutes vors l'intérieur du corps, ou loules vers l'extérieur.
Soient A„ A„ A„ A, les quatre faces du lélraèdre; les lel- Ires désignent à la fois les faces et les aires de ces faces. Une face quelconque, A„ est égale à la somme iilgébriqiie des ])rojeclions des Irois autres sur son propre plan. On a donc Tèquation
os(OJ.
Les forces P„ P,, P,, P,, respectivement appliquées aux mires de gravité, G„ G„ G,, G,, des quatre faces, sont proortionnelies aux aires de ces faces, et par suite
Or l'angle de la face A, avec la face A. est égal au stipplément de l'angle que fait la normale P, sur la face A, avec la normale P^ sur la face ^^. pourvu qu'on dirige ces deux normales à la fois ■Yors l'intérieur, ou à la fois vers l'extérieur de la pyramide. Il en est de même des angles (A„A,) el (A,,A,), de sorte qu'on peut écrire.
p, + p. Ma (K~K) + P. costpTPi) + P> cos (iS;'?.) =".
ce qui indique que la somme algébrique des projections des IbrcesP,, P,, P,, P, sur un aie normal à la face A, est identiquement nulle. On démontrerait de même que la somme algébrique des projections des quatre forces est nulle sur les axes normaux à deux des trois autres faces, et par suite elle est nulle pour un axe quelconque mené dans l'espace. La résullanle de translation des quatre forces P,, P,, P„ P, est donc nulle, et la première condition de l'équilibre est vérifiée.
Pour achever la démonstration, il suflit de prouver que la aomnie des moments des quatre forces est nulle pur rapport à trois droites au moins, non parallèles à un même pbn.
ÊQUIUBRB
les quatre forces se réduisent à un couple; or ce couple, ne pouvant être à la fois parallèle aux trois droites par rapport auxquelles son moment est nul« est nécessairement nul, et par suite Téquilibre est assuré.
Soil SABC ifig. !209) le tétraèdre donné, dont nous supposerons la base, ABC, placée dans le plan du papier. Les arêtes SA, SB, SC sont supposées projetées sur le plan de h bj^e.
pour avoir les projections des centres de gravité des faces latérales, nous prendrons les milieux a, fr, Cy des côtés de la base, nous les joindrons à la projection du sommet S, et noos prendrons les points a\ b\ r^ aux deux tiers des longueurs Su. Sfr, S^. à pailir du point S. Ce seront les projections des centres de gravité des Taces latérales.
Les forces appliquées aux points a', b', d^ sont normales aux faces correspondantes ; leurs projections sont donc perpendicuhires aux traces des plans des faces , c'est-à-dire an
Fi-. «9.
o«*'lr< AH, r.C. AC, cîe la base. Menons par les points, o', M.iy ilos iImmIon fl'M, fr'M, f'M, perpendiculaires à BC, AC, AB; les loicos appliqueras aux faces latérales seront contenues dans K^ plans projolanls û'M, fr'M, f'M.
Crs trois plans projetants se coupent suivant une raérae ihuiii' pirpoiMliculaire à ABC, et projetée au point M. Il suffit pn.r K «Ifinonhvr de faire voir que les trois droites a'M, i% r M o'i un joint commun. Or si Ton mène par a\ b', c' d^
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parallèles h BC, AC, AB, on forme un triangle agy qui esl semblable au li-iangle ABC, et dont les points a', b', c' sont les milieux des calés. Les droites a'M, b'M, c'M sont les perpendiculaires élevi^es au milieu de ces trois côlùs; elles concourent donc en un point M, centre du cercle circonscrit au triangle a^.
La force oppliquùe au centre de gravité 0 du triangle ABC esl normale au plan de celte face-
Donc, des quatre forces P,, P„ Pj, P„ trois rencontrent la droite projetée en M, et la quatrième lui est parallèle. ' Le parallélisme de deux droites n'est qu'un cas particulier ■de leur rencontre ; on peut dire par conséquent qne les directions des forces P,, P„ P,. V^ rencontrent la droite projetée en M. et par suite qu'elles rencontrent quatre droiles, respectivement normales aux laces du tétraèdre. Ces quatre droites ne sont pas toutes parallèles à un même plan.
La somme des moments des quatre forces P,, P,, P„ P, est donc identiquement nulle par rapport à quatre axes non parallèles à un même plan, et nous avons vu que cette condition achève d'assurer l'équilibre.
232. La proposition, démontrée pour le télraédre, s'étend immcdiatemeni à un polyèdre quelconque, car on peut toujours décomposer un polyèdre donné en tétraèdres, puis appliquer des.forces égales et contraires aux centres de gravité des faces communes h deux tétraèdres contigus, ce qui satisfait aux condilions d'équilibre de chaque tétraèdre en particulier, sans rien changer aux conditions d'équilibre de l'ensemble, c'est-à-dire du polyèdre donné.
Mais si la proposition est vraie pour un polyèdre quelconque, elle s'applique aussi à un solide de forme enlièrement arbitraire; un solide est donc en équilibre quand sur tous ses éléments superficiels on applique des forces normales, proportionnelles â l'étendue de chaque élément, et dirigées toutes vers l'intérieur, ou toutes vers l'extérieur. C'est pour cela qu'on corps solide quelconque plongé dans un fluide sans pesanteur et en repos est nécessairement en
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équilibre sous l'action des pressions normales que développe sur tous ses éléments de surface. Nous à revenir plus tard sur ce théorème, qui a une gra portance dans l'hydrostatique, et nous en donner< autre démonstration.
CHAPITRE III
ÉQUILIBRE 0E8 8Y8TÈME8 PESANTS.
rnATAIL DE LA PESANTEUR.
i33. Le travtùl éUmenlaire d'une force s'obtient (g 106) en
■oltipliant la force par la projection sur sa direction du che-
BtD iofiniment pelit décrit par le point matériel qu'elle soUi-
ôte, et en attribuant au produit le signe + ou le signe — ,
SHTanlque la projection du chemin décrit a le même sens que
hforce, ou le sens opposé. Appliquons cette règle à la pesan-
to.SoilM un point matériel, p son poids, qui s'exerce suivant
hierticaleMH. Prenons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ,
'onll'un, OZ,soil vertical. Le point
l recevant un déplacement MM'
■ïwmenl petit, le travail élémen-
«w ie la force p sera égal au
Nuil pxMm, avec le signe -h
* le point s'est abaissé, avec le
S*— s'il est élevé. Appelons %
•• kttiwMH du point M au-dessus
J" plan horizontal XOY, et z' la
"^tearM'U', au-dessus du même plan, de la nouvelle position
''^ P^le point mobile. Le travail élémentaire de la pesan-
TJ" correspondant au déplacement infiniment petit MM' sera
™ en grandeur et en signe, au produit
Fig. 210.
TRAVAIL
produit positif si %>^j c'est-à-dire si le point mobue s'abaisse, et négatif si %<%\ c'est-à-dire s'il s'élève; produit nul enfin si 2 = 2', c'est-à-dire si le mobile ne change pas de hauteur
Ceci suppose, d'après la définition, que la différences— 2f est infiniment petite en valeur absolue. Mais la force p due i la pesanteur ne variant pas sensiblement avec la hauteur HH, du moins dans les limites restreintes où se font les applications aux machines, on peut étendre cette mesure du trafail ù des déplacements finis. En effet, supposons que le point matériel M parcoure une trajectoire quelconque MN, et qu'oo demande le travail total (g 107) du poids p pour le déplacement MN; on partagera l'arc de trajectoire MN en parties aussi petites qu'on voudra, pour chacune desquelles onpourn déterminer le travail élémentaire de la force; appelons s, z\ z'j 7f\ ..., Z, les hauteurs des points M, M', M% ..., N; les travaux élémentaires du poids p pour chacun de ces diplacements infiniment petits seront exprimés par les produits
/JX'vi" — 3'"),
pX(5(-)-Z).
Le travail total s'obtiendra en faisant la somme algébrique (le ces produits ; or cette somme se réduit à
c'est-à-dire au produit de la force p par la quantité z — Zdonl le point M s*est abaissé suivant la verticale, ou par la perte è hauteur du point M.
DE LA PESANTEUR
les hauteurs des points donnés, au-dessus d'un même plan horizontal, dans la position initiale du système, et
les hauteurs des mêmes points, dans une seconde position. hmr trouver le travail de la pesanteur correspondant au passée de la première position à la seconde, il faudra former pour chaque point le produit px(z — Z), et faire la somme algébrique de tous ces produits; le travail cherché, T, e^t iuiné par l'équation
fi*on peut écrire :
Or, appelons % la hauteur, au-dessus du plan horizontal de cmparaison, du centre de gravité du système dans sa prettère position (§ 151, Rem.), et Z la hauteur du cenire de griTitè du système dans sa seconde position ; nous aurons 6168) :
PtSl + r«»f+...4-/>l|3|l=(Pl + Pl+...H-/>l«)X5,
pA-hpA-i- ...-l-p»z«=(pi-f-ri4- ...-i-f>i»)xz. Introduisons ces valeurs dans l'équation (1), il viendra
Le travail de la pesanteur sur un système matériel qui subit n déplacement fini ou infimment petite est égal au poids total ktijstème^ multiplié par la quantité (positive ou négative) dont ^iescendu son centre de gravité en passant de la première po- >tion à la seconde.
Le travail de la pesanteur est nul si, en passant de la pre- ■ière position à la seconde, le centre de gravité ne change |is de hauteur.
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COKOmOTi d'équilibre D^CN système matériel a L1A1S0K8 COMPLÈTES, Q(:i K*EST SOLUCITÊ QUE PAR SOI! PROPRE POIDS.
255. Nous avons démontré (g 134) que, pour qu'un système matériel à liaisons soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des travaux virtuels des forces appliquées à ce système soit nulle pour tout déplacement compatible avec ces liaisons.
Appliquons ce théorème à un système pesant, que nous supposerons d'ubord à liaisons complètes; Fèquilibre de ce système sous Inaction de la pesanteur et des forces qui tiennent lieu des liaisons, sera assuré dans une position partioh lière, si le déplacement infiniment petit qu*on peut supposer imprimé au système à partir de cette position, n'altère pas h hauteur du centre de gravité. Car alors (g 234) le travail de la pesanteur est nul. Le système étant à liaisons complètes, tous les points qui le composent, et le centre de gnvilè de ces points, décrivent des trajectoires définies ; le déplacement virtuel subi par le centre de gravité s'opère donc suivant un arc inlinirnent petit d*une trajectoire dêlerminée, et pour que le travail de la pesanteur soit nul, il faut el il siifVit que ce petit arc soit horizontal. La position d\'quilibre du système est donc dèfmie par cette condition que le cenlre de gravilè occupe sur sa trajectoire le poini où la tangente est horizontale. Pour trouver les positions d équilibre, on construira la trajectoire du centre de gravité; on mènera à celte courbe des tangentes horizontales, et les points de contact seront les positions du centre de gravité lorsque Téquilibre existe; à chacune de ces positions correspond pour le système une position d*équilibrc.
"iôd. Prenons pour exemple une droite pesante homogène, AH, donl les deux extrémités A el B sont assujetties à glisser sans IVoltemenl le long de deux droites fixes rectangulaires, OX, OY, tracées dans un plan vertical.
A LUISOSS COUl'LETES. :i6l
Lg cenire de gravité G du système donné est le milieu de la droite AB; l'angle AOB étant droit, la distance GO est égale à la moitié de la longueur AB, et par conséquent, le lieu décrit par le centre de gravité est la circonférence GCMD, décrite du point 0 comme centre avec un
rayon égal à ^ AB. Par le point
0, menons une verticale MN; elle coupe la circonférence en deux puinis M et N, où les tangentes MT, NT seront horizonlaies ; ce sont les positions il'équilibre; des points M et N comme centres, avec des rayons
^ux i ô AB, décrivons des 'j;''
arcs de cercles qui coupent la "''"■ *"'
direction OV aux points A, et A, : les droites A,Gp A',B', seront les deux posîlloas d'équilibre qu'on peut donner à la droite mobile.
Ces deux positions se distinguent l'une de l'autre en ce que l'une, A,B,, est une position d'équilibre stable, tandis que l'iatre, A',B',, est une position d'équilibre instable. En elTel, si on donne un petit déplatiement à la droite A,B,, et qu'on l'abandonne ensuite, le poids de cette
droite tendra à la ramener à sa po- _^^'*
sition d'équilibre, tandis que si l'on y'""^ opère de même sur la droite A',B',. le poids de la droite tendra à l'écarter
de sa position première. En général, l'équilibre sfn^/e correspond à la position qui rend le centre de gravité le plus bas possible. L'équilibre est instable, au contraire, si le centre de gravité occupe le point le plus baut de sa trajectoire. 11 est également instable si la trajectoire PQ du centre de gravité (fig. 212) présente dans le plan vertical une inflexion au point H où la tangente HK est horizontale; car de quelque
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cMé qu'on déplace le système, ou bien il tendra à s'écarter de sa position d*ëquilibre, ou bien il tendra à y revenir, mais pour la dépasser et s'en écarter ensuite de plus eq plus.
Enfin, il y a un cas singulier très remarquable, c'est celui où la trajectoire du centre de gravité est contenue dans un plan horizontal. Dans ce cas, l'équilibre est possible dans toutes les positions du système, et on dit qu^il est indifférent. Il en est de même lorsque le centre de gravité est immobile.
27)1. Pour achever la solution du problème que nous avoiis pris pour exemple, proposons-nous de trouver lis réactions lies droites fixes OA, OB (fig. 211), qui concourent avecle poids de la barre AB à tenir cette barre en équilibre dansb position A^B^.
Le poiilsde cette barre peut être considéré comme appliqué en son milieu M ; il agit suivant la verticale MP, prolonge ment de OM ; on peut d'ailleurs le représenter par la longueur A^B^ de la barre, en prenant Téchelle des forces en conséquence. Les réactions des points A^ et B^ sont normales i OAp OBp et contenues dans le plan vertical de la figure; leurs directions se coupent au centre instantané de rotation, P, de la droite \fi^, et ce pomt est situé sur la droite OM prolongée, puisque celte droite est normale à la trajectoire du point M. On peut donc regarder le poids de la barre comme appliqué au point P, et le décomposer en deux forces, suivant los directions PA^ et PB^ ; les composantes seront les réactions tliercliées. Si Ton représente le poids de la barre par sa lonjrueur AjBj = OP, la réaction du point A^ sera représentée par la longueur PAj=OBi, et la réaction du point l\ sera de niùni(» représentée par la longueur OAj.
La même décoinposilion s'appliquerait ù la position k\h\, qui correspond à l'équilibre instable.
DUS SÏSItîlE TESAST.
CO^t>lTIÙ^S DEQUILIDBE DVS SVSTÈIIE PESAST , COMrl.ÈTt-S.
35â. Lorsqu'un syslèmepesantn'estpas à liaisons complètes, il est possible que les liaisons soient suffisantes poui- assujellir lo centre de gravité de ce syslàme, soit à parcourir une surlacu fixe S, soit à rester dans une n-gion de l'espace limitée vers le bus i une surface S. Dans ce cas, le théorème du travail virtuel Joint au théorème du travail de la pesanteur, indique encore les Ooaditions d'équilibre; il faut etilsufltlque, pour tous les dépla< ocments virtUL'Is imprimés nu système h partirde sa position d'équilibre, le travail de la pesanteur soit nul, c'est-à-dire que le d^lacement correspondant du centre de gravitésur la surfaceS smi horizontal, c'est-à-dire enfin que le centre de gravité occupe un point P de la surface S où le plan tangent soit horizoalal.
L'équilibre peut d'ailleurs filre stable, ou itistable, ou coit- Jltionnrl ; il sera condilionncl si la forme de la surface S aux environs du point P esl lelle, que certains déplacements du système fassent naître une tendance constante du système wrs sa position d'équilibre, tandis que d'autres déplacements développont la tendance du corps à s'en écarter indéfiniment. La dynamique seule permet de distinguer ces divers caractères.
On peut admettre comme règle générale que l'équilibre do système est stable quand son centre de gravité occupe les points les plus bas de la surface S.
L'équilibre est indiffèrent si la surface S se réduit à un jiin horizontal; alors le système est en équilibre dans loules ses positions.
En résume, la recherche des conditions d'équilibre d'un système pesant à Liaisons se ramène à un simple problème de géométrie. Nous allons en donner des exemples.
ZU ÊQnUBRS
lOOLDU BUS STSTÈSB DB TIGES PESA!mS AITICULÉES, GORTEIECO
DASS UH PLAN TCRTICAL.
239. Soit ABCD un contour polygonal compose de trois tiges pesantes, AB, BC, CD ; la tige AB est articulée au poiot fiie A, c*est-i-dire qu'elle est libre de tourner autour de ce point sans rencontrer de résistance ; elle est de même articuK'e au point B avec la tige BC, qui est articulée au point C a\ec CD ; cette dernière tige est en6n articulée au point fixeD. Les trois tiges sont contenues dans un plan vertical. Oh demande la position d'équilibre.
Les tiges sont supposées homogènes ; leurs longueurs et leurs poids sont donnés. Leurs centres de gravité sont aux milieux 1, T, P, de leurs longueurs.
Soit
AB = I. BC=sl', CD = K
Le poids de AB sera représenté par p, le poids de BC parp', le poids de CD par p^.
Nous pourrions chercher le centre de gravité du conlour matériel ABCD; mais il esl plus simple de ramener tous les
i poids à être appliqués en des points de la droite BC.
Pour cela, décomposons le poids p en deux poids égaux à 1^ ;), appliqués Tun en A, l'autre en B. De roèfflc, substituons au poids [l'appliqué en 1" deux poids ;. V ,\ égaux à j p", appliqués Tun
Fu ^«3. en D, l'autre en C.
Les poids appliqués aux points tixes AetD ne donnent aucun travail pendant la déformation du quadrilatère ABCD. Il suffit donc de chercher le centre de gravité, G, des trois poids j/»,
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p\ \ p*, appliquas en B, I' et C; le point G appariicndrn à la droite BC, et sera fixe sur cette droite, car les poids J p, p', JjB*, et leurs distances BI', l'C, quantités qui servent & dÈlermincr U position du point G, sont invariables.
L'équilibre exige que le point G soit le plus bus possible sur sa Irnjectoire ; mais on obtient la normale au lieu décrit pir le point G en joignant ce point nu point de concours, O, des normales Afi, DC menées aux Itajecloires des points It el C. La condition <l*équilibre est donc que la droite OG soit Teriirale.
On fera varier le quadrilatère ABCD; le point G décrira un cciiain lieu géométrique; on mènera à ce lieu les tangentes horizontales, et on aura les solutions cherchées. L'équilibre •table correspond aux points les plus bas de la courbe décrite par le point G.
S40. La solution s'étend à un contour polygonal de tant de eôlés qu'on voudra, attaché à deux articulations tîxcs, A et F, et contenu dans un même plan vertical. Fixons par la pensée la portion tlEt' du contour. Il faudra que le reste du contour, ABCD, soit en équilibre ; et par suite, si l'on détermine sur BC te point
G,, centre de gravité
dès poids -J/tj.p,, îp,,
appliqués en B, en ), et '
en C, la droite 0,G,
doit £lre verticale. De
mânae, on fixera Ail et
EF, el l'équilibre du
coatour BCDE exigera
que la droite 0,G, soit verticale. Le point G, est le centre de
graTÎté des poids Jp,, p,, jp„ appliqués respectivement en C, en l„ et en D. Fixant enfin ABC, et opérant de même sur les p<»d8p,,pj,pi, on reconnaîtra qu'il faut queO,GjSoitverlicale. Ces conditions suffisent pour définir le polygone. Soit en efret » le nombre des tiges AB, BC,... EF. Le DOtnbre des cAtés du polygone ABC.. .FA sera n+1, et le
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nombre des données qui suffisent pour le définir est par suite (I, g 123)
On connail d'avance les côlés, ce qui fait fi + 1 données Il rcsle à trouver n — 2 angles; ornous avons trouvé r—I conditions ; car la solution indiquée revient à donner les 9êglcs que la droite AF, d'inclinaison donnée, fait avec les directions O^Gp 0,F,, 0,6,, etc., qui sont au nombre de n —1 Il y a donc en tout (n4-l)-h(ii — 2)=:2ii — 1 doooées^ nombre sufGsant pour que le polygone soit déterminé.
THiORIB DES BALAKCES.
241. Balance à fléau (fig. 215). — La balance à fléaii,« balance ordinaire, se compose essentiellement d'une Ip
FIf . fih.
j»osante AB, symclrique par rapport au plan moyen 0;* est mobile autour dun axe horizontal, situé dans le pi» m(»yoii: jHnir obtenir cette mobilité, il suffit de faire posera Ira vers le fléau un prisme triangulaire ou covif^
pî repose par son arëlc infârieurc, de chaque ciMé du fl^au, ir un plan d'agate bien poli et dressé horizontalctiicof. Cette rète est re qu'on appelle Vaxe de suspension tlu péaii. Aux eux cxlrémilés de la môme piiice, on place, le dos en bas et i tranchant en dessus, deux autres couteaux A et B, dont les Itnchanls sont parallèles fi Taxe projeté en 0 : ce sont les axes jl tugpemion des plalcaux dans lesquels on fait les pesées. On hBirangc pour que les trois points A, 0 et B soient rigoureubment en ligne droite, et que le point 0 soit le milieu de la psisnw BA. Enfin, le centre de gravité G du fléau doit être jitué dans le plan de symétrie au-dessous du point 0, et non tu-dessus. Dans ces conditions, le fléau est en équilibre dans |b position liorizontale.
i L'addition des deux plateaux, que l'on suspend aux points Â tt B, et qui ont des poids égaux, ne trouble pas cet équilibre. L'équilibre du Iléau est encore conservé si l'on charge les plateaux de poids igaux. On a alors deux forces égales, l*erticales, appliquées l'une en A, l'autre on B, puis le poids lu Iléau, appliqué en son centre de gravité; ces forces sont "Bnuesen équilibre par une force unique, verticale, appliquée ■> 0, et fournie par la réaction du plan d'appui.
Si.auconlniirc.on met dans l'un des plateaux un poids P, et *ns l'autre un poids P + p, l'é- "Uibre ne peut subsister dans la ■^siiion horizontale, car la résulmie de deux forces parallèles "'gales, appliquées en A et en B, C passe plus par le milieu 0 de la ■^ tance des points d'application ,
I*our chercher la position ^uilibre , î^oit EF le fléau fe. 210). II Taxe de suspen- ^'^'^^ pn, G le centre de gravité; appe- ''"' *"*'
PQs a l'angle que fuit la droite EFiivec l' horizontale, ou l'angle jpg de ta droite IIG avec la verticale ; Q, le poids de ctiaciin des *Aleaus , y compris les chaînes et le crochet de suspension.
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enfin q le poids du fléau. Nous supposons que le fléau a pris la position d'équilibre EF, dans laquelle il fait Tangle ixa\ec l'horizon. Le point G est sorti du plan vertical ZV conduit pir Taxe H ; les forces qui agissent sur le plan sont la fora Q -h P H- p, appliquée au point E suivant la verticale, la ibrce Q -h P, appliquée au point F, le poids du fléau 9, appliquées G, et enfin la réaction du plan d'agate, appliquée en H. Tooles ces forces sont verticales ; elles se font équilibre, et par conséquent, la réaction de Tappui est égale à la somme des poids,
ou a
Pour trouver la condition d'équilibre qui déflnitla positioi du fléau, prenons les moments par rapport à Taxe projeté et H. Il viendra, en abaissant sur la verticale ZZ' les peipeaficulaires Ef , F/*,
(Q + p+p)xe«=çxg^+;qh-p)xf/'.
Mais la ligne EF étant droite, et le point H en étant le milieB, on a F/*= Ee ; l'équation précédente se réduit donc à
OU a
Oi
Er = ElIcosK, Ç^g = lIGsina,
ol par suite
P X EH
valeur qui définit rinclinaison du fléau.
l/angle a est d'autant plus grand que la distance HC est plus pelile. L'inclinaison prise par le fléau est donc d'autant plus grande, pour une môme différence entre les poids placés dans les deux plateaux, que le centre de gravité du fléau e>t plus voisin de Taxe autour duquel il oscille; la sensibilité i^ la balance croit à mesure que cette dislance diminue; car
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la difTércnce des poids est accusée par l'incHnaison plus ou moins grande que prend le fléau. Aussi, pour faire varier à volonté la sensibilité d'une balance, on place souvent sur le Beau, au-dessus de l'axe de suspension, une tige filefée le long de laquelle on
=xi^-
Cip. în.
peut Taire mouvoir un
écrou pesant, E, dont le
poids s'ajoute au poids
f. En faisant monter
cet écrou, on rapproche de Taxe le centre de gravité G du
-Sjstème. On l'en éloigne au contraire en faisant descendre
FÉcrou.
243. Mais, si l'on augmente la sensibilité de la balance en diminuant la distance Gll, il ne faut pas oulilicr qu'il y aurait on grave inconvénient à rendre cette distance tout à fait nulle; M, en effet, elle était t'gale à zéro, l'équation (2) rendrait langa infinie pour la position d'équilibre; le fléau EF devrait donc prendre une position verticale, c'est-à-dire qu'il chavirerait sous l'inQuence d'une erreur de pesée p, si petite qu'elle fût. La sensibilité de l'appareil serait infinie, mais l'appareil ne pourrait plus servir à rien, car c'est la variation de l'inclinaison du lléau, à mesure que l'excès de poids jj varie lui-même, qui guide dans l'opération de la pesée ; le lléau suspendu par son centre de gravité G formerait un système en équilibre indifférent sous l'action de poids égaux placés dans les deux bassins (g 179), le centre de gravité G restant immobile dans toutes les positions successives de l'appareil. 11 faut donc, pour que la balance soit utile, que le centre de gravité G soit plus bas que le centre d'oscillation du fléau, d'une certaine quanlilé , réglée d'après le degré d'exactitude qu'on veut apporter aux pesées.
Si l'axe de suspension était au-dessous du point G, le flcau serait dans un étal d'équilibre instable ; car son poids q contribuerait à accroître, et non à limiter, l'inclinaison qu'il tend ù prendre sous l'action de l'excès de poids p. Quand il en est ainsi, on dit que la balance est folle.
r» dalinces.
Nous avons supposé les trois points E, II, F en ligne droite, f : le point H au milieu de la dislance EF. C'est sur ces deux >uppo>îtions qu'est fondée la réduction de l'équation (1). On >3umit faire des pesées avec une balance où le^s trois points t. H, F ne seraient pas en ligne droite; mais cette disposition serait nuisible à la sensibilité de l'appareil. D'un autre côté, >i les bras UE, HF étaient inégaux, les poids placés dans ks deux plateaux, au lieu d'être égaux pour l'équilibre, devraienl être dans le rapport inverse des bras auxquels ils sont appli* quès. Nous décrirons tout à Fheure des appareils fondés sur ce principe, et destinés à peser de lourds fardeaux avec des f oid> beaucoup plus petits.
IXMfJJÛ DC FAIRE LES KSECS AVEC LA EALA:«CE ORIHICAIRE.
BOITE A POIDS
243. On met dans un des bassins de la balance la matière iiont on \eut évaluer le poids. Le fléau sincline aussitôt et \ient rep«)ser sur l'un des deux arrêts destinés à limiter sa ^•.Hirkv l'ne aiguille, attachée au centre du fléau, abandonne A \orhcale et prend une position inclinée; son exlréiiiitê ^'arri'lo en un certain point d'un arc gradué fixé sur le pied Je I iiîstninïent.
Un clKir^e alors graduellement de poids le second bassin, jusqu'j ct* qu'il ml^re le premier, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'il ilitarho le tîêau de l'arrêt sur lequel il a trouvé un appui. Le tloau se mot à osciller autour de chacune des positions d'équilibre qu'il tend successivement à prendre, et que njo<lilie l'addition d'un nouveau poids. Ces oscillations sont asstz lentes en gênerai, et elles s'éteignent vite; d'ailleurs, on a à peu près la position d*équilib.c, à un instant quelconque, en attribuant à Taiguillc la position moyenne entre les rxtrêmitês de sa course, obsen'êes le long de l'arc gradu*. La posée est terminée, par conséquent, quand la position moyenne de l'aiguille coïncide avec la verticale ou avec le
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il^de la gradua (ion. Mais pour Caire des pesées exactes, on doit iitlL-mlie que les oscillalions soient éteintes, et éviter à It balance les Irêpidittions, les courants d'air, les oscillations flvs i)1atcaii<( , qui peuvent fausser les rêsullats. Enfin, le rÈ>>u'tjt de l'opération doit parfois iHre corrigé de la poussée de l'air, qui s'exerce inégalement sur le corps à peser el sur les poids qui lui font équilibre.
344. La double pesée, imaginée par Borda, a pour objet d'éliaiiner les petites erreurs dues aux vices de construction tic Tapparcil. Si la balance était parfailc, on n'altérerait pws l'équilibre en cliangcanl les cliarges de plateaux. Supposons que cette véilfication ne réussisse pas avec une entière exiictilode. Une quantité de matière dont on cherclie le poids x, placée d:ms le plateau de droite de la balance, est équilibrée far un poids P, placé dans le plateau de gauclte; la mi^ine matière, placée dans le plateau de gaucbe, sera éqiiililirce par un autre poids P', peu difTérenl de P. Cula indique que les distances HE, UF ne sont pas rigoureusement égales. Od aura donc pour le premier équilibre
PXllE = ixllF,
et pour le second
IX1IK=1''X1IK
Divisant membre à membre, il vient
«t par conséquent
I = v'fr"'.
Le poids cherché est une moyenne proportionnelle entre les
deux poids trouvés. Ces poids étant très peu dilférents si lu
balance est bien construite, on peut substituer sans erreur
P-hP' leur moyenne arithmétique, — „ — , i leur moyenne pro-
porlionnellt?.
245. Les boites à poids qui sont jointes aux balances doitent contenir tous les poids nécessaires pour faire le genre de
rî BOITE
r<sê^ auquel la balance esl destinée. Si, par exemple^ il s açît d'une balance de précision employée par un chimiste, le minimum du poids à employer sera un milligramme, elle maximum pourra ne pas dépasser 500 grammes. La boite dt'xra fournir par conséquent tous les multiples d'un milli- ;x.unme« depuis 1 jusqu^à 500,000, pour évaluer un poids i I niilltçramme prés. Dans le commerce dedi tail, le minimum t!u p*3id$ à mesurer est en général le gramme, et le maximum peut atteindre 10 kilogrammes; la boite devra contenir asso lie poids pour évaluer de 1 à 10,000 grammes, et les pesées V? feront â 1 gramme prés.
"lUi. La composition dune boile à poids est possible de plusieurs manières. On peut, par exemple, introduire dans la boiio le plus petit poids â employer, puis un poids double, un poids quadruple, un poids huit fois plus grand, et jînsi lie suite, suivant les puissances du nombre 2. Tout nombre entier étant une somme de puissances de 2, on poum a\e«: a^s poids former tout multiple du poids le plus petit, mt'erieur â la puissance de i qui suit celle à laquelle oo < an\'te. Par exemple, avec les poids
î. 1. 4 ?. te. 32. 61. 128. 2j6, 5!2. !0*24.
t ; ::!'.: r un poids cnlier quelconque infiTieiirâ iOi^.
■:>-!:'.His do foi mer le poids 1529; on di>ist'rj 152!'
0 vj.ii ioiiiie le rvslo 1 et le quotient 70 i ; on divisen
; :ut.'l:onl, ce qui donne le reste 0 et le quotient 58i
r.:i:'uora ainsi, jusqu'à ce que la division par 3 dt:
iûjîicnt ne soit plus possible. 11 vient
I5i:? = 2>^Ti4-f- I,
i<kl = 2x ÎK)H-1.
47 = 2x 20-Hl,
55 = 2x ll-hi,
|| = 2x 5 -ri,
5=Jx 2 + 1,
<:iA,
A POIDS
Multiplions la deuxième égalité par 2, la troisième par 4, quatrième par 8, la cinquième par 16« la sixième par 32, septième par 64, la huitième par 128, la neuvième par i6 et la dixième par 512, et ajoutons; nous aurons, en faisant les termes communs aux deux membres de Tèquan finale,
1329= i + OX«-f-Ox4-fix8 + iX 16 + 1X32
-|-lx64-fixlî8 + iX«56-fPxM2-f 1x1021.
Le poids 1529 se formera donc en réunissant les poids suimis:
147. L usage du système décimal conduit à une composilin de boite à poids un peu différente : on trouve dans les Mes destinées à peser de 1 à 9999 grammes :
i poids de 1 |
prainme
2 — de 2
i — de 5
1 — de 10
8 — de 20
1 — de 50
i — de 100
8 — de 200
i — de 100
i - de 1000
ou de 1 kilogramme
2 — de 2000
ou de 2 —
i — de 5000
ou de 5 —
On formera un poids quelconque, 7892 grammes, de la ma* ^ suivante :
Le poids de 5 kilogrammes .... 5000 Un des deux poids de 2 kil 2000
Le poids de 500 grammes ....
Un poids de 200 — ....
Le poids de 100 — ....
Le poids de 50 — ....
Les deux poids de 20 grammes. .
Un poids de 2 grammes
Total
BALANCE ROMAINE
248. La balance romaine (Gg. 220) permet de faire des pesées avec un poids unique, mobile le long d^un fléau gradué.
Le fléau BC (fig. 218) est mobile autour d'un axe H, que Ton tient à la main, ou que l'on suspend à un point fiie, A. D'un côté B se trouve, à demeure, un crochet destiné à suspendre le corps dont on demande le poids Q. De l'autre, un ^ poids P, accroché à un anneau,
n |h p ç P®"^ glisser le long de la tige
$ l T graduée, HC. Le centre de gra*
O vite du fléau et de tous les aC"»
cessoires qui y sont attachés^
Vin 9fft
se trouve, lorsque la barre BC est liorizontale, en un point G situé sur la verticale passai^t par le point II, et au-dessous de ce point.
Lorsque Téquilibre est obtenu, et que la barre BC est hor^izontale, les forces P et Q, le poids q du fléau appliqué en G, et la tension T du lien AH qui suspend la balance, se font éqaiilibre; la tension T est donc verticale et égale à la somnne P + Q + 9 de tous ces poids ; de plus, on a, en prenant les moments par rapport au point H,
(1) PxHD = QxBiï,
d'où Ton tire
Le poids P et la longueur BH sont des quantités constanto^» le poids cherché Q est donc proportionnel à la distance "^^^ riable IID. En faisant sur la barre IIC une graduation con^^^ nable, on pourra lire le poids cherché sur Téchelle. V(P^^ opérer celle division de la droile HC, on mettra le zéro ^^ réchclle au point II; puis on fera Q:^l kilogramme; et 1^^' qualion (1) donnera la valeur correspondante de la distan^^
tlD, ou pIuWl du rapport de HD à BlI. Mats cette maniôre do procéder ciige la connaissance du poids P. On évite la détermination préalable de ce poids, en cherchant empiriquement la posiliori qu'il convient de lui donner pour équilibrer un poids Q déterminé, d'un kilogramme par exemple. On connaît «lors deux points de l'échelle, et rien n'est plus simple que d'tchcver de la construire.
Si le centre de gravité G du fléau ne se trouvait pas sur la verticale du point II, l'appareil pourrait encore servir — 5 j^ î
à mesurer les poids, mats il | | if
faudrait introduire un nou- *'
teau terme dans t'èqnalion (1 ), ''
pour tenir compte du moment du poids q.
On aurait
axDu=ïxm.-i-px![D.
«l par suite
ilD
le terme 9X g
proportionnel à IID. Le poids cherché est donc encore une fonction linéaire de la dislance IID. La graduation de 1» barre se fera par les mômes principes que tout b, l'heure, mais le xéro de l'échelle ne sera plus au point II.
La disposition qui amène le point G au-dessous du point II, augmente la sensibilité de l'appareil tout en assurant la sUbïlité de son équilibre. On accroîtra la sensibilité de la balance, c'est-à-dire l'inclinaison prise par le fléau sous l'actîoo d'une petite dilTérence entre le poids cherché et le poids hi sur l'échelle, en rapprochant le point G du point H.
La figure 220 représente la romaine dont on se sert dans le oonmerce; on lui donne souvent deui crochets de suspension, d deux graduations dilTérentes qui corre<ipondent chacune à un crochet, de sorte qu'on peut à volonté évaluer des poids plas petits ou des poids plus forts.
376 BAUKCE
2t9. La romaine peut servir à résoudre une équation du premier degré à une inconnue, Px = Q. Toute équation do premier degré est réductible à cette forme. On peut supposer P et Q positifs, en changeant, s'il y a lieu, le signe de
ng.tio.
l'inconnue. Suspendons au point fixe A du fléau un poids
égal à Q ; puis à l'anneau mobile M un poids égal à P.
Cherchons par fdlonnement la position qu'il faut donner à
Tanneau pour qu*il y ait équilibre ; à celle position correspond
MO une valeur du rapport ^ qui est la valeur de l'inconnue.
BALAUCE de QIISTEKZ.
; 250. La balance de Quintenz est un appareil dans lequel le poids cherché est tenu en équilibre par un poids plus petit, dix fois plus petit par exemple. Elle se compose d'une plaieforme mobile, qui peut monter et descendre sans cesser d'être horizonlale, et qui est destinée à recevoir le corps dont on demande le poids ; d'un plateau suspendu à la façon des bassins des balances ordinaires, et destiné à recevoir les poids;
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de deux leviers qui ratlachent l'une à l'au- Ire ces deu\ parties de la maclijne, et qui lounienl autour fues fixes horizontaux et parallèles entre eux. Le système calicresl h liaisons complotes ; un déplacement verlical ii>(imnent petit communiqué à la plaie-forme produit sur le pUlcau un déplacement vertical proportionnel. Soit P le foids déposé sur le plaleau, qui équililire le poids cherché, t),pasé sur la plate-forme. Si on imprime à la plaie-forme I Himnt lu verticale un déplacement vîrlucl inliniment petit, :, kplaleau recevra un déplacement vertical en sens inverse, s', Hl'on aura [lour l'équilibre l'équation du travail virtuel :
De sorte que le poids cherché, Q, sera égal à la fraction iu poids connu, P, qui lui fait équilibre. Il reste donc à éva-
Iwflerappoit --
Voii'i la disposition de l'appareil, que nous représentons coupt! longiludinalcment par un plan perpcndiculaireaux axes fcfOlalion des leviers mobiles.
:..^..CZIL_
Ulesl la plaie-forme et R le plaleau ; CA esl le premier le- *Kr, mobile autour de l'axe H, et FE le second levier, mobile ■ulour de l'axe F. Le plateau R est suspendu au point .i du •"ierACLa plate-forme est soutenue par deux points D et M; 'W de ces points, D, esl réuni au premier levier par une tige
M% bala:ice
verlicnlc rigide, articulée en D et en B. L'autre repose en un point G du second levier, ps^r une arête de contact, normale au plan de la figure. Enfin une tige rigide, verticale, articulée en E et en C, rattache l'un des deux leviers à Tautre.
Supposons que Tëquilibre soit établi entre les poids P etQ, et que dans cette position les deux leviers AC, FE soient horizontaux. Imprimons à la plate-forme, suivant la verticale, un déplacement infiniment petit c, que nous supposerons s'eiïectuer de haut en bas. Pour cela, il faut que tous les points de la plate-forme descendent à la fois de quantités égales. Il faut donc que les points D et M s'abaissent ensemble de la même quantité, ce qui impose une condition à la construction de Tappareil. En effet, le point D s'abuissant de la quanlilce, le point B, lié invariablement au point D par la tige rigide ED, s'abaisse de la même quantité; le point M s'abaissant aussi de e, communique ce même abaissement au point G du levier FE ; ce levier tourne autour du point fixe F, et l'abaissement
FE i de son point G entraînera un abaissement ^ X r^r de son extrémité E. Cet abaissement se transmet intégralement au point 4i du levier CU, par l'intermédiaire de la tige rigide CE; les points B et C du mùme levier Cil s'abaissant à la fois de quart-
FE tilés £ et £ X jTjT 5 ces deux abaissements simultanés sontpix)-
porlionnels aux distances BII, CH au point fixe II, et par suite la construction de la balance doit satisfaire à la relation
KE
eu "m
KE
nu bien
Lorsque celte condition est remplie, les abaissements simultanés des points U et M de la plate-forme sont égaux, et par suite tout déplacement infiniment petit de la plate-forme à partir de sa position d'équilibre se réduit à une translation verticale.
oEouiMEvz. nv
Le poids Q s'ahaissant vcriicalement de la quantité e, produit un travail positif Q^. Mais le poids P monte en même temps d*une <iiianlité s' qu'il est facile de calculer, car c'est la quantité dont s'élève le point A quand le point B du premier levier s'abaisse de e ; donc
I <l par suite
Le poids P produit un travail négatif égal en valeur absolue à Pe', et Téquilibie exige que l'on ait
*'esl-à-dire que tout se passe comme si le poids Q était tout entier suspendu au point B du levier.
Si l'on veut équilibrer le poids Q avec un poids P dix fois moindre, on fera HA = HB x 10.
Au lieu d'un plaleau R, suspendu en un point fixe A du premier levier et cliargé de poids variables, on pourrait n'employer qu'un poids unique, P, qu'on déplacerait le long de la lige tIA, comme oti le fail pour la balance romaine ; on peut ?ussi adopter une combinaison de ces deux procédés.
La stabilité et la sensibilité de l'appareil exigent encore que lorsque te levier CA est borizonlal, son centre de gravité soit situé sur la verticale passant par le point II, à peu de distance au-dessous de ce point.
Le déplacement vertical de la plaie-forme LD rend indilTcrenle à l'équilibre la position du poids Q sur celle plate- Torme.
Dans la balance usuelle (lig. 2-22), on ajoute à l'appareil que
nous Tenons de décrire une poignée pour arrêter le moiwmenl quand il ne dmt pas fonclionner, et un repère »,tl, qui penaet de juger de l'horiumlalité da lerier ci.
251. Nous Tenons de traiter ta question k l'aide di Ihèorème du travail nrluel. Nous allons ta reprendre fK les décomposilions de force; nous relrouverons les coofi-
lions trouvées, cl de plus nous déterminerons les tensions des liges CE, BD, et les réactions des points Oies F et U.
Le poids Q du fardeau à peser est appliqué en son cenlre de gravité 3 : décomposons-le en deux forces parallèles, jet}', appliquées l'une en M, l'autre en D. La première q sera égalei
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et la seconde, ((^ à
La force q se transmet au point G du second levier, qui est en équilibre sous Taction de celte force 9, de la tension T de la tige CE, et de la réaction R du point F. Donc la réaction du point F est verticale, et égale à 9 — T ; et la tension T est donnée par Téquation des moments, pris par rapport au point F :
9XFG = TxEF.
La force f'se transmet directement à la tige DB, et est égale i la tension de cette tige.
Le levier AC est sollicité par la force (f appliquée en B, par la force T appliquée en C« par la force P appliquée en A, et enfin par la réaction R' du point H ; on a donc
et
9' X B H -h T X CH = p X H A.
Remplaçons (f par sa valeur
et T par sa valeur
FG _ m KG .
il viendra 00 bien
(,, Ox'"X"'XEFHhDlxFCxCH^,^„,
équation qui donne le rapport de Q à P. Les éqiîauens précô dentés font connaître les tensions des tiges, et les charges R
:»% BAUNCE
el IV des points fixes. L*ëquation (3) est plus générale que Véquulion (2). On remarquera en effet qu'elle contient les quantités MI, ID, qui définissent la position du centre de gravite du fardeau sur la plate-forme^ et que, par contre, nous n a\ons nulle part rencontré dans cette analyse la condition exprimée .par réquation (1). Effectivement, cette équation (1) exprime I que le seul mouvement possible de la plate-forme est unetraoslation verticale, et nous savons qu'un tel mouvement rendindirrérentc à l'équilibre la position donnée au fardeau. Si nous tenons compte de l'équation (1), les quantités MI, DI doiient donc disparaître de Téquation (3). En effet, l'équation (1) nous montre que les produits BH x EF, FGx CH sont égaux entre eux ; on peut remplacer la fraction
m X BH X EF+ Dl X FG X CH Ub X EK
par celte autre
[U\ 4- DI) X (BH X EF) MDxEK '
laquelle se réduit à BH , en supprimant le facteur commun EF, et en observant que MIh-D1 = MD. L'équation (5 i doii'iit
Q x BH = P x HA,
qui n'est autre que l'équation (2).
Les changements de position du fardeau Q ne modifient pîs réquilibre une fois établi, quand la condition (l) est salisiaile; mais ils ont une influence sur les efforts intérieurs dé- , velop|H»s dans les tiges BD et CE ; si on rapproche le fanleau du point I), on augmente la tension q* de la tige BD, on diminue la charge q du point G et par suite on diminue la tension T de la lige BE. On peut, par exemple, placer le fardeau de telle sorte que les tensions T et q' soient égales ; il suffit pour cela qu'on ait la relation
n MI ,, DI Ffi
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on tire, en supprimant les facteurs communs.
ID
FG EK
S on rapproche du point M le centre de gravité g du farplus on augmente 9, plus on diminue T, et par suite a charge R du point fixe F augmente. Quant à la charge point fixe H, elle est égale à
ure qu*on rapproche le fardeau du point M, ^ diminue Augmente : l'on ne voit pas tout de suite si la somme ' -h T varie, ni dans quel sens. Mais, Pet Q étant les seuls qu'on suppose appliqués à la machine, le poids total I se répartit entre les deux appuis extérieurs F et H, de qu'on a dans tous les cas
somme P -h g' + T = R' décroît donc à mesure que R ente.
BALAKCE DE RODERVAL.
2. La Balance de Robeiraly réduite à ses parties essens, se compose d'un parallélogramme articulé ABCD, dont
Fig. m.
Mes AD, BC sont verticaux, et dont les côtés AB et CD sont
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iihres de tourner autour de deux points fixes 0 et 0' placés aussi sur une verticale ; dans la déformation de la figure, les droites AD et BC restent parallèles à la droite fixe 00'.
En des [»oinls M et >\ pris arbitrairement sur les côtes verticaux AD, BE, on attache à ces cotés des bras horizontaux ME, NF, auxquels on suspend, en des points quelconques I d R, des poids P et Q. On demande la condition d'équilibre du svstème.
Appliquons le théorème du travail virtuel. Imprimons ao parallélogramme une déformation infiniment petite; cette déformation s'opérera en faisant tourner d^un même angk infiniment petit AOA', DO'D\ les droites AB, DC, autour As points 0 et 0', et en déplaçant parallèlement à elles-méiiiei les droites AD, BC, qui entraînent dans ce déplacemeol les poids P elQ. La quantité e = lî, dont descend verticalement le poids P dans ce mouvement de translation, est égale à la projection, Ad, sur la verticale, du chemin AA' décrit par Textréinilé A de la droite AB; de même la quantité e'=RV, dont s*éléve verticalement le poids Q, est égale à la projection tctlicale, irt, du chemin BB' décrit par le point B. Or les chemins AA\ BH' décrits simultanément par les points A et 6 de la droite AB, mobile autour de Taxe projeté en 0, sont proporti<»nnels aux distances AO, BO; d'ailleurs, ils font des angles t\i;.mx avec la vcrliciile, et leurs projections sur celte direction leur sont proportionnelles; on a en définitive
Mais le théorème du travail virtuel donne pour équation d'équilibre
Pf = Qf'.
Éliminant les quantités auxiliaires e, s', on obtient pour condition d'équilibre l'équation
PXA0 = QXB0.
Cette relation ne renferme que le rapport ^ des segments
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dans lesquels le côlé AB est divisé. Parconsiiquenl, si les poids P el 0 salisfonl a la condition qu'elle exprime, rÉquilîbrf subsistera quelle que soil la renne qu'on donne au parallêlogramme arliculé, quels que soient les points M et N auxquels on implante les bras sur les côtés verticaux, quels que soient enfin les points I et N auxquels on suspende les poids P et Q.
L'équilibre est donc indifférent, puisqu'il subsiste dans toutes les positions de la figure mobile. On peut observer que le centre de gravité des poids P et Q ne change pas de hauteui' par suite delà déformation du parallélogramme, et qu'il ne change pas de hauteur non plus quand on déplace les poids I' et Q le long des droites horizontales ME, M^.
253. Nous traiterons aussi cette question par la méthode de la composition des forces. L'emploi des couples rend les opérations faciles. Nous considérerons séparément l'équilibri' des quatre cAIés du parallélogramme, en remplayant les articulations par les forces équivalentes.
Au point U, appliquons deux forces verticales, en sens
contraire l'une de l'autre, et toutes deux égales à . PNous pouvons substituer à la force ?, agissant en i sui le système rigide formé des barres EM et AD, une force P, égale e panl ■
lèle, agissant en M, et un couple (P, — P), dont le moment est égal à P X IM, et qui tend à faire tourner de droite à gauche son bras de levier IM. Ce couple et celte force sont équilibrés par les actions qu'exercent les barres AB, DC sur les points A et D du même système. Nous pouvons décomposer chacune de ces actions en deux forces, l'une, X et X', dirigée suivant le côté AD, Tautre, Y et Y', dans les directions parallèles AO» DO". Les deux composantes X et X', appliquées en A et D dans la direction du côté AD, se composent en une seule force, X -f- X', qui équilibre la force P ; et les composantes Y, Y', parallèles, forment un couple qui doit tenir en équilibre le couple (P, — P). Donc Y= Y' et, de plus, les moments des deux couples devant être égaux, on a, en abaissant du point 0 une perpendiculaire OS sur le côté CD, l'équation
YxOSr=PxIM,
qui détermine Y.
On connaît ainsi les composantes Y, ï\ des actions exercées par les barres A0« DO' sur le côté vertical AD, et la somme X + X' des composantes verticales des mêmes actions.
On peut opérer de même pour le poids Q ; on trouvera la somme X*' + X*"=Q des composantes verticales des actions des barres obliques sur les barres verticales, et les composantes égales et contraires, Z, Z', exercées dans les directions des côtés obliques, et données par l'équation des moments :
z X os = Q X SR.
Considérons maintenant l'équilibre de la pièce AB, sous l'action des toives X, Y, X^ Z, changées de sens, et l'équilibre de la piiVe IV. sous Faction des forces X', Y', X*", Z\ également i tmninvs do sons. Pour la première, les deux forces Z et Y, a>;issaul dans la direction du point fixe 0, sont détruites par b fixité du point, sur lequel elles exercent dans la direction du côtô AU une pression ê^le à Z — Y. Les forces parallèles, X et X*, doivent st^ inmiposer en une seule, appliquée au point 0. IKuu^ ello$ exercent sur le point 0, parallèlement aux côtés
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wrlimtix, une sdion égale à X4-X', et elles salisfont ii relation
XxAO = I"xBO.
C'c<l la coniiilion ti'iquilibre de la pièce AB,
Hc niéme, la seconde pic'ce DC est en équilibre si l'on a
<no' =
CU
el le point CK est sollicilc, suivant le côté DC. par une force V — Y', el suivant la verticale, par une force X'-t- X". On a donc à la fois les quatre Équations : X + X'=C.
lxiO!=X"XBO, X" + X"' = 0.
X'XI)0' = S"'XC0", ou bien
ï'XAO = X'"xBO.
Ajoutant la deuxième et la quatrième, il vient
[X + Il X AO = [X" + X"'l X 00,
ou bien
P X AO = Q X CD
condition qui doit être remplie pour que les quatre équations soient compatibles. Ces équalions ne sont donc pas distinctes, et ne peuvent servir à déterminer entièrement les inconnues; l'une d'elles reste arbitraire. La statique seule ne permet pas en eiïet d'opérer le partage de la force P entre les deux points A et D; ce partage, ainsi que celui de lu force 0 entre les deui points B el C, dépend de la llesibilité plus ou moins grande des barres AB, CD, et doit rester inconnu tant qu*on ne l'ait pas intervenir la loi de la flexion de ces pièces.
Le déplacement des poids P et Q, et la déformation du parallélogramme, s'ils ne produisent aucune altération de l'équilibre une fois obtenu, modifient donc les eflbrts développas dims les barres AB, CD et les réactions des points fixes 0 et (y.
254. Dans la balance de Robcrval ordinaire, employée aujourd'liui sur presque tous les comptoirs, on prend les points
BAL\?ICE
0 et CK au milieu des c6tès AB, CD, et au liea de suspendre les poids P et Q à des bras SIE, NF, on les place dans des plateaux faisant corps avec les tiges verticales AD et BC. L'équilibre exige alors Tègalité des poids P et Q.
L'appareil que nous venons de décrire serait un appareil indifférent; pour lui donner la sensibilité qui lui est nécessaire (§ 241), on fait en sorte (fig. 229) que le centre de gravité des Iléaus AB, A'B', placés horizontalement, soit situé pour chacun sur la verticale des points 0 et 0',etun peu au-dessous de ces points. Alors le poids des fléaux tend à les ramener dans
UËTjULS de L-tBTlCUUnW A'.
Pi«ca U'.
la position T.orîiontalc s'ils s'en écartent, et I limiter la déformation prise par le parallélogramme sous l'action de poids
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inégaux placés àsns les deux plalcau\. On a soïq aussi de réduire aulanl que possible les frotlements aux quatre rtrliculations du parallélogramme et aux points fixes 0 et 0'; on y panîent en siibsliluant des arêtes \jves aux axes de rotation. Les figures 226, 227, 228 représentent ce mode d'assemblage, qui est admissible seulement lorsque les charges sonl très limitées. La figure 229 représente la balance complète.
ËQUIUIU1E DES POHTS-IEÏIJ.
255. Pont-levis à flèche. — Le pont-levïs à (lèche se compose de deux parties : un tablier OA, qui est mobile autour d'une cliarniére horizontale projetée en 0, et qui s'appui'i à son autre extrémité A sur une feuillure C, pratiquée dans le couronnement du mur M ;
Et une flèche BD. mobile autour d'un axe fixe projeté en 0', parallèle à la charnière 0; celle flèche porte un contre-poids Q, dont nous déterminerons plus loin le poids et la position.
La (IC'che est réunie au tablier au moyen d'une double Chaîne projetée en AB; on dispose les points d'attaciie, A clll, de cette chaîne, de
manière que les droites
OA, (XR soient égales et
parallèles; la chaîne a
une langueur ÂB égale à
la dislance 00' des cen- kot;^
très de rotation des deux
parlics mobiles, de sorte
que dans toutes les posi- '''*" **"'
lions qu'elle prend quand on relève le tablier, la ligure OCBA
reste un parallélogramme.
On peut placer le conlre-poids de manière que le centre de gravité de tout le système soit immobile : le pont-levis est alors en équilibre dans toutes ses positions.
Soîl G le cenire de gravité du tablier, y compris la raoilié
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inférieure des deux chaînes projetées en Afi, et soit P le poids de cette partie du système. Soit de mérae G' le centre de gravité de la flèche, y compris le contre-poids Q et la moitié sapérieure des deux chaînes ; soK P te poids correspond-mt.
Supposons que nous ayons donné au contre-poids Q un poids et une position tels que le centre de gravité G' de la flèche soit situé sur une droite O'G' parallèle à OG, et qu*ea outre on ait la proportion
P~ oc*
Joignons GG', et soit K le point où cette droite coupe la droite 00'. Les triangles GKO, G'KO' sont semblables, et restent semblables dans toutes les positions du système; ib donnent la proportion
Donc
KG" -KG
KG' -RG'
et par suite le point K est le centre de gravité du système total composé des poids P et P'. Ce point K est d^aiUeurs immobile, car les mêmes triangles donnent la proportion
CTK __ O'G'
OK ~ lïïr '
rapport constant qui définit un seul point K sur la droite O'G. Le centre de gravité général est ài ne immobile, et Tèquilibre de l'appareil est indifférent.
Nous avons supposé que le poids Q satisfaisait à cer
^ taincs conditions. l\ est facile de voir s -.-'^-c^'-î S' comment elles pourront être rem-
[ <>" plies.
^ 1^ Nous voulons, pair exemple, que le
p4 centre de gravité de l'ensemble de la
'''^•^*- flèche et du contre-poids soit un
point défini, G', de la droite O'G' Menée parallèlement à OG.
Sdit jr )c centre de gravilé de la flèche prise seule, abstraction faite (lu conlre-poids; soit p son poids. Joignons gG'; te centre de gravite ij' du contre-poids Q sera silué en un |Mial du prolongement de cette droite. P* doit Cire égal à
f'XfyTT,, ce qui définit le poids P'. Mais p-i-Q=V'; donc
0=?" — p ; connaissant Q, on déterminera la position du point ^ parl'équalion
«il tout est connu, excepté g'G'. On saura ainsi ce «pie doit |Kser lecontre-poids, et en iiuel point il Taut placer soncenlre it pniïilé, ce qui suffit pour rt^gler l'appareil. ^ 257. On peut se proposer de déterminer, dans une position H^rieenque de la ligure, la tension T de la cltainc AU, et les ^^Hhes It et R' des points flices 0 etty. Pour y parvenir, con- ^^Hms à pari l'équilibre dn tablier et de la flèche.
^Te lablier, dans la posilion OA, est en équilibre sous l'action de son poids P, de la lenûm T, cl de la réaction H de la thamière.
U tension T sera donnée par rti]uation des moments autour de l'axe 0 :
= Txoil.
U(hnr<>c II de l'axeO se dé- (cnoiDera ensuite en (ranspor- Unlau point 0, parallclemcnl à tlles>mt'mes, les forces P et T, A m \û% composant ensemble.
U liaclion de l'aie sur le ta- Wiei wtU force — R, égale et «nlraire a l'action R du tablier «ïMchamitre.
L'tqQition des moments des forces
appliquées à la flèche
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donnerait la même valeur T ; la charge de Taxe 0^ s'obtiendrait en appliquant au point 0 des forces T^^ et F^, égales et parallèles à la tension BT et au poids P' ; ce qui donnerait la pression R' de la flèche sur l'axe (K, ou la réaction — R' de l'axe (y sur la flèche.
LaforceP fait équilibre aux deux forces —R et AT ; par conséquent, les trois directions OR, GP, AB concourent en un même point S. De même, les trois directions AB, G' F, (yR% concourent en un même point S'.
PONT-LEVIS A CONTRE-POIDS MOBILE
258. On emploie aussi dans les places de guerre la disposition suivante, due à Bélidor; elle a l'avantage de supprimer la flèche, dont les bras se dressent en Tair quand le pont est relevé, et sont exposés à être brisés par les projectiles ennemis.
Le lablier AO est équilibré dans toutes ses positions par un contre-poids cylindrique, E, qui roule sur une courbe FK ; le tablier y est rattaché par une chaîne ABCE, qui passe sur une
Fig. 233.
poulie 0'. La courbe FK doit être tracée de telle sorte que, dans loules les positions de la figure, le centre de gravilé du lablier et du contre-poids E soit situé sur un même plan horizontal, XY.
Soit G le cenlre de gravité du tablier, P, son poids,
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A, le point d'allaclic de la chatnc, £, la position correspondante du centre du rouleau, P, son poids.
Kous négligerons le poids de la chaîne, qui est en génërnl ITÔS petit par rapport au poids du rouleau et du tablier.
Le centre de gravité du sjstùmc, dans la position représente par la ligure, est un point II, situé sur la droite GE, et défini par la proportion
Menons par ce point 11 l'horizontale XY.
Doonons au tahlier un déplacement angulaire quelconque, tpïi amènera le point G en G', et le point A en A'. La chaîne, qui avait la position ABCE, quitte celle position pour en prendre une autre, A'B'C'E'; elle se décompose en trois parties : 1* une paitie rcctïli^ne A'Q', menée du point A' tangentiellcment à la poulie 0' : la longueur de cette partie est connue; 3* une partie circulaire, appliquée à partir du point B' sur le pourtour de la poulie; 5° enfin une seconde partie rectiligne qui se détache de la poulie tangentiellement à son ponriour. L'ensemble de ces dtux dernières parties a une longueur connue d'avance, égale à la longueur L de la chaîne diminuée de la première partie, A'B' ; mais on ne connaît pas le partage de cette longueur, L — A'C, entre les deux parties I qui la composent, l'eilrémité de la chaîne, quand on fait varier la longueur de l'arc embrassé sur la poulie, décrit une courbe MX qu'on peut tracer et qui est une dcveloppanle du cercle 0'. Pour déterminer sur celte courbe le point E' où l'on doit placer le centre du rouleau, nous ferons usage de la condition relative au centre de gravilé. Au point G', connu de position, nous avons un poids P; au point E', encore inconnu, un poids P*. Enlin, le centre de gravilé U' de ces deux poids doit être situé sur la droite donnée X¥. Nousavon donc la proporliou
I UUUI> M |IIU^Ulll
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OU bien
Le point E' appartient donc k une droite VY% parallèle à IT, ci construite en ampHGant les distances des points de X¥ an
point G', dans le rapport connu — ^ —
Le point cherché E' est Tintersection de* cette droite IT avec la développante de cercle UN.
On pourra construire ainsi par points la courbe LR, qu^on doit Taire suivre au centre da rouleau. On en déduira h courbe FK, sur laquelle le contre-poids doit rouler, en traçant une courbe parallèle à LR, à une distance égale an rayon do conire-poids.
La tension T de la chaîne, dans une position quelconque AR, se déterminera en prenant les moments par rapport an point 0 :
TxOI'rsPxOI.
01 et or étant les perpendiculaires abaissées du point 0 sur les directions des forces.
ro:^T-I-EVIS A CHAIKE OU A GO!«TRE-POrDS TARIABLe.
'250. Le pont-lcvis à contre-poids variable, imaginé par roncelct, 80 compose d*un tablier OA, mobile autour de la charnière horizontale 0, et soulenu en A par une chaîne ARCD. La chaîne passe sur deux poulies B et C; elle porte on I) une double choine articulée DEC, DFII, formée de maillons massifs, dont les deux extrémités G et II sont attachées en des points fixes. Le puits P, ouvert au-dessous de cette chaîne articulée, permet aux maillons de descendre, à mesure qu'on relève le tablier, sans rencontrer l'appui du sol. Une roue K, montée sur le même arbre que la poulie C, reçoit
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une chaîne L, aa moyen de laquelle on peut faire tourner la
ii -^M
pMilîedsDsunsci» ou dans l'autre pour la manœuTre du pont. Le problème à résoudre
à régler le poids de b double clialne de telle nrte que l'équilibre du la- Uier soit assuré dans toutes m positions.
Lorsqu'on relève le ta- Uîer dans la position OA', le point D descend d'une «Haine quantité x=W>'; MH,lca pMBisCct H restMt fiies, le nheau le plus kt, EF, de b chaîne des contrepoids ne s'abaiase (pu
de la quantité s't g«iaqoehkHisiM»rdeâalfle«aa|iri||i
également entre les deux hrin, W, ED.
Pour simplifier, nous aduetlroBi que la poulie B i diamètre extrêmement petit : les deux droites Al, AT, nées par la chaîne de suspension, pourront éf i comme tangentes au cerde B en un même point ferons en outre abstraction de toutes les rèaistanc soires.
Soit L la longueur primitive du brin DE, quand est horiaontal ; soit p le poids de l*unit6 de kMigneur do des deux chaînes de contre-poids. La tenskm de la ehd
est égale kipL lorsque le tablier eat bais8i,età
lorsqu'il est dans la position QA'. Le poUa Q d appliqué en son centre de grairité f ; il peut se en deui forces parallèles, Tune (f appliquée en A, l'aoln appliquée en 0; ces forces restent eonslanleB dans toutes positions du tiddier; car elles de d^pendenl quedur^pul des segments constants Af , fO. Pwir que rèqoilflm assuré dans toutes les positions, il faut et il suffit quels tante R des forces (y et T, appliquée en A' soit constanunaril ^ dirigée vers le point 0 ; pour cela, nous placerons la pos^ lie B de telle sorte que le point 1 soit sur la verticale di point 0. Les deux triangles ATR, AlO seront semblaUe8,cl donneront la proportion
ou bien
fïï ""lO*
Q- "'lO*
La quantité 10 est une des données du problème, ainâqos la force Q'. Représentons 10 par A. Quant à A'I, elle esté^ è la longueur AI = a, de la chaîne de suspension, diminoi^
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le la quantité x dont s'est abaissé le point D. L'indifTérence le Tëquilibre exige donc qu'on ail, quel que soit x,
mhien
oe qui entraîne les deux équalions
" Étant données les quantités h, Q" et a, ces équations font esDoaltre le poids p par unité de longueur de la chaîne des Ire-poids, et la longueur L=DE de cette chaîne.
APPAREIL A ÉQUiUBRE ir^DATÉRENT DE M. MARCEL DEPREZ.
960. Soit AOD un levier coudé à angle droit, mobile autour du pmntO dans un plan vertical. On tUache en A un poids P à ce lelier.
Pour le tenir en équilibre, on se sert d'un ressort à boudin BD, qu'on attache à Textrémité B du levier, et qu*on enroule autour d*une tige BD, mobile autour d'un point fixe C; Tautre extrémité du ressort est attachée au point Dde eelte tige, à une distance du centre C, telle que CD soit la longueur naturelle du ressort. Le centre C est enfin situé à la même hauteur que le point 0.
Soit OA=a, 0B = 6, OC = c, CD=/.
Le ressort, allongé de la quantité BC, développera une force
Fjg. 236.
APPAREIL
BC
égale à K X -T- 9 K étant un coefficient constant qui dépend de
la forme, dos dimensions et de la matière du ressort. Cette force sollicite le levier suivant la direction BC; l'équation des moments par rapport au point 0 donnera la condition d'équilibre. Abaissons les perpendiculaires OK, OH sur les dûnsolions AP, BC :
Or BC X OH, double de Taire du triangle OBC, est aosai égal à OC X BI, en appelant BI la perpendiculaire abaissée du point B sur OC. Mais les deux triangles OBI, OAK étant sem* blables, on peut dans Téquation
Px0K = Kx5£^',
remplacer OK et BI par les quantités proportionnelles OA et OB. On a alors la condition
Pa = jXc6,
dans laquelle il n'entre que des constantes. Si donc l'équilibre est assuré dans une position, il l'est également dans toutes.
Si, par exemple, les bras de levier OA, OB sont égaux, la condition d'équilibre est
p/ = cK.
Si de plus / = c, c'est-à-dire si OC = CD, on aura P=K; P sera le poids capable de doubler la longueur du ressort.
Remarque, — De ce dispositif on déduit un théorème de géomélrie. La résultante de la force du ressort et du poids P doit passer constamment par le point 0. Nous pouvons prendre BC comme mesure de la force du ressort. Les deux directions BC, AP, se coupent en M; la direction de la résultante est donc MO. Par le point B, menons BN parallèle à MO; puis menons CN verticale ; la composante représentée par CN
DE H. DEPIIEZ. SB)
, et par suite le point N est fixe àâns toutes les ions de la ligure. Voici comnient on peut formuler la oti :
t Honnis deux cercles concentriques (OA), (OB), et un point C, on mène par le point C aoc droite indéOnie CBM, qui eoupe la circonférence (OB) en tui point B; on mt'-nc le rayon OA perpendiculaire à OB, puis, e point A de la circonlé- I (OA), on mène AP pcr- [ peodiculaire à OC. Les droites j ÂPf CB, se coupent en M. On I joint MO, et l'on mène BN parallèle à MO. Cette droite BN passe par un point N fixe, situé sur une perpendiculaire, CN, à CO.
On peut ajouter que La longueur constante CN est ^ate à
La même proposition s'applique à deux ellipses concentriques, semblables et scmblablement placées, qui aumienlQC pour direction commune de leurs grands axes, en substituant tox directions rectangulaires OA, OB, les directions de deux diamètres conjugués.
AUTHE APPAREIL A ËOtlILIGnE lADJFFÉnETlT,
261. On peut fonder sur les mêmes principes un autn: appareil où deux ressorts à boudin se lassent équilibre dans toutes les positions de la ligure.
Soit AOB un levier coudé sous un angle quelconque, mobile dans Sun plan autour du point 0. Prenons deux points fixe^, Cet D, sur les c61és d'un angle COD, supplémenLaire de l'angle àOB, et faisons pivoter autour de ces points les deux tiges C'C,
fOO
APPAREa
Fig. 258
D'D, autour desquelles sont enroulés des ressorts à boudin, fixés on C' et D'; ces ressorts ont dansleur état naturel les longueurs
DD' et ce. Si Ion altache les extrémités libres de ces ressorts aux points A et B, et qu'il j ait équilibre dans une position, il y aura équilibre dans toutes.
Abaissons les perpeadiculaires 01, OH, AL| DK.
La tension du ressort C'B est mesurée par le produit K X CB, K étant un coefficient constant De même la tension du ressort AD' est mesurée par le pro* duit K' X AD, K' étant une autre constante. La conditioii d'équilibre est donc
R'XADxOIssKxBCxOH.
Remplaçons ADxOI par ODx AL et BCxOIl par OCxBK^ L'équation devient
K' X OD X AL = K X oc X BK.
Mais Tangle AOB, supplémentaire de CCD, est égal a Tangl^ LOC, et par conséquent les deux angles AOL, BOK sont égauiK: Donc les triangles AOL, BOK, reclangles en L et K, sont
K^_OC OB K "OD^OA
Bemarque. — Supposons qu'un point B soit assujetti à décri une circonférence 0, et qu'il soit attiré vers un centre fixe
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proporlionnelIemcnL à lu distance DC; on pourra subsliluci' aa centre C un aulre centre C, situé sur la mCme droite OC, sans changer le moment de l'atlraclion par rapport au point 0. Abaissons en effet du point 0 sur les druites CB, C'B les perpendiculaires 01, 01'; l'atlraction KxCB a I pour moment par rapport au point 0
ÏXCBxOI = KxOCxBII,
' et t'iltraction E' x C'B,
K' X CD X 01' = K' X oc X BH.
U y donc ég.dité entre ces deus moments, (|uelle que soit la position du point 1! tur le cercle, pourvu qu'on ait KxOC = K'>^OC',
c'est-à-dire pourvu que les attractions exercées successivement par les points C et C sur le centre 0 du cercle soient les mûmes.
Comme cas particulier, on peut supposer le point C indétîniment éloigné, et remplacer par la pesanteur, agissant parallèlement à OC, l'attraction eiercêe par le poiiit C sur le point mobile.
BALANCE A IIËSOUDRE LES ÉQUATIOKS XTHÉBIQUES.
262. Soit 0 l'origine d'un système d'aies rectangulaires Oï, 0¥ (fîg. 240). Construisons tes lignes représentatives des équations
La première représente une ligne droite OB, la seconde une par>ibolc du second degré O^B, la troisième une parabole
cubique O^B, la quatrième une parabole du quatrième degré O2B. On pourrait continuer indéfiniment cette construction pour les paraboles des degrés supérieurs ; nous nous arrêterons dans cet exemple au quatrième degré.
Piff. SICW
Toutes ces lignes passent par les points 0 et B, ce dernier correspondant à Tabscisse 0A=1«
Traçons de Tautre c6té de Taxe les lignes Ox'BS 0^'B', O^'B', Os'B', représentées par les équations :
liiiii<:iiiuns que des poids soient suspendus en des points ;jssnjeUii; à glisser librement le long des lignes ainsi tracées, et tju'oii dispose une règle MM', perpendiculaire à Taxe Oï, de nianiùre à ranger à la fois tous ces points sur une nicnie ligne droite. L'appareil, supposé mobile dans le plan Ncrlical autour du point P où la règle coupe Taxe OX, pourra servir à résoudre une équation du troisième degré dont on donne les coeflicienls numériques. Soit Téquation
fi^^ ^ -f <7|i* 4- a^x -f- «5 = 0.
On suspendra un poids égal ù d, en valeur absolue, au point a si a, est positif, au point a' si a, est négatif.
DE DERARD. lOZ
On suspendra un poids i-gal h a, en valeur alisolue an
poinig ou iiu poini &', suivant que a, csl posilîf ou nt'galil'. De môme, on suspendra un poids égal it ± a„ au point y
ou au point ■/, suivant le signe de a,; en ô ou en V, un
poids égal û ±a^.
On fora ensuite osciller le Héau M'M aulour du point P;
s'il reste en équilibre dans sa position horizontale, j;=-^
sera racine de l'équation.
rn = "'.
L'équilibre ayant lieu, l'équation des moments est saligfaile, et l'on a par conséquent, en tenant compte des signes,
Supprimant le facteur 0, on reconnaît que x := 0 est racine de la proposée.
On fera glisser successivement le système de lignes OBB' le long de l'axe OA, sans déplacer la règle MM', ce qui fait passer le nombre <i par tous les étals de grandeur entre 0 et l'unilé ; les oscillations du fléau autour du point P indiquent les positions d'équilibre, c'est-â-dîre les rarincs de la proposée comprise entre ces deux limites.
On saura donc si la proposée a des racines réelles positives el moindres que l'unité, et quelles sont ces racines. On peut toujours ramener la résolution d'une équation à la recherche des racines entre 0 et l, en changeant successivement j: en — I, en - et
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Telle est la disposition imaginée par Bérard. Elle était peu pratique, parce que les lignes qui guident les points d'attache des poids mobiles se rapprochent et se confondent près du point 0 et près des points fi et B^ La balance de Bérard n'a jamais été exécutée.
M. Lalanne a modlGé l'appareil, et en a fait une machine possible. L'artifice auquel il a eu recours pour séparer les unes des autres les lignes OaB, O^B,..., consiste essentiellement à substituer aux lignes tracées par Bérard les lignes
a, ^, Y9 ^9*** é^^^^ d^^ nombres arbitrairement choisis, qui permettent d'écarter autant qu'on le veut les divei^ses lignes directrices.
Si l'on suspend, en des points de ces lignes correspondants à une môme abscisse x, des poids a,, a^^ a^, a^, la somme des moments devient
elle diflère de la valeur qu'elle aurait dans l'appareil de Bérard de la quantité
Or cette quantité reste constante dans tous les essais qu'on a à faire pour résoudre Téqualion. On n'aura donc qu*à disposer d*un ou de plusieurs contre-poids, placés à des dislances lixes du point P, pour annuler cette somme, et la balance fonctionnera alors comme si tous les points d'attache étaient réellement ramenés sur les courbes de Béiard.
M. Lalanne a construit d'après ce principe une balance qui permet de résoudre les équations du septième degré.
CHAPITRE PREMIER
OtS MACHINES SIMPLES.
26Ô. Par markines simples, on entend en statique le /«• vier, le treuil, le plan iiKliné, le polygone funimlaire, el leurs combinaisons les plus clëmcnlaircs, telles que la m, la poulie, ]es moutles, la grue, le coin. Nous allons passer en revue ces diverses machines, et appliquer à chacune les principes généraux posés dans les chapiires précédents. Nous y joindrons l'élude de quelques questions relatives aux résistances paS' tives.
ËQUILIBIIE DU LEVIER.
2(i4. Le levier est une barre solide, AB, droïfe ou courbe, assujettie à tourner autour d'un point nxe,0. On applique une force P à l'une des esirémités A lie celle barre, et une force R à .-«
l'autre cxtrémilé B; l'une de ces ^Z '"' ' ''' lorr*s, la force P par exemple, __
prend le nom de pmssance, / ' •)'
l'autre, la force R, le nom de ■• »• résistance. On lîemande les conditions d'iïiiuilibre du svslcme solide AB.
Cette question a été résolue (g 88), lorsque nous avons
mê ÊQCIUBRE
traité le problème de Téquilibre d'un solide qui a un point fixe. D faut, pour l'équilibre, que la somme algébrique des noments des forces P et R, par rapport à trois axes coordonnes menés par le point 0, soit nulle; et la charge du point 0 est la résultante des forces P et R, transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
Nous pouvons opérer autrement. Au point 0, appliquons deux forces, P et — P, parallèles et égales à la force AP; appliquons au même point deux forces R et — R, égales et parallèles à la force BR. Nous ne changeons rien à Téquilibre du système par l'addition de ces forces qui se détruisent deux à deux. Les forces OR, OP, composées ensemble, donnent pour résultante une force OF, qui est détruite par la réaction du
point 0, et qui mesure la charge subie par ce point. Restent les deux couples (P, — P), (R, — R) qui doivent se faire équilibre. Les axes de ces couples sont l'un perpendiculaire au plan (0, .\P), l'autre au plan (0, BR); ils sont d'ailleurs proportionnels aux moments P x OR, R x OK, de ces couples. Enfin ils se composent à la manière des forces. Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffît que ces deux axes soient égaux et qu'ils soient dirigés en prolongement Tun de Tautre.
La condition d équilibre exige donc que les forces BR, AP, et le point 0 soient situes dans un seul et même plan; que les forces P et ï{ temlentà faire tourner le levier en sens contraires; et que leurs moments par rapport au point 0 soient égaux en valeur absolue. Celle dernière condition peut s'exprimer d'une autre manière en disant que la somme algébrique des moments des forces P et A doit être nulle par rapport à un axe élevé au point 0 perpendiculairement au plan contenant les forces et le point fixe.
Ordinairement le levier est une barre droite, et les forces P et R sont parallèles. Alors la charge F du point fixe est égale à la somme (algébrique) des forces Pet R, et l'équilibre du levier se réduit à la composition des forces parallèles.
FOnCES IIOUVABTES, — FOIICES RÉSISTANTES.
2C5. Los machines ne sont pas deslinées en géiiérfll it équilibrer des forcer, mais bien à les vaincre, c'esl-à-iiireà déplacer leurs poinis d'application dans un sens opposé au bcns des actions propres de ces forces.
' Par exemple, lorsqu'on emploie une macliine pour soulevir un Tardcau, on se propose de faire parcourir à ce fardeau un chemin vertrcal, de bas en haut, c'est-à-dire en sens conlniiin (la sens dans lequel la pesanteur tend à l'entraîner. La ni ichinc n'est là qu'un intermédiaire entre la ri!sistajice à vaincre, qui est la pL-santeur, et la force qu'on emploie pour prodaire reffel voulu. Cette force est appelée puissance ou force mouvanle. Lorsqu'une machine est en mouvement, la puissance déplace son point d'application dans son sens propre, tandis que le point d'application de la résistance se déplace en sens contraire de sa direction. En d'autres termes, une force mouvante est celle qui a un travail élémentaire positif ou moteur, et une force résistante est celle dont le travail élémentaire est négatif ou résistant.
A l'état d'équilibre, lorsque la machine est en repos, il n'y a d'autres travaux à considérer que des travaux virtuels correspondants h des déplacements riclifs. La distinction enuc la puissance et la résistance est alors arbitraire. Dans l'exemple que nous venons de donner (g 20i),on pourrait appeler R la puissance, et P la résistance ; car un déplacement angulaire du levier de droite à gauche autour du point 0 justifierait ces désignations, en rendant positif le travail de la force A, et négatif le travail de la forceP. Le déplacement contraire justifie les désignalions dont nous nous sommes servis.
Mais, comme une machine est presque toujours destinée h vaincre une résistance bien définie, il n'y a pas d'indécision sur ie partage des forces qui y sont appliquées en forces mouvantes et forces résisfantes. Nous verrons de plus
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que l'équilibre entre ces forces peut avoir lici le mouvement aussi bien qu'à l'état de repos, et qui/ en est toujours ainsi lorsque la machine possède un mouvemenS uniforme. L'è(u<lc des conditions d'équilibre des inailiines a donc de l'inléiûl. non-seulement au point de vue de la statique, mais encore au point de vue de hi dynamique.
Nous ne pouvons donner ici une démonslratioii rigoureuse de ce théorème ; reporlons-nous cependant aux principes posés dans riniroduclion (§ 3) : quand un point matériel dfecritunilormémeal une ligne droite, les forces qui agissent sur ce point se font équilibre, puisque son iiccèléralion est nulle; s'il dccrit uniformément une circonférence ou toute autre courbe, les forces qui agissent sur lui ont une résultante passant par le centre de courbure, et par suite normale à la Irajecloircpuisquesonaccéléraliontotalese réduit à raccclération centripète. Dans les deux cas, le travail élémentaire des forces appliquées au point matériel est nul it chaque instant. Or les mouvements des divers points matériels qui composent une machine s'effectuent presque loujours le long de Irajectoircs définies. Si donc les vitesses rcsieni constanles, la somme d«s travaux des forces appliquées à ces points se trouve identiquement nulle, et la condition générale de l'équilibre du système se trouve remplie.
Nous admettrons donc, sauf à y revenir plus lard, qu'on peut appliquer les équations de l'équilibre à une machine à l'état de mouvement uniforme, comme si cette machine était en repos. Cette extension ne s'applique rigoureusement qu'aux équations qui expriment les conditions de l'équilibre, et non à celles qui conduisent à la détermination de la réaction des points fixes, et des lemions des lietis, lesquelles peuvent élre très diflérenles suivant que la machine est en repos ou ea mouvement.
LCS TROIS CR.VnES DE LETIIltS.
[ SC6. On dislingue trois sortes de leviers suivant la position selalivc de la puissance, de la résistance et du point d'uppiii. F Le tetier du premier genre (fig. 242) est celui dans lequel le Ifraint d'appui 0 est situé entre la puissance P et la résistance li. s dcui forces agissent alors dans le même sens, et le point f appui subit une charge égale à leur somme.
rfu lecond genre {fig. 245) est celui dans lequel la ince R est située enire le point d'appui 0 et la puissance P. Alors la résistance est plus grande que la puissance; elles sont d'ailleurs dirigées en sen.s contraires, et la cliarge de Titppui est égale à leur dilTé- < rencc.
Le Uvier du troisième genre est celui dans lequel (fig. 244) la puissance P est située entre la résistance R et le point d'appui 0. 11 faut pour l'équilibre de ce levier que la puissance soit plus grande que la résistance, et dirigée on sens contraire ; le point d'appui a une charge dirigée dans le sens de la puissance et égale à P — R.
Le levier du troisième genre est peu usité, parce qu'il exige [l'emploi d'une puissance P plus grande que la résistance R
FigîM.
Ji'^
Fig. W5.
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qu'on veut vaincre ^ Les machines ont plutôt pour but d'employer des forces moindres à vaincre des forces plus grandes; un levier, par exemple, doit permettre à un homme de soii> ^, ^ lever un poids qui excède h
^"^Z ■^.^ ^ limite de relTort dont cet
homme est capable. Le levier du troisième genre serait i cet égard sans utilité.
267. Soit AB (fig. 245) iii levier du premier genre, dans lequel la distance OB soit un centième de la distance OÂ; on aura pour l'équilibre des forces P et R Téquation
p X OA = R X OB,
ou bien i
c'est-à-dire qu'avec une force P on pourra faire équilibre è une force 100 fois plus grande. Au lieu de tenir simplement j en équilibre la force R, admettons qu'on déplace son point :jj d'application, B, d'une certaine quantité très petite, BB',eii ;^ sens contraire de la direolion de celte force; c'est là, noos le savons, ce qu'on se propose dans toute machine en mouvement. En môme temps que le point B porcourt Tare BB', le point A se déplace d'une quantité AA' cent fois plus grande; le travail moteur ou positif, PxAA', est égal au travail de la résistance, RxBB', pris en valeur absolue. Si donc la machine permet de réduire la force P ao centième de la force R, elle exige par contre que le point d'application de la force P reçoive un déplacement 100 fois plus grand que le déplacement du point d'application de la force R, de sorte que la réduction de l'effort moteur est rachetée par une augmentation du chemin que son point d'application doit décrire.
* Au point de vue de la statique, il n'y a pas de différence entre les deux derniers genres de leviers.
DIS roltCLS. lit
ions que l'intervenlion du levier se résume dnns la division de la force R en un certain nombre, 100, de parties égales. Supposons qu'un molcur, un manœuvre par exemple. Mit capable de di^velopper sans Hiligue un ellbri constant bjfl.1 8U centième de la force R. Si la force It est effectivement dAcomposable en !00 forces égales, si par exemple celte force esl le poids d'un système matériel homogène qu'on puisse parlager elTeclivernent en 100 morceaux d'égal volume, le manœuvre, une fois ce partage accompli, pourra prendre le pre-
'flûer morceau, qui pèse jrr-y , et le déplacer verticalement de
la quantité liB', sans excéder la limite de ses efforts ; celn fait, il passera au second, au troisième, auqualrièmc..., et ainsi de tDÏIe jusqu'au centième. Il aura ainsi, partie par partie, •.elleclué le transport du système entier. Mais, au point do ^e des elTorts développés et du travail accompli, le déplacehnMit vertical I)B' du second morceau, du troisième..., du eenli£nie, équivaut nu transport vertical BB' du premier. Le travail du manœuvre équivaut donc au transport vertical
4*110 morceau unique, du poids de jtt-t, k une hauteur é(;ale
h iOO fois BB'. Or c'est précisément ce qu'il fait d'un seul coup, au moyen du levier, sans diuïion préalable de la charge.
Car il applique au point A un effort P égal à jrrw , et fait décrire 0 ce point un cliemin AA', égal à 100 fois BB'. Son (ratai/ dépense PxAA' est donc égal au travail produit,\i>z\iK' . On voit par laquelle est l'erreur de ceux qui vantent lapui^- $eace du Uvier, comme si un levier avuil par lui-même une pDÏssance. Le levier n'agit sur une résistance que quand une force mouvante lui est appliquée. Il permet d'équilibrer cette résistance avec une force moindre; mais, à l'état de mouvement, les chemins décrits par les points d'application [ des deux forces, estimés suivant leurs directions respect lïves, sont inversement proportionnels aux forces ellest mêmes, le travail de la force mouvante est égal au travail de
la force réaistanle, et ea ddUtnele lerier trsnsibrine 1é1 TÛl sans en créer. D en est de wéau àe toutes les oiachiiM . Nous dèvelopperoBs plus tard eeepreniers aper^s.
La théorie du levier, dam le cas des Turces parallèles, conone d'Aicbimède, et a longtemps serri de base à Vaaà statique. Elle offrait cependant une leoine : les mètres admettaient qae la charge dn point 6xe esti somme de la puissance et de la résistance, mais ils mï pas le démontrer ; cette pn^osition était pour eux de postulatum révélé per l'expérienee, et qu'ils n'ai-aieot encore pu rattacher an princîpea généraux de la Mécanit
368. Deux personnes d'inégale fiim portent ka m d'ure barre horiiontale AB, ea un point C de I est attaché nu fardeau dep En qnd point de la bairej dou ddt-il être suspends f I' que la pwsonne qui porte M " mité B n'ait à exercer que le f de Teffort exercé par la perawMl qui porte l'eilrémilé A?
On peut regarder la barre ill comme un levier du second p "*' dans lequel le poids P est U ri
lance, le point A le point d'appui, et l'elTort X exenittl de bas en haut la puissance.
XxA&sPxAC;
L'elTort Y, exercé en A, est égal et contraire h hv P — X de l'appui A, c'est-à-dire ^ '^ '* >< î|i-
SUR LE LEVIER
Y An
Ptf coQsëquent ^ est égal à ^rg, et puisqu'on veut que X
it k quart de T, il faut que AC soit le quart de CB, ou le
i|Qièine de AB.
û fardeau doit donc être suspendu au cinquième de la lon-
nv du levier, à partir du point A, le plus chargé.
la décomposition de la force P en deux forces parallèles
HGquèes à A et B conduit directement à la solution cher-
Me.
DOUBLE LEVIER A SOUIfVER LES VOITURES.
I S69. On se sert, pour soulever une voiture et détacher Tune èiioaes du sol, d'un double levier que la figure 247 repré- Cet appareil comprend un chevalet MN, qui repose ver-
Fig. t47.
fBfement sur le sol ; un levier du premier genre, AB, mobile
iioiird*un axe 0, qui traverse la charpente du chevalet; et
H levier du second genre BC, articulé en B avec le premier
kiier, et portant par son autre extrémité C sur le sol. On
lisse le levier sous la voiture, de manière à faire porter
fcssieu en un point E de sa longueur. Puis on exerce en A un
dorl qui fait basculer le levier AB, ramène la branche OA
Mreîe chevalet, soulève le point B, et par suite le point E.
Ias ce mouvement le chevalet MN s'incline légèrement, et
'erirémilé C, qui porte par terre glisse sur le sol, de ma-
^ à maintenir invariable la longueur BC. On fixe Tap-
pareil dans sa nouvelle position en accrochant le levier AO à la traverse du chevalet.
Cherchons quel effort F il faut exercer en A, au commeoce* ment du soulèvement, pour tenir en équilibre un poids donnéi Q, placé en E, en supposant qu'il n'y ail aucun frottement dans Tappareil.
Le poids Q se partage entre les deux appuis, C et B, du le-
BE vier BC; en C, la réaction du sol, R, est égale à Q x j^t,; eiiB,
la réaction du premier levier sur le second est une fon;e ter-
EC ticalc S, égale à Q x |w^. L'action du second levier sur le premier est donc une force égale et contraire. S', et Tcquilibrc exige qu'on ait l'équation
FxOA=^QXg§)xOB.
L'effort cherché est donc
ECXOB
Si, par exemple, le point E est le milieu du levier BCiet que OA soit égal à 10 fois OB, on aura
F = Qx.^^^ = Qxi-
Pour équilibrer un poids de 300 kilogrammes placé en E,il faudra donc un effort de 15 kilogrammes exercé en A. Le soulèvement infiniment petit du point E est alors le vingtième de rabaissement donné au point A.
ÉQUIUBIŒ DU TREUIL.
270. Le fr^Mî7csl un cylindre horizontal, mobile autour de deux tourillons ; une corde, partiellement enroulée à la surface de ce cylindre, porte un poids à son extrémité libre. Pour faire
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rée'poids, on applique une force langenliellement Ih circonférence d'une roue concentrique au cylindre, et iedansun plan perpendiculaire à son axe.
•te
Soient 0, 0', les tourillons ; D, le cylindre ; AA', le plan de hnoei BC, la portion libre de la corde, qui porte au point 'Itpotds Q, et qui se prolonge de D en E, et au delà, par une [ion appliquée sur le cylindre. Nous supposerons que y soit arrôlée en un point peu éloigné du point E. sorte que l'arc £B appartienne à la section droite surface cylindrique. Si la corde avait un diamètre infi- ÙDcnt petit, celte restriction serait inutile; quelle que fût ^longueur enroulée, la corde, qui se détache du cylindre Upoint It suivant la verticnle ISC, s'enroulerait à sa surrace mitant le pourtour de la section droite tangente à la dirocfon BC. Dans la pratique, la corde a un certain diamètre, et |und elle fait plusieurs fois le tour du cylindre, chaque pire vient se placer à côté de la spire voisine, de sorte que Il ligne moyenne de la corde dessine sur la surface cylin- Irique une hélice de faible pas, qui ne se raccorde pas d'ellepème avec la verticale BC. Le raccordement se fait cependant ta moyen d'une courbe plus compliquée, qui dépend de la lÊideur plus ou moins grande de la corde. Nous supposerons p que la corde soit sans raideur, et qu'elle s'applique sur le ■iodre suivant l'arc de cercle qui prolonge la tangente verti-
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Sur Télévation latérale, nous voyons la corde projetée en
bc, et la puissance l\ appliquée au point a de la roue, tangai-
• liellement à sa circonférence. Le petit cercle o représente h
projection des deux tourillons, et les distances oby oa, sont
les rayons du cylindre et de la roue.
Le treuil est un solide assujetti à tourner autour de Taxe lixe 00'; la condition d'équilibre se réduit à FéquatioD (les moments des forces extérieures pris par rapport à cet axe (§89), ce qui donne
Pxoa = Qxo6.
Cherchons les réactions des appuis 0 et O
l/équilibre ayant lieu, nous pouvons, sans le trouUer, regarder la portion DE de la corde comme fixée invariablement à la surface du cylindre; la tension de la corde 6C est é^ale au poids Q ; nous pouvons donc regarder la force Q comme appliquée en B au système invariable formé parie treuil.
Dans le plan normal à Taxe 00' conduit par la droite BC, appliquons à Taxe, Tune en sens contraire de l'autre, deux lorces égales et parallèles à la force Q. Nous pouvons substilu<T, sans îillérer Téquilibre, à la force Q appliquée eiiC, h foire OapplKjuiM' à l'axe, et le couple (Q, — Qj, dont le moment est égal à Qxob.
Di* nuMiie, dans le plan de la roue, transportons la force P Haiallèlerncnl à elle-même, ce qui nous donnera, à b place (le la loree P appliquée en (/, la force P appliquée en un |»oinl d<' l'axe, et le couple (P, — P), dont le moment est V xua.
Les (l<'ux couples se faisant équilibre, il reste à considérer les forces, qui sont équilibrées par les réactions des tourillons 0, 0'.
Pour trouver C(îs réactions, décomposons la force Q, verticale el appliquée à Taxe dans la section BE, en deux foras 0' et 0'', parallèles, appliquées au centie des sections moyennes des tourillons 0, 0'. La force (J', appliquée en 0, sera égale
OB
quée à Taxe dans le plan âe la roue, par deux Torces paial- BêlesP' et I", appliquées l'une en O, l'aulre en 0', et égales ' 0' F 0 F
icspeclWemenl à P x tttt, et P x jwy Composant ensuite
les forces Q" et I", appliquées en 0, nous aurons pnur résultante la pression R oxerct^e par le louril!on 0 sur son cous- SÏD<;I, el, de raéme, la composilion des forces Q" et P", appliquées en 0', nous donnera la pression R', exercée sur lecouslinel O*. Les forces R et R' ne sont pas parallèles, mais elles BOnt toutes deux normales à l'axe du cylindre.
272. On voit qu'avec une force P donnée on peut faire équilibre a un poids Q aussi grand qu'on voudra, en se servant d'un treuil dans lequel le rajon ob du cylindre serait BofBsauimeut petit par rapport au rayon de la roue oa. Pour le treuil comme pour le levier et comme pour toutes les ras- Cbïnes, les déplaremenis des points d'applic;(lion des forces P el Q qui se font équilibre, sont en raison inverse de ces |6rcGs elles-mêmes, de sorte que, pour élever d'une pelile quantité le poids Q en employant une force P, il faudra faire parcourir au point d'application a de celle force un chemin d'autant plus grand que la force P est plus petite. Le rôle du Ircuil, comme celui du levier, équivaut à la division du poids 0 en parties dont chacune puisse être déplacée par la force tnouvante P.
273. Le treuil différentiel (iig. 249), dont nous avons donné la description dans la cinématique (I, g 295) permet d'équilibrer un poids Q avec une petite force P, sans réduire le diamètre du cjlindrc, et sans diminuer la solidité de l'appareil. Le cylindre est double; la corde porte le poids Q par Finlermédiaue d'une poulie M ; les brins cb, c'b' sont parallèles, et leur tension commune est égale à la moitié du poids Q. Quand le brin cb s'enroule sur le cylindre de rayon Ob,
u. — ait. couwNOKi S7
4ft touiuni
If* brin V^ se déroule da CYlindre de ravon Ob'. Tour un angle très petit, ix^ dont on fait tourner la roue et les cylindre5« le poids Q s^élère de la moitié de la diiïércDce
06 X rfa — Ofr'x à% entre h longueur de corde enroulée et la longueur déroulée.
Le travail résistant est donc ^al en valeur absolue à f
5QX ,06Xcla — O^'Xrfa) = ^QX</>X(Oè — O»0.
L*équation d'équilibre est ou bien
|QX(0*— 061=:PxO».
Fz. il».
Tout se passe comme si Tofl employait un treuil dont la roue .iunil le même rayon 00, mais dont le cylindre aurait pour .: am/'ie \\ différence hV des rayons des deux cylindres.
Li ro l.orc*io des pressions sur les tourillons peut se faire \^x\^ lut-lhoilo que nous avons suivie pour le treuil simple.
y}\\ iciuarqutra «jne les deux tensions ^, appliquées d'aLord
K^w ^ il en h\ <o transportent parallèlement à elles-mt^nies ;u\ points tio Taxe on se projettent les points i et ft';puis t:;i ••!! [H ni hs composer en une seule, égale à 0. appliquée a 1 axe, an milieu de rinlervalle compris entre les deui <0i lions droites où se font Tenroulement et le déroulement dn til.
EQL'UTnnE nu TREIIIL en TENINT COSIPTE mtFROTTEMrST.
274. Revenons au treuil ordinaire, et cherchons les condilions d'équilibre en tenant compte du fiotlemcnt des tourillons sur leurs paliers. Si le treuil est h l'état de repos, il sufGl que la résultante des Turces qui pressent le tourillon sur la surface de glissement, fasse avec la normale à cette surfsce un angle moindre que l'amile ilu frottement. l.a solulion est donnée alors par une inégiililé, ce qui permet de faire varier les forces estérreures entre certaines limites sans troubler l'équilibre. Pour rendre le probléine déterminé, on peut supposer que le Ircuii, tout en restant encore en repos, estsui' le point de prendre nn mouvement souk l'nclion «les forces qui le sollicitent, hypothèse qui revienl h admettre que la résul- Uate de ces forces fait avec la normale a la surface de glissement un angle égal à Yangle <lu frollement au départ. On pourrait aussi supposer que le treuil est animé autour de son axe d'un mouvement uniforme; dans ce cas les forces extérieures se lont équilibre comme si le système était en repos, el de plus le frottement est égal à sa limite, puisque le glissement des corps en contact a effictivoment lieu; la résultante des forces exlérieurcs fait par conséquent avec la normale aux surfaces frottanles un angle égal à l'amjle du frottement pnidanllemouvement. Maison ne peut pasalfirmerd'avauec que Vélal de mouvement n'altère pas les réactions ùps points lixes, el nous aurions besoin de connaître ces réactions, pour en déduire les frottements qui doivent être introduits dans l'équation d'équilibre. Supposions donc simplement que le mouvement est sur le point de naître dans un sens déterminé.
Soit OA (lig. 250) le rayon de la roue, t,ingi'nliellt;menl à laquelle est appliquée la force P ;
(lit, le rayon du cylindre, tan;^tïnliellement auquel est suspendu le poids Q;
OC, le rayon du tourillon, qui touche au point G la surface MN du palier.
Le mouvement du treuil se faisant ou allant se faire dans
le sens de la puissance, on peut supposer que la roue tourne dans le sens de la flèche; le frottement subi par le treuil est dirigé en sens contraire ; c'est donc une force F, appliquée au point G, tangentiellement à la circonférence du tourillon.
Outre celte action tangentielle, la surface d*appui MN exerce sur ^^^' "" le tourillon une action normale S ;
et il résulte de notre hypothèse que nous avons la relation
en désignant par /*le coefficient du frottement.
Sur l'autre tourillon, nous aurons de même à considérer une réaction normale S\ et une réaction langentielle ou frottement, F', égale à S'/*.
Il y a donc équilibre entre les forces P, Q, et les forces inconnues, S, S', et V = Sf^ F' = S'/'.
Prenons les moments par rapport à Taxe projeté en 0; il viendra Téquation
(1) p X OA = Q X OB + (F -f- F') X oc = Q X OB -+- (S -f S') X /"X OC,
équation où entre la somme inconnue S H- S'.
Pour déterminer séparément S et S', et pour trouver la condition d'équilibre entre les forces P et Q, nous procéderons comme nous Tavons fait dans le g 271 : nous substituerons aux forces P et Q des couples P x OA, Q x OB, et deux forces parallèles P' et P', Q' et Q", appliquées à l'axe 0, dans les plans moyens des tourillons. Nous pouvons de mêm^ substituer aux forces F et F' des couples FxOC, F'xOC^ en transportant ces forces parallèlement à elles-mêmes en desi points de l'axe 0.
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Nous obtenons par là, ilons des plans parallèles, 4 couples qui se font équilibre en vertu de l'équation des moments (I), et deux groupes de quatre forces, savoir les forces
p-, 0-, s et ¥, appliquées au centre du premier tourillon, et les forces
p', Q', S' CE F'.
appliquées au centre du second : ces huit forces se (ont donc aussi équilibre.
Je dis de plus que chaque groupe considéré séparément est en équilibre. S'il en était autrement, les quatre forces V, Q', S et F, qui sont appliquées en un môme point 0, auraient une résultante, qui devrait faire équilibre à la résultante des quatre autres farces P", Q", S' et F, appliquées aussi à un même point. Or cula est impossible, car les quaire premières forces sont situées dans un plan normal à l'axe du treuil, et leur résultante, située dans ce plan, ne peut filre £gale cl opposée ù la résultante des quatre forces du second groupe situées dans un plan parallèle. Donc enfin la résultante des forces S et F est égale et opposée à la résullanlc des forces P et Q', et de mûme la résultante des forces S' et F' est égale et opposée h la résultante des forces P' et Q'.
La résultante des forces S et F, qui sont rectangulaires cl liées entre elles par la relalion i' = Sf, est égale à V^S* + F' = SVr+7'". De même la résultante de S' et F' est S'\/i+p. La résultante des forces P' et Q' peut s'exprimer par le radical
\/l^ + 0''-*-aP'ti'coajI-,Q'),
et de même la résultante de P" et Q" par le radical
i.^l<"Q-'cai[l";(i"].
Or a donc les deui équations :
S\li+f* = VF-» -I- Q" + ap'll'a»(l", Q'),
8* VJ +/• = ^l-' + Q" -H 31"^"ai
H iiibrrdîunt dans réquatioQ M) les \aleurs de S et S', il
In^:s «tie «fÇTraLvD. OA, OB, OC sont coonos : la force Q est :*.:iiii ne tr. zTkTjitis H en direction; on en déduit Q' et Q*. La -Â^:l^ F if<c iz»:>:4m>e tn grandeur, mais elle est connue ea tnczinfi . ei> &dt dans le plan de b roue du treuil, et, si ta J :«^xc.:t.f!<: en deux force> P et P*, situées dans les plans ii*?^ieft5 ie^ t.uriljoiks, on connaîtra les rapports des compo- >LLi:5 1 il i:-o:e ^y^Ie. Lts furces P et P* peuvent donc s'exprinttr T-or ùe< prj^uits de la fvrme f-^ P/, où les coelBcieots il ec s. <«.yu o:<i:iu^ d'aprc:s les dimensions de la machine. Eofifl jts iix:ik< r. V a P*. C» sont aossi connus. L'équation (3) itf cuaii^fct plo^ qu'une inconnue P, et peut senrir à en d^
r-jor v?Lâ. fe mien est de procéder par approximations Koc«^i:->. vc L^fcl^era d'^abord le terme contenant les no.j-A. ;-i e>t Bu.tipliê par un nombre f toujours :t; .. >i .1 iLj-.':. iirf est en bon état d entretien. Cette hj^o-
;*•.>■ :' ri ,:zjliL re uce valeur de P êpaîe à OXt^.;cVsI
^ ^j".:. r ■ i.î'.'.t ç-'f r:n trouve quand on suppose le frotte 211 ' : • ; :rt:T-i':r? \jileur de P sert à calculer des va-
.•:..'> if r .: :" :'-\ 5ur<5ti:uêt:s dans les radicaux, en don- •vc : .:". ::•::..-:•. \ » If ur approchée. L'équaiion r2) conduit :. r > . •: .■ >:>:or i:? valeur de P, qui sert à encalculerune :•. - .:- \ <: 1 :c pe^jt pvjsser ce calcul aussi loin qu'on le
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i**v l\v*.:iî: n .:î , cecaiTêe de ses radicaux, serait duqua- ::•..:■.•.: .::v:"' ^'"'^- ^- S^-^'^^l Poncelela indiqué une méthode
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[Hi permet d'y substituer une é(|uation du premier degri^, avec une approximation définie.
Celte mélliode ropose sur la détermination la plus convenable possible des deux coeriicienls constants M el N, pour que la Fonclion linéaire
puisse ëlre substituée, dans un intervalle donné, au radical ■carré i^x'-t-if.
Les radicaux de l'équation (2) sont de la forme
^/X' + X' + iWco^O:
maison peut les ramener à la forme v'x' + yS en posant
X + ïcos8 = z
Nous supposerons qu'on demande de déterminer M et N de manière que, pour toutes valeurs du rapport " comprises
Bel un nombre positif X donné, l'erreur relative moindre possible en valeur absolue.
Faisons -^u, et divisons par x les deux termes de la fraction. Elle est ramenée par là à la forme
... M + Nu-vT+lJi
vTTnî ■ Pour 11 = 0, elle prend la valeur V=:M — i.
Elle s'annule pour deux valeurs u' et ii', satisfaisant à l'équation du second degré
■;S + N«)« = !+!(», ou bien
(S«-l)«>-f3JINH-|-(ll' — 11 = 0.
Pour que les deux racines de cette équation soient positives,
il faut el il sufBt que ^,_ . soit posilif, el que ^
wil négatif; oo satisfait k telle double condition en fût III et N de laérae signe, et moindres que PuBité en » * loluc. S'il en esl ainsi, w' et u' sont des nombres p
s supposiivins iitféiieiirs tous deux à la limiti
Nous prendrous donc M et N po^iîfs, ce qui donnera a
valeurs positives pour M + Nu.
Pour u = X, on a
-vT+ii_
Au delà de celte limite, pour u iafinimcnl grand, Td verge (crs la valeur N— 1.
On voit donc que, pour 11 = 0, V est négatif, qu'il pass pûsitirpouru = K', puis qu'il redevient nul pour u=ifM qu'à partir de là il reste né^'alir indéfiniment. La courtier valeun de V pressente la forme ABEDG indiquée sur la i où l'on suK«)se OB=s', OV — ti', el OF=X.
Cette courbe a un maiimuni en un certain p l'abscisse J = OC est comprise entre les abs 0D = "'- ro'"""" déleniirntT '
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N de «. Le numérateur s'annule pour la seule valeur u = w ,
valeur positive, qui correspond à un point C, compris entre les deux racines. La fonction V prend alors la valeur
Au-dessous de la valeur », la dérivée est positive; audessus, elle devient négative, et reste négative jusqu'à u =: oo , valeur qui la rend nulle; donc la fonction Y est croissante du point A au point E, et décroissante du point E au point G.
La meilleure détermination des inconnues M et N consiste à diminuer le plus possible en valeur absolue Tordonnée V de la courbe AEG, ce qui revient à rendre les moindres possible les valeurs limites OA, EC, et FG de ces ordonnées ; ces valeurs, prises po3itivement, sont respectivement égales à
et
M + NA
En augmentant M et N, on réduit la première et la troisième limite, mais on augmente la seconde. La meilleure solution consiste à rendre les trois limites égales, ou à faire OA=CE=FG. Alors Taxe OX partage également Terreur commise.
On déterminera donc les inconnues en posant les deux équations
i— M=VM* + N« — 1,
H + Nà
Vît?
Pour les résoudre, changeons d'inconnues et posons
Msrcosf, K = r sin f.
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Faisons de plus
ce qui donne
ri
Iss tango,
= cos«
et
= siDa.
Les équations se transforment en celles-ci t
1 — rcosf = r — 1 — 1—1 — rcos(« —
La première
donne
et la seconde
'^"l-fcosy*
1 H-cos(« — 9)'
Les deux équations sont satisfaites à la fois en fais
a 2 ç=a — 9 OU 9=2? ^* '= 1'
l-^cos^
On en déduit successivement
2cos^
Cette solution est susceptible de représentation géo
btrique.
Prenons sur une droite OA une longueur OR=jc, et éle-
Us au point R une perpendiculaire RP = y. La distance OP
rm égale à y/x* -h i/% et ^ sera la tangente de Tangle POA.
Du point 0 comme centre, décrivons un arc de cercle pasnt par le point P, et terminons-le en B à un rayon OB faisant ec OA Tangle BOA=a, dont la igente, tanga, est la limite supé-
iiire des valeurs de -. Menons
liissectrice OC de l'angle BOA.
Su point 0 comme centre, dë-
ivons un second arc de cercle
JF, avec un rayon OF = OE, lel
i6 le point C soit le milieu de la
bcbe ID du nouvel arc. Le rayon R de ce cercle sera donné
ir l'équation
Fig. 251
R^l-cosj) =2^0C-Rcos|V
■InoN M
l + OH
PnAongeons la droite OP jiuqa*eii P à la reneontredel EDF, et projetons le point P en Bf sor la droiteQL aurons ]m proportions
VP OB' Of
i + MJI
Done
OSfs
i + OOiî
et
BfF
^ fa
Projetons enfin le point P en K sur la flèche D. le] tombera dans l'intemlie ID qndUe qne WHt la posilUi point P sur l*arc BCA, et, par suite, on pourra coofinfei] point K avec le point C en commettant une erreur moi que rintervalle CD = CI ; or le rayon OC représente ment la valeur du radical. La valeur approximatite II peut s'obtenir en projetant sur OD le contour (B'P, ce ^{ donne en définitive
SUIxt
co«| +
l + eo»!
i+COtj
c^est-à-dire la formule linéaire en « et en y, que noosteM^ de trouver.
Si I varie de 0 à linfini, Tare a est égal à | et la lifflik* Terreur relative, tang^j, est 0,17.
Si ^ varie de 0 à l'unité, a= t, et la limite de l'emtf
relative tombe à 0,039.
ËQUILIBRE DU TIIEUIL tU
ilîn si - reste au-dessous de 7, la limite de l'erreur
TREUIL DES CAfttllEItS.
'7. Le treuil employé pour extraire les pierres des car-
65 des environs de Paris est mis en mouvement par des imes, dont le travail consiste à marcher à l'intérieur d'une
roue à éheville$. Soit P le poids des hommes qui sont dans la roue, et qu'on suppose placte an point A; Q, k de la pierre à ëleTer; QA, le nyon de h roue; OB, k du cylindre sur lequel s'enroule h oorde du trcuU (1%.
Du point 0, abaissons une perpendknlaire OC sor h lion AP de la puissance P.
L'équilibre des poids P et Q exigera la relation
équation qui fait connaltre le point A, oè les honuMS se pTacer pour équilibrer le poids Q. D est beOe de
cette poûtion d'équilibre est stabls.
hommes lonl un pas, et se plaosalMil leur poids remportera sur cdm A pierre» etla roue tournera derangleil pour les ramener à leur position A. li résultera pour le poids Q une égale à OBxanjjleA.'OA.
Le tratail moteur est égal an nu de la force P, par rapport i TaieO, tiplié par Tangle décrit (g 114), c'està PxOCx(A'OAK ou à QxOBx(A1U), ou enfin au travail résistant, abstraction faite des réss* lances passives, telles que le frottement et la raideur dei cordes.
L'angle COA=:a est donné par Téquation
R étant le rayon de la roue à chevilles, et r le rayon du IranL On a donc
Fif. ei.
cot«
pour que l'angle a soit réel, il faut que Qr < PR.
II s'agit, par exemple, d'élever une pierre d'un mèfrecnliei pesant 2,500 kilogrammes; le rayon du cylindre est de O",!!! et le rayon de la roue à chevilles de 3"; enfin, on suppose
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pic I« hommes se placent à une dislance moyenne de l'axe }C ègiilcaux ^ du rayon. Le poids moteur P sera donné par 'équation
Donc
Un tiomme p6se environ 70 kilogrammes; on voit qu'avec ses on aurail un poids de 210 kilogrammes, qui suffit î, à la dislance de 2 mèlres'où on l'a supposé appliqué, hommes obtiendront donc l'cfrot voulu en s'éloignant
VÉXe i une distance x donnée par l'équation
S10xa = S,500xO,18.
On trouvera
CABESTAN, CHIC
278. Le cabestan est un treuil à axe vcriical. La figure 255 représente un appareil de celte espèce emnloyé dans les ports. Le cylindre du treuil est maintenu dans
û» position verticale par une charpente ABCD, qui est fixée au [mI au moyen de cordes attachées à des piquets. La télé E du teabestan esl traversée oar la barre FF, aux eslrémités de
iQinulU
laquelle on applique Teffort motonr. la eoHe IT s'enmb d*un cMé sur le cylindre, et te déroale de Fealre oBlè. Hiill^ comme nous le verrons plus loin, d*nn petit eObrt aenèoi T pour équilibrer une très grtiide tenaieii T, dtfdip|h dans l'autre partie de la corde; la dEflSrance des denxteMMS est équilibrée par le frottement dn cylindre sur la corde.
La théorie du cabestan est la même que edle da treii, sauf que le poids dn e]^ndre porte sar la erapandine laquelle il est engagé. Cette fime longiladmale n*erisl
dans le Irenil; die introduit Téquation d*éqailibra va tean qui lépréaenle le i Aotlement dn piwt oonlr pkne sur laquelle il
S79. Voici comment ce tamepsit être calculé.
Soit P le poidsdo cjlindie'A'AV;
on plus généralement b Ibm fn
agit dans la direction de aon aie,d
qui appuie le cylindre aar le plan ÛL
Nous admettrons que cette force soit
uniformément répartie sur Taire 4
de cette section, fja pression pir
unité de surrace est donc, en appelant R le rayon Oa de h
base,
et par suite la pression subie par un élément superficiel ib
Le frottement F subi par cet élément est égal à -^; il est
dirigé en sens contraire du mouvement, et si Ton appelle rh distance de Télément do) à Taxe 0, le moment de cette forceF est le produit
Fi«. S56.
On aura lu somme des moments du frottement par rapport à Taxe 0 en inlùgrant l'expression précédente dans toute l'étendue de la section afl. L'éliîment Ju s'exprime en coordonnées polaires par le produit rJrd^, et les limites des variables sont pour r, 0 et fi, pour 0, 0 et Stc. Donc enfin le moment total du frottement sur le fond de la crapaudine est
c'esl-à-dire que la somme des moments des frottements est la même que si la force P était répartie le long de la circonfé-
rence a'g', dont le rayon est les ^ du rayon de la base.
Si la base du cylindre était une surface annulaire, comprise entre deux circonférences de rayons R et H', les limites de r seraient r=R' et r:^R, et la piession moyenne serai'
P «(R'-R'T donc égale
la somme des moments des frottements s
Jo Jb-
Pfr'drd
_ a,ip/-(n^-n''-i _
^2R'+ nn'-t-r'
280. Le cric {fig. 257) employé pour soulever les fardeaux peut £tre aussi assimilé au treuil; seulement, au lieu d'une corde qui s'enroule à la surface du cylindre, le cric emploie une crémaillère qui engiéne avec un pignon. Le pignon pourrait être mis en mouvement par une manivelle; mais ordinairement il fait corps avec une roue dentée de plus grand diamètre, qui engrène avec un second pignon, auquel on applique l'effort moteur. Une roue à rocket, placée en dehors de l'appareil, a pour objet d'arrêter le mouvement liscensiooncl de la crémaillère à telle dent qu'on \oudra, sans faire obstacle à ce mouvement dés qu'il s'agit d'élever le fardeau davantaj^e. Pour faire descendre le fardeau , on soulève le doigt
de IVncIiquetage, et les roues dentées deviennent libres de lonnitT dans les deux sens; mais il faut alurs faite ùqiiilibre au fardeau parun eflort exercé sur !a manivelle.
AppelonsFjlig. 258) la force qu'il faut appliquer à l'exlréinUi A de la manivelle, perpendii ulaircmcnt à sa direcfion OA, pour iaiie équilibre uu pitids Q qui pèse ^ur la crùmaillêie MN. Soil UA = /; Uli^r, rayon du pignon de la manîveltei O'B^It, rayon de la roue dentée; U'Csn-", rayon du pignon de la crémaillère. Cherchons le rapport des forces F et Q, en faisant "* "'' absiraclion du fiotlenient.
La force Q esl transmise întégialemenl par la crémaillère à la dent située au point C. De même, au point B où les roues OD et O'B engrènent l'une avec l'iiutre, s'exerce une pression mutuelle S, que nous su|iposeron$ normale à la ligne des centres, et dirigée suivant DS pour la roue 0, et suivant BS' pour la roue (V. La pression S esl la composante perpendiculaire à la direclion 00* de f^^ j^g l'action mutuelle des deux roues
au point B.
L'équilibre de la roue 0 sera exprimé par l'équation des moments pris par rapport à l'axe 0:
FxAO = SxOB.
et l'équilibre du système (Y par l'équation
SxO'B = QxO'C,
d'où l'on (ire en mutiipliant
Px OAx 0-0 = 0 X oc xo-c
Telle esl la force qu'il Paul appliquer perpendiculairemonl à l'extrémilé Je la manivelli; pour équilibrer le poids Q,
Les dénis du pignon 0' el de la ctémaillère doivent lîiro assci résistanles pour supporler chacune le poids Q ton) entier; la force S, déterminée par l'une des éqiialions que nous venons de poser, lend aussi h lompre les dénis de l'engrenage 0, 0*. Enfin, les axes de rotalion 0, 0', doivent élre asseï résîshnls |>our supporler, l'un, la rc^ullante des forces F, S, et des frollemunts que nous avons négligés, l'autre, la résultante des forces S, Q, et des frollements.
On calculera de même la pres- «on P développée dans le doigt 0"D de l'encliquelage, quand le cric est au repos (liR. 259). '*'
Celte pression P remplace la force F appliquée à la maiii- ▼elle; seulement elle est appliquée langcntiellemenl à la circonférence intérieure OD de la roue à rochet.
On a donc
La pression P s'exerce sur l'axe 0* du rochet, dans le sens OT.
Le théorème du travail virtuel donnerait immédiatement Ij rapport des forces F et Q.
ÉQUILIOU£
PLAN INCLINÉ
Fig. 2G0.
281. Nous avons déjà traité la question de l'équilibre d'un corps solide placé sur un plan fixe (g 91). Ici nous ferons l'application de cette théorie à un corps pesant posé sur un plan incliné, et nous chercherons quelle force il faut appliquer à ce corps pour qu'il soit en équilibre. On peut traiter ce
pniblème à deux points de vue :
en négligeant le frottement, ou en en tenant compte.
Supposons d'abord qu'il n'y ait aucun frottement.
Soit AB la ligne de plus grande pente du plan, qui fait avec Thorizon Ail un angle donné BAH.
Le corps solide MN repose sur le plan par une face plane ; il a un poids Q , appliqué en son centre de gravité, G.
On demande quelle nouvelle force il faut lui appliquer pour qu'il soit en équilibre.
La résultante des actions élémentaires exercées par le plan sur le corps est une force R, normale au plan, puisqu'on suppose le frottement nul ; cette force R rencontre la verticale GQ en un certain point I, où Ton peut considérer les forces Q et R comme appliquées. De ces deux forces, toutes deux connues en direction, l'une, Q, est en outre donnée de grandeur, Tautre, R, est encore inconnue. Le plan RIQ coïncide avec le plan de la ligure.
La force à appliquer au système pour compléter l'équilibre est une force P, appliquée au point I, et dont la direction et la grandeur sont également inconnues. Pour déterminer les inconnues, par le point I menons dans le plan de la figure deux axes rectangulaires, Ix, ly, Tun, Ix, normal au plan, Tautre, ly, parallèle. Décomposons suivant ces axes la force
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inconnue P en deux composanles que nous appellerons X et Y; décomposons ilc miltme la force Q en deux coni posantes, C'elO"-
Les Irois forces P, Q, R, se faisant équilibre, la somme algébrique de leurs projections sur une droite quelconque csl Dullc ; donc
La première équation fait connaiire la composante Y; la seconde fait connaître la somme des deux inconnues X -l-ïi : l'une d'elles reste donc arbitraire.
Si l'on veut trouver la moindre valeur possible pour la force P, il faut faire X :=: 0, car on a l'équalion
dans laquelle Y est égale a une force donnée Q": elle mnnirc que le minimum de P correspond ii la „ ^
moindre valeur de X, ou à X ^ 0. Dans ce cas, !\^Q'.
On équilibrera donc le poids Q avec une force P, parallèle au plan incliné, et dirigée de bas en liaul, suivant la ligne de plus grjnde pente; celle force sera égale à la projection IQ" *'*^ ^'
du poids 0 sur la ligne de plus grande pente, c'est-à-dire égale, à cause delà similitude des triangles IQQ", ABU, au produit
ds poids Q par le rapport p^ de la hauteur, DU, du plan incliné à sa longueur, A6.
Si l'on appelle a. l'angle BAll du plan avec l'horizon, on lura
el Q sin a sera la pression subie par le plan .
S8'2. Reprenons le même problème en tenant compte du frottement; pour que la question soit déterminée, il faut supposer que le glissement du corps sur le plan est sur le
point de se produire dans un sens défini, ou mftme qu'il se produit réellement, le corps éiant animé d*un mouvement uniforme le long de la ligne de plus grande pente AB.
On Terra en dynamique que l'état de mouvement recliUgne
ot uniforme du corps le long du plan incliné ne change rien i
la pression mutuelle exercée entre les deux corps en contact.
Admettons que le corps glisse ou va glisser de A vers B,
c'est-à-dire en montant. Le rroltemcnt exercé par le plan sur
le corps est alors une force F, |)arallèle au plan et dirigée dans le sens BA. La résultante des actions du plan sur le corps est donc dirigée suivant une droite IR, faisant avec la normale B, dans le plan de la figure, un angle RIS égal à Tangle du frot* tement. Cette réaction totale R se décompose en deux forces, une force normale S, et une force F, qui est le frotteinenl.
Menons encore les axes Ijt, \y ; décomposons le poids Q sui- \ant ces doux directions, ce qui nous donnera les forces Q' ,^l 0'- décomposons de même la force inconnue P. Nous cuirons pour Téquilibre les deux équations :
A ces deux équations il faut ajouter la relation entre F et S :
/étant le coofllcient du froltemenl.
Il V a trois équations pour dclermincr quatre inconnues \, Y, S et F. I/une dos quatre inconnues est donc arbitraire, ol 1 on i>out imposer au problème une nouvelle condition; nous cliorcliorons, par exemple, à rendre la lorce P la plus
petite possible.
Lo pivblome se résout géométriquement d'une manière très
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simple. I« poids Q et les forces P cl R se f;iïsant équilibre au point I. Q est la résullanfe de deux Torces 11^, IR', égales et opposiîes aux Torces P et R ; la droite IQ est donc la diagonale du parallùlogramme IRTQ' construit sur ces deux forces. Dans ce paraUclogramme, le cMi lit' a une direction connue ; la forco P est représentée en grandeur par la droite OR', qui joint le point donné Q au point R', exlréniité de la droite IR'. La moindre valeur de la force P correspond au minimum de QR', ou à la perpendiculaire abaissée du point Q sur la droite IR', c'est-à-diic, le minimum cherché a lieu quand on donne à la puissance P une direction perpendiculaire à la droite IR, ou enfin une direction faisant avec la ligne de plus grande pcnlc AB un angle PIV égal â l'angle du frollemcnt.
La solution algébrique du problème s'achèvera donc en posant
W x=tf.
Des équations (1 ), {2), (3) et (4). on tire
^ft a r(
a représente l'inclinaison BAH du plan sur l'horizon, el ? l'angle du frottement, on aura
0'=Qco3a, /■=laiigï,
et les formules deviennent
m tonuBu
Rfmcr^e. — Nous avons supposé que le corps glissail m ■lonUnl. S'il ^lissaîl en de&ceii*^nl, il n'y aurait qu'à diuger Il dîrccUoQ du (rotluracnl F, ce qui revient â mener ta droile lit de l'autre cùlè de la no^ malelS.
I,es Formules |5) convicnDesl encore, pourvu qu'on change e im — ^ cl qu'on allribue des signei aux forces F, X el T. Deux ca doivcol ^Ire distingués.
{* Si le prolongement de la mticale IQ giasse dans l'angle SIR ~ (fig. 463), OH aura les équattons
«uivanles, en prenant postliveoienl les Torccs F, V et £ :
le minimum de P correspondra à la dircriion normale i TR. ou à la condition X^V/. La force P ti-nd ù \a fois à enlraliwr le corps le long de la ligne de plus grande pente, et à le détacher du pkn.
On déduit de ces quatre équalîons :
Q-, Q-ctZ-parl
= Ocoj[v — «ICUSf,
= Qco«(f — .;»iiif.
= QmiH!: — «)eMf,
= Q*inlr— liiiifc
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el ces formules donnent pour Y et X des valeurs positives, puisque % est supposé <;? ■
2* Si, au contraire (fig. 264), la verticale IQ prolongée est en dehors de l'angle SIR, on aura les équations
Le minimum de P correspond une direction IP normale à IH, ou
Ce cas correspond à a > 9 .
La force P tend ici à retenir le corps et h l'appuyer contre le plan.
5° Enlin, il y a un cas înicrmédiaire où le poids Q est en prolongement de la réaction U ; la force P est alors nulle, et le corps glisse d'un mouvement uniforme le long du plan incliné : rinclinaison du plan sur l'horizon est égale à l'angle du frottement.
Les formules (5) comprennent tous ces cas particuliers, dès qu'on a égard aux signes des forces et de Tangle f.
An ÉQUILIBRE
283. Application aux traîneaux. — On emploie dans certains pays, pour effectuer les transports sur la neige, des traîneaux MN, glissant sur le sol AB (Gg. 265). Le cheval qui mène le
Fig. «05.
traîneau est attelé à un brancard incliné OA, articulé en un point 0, au milieu à peu près de la portée du patin ; d'après ce qui vient d'être démontré, Tinclinaison la plus avantageuse à donner au brancard et aux traits par rapport à la ligne AB est Tangle du frottement. C*est dans celte direclion que le cheval dépensera la moindre force en agissant sur le traîneau, soit pour lui faire gravir une rampe (§ 282), soit pour lui faire descendre une pente peu inclinée (g 282, Rem. l"*), soit pour le retenir sur une pente forte (§282, Rem. 2^). La réaction étant égale et contraire à l'action, le cheval est sollicité obliquement par le brancard ou les trails, suivant qu'il tire ou qu*il relient. Cette force oblique se décompose en deux forces. L'une, horizontale, s'exerce sur le poitrail, par l'intermédiaire du collier, quand le cheval tire; sur Tarriôre-train, par l'intermédiaire du reculoirj quand le cheval relient : dans les deux cas, celte force horizontale est équilibrée par le frottement développé au contact des pieds du cheval avec le sol. L'autre force, verticale, s'exerce tantôt de haut en bas, tantôt de bas en haut ; dans le premier cas, elle appuie la sellette du cheval sur son dos et se transmet de là par les jambes jusqu'au sol ; dans le second cas, elle tend à soulever le cheval au moyen de la sous-ventrière, et est contre-balancée par le poids de l'animal. C'est ce qui arrive toutes les fois que le cheval descend une côte où il est forcé de retenir.
Si le frottement du traîneau sur le sol est très faible, Tincli-
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naison du lirancard doit être ellc-môme Irèspclîle; ce qui conduit a relever le point d'allactic, 0, du brancard.
TRIVAIL DU FTIOTTEllE.NT SDH LE PLAN INCLIKÉ.
'îii. Itepreiions la question gém^ialc traitée aug282. Dans tous les cas que nous avons examinés, il y a équilibre entre ks trois Torces P, Q ctB, et par suite la sonimealgébriquedes travaux de ces Torccs, pour un déplacement Élémentaire quel- «Daque, est égaie à zéro. Prenons poui- déplacement élcmentiirc le glissement que subit effeclivemenl le corps le long de la ligne de plus grande pente du plan incliné, quand il est animé le long de celte ligne d'un moulemenl unirormc. La somme algébrii|ue des travaux des trois forces qui forrcâpondent au déplacement 11' est ioac nulle. Examinons d'abord le cas Mlle corps monte(lig. 266). Le travail (le la puissance V est égal au produit dudépla'cmenl ll'par lacomposnnlcY ""'s *"'■
pirellèle au cliemin, ou à Y xH'. Le travail delà réaction It etldemcnieëgatau produit négatif — F X 11'. Enfin le travail it b pesanteur est égal au produit négatif — Qxl'i'. du poids Q |>3r la quantité dont s'est élevé le centre de gravité du Corps mobile. On a donc l'équation
vxii' — FkU'— oxn' = o.
^i le utips di;&c;»id tf-'i,. 267), on a l'équalioa
ï X H'— F X II' T (J X n* = 0
qmnil la force P est mouvante, et l'équation
— ïxll'— Fxll'+Qxl'r=0
•pnnd la force P est employée à ri'ljnirle corps. Dans ces trois «lualions, le travail du frottetneiit est négatil paicc que te
AU ËQUIUBRE
frottement est une résistance au glissement du corps ; le tnvail de la pesanteur est positif si le corps descend, négatif sll
monte; le travail de la force P est positif ou négatif, suivant que cette force est dirigée dans le sens du mouvemenl ou en sens contraire.
Faisons II' =ds; nous aurons
^^ Substituons dans la première équatioa
Fig. Î67. Ycs valeurs des déplacements et des
forces Y, F et Q, données par les équations (5); il viendra pour l'équation du travail, en supprimant les facteurs communs Q et ds,
sin (a -H f ) C08f — C08 (a + 9] sin ^ — sin ee = 0.
Cette équation doit être une identité. En effet, elle exprime simplement que Tare a est la différence des deux arcss-f 9 et 9. Les équations relatives aux deux autres cas rentrent dam la première, en ayant égard aux signes des forces T et F, et de
Tangle ç.
285. Le cheval qui mène un traîneau le long d'une route, avec une vile^se constante, exerce sur ce traîneau un force P, dont la composante Y produit seule un travail ; l'autre composante, X, est perpendiculaire au chemin décrit, et son travail est constamment nul. Le cheval se trouve à l'égard de cette composante dans la situation d'un support chargé du poiiis X.
Le travail du cheval dû à la composante Y se partage ensuite en deux parties : l'une qui correspond au travail de la pesanteur, et l'autre au travail du frottement. Si la roule que le traîneau parcourt est horizontale, le travail développé par le cheval est entièrement absorbé par le frottement.
Remarquons, en passant, que la force X, bien qu'elle ne produise pas de travail, contribue aussi bien que la force Yà Jatiguer le cheval, et qu'il y a lieu de réduire cette charge audessous d'une certaine limite, pour laisser à l'animal la libcrié
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développer dans du bonnes conditions Veffort utile Y qu'on lui demande. Théoriquemcnl, on pounait réduire à léro le travail à lournir sur une roule horizontale, en plai;ant sur le dos du cheval la lolalllé du fardeau à transporter; car celle disposition rendraitnulle la composante Y; mais elle augmenlerait la force X et imposerait au cheval une charge qui pourrail cïcêder ses forces.
En d'autres termes, le cheval, considéré comme béte de sommé, ne peut transporter qu'une faible fraction du poids qu'il traînerait surune bonne route, sur laquelle le coefticient de frottement est petit.
fQUILIBRE DU COtM.
J 286. Le coin est un prisme triangulaire, ABC, qu'une force 2 P eoronce entre deux corps E et F, qu'il s'agit de séparer.
' On demande la condilion dV^quilibre j* entre la puissance P, et les réactions " que les corps E et F exercent sur les laces latérales AC, BC, du coin.
Généralement la section droite ABC du coin est un triangle isoscéle, et les. corps Eet F sont de même nature.
Nous adoplerons ces hypothèses, ijui «iniplifient le problème. y ^^^
La force P est appliquée dans le idan moyen CD du prisme, perpendiculairement à la face AB. Cherchons les conditions d'équilibre au moment oii le glissement du coin va se produire sur les corps voisins. Alors la réaction du corps F sur le coin sera une force B, dont on peut assigner la direction : elle fait avec la perpendiculaire Gll à la face BC, dans le sens opposé au mouvement, un angle IIGR égal à l'angle f du frottement. Le frottement étant le marne sur la face AC, la réaction R' sur celle face fait dans le même sens, avec la normaleLI au plan AC, un angle égal
;ftT.teBecnaBltpa9
»,<|M ae wat eo r^lilé qae les résuiUinles des aclion» t développa sa contact d«s ciirps rroltanU, • S*. Toal ce qu'on sait, c'est que la n^ullonle sHelfl' estr^ale el contraire à la force i'. l» I donc par uo miîine poini 0 . ri pHr suild, t 4les Torccs R et IV en prenant sur Ib ABC, direrlion de la forcL- doniirt P, ud 1. CM nenani par ce point deui dratles 01^ ■ Sfcc le» bœs AC, BC, ées ongles égaui k 90' -;, * b fixte P, tnnsportte au point 0, suinri ,Wfir«rti«osOG.OL.
PoarqueleproblènewilpoMrble, il fautetil iuRil^iierjoj|^90* — 7 Mit plus !tnnil(}ue(amoitiéde t'angle C,3usohi-
éa tratail virlue) fait coitnajtre lo rapport d»
BaiCBiii ABC on déplacement DD* infinimeolpc- ! en A'B'C (6g. 26S|. Nous pouvons sàmettn I E reste fite, ri que le coq» F subit seul le dépUil dd à renfonremenl du coin. IVcomposoiis les foiTCsll et R* eo deux compoâanrrs, l'une nornale à la face du coio, , l'antre ïitiice dans celle face; /'étanl
le coeflicieni du Jroltement , la composanle normale de R el de H' stTJ R ysJËî — , ~ï=^,ellacoinposanlelangenlieile,
J\'. ff 1* point L se transporlc
^./ en L', par suile du dèptacemeni Ju
*" ■ coin, à une distance {.V =k.k' àm
"•* "* position primitive. Le point G se Iranv
porte en G', 1 une pareille dislance ; mais nous pouToos lii" conipuàcrle cbemio (^C en deux cbemins G'G*, C'C', l'un normal, l'aulre parallèle à k foce BC du cun.
DU COIN
Le travail de la force P est positif et égal à P x DD' ;
Le travail de la force R% appliquée en L, se réduit au Ira-
Tail négatif de sa composante tangentielle -=L=» ou à . ' X LL\ l'autre composante étant normale à la di-
!ection du déplacement;
Le travail de la force R, appliquée en 6, est égal à la somme des travaux négatifs de ces deux composantes, ou bien à
Vi + r V^H-A*
L'équation d'équilibre est donc
p X Diy - , ^^ XLL'— ■ ^ XGG^ r=^=X ^6'= 0.
>Ji-hn >f^TT^ yl^-i-n
Faisons A A' = d$ : les déplacements LL' et GG' seront égaux aussi à d$; W est la projection de ds sur la direction de la
force P, c'est donc (b cos 5 •
Enfin
GG' = GG'sin G =r cft sin G, G'G'= GG'cosC = rffcosC.
Remplaçons les déplacements par leurs valeurs dans l'équation précédente, et divisons par df^ ; il viendra
zz T-!-^ : . sinC r-i COSG = 0.
t %AfO 5 —
-7=— : — ; ^ -7 ? siii \A ^ .
Donc
P f sinC+ZcûsC
et si Ton remplace f par tang 9,
p sinf + ainCG + i>]
Si le frollement était asseï petit pour qu'on pût le négliger, on ferait f=Oj ou 7=0, ce qui donnerait
P^sinC*
Du point A abaissons AS perpendiculaire sur CB. Noos mrons
ACoot^ = CD, ACsinC = AS.
Donc
Or
P""AB
la réaction de chacun des deux corps E et F, supposés sans frollemcnl, est à la puissance P comme le côté du coin, CB, est à sa Laso AB. Plus l'angle C du coin est aigu, plus la puissance P est pelilc par rapport h la pression développée. '2S7. Le coin peut être employé à produire de grandes
pressions : c'est ce qui a lieu dans la presse à cm (fig. 270).
La force F, appliquée sur la tête du coin, le fait descendre entre le bloc fixeN.
et le bloc M, mobile le long de la semelle SS; dans ce mouvement, le bloc M comprime contre Tobstacle fixe IIII un corps placé en P. Dans Télal de repos ou de mouvement uniforme, les forces R et R^, rêao-
R3:Çî55S5SB3fi5r/ T^-f
Fig. S/0.
DU COIN. U
lions obliques développées sur les joues du coin, font équilibre à la force F; puis, la force R', égale et contraire à R, , el la force R', réaction oblique de la semelle sur la base du bloc mobile, font équilibre à la force P, réaclion dévcloppËe par la compression du corps.
FtKffiLtMES suit LE rROTTEM£i(T. — GLISSEMENT DE LA COQUILLE ENTRE DEUX CLI3S1Ë1IES.
28S'. La coquille est, dans une machine à vapeur à action directe, une pièce solide rectangulaire ABB'A', au centre 0 de laquelle s'attache la bielle 011, et dont les cAlés latéraui, AB, A'B' formant patins, glissent le long des guides lises MN, M'N'. Le piston pousse el tire altcrnaliTcmenl la coquille suivant sa ligne d'ane OK, et ce mouvement est transmis à la bielle OU.
Nous allons chercher la relation entre la puissance P, appliquée à la coquille dans la direction OP, et la résistance Q, développée par la bielle dans la direction oblique OU, lorsque le mouvement va commencer dans la direction OP. Il y a équilibre alors entre les forces P, Q et les réactions des glissières. Ces réactions se composent donc en une force unique R, qui fait équilibre aux foi ces P el Q, et qui par suite passe par le point 0. Elle fait d'ailleurs avec la normale à la surlace de glissement un angle 9 égal à l'angle du frottement, et cet angle doit élre pris en arriére de la normale par rapport au sensdans lequel le glissement s'effeclue. Deui cas peuvent se présenter.
l'Par le point 0, menons une droite OL, perpendiculaire à MN; puis faisons en avant de celte droite un angle lOL^^. 01 sera la direction de la résultante R des réactions des glissières. Pour que celte solution soit admissible, il laut et il suffit que le point de passage 1 de cette résultante sur n. — aie. eauxiça, 19
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le palin AB soit compris dans retendue AB du patin. Car alors toutes les réactions élémentaires développées le long de la face AB sont parallèles entre elles et de même sens ; elles se composent en une force unique, dont le point de passage est nécessairement compris enire les points extrêmes, A et B, de la région du glissement. Dans ce cas, la coquille est pressée contre la glissière MN, et reste tangente à la glissière opposée sans y exercer d'effort.
Etant donnée la force P, on trouvera les forces Q et R par les équations
sin (R, Q) "" sin (P, R) ~ sin (P, U) '
OU bien
cos (f — a) cos f sin a
2"" Si le point I est extérieur au côté AB (fig. 272) , il est impossible que la pression mutuelle de la coquille et des glissières soit concentrée sur le patin AB, et le second patin A'B', fournit aussi une réaction dont on doit tenir compte. Dans ce- cas, la
résultante des forces P et Q tend à faire basculer la coquille autour de son arête projetée en B, et elle est équilibrée par la résistance développée au contact de la glissière M'N' et de l'arête opposée A'. Ce sont donc les points A' et B qui portent seuls. Par le point B, menons une droite BF, parallèle à 01. Cette droite sera la direction de la réaction subie par la coquille au point B, lorsque le glissement va commencer. Pour avoir la direclion de la réaction subie par le point A', il ne faut pas mener par ce point une parallèle 5 01 ; une telle droite ferait bien l'angle 9 avec la normale à la surface de glissement, mais elle ferait cet angle dans le sens du mouvement, et non en sens contraire. On mènera donc la droite A'F' qui fait l'angle 5 avec la normale A'A en arrière de la coquille. Les deux réac-
DES GUSSIËtlES, 461
lions subies par les points B et A' ont les directions BF, AT'; elles seconpent en un poini E, qui appartient à leurrcsulianle R. D'ailleurs, cette résultante passe par le point 0 : donc elle a la direction OE. Pour aclievcr le problème, îl sullit de diterminor Q el R en fonction de P par les équations P Q_
siii(u.iii sioii'.n)
puis de décomposer R, transportée au point E, suivant les directions AT', BF.
28ÏI. Pour traiter dans ce dernier cas U question par le calcul, faisons AB^6, AA'^a, et soit f:=tangfi le coefficient dufroltement (lig. 27^).
Soient X et f\ les composantes de la rëaclion du point A', projetée sur les axes 01, OK; ZelfZ les composantes de )a réaction du point B; les équations ''^- '^^■
des projections des forces sur les droites OK , OL donneront
L'éqaation des moments par rapport au point 0 nous donne de pins
Delà première on tire
De la seconde
Substituant dans la troisième, il \ient
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Cette valeur de Q sert ensuite à déterminer X et Z ; on trouera
j +(|8inBJ = |Qsin«^^ + lV
La valeur de Z est toujours positive ; celle de X ne l'est que si -r >1, ou bien si tangf >> -, condition toujours remplie quand le point I tombe en dehors du patin AB.
_1/P — Qi
cussEHEnr de la tigb d un mibtcaii-piloh entre APPtns rtXEs.
290. Une tige AB, verticale, munie d'un ntenîonna H, est soulevée par la came C d'un arbre tournant. Elle est guidée dans son mouvement par quatre guides fixes D, E, F, G. On demande le rapport entre l'elTort exercé par la came sur le menlonnet et le poids du marteaupilon, lorsque la lige est sur le point de se déplacer dans le sens ascendant en glissant sur ses appuis.
Soit H le point de contact de la came avec le mcntonnet; la réaction mutuelle des deux pièces, au moment où le glissement commence, a pour direction HR une droite passant par ce point 11, et faisant avec la normale commune, " UZ, un angle BHZ égal ù l'angle ?
'*" *'*■ du frottement. La force exercée
par la came sur la tige mobile est uue force R, qu'on peut décomposer en deux forces rectangulaires, l'une Z, normale aux surfaces en contact, et l'autre /"Z, dans la direction du glissement relatif. Nous supposerons que la force Z soit parallèle à l'axe AB de la tige. Celle condition est remplie quand la
HE JI*nTE*UX-PlLOKS. iSS
came est profilée suivant une di^vcloppante de cercle; on peut ajouter qu'alors la dislance Illl' de l'axe au point de contact est constante.
La force R est connue en direction; supposons-la connue en grandeur; composons-la avec le poids P, en construisant le parallélogramme OILK, au point 0 on se couppnt les doux directions llfl, AB. Dein cas peuvciil se présenter, suivant que la résultante OS passe entre les appuis D et G, ou en doliors de ces appuis. Dans le premier cas, la lige est appiijàe contre les points fixes D et G situés â gauche de sa direction ; dans le second, elle s'appuie soit contre les points G et E, soit contre les points 0 et F, situés de difTérents câtés de sa direction.
1" Admettons d'abord le premier cas. Le glissement étant supposé imminent sur les appuis D et G, les réactions de ces appuis ont des directions NT, N'f', qui font avec la normale aux surfaces de contact des angles égaux à l'angle ip' du frottcmenl de la tige sur ses guides. Décomposées en une force normale et une force tangentielle, ces forces T et T' donnent les composantes normales X et X', et les frottemcnls f\ et fX'. La force OS étant la résultante de deux forces parallèles NT, NT", est elle-même parallèle à leur direction.
I« problème se traite donc géométriquement de la manière suivante :
Par le point 11 menons une droite llfl, qui fasse l'angle f aïec la normale HZ à la came. Par le point 0 où la droite HR coupe la ligne moyenne AB de la tige, menons 00* pci-pendiculaire à AB, puis faisons l'angle Û'0S=:ç'. Achevons le parallélogramme KLIO, dont lecôtéOK = Pcst donné, te côté 01 représentera la force B, développée au contact de la came, et le Ciïlé OL, une force S égale et contraire à la résultante des forces T et T' qui sont diiveloppèes au contact des guides. On aura donc les forces T et T' en décomposant la force OS en deux forces parallèles passant par les points donnés N et N'.
Le triangle OKL donne la série d'égalités
oubien
CeBéquationi ilimiinnl H 1 1 " flM ■ ■iiiiiiln m iMnwiy nwÉl là force S, suppoate a^ii^qoée m point T, aa dans eaiq»> santés parallèlet, applîqaéM en R rt N',
_ SxTK' _ SxTM
Ces résultais sappoient nteessùrament le point V
entre les points N et N'.
3* Passons au second cas, celnioùlapointOne aérait |m
compris entre N etlf, et sopposont que la fige porte aurki;
appuis G et E (Gg. 375); les réactions de ces appuis aor la ti|B.
seront les forces T et T*. qui font arec la normale conuavas
aux surbces frottantes, dans le sens opposé au monTenesl,
les angles TNX=rNT ===/.
Les forces T et P ne swil pins paraUèlea; dles se r»
contrent en un point Y, où on peut les composer. Lenr r^ sultante dirigée dans l'angle ITF doit être égale et contraire à la i^ sultante S des forces R et P. Or kl directions des forces R et P saal connues ; leur résultante S est dirigée dans l'angle HOP; il ftat donc, pour que l'Iiypolhëse sut admissible, que le point Y soit siloè dans l'angle BOP, cl que le pmatO soit situé dans l'angle T^ft. La solution s'achève en joignant OY et en prenant cette droite pour la direction de la force S. On obliendia ensuite T etT en décomposant la force S suivant la direction
■-■"■ ïi>,ïr.
On voit sur-Ic-charop que l'hypothèse dans laquelle oo ferait porter la tige sur les appuis D et F est inadmissible]
DE MAItTEAl!X-l-II.ONS. 4SS
car elle mcitrail en deliors de l'angle HOP le point de rencon- Ire Y des ri^actJons totales de ces appuis.
Pour déterminer les réactions H, T el T', on pourrait aus'i se setvir des équations d'équilibre des forces II, T, T' et P; elles sont au nombre de trois, puisque ces forces sont contenues dans un seul et même plan.
Le glissement de la tige ne peut commencer que dans les lieux cas que nous avons examinés; et pour cela il faut q';c certaines conditions géométriques soient remplies. Si elles ne l'étaient pus, le glissement serait impossible et le phénomène de Vare-boiitement se produirait (g 104). Alors une force aussi grande qu'on voudrait, appliquée à la came, serait équilibrée par le poids de la lige et les réactions de ses guides, sans aiTÎverà produire le glissement voulu.
VALET DE >IENU[SlEn.
291. Soit AB la coupe de l'établi d'un menuisier; CD la coupe d'une pièce de bois posée sur l'établi. On emploie pour la fixer un valet en fer, EFG, dont on introduit la branche droite FE dans l'ouverture 0, cl dont la branche courbe, FG, vient presser la surface de la pièce de bois. On frappe sur la léle F quelques légers coups de maillet. Le valet se coince dans l'ouverture 0, en s'appuyant sur les arêtes M et P de rétabli ; en môme temps il se développe en G une réaction verticale N, qui tend à soulever le valet, et un frot- ^''^- '""•
lement qui s'opposeau déplacement de la pièce CD. II est facile de voir à quelle condition l'appareil doit satisfaire pour que la réaction N ne puisse pas faire glisser le valel dans l'ouverture 0 à travers laquelle on l'a fait passer.
Ptoerqoe le glinaiMt ait Bm— p<htf M, il fttrt qw k léMtion mulodla da wlet el ie k table iMM avK Ik Hnriè à h tortM» de coBiect m e^ égal à rai^ èa llrttlIiMM; j deJBrgnrboh; acfensdeMMfWirtMwMpfrpMdkiilirtiff-j IDràksorfacedeeiMitaelyCreitMiram plaA fiormclttli^ eylindre du takt suhrant rartteFE, poia aieDeBa la faisant avee UW on angle mb égal à l'angle dn celte droite liai ropiteBlcra la dûediaB de h praaeMO d» V| table sor le lalelf ao moBMBt ai le glkaenieBl a
Menona de méaBe PP Bomale à la aminée dn ronlirti et 1> qoi lait afcc celte Bonaale l'bnglePI^ ^al I raagbi frottement. Lorsque le gUseement comaseneara an paintf, droite fusera la diradian de la pression exeioèe an paiatF] la CiUe sor le valet.
Le glissement ne peut dsne se produire aons raetisn islir'^ fnree N qu'autant que cette force est dècpmpoeable ca dnr^ forces suivant les directions liai et l)pv on en dem Ibresiaft^ rieuresauxan||esnililf,pPP.Oreesdendirectionssecsapflit^ en un point ly situé entre le valet et la IbrooN. Lepointésit' à la fois dans les deux angles adiV, P^; donc la dèeosqpssition de la forceNen deux forces appliquées en MetenPaa peut produire le glissement du valet à travers Tétabli (§ 99).
11 en serait autrement si le point I était au delà de la v^ cale passant par le point C. Le coinçage du valet ne saCSraît plus pour assujettir b pièce à la surface de la table.
Pour décoincer, il suffit de frapper quelques coups de maillet, soit en M sur le dos du valet, le long de rétabli, soit ea E, sur rextrémité du valet, de bas en haut.
E!ICLIQUBTA6B DOBO.
292. Un arbre tournant, 0 (fig. S77), porte quatre aiki égales AB, k'h\ A'B% k"'W'\ mobiles autour des points A, A', A', k"\ voisins du centre ; elles sont soutenues dans leur position par des ressorts fixés à Tarbre et figurés en A, A', A',
EXCI.IQUETAGE DODO. m
A"'. Sur ces ailes est c(?ntrée une poulie folle CD, qui en touche le pourtour eïlérîeur, el qui est destinée à transmettre à l'arbre 0 le mouvement qu'elle reçoit. Si la poulie tourne de gnuche à droite dans le sens de la flèche f, elle glissi- à frottement doux sur les ailes, les ressorts llêcliissent légère- . ' ment, el l'arbre n'est pas enlrainé. ' ^, au contraire, la poulie tourne dans le sens de la flèclie f, la poulie Ivnd à entraîner les ailes dans l'aulre sens, c'esl-à-dire à accroître la distance des points B au centre 0; ^'^* *"'
cet accroissement de distance n'étant pas possible, il se produit un nrc-doufeiHcnJ aux extrémitésB des quatre ailes (g 104), elTarbrc 0 e-l entraîné,
Cet appareil permet donc de produire une transmission de mouvement dans un sens, sans produire la transmission en sens contraire.
ÉgaUDUE DE LA VIS.
293. La vis est un cylindre droit à base circulaire, dont la surface cnnvcxe est revOlue d'une saillie continue de forme bèlicoïilali!. On emploie des \is à filets carrés eldes vis à fitels Iriantjiilaires,
La saillie des vis à lilels carrés est engendrée par un rectangle de forme constante obdt, plicê duns l'un des plans diamétraux du cylindre formant noyau, de telle sorte que le câté ac soit situé le long de la génératrice MX. On suppose qu'à partir de cette position le rectangle reçoive un mouvement hélicoïdal, résultant de la composition d'une rolalion uniforme autour de l'axe du cylindre, et d'ui lalîon uniforme, parallèle au même axe.
Fig. «8.
e Iran s-
Tous lei pointa dn reetin^ mouTementdeshilicesdamèBdpu.Eagf'tKinil, ler«cisngla abde ■ ses deux dimensiom tgùn, et k pas ae des hËlke» décrites est ëgil k no multiple de la henleiir ac. U y a d'eit- Icurs des vis i Jlkt «imp/f, à jUsf AeW»/à /ïiw triple, etc.
Les filets triangulaires sfntengeiidréB de la mi^me nianiire, mais UQ triangle Isocèle, ordinaiiemoit (quilal^ral, ; ranplace le rectangle des filets carris, el le pas des hélices est égal à la base da triangle ginèrateur» de sorte que la surrat» enlière du noyau est recouTCrte des ^res successives du filet.
Lavis s'engage dans nn Arou VË (flg. 370) , laraudè intfneftrement de manière fc oOrir en cremla mèoïc rorme que le filet de la vis; l'écrou est donc traversé par un cylindre vide, dont ^ la suriaceest leToaillée suivant un silIoD
eogendrèdela môme mannïre que Icfilel I saillant de la vis, c'est^ii-dirc par la mèm liguregèiiéralrice,aaiiiiéeduniètnemoa> Tement bèltcoldi]. Si l'écroti est Hit, «I qu'on tourne la vis, la vis se déplnce la long des spires de l'écrou, et reçoit par conséquent un mouvement laMicoidal, qui la fait avancer d'un pas pour clisquc tour; si, au contraire, la vis est assujotlie i tourner sur des tourillons fixes, sans "^ pouvoir se déplacer lon;;ilu(linalenieiit,5i
en même temps la rotation de l'ccrou lutour de laïc de la vis est empêchée par dc6 obstacles, lu rotation de la vis déterminera la translation de l'écrou^ à raÏMa d'un pas pour un tour.
Supposons que l'écrou soit fixe(f%. 280) ; soit F, F', un couple de forces appliquées, dans un plan normal k l'aie de l'ap* pareil, aux extrémités d'une barre AB traversant la tàt de la vis et à angle droit sur cette barre ; soit P It résistance agissant dans le sens de l'axe (YO ; il y aun équilibre entre les forces P, F, F", et les réactions dére-
DE LA VIS, *in
II contact du filet cl de l'écrou. Nous pouvons délcr- Ivr la \aleur de la lorce P. Faisons d'aboid altslraclion du llcment entre l'écrou et le file! , ,,
ippliquons le lliéorèmedu Ira- I. Un di.^pl3cement ati<,'uluin!
t petit, 0, de k vis, entraîne un llacemenl longitudinal e. Los raux virtuels des forces F, I'', correspondent à la rotation 0 fe vis, seront ligaux aux produits moments de ces Torccs par gle 4; si donc on suppose les )es F et F' appliquées à des ■oces égalcà OB, UA, de l'asc B vis, et qu'on représente ces pnccsparla lettre 6, la somme travaux des focces F et F' sera Xû. Le travail de la rèsîs- ^ P est négatif et égal a — ?£ ;
l'équation d'équilibre est
tr, soit ii le pas do la vis ; pour un tour, c'est-à-dire pour f rotation égale à 2:;, la translation de la vis est égale à h; èplacemenl angulaire 6 est au déplacement linéaire g dans pèmc rapport, et l'on peut, par suite, remplacer le rapport
tr le rapport ~, d'où résulte l'équation détïnitive
■a force P est inversemcnl proportionnelle au pas de ris h, et, en prenant un pas suflisamment petit, on pourra irccrunefrortaussi grand qu'on voudra,avec un couple, '2Fb, Itensitë donnée. Celte remarque montre l'utilité de la dis-
4W CQuanm
pontion que noua ■vont décrite dans la cinémaliqu« (T, {' soaa le nom de m Hffémuttiie de Pnmg. U est impoisîl^, en pratique, de rèdaire le pns d'une vis au-dessous d'une tataine limite. Nais ai l'on place bout i bout sur le cylindre deux filda de vis, de paa k et h', si I'od ta paaaer la premier filet dani nn écrou fixe, et le second dm un écrou suaceptible aeulemcnt de recevoir un dé^'lacemol longitudinal, la m, en tournant, produira une transhlnndf l'écrou mobile ; et cet icnm s'avancera de la diAV-rence ides deux pas poor diaqne tour de vis. La pression P, ihéifp6e contre nn dMtade par rëowi mobile, sera donc doooh par la formula
et elle pourra être rendue auaai grande qu'on voudra, raitduisaat en conséquence la difTAreoce k — ft*.
S94. Propoaons-Doua, en secnul Ueot de frouver Is nliliK entre la. rétiatance P et le couple moteur F x 2fr, en («■ compte du frottement déreloppéi contact du filet de la vis svec II surface interne de t'écrou-, ih0 supposerons cette roisquelans»
çoive un mouvement descaiiUiL Nous simplifierons le pntbUat en admettant que le contact de i deux parties est concentré loal le long d'une hélice moyenne, tncée, par exemple, h égale disluœ entre le cylindre formant le nojn de Ja vis elle cylindre tangent an bord extrême des filets. Soit r:=OM le rayon de celle hélice moyenne, que représenterons par la courbe Afi. En un point H de hélice, menoas une normale MN à la surface hèliondale, d s ipposons, pour plus de simplicité, qu'il s'agisse de la mi filet carré, auquel cas la normale MN sera contenue dans m plan NMV langent au cylindre sur lequel est tracée l'héliceiB.
ions aussi la tangente à l'iiélice au point M. Au moment ofi le glissement va se produire, la ic^action totale, exercée sw le point M par l'écrou, se décompose suivant les deux directioïis que nous venons de définir, et nous donne une compo- Mnlcaûi'UKile, N, et une composante langeiitielle ou frollt'ment, fti. Ces deux forces font le même angle i avec les droites HT, Mil, menées par le point M dans le plan tangent au cylindre qui contient l'hélice AB, l'une parallèlement à l'axe 00', Tiulre perpendiculairement à la première. Nous pouvims l'.a décomposer chacune suivant ces deux directions ; les compotanlcs de la force N^ei ont Ncosi suivant MV, et Nsinî suivant Hll; les composantes /"N seront de même /"Ncosi suivant MU, H ^siii i suivant le proltmgemenl de HV. Nous aurons donc tttivant MV une force Ncosi — /'Nsini, et suivant MU une force Nsinî +/'Ncosi.
Mous pouvons faire- la même décomposition en tous Irs points de l'hélice AB. En chacun de ces points, nous trouverons de môme deux composantes parallèles à 00', dont la ■omme ei,t N cos i — N/"sin i, ou N (cos i — /"sin i), et deux composantes perpcndiculaiies à l'axe 00', et ayant par rapport à cet axe un moment total igal à (N sin i -H /"N cos i) r ^Nr(sini -h/^cost). Faisons la somme de toutes ces forces loogiludînaks, et lu somme de tous ces moments pour toute la portion d'hélice engagée dans l'écrou. Nous trouverons pour la somme des composantes parallèles a 00' l'expression
et pour la somme des moments
Écrivons les équations de l'éiiuilibre de la vis, qui sont au nombre de deux : l'équation des lorces estimées suivant Taxe, et l'équation des moments autour de l'axe , les quatre autres équations sont satisfaites d'elles-mêmes en vertu de nos sup-
niliOQS. Nous aurons
8Fft = rtii
i—fûixeiss,
4ns ËQUILIDRE
Lliniinant IN entre ces deux équations, on obtient la relation entre les forces P et F :
Pr _cosî — /•gjnt 2F6 sîn i -f- fcM t
Remplaçons f par tang^, et multiplions haut et bas pff cos f ; il vient
Pr cos(t-hf) > ,,, . .
2FÏ=sin(. + ;) = "*^f' + »î-
Les forces P et F étant toutes deux positives, la cotangeale de Tangle t + 9 est égalemert positive, et par suite Farei+f
est inférieur à ^.
On a donc
On remarquera que la formule obtenue est celle da glissement sur un plan incliné (g 282), lorsqu'on emploie unefoite horizontale 2Fb à faire monter un poids Pr le long delalipe de plus grande pente.
295. Supposons que le mouvement de la vis s'opère en sens contraire, c'est-à-dire que, malgré Kaction du couple '2F6, la vis remonte dans son écrou sous une pression égaleàP exercée de bas en haut à son extrémité. Pour passer du premier cas au second, il suffit de changer 9 en — 9, car le frottement change de sens. On aura donc
p7=-=»ang(i-y).
D'oii l'on conclut t> 9, pour que les forces F et P soient encore positives.
Pour que les deux mouvements soient également possibles, il faut qu'on ait
ce qui suppose 9 < 'j.
ttttSSE A TIS.
296. Lorsque i-Cç, si l'on supprime le couple moteur 2Ffr, la li-action P du corps comprimé ne pourra produire le mou- Teraent de la vis. Pour une pelile valeur de l'angle i, on pourra donc faire tourner la vis et développer la pression P au moyen du couple des forces F, mais la réaction du corps pressé sur la ns ne produisant pas la rotation inverse, la pression exercée sur le corps se conservera sans altération, même après sup- |tression du couple moteur. C'est sur ce principe qu'est fondée Jat preise à vi$.
HEKDEVEnr DE LA VIS.
297. On appelle rendement d'une machine le rapport du ■travail ulile au travail moteur. Le travail utile, dans le moukement descendant de la vis, est PA pour un tour entier, Buisque la vis avance d'un pas. Le travail moteur est le pro- Huit du moment 2F(/ par l'arc 2i, qui correspond à un tour
iplet; le rendement est donc
Ë:; le rendement es pporl jj — est égal i gala. '7' ..
"* tang (t-Hç)
ipporl fj — est égal & tangi, et le rendement est en dé(î-
II s'annule pour i ^ 0 et pour
1=5 — ?. Donc entre ces deux limites il y a une valeur de i qui le rend maximum. Pour trouver celle valeur, on peut
prendre la dérivée de la fonction -
tangi
lang(i + ?)
Ofl peut aussi recourir au raisonnement suivant. Soit
et l'égaler à zéro.
t sera un nombre positif et plus pcLit que l'unité. Rempla-
ËQUIUBRE DE U VIS.
çons tangt par -
et par suite
, et lang(i-i-9) par
sinJT+ç)
cos (i ■+■ f }
; il vienl
w(i+?l_rin(2i+f)^H.m
Le maiim'um de m correspond au maximum de 1 -t- m el au minimum de 1 — m; donc il correspond au maiimum
ou de la fond ion
sin <2i t- f)
i — m' "" sin f
enfin du numérateur, sin (2i-l--f), qui seul est variable; le
maximum cherclié correspond par conséquent à3î + ?^5
ou ô .=j-2-
Cette condition, qui améliore le rendement, ne peut être adoptée dans la presac à vis. Car en général l'angle <f est '
égala 10"; il en résulterait i = 45'' s-= 40*, tandisqu'il
faut que î < 10", pour que la vis ne puisse se desserrer.
DU FBOrTEUE^T DAHS LES EnCREIIira:S.
208. Soient 0, (Y, deux arbres tournanis parallèles, entre lesquels un engrenage établit une transmission de mouvement.
Soient OA et O'A les rayons des
circonférences primitives, et BE,
CD, les profils en prise au point P.
La droite AP est normale à la
lois aux deux courbes BE, CD (I,
§ 215). Appliquons en m,tangcii-
ô tiellement à la circonférence prî-
^^^- ***■ mitivc OA , une force F agissant
dans le sens du mouvcmcnl, et en m', langentiellemenl à la
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f cîi'conftïrencc O'A, une force résîslante F'. Pioposons-nous de chercher les comlitions d'étiuilibre des forces F et F', en tenant compte du frollcment qui se produit en P, lorsque les deux profils sont sur le point de glisser l'un sur l'autre.
La réaction mutuelle des solides en contact au point P peut se décomposer en deux forces; lune normale, l'autre tangenliclle aux profils; celle dernière force est le froltcmenl. Soitll ta réaction normale de la roue 0' sur la roueO; le frottement •era égal à f\\, et sera dirigé en sens contraire du mouvement. Les forces 11' et /11', respectivement égales et contraires aux forces U et (l\, seront les réactions de la roue 0 sur la roue O*. On peut remarquer que lu frottement fW subi par la roue 0' agît dans le sens du mouvement.
La roue 0 est en équilibre sous l'action des forces F, D, /H, et des réactions de l'axe 0; Téquation d'équililjre s'exprimera en égalant à zéro la somme des moments de ces forces par rapport à l'axe; on aura donc, en abaissant du point 0, sur les directions de II et de /11, les perpendiculaires UK, 01 :
F X o« = u X OK + ^n X 01.
De même, en abaissant du point 0' sur les directions de H' et de /H' les perpendiculaires O'K', OT :
H- X O'K' + f\\' X OT s= F" X Vm'.
Or H' et H sont des forces égales. Multipliant membre A membre, et supprimant le facteur commun H, il vient pour féquation d'équilibre
F X On. X lO-K' + fx 01) = F' X OW x iOK + ^x 01).
Donc
Mi
Faisons enfin
0'K'H-/XU'J'
ingle O'AP = te, AP = ]).
jm FROTTEMENT
Nous pourrons remplacer OK par R sin a, 01, qui est égal à AK+AP, par Rcosa-hp, CK' par R'sina, et OT par R' cos a — p ; il viendra
F _ RsingH-tanyy(Rcosa-t-p) W
F'"" K R'sinaH-langylR'cos» — Pi
sin«-ftangf co8«-f^tangy sin (a -♦- f ) H- Ç «in f sin a -+- tang y cos « — g> tang f sin (a -|- y) — ^, sin f
OU encore, en considérant, au lieu des forces P et F, les moments de ces forces par rapport aux axes 0 et 0',
FR R sin (g H- ?) -H y sin 9
F'R' "" H'siiJ («H- f ) — p sin f'
Si le frottement était nul, on ferait 9 = 0 et la relations réduirait à F = F'.
L'équation générale ne contenant que les moments des forces par rapport aux axes, on peut substituer aux forces F et F', tangentes aux circonférences primitives, d'autres forces ayant des moments égaux.
F On voit que le rapport ^ est toujours un nombre fini, asseï
voisin de Tunité, lorsque la dent^ DE, de la roue menante pousse le profil du creux, CD, de la roue menée, et lorsque la distance AP n'est pas trop grande. En effet, la réaction totale développée au point P est la résultante, S, des forces H et /Il pour la roue 0, el la résultante S' des forces H' et fW pour la roue 0'. La direction SS' fait avec la normale commune HD' un angle égal à l'angle du frottement; or la direction HlPfait généralement avec la ligne des centres 00' un angle assez voisin de Tangle droit, 75° par exemple (I, § 231, 1**); il en résulte que la direction SS' est sensiblement perpendiculaire à 00'; il est toujours possible de trouver pour une telle direction, pourvu qu'elle passe suffisamment près du point A, la valeur des forces S qui font équilibre aux forces données F et F'.
299. Il en serait autrement si c'était la roue C qui menât la roue 0, le creux CD poussant la dent BE. Dans ce cas, les
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frotlements changeraient de sens et, par suile, la réaction totale, au lieu de se rapproclier de la direction pcrpendiculaii-e il 00', se rapproclierail de la ligne des centres, et pourrait passer par le point 0 ou môme au delà de ce point. Dans 'Ce cas, la liansmission ne serait I plus possible et un arc-bontemenl se produirait.
La figure 285 rend compte de ce cas particulier.
La force F' est mouvante, et la furce F résistante. Dans le mouvejnent commun des deux roues, le point de contact P des deux profils |en prise se déplace le long des arcs PB, PC , el parcourt dans un même _,
temps des espaces inégaux le long
de ces arcs; il est facile de voir qu'il parcourt un plus grand espace sur l'arc PB que sur l'arc PC, de sorte que te glissement mutuel tend à ralentir la roue OA qui porte la dent, et t accétirer le mouvement de la roue O'A qui porte le creux- If frottement subi par celte seconde roue est donc moteur, et dirigé dans le sens /II', tandis que l'autre roue subit un bt>(tcmenl résistant, diiigé dans le sens fi\. Or la résultante 0es forces H et /Il est une force PS qui passe par le cenlre 0 de la roue, et qui ne peut contribuer à êiguiUbrer la force F. Diios ce cas, quelle que soit la force F' qu'on applique I la roue O'A, cette force ne pourra déterminer la rotation ie la roue 0, et elle aura pour unique clfet de cbarger t'axe Ae celte roue.
' L'arc-boulcmenl peut donc se produire sans qu'il y ait de délaais dans la forme des proûls, lorsque le contact entre les profils en prise commence à une trop grande dislance en ■rrière de la ligne des centres. On a vu en cinématique ig 237) comment on évite ce danger par l'écbanfreinement ides dents.
j La formule rend compte de cet effet; il suffit d'y changer
FROTTEMENT
9 en — 9, pour exprimer que la direction du frottement a changé de sens. Elle devient alors
FR _ R 8În (g — y) — /> sin y F'R' "" R'sin (a— y) +;> sin /
F'R' est maintenant le couple moteur et FR le couple résistant. Ce dernier doit être nul lorsqu'on a Rsin(a— 9)=psin9. Il est facile de le vérifier : dans le triangle AOP, l'angle
A0P=0'AP — AP0=:a — y;
Rsin (a — 9) est la perpendiculaire abaissée du point A sur la direction OP, longueur égale aussi à
ÂPsinÂPO = psiiiy.
Dans ce cas, le couple moteur F'R' appliqué à la roue (X est impuissant à faire tourner le système.
TRAVAn« DU FROTTEMEKT DANS LES ENGREEUGES.
300. Revenons au premier cas. Nous avons posé les deux équations
FxOm=HxOK + /'HxOI, H X O'K' 4- /"H X CI' = F' X O'm'.
On peut les écrire, en résolvant par rapport à F et F' :
F' = H^sin« + /-cosa— ^,y
Cette dernière se déduit de la précédente ea changeant p en — p, et R en R'.
Retranchant, il viendra
S'il n'y avait pas de frottement, on aurait F = F'. Le frottement développé dans l'engrenage équivaut donc à une force F — F\ appliquée tangentiellement à l'une des circonférences
DANS LES ENGRENAGCS.
nfp(i+~}
I primitives, et la valeur de celle force est
Pour avoir le travail du frotlement correspondant b. un arc ds décrit par les circonférences primitives, il sufTira de muU ' lïplier par dt ; on aura
'et pour avoir le travail tutal correspondant à un déplacement ifini, d'un pas par exemple, on fera l intégrale de cette expression enlrc les limites 0 et a, en désignant par a l'étendue du ■ Le travail du frottement pour un pas est donc
L'intégrale s'obtient approximativement parla mélliode sui- I vtnle. Observons que la longueur AP = ;i est sensiblement Igale è l'arc AB =£, lorsque le point de contact P est suflisamment près de la ligne des centres. De plus la réaction mu- I luellc li est sensiblement égale à la résistance F'. En effet, en négligeant le terme en p dans l'équation
■ -f/-CO!
i L'angle 9 a une petite valeur dans un engrenage bien
unisse, et x + ç est voisin de l'angle droit ; donc le rapport
'fin (a-4-ç) . ■ . j ,. -.- ^^ ~ est voisin de I unité.
COS f
Remplaçons, sous le signe /, p par s et !1 par F' ; il viendra pour le travail du froltemcnl
■■'{î+s)fy-=''jril+s.)-
Mais Fa est le travail de la résistance F' pour un déplace-
égri à m fM : ^«rt h ft'iril atfb; ifiiiMl— h
Vtyarmm part tfÉpfBtma à m de |M. Qi poil y irtnirin I» BOBbm d0 Mi^ limtenMMCléilM; or BalirébMl ki
ifÊÊÊÊIm éê tnna âm frilliÉMMl «if
to Ifma ■■!— liUll^ — fM te tnwaB «lib du II» tril *i trollniiiit, éLTm %
oalkn
T Le rfiufeii€iu ar est exprimé par II
n est d^aotant plus près de Tuiiilè que les nombres de daii Il et n' sont plus grand». De Ik Tatanti^ qu^l y a à augmeifer le nombre de dents des roues.
301. La même formule s'applique approximativement n cas où il y aurait à la fois deux paires de deots en prise. Ap|»- Ions H et H' les réactions normales aux points de contact des deux paires de dents, p et p' les distances de ces points n point A ; appelons enfin d$ Tare infiniment petit décrit dus
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k même temps par chaque circonférence primitive. Le travail élémentaire du frottement sera encore
et appelant a la longueur du pas, le travail pour un pas sera rinté^le
Les réactions H et H' sont variables : mais on peut les faire sortir des signes / en leur attribuant une valeur moyenne. On est ramené à intégrer pds et p'ds; si Ton fait p = $yOn devra fairep'=a— <, car la somme p+p' est sensiblement ^ale au pas a.
Donc
Jo Jo Jo Jo
La somme II + ir est égale en moyenne à la résistance F' ; on retrouve en définitive pour le travail du frottement dans cette hypothèse
OU bien
Tr=T.xA.(i + i)=T.x./(i + i).
formule déjà obtenue pour le cas où il n'y aurait qu'une paire de dents en prise.
302. La même formule convient encore aux engrenages intérieurs; il suffit d'y changer le signe de Tun des rayons, ce qui revient à changer le signe du nombre de dents corresponàànU On a alors
et
4}2 FROnEHERT
FROTTEMENT DANS LES EN6BKNA6B8 CONIQUES
303. Nous avons supposé que l'engrenage était cylindrique. S'U était conique, la formule
serait encore approximalivement vraie, en prenant pour R et R' les rayons des circonférences primitives que l'on obtient
en transformant l'engrenage conique en
^ ' J\ engrenage plan par la méthode de Tred-
fSr"---W^ gold (I, § 235).
\ \ ^*\sj^' * Soient SO, SO', les axes des deux cônes
\ \ ^yw^ tangents suivant la génératrice SM ; a et a' \ >^^ / les demi-angles au centre de ces cônes. Au
ip" T^\ point M élevons sur SM une perpendicu-
laire jusqu'à la rencontre des axes SO et
Fia 284
se aux points T et T. Nous aurons TM=R et T'M=R'. Soient MO=r, M(y=r', les rayons des cii-conférences moyennes des roues dentées. On pourra exprimer R et R' en fonction de r et r' et des angles a et a'. On a en effet
cosa cosoe'
Donc Cette formule peut se simplifier. Remplaçons
COSa COSa'
par la racine carrée de son carré, ou par
a COS* a 2 COS a COS s/
Puis remplaçons cos' a par 1 — sin'o, cos*a' par 1 — sin^cf^ et COS a cos a.' par
COS (a -H a] 4- sin a sin o^.
DANS LES ENGRENAGES COMQUES
Ql vient alors
Hais r = $M£inctctr':^SMsinai'; dooc
La rormule se réduit à
et comme on a toujours
en appelant n et n' les nombres de dents den deux roues, on peut écrire
"-vVi+f»+'-^'
I ËOniLIBRE DE Lt M3 SAKS FUf.
504. Soit CD (lig. 285) l'uxe de la vis sans (in, supposii Tertical, et projeté sur un plan vertical ; Cïy la projection de cet axe sur un pinn vertical perpendiculaire au premier; C la projection fie l'aie sur le plan horizontal..
SoitO la projection de l'ase de la roue sur le premier plan; OA la circonfiTencc primitive; EF une portion du prolil des dents, conlenue dans le plan C'O' mené par l'axe de la vis perpendiculairement à Taie de la roue. La courbe EF est une développante de cercle, et le point de contact avec lavis se trouve toujours sur la génératrice AB; IIGF est la projection de l'hélice tracée sur la surface du cylindre primitif de la Ti8(I.ëî58).
Nous supposerons la roue InQniment mince et contenue dans le plan C'O'.
474 EQClLlBnE
Soit P la puissance appliquée tangenliellement i la circonfêrence primitive de la roue, et Q la résistance, appliquée tangenlieUement au cylindre primitif de la vis, dans ua plan normal à son axe. Admettons que le mouvement soit sur le point de se produire dans le sens des flèches, c'est-à-dire dans le sens.dc la puissance P.
Pour trouver la direction du frottement mutuel au point F, donnons au système un mouvement infiniment petit; le point F appartenant à la vis décrira un élément FF' situé sur la surface du cylindre primitif, et qu'on peut regarder comme contenu dans le plan tangent à cette surface suivant la génératrice AB. Quant au point F appartenant à la roue, il reçoit un déplacement FF" contenu dans le plan de la roue et normal à OF. Cet élément est en dehors du plan tangent au cylindre toutes les fois que le point F ne coïncide pas avec le point A. Cependant, comme le pas de l'engrenage de la roue est très petit, on peut par approximation traiter l'angle FOA comme un angle infiniment petit, et admettre que le point F' reste dans le plan langent au cylindre suivant la génératrice AB. La droite F'F' est la direclioD du
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gUssement relatif. La simpUIication adoplée revient h aOmcl- , trc que le glissement relatif est tout entier contenu dans le plan tangent. Tout se passe alors comme si la dent de la roue glissait le long des hiïljces de la surface de la vis, de la même manière qu'un corps solide glisse le long de la ligne de plus grande pente d'un plan incliné.
Les réactions mutuelles des deux corps en contact au point F peuvent se di^composer chacune en deux forces, l'une N, normale aux surfaces en conlacl, l'autre pi, égale au frottement «t dirigée en sens contraire du glissement relatif. Les frotlements seront, conformément à notre hypothèse, dirigés dans le pian langent au cylindre, tangenticHcment à l'hélice G'P. De ces forces égales deux à deux, les forces qui agissent sur la roue sont les forces N ot /Tj, et les forces qui agissent sur la vis sont N, et /'N,. L'angle î que fait la normale à l'hélicoîde avec l'axe CD* est donné par la formule
en appelant h le pas de l'hélice et r le rayon C'A' du cylindre primitif. On exprimera les conditions d'équilibre en écrivant pour chaque corps l'équation des moments par rapport à l'axe autour duquel il tourne. On aura pour la roue
lIlcoa> + rH8ini)R = PR,
00 bien
P = N(cosi + /"sini|,
et de même pour la vis
D'où l'on tire, en éliminant N et en faisant /*=: lang ?,
ig ('"-?)■
Pour passer de là au rapport du travail moteur T, au travail utile T„ appelons u et w' les vitesses angulaires de la roue et de la vis; r le rayon C'A' du cylindre, et R le rayon AO de la roue. Pour un déplacement de la roue égal au pas de l'hé-
lice la vis fait un tour entier; le déplacement angulaire de la
roue est 5 et celui de la vis est 2ic. On a donc
Les déplacements linéaires des points d'application des forces P et Q, déplacements qui s'opèrent dans la direction même
de ces forcesi sont entre eux dans le rapport -7- 9 ou dans le
rapport
AR A
= 5-i = tanfft.
înrR " 2;rr
Le rapport des travaux T. et T« s'obtiendra en multipliant le rapport des forces par le rapport des déplacements, c'està-dire cotang (t — <p) par tang t :
^^ = cotang(,-,)Uuigi = jjj^^.
et Ton a pour le rendement
T«_tang(t — y) T» tang t
Le maximum du rendement correspond k la valeur de i pour laquelle la fraction — ^ r-^ est la plus grande possible. Or nous savons (2297) que le maximum de -^ — r
^^ '^ 1ang(i'-t-9)
a lieu quand 2i'-l-9=s' Le maximum de — r^ — r-^ aura ^ ^2 taugi
donc lieu lorsque ce qui donne
Pour que la vis puisse tourner sous la pression de la roue« il faut que la puissance P soit positive, ou que t> 9.
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Supposons en second lieu que la vis conduise la roue; la puissance est alors la force Q, el la résislance la force P. De plus, le frottement change de sens, et il faudra dans la formule changer f en — /*, ou 9 en — 9 ; on aura donc
^ = coltDg(t-ff), ou f=tang(t4-y).
et le rendement sera exprimé par la fraction
tang(iH-9)' dont le maximum a lieu pour i=^j — | • Pour que la ns
puisse conduire la roue, il faut que t + 9 soit < ~
En résumé, l'engrenage de la vis sans fin présente les cas suivants :
1* La roue peut conduire la vis lorsque t> 9, et le rendement maximum a lieu pour t=2+|.
2* La vis peut conduire la roue lorsque i < ^ — 9, et le rendement maximum a lieu pour ^=1 — | •
3* L'engrenage est réciproque quand t est compris entre 9
4* La roue peut conduire là vis, sans réciprocité, quand
5* La vis peut conduire la roue, sans réciprocité, quand
Mais on ne doit pas oublier que cette théorie est fondée
sur une hypothèse peu exacte. Elle n'est qu'approximative.
478 DIBRAYAGB
AOTAES ENGREKAGES.
L'engrenage hélicoïdal est analogue à la vis sans fin
V engrenage sans frottement de While ne mérite pas complètement son nom. Les deux roues tournent autour d*axes parallèles. Leur mouvement relatif est donc une rotation autour de la génératrice commune aux deux cylindres primitifs. Cette rotation élémentaire peut se décomposer en deux autres, Tune autour d'une droite contenue dans le plan tangent, et menée tangentiellement à la dent de Tengrenage; Tautre, autour d une droite également contenue dans le plan tangent, mais normale à la surface de la dent.
La première rotation s opérant autour d'une droite du plan tangent commun aux deux dents en contact, ne donne lieu à aucun frottement ; mais la seconde, normale à ce plan tangent, produit un pivotement analogue à la rotation dun arbre vertical tournant sur une crapaudine ; il en résulte un travail du frottement sur toute la région du contact (g 279). Ce travail n'est négligeable que dans les engrenages soumis à de très petites forces, parce qu'alors la surface de contact créée par le tassement des matières est extrêmement petite.
Dans Vengrenage hyper boloide^ il y a la fois rotation relative des surfaces autour de la génératrice de contact et glissement le long de celle génératrice. Le premier mouvement relatif ne produit aucun travail appréciable lorsque les dents sont sulfisamment nombreuses; mais le glissement longitudinal entraîne un travail du frottement.
C^fDRAYAGE A CÔNE DE FRICTIOrf.
306. Le frottement peut être employé pour transmettre le mouvement de rotation d'un arbre 0 à un arbre 0' situé en
prolongement du premier.
A COSE DE FRICTION
Sur le premier arbre on montL- un coin A de forme cOniquc, qui est susceptible de recevoir dos dèpla cément s parallèles à l'axe 0 , et qu'on manœuvre à l'aide d'une fourche. Une clavelle C assure l'entraînement du cône quand l'arbre reçoit un luouwment de rotation.
L'arbre 0' porte un retillemenlB, dans lequel on ménage une caillé prL-scntant exactement la forme du cône A, de sorlc que l'on peut, en se servant de la fouiche, faire pénétrer locéncA dans le creux de l'arbre B.
Si les arbres 0 et 0' étaient en repos, la pression exercée sur le cAnc A par la fourche produirait dans le creux de l'iulre arbre l'effet d'un coin , et le frotlemenl mutuel des parlics en contact serait dirigé suivant les génératrices du cAoc, puisque c'est dans celle direction que rcnfonccnient leod à s'opérer. Mais lorsque l'arbre 0 tourne en euti-aiuant l'arbre 0', la tendance au glissement du sjsléme li sur le syslètne A n'est plus dirigée suivant les génératrices du ci'tne ; elle esl dirigée suivant les sections circulaiies de ce cène, à angle droit sur sa direction primitive. Les Irotleiiienls prenaenl cette aouvelle direction. Clierchons dans cellehvpolliése une limite de l'elfort utile transmis de l'arbre 0 à l'arbre 0'.
Soit N une des réactions normales du cûne creux sur o le cAne plein, en un point de la ligne moyenne I de ce second cùne. Appelons i ranî-ledelugénûralricemrij^ atec l'axe 00'. Les frollemcnts étant normaux a la\(, nous t'atoos pas à en tenir compte en projection sur 00'.
Soit P la pression exerciic p^ir la fourche. L'équilibre du cAoe A exigera qu'on ait l'équation
P = ïHsini = «iniïN.
Le froUemcnt correspondant à la pression normale N a pour limite supérieure /"N, et son moment par rapport ù l'axe 0'
RÉSISTANCE
a pouf limite fNxr, en désignant par r le rayon moyen du cône, IR. La somme des moments de tous ces frottements par rapport à Taxe a donc pour limite supérieure
suit
Si Parbre 0' a à vaincre un couple résistant Qg, la puissance pourra être appliquée à l'arbre 0, moyennant qu'on exerce sur le cône à Taide de la fourche A une pression P satisfaisant à Tinégalité
ce qui donne pour limile inférieure de P,
p_0£8ini
La force P peut être réduite à volonté en augmentant le coefficient du froltement, le rayon moyen du cône de friction, et en diminuant Tangle ». Pour une valeur suffisamment petite de i, et des valeurs suffisamment grandes de f et de r, on pourra donc réaliser Tembrayage avec une force P insignifiante.
nfiSISTAIîCï AU ROULEMCKT.
307. La résistance au roulement^ appelée aussi, mais improprement, frottement de roulement ou frottement du second ordre^ est un résultat de la déformation qui se produit toujours au contact du corps roulant et de la surface sur laquelle il se meut. Cette déformation suit le point ou l'arête de contact des deux S} sternes matériels, s'effuçant en partie aux points pour lesquels le contact a cessé. Si, par exemple, le cylindre 0 se meut dans le sens de la flèche /*, en roulant sur le planUM' autour de l'arête géométrique projetée en A, le contact du
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cylindre avec le plan, au lieu d'être, comme on le suppose en giomélrie, conccnlrè sur une ligne sans épaisseur, s'Étend à une surface île largeur finie, AIÎ, siluée toutenlicrc en avant du point de contact gi^ométrique A, dans le sens où le mouvement du cylindre lend à corn primer le terrain sur lequel il roule; en arriére du point A, le plan ne conserve qu'une partie du tassement qu'il avait éprouvé au moment du passade an cylindre, de sorte que le coniBCt n'a plus lieu de ce cOté. C'est
ainsi que le passage d'une roue de voiture sur une route empierrée laisse une trace visible, qui se forme en avant du point de contact géométrique de la roue et du sol par la compression des matériaux de la chaussée.
La rëuclion du plan MM' sur le cylindre, résultante des pressons développées de A ea 6, passe en u^i point C silo£ un peu en avant du point A; elle se décompose d'nilleurs généralement en deux forces, l'une CN, normale, l'autre CT, parallèle au plan ; cette dernière représente le (rollemenl de glissement. Pour tenir compte de la résistance au roulement, il sut'llt de l'aire passer la réaction normale CN i Doe distance 3, toujours très petite, en avant du point A.
Celte quantité 3 a été déterminée par les expériences de Coulomb, confirmées depuis par celles de Morin. Elle dépend de lu nature des corps en contact, et est indépendante du rayon du cylindre. Cette loi n'est pas d'une vérité absolue; car la distance 3 est nt'cessairement plus petite que le rayon dn cylindre, et par suite 3 doit diminuer quand le rayon diminue lui-même. Dnpuit a proposé une nouvelle loi qui satisFerait à cette condition, et d'après laquelle 3 sérail proportionnel â la racine carrée du rayon. Mais toutes les fois que les corps en contact ont une dureté assez grande, et que le rayon du cylindre n'est pas trôs petit, la loi de Coulomb parait plus voisine de la réalité que la loi de Dupuit.
RËSISTÂKCE
Fig. 289.
308. Les expériences de Coulomb consistaient à faire rouler un cylindre de bois dur, de gaïac ou d'orme, sur un madrier de chêne.
Soit MM' le plan de roulement ; AB la région du contact ;
C le point d'application de la résullante des pressions développées sur cette région ;
N et T les composantes, normale et tangentielle, de la résultante des pressions ;
F une force appliquée au point D du diamètre AO ;
DII = X et DL = Y les composantes de cette force suivant une normale au plan et une parallèle ; P le poids du cylindre.
Écrivons les trois équations d'équilibre des forces appliquées au rouleau. Nous aurons
et, prenant les moments par rapport au point A, et appelant AD = h,
Nous négligeons dans celte équation le moment de la force T par rapport au point A, parce que la distance de cette force au point A est extrêmement petite.
La force T est le frottement de glissement du rouleau sur le plan MM'. Pour qu'il y ait roulement et non glissement, il faut et il suffît que Ton ait
ou
Des deux dernières équations on tire
XA=(P4-Y)J
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el parsuiIeS:=p-— y. On peut donc calculer 3 si l'on connaît les forces X, Y, P, el la distance h.
Il csl rare qu'on ail à tenir compte de la résistance au roulement dans les applications, à cause de la petitesse de cetle quantité S.
Ainsi pour un cylindre de bois roulant sur du bois dur, les surfaces éfanl très bien dressées, 3 varie de O^.OOl àO^jOOlG.
Pour un cylindre de gaïac roulant sur un plan de cliOne, Coulomb indique la valeur S^O^.OOOiS.
La quantité 5 augmente quand la rigidité du plan de roulement diminue. Les expériences sur le tirage des voitures ont donné pour une roue avec jante en fer roulant uniformément sur une chaussée empierrée,3 = 0°',0I5quand la chaussée est h l'état parfait d'entretien, 3=0,041 quand elle est à l'élat moyen, el enfin 3^0,063 lorsque l'empicrreraenl est neuf et non encore cylindre.
509, Proposons-nous de chercher le travail du roulement d'un cylindre sur un plan horizontal en supposant le mouvement uniforme.
Les forces P et Y, normales aux chemins décrits par leurs points d'application, ne produisent aucun travail.
Il en est de même de la force T, car la rotation instantanée s'opère autour d'un point du plan de roulement voisin du point C, et la irajecloire du point C est sensiblement normale à la direction du frottement T.
Les forces X et N produisent seules du travail, et par suite le travail de l'une est égal, au signe près, au travail de l'autre. Le travail du roulement s'obtiendra donc en prenant avec le signe — le travail delà forceX.
Si IflcentreO du rouleau avance d'une quantité i/s, le point D
avance d'une quantité égale à — n — , en appelant R le rayon
RÉSISTANCE
Le travail du roulement s'exprime donc aussi par
— NiX
ce résultat est évident, car N§ est le moment de la force N par
ds rapport au point Â, et -^ est Tangle infiniment petit dont
tourne le cylindre autour de l'arête A quand le centre avance de la quantité ds.
Le travail résistant qui correspond au roulement contient en facteur cette quantité S. On voit qu'il y a avantage à la réduire le plus possible, ce qui revient à employer des matières dures pour la fabrication des pièces qui doivent rouler les unes sur les autres.
CYLINDRES ÉGAUX
510. Soit MM'un plan horizontal; 0 et (V sont deux rouleaux égaux et composés de la même matière ; leur rayon commun est r, et la distance
de leurs centres est ails pèsent chacun p kilogrammes.
Un madrier CD, d^épaisseur c, est posé sur les deux rouleaux et porte un fardeau dontlepoidsestP.
On connaît la distance x de la verticale du centre de gravité G du fardeau, y compris le poids du madrier, au centre 0 de Tun des deux cylindres.
Pour obtenir le roulement uniforme des cylindres cl le
déplacement du madrier dans le sens CD, on applique une
force 0 au milieu de Tépaisseur du madrier. On demande la
condition pour que le mouvement soit uniforme.
La réaction du sol sur le rouleau 0 passe en un point a
Fig. 290.
AU ROULEMENT
situé h la distance Ax =: 3 en avant du point de contact géométrique du cercle et de la droile MM'; elle se décomposa en deux forces, l'une N normale au plan MM', l'autre F, parallttle.
De même si l'on prend la longueur AV^3 en avant du point A', le point a' sera le point de passage de la réaction du sol sur le rouleau 0'; cette réaction se décompose en deux forces, l'une N' normale, l'autre P* parallèle au plan MM'.
Le madrier roule sur les cylindres en B et B'; pour tenir compte de la résistnnce au roulement, il sufûl de prendre, en arrière des ;>om/»' B et B', des quantités Bg^B'g'^ï', valeur correspondanle au roulement de bois sur bois. Les réactions développées aux points B et B' se décomposent chacune en deux Torces, que nous appellerons N, et F, pour le rouleau 0, N,' el F,' pour le rouleau 0'.
Os réactions, changées de sens, sont les forces exercées par les rouleaux sur le madrier.
Nous avons pris les points ^' et p en arrière des conlacis géométriques B et B', parce qu'en effet, dans le mouvement relalir des rouleaux par rapport au madrier, les rouleaux s'avancent vers la gauche de la ligure.
Écrivons les équations d'équilibre des trois solides constituant le système, savoir les deux rouleaux et le madrier ; nous obtiendrons les neuf équations suivantes :
MoinpnU par rii[>pori
S6 RESISTANCE
Dans la dernière équation, on néglige ^ vis-à-vis de x dans l'eiprossion du moment de la force P.
Les données sont S, 8*, a« c, et le poids P. Les inconnues sont N, N„ N', K/» F» P, F^, F/ et Q. Les neuf équations permettent de déterminer ces inconnues en fonclion des données et de la distance x, laquelle varie à chaque instant à mesure que le roulement sopère; il est facile en eflot de reconnaître que le déplacement du madrier est double du déplacement des centres 0 et (X des cylindres. Cette cu^ constance exige que Ton ait au moins trois rouleaux pour omplouT ce mode de transport; au bout d'un certain pa^ cours, le madrier abandonne le dernier rouleau, que l'on reporte en tète, sous la partie du madrier amenée en porte-àfaux par le mouvement.
Pour résoudre les équations, et trouver le rapport de la force 0 à la force P, nous les simpliGerons en effaçant le poids p du rouleau, qui est toujours très petit par rapport aai
forces X, N', et en supprimant aussi le terme Q X ^t ce qui
ro\ient à supposer le madrier sans épaisseur. On a alors N = >"^, y = Nj, et par suite
'i — ^ — — ôj: — »
Cl cnlin
rapport iiulôpeiulant do la quantité variable x.
Lo iiv|Uavoniont du nuulrior étant double du déplacement dos rouleaux, si l'on appelle ds respacc décrit par le centroO,
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l'espace di^crit dans le même temps jiar le madrier sera ^<h, et le travail moteur sera
Si le fardeau P avait glissé sur le sol, le coetlieient du fro!lemeiit rtunl /', le travail à dépenser eût été SP/ds.
L'emploi des rouleaux a donc réduit le travail à produire
dans le rapport de à 2/", ou de -^jr;- à l'uiiilé ; ce nombre est très petit, puisque o-elfl-. sont de très petites frac-
lions, beaucoup moindres que le cocrficicnt de frottement /.
Les forces F, F,, N, N,... varient avec la distancex. On peut vérifier que F, F,... sotil respectivement inférieurs aux produits pi, ^,Np-.- de sorte que les frottements des rouleaux sur le ai>l ou sous le madrier sont inférieurs à leurs valeurs limites; c'est pour cela qu'il y a roulement, et non glissement des solides en contact.
31 1 . La solution géométrique du problème es! facile, quand OD s'en lieut au même degré d'approximation, c'est-à-dire quand on néglige le poids p des
rr
rouleaux. La résultante des n» f^^\
Forces \ et F, fait équilibre U|3 "—-U^:^ sur le premier rouleau à la /^ \l ^ i \: rÉsullanle des forces N et F, par suite leur direction commune est la droite a^. De mftme ta direction commune
des réactions totales aux points a' et ^' sur le second rouleau csl la droite a.'^'. Ces deux droites sont parallèles.
La résultante S des forces P et Q appliquées au madrier est tenue en équilibre par les deux réactions parallêlus R et IV des rouleaux, appliquées en p et ^', dans le ptolougemenl des droites g^, 3.'^'. Donc S est parallèle à R et à R'.
Il faut pour l'équilibre que IS soit parallèle à «3; or Fin-
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clinaison de a0 sur la verticale AB est sensiblement égaie
à — ô — ; donc on doit avoir 2r
condition que nous avions obtenue.
On achèvera la solution, cette condition une fois remplie, en décomposant la force S, résultante de P et Q, suivant les directions données a^ et a'p'.
512. Nous n'avons pas déterminé le rendement de ce système ; ce mot n'a pas de sens ici, parce que le travail utile n*est pas défini. Jusqu'à présent, nous avons pris pour travail utile un travail qu'on ne puisse ni supprimer ni même réduire au delà de toutes limites ; tel est en général le travail de la pesanteur. Ur, dans ce problème, la pesanteur ne produit aucun travail, puisque le centre de gravité du système ne change pas de hauteur. Le travail utile ainsi défini serait nul, et le rendement égal à zéro.
Le travail du transport horizontal des fardeaux provient entièrement en elTet des résistances passives, et on peut le réduire autant qu'on le voudra par l'emploi de moyens de transport de plus en plus perfectionnés. Ainsi la résistance à la traction à faible vitesse est moindre sur un chemin de fer que sur une route, et moindre encore sur un canal que sur un chemin de fer.
ÉCUILIBnE DE LA DnOUETTE.
313. La brouette porte, par son extrémité antérieure, sur une roue qui est destinée à rouler sur le sol ; à l'autre extrémité, elle est terminée par des manches que l'ouvrier rouleur tient dans ses mains et pousse en avant. Le rouleur porte ainsi une partie de la charge contenue dans la caisse de la brouette, et de plus il développe un travail moteur pour faire
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atancer la brouelle le long du chemin qu'il doit lui faire parcourir.
Cherchons les condilions d'équilibre de l'appareil, lorsque l'ouvrier gravit une rampe _
d'un mouvement uniforme.
Soit SS' le profil de la rampe;
OB la rouft de la brouette ;
B le point de contact géomélrique de la roue avec le sol;
C le point de contact réel, f-„ jgj
reporté un peu en avant, à la distance !, pour tenir compte delà résistance au roulement;
AO les longerons de la brouette ;
A le point que tient l'ouvrier rouleur et auquel il applique une force F ;
G le centre de gravité, et P le poids de la brouette, y compris la charge qu'elle contient, mais non compris la roue ;
P* le poids de la roue, qu'on peut supposer appliqué en son centre 0;
G' le centre de gravité des poids P et V, et Q , le poids lolaI,P + P', du système.
La réaction du sol sur la roue passe par hypothèse au point C ; on peut donc la représenler par une droite CL, dont la direction et la grandeur restent encore à déterminer. La force CL, composée avec le poids G'Q, doit ôlrc égale et con- Iraîrc à la force AF, mais celle force Al" est elle-même inconnue en direction et en grandeur, et on ne connaît jusqu'ici que son point d'appl. cation A.
Pour achever de déterminer lesineonnues, nous chercherons séparément les conditions d'équilibre du corps de la biouetie cl de la roue. Ces deux systèmes sont en contact sur une arête des tourillons de la roue, et là, comme il y a glissement de l'un des syslùmes sur l'autre, la réaction mutuelle des deux systèmes tait avec la normale commune aus surfaces frottan-
sjaicuieb luii avec
les, en sens contraire du mouvement relatif, un angle égal à Tangle 9 du frottement. Nous supposerons les tourillons de la roue mobiles dans Tœildu longeron.
Soit OE le tourillon (fig. 293), et E son point de contact avec rœil; la roue tournant dans le sens de la flèche f, la réaction
subie par la roue de la part du longeron a pour direction une droite ER qui fait avec la normale EO un angle OER = 9. La réaction de la roue sur le corps de la brouette est une force R', égale et contraire à la force R. Abaissons du point 0 une perpendiculaire 01 sur la direction commune des forces R, R', On connaît dans le triangle rectangle OIE l'angle E, égal à l'angle du frottement, et l'hypoténuse OE, égale au rayon du tourillon. Donc on peut construire ce triangle^ et en déduire la longueur du côté 01. Si du point G comme centre, avec cette longueur pour rayon, on décrit un cercle, la direction commune des réactions mutuelles R, R' de la roue et du corps de la brouette est une tangente à ce cercle (fig. 294). On sait de plus que la force R' fait équi-
Fig. 293.
I ib'. ti04.
libre aux forces GP et AF, tandis que la force R fait équilibre aux forces OP' et CL; ce qui exige que les trois droites RR', GP, AF, concourent en un même point M, et que les trois droites RR', CL, OP' concourent aussi en un môme point N. Les droites GP, OP' sont connues de position ; quant aux
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droites AF, CL, on n'en connaît qu'un point, A et C; enfin pour la droite RR', on sait seulement qu'elle est tangente à un cercle donné décrit du point 0 comme centre avec 01 pour rayon.
te problème est ramené ii tracer par des points donris A et C deuï droites AF, CL, se coupant sur une droite donni'fi G'Q. et toiles fju'en joignant los points M et II où ces droites coupent respectivement les droites données GP, OF, la droite MU suit l^in^eiite au cercle donné 01.
Supposons le proldùme résolu ; joignons les points donnés A cl C, et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre en D avec la droite Mil. Soient m, n, k, les points où les droites donntesGP, G'U. OP', rencontrent la droite AC. Le triangle ANC coupé par la transversale rcctilignc MllD, donne la i-clalion U 3^)
le rapport n^ est égal à — ■, à cause des parallèles S1P,
KQ ; de même '-.
P ; ces rapport? sont connus. La rela-
tion précédente fait connaître le rapport
et, par suite, définit la position du point D sur le prolongement de AC. 11 suflira de mener par le point D une droite DM tangente au cercle donné 01. Cette droite sera la direction cherchée des réactions R, ïl', de la roue et du corps de la brouette.
Elle coupe les directions GP, DP', aux points M et H, qu'on joindra aux points A et C. 1.» force I", décomposée suivant les directions HC, IIM, aura pour composantes la force h et la réaction CL du sol sur la roue. La force P, décomposée suivant les directions MA, MD, aura pour composantes la réaction R, déjà connue, et l'effort AF que doit développer l'ouvrier.
On peut mener par le point D deux tangentes au cercle 01 ; mais ces deux tangentes ne donnent pas deux solutions du problème, car Tune, celle que nous avons tracée, correspond au cas où la brouette remonte la rampe , ce que nous avions admis, tandis que Tautre correspondrait au cas où la brouette serait déplacée en sens contraire et descendrait la pente : la force R doit toujours, en efTet, être dirigée en sens contraire de la rotation de la roue.
La solution peut être simplifiée et dégagée de tout calcul.
Soient SM% SN', SH\ trois droites concourantes en un point S (fig. 295).
Plaçons deux triangles M'N'ff, IfND, de manière que leurs sommets soient respectivement sur ces trois droites, et déterminons les points A, C et D, où se coupent mutuellement les côtés correspondants NN et M'N', NH et N'U\ HQ et H'fl'. Ces trois points seront en ligne droite.
Fig. ?95. Fig. t9t .
En effet, nous pouvons regarder la figure plane que nous venons de tracer comme la perspective d'un tétraèdre S M'H'N', qui serait coupé par un plan MHN; les points A, C et D, appartiennent à la fois au plan de la base M'H'N' et au plan MlDî; donc ils sont situés sur rinlerseciion de ces deux plans, et sont par conséquent en ligne droite.
Cela posé , il est facile de résoudre le problème suivant (fig. 296) : Étant donnés trois droites concourantes SM',
OB U BROUETTE
Sir, SN', deux points A et C, et un cercle 0, inscrire dans les trois droites, de manière qu'il ait ses sommets respectivement sur chacune d'elles, un triangle MUN, dont deux côtés NM, Nil, passent par les points donnés, et le Iroisiëme MH soit tangent au cercle 0.
Prenons au hasard un point N' sur la droite SN', et joignons-le aux points A et C ; les droites N'A, N'C coupent en M' et H' les droites données SM', SH'. Menons la droite AC, et cherchons le point D où elle rencontre la droite M'ir ; par ce poini, menons une tangente DHM au cercle 0, puis joignons CH, AM ; ces droites se couperont en N sur la droite SN'. Le triangle MIIN satisfera aux conditions proposées.
Le cas particulier que nous avions à traiter suppose parallèles les droites données SH\ SH', SN'.
CHAPITRE II
D*J POLYGONE FUNICULAIRE ET DES SYSTÈMES ARTICUliS
ÊQUIUBnE D UN FIL.
514. Dans la mécanique rationnelle, on admet qu'un fil est un système matériel afTectanl la forme d'une ligne, c'est-àdire n'ayant ni largeur, ni épaisseur; le fil idéal est, en général, considéré comme inextetisible et sans raideur^ c'€st4- (lire que sa longueur est regardée comme invariable, quelles que soient les forces qui agissent sur lui pour retendre, et (|u'on peut le courber, l'infléchir, lui faire dessiner telle lii;ne qu'on voudro, courbe ou brisée, sans éprouver aucune résistance. Los (ils, les cordos , que l'on rencontre dans les applications, sont loin d'avoir ces propriétés; ils settMident sous 1 action dos forces qu'on leur applique, ils no peuvent être courbés sans elforl , et la raideur s\ «12nilesto par la courbure qu'ils prennent aux environs des points où Ton veut changer leur direction d'une manière l>rnsque.
Le problème (jue nous nous proposons consiste à déterminer la fornie d'équilibre d'un fd parfait soumis à des forces donnres, et de trouver les tensions développées en ses différenis points.
La tension d'un fil on un point donné est la réaction mutuelle des deux portions de fil qui se réunissent l'une à l'autre on ce point. Si Ton coupe un fil en équilibre en
TENSiOS D'tiN FIL il faudra
un certain point, il faudra, pour n'Hablir l'équilibre de chaque portion, appliquer deux forces égales el contraires lux exlrémilés des tronçons séparées par la coupure; ces forces ne sont autre chose que la tension du fil au point COnsidi^ré.
310. Il résulte de là cjuc toute portion d'un fil en équilibre est en équilibre sous l'action des forces qui lui sont directement appliquées et des deux tensions qu'elle subit à ses extrémités. On peut démontrer, en s'nppuyant sur cette relarquc, que dans m fil parfait soumis ù îles forces réparties dune mamiie continue sur sa hwjuetir [comme la pesanteur, \r exemple), la tension est en chaque point tangente à la ligne Messiitéepar le fil. Soit, en effet, un fil MN en équilibre sous ''•clion de forces ainsi réparties. Considérons isolément un élément infiniment petit, AB; cet éléml est en équilibre sons l'action des ji f^-— =^
lions T el T, qui sont des forces finies f^^^'"*'T^ ppliquées ù ses extrémités, et des forces ' pxiu
ilJnimenl petites réparties de A en D; forces sont, par hypothèse, sensiblent parallèles, et leur résultante est proportionnelle î igueur de l'élément : elle peut, par suite, être exprimée nrle produit pxAB, où p représente un nombre fini, et
I'elle est appliquée on un point i, intermédiaire entre A et 6. puisqu'il y a équilibre entre les forces T, T' et ;) x Al), nous (|K)UVons écriie l'équation des moments par rapport à un point (quelconque, et prenant le point A pour centre des moments, jÛ vient
Il T'xA = pXAtlxA',
pétant ta distance du point A h la direction de la force T',
IctV la distance du même point à la direction de la force
fpxAB.
, Or h' est nécessairement moindre que AB, et pxAB x h'
lest plus petit que pxAB*, quantité infiniment petite du
second ordre; le produit égal, Vxh, est donc aussi infiiii-
Fig. ÎT..
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ment petit du second ordre : et comme T est une force finie, h est un infiniment petit du second ordre, ou du même lordre de grandeur que le carré Je la longueur AB. La direction de la tension en B est donc telle qu'un point A, infiniment voisin du point B, pris sur la courbe MN, soit à une distance infiniment petite du second ordre de cette direction ; en d'autres termes elle est tangente à la courbe MN au point B*. Si, outre les forces infiniment petites réparties d'une manière continue le long du fil MN, on appliquait au fil une force finie isolée F, le raisonnement précédent ne serait plus admissible pour un élément qui comprendrait le point d'oppli-
cation A de cette force ; la forme d'équilibre du fil présenterait un point anguleux, et la tension varierait d'une manière brusque, eo grandeur et en direction, d'un côté à Tautre de ce point A. Dans chaque branche AM, AN, les tensions seraient encore tangentes à la Fig. 298. courbe d'équilibre ; mais au point A on aurait
deux tensions, l'une T^, tangente à la branche AM, l'autre T,, tangente à la branche AN ; ces deux tensions feraient équilibre à la force F. On obtiendrait donc ces deux tensions en décomposant la force F suivant les directions des tangentes aux branches qui se réunissent en A.
POLYGONE FUMCULAIRE.
316. On appelle polygone funiculaire la figure d'équilibre d'un fil idéal, non pesant, sollicité en différents points de sa longueur par des forces de grandeur et de direction connues.
Un Cl sans poids, soumis à deux forces F^ , F, , appliquées à
* Celte démonstration suppose expressément que le ûl soit sans raideur; autrement il y aurait à considérer au point A, non-seulement une tension T, mais encore un couple dû à la couibure du ûl en ce point.
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SCS detis exlrémilés A et B, est en équilibre si ces deux forces tendent :i allonger le fil, et si elles sont égales.
La tension du fil est égale en lout point ù la valeur com* inune de ces deux forces. Si, en effet, on coupe le lil en un point C, il faudra, pour rétablir l'équilibre, appliquer à f^ 1 T^ c'^y. S — ï
l'estrémitè C du tronçon AC,
considéré seul, une force T,,
égale et contraire à F,, et à l'exlrémiléCdu tronçon CB une
force T,, égale et contraire à F,. On a donc
317. En un point C du iil sans poids AB, appliquons une force F de direction connue, et cherchons quelles foices F, , F,, il faut appliquer suivant les f-, directions des cordons CA, CB, pour qu'il y ait équilibre.
Du point A au point C, le fil n'est soumis, par hypothèse, à aucune autre force extérieure que la force F,; donc la tension en tous les points de ce cordon est ^'e- 3""
^le à F, 1 de même la tension est égale a F, en tous les points du cordon BC.
Kous pouvons ainsi considérer le point C du fil comme un point matériel isolé, en équilibre sous l'action de la force F, et des tensions F, et F, , appliquées suivant les directions CA, CB, et par suite la force F est égale et contraire à la résultante des forces F, et F,; on trouvera donc les tensions des deux cordons, et les forces qu'il faut appliquer dans leur prolongement, en décomposant la force — F, égide et opposée à la force F, suivant les directions données CA, CB.
Leslcnsions sont généralement inégales dans les deux brins CA, CB : elles deviennent égales quand la direction CF est bissectrice de l'angle ACB.
Supposons encore que la force F, au lieu de solliciter
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directement le point C, soit appliquée dans le prolongement (l*un cordon CD, attaché au point G (fig. 301). La solution sera la même, car le point G, considéré isolément, se troate sollicité à la fois par les tensions des cordons CA, CB, CD, t'îïales respectivement aux forces F^ , F, , F. Chacune de ces torces est donc égale et contraire à la résultante des deux iiulros.
Fij;. r»« I.
Fig. 3.'>i.
7)18. Si le cordon CD (fig. 302) était attaché à un anneau, lihrode glisser sans frottement le long du fil ACB, Téquilibre exigerait que les forces F^ et F, fussent égales : autrement lefil \C\\ serait tMitraîné à glisser dans Tanneau du côté où le soilioilorail la plus grande des deux forces F^, F,; le frottement dt' raniicau contre le lil i'ï>l en efrel la <^eule résistance capable dtM niiiu»-halan((M- cviio tendance, et nous supposons qu'il est nul. Pans ce cas, l^ et \\ étant é^^ales, la direction du corJon (Ih e^l hissecliice (\v l'aiii^le AllB. -
S(»it AlU! un fil inextensible, attaché aux points lîxes A eti»
(lig. 505); soient C un anneau intlniiueiil petit, libre de glisser sur le lil sans fiollenient, et F une force appliquée à Tanneau de manière à tendre à la fois les deui portions du (il. 1/anneau sera en équilibre dés que la direciion de la force F sera bissectrice de Fangle ACB. Or le lieu des positions de Fanneau dans le plan de la ligure est l'ellipse qui a pour foyers les points A et B, el pour grand axe la longueur du fil, CA -h CB. L'équilibre
h lu. ."o:..
FUflICUUIRE. W
. du point mobile C sur celle courbe a lieu quand la force qui le sollicite est normale à la courbe. On relrouve ainsi ce Ihiorcme de géoinélrie : la normale en un point de f ellipse partage en deux parties égales l'amjte formé par les droites menées de ce point aux deux foyers de la courbe.
319. Occupons nous enfin du cas général, c'est-à-dire de l'équilibre d'un fil sans pesanteur, ABCDE, sollicité aux poinls B, C, D, par des lorces F, F', F", et à ses eilrémités A et E par les forces It et S. Appelons T, , T, , T^ , T^ , les tensions des cordons successifs AB, ce, CD. DE.
L'équilibre du cordon AB, considéré isolL'nient, eiige que la force R agisse dans la direction de ce cordon; la tension T,. qui y est déveIop> pèe, fait équilibre à celle force, et par suite on a T, = R.
Le point B est sollicité .i la fois par trois forces, savoir les lenjions T, et T, des cordons BA, BC, et la force F. Cbacune de ces trois forces est donc égale ot opposée à la résultante des deux autres, et on trouvera la tension inconnue T, en ctMDposaut la force F avec la force B transportée au point B. On peut observer que les trois directions BA,BC,BF, sont contenues dans un même plan.
La tension T,, ainsi déterminée, régne en tous points du cordon BC ; il faut et il suflit pour l'équilibre de l'extrémilé C de ce cordon qu'il y ait équilibre entre les trois forces T^ , P ei T, ; !a tension T, est donc égale et contraire à la résultante des deux forces connues T, et F', et les trois directions CB.CD, CP, sont contenues dans un même plan.
On reconnaîtrait de même que la tension T, du quatrième cordon est égale à la résultante de \n force t" et de la tension T, du troisième cordon ; elle est d'ailleurs égale à la force S, qui sollicite le dernier cordon dans sa propre direction. On peut donc, pour délinir le polygone, donner en grandeur et en
POLYGONE
direction les forces R, F, F', F*', el les longueurs AB, BC, CD, DE, des cordons successifs qui séparent les poinfs d'application des forces. La construction du contour polygonal ABCDE fera connaître la grandeur et la direction de la force S qui reslait à déterminer.
Il est plus simple, pour trouver la grandeur de cette force, d'observer que S est égale et contraire à la résultante des forces extérieures R, F, F', F% qui sollicitent le système matériel ABCDE ; on aura sa valeur en transportant toutes ces forces en un même point, et en les composant par la règle du polygone. La résultante sera égale et parallèle à la force cherchée.
La construction de ce polygone auxiliaire a l'avantage de faire connaître du même coup les tensions des divers côtés du polygone funiculaire, et les directions de ces côtés; on lui donne le nom ie polygone de Varignon.
Par un point 0 quelconque (fig. 505), menons une droiteOr, parallèle à la force R et au premier côté AC (fig. 504), et prenons sur cette droite, à une échelle arbitraire, une longueur Or égale
à la force R. Par le point r ainsi obtenu menons une droite r/*, parallèle et égale à la force F. La droite Of est la résultante des forces Or et ?/ appliquées au point 0; celte droite O/'cst donc parallèle et égale à la tension Tj du second côté BC du polygone funiculaire, et par suite elle est parallèle à ce Fig. ôOo. second côté. Menons ensuite ff égale et pa-
rallèle à la force F'; la droite 0^' sera de même parallèle au côté CD, et égale à la tension T, ; enfin, menons f'f" égale et parallèle à F"; la droite 0/* qui ferme le polygone sera égale et parallèle à T^, c'est-à-dire à la force S, el déterminera cotte force en grandeur et en direction.
On peut observer que dans le polygone de Varignon les , deux côtés Or, Of\ qui aboutissent au point 0, et les diagonales menées de ce poinl aux autres sommets, représentent
les dircclions des côlùs successifs du pnlygonc funiculaire, et les valeurs des tensions qui y soni développées.
Remarquons encore que, si l'on considère une portion quelconque du polygone funiculuire, les tensions dans les cOlfs extrêmes qui limilent celle porlion, fonl équilibre aux forces extérieures appliquées aux sommets intermédiaires; ainsi, les tensions T, et T, font équilibre aux forces ¥' et F", et les tensions T, et T^ aux lorces F et F'.
320. Delà résulte un moyen de trouver la résullanfe de forces données situées dans un même plan.
Soient F, F'. F' (fig. 306), les forces données. En un point A de la direction de l'une d'elles, on appliquera une force quelconque AR ; on composera cette force R avec la force F Iransportéc en A, ce qui donnera une résultante Am. La direction de celle résultante, prolongée si cela est nécessaire, rencontre en D la direction de la force F'. Transportons en B Ips forces Am et F' ; puis composons-les, ce qui nous donnera la résultante Bn; prolongeons de même la direction de celle résultante, qui coupe la direction de F" enC; transportons en ce point les forces F" et Bn, et composons-Ies pour avoir leur résultante Cjt ; considérons enfin une force S, appliquée en C, égale et contraire à Çp. Nous pouvons imaginer un polygone funiculaire RABCS, qui sera en équilibre, en vertu de notre construction, sous Faction des forces R, F, F', F", S ; les forces extrêmes R et S représentent les tensions des côtés exti émes de ce polygone.
Ces forces R et S font équilibre aux forces F, F', F", cl leur résultante est égale et conlruire à la résultante cherchée. Prolongeons les directions AR, CS, jusqu'à leur rencontre en D; transportons en ce poiut les forces R et S, et achevons le parallélogramme DiPs ; la diagonale DP sera
^le et opposée à la résultante des forces donnéa. La draîto finie PD représentera donc en grandeur» en position et ca sens, la résultante cherchée.
poLTOom hbs forts auenusus»
521. Le tablier des ponte sospendus est sttaebé fm des tiges verticales équidistantes aux sommets d'un pelf gone funiculaire. Proposons-nous de trouwr la foraM d%-
quiiibre de ce pdygime et ksta- Icurs des tensions dèvetojqpées èm ses divers cétés, en supposant |k chaque tige ait à supporter un psife égal.
Soit ABCDEF un fragment du polfgone ; les poids ^ux , F, P, P....
sont suspendus aux sommets B,C|V,...
dont les distances horiiontaks ssat constantes et connues. Soient T«, T^ T,, ... les tensions développées dans les côtés successifs.
Construisons le polygone de Tarignon. Pour cela, par un point 0 quelcx)nquo, menons une droite Oa parallèle au cdté AB, et égale en longueur à la tension T^ de ce côté. Menons par le point d une droite verticale ai^ sur laquelle nous prendrons des longueurs successives ab, bcj cd, de, ... égales entre elles et au poids P suspendu à chacune des tiges. Joignons ensuite Ob^ Oc, Or/, Oe, ... ; ces droites seront parallèles aux cdtês BC, CD, DE, ... du polygone, et leurs longueurs respectiTes représenteront les valeurs des tensions T,, T,, T,, ... des mômes côtés.
Étant données la direction AB du premier côté, et la valeur Tq de la tension qui y est développée, la figure auxiliaire Oabcd ... permettra de construire le polygone; car on sait
Fig. 307.
DES l'OMS snspENnus. 6M
que les sommets de ce polygone se; trouvent sur les droites -équiilistantcs PB, P'C, V"D, ... ; on trouvera, par consôtiuenl, la position du sommet C sur la droite P'C en menant par le sommet D une parallûle BC h la droite Of> ; par le point C ainsi obtenu, on mènera à Oc une parallèle CD, (jui déterminera le jiointD sur la rtroite PD, cl ainsi de suite.
Supposoni:, pour fixer les idées, que ia chaîne polygonale du pontsuspenduail un cûtû horizontal ÂB,rî:iinissant deux parties symétriques (fig. 508); on aura, par exemple, à droite du cdié AB les trois câtés inclinés BC. CD, DE, et à gauche les trois cAtés AC, Ciy, P'E'. syinétriqui-s des premiers par rapport à la verticale lY, menée par le milieu du côlé rentrai. Les poinis E et E' sontk'S points d'attache, de la chaîne aux culées du pont. Dthignons encore par la lettre P le poids suspendu à Tun (juclconquc des sommets du polygone, à l'exclusion des som- Biels E et E', qui ne portent pas de poids semblables. Le poids total porté par la chaîne sera égal à 2iiP. en désignant par n le nombre des sommets L'iiargés dans la moitié du pont, et ce poids se parlage également, à cause de la symétrie de la figure et des charges, entre les deux appuis, E etE'. Cherclions la valeur de ta tension Tg dans le cAlé AB; pour cela, il suriil d'exprimer que cette tension fait équilibre, h l'aide de la réaction du point E, aux poids appliqués h la moitié de la chaîne; prenons les momenls par rapport au point E, ce qui élimine la réaction de ce point. Soit h la distance IG du calé AB à la droite horizontale EE'; et soit a la dislance horizontale entre deux tiges consécutives, distance que nous supposerons aus^^i enlrc le dernier sommet chargé D et la verlirjtle du point d'appui. Le moment de T, par rapport au poio' A est T„xft; il Tait équilibre à la somme des moments poids P, c'est-à-dire à
Pxiia + Pxtn — l)n + L>x(ii — 21n + ...-|-I'Xa.
iUp-
des ^H
M POLYGONE
Cette somme est égale à
Pflx(i+s+3+...-Mi) = Piix iiîLhlL
et on a réj;alité
ou bien
T.xA = p«xî^=fiî.
pfl fi(»-M»
Connaissant T«« on pourra construire le polygone de Yarignon, qui permettra ensuite de trouver la forme à donner à la chaîne.
En appliquant la remarque faite au § 320, on voit que les côtés CD, AB« prolongés, se couperont en un point M, qui appartiendra à la résultante des forces BP, CP', et qui, par suite, sera au milieu de la distance horizontale des points B et C; de môme DE, prolongé, coupera la direction AB au point S, sur la résultante des trois forces égales P, F', P. On pourra prolonger aussi loin qu*on le voudra le tracé do polygone par celte considération : il sufOt pour obtenir ua nouveau côté de joindre le dernier sommet obtenu au milieu (lo rinterxajle compris sur Thorizonlale AX entre le poinlB et la projection de ce dernier sommet.
5ii\ On peut aussi calculer les coordonnées des sommets successils. Prenons pour axes coordonnés les droites IX, lï. Le point B a pour coordonnées
Le point C a pour abscisse x = ^ a , et pour ordonnée une
quantité CN, que Ton peut construire au moyen du polvgouo de Varignon, ou bien déterminer directement, en composant la force P avec la tension T^, et en prolongeant la direction de la résultante jusqu'à la rencontre de la verticale CF.
DES PO:jTS SUSPËKDUS. SOS
Représentons par b cctie quanlîlô CN. Nous aurons pour les coordonnées du point C,
Les coordonnées du point D sont x :=-^ ,y = lih; prolongeons le cAté fiC jusqu'à sa rencontre en (t avec DL ; la quanlilé DL est la somme des deux parties RL et DR; or RL est double de CN, ou égale à 26; quant à DR, le polygone de Varigiion, ou la composition des forces, monlre qu'elle est ^aleâCNou à b. i)oncy = 2b-hb.
Le qualrième sommet E aura pour coordonnées
1 = ^ C( y=^Zb + îb + b,
car, en prolongeant CD, RC, jusqu'aux points S et T, on a TS = DRx2, etSU=CNx5. Enfin, on reconnaîtrait, toujours de la même manière, que TE est égal à CN ou û b.
Celte loi est générale, et les coordonnées du »'"" sommet à partir du sommet B inclusivement, seront dunnêes par les fonnules :
y=(n — 1;6 + ["— 2)6 + (" — 3)6+...+3& + !i+fc
Od démontre au moyen de ces formules que le polygone BCDE ... est inscriptible dans une parabole. Il suflit pour le faire voir d'éliminer fi entre les deux ôqualions.
Or 2» — 1 , qui nous est donné par la première, est égal à la somme ii + (n — 1); la seconde équation nous fait connaître le produit »{» — 1); enfin la différence» — (ii — 1) est égale à l'unité. Écrivons donc
>.-ii=ï'.
COURBES
Élevons les deux premières équations au carré, rdranchm du carré de la première la somme du carré de la seconde d du quadruple de la troisième, il vient en
équation d'une parabole qui contient tous les sommets.
323. Le polygone funiculaire est la figure d^ëquilibre d^aa £1 soumis à des forces discontinues. Lorsque la r^rlition te
forces est continue, le polygone le change en une courbe fimicalsira^ dont nous allons chercher les équations.
Soit AB la courbe funicolaiiei
dessinée par un fil en équilibre son
l'action des forces qui y sont sppli-
quées, et des réactions des points
^^' ^ fixes A et B auxquels le fil peut être
allaché. Rapportons celle courbe à trois axes rectangulaires
OX, OV, OZ
Considérons un arc élémentaire MM' = ds; nous pouvons risolcr (lu reste du fil, en coupant le fil aux points M et M'; Tare élémentaire est sollicité par une force du même ordre de grandeur que lui-même, et que nous pourrons représenter par Vds, Fêtant un coefficient fini, Fds est à proprement parler la résultanic des forces réparties le long de l'arc MM'. Décomposons-la suivant les trois axes; nous aurons pour composanles \(ls, YJs, 7Âs. Les quantités X, Y, Z, expriment li»s valeurs des composanles de la force extérieure rapportée à rimité de longueur (le fil,
La force Vds est tenue en équilibre par les tensions T et T'qui agissent aux extrémités de l'arc, et qui sont des forces extérieures pour Tare MM' considéré isolément. Nous savons déjà
FL'MCCUmES, 507
quelles sont langenles è la courbe aux points M cl M' (g515). L'une, T, a^it sur Tare dans un sens, ]'auUe, T', agit en sens contraire.
La langcnle à la courbe AB au point M fait avec les trois
axes des ancles dont les cosinus sont -7-, -4, -r ° ds ds^ ds
la tension T, estimée suivant les axes, a donc pour composantes!-;-, T-r, T-r; de plus, comme celte force est dirii'ée ds ds (/s "^ ' "
en sens contraire du sens dans lequel est compté l'arc (/ssurla courbe AB, ses composantes doiventetre prises avec le signe — . La tension T' pourra de mSme filre décomposée suivant les trois axes au point M'. Mais observons que la tension T en un point M de la courbe , est une fonction continue de l'arc s qui dùnnit ce point ; en effet la tension T' est égale et contraire à la résultante de la tension T composée avec une force infiniment petite i'ds. Considérons donc T comme une fonction de
l'arc (, ou des coordonnées x, y, s. Les composantes T-p,
ût ds
variables, et par suite, quand on passe du point M au point M', ces fonctions augmentent chacune do sa dilïérentielle. On voit de plus sur la figure que le sens de la tension change i]U3nd on passe du point M au point M', de sorte que les trois composanlcs de T' sont égales respect ivemcnt à
+ Ut.+''
Après avoir décomposé suivant les Irols axes les forces T T", Vds qui agissent sur l'élément SIM', écrivons les trois éqnalions d'équilibre qui expriment que la résullante de translation du système est nulle.
SOS COURBES FUNICULAIRES
11 vient pour la première, équation qui se K'duit à les deux autres donneraient de même
X, Y, Z, étant supposées des fonctions connues de x, y, s, on a dans les trois équations (1) autant de relations qu'il en taut pour déterminer analytiquement T, et pour trouver entre les coordonnées x, y, s, deux équations qui définiront la courI)e AB ; la valeur de T fera ensuite connaître la tension en chaque point de la courbe.
Nous n*avons pas posé les équations des moments; ellesseraient vérifiées d'elles-mêmes. Les trois forces ¥ds, T et T'se faisant équilibre, il est nécessaire qu'elles soient dans un inT'ino plan el qu'elles passent par un même point. Les tensi()i;s T et T', tangentes à la courbe AB en deux points inllniinent voisins M, M', sont situées dans le plan osculaleur à la courbe dans la région MM'; la force Vds est donc aussi conliMuie dans ce plan, el elle passe, aux infiniment pelils d'ordre supérieur prés, par le point de concours des deux tangentes menées aux extrémités de l'arc d^.
IMUCATRICE DES TENSIONS ET DES FORCES
52i. Par un point 0 de Tespace (fig. 510), menons deux droites ON, OY, parallèles aux tangentes à la courbe AB, prises dans le sens des arcs positifs ; prenons sur ces droites des longueurs ON = T el ON' = r, enfin, joignons NY.
IKDICATIllCE DES TESSIOSS. SOO
L'angle NON', égal à l'angle compris enlre deux tangenlesconséculives à la courbe AB, est l'anyle de cnniingence, du, de celte courbe au point M. Dans le trian^'lc ONN'. li; côlé ON' est la résultante géomëlrtquede ON et de NN'; or ON est égal en valeur absolue à T, cl ON' il T. Enfin T' est égal et contraire â la résultante de T et de ¥ds-, donc l'arc NN' est parallèle à la force Vds, cgal " en valeur alisolue â celle force, mais di- '^*
rigéen sens contraire. La force Vdn est dirigée dans le sens N'N.
I:ln continuant à mener par le point 0 des parallèles aux langeâtes à la courbe AB, on formera une courbe auxiliaire qui remplacera le polygone de Varignon, et que nous appelcrons l'indicatrice des tensions et des farces. Les arcs de celle indicatrice, pris dans le sens CD où la courbe seraildécrîte par le point N quand le point M parcourt la courbe AB dans le sens positif, sont respectivement égaux, mais de sens contraire , aux forces Frfs qui sollicitent les éléments successifs du fil AB, et les rayons vecteurs ON représenlent en valeur absolue les tensions aux points correspondants M de la courbe funiculaire.
On remarquera l'analogie de cette courbe auxiliaire avec l'iii- (Kcalnce des accélérations totales (1, g 98} , les rayons vecteurs reprèsentott dans un cas les tensions de la courbe funiculaire, dans l'autre les vitesses du point mobile sur sa trajectoire ; les arcs de l'une représentent les produits ¥Js, les arcs de Tautrc les produits jdt. 11 est esscnlicl feulement d'observer que dans l'indicatrice des tensions et des forces, les directions des arcs sont contraires aux directions des forces Vds, tandis que les directions sont les mêmes pour les accéténtions et les arcs correspondants de l'indicatrice des accélérations totales.
325. Le triangle ONN' nous permet de décomposer la force Fdt. représentée en grandeur et en direction par N'N, suivant la tangente à la courbe funiculaire et la normale principale.
Soit
MO IUDIC&TJtlCB DBS TENSIONS.
l'angle que la force ?ds fait avec la courbe AB, prise dams le
sens des arcs posilifs ; nous aurons
III = ItEI'coifi, K'I = nEI'iiniu
Or
m = OH' X riniroH =■ rtf».
ou enfin = Tdà, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. De même
INsOH — OIsON— OH'esT — fs— A.
Donc la composante tangentielle de Fdi estégalei — dT; la composante normale est centrifiige ^ c'est-à-dire dirigée suivant le prolongement de la normale principale, ^ elle
Ttfa est égale h Tdu, ou i — , en appelant p le rayon de courtiure
P de la courbe AB au point M.
Divisant les deux équations l*une par l'autre, on élimine m, et il vient
d'où résulte la relation
Tous ces résultats ont une complète analt^te avec ceux que l'on obtient pour l'accélération totale (I, g 96).
BUnFACES DE NIVEAU.
SURFACES DE MVE.VU
Développons le premier membre :
ds dij
Multiplions la première par dx, la seconde par dij, la Ire siëme par dz, et iijoulons. Il viendra, en divisant par ds,
tit* \ih <U lit lU
équation qui se simplifie, en observant que
ce qui donne en dilTérentiant
ai il» iii il' lit ih
Le coefficient de dT est donc égal k l'unité, et le coefficient deTàiéro; l'équation prend la forme
dj + (X-te + \ily ■+■ Idi] = 0. (2)
L'sFCS est éliminé. Supposons que X,ï, Z, soient des fonctions connues de x,y,z; il ne restera plus dans cette relation que la tension T et les coordonnées du point auquel cette tension est développée.
Cela posé, si la fonction \dx ■+■ \dij ■+■ Idi est la différentielle d'une fonction ç {x, y. a) des coordonnées, on pourra intégrer l'équation (2) indépendamment des équations (1), et l'intégrale sera
C étant une constante arbitraire. Dans ce cas, la tension T est déterminée onalytiquement, à vne constante pris, pour un point quelconque de l'espace.
La tension T a la même valeur pour tous les points qui
SURFACES DE NIVEAU
donnent la même valeur à la fonction 9. Le lieu des points de Tespace où la tension a une valeur donnée, est donc la surface représentée par l'équation
ç>(aî, y, 5) = const., (4)
équation qui, en attribuant successivement à la constante différentes valeurs, représente une famille de surfaces le long de chacune desquelles la tension a une même valeur. Une fois la tension connue en un point de Tespace, elle est connue pour tous les autres, car cela suffit pour fixer la valeur qu'il convient d'attribuer à la constante.
Ces surfaces sont appelées surfaces de niveau ; nous les retrouverons dans la théorie des forces vives et dans l'hydrostatique. Leur principale propriété, c'est d'être en chaque point normales à la force F appliquée à ce point. C'est ce qu'indique réquation
que Ton obtient par hypothèse en différentiant l'équation (4) ; car elle exprime que la direction de la force F définie par les
X Y Z dx
cosinus -p, iT, p» fsiît ^^ angle droit avec une direction -7-» r r r ds
-^ , y , prise comme on voudra sur la surface définie par Te-
u s US
qualion (4).
Supposons, par exemple, que la forceFsoil la pesanteur, et qu'on prenne l'axe OZ vertical; on auraX=:0, Y =0 : de plus Z sera constant si le fil a partout le même poids par unité de longueur. Les surfaces de niveau sont alors définies par l'équation d» = 0, ou, en intégrant, par Téquation
qui représente une série de plans horizontaux. Il en serait de même si Z, au lieu d'être constant, était une fonction de %.
Tous ces résultats exigent que les conditions suivantes soient remplies :
1"* Il faut que X, Y, Z, soient exprimables en fonction de x, {/, Zy seuls;
PARADOLE DES FONTS SUSPESDUS. S13
2' II faut que \d£ ■+■ Ydy -+- Idz. soit une différentielle ciacte, c'est-à-dire que les fondions X, Y, 2, satisfassent aux égalités
dX rfï rfX rfZ dV rfZ
PARABOLE DES POMS SCSFEKDUS,
327. Cherchons ta courbe d'équilibre dessinée par un CI qui serait sollicité par des poids répartis uniformément sur la projection horizontale de ce lîl, à raison de p kilogrammes par unité de longueur. Prenons l'axe des > vertical et montant. Nous aurons d'abord X — 0, Y=0; pour évaluer Z, remarquons que Ids représente dans nos équations la force totale qui agit sur l'cléraent tls; or ici ce n'est pas Z qui est constant, car il en résulterait que le iil serait chargé d'un poids constant par unité de longueur mesurée sur le fil lui-mâine. L'élément ds fait avec le plan horizontal un angle
dont le sinus est :r ; le cosinus de cet angle est \ / 1 — ;—.'
ds V «'^
et l'arc ds a pour projection horizontale •^ds' — dz'- ou Vdx' + di/'. C'est à celte longueur que s'applique le poids constant p, et l'on doit avoir
P^d«'+ds* = — Ml,
d'où résulte
Le signe — indique que la force Zds est dirigée en sens contraire de l'axe OZ.
Les trois équations d'équilibre nous donnent donc
U PARABOLE
On lire des premières
A et B étant des constantes.
Ces équations nous apprennent que les composantes horizontales de la tension sont constantes en tous les points de la courbe.
Si Ton multiplie la première par dy^ la seconde par dx^ et qu'on retranche, il vient l'équation
kdy — ^dx = 0,
qui intégrée donne
Ay — Bx=C,
équation d'un plan vertical. La courbe est donc plane. Nous pourrons prendre le plan de la courbe pour plan des ZOK; cela revient à faire t/ = 0 et dt/ = 0. La troisième équation devient alors
Intégrant, on a
G désignant une nouvelle constante, et par suite on a à la fois
Multiplions la première par dz et la seconde par dx, et rclranchons ; il viendra
0 = Adz — Gdx — pxdx,
et en iiitégrant
H = As — Ga: — âP^*$
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équation d'une parabole; H est une nouvelle conslanlc. U tension T s'obtient en ajoutant les mêmes équations élevées au carré; il vient en clTol
La solution contient 5 constantes arbitraires si l'on ne connaît pas d'avance le plan vertical contenant la courbe, cl 3 seulement si l'on connaît ce plan. Supposons qu^on donne deux points delà courbe; leplan verlical qui la renferme sera déterminé par ces deux points, sauf le cas où les deux points seraient situés sur la même verticale. Il n'y aura donc plus que ô constantes à déterminer, A, G et H. On y parviendra eneiprimanl que la courbe passe par chacun des poinis donnés, et qu'elle a une longueur donnée entre ces deux points ; ce qui fournira en effet 5 équations distinctes, permettant de déler-
I miner 3 inconnues.
Si les deux points donnés étaient sur la même verticale, la
f parabole se changerait en celte verticale elle-même ; on aurail A=0, X aurait une valeur constante, et p serait infini.
Ce problème n'admet pas de surfaces de niveau, parce que les valeurs de X, Y, Z, ne sont pas exprimables à priori en fonction des coordonnées J, !/,«.
528. On parvient géométriquement aux mêmes résultats. Le fil en équilibre est tout entier contenu dans le plan vertical; la force qui sollicite chaque élément étant parallèle
„ à une même direction, l'indicatrice des tensions est plane ; la courbe funiculaire l'est aussi, puisque tous ses plans osculateurs sont parallèles au plan de l'indicatrice.
Supposons, pour plus de simplicité, que le fil ABC soit attaché à des points fixes A et C, situés à égale hauteur ; soit 1!
I son point le plus bas. Les
I poids qui te sollicitent sont sup-
I posés uniformément répartis
" suivant l'horizontale; p est le ..b—.
i| poids qui charge le fil par unilé de longueur horizontale; soit 2<J la portée AC , partagée au point il en deux parties
PARABOLE
égales. La résullante des poids appliqués à une moitié, BC, sera égale à pa, et celte force passera en un pcnnt 1, milieu de Bc. Appelons T^ la tension du fil au point B; la force horizontale T^ et la force verticale pa font équilibre à la tension du fil au point C ; prenons les moments par rapport à ce point; nous aurons pour déterminer T^ l'équation
ou bien
f étant la flèche Bft, égale à la hauteur Ce du point d'attache audessus du point le plus bas. La tension au point G est tangente à la courbe formée par le fil ; et comme elle fait équilibre aux forces T, et pa^ les directions des trois forces se coupent en un même point j c'est-à-dire au point I; on obtient donc h tangente à la courbe en un point C quelconque en joignant ce point au milieu de la projection de l'arc BC sur la tangente Be au sommet B. Plus généralement deux tangentes quelconques, menées à la courbe^ se coupent sur la droite menée, parallèlement à l'axe, par le milieu de la corde qui joint les points de contact.
Ces propriétés définissent la parabole. Pour trouver l'équation de la courbe, considérons un arc quelconque BM, commençant au point B. Soit Bm=a; et mM=2 les coordonnées du point M.
L'arc BM est en équilibre sous l'action de la force horizontale T^, du poids Dm X p, vertical et appliqué au milieu n de la distance Dm, et enfin de la tension au point M. Prenant les moments par rapport à ce dernier point, on aura l'équation
T. X Mm = (Bm Xp)X B»,
OU bien
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équation d'une parabole rapportée à son axe 66 et à la tangente en son sommet.
La composante liorizontale de la tension en un point quelconque est constante et égale à T,,
329. La chfdnette est la courbe d'équilibre d'un fil homogène pesant. Elle diffère de la parabole, avec laquelle on l'a d*abor(l confondue, en ce que le poids p, au lieu d'être uniformément réparti sur l'horizontale, est uniformément réparti suivant la courbe elle-même. Il résulte de là qu'il y a très peu de dilTércncc entre la chaînette et la parabole dans la région Toisine du sommet B des deux courbes; car dans cette région il y a une différence insensible entre la longueur de l'arc de courbe et la longueur de sa projection.
Prenons l'axe des z vertical et montant ; nous aurons X(/s=0, Vdi=:0,Ztls=: — prfs, et les équationsd'équilibre deviendront
Des deux premières on déduirait, comme dans le problème précédent, que la courbe est tout entière contenue dans un plan vertical. Prenant ce plan pour plan des ZOX, ce qui revient ù faire y = 0, on est ramené aux deux équations
Intégrons. Il vient, A et B étant des constantes,
hi B«rib,e
1b ma $ k flir àm poiai le plus bas, pour '
p, 4k h toMB M r«tf k |tM en de b eourbs. Kon
alinéa eiSpH le vliisbas, BOUT ^
Bia^nicliÎMlaas; 9 neot
4» fBMirt le nCol pMfemKBL Saktitaau dan» les to
^fM r«a pnl wlignar pv ^Miralnre. La i^emiëre peut se mtOrtumsUtêime
Ûi «t Maiiiit à iaK^rv bm diflSreBtidle de U fon» .* .. é^ latinak al
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La seconde équation s'intègre en multipliant et divisant le second membre parp ; il vient
Les coordonnées x el s s'expriment ainsi en fonction de l'aies, mesuré à partir du point le plus bas de la courbe. Nous pouvons effacer les constantes, en choisissant convenablement l'origine. Pour a r:= 0, c'est-à-dire pour le point le plus bas,
T nous aurons alors a: = 0, z^ — . L'origine est, d'après celle
convention, un point situé verticalement au-dessous du point
T le plus bas, h une dislance égale à — . Les équations de la
chaînette deviennent
Les radicaux doivent loujouis être pris positivement. Ces équations montrent que si l'on change s en — s, z reste le même, tandis que x se change en — x. En effet la quantité sous le signe log devient par ce changement
Or le produit de celle différence par la somme
est égal k l'unité ; la somme des logarilhmcs est donc nulle, el les deux valeurs de x sont égales en valeur absolue et de signes contraires.
On a à la fois les trois équations
iî+V'*'^y
L'êfnboa de b coorte pia-
■i ;-: i- S«mt OX, OZ, les aies-, p»-
MK QB =« ; k poût B ^fU^ ticalnâh conrlie.
CdKtraÎHMs h tifilhaitM^ PQ reprèsfatèe ptf Féqiu-
Ujq ^=ac*; dk est ssnplole i h partie njgatrre de l'ue
DE U ClIAISETTE.
des X ; la courbe a = oc " est une logarithmique P'Q' sytniitrique de la première par rapport à l'axe OZ. Ces deux courbes passent au point 6. La chaînette ABC est le lieu des milieui M des intervalles QQ' compris cnlre les deux logarithmiques sur toule ordonnée menée parallèlement à l'axe OZ.
550. Les équations précédentes permettent de faire une élude complète de la chaînette. Mais on peut faire la même étude sans y avoir recours.
Nous allons chercher les principales propriétés géomè- Iriques de la courbe, en esprimant qu'un arc quelconque est en équilibre sous l'aclion de son poids et des tensions qui s'exercent tangcniiellemenl à ses deux extrémités.
Soit ABC la forme d'équilibre à laquellt! nous donnons le nom de chainclte. A et C sont, par exemple, les points où s'attache le fil ; B csl son point le plus bas.
Prenons un arc quelconque de courbe MN, et menons aux poiots M el N les tangenics .MT, NT', qui sont les directions des tensions T et T'. Les deux ^
dioites MT, NT', se coupent ^'t-/^
en un point S, qui se trouvera sur la verticale menée par le centre de gi-avité de l'arc MN, car les deux forces T et T' font ''^"'^
équilibre au poids MNx;> de
l'arc, qu'on peut regarder comme appliqué en son centre de gravité.
Décomposons les forces T el T' en deux composantes. Tune horizontale T,, l'autre veitîcale, T,, el T',. Les deux composanles horizontales seront égales ; quant aux composantes Terlicales, on aura entre elles la relation
T', = T, + pXUS.
On a enfin à exprimer l'équilibre du couple {T^, — T,) el du couple auquel on peut réduire les forces parallèles T',, T,, et "^"i ce qui conduit à poser l'équation des moments
X EN + [p X MN) X FS = T.x UE.
couple ai
s tfoner tris bcûeinenl une rehtioD entre 1« jTfllT'. Ea dfcC, prenons un are infiniment petit Kl ' ni pnjdoBi kl trois forces T.T cl p x UN, qui >« i, fw II tu^enleau point U, oa sur la dlrvciion^ Il tùrtt T; la force T, qoi fait afec lue Aj- depragection un angle iniGjitiiipnIpctit.t'j "^ pcojelleai mie grandeur aui infiatineiil pctîbdateeoad ordre prts.Oanc U forte r doède b farce T de la composante lu- {ealidle de la force Terlic^lv p x VS; f j„^ tnab Frojelersar la tangenteuae toof^^nr
pnpartîoooelle à HN, prise mr b vertierit, cda rerieol i prendre celle quantité sur b Ituigfolf, •■ wr Tare hti-m^mc, el à lo prujelcr sur la Terlinle; Il ffUJeilMM cfaefdi^ ed donc 6^le aa produit de p pirli fwintiiiu verticale NP de l'arc NN, ou par b diflereDoede ■■■Inr, ds, des deui eitr^miiès. Il et N, de l'arc. Qfe I en defiailite
Ctile reUtkin peot s'èlendre à uo arc fini MN quelconque (6f, l^ITi), cjr on peut toujours décompostT cet arc l'ii éii'ments aussi petits qo'oa Toudra, k chacun desquels Téquitioi sera applicable, et il n'y aura qn'i faire la somme de tontes ces iquations poor obtenir l'équation relative à un arc qi^ conque. Donc
La tension au point le |^us bas, B, est horisontale, et par suite égale i T„ puisque b composante horizontale de la tôtsion est partout b même. Appelons H la hauteur d'un poiol quiconque, H, au-dessus du point le plus bas : la tension T ai ce point sera donnée par Téqualion
I = T. + ,tl.
H est b difli^ence s — *, des ordumèes du point H d du point B.
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On peut rcprésenler les tensions par le poids d'une cerbine longueur de fil ; la tension T^ sera, par exempte, repré- Kniée par une longueur a de fil fournie par réqua!ion pa = T^; bns cette hypothèse, la tension T en un point M quelconque
1 représenlée par la longueur de fil o 4- H, car on a toujours T = T. + /.H = j.xl« + H).
Menons au-dessous de la courbe, à une distance verticale n=a de son point le plus bas, une liorizontale bm (lig. 515).
Le point M de la courbe sera à la distance M[' + l'm = Il + a
le celle droile, et par conséquent Mm représente, en lon-
tteur de fil, la tension T au point
On voit que, si l'on place en
[ une poulie inlîniment petite,
qu'on fusse passer le fil sur celte
mlie, l'équilibre sera assuré par
poids du brin Mil', pourvu qu'on tonne à ce brin une longueur ellequ'il atteigne sans la dépasser lioriionlale bm. ""'
Nous avons vu tout à l'heure que '*'"■'
composante verticale, T,, de la tension au point M surpasse R même composante en un autre point B, de loul le poids de tecBHi soit t cet arc comptù à partir du point le plus bas;
composante vo-ticale étant nulle en B, on aura simplemuit
La tension totale T est la résultante de deux forces reclanplaires T, et T, ; donc
Appelons z, pour abréger, la distance totale Mm; il vicnkt, en supprimant le facteur commun p.
PROPRIÉTÉS
équation qui permet de construire géométriquement la longueur rectifiée de l^arc s (Cf. § 214). Cet arc est en effet le second côté de Tangle droit d'un triangle rectangle, dont le premier côté est égal à a, ou à Bb, et l'hypoténuse égale à % ou à Mm.
Du point m abaissons mm' perpendiculaire sur la tangente Mm' ; le triangle mm'Hl sera semblable au triangle HT^ T, et par conséquent
mm' __ T. pa __ a
M/» ""T ""pta + Hj^iT+B'
Or Mm= a 4- H ; donc m'= a.
Le triangle mm'M est rectangle en m' ; il a Thypoténuse Mm =2, et le côté de l'angle droit mm'=:a\ donc le second côté de l'angle droit, Mm, est égal à l'arc s.
Le point m' appartient à la développante de chaînette qui part du point B. On obtient ainsi ces deux théorèmes :
La distance du pied m de V ordonnée Mm à la tangente est constante;
La projection Um' de Vordonnée sur la tangente est égale à Varc Bm.
La droite mm' est tangente à la développante lieu des points m' ; on voit que la portion de la tangente h cette courbe^ comprise entre le point de contact et la droite bm, a une longueur constante. La développante de chaînette qui part du somtnet, est pour cette raison appelée tractrice; c'est la courbe décrite sur un plan horizontal par un point matériel tiré à chaque instant par un fil sans poids, de longueur constante m'm, quand l'extrémité m de ce fil parcourt la droite fixe bm.
Les droites M m' et BP se coupent en un point I qui appartient à la verticale passant par le centre de gi avité de Tare BM. Les triangles IPM, MToT sont semblables et donnent la proportion
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Si du point m on abaisse une perpendiculaire mQ sur la droite MN, normale à la chalnelte au point M, on aura dans le rectangle MQmm', MQ^mm' = a. Donc le lieu du point Q cat une courbe parallèle à la chaînette, èquidistanle et passant au point b.
351. Nous avons fait usage, pour établir toutes ces propriétés, de l'équation que l'on obtient en projetunt sur la tangente à la courbe les tcn-
sions du fil en deux points inlinîment \oisins. Projetons les mêmes forces sur la normale MN.
Soit C le centre de courbure d'un arc inlinîment petit M' M" ; menons la normale CM qui passe par le milieu de cet arc, el appelons w l'angle M" CM'. L'équilibre ■ lieu entre le poids pds de l'arc
M" M', qui s'cserce verticalement suivant MP, et les tensions T el T'.
Projetons ces trois forces sur la droite CN. La projeclion du poids MP = }ids nous donnera d'abord une certaine ilroitL' MU, égale au produit de p par la projection sur MN d'une longueur ds prise sur HP; or M'M" fait avec l'horiiontale Mil le même angle que la verticale MP fait avec la normale .MN, et par suite la projeclion de pxds sur la normale est égale au produit (ixM'R.
La force T fait avec la tangente h ta courbe en M un angle
^al à ,^ ; la projeclion de T sur la normale est représentée sur
la figure par le côlô TT, du triangle rectangle TT, M', quu l'on obtiendrait en menant par M une perpendiculaire à la direction CN.cIparTune parallèle à la mùine direction. L'angleTMT, est
égal à l'angle s. Or TT, diffère inliniment peu de l'arc décrit
du point M' comme centre avec M'T pour rajoo, lequel arc a
noniati ^^^^^1
m aknrTXx, d b nmine de ces deux composiBla 1
■Hpleld+Tixj. ]
OaadncpoerliiiiiiSbn- |
(i-i.r,xf-rxHL 1
■ dUBrilnl
«1 que l'on peut parcooièdouble do rDi)ed'eUo,jr,
Dnaoïtoéqi
Bs t* par le rapport — de
:M : remplaçons de même T eodn
■cVirnnjM
=fX»X
Proloageoiis la normale josqo'aD point N oà elle oxipe h droite bm; les triangles M m R, inUi', qui ont leors eùtti respediTement peqwndicalaires, sont semblables et donaat b propuiion
Doncp=llN.
Dans la ehaUielle^ le ranom de tomitire en m point domiéll ai égal à la porlum 4e normtde cmprtM e$Un ù poml Met I> drtfiie bro.
Il résulte de là qœ si Ton bit tourner la chainette aittoor de la droite bm, la surface de rérolotion qu'elle engendre, et que nous avons appelée aii/tMékle ^ 314), aura pour rayons de courbure principaux les longoeors ^iles, HG et Uf.
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L'in(lieatrice de la surface sera donc une hyperbole équUatèie.
L'hi^lJcoidc gauche à plan directeur, qui, comme nous Tavons
obsorvé, est applicable surl'alyssÉide, possède la môme pio-
priclt!.
332. Remarquons que la forme de la chaînelte dépend unîfjuemcnt de la longueur a; en d'autres termes, la rhaînelte n'a tiu'im seul paramètre, conune le cercle, la parabole, la cycloiiie, la logarithmique, el par conséquenl, tontes les cliainettes sont des courbes semblables.
PROpnrÉTÉ DE UIMUL'U DES COITItDRS FDHICULAIHES.
535. Revenons au cas particulier dans lequel X, Y, Z sont donnés en fonclion des coordonnés x, y, i, et supposons de plus que \(ix-\-\dy-\-l<h soil la diflerentielle exacle d'une fonclion ç {x, y, %) de ces coordonnés. L'équation
OÙ c repi'ésente une constante arbitraire à laquelle on peut altribuer successivement une infinité de valeurs, représente tine famille de surfaces de niveau, normales en chacun de leurs points à la force (X, Y, Z) qui y serait applitiuèe par unité de longueur de fil.
Soit ACB la forme d'équilibre du fil soumis à ces forces; prenons sur la courbe deux points A et B assez voisins pour que l'arc ACB ne coupe qu'une fois chacune des surfaces de niveau ^ / S*, S', S'",..., S qui passent en- Ire ces deux points.
La courbe ACB jouit d'une propriété de minimum qui la dislingue de toute autre courbe joignant le point A au
M mmâmit pria les nleors de la taatim T ^r«faB*. On a en eOet, eniolégranl,
T+fK^»J =«*»«■ fi]
i la tasion da fil en chaque pool I ^'eUe représenten aussi pour ÛL de loule autre courbe ACB, ■taiffcilwÉ— frialiAetB, bien que ce mol ileteD< mmt/A^tm^ÊmÊÊ^IlfiÊUÊSoa mécaaique comme lAnquIl •ifinBB; 4b «rt» fM BMB paJasioDS dîFequ'>];aDDe tÊmim T, fani» r« rè|HliM <S), en un point n' de 11 ■^i» ICI» U» tOÊimm èlM< bwuImiIcs tout le long d^mu ■Éaa ■■&>• 4i pnnB, k Icwmb Bctive en m' sera cgih k h kaain iM» dtwIifplB^Ma le Al au poiot a.
KMialliMMnwr^MriaUsnleyTds, prise entre te jMihAttlIiltJaliWibi ACB, est plus petite que li ■la* iiÉtgnle frât b Ing de toute autre courbe ACB. j(h- ^Tot la T"''!*!"! r*1rfa'1'''^ ; qu*âa d'autres lermâSt ia ^leurk d'èqoilîbre rend cette fonction minimum. H suffit, pour établir ce théorème, de démonlrer que l'int^rale Jïdt « duore pas de Tateor. aux infiniment petits du second ordre prèf. quand on passe de la coorbe d'équilibre ACB à une courbe ACB iofinimml voisine.
Étudions b variatMin de celle intégrale. Pour cela, prenons UR élément mH=:dt sur la courbe d'équilibre, et comparoos^e à l'èlêoieat m'u', compris entre les mêmes surfaces de niveiD sur la seconde courbe. Les tensions T étant les mêmes pour oes deux éléments, puisqu'ils sont compris entre les mèms surfaces de niveau, l'élément de rinlëgrale Tds subit seulement la Taiialion du facteur dt, et s'accroil de la qiuolili T:^l/ïl en désignant par î(rf») ta différence m'n' — mndesdeni anrs. Pour comparer les deux courbes, nous avons donc à faire U somme JTî4*, entre les points A et B. On peut j pit-
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r les règles du calcul des varialions. Mais il esl plus simple d'avoir recours â une inlerprélation mticanique, qui permcl de faire l'inlégration sur la ligure.
Tids est le travail de deux forces égales à T, appliquées en sens contraires et en prolongement lune de l'autre, aux deux bouts de l'élément m», quand les points d'application m et ti reçoivent les déplacements infiniment petits mm', im' (g 125). L'intégrale fliils est la somme des travaux de tous les systèmes binaires de forces analogues que l'on peut concevoir dans tous les arcs élémentaires de la courbe ACB.
Mais nous pouvons grouper autrement ces forces pour en trouver le travail total. Au point ii, dans le seiis mit prolongé, nous avons une force T, tension de l'élément nm; au même point, dans le sens pn prolongé, existe une tension T -i- dT, tension de l'élément »p.
Appelons Sx, ci;, £3, les projections du déplacement i»t' sur les trois axes coordonnés. Les composantes de la force T sont suivant les mêmes axes
les composantes de la force T-^-dT sont de même
Pour avoir le travail total de ces deux forces, il suffit de multiplier respectivement chaque composante par la projection du déplacement et d'ajouter, ce qui donne
La somme JTids, prise entre les limites A et B, est donc ^ale à la somme
prise entre les mêmes limites.
SSê raOPMÉTÉ DE HDOin
Remplaçons ^ (T -i- ) par — Xrfs, d f T ^ j par — Yàs, d[T --f) par — Zds; la seconde somme devient
somme identiquement nulle, car lous les éléments sont séparément égaux à zéro, puisque le déplacement (^, èy, 1%) étant pris le long de la surface de niveau, ses projections satisfont à l'équation différentielle
de cette surface.
Donc la variation de l'intégrale flds est nulle quand on passe de la courbe ACB à une courbe infiniment voisine, et par suite flds est ou minimum ou maximum le long de ACB, sauf les cas particuliers où la variation seconde serait aussi nulle. Et comme il est évidemment impossible que JUds soit un maximum, on peut dire que cette intégrale est en général un minimum.
334. Cette conclusion subsisterait encore si le fil était appliqué sur une surface sans frottement ; la réaction normale de la surface n'allérerait en rien la (orme des surfaces de niveau; seulement il faudrait comparera la courbe d'équilibre ACB d'autres courbes tracées entre les mêmes points A et B sur la même surface.
Remarquons aussi que la résultante de la tension T agissant en n suivant nm, et de la tension T-f-dT agissant en n dans la direction np^ est égale et contraire à la force ¥ds que Ton peut regarder comme appliquée au point n, et qui est normale (à la surface S suivant laquelle on imprime un déplacement au point n. Le contour mnp^ dans lequel m et p seraient considérés comme fixes, le sommet n restant seul mobile le long de la surface S, satisfait donc (§ 120) à la condition qui rend minimum la fonction
wn X T + «;> X (T + (fT).
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serait facile d'étendre celle propriété à la courbe entière ACB, ce qui démontre encore la proposition.
555. Montrons cntin comment le calcul des variations con< duirait à la même conclusion. Nous ne ferons cette fois au> cune hypothèse sur les déplacements imprimés aux divers points de la courbe ACB, pour les amener sur la courbe infiniment voisine ACB. Soient tx, iy, ÎJ les composantes de ces déplacements. Nous avons à démontrer que
*JIdj = 0.
Or
jyTrf.= }t[ldt) = /JTrf» + STtd,.
Gomine nous avons l'équation générale
! + ([«, V, i) = c(}nsi.,
nous avons aussi
DlHlC
lT<li = - (Xitiii + Vrftf j/ + Uih)
Sa<u
= — JtSdsîi + Sdtiij + IdMS:
Calculons ensuite Nous avons
dt> = dz* + d>j* + di*.
Passant aux
variations, il vient
dildi = djtSdx + dyldy + dttdy
et par suite
dx,, ^dy ., d:.,
L'intégration par parties sépare les caractéristiques deti; on a en effet
/Tg,..=/T|.„„ = 4;,._/,,.(,g),
532 PROPUIÈTË DE MINIMUM.
De môme Donc enfin
Mais
D'ailleurs les variations &r, 8t/, 82, sont nulles aux limites A et B de Tintégration. On a donc, en prenant l'intégrale entre ses limites,
Par conséquent
JTSds + /eW» = ijTds = 0,
et la proposition est démontrée.
336. Application de la chaînette. — La courbe funiculaire devient une chaînette quand on fait X = 0, Y = 0, Z = — p, quantité constante.
L'équation
T-f y = const.
prend la forme T — p« = C, C étant une constante. Entre deux points A et B, pris sur la chaînette ACB, l'intégrale flds est minimum; donc f(pZ'hC)d$, ou pfzds-hCfds
est minimum le long de la courbe. Or ^^ , ou ^—-5— est
^ fpds fds
l'ordonnée verticale du centre de gravité de Tore ACB. Comparons l'arc ACB de chaînette à Tare ACB d'une courbe ayant
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in£mc longueur. L'inliigrale fds étant la môme pour les deux courbes, les ordonnées des centres de gravité seront entre elles comme les valeurs de l'inlégrale fzils; or celte intégrale est minimum pour la chainctle. Donc de toutes les courbes de même longueur qui joignent deux points donnés, la chaînette est celle qui a son centre de gravité le plus bas paisible: proposition que l'on auiait pu déduire de la théorie exposée gg 236 à 240*.
On peut ensuite appliquer le théorème de Guldin (g 206), et on parvient à celte nouvelle proposition : de toutes les turfaceê de révolution que l'on obtient en faisant tourner autour d^une djoile UH' Us diverses courbes isopérimétres ACB que fon peut tracer dans un plan pataant par UH' entre deux points don- "
né* A et B, ceUe qui a la moindre su- S »
perfide est engendrée par la chafnelte "*' ^'*'
qui joint ces deux points, la pesanteur étant censée agir perpendiadairement à Ilil'.
PBDDLÈHB DE HtKtyilU.
357, Étant donnés dans un même plan deux points A e( B et une droite OX (lig. 319), on demande de tracer dans ce plan itne courbe AmnsB, qui joigne les deux points, et telle qu'en la faisant tourner autour de OX : 1" le volume engendré par la figure AahB, terminé aux deux perpendiculaires Aa, Bb, et à la courbe, soit égal à une quantité donnée; 2* la surface engendrée par la courbe elle-même soit minimum.
' Ltcbaiiielleet l'eiempie indiqué gUOfflontrembienquel'^uilibred*UD3islènw pe-dit a liaisons eslauuiiï dés qucst'ncfiilredegriviléest le plus bas poslîble. Ion même que les liaisons ne ^ulllseiit pus pour assujettir le ccutredegrai k dterire une ligne ou une surface. Celte coudiiion clait supposi et3S8.
idansiesgsS35 ^M
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Supposons que la courbe AmtiB satisfasse k ces deux eraditions. Si on l'altëie infiniment peu, suitantle^tfacë AmVi^B»
de manière i laisser eonstant le ?dttme eng^idré, la surface engendrée par la noutelle courbe sera ^le, à des infiniment p^ts d'ordre supérieur prte, k la surfilée engendrte pur la courbe piimitite ; c'est la condition du minimum.
Bapportons ^ la nouvelle courbe à l'ancienne. Pour celât appelons tt rintervalle mmf compris entre les deux courbes, mesuré sur la normale mR à la courbe primitive; la quantité Il portera un signe, suivant que rintervalle des deux copirbes tombe d'un côté ou de l'autre de la première. A chaque arc mn de la courbe primitive, correspondra un arc m V sur la courir déformée^ et ces deux arcs, faisant entre mt un angle infiniment petit, peuvent être considérés comme parallèles. Soit C le centre de courbure de l'arc mn^ ou le point de rencontre des deux normales consécutives mR, nS. Les triangles Cmn, CmV, étant semblables, donnent, en appelant p le rayon de courbure Cm, et dsy ds' les arcs rnuy m'n\ la proportion
Donc
L'élément de surface plane mnn'm' a pour mesure udsj et dans sa révolution autour de OX, il engendre un élément, ^TcyudSj de la différence entre les deux volumes, en appelant 9 l'ordonnée mp. Cet élément a le signe de u. Nous poserons, suivant la méthode indiquée par Cauchy,
yud8 = f{8);
la fonc(îonç(s) est assujettie à s'annuler au point A pour 3^=0, el au point B pour s = AB ; pour toutes les valeurs inlermé' diaircs, elle reste arbitraire et inrinimenl petite. On en déduit, en dilTérentianl el en dirisant par ds,
L'arc mn engendre dans sa rîtvolution autour de OX un élément de surface égal t 2r.!ids: l'élément m'n' engendre de même un élément 2:: y'ds', en appelant y' l'ordonnée m'p'. De sorte qu'en supprimant le facteur constant 2:c, la condition du minimum se traduit par l'équation
Nous connaissons déjà ds' en fonction ds. Pour évaluer de mime y', observons que la différence y — y' est égale à la projection sur l'axe OY de mm' ou de u ; on aura donc, en appelant a l'angle de la tangente à la courbe avec Taxe OX,
Substituant à y' et à ds' leurs valeurs, cl développant, il TÎenl
Réduisant, et supprimant le dernier terme qui csl infini- I ment petit par rapport aux autres, on a pour condition du mi-
3ia(f«] = 0.
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Hais C08 a est le rapport de rordoniiée mp à la mfmâle iiiR. Soit mR=N ; on aura cosa=«, et
ueMmdivs^di,
L*ëquation devient donc
Remplaçons yu par sa valeur f ' («), et intégrons par parties. Ilviendra
fonction qu'il faut prendre entre les limites correspondantes aux points A dL B ; or à ces limites f (s) est nuU
L'intégrale / f{s)d ( - ~ «3 ) doit donc être nulle le long
de la courbe entre les points A et B, quelle que soit la fonction arbitraire 9(9) • U faut et il suffit pour cela qu'on ait en tous points
ou bien
- — rs = constante.
On remarquera que le rajon de courbure mC, et la normale mRj sont les rayons de courbure des sections principales de la surface engendrée par la révolution de la courbe cherchée autour de Taxe OX; ces rayons de courbure devant d'ailleurs élre pris avec des signes contraires dans la situation de la iigure, puisqu'ils sont dirigés en sens opposés, on
peut regarder ^^ comme la somme algébrique des courbures
principales, et exprimer la propriété de la surface en disant que sa courbure moyenne est constante.
.B clialneltc est un cas particulier de celle espèce de courbe ;
elle correspond à p = N, et à j^ ^ 0.
P " On sait que la chainctic peut élre engendrée par le foyer d'une parabole qui roule sur une droite fixe (I, g 148). Les courbes comprises dans l'équation
- — ji%^ constante peuvent Être décrites de môme par le foyer d'une feclion conique roulant sur la droite OX*. £n effet, l'équation différentielle de la courbe qui en voulant sur la droite OX engendre la ligne AB est, entre les coordonnées polaires N et 0, m-Mi.
/■(N) étant la valeurdela tangente de l'angle R:=CRO, expri- I mèeen fonction de la longueur N^^mR (I, g 146). Déterminons d'abord celte fonction. Ou point It, abaissons RR' perpendiculaire sur CS; la distance U'S sera égale à d^. On aura dans le triangle RR'S,
(/:< = IlR'XtiingR'nS =
ajig CltO
Ibis les triangles semblables Cmii, CRR', donnent
RU' = mn X ^ = - X (p + K) = d. X (/> + H),
da étant l'angle mCn. Cet angle, pris négativement, est la di(- I férence CSO — CRO, ou la variation de l'angle R ; nous aurons donc entre R etN l'équation diltércntielle
(fN=— Jnlp + ^l>.
* Ce Uifoi'^'me a éVÉ di^couivii par belauiiny.
Or Ml « abre Het f ta relation
a tout voe oomtante; c« qui pennet d'ÂUmiaer p. D mot lion
ftMtHit
«a biai, ea décomposant U seconde TniclMm ea fttdHit simptes,
* . _g'±"^ jt rf" . ■" ■ ■'^
D*o6 l'OD tin CD intégrant
kf da> +1 log H 4- |loglR 4- ito) = coiMtanu-
ifain = -==^==.
On en déduit
par conséquent
V'SIN + Îo} — C«'
et l'équation polaire de la courbe routante est ^,^ c g
^K' + îoN — P S"
Mous retrouverons cette équation dans la dynamique en tmtantte problème du mouvement etlipUque des planètes-L'iitigration donne
•——fi-)'
dans laquelle A et B sont des constantes exprimables en foofr tion des quantités a et C, et 0, une constante arbitraire. Oi satisfait en efTel b. l'équation diflërentielle proposée en bisial
-It' 1-
minées, on aura entre N et 0 la retalion
a. Les constantes étant ainsi dÈler-
1 + gCMlfl-O.)
qui définit une section conique rapportée^ son foyer.
ËQUILUIIIB D'un FIL APPLIQUÉ SUR UNE SDItFACE.
338. Supposons qu'un fil sans pesanteur soit appliqué sur une surface qui n'exerce sur lui aucun frottement. Lesseules forces qui agiront sur une portion quelconque de fil seront les tensions en ses deux exircmités et les réactions normales de la surface. Prenons sur le fil un arc infiniment pclit Alf ; cet nrc pourra être confondu, sans erreur appréciable, avec un arc de cercle ayant pour centre C le centre de courbure de la courbe dans l'intrrvalle des points A et B. Les i éactions de 1» surfnce sur l'élément AB se composent en une force unique IN, normale à ta surface, et par suite normale à la courbe, qui fait équilibre aux tensions T et T'. Les trois forces T, T' et N sont ainsi dans un même "^
plan; la normale IN à la surface est située ib. - ■
dans le plan des deux tangentes infiniment voisines AT el BT', ou dans le plan osculaleur; c'est donc la normale prindpale de la courbe, et elle passe par le centre de courbure C. En d'autres termes, la normale à la sur face coiitciile avec la normale principale à la courbe.
Projetons les trois forces N, T et T' sur la tangente à la courbe au point I. Les forces T et T' faisant des angles infiniment petits avec cette tangente se projettent en vraie grandeur, tandis que la force N, normale à l'ase de projection, a une composante nulle. DoncT^T'; et par conséquent /o tension est la même en tous les points du fil.
lemion est la ^h
ÉQUILIBRE D'UN FIL
Le théorème du travail virtuel conduit au même résultat. Prenons une portion finie quelconque de fil ; elle est en équilibre sous Taction des deux tensions extrêmes, T et T\ et de toutes les réactions de la surface, qui sont normales ; cela posé, imprimons au fil un déplacement longitudinal, £, commun à tous ses points et infiniment petit. La somme des travaux des tensions T et T sera égale à T e — T' e, ou à (T — T') e, et cette somme doit être égale à zéro, caries travaux des réactions sont nuls; donc enfin T=T'.
Cherchons la réaction de la surface.
Soit d(ù l'angle de contingence ACB, égal au rapport, —,
de Tare AB au rayon de courbure CA. La projection des trois forces N, T, T, dont les deux dernières sont égales, sur la direction de la force N, donne la valeur de la réaction. Nous avons obtenu, dans un cas tout semblable (§ 331), Féquation suivante
ou bien
j est la réaction de la surface rapportée à Puni té de longueur du fil ; on voit qu'elle est égale à la tension T divisée par le rayon de courbure p de la ligne dessinée par le fil ; mais T est partout le même; donc la réaciioji de la surface rapportée à Vunité de longueur est inversement proportionnelle au rayon de courbure.
539. La ligne d'équilibre d'un fil appliqué sur une surface jouit de celte propriété, qu'elle a entre deux quelconques de SCS points la plus petite longueur possible. Car le fil, d'abord placé de manière à passer par deux points donnés, sera amené par la tension à occuper la position où il ne peut plus subir de raccourcissement. Cela résulte aussi de ce que la tension est constante tout le long du fil. Si Ton en fixe deux points A et B, l'intégrale Jlds sera minimum pour la courbe que dessine le fil entre ces deux points ; le facteur T
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étant conslant peut sortir du signe /, et, par consô<inenl, l'arc /dsesl minimum pour la courljc d'équilibre entre les deux points A ctB.
On appelle lignes géodésiques les lignes qui, sur une surface donnée, ont la longueur minimum. Elles ont ce caractère géométrique que leur plan osculateur en un point quelconque est normal à la surface'. Par exemple, les lignes géodôsiqucs delà sphère sont des arcs de grand cercle; sur le cylindre droit à base circulaire, ce sont des arcs d'hélice, et comme cas particulier, les cercles de section droite ou les génératrices rectilignes.Surlc plan, les lignes géodésiques sont desdroites î pour toute autre ligne, le plan osculateur coïnciderait avec la surface au lieu de lui être perpendiculaire.
Lorsqu'on applique sans déchirure ni duplicature une surface sur une autre, des lignes quelconques tracées sur la première conservent leurs longueurs sur la seconde, et les angles sous lesquels elles se coupaient restent aussi les mêmes après la déformation. Les lignes géodésiques de la première surface se transforment donc en des lignes géodésiques sur la seconde. Les lignes géodésiques d'une surface développable deviennent des lignes droites quand on applique la surlace sur un plan.
On voit par là que la sphère n'est pas dëvcloppable. Car un triangle sphërique formé par trois arcs de grand cercle, 00 par trois lignes géodésiques, se transformerait sur le plan en UD triangle rectiligne, et les angles des deux triangles seraient respectivement égaux, ce qui est impossible, puisque b somme des angles du triangle rectiligne est égale à deux droits, tandis que la somme des angles du triangle sphériquc
* « CtMMivt a remirquè le premier, dans les IUmoire$ de ^Académie da « tiû»ce* de 1733. que, quelle que soit Ja Dgure de la terre, Is ligue qu'on f « iTMcnil en planlaiil conliniiclleiDent des piquets perpendiculaires â l'hàiiMD,
• de nanltre qu'ils soient effacés les uns par les autres, comiDe on l'a pratiqué « duu la description de la perpendiculaire à la méridienne de Puris, aurait la
• propriété d'ïire la ligne la plus courle entre tous ses points. > [Lagrange Càleal dtt lanctioia, leton XXll.] En elCei, les plana ofculateurs de la ligjie sont ea lODS points verticaux, c'est-à-dire aorm aux â la surface de la terre. L'eipres- ^on de ligne gtadttique est venue de cette construciioa.
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surpasse deux droits de la quantité appelée excès sphéi^ique, proportionnelle à Taire du triangle.
540. Cherchons les équations difiTérentielles des lignes géodésiques d'une surface donnée
Nous nous servirons pour cela de la condition de minimum de l'arc
ou
Jidê = 0.
Mais
Substituant, et intégrant par parties, pour séparer les caractéristiques d et 8, il vient
Le terme hors du signe / est nul aux limites, puisqu'on suppose fixes les extrémités de Tare de courbe considéré. Quant à la fonction sous le signe /, elle renferme les trois variations Ix^ ly et 82; mais ces trois variations ne sont pas indépendantes les unes des autres, car les déplacemenls imprimés aux points de la courbe s'effecluant sur la surface F = 0, les variations satisfont à l'équation différentielle
On peut donc exprimer tz en fonction de Zx et de iy. Substituant sa valeur dans la fonction sous le signe /, il vient en déiinilive
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L'intégrale doit se réduire identiquement à zéro, quelles que soient les variations indépendantes ix et Sy. Il faut et il suflGt pour cela qu'on ait tout le long de la courbe les deux équations
jdx dx jdz g.
dz d?
'^ds dF^ds ^* dz
OU bien la série d'égalités
dp dp dp
ds __ d$ __ ds dF ~~ dF " dV * dx dy dz
Telles sont les équations différentielles des lignes géodésiques delà surface F=0. Elles expriment que la direction qui fait avec les axes des angles définis par les cosinus
,dx
.dz
c*e8t-à*dire la direction de la normale principale à la courbe, ecAticide avec la direction définie par les cosinus
I dF
dz
514 ucns GftoBtsnim.
c'est-à-dire «tec k direction de k nmnaleà la nrfine : rème que la statique nous amt immédiatcaent donné.
541. Étant demie iem Feepeee mu amrbe qaàeeieqÊe^ U \peut faire fouer par cette eamhe toM amfaea iéedepféli mt cette courbe eeU tme ligne géoiérigme. En eiTet, menons psr les tangentes & la courbe en desfoiib es rapprochés, A« B, C, des plans normaux aux nonadsi
principales, ou, ce qui revient an nEMi normaux aux plana oscolatenr8.Ces|hai ae couperont denx à deax suivant te droites, et i la limite, lorsque lespoinb A, B, C se seront indéfiniment rspfnchés, la surfaces qui contient ces dniki sera l'enveloppe des positions du plan mcd>ilo ; ce aen dne une surface dévdoppable. Ses plana tangente auccessib 'smt normaux aux plans osculateurs de la ligne L; donc eslh ligne est une ligne géodésique de la surlace S.
Si Ton développe la surface S sur un plan, la courbe L n transformera en ligne droite sans altération de longueur. Lt surface S est la surface rectifiante de la courbe donnée.
n«. scL
inÉonÈxE SUR les àBca d'elutse.
342. Lemme. — Si d*un point extérieur M, on mène deux tangentes BIP, UP à une ellipse, les angles?m,VMF que font lestangeH' tes avec les droites menées du peint H aux foyers F et F' sont ^aux> Pourconstruire la tangentellP, il sufDt de décrire un cercle da point P comme centre avec un Fig. 3u. rayon égal au grand axe , puis
de chercher l'intersection Â de ce cercle avec un arc décrit
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du point Ai comme cenlrc avec MF pour rayon. La langenle cherchée est la droile MP, perpendiculaire à FA. Jotg^nant ^''A, on aura le point de contact P en cherchant l'intersection de la droite F'A avec la targenle MP.
La seconde langenle MP' s'obtiendrait en faisant usage de la seconde inlersection des mômes nrcs de cercle. Mais on peut aussi la construire en décrivant de F comme centre, avec lo grand ase pour rayon, un cercle que l'on coupera parun arc décrit de M comme centre avec un rayon égal a MF' ; l'intersecîion donnera te point A', et la tangente cherchée sera la per- ^ndiculaire abaissée du point M sur la droite A'F',
Les tangentes MP, MP' sontles bissecirices des angles FMA, PMA". Pour prouver légalité des angles PMF. P'MF', il suMit donc de prouver l'égalilé des angles doubles AMF, A'MF', ou, en ajoutant de part et d'autre l'angle FMF', l'égalité des angles AMF'. A'MF.
Or ces deux angles appartiennent à deux triangles AMF', FMA', qui ont leurs trois ciHés égaux chacun à chacun, savoir; AM=:MF, AF'^A'F= le grand axe, MF'^MA'; ils sont donc égaux, et le lemme est démontré.
Corollaire. — Si l'on considère l'ollipse ayant pour foyers les points F et F' et passant par le point M, la langenle à celle ellipse au point M, faisant des angles égaux avec les rayons vecteurs MF, MF', fait aussi des angles égaux avec les tangentes MP, MP'. menées du point M h l'ellipse bomofocate PP'.
543. Théorimes de M. ChaslesK — SoitAfi une ellipse, F et F' ses foyers (flg. 524). Imaginons un fil continu, inextensible et de longueur donnée, qui fasse le tour de l'ellipse, en s'appuyanl sur la courbe, sauf dans la région PMP', où il dessine "^- ^^■
deux tangentes PM, P'M aboutissant en un point H. On
> CompUi rendtiê dt FAcadimù dt* Scieaca, 1E43,
n. H<C. WUMKOX,
THÉORÈMES
demande le lieu décrit par un crayon qui serait placé au point M de manière à tendre toujours le fil.
Cherchons la tangente en H au lieu demandé. Prenons sur la courbe cherchée un point M^ infiniment Toisin du point M, et soit MM^=ib. La longueur totale du fil ne change pas quand le crayon passe de M en M^ ; soit 0 l'angle que MP fait a^ec la direction de Félément MM^ , et 0' Tangle que MF fait hycc le même élément pris dans l'autre sens. Dans le passage de M en M^ , le brin P^PM se raccourcit d'une quantité égale à la projection de MM^ sur la direction de PM, ou de (bcosO; le brin PM s'allonge en même temps de la projection du même arc sur la direction de FM, c'est-à-dire de ds cosV. La longueur du fil restant constante, on a
donc 0=0', et la tangente au lieu cherché fait des angles égaux avec les tangentes MP, MF à Tellipse AB.
n résulte du lemme précédent que le lieu RS décrit par le point M est une ellipse homofocale à l'ellipse donnée; par suite, étant données deux ellipses homofocales^ si d'un point M de Vellipse extérieure on mène les deux tangentes HP, MF h V ellipse intérieure, la somme des tangentes et de Farc embrassé entre les points de contact,
MP-i-MP'-f-arcPACBF,
est constante.
On peut ainsi décrire l'ellipse en tendant avec un crayon un fil de longueur constante qui entoure une portion du périmètre dune ellipse déjà tracée; cette méthode est une généralisation de la méthode ordinaire dans laquelle on fait usage des foyers. La droite finie FF', pour tous les points, N, de laquelle la somme des distances NF-f-NF' est constante et égale à FF', peut en effet être assimilée à une ellipse infiniment aplatie, qui aurait les points F et F' pour foyers.
La somme MP -hMF-f- PCP' étant constante, si Ton en retranche le périmètre entier de l'ellipse, le reste, égal à MP -h MP' — PDF, est aussi conslant, et c'est sous cette forme
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que M. Chasles a présenté son théorème. On en déduit un moyen géométrique de Irouver dune infinité de manières, sur une ellipse donnée, deux arcs dont la dilTérence soil rectifia l)le.
Supposons en second lieu que le fil qui entoure l'ellipse puisse lilre allongé à volonté, et cherchons le lieu des points H tels, qu'en passant d'un point M à un autre point M', les deux brins qui aboutissent à ce point soient allongés de quantités égales.
Supposons les points Met M' infiniment rapprochés : la quantité dont s'allonge le brin MP, quand, sans cesser d'être tendu et sans glisser sur l'ellipse, il va aboutir en M' suivant le tracé P,M', est ^ale à la projection de SIM' sur la direction de M'P,. De même le brin MP* s'est allongé d'une quantité égale à la projection de .MM' "g.™. sur M'P,'. L'égalité des allongements implique donc l'égalité des angles P[M'M, P,'M'M, et par suite la direction de l'élément MM' est bissectrice de l'angle dos deux brins.
Les directions MP, MP' font, d'après le lemmo, des angles égaux avec une ellipse homot'ocale à l'ellipse donnée, passant par le point M. lionc MM' est normal à celle ellipse, et le lieu clierchê est une trajectoire orthogonale des ellipses qui ont F et F' pour foyers; c'est par suite une hyperbole HK, homofocale à l'ellipse donnée, et la coupant elle-même à angle droit au point I.
La longueur MP d'une tangente à l'ellipse, comprise entre le point de contact P et l'hyperbole, surpasse l'arc PI, mesuré sur la courbe, de l'intégrale fihcos^y prise sur l'hyperbole entre le point I et le point M ; ds représente Parc élémentaire mm' d'hyperbole, et ç Pangle que sa direction fait avec la tangente mp menée à l'ellipse à partir du point m.
Cette intégrale est la même des deux côtés de l'hy-
FROTTEMENT D'UN FIL
perbole, puisque Téléinent ds fait des angles égaux avec les deux tangentes ; les différences MP — arc PI, MF — arc FI sont donc égales « et la différence des arcs d* ellipse PI, FI est égale à la différence des tangentes HP, HP\
FROTTEMENT d'uN FUi SUR UNE SURFACE.
344. Lorsque les réactions de la surface sur laquelle un fil est tendu ne sont pas normales, la courbe d'équilibre peut n'être pas une ligne gëodésique. Il y a cependant un cas où il en est encore ainsi : c'est celui où le fil est sur le point de glisser stir la surface le long de la ligne quil y dessine.
Considérons un arc infiniment petit, AB, du fil appliqué sur la surface. Cet arc étant sur le point de glisser dans sa propre
direction AB, le frottement exercé par la surface est une force /'N égale au produit de la réaction normale N par le coefficient de frottement, et dirigée langentiellement à AB, en sens contraire du glissement qui tend à se produire.
L'arc AB est en équilibre sous l'action des forces N, fN, et des tensions T et T' développées à ses deux extrémités. Les forces fN et N se composent en une seule force R, appliquée en un point C de Tare : les trois forces R, TetT',se faisant équilibre, sont dans un môrae plan, qui est le plan osculaleur de la courbe AB, puisqu'il contient les deux tangentes AT, BT'. Or la force fN, tangente à AB, est située dans le plan osculaleur; par suite, la force N est aussi située dans ce plan. Donc le plan osculaleur de l'arc AB est normal à la surface^ et la courbe AB est une ligne géodésique. Les tensions T et T' ne sont plus égales , et il est facile de voir que T' surpasse T de la composante fN. L'angle RGN est égal à l'angle <p du frottement. L'angle RCB,
Fis. 3*27.
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qiie la force exiéricure R fait avec la courbe funiculaire A6,
est donc égal à ç+ ç.
Cela posé, appliquons à l'arc AB l'èqualioti que nous avons donnée <g 325),
oùTest la tension, du l'angle de contingence, et ijl l'angle de U force exti^ricure avec la courbe, prise dans la direction suinnt laquelle on compte les arcs positifs. Nous aurons
et par suite
Intégrons celle équation d'un bout à l'autre de la portion de fil MP appliquée sur la surface; il viendra
T, et T, étant les tensions aux points P et M, où le (îl se détache de la surface, et Û la somme des angles de contingence de la ligne .MP.
On aura donc
Si la courbe MP est plane, si c'est, par exemple, la section droite d'un cylindre, ou l'arc de grand cercle d'une sphère, l'angle Û sera l'angle lies tangentes exlrî'ines. Supposons que la courbe MP soit un <irc de cercle de rayon r et que S soit la
longueur de lil appliquée ; on aura Q = - .
T On voit que le rapport =r '^l'Olt très-rapidement avec la valeur de 0, ou, dans le cas particulier qui nous occupe, avec la valeur de S.
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34S. Cette proposition étant très importante, nous en doni.erons une démonstration élémrataire, en la re^lreignant an cas où la surface est un cylindre, rt où le fil glisse suivant sa section droite.
Soit MN un fil tendu à la surface d'un cylindre droit h base circulaire, le long d'un arc infiniment petit AB de la section droite de ce cylindre. Supposons que le fil glisse, ou
soit sur le point de glisser dans le sens de la flèche; la tension f, qui agit au point B dans le sens du mouvement, surpassera la tension I, qui agit en sens contraire au point A, de tout le frottement développé au contact du fil et du cylindre. Ce ftôtlemait est infiniment petit. Pour le calculer, transportons les forces t et l' au point I, point de concours des deux tangentes BN, Ail ; ces deux forces sont égales à un infiniment petit près, eHes se composent donc en une force unique IP, qui est dirigé^ suivant la bissectrice de leur angle, et qui va passer au point 0, centre de l'arc AB. La résultante IP est la pression totale exercée par la corde sur le cylindre, et le frottement mutuel des deux systèmes en contact est, au moment du glissement, égal au produit IPx/*, dans lequel le facteur fesl le coefQcient du frottement de la corde sur le cylindre.
Le triangle IPR a ses côtés respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle AOB ; ces deux triangles sont semblables, et donnent la proportion
IP_AB
m "" AO '
ip
en appelant a Tangle au centre infiniment petit AOB, ou plutôt le rapport de l'arc AB au rayon OA.
SUR m CYLINDRB FIIB. &Ô1
La pression de la corde sur le cylindre est égale à al, le frottement à faii^ et Ton a entre f et Ma relation
•ou bien
Cette formule suppose expressément le nombre a infiniment petit.
Passons au cas où Tare de contact, AB, entre la corde et le -cylindre a une longueur finie. Partageons Tangle au centre AOB en un très grand nombre, tt, de parties égales, et appelons a le rapport de la h*^ partie de cet angle au rayon.
Soient t^y t^, t„ ... t,_^, T, les tensions de la corde aux points , A, a^j afy (f'j ..., o»-i, B; les arcs An', a^afy ... étant infiniment petits, nous pourrons appliquer à *'8. s^ychacun d'eux l'équation précédente , ce qui donne la série -d'équations :
Multiplions ces équations membre à membre; les tensions in* termédiaires disparaissent comme facteurs communs, et il wient en définitive
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équation où a est la vf^ partie ée Tanglê ÂOB, et où n est supposé infiniment grand. Soit donc â rare qui mesure l'angle au centre AOB; nous pourrons poser l'équation rigoureuse
T=/,xiîm.(i+^y
pour n infini.
Faisons* pour abréger, fk=x^ et cherchons la limite de
1 -4- - ] lorsque le nombre n croit au delà de toutes limites.
Nous allons démontrer que
X étant un nombre constant, et n un nombre ind^aimait crofasant.
En effet,
Posons no? =n'; on en déduit ii = —, et par suite
Le nombre n' croit indéfiniment en même temps que le nombre n.
Nous avons donc identiquement
Cette équation est encore vraie à la limite quand on y lait à la fois n et n' infinis; et par conséquent
car le changement de n' en n est indifférent du moment qu'on les suppose tous deux infinis à la fois.
La limite de ( 1 4- - j est un nombre déterminé ; c'est lo
SUR l'» CÏLI^DilE FIIE.
e e, base des logaritlinies hyperbolique:
et nous retombons sur l'équation déjà obtenue
L'emploi des logarithmes facilite le calcul des puissances fractionnaires du nombie e.
346. Pour montrer quel usage on peut faire de la formule, supposons qu'une corde MN (tig. 330) passe sur un cylindre horizontal en bois, h la surface duquel elle glisse dans le sens A6, en embrassant une demi-circonférence; on fera
Le coellicient du frottement de la corde sur le bois du cylindre est 0,50.
On aura donc entre les tensions T et (, l'équation
Par eiemple, une personne atlaciiée à l'extrémité COitle tient dans ses mains l'autre brin AM, qu'elle laisse filer peu à peu, de manière à se laisser descendre. La somme T + („ des tensions fait équilibre au poids de celte personne; supposons qu'elle pèse 65 kilogrammes. Les tensions fgCl T se détermineront par les équations
Jde la
I = (,Xi,80,
d'oii résulte
Cette tension est l'elTort que la personne doit exercer con-
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staromcnt sur la corde pour rester malfareese de la ntesse afee
laquelle elle descend.
Si la corde faisait un tour entier autour du cylindre, il fau*
drait faire A=2x ; si elle faisait deux tours entiers, A= 4«, ...
T On peut facilement reconnaître que le rapport ~ grandit très
rapidement avec la valeur de A, ou avec la grandeur de Tare embrassé.
Au lieu de descendre, supposons que la personne veuille monter en tirant sur la corde. Il faudra alors qu'elle développe la tension T, capable d'équilibrer la tension résistante ^ développée dans le brin auquel elle est suspendue.
L'eifort à exercer sur le briii moteur sera donc égal &
en supposant toujours que Tare AB soit une demi-circonférence.
Une poulie est préférable au cylindre fixe AB, s'il s'agit de monter ; le cylindre fixe est préférable à la poulie, s'il s'agit de descendre.
Celte loi explique comment, sur le quai d'un port, un seul homme peut, à l'aide d'un câble enroulé plusieurs fois autour d'un poteau fixe, arrêter un bâtiment animé d'une faible vitesse. Une tension même très petite, t^^ multipliée par le facteur e^j qui augmente très rapidement avec Tare A, produit dans le brin du câble qui va du poteau au navire, une tension T assez grande pour que le travail de l'extension du câble détruise sur un médiocre parcours la vitesse du bâtiment.
TRAVAIL DU FROTTEMENT POUR UN GLISSEMENT DONNÉ DU FIL
347. Soit MN le fil appliqué sur une surface suivant une ligne géodésique; soient T et t^ les forces qui sollicitent le fil aux points où il se détache de la surface. Supposons que le fil
siin UN CVUSDHE n\z. sw
pisse le long de la ligne qu'il occupe d'une quantité infinimeat petite îs, qui sera la m6me pour chacun de ces points.
Considérons un élément AB quelconque, que nous pourrons isoler, en introduisant les tensions t et 1' qui agissent i SCS deux exirêmilés. Nous ^
savons que la dilTérence (' — I csl égale au frottement sulii par l'arc AB; le travail du frolïcmenl pour cet arc est égal
au produit ((' — I) îs. Faisant la ' "^
somme des expressions «cinblables depuis le point M jusciu'uu point N, il vient (T — l^]ls pour le travail cherché.
Faisant ensuite une seconde intégration dans laquelle le fadeur T — l, reste constant, on aura pour le travail du frottc-
Appliquons cette l'orniule au frein à lame ftexibte
Ce frein consiste enunelameOMND, atlachécenOàun point Gxe, et en B à l'exlrémilé d'un levier AB, mobile autour du point 0 (fig. 5M); la lame embrasse entre les poinis M et N une portion du pourtour d'un cylindre calé sur l'arbre tournant C. L'angle embrassé MCN est égal à 0.
Pour enrayer l'arbre, dont le mouvement est dirigé suivant la flèche f, il suffit d'appliquer une force P au point A du le- ''" ''' "
vier, de manière h Établir un contact intime entre la lame et la surface du cylindre.
Le cylindre glissant sous la lame dans le sens de la flèche,
FREIN A LAME FLEXIBLE
le mouvement relatif de la lame par rapport au cylindre est un glissement en sens contraire, et Ton a par conséquent, en appelant T et t^ les tensions dans les brins MO, NB,
La tension t^ se calcule en exprimant que le levier AOB est en équilibre. Appelons a la distance de la force P au point 0, et b la distance du même point au brin qui subit la tension t^; nous aurons
Donc
et
/•X6 = PXfl.
Cherchons le travail du frottement correspondant à un nombre n de tours effectués par l'arbre. L'arc de glissement, s, est pour un tour égal à 2icR, en appelant R le rayon de l'arbre ; pour n tours, il est égal à 2icRn, et le travail correspondant du frottement est
SnRn X (T — U) = StcRh X P ^(«'''— t),
quantité proportionnelle au nombre de tours faits par l'arbre. Le brin qui subit la plus grande tension T, aboutit en un point fixe, qu'on suppose capable d'une résislance indéfinie, et le levier est uniquement employé à produire la plus petite tension f^. Si l'arbre tournait en sens contraire, ce serait le brin le plus tendu qui aboutirait au point B, et la disposition du frein serait vicieuse, car elle exigerait l'emploi d'une plus grande force P, ou, si Ton conservait la même force P, il faudrait un plus grand nombre de tours pour produire le môme travail du frottement.
TnAiisiiissioN PAK counnors sans fia.
349. Soient 0 el 0' les deui tambours à axes parallèles réunis par la courroie sans fin MNM'N'; nous supposons que cette courroie suive les tangentes extérieures aux cercles OM, O^'. Soient r et r* les rayons de ces cercles.
Les forces P et Q sont appliquées aux tambours, à des distances Ql,=p, QV = q, des axes 0 et 0*.
Proposons-nous de trouver Ips tensions T et l développées dans les deux brins libres M'N, NM' de la courroie ; nous tiendrons compte des frottements des arbres sur leurs tourillons. Pour simplifier, supposons les arbres 0 et 0' assez éloignés pour qu'on puisse regarder les brins libres comme scnsib'ement parallèles. Supposons de plus P et Q perpendiculaires à la ligne des centres 00'.
Coupons la courroie en A et en D, dans le premier brin, en A' et en D', dans le second, et introduisons les tensions T et — Touxpoints Aet B, les tensions I et — (aux points A'etB'; puis écrivons les équations d'équilibre des deux corps t'iur* nants 0 et 0', sollicités l'un par les forces extérieures P, T, t et le frottement du tourillon 0, l'autre par les forces Q, T, t, et le frottement du tourillon (y.
Pour calculer les frottements, remarquons que la réaction totale subie par le touiillon 0 est la résultante des forces P, T cl t qui sollicitent le corps ; or la résultante de T et r est une force égale à T + I, perpendiculaire à P; la résuU
TRANSMISSION
tante de P« T et t est donc ^le à >/F -4- (T -4- 1)% et le frottement exercé sur le tourillon est ^1 à
Prenons les moments par rapport à Taxe 0 ; il Tient l'équation
Vï-Fr
où p désigne le rayon du tourillon 0.
De même pour l'autre corps tournant, on aura Tèquationdes moments par rapport au point (V,
vt+T*
De ces deux équations on peut tirer la somme T + 1 et la différence T — t en fonction de P et de Q. Or il y a trois incon* nues, savoir T, t et P. Le problèine est donc indéterminé; ce qui tient à ce qu'on peut régler arbitrairement, entre certaines limites, la tension de la courroie au moment du montage de la machine.
Appelons L la distance géométrique des points H et N' ; pour que la courroie remplisse exactement cette distunce sous la tension T^ du montage, il faut en prendre une longueur À, sans tension, satisfaisant à l'équation
a étant le coefficient d* extensibilité de la courroie considérée. Pendant le mouvement, les deux brins MN', NM' sont à des tensions différentes T et t ; et les longueurs prises par la courroie seront
L'=Jl(i + aT)
pour le brin MN', et
pour le brin NM'.
La longueur totale de la courroiç, abstraction faite des arcs
PAR COURROIE
embrassésà la surface des tambours, est donc, pendant le mouveinenl,
La longueur de la courroie ne sera pas altérée par le fait
~ C*est celle relation que l'on admet pour achever la détermination des inconnues. On suppose T, donné, cl l'on a ains.i trois équations pour déterminer trois inconnues, t'hypothésc fuite consiste, comme on le voit, h admettre que la courroie conserve en moyenne pendant le mouvement la tension du montage.
Une fois T et 1 calculés, il faut, pour que la transmission soit assurée, qu'il n'y ait pas glissement de la courroie k la surlace des tambours, ou qu'on ait les inégalités
pour le cylindre 0, et
pour le cylindre 0'. les angles 0 et 0' correspondant aux arcs embrassés. Sur la ligure 6' est <e, et il suffit de vérifier la seconde inégalité
L'avantage de celle transmission consiste en ce qu'on peut, au moyen d'un rouleau tenseur, faire varier la tension du câble (I, g 2GÔ); et aussi, en ce que, si la résistance Q s'accroît brusquement, la courroie peut glisser à la surface du cylindre C sans produire de rupture dans l'appareil. La transmission par engrenages, dans les mêmes conditions, serait exposée k des ruptures de dents.
Le cMle télodynamique de M. llini (I, ibii!.) est une trans-
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mission à grande distance, dans lagndle nn cflbte en fiU de fer tresse remplace la courroie; le poids du çftUe suffit pour déve» lopper sur les tambours toute rattérenee nécessaire.
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350. Le fil parfait que nous awns défini (g 314) toit inextensible et dépourvu de raideur. Les oordes , les eourroîesy les cftbles, ne possèdent pas ces qualités d'une manière absolue ; nous ETons vu dans le prdblteie précédent, par ei^ple, que la kuigueur d'une courroie vafie avec la tansion qui s'j développe. Les tiges solides.se comportent de même sous Faction d'une force qui tend à lés allonger. On a éboMb expérimentalemrat la loi de ces extensions, et c'est sur cette loi qu'est fondée Téquation dont nou9 avenus fait usage tout & l'heure,
dans laquelle L représente la longueur d'une tige ou d'un fil sous la tension T, X sa longueur naturelle^ c'est-à-dire sous une tension nulle, et a un coefficient constant, qui prend le nom de coefficient d^ extensibilité. Cette formule n'est vraie que lorsque la différence L ^ X est très petite par rapport à la longueur X.
Soit Afi un fil ou une tige, suspendu en A à un point fixe, et sollicité en B par une force P, agissant dans le sens de sa longueur. Supposons le poids de cette tige nul ou négligeable; soit X sa longueur dans Téfat naturel, c'est-à-dire quand elle n'est sollicitée par aucune force. Sous l'action de la force P, elle va s'allonger d'une certaine quantité BB':=/, et sa longueur, dans son nouvel état, sera X -f- /. L'expérience démontre que pour les petites valeurs u
rapport - il y a proportionnalité, pour une même matière.
pi
Fig. 334.
ET DES TIGES SOLIDES
entre ce rapport el le rapport - de la force P à la section droite w de la lige, qu'on suppose homogène et d*égale section dans loutc sa longueur; de sorte qu'on peut poser l'équation
en appelant E un certain coelïtrient constant que nous définirons plus loin. C'est ce coelïicicnt (ju'on nomme coefficient d' élaslicilé àe h matière formant le fil ou la lige.
Le rapport - étant un nombre, E est homogène à -; le coefficient reprcscnfe donc hiii? force rapportée à l'unité de- sur-
face. On voit qu'on aurait E=- si l'on pouvait avoir~=l,
ou si la nouvelle longueur de la tige, l-h\ pouvait devenir double de sa longueur naturelle X. Faisant ensuite u^ I, on aurait E = P. Le coefficient d'élasticité d'une matière est donc la force fictive d'extension qui, appliquée à un fit ou wie tige formée de cette matière, et aijant une section égale à l'unilét ett Joublerait la longueur, la loi exprimée par l'équation (1) étant tuppotée indéfiniment exacte.
Le coefficient E a été déterminé par expérience. Sa valeur numérique dépend du choix des unités; pour le fer, par eiemple, Tunité de force élanl le kilogrnmme et l'unilé de surface le mi-tre carré, le nombre E est égal en moyenne b 20,000,000,000 ; ceslà dire qu'un poids de 20 milliards de kilogrammes, appliqué uniformément à une lige de fer de section égale k 1 méire carré, doublerait la longueur de la tige si
la formule (i) s'appliquait à toutes valeurs du rapport -. Le
nombre E est d'autant plus grand que le corps est plus raide cl moins déformable.
Quand les solides peuvent être comprimés sans fléchir, l'équation (1) s'applique à la compression comme à l'exlcnsion : (représenteun raccourcissement quandPreprésenleunc
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force décompression, et le coerfieient d'élasticité est le même, en général, à la compression qu'à Tcxlension. La formule (1) n'est rigoureusement applicable qu'aux
petites valeurs du rapport r, c'est-à-dire aux petites valeurs
de la force - , appliquée à l'unité de surface. Pour des valeurs
supérieures à une certaine limite, appelée limite d'élasticité^ il n'y a plus proportionnalité entre les deux rapports, et de plus, la suppression de la force P n'est pas suivie du retour de la tige AB à sa longueur primitive. On dit alors que V élasticité de la tige ou du fil est altérée.
De la formule (1) on peut déduire l'équation
qui nous a servi pour déterminer la longueur des courroies. Faisons en elfet L = X + / dans l'équation (1) ; il viendra
P pL->
=i'*ïl)
La force P étant égale à la tension T développée dans la courroie, on peut poser
équation qui rentre dans la formule indiquée, en posant
Ecj
Le nombre a dépend donc de la section de la courroie, et c'est un nombre d'autant plus petit que le nombre E est plus grand.
ET IIES TIGES SiH.ri)ES.
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352. Soit AB la longueur originaire, X, d'une lige, <iuelle on communique un allongement total BC^/. On demande le travail nécessaire pour produire cette déformation.
Considérons latine allongée d'une quantité Btn^x, et recevant un nouveau degré inOniment petit d'allongement mm' = dx. Soit T la tension de la tige lorsqu'elle a la longueur Am^X-f-x; celte tension, égale et contraire à la force qu'il faudrait appliquer à la lige amenée à la longueur Am pour maintenir l'équilibre, est donnée par l'équation
où u est la section de la tige cl E le coefScient d'élasticité de la matière dont elle est composée.
Le travail de cette force, quand son point d'application se transporte de m en m', est Tdx, et le travail de l'allongement total est l'intégrale /Tdx prise enire les limites x^O et x = l.
Or l'équaliOQ précédente nous donne
et par Suite
Le travail cherclié est le produit de l'allongement total /,
par la quantité -^ , qui représente la moyenne dos tensions
développées successivement dans la tige quand elle passe de la longueur AB à la longueur AC.
RAIDEUR
BAIDEim DES OOBDES.
353. Nous avons aussi considéré les cordes comme des fils entièrement dépourvus de raideur, et pouvant être infléchis sans effort. Les cordes que Ton emploie dans les machines sont loin de posséder cette propriété, et lorsqu'on doit leur communiquer une courbure un peu prononcée, on prouve une résistance du même genre que celle qui s'oppose à la flexion d'une tige solide. Il en résulte qu'en réalité la courbure d^une corde ne varie pas d'une manière brusque comme on le suppose pour la solution élémentaire des problèmes dont nous
nous sommes occupé. Supposons, par exemple, qu'une corde MN passe sur un cylindre 0, et que le mouvement soit établi dans le sens de la flèche f. Le brin MA , recliligne sur sa plus grande étendue, ne s'appliquera pas nettement au point A sur le cylindre, et la raideur de la corde Técartera du centre 0 pour répartir sur une certaine longueur la variation de la cour- Fig. 336. ijurg . par \^ même raison le brin BN ne perd
pas brusquement au point B la courbure qu'il a prise sur le cylindre, et la raideur le rapproche du centre 0; il résulte de là que Téquilibre de la puissance P et de la résistance Q entraîne rinégalité P > Q ; on a déterminé par expérience la différence P — Q, et l'on a trouvé qu'elle était inversement proportionnelle au diamètre D du cylindre, et qu'elle croissait avec la résistance Q. Ces lois, posées par Coulomb, ne sont pas encore parfaitement connues.
La formule par laquelle on calcule la valeur de la différence P — Q, ou de la raideur R, est
où A et B sont deux constantes déterminées empiriquement; elles dépendent de la nature, de la structure et du diamètre
de la corde soumise h l'expùricnce. Voici quelques valeurs de ces coeflicients.
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Dans l'applicalion de la formule, on suppose queP, QetR sont exprimés en kilogrammes, et D en mètres.
: ET DES HOITFLES.
354. Une poulie est une roue A, assujettie à tourner autour d'un axe B, qui traverse une chape C, destinée soit à suspendre la poulie à un point ^ fiieO (fig. 337), soit àsupporler un poids Q (fig. 538).
La surface courbe de la roue est généralement creusée en forme de gorge, de manière à recevoir un fil qui l'enveloppesurun arc plus ou moins grand ; une puissance P et une résistance R sont appliquées aux deux exlrémilés de ce Ci. On demande dans quel rapport doivent i^tre les forces P et B, et quelle force Q il faut appliquer à la chape pour qu'il y ail équilibre. Nous furons d'abord abstraction ilc toutes les résistances passives, telles que frottements et raiJeur des corJcs.
Supposons d'abord que l'axe B soit fixe, en sorte que Iii poulie ne puisse que tourner autour de cet axe ; fixons par la
EQUlLIBitC ! îl * la surfare de la gorge ; tout se passe alors comme si les Torccs P et It, qui mtisurent les lensions du fil, éUi«Qt directemenl appliquées aux points d et ^ lan^efilielleœeiil ù b surrace de Iq roue. Li roue se trouve dans les mêmes conditions qu'un treuil sollicité par deux forces P et R. appliquée» è de^ cli.stsnccs épies fia. Hb de son axe, et l'équilibre eii^ que les deui forces P et R soient égales.
Cette condition ulisfaite, on peut reodre au til la liberléde glisser sur la gorge de la poulie ; car les forces P et R, qui le wllidlenl en sens nnnnsfri- èinnl égales, le glisscmenl ne pourra pas se produ»
e de l'ensemble de la poulie i jlé« dans ta direction BC.soi!
1 réaction inconnue du poiiU ipcler Q. U en résulte que leslibre, et par suite elles sonl urenlen un même point, ou îles; dans les deux caj l'une
Considérons ensuite ] et de lacliape.La c par la lorcc donnée fixe 0, que nous p i»
Irois rorces P, 0, idans un même plan lùen elles sont toutes ti'ois | «si la résultante des deui auirus.
Si elles sont toutes troi.i parallèles, comme cela a lieu danslei Sgoies S37 e( 5S8, k fime Q Mt égale A k MUDiBedes dm autres P et R, et ces deux dei^ oières forces étant égales, la charge de la chape est double de la puissance?.
Si les forces P, Q, R ne sont pis parallèles (fig. 339), elles conconrent en un même point L, et h forceQ, donlla direction passe pir le centre 0, est la lùssediice àt Tangle RLP des deux autres forces.
Pour trouver la raleor de 0, menons par le point 0 deui rayons Op, Or, parallèles aux forces P et R; joignons rp, el prolongeons la droite LO, qui rencontre la corde r^i en son milieu 1. Nous pouvons prendre Or, Dp comme les mesures des deux forces égales P et R; U dislance 01 est la moitié de
DE U POUUE.
la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux droiles, et 201 est la mesure de la force Q. Nous aurons donc
Mais le Irianrrlc Oïl est é^jal au triangle 0«K; car ces deux triangles, rcclanglcs l'un en K, l'autre en 1, ont les hypoténuses Ofl. Or, égales ; de plus l'angle lOr du premier est ^gal â iOp, lequel est égal h l'angle OnK du second triangle, leurs côtés étant re'speclivement perpendiculaires. Donc 01 = Ka, et par conséquent
Le rapport r- est le sinus de l'angle aOK, moitié de l'anjile
aOb qui correspond à l'arc ab embrassé par le fil sur le pourtour de ta poulie. Appelant a cet angle, on aura
Celle équation contient comme cas particulier la relation 0 = 2P, qui a lieu lorsque les forces P, Q, R sont parallèles. 355. Lorsqu'on veut se servir de la poulie pour élever un poids, il y a avantage à rendre les doux brins du lîl qui passe sur la poulie parallèles, et par suite vcrlicaus. Car colle disposilîoiiest celle qui correspond à la moindre tension du fil. On peut d'ailleurs adopter soit l'une, soit l'autre des dispositions représentées dans les ligures 557 et 558. Dans l:i preroi<^, la poulie est fixe, el le poids à soulever est allacliè à rexlrémilé du fil bU; la puissance P est égale à ce poids. Dans la seconde, le fil bW est altacbé en un point fixe II, qui supporte une charge égale à la puissance P, et le poids à soulever, Q, est allaché à la chape mobile de la poulie; on a
dans ce cas P=:^^0. Ainsi la première disposition exige rnrii-
ploi d'une puissance égale au poids à soulever, la second
M ÈQDIUBBS
4'une puissance moitié moindre. Le tiiéortme dn bma virtuel confirme ce résultai. Dans le premier cas, la poulie est fixe; si l'on fait parcourir au fil une longueur > dans le sens de ta force P. le poids R monte de tonte la quantité i; donc Pc=IU, A P=R. Dans le second cas, le parcours I efTectué par le point d'application de la force P dans le ' sens de sa direction équivaut à un raccourcissement du fil égala ■; ce raccourcissement se partage par moitié entre les deux brins oP, bR ; il eu résulte pour chacun un raccourds-
sement de s , et c'est de celle quantité que se relèvent la
poulie, la diape, et le poids Q ; l'équation d'équilibre est donc
p=io.
356. Oo peut, en combinant ensembk plusieurs poulies, réduire autant qu'on le voudra le rapport de la puissance au poids soulevé. La combinaison connue sous le nom de moi^lM consiste i réunir, sur laie traversant une chape, un certain nombre de poulies; on fait usage de deux moufles semblables : l'une, A {flg. 540), est attachée à UQ point fixe 0; l'autre, B, soutient le poids Q qu'il s'agit de tenir en équilibre. Da même fil réunit les deux moufles en passant successivement et alternativement sur toutes les poulies qui les composent. La figure 340 représente deux moufles de trois poulieschacune. Le fil, attaché au point C de la première chape, passe sur la poulie 1 , revient de là i la poulie 3, puis passe sur la poulie 3, d'où il remonte à la poulie 4, redescend ensuite à la poulie 5, qui le Fif. su. renvoie à la poulie 6 ; la puissance P est appliquée au brin qui quitte cette dernière poulie. On suppose d'ail-
I lenrs, ih
lenrs, pour plus de simplicité, les deux moufles assez Ëloi- (fnt^cs l'une de l'autre pour que tous les cordons compris dans leur iiilcrvalle soient sensiblement parallèles. La force P peut dire ou n'élrc pas parallèle aux autres cordons ; sa direction influe sur la cliarge de la chape supérieure et du point 0, sans rien changer a la tension des six cordons qui soutiennent Ui chape inl'érieure et le poids Q. Ces tensions sont partout j^les à la force P, si toutefois on fait abstraction du frotteineiil des poulies sur leui-s axes cl de la raideur des cordes. Coupons les six cordons par un même plan intermédiaire aux doux moulles; nous obtiendrons dans chacun une tension égale k P, et l'ensemble de ces six tensions verticales fait équilibre au poids Q. On a donc
Le théorème du travail virtuel conduit h la mi''me relation ; si l'on imprime au fil dans la direction de P un déplacement c, ce déplacement produit un raccouicissemenl égal sur les six cordons qui réunissent les d^ix moufles, et fait monter par conséquent
le poidsQ delà quantité -. DoncPs = 0 X p.*
ou bien P = t; , en supprimant le facteur £.
357. OnappeWe palan différentiel {ùg.'Ôi\ ) un système de deux poulies, l'une A attachée inn point tixcO, l'autre B mobile et portant le poids Q qu'il s'agit de soulever; la pou lie supérieure A comprend en réalité deux roues ag, cdy solidaires l'une de l'autre, tt de diamètres inégaux; un (il sans fin passe surcesystcmeile trois poulies en suivant le cheminabcdefga. Concevons qu'en un point C du brin ab on applique une force P verticale, et supposons que le fil ne puisse glisser ^'^ ■*"* i la surface des gorges des diverses poulies; cherchons les
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tensions dans les différents brins du fil. Les tensions dans les brins edj fg àeront égales, car il est nécessaire qu'il en soit ainsi pour l'équilibre de la poulie B autour de son axe N; les brins étant d'ailleurs supposés parallèles, la trasion T
dans ces deux brins est égale à ^. Coupons le fil par un plan
CD ; nous trouverons dans les deux brins qui aboutissent en d et en g sur la poulie supérieure, ces tensions égales à T ou à
^. Il n'y a pas de tension dans le brin dfj qui tombe librement
du point c, et dont le poids est supposé négligeable.
L'équilibre du treuil A, sous Tadion des troiis forces P, ^y
^, nous donnera Téquation
Donc
PXll4t + |xMd = ^Xll^
quantité qu'on peut rendre aussi petite qu'on le voudra en diminuant la différence des rayons dés deux poulies accolées. Pour traiter la même question par le théorème du travail virluel, faisons descendre le point C de la quantité e ; le point g du fil montera de la même quantité; le point c du fil
Me montera donc de la quantité s X w- ^ et cette quantité mesurera la descente du point A\ le fil qui embrasse l'arc f/V
Me s'élève de s du côté /, et s'abaisse de e X «r- du côté e ; il se
raccourcit donc de e ( 1 — jt,- J , et la poulie B se relève de
1 / Mc\ la moitié, s e ( 1 — rr- ) ; telle est la quantité dont s'élève
le poids Q. En définitive l'équation d'équilibre esl
p.=Qxî.(i-H-;).
UlKFtliENllLL.
équation identique à la précédente, puisque llia=^iSg, et
On néglige le poids du fil, sens quoi il faudrait introduire un terme pour représenter le travail correspondant.
Les tensions du fil étant inégales dans les brins qui aboutissent à la poulie supérieure, on voit qu'il est nécessaire d'empêcher le glissement du fil le long des arcs embrassés sur cetle poulie, si le frottement ne suffit pas pour assurer ce résultat.
ODscnvATio:* stm la thëohec des moufles.
558. La condition d'équilibre de la poulie et des mondes a été, cumme la théorie du levier, l'une des bases de l'ancienoe statique; on peut y rattacher le théorème d» travail YÎrtuel.
Considérons un système matériel en équilibre sous l'action de forces F, F', F".,., respectivement appliquées en des points A,A',A%....
Supposons que les forces F, F', F'..., soient proportionnelles
k des nombres entiers, m, m', m",
F F' F" mune des quotients — , — ;, — =...
^ mm' m
trouver des nombres entiers
qui soient proportionnels
aux forces données, sinon
rigoureusement, du moins
avec une approximation
aussi grande qu'on voudra.
Remplaçons la force F
(6g. 342) par une paire de ^
mouDesdont l'une, B, sera ''
attachée au point A, et dont l'autre, C, sera traversée en son
et soit T la valeur com- . U sera toujours possible de
un DËHO^STHATION D|i thèouëne
centre par un axe fixe 0 choisi de telle sorle, que la droite Au
coïncide avec la direction de la force F. Nous composerons
ces moufles d'un nombre de poulies tel, qu'une section faite
dans les fils entre les deux cliapes B et C nous donne m fils
tendus.
Nous pourrons de même remplacer la force F' appliquée en A' par une paire de moufles présentant m' cordons, et nous pourrons faire passer sur les poulies de celte seconde paire le fil CD qui quille la première au point C.
De même, pour produire au point A" la traction F", nous appliquerons en ce point une troisième paire de moufles à m' cordons, sur laquelle nous ferons encore passer le même fd à sa sortie delà moufle précédente.
Si l'on opère ainsi pour toutes les forces, il sullira d'appliquer au bout du fil un poids égal à T, pour produire partout dans le fil une tension T, et pour développer dans les liens qui attachent les chapes aux points A, A', A",..., des tensions mT, wi'T, m"T,..., égales aux forces F, F', F",...
Cela posé, donnons au système matériel un déplacement infiniment petit quelconque, compatible avec ses liaisons ; ce déplacement va faire varier les distances respectives des points A, A', A", ..., aux points fixes 0, 0', 0", ....auxquels ils sont réunis par les niouHes; soient i, e', t",..., les variations des dislances OA, O'A', 0"A',.., prises positivement quand la distance diminue, négotivemenl quand elle augmente. Celle variation va produire un déplacement du fd à la surface des poulies; pour une diminution de e dans la dislance des points B et C, il se déroulera de la paire de moufles BC, qui est à m cordons, une longueur de fif égale à m: ; les variations e', e", ... des aulres distances produiront de même le déroulement (positif ou négatif) de longueurs de fil respectivement égales à mV, à mV, ...; en définitive, le déplacement imprimé au système produira sur le poids tenseur T une descente totale égale à
m, + mV + mV-J-...
Or ce poids tenseur est la seule force qui, étant donnée I
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nouvette constilulion du système, puisse y produire un déplacement elleclil; comme il tend à descendre et non à monter, on est ccriain que le déplacement fictif que nous avons imprimé au système ne pourra se produire si la somme
m, + m'(' + ni"€"-(-...
est nulle ou négative.
Mais si les déplacements du système sont possibles dans les deux sens, on pourrait, dans le cas où cette somme serait négative, la rendre positive en considéi'anl un déplacement contraire au premier ig 107). 11 faut donc qu'elle soit nulle pour que le poids T ne puisse descendre ni par l'un ni par l'aulcc de ces deux déplacements contraires. Donc enfin, pour que le système soit eu équilibre, c'ost-à-dire pour qu'aucun déplacement ne puisse y résulter de l'action simultanée des forces, il faut et il suffit que la somme wi£ + m't + m'e," -h ... soil imlle pour tout déplacement compatible avec les liaisons, ou, ce qui revient au même, que la somme
Tins + T»i V -1- Tm"e" + ...,
OU encore la somme
K,4-rf' + K"<"+...
soit égale a zéro, quel que soit le déplacement fictir que l'on considère.
Culte proposition n'est autre chose que le théorème du travail virtuel. La dèmonsiration très simple que nous venons de donner est tirée de lu Mécan'ujue analytique de Lagran;;e.
tQOtUBBB DE lA TOULIL ET DES MOUFLES QOAHD ON TltllT COUJTE DD FBOTTEHENT ET DE LA RAiDEUR DES C0<1DES.
359. Soit 0 (fig. 543) le centre et lîC la circonlérence d'une poulie sur laquelle passe la corde DE; une puissance P et une résistance Q sont appliquées aux exlrèmiiès de celte corde. Nous pouvons regarder la Ibrce P comme tangente k la poulie au
ÉQUILIBRE DE LA POULIE
Fig. 54
point B; pour la force Q, elle est à une distance OC du centre A un peu plus grande que le rayon OB,
à cause de la raideur de la corde.
SoitOB = r, etOC=r'.
L*axe de la poulie peut faire corps avec elle, et tourner sur des coussinets ; il peut aussi rester fixe, et le frottement subi par la poulie a lieu alors entre l'œil de la poulie et Taxe autour duquel elle tourne. Nous admettrons celte dernière hypothèse.
Nous supposerons enfin que le mouvement soit sur le point de se produire dans la direction de la flèche f.
Soit M la génératrice de contact de Taxe et de 1 œil. La réaction totale de Taxe sur la poulie sera une force R, faisant
avec la normale ON, en sens contraire de la rotation, un angle NMR = 9, égal à Tangle du frottement. Cette force R, faisant équilibre aux forces P et Q, passe par le point A où se rencontrent les directions données de ces deux forces. Elle fait d'ailleurs un angle donné 9 avec la normale MN, menée au point de contact M. Appelons p le rayon OM de l'arbre fixe. Du point 0 comme centre, avec un rayon égal à p sin 9, décrivons une circonférence. La direction de la force R sera tangente à cette circonférence. La solution consiste donc à mener par le point A une tangente AK au cercle décrit du point 0 comme centre avec psinç pour rayon. Connaissant la force Q en grandeur, il suffira de la décomposer suivant les directions AK, AP, pour avoir les valeurs des forces P et R.
Du point A on peut mener deux tangentes AK, AK' au cercle OK. L'une AK de ces tangentes correspond au cas où la poulie tourne dans le sens de la flèche f. Le contact est alors établi au point M, si la poulie tourne seule sur un axe fixe,
Fig. 3i4.
On peut aussi obtenir par le calcul la relation entre P
et Q. Le frottement de la poulie sur l'axe est égal au produit
f R ' « et l'équation des moments nous donne
Pr = 01-+ R -^=^p = Qf + RAp
en remplaçant par f^ le nombre — —
La valeur numérique de r' se déduit de la formule de la raideur des cordes.
Soit F la portion de la puissance P capable d'équilibrer la résistance Q, en supposant qu'il n'y ait d'autre résistance passive que la raideur de la corde. Nous avons posé (g 553) l'équation
Donc
A + BQ
et multipliant par r,
r A . A -4-00 Fr=QrH ^ — .
Ot Fr est égal au produit Qr^ ; car c'est par l'augmentation du bras de levier de la force Q que nous tenons compte de la raideur de la corde au passage de la poulie. Donc enfin
Substituons cette valeur dans l'équation des moments ; il vient :
Fr = Qr + 5 (A H- BQ)-|-RA/,;
Hais R est la résultante des deux forces P et Q, dont les directions sont données, et on a
R> = P» + Q» + ÏP(1«»(P, Q)
Remplaçant R par sa valeur déduite de cette dernière rektion, on a l'équation finale qui ne contient plus que P et Q :
Pr=Qr4-|(i + BQ)+/ipv'P' + tt* + aPQc"i(l'. Q)-
Si l'on fait disparaître le radical, on sera ramené à une équation du second degré, qui fera connaiire P en fonction de Q. On peut aussi procéder par approximations suc> cessives, ou enfin substituer au radical une fonction linéaire de P et de Q, par . la mélhôde d'approximation de Poncelet (§275).
L'équation se simplifie quand les forces P et Q sont parai* lèles. Le radical se réduit alors à P -H Q, et Ton a par conséquent
P(r-/'.pl = Qr + i(A-|-BO) + /lf(ï,
ce qui donne entre P et Q une relation de la forme
301. Nous allons appliquer cette relalionà ri-quilibre des mouRes, en tenant (.oniplc à la lois du fiolleincnt et de la laideur des cordes.
Soil M la moudc supérieure suspendue au poinl fixeO; N, la moude intérieure qui porte le poids Q; P, la puissance appliquée au bout de la corde qL.i passe sur toutes les poulies, renvoyée alternativement de la nioullc inférieure il la supérieure et de la supérieure à rinfiTieure. Us cordons sont tous scnsibio- Fig. 3tj. ijicnl ]t;iiallèles enli'e eux,yinsi qu'aux forces P elQ, et si l'on appelle T„ T,, '\\, 'î^, les lensious de ces cor-
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dons successifs, les poulies étant toutes dans des conditions ideoUques, oa aura la série d'équations :
= <i+tT.-
= a + iT^
Le poids Q est équilibré parla somme des tensions des cordons compris entre les deux moufle;; donc
Ces équations montrent que P et Q sont des Tonctions linéaires de T,, et par suite, que P est une l'onction linéaire de Q. Nous poserons donc
■ et ^ étant des coefficients qui dépendent des coefficients a et 6 et du nombre».
Pour déterminer ces nombres <x et ^, cherchons d'abord à exprimer P et Q en fonction de T,.
Retranchons la première équation de la seconde, la seconde de la troisième-., l'avant-derniére de la derniérei il viendra la série de relations
T,_T, = 6(7» — T,), r« — Ti = 6(T, — T,).
P — T, = 6(r, — Ti,-,)î
lesdîlTérencesT. — T., T, — T,....,P — T., sont donc les termes d'une progression géométrique dont la raison est b; faisantla somme de tous ces termes, on aura
p-r,= iT,— r,)(i-(-i + t»
ml T, par sa talrar a + bT,, il vient
jX[«+i>-l)T,| = i
fwriv«irdein^meQ(!nronctiondeT„ obsenrons qoe l'éipialioa prècUffttf. qui itonnc T, Tail é^alemcril connailre T^ T_,T,.^... T,. en rempUçanl successivemeot n parn— 1, ■ — %...i. Koiu trons ainsi
nuqtieUes cm peal jotodre rideoUlé T, = T,. int tmin cei équaUona membre à
+ T,tl + *-»-...+l'-*l
-fznlT^Tï— j+T.T— i*
On I donc k la fois
Multiplions la seconde par ' ^. , et retranchons; T, «en (-Itiniué, et nous aurons poar déterminer a et ^ l'équation
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La relalion P=a + flQ montre que le rendement de la macljine augmente avec le poids Q; plus le poids soulevé est grand, moins le terme constant a conserve d'imporlancc, et il devient môme complètement négligeable pour une valeur très grande de Q. Ce terme a représente, pour ainsi dire, les frais génhaux d'une enlreprise, et le terme PQ, les fiait proportionnels. En général, l'importance des frais généraux est d'autant moindie que l'entreprise prend des développements plus étendus.
ÉOflUBRE DES POLTGOSES APTICDLÉS SANS FBOTTCMEM.
362. On dit que deux corps solides sont articulas l'un avec l'antre, lorsque ces deux corps sont liés ensemble, soit par un point commun, soit par un axe, de telle sorle que leur liaison permelte certains mouvements de l'un des corps par rapport & l'autre.
Lorsque les deux corps n'ont qu'un point commun, on dit que l'arliculalion est spbérique; si l'on iixe l'un d'eux, tes points du second sont assujettis par la liaison h se mouvoir à la surfuce de sphères décrites du point commun comme centre. On réalise cette articulation, soit par un genou, sphère pleine appartenant au premier corps, emboiléc dans une spltère creuse ménagée dans le second, soit par un joint de Cardan (1. §293).
Lorsque les deux corps ont deux points communs, auquel caschacun est assujetti à tourner, par rapport à l'autre, autour de l'axe qui joint ces deux points, railicuLiIion est dite c^liiidiiiiue ou à charnière. L'arliculalion à charnière constitue une liaison plus étroite que l'articulation sphérique.
363. Un polggone articulé coin^istc en une séiic de corps solides A„ A,, A,,.,. A,, dont le premier, A,, repose sur un ou plusieurs appuis ûxesO.O'...; le second, A,, est articulé au point a, avec le corps A, ; le troisième. A„ est articulé au point a,avcclecorpsA,, et ainsi de suite, jusqu'au dernier corps A,,
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qai est aiiicidè ayec le précédent aa poini o»^, et qui rc- * pose SOT des appuis fixes m, m\ ... Nous supposerons que toutes ces articulations soient sphériques, et qu'il n'y ait aucun frottement ni dans les articulations ni sui* les appuis.
Pig. SIS.
Proposons-nous de trouter les conditions d'équilibre d'un système ainsi formé, sous 4'action des forces qui y sont appliquées, et que nous désignerons d'une manière générale par I les lettres (F^), (F^, (Fs)t**- (^ • i^ù représente le groupe des forces appliquées au corps A^; (FJ« le groupe appliqué au corps A,, et ainsi de suite. Supposons que l'équilibre ait lieu ; nous iie le troublerons pas en introduisant de nouvelles liaisons dans une portion quelconque du système. Solidifions donc toutes les articulations. Le polygone articulé se change en un système solide, et l*équilibre exige, par conséquent, que l'ensemble des forces extérieures, y compris les réactions des appuis extrêmes, satisfasse aux six équations d'équilibre d'un système solide libre dans l'espace. On se servira de ces six équations pour déterminer, s'il est possible (^91, 147), les réactions des points 0, 0',... u>, u>',... Nous supposerons que celte détermination soit faite, et nous désignerons par (R) le groupe des réactions développées aux points 0, (y,... sur le corps Ap et par (R') le groupe des réactions développées aux points u), (i>',... sur le corps A..
Cela posé, deux corps consécutifs, Aj^ et A^^^^, ayant un point commun aj^, exercent l'un sur l'autre deux forces égales et contraires que nous représenterons par f^ et — 9^, et qui pas-
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sent par le point «». Solidifions les arliculations a„ «„... jusqu'à «,_,; le corps soliJe A„ A,.... At esl en é-iuilibre sous l'aclion des forces (R|, (F,). (F,),... (F,) el ç». Donc -ç. est la résultante des forces données (R), (F,), (F,),... (F,); et de même, ?, est la rcsultnnle des forces données (F,^,),... (F,) el (R'I. Pour qu'il en soit ainsi, il faut el il soflit que la somme des moments des forces (R), (F,),... (Fj), soit nulle par rapport h tout axe passant ptir le point «i- Celte condition est suffisante, car si elle est remplie, le sjsième des forces (R), (F),... (F,) admet une résultante unique passant par le point a,. Mais le groupe lolal (II), (F,),... (F,), {R') étant en équilibre, la somme des moments de toutes les forces par rapport à un axe quelconque est nulle; si donc la somme des moments des forces (R), (F,).... {F») est nulle par rapport ù un ane passant au point «„ la somme des moments des forces (F»+,l, (Fj).., (R'), sera aussi nulle par rapport au même axe, de sorte que le second système (F**,),..- (F,), (R') est, comme le premier, réductible à une résultante unique passant par le point a,. Je dis de plus que les deux résultantes sont égales el contraires. En effet, la résultante de translation du système lolal étant nulle, si l'on partage d'une manière quelconque le système en deux systèmes partiels, la résultante de transla- Uon de l'un sera égale el contraire â la résuilanle de translalion de l'autre; car la composition de ces deux résultantes partielles doit donner zéro pour la résultante totale.
En résume, il faut el il suffit, pour que l'équilibre soit assuré : 1* que les forces extérieures satisfassent aux six équations d'équilibre ; 2° que la somme des moments par rapport k tout axe mené par citaque arliculalion soit nulle pour toutes les forres extérieures appliijuées à l'ensemble des corps solides situés d'un môme cftiô de celte articulation.
La réaction ç, s'obtiendra en composant les forces (R) et les
forces (F,); la force Çj, en composant (R), (F,) cl (FJ, ou, ce
qui revient au même, en composant la force — 9, et les forces
(F,), et ainsi de suite.
Si une ou plusieurs arliculations du système étaient
FSRieS
cylindriques, il raffirait que la somme des mmnents des forces eitërieores appliquées à Fensemble des ewps sUoës d*un cdté de cette articulation, fût nulle par rapport à Taxe de la charnière; ces forces atérieures, y compris les réactions des appuis extrêmes, seraient alors réductibles à un couple situé dans le plan de l'axe.
Quelquefois les articulations d'un système sont fictives. On suppose, par exemple, qu'une charpente est c<miposée de pièces articulées ; Téquilibre réalisé dans cette hypothèse sera à plus forte raison assuré quand les articulatiims seront rempkMDées par des assemblages rigides.
rSUlIBS EU CHABFERTE*
365. L'équilibre des fermes que Ton emploie pour couvrir les édifices, donne un aemple de la théorie des systèmes articulés.
Considérons d'abord une ferme du système le plus simple. Deux arbalétriers égaux, et également inclinés à Ihorizon, AB, A'B, viennent s'assembler au sommet B ; leurs pieds A, A',
sont engagés dans un entrait AX' , qui achève le triangle isoscèle A B A'* L'entrait est posé sur deux murs verticaux , dont les coupes sont indiquées en M et W. On suppose en- *''g 317. fin que chaque arbalétrier
ait à supporter une charge uniformément répartie sur toule sa longueur, à raison de p kilogrammes par mètre; celle charge comprend , outre le poids propre de larbalétrier, le poids des pannes, des chevrons, des tuiles, des ardoises, de la tôle ou du zinc, que Ton emploie pour rendre la couverture étanche , enfin les charges additionnelles que la
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toiture peut avoir à subir, par exemple le poids des nci^r^s. I Chaque arbalétrier sera en équililjre sous l'action du poids uniforraémenl répaiii pxAB, qui le sollicite, et des réactions exercées par les pièces avec lesquelles il est en cnnlact, à son pied et à son eommet. Au somme! B, les deux orbalétriers exercent l'un sur l'autre des aciinnï mutuelles el égales ; la symétrie de la figure et des charges, par rapport au plan yertical moyen BC, exige donc que la réaction des deux arbalétriers au point B soit horizontale. Appelons H celte réaction. Considérons à part l'un des arbalétriers AB. Il est sollicili'^ par son poids total, pxAB, que l'on peut supposer appliqué au milieu i de la longueur AB, puisqu'il est également répa[ti. Il est en outre sollicité par la Torce R, liorizonlslc et appliquée en B. Cette force a une intensité inconnue. Pour la délennincr. composons-la avec la force verticale P^pxAB, en transportant ces deux forces ou point G où se rencontrent leurs directions. La résultante, devant être équilibrée par la réaction du point A. doit passer par ce point ; elle a donc la direction GA. Prenant sur la verticale Gl une longueur GK pour représenter le poids donné P, on trouvera, en achevant le parallélo{^ramme GKLNG, la longueur GN qui représente la réaclion il au sommet, el la longueur GL qui représente une force égale el contraire à la réaction de l'appui inférieur A. Celle force, appliquée en A suivant AG, peut être décomposée suivant la verticale el l'horizontale; la composante vcrticals sera égale à GK ou à P; l'horizontale, égale à GN ou à H, est la tension développée dans l'entrait.
Pour calculer la force R, qui représente k la fois la leision de l'entrait el la pression mutuelle des deux arbalétriers au point B où ils s'assemblent l'un à l'autre, on peut appliquer le théorème des moments.
La force horizontale R, appliquée en B, la force verticale P appliquée en I, et la réaction du point A se faisant équilibre, la somme de leurs moments est nulle par rapport à un axe quelconque. Prenons pour axe la perpendiculaire élevée au point A sur le plan de la figure. Le moment de la réaclion ap-
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iépaiflie,i iûm étf kSogriBBes parmètre de IongMv pour ru, et de p' UogniniDes pour Pantre. La résultante des poids de chaque arbalétrier sera verticale, applifsée aos milieax I, P de cliacan, et ^le à P=:pxAB pour le pranier, et à P^^/x A'B pour le second.
n- st&.
La réaction raiiluelle, R, des deux arbalétriers au point B ne sera plus horizonlale ; mais en vertu du principe de l'action
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égale à la réaction, la forre BU, exercée par l'arbalélrier BA' sur l'arbalétrier BA. sera égale et contraire à la force BR' exercée par l'arbalélrier BA sur l'arbalétrier BA'.
La tension T développée dans l'entrait AA' aura la miîme valeur aux points A et A'; elle sera dirigée de A vers A' au point A, de A' vers A au point A'.
Exprimons l'équilibre des deux arbalétriers pris séparément; pour cela, prenons les moments par rapport aux points A et A', ce qui élimine la tension inconnue T. Nous aurons, en abaissant les perpendiculaires AU, A'H' sur la direction de la réaction It,
PxAK = RxAIi.
BxA'H'=P'xA'K'.
Multipliant les deux équations et supprimant le facteur commun R, il vient :
Celte dernière équation fait connaître le rapport -jrz-; or
prolongeons la droite Illi' jusqu'à la rencontre au point 0 avec la droite AA' prolongée. Les ti'iangles OA'fi', OAU donnent la proportion
OA' Le rapport -r^ étant égal à un nombre donné, on pourra
trouver le point 0 sur le prolongement de AA', et joignant OB, on aura la direction de la réaction mutuelle.
On pourra alors déterminer la valeur R de cette réaction au moyen de l'une des équations dus moments.
Comme le point 0 peut être très éloigné, il est plus mode de déterminer sur le cùté BA du triangle ARA' un point F tel, que l'on ait la pruporlion
n FxMi' âv
d h dfawfiiB chcvAèc ni s wbCBdn • MepvdUleàbdraiteAT.
parle point
A IiABJOBàl».
SC7. Soit AHdrA' «ne fene symétrique par rapport au plan fcrtieal CD« et sfaétrkpienient diargèe; les poids répartis de A en B sont rèdoctiUes i vn poids P, appKqaë ao milieu I de la longueor AB; les poids répartis de B en C, à un poids P, appliqué au milieu K de la ion* gueur BC. Des poids égaux à P et à P sont appliqués en K' et en T.
^*« ***• On donne les distances AD = /,
DC=/*, AH = m, HB^fc, et Ton demande à quelle condition les forces P et P doivent satisfaire pour l'équilibre.
Les articulations A, B, C, B', k\ peuvent être supposées cylindriques, autour d'axes perpendiculaires au plan de figure.
A cause de la symétrie de la figure et des forces, il suffit de considérer une moitié du système, située du côté du plan CD; la réaction mutuelle des deux parties de la ferme au point C est une force B horizontale. Appelons X et Y les composantes de la réaction subie par le point A, estimées suivant l'horizon-
(aie AD et la verlicalc AZ, el f et p' les distances au point A
des forces P elF. On en déduit p = ^ et p'=:~^. Nous
aurons pour exprimer l'équilibre du contour ABC les (rois é<]itaiioas :
Celte derniôre équation l'ait connaître R ; la première donne ensuite S. La seconde fait connaître V.
U faut de plus que chaque côté AD, BC soit séparément en équilibre sous l'action des forces qui le sollicitent, y compris la réaction mutuelle développée en li. Prenant les moments par rapport au point B, on élimine celte réaction, et on doit avoir, pour lemorceuuAB,
Px| + XA = YXM,
el pour le morceau DC,
Ces deux équations rentrent l'une dans l'autre, en vertu des équations d'équilibre de l'ensemble ; si dans la seconde on
rvH-py
remplace R par sa valci
y il vient pour la condition
d'équilibre l'équation suivante
on bien, en remplaçant p et p' par leurs valeurs et en rédui-
SIQt}
Si celte condition est remplie, la résultante de la force h
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et de la force P passera au point B, et sera la iraleur de la réaction dé^oppëe dans rarticolation ménagée en ce point.
Cette réaction composée atec P aura une résultante qui passera en A, et qui, décomposée suivant les directions AD, AZ, fera connaître X et T.
368. L'équilibre n'est possible que ai une certaine condition est remplie. Si les poids supportés par la toiture Tenaient à
être altérés, la toiture devrait changer de forme pour ramener l'équilibre, h moins que la raideur des assemblages en A, B, G, n'intervint pour empêcher les déformations. CSe serait là une mauvaise charpente. On évite ces inconvénients en reliant les points B et B" par un atlrotl BB'.
Appelons T la tension dévelojqpée dans l'entrait, et exprimons réquilibre du contour ABC; nous aurons les trois équations :
X + T — RsrO,
R/"— Pp — py — TA = 0.
Puis, pour réquilibre individuel du côté BC, en prenant les moments par rapport au point B, ce qui élimine à la fois la réaction du côté AB et la tension T,
Fig. S50.
RX(A-A) = P'X
La dernière équation donne R, la troisième donne ensuite T. Les forces X el Y sont déterminées par la première et la seconde, et l'équilibre est toujours possible.
ËQ: lUBRE DE LA GIlUg,
Z DE LA UnUE.
ÎS69. la grue tournante reprùsenlée par la figure 351 es! un appareil desliné au chargement et au déchargemenl des wagons vt des navires.
Elle comprend un arbre vertical OB, posé sur une crapaudineO, et a,ipuyé lalétalement, dans la région A, sur un collier de galets; la partie OA s'enfonce dans un puits nïservé au milieu d'un massif de mni,'onnui'ie, et ta partie AB Tait saillie au-dessus du sol. L'axeOB porte une charpenlR formée deilcux pièces obliques, l'une W, apptstée tirant, l'autre vf', appelée volée; ces pièces se réunissent en un point situé en dehoi s de l'axe; le tirant, formé de deux poutres jumelles, dépasse la volée d'une ceitaine quantité; on y attache une poulie fixe D.
sM taciuBni
sur laquelle on fait passer une corde dont l'exfrémifé est liËe au tirant, et qui porte une poulie mobile m, i la chape de laquelle OD suspend le fardeau. L'autre eifrémité de la corde s'enroule sur un treuil T, .J- dont l'aie, supporté par l'axe vertical OB, emprunte son mouvement à une manivelle n, par rinfemédiaire d'un équipage de roues dentées.
Soit P le poids soulevé par la grue (fig. 553). La tension de la corde qui passe Bur la poulie mobile
sera égale & 5P;le tirant tr
est donc sollicité par deux forcés, dont Tune est verticale, appliquée en E au pcrint d'atlacbe de la corde, et égale
& s P ; l'autre est la résultante de deux forces égales i
= P, agissant toutes deux sur la poulie D, suivant les deux
brins qui passent sur cetle poulie; elle est bissectrice de l'angle des deux brins. La résultante B de toutes ces forces s'obtiendra plus simplement en composant le poids P, transporté au point G, avec une force -s P appliquée suivant le cordon DF. La volée VV doit soutenir le tirant le plus près possible du point de passage de cette force R; décomposant la force R suivant les directions VV et tC, on aura la tension S du tirant, et la compression C de la jambe de force. '
L'arbre vertical est donc sollicité par une force l'S, qui agit dans la direction du tirant; par une force V'C, qui agit dans la direction du prolongement de la volée ;enfm partes actions exercëessur le treuil et les manivelles,tant par la puissance que
par la force ;^ P, (ension de la corde qui joue le rôle de résistance sur celle parlie de la machine.
On trouvera l'elTort nécessaire pour soulever le poids P en exprimant l'équilibre du système formé par le Ireuil, les manivelles et les roues déniées intermédiaires. Appelons / la force, ou la somme des forces appliquées aux manivelles dans la direction du mouvement à produire, X la longueur des manivelles, e la raison de l'équipage de roues dentées il, g 219), r le rayon du cylindre du treuil ; un déplacement angulaire « imprimé aux manivelles produit un déplacement angulaiie a; sur le treuil; les déplacements linéaires dos points â'applicalion des forces sont lespeclivement \a et rae , el l'équation d'équilibre est
Prenons pour exemple une grue dans laquelle les mnni- ■velles ont une longueur X triple du rajon r du treuil, et dans laquelle l'engrenage se compose des roues dentées suivantes :
Sur Paxe des manivelles, un pignon de 9 dents engrenant avec une roue de 5i ;
Sur l'axe de celte roue, un second pignon de 9 dents, engrenant avec une seconde roue de 54 dents ;
Sur l'axe de la seconde roue, un pignon de 1 1 dents, engrenant avec une roue de 66, faisant corps avec le treuil.
On aura, en faisant abstraction du signe de la raison,
ai bisinl ifîr trots ouDOHivres k dèrelopper un elTort d'eu*
Qa dispott Tbfùfêff de raoes deatèes de minière i potii «alMié lou In engrenages ilans b Irans- Ubet m en dehors : en opérant ainsi, on Ib dièffaoeBCat des poids bibles, et réduin h TUÊÊb ■KUMÏnnnrHf des poids plus lourds.
370. Soit ABC un triangle ronné par trois cAtès ariicaUs CD A , t-n B et en C ; chaque cdlè fiX boUîcilé par une force connue, savoir : le cAlé ABparla >v^^,^-7\ y 1 forcer, lecôiéBCparlafort^eF',
*P^(Ox^ / le côté AC par la force P. U
triangle étanlen équilibre sous l'action de ces forces, leurs direclioDs cF, oF', h\' concourait en un même point 0, et cbcune des forces est proportiounelle au sinus de l'angle formé par les direcIJons des deui aulres. On demande de déterminer les allions mutuelles des cùtés dans les arlif^ulatiofis '"** A,B,C.
Un côté quelconque AB est eu équilibre sous l'acUoD de U
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force F, appliquée en c, et des réactions dévcloppces aux extréinili'3 A et B. Donc les directions de ces ri'actions concourent en un môme point y sur la direction cF. De nii^me, les rùaclions des articulations A et C sur le côté AC, se coupent en lin point p de la direction bf, et les réactions des articulations C et B sur le côté BC se coupent en un point a de la direction de sF'. Les réactions des articulations étant d'ailleurs égales et contraires deux à deux, la recherche des points a, &, Y revient à faire passer par les trois points donnés A, B, C, les cûlés d'un triangle x^t dont les sommets a, 0, -; se trouvent respectivement sur les trois droites données Oa,
Ofr, Oc, concourantes en un point 0.
On sait (g 513) comment on peut résoudre géométriquc-
ment ce problème.
Les composantes p et f déduites de cette construction
seront nécessairement égales. Car prenons les moments des
forces par rapport au point a; l'équilibre ayant lieu, il
Tiendra :
!l.F-|-ll.F''-f B^-(-M.Î = 0.
Les moments des autres forces, F', v, r, u, s, sont nuls, puisqu'elles passent par le point a. Or
puisque les forces F, F', F" se font équilibre par hypothèse. Donc
ce qui exige, puisque les forces p et q ont une même direction Py» qu'elles soient égales et contraires.
CHAPITRE III
m APf ARQLS FnOPflCS A KSURai LC TlUVâlL DES FORCES
DTXASOSIÈTBE DE TRACTI05 A BA5DE.
371. Noos aïwis décrit (g 156) le dynamomètre au moven duquel oo érahie les forces. Qu'on mette, par exemple, un'tel appareil entre une voiture et son attelage, on pourra lire à chaque instant sur Féchelle de Imstrument TefTort développé par le moteur. Mais cela ne suffit pas. On complète Tappareil de manière à conserver la trace de ses indications successives, et à donner en même temps la mesure du travail de la force.
A cet effet, on attache à la lame mobile du dynamomètre un crayon, qui reçoit tous les déplacements qu'elle subit ellemême : la pointe du crayon porte sur une bande de papier horizontale, tendue sous le dynamomètre dans le sens de sa plus grande longueur. Cette bande est animée d'un mouvemenî de translation proportionnel au mouvement de la voiture. Pour qu'il en soit ainsi, la bande de papier, enroulée d avance sur un cylindre, s'enroule sur un second cylindre parallèle au premier, et auqud on communique, par un équipage de n>ues dentées, un mouvement de rotation emprunté au mouvement des roues du véhicule. A mesure que la voilure avance, les roues tournent, la bande de papier se déroule du cylindre où elle est emmagasinée, et se déplace longiludinalement, en passant sous le crayon, d'une quantité propor-
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lionnelle à l'espace dùcril. L'emploi d'une fusée (I, g 308) corrige la perturbation produite dans la transmission par l'épaisseur croissante du papier a la surface du cylindre qui communique le mouvement h la bande mobile.
Un second crayon fixe trace sur la bande la ligne droite qui correspond à l'écart naturel des lames du dynamomètre, quand aucune force n'agit sur lui. Lorque l'observation est lorniinée, on déroule la bande de papier, sur laquelle on Irouvc tracées deux lignes: l'une OA, droite, tracée par le crayon fixe, l'autre MN, sinueuse cl tracée par le crayon mobile ; celle-ci indique par ses ordonnées m/*, comptées à partir de la première, les valeurs de la force de trac- ItOD à l'instant défini par la position du point m. Soit 0 l'origine correspondante au point de d6part. L'abscisse Om sera proportionnelle au clie- "*' '"'■ mio décrit par le véhicule, de sorte que, si on appelle X un coeflîcienl constant, et x la distance Om mesurée sur l'épure, Xx sera le chemin cftcclivement parcouru.
De môme, soit mi} = jj, et représentons par n un second coelticient, qui dépend de la forme et de la construction du dynamomètre -. on pourra représenter par \t.ij la force développée parle moteur à l'instant correspondant à l'ahicisseOm, Cette force agit dans la direction du mouvement de la voilure, et son travail élémentaire est le produit de la force par le déplacement infiounent petit du véhicule. Prenons donc sur l'axe OA une quantité inGnimcnt petite mm'=dx; le travail Élémentaire du moteur sera te produit /jj/X idx= lùydz,
et le travail lolal, pris entre le point de départ 0 et un point quelconque A, sera la somme
ydz.
c'esl-à-dire le produit de l'aire OMNA par le roefficient cdih
596 byuaioxètbb a COlPTEim.
La recherche du traTaîl moteur est donc ramenée à la quadrature de la courbe tracée par le crayon du dynamomètre.
DmiAUOSI&IBI DB TRACnON k COMPTEUR.
372. Au lieu de faire tracer au crayon du dynamomètre une courbe, dont il faut ensuite évaluer la surface, on peut employer un compteur qui totalise le travail produit.
Pour cela, on attache à la lame mobile une botte B, p(»tant un galet 6; dans l'état naturd du dynamomètre, c'est-à-
dirè quand il n'y a aucune force
OU
Fig. 355.
appliquée , la boite est en un point B ; une traction produi-^ - sant dans les lames un surcroît
^* d'écart CC', amène la boite en B' et le galet en G". Au-dessous du. galet est disposé un plateau AA', mobile autour d'un axe OCK ; cet axe est situé audessous du centre du galet, dans la position G qui correspond à Tétat naturel du dynamomètre. On communique à Taxe 00', et par suite au plateau Li\ un mouvement de rotation proportionnel au mouvement des roues.
Le galet engrène par adhérence avec le plateau, qui lui communique autour de son axe mm' un mouvement angulaire proportionnel à la distance G'O, ou à l'écart des lames, ou enfin à la force développée par le moteur.
Si Ton appelle o) la vitesse angulaire du plateau autour de 00' à un moment donné, y l'écart G'O acquis par le dynamomètre au même instant, r le rayon du galet, la vitesse angulaire Û du galet autour de son axe mm' sera donnée par l'équation
• rû = y».
Or (ù est proportionnel à la vitesse angulaire des roues de
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la voilure, el, X di'signanl un coenicienl conslanl, la vitesse w correspond à la vitesse angulaire Xu de l'une des roues; soil R le rayon de celle roue : cette vitesse angulaire correspondra it une vitesse linéaire du véhicule égale à XRio.
D'ailleurs la force développée par le moteur peut être reprÉscnlée par \).y ; donc le travail développé dans l'unité de temps est mesuré par le produit
Le travail étant proportionnel à la rotation Û du gnict, il suflil de compter le nombre de tours, pour avoir le travail effectué dans un parcours donné. Un compteur placé dans la boite B et engrenant avec le galet G, donne le résultat au moyen d'une simple lecture.
HAMVELLE DYSAUOMÊTHIQUE.
573. Cet appareil sert à évaluer le travail moteur communiqué à un arbre à l'aide d'une manivelle.
On fixe à l'arbre tournant une pièteA, portant en B un petit cylindre, autour duquel la manivelle MN peut tourner sans rencontrer de résistance. Le cercle il représente le boulon de celte manivelle. Pour transmettre à l'arbre l'elTort appliqué au bouton, on se sert d'une lame flexible CD, qui s'engage dans le système AB, lequel fait corps avec l'arbre,
et qui, par l'autre bout, vient passer entre deux coulcanx E cl F, fixés au dedans de la manivelle évidée. L'application d'une force motrice au point 11 fait flécbir la lame CD, et l'arbre est entraîné seulement quand cette flexion a altcint une certaine valeur. La force réellement appliquée à l'arbre est proportionnelle à la flèche prise par un point déterminé de la lame élastique. On attache un crayon en ce
point, et on dispose sow k manifdfet porallilenient à sa grande dimension, une bonde de pa]^ à laqndle on écrannraniqne nne Titesse de transhfion proportionndle à la ▼itessp de rotation de Farlife. Les aires de la conrbe tracée par le crayon sur celte bande seront proportionneUes au tra^»l transmis.
. LeprincipedetonscesappareilsoonsisfeàultrDdnire, comme intermédiaire ratre la puissance et la résistance, une lame âastique dont la déformation permette d'évaluer la force, et i enregistrer d'une manière continue les indications de Tappareii sur une bande de papfer, qui reçoit une translation proportionnelle au chemin iÛcrit par le 'point d*application de la force motrice.
PBBm DB FBOIIT.
374. Le frein de Prony sert à évaluer le f ra^ail transmis à un arbre tournant.
Soit OVarbre tournant d'une usine. On désembraye toutes les machines- outils que cet arbre met en mouYement, et on
•fait en sorte que le travail moteur transmis à Parbre soit tout entier transformé en un travail du frottement, qu'on peut facilement évaluer.
On serre l'arbre 0, au moyen des boulons mm', nn'j entre deux mâchoires E et F, fixées aux pièces de bois CD, AB. La pièce AB, plus longue que la pièce CD, porte à son extrémité B un plateau dans lequel on met un poids P. L'arbre élant supposé tourner dans le sens de la flèche f, le frottement tend à entraîner dans ce même sens le système ABCD; si l'on augmente graduellement Je poids P, il arrivera un instant où ce poids équilibrera le frottement développé au
Fig. 357.
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conlacl des mâchoires E et F et de l'arbre tournant. Supposons que cet équilibre soit réalisé. Appelons F le frottement développé au pourtour de l'arbre 0, r le rayon de cet arlire, H el R' les distances au centre 0 des verticales passant par le centre de gravilè du poids P el par le centre de gravité G du frein ; soit p le poids propre de l'appareil qu'on peut supposer concentré en G ; on aura pour l'équilibre l'équation des monifnls
Plus on serre les boulons, plus on augmente le frottemeni, plus il faut accroître le poids P pour maintenir l'équilibre. On pourra, par une série de tâtonnements, amener l'arbre à la vitesse normale qu'il doit avoir quand il met en mouvement toutes les machines-outils. Alors le travail T transmis à l'arbre par la puissance csl égal au travail du frollcment, c'esl-ù-dire égal, pour un nombre nde tours, à FxS^rxn, ou à 2wixFr, ou enfin à
T = 2rrn |PB •+■ pR')-
On peut donc déterminer T dès que l'on connaît P, p, R, li', et le nombre n. On remarquera que F el r ne figurent pas dans l'équation finale,
375. Tel est le principe de l'appareil. Mais on y a inlrodu il successivement plusieurs améliorations.
1" On iîjte en M et en M', au-dessus et au-dessous de la branche AB, des laquels, qui empêchent le levier d'être entraîné indéfiniment par la rolalton de l'arbre au commencemenl de l'cxpé- C rience. L'oscillation du levier est réduite ainsi à l'inlervalle MM'.
2* On attache au bout du levier (fig.
558) une sorte de came S, dont le pourtour extérieur tl' est dressé suivant un arc de cercle décrit du point 0 comme centre; celle disposilion a pour effet du *'
rendrcconslanteladislanceRizzOPdu ^'^ *""■
poids P au cculre 0. Le lien qui porle le plateau se délacbe
toojonn tai^^nUdiêment de Vue If, qsdfe ^ne woaA, rUidinaisoD piiae pir le fefîer cotre les JUErtto II et V.
9 Où peut sqipriiiier de Féqiudioii le tenue jA' en em* ployuit im coDtie'foids déieriBiiiè par mie eiqpéiîe^ préalable.
Pdoreda^earattaciie mfariabfement an fiffiio un cooteaa ^aeè an centre 0 de FarlNne tonmanL L'appaiefl étukï porte parce couteau, on adièfe de le soutenir an mojen d'un fil
Terlical IB, tennissant le point B dn le- TÎer ABan flëan lOF d'une balance; on rélabKtréqnilibrean moyen d'un poids Q, l^acé dans le bassin de la balanoe. L'effet '^»' de ce poids équivaut
à une force ^leàQ, appliquée de bas en baut au point B, et dontle moment par. rapport au point 0 serait égd et contraire au moment du poids p. L'introdnctbn du ccmtre-poids Q daos le frein en service reviait donc à la suppression du terme pR\ Le poids Q est ce qu'on appelle la tare du frein. 4* On a aussi amélioré le mode de serrage des mâchoires.
Le système que nous allons décrire a été imaginé par M. de Saint -Léger, ingénieur des manufactures de l'État.
La mâchoire supérieure E est conservée. La mâchoire inférieure est remplacée par une série de voussoirs en bois, V, y\ V%..., arrêtée en C et C à deux cornières; une
Fig. 560. u * »•
chaîne contmue mn passe sur Textrados de la voûte formée par ces voussoirs; elle es( attachée en n à un point fixe; l'extrémité m, garnie d'un filet
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devis, traverse un ëcrou auquel un èquipag:e de roues dcn* l£cs, F, permet de communiquer un mouvement de lotalion autour de son axe- On peut donc serrer aussi lentement qu'on le voudra l'ensemble des voussoirs au pourtour de l'arbre lournaiil.ou plutôt au pourtour d'un cylindre en fonte, NN', boulonné sur larbre.
Les voussoirs et la mâchoire E s'échauffent par le frottement. Pour réduire cette élévation do Icmpi-ralure, on l'ait couler de l'eau froide sur les parties Irotlantes pendant toute la durée de l'expérience. Il faut tarer le frein quand il est Baturè d'eau, sans quoi l'arrosage continuel auquel il est soumis pourrait modifier la distribution des poids.
I.'cau de savon a été employée pour cet usage, mais l'eau pure est préfùrable, parce que, ne réduisant pas autant le coefficient du frottement, elle n'exige pas un serrage aussi énergique de la chainenin.
376. M. Krelz a fait connaître une autre disposition du frein. Elle consiste à supprimer le Iftvier et la mâchoire supérieure , et à entourer la roue J, fixée à l'arbre, par une chaîne garnie intérieurement de voussoirs; une béquille 6, attachée à l'un des voussoirs, cl placée horizontalement, supporte le poids P, suspendu (angentiellement a un arc
de cercle décrit du ppinl 0 comme centre. Pour faire varier le serrage, M. Krelz terme la chaîne par une vis Z à pas ren- \ersés. Le système est centré, c'est-à-dire que le centre do gravité tombe esacteraent sur l'ase, ce qui évite la nécessité de tarer.
fBE» BrauomitiQiii
non- BiBUHNriTBioitii m u. tunoo. npuz.
377. Le frnn dynamcHnétrique de H. Depgpex est ud firàn de Prony qui se r^e de loi-même.
Dans le frem de Prony la presûon des mftdioires C et C contre la poulie B, calée sur l'arbre toamant À, s'obtioul h l'aide de vis dont on serre i volonfô les écrous . Si le tnm est trop seiré, il est enlratoé malgré le eobtre>poids par le' mon- Temortt de l'arbre; s'il ne l'est pas asses, il tombe sons l'aotion de ce cdntre-poids. Le réglage est difficile à faire, et une âmjAe modification accidentelle du coeffidenl de frottement suffit pour détruire l'équilibre.
M. llarccl Deprei attache les mftchoires C et C i deux leviers Ë et E' sensiblement parallèles, dont les points fixes, « et tf, sont pris snr une poulie folle D, concoilrique à l'arbre tournant. Un autre levier F a son point fixe en n à l'extrémilé du levier inférieur; il est en outre rattaché au point r, par une bride arliculéc f, à l'ex- Irémité m du levier supérieur. Vn poids Q, suspendu à l'extrémilé p du troisième levier, point qui coïncide avec le centre de l'arbre, tombe libiement à l'aplomb de l'axe de l'arbre tournant. Dn second poids P, suspendu tangenfiellement à la poulie D, doit faire équilibre au frottement subi par les mâchoires ; c'est ce poids qui entrera seul dansl'espression du travail cherché.
Le mouvement s'effectuant dans le sens de la flèche, si le frottement des mâchoires est trop énergique, l'ensemble des
Fig. Sfil
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trois leviers E, E', F est enli-ainé par l'arlire tournant, et Tait un angle de plus on plus grand avec l'horizontale. En même lemps le serrage diminue : car il est produit par le poids Q, et \-arieaïec les moments de ce poids par rapport aux arliculations m et n, c'est-à-dire avec les distances de ces points m et n à la verticale fixe suivant laquelle le poids Q agit. Il est facile de voir que l'intensité du serrage est proportionnelle au sinus de l'angle a que les leviers l'ont avec la verticale. Si donc le frein a été réglé approximativement pour une inclinaison de 50" sur l'horizon, l'équilibre, s'il vient à se rompre, se trouvera rétabli aussitiM par une variation de l'inclinaison dans un sens ou dans l'autre, variation qui augmentera ou diminuera l'intensilé du serrage, et qui raménei'a dans tous les cas le frottement h la valeur qu'il doit avoir pour tenir le poids P en équilibre. Les sinus des angles 0°, 60", 90" étant
respectivement égaux à 0, â et 1, on voit que le réglage,
étant fait sous l'inclinaison moyenne de 30" h l'horizon lorsque le frollemenl des mâchoires est représenté par l'unité, permellra des variations du frottement entre les limites extrêmes 0 cl 2 ; or il s'en faut que dans la pratique le frottement puisse varier dans cette proportion. Cette disposition rend en définitive le réglage du frein automatique.
FHEI^ DT>'AUOMÉTItlQ['E l)F. H. CAnPEMIEH.
578. Sur l'arbre tournantA (fig. .ïOô), sont calées deuspoulicsà gorge, C et B, de diamètres égaux; l'une B est calée sur l'arbre, et entraînée dans son mouvement ; l'autre C est folle sur le même arbre. Celle-ci porte un poids p suspendu à un £1 attaché au point 9. Pour équilibrer ce poids, on se sert d'un autre fil qui s'attache en R ii un crochet faisant corps avec la poulie C, mais qui est amené par un coude à être situé dans le plan moyen de la poulie B. Ce fil attaché en R passe sur la poulie B, et supporte un poids P à son exti-émilé libre.
M FKErs Ii)':<AUOILETRI<)DE
ftulte de celte disposition que la poulie mobile B froKe cor- ' le fil RP dans toute l'étendue de l'arc embrassé mn. Si a est l'angle au ccnlre mkn correspondant, et que T soit la tension du lil dans ta région mR.on aura par lonséquent entre P et T U relation
rif.ses.
f étant le coefficient du frottement. Le frollement total eiercé par la corde sur la poulie mobile est la difTérence P — ^T. D'un aulre côté, la force T, appliquée en R tangentiellemeot à la gorge de la poulie B, de même rayon que la poulie C, fait équilibre à la force P, qui est tangenteà la même circonférence. Il en résulte que l'on a T^=p, et que le frottement total s'exprime par la différence P — p. qui est immédiatement donnée.
S R est le rayon commim inz deux poulies, n le aombre de tours que l'arbre fait en une miDUle, le travail du frottement par seconde sera le produit
c'est la mesure du travail transmis par le moteur à l'arbre tournant. L'équilibre de la poulie folle s'établit encore ici de lui-même ; il suffit pour cela que la tension du brin Rm soit devenue égale au poids p ; or il en est toujours ainsi, parce que l'angle a prend la valeur qui convient à l'équilibre, c'està-dire la valeur donnée par l'équation
Si le coefScicnl f varie, l'angle a varie en conséquence, et la
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formule du travail transmis reste toujours la même. La différence P— p varie très rapidement avec Tangle a lorsque /* reste constant; cette circonstance augmente la sensibilité de Tappareil. Le frein de M. Carpentier convient particulièrement pour les machines de petite puissance (').
(*) Sur les freiiis de M. Marcel Deprez et de M. Carpentier, on peut consulter un rapport inséré dans le Bulletin de la Société d'encouragement pour Vlnduêtrie nationale, 9* série, tome VU, août 1880.
la charge répartie uniformément de A en B, et nous équilibrons cette charge totale par une force égale et contraire, F = pxAB.
Réciproquement, à une force donnée F, appliquée en un point 0 quelconque d'un solide, on peut substituer, soit réellement, soit fictivement, sans troubler l'équilibre, une force
également répartie, à raison de rg unités de force par unité
de longueur, le long d'une droile AB, menée dans le soHde perpendiculairement à la direction de F, et telle que le point d'application 0 soit le milieu delà droite AB.
380. La condition d'équilibre du levier se déduit de cette simple ipemarque.
Soient P et Q deux forces données, parallèles, appliquées
aux points A et B d'un ^ système invariable, que
nous pouvons réduire par B :i la pensée à la barre rigide AB qui unit ces ^, deux points. Cherchons
Q quel est le point 0 de
cette barre qu'il faut fixer pour équilibrer à la fois les deux forces Pel Q. Pour cela divisons la droite Alî au point M en deux segments AM, MB, proportionnels aux forces adjacentes ; il suffit pour cela de mener BQ' égal et contraire àlUJ, et de joindre PQ'; cette droile PQ' coupe AB au ])oint eheielié. Prenons ensuite sur la barre prolongée dans les deux sens des longueurs AM'=:AMet BM^^^BM; nous supposerons que les segments additionnels AM', BM" sont réunis invariablement nu système donné.
p Cela posé, à la force P substituons une charge rrrr, égole-
menl répartie par unité de longueur sur tout le tronçon MM , et à la force Q, une charge r--rp également répartie par unité
Fig. 3Cr>.
ADDITIONS
son LA courosiTiox hes forces.
579. Il n'esl pas ïmitile de nionlrcr que la règle du parallélogramme des forces peut se déduire du principe de l'équilibre du levier, qui a été longtemps, comme on l'a vu, la base de la statique (§ 267). Commençons par établir le principe lui-môme, sans rien emprunter à la théorie de la composition des forces.
Soit \]i une barre rigide, que nous supposerons uniformément chargée de poids, h raison de p unités de poids par unité de Ion- p
gucur. Si cette barre est libre lians î
l'espace, on pouri-a évidemment la
maintenir en équilibre en en fiiant le ;; 5 S
point milieu 0; la barre restera alors ^ ^^
immobile sous l'action des poussées symétriques qu'elle subit de part et d'autre de ce point (ixe. On tient donc en équilibre le poids total pxAB qui pèse sur la barre, en appliquant au milieu 0, en sens contraire de la pesanteur, une force unique F, et cette force doit être égale au poids total; car on peut regarder comme un axiome, ou au moins comme un fait d'expérience, que le poids toi (il d'un sysiéme matériel ne change pas quand on ne fait que grouper d'une autre manière les parties qui le composent. Ici nous rassemblons pour ainsi dire au point 0 toute
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Soit AOB un le^er eondè, mobile autour du iM>int 0, et sot Hâté aux points A et B par deux forcer P et Q, normales aux deux bras OA^ OB, ces deux forces étant situées dans le plan jde Tanj^ AOB. On demande la condition d*équilibre.
FrdongeoDS AO ju8^*ai C, à une distance OC =0B; au
point C, iuTariablement lié au levier t appliquons deux forces (y et Q*, égales et opposées, normales à OC, situées dans le plan de la figure, et enfin égales à Q. Les deux forces ^les Q et Q" ont un point eommùn I, qui apparlioit à la bissectrice commune aux angles BOC et OIQ'- On peut supposa les forces iqppliqaéesettcepmntl; elles s'y composent en une force unique, qui, «Tertnde la symétrie, est dirigée suivant cette droite 01. Elle charge donc directement le point fixe 0, et ne contribue pas à modifier les conditions d'éqîdlibredusystéme. H reste à s'assiuer de l'équilibre des finrces Prt Q^ appliquées au leviar droit AC, ce qui ramène à l'équation des momaits
rig.sML
PXA0 = Q"X0C.
pxâo = qxob.
puisque Q est égal à Q* et OC à OB, d'après la construction de la figure. Donc Tèquilibre des P et Q s'exprime encore par Téquation des moments, comme si les forces étaient parallèles.
38*2. Arrivons enfin à la démonstration du parallélogramme des foires.
Soient P = OA, Q = OB deux forces appliquées en un même point G, faisant partie d*un système invariable (fig. 367). Prenons le milieu I de la droite AB qui joint les extrémités des
forces P^et Q. Je dis qu'en fixant ce point les deux forces P et (Jseronl tenues en équilibre.
Abaissons en effet du point I sur les direcliuus des l'orccs I' et 0 les perpendiculaires IK et IL, et considérons le levier coudi' KIL, mobile aulonr du point 1.
et sollicité en K et en L par les l'orces r cl Q. La condition d'équilibre sera
ou bien
OA X IK = OBxlL.
égalité évidente, car chacun des produits indiqués mesure le double de la surface des triangles AOl, BOI.qui son! équivalents, puisqu'ils ont des bases égales Al = lit, et pour hau- "
leur commune la distance du point 0 à ia droite Ail. Le point 1 est donc situé sur ta résultante dos forces i' et 0. AppelonsRla grandeur encore inconnue de cette résultante^ appliquons au point 0, dans le prolongement OC de la droite 01, une force ÛC = R, qui tiendra en équilibre les deux forces P et Q. Les trois forces P, Q, R se faisant èquilibi'e, cliacnne est égale et contraire îi la iL'siiItantc des deux autres, et par suite, en y appliquant la remarque qui vient d'être démontrée, la force P passe par le point 1', milieu de la droite BC, et la force Q par le point 1°, milieu de la droite AC. Donc en6n les trois forces P, Q. B ont pour directions tes médianes Ai', Bl", Cl, du triangle ABC qu*on obtient en joignant leurs extrémités. 11 en résulte que R=;OC est double de 0!. Si donc on prolonge 01 d'une quantité ID^Ui, la droite OQ représentera en gitindeur et en direction la i-ésullante des forces OA = P et OB=(J. La construction revient a achever le parallélogramme Q\l>B, st è mener la diagonale OD. La démonstration déduit, comme on le voit, la règle du parallélogramme des forces du théorème du g 28, cas particulier du théorème du g 218,
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Uiéorème qui se taltàcbe à la condition d*éqmlibre du Içvier. .
5$3. Bemarque. Considérons un point matériel M, sollicité 4paif H forces données en grandeur et en direction MF, MF% MF'. . . On demande la résultante BfR de toutes ces forces. Sans rien connaître sur les régies de la composition des forcest on pourrait arriver à découvrir cette règle à Taide des observations suivantes.
Par le point M menons trois axos arbitraires, MX, MY, MZ, et rapportons à ces trois axes les extrémités F, F, F'..., des droites données, ainsi que l'extrémité R de la droite cherchée. Soient
9, y, s, les eoordCMmêes do point F,
^ X, T, Z ceUes da point R.
Les quantités inconnues X, T, Z devront être exprimées par des fonctions des données ^i y, «i â/, y', a^, ^»!^> s',.... lesquelles fonctions devront avoir certains caractères qui permettent d'en deviner la forme :
1* Elles s'annulent lorsque les quantités a;, y, 2, a/, y',2',.... s'annulent toutes à la fois ;
2** Si l'on a à la fois 0?'= 0, t/=Oy %'=o, of=Oj !/' = o, ^"=0,... pourn — 1 forces, on a aussi X=a:, Y=i/, Z=2;
3** Toutes les forces devant entrer de la même manière dans la composition de la résultante, X, Y, Z sont des fonctions symétriques de ar, t/, 2, x\ y\ 2',...;
4° Les fonctions X, Y, Z doivent être telles, qu'un changent ment quelconque des axes, sans changement des composantes, n'entraîne aucun changement dans la résultante R;
5*^ On peut ajouter que si F, F',... augmentent ou diminuent dans un certain rapport, sans changement de directions, R augmente ou diminue dans le môme rapport.
11 y a sans doute une infinité de manières de satisfaire à ces conditions ; mais parmi ces manières la plus simple consiste
h eTpnmer X, Y, Z par la somme algébrique des coordonnées de même nom relatives aux composantes, c"est-ii-dire ù poser
ce qui revient è dire que la résultante R est la aomme gcomâ- Iriquei^ *27)des composantes F, F' On retrouve aussi directement sous celte formelc tliéorèmc du § 219.
PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DU LIED DES CENTRES DE GRiVtTfi DES ARCS DE CERCLE (^ 184 ET BDIVAnTS).
384. La méthode indiquée § ]86, 1°, pour passer du centre de gravité G de l'arc AB au contre de gravité G' d'un arc AI moitié moindre (fig. i65), permet de construire, avec autant d*approiimatron qu'on le voudra.
ua triangle équivalent à un secteur circulaire , et une droite égale en longueur à un arc de cercle.
1' Soit G le centre de gravité de l'arc AB, dont le centre est en 0. Du point 0 comme centre avec f vm " *
OG pour rayon, décrivons un arc
de cercle GB. Je dis que le secteur OGll est équivalent au triangle OGA.
En effet, soit OA = a, angle GOA = 9. On aura
Donc le secteur OGll a pour mesure
|M>cM&i#a>]«^X«&Bt»{.
CiOB» mt pourra donc 60A, CB èfevant en 06^ JBifA h iaiooiriro.ai G^ â^ec arimÇr «w fapadBeiilaiie sur 06\ 6^ OTBC h tianctriee OC, et amâ G« C, 6^«... famaot les centres de AB, AI, ATt... etabootusant par As ceabe de gntilé de l'are infinim^t CB ce peint. Lofs^'on apjpoche de OC. mt dHBfcat pas aeûsiMeniefit da d'oïl aeal ceop la comtroction are de carde dn peinl 0 cMinie centre avec 0C|. pear rajM. Gel are ae canfHid aaoâblement avecla perpodcdaire éiefée à TeitrteHé de 06^ et fl bit connailre le peint A svee me ^yronmation qn'on pent pousser aussi laâa fUi*mi le waidra.
¥ La même construction appliquée à Tare 06, égal au rayon Ok, (ait connailre le déYeloppement OÂ de cet arc sur sa tangoite à rextrémité 0. H est aisé de démontrer directement cette construction par la géométrie élémentaire.
ce5tbe as outtté de masses placées aux sommets
d'gii triangle.
583. Si Ton place des poids égaux aux sommets d'un triangle ÂBC, le centre de gravité de ces poids coïncide avec le centre de gravité du triangle lui-même, c'est-à-dire avec le point commun aux trois médianes (§ 198). Si les poids placés aux sommets A, B, C sont proportionnels aux côtés opposés a, 6, Cf le centre de gravité est au point de concours
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des trois bissectrices, c'est-à-dirc au centre du cercle inscrit dans le triangle (g 2'24|.
On peut se demander quels poids il faudrait placer aux sommets A, h, C, pour amener leur centre de gravité en d'autres points, tels que le point de concours des trois hauteurs, ou le centre du cercle circonscrit.
1' Soient A, B, C les poids cherchés, dont le centre de gravilè est , au point G où se coupent les hauteurs Aai, Bp. Cy-
Si l'on compose les poids B et C, In nïsullante devra être appliquée au point *; car il faut qu'en la composant avec le poids A, on obtienne le point G pour le centre de gravité général. On a donc l'équation
Fig. W).
Mais les segments Ba, Ca sont respectivement égaux à cCosB, b Cosl^, a, b. c désignant ici les cùtés, et A, B, C les angles du triangle donné.
Donc
B _ bCotC _ Sin B Co» c _ TangB C — (■ Cw B^ Sin'C ^ Co« B ~ r«ij C
On aurait de même
^ Tang C Tao(! A '
_ Tang A Tiing'B'
n suffit par cons,6qucnl de prendre les poids A, B. C proportionnels aux tangentes Irigonomctriqucs des angles du jriangle.
Si l'un des angles A est droit, la tangente est infinie; le centre de gravité coïncide avec le sommet de l'angle droit, les
«dmi aitfres pmds. démit èbre jÉégligis iis4hà eu pi»& infini tang A.
* Si rîiii des ang^ kml 4>bta8, le poids ecKrreqmidnit est inégatif. La pesanteur doit agir a» pràrt A en ama iMilitire dà sens .dans lequel eUe agit aux pmnts Bel G.
3* Oiercboiis ensuite quels poids ûtmi placer eftlt tif C, pour que le centre de grairité sokau cmtia 0 du «ende drconsciit au triangle.
Ce point est le point de concours dea Imuleiiradmiriani^
8IJ[, qui a pour SMuneta laa miiieQZ des côtés du trian|^ deonéi al qui a 4es mêmes angtes quieéeiriaiii^.
Par ttmséquent il 8a0ttt^ peur amen^ le centre de grafitt en 0, da pbeer au milieu de chaque eMé ua poids égal à là tangente trigonoméirique de Tangle opposii tang à en Kf tang B en L, tangCeuM. AppsloQS â» B et G des poids a^liqués sus pmnta A» B, € et tels que fe centre de granté smt aussi en 0. * n suffira pour les troufa* de décomposer chacun des poids placés en K, L, M en deux poids égaux, appliqués aux extrémités du côté correspondant. On aura en définitive, en réunissant les deux poids appliqués en un même point.
ng. sis.
= 2 (Tang B -f TangC), = 2 (Tang C + Tang A).
A B Cs=:{TangA + TaDgB).
On peut supprimer le coefficient -^ ^puisqu'on ne cherche ici
que des rapports, et on voit qu'il suffit de placer aux sommets des poids proportionnels aux sommes des tangentes trigonométriques des deux angles opposés.
DB GRAVITE
Appliquée au triangle rectangle, la conslruction fait retrouver le milieu de l'hypoléiiuse pour centre du cercle circonscrit.
Ces exemples montrent qu'on peut être amené à considérer en statique des poids négatifs, ou des masses négatives. Si, par exemple, on place aux sommets d'un triangle ABC des poids proportionnels au\ eûtes opposés, mais en prenant négativement un de ces côtifs, le centi-e de gravité général sera le centre du cercle ex-inscrit au triangle, qui touctie le cùté. pris n^^gativement et tes prolongements des c6tés positifs.
386. Les mêmes recherches peuvent âtre étendues au tétraèdre dans l'espace. On peut chercher quels poids il faut placer aux quatre sommets d'un tétraèdre pour que le centre de gravité soit en un point donné. Si les masses sont égales, leur centre de gi-avilé coïncide avec celui du tétraèdre considère comme un solide homogène. Pour que le centre de gravité des quatre poids tombe au centre de la sphère inscrite, il faut et il sufût que les quatre poids soient respectivement proportionnels ou égaux aux aires des faces opposées. Car si l'on appelle A, Q, C, D les poids placés aux points de même Qom, r le rajon de la sphère inscrite et h, h', h", h!" les quatre hauteurs, le théorème des moments, pris sucessivement rapport aux quatre faces, donne les égalités
auxquelles on satisfait en posant
A', B', C, D', désignant les aires des faces opposées aux angles solides A, 6, C, D.
Si l'on prend négativement un des poids, le poids A par exemple, on aura pour centre de gravité général le centre de la sphère ex-inscrite qui touche la face A' et les trois autres faces prolongées. Comme on peut prendre négativement les
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^piatte pmds meeemmoimit on obtient ^pôlre splérear a* inscrites tondant respeetiTemant ckacane des foalre fines, rt les prolonganents des trois autres. ' On peut prendre encore négefiveaaent dein poids sur ^atre, ce qui pwt se faire de six œaniAres, pmsqu^ y a six .combinaisons de quatre olgets deux à deux. Ifaas ces six manières se groupent deux à deux en hypottièses idaitiques. En ^(^ dmx eomlrâaisons qui ne diffomt que par le dian- > gement de signes des quatre poids ytà la composaott, ne sont pae distinctes l'une de Vautre, et s'échangent Tune dans Tautre ai fiiisant une convaitim oon?enable sur le signe des moments. Par conséquent» les six combinaisons obtennes en iprenant négatÎTemttiit deux des poids sur quatre se lédmaent ^ réalité à aK>itié, et ne donnent que trois sphères nooirelles ex4nscrites^ tangwtes aux quatre &ces pridongèea.
La combinaison qui condstérait à &ire n^tilSi tnis poids sur quatre» est identique à celte qui ecmside à prendre négativement un sràl poidsi les autres <Mant regardés cmaome positifs, et ne fait rien eonnattre de nouveau. .
En résumé, la recherche des cmtres de gravité des poids
di A', db B', di C, di IK,
placés respectivement aux sommets
du tétraèdre, fait connaître huit sphères tangentes à la fois aux plans des quatre faces, et montre qu'il n'y en a pas plus de huit.
387. Les quatre hauteurs d'un tétraèdre ne concourent pas ^n général en un même point. Pour s'en assurer, il suffit de considérer un angle dièdre formé de deux plans P et Q qui se coupent suivant une droite (a). Si l'on prend au hasard deux points A et B, l'un dans le plan P, l'autre dans le plan 0, et •que de ces points on abaisse sur l'autre plan les perpendicu-
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"nîres Ax, B3, ces deux droili!S se croiseront en général dans l'espace sans se rencontrer. Or elles Tormenl deux des hauteurs de tout tétraèdre ayant deux de ses sommets aux points A et B, les deux autres étant situés comme on voudra sur la droite (a), intersection des plans P et Q.
sua LA MÉTHODE GBAPlIlQtTE rOUR LA BÉTERMI^fATIOS DU CENTRE BE GRAVITÉ D'iiJSË AIRB PLAH6. (§ 20j).
588. On trouvera dans les comptes rendus de l'Association française pour l'avancement des sciences. Congrès de Lille, année 1874. p. 1193, une méthode graphique qui permet de ramener à la quadrature d'aires planes, par des constructions très simples, la recherche d'une intégrale double de la forme
// r- s' didy.
étendue à Ions les éléments superficiels compris dans un contour donné ; x et 1/ sont des coordonnées reclangulaires, et m et n des exposants entiers, positifs ou négatifs, mais non pas tous deux égaux à — 1.
ËoufLiBRE d'un polyèdre (§§ 231 et 232).
389. On a démontré dans tes §§ 231 et 232 qu'un polyèdre soumis à des forces normales à ses faces, proportionnelles aux faces, et appliquées en leurs centres de gravité, est en équilibre. M. Lalanne a fait connaître en 1877 une démonstration directe de celte proposition.
Soit A une face du polyèdre, a son centre de gravité, F la force normale appliquée en a et proportionnelle k A : nous supposerons la force dirigée vers l'inlérieur du polyèdre. Prenons trois axes rectangulaires, et décomposons la force F en
ÊQL'IUBIIE D'DIt POLlÈDRCj
.ges troU eon(>eiuite» X X. Z puidUte à es» trà» wn jf'an^ de F «veo Vjob OX mI égal àiui^ da lu {mb A i*ee le pluiZOT. Fngeton le polyftdre Mirw|ten; k beeAs*T projetten saiwat im pelygou A', 4t le atain de ^fitè« de U foee A ton pour pnjectioa le oeatiB de^snvilè «^ du |Mty- ^me A'. La compoeante X peut Mre enuidArée comme a^tÛquée en ca point. Opérant de même pour tantes ka &co8 eomi^àaea d'nn mtaie cAté da «ntovra^antttda polyèdre projeté Bor le plan XOZ, <m est amené i jwmpe^ tonlea les forces X correspondantes, appliquées anx ptrints i^, al priK poiiionnellea aux aires des polygtHMs A', d<mt ces points ^ ■OBt les centres ié gravilë ; la rèaattonta R est popartnondle , A ta {vojecUmi dn contour apparaît total, ^ appSqnfteattCEatre de frarité de ce contour projeté sor le plu TOC. La même •eomporîtfon peut se faire pour las liKésdn pdjèdve ntoéeade /l'autre côté dn contour apparent. etdleeimdidtAaiieréstdtante — R, égala et «mtraire k R, et «j^iqiiée m outre de gravité de la {vojecUon totale. Donc las forcée X ap^iqnées à toutes les bces se font équilibre.
Il en est dé même sëparénHintpoar r^isemble des fimea Tt «t pour l'ensemble des forces Z; par suite l'équililire est assuré pour l'ensemble des Forces F.
Cette démonstration a t'avantage d'être rapide, et de ne pas exiger que l'on considère à part l'équilibre du tétraèdre. Toutefois elle suppose que le polyèdre est convcie ; autrement elle perd un peu de son évidence. Admise du reste pour un polyèdre convexe, la proposition s'étend sans difSculté à un polyèdre, ou même à un solide de. forme quelconque.
HOUTENGHT FEBHAAEHT d'uK 7B. HOMOGÈHI.
390. Par mouvemenl permanent (fun y!/, nous entendons le mouvement d'un fil qui glisse sans changer de forme dans sa propre direction, chaque élément da venant prendre la place
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de l'élément égal qui y fait suite. Nous supposerons qui le fil soit homogène, c'est-à-dire de poids constant par unilé de longueur, et qu'il soit soumis sur chaque éloinonl ds à une force ¥ds, du môme ordre de grandeur que l"él6meiit luiniënic ; en outie que les forces F soient connues en grandeur et en direction pour tous les points de la courbe continue dessinée par le fil.
Cela posé, nous allons démonlrer que la forme d'équilibre du lit en repos sous l'aclion des
f forces F, ronvient aussi au mouve-
I ment du til dans sa propre direction, avec une vitesse v conslanle.
Pour fixer les idées, nous supposerons t]ue le fil dessine une courbe rernièc AB, à l;i façon d'un cable télu-dynamique. Celle courbe
I étant, par hypothèse, la courbe d'équilibre du fil sous l'âetion des forces Vds qui sont appliquées à chaque élément, imaginons un déplacement virtuel du til le long de sa propre direction, chaque élé- Fig. sti.
ment fi8 = MM' prenant la place de
l'élément suivant M'M". L'équilibre ayant Heu, la somme des travaux virtuels des forces est nulle, et, puisque le dépla-
' cernent 3s est commun ii tous les points, on a l'équation
|t étant l'angle de la force Fda avec la direction MM' du déplacement, et la somme S étant étendue à tout Tensemble du fil. Dans le mouvement permanent tel qu'il a élé défini, chaque élément MM' prend dans le temps dt la place de l'élément
ê-'al M'M"; la vitesse 0=^ est donc la même a l'inslunt ai
t pour tous les points du iîL ; je dis de plus qu'elle est cons-
tante, is*est4Hdire qo'dle est la mtaie à répoqoe l et à l'^o* qnei-Htt.
Lethteème^ fwoes lAtea» ^'ob étdriin en djMuqqe^ dfoumtare immédiatement eette propodtiim. En eflGet sohrons le fil en moofement pendant rintertalte de tanps dt. Letrairail r6el des finrces F dans œ monYement est idinrtiqiie an trataii tiriœl que nous considërions tout à tbeùst^M. k'ei* prime par le fttoduit du chemin de par la somme dg6* brique Z F eosj&dâ des composantes tangentieiles des tarées. Le traTail étant nul, la somme des fixrces vîtes lesto eonsMnte. U en estde même par conséquent de k tttesse #, quiest oommune à tous les pointe. *
Ainm la vitesse v reste constenfo à toute époque^ ôe qui revient à dire que te mouvement pennaéent d'An fil est en même temps un mouvraient uniforme.
Nous nous appuierons pour aehefer h dtooiMratlMi
sur un autre théorime de dyntuniquceeliâ de d^Membertt qui
ramène tout problème de mouvetaent d*un systeme matériel
ft un problème d'équifibie, mofnnànt ra4Jonetion des fbtcn
dHnertie aux forces réellement appliquées à ce systtase. La
force d'inertie a en général deux composantes, l'une tan-
dv gentielle, et égaie à — ^;^» Tautre dirigée suivant le prolon-
gement du rayon de courbure , et égale à m—; m représente
p la masse du point mobile, ou le rapport - de son poids P à
raccèlération g due à la pesanteur, et p le rayon de courbure de la trajectoire. Dans le cas présent la première composante est nulle, puisque la vitesse ne varie pas avec le temps. Il reste la composante centrifuge, qui pour l'élément UW=d8 est
égale à - — x— > p désignant le poids de l'unité de longueur
du fil, et p le rayon de courbure de la courbe funiculaire.
ds On peut substituer à — l'angle du de contingence. En résu-
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œé. le fil en mouvement pcrmancnl conservera la mi^me forme dans le mouvement que dans le repos, moyennant qu'à
chaque force F(/s on adjoigne une force— (/u, apiiliquùe normalement au fil, suivant le iirolongemtiit de son rayon de courbure. II est facile de reconnailie que ces forces normales sont équilibrées par un excès de tension du fil. sans qu'on ait besoin de rien changer à sa forme. Soient T cl T' les valeur;? des tensions aux deux bouts de l'élément MM' lorsque le lïl est en repos. Construisons t'indicalrice : pour cela par un point 0 quelconque, menons des droites Om, Qm' parallèles aux tensions; on sait que l'élément de l'indicatrice mm', qui
■complète le triangle 0mm'. est égal et parallèle à la force ïds qui sollicite l'élément correspondant MM' de fil. Supposons que dans le fil les tensions T augmentent toutes à la fois d'une même quantité 6; et cherchons comment il faut modifier les forces ¥ds pour que le SI conserve sa forme d'équilibre. La courbe ab se transformera dans une nouvelle courbe a'b\ qu'on obtiendra en prolongeant de la quantité constante 6 Ions les rajons vecteurs, et les éléments nn' de la nouvelle indicatrice donneront les nouvelles valeurs et les nouvelles directions des forces. Maïs menons par le point m une droite "ih égale et parallèle à m'n', etjoignonsAn, /m'.Nous aurons An'= mm', el nA=mn X angle nmft:=6xtfw, puisque l'angle ii»ih, égal à l'angle mOm', est l'angle de contingence de la courbe funiculaire. La force nn' peut être regardée comme la résul-
. tante de deux forces, dont l'une An' n'est autre que la force Frfs.
Kt l'autre Qdb} est parallèle à la normale principale de la
courbe funiculaire, prolongée vers l'extérieur. On peut pren-
alors la nouvelle force nn' est la résultante pir
Me la force donnée Frfs et de la force d'inertie centi'ifugc
/et la nouvelle indicatrice a'b' correspond à la mi^me courbe funiculaire, sauf l'augmentation uniforme des tensions; de sorte que les conditions de l'équilibre sont satisfaites pour le
fil à rétat de mouvement comme pour le fil e& repoâ, moyennant que les tensions tugmententloutes d'une même qu«nti!é^
393. Cette proposition sût le mouvement permraaEit des lignes funiculaires a été démontrée pour la prâoniàre fois par M. Resal pour la chainettCt et étendue à toutes les couÂes funiculaires par |L Léauté dans ses rechm^s sur les câbles ^lo-dynamiques (^). Dans le cas d'une çouribe non fermée, comme la chaînette, le thé(»*ème s'applique encore si Ton considère un fil indéfini, dont une portion seule aurait été animée d'un mouvement uniforme en suivant Ift lAatnette entre deux points âtués au même niveau ; autrement le travail de la pesanteur ne serait pas nul sur la portion du fil en mouvement, ce qui est essentiel pour que la vitesse reste constante.
Dans les cables télo-dynamiques, lés deux brins en mou* vement desdnent des chaînettes de paramètreis différents» puisque la tension n'est pas la même dans les deux; mais le mouvement permanrat n'est qu'une soluticm moyenne, pour ainsi dire, du problème du mouvraient du d^le; il se complique d'une série d'oscillations autour de la forme moyenne d'équilibre, qui dépendent des conditions initiales : ces oscillations allèrent les positions des points de contact du câble avec les tambours qui le soutiennent. La question des oscillations, qui rentre dans le problème du mouvement général d'un fil, est traitée avec beaucoup de succès par M. Léauté dans un mémoire encore inédit, qui paraîtra bientôt, croyonsnous, dans le Journal de V École polytechnique,
SUBSTITUTION APPROXIMATIVE d'uKE FONCTION LINÉAIRE A UN RADICAL
CARRÉ DE LA FORME yX* — J/*.
393. On connaît la substitution approximative donnée par Poncelet d'une fonction linéaire Mx -*- % à un radical carré
(») Comptes rendus de l'Académie des sciences, 10 noY. 1879, 1880. p. 290. 354, 498, 587, etc. * i- •
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de la forme \/x'-t-tj' (§ 275). M. liiaulii (') a montré que la même solution s'étendait au radical \/x' — y', qu'on peut représenter par la formule linéaire Mx — Nj/. en remplaçant les eÏDus et cosinus circulaires de In formule de Poncelel par des sinus et co.-inus hyperboliques. Si l'on appelle a et ^ deux arcs tels que leurs langentes hyperboliques soient t'-gales
aux valeurs extrêmes du rapport ~, on aura l'égalité appro-
v/iTzri;
avec une erreur moindre que
La méthode consiste dans les deux cas à tracer la courbe dont l'équation est JT'iy'^^l, pour n'avoir à comparer entre ollts que les erreurs relatives; à marquer les deux points
exlrèmes qui correspondent aux limites données du rapport -•
h tracer la corde qui joint ces deux points, à mener â l'arc qu'elle sous-tend une tangente parallèle à cette corde, et enlin à tracer une droite à égale distance de la corde et de la tangente : ce sera la droite cherchée. On voit tout de suite que la substitution de cette droite à l'arc est plus prôs d'être exacte pour l'hyperbole, où la courbure va sans cesse en diminuant ii
mesure que le rapport - augmente, que pour le cercle, oîila
courbure reste la même partout.
* BulUlin de la Soriélé molhimaUijUt de France, I. VUI. u* i.
StIR LA STATlQtB GHAPIllOUe.
504. On dûsignc par statique graphique un ensemble de méthodes réunies pour la première fois en un corps de doelrines piir M. Culmann, de Zurich, et destinées S ri'soudiv par des conslruclions grapliiqucs les questions relatives à l'équilibre des systèmes matériels, notamment celles qui se rapportent à la construction. Deux méthodes principali'S peuvent être suivies pour l'exposition de cette doctrine : la première est la méthode géométrique, qui, à part un petit nombre de principes fondamenlaui, tire les théoi-émes de la statique des propriétés géométriques des figui-es; l'autre suppose la connaissance de la statique considérée comme science indépendante, et n'emploie la géométrie que comme un auxiliaire. La première méthode est celle qu'on suit dans les traités spéciimx : la statique graphique doit être précédée alors par l'exposition dos théories de la géométrie projrcfive et du calcul par Je trait. La seconde convient mieux dans on ouvrage consacré exclusivement à la statique, lorsqu'on se propose seulement de faire voir comment les construclions graphiques se prêtent aux recherches que nous avons Faites jusqu'ici par le calcul.
Les problèmes de statique comportent, en générât, deux ou trois dimensions, suivant qu'on considère l'équilibre de ligures dans le plan ou dans l'espace. Nous supposerons dans ce qui suit qu'il s'agisse uniquement du pkin; dans ce cas l'application de la statique graphique donne lieu à des solutions d'une simplicité remarquable, et qui, presque toutes, dérivent de l'emploi du polygone funiculaire.
595. Étant données des forces F, F', F",... dans un plan, on peut les composer en imaginant un polygone funiculaire qui les tienne en équilibre. Pour cela on imaginera une force P arbitraire, que l'on composera avec la force donnée F; la
«■^sultanfe R, prolongée s'il en est besoin, coupe F' en uncer^ tain point m l'on peut la supposer appliquée ; on composera en ce point R et F', ce qui donne une seconde i-ésultante R', qu'on prolongera jusqu'à la rencontre de F"; on compo* sera R avec F", et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ail épuisé de proche en proche toutes les forces données ; la dernière résultante, changée de sens, sera une Force Q, qui fait équilibre aux forces P, F. F', F",,.. Donc les deux forces 1' et Q, composées ensemble, ont une résultante égale et opposée à la ri-sullantc des forces F, t", F",... c'est-à-dire à la résultante cherchée; cette résultante passe donc au point où se rencontrent les directions P et Q. Le polygone de Varignon, construit à part, fait d'ailleurs connaître son intensité cl son parallélisme, ce qui achève de la déterminer.
La première force P est tout à fait arbitraire. Si l'on refait la construction avec une autre force P, on aura un second polygone funiculaire qui tiendra les mêmes forces en équilibre. Cela posé on a le théorème suivant :
Quand deux polygones funiculaires tiennent en équilibre les mêmes forces, li's points de concours des côtés komolof/ucs tant situés sur une seule et même droite.
11 suflît de démontrer la proposition pour trois cftlés, elle s'étendra ensuite sans difficulté à un polygone d'autant de cAtés qu'on voudra. Car soiento,i,c, d,... les divers côtes du premier polygone, a', ?»', c*, (i',,. les cAtés homologues du second. Ces deux polygones faisant équilibre aux mêmes forces, si la proposition est établie pour un contour polygonal de3 eûtes consécutifs, les eûtes a et a', b et b', c et d, d'une part, les eûtes b et b'. c et d,d et d\ de l'aulre, se coupent mutuellement en trois points situés en ligne droite ; et ces deux droites n'en font qu'une, puisqu'elles passent toutes deux par les deux points de rencontre des eûtes b et b', c et c".
Dénionlrons donc le théorème pour les deux polygones funiculaires ABCD, AB'CD, qui ont trois cûlés chacun, et qui tiennent en équilibre deux forces F et F'. Les tensions T,T,,T^ et T', T',, T', des Irois côtés se dctermineronl facilement,
soit au moyen du parallélogramme des forces, soit au mojen du polygone auxiliaire de Varignou MNP, conslruil en prenant pour centre le point H, s'il s'agit du polygone ABCD, et le
point B' s'O s'agît âa polygone AB'CD. B s'agît de proarcr^M ■ les trois points A, K et D de rencontre des cAtés homologues sont en ligne droite. Nous n'aurons besoin pour cda que d'appliquer le théorème des moments.
Les trois forces T.F.T, d'une pari, V,F,T, d'autre part, se faisant équilibre, prenons les moments de ces forces par rapport au point A, ce qui élimine T et T. Du point A abaissons les perpendiculaires Al sur la direction de la force F, AG et AG' sur les directions des tensions T. et T, ; il \iendra les égalités
T, X AG = F X il = T,' X AC.
De mèmp si l'on abaisse du point D les perpendiculaires DB, DE, DE' sur les directions des forces F', T, et T,, on aura
T, X DB = r X DR = t; X DB'
GtttPiriQte.
Divisons membre h membre ces deux égalités ;
Or soit K le poînl de renconlrc du côté BC prolongé avec la droite AD, et K' le point de renconlrc <lc la môme droite avec le cûté B'C. On aura les proportions
Les deux seconds rapports étant égaux, il en est de mémo des deux premiers, cl le point K' coïncide avec le point K. La proposition est donc démontrée.
Les deux forces T et T, d'une part, T et T', d'autre part, font fk]uiiibre à la résultante des deux Torces F et F'; elles se coupent donc mutuellement en deux points L et L' qui appartiennent à cette résultante, c'esl-ù-dire à une droite passant par le point 0 où les deux directions F et F' se rencontrent. On voit quV/ani données deux droites fixes OB, OC, et trois points A, D, K en ligne droite, si Von mène la Iran»' versale K B C, .?( les droites AB et DC, le point de concours Lde ces dettx droites décrit une droite Oh passant par le point 0. C'est le théorème de Desargues.
Les tensions T, et T', sont déterminées par l'équation des moments, et l'on a
ce qui montre que T,, et T', sont inversement proportionnelles aux dislances AG, AG'. Prenons donc sur ces droites des longueurs Aj et Ag" , n''ciproquemcnl proportionnelles h AG et AG'. Nous obtiendrons des droites proportion-
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nellesaT, et T,, cl la droilc gg' represenleîî, a la même échelle, la force qu'il faut composer avec l'une des tensions pour obtenir l'aulre. Celle même force se trouve l'eprèsenlée à une autre cchelle dans le polygone auxiliaire piir le trait IIH' : car la force 1111', composée avec une force H'N^T',, a pour résulta nie le troisième côlé IIN=:T, du triangle IIH'N. Ce triangle est donc semblable au triangle Agg'. On peut observer de plus que les côtés UN el NU' sont respeclivcment perpendiculaires aux côtés homologues Ag el Ag'. Donc le troisième côlé gg' de l'un est aussi perpendiculaire au troisième côlé IIH' de l'autre. Mais gg' est perpendiculaire au diamètre AK du cercle qui passe par les quatre points A, G, G', K ; car les points g et g' sont transformés des points G et G' par rayons vecteurs réciproques, à partir d'un point A de la circonférence. Donc enfin IIH' est parallèle à AD.
.196, La composition de forces parallèles situées dans un plan se fail très aisément à l'aide du polygone l'uniculairc, et par conséquent la recherche du centre de gravité d'un système de points donnés, tous situés dans un même plan, peut se faire au moyen de deux polygones funiculaires, en donnant aux poids des points deux orientations communes sui> céssives. Remarquons que la méthode indiquée § 53 pour la composition de deux forces parallèles P et Q, revient identiquement h l'emploi d'un polygone funiculaire ; ce polygone a la forme RAOB (— R) (fig. 25) ; les deux forces additionnelles R et — R sont les tensions des côtés extrêmes, et au soinmel 0, il faut imaginer une force P -t- Q. égale et contraire à la résultante des deux forces données.
Si, au lieu d'avoir à déterminer le centre de gravité d'un eiir<MpbIe de points situés dans le môme plan, on voulait trouver la somme ïpo^ des produits de leurs poids par le carré de leurs distances à une même droite, on pourrait ramener le problème à la détermination d'un centre de gravité, en commençant par transformer les points donnés; posons en effet
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a étant un coeriicient constant arbitraire: cette transformation pourra se faire géométriquement ; à clia(|uc point A d'&bsbcisse X, correspondra un point A' d'abscisse x', et on aura, en ttiur attribuant à tous deux le même poids j>,
ilii* = SpXaf ^
-îpr-
La première somme s'exprime donc parle produit a :/ix' qui est identique à Va^', P étant le poids total du système, et 6* l'abscisse du centre de gravité des points A'.
Le môme artifice pourrait être employé pour la somme ï/MT*. n étant un nombre entier quelconque.
597. Nous allons résoudre quelques problèmes par laméthode graphique ; c'est la meilleure manière d'en donner une idée.
Nous prendrons pour exemple l'équilibre de systèmes formés de triangles juxtaposés.
Soit d'abord un triangle unique AilC.une ferme du toiture, par exemple, posée sur des appuis fixe^ A et C; nous supposons
que les cûlÉs Ail et IlC soient égaux, que le câté AC soit horizontal et que la ferme soit chargée d'un poids P suspendu au pomt B. Ce poids P se partage également entre les deux
appuis A et C: décomposons la force ^ P, réaction verticale
de l'appui A. suivant les directions AB et AC qui se réunissent sur cet appui. Nou« aurons la compression exercée au point A surTarbalétrierAB, et l'extension exercée sur l'entrait AC dans le sens CA . Au lieu de taire celte opération en A ou en C, il est préférable de la faire sur une figure auxiliaire. Sur une verticale MN, prise pour représenter le poids P, prenons
I = |N= jj P. Par le point M menons MH parallèle h AB, par
point N la droite NH parallèle à BC; enân par le point I menons l'horizontale 111, parallèle à AC. Ces trois droites se couperont en un môme point II, cl la figure MflNl fera connsilre toutes les forces que l'on a besoin de déterminer. En cltet te triangle Mlll est la moitié du parallélogramme que
l'on obtiendrait en décomposant = P suivant les directions
Alt et AC. et par conséquent 111 est la tension de l'entrait, et IIM la compression de l'arbalétrier AB. De même UN est la compression de l'arbalétrier BC.
, 398. Supposons en second lieu une ferme où l'entrait serait remplacé par une triangulation symétrique ; les deux arbaléti-ierssonl les droites également inclinées 13 et 35; les tendeurs 12. 23, 24, 34, i5 soutiennent la construction, et empêchent les pieds 1 el 5 des arbalétriers de s'écarter sous l'action d'un poids P, placé au sommet 3. Les réactions des appuis 1
;ales & ^ P. La construction de la figure auiiliaire donnera immédiatement les tensions cherchées.
Sur une verticale MN prenons deux segments consécutifs égaux MI^IN, qui représenteront les réactions -5- P. Parle
point M menons MU parallèle à 15 ; par le point 1 la droite 111 parallèle à 12. Le triangle MHI sera identique à celui que l'on 1 ,
rtf. 374.
et 5 seront encore verticales et ■
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les dircclinns 15 el 12; par conséquenlMd représente la compression de l'arbalélrier au point 1. et Ili la tension du tendeur 12, qui font équilibre à la réaction verticale ^ P.
Le point 2 esl en équilibre sous l'action des trois tendeurs 21, 24, 23 ; lu lensinn de l'un deux est par conséquent égale et opposée k la résultante des deux autres. Menons par le {loint L une horizontale IL parallèle a 24, et par le point II une parallèle à 23. Le triangle UIL sera semblable à celui que l'on construirait en composant au point 2 les tensions des cdies 2], 23, pour trouver la tension du cûlé 24 qui tient en équilibre les deux pi-emiéres. Or lil représente à l'échidle des forces la tension de 12; doncllL représente à la mémeûclicUe la tension de 25, et Ll est la tension de 24, laquelle est égale en valeur absolue à la jioussée hoiizonfale qui s'exerrc entre les deux arkdétriers au sommet 5. On achèvera la Ggure en menant LH', IH', U'N parallèles respectivement à 54, à 43 et à 35: ce qui revient à répéter les lignes déjà tracées, symétriquement par rapport à l'horizontale Ll. Chaque ligne de la ligure auxiliaire donne la tension ou la compression de l'élément parallèle de la ligure principale.
Si l'on compare la ligure principale et la figure auxiliaii-e. on reconnuit qu'à chaque nœud de l'une con'espund dans Tautre un polygone d'autant de côtés qu'il y a de branches réunies dans le nœud, en comprenant les forces extérieures parmi les branches; ainsi aui nœuds
de la ligure donnée correspondent dans la figure auxiliaire les polygones
Klll, ILII, HlILil'MI. Ltl'l, tU'N.
lie la ligure auxiliaire corrcspondenl dans la figure principale les polygones
Cette mutualité des deux figures leur a Tait donner le nom de figures réciproques. On peut observer aussi que les lignes des deux ligures se correspondent deux à deux ; mais que dans la ligure auxiliaire elles représentent des forces, tandis qui' dans la figure principali; elles représentent les barres maliiriclles qui subissent ces forces. Quant au sens dans lequel agissent les forces, il faut observer que la tension du lenrfeur 12 s'exerce dans le sens 1-2 au point 1, cl dans le sens 2-1 au point 2; la force Hl représente aussi bien une force agissant dans le sens III que la réaction égale et contraire qui s'exerce dans le sens IH. Si l'on décomposait sur place les forces appliquées à la ferme, il faudrait transporter du point 1 au point 2, par exemple, la tension du cdté 12; la Ir^iro auxiliaire évite ce transport, et réduitlc tracé des lignrsclicr- Cliécs au strict minimum.
599. Nous supposerons en troisième lieu que le poidsiolali' soit égalemenl réparti en toute la portée de la l'erun-, qu'au point 2 on place une j'nmfie de force 22', normale à l'arbalétrier 13, et qu'on fasse de même au point 4 pour l'arbalétrier 35. Ou obtiendra le type le plus simple des fermes Polonceau. La distribution des cFTorls dépendra de la répartition des pressions sur les trois appuis 1 , 2', 3, qui supportent l'arbalélrier. Cetle répartition dépend de l'élasticité de la pièce. Nous supposerons ici qu'on l'ait réglée de telle sorte, que l'appui cen-
balétrier, et que les deux appuis extrêmes n'en porlcnl que
pièce homogène de section constante, reposant sur trois appuis de niveau équidîstaats.
Prenons sur une verticale unelongueurMN pour représenter
t;[ui'HHii:K, fiS:.
le poids ite la derni-R^rmc. Par le point M menons une parallèle MSfi l'arijalétricr 13. Dû l'autre extièmité N abaissons NK pcrpendiculairesurMS, et partageons celle droite NK, qui i-epiésenle la composante normale du poids MN, en trois segment».
Cesirois serments rcpri-scnleiont, ;i récliellc des IVirces, les ac lions normales dùveloppoe-i par hypothèse aux points 1.'2' et 3 de l'arbalâtrier. Tour déterminer les tensions des liens, il suffit de mener par te point n la droite ItS parallèle à 12; elle coupe MS en un ï)Oint S; la longueur MSrepri'senlera la coiupression (!c l'arbalétrier au point 1. et US la tension du lien 1*2. Le polygone fermé MNRS monti'c qu'il y a équilibre au point 1 rh. 3;^.
entre la compression de l'arbalétrier MS. la tetision SR de la barre l'2, la lurec MN, réaction verticale du mur, el enfin ta force liN, réaction normale qui doit s'exercer sur l'arbalétrier. Le point 2 est en équilibre sous l'action des tensions 21, 23, 24, et de la compression de la jambe de force 22': pour trouver ces forces, menons ST parallèle à 2ri et LT parallèle i\ 24. Le quadrilatère UtST, dans lequel LH est la compression de 32', donne les tensions cherchées. Entin au sommet 3 de l'arbalétrier correspond le quadrilatère KI.TS : on voit que l'équilibi'e a lieu sur la moitié de la ferme entre la poussée horiiontale égale a LT, la tension TS développée dans le c(^té 25, et les effurts développés dans l'arbalélricr au point 5, savoir l'etlort normal égal à KL, ef l'effort langenfiel, ou compression, égal il SK. Ce dernier elTort n'est pas égal à la com-
pra«imaidénr^in^âQ]^'^raiM la diffêraice
est égale à la cQmposamte tangmtidQe du poids de la demiferme, représentée snr la igore par la longueur KM, projection .do poids MN snr l'arbalétriar.
Si r<m supprimait la jambe de force 22^, cela reviendrait à faire nul le tronçon intermédiaire LR de la droite KN, qui représente la compression de cette pièce, ou à réunir en un seuL les deux points L et R au milieu de la droiteKN. La figure auxiliaire montre immédiirfemait quels changements enf rainerait cette suppression dans les efforts subis par les autres pièces.
Ces temples simples suffisent, pensons-nous^ pour donner une idée des nouyelles méihodes. Nous rrayerrons pour de plus amples détails aux ouvrages spéciaux de MM. Culmann, Gremona, Maurice Lëvy..., ainsi qu'aux traités récents de ré$i$tance de$ maUriauXf science pour laquelle la statique graphique fournit des solutions rapides et élégantes. Signalons enfin les efforts fails pour introduire la méthode graphique dans les problèmes de mouvement et les questions relativesaux machines. Nous citerons seulraient dans cet mrdre d'idées un mémoire que M. Fleming Jenkins a publiéily a peu d'annés sur ce sujet ^
* On the application of graphie méthode lo the détermination of the e/fieiency of Machinery ^ Ëdinburgh, 1878.
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		Traité de mécanique (2)

		K LA STATIQUE ET A LA DYNAMIQOE

		IV-' très court, dt. Appelons v ta vite

		ACTION

		HH ET RÉACTION

		CHAPITRE UNIQUE

		V. «^tr iict«< F et r, CÊmposèa en

		C03IP0S1T10N

		PAR DIVERSES FORCES

		ADDITION

		DANS UN MÊME PLAN

		SOMME GÉOMÉTRIQUE

		COMPOSITION DES FORCES

		COMPOSITION DES FORCES PARAI

		IB ~ F

		Proposons-nous de trouver les coordonnées du point

		AB-F.+F

		F FF

		DES FORGES PARALLÈLES

		DËF1KIT10:< DES COUPLES

		THÉORIE DE8 MOMENTS ET DES COUPLES

		Supposons d'abord qu'il n'y ait que deux forces à compo

		THÉORÈME

		Mf,H,_( = M^R

		CENTRE DES FORCES PARALLÈLES

		On a vu (g 40) qu'un couple est le système formé

		THÉORIE

		THÉORIE DES COUPLES

		B0'-4-AB

		DES COUPLES. 7T

		COMPOSITION DES COUPLES

		AP, AD, &F

		COMPOSITION DES FORGES

		Cherclions comment s'opère cette variation. Pour cela

		AC_ RA

		DÉTERMINATION DE LA RÉSULTANTE

		ET DO COUPLE RÉSULTANT

		Ynx«— Xaî/«) = 1 (Yx— Xy

		DE L*AIE CENTRAL

		CONDITION POUR QUE LES FORCES

		OR* = X''+Y'* + Z

		AIENT UNE RÉSULTANTE UNIQUE

		PROBLÈMES

		AD X O'I

		Nous avons posé (g 48) les équations générales

		DES FORCES PARALLÈLES

		L'X' + M'Y' + N'Z' = RH C

		CHAPITRE PREMIER

		SUR UNE SURFACE FIXE

		En général, soit

		SUR UNE COURBE FIXE. 11T

		Xdx + \dy + ldz = t

		I -w iQDTLnu mm porar raun

		SUR UNE IIÉUCB FIXE

		I -..il es est également nulle. Ces conditions socit

		Soit 0 le point Gxe

		SUR UN PLAN FIXE

		ÉQUILIBRE D'UN SOLIDE

		POSÉ SUR UN PLAN

		CHAPITRE III

		SOLIDES

		I LE SOL TAU LES QUATRE PIEDS D LNE TABLE

		PRESSIONS DÉVELOPPÉES

		DANS LES QUATRE PIEDS D'DME TABLE

		PRESSIONS DÉVELOPPÉES

		DANS LES OUAIUE PIEDS D'UNE TABLE

		DB

		HE<HC, HG < UB

		LOIS DU FROTTEMENT

		NATURE

		O.ÎO

		Une barre rigide, AB, s'appuie sur un plan fixe RR' par

		POUR UN POINT UNIQUE

		TRAVAIL

		I- a H». Y' cl nni, Z- et mW

		TRAVAIL D'UNE FORCE

		MM

		X-hV-hX''-h

		THÉORÈME DU TRAVAIL TIRTUEL

		ÉQUILIBRE BU P0I2IT

		RÈGLE

		OB AO

		T86 ÉQUILIBRE DU POIST

		CHAPITRE II

		INVARIABLE

		I-OI'R m SYSTÈME ISÏ*nlABLE

		ÉQUATIONS

		Deuxième cas. — Le corps solide a un point fixe

		GLISSANT SUR UME SURFACE

		DE G.U'SS. KS

		MM

		i:^« X (AF - AD + AO - AF) = !:ifî

		DES SPHÈRES HOMOGÈNES

		DES SPHÈRES HOMOGÈNES

		KCHEBCHE DES CENTRES DE GRAVITÉ. MÉTHODE GÉNÉRAL

		DE GIL4T1TÉ

		DU TRAPÈZE

		Bemaniue. — le poinl g, cenire degravîlô du triangle

		Le centre de gravité G du segment BAC est situé snrle

		DT5 SEGMENT DE CERCLE

		_ R X AB _ R X AB

		DES ARCS DE CERCLE

		DES ARCS DE CERCLE

		DES ARCS DE CERCLE. 2S

		CENTRE DE GRAVITE

		PES ARCS DE CERCLE

		OP=OA = R

		LI-lIN CONE I10)I0G£F<E. î

		J« = OC

		ti cydoide ABC est le lieu décrit par le point ï

		GOURDES

		D'ELLIPSE OU DE I.EUMSCATE. 3IJ

		DES CENTRES DE GRAVITÉ

		I. U somme des moments des arcs élémentaires est égale

		OU DES SURFACES

		BC

		DE RÉVOLUTION

		THÉORÈME

		I.airc engendrfc élanl égale â

		L1)ME

		Le théorème du g 167 est un simple corollaire de

		MG*x(pi

		APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES

		GC

		OP*+A

		SUR LES CENTRES DE CRAVITÉ

		CENTRE DE GRAVITE

		CHAPITRE III

		TRAVAIL

		DE LA PESANTEUR

		M THÉORIE

		P X EH

		DES BALANCES. SOU

		BOITE A POIDS

		IX1IK=1''X1IK

		A POIDS

		BALANCE ROMAINE

		FG EK

		CU

		P X AO = Q X CD

		BAL\?ICE

		KG" -KG

		Nous avons supposé que le poids Q satisfaisait à cer

		PONT-LEVIS A CONTRE-POIDS MOBILE

		APPAREIL

		K^_OC OB K "OD^OA

		CHAPITRE PREMIER

		SUR LE LEVIER

		Cherchons les réactions des appuis 0 et O

		M + NA

		Cette solution est susceptible de représentation géo

		CABESTAN, CHIC

		PLAN INCLINÉ

		DU COIN

		P""AB

		DU COIN. U

		DANS LES ENGRENAGES

		FROTTEMENT

		DANS LES ENGRENAGES

		FROTTEMENT DANS LES EN6BKNA6B8 CONIQUES

		DANS LES ENGRENAGES COMQUES

		AR A

		L'engrenage hélicoïdal est analogue à la vis sans fin

		A COSE DE FRICTION

		RÉSISTANCE

		XA=(P4-Y)J

		RÉSISTANCE

		CYLINDRES ÉGAUX

		AU ROULEMENT

		S6 RESISTANCE

		AU ROULEMENT. «I

		OB U BROUETTE

		CHAPITRE II

		POLYGONE

		M POLYGONE

		COURBES

		OX, OV, OZ

		SOS COURBES FUNICULAIRES

		IMUCATRICE DES TENSIONS ET DES FORCES

		SURFACES DE MVE.VU

		SURFACES DE NIVEAU

		U PARABOLE

		PARABOLE

		PROPRIÉTÉS

		DE LA CII\1^ETTE

		DES COURBES FUNICULAIRES. 5M

		CES COURBES FUNICULAIRES. 5Î

		ÉQUILIBRE D'UN FIL

		APPLIQUÉ SUR USE SURFACK. 54L

		THÉORÈMES

		FROTTEMENT D'UN FIL

		IP_AB

		TRAVAIL DU FROTTEMENT POUR UN GLISSEMENT DONNÉ DU FIL

		Appliquons cette l'orniule au frein à lame ftexibte

		FREIN A LAME FLEXIBLE

		TRANSMISSION

		PAR COURROIE

		ET DES TIGES SOLIDES

		De la formule (1) on peut déduire l'équation

		RAIDEUR

		DE 11 COUD

		ÉQUILIBRE DE LA POULIE

		On peut aussi obtenir par le calcul la relation entre P

		Si une ou plusieurs arliculations du système étaient

		CHAPITRE III

		VMVEI.I.E DÏNAMOIIETRIOUE

		DE M. CARPENTIER

		ADDITIONS

		DB GRAVITE

		Nous nous appuierons pour aehefer h dtooiMratlMi

		D'UN FIL IIOSOCÈ.NE. 02S

		INDEX ALPHABÉTIQUE

		mouvantes, résistantes

		permanent d'un fil

		INDEX ALPHABÉTIQUE

		C.nmpoxUinn det force* paralltlen

		CHAPITRE II

		CHAPITRE PREMIER

		V .«e-.'jcfu: p^TiiMnent d'un til h'.viivt«ne

		Sources et licence





