Traité de mécanique (3)
Ed. (Edouard) Collignon
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
INTRODUCTION
k LA STATIQUE ET A LA DYNAMIQUE.
4. La mécanique repose sur trois principes àoni on peut logiquement déduire toutes )es autres propositions : ce sont comme les axiomes de la mécanique; ils différent cependant des axiomes tels qu'on les entend en géométrie, en ce qu'ils n'ont pas le même degré d'évidence. On peut avec plus de justesse les comparer nu postulatum sur lequel Euclidc a fondé la théorie des parallèles. L'accord des résultats logiques qu'on en déduit avec les faits observés, et principalement avec les mouvements du système planétaire, permet d'en afflrmer la vérité. ' ' » * -
2. Le premier des trois principes est le principe de rhiertie. On l'exprime eni disant qu'wi point matériel ne peut de luimême sortir du repos s il est en repos^ ni modifier la direction ou la vitesse de son mouvement^ s il est animé d'un certain mouvement dans Fespace. L'inertie de la matière à l'état de repos est une propriété générale qui parait évidente; les anciens en avaient la notion exacte, et ils ont donné le nom àHnerte à
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toute matière inanimée, pour exprimer qu'elle ne renferme en elle-même aucun principe de mouvement spontané. L*iner- (ie de la matière à Tctat de mouvement n'est pas d'une évidence aussi intuitive ; c'est une idée beaucoup moins ancienne: elle date de la création de la dynamique moderne, au dixseptième siècle, par Galilée, Huygens et Newton. Le premier principe renferme donc en réalité deux propositions de dates difTérentes dans l'histoire de la mécanique : l'une, la plus ancienne, s'applique au repos; l'autre, la plus récente, s'applique au mouvement rectiligne et uniforme, et peut être considérée comme une généralisation de la première; le repos n'est, en effet, qu'un cas particulier du mouvement.
3. Le principe de l'inertie permet de définir Texpressionde force. Une force appliquée à un point matériel est ce qui modifie, ou ce qui tend à modifier l'état de repos ou de mouvement de ce point. Considérons, pour éclaircir cette définition, un point matériel M, qui parcourt une trajectoire AB. Soit M la position du point à un certain moment. M' la position qu'il occupe au bout d'un intervalle de temps très court, dt. Appelons t; la vitesse du mobile à son passage au point M; la direction de cette vitesse est la tangente MT à la trajectoire. En vertu du principe de Tinertie, le point matériel, abandonné à luimême, parcourrait dans le temps dt la longueur }ILW=:vdt prise sur la tangente. U parcourt en réalité l'arc de courbe MM'; et, par suite, on constate, au bout du temps dt^ un écart M'^M' entre la position réelle du point et la position que lui assignerait Ja loi de l'inertie. Cet écart nous révèle l'intervention d'une force qui, pendant tout l'intervalle de temps d/, agit sur le point dans une direction parallèle à M^M', pour le faire tomber^ pour ainsi dire, du point M' sur le point M', pendant que l'inertie le transporte d'un mouvement uniforme le long de la droite MM'. Nous avons, en cinématique (g 91), décomposé le mouvement réel du point mobile en deux mouvements ; l'un,
FORCE
sumnl IIM', est uniforme; l'autre, suivant M^M', est unirorniêT ment varié, el Taccélération j de ce mouvement est égale n la
limite du rapport .^ , L'accélération est donc proportionnelle à M'M% c'est-à-dire à la déviation produite par Tintervention de la force. On peut considérer l'accélération comme proportionnelle à la force elle-même; car la force n^est connue que par son effet, et il est, par conséquent, naturel de la regarder comme proportionnelle à cet effet.
4. L'expression, point matériel^ dont nous venons de nous servir, a besoin d'être définie. Un point matériel est un corps réduit par la pensée à des dimensions tellement petites, qu'on puisse I-assimiler à un véritable point géométrique; un point matériel n'a pas de forme définie ; sa forme est indifférente. On obtient dès points matériels en décomposant un corps en une infinité de parties infiniment petites dans tous les sens; les solides élémentaires ainsi obtenus forment le corps par leur réunion. La force élant mesurée par Taccéléralion qu'elle imprime à un point matériel, nous pourrons définir le rapport de deux forces par le rapport des accélérations qu'elles imprimeraient successivement à un même point matériel, sur lequel elles agiraient seules. Une force est égale audouble^ au triple, au quadruple,... d'une autre force, si la première imprime au même point matériel une accélération double, triple, quadruple,... de l'accélération produite par la seconde
5. Le second principe de la mécanique est le principe de rindépendance des effets des forces les unes àl égard des autres^ et de toutes à Végard du mouvement antérieurement acquis.
En vertu de ce principe, pour trouver l'effet produit par une force particulière appliquée à un point matériel en mouvement et sollicité par d'autres forces, on peut chercher l'effet produiff sur le point en repos, par cette force particulière à l'exclut ion de toutes les autres; puis composer successivement tous les effets de même ordre qu'on a déterminés séparément. Supposons, par exemple, qu'un point matériel M,
animé à un certain inslant d'une vitesse Y, soit sollicité en même temps par des forces F, F, F'',... qui, prises individuellement, imprimeraient à ce point, darts leurs propres directions, des accélérations], /,/... En vertu du mouvement antérieurement acquis, c esl-à-dire en vertu de Tinertie, le point M parcourra pendant un certain temps d^, que nous supposerons très court, un espace MM'=:Vdt dans la direction de la tangente à sa trajectoire. Pour avoir Feffet produit par la force F, il faudra prendre, sur la direction M'F de celte force, une longueur Wk=\jdl*; cette longueur M'A serait celle que la force F, prise seule, ferait parcourir dans le temps dt au point mobile partant du repos. On obtiendra de même les longueurs M'A'= \ydt\ WAr= \j"di\ M'A'" = |j'" dt\ . . . correspondantes aux forces F', F", F'",. . . considérées individuellement. Il restera , pour trouver le déplacement effectit du point, à composer ensemble,commeon Ta vu en cînématique{g69),les déplacements ; ! partiels M'A, M'A', M'A", M'A'",
^^ ^ ^ dus aux forces. On construira le
polygone M'AA'^A^^R, et la droite M'R, qui ferme ce polygone, sera le déplacement cherché. Tout se passe donc, en vertu du second principe, comme si aux forces p,g ^ données F, F', F", F'",... on sub-
stituait une force unique R, agissant dans la direction M'R, et produisant sur le point matériel une accélération J telle, que Ion ait l'égalité
Cette force R s'appelle la résultante des forces F, F', F", F'",...; les forces F, F', ... sont les composantes de la force R. La résultante et les composantes sont respectivement proportionnelles aux accélérations J, j, /, j", j'",..., et ces accélérations sont proportionnelles aux côtés M'R, M'A, M'A', M'A", M'A'",... qui concourent à former le polygone M'AA'jA"jR. De là on déduit ce théorème : Lorsque plusieurs forces^ agissant si^
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mullanémentsur un même point, sont représentées en grandeur et en direction par des droites y leur résultante y c'est-à-dire la forceujiiqueéquivalenteàVensembledesforcesdonnéeSyestaussi représentée en grandeur et en direction par le dernier côté dupohjgone construit en portant les droites données bout à bouty chacune parallèlement à sa direction propre.
La règle du parallélogramme "des forces, qui est d'un usage très fréquent en mécanique, n'est qu'un cas particulier de ce théorème. Lorsque deux forces agissent simultanément sur un point matériel y et quon les représente en grandeur et en direction par des droites, la résultante de ces deux forces est reprétentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallèle^ gramme construit sur les deux droites composantes.
De la règle particulière du parallélogramme il serait aisé d<^ remonter à la proposition générale, relative au polygone des forces.
On doit remarquer cette manière de représenter les forces par des droites finies. Une force F est déterminée quand on connaît son point tapplicationy sa direction et son intensité. Soie A le point d'application de la force, AC la direction dans laquelle elle agit; prenons sur cette direction, à partir du point A, une longueur AB, égale à la force F, estimée à une échelle arbitraire ; la droite ^ „. ,
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finie AB représentera tout ce qu'il est nécessaire de connaître pour définir entièrement la force F. Par érection de la force^ on doit entendre, non seulement la droite indéfinie suivant laquelle elle sollicite le point, mais encore le sens particulier dans lequel s'exerce cette action; autrement, on pourrait confondre la force F avec une force égale et opposée.
Pour distinguer l'une de l'autre deux forces égales et agissant en sens contraires, suivant la même direction ou suivant des directions parallèles, on convient d'attribuer à l'une le signe -H* qu'on peut sous-entendre, et à l'autre le signe — ; la force F, considérée comme positive, représentera une force
ACTION
égale et contraire à la force —F; le signe — indique seulement que les forces F et — F agissent l'une en sens contraire de Tautre;
6. Le troisième principe de la mécanique est le principe de VégaiUé de Vaction et de la réaction; il est dû à Newton. Un exemple fera comprendre en quoi il consiste. Considérons un corps pesant posé sur une table. Ce corps presse la table de tout son poids : voilà Vaction; elle est Teffet de la pesanteur, et s*exerce verticalement de haut en bas. La table à son tour exerce sur le corps, suivant la verticale, mais de bas en haut, une certaine pression égale et contraire à l'action qu'elle subit : c'est la réaction. Véquilibre du corps sur la table résulte de la coexistence de ces deux forces égales et contraires : le poids du corps, qui tend à le faire descendre et le presse contre la table, et la réaction de la table qui , en vertu du troisième principe, est égale et contraire à Taction, et presse la table contre le corps.
Si, au lieu d*ëtre en repos, le corps pesant était en mouvement, le troisième principe serait moins évident, mais il s'appliquerait encore; le corps subirait à chaque instant, delà part do la table, une réaction égale et contraire à Faction qu'il exercerait sur elle ; mais il ne serait pas toujours vrai de dire que cette action est égale au poids du corps.
C'est en vertu du troisième principe qu'une personne ne produit aucun mouvement général de son corps en essayant de se soulever par les cheveux. Il est vrai qu'en faisant cette expérience, elle applique à son corps une certaine force qui tend à l'élever. Mais à cette force correspond une réaction égale et contraire, et comme ces deux forces sont appliquées au même système matériel, à savoir au corps de l'expérimentateur. Tune détruit le mouvement ^général que l'autre tendrait à lui communiquer.
7. Pour formuler avec netteté le principe de l'action et de la réaction, il est bon de commencer par exposer sommairement la théorie moléculaire qui est aujourd'hui la base de toute la physique.
ET RÉACTION
On admet que tous les corps qui se trouvent dans lunivers, qu'ils soient solides, liquides bu gazeux, sont formés chacun par l'agrégation d'un nombre extrêmement grand de particules très petites, appelées moléculeSj séparées les unes des autres par des intervalles du même ordre de grandeur quo leurs dimensions propres. Les corps solides sont ceux où l'arrangement des molécules constitutives est fixé de telle sorte qu'il l'aille un grand effort pour faire varier sensiblement leurs positions relatives. Les corps liquides ou gazeux^ qu'on réunit sous la dénomination commune de corps piidesy on!, au contraire, des molécules libres, pour ainsi dire, de glisser ou de rouler les unes sur les autres, d'où résulte que ces sortes de corps n'ont pas par eux-mêmes de forme extérieure bien déterminée. Les molécules sont tellement petites, qu'au point de vue mécanique, on peut les confondre sans aucune erreur avec les points matériels que nous avons définis plus haut, n y a cependant une différence essentielle entre ces deux expressions : point matériel s'applique à un objet fictif, géométriquement défini, et n'existant que dans la pensée, tandis que molécule indique un objet physique, auquel une théorie généralement admise attribue une existence réelle.
Les forces naturelles établissent un lien entre toutes les molécules, que la théorie précédente sépare les unes des autres ; et c'est ici qu'intervient le principe de l'action et de la réaction.
Considérons en particulier deux molécules A et B; on admet que chacune d'elles exerce une action sur l'autre ; que cette
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action est dirigée suivant la droite AB qui joint les deux molécules ; que laclion de A sur B est égale et contraire à l'action de B sur A; qu'enfin cette action mutuelle varie avec la distance AB suivant une certaine loi. Si l'action de B sur A est une force F, dirigée de A vers B, l'acfion de A sur B sera une force — F, égale et contraire à F, et dirigée de B vers A.
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Les actions mutuelles sont alors attractives. Si, au contraire» l'action de A sur B est une force F', dirigée suivant le prolongement de la droite AB, l'action de B sur A sera une force — F', égale et contraire à F', et dirigée suivant le prolongement de BA; ces actions mutuelles sont répulsives. Mais, répulsives ou attractives, les actions ^ont toujours mutuelles y c'est-àdire égales et contraires, en vertu du troisième principe.
Chaque molécule de l'univers agit sur toutes les autres molécules, et subit à la fois de la part de celles-ci des actions égales et contraires aux actions qu'elle exerce sur elles. Le principe de l'inertie refuse à la molécule la propriété de modifier d'elle-même son mouvement ou son repos ; la théorie moléculaire accorde à chaque molécule la propriété d'agir sur toutes les autres, qui à leur tour réagissent sur la première.
Il résulte du troisième principe que si, par un moyen quelconque, on rend invariable la distance AB des deux molécules A et B, les actions mutuelles qu'elles exercent ne contribueront en aucune façon à faire prendre un mouvement au système ainsi formé et supposé en repos. Car si l'une des forces F tend à entraîner le système dans le sens AB, la force égale et contraire — F tend à Tentrainer en sens opposé,
8. Les forces appliquées aux différents points d'un système matériel peuvent être partagées en deux classes : les foi'ces in^^rieur^^ et les forces ^xf^riéui'e^. Les forces intérieures sont celles qui proviennent de l'action des points du système les uns sur les autres; elles sont donc toujours biruiiresj mutuelles ou conjuguées : à chacune correspond une force égale et opposée, appliquée au système comme la première. Les forces extérieures sont celles qui proviennent de Taction exercée sur le système par les points situés au dehors ; le troisième principe nous apprend qu'elles sont encore mutuelles, c'est-à-dire qu'à chacune correspond une force égale et opposée, mais cette réaction n'est plus appliquée à un point du système considéré, et on n'aura pas à en tenir compte si Ion a seulement en vue le mouvement ou l'équilibre de ce système; les forces extérieures figureront ilonc isolées dans les raisonnements, tandis
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que les forces intérieures formeront deux à deux des groupes de forces conjuguées.
Une force intérieure pour un système donné peut devenir force extérieure lorsque, par une décomposition particulière du système, on isole Tun de Tautre les deux points entre lesquels s'exerçaient cette force et la force égale et opposée. Par exemple, le poids d'un corps placé à la surface de la terre, et ïa réaction de la terre sur ce corps, forment un groupe de forces intérieures mutuelles, dans le système comprenant l'ensemble du corps et de la terre. Le poids du corps est une force extérieure pour le système matériel formé par le corps pris séparément.
De même, l'attraction exercée par la terre sur le soleil est égale à l'attraction exercée par le soleil sur la terre, et ces deux forces égales et contraires constituent un groupe de forces conjuguées dans le système du soleil et de la terre, pris ensemble. L'attraction du soleil sur la terre est une force extérieure pour la terre, considérée seule.
9. Le problème général de la mécanique peut être posé en ces termes :
Un corps ou un système de corps étant donnée quel mouvement prefidra-t4l sous raction de forces données^ constantes ou variahlesî On quelles forces faut-il appliquer à ce corps ou à ce système pour qu'il prenne un mouvement donné î
Le problème de Téquilibre est un cas particulier de ce problème général : Un corps ou un système de corps est sollicité par des forces données; à quelles conditions doivent satisfaire ces forces pour que le corps ou le système reste en éqtiilibre? Nous commencerons l'étude de la mécanique par traiter le problème de Tèquilibre, parce qu'il est plus simple et plus élémentaire que celui du mouvement. Le premier est Tobjet delà statique j le second, de la dynamique.
CHAPITRE DNIQCE
COgPOSniOll OCS FORCES APPLIQUÉES A UN MÊME POINT MATÉRIEU ÉQUILWRC DU POINT MATtRIEL LIBRE.
10. Un point matériel, entièrement libre dans l'espace, et supposé en repos, reste indéfiniment en repos s'il n'est sollicité par aucune force. Ce point prend un certain mouvement sous l'action d'une force unique, si petite qu elle soit, qui vient à le solliciter, et ce mouvement commence dans la direction même de la force.
S'il est sollicité à la fois par deux forces, le point prend en général un certain mouvement dans une direction particulière; mais il peut se faire qu'il demeure en repos; ee cas particulier a lieu quand les deux forces qui sollici^ tent le point sont égales et agissent en sens opposés. On dit alors qu'elles se détrment; c'est le cas le plus simple de l'équilibre.
Lorsque le point est sollicité par trois forces ou plus de trois, il est possible qu'il demeure en repos; mais il faut pour cela
12 COMPOSmON
que les forces satisfassent à certaines conditions, que nous allons chercher.
11. Avant tout nous poserons les axiomes et les définitions qui suivent.
Lorsque plusieurs forces F, F', P, ... sollicitent un point matériel, et qu'elles ne se font pas d'elles-mêmes équilibre, le point prend un certain mouvement qu'on peut toujours empêcher en appliquant au point, en sens contraire du mouvement qu'il va prendre, une nouvelle force R d'une intensité conve* nablement choisie. Alors les forces F, F', F", ... et R se font équilibre*. Or si la force R sollicitait seule le point, on la tiendrait en équilibre par une force — R, égale et opposée. Au point de vue de Téquilibi^ du point, il est donc indifférent de considérer soit le système de forces
F, F', F". ... et R,
soit le système
— R et R.
La forc^ — R est équivalente à Tenserable des forces F, F', F", ... ; on dit qu'elle est la résultante des forces données.
Dans un système de forces en équilibre, chaque force est égale et contraire à la résultante de toutes les autres.
12. Lorsque les forces F, F', F", ... agissent toutes suivant la même direction et dans le même sens, leur résultante est égale à leur sommcj c'est-à-dire qu'aux forces F, F', P, ... on peut substituer une force unique, agissant suivant la même direction et dans le même sens, et égale à la somme
F-f F'-hF"-h...
L*ensemble de ces forces sera donc tenu en équilibre par une force unique R, égale à cette somme, et dirigée en sens contraire.
Quand deux forces F et F' agissent sur un point matériel suivant la même direction, mais en sens opposés, la résultante de ces deux forces est égale en valeur absolue à leur diffé-
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rence, F — F% el elle est dirigée dans le sens de la plus grande ; de sorte que l'ensemble de ces deux forces sera tenu en équilibre par une force agissant suivant la direction des forces données, dans le sens de la plus petite, et égale à Texcès de la plus grande sur la plus petite.
Chacune des forces F et F' peut être la résultante ou la somme de forces agissant dans le même sens qu elle.
De là résulte la règle suivante :
Lorsque plusieurs forces agissent sur un point matériel suivant la même direction^ les unes dans un sens^ les autres en sens opposé^ leur résultante est égale à la différence entre la somme de toutes les forces agissant dans un sens et la somme de toutes les forces agissant en sens contraire, et elle est dirigée dans le sem de la plus grande de ces deux sommes.
Si Ton attribue des signes aux forces données, le signe + à celles qui agissent dans un sens, le signe — à celles qui agissent en sens contraire, on pourra dire que la résultante de ces forces est égale en grandeur et en signe à la somme algébrique des forces données ; elle sera exprimée par Téquatioii
R = F-hF'+F"+...;
la force — R, jointe aux forces F, F', F",... compléterait l'équilibre.
15. La même règle s'applique identiquement à des forces agissant suivant une même direction, sur.dilférents points matériels distribués le long de cette direction, à des distances invariables les uns des autres.
Soient A et B deux points matériels situés à une distance AB, invariable dans un sens comme dans l'autre. Si Ton applique au système formé par ces deux points deux forces égaies, F et — F, agissant en sens op- .
posés suivant la direclion de la ^-^ \ ? ? .,
droite AB qui les joint, on peut pj^
regarder comme évident que ces
forces se font équilibre ; car leur effet ne peut être que d'altérer la distance AB, laquelle est par hypothèse invariable.
La force F appliquée au point B peut donc être tenue en équilibre aussi bien par la force — F appliquée au point A de sa direction, que par une force — F appliquée au point B luimême, pourvu que le point A soit supposé invariablement lié au point B. Il en résulte qu'une force donnée peut être supposée appliquée en un point quelconque de sa direction ; ce transport des forces est d'ailleurs entièrement fictif et sert seulement en statique à opérer certaines transformations utiles à la solution des problèmes.
COMPOSITION DES FORCES CONCOUnANTËS.
14. Nous avons déjà vu (g 5) que plusieurs forces appliquées en môme temps à un même point se composent en une force unique en suivant la même règle que pour la composition des vitesses ou des accélérations. Mais il n'est pas sans importance de faire voir que la démonstration de cette proposition peut cire afTranchie de toute considération de cinématique*, et qu'elle résulte des principes et des définitions de la statique pure.
15. Nous commencerons par observer que la résultante de deux forces qui font entre elles un angle quelconque est dingtfe dans le plan des deux forces ; et que si les deux forces sont égales, leur résultante est dirigée suivant la bissectrice de leur angle.
Un point en repos, sollicité par deux forces à la fois, prend un certain mouvement unique et parfaitement déterminé ; or tout est symétrique par rapport au plan des deux forces, et si le point sortait de ce plan, il faudrait qu'il choisit entre Tun ou Taufre de deux déplacements symétriques également possibles ;
*■ Nous ne disons pas que la démonstration du parallélogramme des forces peut être afTrancliie de toute considération de mouvement; nous disons seulement qu'elle peut être affranchie de toute notion de cinématique, parce qu'on peut l'établir sans connaître la mesure des forces par les accélérations qu'elles communiquent à un même point matériel.
un (el choix étant inadmissible, et le fait du mouvement étant cependant nécessaire, il faut que les deux déplacements également possibles coïncident et n'en fassent qu'un , ce qui les suppose situés dans le plan de symétrie. La résultante des deux forces, qui est égale et contraire à la force capable de maintenir le point au repos, est donc dirigée dans ce même plan.
On démontrerait par un raisonnement tout semblable que la résultante de deux forces égales appliquées à un même point est dirigée suivant la bissectrice de leur angle.
16. On peut ajouter que la résultante de deux forces égales qui font un angle constant est proportionnelle à l'intensité commune de ces forces, de sorte que si elles deviennent à la fois doubles, triples,. .., la résultante devient en même temps double, triple,....
En effet, si les deux forces égales F et F', agissant sur le point H, ont pour résultante la force R, dirigée suivant la bissectrice MR de Pangle FMF', deux nouvelles forces F et F% égales aux premières, et appliquées au point H suivant les mêmes directions, auront pour résultante une nouvelle force R, dirigée encore suivant MR. Le point M peut donc être considéré comme sollicité par deux forces, lune égale à 2F, agissant suivant MF, l'autre égale à 2F', agissant suivant MS', et ces deux forces ont pour résultante une force 2R, suivant la bissectrice de l'angle FMF\ En général, si toutes les forces qui sollicitent un point sont augmentées ou diminuées dans un même rapport, sans altération de leurs directions, la résultante varie dans ce même rapport, et sa direction reste la même. Quand on représente par des droites finies les forces et leur résultante, la même figure les représente encore, après leur altération, par un simple changement d'échelle.
17. Proposons-nous d'établir la règle du parallélogramme des forces pour le cas où les deux forces F et F' sont dans un
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rapport quelconque. Nous y parviendrons au moyen des lommes suivants.
1^ Si les sommets opposés À et C d'un losange ABCD sont réunis l'un à l'autre d'une manière invariable et qu'on applique aux points A elC, suivant les côtés AB, AD, CB, CD, quatre forces égales, F, F', F" et F'", le système des points A et C restera en équilibre.
En effet, la diagonale AC du losange est bissectrice des angles BAD, BCD, que font entre elles les forces dans chaque groupe. Les deux forces JF et F', composées ensemble, ont une résultante R, appliquée en A et dirigée suivant CA. De même, les forces Pet F'" ont une résultante R', égale à R, appliquée en C et dirigée suivant CA. Les deux forces égales R et R', appliquées aux extrémités de la tige rigide AC, se font équilibre. 2^ Si les sommets A et C d'un parallélogramme ABCD sont réunis invariablement l'un à l'autre et qu'on applique aux
points A et C, suivant les côtés AB, AD, CB, CD, des forcesFp F,,F„F4,proportionncUes aux longueurs ' * ~ ^ "de ces côtés, et par suite*
égales deux à deux, le système des points A et C sera en équilibre.
Supposons d'abord que le côté BC contienne le côté AB un nombre entier de fois, 4 fois par exemple.
On pourra partager le parallélogramme ABCD en quatre losanges ABEF, FE6H, HGKL, LKCD; imaginons qu'on réunisse les points E, G, K, F, H,, L aux points A et C de manière à former un système invariable. Nous pouvons partager de même les forces égales F, et F^ en quatre parties égales à F^, el supposer ces forces partielles appliquées l'une au point A, l'autre au point F, la troisième au point H et la quatrième au point £, pour la force F,; la première au point C, la seconde au
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point K, la troisième au point C, la quatrième au point E, pour la force F^. Nous pouvons encore, sans troubler l'équilibre, appliquer aux points E et F, suivant le côté FE, deux forces égales et contraires, égales toutes deux à F^; faire de même aux points G et H, et aux points L et K. En définitive, nous aurons substitué au système primitif des quatre forces ^-^ — j-^ — 4-^ — -r-^ — y
Fi, Fi. F.» F„ le système / f f f /
ci-contre, qui lui est équi- Z — ^^-X — , 1 — ^ / .^ /
valent au point de vue de l'équilibre.
Or chacun des losanges partiels est séparément en équilibre. L'ensemble est donc aussi en équilibre, et par suite les forces Fj, F,, F,, F^, se font équilibre.
18. Supposons ensuite que les deux côtés du parallélogramme soient entre eux comme deux nombres entiers, m et n. La proposition sera encore vraie.
Nous pouvons en effet partager le parallélogramme en n parallélogrammes égaux, dans chacun desquels le grand côté sera égal à m fois le petit. Supposons que le rapport des côtés soit |, par exemple. Nous pourrons diviser le côlé AB en trois parties égales, aux points Eet G, et menant les parallèles EF, GB, nous aurons divisé le parallélogramme en trois parallélogrammes égaux, dans chacun desquels le grand côté sera égal à 5 fois le plus petit.
La force F^ qui agit suivant le côté AB peut être partagée en trois forces égales, appliquées respectivement en A, G et E; il «n est de même de la force F„ dont on appliquera les parties égales aux points C, F et H. Les points E, G, H, F, étant supposés ^ ^
liés invariablement au sjstème fiî- n-
des points A et G, ajoutons en E et en F deux forces égales à F^, agissant Tune de E vers F, l'autre de F vers E. Faisons de même en G et en H. Chacun des parallélogrammes AGHD,
n. — Hic. ooLUGifo». 2
18 PARALLËLOGRAVME
GEFH,EBCFsera en équilibre (§17);renseinble des trois parallélogrammes est donc aussi en équilibre, et par suite les quatre forces Fp F,, F,, F^ sont en équilibre, et le lemme est démontré ^ On en déduit cette conséquence :
La résultante de deux forces F^, F,, appliquées à un même point A, passe par le sommet C du parallélogramme ABCD construit sur ces deux forces. Car cette résultante fait équilibre à la résultante de deux forces F,» F^, laquelle passe en ce point C.
19. De là il est facile de conclure que la résultante R de deux forces P et Q ^^ représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces.
Sur les côtés AB, AD, respectivement proportionnels aux '
c forces P et Q, construisons le parallélogramme ABCD. La résultante R des forces P et Q passera par le sommet C de ce parallélogramme; mais nous ^' **• ignorons encore quelle est
sa valeur, et si elle est proportionnelle à AC.
Prenons sur le prolongement de AG une longueur AE proportionnelle à la force R, et qui représentera en grandeur et en direction une force — R, égale et opposée. Les forces — R, P et Q se font équilibre. Donc la force — Q, égale et opposée à Q, est la résultante des forces P et — R ; et par suite, si on achève le parallélogramme AEHB, construit sur les forces Pet — R, la diagonale AH de ce second parallélogramme sera dirigée en prolongement du côté AD du premier. Les trois points H, A, D sont donc en ligne droite; les deux triangles EÏÏA, CDA,
1 n resterait & étendre la démonstration au cas où les forces données sont incommensurables. On peut employer pour cela soit la réduction & l'absurde» soit la théorie des limites. Nous ne nous arrêterons pas à développer ce complément de la démonstration.
ont deux côtés égaux, HE = AB = CD, et les deux angles adjacents sont aussi respectivement égaux : HEA = ACD, AHE=ADC. DoncEÂ=AC, et par suite la résultante R est représentée, en grandeur comme en direction, parla diagonale AC du parallélogramme ÂBCD.
SO. On peut parvenir par un procédé analytique à la même conclusion. Deux forces égales, F, F% faisant entre elles Tangle FMP=2<z, ont une résultante R dirigée suivant la bissectrice de leur angle; de plus la résultante R est proportionnelle, pour une même valeur de Tangle a, à la valeur conunune F des composantes. U loi qui lie les forces F et R ''*' *'• est donc exprimable par une relation de la forme
9 désignant une fonction qu'il s'agit de déterminer.
Nous pouvons décomposer la force F en deux forces égales / et f , dont les directions fassent avec MF des angles égaux FMf = FMf = p. De même, nous décomposerons la force F en deux forces/* et f'j égales entre elles et aux forces f etf , suivant les directions N/*, Vlf'% qui font avecMFMes angles égaux à p. Appelant flamesure communedes quatreforces fjf^ fj f"\ nous aurons, pour la déterminer, l'équation
La composition des forces F et F' revient à la composition des quatre forces /", f , /*, f "; or les forces égales f et f" se composent suivant leur bissectrice MB en une force égale à
et les forces f^ ff suivant la même bissectrice, en une force
rOMPOSlTlON
Donc
et la fonction f doit satisfaire à la relation générale
(1) f(«-»-«+f(«-p)«?Wf(p).
quels que soient les angles a et 0.
Nous commencerons par déterminer certaines valeurs de la fonction ^ •
1* Si Ton fait a=0, les deux forces F et F prennent la direction delà force R, et par suite
Donc
2® Pour a=â9 l^s ^^^^ forces F et F' prennent des directions opposées, et leur résultante est nulle. On a donc
3* Faisons ensuite a= 7. La force F se décomposera en deux
forces égales feif. Tune perpendiculaire à la direction de M, et Pautre dans la direction même de R. Il en est de même de la force P. Il en résulte que les forces f et f s'ajoutent pour donner R, et que par conséquent
tandis que les forces /"et f" se détruisent. On a donc à la fois
et
R = FxyQ).
Donc
4* Enfin cherchons la valeur de ^ ( ^ K
La force F est décomposable en deux forces / et f^ Vnnef dirigée suivant la ligne MR, l'autre f dirigée suivant le prolongement de la force P. La résultante des forces F et F% ou des forces f, f , F, est dirigée SQÎTant MR ; or la force f est déjà dirigée suivant MR; la résultante de P et de f est une force F'— f, dirigée suivant la ligne fF' ; composée avec f^ elle donnerait une résultante qui ne pourrait coïncider avec la direction IfR, à moins qu'elle ne soit nulle. Donc /=F'.
On en déduit
pour une valeur de Tangle a égale à s, et par conséquent
Connaissant ces valeurs, on peut en trouver d'autres an moyen de la relation [1] . Par exemple, faisons ^=«9 il viendra
f(S«)=[fWJ*-f(0)=IfWJ«-i;
puis faisons a=2p, et remplaçons ^ par a :
f (5«)=y W f (î«)~f («) = [f WP-3y(«),
et ainsi de suite.
Observons encore que la fonction f (a) ne s'annule pour aucune valeur de a comprise entre 0 et ^ , et qu'entre ces limites elle décroît à mesure que la variable a augmente, de sorte qu'elle reste comprise entre 2 et zéro.
n COMPOSITION
Ces diverses remarques vont nous conduire à la détermination de la fonction ç •
Dans l'équation [1] faisons aL=:n^,n étant un entier positif; nous en déduirons
ou bien, en posant d'une manière générale y (ilc0)=ttt» pour toute valeur entière de ky
OU encore
«•4-i — W4tt||4-Wll-1«0. A
Cette équation montre que la série
tf| «t «s ••• «• •••
est récurrente; chaque terme se forme en ajoutant les aeux précédents, multipliés Tun par le nombre constant u^ Fautre par — 1. On peut faire précéder le terme u^ du terme
tto=?(0)=2.
Cherchons à exprimer u, en fonction deU|. Pour cela, considérons la série
ei multiplions-la par le trinôme
La lettre x représente une variable auxiliaire, dont la valeur reste indéterminée, et qu'on peut, une fois pour toutes, supposer assez petite pour assurer la convergence des séries dont on va faire usage.
Le produit se réduit à ses deux premiers termes
de sorte que la série S s'obtient en effectuant la division
Décomposons cette fraction rationnelle en fractions simples. Les facteurs du dénominateur sont
on a donc à déterminer les constantes A et B de manière à satisfaire à ridentité
a— ti^jg A B
Pour cela, il faut qu'on ait séparément
A + B^no
ou bien
î^ ïf-i ___
Vt-* Vt-»
et enfin Substituons ces valeurs de A et B. Ù vient pour la série S.
84 iCOMPOSmON
La division permet de développer chacune de ces fractions simples en une progression géométrique :
Donc enfin, en comparant à Péquation (2),
Introduisons une nouvelle variable 6, en posant U|=i2cosO: comme u^=2 pour ^=0, nous pourrons faire en sorte que les arcs 6 et ^ s'annulent ensemble ; nous pourrons d'ailleurs les regarder tous deux comme positifs. U résulte de cette rdlation
et par suite
tt» = {co80 + ^^^sin e)*+ (co8« — ^3î gin e)»= îcos 110.
Si donc on exprime f (P) par le double du cosinus d'un certain arcO, f (n^) sera exprimé par le double du cosinus du produit de cet arc par n, et cela quelque grand que soit le multiplicateur n.
Remplaçons n0 par a; nous aurons à la fois les deux équa* tiens
Faisons ensuite croître indéfiniment le nombre entier n. L'arc ^ deviendra infiniment petit, ainsi que Tare 6, et nous pourrons poser à la limite P=s6, s étant la vraie valeur du
rapport ^, quand les deux arcs ^ et 6 convergent à la fois vers
zéro.
On en déduit
et Donc
s ns
f(a) = 2cosj;
dans cette équation, « est un nombre constant qui reste à déterminer, et l'équation est vraie d'une manière générale^ puisque Tare a est un arc fini quelconque.
Pour déterminer l'arbitraire Sy faisons a=| ; la fonction doit s'annuler ; donc cos ô- =0 ; ce qui suppose s égal à l'inverse, Q , ■ , d'un entier impair.
On aurait donc
y(«) = 2cos(2»'+i)a.
Mais alors la fonction f s'annulerait pour une valeur de a satisfaisant à l'équation (2«'4-l) «=§» et si S^'-i- i était > 1,
cette valeur serait comprise entre 0 et ^i ce qui est contradictoire avec la signification particulière que nous attribuons à la fonction f. Donc enfin «=1, et la fonction f (a) est égale à 2cosa.
Cette fonction satisfait à toutes les conditions proposées. Elle
26 ËQUILIBBE
l^mdla valeur 2 pour a=0, la valeur 0 pour a=^i la valeur ^2 pour a=Ti et la valeur 1 pour a=^. D'ailleurs on a
f (a:l=^] = Scos{ad=p) sas 2 (C06a 006|l ip sinasin/S),
et par suite
On arriverait à la même conclusion en développant les fonc^ lions 9(a±^) par la série deTaylor; c'est la méthode que suivaient Poisson, Navier, etc.
La proposition démontrée pour le losange s'étend sans difficulté au parallélogramme, en commençant par le cas particulier du rectangle.
21 . La règle du parallélogramme des forces peut être ensuite généralisée et étendue à la composition de tant de forces qu'on voudra : s'il y a trois forces, elle devient la régie àa parallélépipède des forces; s^il y en a plus de trois, la régie du polygone des forces. La résultante des forces appliquées en un même point est toujours représentée en grandeur et en direction par la résultante géométrique des droites qui représentent les forces données (I, § 49).
GONDinoits d'équilibre d'un point Matériel sollicité
PAR DIVERSES FORGES
22. Lorsqu'un point matériel, libre dans l'espace, est soUicité par diverses forces, il faut et il suffit, pour que ce point soit en équilibre, que la résultante de toutes les forces données soit nulle j ou bien que le polygone des forces données se ferme de lui-même.
On peut transformer cette condition. Soit 0 le point matériel, OF une droite finie représentant en grandeur et en direction l'une des forces qui agissent sur ce point. Par le point 0, menons arbitrairement trois axes coordonnés OX, OT, OZ;
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nous pourrons considérer la droite OF comme la diagonale d'un
paralïélépipèdedont les faces aboutissant au sommet 0 soient
situées dans les plans XOY, TOZ,
ZOX. Il suffit pour cela de mener
par le point F, parallèlement aux
plans coordonnés, trois plans qui
couperont les axes en des points
A, B, C. Nous regarderons la
force OF comme la résultante des
trois forces OA, OB, OC, agissant "ff- *«•
sur le point 0 dans la direction des trois axes coordonnés.
A chaque force F correspondront ainsi sur les axes trois composantes, que nous désignerons d une manière générale par X» T, Z ; la composition des forces F se simplifiera en composant d'abord ensemble, par voie d'addition algébrique, toutes les forces qui agissent suivant un même axe ; puis, en dernier lieu, en composant les trois résultantes partielles par la règle du parallélépipède.
Soient F^ F^, F,, ... F«, les n forces qui agissent sur le point 0. Nous appellerons :
X^, T^, Zp les trois composantes de la force F^, prises avec les signes convenables ;
X,, T„ Z|, les trois composantes de la force F^, ...;
X,, T., Z«, les trois composantes de la force F».
Les trois composantes de la résultante des n forces données seront respectivement égales aux sommes algébriques
OU, sous forme abrégée,
SX, ST, zz,
les sommes Z étant étendues à toutes les composantes des force.« données.
Pour que le point soit en équilibre, il faut et il suffit que la
résultante des forces soit nulle, ou que le parallélépipède qui a pour côtés les sommes précédentes ait une diagonale nulle, ce qui exige que ses côtés soient séparément égaux à zéro. Les conditions d'équilibre sont donc au nombre de trois, savoir:
ou bien
Yi+Y, + ...+Y« = 0.
Z|+Z,+ ...-fZ, = 0.
SY=0, 2Z
23. En général, on applique ces équations à des axes rectangulaires, sur lesquels les forces OF se projettent orthogonalement.
Soient OX,OY, OZ, trois axes rectangulaires; la force F fait des angles a, p, y, avec ces trois axes. La composante de F suivant l'axe OX sera Fcosa; suivant Taxe OY, Fcosp, et suivant TaxeOZ, Fcosy-
La somme algébrique des composantes de toutes les forces qui sollicitent le point 0 sera
suivant l'axe OX,
suivant Taxe OT,
et suivant l'axe OZ,
ZF008«v
SFcos^ SFcosy.
Si Ton définit la direction de la force F par deux angles» la longitude 6, angle du plan ZOF avec le plan ZOX, et la colatitude^j angle de la direction F avec Taxe OZ (I, g 65), on aura
oosa=cos9siny, cos^ = oo808iny,
et les sommes des composantes seront
Fig. 17.
SXssSFcosOsiny, SY^SFsinOsiny, SZ=s2Fc06y.
D'UN POINT LIBRE
L'équilibre s'exprimera en égalant séparément ces trois sommes à zéro.
24. En résumé, VéquiUbre d'un point matériel dans Vespaee esâgCy comme condition nécessaire et suffisante, que la somme algébrique des projections^ sur trois axes coordonnés, des forces qui le sollicitent, soit égale à zéro. S'il en est ainsi pour les projections sur trois axes, on peut affirmer que la somme des projections des forces faites parallilement à un plan fixe sur un axe quelconque est aussi nuUe. Car cette somme n'est autre chose que la projection sur cet axe de la résultante des forces données, laquelle est nulle dés que ses composantes, parallèles à trois axesnon situés dans un même plan, sont nulles toutes trois.
VÉRinCATION EXPÉRDIEHTALE DE LA COMPOSITION DES FORCES.
25. On mesure en général les forces en les comparant à des poids. Mais le poids d'un corps est dirigé suivant la verticale, et il faut recourir à un certain artifice pour en changer la direction. On peut se servir à cet efTet d*une poulie, sur laquelle on fait passer le fil auquel le poids est suspendu. Si le fil est suffisamment fin, et si la poulie est bien ronde et bien mobile autour de son centre, la tension du fil, au point où il s'attache au corps soumis à Texpérience, sera sensiblement égale au poids suspendu à son extrémité.
Pour vérifier expérimentalement la règle du parallélogramme des forces, on attachera à un corps M de forme quelconque, sphérique par exemple et de petites dimensions, trois fils qu'on fera passer sur trois poulies a, fr, c, suspendues en trois points fixes A, B, C. Aux extrémités des
Fig. 18.
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fils on attachera des poids P, P\ P, dont on pourra faire varier la valeur. Avec quelques tâtonnements, on parviendra à établir l'équilibre. Cet état une fois obtenu, le corps M sera sollicité par trois forces (on fait abstraction ici du poids propre du corps H et des fils, qu'on suppose négligeable) ; ces trois forces sont les tensions T, T\ T* des fils, égales respectivement aux poids F, P', P. On observera que les trois forces agissent dans un même plan; on pourra en reporter la position sur une feuille de papier, et la construction du parallélogramme sur tes forces T et T' donnera pour résultante une force égale et contraire à T*.
COMPOSmON DES FORCES APPUQUÉES k UN MÊME POUïT DANS UN MÊME PLAN.
26. Soient F, F\ ... des forces appliquées au point 0 dans le plan du papier; appelons a, a%... les angles qu'elles font avec la partie positive OX de Taxe des x ; les compléments 5 — a, ^ — a',.. .seront les angles des forces axec Taxe OY, et la résultante R de ces forces aura pour composantes, suivant OX, la somme
Fcosa+F' cosa'+ . . .,
et suivant Paxe OT, la somme
. FMn«+F'siiia'+....
Appelons X l'angle de la résultante R avec Taxe OX, nous aurons
Rcos jL=Fco6a+F' cosfle'+ .. . =:SFcosa, &sin;L=Fsiiia+F'sina'+...=£Fsina.
Multiplions la seconde équation par v' — 1, et ajoutons ; il viendra
R(cosA+^^8ini)=2F(cos*-f-V^^8ma).
Fig. 19.
DE NOMBRES IMAGINAIRES. Si
Donc le nombre imaginaire R (cosX + \f—i sinX) est la somme algébrique des nombres imaginaires F (cos a -h \/ — 1 sin a) .
F est le module, a Vargument du nombre imaginaire F(co8aH-V — Isina), qui représente à la fois la grandeur et la direction de la force F; de mëmeR et X sont le module et l'argument du nombre imaginaire R (cos X + v^ — 1 sin X), qui représente à la fois la force R en grandeur et en direction. L'addition des nombres imaginaires correspond donc à la composition des forces appliquées à un même point dans un plan.
27. l'analogie de l'addition algébrique et delà composition des forces a conduit certains auteurs à adopter des définitions et une notation nouvelles, que nous allons faire connaître.
Dans son sens primitif, la somme est le résultat d'une addition de nombres absolus, ou de quantités deméme nature. Telle est la êomme arithmétique. En géométrie, on obtient la somme de plusieurs longueurs en les portant bout à bout sur la même droite.
L'introduction des nombres négatifs dans le calcul a permis d'étendre cette définition : on a appelé somme algébrique le résultat de l'addition de ces quantités prises chacune avec son ugne. En géométrie, le signe d'une longueur s'interprète par le sens dans lequel elle doit être portée ; la somme algébrique de plusieurs longueurs réelles se fera donc en portant bout à bout sur une même droite des segments égaux à ces longueurs, dans un sens si elles sont positives, en sens opposé si elles sont négatives ; la somme cherchée est la longueur comprise entre le point de départ et le point d'arrivée, prise avec le signe convenable.
Dans ces deux opérations, on peut regarder la somme obtenue comme la résultante de forces appliquées suivant la même droite, et représentées, en grandeur et en sens, par les longueurs données, prises avec leurs signes. Il en est de même, comme nous venons de le voir, de l'addition des nombres imaginaires, pourvu que l'on convienne de regarder la partie réelle et le
Si SOIME GÉOMÉTRIQUE.
coefficient de ^ — 1 comme les composantes rectangulaires d'une force représentée par le nombre imaginaire donné.
On peut, par une nouvelle extension, appeler somme géométriqtie de pludeurs quantités a, fr, e, ... représentées en grandeur et en direction par des droites issues d'un même point 0, et dirigées comme on voudra dans l'espace, la résultante S de ces quantités, composées à la façon des forces ou des vitesses; on indique l'opération de la composition par la notation
s=fl+ï+c4-....
De même, la différence géométrique de deux quantités a et fr est la somme géométrique de la quantité a et de la quantité b changée de sens; ce qu'on exprime par l'une des notations
Sr=a — ï = fl-{- (—1),
— b désignant une quantité égale à fr, mais dirigée en sens contraire.
La différentielle géométrique d'une quantité variable Oa est l'élément infiniment petit aa\ qui, composé avec Oa, donne en grandeur et en direction la valeur infiniment voisine Oa' de cette quantité variable. Par exemple, la vitesse acquise élémentaire, jdtj est la différentielle géométrique de la vitesse v ; car, composée avec v, elle donne la vitesse suivante, v + rfv, en direction et en grandeur (1, § 91).
Nous ne ferons pas usage de ces dëûnitions, et nous continuerons à nous servir des mots composition^ résultante, au lieu des mots équivalents A^addition géométrique et de somme géométrique.
On a introduit dans le langage une autre expression, celle de produit géométrique de deux lignes, dont nous ne nous servirons pas davantage. Le produit géométrique de deux lignes est le produit des longueurs de ces lignes par le cosinus de l'angle qu'elles font entre elles, ou le produit d'une des longueurs par la projection de l'autre sur la première. On pourra dire, par exemple, en se servant de celte définition, que dans tout triangle, le carré d'un côté est égal à la somme des canes
PRODUIT GÉOMÉTRIQUE
des deux autres^ diminuée du double de leur produit géométrique. Cette définition s'applique, en mécanique, à l'expression du travail d'une force. Outre qu'elle est peu utile, elle a l'inconvénient de ne pas se trouver d'accord, dans tous les cas particuliers, avec le résultat de la multiplication algébrique. La somme algébrique de deux nombres imaginaires r (cos6 + v' — 1 sin6) et i^^cos O' H- V— i sin 6') est bien représentée par la résultante, ou ia somme géométrique, de deux lignes r et ?, orientées dans le plan suivant les directions respectives 6 et 6'. Le produit géométrique de ces deux lignes devrait être aussi identique au produit algébrique des deux nombres : or il n'en est rien ; car l'un de ces produits est le nombre réel »t' cos (0'— 0), et l'autre, le nombre rr' [cos (6H-0') h- ^^ sin (0 -+- 6')] .
Les résultats ne sont les mêmes que quand les arcs 6 et 6' ^nt nuls ou égaux à des multiples de la demi-circonférence.
PPUCATI0K8 DE LA THÉORIE DE LA COMPOSITION DES FORCES
28. Étant donné un triangle ÂBC, on prend les milieux a, bf e des c6tés BC, CA, AB; on joint les points ainsi obtenus aux sommets opposés, et Ton obtient trois droites Aa, Bfr, Ce, qui se coupent en un même point M, qu'on appelle le centre de gravité au triangle ABC.
Cela posé, H F on place en M un point matériel et qu^on lui applique des forces représentées en grandeur et en direction par les droites IfA, IIB, MC, ce point sera en ^.
équilibre.
Il suffit de démontrer que l'une quelconque, MA, de ces forces est égale et opposée à la résultante des deux autres, MB,MC.
Achevons le parallélogramme MBIC. La droite 10 représentera en grandeur et en direction la résultante des deux forces MB, MC.
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Cette droite MI passe au point a, milieu Ae BC, car les deux diagonales BC, MI d'un parallélogramme se coupent mutuellement en parties égales. Donc la direction MI se confond avec la direction Ma, et la force MI agit dans une direction contraire à la force MA. On a de plus MI=HA; en effet, le point a, intersection des deux diagonales MI,BC, est le milieu de MI , et par suite MI est double de Ma. Mais on sait que les trois médianes Aa, Bb^ Ce se coupent au point M en deux segments dont Tun, MA, est double de l'autre. Ma; donc enfin les deux longueurs MI et MA sont égales. On pourrait le démontrer, au surplus, en observant que b étant, par hypothèse, le milieu de AC, et CI étant, par construction, parallèle à frM, le point M est le milieu de AI.
La réciproque est vraie : Lorsque trois farces appliquées efi un même point se font é^ilibre^ le point d* application de ces troût forces est le centre de gravité du triangle obtenu en joignant deux à deux leurs extrémités.
On remarquera que si le point M était sollicité par les trois
forces Ma, Mb, Me, il serait encore en équilibre, car ces forces
sont respectivement contraires aux forces MA, MB, MC, et
égales à leurs moitiés. On rentre d'ailleurs dans le théorème
démontré, en considérant le triangle aftc, dont le point M est
aussi le centre de gravité.
Il est donc très facile de vérifier géométriquement si trois
forces, MA, MB, MC, appliquées à un même
point se font équilibre. Il suffit de joindre
les points B et C, et de prendre le milieu,
a, de la droite de jonction ; Téquilibre exige
que le point a soit situé sur le prolonge-
p.^ ^^ ment de MA, et que l'on ait MA =Ma x 2.
Autrement l'équilibre n'a pas lieu.
DES FORCES CONCOURANTES
Fig. 22.
droite ME représentera la moitié de la résultante des forces MA et MB. De même MG représentera la moitié de la résultante de MCet MD. Pour Téquilibre, il faut et il suffit que les deux directions ME, MG soient contraires, et que l'on ait ME=MG. Il faut et il suffit, en d'autres termes, que les trois points E, M, G soient en ligne droite, et que M soit le milieu de EG.
Si ces conditions sont satisfaites pour la droite EG, elles le seront aussi pour la droite HF, qui joint les milieux des cdtés opposés BC, ÂD du quadrilatère ABCD.
30. É(ant donné un triangle ABC, on prend dans son plan un point quelconque, 0, et de ce point, on abaisse sur les trois côt^ des perpendiculaires Oa, 06, Oc. Au pointO, on place un point matériel auquel on applique, suivant ces perpendiculaires, des forces représentées sur la figure par les longueurs OA'=BC, OC'=AB, OB'=AC; le point matériel 0, sons r action de ces forces^ est en équilibre.
Il sufGt de prouver que l'une des forces OA' est égale et contraire à la résultante des deux autres. Prolongeons indéfiniment la direction A'O, et par le point C' menons C'A" parallèle à OB'. Nous formons ainsi un triangle OC'A" dont les côtés sont respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle donné; ces deux triangles sont donc semblables, et par suite ils sont égaux, car les côtés homologues OC', AB sont égaux entre eux; donc A''C'=AC=OB', et OA''=BC=OA'. La force OA" est la diagonale du parallélogramme construit sur OC', OB', et l'équilibre est démontré.
En vertu du théorème précédent (§ 28), si Ton joint A'B', B'C, C'A', le point 0 sera le centre de gravité, et les droites OA', OB', OC' les directions des médianes du triangle ainsi obtenu*
COMPOSITION DES FORCES
Les perpendiculaires élevées aux milieux des trois côtés d'un triangle concourent en un même point, centre du cercle circonscrit au triangle. On peut donc prendre pour le point 0 le point de rencontre de ces trois droites. De même on peut prendre le point de rencontre des trois hauteurs.
31 . Plus généralement, si d'un point 0 pris dans le plan d'un polygone donné on abaisse des perpendiculaires sur ses côtéSj et qu'ion prenne sur chacune une longueur égale au côté correspondant , on obtiendra une série de droites qui, considérées comme des forces j se feront équilibre.
En effet, faisons tourner le polygone ABCDE d'un angle droit dans son plan autour d'un de ses sommets A; il prendra la position AB'GD'E'. Ce nouveau polygone se fermant de lui-même, les forces ^ales et parallèles à ses côtés, appliquées au point A, se font équilibre; or ces forces sont celles que Ton doit appliquer, d'après l'énoncé, au point 0 lorsqu'il coïncide avec le sommet A. Le théorème démontré pour le point A s'étend évidemment à tout autre point du plan.
Fig. Ï4.
COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES
52. Nous supposerons dans ce livre que deux ou plusieurs forces soient appliquées en diflérents points d'un même système solide, et nous nous proposerons de trouver la résultante de ces forces, s'il y en a une, c'est-à-dire de trouver la position, la direction et la grandeur d'une force unique telle, qu'une force égale et contraire, appliquée au système, tienne toutes les autres forces en équilibre. Nous nous occuperons d'abord des forces parallèles.
Soient F et F' deux forces parallèles appliquées en des points A et B d'un corps solide; supposons-les dirigées dans le même sens.
Nous ne troublerons pas l'équilibre du solide en appliquant en A et B, suivant la direction BA et en sens contraire, deux forces égales, R et — R, dont l'intensité reste ar* bitraire. Le système des quatre ' ''
forces F, F', R et R est donc
équivalent au système des forces F, F^ Or les deux forces concourantes, R et F, se composent en une force unique AS,
n bA / / »*— X
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par la règle du parallélogramme. De même les forces F' et — R ont pour résultante une force BH ; la résultante des forces F et F' est donc la résultante des forces AS et BH, qui sont concourantes, et dont les directions se rencontrent en un certain point 0. Les forces AS et BH peuvent être supposées appliquées en ce point 0, et là on peut les décomposer chacune suivant deux directions, Tune parallèle à AB, l'autre parallèle aux forces F et F'. La force OS' = AS donnera par cette décomposition une force R', égale et parallèle à R, et une force OF^, égale et parallèle à la force F; la force OIF=BH donnera de même une force — R', égale et paraUèle h — R, et une force OF'j, égale et parallèle à F'. Les deux forces R' et — R', égales et appliquées en sens contraires au même point 0, se détruisent; il reste donc les deux forces F^ et F ^ égales et parallèles à F et F', et qui, appliquées en un même point et dans le même sens, s'ajoutent et donnent une résultante égale à leur somme, F-+-F'.
La résultante peut d'ailleurs être supposée appliquée au point I de la droite AB qui joint les points d'application des composantes. Pour déterminer ce point, observons que la similitude des triangles SFA, AIO donne la proportion
AI_SF__5
oi — AF—F*
et que la similitude des triangles OIB, BF'U donne la proportion
IB "■ F
Le point I partage donc la distance AB des deux points d'application dans le rapport inverse des forces.
Nous conclurons de là ce théorème :
Deux forces parallèles^ de même sens^ se composent en une
seule forcey parallèle aux deux premières^ de mime seiUy et égale à leur somme^ et le point d'application de la résultante partage la droite de jonction des points d^application des composantes en deux segments^ qui sent entre eux dans le rapport inverse des forces adjacentes.
On remarquera que la position du point I, intersection de la résultante avec la droite AB, dépend du rapport des forces F et F% et ne dépend ni de leur grandeur absolue, ni de leur direction. On peut donc ajouter :
Le point d* application de la résultante de deux forces parallèles sur la droite qm joint les points d'application de ces forces^ ne varie pas quand on altère les grande^irs ou les directions des deux forces^ pourvu que Pon conserve leur parallélisme et le rapport de leurs grandeurs.
33. Supposons que plusieurs forces parallèles F« F', F'', P",..., soient appliquées respectivement aux points A, B, C, D,... d'un /^ corps solide, et que ces forces soient / ^ toutes dirigées dans le même sens. / ^y^
On pourra, en appliquant le théorème /
Fig. 20.
précédent, déterminer la résultante de _-.^- — • toutes ces forces. En effet, joignons
AB et partageons la dislance AB au point I, de manière à satisfaire à la proportion
Ai__F;
Nous pouvons remplacer les deux forces F et F', appliquées respectivement en A et B, par la force F+F', appliqua au point I. Joignons ensuite IC, et prenons sur celte droite un point F tel, que nous ayons
Le point r sera le point d'application de la résultante des deux forces (F+F) et P, laquelle sera égale à la somme
Fh-F'+F". Continuons, en joignant l'D, et en prenant sur cette droite un point l" satisfaisant à la proportion
Le point V sera le point d'application de la résultantoy F H- F' H- F* -h F", des quatre forces F, F, F% F'". On procédera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces et tou$ les points donnés. La résultante générale sera égale à la somme de toutes les forces données, et sera parallèlt) à leur direction commune. Les points I, l\ P,... obtenus successivement sont indépendants des grandeurs absolues des forces et de leur direction. Le dernier point obtenu est indépendant de Tordre dans lequel on a pris les points donnés pour opérer la composition.
Proposons-nous de trouver les coordonnées du point
d'application de la résultante de Tt forces données, parallèles et de même sens, appliquées en des points A, B, C,... L, définis cha* cun par ses coordonnées x, y, %.
Considérons deux des point»
d'application donnés, A et B ; y. 27 ^^^^ ^^ = ^1 Tordonnée du point
A parallèle à l'axç OZ, et Bfr = ^ Tordonnée du point B. Soit I le point d'application de la résultante des forces F^ et F^, appliquées respectivement en A et en B. Nous aurons, pour déterminer le point I, la proportion
d'où Ton déduit
AI_ F
AB~F|-fF
IB_ Ft
AB-VPF,"
Par le point I menons une parallèle, IK, à Taxe OZ; elle per-
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eera le plan XOï en un poin t K, projection du point I sur ce plan^ et qui sera situé sur la droite aby projection de ÂB. Appelons %> Tordonnéedu pointi, représentéesur la figure par la longueurK. Cette droite IK est donc, dans le trapèze AofrB, une parallèle aux bases Âa, Bfr. Pour en évaluer la longueur, menons la diagonale aB qui rencontre IK en un point H. Nous aurons
Or, dans le triangle BAa, la droite IM, parallèle à la base^ forme un triangle semblable, et par suite
Donc De même et enGn
IM IP_ Ft A«"AB"'F4-|-Fj'
ï^^^^XfTTf.-
«=*»XïV+F,'
FiaHrFjJj *- F,+F, '
formule qui est générale, pourvu qu'on attribue aux ordonnée» 2, %^j %^ des signes convenables.
La résultante des forces F^ et F, est d'ailleurs égale à leur sommeF^+F..
n faut la composer avec la force F, appliquée au point C,. dont lordonnée est %^; si l'on appelle ^ Tordonnée du point d'application de la résultante des deux forces (F^-hF^) et F,, on n'aura pour trouver ^ qu'à appliquer la formule précédente-ea y changeant
^4» Ff» *1» «t»
en
ce qui donnera
^_(Ft-HF,)a+F,», (fi+F.)+F5 '
OU bien, en observant que (Fj-f-F,)«=F4aj-f-F,z„
De même, pour passer à la quatrième force F^, dont le point d'application a pour ordonnée 2^, il suffira d ajouter au numérateur de la fraction le terme F^a^, et au dénominateur le terme F^, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait introduit dans la formule les n forces données. La formule finale qui détermine le point d'application de la résultante des n forces est donc
y_Ft3t4-F«»,+ -»>-HF,s,_2:F< F,4-F,-f...-fF, -2F'
Ce que nous avons dit de la coordonnée Z. nous pourrions le répéter des coordonnées X et Y, de sorte que nous pouvons poser aussi les équations
T-Fia;i+F,g,4-...-hF,a?,_lFg Fi-hF,+ ...H-F. ""IF*
Y — Fiyt 4- F«y/« 4- ... -h F»y,i_ XFy Fi+F,-h,..-hF« -2F*
Ces trois équations définissent le point cherché par ses trois coordonnées X, ¥, Z; on reconnaît à Tinspection des formules que le point d'application de la résultante ne change pas quand on augmente ou qu'on diminue les forces F^ F,, ... F« dans un même rapport ; qu'il est indépendant de l'ordre dans lequel on a pris les forces pour les composer; enfin, qu'il est indépendant de la direction des forces données, pourvu qu'elles soient toutes parallèles et dirigées dans le même sens.
35. Le point d'application de la résultante de forces parallèles, de même sens, dont les points d'application et les rapports sont connus, mais dont la direction est d'ailleurs quelconque, prend en statique le nom de centre des forces parallèles^
L'existence du centre des forces parallèles une fois reconnue^ on peut en déduire la démonstration de certains théorèmes de géométrie.
Premier exemple. — Étant donné un triangle ABC, imagi-
Fig. 28.
nonsque les trois sommets A, B, C soient les points d'application de trois forces parallèles et de même sens, F^, F,, F,.
Les deux forces F^ et F^ se composeront en une seule, appliquée en un point b du cdté AC, et l'on aura pour déterminer ce point la relation
C6__F4 AA~"F
Pour avoir la résultante des trois forces, il suffit de composer la force Fj-i-F^ appliquée en 6, avec la force F,, appliquée en B. Le point d'application de la résultante appartient donc à la droite Bb.
Mais nous pouvions procéder différemment, et composer les forces F, et F, en une seule, égale à F^+F,, et appliquée en un point a, défini par l'équation
Qi~"F,'
Le centre des forces parallèles se trouverait en composant la force F^ avec la résultante F,+ F, appliquée en a. Il est donc situé sur la droite Aa.
Le point cherché, à la fois sur les droites Bb et Aa, est au point 0, intersection de ces deux droites.
Nous pouvions encore composer les deux forces F^ et F, qui auraient donné une résultante F^+F^ appliquée en un point c; le centre des forces parallèles se trouve aussi sur la droite Ce. Cette droite» aboutissant en un point e tel, que
passe donc par le point 0, intersection des deux droites Aa,
Si Ton prend arbitrairement les points a et fr sur les
côtés BC, CA, ces points font connaître le rapport des forces
=^i |s'; une fois ces points choisis^ la droite Ce passera par le
Bc point U où se coupent Aa et Bfr, si le rapport j- est égal
F FF
au rapport =^, c'est-à-dire au produit t^X-^ des deux rap-
ports déjà déterminés. Il faut et il suffit pour cela qu'on ait l'équation
Bc C6_Ba
ou bien
Ac^Ab^Ca'
haxCbxAc '
condition démontrée en géométrie. La statique fait connaître de plus les rapports j- ni* /^ des portions Oa, Ofr, Oc, comprises sur les droites Aa, Bfr, Ce, entre le point 0 et les côtés du triangle, aux longueurs entières de ces droites. On a en effet
Donc
OA-F,+F
06 _ F, OB^F^ + Fj*
Otf ^ F, , OC F| + Fg*
Oa_ Fj Aa-"FiH-F,-hF,'
Ob_ F, B6"~F|+F,-hF,*
Og_ Fs Cc-F4 + F,4-F»'
On en déduit, en ajoutant ces trois égalités,
Oa Ofr Og_F,-hF,-HF,_.
Aa "^ B6 "*■ Ce ~ F, + F.+F,""
36. Second exemple. — On prend arbitrairement deux points c, c, sur les côtés opposés AB, CD d'un quadrilatère gauche, et
l^on joint la droite ac. On prend ensuite sur les deux autres côtés BC, AD deux points b et d tels, qu'on ait, entre les huit segments ainsi déterminés, la relation
ou bien
Puis on joint bd. "«• *^-
On propose de démontrer que les deux droites ac^ bd sont dans un même plan, ou qu'elles ont un point 0 commun.
On y parviendra en faisant voir que ce point 0 est le centre de quatre forces parallèles appliquées respectivement aux sommets A, B, C, D du quadrilatère.
Prenons arbitrairement la première, F, de ces quatre forces; nous déterminerons la seconde, P, de manière que la résultante des deux forces F et F' passe au point a ; il faut et il suffit, pour cela, qu'on ait
Aa_P aB^F*
De même déterminons la troisième, P, de manière que la rCy sultante de P et de F' passe au point b; nous aurons
La force F'^sera déterminée par la condition
Cc_Fw
et la résultante des forces F' et F''' passera au point e.
Pour trouver la résultante des quatre forces F, F', F", F'", on peut composer d'abord F et F', ce qui donnera une résultante appliquée au point a; puis F' et F''', ce qui donnera une ré-
SURFACES GAUCHES
sultante appliquée au point c. La résultante de ces deux résultantes sera appliquée en un point de la droite ac.
On peut aussi composer F' et P, ce qui donnera une résultante appliquée en fr, puis F''' avec F, et la résultante de ces deux dernières forces sera appliquée au point d, puisque, en vertu de Tëqualion de condition posée tout à l'heure, on a
ç^^Df f;.^f;i
aB F
Donc le point d'application de la résultante générale est situé en un point de la droite bd.
Ce point est à la fois sur les deux droites ac, bd ; elles se rencontrent donc, et les quatre points a, bj c, d sont situés dans un même plan.
La surface engendrée par une droite mobile ac, qui se mouvrait en s*appuyant à la fois sur les deux côtés opposés AB, CD du quadrilatère gauche ABCD, et en paila géant ces côtés en segments satisfaisant à la condition
K étant un nombre constant, peut donc aussi être engendrée par une droite bd qui se mouvrait en s'appuyant sur les deux autres côtés du quadrilatère, en les partageant en segments remplissant la condition
Cette surface est une surface réglée du second degré. Elle peut être regardée comme engendrée par une droite mobile qui s'appuierait à la fois sur les trois droites AD, aCj BC, ou bien par une droite mobile qui s'appuierait sur les trois droites ÂB,e(fr, DC. C'est Vhyperboloîdeàune naj)pe. Lorsque le rapport
DU SECOND DEGRÉ
K est égal à Tunitë, la droite mobile ac est constamment parallèle à un plan mené parallèlement aux côtés BC, DA; de même bd est constamment parallèle à un plan mené parallèlement aux côtés AB, G). La surface a alors deux plans directeurs, et elle prend le nom de parabolcUde hyperbolique.
57. Troisième exemple. — Sur les côtés successifs d'un contour abcdj composé de trois droites finies données, on prend au hasard des points, savoir :
le point [ab] sur le côté ab, le point {bc) sur le côté bc, le poinl [cd) sur le côté cd*
On joint ensuite le point a et le point (frc), le point {ab) et le point c; ces deux droites fie coupent en un point qu'on appelle (abc).
De même on joint (be) et d, b et (cd), et ces deux droites se coupent en un point qu'on » ig- sa.
appelle (bcd).
Enfin on joint
le point a au point [bcd) le point {ab) au point (ed), le point (abc) au point d.
On demande de démontrer que ces trois droites se coupent en un même point 0 [qu'on pourrait appeler le poinl (abcd))] .
Appliquons aux sommets a, fr, c, d du contour, des forces parallèles F, P, F", F'" telles, que les deux forces F et F' aient une résultante appliquée au point (afr), que F' et P aient une résultante appliquée au point (bc)j que F*' et F'" aient une résultante appliquée en {cdj.
Le point (ofrc), appartenant à la fois aux droites a(bc) et (ab)Cj est le point d'application de la résultante des forces F, ¥\ F".
On prouverait de même que (bcd) est le point d'application de la résultante des forces F', F", F'".
Pour trouver la résultante générale, on peut composer la force F avec la risullante du système (P, P, F'"), ou bien la résultante de F et F' avec la résultante de P et ¥"\ ou bien la résultante du système (F, F', F") avec la force F'".
Dans le premier cas, on reconnaît que la résultante cherchée est appliquée en un point de la droite a {bcd} ; dans le second, en un point de la droite (ab) (cd); dans le troisième enfin, en un point de (abc) d.
Ces trois droites ont donc un point 0 commun, qui est le centre des forces parallèles F, F', F", F'".
Ce théorème peut être étendu à un nombre quelconque de côtés successifs.
COUPOSmON DES FORGES PARALLÈLES NON DIRIGÉES DANS LE MÊBIE SENS.
38. Soient deux forces F, F', parallèles, mais dirigées en sens contraires, et appliquées en deux points, A etB, d'un même système solide. On demande de trouver la résultante de ces deux forces, s*il y en a une.
Nous déduirons la solution de ce problème, de la composition des forces parallèles et de même
/sens.
En un point C de la droite AB, prolongée du côté où est appliquée la plus grande des deux forces, appliquons deux forces P et — P, ^les, contraires et parallèles aux forces F et P. '^' ^*' Cette addition de deux forces égales et
contraires ne change rien à la résultante du système des forces données. Or prenons la force F' égale à la différence F — F', et la distance AC telle, que Ton ail
F'' AB
F^ïc*
11 résulte de cette construction que les forces F' et — P ont une résultante égale et contraire à la force F (g 32), ou que les
forces F, F' et — F'' se font équilibre. Donc la force — P' est égale et contraire à la résultante des forces F et F', et par suite la résultante des forces F et F' est la force F".
Datx forces parallèles F et F', de sens contraires, se composent donc en une force F", parallèle à chucunCy et égale à leur différence F — F'; elle est appliquée en un point C de la droite qui joint leurs points d^application À et B, du côté de la plus grande des deux forces y et le rapport des deux segments CA, CB est égal au rapport inverse des forces adjacentes; en effet de la proportion
F'_ AB F' "■ ÂC '
OU
F — P AB ï' "" AC '
qui nous a servi à déterminer la position du point G, on déduit
F AB-f-AC_CB F'"" AC ~"CA*
Enfin la réstiltante F" est dirigée fians le sens de la plus grande des deux composantes.
Si Ton rapproche cet énoncé de celui qui a pour objet la composition de deux forces parallèles et de même sens (g 52), on reconnaitqu'on peut fondre ces deux énoncés en un seul, en attribuant des signes aux forces et aux segments de la droite qui joint leurs points d'application.
Des deux forces F et F', Tune sera prise négativement, l'autre positivement, parce qu Viles agissent en sens opposés; leur somme algébrique sera égale à la différence de leurs valeurs absolues, prise avec le signe de celle des deux qui a la plus grande valeur absolue ; ce sera donc, en grandeur et en signe, la valeur de la résultante F" ; leur rapport sera négalif , mais les segments CB, CA se retranchent au lieu de is'ajouter pour donner la dislance, AB, des points d'application des deux composantes. On peut, par exemple, prendre négalivcment le plus petit CA, et positivement le plus grand CB. Leur somme algébrique sera égale à AB, et leur rapport sera négalif.
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Grâce à ces conventions, on pourra exprimer la règle de la composition des forces parallèles d'une manière générale, qu*elles soient de même sens ou de sens différents :
Deux forces parallèles se composent en une force parallèle à leur direction commune^ égale en grandeur et en signe à leur somme algébiiquCy et appliquée en un point qui partage la distance des deux points d!^ application en deux segments dont le rapport soit égal au rapport inverse des forces adjacentes.
Si Ion a à composer des forces parallèles agissant les unes dans un sens, les autres dans le sens opposé, on pourra composer ensemble toutes les forces agissant dans un sens, puis composer ensemble toutes les forces agissant en sens contraire, enfm composer par la règle précédente la résultante du premier groupe et la résultante du second.
11 est facile de reconnaître que les formules que nous avons données g 54, pour la composition des forces de même sens, s*appliquent également aux forces parallèles dirigées en sens différents, moyennant qu'on attribue aux forces données les signes + et — : le signe + quand elles agissent dans un sens, et le signe — quand elles agissent dans le sens opposé. Les formules deviennent générales quand on a recours à cette convention.
THÉORÈME DES TRANSVERSALES
39. On peut démontrer, en s*aidant de la composition des forces parallèles, la proposition fondamentale de la théorie des transversales, connue en géométrie sous le nom de théoi'ème de Camot ou de théorème de Ptolémée,
Cette proposition s'exprime "^' '^ ainsi qu'il suit :
Une transversale droite abc rencontre les côtés d'un triangle
DES TRANSVERSALES. M
ABC en trois points a, b, c, et détermine sur chaque côté deux segments^ savoir :
aB, aC sur le côté BC, 6G, bX sur le côté AG, ck, cB sur le côlé AB.
Cela pose, le produit des trois segments qui n^ont aucune extrémité commune^ aCxbkx cB, est égal au produit des trois autres j aBxbCxck.
Aux extrémités B et C du côlé dont le prolongement rencontre la transversale, appliquons deux forces parallèles et de sens contraires, F'etF^ dont nous déterminerons tout à Theure le rapport.
La résultante de ces deux forces sera appliquée quelque part sur la direction BC prolongée.
Au point A appliquons deux forces égales et contraires, F et — F; l'introduction de ces deux forces, qui se détruisent, ne changera rien à la résultante du système des forces F' et F''; pour trouver celte résultante, on peut d'abord composer les forces F' et F» ensuite composer les forces F" et — F, enfin composer les résultantes partielles obtenues dans ces opérations.
La force F est arbitraire; nous pouvons donc faire en sorte qu'on ait
F'""cA'
la résultante de F et de F' passe alors au point c.
Prenons ensuite la force F" de manière que la résultante des forces F' et ^F passe au point b; il faudra pour cela qu'on ait Tëquation
F ~èC*
La résultante des forces F et F' passe au point c, et la résultante des forces — F et F" passe au point b. La résultante de ces deux résultantes, c'est-à-dire la résultante des forces F' et F'', est donc appliquée en un certain point dq la direction cb.
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Or elle est aussi appliquée en un certain point delà direction BG; donc enfin elle est appliquée au point a, intersection de ces deux directions.
Il en résulte l'égalité
r _flC
Multiplions membre à membre ces trois égalités, il viendra
F ..F". .F' _,„cB_6A_tfC
ou bien
aBx&GXeAcsaCxcBxH»
ce qu'il fallait démontrer.
La réciproque résulte évidemment de la proposition directe.
La résultante partielle appliquée en c est égale à F+F', et la résultante partielle appliquée en b est égale à F+F'; de sorte que la statique nous donne aussi
F' + f ah F"4-F"~flc'
Mais des deux premières équations on tire
F-f-F^ _ cB-4-cA _ AB F "" cB "" cB'
F-fF/^_6A4-6C AC F ■"• bC ""W*
Divisant, il vient et par suite ou bien
ABx6Cx«c = fl6xACxcB,
équation qui n'est autre chose que l'application du théorème au triangle AcJ, rencontré par la transversale recliligne BCa.
F-HP_AB ^c F-HF"""AC'^cB'
AB 6C_
DÉFIKITION DES GOCPLES«
40. La composition de deux forces parallèles dirigées en sens contraires présente un cas singulier très remarquable, celui où les deux forces sont égales.
Soient F elF'deux forces inégales, "7
parallèles, de sens contrairest appli- / ^_ ^^
quées Tune en A, l'autre en B ; sup- * •• / î I
posons F'>F; ces deux forces se /
composeront en une force unique, vf
égale à F'— F, et appliquée en un "* '^•
point C, situé sur le prolongement de AB, et tel, qu'on ait la
proportion
CA_r
eu ""F*
Si nous supposons que la différence F' — F diminue indéfi-
F' niment, le rapport tt s'approchera indéfiniment de lunité, et
le point C s'éloignera indéfiniment des points A et B.
Lorsque enfin les forces F' et F deviendront égales entre elles, la résultante F' — F deviendra nulle, et son point d'application C ira se perdre à l'infini sur la direction AB. On peut remarquer que dans ce cas singulier, les forces F et F' étant égales, la résultante de ces deux forces ne peut être située vers la droite de la figure sans Tètre également vers la gauche, à cause de la symétrie ; il ne peut donc y avoir de résultante, ce que le calcul indique en donnant pour solutioii du problème une force nulle appliquée en un point infiniment éloigné.
Le système de deux forces égales, parallèles et de sens contraires n'est donc pas réductible à une force unique. Les propriétés très remarquables de ce système ont été mises en évidence pour la première fois par Poinsot, qui lui a donné le nom de couple.
DÉFINITION DES COUPLES
Un couple F, — F est le système formé par detuc forces égales^ parallèles et àe sens contraires^ appliquées en deux points à^f A et B (fu*on suppose invariablement réunis Vun à Vautre.
Le hras de levier du couple est la distance MN des deux forces. Comme on peut toujours supposer les forces transportées en un point quelconque de leur ^' direction, on peut regarder les points H
et N, où les deux forces F et —F sont rencontrées par une perpendiculaire commune, comme les points d'application de ces deux forces.
DÉFINITIONS
4i. La considération des produits appelés moments simplifie la composition des forces.
On appelle moment d'une force ¥par rapport à un point 0, le produit de la force F par la distance OP de la force au point 0, qui prend le nom de centre des moments.
On appelle (fig. 36) moment d*une force F' par rapport à une droite AB, le produit ^*^' ^
de la projection, F", de la force sur un plan RR', perpendiculaire à la droite AB , par la dislance AS du point où la droite AB perce le plan, à la projection F"; en d'autres termes, le moment d'une force par rapport à un axe AB est le moment de la projection de la farce sur un plan normal à Faxe, par rapport au point où Vaxe rencontre >
le plan de projection. La distance AS ^ /*'
du pied de l'axe à la projection de la ^'^s- ^•
force est d'ailleurs égale à la longueur CD de la perpendiculaire commune à la force F' et à Y axe AB des moments.
On appelle enfin moment d'une force par rapport à un plan parallèle à sa direction^ le moment de la force par rapport à
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un axe quelconque, conduit dans ce plan, perpendiculairement à la projection de la force.
Le moment d'une force F par rapport à un point 0 ou par rapport à un axe ÂB se représente quelquefois par les notations
Nous verrons tout àTheure qu^on donne un signe à ces quanlités.
42. Il résulte des défmitions précédentes que le moment d'une force par rapport à un point est nul quand le point est situé sur la direction de la force, car alors la distance OP est nulle.
Le moment d'une force par rapport à un axe peut être nul de deux manières :
1* Quand la force rencontre l'axe, car alors le pied de Taxe appartient à la direction de la force projetée sur un plan normal ;
2* Quand la force est parallèle à Taxe, car alors la projection de la force sur un plan normal est nulle.
Ces deux cas sont compris dans l'énoncé suivant : le moment d'une force par rapport à un axe est nul quand la direction de la force et Vaxe sont dans un même plan.
45. On attribue dans le calcul aux moments des forces les signes + et — , d'après les conventions suivantes.
Lorsque plusieurs forces agissent dans un même plan, on imagine que les points d'application de ces forces sont entraînés chacun dans la direction même de la force qui le sollicite; chacun de ces déplacements fictifs peut être regardé comme le résultat d'une rotation autour du point pris dans le plan pour centre des moments, Nous avons vu en cinématique comment on déterminait le signe d'une **'''■ rotation (I, § 1C3); on lui donne le
signe -h si elle s'opère dans un sens convenu (ordinairement de gauche à droite), et le signe — si elle s'opère eh sens
contraire. On attribuera aux moments les mêmes signes qu'aux rotations correspondantes. Ainsi le point 0 étant le centre des* moments, et F, F'... des forces appliquées en divers points A, A'... du plan de la figure, le moment de la force F par rapport au point 0 sera égal à +Fx OA, le mo ment de la force F', à — F'xOA'.... La somme algébrique de CCS deux moments sera F x OA — F' x OA'.
44. Le moment d'une force par rapport à un axe reçoit le même signe que le moment de la force projetée sur un plan perpendiculaire à Taxe, par rapport au pied de Taxe. La convention relative aux signes des moments par rapport à un point entraîne une convention pareille pour les signes des moments par rapport à un axe, et, par suite, une convention pareille pour les signes des moments par rapport à un plan.
Soit, par exemple, AF une force appliquée en un point A et agissant dans le sens AF, et soient OX, OY, OZ trois axes coordonnés rectangulaires.
Projetons la force sur les trois plans XOY, YOZ, ZOX, qui sont respeclive-
- ^ ' Fig. 38.
ment normaux aux trois axes ; nous obtiendrons les forces A'F', AT'' et A'"F'". Du point 0 abaissons des perpendiculaires OP, OP', OP sur .ces trois forces; les moments de la force AF par rapport aux axes seront en valeur absolue,
par rapport à l'axe OZ. A'F'xOP,
par rapport à l'axe OX, A'F'xOF,
et par rapport à Taxe OY, A'"F'"x0P';
mais la direction de la force AT tend à entraîner le point A' autour du point 0 dans le sens qui amènerait Taxe OY vers Taxe OX, c'est-à-dire dans le sens négatif ; on devra donc donner le signe — au moment par rapport à TaxeOZ. Au contraire, la force AT* tend à entraîner son point d'application dans le sens de OY vers OZ, sens positif; la force A"T" tend
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de môme à entraîner son point d'application dans le sens positif, de OZ vers OX. On donnera donc le signe -f- aux moments par rapport à Taxe OX et à l'axe 0¥ ; et en définitive les moments de la force AF par rapport aux trois axes seront
par rapport à Taxe OZ, — A'K'x OP,
par rapport à l'axe OX, -H A'F" x OP',
et par rapport à l'axe OY, 4-A'"F'"xOP''.
Les formules générales que nous donnerons un peu plus loin rendront inutile cette discussion de signes dans chaque cas particulier.
45. La valeur absolue du moment d'une force peut être représentée par une aire plane.
Soient A le point d'application d'une force, AF la force en grandeur et en direction, et 0 le centre des moments; faisons passer un plan par le point 0 et par la force. Abaissons du point 0 la perpendiculaire OP sur AF. La valeur absolue du moment de la force AF par rapport au point 0 sera le produit AF x OP. Joignons OA, OF; le triangle OAF ainsi formé a pour mesure la moitié du produit de sa base AF par sa hauteur OP ; donc le moment de la force peut être représenté par le double de la surface du triangle OAF. La même interprétation géométrique peut être donnée au moment d'une force par rapport à un axe ; il est égal au double de Taire du triangle qui a pour base la projection de la force sur un plan normal, et pour sommet le pied de Taxe; cela revient à dire que le moment de la force par rapport à Taxe est égal en valeur absolue au double de la projection, sur un plan normal à l'axe, du triangle formé en joignant un point queli^onque de l'axe aux extrémités de la droite qui représente la force.
On remarquera que, dans ces sortes de produits, Tun des facteurs représente une longueur, et le second facteur une force ; l'unité de force et Tunité de longueur restent d'ailleurs tout à fait indépendantes l'une de Tautre. La mécanique ofTre
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Fig. 40.
de nombreux exemples de ces quantités complexes qui résultent de la multiplication de facteurs représentant des quantités de différentes natures.
46. Soit AF (fig. 40) une force appliquée en un point A, et 0 un point fixe pris arbitrairement dans l'espace. Par ce point menons un axe OZ, perpendiculaire au plan conduit par la force AF et le point 0. Le moment, AFxOP, de la force F par rapport au point 0 est identique au moment de la force F par rapport à Taxe OZ ; il est égal au double du triangle OAF.
Proposons-nous de trouver le moment de la force F par rapport à un autre axe OS mené par le point 0.
Il sufGra d'imaginer par ce point un plan RR' perpendiculaire au nouvel axe, et de projeter le triangle OAF en Oaf sur ce plan. Le moment cherché est le double de Taire du triangle Oaf.
Mais prenons sur l'axe OZ, à une échelle arbitraire, une longueur OB égale au produit AFxOP, c'cst-fi-dire représentant à l'échelle le double de Taire du triangle OAF. L'axe OS fait avec Taxe OZ un angle SOZ égala Tangle du plan RR' avec le plan OAF, de sorte que, si nous projetons la longueur OB sur la direction OS, nous obtiendrons une longueur Ob qui représentera, à la même échelle, le double de Taire du triangle Oaf^ c'est-à-dire le moment de la force F par rapport à Taxé OS. On voit donc qu il sera facile de trouver le moment d'une force F par rapport à tel axe OS qu'on voudra, connaissant le moment de cette force par rapport à un point 0 pris sur cet axe. Il suffit, en effet, dé mener par le point 0 une perpendiculaire OZ au plan conduit par la force F et le point 0, et de prendre sur cette droite, à partir du point 0, une longueur OB, représentant à une échelle arbitraire le moment de la force F par rapport au point 0. Le moment de la force F par rapport à Taxe OS sera représenté, à la même échelle, par la projection sur OS de la
longueur OB, et Ton aura Mo,F=Mo,Fxcosa, a étant l'angle ZOS. Pour définir le sens du moment, on peut, comme nous Tavons indiqué en cinématique (g 163), mener Taxe OB de telle sorte, que l'observateur placé les pieds en 0, la tête en B, voie la force F solliciter son point d'application à tourner autour du point 0 dans le sens des rotations positives. La droite OB aura alors une direction, un sens et une longueur bien déterminés.
La construction géométrique du moment par rapporta Taxe OS fait voir :
Que Oft est toujours moindre que OB, de sorte que le moment d^une force par rapport à un point est en valeur absolue le maximum des moments de la force par rapport à tous les axes qu'on peut mener par ce point;
Que les moments de la force F par rapport à tous les axes OS, qui font un même angle, ZOS, avec Taxe OZ, sont égaux entre eux ;
Que les moments sont nuls par rapport à tout axe mené par le point 0 perpendiculairement à OZ, ce qu'on savait déjà, puisque tout axe mené par le point 0 perpendiculairement à OZ est contenu dans un plan passant par la force F;
Qu'enfin les extrémités b des droites finies Ofr, qui représentent la grandeur des moments par rapport à leurs propres directions, sont situées sur une surface sphérique, décrite sur OB comme diamètre. En effet, si on fait mouvoir l'axe OS dans le plan BOS, le point i», projection du point B sur la direction variable OS, décrira dans ce plan une circonférence dont OB sera le diamètre, et cette circonférence, en tournant autour de OB, engendrera dans l'espace une surface sphérique qui sera le lieu de tous les points b.
47. Ces préliminaires posés, venons à la démonstration du théorème des moments, qui consiste dans l'énoncé suivant :
Le momenty par rapport à une droite XY, de la résultante de deux ou de plusieurs forces^ toutes parallèles ou toutes concourantes, est égal à la somme algébrique des moments de chacune de ces forces par rapport à cette droite XY.
DES MOMENTS
ser; elles seront comprises dans un même plan, puisqu'on les suppose ou parallèles ou concourantes. Prenons les moments de ces forces par rapport à un o _ ai b point 0 de leur plan, ou par rapport à un axe normal à ce plan et passant par ce point 0.
1* Si les forces F et F' sont parallèles, abaissons du point 0 une per- ^^' ^^' pendiculaire commune OAB sur leur direction ; nous pourrons admettre que A et B sont les points d'application des forces F et F.
La résultante R sera égale a F+F', el sera appliquée en un point I de la droite AB tel, qu'on ait l'égalité
Al F'
îB=r
On en déduit
Al r r
AB"F-|-F'""U
Donc
RXAI = F'XAB
Aux deux membres de cette égalité ajoutons (F h- F') x OA ; il viendra
RxAl-t-(F-hF')xOA = lF4-F')xOA-4-F'xAB.
RXlAI+OA) = FxOA-fF'X(OA-f-AB),
ou enfin
RxOI=:FxOA-f-P'xOB,
équation qui montre que le moment, RxOI, de la résultante par rapport au point 0 est égal à la somme des moments FxOA,F'xOBdes composantes par rapport au même point. La cinématique démontre immédiatement cette équation. Regardons F et F' comme les mesures de rotations qui s'effectuent simultanément dans le plan du papier autour des points Aet B. La résultante de ces deux rotations (I, g 165) est une rotation égale à B, autour du point 1, et l'équation des moments
exprime que le ôhemin RxOI, décrit par le point 0 de la droite ÂB en vertu de la rotation R, est la somme des chemins FxOA, F'xOB, décrits séparément en vertu des rotations composantes F et F'.
On vérifierait de même le théorème pour deux forces parallèles dirigées en sens contraires. L'équation finale est la même, pourvu que l'on donne des signes convenables aux moments. On pourrait aussi montrer que, grâce à l'emploi des signes, le théorème s'applique au cas où le centre des moments est compris entre les deux forces.
On peut conclure de là que la surface du triangle ORI est la somme (algébrique) des aires des triangles OAF, OBF'.
2*" Admettons que les forces ne soient pas parallèles. Soient AF et AF' deux forces concourantes. La résultante R est représentée en grandeur et en direction par la diagonale AR du parallélogramme AFRF', et le théorème des moments revient à Tégalité •
aire 0AR= aire OAF 4- aire OAP'. .
Or les trois triangles OAR, OAF, OAF' ont une oase commune OA, et sont entre eux comme leurs hauteurs, c'est-àdire comme les distances RK, FH, F'H' des points R, F et F' à cette base. Par le point F, menons FL parallèle à OA; la figure HKLFsera un rectangle, dans lequel Fil = KL. De plus, les deux triangles FLR, AU'F' sont rectangles en L et en H', ils ont l'angle FRL égal à l'angle AF'H', comme compris entre côtés parallèles chacun à chacun ; enfin, ils ont des hypoténuses égales FR, AF', comme côtés opposés d'un parallélogramme. Le côté LR est égal au côté F'H', et par suite
RK = FH-f F'H'.
Donc enfin le triangle OAR est la somme des deux autres, et le théorème est démontré.
Fig. 42.
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• Ce théorème porte en statique le nom de théorème de Varignon .
Le théorème des moments pour deux forces parallèles rentre eomme cas particulier dans la proposition relative à deux forces concourantes.
Soient en effet AF, AT' deux forces appliquées aux points A et A% et concourantes en un certain point; soit R leur résultante, qu'on peut supposer appliquée en un point A' de sa direction. D un point quelconque 0 **
pris dans le plan de la figure, abaissons des perpendiculaires OP, OP', OP sur les directions des trois forces ; nous aurons en vertu du théorème
RxOP" = FxOP-fF'xOP'.
R est de plus égale en grandeur à la diagonale du parallél(^amme dont les côtés sont les forces F et F'. Or imaginons que le point de concours des forces F et F' s'éloigne indéfiniment. A la limite, les trois forces F, F' et R seront parallèles, et la diagonale R du parallélogramme construit sur F et F' se changera en la somme, F + F\ des deux forces données. L'équation des moments étant toujours vraie, quelque éloigné que soit le point de concours des forces, est encore vraie à la limite, quand les forces deviennent parallèles, et peut servir à fixer la position vraie de la résultante F -f- F'.
La cinématique conduit encore directement à l'équation des moments pour les forces concourantes. Considérons les forces F, F' et R comme des rotations qui s'effectuent autour des directions AF, AT', A'^R ; la rotation R sera la résultante des deux relations F et F^ Tout point du plan de la figure reçoit de chacune de ces rotations un déplacement normal à ce plan, et, par suite, le déplacement dû à la rotation R est la somme algébrique des déplacements dus à F et à F'. L'équation des moments expume cette égalité (I, § 169).
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n. Supposons toujours qu'il n'y ait que deux forces données F et F^ mais qu'au lieu de prendre les moments par rapport à un point de leur plan, on prenne les moments par rapport à une droite XY quelconque. La proposition sera encore vraie.
Projetons les forces données, F et F', et leur résultante R sur un plan notmal à XY. Nous obtiendrons sur ce plan deux forces fel f ', et une troisième force r, projection de R; le parallélogramme construit sur F et F', dont R est la diagonale, a pour projection sur ce plan un parallélogramme, qui a pour côtés f et f , et pour diagonale r. Donc r est la résultante de f et /'• Ceci suppose les forces f et f concourantes. Si el'es sont parallèles, la force R leur sera aussi parallèle et sera égale à leur somme, et elle partagera la distance de leurs points d'application en deux segments qui seront entre eux dans le
rapport ^,. Mais la projection de la figure sur le plan normal
à XY donnera trois forces f, f , r, proportionnelles à F, F', R: la force r sera la somme des forces f et /*, comme la force R est la somme des forces F et ¥\ et le point d'application de la force divisera la droite de jonction des points d'application projetés en deux segments, qui seront entre eux dans le rapport
dCpo c'est-à-dire de-—. En résumé, r est dans tous les cas
la résultante de f et f. Le théorème des moments est démontré pour cefe forces f, f, r. Or les moments des forces f, f , r, par rapport au pied de Taxe XY, sont, par définition, les moments des forces F, F', R, par rapport à cet axe. Donc enfin le théorème des moments est également démontré pour le cas où l'on prend les moments par rapport à un axe, en admettant toujours deux forces, soit parallèles, soit concourantes.
III. Il est aisé d*étendre le théorème à autant de forces données qu on voudra, pourvu qu'elles soient toutes parallèles, ou toutes concourantes en un même point.
Soient Fp F,, F,, *.. F», n forces satisfaisant à l'une ou à
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Pautre de ces conditions. Pour trouver leur résultante, on peut composer F^ et F,, ce (^i donnera une résultante R/, puis composer R^ avec F,, ce qui donnera une résultante R, ; composer ensuite R, avec F^, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait composé la dernière force F^ avec la dernière résultante partielle R».t9 ce qui fournira la résultante générale R. Dans chaque opération, on aura à composer deux forces, soit parallèles, soit concourantes, et, par suite, on pourra ap* pliquer le théorème des moments, ce qui donne une équation. Nous aurons donc à la fois
tf:rfF» + yxvRs-i=MxyR.
Ajoutons ces n — 1 équations membre à membre, et supprimons les termes communs, il viendra en déflnitive
Un F^-h Mx,F,+ M^Fj-f. . . + Mx,F,=M„R;
le moment de la résultante R par rapport à l'axe xy est donc la somme (algébrique) des moments des composantes F,, Fj, ... F„ par rapport au même axe.
APPUCATIONS DU THÉORÈME DBS MOUElfTS.
48. Proposons-nous.de trouver d'abord les coordonnées du point d'application de la résultante de n forces parallèles, Fj, F,, ... F», appliquées en n points définis par leurs coordonnées rectangulaires, x^ y^, %^ pour le premier, «„ y„ «, pour
le second, «., y., a» pour le n**^.
. On sait ce qu'on entend par le point d'application de la résultante cherchée (§ 54) . C'est le point unique par lequel passe la résultante des forces données lorsqu'on les fait tourner chacune autour de son point d'application, sans altérer leur
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parallélisme,' et en conservant les rapports de leurs grandeurs. Soient X, Y, Z les coordonnées de ce point. Faisons tourner toutes les forces de manière à les rendre parallèles à Taxe OY, et prenons les moments par rapport à l'axe OK. Les forces se projetteront en vraie grandeur sur le plan YOZ, normal à l'axe des moments, et les distances des forces à cet axe çeront égales respectivement à z^ pour la première, à 2, pour
la seconde, à s. pour lan^ La somme algébrique des
moments est donc égale à
F,ai + F,s,-f F5S5+ . . . + F««g.
On sait par le théorème des moments qu'elle est égale au moment de la résultante, c'est-à-dire au produit
{Fi+F,+ ...4-F,)xZ.
Donc
y_F,3, + F«St+...-HF»»j,_ZFs
équation que nous avions trouvée (g 34) par une méthode beaucoup moins rapide.
Nous obtiendrions la même équation en rendant les forces parallèles à l'axe OX, et en prenant les moments par rapport a Faxe OY.
L'analogie conduit à poser de même :
y _ Fiart + F,ga 4- . . . -f- F» j» iFr F,-fF,-f ...-hF. -ÏF'
Y^F<yt + F^y,-t-...4-F,y,ZFy F,H-F,-h...4-F. "2P-
49. Les forces parallèles F^, F„... P., peuvent recevoir des signes, et par suite leur somme algébrique IF peut être nulle.
Admettons qu'on ait ZF=0. Si Ton a en même temps 2Fx=0, 2Fy=0, 2Fa=0, les valeurs de X, Y, Z seront induterminées. Si, au coniraire, quelques-unes des sommes SFa:, iFy, IF2 ne sont pas nulles, quelques-unes des valeurs de X, Y, Z sont infmies.
MOMENTS PAR RAPPORT AUX AXES
Le premier cas indique que les forces F^^ F,,.... F^, se font équilibre. Le second, qu'elles se réduisent a un couple, lequel peut d'ailleurs être nul pour certaines orientations des forces F. Ces détails seront développés plus loin (g 72).
50. Cherchons en second lieu les moments par rapport aux trois axes OX, OY, OZ, d'une force donnée F, appliquée en un point M, qui est défini par ses coordonnées rectangulaires or, y, ».
Décomposons la force F au point M en ses trois composantes MX, BIT, MZ. Le moment de la force F par rapport à un axe quelconque est égal à la somme algébrique des moments de ses composantes.
Occupon»-nous d'abord des moments par rapport à OZ. Le moment de la composante Z, qui est parallèle à Taxe, est égal à zéro. Les deux autres composantes se projettent en vraie grandeur en mX, mY sur le plan XOY, normal à OZ. La distance de la composante mY à Taxe OZ, ^^ ti ou au point 0, est égale à 0[a', ou à mi«.% ou enfin à x; la distance de la composante mX au même ^^ point est m\^' ou y ; les moments i /o i / jf
sont donc égaux, aux signes prés, i*^ -/^^
à Ya;et à \y ; quant aux signes, ^y ^/
îl faut observer que, si X et y sont pjg. 44.
positifs, comme le suppose la
figure, X tend à faire touiiier son point d'application m autour du point 0, dans le sens qui amènerait Taxe OY vers Taxe OX, c'est-à-dire dans le sens négatif; le moment de X est donc égal à — Xy; l'autre moment est positif, et la somme algébrique des moments est égale à
IK
-Aï
Y*— Xy.
On démontrerait de même que la somme des moments par rapport à OX est
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et par rapport à OY,
On a donc les trois formules
MoxF=Zy— Y« = L.
M(vF=:Xi~Zx = M, MwF=:Yx— Xy=N,
en appelant L, M, N, pour abréger, les moments de la force F par rapport aux trois axes.
Ces expressions portent avec elles leurs signes. On remarquera que le moment d'une force par rapport à un axe s'exprime par un déterminant. On a par exemple
M(wF = Zy— Y3=
Les trois déterminants
représentent donc les moments de la force F autour des axes
OZ OX OY
51. Si Ton déplace le^ axes parallèlement à eux-mêmes, si par exemple on transporte Porigine au point dont les coordonnées sont ^, V], !:, on aura, en appelant x^, j^, %' les nouvelles coordonnées du point d'application de la force F,
Donc
Zy-Y3=Z(„+!^')-Y(Ç+v)=lZ^-Yç)-|-(Zy'-Yy).
Le déterminant Zj/— Ya/ est le moment de la force F par rapport au nouvel axe OT; quant au déterminant Ztj— YÇ, c'est le moment, par rapport à Tancien axe OX, de la force F transportée parallèlement à elle-même à la nouvelle origine O'.
PAR RAPPORT AUX AXES
Pour passer des moments autour d'un système d'axes rectangulaires aux moments autour d'axes parallèles, il suffit de retrancher des premiers moments les moments par rapport aux anciens axes, des forces transportées parallèlement à elles-mêmes à la nouvelle origine.
52. Soit proposé, en troisième lieu, de chercher le moment de la force F par rapport à une droite OP, passant par l'origine. La direction de celte droite OP est définie par les angles POX = a, POY=p, POZ = y, "^' ^'
qu'elle fait avec les axes, ou, en projetant le point P en A, B, C sur les trois axes, par les cosinus de ces angles, savoir
OA ^ OB oc
cosa = gp., co«p = 5p, C08v = jjp.
Les cosinus ont les signes des abscisses OA, OB, OC, et ils sont liés entre eux par la relation
Deux des angles étant donnés, le troisième cosinus s'en déduit, au signe près, au moyen de cette équation.
Concevons un plan mené par le point 0, normalement à Taxe OP. Nous trouverons le moment cherché (§45) en projetant sur ce plan Taire du triangle qui a pour sommet le point 0, et pour base la force F, et nous avons vu (g 46) qu'il suffît pour cela de projeter sur l'axe OP une longueur OH, égale au moment de la force F par rapport au point 0, et prise sur une perpendi- <nilaire au plan OMF.
Les moments L, M, N de la force F par rapport aux axes ne sont autre chose que les projections sur les axes de cette longueur OH; on peut donc regarder OH comme la résultante géométrique des trois composantes L, M, N, portées respectivement sur les axes à partir du point 0. La projection de Is résultante OH sur la direction OP est la somme algébrique
des projections des composantes sur la même direction. Prenons sur Taxe OX une longueur OL=L, et projetons le point L en V sur OP. Nous aurons OL' =L cos a ; de même la projection sur OP du moment M, autour de l'aie OY, sera ^le à Mcos^, et la projection sur ON du moment N autour de l'axe OZ sera Ncosy- Donc enfin
MopFr= Loosa + Mcos|9 + Ncosy.
La connaissance des moments par rapport à trois axes rectangulaires conduit donc immédiatement à la détermination du moment autour d'un axe quelconque passant par l'origine.
THÊ(miE DES COUPLES.
53. On a vu (§ 40) qu'un couple est le système formé A-F par deux forces {F, —F) égales, parallèles et dirigées en sens contraires, 0. A lo appliquées en deux points liés invariablement Tun n l'autre ; et que le bras F* de levier du couple est la distance de
Fig. 46. çgg ^Q^^ forces. Un tel système ne
peut être réduit à une force unique ^
Prenons les moments des forces F et — F par rapport à un point quelconque, 0, du plan des deux forces. Le moment de la force AF sera égal au produit FxOA, et
* La notion du couple, considéré comme un élément irréductible de la mécanique, a été introduite vers 1800 par Poinsot; elle a transformé la statique et la dynamique, et reste l'une des créations les plus fécondes du profond géomètre à qui elle est due. Une réaction peu réfléchie s'est cependant produite, il y a quelques années, contre celte notion à la fois si élégante et si simple, et peu s'en est fallu que le couple ne disparût de l'enseignement. La grande objection dés ennemis des méthodes de Poinsot, de ceux, par exemple, qui regardent sa statique comme tm iour de force, c'est que les élèves ne peuvent pas comprendre tur^e^ehamp Veffet d'un couple sur un corps solide. Or les commençants ne se font pas une idée plus juste de l'etTet d'une force unique sur un corps solide, de sorte que l'objection, si elle avait quelque valeur, conduirait à nier la Intimité
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le moment de la force —F, égal à — Fx OB; la somme algébrique des moments est donc égale à
PXOA— Fx0B = Fx(0A — 0B)=:— FxAB,
c'est-à-dire que la somme algébrique des moments d*un couple par rapport à un point du plan de ce coupky ou par rapport à tout axe normal à ce plan^ est constante^ et égale en valeur absolue au produit de la valeur commune des deux forces par le bras de levier.
Ce produit prend le nom de moment du coup/e. Lorsque plusieurs couples sont situés dans un même plan, on leur donné les signes -f- ou—, en suivant la convention relative aux signes des moments des forces; il est facile de reconnaître qu'appliquée aux couples, cette convention revient à regarder comme positifs les moments des couples qui tendent à faire tourner leur bras de levier de gauche à droite, et comme négatifs, ceux qui tendent à faire tourner leur bras de levier de droite à gauche. Il est bien entendu que cette tendance du couple à faire tourner son bras de levier n'est qu'une image tout à fait fictive, et qu'elle ne préjuge en rien la solution du problème de dynamique qui consisterait à déterminer le mouvement d'un système solide sollicité par cet ensemble de forces.
Le moment d'un couple FxAB peut être représenté par Taire d'un parallélogramme ayant F pour base et AB pour hauteur, c'eât^-dire par l'aire du parallélogramme AFÂ'F' qui aurait pour bases opposées les deux forces F et F'.
de rétude de la statique tout entière. 11 n'y a rien d'étonnant, au contraire, à ce qu'une notion commence par être incomplète, et -gagne en précision dans l'esprit de Tétève à mesure qu'il pousse ses études plus loin. Pour nous, nous avons voulu maintenir dans ce traité la théorie même de Poinset. La comparaison de la statique avec là cinématique, dans laquelle le couple s'assit mile à la trantlatUm et la force à la rotation, nous parait suffire pour fair^ saisir le véritable caractère de cette théorie, tout en ajournant à la dynamique la question des effets de mouvement des forces : l'usage des couples en simplifiera du reste «înguiièrepient Tanalyse. . /
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54. On peut transporter un couple partout oU Von voudra^ dans son ptaUj ou dans un planparallèle^ et F orienter comme on voudra dans ces plans^ enfin on peut substituer à un couple un autre couple de même moment^ sans troubler Véquilibre.
La démonstration exige que l'on considère successivement chacune de ces altérations.
l"" On peut, sans troubler Téquilibre, faire tourner le couple d'un angle quelconque dans son plan autour du milieu I de son bras de levier.
Soit (F, F') le couple dans sa position primitive ; AB son bras de levier ; soit (F^, V\) le couple dans sa seconde position, et kfi^ son brar tie levier. 11 suffira de démontrer quele couple (F^jF',), obtenu en changeant le sens des forces du couple (F^, V\), fait équilibre au couple (F, F') ; car s'il en est ainsi, on pourra appliquer au système les quatre forces Fj, F„ F\, F', qui se font équilibre deux à deux, puis supprimer les ^''^' ^^' forces F,, F, F',, F' qui se font équi-
libre, et il restera le couple (F^, F\).
Or les forces F', et F' se coupent en un point L, où Ton peut les supposer appliquées; elles se composent en ce point en une seule force LS, dirigée suivant la bissectrice de leur angle; la résultante LS passe donc par le point I. De même, les forces F et F, se composent eu une seule KR, dirigée aussi suivant la bissectrice de leur angle, et passant par le point 1. Enfin les forces LS et KR sont égales et de sens opposés. Et comme elles peuvent élre supposées appliquées au même point I, elles se font équilibre.
Le système (F^, ¥\) est donc équivalent au système (F, P).
S"* On peut, sans troubler l'équilibre, déplacer un couple parallèlement à lui-même, dans son plan ou dans des plans parallèles.
Soit F, F' le couple donné; AB, son bras de levier. Trans-
AF
fir
li^\
YP.
ta
Fiç. 40.
portons le bras de levier parallèlement à lui-même en une position quelconque A^B^, et en chacun des points A^ B^, appliquons deux forces conlraires, F^, F„ et F\, F'„ égales et parallèles aux forces F et F'. 11 suffira encore de prouver que le couple (F,, F',) fait équilibre au couple (F, F'), pour établir que les couples (F, F') et (F^, ¥\) sont équivalents.
Or joignons AAp BBj ; la figure AA^B^B, dans laquelle AB est égal et parallèle à Afi^y est un parallélogramme, dont les diagonales AB^ A^B se coupent au point 0 en deux parties égales. Les forces F etF'^, égales, parallèles et de même sens, se composent en une force unique OR, appliquée au point 0, parallèle aux forces données, et égale à leur somme 2F. De même, les forces F, et F\ égales, parallèles et de même sens, ont pour résultante une force 0R\ appliquée aussi au point 0, dirigée en sens contraire de OR, et égale à 2F. Les deux forces R et R', appliquées au même point, sont égales et contraires, et se font équilibre. Il reste donc le couple (F^, ¥\)j c'est-à-dire le couple donné, transporté parallèlement à lui-même.
S"" En combinant le transport parallèle da couple et la rotation dans son plan autour du milieu de son bras de levier, on amènera le couple à occuper telle position qu'on voudra, dans un plan parallèle à son plan primitif. Il reste à prouver que l'on peut modifier arbitrairement la force pourvu qu'on altère en conséquence le bras de levier; et que deux couples de même moment, qui agissent dans des plans parallèles, sont équivalents au point de vue de l'équilibre. Puisqu'on peut les déplacer, on peut supposer lout de suile qu'ils sont situés dans le même plan, et que leurs bras de levier appartiennent i une seule et même droite.
Soit AB le bras de levier du premier couple, et A^B^ le bras de levier du second; F, F' les forces égales du premier, et
Ù THÉORIE DES COUPLES
Fj, ¥\ les forces égales du second. La condition d'équivavalence posée dans l'énoncé est
FxAB=FiXAiB|;
supposons en A^ et B, des forces F^ F', égales et contraires aux
forces Fp ¥\ ; il suffit de démontrer que le couple (F., F.), égalet con.
f '^ traire au couple (F^, ¥\)j
1 **• fait équilibre au couple • ' (F,P).
Or les forces F et F',, parallèles et de même sens, se composent en une force unique OR, appliquée en un point 0 de la droite AB^ parallèle aux forces données, et égale à la somme F H- F',. Le point 0 est défini par Téquation
AO _F^a_F,_ AB OB^"" F ~" F^AjB/
De même, les forces F' et F„ parallèles et de même sens, se composent en une seule, R', égale à F' +Fj|, parallèle aux forces données, et appliquée en un certain point 0' de la droite BA^. Le point 0' est déterminé par la proportion
BO^ FgF^ AB 0'A4""F'"" F "^AjUi*
Fig.50.
De celte proportion on tire
BO'-t-AB
AB
O'Ai-l-AjB, AjU,'
OU bien
AB
AO '0B
Les points G et 0', divisant la distance AB^ eii deux segments qui sont entre eux dans le même rapport, coïncident, et le point O' se confond avec le point G. •
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Les forces R et R' égales et contraires, appliquées en ce même point 0, se font équilibre, et par conséquent le couple (F^, ¥\) est équivalent au couple (F, F'), si les moments Fx AB, FjXAjB^ de ces deux couples sont égaux.
55. Les théorèmes que Ton vient de démontrer nous apprennent qu'au point de vue de Téquilibre un couple doit être regardé comme complètement défini, au sens près, dès qu'on donne son moment et un plan parallèle à celui dans lequel il agit. Au lieu d'un plan, on peut donner une normale à ce plan, et prendre sur cette normale une longueur égale au moment du couple : ce qui suppose le choix préalable d une échelle des moments. La longueur et la direction de cette droite définiront à la fois le moment du couple et le plan dans lequel il peut être censé agir. La position vraie de la droite dans l'espace est d'ailleurs indifférente; elle peut être déplacée comme on voudra, pourvu qu'on n'en altère pas le parallélisme. De plus le sens de la droite peut servir à définir le sens du couple; pour cela, on la dirigera du côtédu plan du couple où un obseryateur, couché le long de la droite, les pieds sur le plan, verrait le couple tendre à agir dans le sens des rotations positives, c'est-à-dire p. ^^
de gauche à droite. Une droite ainsi
construite, définie de direction mais non de position, définie en outre de sens et de grandeur, est ce qu'on appelle Vaxe du couple. Soit donné l'axe OA d'un couple, cet axe étant dirigé dans le sens OA; on trouvera le couple correspondant, ou un couple équivalent, en menant par le point 0, origine de Taxe, un plan P, dans lequel on supposera appliquées deux forces égales, parallèles et de sens contraires, F et F' ; leur distance BC est arbitraire, mais le produit FxBC doit être égal à la longueur OA, évaluée à l'échelle des moments. Enfin on dirigera les forces F et F' de telle sorte, que la tendance à la rotation figurée par le couple ait lieu de gauche à droite
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par rapport à un observateur placé les pieds en 0 et la tète en A.
56. La composition des couples se ramène à la composition des forces.
Supposons que deux couples soient situés dans le même plan ou dans des plans parallèles. On connaît la valeur commune, F, des forces du premier couple, et la longueur b de son bras de levier ; le moment sera Fft, avec lé signe + ou avec le signe — , suivant le sens dans lequel il agit. Nous pouvons admettre que le signe du moment soit attribué au facteur F, l'autre facteur b étant toujours pris en valeur absolue. Pour l'autre couple, il a de même une force F' qu'on prendra avec le signe convenable, et un bras de levier b' qu'on regardera comme positif. Nous pouvons, sans rien changer à réquilibre, substituer au couple ¥V un couple F\ qui aurait le même bras de levier que le premier couple, avec une force F" telle, que Ton ait l'égalité
Les deux couples Fft et F^ft ont donc des bras de levier égaux, et on peut déplacer le second couple en le faisant tourner dans son plan ou en le transportant dans un plan parallèle, de manière a faire coïncider les points d'application des forces F et F*. Ces forces agissent alors suivant des directions identiques ; elles se composent aux deux extrémités du bras de levier en deux forces égales à leur somme algébrique, F H- F*; le résultat de cette composition est un couple situé dans le même plan que les deux premiers, ou dans tout autre plan parallèle, et dont le moment est égal à
c'est-à-dire à ou encore à
F6-fF^6'.
Le moment du couple résultant est donc égal à la somme algébrique des moments composants.
Cette proposition s'étend à un nombre quelconque de couples, et l'on parvient à ce théorème :
Le couple résuUaiit de tant de couples donnés qu'on voudra^ Mtués dans des plans parallèles, est situé dans un plan parallèle aux plans des couples donnés, et son moment est la somme algébrique des moments des couples composants.
Vaxe du couple résultant est donc aussi la somme algébrique des aies des couples composants ; de sorte qu'on peut dire que Vaxe du couple résultant est la résultante des axes des couples donnés^ composés comme des forces à partir d'un même point de l'espace. On verra tout à l'heure que cette proposition est générale.
La composition.par voie d'addition des couples parallèles montre bien que le moment d'un couple est la vraie mesure de son énergie. On peut admettre comme un axiome que si Ton multiplie par un même nombre n les forces d'un couple, sans rien changer à son bras de levier, l'énergie du couple est multipliée par ce nombre n. Or cela revient à additionner n couples égaux au premier, ou encore à composer ensemble n couples dont les moments soient tous égaux au moment du couple donné. Le moment du couple résultant sera égal à n fois le moment du couple primitif; en d'autres termes, les énergies des deux couples seront entre elles dans le même rapport que leurs moments.
57. Cherchons à composer deux couples donnés C, C^ agissant dans des plans qui se coupent.
On peut déplacer chacun de ces deux couples, de manière à leur donner des bras de levier situés sur la droite d'intersection des deux plans qui les contiennent. Puis on peut substituer à l'un d'eux un couple équivalent, ayant le même bras de levier que l'autre.
Soit AB ce bras de levier commun. Au point A nous aurons une force AF, dirigée perpendiculairement à AB, dans le plan PFdu premier couple C ; au point B^ une force parallèle, égale
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et contraire, BF; et de même, dans le plan QQ* du second couple Cj, deux forces AF^, BF'^, également perpendiculaires à
rintersection des plans P et Q. L'angle yj^ plan FjAF mesure l'angle dièdre de y/ ces deux plans.
f; y I Pour composer les couples C et C^,
/ ^'^ >i^^^i^ / / ^^"^ composerons séparément les / i«H(^^9/ FjlZ^b / forces F et F^ en une force AR, et les
/ yi y deux résultantes AR et BR' seront
ly/ égales et parallèles, et formeront le
^y couple résultant. Nous voyons donc
Kg. 5S. que deux couples se composent tou-
jours en un couple unique.
Construisons les axes des couples C, C^ et du couple résultant. Pour cela, au point A, élevons une perpendiculaire au plan PP', et prenons sur cette droite une longueur A(p représentant à Tëchelle le moment du couple C, ou le produit F X AB.
. Au même point A, élevons une perpendiculaire au plan QQ', et prenons sur cette droite, à la même échelle, une longueur A(pp égale au moment du couple C^ ou au produit F^ x AB.
Enfin menons perpendiculairement au plan BAR une droite Ap, que nous prendrons égale au moment RxAB du couple résultant.
Les droites A9, Ap, A?^ sont toutes trois dans un plan normal à la droite AB, c'est-à-dire dans le plan des trois forces F, R et F^ ; de plus, les angles 9AF, pAR, ç^AF^ sont droits ; les trois directions A9, Ap, Xf^ peuvent donc être obtenues en faisant tourner d'un angle droit autour du point A les directions AF, AR, AF^, dans le plan normal à AB. Déplus, les longueurs A7, Ap, Af^, sont, par construction, proportionnelles à
FxAB, RxAB, F,xAB,
OU bien aux forces
F» R» Fi»
ANALOGIE AY£G LA CmÉMATIQUE. 79
OU enfin aux longueurs
AF. AR. AF
La figure Açpç^ est donc semblable à la figure AFRFp et par suite Âp, axe du couple résultant, est la résultante géométrique des axes A9, A^^ des couples composants.
De là résulte la r(>gle suivante, qui est tout à fait générale, et qui s'applique aux couples situés dans des plans parallèles ou dans des plans qui se coupent :
Pour composer des couples donnés j on construira en un même point de V espace les axes de chacun de ces couples ; puis on composera ces axes à la manière des forces. La résultante sera Vaxe du couple résultant.
Inversement, on peut décomposer un couple donné en trois couples situés dans trois plans quelconques, non parallèles deux à deux. Il suffit de mener par un même point de l'espace Taxe du couple donné et des normales aux trois plans, puis de décomposer Taxe suivant les arêtes du trièdre formé par ces normales. Les composantes seront respectivement les axes des couples cherchés.
58. Remarquons l'identité des règles de la composition des forces et des couples avec les règles cinématiques de la composition des rotations et des translations. CeiXjd identité est parfaite, pourvu que l'on assimile les forces aux rotations^ d'une part, les couples aux translations^ de Tautre. Le tableau suivant fera ressortir cette analogie.
ClKélUnQOE.
Une rotaUon est définie quand on connaît la position de Vaxe autour duquel eUe s'opère, le lens dans lequel elle a lieu, et sa titesse angulaire.
On la représente par une droite finie, prise sur Taxe, dans un certain sens, à partir cTvn point quel' conçue»
STATIQTTE.
Une force est définie quand on connaît la position de la droite suivant laquelle elle agit, le sens dan^ lequel eUe agit, et son intenâté.
On la représente par une droite finie, prise sur sa direction, dans le sens où elle agit, à partir d'tm point quelconque, que Von contidère comme $on point d^ application.
Deux rotations concourantes se composent en une seule par la règle du parallélogramme des rotations.
Deux rotations parallèles se composent en une seule, égale à leur somme algébrique. Le centre de la rotation résultante partage la dislance des centres des rotations composantes en segments réciproquement proportionnels aux rotations données.
Deux rotations parallèles, égales et contraires forment un couple de rotation^ qui équivaut à une translation. La vitesse de la translation résultante est le produit de la vitesse angulaire commune aux deux rotations par la distance des axes.
Une translation se représente par une droite finie, parallèle à la vitesse de la translation, dirigée dans le même sens, et qu^on peut transporter IHurtoutoù Ton voudra, parallèlement à elle-même.
Deux translations se composent en une seule au moyen du parallélogramme des translations, construit en un point quelconque de Tespace.
ANALOGIE AVEC LA CINÉMATIQUE
Deux forces concottrantes se composent en une seule par la règle du parallélogramme des forces.
Deux forces parallèles se composent en une seule, égale à leur somme algébrique. Le point d'application de la résultante partage la distance des points d'application des composantes en deux segments réciproquement proportionnels à ces composantes.
Deux forces parallèles, égales et contraires, forment un couple.
Le moment du couple est le produit de la valeur commune aux deux forces par leur distance, ou bras de levier.
Un couple peut se représenter par son axe, droite finie, égale à son moment, élevée dans un certain sens perpendiculairement à son plan, et qu'on peut déplacer comme on voudra parallèlement à ellemême.
Deux couples se composent en un seul au moyen du parallélogramme des axes, construit en un point quelconque de l'espace.
La composition des forces et des couples appliqués à un même corps solide complétera cette analogie, et fera reconnaître en statique des propriétés correspondantes à celles qui ont été établies en cinématique, pour la réduction du mouvement général d'un solide à deux rotations, ou à une rotation et à une translation, ou enfin au mouvement hélicoïdal le long et autour de Vaxe instantané glissant.
CHAPITRE m
COMPOSITION ET RÉOUCTtON AU MOINDRE NOMBRE DES FCRCÈS APPLIQUEES A UN CORPS SOLIDE
59. Un corps solide, libre dans l'espace, est sollicité par un nombre quelconque de forces ; on donne pour chacune son point d'application, sa direction et son intensité. On demande de substituer à ces forces d'autres forces équivalentes au point de vue de l'équilibre, et dont le nombre soit le plus petit possible. Les exemples que nous avons déjà examinés peuvent éclaircir ce problème. Lorsque les forces sont ou concourantes, ou parallèles, on peut les réduire à une force unique, leur résultante ^ sauf le cas où l'on obtient un couple; les forces données se réduisent à deux dans ce dernier cas, et Ton ne peut pousser plus loin la réduction.
Nous ferons voir dans ce chapitre que l'on peut toujours réduire à deux forces un système quelconque de forces appliquées à un système solide, et que la réduction à une force unique n'est possible que dans des cas particuliers.
Le problèiAe de l'équilibre des systèmes solides sera résolu dés que nous aurons trouvé les lois de celte réduction. Car il parait évident que deux forces appliquées à un même système ne peuvent se faire équilibre qu'à la condition d'être égales, et appliquées en sens contraires en deux points d'une même direction. On saura donc qu'un corps solide est en équilibre, en vérifiant que les forces qui sollicitent ce corps peuvent se réduire à deux forces remplissant ces conditions.
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RÉDUCTION DES FORCES A TROIS
60. On peut toujours réduire les forces qui sollicitent un corps solide à trois forces dont les points d'application soient trois points A, B, G, pris arbitrairement dans le solide.
Soit F une des forces données, M son point d'application. Nous pouvons supposer celle force appliquée en un point 0 quelconque, pris sur sa direction. Joignons OA, OB, OC. Généralement ces trois droites ne seront pas dans un même plan. On peut les considérer comme les directions des arêtes d'un parallélépipède dont la diagonale aurait pour direction la droite OF. On pourra donc décomposer au point 0 la force OF'=F en trois composantes Fig. 55. Qj^,^ Q^,^ Q^,^ dirigées suivant les droites
OA, OB, OC. Ensuite on peut transporter les forces OR', OS', Or aux points A, B et G, ce qui donnera les trois forces AR, BS, CT, qui remplacent la force donnée MF.
On opérera de même pour chacune des forces données; et pour chacune on obtiendra trois composantes, appliquées Tune au point A, l'autre au point B, la troisième au point C.
Toutes les forces appliquées en A se composeront en une force unique par la règle du polygone des forces ; toutes les forces appliquées en B se composeront aussi en une seule; toutes les forces appliquées en C se composeront de même. On obtiendra donc, par cette décomposition et .cette recomposition, trois forces,appliquées, la première en A, la deuxième en B, la troisième en G, et qui équivaudront à l'ensemble des forces données.
La décomposilion est d'ailleurs possible d'une infinité de manières, car elle dépend de la position arbitrairement assignée au point 0 sur la direction MF.
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héduction des tbois forges a deux.
61 . Nous venons de ramçner les forces données à trois forces R, S, T, appliquées respectivement aux points Â, B, C du solide (fig. 54). Mous allons réduire ces trois forces à deux seulement. Par le point Â, arbi-
Irairement pris sur la direction ^^ ^\
de lune des forces R, et la l a b> 'Xjm i force BS, nous pouvons faire NfL A ^S^^^ passer un plan. Ce plan cou- /7T \ ^«V^\N.T pera généralement la droite CT «f//\* \ \ ^^^
en un point M où Ton peut sup- \// U» ® ■*'' Q
poser la force T transportée. p^ Joignons AM ; cette droite ren- fi-. 64.
contre la direction BS en un
point B% et nous pouvons supposer la force S appliquée en ce point. Dans le plan ÂBSM, menons par les points A et M deux droites AA% MM', parallèles à BS , puis décomposons la force S en deux forces parallèles , respectivement appliquées aux poinfs A et M ; la règle des forces parallèles nous donne immédiatenient les valeurs des composantes:
Suivant AA\ la composante ASj=S X jg» et suivant MM',
AB' la composante MS,s;=SXjw-
On peut donc remplacer la force S par ses composantes AS^ et MS,; ensuite on peut composer S^ avec R, S, avec T, par la règle du parallélogramme. Ces opérations conduisent à deux forces AP, MQ, équivalentes aux trois forces R, S, T, et par suite équivalentes aux forces primitivement données.
On voit de plus que les forces se réduiront à une seule, si les deux forces AP, MQ sont dans un même plan.
Notre raisonnepent suppose que le plan conduit par le point A et la droite BS rencontre quelque part la droite CI. Il
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pourrait arriver qu'en prenant au hasard le point A sur la direction de AB, le plan ABS Tût parallèle à CT. Dans ce cas, on pourrait changer la position du plan et l'amener à rencontrer la droite CT, en prenant un autre point A sur la droite AR ; ou bien, si le plan ABS ne variait pas de position avec le point A, ce serait Tindice que les deux forces AR, BS sont dans un même plan; elles auraient donc une résultante unique, et la réduction des trois forces à deux s'obtiendrait par la composition de deux des forces données.
Trois forces, non situées deux à deux dans le même plan, peuvent avoir une résultante unique ; c'est ce qui a lieu en général quand les deux forces auxquelles on peut réduire le système des trois, sont situées dans un même plan.
Mais deux forces non situées dans un même plan n'ont pas de résultante unique. Soient, en effet, P et Q deux forces, et R leur résultante. Il y aura équilibre entre les forces P, Q et — R. L'équilibre ne sera pas troublé si l'on fixe un point A sur la direction de P, et un point B sur la direction de Q ; alors le solide auquel les forces sont appliquées est libre de tourner autour de la droite AB, et cet effet tendra à se produire sous l'action de la force -- R, à moins que cette force ne rencontre Taxe en un certain point C. On prouverait de même que la direction de R rencontre toute autre droite AB, qui s'appuierait sur les directions P et Q : chose impossible, à moins que les forces P, Q et R ne soient contenues dans un même plan.
En général on peut s'arranger de manière que les deux forces P et Q, auxquelles on ramène un système de forces quelconques, soient recl angulaires. En effet, décomposons la force P en deux forces, P', P, Tune, P', contenue dans le plan conduit par le point A et la force Q; l'autre, P% perpendiculaire à ce plan. Les deux forces P' et Q, étant situées dans un même plan, se composent en une force L contenue dans ce plan (le cas où ces deux forces forment un couple étant excepté), et le système proposé est alors ramené aux deux forces rectangulaires P*' et L.
RÉDUCTION DES FORGES A DEUX, AU MOYEN DES COUPLES
62. L'emploi des couples conduit beaucoup plus simplement à la réduction demandée.
Soit une force F appliquée en un point A d'un corps solide. Prenons arbitrairement un point 0 faisant partie du corps solide, ou relié invariablement à ce corps, s'il n'en fait pas partie. Nous ne changerons rien au système de forces en appliquant en ce point deux forces, F et — F, égales et contraires, que nous prendrons égales et pa- ^.f rallèles à la force AF. U reste donc une force F appliquée au point 0, et deux forces F et — F, appliqués l'une en A, l'autre en 0, et formant un couple (F, —F). A toute force donnée F on peut substituer ainsi le système formé par cette force transportée en un point 0 quelconque, parallèlement à elle-même, et un couple (F, — F) dont le bras de levier OP est la distance du point 0 à la direction AF de la force donnée.
Opérant ainsi pour chacune des forces données, nous transporterons toutes les forces parallèlement à elles-mêmes en un point 0, lié invariablement au système solide; de ce transport résulte la formation d'autant de couples qu'il y a de forces. Nous pourrons ensuite composer ensemble toutes les forces appliquées au point 0, ce qui nous donnera une résultante appliquée en ce même point ; puis composer ensemble tous les couples, ce qui nous donnera un eotiple résultant. Un système de forces peut donc être ramené à une force unique^ R, et à un couple unique^ C.
Le couple C peut être transporté où l'on voudra dans des plans parallèles. Nous pouvons donc faire en sorte que l'une, P, de ses forces ait un point commun, A, avec la résultante R (fig. 56). Composant les forces R et P, nous aurons ramené
RÉSULTANTE DE TRANSLATION
Fig. 50.
le système des forces à deux composantes : la force S et la force — P.
On peut remarquer que, quel que soit le point 0 (fig. 55) où Ton transporte les forces données, leur résultante R aura la même grandeur et la même orientation dans Tespace; car elle est le dernier côté du polygone des forces, dont les côtés ne varient ni de grandeur, ni de direction, en quelque point qu on le construise. Cette résultante R a reçu le nom de résultante de translation du système de forces données. On verra en dynamique la raison de cette définition. La direction du plan du couple résultant C, et la grandeur de ce couple, varient, au contraire, avec la position assignée au point 0. 63. Cherchons comment s'opère cette variation. Pour cela, imaginons qu'après avoir déterminé la résultante R et le couple C en nous servant du point 0, nous voulions avoir la résultante et le couple pour un point 0', différent du premier. Il suffira de transporter la résultante R en ce point, ce qui donnera naissance à un nouveau couple (R, — R), qu*on aura à composer avec le couple C. Le couple change donc seul, comme nous l'avions déjà reconnu.
Le plan du couple résultant variant de position avec le point 0, où Ton transporte toutes les forces pour obtenir la résultante R, et la direction de la force R étant toujours la même, Tangle de la force R avec le plan du couple C est variable. Nous allons démontrer que le couple résullant est le plus petit possible quand cet angle est droit, c'est-à-dire quand Taxe du couple G est parallèle à la résultante R.
11 surfit de faire voir (fig. 58) que, si cette condition est remplie, tout déplacement du point 0, en dehors de la direction de la force OR, entraine un accroissement du couple C. Soit 0' le nouveau point choisi pour y transporter les forces.
By
Ytt
Fig. 57.
COUPLE RÉSULTANT. S
Abaissons (ÏO perpendiculaire sur OR ; nous pourrons regarder la Torce R comme appliquée en ce point 0 pris sur sa direction, et le couple C comme représenté par son axe OC, porté sur OR à partir du même point. Au point O', appliquons deux forces égales et parallèles à R, et en sens contraire l'une de l'autre ; nous substituons ainsi à la force donnée une force R, égale et parallèle, appliquée en 0^ et un couple (R, — R), dont le moment est R x 00", et dont on aura Taxe en prenant une quantité, OH, égale à ce moment, sur la perpendiculaire élevée en 0 au plan ROO'. Le nouveau couple résultant C s'obtiendra donc en composant au point 0 l'axe OC du couple primitif avec l'axe OH du couple (R, — R)* ce qui donne un axe OC, diagonale du rectangle OCC'H ; par suite, le nouveau couple C a un moment plus grand que le couple C, et son axe fait avec la direction de la résultante un angle différent de zéro.
De quelque cAté que Ton déplace le point 0 autour de la direction OR, on obtient donc un accroissement dans la grandeur du couple résultant ; cet accroissement est le même pour un même écart 00', pris dans le plan normal à OR mené par le point 0.
Il n'existe donc qu'une seule droite OR, tout le long de laquelle le plan du couple résultant soit normal à la résultante, et c'est celle pour laquelle le couple résultant est minimum.
L'analogie que nous avons déjà fini pressentir entre la statique et la cinématique des corps solides se complète ici. En eflel, tout déplacement élémentaire d'un corps solide a été ramené à la coexistence d'une rotation et d'une translation, et noos avons reconnu qu'on peut déterminer un axe de rotation unique, parallèlement auquel la translation s'opère; c'est Taxe du mouvement héUcoîdal du corps solide. La translation est alors minimum, la rotation restant toujours constante (I, ^ 160 et 161). De même, nous venons de ramener les forces sollicitant le corps solide à une résultante R, qui cor-
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respond à la rotation, et à un couple C, qui correspond à la translation; puis nous avons reconnu Texistence d*une direction unique, qui est à la fois la direction de la résultante, la direction de Taxe du couple résultant, et le lieu des points pour lesquels le couple résultant est le plus petit possible. Cette droite a été appelée par Poinsot Vaxe central des mo^ ments ou des couples,
EnQn , la réduction de toutes les forces données à deux forces cx)rrespond à la décomposition du déplacement élémentaire d'un corps solide en deux rotations simultanées (I, g 157).
64. Proposons-nous de trouver la position de l'axe central. Soit OR la résultante de translation, supposée appliquée au point 0, et OC Taxe du couple correspondant, qu'on peut mener aussi par le point 0. Décomposons le / couple OC en deux couples composants, 'Ti l'un OA, suivant la direction de la résul- ; tante R, l'autre OB, perpendiculaire à la ~~D résultante. Par le point 0, menons une j /' droite OX, perpendiculaire au plan ROB, et
oY sur cette droite, prenons, dans un sens
x/j qu'on définira tout à Theure, un point (ï
I tel, que R x OO' soit égal au couple OB.
_ 1 Nous pouvons transporter au point 0' la ré-
p.^ ^ sultante R, en appliquant en ce point deux
forces R et — R, égales, parallèles, et contraires l'une à Tautre. Par là nous donnons naissance à un couple (R, — R) dont le bras de levier est 00', et dont le moment, R x 00', est égal au moment du couple composant OB. Nous pouvons d'ailleurs prendre sur la droite OX la distance 00' dans un sens tel, que Taxe OB' du couple (R, — R) soit dirigé en sens contraire de OB, sur la droite perpendiculaire au plan ROO'. On ramène ainsi le système de la force OR et du couple G au système de la force O'R et des trois couples OB, OB', OÂ ; les deux premiers couples, égaux et contraires, se détruisent, et il reste la résultante R
DES MOMENTS. S
appliquée en 0', et le couple OA, dont l'axe est parallèle à la résultante. La droite O'R est donc Taxe central des forces données.
L'axe central O'R une fois déterminé, si Ton transporte toutes les forces en un point quelconque 0, éloigné de cet axe d'une quantité 0(y = h, la résultante de translation correspondante OR reste la même en grandeur et en direction, mais l'axe du couple résultant prend la direction OC dans le plan normal à OO'. Soit H = OA la valeur du couple résultant minimum. La valeur, 6, du nouveau couple OC s'obtiendra en remarquant que le couple composant AC est égal à R xOO'=RA ; donc
G«=H»-hRW.
La direction OC est d'ailleurs définie par Tangle C0A = 9, et Ion a
AC R/i
L'angle 9 étant le môme pour une même distance 00', prise dans une direction quelconque à partir du point 0' dans le plan perpendiculaire à O'R, le lieu des droites OC, pour une même distance donnée 00', est Yhyperboloide de révolution que Ton obtient en faisant tourner la droite inclinée OC autour de l'axe O'R.
DÉTERMINATION ANALYTIQUE DE LA RÉSULTANTE ET DU COUPLE RÉSUL- TANT d'un SYSTÈME D0N:«É DE POUCES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE.
65. Nous supposerons que l'on connaisse les points d'application des forces par leurs coordonnées, et les forces ellesmêmes par leurs composantes parallèles aux axes. Pour chaque force F, appelons X, Y, Z les composantes parallèles aux axes OX, 0¥, OZ, et a?, j/, z les coordonnées du point d'application, prises par rapport à ces mêmes axes. On suppose les axes rectangulaires.
Nous distinguerons par des indices les forces appliquées
DÉTERMINATION DE LA RÉSULTANTE
aux divers points du corps solide. S'il y a n forces, les lettres X, Y, Z, a?, y, z recevront en indice les numéros de l jusqu'à n.
Nous désignerons par X\ Y\ Z' les composantes de la résultante de translation, R, de ces n forces, et par L', M', N' les composantes du couple résultant, décomposé aussi parallèlement aux axes.
Considérons en particulier une
_ j^^^^^ ^ force F, appliquée au point M ; trans-
^[/^ portons-la à l'origine, 0, que nous
Fjg, QQ . supposerons invariablement liée au
système solide; nous aurons de
cette manière une force OF, appliquée en ce point, et un couple
(F, — F), dont le moment sera le moment de la force MF par
rapport au point 0 (g 53).
Décomposons la force OF en ses composantes X, Y, Z, parallèles aux axes.
Décomposons de même le couple <F, — F) en ses composantes, en le projetant sur les trois plans XOY, YOZ, ZOX. Les couples composants auront pour moments (§ 50) :
Dans le plan XOY, le moment de la force MF par rapport à l'axe OZ, ou Yx — Xy ;
Dans le plan YOZ, le moment de la même force par rapport à l'axe OX, ou Zj/ — Ya; ;
Enfin, dans le plan ZOX, le moment de la force MF par rapport à l'axe OY, ou Xa — Zx.
Les expressions Yx — Xj/, Zj/ — Y», X« — Zx représentent donc respectivement les axes des couples composants du couple (F, — F), quantités qui doivent être portées sur les axes coordonnés OZ,OX,OY.
Opérons de même pour les n — 1 autres forces; nous aurons pour chacune trois composantes appliquées au point 0 suivant les trois axes, et trois couples composants dont les axes coïncideront avec les mêmes droites.
Les composantes des forces appliquées suivant le même
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âxc se composent en une seule force, par voie d'addition algébrique. De même, les axes des couples composants se composent à la manière des forces (g 57). On obtiendra ainsi les six inconnues, savoir : les trois composantes, X', Y', Z', de la force R, et les trois couples composants, L', M', N', du couple C, au moyen des équations :
X'=X4H-Xa-»-X,-*-...H-X»=2X,
L'=CZ4y4-Y,5,) + ^Z,y,-Y,3,)-*-(Z52/5-Ys35)-t-...
-h(Z«y« — Y»î„)=2(Zy - Ya).
M'=(X,3.-Z|a?4) + (X,3,-Z,«,) 4- 1X33,- Zs «5)+. . .
+ (X»3»— Z«««)=SIX»— Zar),
N'={Yt*i-Xiyi)+(V,ar,-X,yJ + (Y3a:,-X,V5)+...
-h (Y,xg-X»y«) = 2(Y«-.Xy).
Pour trouver ensuite la force R et le couple C, on composera, par la règle du parallélépipède, d'une part les trois composantes X', Y', Z', et de l'autre les trois couples composants L', M', K'.
DÉTERIIINATION ANALYTIQUE DE l'aXE CENTRAL.
66. Soit OU la direction de l'axe central ;0'Rest la résultante de translation, et (y A l'axe du couple résultant.
Soient §, Y}, Ç les coordonnées du point O', et 7., (a, v les angles que la direction O'R fait avec les axes.
La résultante de translation, O'R, ^' ' '
ne varie ni de direction ni de grandeur, en quelque point de l'espace qu*on transporte les forces. On a donc
iX'=Rcosi, Y'=Rcos^, Z' = Rcos>,
DÉTERMINATION
et par suite les angles X, (a, v, qui définissent le parallélisme de Taxe central, sont donnés par les équations
VX'«-fY'»+Z'* Y/x^«4.Y'«-hZ^ V3^'*H-Y'«+Z'*
Le radical doit être pris positivement dans les trois formules, car il indique la valeur absolue de la résultante R.
On connaît donc la direction O'R. Reste à déterminer les coordonnées du point 0'.
Soit H le couple résultant minimum Ç/k ; décomposons ce couple suivant les plans coordonnés, ce qui se fera en projetant la droite O'A sur les axes. Nous avons
suivant l'axe OX, Hcos>, suivant l'axe OY, H cos/a, suivant Taxe OZ, H cosv.
Les moments de la force R par rapport aux mêmes axes sont, autour de OX,
autour de OY, et autour de OZ,
Z'»î-Y'Ç, X'ç-Z'ç, Y'ç-XV
Ce sont les moments composants du couple que l'on forme en transportant la force O'R parallèlement à elle-même au point 0. Ces couples se composent avec les couples composants du couple O'A, pour donner les couples L% M\ N\ et Ton a
iL' = HcosAH-Z'»î — Y'ç, M'=Hcos/*-f-X';~Z'Ç, N'=ÏIcosv + Y'Ç--XV
Le couple 11 est encore inconnu. Pour le déterminer, multiplions la première équation par X', la seconde par \\ la Iroisième par Z', et ajoutons. Les coordonnées Ç, tj, Ç dispa-
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raissent dans la somme, et il vient, pour déterminer II, Péqùation
H(X'C08> + Y'cos/i-f Z'cosv) = LX-hM'Y'+N'Z'.
La fonction X'cosX -h Y'cos i* -h Z' cosv est d'ailleurs égale à R, en vertu des équations (l), et Ton a, en définitive.
On en déduit
iicu&A— X'*-j-Y'*-*-Z'* '
(L'X^+M^Y^4-«^/V HC0SM=^ X'«-hY'«-*-Z'* •
(L'X'-f-M'Y'-f-N'ZOZ'
Substituant ces valeurs dans les équations (2), on obtient les équations de l'axe central, projeté sur les trois plans coordonnés^ :
_ L^(Y^+Z^)--M^Y^X^~ fi'VX' •* X'«+Y'*-f Z'»
„ M^ (Z/^-4- X^^j— NTr- L^^Y^
A'Ç— ^Ç— X'*+Y'*-fZ'* •
GORDmom POUR QUE LES FORGES A1E:(T UNE RÉSULTANTE UMQUE.
67. Nous savons déjà que, pour que les forces aient une résultante unique (laquelle résultante sera égale à la force B, résultante de translation), il faut et il suffit que la force R
* Comparez ces formules aux équalious (3) du g 175 de la Cinématique [Détermination de Vaxe inttantané glissant).
M CONDITION POUR QUE LES FORGES
soit parallèle au plan da couple C, ou bien que la force R
soit perpendiculaire à Taxe du couple.
Construisons la force R appliquée au point 0 ; pour cela^
il suffira de prendre sur Taxe OX une quantité OS=î',
puis dans le plan XOY, perpendiculairement à OY , la quantité SP=Y', enfin, perpendiculairement au plan XOY, une quantité PR = Z'. La force OR sera la résul-
/^ tante des forces 1\ Y', Z', appli-
q!'^ " quées au point 0 suivant les
Fig. et ~ Bxes.
Prenons de même OK = L% KH=M', HC = N'; la résultante OC sera Taxe du couple résul* tant.
Pour que les forces aient une résultante unique, il faut et il suffit que Tangle COR soit droit, ou, enjoignant GR, que le triangle COR soit rectangle, et qu'on ait l'égalité
CR* = Ô(? + (JÏÏ*.
Mais OC est la diagonale du parallélépipède rectangle dont les arêtes sont L', M', N' ; et par suite
()C'=L'»-hM'*-4-K'-;
de même
()ÏÏ'=X'"h-Y'*H-Z''.
Enfin CR est la diagonale d'un parallélépipède rectangle dont les arêtes parallèles aux axes sont égales en valeur absolue aux différences U — X', M' — Y', N' — Z', et l'on a par conséquent
CÛ* = (L'— X')*-f IM'— Y')'-h (N'-Z')*.
La condition s'exprime donc par l'équation
Développant les carrés dans le premier membre, effaçant
AIEKT UNS RÉSULTANTE UNIQUE
de part et d'autre les termes communs et supprimant le facteur 2, on arrive à l'équation finale
C'est la condition cherchée.
On y parvient plus rapidement en observant que X', Y', T d'une part, L% M', N' de Tautre, sont proportionnels aux cosinus des angles que les directions OR et OC font avec les axes, de sorte que l'égalité LT4-M'Y'4-NT=0 indique que l'angle COR est droit.
En se reportant au § 66, on verra par l'équation (5) que cette condition réduit à zéro le couple minimum H, sauf le cas où Ton aurait à la fois X' = 0, Y'=0, Z'=0, cas dont nous allons nous occuper.
GOJXDITIOM POUR QUE LES FORCES SE RÉDUISENT A Ulf COUPLE.
68. La résultante de translation est toujours la même, en quelque point qu'on transporte les forces pour les composer; pour que les forces soient rédactibles à un couple, il faut et il suffit donc que la résultante R soit nulle, ce qui suppose à la fois X' = 0, Y'=0, Z'=0.
Dans ce cas, l'équation
L'X'H-M'Y'-fN'Z'=0
est satisfaite d'elle-même, de sorte qu'elle exprime à la fois la condition pour que les forces se réduisent à une force unique, ou à un couple unique ; el en effet le couple, peut être assimilé a une force unique, d'intensité nulle, dont le point d'application serait infiniment éloigné.
DÉFINITION DE L'ÉQUIVALENCE DE DEUX SYSTÈMES DE FORCES
69. Deux systèmes de forces (X, Y, Z) et (Xp Yp ZJ, appliqués successivement à un solide, sont X\\%ii{u\va\enU lorsque les forces qui composent chaque système sont réductibles à
06 SYSTÈMES DES FORCES ÉQUIYALEl^S.
la même résultante de translation et au même couple résultant. Le caractère analytique de Téquivalence est donc dèûni par les six équations :
SX =2X4, 2Y=2Yj, £Z = SZi ;
S(Zi/-Y»)=2(Z,y,-Y,s,K 2(X3 — Za:)= 2(Xi3,— Z,»,),
Si CCS équations sont satisfaites pour un système d'axes coordonnés rectangulaires, elles sont satisfaites pour tout autre système.
Si Ton applique au solide le premier système de forces, et les forces du second système changées toutes de sens, le système de forces résultant sera réductible à une résultante nulle et à un couple résultant nul ; de sorte que le solide sera en équilibre, ainsi que nous le verrons plus loin. Réciproquement, si un système de forces appliqué à un solide est en équilibre, il y a équivalence entre le système formé d'une partie des forces données et le système obtenu en changeant le sens de toutes les autres.
Les forces entrent fréquemment dans les équations de la mécanique par les sommes de leurs projections sur des axes fixes, ou par les sommes de leurs moments par rapport à ces axes. Tant qu'il en est ainsi, on peut remplacer les forces réelles par des forces équivalentes, lors même qu'elles ne sont pas appliquées à un système solide. L'équivalence est alors purement algébriquej et n'implique en rien l'équilibre effectif entre le premier groupe de forces et le second groupe changé de sens.
PROBLÈMES DIVERS
70. Étant donné un polygone ABCDEFA, tracé dans un plan, on applique au sommet Â, dans la direction Afi, une force proportionnelle à AB ; au sommet B, suivant BC, une force pro-
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portionnelie à BC ; au sommet C, suivant CD, une force proporlioanelle à CD, et ainsi de suite, jusqu'au sommet F, auquel on applique suivant FA une c
force proportionnelle à FA. On de- AT' ^^^^
mande de réduire ces forces à une y\ \ \ /y^\.i> résultante et à un couple* ^\--^ M ^-'c--''''" /
On peut choisir l'échelle qui sert \ "^^T^V^ /
à représenter les forces par des \V j • "-^^/
droites finies, de telle sorte que ^ ^
AB, BC, ..., FA soient les longueurs ^'^' ^'
représentatives des forces appliquées suivant ces côtés.
La résultante de translation s'obtiendra en composant les forces données, transportées en un même point, parallèlement à ellcs-mômes. Choisissons pour ce point le point A. La résultante sera le dernier côté du polygone des forces construit à partir du point A ; or ce polygone n'est autre que le polygone donné, lequel se ferme de lui-même. La résultante de translation est donc nulle, et par suite les forces se réduisent à un couple.
Le couple résultant est situé dans le plan de la figure; son axe est perpendiculaire à ce plan. Pour avoir son moment, il suffit de prendre la somme des moments des forces par rapport à un point 0 quelconque du plan. De ce point, abaissons des perpendiculaires 01, OF, ... sur les côtés. Le moment de la force AB par rapport au point 0 est le produit ABxOI, ou le double de Taire du triangle OâB. Il en serait de même pour tous les autres triangles OBC, OCD, ..., CFA. Faisant la somme de tous ces triangles, on obtient Taire du polygone. Le moment du couple résultant est donc représenté par le double de la surface du polygone donné.
On parviendrait au même résultat en prenant le point 0 en dehors du polygone ; les triangles extérieurs au polygone devraient être pris négativement, et correspondraient à des moments négatifs.
n résuite de là que si dans le même plan, ou dans deux plans parallèles formant un système solide, on applique, suivant
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les côtés de deux polygones tracés respectivement dans ces plans, des forces proportionnelles aux côtés de ces polygones, en les dirigeant dans un sens pour l'un des périmètres, en sens contraire pour l'autre, le système ainsi composé sera en équilibre, pourvu que les aires des deux polygones soient égales. En effet, les forces appliquées à l'un des deux polygones se réduisent à un couple, dont le moment est mesuré par le double de Taire de ce polygone ; les deux couples sont égaux si les aires sont égales ; ils sont d'ailleurs de sens contraires, dans le même plan ou dans des plans parallèles. Us se composent donc en un couple unique, égal à zéro, et les forces données se font équilibre.
71. Étant donné dans un plan un contour polygonal ABCD, on applique au milieu des côtés et perpendiculairement à ces
côtés, des forces IH= AB, KM = BG, LN = CD; ces forces sont dirigées toutes à droite du contour, par rapport à un observateur qui marcherait le long de la ligne brisée ABCD dans le sens indiqué par les lettres.
On demande de trouver la résultante des forces ainsi déGnies.
t Transportons les forces données en un point 0 du plan; nous les composerons en menant par ce point une droite OP égale et parallèle à m, puis, par le point P, une droite PQ égale et parallèle à KM, enfin, par le point Q, une droite PQ égale et parallèle à LN. Joignant OR, nous aurons la résultante cherchée. Mais OP=m = AB, PQ=KM=BC, QR = LN=CD; les directions OP, PQ, QR, sont d'ailleurs perpendiculaires respectivement à AB, BC, CD ; le polygone des forces OPQR est donc
Fig. Ci.
DIVERS
identique au polygone donné, qu'on aurait fait tourner d'un angle droit, de gauche à droite, et qu'on aurait ensuite transporté parallèlement à lui-même, de manière à faire coïncider le point A avec le point 0. La résultante OR est donc égale à AD, et perpendiculaire à AD.
Cherchons le couple résultant des couples produits par le transport des forces au point 0. Pour cela, il suffira de faire la somme des moments des forces IH, KM, LN, par rapport à ce point.
Soit (y la projection du point 0 sur la direction AB du premier côté. La distance (ïl sera le bras de levier du premier couple, et le moment de ce couple sera le produit
IHxO'I,
ou bien
àBxO'I.
(VR-4- (VA Maison peut remplacer AB par CKB — O'A, et O'I par ^ >
puisque I est le milieu de AB. Donc le moment cherché est égala
10^ -C'A) X (^^5^f^)= |(ô^ - ÏKÎ").
Joignons OA et OB; les triangles OO^A, OO'B, rectangles en (y, nous donnent :
Retranchant, il vient
55"— ôÂ*=cRP— ÔT,
et le moment de la force IH par rapport au point 0 est représenté par l'expression
i(ô5*— oT).
Par la même raison, si Ton joint OC, OD, les moments des forces KM et LN seront respectivement
|.(5C* — ÛB%
iOO CENTRE
La somme des moments, qui est le moment du couple résultant, est égale à
t(5B* — W) -f ^(ôc' — 5b*) + ^(ÔD* — 5?) = 1 (OîP — ôP).
Au milieu S du côté AD, appliquons perpendiculairement à AD une force ST == AD; le moment de cette force par rapport au point 0 sera, d'après ce qui précède, égal à -j (OD* — OA*) ; la force ST est d'ailleurs égale et parallèle à la résultante OR» Donc cette force ST est la résultante cherchée.
Si le contour polygonal donné était fermé de lui-même, la résultante des forces données serait nulle, et la somme des moments également nulle. Le système serait donc en équilibre, et par conséquent, un polygone plan est en équilibre sous raction de forces appliquées dans son plan perpendiculai' remeiU aux milieux des côtés du polygone , proportionnelles à ces côtés, et dirigées dans un môme sens (à droite ou à gauche) par rapport à un observateur qui ferait le tour du polygone sans jamais revenir sur ses pas.
DISGUSSIOII DES FORMULES QUI DONHINT LES COQROONliÉES DU CENTRE DES FORGES PARALLÈLES.
Nous avons posé (g 48) les équations générales
*""1F' ''""ïF' ^^2F'
Reprenons l'nypothèse faite dans le § 49, ZF=0. Dans ce cas, la résultante de translation des forces F est nulle , quelle que soit la direction commune qu'on leur attribue. Toutes ces forces se réduisent donc à un couple, ou bien se font équilibre.
l"" Supposons d'abord qu'elles se réduisent à un couple unique. Soient L, M, N les composantes de ce couple projeté sur les trois plans coordonnés. Appelons a, p, y les angles que la direction des forces F fait avec les axes. Les produits
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Fcosa, Fcos p, F cos Y seront les composantes de la force F, et les moments s'obtiendront au moyen des formules
L = S(Fo08yXy — Fcos^Xs)=C08yZFjr— COS^£Fs;
de même
M = COSflC 2f% — OOSy IFx, N = cosp ïFx — cosalFy;
les cosinus sortent des signes Z, parce qu'ils sont facteurs communs à tous les termes compris sous ces signes.
Ces formules donnent les valeurs de L, H, N, et font connaître le couple résultant.
On voit que le couple résultant est nul si Ton a à la fois 2Fx=0, 2Fy = 0, 2Fa=0; alors l'équilibre des forces est assuré.
Si deux de ces sommes sont nulles, par exemple les deux premières, on en déduit N=0. Le couple résultant, ayant un moment nul par rapport à Taxe OZ, est situé dans un plan parallèle à cet axe.
Enfin, si une seule des sommes, iFx, est nulle, les expressions de L, M, N se simplifient ; mais, en général, aucune ne se réduit à zéro.
2'' Nous venons d'observer que les forces F se font équilibre si l'on a SFar = SFy = iFz = 0, avec 7Ï = 0. Mais l'équilibre est également assuré si Ton a à la fois ^
COSyXFy— cos^£F;»=0, 008a 2F:s — cos y SFx= 0, COS^XFx — COSa SFjf = 0,
orna co«/l""cosy' . ■ .
double équation qui définit la direction commune (d, p, y) à attribuer aux forces F pour qu'elles se fassent équilibre. On en déduit en effet
^[IVx]^ -h [IFy)* 4- (2Fs)« ' ZFy
v/(2Fx)«-h(2Fy)«4-(2F3)** __ . IFz
m THËORËHE
Dans ce cas particulier, les coordonnées du centre des forces parallèles sont infinies, mais le couple résultant est nul, dès que les forces F reçoivent la direction particulière définie par les angles a, ^ et y-
THÉORÈMES DE M. CHAStES ET DE M. MÔDIOS.
73. De quelque manière qu'on réduise à deux totUes les forces d'un systèmej le tétraèdre construit sur les droites qui représentent ces deux forces a un volume constant^.
Soient A et B les points d'application, AP, BQ les directions et les grandeurs des deux forces P et Q auxquelles on a réduit le système donné. Menons les droites AB, PB, AQ, PQ, qui
achèvent le tétraèdre APBQ. Nous pouvons considérer ce tétraèdre comme ayant pour base le triangle PAB, et pour hauteur la distance du point Q au plan de la base. Par le point B, menons BF, parallèle à AP ; cette droite sera contenue dans le plan du triangle PAB. Soient ç Tangle FBQ des directions des deux forces, 0 Tangle PAB, et ^ Tangle que fait le plan P'BQ avec le plan PABP'. Soit AB = a la distance des points d'application des deux forces. La surface du triangle PAB a pour mesure | Px a sin 0. Du point Q, abaissons Q(y perpendiculaire sur le plan des parallèles AP, BP', puis QP' perpendiculaire sur BP'. La droite Q'P' est aussi perpendiculaire à BP', et Tangle Qf'Qf est Tangle ({/ des deux plans qui se coupent suivant BP'. La perpendiculaire QP' est égale à Q sin^ ; donc la distance 0(^=0 sin ç sin ^.
Le volume du tétraèdre considéré est égal au produit
Vs=5PasinOXsQsinf sini^= gPQasinOsin^sinf.
Or a sin 0 est la distance des parallèles AP, BP ; a sin 0 sin ^
*■ Annales de mathématiques de Gergokne, 1837. — Statique de HSbios, 1837. ^ Journal de mathénuUiqueê pures et appliquées^ 1847.
DE M. GHASLES. 103
est la distance du point A au plan P'BQ, c'est-à-dire la plus courte distance des forces P et Q ; désignant par .h cette plus courte distance, on aura
Le volume du tétraèdre construit sur les deux forces est le sixième du produit des forces par leur plus courte distance et par le sinus de F angle formé par leurs directions. Le volume du tétraèdre ne change pas, par conséquent, lorsqu'on transporte les forces P et Q en des points quelconques le long de leurs directions.
Observons que Q sin ç, ou QP, est la projection de la force Q sur un plan normal à AP ; A est la dislance de cette projection à la même droite. Le produit Qh sin ç est donc le moment de la force Q par rapport à la direction de la force P, et nous pouvons poser
On aurait de même
V = gPxMp(Q}.
V = jQXllQ(P).
Ces relations peuvent servir à attribuer un signe au volume V.
Pour démontrer le théorème, nous interpréterons d'une autre manière le produit PQ/isin^.
Transportons les forces P et Q aux points où leurs directions sont rencontrées par leur normale commune.
Prenons la direction de la force P pour axe des s, la perpendiculaire commune pour axe des x, et menons Taxe des y perpendiculairement aux deux premiers. Soit OB = fc la dis- ''*^-^'
tance des deux forces, et QBP=9 l'angle de leurs directions.
Les composantes de la force P sont, suivant
l'axe det.x, l'axe des y, et Taxe des s» OOP
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Les composantes de Q suivant les mêmes axes sont
0 Qsinf Qco8f>.
Désignons par X', Y\ Tl les composantes de la résultante de translation « et par Û, H', N' les composantes du couple rës iltant. On obtiendra pour ces quantités:
Z' = P + Qco89,
M'= — QcosfXA,
N'=: + Q8in5pXA.
On en déduit
LOt'+M'Y' H- N'Z'ss PQAsiini.
La fonction LT-f- MT + N'Z'=PQfc sîn çestdonc égaleà six fois le volume du tétraèdre construit sur les deux forces P et Q,
D'un autre côté, soit R la résultante des forces X', T\ Z\ H le couple résultant. La fonction LT-hMT + N'Z', divisée par le produit RH, est le cosinus de l'angle a de R avec H ; et par suite
I/X'-hM'Y' + K'Z' = RHco8ot.
Or Hcosa est la projection, Kl, du couple résultant EH sur la résultante de translation KR ; c'est donc la valeur du couple minimum ff (§ 63) ; de sorte qu'en définitive le produit PQft sin f est égal au produit de la résultante de translation R par ce couple H'. Le système des forces données n*est réductible que d'une seule manière à la Fig. 67. f^pçg n g^ g^ couple minimum H' ; mais il est réductible d'une infinité de manières à deux forces conjuguées P et Q (g 61) ; quelle que soit la décomposition adoptée, on aura
PQAsiDy = RH',
et par conséquent le volume Y du tétraèdre construit sur les deux forces P et Q est constant.
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Ce volume est nul dans deux cas : quand R=0, et quand H' = 0, c'est-à-dire quand le système proposé est réductible à une force unique ou à un couple unique (^ 67 et 68).
Le théorème de Bï. Môbius se déduit de la double équation
La'-hM'Y'-hN'Z'=PQAsm|» = RH'.
Chacun des facteurs L', X%... est une somme de composantes ou de couples composants» dans laquelle figurent les n forces du système donné. Soient, par eiemple, X^, Y^, Z^ les composantes, et L^, M^, N^ les moments par rapport aui axes, d une force F^ ; X,, Y,, Z^, L,, M„ N„ les quantités analogues pour une autre force F,, et ainsi de suite jusqu'à la force F»; le premier membre deviendra
(Li + L«+...)(ïi + X«+...)-H(M,-HM,-h...)(Y,+Y,-h...)
En eflectuant les opérations, on trouvera des termes
L^Xi + MiY^ + NA, L,X,+MJ,H-NA,
où les indices sont les mêmes : ces termes ainsi réunis trois à trois sont séparément nuls; en effet, le couple (L^, M^, NJ provient du transport au point 0, parallèlement à elle-même, delà force (X^, Y^ Z^) ; l'angle de la force avec l'axe du couple est droit, et par suite L^X^ 4- M^Y^ -+- N^Z^ est égal à zéro. Les seuls termes qui subsistent dans la somme indiquée sont donc ceux où les deux facteurs n'ont pas le même indice, savoir:
-f.I,X.+L,Xs-hI,X4+...-hM,Yt-hM,Y»+...+NiZi+... -f-L,X,-MJ[,-hL,X4+... . +M5Y,H-MsY,+ . . .-hrl3Z,+ .. .
Sous cette forme, on reconnaît que la fonction L'X'+M'Y'-4-N'Z' peut se former par voie d'addition algébrique, en combinant deux à deux de toutes les manières possibles toutes les forces données. Considérons en particulier la combinaison des forces F|, F^, à laquelle correspondent les six termes
;L,Xj 4- M,Y^ + N,Z^) -h (L^X, + M^Y, 4- N^Z,).
i06 THÉORÈME DE M. MÔBIUS.
Si le système proposé ne contenait que les deux forces F^ et F^, cette somme serait égale en valeur absolue au produit
c'est-à-dire au sextuple du tétraèdre construit sur les deux forces. Elle a d*ailleurs un signe algébrique qu'on peut fixer au moyen de la relation
on attribuera au produit le signe du moment d'une des forces par rapport à un axe qui coïnciderait en direction et en sens avec l'autre force. Soit V^ le volume du tétraèdre conslruil sur les deux forces d'indices i et j, pris avec le signe ainsi défini. La somme algébrique de toutes les valeurs de V^ correspondantes aux diverses combinaisons admissibles sera égale au sixième de la somme L'X' + M'Y' + NT prise pour l'ensemble du système donné, et Ton pourra poser réquation
I/X'+M'Y'+N'Z'=RH'=6 2i 2- V
<=t /=sl
Le volume V<j étant nul toutes les fois que i=^jj c'est-à-dire pour toutes les combinaisons à exclure^ il n'y a pas d'inconvénient à attribuer à chaque indice toutes les valeurs entières de 1 à n.
La double somme indiquée est nulle si R=0 ou si H'=0, de sorte qu'on parvient au théorème suivant, dû à H. Môbius :
Quand un système de forces a une résultante unique^ ou peut se réduire à un couple unique, h somme algébrique des tétraèdres construits sur ces forces^ prises deux à deux de toutes les nmiières possibles^ est égale à zéro.
DÉFINITION DES LIAISONS EN MÉCANIQUE
74. Un point matériel est libre lorsqu'on peut lui attribuer indifTéremment dansTespace telle position qu'on voudra, et le faire passer de cette position à une autre par un chemin entièrement arbitraire, le long duquel il ne rencontre aucune résistance. Lorsqu'il en est autrement, le point matériel n*est pas libre, et on dit qu'il est assujetti à certaines Uaiêons. Par exemple, un point matériel M, attaché à un fil inextensible OM, dont Textrémité est fixée en un point 0 donné, n'est pas libre, puisqu'il ne peut s'éloigner du point 0 d'une quantité supérieure à la longueur OM. U est donc assujetti, par la liaison ainsi définie, p. ^ à rester soit dans l'intérieur de la sphère décrite du point 0 comme centre avec la distance OM pour rayon, soit à la surface de cette sphère.
Au fil OH substituons une barre rigide, inextensible et in-r compressible, articulée au point 0 ; la liberté du point M sera encore plus restreinte que tout à Theure; non-seulement il ne pourra s'éloigner du point 0 à une distance plus grande queOM, mais encore il ne pourra se rapprocher du point 0 à une dis*
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tance moindre. La liaison a donc pour effet d'assujettir le point matériel à se mouvoir à la surface de la sphère qui a pour rayon OM, et pour centre le point 0.
Imaginons que le point M soit placé à l'extrémité commune de deux tiges rigides OM, O'M articulées aux points 0 et 0', que Ton suppose fixes. Celte double liaison maintiendra à la fois le point mobile à des distances données du point 0 et du point 0'. Le point M est à la fois A sur la sphère décrite de 0 comme centre
^ I \ (y avec OM pour rayon, et sur la sphère dé-
■"xT" i~^]~~~7' crite de (Y comme centre avec O'M pour ^s. l i y^ rayon ; il est donc assujetti par la liaison ^^ à se mouvoir sur la courbe d'intersection
Fig. G9. de ces deux surl'aces sphériques, c'est-à-
dire sur la circonférence décrite dans un plan normul à UO', du pied. A, de la perpendiculaire abaissée de M sur cette droite, comme centre, et avec la distance AM pour rayon. Le point mobile se trouve ainsi lié à une courbe fixe.
Si nous remplaçons les barres rigides OM, O'M par deux fils inextensibles, le point M ne sera plus assujetti par ces liaisons qu'à demeurer à Tintérieur ou à la surface des sphères décrites avec OM et O'M pour rayons; les liaisons le forcent alors à demeurer dans la partie commune aux Volumes de ces deux sphères.
Nous venons de reconnaître ainsi trois genres principaux de liaisons pour un point matériel :
Le point peut être renfermé dans une portion définie de l'espace;
Il peut être assujetti à glisser sur une surface ;
Il peut enfin être assujetti à glisser sur une ligne.
75. Les points matériels qui composent un système peuvent être aussi soumis à diverses liaisons. Par exemple, deux points particuliers peuvent être assujettis à rester à une distance constante l'un de l'autre. Cela revient à supposer ces deux points réunis par une barre rigide. Un solide invariable n'est autre chose qu'un système dans lequel les distances mu-
DES LIAISONS
tuelles des points matériels, pris deux à deux de toutes les manières possibles, sont constantes.
Certains points du système peuvent glisser sur des surfaces ou des lignes données, ou rester dans une portion déflnie de l'espace, ou encore conserver des positions fixes. Le système matériel peut se composer de deux parties dont Tune soit assujettie à rouler ou à glisser sur l'autre dans leur mouvement relatif, etc«
Si le système est solide, on peut imaginer qu'il ait un point fixe : chaque point du système sera alors mobile à la surface d'une sphère décrite de ce point comme centre; ou bien qu'il ait deux points fixes : alors le corps solide pourra seulement tourner autour de la droite qui joint ces deux points; ou encore, qu'il repose sur une surface fixe, avec laquelle il peut aToir un ou plusieurs points communs.
Ces exemples suffisent pour faire comprendre ce qu'on appelle liaison dans la mécanique. Le caractère commun des liaisons qu'on impose à un système est la restriction des mouvements admissibles pour ce système. On dit que les liaisons sont complètesy lorsqu'elles suffisent pour définir les trajectoires de chaque point, et les rapports des vitesses simultanées des points sur ces trajectoires. Par exemple, un corps solide, assujetti à tourner autour d'un axe fixe, est un système à liaisons complètes; car chaque point est forcé par les liaisons de décrire autour de l'axe fixe une circonférence particulière, et à un instant quelconque, les vitesses des diffë-r rents points sont entre elles comme leurs distances à l'axe. Une seule équation suffit dans ce cas pour définir le mouvement du système.
Il ne faut pas oublier d'ailleurs que les liaisons peuvent être entièrement fictives ; nous verrons même qu'il en est toujours ainsi, et qu'il n'y a en réalité dans la nature que des points libres sollicités par des forces.
76. Les liaisons d'un système tiennent lieu de forces, et Ton peut toujours supprimer la liaison en y substituant les forces convenables. Supposons un système à liaisons
FORCES TENANT LIEU
en équilibre. Les forces données qui sollicitent ce système peuvent ne pas être en équilibre par elles-mêmes, c'est-à-dire sur le système supposé libre ; pour les tenir en équilibre, il faudrait introduire de nouvelles forces ; les liaisons qui complètent Tëquilibre équivalent à ces forces additionnelles. Par exemple, supposons qu'un point matériel unique M - rj^ glisse sur une surface fixe S. Ce point est sol-
licité par une force MF, donnée de grandeur et de position. S'il y a équilibre dans la position particulière où se trouve le point M, on en conclura que la surface S exerce sur le point M une action égale et contraire à MF. Cette force —F sera la réaction de la surface, ou la force tenant lieu de la liaison due à cette surface.
Si un système solide en équilibre a un point fixe, on pourra remplacer de même la fixité du point par une force convenable appliquée en ce point et tenant toutes les autres en équilibre. Outre les forces extérieures et les forces intérieures y que nous avons déjà distinguées (g 7), il y a donc encore à considérer les forces tenant Ueu des liaisons, si le système matériel dont on étudie l'équilibre n'est pas composé de points libres. Les forces dues aux liaisons peuvent être intérieures ou extérieures. Par exemple, si, dans un système matériel, deux points sont réunis par une tige rigide de longueur constante, les forces tenant lieu de cette liaison seront la tension ou pression de cette tige, appliquée à la fois aux deux points qu'elle réunit; ce sont dans ce cas des forces intérieures mutuelles. Au contraire, lorsqu'un corps solide a deux points fixes, les forces tenant lieu de ces liaisons sont les réactions des points fixes ; ce sont des forces extérieures, au même titre que les forces appliquées aux autres points.
77. La force qui tient lieu d'un point fixe est une force appliquée en ce point ; sa direction et son intensité sont inconnues. Lorsqu'un point matériel M est assujetti à glisser sur une surface matérielle fixe S, la force F qui peut remplacer celle liaison, est une force appliquée à ce point maté-
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riel ; elle peut se décomposer en deux : l'une, N, normale à la surface, et l'autre, T, dans le plan tangent. La composante SIN s'appelle la réaction normale. La composante MT est le frottement : nous aurons plus tard à en exposer les lois.
On a reconnu par Texpérience que, lorsqu'on fait glisser un corps sur une surface / matérielle, la composante MT de la réaction / " ' /^
totale est d'autant moindre qu'on a donné U- -J
aux surfaces en contact un plus grand Fig. 7i.
degré de poli. Si d'ailleurs la surface S est une surface géométrique, idéale, on doit admettre que cette composante MT est rigoureusement nulle, ou que la réaction totale MF coïncide avec la réaction normale BIN. Une surface géométrique directrice restreint la libe)rté du point qui la parcourt, en ce qu'il ne peut s*écarter de la surface dans un sens ou dans l'autre, mais elle lui laisse une entière liberté pour le glissement tangentiel, au moyen duquel il passe d'une position à une autre; cela revient à dire qu'elle ne développe aucune résistance capable de nuire à un tel glissement, en d'autres termes, aucun frottement. Dans cette hypothèse, que l'on fait généralement dans la mécanique rationnelle, la réaction d'une surface sur un point assujetti à la parcourir est normale à la surface. Elle est donc connue d'avance en direction , mais il reste à déterminer sa grandeur et son sens. Observons en outre que si le point est simplement posé d'un côté de la surface, au lieu d'y être complètement lié, c'est-à-dire si la surface n'est qu'une limite de la région de l'espace dans laquelle il peut se mouvoir, la réaction de la surface est ou nulle, ou dirigée vers cette région; car, en vertu du principe de l'action et de la réaction, les forces qui agissent sur le point matériel supposé en équilibre ont une résultante égale et contraire à la réaction de la surface ; si celle-ci pouvait être dirigée vers la région où le point ne peut pénétrer, la résultante des forces serait dirigée en sens contraire, c'est-à-dire dans le sens
ÉQUILIBRE D'U« POINT
OÙ la surface ne fait pas obstacle à Tentrainement du point.
On traiterait de la même manière le cas où le point matériel est assujetti à glisser sur une ligne. Si Ton admet qu'il n'y ait aucun frottement, et c'est ce qu'on doit faire lorsqu'il s'agit d'une courbe géométrique idéale, la réaction d une ligne sur le point qui la parcourt est normale à cette ligne; elle n'est donc connue immédiatement ni en intensité, ni en direction, car il y a en un même point d'une ligne une infinité de normales, toutes contenues dans le plan normal ; on sait seulement que la direction cherchée est comprise dans ce plan.
78. On applique souvent en statique la proposition suivante, qu*on peut regarder comme un axiome :
Qtiand un système matériel est en équilibre^ on peut, satis troubler Véquilibre^ y introduire telles liaisons nouvelles qu^on voudra.
L'introduction de nouvelles liaisons n'a d'autre effet que d'empêcher les mouvements que pourrait prendre le système; or il est en équilibre par hypothèse, et ne tend pas à se déplacer. Son équilibre est donc assuré a fortiori.
ÉQUIUfiRE d'un POliNT MATÉRIEL ASSUJETTI A GLISSER SANS FROTTEMENT SUR UNE SUBFACE FIXE.
79. Un point matériel M est assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe S. Ce point est sollicité par une force F, connue en grandeur et en direction pour chaque posi* lion que le point M peut prendre. On demande quelle position il faut donner au point mobile pour qu'il soit en équilibre.
Dans la position cherchée, il y aura équilibre entre la force F et la réaction R de la surface ; la réaction R est par hypothèse normale à la surface, et il faut pour l'équilibre qu'elle soit directement opposée à la force F ; donc la position cherchée est celle pour laquelle la force F a une direction normale à la
ng. 7i.
SUR UNE SURFACE HIE
surface S. La réaction R est alors égale à F, mais dirigée en sens contraire.
Supposons, par exemple, que la force F soit constante en grandeur et en direction, et qu'elle agisse sur le point M parallèlement à un axe fixe OZ. II faudra pour Téquilibre que le point M soit placé en un point tel» que la normale en ce point soit parallèle à Taxe OZ, ou tel, que le plan tangent en ce point soit normal à Taxe. Si la surface donnée est une sphère (fig. 72), les points cherchés seront à Pinterseclion de la sphère avec une droite menée par son centre C, parallèlement à OZ : ce qui fournit deux points A et A% où il peut y avoir équilibre.
Supposons que la force F soit dirigée de haut en bas, ou dans le sens ZO. Dans la position A, le point mobile sera sollicité par la force F et par la réaction R de la surface, égale à F, et dirigée de bas en haut, c'est-à-dire vers le centre C de la surface.
Dans la position A^ le point M est en équilibre sous l'action des mêmes forces F et R, mais la réaction R, toujours dirigée de bas en haut, s'exerce vers l'extérieur de la sphère, c'est-àdire de dedans en dehors. De ces deux positions, Tune, la position A, correspond à Véquilibre stable, parce que si l'on déplace infiniment peu le point M de sa position d'équilibre, il tend à y être ramené par la force F ; Vautre, la position A', correspond à l'équilibre instable, parce que la force F ne tend pas à y ramener le point M lorsqu'on l'en écarte infiniment peu.
Si, au lieu d'une sphère, le point M était assujetti à glisser à la surface d'un cylindre droit ayant pour base, dans le plan ZOX, le cercle C, et pour arêtes des droites parallèles à Taxe OY, la force F étant toujours parallèle à l'axe OZ, on trouverait une infinité de positions d'équilibre pour le point M,
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savoir : tous les peints de Taréte inférieure passant par le point A, et lous les points de l'arête supérieure passant par le point A' ; la première arête correspond à Tëquilibre stable, la seconde à l'équilibre instable.
Enfin, il n'y aurait aucune solution au problème si l'on donnait poUr surface S une surface n*ayant en aucun de ses ' points4n plan tangent normal à la direction correspondante de la force. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si la surface S était un cône irok dont Taxe fût parallèle à OY, la force F étant toujours parallèle à OZ ; car aucun plan tangent de la surface conique ne serait parallèle au plan XOY. L'équilibre du point M serait donc impossible.
En général, soit
Téquation en coordonnées rectangles de la surface S sur laquelle le point est assujetti à glisser sans frottement.
Représentons par X, Y, Z les composantes de la force F suivant les axes ; nous supposerons que ces composantes soient données en fonction des coordonnées Xy y et Zj de telle sorte que, en quelque position que l'on place le point matériel, la direction et la grandeur de la force F soient complètement déterminées.
Les conditions d'équilibre s'exprimeront en écrivant que la direction définie par les composantes X, Y, Z est normale à la surface au point (x,j/, z). - Si on prend à partir de ce point sur la sur- *^' ■ face S un élément infiniment petit , MM', et
qu'on le projette sur les trois axes, dx, dy, dz étant les projections, l'équilibre s'exprime par l'équation
Mais l'élément MM' appartenant à la surface, on a aussi, en différentiant l'équation 9=0,
SUR UKE SURFACE FIXE
Ces deux équations doivent avoir lieu pour tous les. éléments MM' qu'on peut tracer sur la surface autour du point M. Éliminons entre elles Tune des différentielles, dx ; l'équation finale
doit avoir lieu, quel que soit le rapport ^; ellesedécoinpose donc en deux équations distinctes,
OU bien encore
Les composantes de la force doivent donc être proportionnelles aux dérivées partielles de la fonction 9. On a ainsi deux équations à joindre à l'équation de la surface, ce qui détermine en général les coordonnées du point cherché.
Soit, par exemple, X = 0, Y = 0, et
La surface S est un ellipsoïde.
Puisque X=0 et Y=0, les dérivées -p. -^ doivent être nulles. Et comme on a
il en résulte x s= 0, y = 0 ; les positions d'équilibre du point sont les sommets de l'ellipsoïde situés sur l'axe OZ.
La réaction de la surface dans la position d'équilibre est ^e et opposée à la force F.
ÉQUILIBRE D'UN POINT
81. Jusqu'ici nous avons supposé que le point mobile M était assujetti à glisser sur la surface S sans pouvoir s en détacher d*un côté ni de Tautre.
Si le point M était seulement posé d'un côté de cette surface, de manière à pouvoir s'en écarter dans un seul sens, l'équilibre ne serait assuré que si la force agissait sur lui de manière à l'appliquer contre la surface. Supposons, par exemple (fig. 72), que le point M soit attaché au point fixeC par un lil de longueur CA constante. La force F agissant de haut en bas, parallèlement à OZ, le point M sera en équilibre si on le place en A, car alors la force F tend à Téloigner du centre C, et la réaction R, qui fait équilibre à la force F, est égale à la tension du fil. Il n'en serait pas de même au point A^ car en ce point la réaction R' est dirigée en prolongement du fil : or elle est égale et contraire à reffort exercé par le point M sur le fil; le fil serait donc comprimé, ce qui est impossible, puisqu'un fil cède sans résistance à tout erfort qui tend à le raccourcir. La position A' n'est donc pas dans ce cas une position d'équilibre.
ÉOOIUBRE d'uK PODIT MATÉRIEL ASSUJETTI A GLISSEB SAKS VBOTTElUm SUR UNE COURBE FIXE.
82. Lorsqu'un point est assujetti à glisser sans frottement le long d'une ligne fixe, la réaction de la ligne étant en chaque
point une force normale à sa direction, il faut et il suffit pour Téqui- \ libre que le point soit dans une po-
— -j^ sition telle, que la force soit normale
y à la ligne. La réaction de la ligne est
alors égale à la force, et est dirigée * en sens contraire.
^^' Soit, par exemple, une circonfé-
rence AB, située dans le plan ZOX; soit C son centre, CA son l'ayon. Un suppose que la force est constante, et dirigée de haut en bas, parallèlement à l'axe OZ. Par le centre C, me-
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noD$ une droite ED, parallèle à OZ, ci rencontrant la circonférence en deux points E et D. Ces points seront des positions d'équilibre pour le point M, et il est facile de reconnaître que la position D assure la stabilité de l'équilibre, tandis que la position E correspond à un équilibre instable.
Si le point M était lié è la fois à deux surfaces, S, S^ on en conclurait qu'il glisse sur la ligne L d'intersection de ces deux surfaces. Après avoir trouvé une position d'équilibre, A, sur la ligne L, et la réaction normale N de cette ligne , il suffira de décomposer, par la règle du parallélogramme, la réaction N en deux forces , Tune AR, normale à la stirface S, l'autre AR', normale à la surface S', pour avoir les réactions de ces deux surfaces. La décomposition sera toujours possible , car en tout point A de l'intersection L des denx surfaces , la normale AR à la surface S, et la normale AR' à la surface S', déterminent en général un plan qui est normal à l'intersection L, et qui contient par suite la réaction AN.
Soient
les équations de la ligne L ; X, Y, Z, les composantes de la force suivant les axcs^ La condition d'équilibre sera exprimée par l'équation
ldX'\-'ïdij-hldzz=zO.
On a d'ailleurs, en différentiant les deux équations de la ligne L,
EQUILIBRE D*UN POIKT
Entre ces trois équations, éliminons les rapports -^^ -rz}
l'équation finale sera la condition cherchée.
Cette équation finale s'obtient en égalant à zéro le déterminant du groupe
Car, si ce déterminant n'était pas nul, les quantités ix^ dy^ d% devraient être toutes les trois égales à zéro pour satisfaire à la fois aux trois équations : ce (Jui est impossible, puisque Tune d'elles doit rester arbitraire.
La condition d'équilibre est donc, en développant le déterminant,
^*' ^\dydz rfiSy/ ^\didz 'Si^)^^\dbidy djfdx)''^'
Celte équation doit être jointe aux équations (1) de la ligne donnée, ce qui achève en général de déterminer la position d'équilibre du point.
On pourrait procéder autrement. Multiplions la première des équations (3) par une indéterminée X, la seconde par une autre indéterminée X', et ajoutons l'équation (2) aux équations (3) ainsi préparées; nous pourrons disposer des coefficients indéterminés X et X' de manière à égaler séparément à zéro les coefficients des difTérentielles dx^ dy^ d%y et nous obliendrons aii\si les trois équations
La condition d'équilibre résulte de l'élimination deXetdeX'
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entre les trois équations (5). On retombe aiAsi sut l'équa^
tion(4) déjà obtenue. De plus, leis trois équations (5>exprt-
ment J'équilibre d'un point libre sollicité par trois forcés,
savoir :
La force donnée (X, Y, Z) ;
dp Une force dont les composantes suivant lç$ axes sont X^i
X —, X -p, et qui est normale à la surface <p=0 ;
fm% qAà qAi
Une force dont les composantes sont X'^^, ^'tT' ^ i '
et qui est normale à la surface 6=0.
û seconde méthode fait donc connaître à la fois la condition d'équilibre et les réactions des deux surfaces S et S' dont l'intersection constitue la ligne L. Ces réactions, composées ensemble, donnent la réaction de la ligne sur le point.
84. PROBii^E. — Équilibre ffun point pesant , assujetti à gtisser sans frottement sur une hélice dont Vaxe est incliné à thorizon.
Soit O'O' (fig. 76) la projection de l'axe de Thélice donnée sur un plan vertical parallèle à cet axe. Menons dans ce plan une horizontale ZZ'. L'angle de (KO* avec ZZ' sera Tinclinaison sur l'horizon de l'axe de l'hélice, ou de toutes les génératrices du cylindre à la surface duquel elle est tracée. L'hélice se projette sur le plan vertical suivant une courbe sinueuse, ATBTjAT'B''..., qui n'est autre qu'une sinusoïde. .
Un plan A'C mené normalement à Taxe de l'hélice coupe le cylindre suivant une circonférence. Rabattons ce plan sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de son intersec^ tion avec c« plan. Nous obtiendrons le rabattement du cercle de base du cylindre ; son centre sera en 0, projection de l'axe 0'(K, et la circonférence AHKBH^A sera la projection commune, sur ce plan auxiliaire, de toutes les spires succès*^ sives de l'hélice.
La force qui sollicite le point mobile M est la pesanteur; elle agit paraUëlement au plan vertical, et perpendiculairc-
ÉQUILIBRE D'UN POINT PESANT
ment à la droite TV. Les positions d'équilibre sont celles où la direction de la force est normale à la courbe, c'est-à-dire où la force fait un angle droit avec la tangente à la courbe. La tangente à Thélice aux points cherchés doit donc être perpendiculaire à la verticale, c'est-à-dire horizontale, et le problème est ramené à chercher les points de Thélice où la tangente est parallèle à Thoi izon.
ffig. 7tf.
Les tangentes à l'hélice font toutes un même angle avec l'axe O'O", et cet angle est donné en vraie grandeur sur la figure ; c'est Tangle que fait avec (KO* la tangente TT menée au 'goxni (Tinflexion V de la sinusoïde. Transportons toutes les tangentes parallèlement à elles-mêmes en un même point de Tespace. Elles y formeront un cône droit à base circulaire; un plan horizontal mené par le sommet de ce cône coupera la surface suivant deux génératrices, qui seront parallèles aux tangentes horizontales cherchées. 11 suffira donc de transporter ces génératrices du cône à l'hélice pour obtenir les points demandés.
Par le point A', menons parallèlement à PT une droite A'S,
SUR UNE HÉLICE FIXE
qui coupe en S Taxe O'O^, et prenons le point S pour sommet du cône des tangentes. Les génératrices extrêmes de ce cône seront SA% SC, et il aura pour base dans le plan A'C la base même du cylindre. Par le point S, menons une parallèle SH' à ZZ'; ce sera la trace d'un plan horizontal qui coupe le cône suivant deux génératrices projetées toutes deux en SH' sur le plan vertical, et en OH et OH^ sur le plan de la section droite.
Il reste à ramener, par un déplacement parallèle, ces deux droites (OH, SH') et (0H„ SH') à être tangentes à Thélice. Or observons que la tangente VU au point (1, T), transportée sur le cône, y donne la génératrice, (OA, SA') ; le point I, dans le cercle de base, se trouve éloigné d'un quadrant, AI, en avant du pied A de la génératrice du cône. Pour ramener la génératrice OH à être tangente à l'hélice, il suffit de même d'élever OK perpendiculairement à OH; le point K sera la projection, sur le plan de section droite, des points de l'hélice qui ont des tangentes parallèles à (OH, SH'). De même on aura, en élevant OK^ perpendiculaire sur OH^, la projection K^ de tous les points qui ont des tangentes parallèles à (OH^ SH').
Au point K correspondent une infinité de points K', K'^... en projection verticale; au point K^ correspondent d'autres points K/, K/... en nombre infini.
Les points K', K",... sont des positions d'équilibre du point mobile, ainsi que les points K/, K^'^.... Mais les premières positions correspondent à un équilibre stable, tandis que les secondes correspondent à un équilibre instable.
Si Taxe O'O'' faisait avec ZZ' un angle 0'SIl' = a suffisamment grand, la droite horizontale SH' pourrait passer au-dessus de la génératrice la plus haute du cône; alors Thélice n'aurait pas de tangente horizontale, el Féquilibre du point pesant serait impossible.
Soit p l'angle O'SA' des tangentes à l'hélice avec Taxe O'O".
11 n'y aura pas de solution si ^ <a;
Si p>> a, il V aura des solutions : les unes, jsituées toutes sur la génératrice K'K', correspondront à un équilibre stable;
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les autres, silnées sur la génératrice K'K*', correspondront à un équilibre instable;
Enfin, dans le cas limite P=a, le plan SH' est tangent au cône; les deux génératrices KT et K'^K'^ se confondent en une seule et coïncident avec la génératrice moyenne IT; les positions cherchées sont situées aux points d'inflexion T, I'^..*, et l'équilibre est conditiormel ; c'est-à-dire qu'il est stable par rapport à tout déplacement qui amènerait le point mobile ^ droite du point l\ et instable par rapport à tout déplacement qui l'amènerait à gauche du même point.
En définitive, l'équilibre serait instable dans ce cas parti* culier. Car le point mobile amené à droite du point V retournerait d'abord, il est vrai, au point T, mais il y arriverait avec une certaine vitesse qui lui ferait franchir cette position et ramènerait du côté où la stabilité n'est pas assurée.
La stabilité serait complète au contraire si Ton plaçait en V un arrêt empêchant le point mobile de passer à gauche de ce point.
Pour traiter la même question par le calcul, prenons pour axe des z Taxe de Thélice, et supposons que la direction de la pesanteur soit contenue dans le plan ZOX et donnée par ses deux composantes î et Z. Les équations de Thélice seront
9 = 3 — K R arc lang - = 0,
On aura Y = 0,
<te"" R' dx ^'
do__ Kx
L^équation (4) deviendra
Fij. T7
ny-hn
Ky*-4-Kz*
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OU bien
A cette valeur de y correspondent une infinité de points sur les diverses spires de Thélice, situés tous dans un plan parallèle à ZOX; ces points sont réels si y est moindre que R en valeur absolue.
ÉQUILIBRE D'UN 80LIDE INVARIABLE
ÉQUILIBRE D*CN SOLIDE INVARIABLE LIBRE DAKS l'eSPACE.
85. Nous avons vu, dans un chapitre précédent, que les forces qui agissent sur un solide peuvent être toujours remplacées soit par deux forces, soit par une force et un couple. Si l'on adopte le premier mode de réduction, il faut et il suffit pour l'équilibre, que les deux forces soient égales, et qu'elles agissent en sens contraires suivant une seule et même direction ; et si l'on adopte la seconde, il faut et il suffit que la résultante de translation et le couple résultant soient nuls séjArément.
Soient AF, BF', les deux forces auxquelles on ramène le système des forces données. Si elles sont égales, et si elles agissent en sens contraire Tune de l'autre, suivant la direction AB qui joint leurs points d'application, ces deux forces se font équilibre, et par suite la condition indiquée est suffisante. Elle est de plus nécessaire.
y^^'^ ^!V^ Supposons en effet (fig. 79) que l'équi-
f^.,.-^ — ïy ^ libre ait lieu sans que la direction de 'Tx^ ^^^y la force BF' passe par le point A. L'équipé libre du solide ne sera pas troublé par rintroduclion d'une nouvelle liaison, quelle qu'elle soit (§ 78). Rendons fixe le point A. Le corps solide cessera d'être entièrement libre, mais il pourra pivoter
ÉQUILIBnE D'UN SOLIDE LIBRE. iSa
autour du point A d'une manière quelconque. Or la force F' agit par hypothèse en dehors de ce point ; elle tend donc à entraîner le corps et à le faire tourner autour du point A ; par suite l'équilibre est impossible, à moins que la force BF' n'agisse dans la direction AB. On prouverait de même, en fixant le point B, que p. ^^ la force AF agit suivant la même droite. Les deux Torces F et F', appliquées suivant la même direction, se composent en une seuleforce égale à leur somme algébrique. Le corps redevenu libre serait sollicité par cette résultante et céderait à son action ; Téquilibre serait donc encore impossible, à moins que cette force ne soit nulle, ce qui exige que les forces F et F' soient égales et dirigées en sens contraire Tune de Tautre : les conditions indiquées sont donc à la fois suffisantes et nécessaires.
86. Supposons en second lieu qu'on ait ramené les forces données à une force et un couple. Soit R la résultante de translation, (F, — F) le couple résultant, et AB le bras de levier du couple ; nous pouvons transporter le couple parallèlement à lui-même, de manière que le point A soit situé sur la direction de la force R. Cela posé, si l'équilibre a lieu, on ne le troublera pas en rendant fixe le point A. La force — F, perpendiculaire à AB, passe ^"^
en dehors du point fixe, et tend à entraîner le solide autour de ce point; Tcquilibre n'est donc possible que si l'on a F = 0, ce qui réduit à zéro le couple résultant. Les forces qui sollicitent le solide ^ se réduisent alors à une force unique R, et le solide libre céderait à l'action de cette force, et ne serait pas en équilibre , à moins qu'elle ne soit nulle aussi. On a donc R=0. Ces conditions nécessaires sont suffisantes, car si le couple est nul et que la résultante de translation le soit aussi, tout se passe comme si le corps solide n*était sollicité par aucune force, et son équilibre est assuré.
126^ ÉQtMLTÏONS
87. Exprimons analytiquement ces diverses conditions. On donne pour chacune des n forces qui sollicitent le corps solide, les coordonnées x, y, 2, de son point d'application, et ses composantes X, Y, Z, parallèles aux axes coordonnés, que pour plus de simplicité Ton supposera rectangulaires. Nous attribuerons à ces lettres les indices 1, 2,... w, pour distinguer les Forces données. Les trois composantes X', Y', Z' de la résultante de translation R sont données (g 65) par les équations
X' = Xj + X,-|.X5-h...-|-Xii, Y' = \t-hY, + Y5-h...4-Y„, Z'=Zj-f-Zj + Z3-+-...-|-Zn.
Pàur que la^ résultante B soit nulle, il faut et il suffit que r=T?0, Y'=0, Z'=0.
Le couple résultant a de même pour couples composants dans les plans coordonnés :
L' = IZi^i - Yi«i) -h (Ziy. - Ya) + . . . + [Znyn - \nZn) , M'= (X,ïi — Zjari) -+- (X,3,— Z^) -|- . . . -H (X»2«— Z»ar»), N'=:(Y,«.-X,yO-h(Yi*i-X^i) + ...+ (Y,,x,-X„y»),
et pour que le couple résultant soit nul, il faut et il suffit que l'on ait à la fois
L'équilibre du corps solide s'exprime donc par six équations, qui ne sont autres que les six équations du g 65, dans lesquelles on aurait remplacé par zéro les composantes X', Y^ Z\ L'y M\ N^ de la résultante et du couple résultant :
ÎX4-fX, + Xs-h...-*-X»=0, Yi-+-Y,4-Y5-+-...-f-Y«=0, Zj-hZ,4-Z5-h...-hZn = 0,
(Z,y, - Yj^i) -f (Z^a - Y,3s) + . . . -f (Znyn — Y»»«) = 0, (Xjîj -^ Zja:,) -A (X js, — 7^^) -f . . . + {%»%n — Z»««) = 0, lY4a;i-X,ï^,)-^lYvr,-X,y,)+ . .. +(Y„a:»-TX,a^«)=0;
D*ÉQUIUBRE. ^27:
OU, SOUS une forme plu» abrégée,
(1) £1 = 0, SYsO, SZ = 0, ' ^
(2) StZy — Y5) = 0, S(Xs-.Za) = 0,
Î(Y« — Xy) = 0,
Les trois équations (1) sont appelées équations des composantes parailèles aux axes; les (rois équations (2), équalions des moments par rapport aux axes. Le premier groupe exprime que, lorsqu'un solide libre est en équilibrai sous l'action de forces données, la somme algébrique des projections des forces sur trois axes rectangulaires est nulle; le second groupe exprime que la somme des moments des forces par rapport à trois axes rectangtdaires est également nulle. Ces conditions sont nécessaires et suflisantes. Une fois qu'elles sont remplies, on est certain que la somme des projections des forces sur un axe quelconque est nulle, et qu'U en est de même de la somme des moments des forces par rapport à cet axe.
U est iacile de reconnaître que les équations d'équilibre se réduisent :
1* Aui trois équations (1) si les forces passent toutes par le point 0 ;
2^ Aui trois équations (2), si les forces données prises deux oar deux forment un système de couples ;
S"" A deux des équations (1) et à une des équations (2), si les forces sont toutes situées dans l'un des plans coordonnés ;
4'' A une des équations (i) et à deux des équations (2), si les forces sont toutes parallèles à l'un des axes coordonnés.
ÉQ1JU1BRE d'un SOUBE QUI A UN POIflT FIXE.
Soit 0 le point fixe
Nous pouvons supprimer la liaison qui rend fixe le point 0, en introduisant une force F, égale à la réaction de ce point. Le, corps solide, redevenu libre, est en équilibre sous Taclion des forces données et de la ibrce F.
iSg ÉQUILIBRE DOJN SOLIDE
Par le point 0 faisons passer trois«axes rectangulaires OX, OY, OZ, et eiprimons que les conditions d'équilibre sont rem plies & regard des forces données et de la réaction F. La somme des projections de toutes ces forces sur chacun des trois aies sera nulle^ et la somme des moments par rapport aux trois axes sera également nulle.
Or la force F passe par un point 0 qui appartient à chacun des trois axes, et son moment par rapport & chacun des axes est égal à zéro; par suite les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes doivent être nulles d elles-mêmes.
La force F aura au contraire suivant les axes des composantes, que les équations des projections feront connaître.
Soient X', Y% Z' les sommes algébriques des projections des forces données sur les axes, et L^ M\ N' les sommes algébriques des moments autour des mêmes axes.
Enfin appelons X", Y", V les composantes de la force F parallèles aux axes : les équations d'équilibre seront
Les trois dernières* ne renfermant que les forces données, sont les trois conditions d'équilibre. Les trois premières font connaître les composantes de la réaction du point fixe.
En résumé, pour qvHun corps solide qm a un point fixe soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des moments des forces données par rapport à trois axes menés par ce point soit égale à %éro; s'il en est ainsi, la somme des moments sera nulle par rapport à tout axe mené par le même point. Cctie condition revient à exprimer que les forces ont une résultante
QUI A UN POINT FIXE
unique passant par le point fixe ; les sommes X', \\ T sont les composantes suivant les axes de cette résultante, -c'est-à-dire de l'efTort exercé par les forces sur le point; la réaction du point sur le corps est une force égale et contraire, dont les composantes sont — X', — Y', — Z', ainsi que l'indiquent les trois premières équations.
ÉOUILIBILE d'un solide QUI A DEUX POINTS FIXES.
89. Soient 0 et A les deux points fixes; la fixité de ces deux points assure la fixité de la droite OA tout entière. Prenons cette droite OZ pour l'un des axes coordonnés ; plaçons l'origine au point Oy l'un des points fixes, et menons deux autres axes, OX, OY, rectangulaires et perpendiculaires au premier.
Nous pouvons supprimer la fixité des points 0 et A, en introduisant des forces convenables OF, AF', qui représenteront les réactions de ces points. ^^ ^ Pour définir ces forces, que nous ne connaissons pas encore, décomposons-les parallèlement' aux axes : la force F aura pour composantes X^ Y^, Z^, la force F' aura pour composantes X,, Y„ Z,. Soit OA = a, quantité donnée. Le corps est en équilibre sous Faction des forces données, et des deux, forces inconnues F et F' ; exprimons que l'ensemble de toutes ces forces satisfait aux six équations d'équilibre. Appelons encore X', Y', 1\ L', M', N' les sommes algébriques des composantes et des moments des forces données. La force F, passant par un point 0 qui appartient aux trois axes, a des moments nuls par rapport à chacun d'eux ; la force P a un moment nul par rapport à l'axe OZ , qu'elle rencontre ; mais elle a des moments différents de zéro par rapport aux axes OX et OY.» Pour déterminer ces moments, nous appliquerons le théorème
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du g 47 : le moment de la résultante est égal à la somme des moments des composantes. Les moments par rapport à OX des forces î, et Z, sont nuls, puisque ces deux composantes sont dans un même plan avec Taxe (§42); donc le moment de F' par rapport à OX est égal au moment de Y, par rapport au même axe, c*est-à-dire enfin à -^Y^a. On reconnaîtra de même que le moment de F' par rapport & OY est égal àH-X,a.
Nous pouvons donc écrire comme il suit les six équations d'équilibre :
L'équation (6), ne renfermant que les forces données, est la condition d'équilibre. Pour que le corps solide soit en équilibre ^ il faut et il suffit que la somme des moments des forces par rapport à Vaxe fixe soit nulle. On remarquera que cette condition est tout à fait indépendante de la position sur Taxe des points fixes 0 et Â.
Les cinq premières équations définissent les réactions de Taxe.
Les équations (4) et (5) font connaître î, et X^.
Ces valeurs de Y, et X,, substituées dans les équations (1) et (2), font connaître X^ et Y^. Enfin Téquation (3) donne la somme, Z^ + Z^^ des deux composantes qui agissent suivant Taxe OZ, et qui demeurent ainsi indéterminées.
La statique ne sépare pas ces deux composantes Tune de Tautre ; rindétermination tient à Thypothèse faite sur Tinvariabilité des corps solides ; de cette invariabilité résulte en effet qu'une force peut être transportée en un point quelconque de sa direction, et que tout point dû système solide
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pris sur la direction d'une force peut être considéré comme son point d'application. Les deux forées Z^ et Z,, appliquées suivant la même direction en deux points d'un système solide, se composent donc en une seule force égale à leur somme algébrique, et la statique des solides invariables ne permet pas de déterminer autre chose que leur résuU tante. •
Si, au lieu d'un solide géométrique, on avait en vue l'équilibre d'un solide naturel, ayant deux points fixes 0 et A, les réactions de ces points seraient parfaitement déterminées; elles satisferaient encore, comme nous le verrons, aux six équations d'équilibre : mais ^ outre ces équations, qui assurent Véquilibre extérieur du corps, il y en aurait d'autres à poser pour tenir compte des lois de l'élasticité qui assurent son équilibre intérieur, et qui, si elles étaient complètement connues, achèveraient de déterminer le problème. On ne doit pas oublier que les pressions dans la nature sont parfaitement définies, et qu'il n'y reste rien d'arbitraire. Si nous ne parvenons à poser qu'un nombre d'équations insuffisant pour les déterminer, c'est que nous ignorons les lois suivant lesquelles elles se répartissent entre les différentes molécules.
90. Remabques. — L'équation d'équilibre N'=0 indique que le couple résultant des forces données est situé dans un plan parallèle à l'axe fixe. Nous avons vu en effet que l'on pouvait ramener le système des forces à une résultante passant par le point 0, et à un couple dont les composantes dans les plans coordonnés sont L\ M', N'. La résultante est équilibrée par la fixité du point 0. Quant au couple résultant, il peut être tenu en équilibre par un autre couple, dont les forces soient appliquées respectivement aux deux points fixes 0 et A ; un tel couple projeté sur le plan XOT a une projection nulle. Les équations (4), (5) et (6) expriment l'égalité entre les composantes du couple des forces données et les composantes du couple provenant des réactions des points 0 et A.
i52 ÉQUILIBRE D*UN SOUDB
L'écartement plus ou moins grand des points fixes 0 et A change la portion de la charge de ces points qui provient du couple résultant, puisque, le bras de levier OA variant, la force varie en raison inverse.
Le corps solide tend à être entraîné le long de l'axe par une force égale à Z'. Si donc on supposait qu'il eût la liberié de glisser le long^de Taxe OA, il y aurait une seconde condition d'équilibre, qui serait Z'=0. Les composantes \ et Z, seraient alors nulles toutes deux.
Remarquons enfin qu'au lieu de ramener les forces données à une force et à un couple, nous pouvons les ramener à deux forces. Les équations d'équilibre expriment que ces deux forces peuvent être appliquées Tune en 0 et l'autre en A; elles sont alors détruites par la fixité de ces points. L'indétermination sur les véritables valeurs des composantes Z^ et Z, tient à ce que cette réduction à deux forces peut se faire d'une infinité de manières.
ÉQUIUOBQ O'CN 80UOE ilSSUJETTI A GUSSER SANS FROTTEMEIIT SUR UN PLAN FIXE.
91. Nous avons étudié (g 79) l'équilibre d'un point assujetti à glisser sur une surface fixe qui n'exerce sur lui aucun frottement. Proposons-nous de résoudre un problème analogue pour un système matériel invariable. Nous simplifierons la question en supposant que la surface fixe soit un plan; dans ce cas particulier, les réactions des divers F»g- 83. points de contact du corps et de la sur-
face, étant toutes normales au plan, sont parallèles entre elles. Le contact du corps et du plan peut être établi par un point géométrique unique, ou par 2, 3, ... n points; il peut aussi s'étendre à une surface tout entière, comme cela a lieu lorsqu'un polyèdre repose sur une table par une de ses faces ;
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dans ce cas, le nombre des points de confact doit être considéré comme infini.
Soit PP le plan fixe, et Â, B, C, ... les points de contact du corps avec ce plan. Les réactions du plan sur le corps seront des forces AR, BR', CR', ... perpendiculaires à PP. Nous prendrons le plan fixe pour plan XOY ; nous y mènerons deux axes rectangulaires OX, OY, et par le point 0 nous élèverons le troisième axe OZ, normal aux deux premiers.
Appelons Xj y les coordonnées du point A, af^ tf celles du point B, xf^ y*, celles du point C, etc. Soient toujours X', Y', 1\ L', M', N', les composantes, suivant les axes de la résultante de translation et du couple résultant des forces données qui sollicitent le corps ; nous écrirons de la manière suivante les six équations d'équilibre :
I/+ % -h ny +RV + . . . = 0,
11'— Ilr — R'x» — R»«' — , . . s= 0,
Les équations (1), (2) et (6) ne contenant pas les réactions inconnues R, R\ R', ..., sont des conditions d'équilibre. Elles expriment que les forces données ont une résultante unique normale au plan PP; en effet, les équations X'=0, Y'=0, N'=0, satisfont à Téquation générale
laquelle nous montre (§ 67) que les forces données ont une résultante unique. Cette résultante est normale au plan XOY, puisque ses composantes X', Y\ parallèles aux axes OX, OY, sont toutes deux nulles. Elle est parallèle i Taxe des Z, ce qui annule le moment N' par rapport à cet axe. La résultante se réduit par conséquent à Z\ Les équations (3), (4), (5) renferment tout ce que la statique nous apprend
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au sujet des réactions R, R', R'', .... Mais ici plusieurs cas sont à distinguer, suivant le nombre des points d'appui.
1^ Supposons qu'il n y ait qu'un point d'appui, A (fig. 84). Dans ce cas, les forces données doivent être équilibrées par la réaction R de cet appui. Pour cela, il faut et il suffit que la résultante des forces données, normale au plan PP en vertu des conditions générales expri-
y / mées par les équations (1), (2) et (6), passe au point A. Les équations (3), (4)
^'^^' 8»- et (5) nous le montrent. Elles prennent
en effet dans ce cas particulier la forme suivante :
Z'-i-R = 0, L'-i-R2/=0, M'— Ra: = 0.
La première détermine la valeur de la réaction R, qui est égale et contraire à la résultante Z\
R élant déterminée, les deux équations suivantes sont des équations de condition qui doivent être vérifiées d'elles-mêmes. Remplaçant R par — Z^ il vient
L'-Z'ycrrO.
Or L' est le moment de la résultante 1' par rapport à l'axe OX; ce moment étant égal à Z'y, la résultante perce le plan PP à une distance de Taxe OX égale à y ; l'équation M' + Z'x = 0 montre de même qu'elle perce le plan i la distance X de Taxe OY. Le point A est donc le point de passage de la résultante des forces extérieures.
Lorsqu'il y a un seul point de contact, les conditions d'équilibre sont ainsi au nombre de cinq ; elles expriment que les forces extérieures peuvent se ramener à une force unique, normale au plan, et passant par le point donné; la réaction du plan est alors complètement déterminée.
S"" Supposons qu'il y ait deui points de contact , A et B Ifig. 85).
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Les équations (3), (4) et (5) deviendront, en ne conservant que deux réactions,
Z'4-R4-R'=0, L'-|-Ry + R'y = 0, M'^Ra:— K'a:'=0.
Pour interpréter facilement ces équations, supposons qu'on ait pris pour axe OX la droite ÂB: on aura alors j/ = 0^ y'=Oy et la seconde équation deviendra
Les deux autres équations serviront à déterminer les réactions R et R'. V /
Dans le cas où les points d appui sont ^^ ^
au nombre de deux, \l faut pour Véqui- ^*«- ®^-
libre^ outre les conditions générales^ que la somme des moments des forces soit nulle par rapport à la droite passant par les deux points d'appui. 11 faut, en d'autres termes, que les forces données aient une résultante uniqtiey normale au plan PP, et rencontrant la droite AB, qui joint les points d'appui. Les réactions des deux points Â et B sont encore déterminées par la statique.
S*" Supposons qu'il y ait trois points d'appui, Â, B, G.
Les trois équations (3), (4) et (5) deviendront
Z'H-R4-R'4-R'' = 0, I/-*-Ry4-Ry4-RV = 0.
M/— Rx— R'a' — RVsrO.
Elles sont en nombre égal au nombre des inconnues R, R', R'^ ; elles suffisent donc en général à les déterminer ; il y a cependant jan cas d'exception : c'est le cas où les trois points A, B, C sont sur une même ligne droite ; car, si Ton prend cette droite pour axe OX, les coordonnées y, y\ if étant nulles ensemble, Téquation (4) se réduit à L'=0, ce qui donne une Bouvelle condition d'équilibre ; alors les deux équations (3) et (5) ne suffisent plus pour déterminer les trois inconnues R, R'etR^
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Le cas de trois points d'appui se décompose donc en deui :
Si les trois points d'appui sont en ligne droite, il faut^ pour qu*il y ait équilibre, que la résultante des forces données coupe en un certain point la ligne droite passant par les points d'appui; les réactions de ces appuis ne sont pas déterminées par les équations de la statique.
Si les trois points d'appui ne sont pas en ligne droite, il n'y a pas d'autres conditions d'équilibre que les conditions générales (1), (2) et (6); et les réactions des appuis sont déterminées par les équations (3), (4) et (5).
4'' S'il y a plus de trois points d'appui, et s'ils ne sont pas en ligne droite, il n'y a pas de nouvelles conditions d'équi* libre, mais les trois équations (3), (4) et (5) sont insuffisantes pour déterminer les réactions inconnues.
Si tous les points d'appui sont en ligne droite, il faut ajouter une nouvelle condition d'équilibre, exprimant que la résultante des forces données rencontre la droite contenant tous les points d'appui.
92. Lorsque le corps solide, au lieu d'être assujetti à glisser sur le plan sans pouvoir s'en détacher d'un côté ni de l'autre, est simplement posé sur le plan, il y a de nouvelles conditions à ajouter à celles que nous avons trouvées. On doit exprimer en effet que les réactions R, R', R", ... sont dirigées du côté du plan ver^ lequel le corps peut s'en détacher; car, par hypothèse, le plan n'exerce aucune action pour retenir le corps, lorsqu'on cherche à l'en détacher de ce côté (cf. g 77). Supposons que l'axe OZ ait été dirigé de ce côté particulier du plan : il faudra que les réactions R, R', R"', ... soient toutes positives. Or leur somme est égale à — Z^ en vertu de l'équation (3); donc il faut que — Z' soit positif, ou que T! soit négatif, ou qu'enfin la résultante des forces extérieures tende à appuyer le corps sur le plan, et non à l'en détacher. Cette nouvelle condition est suffisante pour compléter l'équilibre lorsqu'il n'y a qu'un point d'appui.
S'il y en a deux, A et R, il faut, pour que les réactions R et R' soient toutes deux positives, que la résultante des forces
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extérieures coupe la droite AB entre les deux points Â el B. La force Tl est alors décomposable en deux forces parallèles et de même sens, appliquées en A et B, et qui seront égales et contraires aux réactions cherchées (fig. 86).
Fig. 86.
Fig. 87.
S'il y a trois points, non en ligne droite, A, B, C, la résultante des forces extérieures devra, pour l'équilibre, passer dans l'intérieur du triangle ABC. Supposons, en effet, qu'elle passe par un point I, extérieur à ce triangle (fig. 87). L'un des côtés CB du triangle, prolongé indéfiniment, laissera le point I fH le sommet A de différents côtés de sa direction. Or la résultante appliquée en I est dirigée de haut en bas ; la réaction du plan sur le point A ne peut être dirigée que de bas en haut. Ces deux forces tendraient toutes deux à faire tourner le corps dans un même sens autour de CB. L'équilibre ne serait donc pas possible, et le corps c\MmTeTax% autour du côtéÇB.
Il faut donc, pour l'équilibre, que le point de passage de la résultante, I, soit compris à l'intérieur du triangle ABC. Celte condition remplie (fig. 88), il sera facile de déterminer les réactions positives des points A, B, C. Prenons les moments des forces par rapport à un côté quelcon* que, BC. Abaissons des points A et I^ sur ce côté BC, des perpendiculaires AA% la. Appelons, comme tout à l'heure, Z'ia. résultante des forces extérieures, laquelle est négative
Fig. 88.
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par hypothèse; son moment par rapport à Taxe BC sera égal à Z'x la ; le moment de la réaction R du point Â sera ^al à RxâA^ les moments des autres réactions sont nub, de sorte qu'on a Féquation
Z'Xia + RxAA'ssO,
ou bien
Mais la et ÂA' sont les hauteurs des triangles IBC, ABC, lesquels ont une base commune BC, et sont entre eux comme leurs hauteurs ; la réaction du point A est donc à la résultante des forces extérieures, prise en valeur absolue, comme le triangle IBC est au triangle ABC. De même, la réaction R' du point B est à la même résultante comme le triangle lAG est au triangle ABC, et la réaction R'^du point C esta la résultante comme le triangle lAB est au triangle ABC. La résultante des forces extérieures est d'ailleurs la somme des trois réactions R, R', R"", et le triangle ABC est la somme des trois triangles IBC, lAC, lAB; on peut donc dire que la résultante des forces extérieures se partage entre les trois points d'appui A, B, C, proportionnellement aux aires des triangles IBC, lAC, lAB, qui ont pour sommet commun le point I, et pour bases les cdtés du triangle opposés aux points d'appui.
Si les trois points A, B, C sont en ligne droite, les triantes lAC, IBC deviennent nuls, et la répartition des réactions reste, comme nous l'avons vu, indéterminée. Mais il faut toujours, pour que les réactions soient positives, que la résultante des forces extérieures coupe la droite des appuis entre les appuis extrêmes; autrement elle tendrait à faire basculer le corps autour de l'appui le plus voisin.
Enfin, s'il y a plus de trois appuis, et s'ils ne sont pas en ligne droite, on prouverait, comme nous l'avons fait pour le cas de trois appuis, qu'il faut, pour qu'il y ait équilibre, que la résultante des forces extérieures passe au dedans du poly-
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gone convexe que l'on peut former en joignant tous les points d'appui ; autrement, elle tendrait à renverser le corps autour de l'un des côtés de ce polygone.
Les mêmes conclusions s'appliquent à un nombre d'appuis aussi grand qu'on voudra, et par suite à une surface (T appui comprenant un nombre infini de points de contact; si, par exemple, le corps solide repose sur le plan fixe par une surface terminée au contour ABCDEF6HA, que cette surface soit d'ailleurs pleine ou évidéey il faut et il suffit, pour l'équilibre, que les forces extérieures aient une césultante unique, normale au plan, et que le point d'application de cette rémltante soit compris dans le polygone formé par les directions des droites autour desquelles le coiys peut basculer y c'est-à-dire dans Pintérieur du contour convexe ABDEFKHA, qu'on obtient en supprimant les parties rentrantes BO), FGK, du contour effectif.
Fig. 89.
CHAPITRE III
ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES MATERIELS. - SOLIDES NATURELS. rnOTTEMENT DE GLISSEMENT.
APPLICATIOM DES SIX ÉQUATIONS d'ÉQUILIBRB AUX SYSTÈMES MATÉRIELS QUELCONQUES.
95. Les six équations que nous avons obtenues^ équations nécessaires et suffisantes pour assurer Téquilibrc d'un solide invariable, s'appliquent à Téquilibre de tout système matériel; elles sont encore nécessaii'es, mais elles ne sont plus sulfisantes. Le théorème auquel on parvient en étendant ces équations aux systèmes non solides, peut se formuler comme il suit :
Dans tout système matériel en équilibre j la somme algébrique des composantes des forces extérieures estimées parallèlement à un même axe quelconque est égale à zéro^ et la somm^ des moments des forces extérieures par rapport à un axe quelconque est aussi égale à zéro. L'application de ce théorème donne six équations distinctes, et pas plus de six.
Le système étant par hypothèse en équilibre, on ne troublera pas son état d'équilibre en y ajoutant de nouvelles liaisons (g 78). Choisissons ces liaisons nouvelles de manière à solidifier le système, c'est-à-dire à fixer les diverses parties qui le composent dans des positions invariables les unes par rapport aux autres. Nous obtiendrons ainsi un système solide qui aura même forme que le système donné, qui sera sollicité par les mômes forces extérieures, et qui enfin sera en équilibre comme lui. Le théorème sera donc vérifié, et par suite
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les six équations d'équilibre qui en sont la traduction algébrique, s^appliqueront aux forces sollicitant le système donné, comme si ce système était un solide invariable.
Hais ces six équations, qui suffisent pour l'équilibre d'un solide géométrique, ne suffiront généralement pas pour l'équilibre du système donné ; le système solidifié par l'introduction des liaisons que nous avons ajoutées est, il est vrai, en équilibre en vertu des six équations, mais la suppression des liaisons altère les conditions d'équilibre, en donnant aux diverses parties du système une liberté qu'elles ne possédaient pas dans le système solidifié.
Pour être certain de Téquilibre d'un système matériel non invariable, il faut donc vérifier les six équations non-seulement sur le système entier, mais encore sur ses diverses parties, de quelque manière qu'on le décompose, par exemple, jusqu'à ce qu'on ait à opérer sur des corps solide^, Téquilibre de tels corps étant assuré par ces six équations. On ne fera entrer dans les équations d'équilibre d'une portion quelconque que les forces çxtérieurts à cette portion. Parmi ces forces extérieures figurent certaines forces intérieures au système entier, à savoir les réactions des portions voisines. L'équilibre sera assuré si les six équations sont vérifiées nonseulement pour l'ensemble du système, mais encore pour une quelconque de ses parties, si petite qu'elle soit; cette condition est suffisante, car si l'équilibre des points matériels constituant le système est assuré pour chacun d'eux pris individuellement, il est évident que l'équilibre du système entier en est une conséquence nécessaire.
Cette méthode s'applique particuUèrement aux solides naturels, qui, au lieu d'être invariables comme les solides géométriques, sont doués d'une certaine élasticité^ se déforment sous l'action de toute force qu'on y applique, et tendent à revenir à leur forme primitive lorsque la force est supprimée. La force extérieure qu'on applique à un solide naturel, a pour effet d'altérer les distances mutuelles des molécules du corps. Cette altération des distances entraîne une altération
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correspondante dans les actions des molécules les unes sur les autres; le nouvel équilibre s'établit lorsque la déformation du solide a fait naître entre les molécules des actions capables d'équilibrer pour chacune d'elles la portion d'effort extérieur que cette molécule est appelée à supporter. L'expérience conduit à admettre que TefTort mutuel développé par une variation très petite de la distance entre deux molécules est proportionnel à cette variation ; de cette loi, qu'on peut regarder soit comme un fait d'expérience, soit comme une hypothèse probable, on a pu déduire, dans un certain nombre de cas simples, la relation qui lie la déformation d'un solide naturel aux efforts extérieurs qu'on lui fait subir ; on peut déterminer, par exemple, Vextension prise par une barre métallique sous Faction d'une force qui tend à rallonger; la flexion de la même barre, posée horizontalement, sous l'action d'une charge répartie sur sa longueur suivant une loi quelconque, etc. ; on peut aussi déterminer, en chaque point du solide, l'intensité des eflorts intérieurs mutuels développés par l'action des mêmes forces. Cette détermination des efforts intérieurs est même généralement plus importante que le calcul des déformations; elle apprend au constructeur d'une machine ou d'un édifice si les pièces qu'il se propose d'employer sont dans de bonnes conditions de résistance, si elles sont exposées à quelque altération d'élasticité, ou si elles sont en danger de rupture ; il suffit pour cela de comparer la mesure des efforts intérieurs à certaines limites indiquées par Texpérience pour chaque nature de matériaux.
94. Les solides géométriques sont des corps fictifs, introduits dans la mécanique pour en simplifier Télude. En réalité, un solide est une agrégation de points matériels, réunis les uns aux autres, non par des liens géométriques de longueur constante, mais par des forces qui varient avec les distances mutuelles. Dans la statique rationnelle, on suppose les forces appliquées en certains points géométriques; on transporte ces forces en d'autres points de leurs directions ; on change les forces et les couples en d'autres systèmes équi-
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Talents, etc. Toutes ces opérations sont fictives. Aucune force n'est isolée dans la nature, en ce sens que les forces appliquées à des points matériels sont infiniment petites comme ces points eux-mêmes; une force isolée n'est autre chose qu'une réstUtante de forces^ infiniment petites, appliquées aux points matériels contenus dans une certaine région de grandeur finie. La composition des forces, et plus généralement la substitution de certaines forces à d'autres équivalentes, supposent la solidification fictive du système matériel ; ce sont autant de procédés analytiques qui n'altèrent pas les équations d'équilibre, mais qui n'ont aucune réalité objective. La déformation d'un solide naturel, par exemple, pourrait être complètement modifiée si Ton substituait aux forces qui sollicitent ce corps, des forces équivalentes autrement distribuées.
Les liaisons sont de même des relations fictives entre les points matériels. D n'y a dans la nature ni points fixes, ni lignes fixes, ni surfaces fixes ; les points, les lignes, les surfaces que Ton regarde comme fixes, appartiennent à des solides naturels, qui sont plus ou moins déformables, et qui par conséquent ne jouissent pas d'une fixité absolue. Ce n'est qu'à titre d'approximation qu'on peut leur attribuer une telle propriété. Les tiges, les fils, au moyen desquels on réunit deux points matériels pour assujettir leur distance mutuelle à certaines conditions , n'ont pas non plus les qualités que la mécanique rationnelle leur assigne , telles que la flexibilité et l'inextensibilité pour les fils, l'invariabilité de longueur pour les barres. Ces fils, ces barres, ne sont après tout que des systèmes particuliers de molécules sollicitées par des forces mutuelles, et si on leur attribue dans la mécanique des qualités absolues, c'est seulement pour simplifier les problèmes et faciliter l'exposition des théories.
Par ce qui précède, on peut pressentir combien les questions de mécanique appliquée sont d'une difficulté supérieure aux questions de mécanique rationnelle ; celles-ci peuvent toujours être simplifiées par un choix particulier de données,
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choix légitime dans une science abstraite. La mécanique appliquée ne confère pas le même droit, et si elle est souvent forcée de recourir à des hypothèses, il reste à vérifier ensuite, au moyen de Texpérience, Taccord de ces hypothèses avec les faits observés.
95. Les exemples que nous avons donnés dans ce livre montrent que les équations de la statique ne suffisent pas toujours pour déterminer entièrement les réactions des liens qui restreignent la liberté d'un système solide. Lorsque les. équations sont en nombre suffisant,^ les réactions deviennent connues, et on peut voir si elles excèdent ou non la limite de la charge qui compromet la résistance des liens ; on peut aussi s'en servir pour déterminer les déformations subies par le système. Lorsque, au contraire, les équations de la statique sont en nombre insuffisant, la distribution des réactions inconnues dépend de la déformation du système, et le problème devient beaucoup plus difficile à traiter.
Par exeniple, si un point matériel pesant est suspendu à un fil attaché à un point fixe, la statique montre (g 79) que réquilibre a lieu lorsque ce fil est vertical, et que la tension du fil est égale au poids du point matériel. On pourra donc calculer l'allongement pris par le fil sous l'action de ce poids, et reconnaître si la tension du fil met sa résistance en danger.
Mais si Ton cherche les pressions exercées par une poutre posée sur trois appuis en ligne droite, et chargée de poids appliqués en divers points de sa longueur, la statique il 91, S"") ne donne que deux relations entre les trois réactions inconnues, et la distribution du poids total entre les trois appuis dépend des lois de la flexion des poutres élastiques.
DES SOUDES NATUftElS.
PRESSIONS EXERCÉES SUR LE SOL PAR LES QUATRE PIEDS D*UNE TABLE
Ft Mil 11?
Fig. 00.
96. Une table rectangulaire ABCD, soutenue à ses quatre angles par des pieds verticaux, qui se projettent en MN, PQ, sur le plan vertical, repose sur un terrain horizontal XY. Elle est soumise à l'action d'une force verticale F, appliquée en un point (0, (Y) de sa surface supérieure. On demande les pressions développées dans les pieds de la table, ou dans les régions du sol sur lesquelles ces pieds s'appuient.
Le nombre des appuis étant supérieur à 3, le problème ne peut élre entièrement résolu par les équations de la statique (g 91, 4''), et la solution dépend de la loi physique suivant laquelle s'opère la déformation des parties en contact aux points A, 6, G, D.
Nous supposerons que la déformation porte exclusivement sur le sol, ce qui revient à attribuer aux pieds de la table une très grande rigidité comparativement à la raideur du terrain; nous admettrons, en outre, que les pieds de la table s'enfoncent chacun dans le sol dune quantité proportionnelle à la pression qu'il exerce, de sorte que, si on appelle (o la section droite du pied, x la quantité dont il pénètre dans le terrain, et K un coefficient déterminé par expérience, la pression P exercée par le pied soit donnée par l'équation
On supposera enfin que les tassements soient assez' petits pour qu'on puisse encore considérer les pieds comme verticaux après la déformation du sol. Les réactions seront aussi verticales, et parallèles à la force F.
Appelons a, fr les dimensions horizontales de la table;
n. — nfc. ccuMKOR.
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m, n les distances du point 0 aux côtés AB, AD; et P, F» P", P" les réactions inconnues des appuis A, B, C, D.
Nous aurons d'abord entre ces quatre inconnues les trois équations que fournit la statique, savoir : Téquation des forces projetées sur une verticale, et les équations des momenls par rapport aux deux axes AB, AD :
(2) (P'4-P')«=Fm.
(5) (P'+P'')6=Ffi.
Il faut une quatrième équation pour achever de déterminer les quatre inconnues. Cette quatrième équation se déduira de notre hypothèse sur la déformation du sol aux quatre points d'appui. Les enfoncements respectifs des points A, B, C, D,
seront exprimés par les rapports |7-, ^i ^. |r-i les quatre
pieds ayant la même section o). Ces tassements sont tous sensiblement verticaux; d'ailleurs les extrémités inférieures des pieds doivent être dans un même plan, après comme avant la déformation, et comme ils sont les sommets d'un parallélo- ' gramme, il existe entre le nouveau point B et le nouveau ' point A la même différence de hauteur qu'entre le nouveau ' point C et le nouveau point D, c'est-à-dire qu'on a entre les
quatre tassements la relation
Km Ko» Ko» Km
OU bien
(4) P'— PrsP"— P«»,
équation qui ne contient plus le coefficient K. i
Les quatre équations (1), (2), (3) et (4) déterminent entiè- i
rement les forces cherchées. I
De la dernière on tire I
Comparant à Féquation (1), on en déduit
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et
Des équations (2) et (3) on tire, en les retranchant, après avoir divisé la première par a et la seconde par fr.
Done
et par suite
F/3 m ii\
Ces équations donneront pour P, P, P*, P*' les valeurs cherchées, mais pour être admissibles, il Tant qu'elles soient toutes positives; car, pour que Tune fût négative, il faudrait que le pied exerçât sur le sol une traction au lieu d'une pression, ce qui est impossible, puisque la table est seulement posée sur le sol, sans y être attachée à demeure.
Il faut donc, pour que la solution soit admissible, que Ton ait à hi fois :
m II ^ i
ni n ^i a
m II f
Ces conditions sont toutes satisfaites quand le point 0 se trouve à l'intérieur du losange URS obtenu en joignant
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les milieux des côtés du rectangle ABCD Torinë par les appuie. Si, au contraire, la rorce F était appliquée en dehors de ce losange, par exemple en 0' dans le triangle LCR, Tune
des quatre conditions, la condition -4-^ <ç, ne serait plus
remplie, et, par suite, le calcul assignerait à !a pression P du i> R p pied opposé, A, une valeur négative inadmissible. Ceci indique qu'en réalité le pied A ne porte pas sur le sol; le calcul, établi d'après Thypothèse que le sol exerce sur la table une réaction appliquée en ce point A, est donc à recommencer en supposant nulle la réaction P. Mais alors le nombre des appuis est réduit à trois, et la statique suffit pour déterminer les trois pressions inconnues. Appliquant aux trois appuis B, C, D, la règle donnée g 92, on trouvera la véritable solution au moyen des équations :
P/-. F ^ ^rr. O^DC _ • surf. O'DC
/axb\ *
py__ p ^^ surf. O^DB surf.O'DB
^ ^aurf.BDC°^*^^'
n^._ F ,^ surf. OXB _ suri. O-CB • "" ^surf. BDC" ^ /î2i?\"
Dans tous les cas, on connaîtra les pressions développées dans les pieds de la table; on pourra donc calculer, parla formule P=K(Da;, les tassements correspondants du sol.
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triquement la solution du problème ainsi qu'il suit (fig. 92).
Les deux réactions P et P', appliquées Tune en A, l'autre
en C, sont parallèles, et se composent en une seule force égale
à leur somme P + P, ou à ^; la résultante est appliquée en
un point E de la diagonale AC.
De même, les réactions P' et P' des points B et P ont une
F résultante égale à ^, appliquée en un point G de la diagonale BD.
F Les deux forces parallèles, égales à ^, appliquées l'une
en E, Taulre en 6, se composent en une seule, égale à leur
somme, ou égale à F, et appliquée au milieu de la droite EG ;
il faut et il suffit, pour l'équilibre, que
cette force soit égale et contraire à la
force donnée F, appliquée au point 0 : le
point 0 est donc le milieu de la droite EG,
et, par conséquent, on trouvera les points
E et G en menant par le point donné 0 ^^«f- ^•
une droite telle, que le point 0 soit le milieu de la portion de
cette droite inscrite dans l'angle CHB formé par les diagonales
du rectangle.
Par le point 0 menons OT parallèle à HC ; puis prenons sur l'autre diagonale HB, à partir du point T, une longueur TG égale à TH. La droite GO sera la droite demandée.
Nous substituerons à la force F deux forcés égales
F à ^, appliquées l'une en E, l'autre en G.
Nous décomposerons ensuite la première en deux forces appliquées Tune en A, l'autre en C ; elles seront déterminées par les équations
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et le problème sera résolu.
Pour que les forces P, P, P", P' soient toutes quatre positives, il faut que les points G et E soient situés tous deux sur les diagonales du rectangle, et non sur leurs prolongements. Cette condition sera toujours remplie si le point 0 est dans le losange ILRS.
On exprime en effet ces conditions en posant les inégalités
Hais
Prenons le milieu y de la demi -diagonale HC, le milieu 3 de la demi-Jiagonale IIB, et menons par ces points des parallèles y^i ^I^ aux diagonales ; ces deux parallèles se couperont en L au milieu du côlè BC , et les quatre pressions seront positives, le point 0 étant toujours supposé dans Tangle CHB, s'il est situé dans le parallélogramme H^L^. La même condition est applicable aux trois autres angles formés par les demi-diagonales; et l'on retrouve le losange ILRS pour la limite en dedans de laquelle il faut appliquer la force F, si Ton veut que les quatre pieds de la table soient chargés.
On peut remarquer que, lorsque la force F est appliquée au centre H de la table, les quatre pieds supportent des pressions égales; le point H est le seul qui assure cette égalité des pressions.
HE<HC
HG < UB.
HBsTOxS et HG =
=HTX2.
T0<^ et HT<^.
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98. Dans les exemples donnés plus haut, nous avons admis que, lorsqu'un point est assujetti à glisser sur une surface ou sur une courbe fixe, la réaction de la surface ou de la courbe est normale. L'expérience dément cette hypothèse. Quand on fait glisser un corps sur une surface matériellej la réaction de la surface sur le corps n'est pas normale à la surface : elle peut se décomposer en deux forces, Tune normale etTautre tangentielle, el cette dernière composante prend le nom de frottement de glissement.
L'étude expérimentale du frottement a été faite par Coulomb, en 1781, et Ton se sert encore aujourd'hui des lois suivantes qu'il a le premier formulées.
Quand un corps mobile glisse sur une surface fixe^ le frottement quHl subit est une force tangentielle à la surface^ et dirigée en sens contraire du mouvement ; cette force dépend de la nature des surfaces en contact; elle est indépendante de leur étendue et de la vitesse de glissement; enfin elle est proportionnelle à la pression mutuelle qui s'exerce normalement à ces surfaces. En vertu du principe de Taction et de la réaction, un frottement égal et contraire est subi par la surface flxe sur laquelle le glissement a lieu.
Soit RR'un plan fixe, sur lequel glisse le corps ABCD dans le sens de la flèche a; le contact a lieu sur toute l'étendue de la face CD.
La force P est la pression normale exercée parle corps sur le plan RR' ; une force égale et contraire, F, sera la réaction de la surface sur le corps. Les lois du frottement nous apprennent qu'en outre de celte force normale P, la surface exerce sur le corps une réaction tangentielle F, dirigée en sens contraire du mouvement, et que le corps exerce
iig. ».
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sur la surface, dans le sens du mouvement, une force égale et contraire F'. Les forces F et F', égales et contraires, sont en réalité les résultantes de forces mutuelles réparties sur les divers éléments en contact dans la surface de glissement CD. De même P et V sont les résultantes des actions normales des mêmes éléments.
Le frottement est proportionnera la pression : en d autres termes, les forces F et P ont entre elles un rapport qui ne dépend que de la nature des surfaces en contact. Il est facile de s'expliquer comment ce rapport est indépendant de retendue des surfaces. Décomposons la surface CD en éléments infiniment petits d'une superficie constante. Imaginons ensuite que, sans rien changer à la force P, nous augmentions la surface CD dans le rapport de i à 2, ce qui doublera le nombre des éléments; les pressions élémentaires dont la force P est la résultante seront toutes réduites dans le rapport de 2 à 1. Les frottements élémentaires seront donc aussi réduits dans le même rapport ; mais cette réduction sera sans influence sur la résultante F, puisqu'on a doublé en même temps le nombre des forces qui s'ajoutent pour la former.
La résultante S des forces P' et F est la réaction totale de la surface RR' sur le corps glissant. La force égale et contraire S', résultante des forces V et F', est l'action totale du corps glissant sur la surface RR\
F Le rapport p étant constant pour les mêmes substances
en contact, le triangle IFS, rectangle en F, est semblable è un triangle qu'on peut construire a prioti^ et les angles ISF, FIS sont* constants. Le premier de ces angles, ISF=SIP\ est l'angle que fait la réaction totale F avec la normale P' à la surface directrice; on rappelle angle
du frottement. Le coefficietit du frottement est le rapport f= ^
de la force tangenticlle à la réaction normale. C'est la tangente trigonométrique de l'angle du frottement. On a déterminé au moyen d'une série d'expériences la valeur de ce rapport pour
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les diverses substances qu'on fait glisser les unes sur les autres dans les machines.
Le frolteroent est le résultat de la déformation subie à la fois par le corps glissant ABCD, et par la surface RR', sous l'action de la pression mutuelle, P, qui s'exerce de l'un à Tautre : les surfaces en contact ne conservent plus leurs formes géométriques, et la résultante des actions moléculaires développées dans le contact, au lieu de prendre la direction normale, IP, qu'elle aurait si les corps étaient parfaitement polis et complètement invariables de forme, prend une direction déviée, IS.
Le frottement est indépendant fie la vitesse du glissement. Cette loi ne doit être regardée que comme approximative. Des observations récentes ont montré que dans les très
grandes vitesses, le rapport 5 est sensiblement réduit; on sait.
d'ailleurs depuis longtemps que ce rapport est plus grand au
départ du corps, c est-à-dire quand le glissement commence
et que la vitesse est sensiblement nulle, que quand le mou-.
vement est une fois établi. On doit donc admettre que le rap-
F port p=/'est une fonction de la vitesse v du corps mobile, et
que cette fonction diminue à mesure que v augmente. Mais la diminution est peu sensible pour de grandes variations de la vitesse v; on s'est donc contenté jusqu'ici de déterminer pour deux cas principaux les valeurs du coefficient f: Tune correspond au départ, l'autre au glissement effectif, sans acception de vitesse.
99. Nous avons supposé jusqu'ici que le corps ABCD glissait sur la surface RR^ Il nous reste à étudier ce qui se passe lorsque le corps mobile reste en repos su£ cette surface.
Soit ABCD (fig. 94) un corps en équilibre, posé sur un plan fixe. Nous supposerons ce corps sollicité par une force S, que nous pouvons décomposer en deux : Tune IP, normale, l'autre IT, parallèle au plan. La réaction S' du plan est égale
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et cofntraire à la force S ; elle se décompose de même en deux forces» égales el contraires à P et à T, savoir la force P, réaction 4 normale, et la force F, qui est le
'^j^' frottement. Nous avons donc à la
/ I fois les équations
>^^A^^k^s^^^^^AMAW^^^^
Fiff. 91
Laissons la force P constante, et faisons varier la force T. Si on fait d'abord T = 0, c'est-à- .dire si Ton applique au corps ABCD une force normale P, le mouvement de glissement du corps ne tend pas à se produire, et le frottement est nul. Faisons croître ensuite graduellement la force T. Le glissement tendra sans doute à se produire, mais l'expérience montre qu'il n'aura pas lieu quelque petite que soit la valeur de T, et que, pour faire effectivement glisser le corps sur le plan RR', il faut y appliquer une force tangentielle égale ou supérieure à une certaine limite; or cette limite n'est autre que le produit P/" de la pression normale P par le coefficient ^ du frottement TelaXx\ au départ. Tant que la force T est moindre que P^, la surface RR' développe un frottement F, égal à T, et qui tient cette force T en équilibre. Lorsque au contraire T est supérieur à Pf, la surface RR' ne peut développer en sens contraire qu'un frottement égal à P^, et par suite le corps est sollicité à se mouvoir parallèlement au plan par une force égale à T — Vf.
Pour l'équilibre, il faut donc que la force T soit au plus égale au produit P/*, ou qu'on ail l'inégalité T<P^.
Sur la normale au plan, prenons une longueur IP pour représenter la force P, puis élevons sur celte droite, au point I, une perpendiculaire PII, que nous prendrons égale au produit Px/*. L'angle HIP sera l angle du frottement. Il faudra pour Téquilibre que la force IS, appliquée au corps, soit dirigée dans Tangle HIP. La droite IH, en tournant autour de IP,
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engendre un cône de révolution dont le demi-angle au centre est égal à Tangle du frottement. Appelons ce cône le cône du frottement. Nous pourrons exprimer comme il suit la condition d'équilibre : il faut et il suffity pour l'équilibre , que la force extérieure qui applique le corps contre le plan soit comprise au dedans du cône du frottement.
On ne doit pas oublier que le frottement effectif subi par un corps en équilibre sur une surface est égal et contraire à la composante tangentielle T qui tend à faire glisser le corps, et qu'il devient égal à sa limite P/ à l'instant seulement où le glissement va commencer ; lorsque le mouvement est établi, il reste égal à chaque instant au produit ffy mais le nombre f est alors le coefficient du frottement des corps en mouvement, et non le coefficient du frottement au départ.
100. Nous avons supposé que le plan, sur lequel le corps était assujetti à glisser, restait fixe. S'il élait mobile, on le ramènerait à être fixe en considérant le mouvement relatif du corps par rapport au plan.
Si, au lieu d'un plan, le corps glissait sur une surface, on substituerait à chaque instant à cette surface le plan langent mené en son point de conlact avec le corps.
101. Le frottement est utile dans certains cas, et nuisible dans d'autres. Il est utile pour donner de la stabilité aux constructions ; pour fournir aux animaux les points d'appui qui leur permettent de marcher à la surface de la terre ; pour donner à la roue de la locomotive un point d'appui analogue sur le rail ; pour opérer l'arrêt dies machines au moyen des freins ; pour réaliser certains embrayages ou certaines transmissions de mouvement, etc. .
Le frottement est généralement nuisible dans les machines, parce qu'il absorbe inutilement, comme nous le verrons plus tard, une portion du travail moteur.
Dans le premier cas, on cherche à l'augmenter ; dans le second, on cherche à le réduire.
L'étude des valeurs du coefficient f fournit sur cette matière de précieux renseignements. Elle montre, par exemple, la
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grandeinfluence des enduits interposés entre les surfaces frottantes. C'est pour diminuer le frottement développé dans les machinés qu'on doit se ménager des moyens de graisser les paliers des arbres tournants, et de verser de l'huile dans les diverses articulations des pièces mobiles (I, gg 206 et 207). Un enduit naturel remplit le même rôle dans les jointures des membres des animaux. Des expériences dues à Girard ont montré qu'on obtient une réduction considérable du coef/icient du frottement, en interposant entre les parties frottantes des organes de machines, une couche d'eau injectée sous une pression suffisamment grande, et on pense que la réduction serait beaucoup plus grande encore si Ton pouvait remplacer cette eau par un matelas d'air. Mais ces perfectionnements sont jusqu'ici peu répandus dans l'industrie; on reproche au matelas d'eau d'user très rapidement les surfaces métalliques frottantes, et on se contente de procédés plus grossiers.. Les graisses, dont on se sert habituellement, ont l'avantage de demeurer assez longtemps entre les deux corps en contact, malgré la tendance des fluides à s'échapper latéralement sous l'action des pressions qu'on leur fait subir; mais elles s'altèrent vite, et doivent être fréquemment renpuvelées*
TABLEAU DU COEFFICIENT f CT DE l'aUGLE ^ DU FROTTEMEKT.
HATURE
I SOUrACSS rnOTTARTIS.
Bois sur boU, A sec.
— avec enduit gras.
Bois et métaux, à sec
— avec enduit gras.
Métaux sur métaux, à sec. . . .
— avec enduit gras.
Corde mouillée sur bois ....
Corde sur fonte
Cuir sur bois ou métal, à sec. .
— avec enduit gras.
Fer forgé sur pierre
Pierre sur bois
Pierre feur pierre
A L'£TaT de HUOVEMBirr
ff
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102. Un corps pesant est posé sur un plan incliné ; trouver sous quelle inclinaison du plan ce corps commencera à glisser.
Soit AB le corps pesant : la force extérieure qui le sollicite est le poids IS, lequel agit suivant la verticale. L'inclinaison
R'H du plan RR' est donnée par le rapport nu > de sa montée ou de
sa hatUeur, R'H, à sa base RH. Soit rangleR'RH=a.
La Torce IS peut se décomposer en deux, Tune, IP=IS cos a, normale au plan, etTaulre, IT=lSsina, pa^ rallèle au plan et dirigée suivant la ligne de plus grande pente.
La force IP est la pression normale ; le frottement subi par le corps de la part du plan a donc pour limite supérieure le produit IP x/*, en prenant pour fie coefficient du frottement relatif aux matières en contact.
Tant que la force II sera inrérieure au produit IPx/, le corps ne pourra glisser, car la réaction tangentiella de la surface fait équilibre à cette force IT. Le glissement ne pourra donc commencer que lorsqu'on aura 1T=1P x/*. Celte équation déflnit la limite cherchée..
Hais quand IT = lPxA l'angle SIP est égal à l'angle du frottement $ • Or
UsIPtanga,
donc
taDg et = tang f .
Les angles a et 9, positifs et plus petitS' que ^1 sont égaux
comme ayant même tangente. L'angle R'RH est par suite égal k l'angle du frottemenL Le glissement ne pourra donc se pro-
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duire que si Tangle du plan avec Thorizon est au moins égal à Tangle 9.
Cette remarque fournit un pro(^d6 pratique de déterminer Tangle 9, et le rapport f=tang(p. Il suffit de rendre le plan RR' mobile autour d'une de ses lignes, horizontales; on y place un corps pesant, et on fait croître graduellement rinclinaison du plan jusqu'à ce que le glissement commence. L'inclinaison correspondante à ce mouvement naissant est la valeur de Tangle cherché.
La dynamique fournit des moyens plus rigoureux de déterminer le nombre f.
103. Un corps pjBsant (ABCD, MNN'M'), ayant la forme d un parallélépipède rectangle, est posé par une de ses faces AB sur un plan horizontal RR'. La force qui sollicite ce corps est la pesanteur P, qu*on suppose appliquée au point (G, G% sur son axe vertical de symétrie. On applique à ce corps une force horizontale KF en un point K situé dans le plan de symétrie vertical EE'.
"' " OndemandedansquelcaslaforceF
fera glisser le corps sur le plan RR% et dans quel cas elle le fera basculer autour de Tarétè (B, KN').
Composons, au point I, où leurs directions se coupent, les forces F et P en une seule force S. Pour que le corps puisse ■glisser sur le plan, il faut que la force IS fasse avec la verticale un angle au moins égal à l'angle du frottement, ou biéii qu'on ait la relation
F=ou>p/:
Mais, si la force IS, au lieu de rencontrer le plan AB du la base en un point L situé entre A et B, le rencontrait en un point L' situé à droite du point B^ la réaction du plan ne pourrait tenir en équilibre cette force IS, et le corps basculerait
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autour de l'arête (B, NN'). Ce mouvement est impossible si le moment de la force S par rapport à cette arête est de même signe que le moment de la force P, et de signe contraire au moment de la force F ; et comme la force S est la résultante de F et de P, comme par conséquent son moment est la somme algébrique des moments des composantes, il suffit que le moment de la force P, pris en valeur absolue, soit plus grand que le moment de la force F, pris également en valeur absolue, ou qu'on ait l'inégalité
PxBJ>FxKA.
Si la matière dont est formé le corps ABGD n'était pas douée d'une résistance indéfinie, il faudrait, de plus, que la résultante S passât assez loin de Tarête B pour ne pas l'écraser. Biais nous laissons de côté cette condition.
Pour que le glissement ait lieu, il faut donc et il suffit qu'on ait à la fois
F>PA
PXBJ>FXKA.
BJ est la moitié de la dimension AB =? b du corps; KA est la hauteur h à laquelle on applique la poussée latérale F. L'inégalité précédente revient donc à celle-ci :
^>PXA-
Le maximum de h, correspondant au minimum de F, est donc donné par les deux équations
p=p/ et
D'où résulte, pour limite supérieure de ft,
Au-dessus de cette limite, toute force F, assez grande pour
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amener le glissement du corps, tend à le renTerser autour de son arêle B.
Une barre rigide, AB, s'appuie sur un plan fixe RR' par
son extrémité B. Elle est soumise à l'action d'une force F, ap-
^ pliquée suivant sa direction. Trouver
/ quelle inclinaison il Tant donner à la
»/ barre pour que le glissement de Textré-
T B/ mité B sur le plan RR' soit possible.
^ I / •' La force F est dècomposable en deux
y____ forces, Tune, P, normale, l'autre, T,
T parallèle au plan; le frottement exercé
'^' ' par le plan sur la barre a pour limite P/"-,
le glissement n'est donc possible que si T est supérieur à Vf.
Si T est moindre que P/*, il n'y aura pas de glissement ; on dit
alors que la barre est arc-bautée sur le plan.
Or remarquons que les forces T et P sont toutes deux proportionnelles à la force F appliquée à la barre, de sorte que
T l'intensité de cette force peut varier sans altérer le rapport ^
de ses composantes; si ce rapport est plus petit que /*, ou si l'angle de la barre avec la normale au plan est plus petit que l'angle du frottement, le glissement est impossible y quelque grande que soit la force Y. C'est en cela que consiste le phénomène de. Tarc-boulement.
On voit que cet elTet est à craindre toutes les fois que la force qui tend à faire glisser un corps sur une surface, tend en même temps à l'appuyer contre cette surface, en faisant avec la normale un angle trop aigu. En pratique, si on augmentait indéfiment la force F, on produirait, soit l'écrasement de l'extrémité B de la barre, soit la flexion latérale de la barre entière, soit enfin une déformation du plan, Tenlèvement, par exemple, d'un copeau de la matière dont le plan est formé..
En général, Tarc-boutement doit être soigneusement évité dans les machines, notamment dans les engrenages. On y a recours cependant dans quelques appareils spéciaux, tels que Vencliquetage Dofro. Nous, examinerons plus loin ces détails.
DE GLISSEMENT
105. Lorsqu'un corps glisse sur une surface, le frottement subi par le corps est dirigé en sens contraire du mouvement, et a pour valeur P/*, f étant le coefficient ^ ^ ^.
de frottement, et P la pression normale. Il est quelquefois utile d'exprimer le frottement en fonction de la réaction totale S, dont P n'est que la composante. ^.
L'angle SAP est alors égal à l'angle 9 du frottement, et le triangle ASP, rectangle en P« donne immédiatement
SP = AS sin 0 = AS x-r=r=-.
On obtiendra donc le frottement SP en multipliant la réaclion
f totale oblique, AS, par un facteur constant f^ = — - —
Lorsque f est très petit, ce qui a lieu lorsque les surfaces en contact sont bien polies et bien graissées, le carré /*' est négligeable par rapport à l'unité, et le frottement SP est sensiblement égal au produit AS x f. Cela revient à confondre la réaction totale AS avec sa composante normale AP, ou le sinus avec la tangente : chose permise quand l'angle est très petit.
O. *— k£c. C0LU650V, il
DÉFINITION DU TRAVAIL, ET THÉORÈME DU TRAVAIL POUR UN POINT UNIQUE
106. Le thëorëme du travail virtuel résume toute la statique, et permet de faire rentrer toutes les conditions d'équilibre d'un système, quel qu'il soit, dans un seul et même énoncé.
Soit M un point matériel que nous supposerons d'abord entièrement libre dans l'espace. Ce point est sollicité par une force F, dont la direction et l'intensité sont connues. Le point M, qui est mobile» subit un déplacement infiniment petit, MM% dont la direction ne coïncide généralement pas avec la direction de la force F. Projetons le déplacement MM' sur la direction MF. Nous obtiendrons pour projection une longueur infiniment petite , Mm , qui sera le déplacement élémentaire du foint estimé suivant la direction de la force F. Gela posé, on appelle travail élémentaire de la force F le produit F x Mm de la force par le déplacement projeté, ce produit étant pris avec le signe -i- si la projection du déplacement a la même direction que la force, ou si l'angle M'MF est aigu (fig. 99), et avec le signe — - si elle a une direction contraire, ou si
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TangleM^MF est obtus (fîg. 100). Le travail élémentaire est nul si le déplacement MM' est normal à la force F. Si Ton appelle ds Tare MM' décrit par le point mobile, F la force, et 9 Tangle M'HF des deux directions MM' et MF, le travail élémentaire sera représenté en grandeur et en signe par le produit
Fig. 100. Frf«C0Sf,
produit positif si Tangle 9 est aigu, négatif s'il est obtus, et nul s'il est droit.
107. Lorsqu'un point M, libre ou non, parcourt une trajectoire AB, et est sollicité à chaque instant par une force F, variable en direction et en intensité, on appelle travail total de la force F, correspondant au passage du point mobile de la position M à une autre position M^ la somme des travaux élémentaires que Ton obtient en décomposant Parc parcouru MM^ en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites MM', M'M', M"M"",... égales ou inégales.
Soient F, F', F% F'",... les forces F»«- *o*- successives, données en grandeur et
en direction, qui sollicitent le point mobile pendant qu'il décrit chacun de ces éléments, et Mm, M'm', M'm',... les projections, sur les directions des forces, des éléments de chemin décrit ; le travail total de la force variable est la somme
FxMifH-F'xM'm'+F'xM»m«'+...
étendue à tous les éléments de Tare MM^, ou plutôt c'est la limite vers laquelle tend cette somme, lorsque le nombre des parties MM', M'M'',... augmente indéfiniment. C'est donc l'intégrale
j;''facos,.
prise le long de la courbe, entre les points M et Mp
Au lieu de projeter l'élément de chemin MM' sur la
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direclioii MF de la force, on peut projeter la force MF sur la direction MM' du chemin décrit. On peut en effet grouper d'une autre manière les facteurs du travail élémentaire; au lieu de faire porter le facteur cos<p sur Tare dSy on peut le faire porter sur la force F, ce qui donnera
VcosifXdêssdsxfcosf,
OU le produit de Parc décrit par la projection de la force sur la direction de cet arc, ou par la composante tangentielle de la force F.
Dans toutes ces expressions, nous supposons que les fao leurs ds et F sont pris en valeur absolue, et que le facteur cos 9 porte seul un signe, qu'il donne au produit.
Si l'on prend positivement les éléments ds de chemin décrit, il faudra donner à la composante tangentielle le signe + quand elle agit dans la direction du mouvement, et le signe — quand elle agit en sens contraire ; le produit aura alors le signe convenable. Lorsque, au contraire, le calcul assigne aux éléments ds tantôt le signe +, tantôt le signe —, il faudra, pour que le produit ait le signe fixé par la définition du travail élémentaire, prendre la composante tangentielle avec le même signe que l'élément dSy ou avec un signe contraire, suivant que la composante et le déplacement sont dirigés dans le même sens ou dans des sens opposés.
109. Le travail total dune force F, variable en direction et en intensité, agissant sur un point qui parcourt un arc MMj de sa trajectoire, peut se déterminer par la quadrature d'une courbe plane. A la somme (fîg. 101)
FxMm -4- F'X M'm' + F» X M-'m* 4- . . .
nous pouvons substituer, en vertu de la proposition précédente, la somme (fig. 102)
P X 1IM'+ F X M'M» -H P X M''M
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prise entre les mêmes limites, M et M^. Dans cette seconde somme, P, F, P, .. . sont les composantes tangentielles des forces F, F', P,.-- prises avec les signes que nous avons définis.
Construisons (fig. 103) une courbe dont les abscisses Opi, 0\tfy.,., 0[f.^ soient respectivement égales aux arcs de la trajectoire AM, AM',.,., AMj, comptés à partir d'un point fixe A, et dont les ordonnées correspondantes |i.cr, (aV,..., {ji^cr^, soient égales aux composantes tangentielles MP, MT',..., M^P^ des forces sucx^essives F, F',...,Fj. L'aire de cette courbe est la limite de la somme
dont les termes sont égaux respectivement à
PXMM', P'XM'M^ P^xM-'M'^',...
et par suite l'aire de la courbe, comprise entre les ordonnées (Acr, (A^er^, est égale au travail total cherché. Nous avons, en effet, pour mesure de cette aire l'intégrale définie
|i fi' it- li- it^ X f ^Fdsoosf,
Fig. 103. *»
s^ et 8^ désignant les limites Oia, 0[ji^, de l'intégration. Il est facile de reconnaître que cette égalité est générale, pourvu qu'on observe les conventions relatives aux signes des composantes P et des arcs ds.
Si la force F était en tous points normale à la trajectoire, les composantes tangentielles P seraient constamment nulles, et le travail total serait égal à zéro.
110. Lorsqu^un point est en équilibre, on appelle travail virtuel d'une force appliquée à ce point le travail élémentaire de cette force pour un déplacement infiniment petit, attribué fictivement au point. Le théorème du travtnl virtuel consiste dans renoncé suivant : Pour qu'un système matériel quel^
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conque sait en éqiulibret il faut et il suffit que la somme des travaux virtuels de toutes les forces^ intérieures et extérieures^ qui soUieitent ce système^ soit égale à zéro, pour tous les déplacements infiniment petits qu on peut Im attribuer.
Les lois de l'équilibre que nous avons établies dans les chapitres précédents sont toutes comprises dans cet énoncé. Il fout, avant de démontrer le théorème, poser plusieurs lemmes préliminaires.
TRAVAIL ÉLÉMENTAIRE DE LA RÉSULTAIiTE DE PLUSIEURS FORCES.
m. Le travail élémentaire de la résultante R de plusieurs forces F, F\ F",... qui soUieitent un même point matériel M, est la somme algébrique des travaux élémentaires correspondants à chaque composante considérée seule.
Projetons toutes les forces F, V\ P,... sur la direction du déplacement infiniment petit, MM\ du point mobile, et soient P, P', P*',... les composantes tangentielles de ces forces prises avec leurs signes. La somme algébrique des travaut élémentaires des forces sera (§107)
PXMM'+P'XMM'+P"XMBI'+...,
ou bien
(P-4-P'+P''...)xMM'.
Mais la somme algébrique P -h P'-f-P -h... des projections des forces F, F', F',... sur la direction MM\ est égale en grandeur et en signe à la projection de leur résultante R; le produit obtenu est donc égal au produit de la composante tangcntielle de la force R, prise avec son signe, par le déplacement MM', c'est-à-dire au travail élémentaire de la force R.
112. On démontrerait d'une manière analogue que, n Von décompose, d'une manière quelconque. Vêlement MM' de chemin décrit en plusieurs éléments composants j le travail élémentaire iune force R est la somme algébrique des travaux élémentaires
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de cette force correspondants à chacun de ces déplacements^ considéré seul.
Cette proposition rentre même dans la prëcédente, car celleci n*est autre chose qu*un théorème de géométrie pure ; or rien n'empêche de prendre la droite finie qui représente la force pour le déplacement imprimé au point mobile, et la droite finie MM' pour représenter la force. La proposition précédente devient alors applicablCi et la nouvelle proposition s'en déduit en restituant aux divers facteurs leur véritable signification.
113. Plus généralement, si Ton décompose la force R, qui sollicite le point matériel, en un certain nombre de compo* santés, F, F', F'',... et le chemin élémentaire décrit, MM\ en un certain nombre de chemins composants, ck, ds\ rf^,.-9 1^ travail élémentaire de la force R est la somme algébrique de tous les travaux élémentaires que Ton obtient en combinant successivement chacune des forces F, F', F",..,, avec chacun des chemins composants ds^ ds% d^,...
Supposons que le point mobile M soit rapporté à trois axes rectangulaires fixes OX, OY, OZ.
Décomposons la force R qui lui est appliquée, en trois composantes, X', Y', 1\ parallèles aux axes. Soit MM' le déplacement infiniment petit imprimé au point ; décomposons-le de môme en trois déplacements parallèles aux axes, Mn, nm, niM'. Le travail élémentaire de la force R pourra s'obtenir en considérant successivement les neuf combinaisons suivantes :
X' et Mn, V et Mil.
Z' %t Hn,
X' et nm^ Y' et wm, V et nm,
X' et mM'.
r et mM', V et mM',
Fig. 104.
et en faisant la somme algébrique des travaux correspondants. Mais le déplacement Mn est perpendiculaire à la fois aux forces Y'etZ'; le déplacement nm est perpendiculaire aux forces X' et Z' ; enfin le déplacement mM' est perpendiculaire aux forces X'et Y'. Les
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travaux correspondants sont donc nuis, et des neuf combinaisons indiquées, six peuvent être supprimées. On n*a plus à considérer que les trois combinaisons
X' et îln, Y' et nm, V et mM', •
pour chacune desquelles la direction du déplacement coïncide, dans un sens ou dans l'autre, avec la direction de la force. Représentons Mn par dx, mti par dy, et mM' par à%^ ces quantités étant prises d'ailleurs avec les signes + ou — , suivant les conventions ordinaires. Le travail élémentaire de X' sera X'dx, le travail de Y', Y'dy, et le travail de 1\ l'd%. Le travail de R sera donc égal à la somme algébrique
Vdx+rdy+Vds,
expression où chaque facteur X', Y', Z', f/x, dj/, dzy porte son signe avec lui.
Le travail élémentaire de la force R, pour un déplacement MM' dont les composantes sont dXy dy et dz^ est nul si la direction de R est normale à l'élément MM'. On a alors
Vdx-hVdy-hl'dz^O;
cette équation indique donc que la direction définie par les projections X', Y', Z' sur les trois axes, et la direction définie par les projections dx, dy et d%^ sur les mêmes axes, sont rectangulaires; ce que nous avions déjà reconnu d'une autre manière (§80).
114. Supposons que le point M fasse partie d'un système invariable auquel on imprime un déplacement angulaire infiniment petit autour d'un axe AB. Dans ce mouvement, le point M décrit autour de l'axe un élément de circonférence MM', qui a pour centre le point C, projection du point H sur l'axe, et qui est situé dans un plan perpendiculaire à cet axe. Décomposons la force F, appliquée au point M, en deux forces, l'une Q, nor- '^'* *^
maie à ce plan, Fautre P, située dans ce plan. Le travail de la
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force F est égal à la somme des travaux de ses composantes P et Q ; mais la force Q, qui est normale à l'élément de chemin décrit MM', a un travail nul. Le travail de la force F est donc égal au travail de la force P; projetons (fig. 106) le V point M' en m sur la direction de HP : le
\ travail élémentaire cherché sera égal
r==^^^:z::::™r^.^^"^ au produit P x Mm. X^^."""''/^ Du point C abaissons sur la direc-
^' ^ tion de MP une perpendiculaire CE. Les
"^- '^- triangles CEM, MmM', qui ont leurs
côtés respectivement perpendiculaires chacun à chacun, sont semblables et donnent la proportion
Donc
Mm_MM'
TSE"" CM
PxMm = PxCExï|'.
P X CE est le produit de la projection P de la force F sur un
pian normal à l'axe de rotation, par la distance de la force P
ou de la force F à Taxe; c'est donc le moment de la force F
MM' par rapport à Taxe AB (§41). Le rapport -jx: est la mesure de
l'angle M'CM, décrit par le système invariable ; c'est, en d'autres termes, le déplacement angulaire du système. On a donc ce théorème :
Le travail élémentaire d'une force appliquée en un point d'un corps solide auquel on imprime un mouvement infiniment petit de rotation autour d*un axe, est égal au produit du moment de la force par rapport à cet axe^ par le déplacement angulcnre du corps.
Ce théorème est général, moyennant qu'on donne les signes convenus au moment de la force et au déplacement angulaire.
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THÉORÈME DU TRAVAIL VIRTUEL POUR UN POINT MATÉRIEL UiaQUE.
il5. Soit M un point matériel libre dans Tespace, et sollicité par des forces F, F', F*', ... données en grandeur et en direction.
Si ce point est en équilibre, la somme des travaux élémentaires des forces F, F', F", ... pour un déplacement quelconque MM' du point, sera nulle. Nous savons en effet que la somme des travaux élémentaires de ces forces est égale au travail élémentaire de ia résultante R ; or la résultante R est nulle par hypothèse. Son travail élémentaire est égal à zéro ; il en est donc de même de la somme des travaux des composantes.
Réciproquement, si la somme des travaux élémentaires des forces F, F', F% ... est nulle pour tout déplacement du pointi le point est en équilibre.
En effet, on peut remplacer la somme des travaux élémentaires des composantes F, F', F', ... parle travail élémentaire de leur résultante R; ce travail étant nul, ou bien la force R est nulle, ou bien elle a une direction perpendiculaire à l'élément MM'. Mais il en est ainsi pour tout déplacement du point, et la direction de MM' est arbitraire. La direction de la résultante devrait donc être normale à toutes les lignes qu'on peut mener par le point M, ce qui est impossible. Donc R = 0, et le point est en équilibre.
Traduisons analytiquement ces conditions; nous retrouverons les trois équations d'équilibre posées dans le § 22.
Soient X, T, Z, les composantes de la force F, parallèles à trois axes rectangulaires ;
X', Y', 1\ les composantes de la force F' ;
X", Y', Z', les composantes de la force F', etc.
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Décomposons aussi rëlément MM' = ^ parallèlement aux mêmes axes, et soient Sx, Sy, i%^ ses composantes ^
Le travail élémentaire de la force F sera égal à lix -h Yay + li»; le travail de la force P, à JUx -h Yly -H l'cz; le travail de P, à X*^ 4- Y'Sy 4- Z''8», etc., et la somme des travaux élémentaires de toutes les forces données sera égale à
Cette somme doit être identiquement nulle, quel que soit le déplacement MM', c'est-à-dire quelles que soient les projections &r, Sy, 1%, de ce déplacement sur les trois axes. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que les facteurs de Sx, de tijj de S2, soient séparément nuls, ou bien que
Ce sont les trois équations d'équilibre d'un point matériel libre dans l'espace.
Les quantités Sx, Sy, S2, sont des quantités auxiliaires infiniment petites, qui doivent rester arbitraires dans toute la suite du calcul, et qui disparaissent du résultat définitif.
116. Considérons un point matériel M, assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe. S, et sollicité par des forces données F, F', F*, ....
Nous pouvons regarder ce point comme libre en joignant aux forces données la réaction normale inconnue, N, de la surface. Le point devenu libre pourra recevoir des déplacements dans toutes directions autour de la position M qu'il occupe. Mais, parmi ces déplacements, considérons seulement ceux qui sont compatibles avec les liaisons du points c'est-à-dire ceux qui
' On emploie la caractéristique i pour représenter les déplacements virtuels et leurs projections sur les axes, en réservant la caractéristique d pour les déplacements réels. On verra en dynamique l'utilité de ce changement de notation.
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s'opèrent sur la surface S. Tous ces déplacements sont normaux à la direction de la force N, et, par suite, pour chacun d'eux, le travail élémentaire de cette force est nul.
Il faut et il sufQt, pour que le point M soit en équilibre, que la somme des travaux de toutes les forces qui y sont appliquées, y compris la réaction N, soit nulle pour un déplacement quelconque. Si Ton ne considère que les déplacements compatibles avec les liaisons, le travail de la réaction N étant nul pour chacun d'eux, le travail des forces données, F, F', F", ... est aussi égal à zéro. Et cette condition nécessaire pour l'équilibre est suffisante ; car elle indique que la résultante des forces données F, F', F', ... est normale aux déplacements considérés, c'est-à-dire normale à la surface S. La réaction N sera égale et contraire à la résultante de ces forces.
Les conditions d'équilibre d'un point assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe sont donc comprises dans l'énoncé suivant : // faut et il suffit que la somme des travaux élémentaires de toutes les forces données soit nulle, pour tout déplacement du point langentiel à la surface, c'est-à-dire compatible avec la liaison.
n est facile de reconnaître, en décomposant un déplacement quelconque du point parallèlement à deux axes rectangulaires menés dans le plan tangent, que ces conditions, dont le nombre parait illimité, se réduisent seulement à deux conditions distinctes.
Appelons X, Y, Zles composantes de la résultante des forces données qui sollicitent le point, décomposées parallèlement aux axes, et soit
réquation de la surface S.
Appelons 8x, 8y, i%, les projections sur les axes du déplacement virtuel infiniment petit imprimé au point le long de la surface. La condition d'équilibre sera
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quels que soient les déplacements projelés, Sx, Sy, c2, pourvu qu'ils satisfassent à Tëquation de la surface, c est-à-dire à la relation
Entre ces équations, nous pouvons éliminer Tun des déplacements, i% par exemple, ce qui donnera
Cette équation doit être vraie quels que soient ix et 3y, et, par suite, elle se décompose en deux autres :
On a donc la suite de rapports égaux : A = J. = A
df df dff dx dy d%
Ces conditions nous étaient déjà connues (g 80).
117. Prenons encore un point M assujetti à glisser sans frottement sur une ligne fixe, L. On répétera les mêmes raisonnements, et on arrivera à la même conclusion. La condition nécessaire et suffisante pour réqmlibre est que la S07nme des travaux élémentaires des forces données soit nuUe pour les déplacements compatibles avec la liaisony c'est-à-dire ici, pour un déplacement infiniment petit, donné au point le long de la ligne L.
On exprime par cette condition que les forces données ont une résultante normale à cette ligne; la réaction de la ligne est égale et contraire à la résultante.
Analytiquement , la condition d'équilibre s'exprime par l'équation
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et la condition de compatibilité avec les liaisons, par les équations différentielles
Entre ces trois équations, on pourra éliminer les rs/pporis ^ , r-, et réquation finale sera Téquation cherchée (g 83).
118. Les trois énoncés particuliers que nous venons de donner sont tous compris dans cet énoncé général :
Pour quUm point matériel assujetti à certaines liaisotis soU en équilibre, il faut et il suffit que la somme des travaux élémentaires des forces données qm le sollicitent^ soit égale à zéro pour tout déplacement compatible avec les lùùsons.
Les liaisons dont il est ici question, équivalent à des égalités, et s'expriment analytiquement par des équations ; dire, par exemple, qu'un* point est assujetti à glisser sur une sphère fixe, c'est dire que la distance de ce point au centre de la sphère est constante et égale à son rayon. Nous avons vu qu'il y a des liaisons d'un autre genre; ce sont celles qui équivalent à des inégalités : telle est la condition, pour un point matériel, d'être toujours à l'intérieur d une sphère donnée; on la traduirait analytiquement en exprimant que sa distance au centre de la sphère est au plus égale au rayon. On peut d'ailleurs la réaliser matériellement en reliant le point matériel au centre par un fil inextensible égal au rayon de la sphère. Dans ce cas, ou bien le point est comme libre dans Tintérieur de la sphère, et alors la condition nécessaire et suffisante pour son équilibre est que la somme des travaux des forces données soit égale à zéro pour tous les déplacements qu'on peut lui attribuer; ou bien le point est sur la surface, et son équilibre suppose l'intervention de la tension du fil, laquelle est normale et dirigée vers l'intérieur. Parmi les déplacements virtuels qu'on peut donner au point, les uns sont dirigés le long de la surface : pour
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ceux-là, le travail de la réaction est nul ; les autres sont dirigés en dedans de la surface, et pour ceux-là le travail de la réaction est positif. Le point matériel peut encore être considéré comme libre, pourvu qu'on remplace la surracc par une réaction équivalente. La somme des travaux élémentaires de toutes les forces qui le sollicitent est nulle pour tous les déplacements qu'il peut recevoir. Donc la somme des travaux des forces données est nulle pour les déplacements qui se font le long de la surface, et elle est négative pour les déplacements dirigés vers l'intérieur ; car on doit obtenir zéro en ajoutant à cette somme le travail positif de la réaction qui complète réquilibre.
Ainsi l'équilibre n'exige pas toujours que la somme des travaux élémentaires des forces données soit nulle pour les déplacements compatibles avec les liaisons. Lorsqu'on laisse de côté certaines forces, comme ici la tension du fil, il est possible que la somme des travaux des forces que Ton a prises à part soit différente de zéro' pour certains déplacements; il faut alors et il sufBt que cette somme soit négative. Ce cas particulier ne se présente jamais lorsque les liaisons permettent de changer à la fois le sens de tous les déplacements ; car ce changement de sens entraine un changement du signe des travaux des forces, et par suite la somme des travaux, si elle était négative pour un déplacement particulier, redeviendrait positive pour le déplacement contraire ; l'équilibre ne serait donc plus assuré. Qu'on reprenne l'exemple simple que nous venons de traiter, et Ton reconnaîtra que la somme négative correspond en effet à des déplacements virtuels pour lesquels le changement de sens n'est pas admissible, tandis que la somme nulle correspond à des déplacements qui peuvent s'opérer le long de la surface dans un sens ou en sens opposé.
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APPUCATlOIf DU THÉORÈME DU TRAVAIL VIRTUEL A LA REGHERCnS DES NORMALES A CERTAINES GODRBES.
119. Soient A, B, G, ... des points fixes; considérons un point mobile M, dont les distances MA, MB,MC, ...à ces points fixes soient liées entre elles par une équation donnée. Posons, par exemple, MA= r, MB = i**, MC = r^, ... et soit, entre toutes ces distances, la relation
Cette équation définit en général une surface dans l'espace et une ligne sur le plan. Les coordonnées r, r\ r', ... ne sont pas indépendantes; cardés qu'on donne, dans l'espace, les trois distances MA, MB, MC, la position du point M est déterminée, et les autres distances s'en déduisent.
Sur le plan, deux distances suffisent pour définir la position du point, et les antres en sont des fonctions, qu'il serait facile de déterminer.
Proposons -nous de mener au rig. los
point M la normale au lieu géométrique des positions du point mobile. Pour fixer les idées, nous supposerons que ce lieu soit une surface S, représentée dans l'espace par Tèquation (1 ).
Prenons sur la surface S un point M' infiniment voisin du point M; joignons M'A, M'B, M'C, ..; ces distances seront représentées respectivement par r + dr^r'-^'dr^^r^'hdr^, ..., et les différentielles dr^ dt^, dr"^ ... seront respectivement égales aux projections Ma, Mp, My, ... de Tare MM' sur les directions des rayons MA, MB, MC, ..., afiectées chacune du signe convenable. On aura d'ailleurs, puisque le point M' appartient au lieu géométrique des points M,
V^-hdr, r'-h<ir',r"H-dr"....)=0,
n. ^ Mie. COLLMXOX, iS
RÈGLE
OU bien
Considérons une force appliquée au point M dans la direc-
dF dF
tion MA et égale kj-ile produit ^ dr est le travail de cette
dF force quand le point M passe de M en M'. De même -p dr^ est
dF le travail élémentaire d'une force égale à ^ , appliquée au
point M, et dirigée de M vers B ; chaque terme de l'équation (2) représente ainsi le travail élémentaire d'une force égale à Tune des dérivées partielles de la fonction F, et cette équation, indiquant que la somme des travaux élémentaires de toutes ces forces est nulle, montre en même temps qu'elles se font équilibre sur un point assujetti à la liaison (1). Donc leur résultante est ou nulle, ou normale à la surface S.
On construira donc la résultante des forces -r , -j-,, t^^ ...,
dr dr dr'^
respectivement portées sur les rayons MA, MB, MC, ... ; et «i
le polygone des forces ne se ferme pas de lui-mime j la résultante
qui le fermera sera la direction de la normale cherchée.
Tel est renoncé de la régie connue en géométrie sous le nom de règle de Tschimhausen. Elle s'applique aussi bien aux lignes dans le plan qu'aux surfaces dans l'espace. Elle subsiste encore quand on remplace quelques-uns des points A par des surfaces (par des lignes dans le plan), auxquelles le rayon correspondant, MA, soit assi^yetti à rester normal.
Exemples. — 1* Ellipse.
L'équation bipolaire de l'ellipse rapportée à ses foyers est
La fonction F est ici r H- r' — 2a.
Donc
Prenons donc sur MA = r une longueur arbitraire MG, et
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sur MB =1^ une longueur MD=MC; achevons le losange MCED. La diagonale ME, bissectrice de Tangle AMB, est la normale cherchée.
2* Section eomque rapportée à un foyer B et à tm^ directrice CD.
Soit
L'équatiot) du lieu est Donc
rfF
Sur le rayon MA prenons une longueur arbitraire ME; puis sur le prolongement de MB prenons MF = M£xK; achevons le parallélogramme, et menons la diagonale MG; œ sera la normale cherchée.
Si Ton prend ME = MB, on aura
Nous avons vu en cinématique (§ 85) que la tangente au lieu s'obtenait en joignant le point M au point T, intersection de la directrice avec la perpendiculaire BT élevée au point B sur le rayon MB. L'angle GMT est donc droit,
5"" lieu géométrique représenté par Inéquation
rapporte à deux pôles A et B.
Fig. 110.
df
Prenons sur le prolongement de MA une longueur MC = MB,
ISO
RÈGLE
et sur le côte MB une longueur MD=MBxK=MA; achevons le parallélogramme CMDE. La diagonale ME est la normale au lieu des points M.
On remarquera que le triangle HDE aTangle MDE = AMB, que le côté DE = MC = MB, qu'enfin DH=ÂM.
Ce triangle est donc égal au triangle AME, et rangle EMD est égal à Tangle MAB. 11 en résulte que les deux triangles OHA, 0MB, sont semblables, car ils ont un angle commun 0, et 1 angle BMO égal à MAO. On a donc la série de rapports égaux :
0B_ÎIB_1 M0"'îrÂ""K'
|IO_MB_i A0""MA""K*
ng. 111.
Donc
équation qui montre que le point 0 est fixe sur la direction ABy et que, par suite, le lieu des points M est une circonférence (I, ê 8*)-
4* lieu géométrique des points M tels, qu'en faisant MA=r, MB=rS et appelant fy /", h des quantités constantes, on ait
On peut simplifier cette équation
en rapportant les distances du
point M à des circonférences fixes
décrites autour des pâles A et B
Fig. iiî. comme centres.
Chassons les dénominateurs, puis divisons par h:
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Ajoutant de part et d'autre ^ • il vient
Des points A et B, comme centres* avec des rayons
AC = ~ , BD = 'n t décrivons des cercles qui coupent en G et D
les rayons vecteurs; Tëquation du lieu sera
MCxllD=^ = ACxBD,
00 bien
en appelant p et p' les dislances du point M aux circonférences AG, BD.
Appliquant la règle de Tschimhausen à cette nouvelle équation, on aura
On prendra donc sur MA une longueur ME=MD, et sur MB une longueur MF=MC, et construisant le parallélogramme sur ces deux longueurs, on aura la normale MN.
AFPUCATIOIf DU THÉORÈME DU TRAVAIL VIRTDEL A LA RfeOLUTlOM DE CERTAINES QUESTIONS DE MINIMUM.
420. Soient (fig. H5) A et B deux points fixes, et CD une droite qui les laisse de dilTérents côtés de sa direction. La figure est supposée plane.
On propose de trouver sur la droite CD un point M tel qu'enjoignant HA, MB, la somme
MAXa + MBxfr
soit minimum, a et b étant des nombres donnés. Supposons le problème résolu et soit M le point cherché.
18^ APPLICATIONS AUX PROBLÈHES
Prenons un point H' infiniment voisin du point M. La fonction MA x-a + MB xb passant par un minimum au point M, la différence
[M'Axa+M'Bx6]-[IIAxa + MBx61
est un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Nous pourrons donc poser, en négligeant les infiniment petits du second ordre et des ordres plus élevés,
{M'A-.MÀ)XaH-{M'B — MBjX^-O.
Projetons le point M' en a sur le rayon MA et en ^ sur le rayon MB; nous aurons, avec la même approximation,
M'A — HAs=A«— MA=— Ha,
M'B— MB » 6^- VB= + M|3.
La condition du minimum s*exp**'me donc par Téquation
Sous cette forme, on reconnaît qu'elle exprime l'équilibre de deux forces égales respectivement à a et à b, appliquées à un point M assujetti à glisser sans frottement sur la ligne CD, et dirigées l'une suivant MA, l'autre suivant MB; car axMa est le travail élémentaire de la force a, et — frxM^ est le travail élémentaire de la force b. L'équilibre existant, la résultante des forces a et A est normale à la droite CD (§ 117). Telle est la condition géométrique du minimum.
Au point M menons la normale NN^ à la droite CD, et soient f et / les angles AMN, BHM' formés par les rayons MA, BOB avec les parties MN et MN' de la normale. L'équilibre des forces a et b pourra s'exprimer par l'équation
car cette équation montre que les forces a et b se détruisent en projection sur la droite CD ; leur résultante se réduit donc à la différence, a cos f — ft cos f\ de leurs composantes normales.
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La condition du minimum s'exprime ainsi par Tëquation
siny' a
sin^ ""6*
Pour déterminer la position du point M, projetons A et B en A' et B\ sur la droite CD, et faisons AA'=:m, BB' = n, B'A'=p, quantités connues. Posons de plus B'U^zx; on en déduit MA'=p — âs. On a d'ailleurs
^ MA ^jp_;c)t^.«t
8in^'= *
L'équation dont on devra tirer x est donc
Elle est du quatrième degré , mais elle a nécessairement une racine réelle et une seule, comprise entre 0 et p : c'est celle qui répond à la question.
On remarquera l'analogie du résultat obtenu avec les lois de la réfraction de la lumière : l'équation
exprime la constance du rapport entre le sinus de Vangle de réfraction et le sinus de Y angle d^inddence^ pour un rayon lumineux qui irait du point A au point B en traversant deux milieux difTérents, séparés par la surface CD. La signification de ce rapport est d'ailleurs différente, suivant qu'on adopte la théorie de Newton, ou celle de Huygens et de Fresnel.
Nous retrouverons l'application du même principe dans la dynamique du point, dans l'équilibre des lignes funiculaires, etc.
121. Nous allons démontrer qu'inversement le problème de réqtiUtbre d^un point unique^ assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe^ ou sur une courbe fixe^ peut se ramener, en
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général^ à la solution (Tun problème de minimum ou de maximum.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un point glissant sur une surface.
Les équations d'équilibre sont, en appelant X, T, Z, les sommes des composantes des forces qu'on suppose exprimées en fonction des coordonnées Xy y, % du point mobile, et en représentant par F=0 l'équation de la surface donnée,
F = 0 et X^a:4-Y*y + Z53 = 0.
Si Xîx + Yîj + Z8» est la différentielle exacte d'une fonction 9 de Xj y y Zy ou si la multiplication par un facteur convenable rend cette fonction une différentielle exacte, la condition d'équilibre exprime qu'au point cherché l'intégrale de cette différentielle est maximum ou minimum, sauf certains cas exceptionnels.
Lorsque X&r-h Yît/ + ZS« n'est pas une différentielle exacte, et ne peut le devenir par la multiplication, on peut remplacer dans cette fonction % et Iz par leurs valeurs en x, y, to, 8t/, déduites de l'équation F^Ô; la condition d'équilibre est alors ramenée à une équation de la forme X^îo; -h Y^îy =0, qui ne contient plus que deux variables, et qu'on peut toujours intégrer en la multipliant par un facteur convenablement choisi. La condition d'équilibre revient donc encore à exprimer qu'une certaine fonction 9 des variables x et y est, sauf exceptions, minimum ou maximum au point cherché.
Quand le point est assujetti à glisser sur une courbe, il peut se faire encore que X&c-f-Y^y + ZS^ soit une différentielle exacte, ou le devienne quand on la multiplie par un facteur X; et alors la fonction 9 = /X(Xîx-f-YSi/-hZ&s) passe généralement par un maximum ou un minimum pour la position d'équilibre. S'il en est autrement, on pourra toujours^ au moyen des deux équations de la courbe, F=0, ¥^=:0j exprimer y et 2 en fonction de a;, et ramener la fonction \ix -h Y8y H- Ziz à ne contenir qu'une seule variable x. La quadrature pourra alors s'effectuer, et la fonction ainsi obtenue
DE MAXIMUM OU DE MINIMUM
passera généralement, lorsque le point sera dans sa position d'équilibre, par un maximum ou un minimum.
i22. Exemple. — Équilibre (Tun point matériel M, assujetti à glisser sans frottement sur la surface ellips&idale définie par Péquation
et attiré vers le centre 0 de cette surface.
La force qui sollicite le point M étant dirigée vers le point 0, nous pourrons représenter ses composantes par les produits
Y = Vy,
V désignant une fonction quelconque àe x^ de y et de %. L'équation d'équilibre sera
Le premier membre n'est pas intégrable, sauf le cas où
V est une fonction de x* +{/*-+-«*, ou de la distance MO. S'il en est autrement, on rend la foncr iion intégrable en la multipliant par
^ ; elle devient alors xix +yiy-hziZj
qui est la différentielle exacte de
^(«•H-y* + «*). On en conclut que
les positions d'équilibre du point M correspondent aux maxima et aux minima de la fonction x*+ y*même, de la distance OM.
Le calcul direct fait connaître ces positions. Éliminons iz entre les équations
yxix + yy9y + yzSz=zO
et
Flg. 114.
■«*, ou, ce qui revient au
ÉQUILIBRE DU POINT
Il vient en multipliant la première par -;, la seconde par Yx, et en retranchant
Les équations d'équilibre sont donc
'•■(3-p)=»auxquelles on peut joindre
On y satisfait en posant soit V = 0, solution qui doit être écartée, puisqu'elle annule la force; soit deux quelconques des trois équations
«==0, y = 0, «ssO,
ce qui définit les sommets de la surface, points pour lesquels le rayon OM est perpendiculaire à Tellipsoide, et devient généralement maximum ou minimum. On peut observer que le sommet de Taxe moyen n'est, dans ce cas, ni un maximum ni un minimum.
Dans le cas particulier de Tellipsoîde de révolution, si Ton a a:=& par exemple, les équations d'équilibre sont satisfaites, soit par 2=0, ce qui donne tous les points de Péquateur AB, soit par x=0, y = 0, ce qui donne les pôles, C,de la surface.
Enfin, si a=6=c, l'ellipsoïde devient une sphère, et tousses points sont pour le point M une position d'équilibre. En même temps la distance OM reste constante.
CHAPITRE II
THÉORtHE DU TRAVAIL VIRTUEL POUR UN SYSTÈHE MATÉRIEL
TRÀYAUX ÉLÊ3IEKTAIRES DE DEUX FORCES MUTUELLES.
123. Il est nécessaire, pour étendre à un système dépeints matériels le théorème du travail virtuel, qui n'est encore démontré que pour un point isolé, de déterminer la somme des travaux élémentaires de deux forces mutuelles, Fet F^ égales et contraires, sollicitant deux points matériels A et B. Nous supposerons d*abord que ces forces soient attractives. Donnons au point A un déplacemc^nt infiniment petit AA', et en même temps au point B, un déplacement infiniment petit BB'. Projetons les points A' et B' en a et fr, sur la droite AB. Le travail de la force F, appliquée au point A, est égal au produit FxAa; le travail de la force F^ appliquée au point B, est de même F xBfr, et dans l'état de la figure, ces deux travaux sont positifs ; leur somme algébrique est donc égale à FxiAa-+-Bfc), oubienàFx(AB — a6).
Mais les déplacements AA', BB' étant infiniment petits, la droite A'B' fait un angle infiniment petit avec la droite AB, et par suite (I, g 61) on a, à moins d'un infiniment petit du second ordre, A'B'= ab ; en définitive, le travail Fx(AB— ab) est aussi égal à Fx(AB — A'B')» c'est-à-dire au produit de la force mutuelle qui tend à rapprocher les deux points A et B, par la diminution de leur distance.
TRAVAUX ÉLÉMENTAIRES
Ce résultat est général, pourvu que l'on tienne compte des signes. Si F est la force mutuelle qui agit sur les deux points A et B, r leur distance AB, et r'^iir + dry ce que devient la distancer après les déplacements virtuels imprimés aux points A et B, le travail élémentaire des deux forces F a pour expression générale
Fx(r'-r) = Frfr.
pow'vu qu on prenne les forces F positivement si elles sont répulsives^ et négativement si elles sont attractives. Grâce à cette convention, on pourra dire que le travail des deux forces F est égal au produit de leur valeur commune par la variation dr, subie par la distance de leurs points d'application.
Si les déplacements virtuels imprimés aux points A et B laissent sans altération la distance de ces deux points, dr étant alors égal à zéro, le travail des forces mutuelles est nul.
124. On ne change pas le travail d'une force F, appliquée à un point A, en supposant que cette force soit appliquée en un autre point B, pris sur sa direction, et invariablement lié au premier. En effet, appliquons au point B deux forces égales et contraires F' et F', toutes deux égales à la force F, et agissant dans la direction de la droite AB. Cette addition de deux forces égales et contraires, appliquées en un même point B, ne change rien à la somme des travaux élémentaires de toutes les forces données ; car, quel que soit le déplacement inflniment petit qu'on imprime au point B, le travail correspondant de Tune des forces, F% est égal en valeur absolue, et de signe contraire, au travail de l'autre force F". L'ensemble des forces F, F', F* donne donc une somme de travaux égale au travail de la force F prise seule. Mais les forces F et P prises ensemble ont, en vertu du théorème précédent, un travail égal au produit de la force F par la variation de la distance AB, et, comme nous supposons cette dislance cbn-
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stante, la somme des travaux de œs deux forces est nulle; il reste donc le travail de la force F\ égal au travail de la force F.
125. Le travail élémentaire de deux forces parallèles F et F\ appliquées à deux points A et B, invariablement réunis Tun à l'autre, est égal au travail de leur résultante R.
En effet, la distance AB restant conslantCt la somme des travaax des forces F et F' n'est pas altérée quand on introduit deux nouvelles forces fel fj égales et contraires, et agissant dans la direction ÂB* Les deux forces f et F se composent en une seule force 6, dont le travail est la somme des travaux des deux composantes (g 111) ; de même, le travail de la force 6' est la somme des travaux de ses composantes F' et f. On ne change pas les travaux des forces G et G' en les supposant transportées au point H, qui appartient à la fois à leurs deux directions, et qu'on peut supposer relié invariablement au système des points A et B (g 124) ; les forces G et G\ transportées en H, se composent e^
en une seule force R, qui est la résul- Fig. ut-
tante des forces F et F', et dont le travail est la somme des travaux des composantes; enfin, on n'altère pas ce travail en transportant la force R du point H au point I. En résumé, le travail de la force R est la somme algébrique des travaux des forces F, f, F', f , c'est-à-dire la somme algébrique des forces F et F', puisque les travaux felf se détruisent (§123).
THÉORÈUE DU TRAVAIL VIRTUEL POUR UN SYSTÈME SOUDE INVARIABLE
126. Nous pouvons toujours supposer, en remplaçant les liaisons par des forces qui en tiennent lieu, que le système solide est entièrement libre dans l'espace.
On peut ramener (g 61) à deux forces, F et ¥\ le système des forces données qui sont appliquées aux divers points du système. Dans toutes les opérations que l'on fait pour arriver à cette réduction, oa compose ou l'on décompose les forces
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d'après la règle du parallélogramme, on les transporte suivant leur direction en des points invariablement réunis aux points d'application primitifs, on les compose on on les décompose par la règle des forces parallèles ; or toutes ces opérations, faites sur un corps solide, conservent sans altération la somme des travaux élémentaires; de sorte que la somme des travaux des forces F et F' est ^le à la somme des travaux des forces données.
PourTéquilibre du système, il faut et il suffit (g 85) que les deux forces F et F' soient égales, contraires, et dirigées suivant une seule et même droite. Prenons donc deux points quelconques A et B, Tun sur la direction de la force F, l'autre sur la direction de la force F'; on pourra regarder F et F' comme appliquées respectivement en A et en B, et la droite AB sera la direction commune de ces deux forces F et F\ qui doivent en outre être égales et agir en sens opposés. La somme des travaux des forces F et F' est égale à zéro, puisqu'elles sont égales, opposées, qu'elles agissent suivant la même droite, et que la distance AB de leurs points d'application reste invariable. Par conséquent la somme algébrique des travaux virtuels de toutes les forces^ pour un déplacement quelconque du système matéiiel^ est égale à zéro si le système est en équilibre.
Réciproquement , le système matériel est en équilibre si la somme des travaux ffirtuets de toutes les forces qui y sont appliquées est nulle pow tout déplacement injiniment petit qu'on lui communique.
En elTet, réduisons les forces données à deux forces F et P, que nous pouvons supposer appliquées, l'une au point A, l'autre au point B; la somme des travaux des forces F et F' sera égale à la somme des travaux des forces données; elle est donc nulle par hypo- Fig. 118. thèse pour un déplacement quelconque
imprimé au solide. Considérons les déplacements qu'on peut communiquer au solide en le faisant tourner autour du point
POUR UN SYSTÈME INVARIABLE
A devenu fixe; le point B est assujetti dans ces mouvements à rester à la surface d'une sphère donl le centre est en A, et dont le rayon est AB. Le travail de la force F est nul pour tous ces déplacements, puisque le point A reste fixe; le travail de la force P est donc aussi nul, et par conséquent la force F' est normale aux chemins décrits par le point B, c'est-àdire normale à la sphère sur laquelle ce point se déplace ; la direction de la force F' coïncide donc avec la direction AB du rayon de cette sphère. Ou prouverait de même, en considérant des déplacements sphériques autour du point B, que la force F agit suivant la direction AB* Donc les deux forces F et P sont appliquées suivant une seule et même direction. Considérons en troisième lieu un déplacement parallèle à cette direction commune ; la somme algébrique des travaux des forces F et F' sera égale au produit de leur somme algébrique F+F' par ce déplacement; elle est nulle par hypothèse, et par suite F -h F' =0, ce qui nous montre que les forces F et F' sont égales en valeur absolue, et dirigées en sens contraires. Le système des forces appliquées au corps solide se réduit donc à deux forces égales, opposées et appliquées suivant la même droite^ et par suite (g 85) le solide est en équilibre,
ÉQUATIONS d'équilibre d'uN STSTÈHE INVARIABLE.
127. Les équations d'équilibre posées (g 76) ne sont que des applications du théorème qui vient d'être établi.
Premier cas. — Considérons un solide libre dans l'espace et sollicité par certaines forces : appliquons à ce système le théorème du travail virtuel.
Imprimons d'abord au solide une translation infiniment petite parallèle à une droite quelconque AB, et soit e la longueur du déplacement, qui est la même pour tous les points. Pour trouver le travail des forces appliquées au corps, 0 sufGra de les projeter sur la direction du chemin décrit (g 106), ou, ce qui revient au même, sur la droite AB; on
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donnera aux projections les signes convenables, puis, on multipliera les projections par le chemin s, et on fera la somme. Le résultat sera égal au produit de e par la somme algébrique des projections des forces sur la droite AB;
Me
le théorème du travail virtuel nous
^rd
apprend donc que lorsqu'un système ^' solide est en équilibre^ ta somme algé-
brique des projections des forces sur une droite AB quelconque est égale à zéro.
Faisons ensuite tourner d'un angle infiniment petit a le système solide autour d'une droite PQ ; le travail de chaque force correspondant è ce déplacement s'obtiendra (g 103) en multipliant par a le moment de la force par rapport à l'axe PQ ; la somme des tra-
^_ vaux élémentaires sera donc égale au produit
'^^'■"'- — i* par a de la somme algébrique des moments; or elle doit être nulle quel que soit a, en vertu du théorème. Donc lorsqu'un système solide est Fig. 120. en équilibre^ la somme algébrique des moments des forces par rapport à une droite quelconque est égale à zàro.
II reste à montrer que ces conditions, qui paraissent en nombre infini, se réduisent à six conditions distinctest
Imprimons au système solide un déplacement arbitraire infiniment petit; nous savons (I, g 158) que tout déplacement élémentaire d'un système invariable est décomposable en deux mouvements élémentaires, savoir une translation et une rotation autour d'un axe, et qu'on peut regarder cet axe comme passant par un point quelconque du système, en disposant de la translation en conséquence. La translation peut ensuite être décomposée en trois translations, et la rotation en trois rotations distinctes, en appliquant à chacun de ces mouvements la règle du parallélépipède. Cela étant, par un point 0 pris arbitrairement dans l'espace, menons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ; décomposons le déplacement élémentaire imprimé au solide en une rotation infiniment petite
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autour d*un axe OA, passant par le point 0, rotation qui peut être représentée par la droite OA, et en une translation infiniment petite représentée en grandeur et en direction par une autre droite, OB. Puis décomposons suivant les trois axes les deux droites OA et OB ; appelons p, 9, r les trois composantes de la rotation OA, et Ç, yj, i; les trois composantes de la translation OB. Pour trouver le travail d'une force ' (g 113) on peut décomposer comme on voudra celle force et le chemin décrit par son point d'application. Le chemin décrit par un point quelconque M du corps est la résultante des trois déplacements Ç, iq, C, parallèles aux axes, déplacements dus à la translation et communs à tous les points du solide, et des trois rotations, p, 9, r, du solide autour des mêmes axes.
Décomposons de même en trois composantes X, Y, Z les forces appliquées aux divers points M. 11 restera à associer chacune des composantes à chacun des déplacements, puis à faire la somme des produits résultants.
Relativement au déplacement Ç, les forces T et Z, perpendiculaires à ce déplacement, ne donnent rien, et le travail se réduit à XÇ; la somme des travaux sera donc exprimée par
Pig. 121.
XiÇ+XjS+XjÇ.
.+XIIÇ.
ou bien par
somme étendue à toutes les composantes parallèles à Taxe OX.
De même, le déplacement t) donnera une somme de u*avaux égale à
et le déplacement ( une somme égale à
u. ^ %ic, couiaioM.
ÉQUATIONS
Les déplacements angulaires p. o« r donnent lieu chacun à une somme de travaux égale à la somme des produits par p, 9,r des moments des forces par rapport aux axes (g 114). Appelons
L|, L|, w Lm, H|, M^i . . . JUf N|, Nf, ... Nn,
les moments des forces données par rapport aux trois axes; les sommes des travaux correspondants seront :
(Mi+Mj-h ... -+-M„)Xg = g5:M,
(NiH-Nj H- . . . 4- N») X r = rSN.
Réunissant toutes ces sommes par voie d'addition algébrique, il vient, pour le total des travaux correspondants au déplacement considéré,
ç2X+n2Y-+- ÇlZ+/?2L + 92M-f »'2N=0,
somme que nous égalons à zéro, pour exprimer les conditions d'équilibre. Hais le déplacement considéré est tout à fait arbitraire; par conséquent nous pouvons attribuer aux coefficients Ç, tj, Ç, p, q, r telles valeurs que nous voulons, et pour que l'équation résultante soit toujours satisfaite, quelles que soient les valeurs qu'on substitue aux arbitraires, il faut et il suffit que les facteurs qui multiplient ces arbitraires soient séparément nuls, c'est-à-dire qu'on ait les six équations :
2X = 0, 2L = 0, 2Yr=0, 211 = 0, 2Z = 0, 2N = 0.
Ce sont les équations que nous avions trouvées au g 87 en suivant une marche différente.
Deuxième cas. — Le corps solide a un point fixe
Imprimons au solide un déplacement infiniment petit compatible avec les liaisons; ce déplacement consistera (I, g 151)
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en une rotation inCniment petite autour d*une droite OA passant par le point 0 ; la somme des travaux des tbrces sera égale à la somme algébrique de leurs moments par rapport à raxeOA, multipliée par le déplacement angulaire du corps ; le théorème du travail virtuel montre donc que la somme algébrique des moments des forces extérieures^ par rapport à toute droite passant par le point 0, est égale à zéro.
Si l'on imprimait au corps un déplacement virtuel non compatible avec les liaisons, par exemple une rotation infiniment petite autour d'un axe ne passant pas par le point 0, on obtiendrait un théorème analogue, mais il faudrait comprendre dans renoncé de ce théorème le moment de la réaction du point fixe. L'adoption de déplacements compatibles avec les liaisons a en général pour objet d'éliminer les réactions inconnues.
Par le point 0 menons trois axes rectangulaires, et décomposons la rotation autour de OA en trois rotations autour de chacun des axes. La somme des travaux élémentaires des forces sera égale à la somme algébrique des produits obtenus en multipliant respectivement les sommes des moments pris par rapport aux axes, par les déplacements angulaires correspondants; égalant à zéro la somme résultante, on aura l'équation générale de réquilibre, équation qui se décomposera en trois autres, en tenant compte de l'indétermination des arbitraires» En résumé, on retrouvera les trois équations d'équilibre (g 88), exprimant que les soihmes des moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires sont séparément nulles.
129. Troisième cas. — Le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe. Le seul déplacement compatible avec les liaisons sera une rotation infiniment petite autour de l'axe ^ la somme des travaux des forces extérieures sera donc égale à la somme algébrique des moments de ces forces par rapport à l'axe, multipliée par lé déplacement angulaire, et l'application du théorème conduit ainsi à égaler à zéro la somme des moments des forces par rapport à Taxe de rotation (g 89).
Ici encore, le choix du déplacement virtuel a pour consô-
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quence d'éliminer les réactions inconnues , c'est-à-dire les forces tenant lieu des liaisons.
130. Quatrième cas. — Le corps solide est assujetti à glisser sans frottement sur un plan fixe.
1^ Si le contact du corps et du plan est établi par un point unique, les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons pourront consister en une translation parallèle au plan et en une rotation autour d'un axe mené par le point. Ces mouvements sont décomposables, le premier en deux translations parallèles à deux axes rectangulaires tracés dans le plan fixe par le point de contact, le second en trois rotations, dont deux autour de ces deux mêmes axes, et la troisième autour de la normale au plan. Les conditions d'équilibre sont donc au nombre de cinq, savoir : deux équations exprimant que la somme algébrique des forces projetées sur chacun des axes tracés dans le plan est nulle; et trois équations exprimant que la somme algébrique des moments par rapport à chacun des trois axes est aussi nulle (| 91, 1«).
Le corps peut être simplement posé sur le plan; on pourra admettre comme compatible avec les liaisons un déplacement parallèle à la normale au plan, mais dirigé dans un sens particulier. A ce déplacement correspond un travail positif de la réaction du plan, et ce travail, ajouté aux travaux des autres forces, doit donner zéro pour somme. On doit donc joindre une condition aux cinq que nous avons déjà posées : la somme des travaux correspondants à un déplacement du corps parallèle à la normale, dans le sens où ce déplacement est admissible, doit être négative; en d'autres termes la somme des projections sur la normale des forces extérieures qui tendent à appuyer le corps contre le plan, doit être plus grande en valeur absolue que la somme des projections contraires.
^ Si le contact est établi par deux points, il n'y aura plus lieu de considérer que trois déplacements distincts, savoir : deux translations parallèles respectivement à deux axes rectangulaires tracés dans le plan, et deux rotations, Tune au-
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tour delà droite menée par les deux points de contact, l'autre autour de la normale au plan. De là quatre conditions d'équilibre : deux relatives aux sommes algébriques des forces projetées sur les deux axes, et deux relatives à la somme des moments par rapport è la normale et à la droite qui joint les points d'appui. Ces quatre sommes devront être nulles pour l'équilibre (g 91, 2').
Si le corps est posé sur le plan, on pourra admettre tous les déplacements qui détachent le corps de son plan d'appui; à ces déplacements correspondront des travaux positifs des réac* lions normales, et par suite la somme des travaux des forces données doit être négative. Soient A et B les deux points d'appui. Prenons pour axes dans le plan fixe la droite ÂB et une droite AC, perpendiculaire à AB; puis, pour troisième axe, la normale AD, menée par le point A. Les six déplacements élémentaires distincts auxquels se ramène un déplacement virtuel quelconque, se réduisent à trois translations parallèles à AB, à AC et à AD, et à trois rotations autour des mêmes droites ; les deux premières translations sont possibles dans les deux sens, et la somme ^^^- ^^ des travaux correspondants à chacune d'elles doit par conséquent être égale à zéro. La troisième n'est possible que dans un sens particulier, et la présence du plan l'empêche en sens contraire ; la somme des travaux correspondants doit donc être nulle ou négative. Des trois rotations, celles qui s'efiectuent autour de AB ou de AD sont possibles dans les deux sens : les sommes des moments des forces autour de ces axes sont donc nulles ; tandis que la troisième, autour de AC, n'est possible que dans un sens unique, celui qui détache le corps du plan au point B ; la somme des moments des forces données par rapport à l'axe AC doit donc être négative.
S"! Enfin, s'il y a trois points d'appui non en ligne droite, on imprimera au corps deux translations parallèles au plan, ou une rotation autour d'une normale au plan, ce qui donnera
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trois équations d'équilibre ; déplus, on pourra admettre, si le corps est simplement posé, une translation normale au plan, et des rotations autour de deux axes situés dans le plan, mais avec certaines restrictions : la translation devra s'opérer dans un sens défmi ; les rotations ne pourront s'effectuer que dans un sens particulier, et autour d'axes qui ne traversent pas lepolygone formé en joignant les points d^appui. Car une rotation autour d'un axe qui laisserait les points d'appui de différents cétés de sa direction, tendrait à faire pénétrer le corps dans le plan en certains points, en même temps qu'elle tendrait à l'en détacher en d'autres. Elle serait donc incompatible avec la nature des liaisons. En résumé, les conditions d'équilibre sont les suivantes : la somme des forces projetées sur deux axes rectangulaires tracés dans le plan, et la somme des moments par rapport à une normale au plan, doivent être séparément nulles ; si Ton projette les forces sur la normale, la somme des projections qui tendent è appuyer le corps contre le plan doit être supérieure (en valeur absolue) à la somme des projections qui agissent en sens contraire; et si l'on prend les moments des forces par rapport à deux axes rectangulaires laissant chacun les points d'appui d'un même côté de leur direction, la somme des moments des forces qui tendent à appuyer le corps contre le plan doit être plus grande en valeur absolue que la somme des moments des forces qui tendent à le faire tourner en sens opposé.
Nous retrouvons ainsi toutes les conditions établies précédemment par la méthode de la composition des forces.
THÉORÈME DU TRAVAIL VmTUEL POUR UN SYSTÈME MATÉRIEL QLELCOKQUE.
131. Un système matériel peut toujours être considéré comme formé de points matériels libres, sollicités par des forces; nous avons vu (§ 8) que ces forces peuvent être parlagées eu deux grandes classes, savoir : les forces extérieures^
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qui sont dirigées vers des points étrangers au système, et les forces intérieures, forces mutuelles qui s'exercent d'un point du syslème à un autre point. Les liaisons, quelles qu'elles soient, peuvent être remplacées par des forces équivalentes, et ces forces se partagent entre les deux classes que nous venons d'indiquer ; les unes sont des forces extérieures, telles que les réactions d'un point fixe, d'un axe fixe, d'une surface fixe,...; les autres, des forces intérieures mutuelles, telles que la tension d'un fil ou d'une barre réunissant deux points du système l'un à l'autre. Si nous remplaçons les liaisons par des forces équivalentes, les points matériels qui forment le système pourront être considérés comme libres, et le théorème du travail virtuel s'appliquera à l'équilibre de chacun d'eux. Quelque déplacement infiniment petit qu'on imprime à chaque point, la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui sollicitent ce point en particulier sera nulle, puisqu'il est en équilibre , et , par suite, la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui sont appliquées au système, forces extérieures, forces intérieures, forces tenant lieu des liaisons, est aussi égale à zéro. Réciproquement, si la somme des travaux virtuels des forces est nulle pour fout déplacement du système, Téquilibre a lieu. Car les points étant tous libres et indépendants les uns des autres, prenons pour déplacement virtuel le déplacement d'un point en particulier, et laissons fixes tous les autres points. La somme des travaux virtuels de toutes les forces se réduira à la softime des travaux des forces appliquées à ce point ; cette somme étant nulle, le point est en équilibre (g 115). Le même raisonnement peut être fait pour un point quelconque : par conséquent, l'équilibre de toutes les parties du système est assuré si les conditions énoncées dans le théorème sont satisfaites.
152. Le théorème ainsi formulé est remarquable par sa généralité, mais il est sans usage dans les applications de la statique, tant qu'on n'en restreint pas Ténoncé par des conditions particulières, car il conduirait simplement à exprimer les con-
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ditions d'équilibre de chaque point en particulier ; la méthode fondée sur l'emploi du théorème du travail virtuel a au contraire pour objet d'éliminer les forces inconnues, et de découvrir les équations de condition qui doivent exister entre les forces données pour qu'il y ait équilibre. On choisit pour cela, parmi tous les déplacements possibles ^ ceux auxquels correspondent des travaux nuls pour les forces inconnues.
Par exemple, veut-on éliminer les forces intérieures et avoir des relations entre les forces extérieures seules? On imprimera au système des déplacements qui laissent invariables les distances mutuelles des divers points matériels. Le travail de deux forces mutuelles, égal au produit de leur valeur commune par la variation, positive ou négative, de la distance de leurs points d*application (§ 123) , est nul si cette distance demeure constante, et par suite, les forces intérieures seront éliminées. Il restera donc seulement le travail des forces extérieures; mais le système peut alors être considéré comme un solide géométrique. On parvient par la considération de ces déplacements aux six équations d'équilibre d'un système solide, dans lesquelles les forces extérieures figurent seules. Nous retombons ainsi sur les théorèmes démontrés au § 93.
133. En général, pour éliminer le travail dû aux forces qui tiennent lieu des liaisons, il sufût d'imprimer au système des déplacements compatibles avec ces liaisons. Nous nous borneronsà vérifier cette règle dans les principaux cas qui peuvent se présenter.
l"" Si le système est assujetti à tourner autour d'un point fixe, ou d'un axe 6xe, la réaction du point ou les réactions de Taxe sont des forces extérieures qui ne produisent aucun travail, tant qu'on imprime au système des déplacements compatibles avec la fixité de Taxe ou du point.
2"^ On peut en dire autant des forces appliquées à un système assujetti à glisser sans frottement sur une surface fixe, sans pouvoir s'en détacher, car la réaction de la surface en chaque point de contact est normale. Nous excluons ici le cas où le
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système serait simplement posé sur la surface et pourrait s'en détacher dans un sens.
S"" Le travail dû à la réaction normale d'une courbe fixe, le long de laquelle le système serait assujetti à glisser, est nul de lui-même. Tout déplacement compatible avec ce genre de liaison n'introduira donc aucun terme contenant la réaction inconnue.
Si la surface ou la courbe directrice exerçait un frottement sur le système, il faudrait au contraire tenir compte du travail correspondant à ce frottement.
V Quand deux points matériels sont réunis Tun à l'autre par une tige de longueur invariable , le travail des actions mutuelles de ces deux points est nul pour tout déplacement commun compatible avec cette liaison.
5^ Enfin, étudions le cas particulier où deux portions du système se touchent par deux surfaces qui glissent l'une sur l'autre sans frottement. La réaction mutuelle des deux surfaces est normale au point de contact. Considérons un déplacement infiniment petit compatible avec ce genre de liaison, c'est-à-dire laissant les deux surfaces tangentes. Les deux surfaces S, S' tangentes en M, se transportent par suite de ce déplacement dans les positions S^, S'^; ^ "'«^Z— ~3^^7"* elles sont encore tangentes en un certain point N : ce point ne coïncide pas en général avec les positions géométriques prises par les deux points matériels appartenant, l'un à la surface S, Tautre à la surface S% qui coïncidaient au point M. De ces deux points, Tun se transporte en M^, l'autre en M\, et par suite la somme des travaux des deux forces égales, B, R\ est exprimée par
Rx(llm' — Mm),
m' et m étant les projections des points M^ et M\ sur la direction commune, RR', des deux forces.
Or les points M^ et M'^ sont situés à des distances infini-
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ment petites du point N par lequel se touchent les deux surfaces; on peut les regarder comme appartenant au plan tangent commun mené aux deux surfaces par ce point ; ce plan fait un angle infiniment petit avec le plan tangent au point M^ . Il diffère infiniment peu d'un plan normal à la droite RR'; par suite, la dislance mm' est un infiniment petit du second ordre, et enfin la différence Mm' — Mm est égale à zéro, aux infiniment petits du second ordre près. La somme des travaux virtuels des forces R et R' est donc égale à zéro, et la proposition est vérifiée.
Si les surfaces S et S' exerçaient un frottement Tune sur l'autre, il n'en serait plus de même, car la réaction muluelle pourrait être oblique aux deux surfaces, et fournir un certain travail.
Dans tous les cas que nous venons d'examiner, on n'aura pas à évaluer le travail virtuel des forces dues aux liaisons, si Ton imprime au système des déplacements qui soient compatibles avec ces liaisons, c'est-à-dire qui les laissent subsister pendant le déplacement.
134. Mais alors la démonstration de la réciproque du théorème général (§ 131) doit être modifiée. Nous avons d'abord établi que lorsqu'un système matériel est en équilibre^ la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui le sollicitent^ pour un déplacement virtuel quelconque, est égale à zéro; cette proposition s'applique aux déplacements compatibles avec les liaisons comme à tous les autres, et nous venons de montrer que pour ceux-là en particulier le travail des forces dues aux liaisons est identiquement nul. Nous avons ensuite démontré la réciproque : si la somme des travaux virtuels des forces est nulle pour tous les déplacements virtuels, le système est en équilibre. Mais, pour cela, nous avons considéré des déplacements affectant un point unique du système, et laissant les autres immobiles. Cette hypothèse suppose les points matériels libres et indépendants, et elle est contradictoire avec l'existence de liaisons que les déplacements imprimés au système doivent laisser subsister. Nous avons donc à démontrer pour ainsi
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dire un nouveau théorème, qu'on peut énoncer comme il suit : Un système à liaisons est en équilibre, lorsque la somme des travaux virtuels des forces^ soit extérieures j soit intérieures^ qui le sollicitent^ est égale à %éro pour tout déplacement compatible avec les liaisons.
La démonstration est facile en employant la réduction à Pabsurde. Supposons que la condition soit remplie, et que le système matériel ne soit point en équilibre. L'équilibre n'existant pas, le système prendra un mouvement bien défini, lequel sera nécessairement compatible avec les liaisons; le premier pas du système dans le mouvement qu'il va prendre peut donc être regardé comme Tun des déplacements virtuels compris dans l'énoncé du théorème, et par suite la somme des travaux des forces est nulle pour ce déplacement particulier. Hais nous pouvons empêcher le mouvement du système en appliquant en ses divers points des forces convenables, dirigées en sens contraire du mouvement qui tend à se produire, n y aura alors équilibre entre les forces primitivement appliquées au système et les nouvelles forces qu'on vient d'y ajouter ; la somme des travaux de toutes ces forces est donc nulle, en vertu de la proposition directe. Or la somme des travaux des forces primitives est nulle par hypothèse. La somme des travaux des nouvelles forces est donc nulle aussi : ce qui est impossible, car chacune de ces forces, agissant en sens contraire du déplacement admis pour son point d'application, a un travail négatif, et la somme de leurs travaux est aussi négative. L'hypothèse du mouvement conduisant ainsi à une contradiction, le système est en équilibre.
USAGE ANALYTIQUE
les coordonnées rectangulaires de n points composant un système à liaisons.
Les liaisons de ce système sont exprimées par k équations
9, [X, y. 3, jC, tf, «', «", y", a", . . .) = 0, lfi(a;, y» s, - . 0 = 0,
9*(ar, y, 3, ) = 0,
contenant les coordonnées des points donnés.
Ces points sont, en outre, soumis chacun à des forces données, que Ton peut décomposer suivant les trois axes; ce qui donne les composantes X, Y, Z pour le point Xy y, 2, les composantes X', Y', Z' pour le point xfy y\ 2', et ainsi de suite.
On demande les conditions d^équilibre.
Le théorème du travail virtuel nous apprend que ces conditions sont toutes contenues dans Téquation générale
(2) lix + XSy + Z^» + VW + y'^y' -H Z'Ja' + V'Saf' + . . . = 0,
quels que soient les déplacements infiniment petits Sx, Sy, 82, ... pourvu qu'ils soient compatibles avec les liaisons, c est-à-dire pourvu qu ils satisfassent aux équations (1).
On exprimera cette condition en différentiant les k équations (1), ce qui donne le groupe (3) :
tS)
Ces k équations contiennent les 3;i variations &r, Sy, Ss, ... ; elles permettent donc d'exprimer k variations en fonction des Zn — k autres, qui restent arbitraires. Substituant dans l'équation (2) les valeurs des k premières variations, on ramènera
DU THÉORÈME DU TRAVAIL VIRTUEL
cette équation à ne contenir que les 5» — k variations restantes, et, comme elles sont arbitraires, on devra égaler séparément à zéro les fonctions qui les multiplient. On obtiendra ainsi 3n — k équations, qui ne contiennent plus rien d'arbitraire, et qui seront les conditions d'équilibre des forces. Jointes aux k équations (1), elles déterminent les 3n coordonnées des points mobiles.
156. La méthode suivante, indiquée par Lagrange, a l'avantage de faire connaître les forces qui tiennent lieu des liaisons, ou, comme on dit, les tensions des liens.
Multiplions la première des équations (5) par une indéterminée Xj, la seconde par une autre indéterminée X,, la troisième par une troisième indéterminée X,,... et ainsi de suite jusqu'à la dernière, qui sera multipliée par Xj^. Ajoutons ensemble l'équation (2), et les k équations (3) ainsi multipliées. La somme nous donnera
On pourra disposer des k arbitraires \9 X,,..., Xj^, de manière à réduire séparément à zéro les coefficients de k variations particulières ; on substituei^ ces valeurs dans les coerficients des 3n — k autres, et on devra les égaler à zéro pour exprimer réquilibre : cela revient à égaler indistinctement à zéro les coefficients des 3n variations dans l'équation (4); on sera conduit ainsi à poser les Zn équations :
Les équations d'équilibre s'obtiendront en tirant de k équa«
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tiens du groupe (5) les yaleurs des k indéterminées X, et en les substituant dans les Zn—k autres équations.
Or il est remarquable que les valeurs des X fassent connaître les réactions des liaisons (1).
En effet, l'équation (4), où les 3n variations ix, Sy,... restent arbitraires, exprime l'équilibre du système donné, dépouillé de toutes liaisons, mai^ soumis aux forces dont les composantes sont respectivement
X-*-ill -t-^) a. -i-^''*i
Cela posé, si l'on supprimait la première des liaisons (1), c'est-à-dire Téquatîon (Pi=0, on aurait à effacer dans le groupé (6) tous les termes contenant les dérivées de la fonction (pp ou tous les termes multipliés par \. L'équilibre du système serait alors détruit, car les composantes agissant sur les points supposés libres ne seraient plus séparément nulles ; mais on rétablirait l'équilibre en appliquant à un point quelconque {Xy y, «) une force dont les composantes X^, ¥„ Z^, soient respectivement égales à
ST
donc cette force X^, Y^ Z^ est la réaction exercée sur le point Xy y, Zy par la liaison <Pi=0. Le même raisonnement s'applique à toutes les liaisons et à tous les points du système^ de sorte qu'on peut dire d'une manière générale :
Une fois les k inconnues X déterminées de manière à satisfaire à k éqiMtions du groupe (5), les trois produits
représentent les trois composantes de la réaction exercée par la liaison 9<=0 sur le point (xj, y^, Zj) dam ta position d'équilibre. On peut observer que cette force est normale à la surface
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Ç< f^i» Hft 2j) = 0, en considérant dans la fonction <pi les coordonnées Xy, yjy % comme variables, et les coordonnées des autres points comme constantes.
APPLICATION A l'ÉQUIUBRE DES MACHINES.
137. Les machines qu'on emploie dans Tindustrie sont en général des systèmes à liaisons complètes (I, g 117). Pour un tel système, il n'y a qu'un déplacement possible dans un sens ou dans le sens opposé. La condition d'équilibre de la machine s'exprimera en égalant à zéro la somme des travaux des forces correspondant à ce déplacement infiniment petit.
Prenons pour exemple une machine composée delà manière suivante :
Une tige AB est destinée à pousser ou à tirer, le long de la droite fixeOA, le point B, extrémité de la bielle BC; le point C, autre extrémité de la bielle, est articulé à la manivelle OC, mobile autour de Farbre tournant 0. Sur cet arbre tournant est montée une roue d'engrenage M ; elle engrène avec un pi-
ng. 124.
gnon m% monté sur l'arbre parallèle 0'; le pignon m' fait corps avec la roue M', qui est centrée sur le même arbre. Celte roue engrène avec le pignon m", monté sur un troisième arbre parallèle 0*. Le tambour K, concentrique au pignon m', est sollicité à sa circonférence par une force tangente R ; son rayon est égal à r. On demande quelle force F il faut appliquer à la lige BA pour tenir la force R en équilibre. Si Ton désigne par t le déplacement infiniment petit du
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point d'application B de la force F, et par e^ le déplacement infiniment petit correspondant du point d'application K de la force R, et si Ton suppose qu'il n'y ait aucun frottement dans les articulations et les engrenages, l'équation d'équilibre sera
Ff — Ri'ssO;
la question est ramenée à un problème de cinématique :
trouver le rapport - des déplacements linéaires simultanés
des points E et B.
Nous pouvons prendre e pour mesure de la vitesse linéaire du point B. La vitesse angulaire de l'arbre 0 sera égale à
^ (I, § 135), I étant le point de rencontre de la bielle CB a\ec
une perpendiculaire 01 sur la droite OB; la vitesse angulaire de l'arbre 0' est à celle de l'arbre 0 dans le rapport inverse des nombres de dents des deux roues M et m'; appelons M et m! ces nombres de dents; la vitesse angulaire de l'arbre (f sera donc
celle de l'arbre 0' sera, par la même raison»
OI^m'^SF'
et par suite la vitesse e' du point E est
on a donc et enfin
M IP r
On remarquera qu'aux points morts 01 est nul, et par suite la force F est infinie; ce qui indique qu'il est impossible de tenir en équilibre une force R tangente ù la roue 0*, en em-
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ployant une force F dirigée suivant la longueur de la bielle, lorsque la manivelle est à Tun des points morts.
Nous avons fait abstraction du frottement. Si Ton devait en tenir compte, il faudrait introduire dans Téquation les travaux des composantes tangentielles aux surfaces qui glissent les unes sur les autres. Mais ces composantes sont inconnues; tout ce qu'on sait, c'est qu'elles sont au plus égales aux produits des réactions normales par le coefficient de frottement (g 99). Elles ne deviennent égales à cette limite supérieure que quand le glissement a effectivement lieu. Mais, même dans ce cas, elles restent encore inconnues, puisqu'elles renferment en facteur les réactions normales, que la méthode du travail virtuel a pour effet d'éliminer. Il faut alors traiter séparément l'équilibre de chaque partie de la machine, ce qui met en évidence, comme forces extérieures, les réactions mutuelles de ces parties. Nous aurons loccasion, dans le livre VI, de résoudre quelques questions de ce genre.
138. Le théorème du travail virtuel est comme un lien qui rattache ensemble les diverses parties de la mécanique. Nous venons de voir qu'il introduit dans la statique des considérations cinématiques qui, au premier abord, paraissent étrangères à la science de l'équilibre, et nous verrons plus tard qu'il peut être regardé comme un corollaire du plus important des théorèmes de la dynamique, le théorème des forces vives.
SIMILITDDE STAnQUE.
139. Considérons un système matériel en équilibre sous l'action de forces données ; imaginons un second système matériel géométriquement semblable au premier. Nous entendons par là que le second système est déduit du premier en amplifiant dans un rapport constant, a, les coordonnées de ses divers points. S'il y a dans le premier système des liaisons exprimables au moyen d'équations, des liaisons semblables existeront pour le second; elles seront exprimées par les mêmes équa-
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tions, dans lesquelles les paramètres linéaires seront multiplies par ce même coefficient a.
Supposons qu on applique au second système, en des poinls homologues, des forces parallèles et proportionnelles aux forces qui sollicitent le premier. L'équilibre aura encore lieu, bien que le rapport, ^, d'amplification des forces soit différent du rapport, a, d'amplification des dimensions linéaires.
Si par exemple le système donné est solide, Téquilibre est assuré par les six équations
2X = 0, ZY = 0, ÏZ = 0, 2(Zy — Y3) = 0, 2(X»-Z«)=0. S(Y«— Xi/) = 0.
Or ces six équations seront encore vérifiées pour le second système, quand on aura remplacé x, y, z par ax, oy, aa, et X, Y,Zpar3X, PY, pZ.
Plus généralement, l'équilibre s'exprime en égalant à zéro une somme de termes de la forme Xlx ; si cette somme s'annule pour certaines valeurs des forces X et des déplacements Sx, elle s'annulera aussi quand les valeurs des forces X seront multipliées par un même nombre p, et quand les valeurs des dimensions linéaires Sx seront multipliées par un môme nombre a.
L'existence de forces de frottement parmi les forces données ne détruit pas la similitude, pourvu que le coeflicient de frottement des parties en contact soit conservé d'un système à l'autre. Le frottement dépend en effet de l'angle que fait la réaction mutuelle avec la normale commune; or cet angle n'est pas altéré quand on multiplie les dimensions linéaires par a, ni quand on multiplie les forces par 0.
Au contraire, la résistance au roulement, s'il y a lieu d'en tenir compte, peut détruire la similitude ; elle dépend en effet, comme nous le verrons plus tard, d'une distance S entre le point de contact géométrique du corps roulant et le point de passage de la réaction mutuelle ; cette distance doit être multipliée comme toutes les autres par a; cela exige en général une modification dans la nature des corps en présence.
CEKTRB INSTANTANÉ DE ROTAnON.
APPUGAnOR DU THÉOBÈMB DU TRAYAIL VIRTUEL A LA CINÉUATIQUE.
140. Nous allons montrer quel parti on peut tirer du théorème du travail virtuel, et plus généralement de la statique, pour démontrer des propositions de cinématique. Ces démonstrations sont toutes fondées sur la propriété d'une surface, ou d'une courbe géométrique, d'exercer une action normale sur un point assujetti à la parcourir.
CBffTRB INSTANTANÉ DE ROTATION D'UNE FIGURE PLANE MOBILE DANS SON PLAN.
141. Soient A,B, M, trois points d'une figure plane mobile dans son plan. Soient A A' la trajectoire du point A et BB' la trajectoire du point B.
Mous supposerons que la figure est guidée dans son mouvement par des lignes directrices AA', BB', sur lesquelles les points A et B sont assujettis à glisser sans frottement, ce qui suffit pour faire de la figure un système à liaisoiï^ complètes. Le point M décrit une certaine trajectoire MM^ et si on lui applique une force F normale à cette trajectoire, la figure sera en équilibre, car la somme des travaux de la force F et des réactions N et N' des lignes directrices est nulle, puisque les réactions N et N' des lignes directrices sont normales à ces lignes, et qu'il en est de même de la force F, par rapport à la trajectoire de son point d'application M.
Les trois forces F, F' et N se font par conséquent équilibre; leurs directions passent donc par un même point 0 ; en d*autres termes, les noi^ales menées au même instant aux trajectoires des divers points de la figure concourent en un même points eetitre instantané autour duquella figure pivote (I, g 131).
Fig. m.
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THÉORÈMES SUR LE HOUYEHEfrr ÉLÉUENTAIRE D'im SOLIDB.
142. Les liaisons auxquelles le corps solide est assujetti s'expriment par des équations où entrent les coordonnées d'un certain nombre de points particuliers du système, que nous appellerons points dirigés ; nous commencerons par chercher le nombre N de ces points^ suivant la nature des liaisons, et suivant le degré de liberté qu'on veut laisser au système mobile.
Supposons d'abord que N soit égal ou supérieur à 3.
Parmi les N points dirigés, nous admettrons qu1l en y ait f qui restent fixes, / qui soient assujettis à glisser sur des lignes fixes, et s qui soient assujettis à glisser sur des surfaces, ces points, lignes et surfaces fixes étant d'ailleurs entièrement arbitraires. Nous aurons la première équation
Les coordonnées des N points sont au nombre de 5N, et nous savons qu'entre ces coordonnées il y a 3N — 6 relations distinctes, exprimant que les distances mutuelles de trois points, et les distances de chacun des N — 3 autres aux trois premiers sont constantes (I, § 122). Les liaisons intérieures du système nous donnent donc d'abord 3N — 6 équations. Cette formirle suppose N = ou > 5.
Les f points fixes sont définis par Zf équations, qui font connaître leurs 3/* coordonnées.
Les coordonnées des / points mobiles sur des lignes sont assujetties à satisfaire à 2/ équations, chaque ligne étant représentée analytiquement par deux équations.
Enfin, les coordonnées des s points mobiles sur des surfaces satisfont aux s équations de ces surfaces.
Les liaisons extérieures donnent donc 3/*+ 2/ + « équations; réunissant toutes les équations de condition, on a, entre les
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3N coordonnées des points considérés, un nombre d'équations égala
ou bien, en remplaçant /'+/ + « par N,
Gela posé, si le nombre de ces équations, supposées dis^ tmctesj est égal au nombre des coordonnées, le système reste fixe, car les coordonnées de chaque point ont alors des valeurs constantes définies par ce système d'équations.
Si le nombre des équations est inférieur d'une unité au nombre des coordonnées , Tune des coordonnées reste arbitraire, et toutes les autres peuvent s'exprimer en fonction de celle-là; tous les points du solide sont donc assujettis, par les liaisons, à décrire des lignes.
Si enfin le nombre des équations est inférieur de deux unités au nombre des coordonnées, deux coordonnées restent arbitraires, et, par suite, à partir de chaque position du système, on peut le déplacer dans une infinité de directions, chacun de ses points restant sur une surface, sauf certains points particuliers qui peuvent être encore assujettis à décrire des lignes. Nous allons reprendre une à une ces diverses hypothèses.
1"* Pour que le système soit fixe, il faut que l'on ait
ou bien
Les solutions de cette équation sont les suivantes :
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2"" Pour que les points du système décrivent chacun des lignes, il faut que Ton ait *
ou bien
ce qui donne successivement :
• aS.
S"" Pour que les points soient assujettis à décrire des surfaces, il faut que
ou bien que
ce qui donne seulement les deux solutions :
(il) N = 4, /=o, /=o, « = 4.
Jusqu'ici nous avons exclu l'hypothèse N < 3. Examinons successivement les cas particuliers de N=2 et N = 1.
(13) SiN=2, les points du système sont assujettis à décrire des lignes quand les deux points dirigés restent fixes ; le système a alors un mouvement de rotation autour de l'axe qui joint ces deux points.
(14) Les points du système sont assujettis à se mouvoir sur des surfaces, quand les points dirigés glissent le long de la droite qui les joint.
(15) SiN=l, les points du système sont assujettis à décrire des sphères autour du point dirigé comme centre, quand ce point reste fixe.
143. Appliquons la statique à chacune de ces quinze hypothèses.
Dans les six premières, le solide est fixe; une force appli-
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quée à un point quelconque du solide, dans une direction quelconque, est donc équilibrée par les réactions exercées sur les points dirigés.
Dans le cas (1), les réactions sont normales aux six surfaces directrices, qui sont arbitraires ; donc une force quelcon-^ que est, en général^ décomposable* suivant six directions données.
Dans le cas (2), Tune des réactions, celle de la ligne, est contenue dans le plan normal à cette ligne ; donc une force quelconque est, en général^ décomposable en dnq composantes, dont qtiatre aient des directions données^ et la cinquième passe par un point donné et soit contenue dans un plan donné.
Dans le cas (3), Tune des réactions, celle du point fixe, passe par ce point ; une force quelconque est donc décomposable en quatre forces, dont l'une passe en un point donné, et les trois autres aient des directions données.
Le cas (4) nous montre de môme qu^une force quelconque est décomposable en quatre forces, dont deux aient des directions données, et les deux autres passent par des points donnés et soietit contenues dans des plans donnés.
Les cas (5) et (6) font voir qu'une force quelconque est décom* posable en trois forces, dont Vwie ait une direction donnée, dont la seconde passe par un point donné et soit contenue dans un plan donné, et dont la troisième passe par un point donné; et qu'une force quelconque est décomposable en trois forces, dont chacune passe par un point donné et soit contenue dans un plan donné conduit par ce point.
144. Dans les quatre hypothèses (7) à (10), le système reste en équilibre sous l'action d'une force quelconque appliquée en un point M perpendiculairement à la ligne que décrirait ce point dans le déplacement du corps. Le septième cas montre, par exemple, qu'une force quelconque, normale à la trajectoire du point M, est décomposable en cinq forces normales aux cinq surfaces directrices.
145. Dans l'hypothèse (11), le mouvement du solide est dirigé par le glissement de quatre points particuliers sur quatre
APPLICATION DE LA STATIQUE
surfaces fixes. Tous les points décrivent alors en général des surfaces, et l'équilibre a lieu si Ton applique en un point du solide une force normale à la surface décrite par ce point. De cette considération on peut déduire le théorème suivant, dû à M. Mannheim ' :
Les quatre points A, B, C,D d*un corps solide sont assujettis à se mouvoir sur des surfaces fixes (a), (g), (y), (5) ; en général, le lieu d'un point quelconque E du solide est alors une dnqmème mrface déterminée (e). Considérons les normales kk\ BB^CC, DD% EE' menées à ces cinq surfaces par les positions occupées simultanément par les points A, B, C, D,. E. Les deux droites k et X', qui rencontrent les quatre premières normales^ rencantreront aussi la cinquième.
Nous pouvons regarder les quatre surfaces données comme des surfaces directrices matérielles sans frottement, et la cinquième (e) comme le lieu géométrique du point E. En vertu du théorème du travail virtuel, le système sera en équilibredans la position qu'on lui attribue, si nous lui appliquons, au point E, une force normale à la surface (e) ; la force F est alors tenue en équilibre par les réactions normales des surfaces données. Donc la somme des moments de la force F et des quatre réactions est égale a zéro par rapport à un axe quelconque ; et si Ton pi*end pour axe la ligne X, ou la ligne X', pour lesquelles les moments des réactions sont nuls, le moment de la force F sera également nul pour toutes deux, et par suite la direction EE' de cette force rencontre à la fois les droites X et X'.
Connaissant les normales en A, B, C, D aux quatre surfaces directrices, on aura la normale à la surface décrite par un
* Journal de V École polytechnique ^ 1870.
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cinquième point E, en menant par ce point une droite EE', qui rencontre les deux droites X et X'.
On voit que, quel que soit le mouvement infiniment petit, îaiprimé au corps, il tourne à la fois autour des deux axes fixes X et X', qui se trouvent ainsi jouer le rôle d'are* de rotation conjugués (I, §157). Chaque point de lun des axes tournant seulement autour de l'autre, décrit, dans le déplacement élémentaire, un élément de circonférence qui a son centre sur Taxe conjugué; de sorte que les points situés sur les droites X et X', au lieu d'être assujettis à glisser sur des surfaces, comme les autres points du corps, sont assujettis à décrire, pendant un temps infiniment court, des éléments de trajectoire.
146. De l'hypothèse (12) on déduirait, par la même méthode, le théorème suivant :
Le point A (f uti corps solide est assujetti à se mouvoir sur une ligne fixe (a), et les deux points B et C à se mouvoir sur des surfaces fixes (0), (y). Le Heu d'un quatrième point D est^ en général^ une surface déterminée (8). Si par le ifoint A nous menons une droite rencontrant les deux normales aux surfaces (0) et (y), menées par les points B et C, cette droite rencontrera aussi la normale à la surface (S), menée au point D; et si F on fait glisser une droite sur les normales aux trois surfaces (0), (y), {l)y l'hyperboloide ainsi engendré coupera suivant une droite le plan normal ? à la trajectoire (a), mené au point A. Cette droite représente la direction de la réaction de la ligne (a).
Proposons-nous de construire la normale DD" à la surface (3) au point D (fig. 127).
Par le point A, menons la droite AM, rencontrant les deux droites BB', CC% normales aux surfaces (0), (y). La normale DF sera comprise dans le plan DAM.
On sait de plus que Thyperboloîde engendré par une droite mobile glissant sur les trois droites DD',BB', CC, coupe le plan normal P suivant une droite passant au point A. Le point D appartient à la surface de cet hyperboloîde. Parce point, menons ane droite DN rencontrant les directions BB',CC'. La droite DN
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sera fout entière sur la surface de Thyperboloîde. Elle perce le plan PP en un point A\ qu'on joindra au point A. Ia droite AA^ sera Tintersection de i'hyperboloîde avec le plan P, et sera
par suite l'une des génératrices rectilignes de Thyperboloide.On peut donc concevoir cette surface comme engendrée par le glissement d une droite qui s'appuierait sur les trois directrices AA^BB^CC^ Il suffit par conséquent,pour ^*»- **^- achever la solution, de con-
struire une troisième droite EF, rencontrant à la fois ces trois directrices, puis de mener par le point D une droite W qui rencontre les deux droites AM et EF.
Dans les hypothèses (13), (14) et (15), les normales aux lieux décrits par les divers points du corps sont immédiatement connues.
ÉQUILIBRE d'un SOLIDE DONT UN, DEUX OU TROIS POINTS SONT ASSU- JETTIS A GLISSER SANS FROTTEMENT SUR UNE SURFACE FIXE.
147. Les résultats obtenus (§ 91) pour l'équilibre d'un solide posé sur un plan peuvent être généralisés en remplaçant le plan par une surface quelconque.
I. Si le solide touche la surface en un point unique 0, il faut et il suffit pour l'équilibre que les forces appliquées au corps soient réductibles à une force unique, passant par le point 0, et normale à la surface.
If. Supposons que le solide touche la surface en deux points A et B. Les réactions (A) et (B) de la surface en ces points seront dirigées suivant les normales aux points A et B ; et ces deux forces, dont les directions seules sont déterminées, doivent faire équilibre au système des forces données. Il faut et il suffit par conséquent pour Téquilibre que les forces don-
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nées soient réductibles à deux forces passant par les points A et B, et normales en ces points à la surface.
Dans le cas particulier où les forces données ont une résultante unique, F, cette résultante doit équilibrer les deux forces (A)et(B); donc
l"" Les deux directions (A) et (B) se rencontrent en un point 0 ;
2"" La force F passe au point 0 et est contenue dans le plan OAB.
Quand les deux points A et B sont infiniment rapprochés, Tare élémentaire AB, tracé sur la surface, appartient alors à une ligne de courbure.
Dans le cas général où les normales (A) et (B) ne se rencontrent pas, transportons toutes les forces données parallèlement à elles-mêmes au point A et composons-les ; elles nous donneront une résultante de translation R, et un couple résultant dont nous représenterons Taxe par la droite finie A6. Transportons de même au point A la force S, réaction de la sur- &ce au point B; nous aurons en A une force S', égale et parallèle à S, et, en outre, un couple (S, — S), dont le bras de levier est la distance AC du point A à la normale (B). La force S' se compose avec la force F, réaction de la surface au point A, en une force unique, qui doit détruire la force R ; donc
1* La force R est dans le plan des deux forces F et S', c'està-dire que la résultante de translation et les normales (A) et (B) sont parallèles à un même plan ;
^ On a, pour déterminer F et S, les équations
P=Rx
s±=Rx-?
sin[R, (B)]
8in[lA), (B)]'
sin[R. (A)]
^8in[(A). (B)|"
De plus, le couple (S,— S), dont le moment est égal
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à SxAG, doit tenir en équilibre le couple 6; par suite S"" L'axe du couple résultant qu'on obtient en transportant toutes les forces données au point A est perpendiculaire au plan A(B) ;
4^ L'intensité du couple résultant est égale à S x AC ; 5"^ Le sens du couple résultant est contraire au sens du couple (S,— S).
m. Supposons enfin que le corps touche la surface en trois points Ay B, C. Appelons F, S, T les réactions normales de la surface en ces points. Soit R la résultante de translation du système des forces données ; soit G le couple résultant. En général, les trois normales (A), (B), (C) ne se rencontrent pas et ne sont pas parallèles à un même plan. Prenons un point 0 quelconque sur la direction de la force R, et menons
par ce point trois axes A\ B', C parallèles aux normales; puis transportons les forces F, S, T parallèlement à elles-mêmes au point 0; elles donneront naissance à trois couples (F, -F), (S, -S), (T,-T) dans des plans 0(A), 0(B), 0(C). Décomposons la force R suivant les trois axes OA', OB', OC; les composantes seront égales et contraires aux réactions F, S, T. Les ^^ couples (F, - F), (S, - S), (T, - T)
sont donc entièrement déterminés, et l'équilibre exige que te couple G soit égal et contraire à la résultante de ces trois couples.
Examinons spécialement le cas où le couple 6 est nul ; la force R, prise en sens contraire, doit alors être la résultante des forces F, S, T. Prenons les moments de ces quatre forces par rapport à une droite rencontrant les trois normales (A), (B), (C). Les moments des forces F, S, T étant nuls, le moment de la force R l'est aussi ; donc la direction R rencontre toute droite qui s'appuie à la fois sur les directrices
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(A), (B), (C); en d'autres termes, R est une génératrice rectilîgne de Thyperboloïde qui a les droites (A), (B), (C) pour directrices, et elle appartient au même système de génératrices que les droites (A), (B), (C).
Cette condition nécessaire est en général suffisante. En effet, supposons que la force R rencontre trois droites (m), (n), (p), qui s'appuient sur les directions des normales F, S, T. Les forces F, S, T et la force R ont une résultante de translation nulle. Donc le système F, S, T, R se réduit à un couple unique, et ce couple a un moment nul par rapport aux trois droites (m), (n), (p); le plan du couple est donc à la fois parallèle à ces trois droites, résultat impossible si le couple n'est pas nul, à moins que l'hyperboloïde construit sur les trois directrices (A), (B), (C) ne soit en réalité un paraboloîde hyperbolique, ce qui suppose ces trois directrices parallèles à un même plan.
Dans ce dernier cas particulier, prenons pour le point 0 un point du paraboloîde construit sur les trois droites (A), (B), (C) ; les forces F, S, T feront équilibre à la force R et à un couple 6, parallèle à un des plans directeurs de la surface. Les réactions F, S, T satisfont donc aux deux conditions suivantes : leur résultante de translation est égale et contraire à R ; le couple résultant du transport de ces forces au point 0 est parallèle au plan directeur, et égal et contraire au couple G.
REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE STURM
148. Considérons (fig. 130) sur une surface un point 0 quelconque; par ce point menons la normale OZ, et les deux plans rectangulaires ZOX, ZOY, des sections principales. Le plan ZOX coupe la surface suivant une courbe OA, dont le centre de courbure est un point C pris sur la normale OZ; le plan ZOY coupe la surface suivant une courbe OR, dont le centre de courbure est en C\ sur la même droite. Le théo-
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rème de Sturm dont nous voulons parler, consiste dans l'énoncé suivant * :
Les normales à la surfaceSen ses points infiniment voisins du point 0 rencontretit les axes des cercles osculateurs des sections principales relatives à ce point 0, c'està-dire les droites CD, CD', élevées par les points C et f/, perpendiculairement aux plans ZOÎ, ZOY.
Pour démontrer ce théorème par des considérations de statique, imaginons qu'un système solide invariable repose sur la surface S par les trois points 0, X I A, B, et qu'il soit sollicité par une force
Fig. 130. F, passant dans l'intérieur du triangle
OAB. Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que la force F soit normale à la surface S; car on peut la supposer appliquée en un point infiniitient voisin de celte surface, et l'équilibre sera assuré si le déplacement virtuel de ce point, parallèlement à la surface S, est perpendiculaire à la direction de la force F. La force F est alors tenue en équilibre par les réactions des trois points 0, A, B, lesquelles sont dirigées suivant les normales OC, AC, BC. Toute droite qui rencontre ces trois normales rencontre donc aussi la direction de la force F, et par suite la normale F, menée à la surface en un point infiniment voisin du point 0, rencontre les deux droites CD, C'D\ qui s'appuient à la fois sur les trois normales OC, AC, BC.
Le théorème est ainsi démontré. Mais on voit du même coup qu'on pourrait en dire autant d'une droite quelconque menée parle point C dans le plan YOZ, et d'une droite quelconque menée par le pointe dans le planZOX, de sorte que le théorème est susceptible d'un énoncé plus général : Les normales à la surface S en ses points infiniment voisins du point 0 rencontrent toutes les droites menées par le centre de courbure d'ufie section principale darisleplan de Vautre section principale.
^ Comptes rendue de V Académie des sciences ^ t. XX, 1845.
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n semble cependant contradictoire d'admettre que la direction de la normale F puisse rencontrer deux droites distinctes menées par le point C dans le plan YOZ, sans être tout entière contenue dans ce plan. Mais cette contradiction s*explique aisément, en observant que la proposition n'est vraie que pour des dimensions infiniment petites de la figure OAB. La substitution de la droite CD" à la droite CD dans le plan principal YOZ a pour unique effet d'altérer infiniment peu la direction de la/orce F, et cette altération s'annule à la limite, quand le point d'application se rapproche indéfiniment du point 0.
La surface donnée, aux environs du point donné 0, peut être considérée^ d'après le théorème de Sturm, comme engendrée, soit par le cercle osculateur COA, tournant autour de Taxe C'W, soit par le cercle osculateur C'OB tournant autour de l'axe CD. Cette double génération avait été indiquée primitivement par Meusnier ^ On voit qu'aux axes indiqués CD, CD' rien n'empêche d'en substituer d'autres, pourvu qu'ils passent par les points C et C, et qu'ils soient contenus dans les plans principaux BOC, AOC\ En effet, faisons tourner l'arc infiniment petit OA autour d'un axe oblique C'D'', mené dans le plan AOG\ L'élément de surface de révolution engendré par cette rotation aura pour rayons de courbure principaux au point 0 le rayon de courbure CO de la méridienne, et la portion OC de la normale comprise entre la méridienne et l'axe, c'està-dire les rayons principaux de la surface donnée au point 0. Ces deux surfaces sont donc osculatrices tout autour de ce point.
THÉORÈME DE GAUSS
149. Soient M,M\.. des points matériels faisant partie d'un système quelconque à liaisons, et P, P',... des forces appliquées en ces points. A partir des points M, M',... prenons, sur
* Vémoiresnr la courbure des surfaces (1780).
les directions des forces, des longueurs MN=fcP, M'N'=fcP', k étant un nombre arbitraire ; cetle construction nous donne des points N, N',... que nous considérerons comme fixes. Soientp, p'... les longueurs MN, M'N'... ainsi définies.
Cela posé, si les forces P, P',... se font équilibrey la somme Ip' est mnimum oti maximumyparmi toutes les valeurs qu'elle prend lorsque les points M, M^ ... subissent des déplacements virtuels compatibles avec les liais(ms.
En effet, soit MM^ le déplacement virtuel imprimé au point ^ M, et (A la projection du point M^ sur la \::::p='^''"^ direction MP.
}^^f^ La» condition d'équilibre sera
»' ^7 OU bien
Fig. 151. 2P*p = 0,
Ip étant la variation, M^i, de la longueur MN=p. Remplaçant P par p il vient
ou bien
en supprimant le facteur commun &; on a donc
équation qui montre que Ip* est en général un maximum ou un minimum.
Pour savoir si Ip* est maximum ou minimum, représentons par e Tangle M^MN; appelons p^ la dislance M^N, et r le déplacement MM^; nous aurons
Pi' = ;j* 4- r* — 2/?rc08 Ô ;
donc
ce qu'on peut écrire
et il suffira d'examiner le signe de la différence 2r" — SSprcos 0,
DE GAUSS
dont les deux termes sont infiniment petits du second ordre. Plusieurs cas sont à distinguer.
I. Supposons d'abord ZPcp de môme signe pour tous les déplacements virtuels compatibles a\ec les liaisons. Cette somme pourra être négative ou positive.
!• Si 2Pîp<0, Zpip sera aussi négatir, et comme 3p=rcosO, il en sera de même de 2prcos8; 2r* — 2ZprcosO étant la somme de deux parties positives, SZp* est positif, pour tout déplacement; et par suite Zp* est minimum.
2* Soit ZPSp >0; nous avons toujours
Donc Ipipy ou ZprcosO, est positif et varie proportionnellement au nombre k. La différence
2r« — 22i;r C08 9 =2H — VOlfSp
peut recevoir des valeurs négatives pour une valeur de k suffisamment grande; on peut, au contraire, assigner à cette différence une valeur positive, en donnant à k une valeur assez petite. Dans le premier cas, la somme Zp* est maximum; dans le second, minimum. Entre les deux valeurs limites de fc, le signe de la différence reste indécis, et Ton ne peut aliirmer l'existence ni d'un maximum ni d'un minimum.
If. Supposons en second lieu que ZPSp puisse changer de signe avec le déplacement imprimé au système. On pourra toujours prendre le nombre k positif et assez petit, pour que 2kl?^ soit numériquement infiniment moindre que Zr*; car la somme 2prcos6, ou Iplpj est infiniment petite du second ordre pour des valeurs finies de p, puisqu'on a pour l'équilibre Iplp = 0, aux infiniment petits du second ordre près. Si donc on attribue à k des valeurs infiniment petites du premier ordre, Ipip deviendra un infiniment petit du troisième ordre, c'est-à-dire sera infiniment petit par rapport à £i^, qui est du second.
Dans ce cas 2p* est minimum pour une valeur infiniment petite du nombre ilr, et par suite pour une valeur finie, inférieure à une certaine limite.
II. ^ mtC. OOLU6K02f
ne TnËORÈMS de «auss.
Remarque. — Lorsque pour une certaine valeur de fc, 2p' est maximum, il suffit de porter les mêmes longueurs p en sens contraire des forces pour rendre la somme Ip^ minimum^ carie maximum suppose Zpr cos^ positif, et Tangle 0 étant changé enic— 0, on aurait l'égalité
d'où résulteraient pour 3£p* des valeurs positives.
Le môme théorème peut s'étendre, en dynamique^ au mouvement d'un système, pourvu qu'on joigne aux forces qui le sollicitent, les forces d^inei^tie de ses différents points matériels.
CHAPITRE PREMIER
D^rmiTIOIIS. - ATTRACTION OKS tPHftilCS MAT^IIIBLLBS.
150. On aippeWe pesanteur la propriété qu'ont les corps placés à la surface du globe d'être attirés vers la terre par une force déterminée, qui leur fait exercer une pression sur leurs appuis, s'ils sont en équilibre, ou qui les fait tomber y s'ils sont abandonnés à eux-mêmes. Tous les corps sont pesants. A la vérité, on trouve certains corps^ dits corps légers, qui peuvent se maintenir en Vair sans tomber à la surface du sol; mais ce phénomène est dû à la présence de Tair atmosphérique, qui exerce une poussée de bas en haut sur tous les corps qui y sont plongés; dans le vide, un corps léger tomberait comme un corps lourd, et le mouvement des deux corps présenterait les mêmes variations de vitesse. Dans Tair, la force due à la pesanteur est diminuée de la poussée du gaz, et le corps n'est sollicité en réalité que par la différence, positive ou négative, de ces deux forces contraires ; la résultante peut, dans certains cas, être dirigée de bas en haut.
151. Les lois de la pesanteur sont fort compliquées, et elles ne peuvent être entièrement étudiées que dans la dynamique. La pesanteur est variable pour un même corps avec la latitude et avec la hauteur au-dessus du niveau de la mer ; elle varie en direction d'un point à l'autre de la surface du globe ; si on labse tomber un corps d'une grande hauteur, ce corps ne par* court la vertkaley direction de la pesanteur, que pendant les premiers instants de sa chute : la rotation du globe a pour effet de Ten faire dévier. Nous laisserons de côté pour le mo-
ment l'examen de ces variations, et nous simplifierons Tétude de la pesanteur en supposant qu'il s'agisse d'un corps de petites dimensions, en repos, placé à peu de distance de la surface des mers, comme cela a lieu généralement pour les corps entrant dans la construction des machines. La pesanteur exercera sur les parties de ce corps des actions verticales, toutes parallèles entre elles. Supposons le corps solide. Toutes ces forces parallèles et de même sens pourront se composer en une seule force égale à leur somme ; c'est cette résultante qu'on appelle le poids du corps; elle a pour point d'application le centre des forces parallèles^ qu'on nomme dans ce cas particulier le centre de gravité du corps.
Remarque. — Bien que la composition des forces suppose que les points d'application appartiennent à un môme système solide, un système matériel non solide peut être considéré comme ayant un centre de gravité; c^est le centre de gravité du système qu'on aurait rendu solide par la pensée, sans en alté* rer la forme. Si le système matériel se déplace et change de forme, à chacune de ses formes successives correspond un centre de gravité particulier.
CORPS HOMOGÈNES. — POIDS SPÉCIFIQUE
152. Le poids total d'un corps, solide ou non solide, est la somme des poids de ses diverses parties. On dit qu'un corps est homogène lorsqu'un volume donné du corps a toujours le même poids, en quelque endroit qu'on prenne ce volume. Dans ce cas, le poids est proportionnel au volume ; on obtient le poids total d'un corps homogène dont le volume est donné, en multipliant ce volume par un nombre qui dépend de la nature du corps, et qu'on nomme poids spédfique. Si l'o» appelle P le poids total d'un corps homogène, V son volume, et p. son poids spécifique, on a entre ces trois quantités la relation
P«vxp.
POIDS. SPÉCinQUB. SS9
La quantité? est rapportée à Vunitéde poids; la quantité V, à Yunité de volume; enfin le nombre p exprime, en unités de poids, le poids de Tunité de volume. L'équation est donc homogène. L*unité de poids reste arbitraire. On est convenu en France de prendre pour unité le poids de Tunité de volume d'eau distillée. Pour Teau, par conséquent, le volume et le poids sont exprimés par un même nombre. Si l'on prend, par exemple, pour unité de volume le centimètre cube, l'unité de poids s'appelle le ^ramm^; c*estle poids d'un centimètre cube d'eau.. Si l'on prend le décimètre cube, l'unité de poids correspondante est le kilogramme^ poids égal à 1000 grammes, ou au poids de iOOO centimètres cubes d'eau. Le décimètre cube contient en efTet 1000 centimètres cubes. Enfin, si l'on prend pour unité de volume le mètre cube, l'unité de poids correspondante est la tonne^ qui équivaut à 1000 kilogrammes, ou à 1000000 de grammes, et qui représente le poids de 1000 décimètres cubes ou de 1000 litres d'eau, ou encore de 1 000000 de centimètres cubes. Pour l'eau distillée, quelle que soit l'unité de volume qu'on adopte, le poids spécifique p est égal à l'unité numérique. Cette convention suppose l'eau prise à une température définie, qu'on a fixée à 4* centigrades environ, et qui correspond à son maximum de densité. Au-dessus comme au-dessous de cette température, un centimètre cube d'eau distillée a un poids un peu moindre qu'un gramme, et un poids spécifique un peu inférieur à l'unité.
153. On détermine en physique les poids spécifiques des divers corps, solides, liquides ou gazeux, ou plutôt les rapports de ces poids spécifiques à celui de l'eau, et les lois de la variation des poids spécifiques avec la température et avec la pression. On a dressé des tables qui donnent le poids spécifique des différents corps. Celui du mercure est d'environ 13,6; celui de la fonte, d'environ 7,2 ; cela veut dire qu'un volume donné de mercure (pris à la température de 0*") a le même poids que 13,6 volumes égaux d'eau distillée (à la température de 4*), et qu'un volume donné de fonte pèse autant que
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7,2 fois ce même volume d'eau. Par exemple, 1 centimètre cube de mercure à O"" pèse i^^jG, et un mètre cube de fonte à la même température pèse T'*""'*,^ ou 7200 kilogrammes.
Le volume correspondant à un poids donné d'un certain corps se détermine en divisant le poids donné par le poids spécifique. Cherchons, par exemple, quel volume occupe un poids de 480 grammes de mercure à la température de zéro. Il suffira de diviser 480 par 13,6, poids spécifique du mercure; il vient au quolient le nombre 35,294..., qui exprime en centimètres cubes le volume cherché. Si Ton demande quel volume de fonte pèse 40 tonnes, on divisera 40 par 7,2; le quotient est 5,555555...: le volume demandé
est donc 5 mètres cubes 555 décimètres cubes 555 centimè-
très cubes, etc., ou 5 mètres cubes x-
Lorsque s'agit d'un gaz, il est nécessaire de connaître nonseulement sa température, mais encore sa presswrij pour déterminer son poids en fonction de son volume, et réciproquement. Cela lient à ce que le même poids de gaz occupe des volumes très différents, suivant qu'on le comprime plus ou moins, tandis que les pressions extérieures les plus considérables exercées sur un liquide ou sur un solide en altèrent à peine le volume.
154. Lorsque des volumes égaux, pris en différents points a'un corps, n'ont pas des poids égaux , le corps n'est pas homogène, et le quotient de la division du poids total par le volume ne donne plus que le poids spédfique moyen. Si on divise de même le poids d'une portion définie du corps par lé volume que celte portion occupe, on obtient le foid$ spécifique moyen de la portion considérée. Enfin, le poids spécifique d'un corps non homogène ^niin point donné esi le poids spécifique moyen d'une portion infiniment petite prise dans le corps autour du point donné, ou la limite vers laquelle tend le rapport du poids de cette portion variable au volume qu'elle occupe, à mesure qu'on en réduit les dimensions jusqu'à zéro.
QDAMTITÊ DE MATIÈRE. SI
IIE80BE 0B8 OUAimTÉS DE MATIËBB. — MESURE DES FORCES.
155. Le poids d'un corps peut servir à l'évaluation numérique de la quantité de matière que ce corps renferme. Nous ne savons pas ce que c'est que la matière, et il parait à peu près impossible d'en donner une définition claire et précise. Nous pouvons du moins admettre que deux corps ayant le même poids renferment la même quantité de matière, et que deux corps ayant des poids différents renferment des quantités de matière proportionnelles à leurs poids respectifs. Sans doute il existe une diflérence de nature intime entre les divers corps simples de la chimie : on ne peut changer, par exemple, du fer en hydrogène ou en mercure; on dira néanmoins qu'un kilogramme de fer, un kilogramme d'hydrogène, un kilogramme de mercure, représentent chacun des quantités égales de matière. Les réactions chimiques qui s'opèrent entre des corps de natures différentes, n'altèrent pas les quantités de matières mises en présence les unes des autres; elles se résument dans de nouveaux groupements des éléments constitutifs des corps, mais il n'y a ni matière créée ni matière détruite. La recherche des poids permet de constater cette vérité, principe fondamental de la chimie moderne.
Dans la vie pratique, c'est au poids que se vendent la plupart des produits de l'agriculture et de l'industrie; parfois on substitue au poids la mesure d'un volume, mais c'est qu'alors on trouve plus commode de mesurer une capacité que d'effectuer une pesée, et que la constance, absolue ou approximative, du poids spécifique de la chose vendue permet de regarder le volume comme sensiblement proportionnel au poids. Un kilogramme de pain représente bien une quantité définie de pain, c'est-à-dire, abstraction faite de toutes les qualités physiques et chimiques du pain , une quantité définie de matière, La recherche du poids n'a donc souvent pour objet que l'évaluation d'une quantité de matière, et c'est pour cela que.
MESURE
dans la définition légale de Kunité de poids, on n'a Tait entrer ni la hauteur au-dessus du niveau de la, mer, ni la latitude du lieu où doit se taire Texpérience. Le gramme est, en tous lieux, le poids du centimètre cube d'eau distillée à 4* ; et bien que, àëgalitë d'altitudes, la pesanteur soit moindre à Téquateur qu'aux pôles, un poids d'un gramme transporté de l'équateur au pâle représentera partout un poids égal à celui du centimètre cube d'eau, car ces deux poids varient (ousdeux delà même manière avec la latitude, et restent égaux partout, dès quUls sont égaux en un point particulier du globe ^
Il n'en est plus de même si Ton se sert du poids comme m^sure de la force. Le poids d'un corps est la résultante des forces parallèles dues à la pesanteur, appliquées à toutes les molécules de ce corps. La pesanteur variant avec l'altitude et avec la latitude, ces forces et leur résultante varient pour un même corps avec la position qu'on lui donne par rapport au globe terrestre. Le poids d*un corps ne représente donc pas partout la même force, et pour évaluer les forces en kilogrammes, comme on le fait communément, il faut avoir soin de définir le lieu où l'évaluation doit être faite. Nous admettrons ici que ce lieu soit situé au niveau de la mer, et sous la latitude de Paris (48^ 50'). Du reste, les variations de la pesanteur sont généralement assez faibles, dans les circonstances ordinaires de la pratique, pour qu'on puisse en faire abstraction, même quand il s'agit de mesurer les forces.
MESURE DES FORCES PAR LE DYNAMOMÈTRE
156. Si l'on veut s'affranchir de ces variations de la pesanteur, il faut comparer la force à mesurer, non plus à un poids
1 Ces notions seront complétées dans la dynamique. Le poids P d*un corps est le produit de Vaccéléralion g due à la pesanteur par la maste m de ce corps. La masse est la vmie mesure de la quantité de matière que le corps renferme; c*/est un nombre constant pour un corps donné. Le facteur g varie d'un lieu à l'autre, et le poids P éprouve les mêmes .variations. En un môme lieu, les poids sont proportionnels aux masses.
qui varie d'un point à l'autre, mais à une force qui soit la même partout; la force que Ton choisit comme terme de comparaison est celle que fournit Télasticité des solides. L'appareil d'évaluation prend le nom de dynamomètre.
Soit AB une lame d'acier, solidement engagée dans un mur MN sur toute la longueur AC, de manière que cette portion AC puisse être regardée comme fixe. Si l'on applique à l'extrémité B une force F, perpendiculaire à la direction de la lame et agissant dans son plan moyen, la lame fléchit et la portion libre devient une courbe AB', tangente en A à sa direction primitive AB. Le déplacement total BB' du point B, extrémité libre de la lame, c'est-à-dire la flèche prise par le ressort, dépend de l'intensité de la force F, de la longueur et des dimensions de la lame, enfin de l'élasticité plus ou moins grande de la matière dont elle est composée. Or l'expérience montre flèche est suffisamment petite, elle est proportionnelle à la force F qui la produit. La flèche peut donc servir de mesure à la force, et pour évaluer la force, il suffira d'évaluer la flèche BB' correspondante, au moyen d'une échelle graduée.
Le dynamomètre (fig. 133) est fondé sur le même principe.
n est formé de deux lames élastiques toutes pareilles, AB, A'B', auxquelles on donne un profil parabolique propre à en augmenter la flexibilité; ces deux lames sont réunies en AA', BB% par des brides courtes et rigides ; l'une d'elles est attachée en son milieu G à un point qu'on peut regarder comme fixe ; en face de ce point, on applique en D la force à évaluer. Au commencement de Texpérience, on a noté exactement la position du point n par rapport au point m. Après l'application de la force, les lames
ng. 131 que tant que la
Fig. 133.
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fléchissent toutes deux de quantités égales, et prennent la forme A^mB^, ^'i^iB'i (&£• ^^4) ; la distance mn est devenue, par suite de la flexion, égale à mn^; et comme les brides AA', BB' sont très courtes et très peu déformables, Taccroissement
fm^ de la distance des milieux est la somme des flèches prises par les deux ressorts, ou le double de la flèche ^' *^ AAj , prise par Tun
d'eux. La longueur nn^ est donc proportionnelle à la force appliquée au point D, et il suffit d'évaluer cette longueur sur une échelle, E, convenablement graduée, et ayant son lèro en face du point n, pour avoir la mesure demandée.
On attachera successivement au point D des poids de 1, 2, 3, ... n kilogrammes, et Vpn notera sur Téchelle les positions correspondantes prises par le point mobile n^ dans chaque expérience* La graduation sera ainsi faite empiriquement. Supposons qu'on Tait opérée à Paris, et au niveau de la mer. Chaque division de Féchelle correspondra à une force d'un kilogramme (valeur de Paris) ; transporté ailleurs, le dynamomètre donnera des évaluations de force dans cette même unité. Ainsi, le poids colé 1 kilogramme courbera un peu plus le dynamomètre à Pétersbourg qu'à Paris, et marquera à Téchelle une déviation nn^ plus considérable, parce que Pétersbourg est plus voisin du pôle que Paris ; le même poids, porté sur une haute montagne, produira une déviation moindre, parce que la pesanteur décroît à mesure qu'on s'éloigne de la terre ; et Téchelle fera connaître exactement les forces appliquées à ce même poids dans ses diverses positions, en les évaluant toutes en kilogramme, valeur du lieu où s'est opérée la graduation. Le dynamomètre permet donc d'étudier les variations de la pesanteur.
La forme parabolique donnée aux lames du dynamomètre, et l'assemblage des deux lames, ont pour objet d'augmenter la sensibilité de l'appareil, et d*accroitre la longueur dont on
ATOtACnON DES SPIIËRESJ S35
doit déterminer la mesure. L'appareil serait parfait si Tëlastidté des métaux n'était pas sujette à s'allérer à la suite des efforts qu'ils ont subis. Mais il arrive qu'au bout d'un certain nombre d'expériences le dynamomètre, rapporté au lieu de sa graduation et soumis successivement aux mêmes poids, ne prend plus rigoureusement les mêmes flèches qu'à l'origine.
La dynamique donne des moyens bien plus parfaits d'étudier les variations de la pesanteur en différents points du globe.
ATTRACTION DES SPHÈRES MATÉRIELLES
157. Newton a reconnu que la pesanteur est un cas particulier d'une loi beaucoup plus générale, celle de la gravitation universelle.
Yoici comment cette loi est formulée :
Soient A et B deux molécules, situées à une distance AB=r. Appelons m la quantité de matière contenue dans la molécule A, et m' la quantité de matière contenue dans la molécule B, ces quantités étant
rapportées à une unité arbi- i — aE Je — 5
traire, à l'unité de poids par exemple. La molécule A exerce '*
sur la molécule B une attraction F, dirigée de B vers A ; la molécule B exerce sur la molécule A une attraction égale F^ dirigée de A vers B, et la valeur commune de ces deux forces mutuelles est donnée par la formule
OÙ ^ est un nombre constant, dépendant du choix des unités qui ont servi à évaluer la distance r, la force F et les quantités de matière m et m^
158. La terre, le soleil, les planètes, sont des corps à peu près sphèriques. Cherchons la résultante de toutes les actions attractives exercées par les molécules de l'un de ces corps,
ATTRACTION D'UNE GOUGHB SPUÉRIQUB
de la terre par exemple, sur un point matériel place à une distance donnée de sa surface. Nous admettrons dans cette recherche que le globe terrestre soit formé d'une infinité de couches sphériques concentriques et homogènes, et nous nous occuperons d* abord de déterminer la résultante des actions exercées par les molécules qui composent l'une de ces couches en particulier.
Soit 0 le centre, BC le diamètre, BFC le profil d'une couche sphérique homogène, dont le rayon OB est égal à R, et qui renferme une quantité de matière de p unités par unité de surface.
Soit A le point attiré , que nous supposerons d'abord au dehors de la sphère, à une distance AO=ra du centre; nous désignerons par m la quantité de matière de ce point.
Coupons la surface sphérique par deux plans infiniment voisins, perpendiculaires tous deux à la droite AO ; l'un de ces plans est profilé sur la figure en MPN ; l'autre est situé à
Fig. 136.
une distance infiniment petite du premier ; tous deux déterminent sur la surface une zone sphérique profilée suivant les arcs infiniment petits MM', NN'.
Tous les points de celte zone sont à égale distance du point A, abstraction faite de l'excès de distance du bord M^' sur le bord MN, lequel excès est infiniment petit, et négligeable par rapport à la distance finie AM. Prenons en particulier une mo-
SUR UN POINT MATÉRIEL
lécule M de la zone ; Tactioii attractive f qu'elle exerce sur le point A a pour mesure
^ Ai*
(A étant la quantité de matière contenue dans la molécule; cette force, 9, dirigée suivant AU, peut se décomposer en deux forces, l'une AR dirigée suivant AP, Taulre AS dirigée normalement à AP dans le plan PAM. Or la force AS est détruite par la composante normale, AS% de. la force 9', égale à 9, exercée sur le point A par la molécule N, symétrique de M par rapport à Taxe AO ; de sorte que toutes les forces normales à AO, et provenant des actions de la zone HM% se détruisent deux à deux, tandis que les forces AR, dirigées suivant AO, s'ajoutent, et donnent par leur somme Taction totale exercée par la zone entière.
La composante AR, qui correspond à l'action de la molécule H, se déduit de la similitude des triangles AR9, APM ; il vient en effet
AR_AP
Donc
^ AM am' AM ' JP
Pour passer de là à la somme des composantes AR provenant des actions de toutes les molécules de la zone MM^'N, il suffit de remplacer le facteur \u par la quantité totale de matière que cette zone renferme. Or la surface de cette zone, qu'on peut confondre avec la surface convexe d'un tronc de cAne, a pour mesure le produit de l'arc MM% génératrice de la surface du cône, par la circonférence décrite par le milieu de cette génératrice; mais, à cause de la petitesse de TarcHM', on peut substituer à la circonférence décrite par le milieu de cet arc la circonférence décrite par lune, M, de ses extrémités, c'est-à-dire le produit 2ic x MP. La surface de la zone est
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doncy en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier,
La quantité de matière contenue dans l'unité de surface étant représentée par p , la matière contenue dans la zone MM'N'N est représentée par le produit
Sit/>xHPxini%
et enfin l'action attractive totale H, exercée par la zone sur le point A, et dirigée de A yers 0, a pour mesure
D=/mxi^x2irpxMPxMll'.
OU bien
^APXMPXMM'
nsSic/ffipx-
ïi'
Du point 0, abaissons les perpendiculaires 01, OF sur les droites AH, AM' prolongées. Les points I, l\ milieu des cordes MM^, M'M\, sont situés sur une même circonférence OFA, décrite sur AO comme diamètre. Joignons HO, et abaissons HK perpendiculaire sur AH\
Les triangles rectangles AHP, AOI sont semblables et donnent les proportions :
HH
Nous substituerons au rapport jrr le produit égal des
. MH' HK rapports ^gg^m
Le triangle KHM', dont les trois côtés sont infiniment petits, est semblable au triangle HOI; car ils sont tous deux rectangles, l'un en K, l'autre en I, et de plus l'angle KMH\ qui a ses côtés KH, UH' respectivement perpendiculaires à AI' et à HO,
SUR UN POINT EITÊRIBUR. SSO
OU, à la limite, à AI et à HO, diffère infiniment peu de l'angle MOI. On a donc la proportion
i» MM' MO
W iïf Mî*
Les triangles ÂME, AU' sont aussi semblables et donnent la quatrième proportion
W ÏM-ÂL*
Multiplions membre à membre les égalités (1), (2), (5) et (4); il tiendra, en supprimant le facteur commun MK,
APXMPXMM'_AIX0I .MOXLP
de sorte que raltraction H s'exprime par le produit
H-9 #w ^MO^AI^OIXU' H=«,r/mpX=jXjj;X— jjj .
Les longueurs finies AI et AL diffèrent d'une quantité LI, infiniment petite; leur rapport a donc pour limite Tunité; MO est égal à R, rayon de la couche sphérique, et AO est égal à d, distance du point A au centre; en résumé, nous pouvons mettre l'attraction de la zone MM'N'N sous la forme suivante :
(5j .= (!«e^)x(OIxu:j^
la première parenthèse comprenant tous les facteurs constants, et la seconde les facteurs qui varient avec la position de la zone. Nous allons transformer encore celte seconde parenthèse.
Le triangle MOI, rectangle en I, nous donne Tèquation
ÔP + Ml»=R*,
dans laquelle 01 et MI sont variables ; différentions cette équi^ tion, il viendra
OIXrf(OI) + MIXrf(MI)=0,
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Or la différenlielle de 01 est donnée sur la figure par la différence or — 01= U'. On a donc
et comme El' est la projection sur la direction AM' de la droite finie ML, laquelle fait avec cette direction un angle infiniment petit, on a, aux infiniment petits du second ordre prés, ML=KI'. Donc enfin
Mettons cette valeur à la place de la seconde parenthèse dans l'équation (5), et nous aurons l'égalité beaucoup plus simple
(7) H=^"^y^x(Ll + KMO.
Il ne reste plus qu'à faire la somme des valeurs de H pour toutes les zones infiniment petites dans lesquelles on peut décomposer la surface sphérique, c'est-à-dire à faire la somme des quantités LI et KM', qui seules varient de Tune à l'autre. Or remarquons que KM' est la différence des droites AM', AM, menées du point A aux deux extrémités de l'arc qui engendre la zone considérée. De même LI est la différence des droites AI, AI', menées du même point A aux deux extrémités de l'arc IT, que les mêmes directions interceptent sur la circonférence OFÀ. La somme des quantités KM', pour un certain arc fini BM de la demi-circonférence BC, sera donc égale à la différence, AM — AB, des distances du point A aux deux extrémités de cet arc, et la somme correspondante des quantités LI donnera la différence, AO — AI, dçs distances du point A aux deux extrémités, 0 et 1, de l'arc 01 qui correspond à l'arc BM sur la circonférence OFA.
Cette circonférence OFA coupe la circonférence BFC au point de contact, F, de la tangente issue du point A. L'attrac-
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tron exercée sur le point A par la zone FBF% située à gauche du plan YF\ a donc pour mesure
H' = ^Jî/î!^X(AP«AB + A0-AF) = 2!î^^
de même l'attraction exercée sur le point A par la zone FCF', qui complète la sphère, a pour mesure
H,^«J5e«P><R^^^C-AF+AP-AO) = H2^^
ûr Or
Donc H' = H''.
L'attraction de la sphère entière est la somme H' + W\ ou bien 2H', ou enfin
4ff/>ft^xR* a»
Pour la sphère entière, la somme de tous les éléments KM est égale au diamètre, tandis que la somme des éléments U, qui sont positifs pour toute la zone BF, et négatifs pour toute la zone FC, se réduit â zéro.
L'expression ' ^, peut s'écrire de la manière sui-
Tante :
" ^(4itR«Xp)Xm
Or la surface de la couche sphérique a pour mesure 4icR'. Le produit de celte surface par p est la quantité totale de malière contenue dans la couche; si on appelle H cette quantité, l'attraction a pour mesure
/Vm "■^'
c'est-à-dire qu'elle est égale à Tattraction exercée sur la molécule A par une molécule contenant la quantité M de matière, placée au centre 0 de la couche sphérique. En d'autres termes, uiie couche sphérique homogène exerce sur un point matériel extérieur la mime attraction que si toute la matière formant cette coudie était concentrée en son centre. On peut en dire autant de chacune des couches sphériques
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homogènes dont nous avons supposé le globe atlircnt composé; de sorte que r attraction exercée sur un point extérieur par une sphère massive^ composée de couches concentriques homogènes^ est la même que si toute la matière de la sphère était concentrée en son centre.
159. Si enfin on considère deux sphères massives S et S', composées chacune de couches concentriques homogènes, on
. ne changera rien, en vertu du théorème précédent, à Pattraction exercée par la sphère S sur un point matériel pris dans la sphère S% en réunissant toute la matière de la sphère S en son centre 0. On est ramené par là à considérer I*attraction exercée par le point matériel fictif 0 sur tous les points de la sphère S', attraction égale à celle que tous les points de la sphère S' exercent sur le point matériel 0. Appliquant de nouveau le théorème, on pourra supposer que toute la matière de la sphère S' est concentrée en son centre 0'; de sorte qu'en résumé on n'altère pas les attractions mutuelles en concentrant à la fois la matière de la sphère S' en son centre 0, et la matière de la sphère S' en son centre 0'. Deux sphères matérielles^ composées chacune de couches concentriques homogènes, s'attirent dotic de la même manière que si la matière de chaque sphère était réunie en son centre.
160. Voici pour le même théorème une démonstration géométrique plus rapide.
Soit (fig. 137) 0 le centre de la couche sphériquc, OB son rayon, et A le point attiré.
Considérons un élément de surface MM'; l'action qu'il exerce sur le point A est dirigée suivant AM, et a pour valeur
/inpXsurf MM'
P_0M OM "• OA
Donc
quantité constante quel que soit le point M. On peut observer que P est conjugué harmonique de A par rapport aux extrémités B et B' du diamètre AO.
Du point P comme centre avec un rayon égal à _ PM, décrivons un Irag- ^*^*"' ment de surface sphérique, et considérons sur cette surface la portion Mm interceptée par le cône qui a le point P pour soaimet et Paire MM' pour base. La surface élémentaire Mm sera la projection orthogonale sur cette sphère de Télémenl MM^ et comme l'angle des deux surfaces est égal à Tangle OMP = A de leurs normales respectives, on aura surf. MM'x cos A = surf. Mm. Les triangles semblables OMP, OAM donnent de plus
OA
c*est-à-dire le même résultat que si Ton concentrait toute la matière de la couche sphérique au point 0.
161. Nous avons supposé (g 157 et suiv.) que le point A, attiré par la matière répartie uniformément sur une surface sphérique, était extérieur à cette surface. Cherchons à résoudre la même question dans le cas où le point A est placé à
rintérieur de la couche. On pourrait suivre une marche analogue à celle que nous avons indiquée pour le premier cas. Mais une remarque de géométrie permet d'abréger ta solution.
Considérons, comme nous Tavons fait dans le premier cas, Tattraction totale exercée sur le point A par la matière de la zone profilée en MM' et NN', et comprise entre les deux plans parallèles infiniment rapprochés MPN, M'P'N'. Cette attraction est dirigée du point A vers le point 0, et a pour mesure
Prolongeons les droites AM, AM' jusqu'à leur seconde rencontre avec la circonférence en M^ M'^. L'arc M^M'j sera le profil d'une zone sphérique comprise entre les deux plans parallèles MjP^N^, M'jP'jK'j, et l'attraction totale exercée sur le point A par la matière de cette zone, attraction dirigée dans
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le sens ÂB, aura pour mesure, en appliquant la même formule,
AP
Les arcs infiniment petits MM% M^M\ peuvent être confondus avec leurs cordes, et forment avec les droites AM, ÂM', AM^, AM'^ deux triangles semblables; les triangles AMP, AHjPj sont aussi semblables. Ces triangles donnent les proportions :
AM' AM
Les deux attractions sont donc égales, et comme elles agissent sur le point A en sens contraire l'une de l'autre, elles se font équilibre. L'attraction de la première zone est détruite par Tattraction de la seconde. Donc
L attraction totale exercée par une couche sphérique homogène sur un point matériel placé au dedans de cette couche est nulle.
On peut remarquer que le plan mené par le point A, perpendiculairement à la droite BC, partage la couche sphérique en deux régions, dont les attractions partielles sur le point A sont ^les et contraires.
La même méthode nous ferait reconnaître, si nous ne l'avions vu déjà, que quand le point A est à Textérieur, le plan Et/ (fig. 136), plan polaire du point A par rapporta la surface sphérique, partage la couche en deux zones à une base dont les attractions sur le point A sont égales et de même sens.
UO AniUCTION
SOLOTION AKALTriQUE DU MÊME PEOBLÈME,
162. Soit R le rayon de la sphère; a la distance OÂ, que nous supposerons d'abord supérieure à R.
L'attraction élémentaire exercée par un élément H de la couche sphérique sur le point A sera
ÂiP
m étant la quantité de matière renfermée dans le point A, et
(1 la quantité de matière Jii^ X de rélément attirant M
Décomposons la force o suivant la direction OA, et suivant une direction menée dans le plan MAO perpendiculairement à AO. Les composantes normales à AO de toutes forces élémentaires se détruisent deux à deux, et il vient pour Tattraction cherchée :
AM
le signe Z s'étendant à tous les éléments (i qui composent la surface sphérique, et la lettre a désignant l'angle MAO.
Pour donner à cette expression la forme différentielle, définissons la position des points M sur la sphère par deux angles, Tangle 0 = AOM, et l'angle dièdre <|;, formé par le plan AOH avec un plan fixe conduit par la droite OA; tous les points de la sphère pourront être atteints en faisant varier tj^ de 0 à Sic, et 6 de 0 à it. Considérons Télément de surface compris entre les plans <|; et <|; + dij;, et les cônes correspondants aux angles e et 6 + do. Cet élément est un rectangle infiniment petit, qui a pour côlés, dans un sens MPxd^/, ou RsinOd^, et dans
ng. 13».
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l'autre sens, OM x d6 ou RdO. Sa surface est donc égale à R* sin e de d^j et la quantité de matière qu'il renferme est
Posons enfin AM=u, et nous aurons pour l'attraction élémentaire estimée dans la direction AO,
/mpR'gin erfOrf^ cosa JJ"^ '
de sorte que l'attraction totale cherchée est Tintégrale double
en faisant sortir du signe // les facteurs constants.
L'intégrale relative à ^ s'opère immédiatement en observant que fi et a sont des fonctions de 6 seul; on a donc d'abord
I o r n* i sinOcosad$ | = 2;r/m;5U« I j^i .
Pour faire la seconde intégration, nous changerons de variables et nous exprimerons a et 6 en fonction de u. Le triangle AMO nous donne
R« = M» -I- a* — 2atf cosou
Donc
COSa = — -ï-5 4
Le même triangle donne aussi Diiïérentiant cette équation, il vient
t<(/ti = Rasin9i9.
Donc
Ra
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Substituons dans la différentielle, nous aurons
Les limites de l'intégration seront ii=AB=a — R el tt = AG = a + Rt et nous aurons pour l'attraction totale :
4<tl.
L'intégrale générale est u
Faisant d'abord ii = a + R, elle prend la valeui
Puis pour ti=a— R, elle devient
I,— R-^^^=sfl-R-ia-4.R) =— ÎR.
La différence est 2R — (— 2R) = 4R, el par suite
„ 2T/moU« _ , ^ fx (4TtR« Xp)Xm "" 2Ra« ^*^^ «5 •
expression déjà trouvée.
163. Si le point était à l'intérieur de la sphére« le calcul précédent subsisterait, sauf en ce que la limite inférieure de l'intégration serait R — a au lieu de a — R, de sorte que l'intégrale définie
aurait pour valeur la différence
(«+-fel')-(«— te?)-.
et l'attraction serait nulle.
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164. Il y aurait encore un cas limite à examiner, celui où le point serait situé sur la couche sphérique ; on a alors a=R, et rintégrale générale semble se réduire ku; prise entre les limites ti=0 et u=2R, elle aurait la valeur 2R.
Mais l'exactitude du résultat serait douteuse, parce que le
terme de l'intégrale générale ne peut pas être supprime comme nul quand on donne à u la valeur zéro. Pour traiter ce cas, il vaut mieux revenir à la variable 0; on a à la fois (fig. 140)
COSa = 81110)
et la distance AM=u s exprime par 2R sin ^ ; par conséquent
. ^ j^ sinOsin-r:
sinOcosarfO 2 ..
en supprimant le facteur commun sin* 5.
L'intégrale doit être prise entre les limites 0=0 et 0 == x. Or on a
Jco.|rfi = .in|;
entre les limites 6=0 et 0=^, cette j^ fonction a pour valeur l'unité.
Donc
La quantité H, considérée comme fonction de la dislance a,
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est donc discontinue ; elle éprouve une brusque variation pour a = R, et elle prend la valeur 0 pour toute valeur de a, positive et inférieure à R.
LOIS DE L ÂTTnACTIOM DES SPHÈRES PLEIKES.
165. Soit 0 le centre, et CB la surface d'une sphère massive que nous supposerons homogène; nous représenterons par p la quantité de matière contenue dans chaque unité de volume de cette sphère. Nous supposerons ensuite qu'un point matériel A parcoure la droite indéflnie OX^
f ig. uu
menée par le centre de la sphère. En chacune de ses positions, nous appliquerons les théorèmes précédemment trouvés, et nous déterminerons lattraction totale exercée sur lui par la sphère matérielle; nous pourrons donc élever en ce point une ordonnée proportionnelle à cette attraction, et nous construirons ainsi une ligne dont les ordonnées successives représenteront les valeurs de Tattraction qui correspondent aux positions occupées par le point matériel sur l'axe OX.
Lorsque le point matériel est placé au centre 0, il est au centre de toutes les couches composant la sphère, et l'attraction qu'il subit est nulle, en vertu de la symétrie. L'ordonnée de la ligne cherchée est donc nulle pour le point 0.
Prenons un point A appartenant au rayon OB, à une distance x du centre. Du point 0 comme centre avec OA pour rayon, décrivons une sphère : le point A, placé à
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la surface de cette sphère, est extérieur aux dilTérentes couches dont on peut la regarder comme formée. Il est, au contraire, situé à Tintérieur de toutes les couches sphériques remplissant l'intervalle compris entre la sphère AO et la sphère OB, et par suite ces couches n'exercent pas d'action sur lui (g 160). La sphère OA agit sur le point A comme si toute sa matière était réunie en son centre; or son
\olume est ? «o^; la quantité de matière qu'elle renferme est
et Tattraction exercée par un point ayant cette quantité de matière, et placé au point 0, est donnée par la formule
^ = ^vfpmx.
Nous prendrons donc au point A une ordonnée AD= s r^f^mx ,
et nous obtiendrons le point D qui appartiendra au lieu. La même formule s'applique à toutes les positions que peut recevoir le point attiré sur le rayon OB; à la limite, quand il est placé en B, il suffira de faire a; = R, rayon de la sphère, et on aura pour l'atlraction correspondante
Cette quantité est représentée sur la figure par l'ordonnée BE. Les ordonnées AD, BE, sont proportionnelles aux abscisses OA, OB, et par suite le lieu cherché est une droite OE. Mais cette droite ne doit pas être prolongée au delà de l'ordonnée BE, car la loi d'attraction change quand le point matériel est en dehors de la sphère.
Supposons ensuite x> R ; le point attiré occupe une position A^ Il est en dehors de toutes les couches sphériques matérielles ; par conséquent, toute la matière de la sphère agit
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comme si elle était concealrée au point 0. L'attraction est donc représentée par
quantité qui décroit indéfiniment à mesure que x augmente, et qui est représentée par les ordonnées décroissantes de la courbe EF^ asymptote à Taxe AX.
166. Cette théorie trouve son application dans Tétudede la pesanteur. La terre est à peu près sphérique. L'attraction qu'elle exerce sur un corps quelconque est donc à peu près dirigée vers son propre centre, et elle décroit à mesure que ce corps s*éloigney proportionnellement à l'inverse du carré de sa distance à ce point. Mais le mouvement de rotation de la terre altère ces résultats; le poids d'un corps n'est pas seulement dû à l'attraction de la terre, il subit aussi en grandeur et en direction l'influence du mouvement diurne; sous cette même influence, la terre ne peut conserver la forme sphérique, et prend une forme ellipsoïdale. De là un nouveau problème à résoudre, le problème de Vattraetion des ellipsoïdes, qui est beaucoup plus compliqué que celui de Tatlraction des sphères, et dont nous ne nous occuperons pas ici. U nous suffit d'indiquer que le poids d'un corps est une véritable résultante de deux actions principales, savoir : Patlraction terrestre, et une force fictive due à la rotation du globe, et qu'il a pour direction la verticale^ droite normale à la surface de l'ellipsoïde terrestre.
Si deux systèmes matériels sont situés à une distance extrêmement grande par rapport à leurs dimensions, les actions attractives exercées par les molécules de Tun sur les molécules de l'autre sont sensiblement parallèles, et proportionnelles aux quantités de matière de ces molécules; les distances sont en effet à peu près égales pour tous les groupes de molécules prises deux à deux d'un système à l'autre. Dans ce cas, l'attraction subie par l'un des systèmes peut être assimilée à la pesan* teur : toutes les forces appliquées aux divers points matërieb
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de l'un de ces systèmes sont parallèles et proportionnelles aux poids de ces points matériels. Elles se composent donc toutes en une force unique, qui représente le poids total du système, et qui est appliquée en son centre de gravité. On peut donc dire encore, mais seulement à titre d'approximation, que deux systèmes matériels très éloignés Vun de Vautre s* attirent comme si la matière de chacun d^eux était concentrée en son centre de gravUé.Ceile proposition n'est rigoureuse que pour les systèmes de forme sphérique, composés de couches concentriques homogènes.
ACTION EXERCÉE PAR UN POINT MATÉRIEL SUR UNE COUCHE SPHÉRIQUE HOMOGÈNE, LORSQUE l'aTTR ACTION EST SUPPOSÉE PROPORTIONNELLE A LA DISTANCE.
167. Soit A le point attirant. Partageons la couche en une infinité d'éléments égaux ; soit M un des éléments, \k la quantité de matière qu'il contient, et qui est la même pour tous, en Tertu de Thomogénéité ; appelons m la quantité de matière contenue dans le point attirant; Tattraction MP exercée par le point A sur le point M sera représentée par le produit
/în/A X AM,
et elle s'exercera de M vers A. ''**• ***•
On peut la décomposer en deux forces, Tune MN, dirigée
de M vers le centre 0 de la sphère, l'autre, MQ, parallèle à OA ;
il suffit pour cela d'achever le parallélogramme MNPQ dont MP
est la diagonale.
Le triangle MNP est semblable au triangle MOA; on aura
donc pour les valeurs des composantes :
MN=/m/iXM0, MQ = PN = /iii/*xA0.
Les deux composantes sont ainsi constantes, pour tous les éléments égaux de la couche sphérique.
ATTRACTION PROPORTIONNELLE AUX DISTANCES
Aux attractions dirigées suivant MA on peut substituer deux forces constantes, Tune dirigée vers le centre 0 de la sphère, l'autre parallèle h la direction OA, et, pour avoir la résultante de toutes les forces attractives MA, il suffit de composer ensemble toutes les forces AO et toutes les forces MN.
Les forces MN se détruisent deux à deux ; car à toute force MN correspond une force M'iN', égale et contraire, composante de l'action exercée par le point A sur rëlëmeni M% antipode de rélémentM.
Les forces MQ, toutes égales, parallèles, et dirigées dans le même sens, se composent en une seule force, égale à à leur somme, et appliquée au centre de gravité 0 de la couche sphérique : c^est la résultante cherchée ; elle est égale à la somme des composantes fm\t, x AO, c'est-à-dire à fnM x AO, en désignant par M la quantité totale de matière contenue dans la couche sphérique.
U attraction totale d'un point sur une couche gphérique homogène est donc la même que si toute la matière de cette couche était concentrée en son centre^ lorsque Vattraction mutuelle est proportionnelle à la distance. Cette proposition subsiste toujours, que le point soit situé à Textérieur de la couche ou h l'intérieur; elle sera généralisée plus loin, et appliquée à Tat- Iraction d*un point sur un système matériel quelconque.
RECHERCHE DES CENTRES DE GRAVITÉ. MÉTHODE GÉNÉRALE
168. La recherche du centre de gravité d'un système ma- (ëriel se ramène immédiatement à la recherche du centre des forces parallèles (g 34). Il suffit d'appliquer à tous les points matériels du système des forces parallèles, de même sens, et proportionnelles chacune au poids ou à la quantité de matière contenue dans ce point. Puis on emploie les formules du g 48, c'est-à-dire les équations des moments par rapport h trois axes rectangulaires; on trouve ainsi les trois coordonnées du point cherché.
Sait, par exemple, un système formé de n. points, dont les coordonnées sont
et dont les poids sont respectivement
Pi Pt
PMi
le poids total P du système sera
P=i'iH-/'i+-..+i'« = ïPf
Digitizi
et les coordonnées X, T, Z du centre de gravité seront données par les équations :
iÎL±£tV±:j
Remarque L— Si l'on multiplie par un même nombre i les 3n coordonnées des n points donnés, les coordonnées du centre de gravité de ces n points sont multipliées par ce nombre k. En multipliant, les trois coordonnées 0^, (a, ak d'un point A par un même nombre fc, on obtient les coordonnées 06', b'a\ a'k' d'un second point A', situé sur la droite OA, à une distance OA' du point 0 égale à OAxJk. Par conséquent, la figure que Ton obtient en multipliant par un même nombre les 3n coordonnées des points donnés, est une figure semblable à la figure donnée, et k est
le rapport de similitude; les coordonnées du centre de gravité sont multipliées par le même nombre ; donc le centre de gravité de la seconde figure est le point homologue du centre de gravité de la première, et dans des figures semblables (les poids des points homologues étatit les mêmes, ou variant d'une figure à Vautre dans un même rapport) les centres de gravité sont des points homologues (cf. g 139).
Remarque IL — Considérons séparément les deux premières équations. Elles font connaître les coordonnées X et Y du centre de gravité des points p^, p^v-Pn» projetés en conservant leurs poids sur le plan XOY. Donc le centre de gravité de la projection d'un système donné sur un plan est la projection du centre de gravité de ce système. 11 en est de même de la projection du système sur une droite: chacune des équations, prise isolément, le démontre.
Pig. 143.
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169. Lorsqu'on a à déterminer le centre de gravité d'un système matériel continu, tel qu'un corps solide renfermant un nombre indéflni de molécules, les sommes précédentes se composent d'une infinité de termes, et se changent en intégrales. On peut procéder, par exemple, de la manière suivante.
Soit A le solide donné; prenons trois axes rectangulaires, OX, OT, OZ, et décomposons le corps en éléments infiniment petits dans les trois sens, par une triple série de plans parallèles aux axes, menés à des distances infiniment petites les uns des autres. Tout élément a, sauf ceux qui sont voisins de la surface terminale du corps, et qu'on peut soit négliger, soit compléter, sans altérer les sommes cherchées, a pour volume le produit dxdydz; soitp le poids de runité de volume au point a, poids qui est constant lorsque le corps est homogène, et qui est supposé connu en fonction des coordonnées Xy y, % du point a, dans le cas contraire. Le poids de Télément sera
fidxdydz,
et par suite les coordonnées Ç, ï), Ç du centre de gravité seront données par les trois équations :
f_SSSpxdxdy<h
^^ SJJf^dydz*
^-.SSJpydxdydz .
SSJpdaMydz* ^_SSfpzdxdydz
SSipdxdydz'
Les limites des intégrations sont celles qui correspondent à la surface terminale du corps, de manière à prendre tous les éléments matériels compris sous cette surface, et à ne prendre que ces éléments.
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On pourra commencer par intégrer par rapport à 2, en laissant x et y constants. Les valeurs de x et de |f définissent un point o) du plan XOY, et une parallèle iùa, à Taxe OZ. Cette parallèle coupe généralement la surface terminale du corps en deux points ^ et y^ qui sont définis par deux valeurs 2' et / de l'ordonnée z; ces deux valeurs sont des fonctions connues de x et de y. Les intégrales une fois faites s'appliquent à la partie du système comprise dans l'élément prismatique Py> 6t ne contiennent plus que les variables x et y. On fera la seconde intégration par rapport à y, en traitant x comme une constante; cela revient à faire varier y du point p au point g, entre des limites y', y^^ qui sont fonctions dex seul. Enfin, on intégrera par rapport à x la fonction résultante» entre les limites correspondantes aux parallèles mm\ mi', menées à Taxe OY, tangentiellement au contour de la projection MN, c est-à-dire entre deux limites constantes, a et b. On peut indiquer ces diverses opérations successives en écrivant les équations sous la forme suivante :
xdx I dy I pdz
dx dy \ pdz
/x = b /•y^lT /»»=a;*
àx I ydy I pdz
x = a •/ y = y* *^ 3=ae
fa'"/'/'/','''
170. Des méthodes analogues peuvent être suivies pour déterminer le centre de gravité d'une aire matérielle terminée à un contour donné, ou d'une ligne matérielle finie, terminée en deux points donnés. S'il s'agit d'une surface plane, on
partagera Taire dont on cherche le centre de gravité en bandes par des plans parallèles infiniment rapprochés, et on aura à faire plusieurs quadratures, l'une pour obtenir la somme des surfaces élémentaires, les autres pour obtenir la somme des produits de ces surfaces par leurs distances respectives à des plans fixes. S'il sagit d'une ligne, on la partagera en tronçons infiniment petits, et on procédera de la même manière.
Les coordonnées du centre de gravité d'une surface rapportée à des coordonnées rectangulaires sont données par les formules :
SJpdJcdyy/ÏTp^^fq^ '
ri
SSpdxdyy/\+p*+q*
^ SSpzdxdy s/Ta- p* 4- g*
SSpdxdys/i+p*^q*'
dz où p désigne la dérivée partielle, ^ , de s par rapport à x, et
q la dérivée, ^f par rapport à y. Les intégrales doubles sont
limitées au périmètre de l'aire dont il s'agit.
171. Prenons pour exemple la recherche du centre de gravité d'un triangle homogène, OAB (fig. 145).
Du point 0, abaissons OX perpendiculaire sur le côté AB du triangle, puis menons 0¥ parallèle à ce même côté. Nous prendrons pour axes les droites OX et OY. Soit 0? = h la distance de la base ÂB du triangle à lorigine 0. Prenons les moments par rapport à l'axe OY, ce qui nous fournira la valeur de l'abscisse X du centre de gravité cherché.
Pour cela décomposons la surface du triangle en bandes, mnn'm\ infiniment étroites, par une série de droites équidistantes, menées parallèlement à l'axe OY. L'aire élémentaire de l'une de ces bandes est exprimée par le produit mnxdXj le facteur dx représentant la distance des deux
droites inGhimem rapprochées mn^ m'n'. Or OM=ap, et les triangles semblables Omn, OAB, nous donnent la proportion
mn __ OM __ a; AB ""OP^S*
hx
On a donc mn = -r- » fc désignant la base AB. Prenant les moments par rapport au plan OY, il viendra
hx
XdxXx
Le centre de gravité du triangle OAB est donc situé sur une droite menée parallèlement à la base AB, aux deux tiers de la hauteur OP.
On peut prendre un autre côté OB pour la base du triangle. La formule s^appliquant encore, le centre se trouvera sur une droite menée parallèlement à OB, aux deux tiers de la distance du sommet opposé A à cette base : ces deux droites se couperont au point cherché. De là résulte la construction suivante (fig. 146) :
Partageons chacun des trois côtés OA, AB, BO, en trois parties égales^ aux points \ , b, ," pour le premier ^ O4, o„ pour le second^ a^ et a, pour le troisième; les indices sont distribués sur le périmètre du triangle en suivant ce périmètre dans un même sens. Cela posé, les trois droites b^o,, o^a,, a^b,, se coupent en un même point 6, qui est le centre de gravité du triangle.
U est facile de reconnaître que ce point est le point decon-
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cours des trois médianes, ou des droites menées de chacun des sommets au milieu du côté opposé; nous le démontrerons directement tout à l'heure.
CENTRE DE 6RAY1TÊ DU PRISME DROIT HOHOGÈIŒ
n2. Soit AB un prisme droit homogène, terminé en A et B à deux plans perpendiculaires à ses arêtes. Le centre de gravité de ce prisme sera situé dans le plan MN mené à égale distance des plans des bases A et B.
Cette proposition résulte immédiatement de la symétrie du système par rapport au plan MN. On peut aussi la vérifier en décomposant le prisme en une infinité d'éléments matériels infiniment petits, qu'on supposera sollicités par des forces parallèles entre elles et au plan MN, et proportionnelles à leurs poids respectifs. On prendra ensuite les moments de ces forces par rapport à un axe quelconque tracé dans le plan MN ; la somme des moments sera nécessairement nulle, puisque à chaque force appliquée à un élément pg correspond une force égale et parallèle, appliquée à l'élément symétrique pY» ®t donnant un moment égal en valeur absolue, mais f^ de signe contraire ; ces deux moments se *s^ ^ détruisent donc dans la somme. Le plan MN contient par conséquent le centre de gravité cherché.
Cette conclusion est encore vraie pour un prisme droit non homogène, pourvu que la distribution de matière soitsymé^ trique par rapport au plan moyen MN ; c'est-à-dire pourvu que deux éléments égaux, pq, pY» également distants du plan BÎN, renferment chacun la même quantité de matière.
Corollaire. — Le centre de gravité d^un parallélépipède ree* tangle homogène est à rinteisection de ses trois diagonales.
On peut en effet considérer le parallélépipède rectangle comme un prisme droit ayant pour base une quelconque de
î îî
ses faces ; le centre de gravité se trouve donc à la fois dans les trois plans menés parallèlement aux faces opposées , à égale distance de ces faces, c'est-à-dire au milieu des trois diagonales.
Un rectangle matériel peut être considéré comme la limite d'un parallélépipède rectangle dont une dimension décroit indéfiniment. Le centre de gravité d'un rectangle matériel homogène est donc au point de rencontre de ses deux diagonales.
De même, une droite finie homogène peut être regardée comme la limite d'un rectangle homogène dont une dimension aurait été indéfiniment réduite; le centre de gravité d'une droite finie homogène est donc le milieu de cette droite.
173. Enfin, si un système matériel a un plan de symétrie^ eu égard non-seulement à ses formes et à ses dimensions géométriquesy mais encore à la distribution des quantités de matière réparties entre ses divers éléments^ de telle sorte que deux éléments symétriquement placés renferment (Tégales quantités de matière^ le centre de gravité du système est situé dans le plan de symétrie. Car ce système peut être décomposé en une infinité de prismes droits normaux au plan de symétrie, et dont les centres de gravité sont tous situés dans ce plan. Le centre de gravité de l'ensemble est donc aussi un point du même plan .
Il en est encore de même quand le système a un plan diamétrai, c'est-à-dire un plan qui coupe en deux parties égales les droites de jonction des éléments correspondants pris deux à deux.
Corollaires. — 1" Le centre de gravité d'une sphère homogène, ou formée de couches concentriques homogènes, est son centre de figure.
2"" 11 en est de même pour un ellipsoïde homogène.
3"* Le centre de gravité d'un corps de révolution est situé sur sim axe.
4^ Le centre de gravité d'un cercle homogène ou d'une ellipse homogène est situé au centre de figure. 11 en est de même du centre de gravité d'une circonférence homogène, ou du périmètre d'une ellipse.
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Ces derniers exemples montrent en même temps que le centre de gravité d'un système matériel peut être un. point géométrique en dehors de l'espace occupé par ce système.
Considérons par exemple le solide engendré par la révolution d'un cercle autour d'une droite menée dans son plan en dehors de ce cercle. Ce solide reçoit le nom de tore. Le centre de gravité d'un tore homogène est le centre du tore, c'est-àdire le pied de la perpendiculaire abaissée du centre du cercle générateur sur l'axe de révolution. Ce point est en dehors de l'épaisseur du solide.
5^ Le centre de gravité d'un polygone régulier homogène, quel que soit le nombre de ses côtés, est le centre du cercle circonscrit au polygone.
CEKTRE DE GRAVÎTÉ DU TRIANGLE ET DES POLTCONES.
174. Soit ABC un triangle homogène. Partageons-le en bandes infiniment minces, en menant une série de droites parallèles au côté BC. Nous pouvons regarder l'une quelconque de ces bandes, mm'n!n\ comme un rectangle infiniment mince : ce rectangle étant homogène par hypothèse, son centre de gravité est au point I, intersection de ses diagonales. A la a ^ limite, quand l'épaisseur du rectangle devient infiniment petite, le centre de gravité se confond avec le milieu de la dimension mn. p.
Tous les milieux des droites parallèles mn^ inscrites dans le triangle, sont situés sur une même droite AD, menée du sommet A au milieu D du côté opposé. Le centre de gravité du triangle est donc aussi sur cette droite, car, pour l'obtenir, il suffit de composer ensemble les poids respectifs des bandes mm'nn\ appliqués aux milieux des
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diverses droites mn^ c'est-à-dire appliqués aux différents points de la droite AD.
On arrive plus simplement à ce résultat en observant que la droite AB est un diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à la base BC, et les trapèzes infiniment petits mm'n'n.
On connaît donc une droite AD qui contient le centre cherché ; pour achever la solution, on observera que le centre de gravité du triangle se trouve aussi sur la droite BE, menée du sommet B au milieu E du côté opposé. Il est donc situé au point G, intersection de ces deux droites.
On peut aussi avoir recours, pour achever la solution du problème, au principe de la similitude.
Prenons les milieux E et F des côtés AB, AC, et joignons ED, DF, FE. Nous partageons ainsi le triangle donné en quatre triangles égaux entre eux, AEF, FDE, FDB, EDC, et ayant par conséquent une surface égale au quart de la surface du triangle total. Le point K, intersection des droites EF, AD, est le milieu de la droite FE ; prenons les milieux L et M des deux parties BD, DC, de la base. Les centres ^^^ de gravité des quatre triangles partiels -,x^^/ seront respectivement sur les droites ^/^'Tn^' / * AK, DK, FL, EM. Mais dans deux figures A <^g VgH^'^ ^o^ogènes semblables^ les centres de gra- ^^l-^^J ^m ^ont des points homologiLes (g 157, kXT flf-y* Rem.). Soit donc G le centre de gravité ^ du triangle total ; appelons x la distance
AG; pour avoir les centres de gravité ^' des triangles partiels, il suffira de re-
marquer que ces triangles sont semblables au triangle total,
et que le rappport de similitude est ^. Soit AD =2. Le centre
de gravité g du triangle AFE sera situé à une distance kg du
point A égale & ô ^'
Le centre de gravité ^ du triangle EFD sera situé à une dis-
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tance D(^ du sommet D de ce triangle égale aussi & ô» ^^ ^^^
tance A^ sera donc égale ai — ^x.
Les centres de gravité jT, g'", des deux derniers triangles sont situés sur une parallèle à la base BC, qui coupe la droite AD en un point I, situé à une distance du point A égale à
I X AK H- Fjf', ou à^ H- 5. Les poids de ces deux triangles se composent donc en un seul, égal à leur somme et appliqué au point L
Appelons S la surface du triangle donné; 7 S sera la surface
de chacun des triangles partiels ; ces surfaces sont proportionnelles aux poids, à cause de Thomogénéité de la figure. Ainsi le poids S, appliqué en G, est la résultante du poids
2 appliqué en Çj du poids j appliqué en g^, et du poids ^appliqué en L
Prenons les moments de ces poids par rapport au point A ; nous obtenons Téquation
'xH-î+|x{'-?)+lft+'f)- Le facteur commun S disparait, et il vient
ou bien
OU enfin
ce que nous avions trouvé plus haut d'une autre manière (S 171).
SeO GE^'TRE DE GRAVITÉ
TRAPÈZE HOMOGÈNE
175. Soit ABCD un trapèze homogène dont on demande le centre de gravité.
On reconnaîtra, comme pour le triangle, que le point cherché se trouve sur la droite KH qui joint les milieux K et H des bases parallèles. Menons ensuite la diagonale BD, et prenonsen le milieu I ; cette droite partage le trapèze en deux triangles DAB, BDC; le centre de gravité du premier triangle est au point g^ intersection de3 droites DK, AI. Le centre de gravité du second triangle est en g^^ à Fintersection des médianes BH, CL Le centre de gravité du trapèze est situé sur la droite g(f. Le point cherché est donc à l'intersection G des droites KH'etjj/.
176. Calculons la distance x du point G à l'une, AB, des bases du trapèze. Soit H la hauteur, ou distance des parallèles AB, DC; soient AB=ft, et DC=B, les deux bases. Les deux triangles ADB, DBG, ont même hauteur H; ils sont donc entre eux comme leurs bases b et B, et leur somme, c'est-à-dire le trapèze entier, est proportionnelle à &-f-B, le poids total, fr-hB, du trapèze, appliqué en G, est it résultante du poids b appliqué en 9, et du poids B appliqué en /.
H La distance de g au côté AB est •= , et la dislance de g' au même
côté est 3 H ; le théorème des moments par rapport à l'axe AB
nous donne donc Téquation Donc
GL KM 2"^^ X
DoncGL=«etGP=y.
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QUADRaATÈRE PLAN HOMOGÊKE.
177. Décomposons en deux triangles ABD, CBD, en menant la diagonale BD, le quadrilatère donné ABCD. Prenons le milieu I de cette diagonale, et joignons AT, CI. Sur ces droites de
jonction, prenons 13= ^ lA et Igf'= ^ IC. Les points g et ^
seront les centres de gravité des triangles ÂBD, CBD, et le
centre de gravité G du quadrilatère sera situé quelque part sur la droite gg\ laquelle est parallèle à la seconde diagonale AC.
Les deux triangles ABD, CBD ont
une base commune BD ; ils sont donc
"^^^"--....^ \X\ / entre eux comme leurs hauteurs
AH, CE, ou comme les segments AL, f*?' *52. CL, interceptés sur la seconde dia-
gonale AC par la première, ou enfin comme les segments proportionnels 9M, ^M, interceptés par la même diagonale sur la droite g^. Le centre de gravité cherché partage donc la distance gg' en segments dont le rapport, ^,y est égal à l'inverse
du rapport, -^/, des poids appliqués respectivement aux points
Sf etgr.
On a donc
Mais donc enfin
Gg' gil'
Gg-{-Gg' = ff'U + gU^gff;
Gg=:gni et Gg'^gM,
Il suffit, pour obtenir le point G, de porter sur jjf', à partir du point sf, une longueur îfG = j'M, ce qui revient à retourner
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bout pour bout la droite gy' sur elle-même. Le point M, intersection de cette droite avec la diagonale BD, passe alors au point G cherché.
1 78. Remarque. — Le point g^.cenlre de gravité du triangle ADB, est situé sur la droite DN qui joint le sommet D au milieu M de la base (fig. 154), et le segment gH est le tiers de la longueur totale DN de cette droite.
Nous pouvons partager le quadrilatère en deux triangles en menant l'autre diagonale AC; nous obtiendrons ainsi deux centres de gravité fj f\ aux tiers des droiles BI', Dl', qui joignent les sommets B et Dau milieu F de cette diagonale. Le centre de gravité du ^**' ^^^
quadrilatère sera situé sur la droite fff'j et par suite il sera au point G, intersection des droiles gg', g'^if'^ ou intersection des diagonales du quadrilatère g^'g'^'.
Mais le point / est situé sur la droite CN, qui joint le sommet G au milieu N de la base AB, dans le triangle CAB, dont le point gf est le centre de gravité. Ng" est le tiers de NC. La droite ffjT, joignant les tiers des deux droiles ND, NC, est parallèle à DC, et égale au tiers de DC. Par la même raison, la droite jf'/ est parallèle à AD et égale au tiers de AD; g' g" est parallèle a AB et égale au tiers de AB ; f'g est parallèle à BC et égale au tiers de RC.
Le quadrilatère g^çff' est donc semblable au quadrilatère ABCD, et semblablement placé; la similitude est inverse, le
rapport de similitude est ^. Le centre de similitude sera le
point de concours des quatre droites, qui joignent les points homologues Cjf, D/, B^", kg. Les diagonales du quadrilatère gfg'if' se couperont mutuellement au centre de gravité du quadrilatère ABCD.
CENTRE DE GRAYTrÉ D'uN POLYGONE PLAN HOMOGÈNE.
179. La recherche du centre de gravité d'un polygone homogène se ramène à celle du centre de gravité du triangle. Soit ABCDE un polygone d'autant de côtés qu'on voudra. Nous le supposerons convexe.
Par un sommet A, menons les diagonales AC, AD, qui partagent la surface du polygone en n— 2 triangles, n étant le nombre des côtés. On peut mesurer la surface de chacun de ces n— 2 triangles; le centre de gravité de chacun deux s'obtient en joignant le point A aux milieux I, ï\ 1%... des côtés qui n'aboutissent pas à ce sommet, et en prenant les points 6, G', G",... aux deux tiers, à partir du point A, des longueurs AI, AI', AI'. Ces points G, G', G"", seront les centres de gravite des triangles. On peut observer qu'ils sont situés à la rencontre des droites AI, AI', AI',... avec un contour polygonal bcde "«• *^- semblable au contour BCDE, et réduit
dans le rapport de 5 à 2, en prenant le point A comme centre de similitude.
On supposera donc aux points G, G', G",... des forces parallèles appliquées, proportionnelles respectivement aux surfaces des triangles ABC, ACD, ADE, et on composera ces forces. Pour cela, menons par le point A dans le plan du polygone deux axes rectangulaires AX, AY. Appelons x^y y^, x,, j/„ a;,, y,,..* les coordonnées respectives des points I, F, P,... milieux des côtés qui n'aboutissent pas au point A ; appelons S^, S^, S,,... les surfaces de chacun des triangles ABC, ACD, ADE, et X, Y, les coordonnées du centre de gravité cherché. Les coordonnées des points G, G', G',... seront égales à
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et nous aurons par suite les équations :
^_2Sta;,-f-S,g,-f-S5a;5 4-.
3 S^ + Sj-f S5+...
3 S,-fS,-f-Ss+...
CENTRE DE GRAVITÉ d'uNE LIGNE DROITE NON HOMOGÈNE.
180. La recherche du centre de gravite d'une droite finie non homogène revient à la recherche de Tabscisse du centre de gravité d'une aire plane.
Si p est la quantité de matière rapportée à Tunité de longueur, contenue dans la droite au point M, le centre de gra-* rite de la droite s'obtiendra en faisant la somme des produits pxMm et pxMmxAM, et en divisant la seconde somme par la première. Élevons aux différents points de la droite des ordonnées ÂA% MM', BB', égales aux valeurs correspondantes du facteur p en ces points. Nous construirons ainsi une courbe A'M'B', qui pourra être continue ou discontinue, et dont l'aire élémentaire Mmm'M' représentera le produit pxMm, ou la quantité de matière contenue dans l'élément Mm. La formule qui donne le centre de gravité de la droite AB, est donc identique à celle qui donne 1 abscisse du centre de gravité de la surface homogène ABB'A'.
Supposons, par exemple, que le facteur p soit nul au point A, et varie du point A aii point B, proportionnellement à la distance au point A ; alors la ligne dont les ordonnées représentent les valeurs successives de p, est une droite AB', et le centre de gravité G de l'aire ABB' est situé aux deux tiers de la distance AB. Il en est donc de même du centre de gravité g de la droite AB.
Rg. 155.
Kg. 156.
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Remarque. — Le centre de gravité d'un système de points ne change pas si on augmente ou diminue les poids de ces points dans un même rapport. Or, augmenter ou diminuer dans un certain rapport le poids p, qui varie d'un point à l'autre de la droite AB, cela revient à augmenter ou à diminuer dans le même rapport les ordonnées de la ligne A'B'; par conséquent les centres de gravité de deux aires planes homogènes, dont les abscisses sont communes et les ordonnées proportionnelles, ont même abscisse. La même proposition a lieu quand les coordonnées sont obliques.
CESmE DE GRAVITÉ D*(JN SEGMENT PARADOUQUE.
181. Soit BAC une parabole, AX son axe, A son sommet, AY la tangente au sommet. On demande le centre de gravité de l'aire homogène comprise entre la courbe et la droite HM', parallèle à AY.
L'équation de la courbe, rapportée aux axes AX, AY, est
Le centre de gravité cherché est sur laieAI; il suCQt de trouver son abscisse Ç. Elle sera donnée par l'équation
Fig. 157.
J'iydx Jydx '
les intégrales étant prises entre les limites x=0 et a? = AP. Soit AP=a.
Pour faciliter les intégrations^ prenons y pour variable indépendante. Il vient
Donc
D'UiN SEGMENT DE PARABOLE.
Syx^x"^
Jyx'?
P- -L Jy^^y
2p Sy^dy
Op
Les limites des intégrations sont ici y =0 et y=:PM=v^2j?a.
et par sulle
Le centre de gravité est donc situé sur AP à une distance du sommet A égale aux trois cinquièmes de la flèche AP du segment donné.
Ce résultat s'applique à tout autre segment de parabole, lors même que Tangle de la corde MM' avec le diamètre conjugué AP ne serait pas droit. Le centre de gravité du segment
HAM' est en G, sur le diamètre AX conjugué
de la corde MM', et AG est égal aux ^ de la
flèche AP mesurée sur ce diamètre. On peut remarquer que le point G, situé sur le diamètre AX, ne change pas de position quand on déforme le segment parabolique en faisant tourner d'un même angle toutes les ordonnées PH, autour de leur pied P, et qu'on les amène a être perpendiculaires à AX. On transforme ainsi le segment oblique MAM' en un segment M^AM'^ qui a le même centre de gravité, et dans lequel la dioite AX est Taxe de In courbe.
Fig. 158.
n. — mtc. ccuicROH.
CESTRB DB GIUYITË
GENTRE DE GRAVITÉ d'uN SEGHENT DE CERCLE*
181. Le centre de gravité G du segment BAC est situé sur le rayon OA qui partage le segment, la corde et Tare BC en deux parties égales. Rapportons le cercle aux axes rectangulaires OX, OY, et prenons les moments par rapport au point 0. L'abscisse Ç du point G sera encore donnée par l'équation
Fig. 158.
Jyxdx * jydx '
Les limites des intégrales sont «=01, et x=OA; nous poserons 01 =w, OA*=R.
On a entre x et y la relation
Donc
et faisant
on est ramené à intégrer — R sin'^df •
Or on a, en faisant abstraction des constantes,
Retranchant membre à membre, il vient
Les limites sont 9= BOA pour a:=m = OI, et 9=0 pour x=R=OA. Appelons a Tangle BOA, moitié de Pangle au centre qui correspond au segment donné. U faut changer le
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signe de l'intégrale, et la prendre entre les limites a et 0, ce qui revient à la prendre avec son signe entre les limites 0 et a : Û faut enfm la multiplier par R* :
Pour f = c> Fintëgrale indéfinie deTîent s« — TsinSa» Pour f = 0, eUe derient 0.
La différence est x a — ? sin 2a, qu'il faut multiplier par R On a donc
résultat connu, car il exprime que Taire, 2fydXj du segment BCA, est la différence entre Taire, R*a, du secteur BOCA, et
l'aire, x R* sin2a, du triangle BOG.
Rous avons encore à faire Tintégrale
et à la prendre entre les mêmes limites, â;=m, ^=R.
On l'obtient facilement en prenant y pour variable indépendante.
En eRety
ce qui nous donne xâx = — ydy.
Donc
fonction qu'on doit prendre entre les limites y=IB=^R»— m* pour x=fn, et y= 0 pour x=R.
Le résultat est
Mais nous avons posé m=Rcosa, et par conséquent VR*— tii*=R8ina; Tintégrale définie a donc pour valeur
jR'sin'a*
276 CENTRR DE GRAYITfi
En définitive 9 Tabscisse cherchée Ç est donnée par la formule
A^*« *!>• • o 6«— 3sin2«t
-s vR'sinîa
Four vérifier celte formule, observons qu'elle doit donner ç=0, quand le segment comprend toute la surface du cercle, c'est-à-dire quand a=ic; car alors le centre de gravité est au point 0 ; et c'est en effet ce que le calcul indique. Nous devons de plus avoir Ç=R pour a=0, puisque le segment se ré^ duit au point A, qui est à lui-même son propre centre de gravité. Pour reconnaître ce résultat, remarquons que si a est un infiniment petit du premier ordre, sin' a est un infiniment petit du troisième, et qu'ainsi le dénominateur 6a— 3sin2a doit être lui-même du troisième ordre, pour que la valeur de la fraction puisse être un nombre fini. On a en effet, en développant sin *2a en série.
si„2. = 2.--0g_ + ^-^^^^^^j^-etc.
et par suite
Ga — osin 2« = ^— etc.,
les termes omis étant tous d'un ordre de petitesse supérieur au troisième.
On a donc
4 sin* g 4sin*a .
6(c — 3sm2« "~ (STp f '
divisant haut et bas par a', puis faisant a=0 pour passer à la limite, on trouve Tunité pour vraie valeur de la fraction.
On parvient au même résultat en prenant les dérivées des deux termes de la fraction, et en supprimant le facteur cona-
D'UiN ARC DE CERCLE.
CEIITRE DE GRATrrÉ d'uIY ARC DE CERCLE HOBIOCÈ^.
182. Le centre de gravité 6 de l'arc homogène BC est situé sur la droite OA qui divise cet arc en deux parties égales, à une distance Ç = 06, qu'il s'agit de déterminer.
Soit B0C = 2a, et OA = R.
La position des différents points m de Tare BC sera définie par Tangle mOA = 0, mesuré dans le sens Am à partir du milieu A de l'arc total. Cet angle variera donc de — a à + a.
L'arc élémentaire mn aura pour me- ^'^* *
sure Rde ; il est à la distance mp=RcosO de Taxe OY élevé au point 0 perpendiculairement à OA. Son moment par rapport au plan profilé en OY est R*cos6d0« et par suite Tabscisse Ç du centre de gravité est donnée par l'équation
R^cosôJO
Le dénominateur n^est autre chose que la longueur de Tare CAB lui-même. Représentons-la par s.
Le numérateur /R'cosOdO est égal à R'sinO, fonction à prendre entre les limites — a et -H a, ce qui donne en définitive 2R*sina, ou bien Rx2Rsina. Or 2Rsina est la longueur de la corde BC. Représentons-la par L
n viendra
La distance du centre de gravité d^un arc de cercle au centre de cet arc est donc le quatrième terme de la proportion
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dont les trois premiers sont la longueur de larCj le rayon et la corde.
On peut aussi conserver à cette équation la forme primitive sous laquelle elle a été obtenue :
ÎR'sina ., ^^ sin«
La recherche du centre de gravité de l'arc de cercle homogène peut se rattacher à Tétude du mouvement circulaire uniforme projeté sur un diamètre fixe (I, g 56). Soit ACB un arc de cercle, dont le centre est au point 0; le rayon OC divise Tare en deux parties . égales ; soit ab la direction d'un diamètre perpendiculaire à ce rayon.
Posons AOC = COB= a.
Imaginons un mobile M partant du point Â et parcourant Parc AB jusqu'au point B avec une vitesse constante : soit» la vitesse angulaire du rayon OM. Le mouvement de la projection m du point mobile M sera défini par Péquation
en supposant qu'on compte les distances â;=Om à partir du point 0, et les temps t à partir de l'heure du passage du mobile au point C ; les valeurs négatives de x et de I correspondront au parcours de Tare AC.
La vilCiise v du point m, est égale à
dx i' =-.^ = R«»cos«)< = e«y,
en appelant y Tordonnée Mm.
La vitesse moyenne (I, g 289) du point m dans le trajet ab est égale à la moyenne de toutes les vitesses v, ou au produit de (i) par la moyenne de toutes les ordonnées y de Tare homogène AB, ou enfin au produit tùy^ de la vitesse angulaire par l'ordonnée y^ = OG du centre de gravité G de l'arc AB,
Fig. 161.
D'un autre côté, cette vitesse moyenne est égale à la longueur ofr, divisée par la durée T du trajet. Ce temps T est double du temps que le mobile M met à aller
2a de C en B, c'est-à-dire il est égal à —•
On a donc Tégalité
ou bien
ab
ab AB
Multiplions haut et bas par R, rayon du cercle ; il viendra
RXAB RXAB
yi=-
2Ra
arcAB
formule identique à celle que nous venons de trouver par une autre méthode.
485. Remarque. — Si Ton considère sur la circonférence (fig. 162) une série d'arcs AB, commençant tous en un point fixe A, et terminés en un point B variable, on pourra construire le centre de gravité de chacun d'eux; il se trouvera sur la bissectrice OC de l'angle au centre correspondant, à une distance 06 =Ç donnée par la formule* On obtiendra ainsi un lieu géométrique qui passe au point A et au point 0, et qui peut se prolonger indéfiniment en considérant deis arcs plus grands que la circonférence. Si 6 est le centre de gravité de l'arc AB, il est facile de voir que la droite B6 est tangente au lieu géométrique au point 6. En effet, pour passer du centre de gravité G de Tare AB au centre de gravité 6' de l'arc AB', infiniment peu différent de l'arc AB, il suffit de composer le poids de Tare
Fig. 1C2.
AB, appliqué en G, avec le poids de l'arc BB' appliqué au milieu de Tare BB' ; le centre de gravité 6' est donc sur la droite qui joint le point G au milieu de l'arc infiniment petit BB', c'est-à-dire à la limite, sur la droite GB. Cette propriété est générale et appartient à tous les lieux géométriques des centres de gravité des arcs de courbe qui ont une extrémité fixe.
Le lieu géométrique des centres de gravité a donc pour tangente au point 0 le rayon OA; car le point 0 est le centre de gravité de la circonférence entière qui se termine au point A.
L'équation du lieu, en coordonnées polaires r = 0G= ç, et e=GOA, sera
sine
La branche AGO correspond aux valeurs de 0 comprises entre 0 et x, c'est-à-dire aux centres de gravité d arcs dont l'angle au centre varie de 0 à 2x. Pour avoir le centre de gravité de l'arc 2zR -+- AB, il faut composer le poids de l'arc 2tJI,
appliqué en 0, avec le poids de .B Tare AB=2ô, appliqué en G, ce
qui donnera sur OG un point 6^, défini par la proportion
0G|_arcAB_a GiG~ 2icR ""i"
La tangente au point G^ sera la droite G^B.
La courbe fait une infinité de circuits, de plus en plus resserrés; chacun passe par le point 0, et touche en ce point la droite OA.
Nous nous arrêterons un inslant à étudier les piopriétés géométriques de cette courbe.
Fig. 163.
TRCPRIÉTÉS GÉOHÉTRIQUES DU LIEU DES CENTRES DE GRÀTITÉ DES ARCS DE CERCLE.
184. Soit (fig. 164) AGEO la courbe, lieu des centres degra- Tilé des arcs comptés sur la circonférence AB à partir du point A. Un point G, pris sur la courbe, est le centre de gravité de l'arc AB, double de Tare AM, qui se termine à la rencontre de la circonférence et du rayon 06.
Par le point I, milieu de OG, élevons sur OG une perpendiculaire 10% qui coupe en 0' la direction OE, perpendiculaire à OA ; du point 0' comme centre avec O'O pour rayon décrivons un arc de cercle, qui touchera en 0 le rayon OA, et qui passera par le point G. Je dis que la longueur de Tare OG est égale au rayon du cercle donné.
En effet,
0G = 0AXÎ!^^
^ Fig. 164.
en appelant 6 l'angle AOM. Le rayon CO de Tare 06 est égal à
jk
ou à
cosO'UG'
OA
stnO
La longueur de l'arc OG s'obtiendra en multipliant le rayon O'O par l'angle au centre OO'G, qui est égal à 26 ; elle est
donc égale à ^ x 26, ou à OA.
Corollaires. — 1* La demi-circonférence décrite sur OE
GooQk
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comme diamètre a une longueur égale à OA ; et par suite le point E appartient à une cycloïde dont la distance AA' serait la base.
T Si l'on prend le milieu F de OE, et qu'on décrive une circonférence sur OF comme diamètre, cette circonférence sera osculatrice au point 0 à la branche EO du lieu des centres de gravité.
185. Conslr\u:ti(m mécanique de la courbe. — Une lame élastique infiniment mince, de section uniforme, solidement encastrée dans un mur à une de ses extrémités, et fléchie par un couple appliqué à son extrémité libre, se courbe suivant un arc de cercle dans la région comprise entre l'encastrement et le point d'application de la force la plus voisine ; cette déformation n'entraîne aucune altération de longueur de la fibre moyenne entre les mêmes points.
On peut utiliser cette propriété pour le tracé mécanique de la courbe AGE.
Fixons dans un étau, au point 0, une lame élastique de section constante qui, dans sa forme naturelle, coïncidera avec la droite OA. Appliquons à cette lame, au delà du point A auquel on veut faire décrire la courbe, deux forces parallèles, égales et contraires. La lamé se courbera, et prendra, dans la région OA, une courbure proportionnelle au moment du couple ainsi formé. Nous pourrons par con» séquent, en faisant croître le moment du couple, donner à la lame une courbure graduellement croissante, et tant que la limite d'élasticité ne sera pas atteinte, la ligne dessinée à chaque instant par la région OA de la lame sera un arc de cercle qui aura son centre sur la droite OE, normale à la direction OA de l'encastrement, et dont la longueur sera égale à la longueur primitive OA de la lame élastique. L'arc OG étant l'un de ces arcs de cercle, le lieu décrit par le point A dans ces déformations successives est la courbe AGE.
186. Des propriétés connues des centres de gravité on peut déduire certaines formules de trigonométrie.
1^ Soit G le centre de gravité de l'arc AB, situé sur la bissectrice de langle AOB.
Soient G', G' les centres de gravité des deux moitiés lA, IB, de Tare AB. Ces deux nouveaux points seront situés sur les bissectrices OF, Or des deux moitiés de l'angle, et la droite G'G' passera au point G et y sera divisée en deux parties égales. La symétrie exige d'ailleurs que Tangle OGG' soit droit. Donc, étant donné le centre de gravité 6 d'un arc AB, on obtiendra le centre de gravité de sa moitié Al en élevant en G sur OG une perpendiculaire qui coupera au point cherché la bissectrice de rangle GOA. ^'^' ^^'
Le point G' appartient è la courbe lieu des centres de gravité des arcs issus du point A. Par conséquent, si r est la distance OG, et r' la distance 0G% correspondante à un arc moitié moindre, 0 étant Tangle GOA, on aura à la fois
. 0' sin 0 , 2
et le triangle OGG' donnera
COSJ
De ces trois équations on déduit la formule connue
0 6 8in9 = 38iii^co8^«
2* On passe du rayon r au rayon r' en divisant le premier par cos 5 ; de même on passera du rayon r* au rayon r*, cor-
respondant à un angle -.^ en divisant par cos t , et on peut
pousser aussi loin qu'on voudra cette déduction. A la limite, on parviendra au rayon qui correspond au centre de gravité
d'un arc infiniment petit, c'est-à-dire au rayon a du cercle donné. On a donc Tëqualion
a = lim -
COSsCOSjCOS-g .
ou, en remplaçant r par sa valeur a
sinO
sin 0 ,. /
COS-COSjCOSg..
pour n infini.
De la on déduit une manière de trouver le rapport de la circonférence au diamètre. La courbe coupe la droite OE en un point E, centre de gravité de la demicirconférence, situé à une distance OË du
centre égale à
. Élevant en E sur OE la
perpendiculaire EF, jusqu'à la rencontre
du rayon OF qui divise Tangle droit
Fj?- iW- gu Jg^3^ parties égales, on aura le centre
de gravité, F, du quart de la circonférence, puis, en répétant
la même construction, le centre de gravité, 6, du huitième de
la circonférence, le centre, H, du seizième^ etc. Donc
a = lim — X — r 9
COSjCOSgCOS/g...
et par suite
ir
COS|COS jCOSj^...
Chacun des facteurs du dénominateur peut être calculé ^ 1 apriori. On a en effet cos ^=:— , et, pour trouver les autres
cosinus, on appliquera la formule générale
DES âRCS de cercle.
La série devient très convergente dès qu'on atteint des arcs sufBsamment petits par les bissections successives. Si. l'on
faille calcul, par exemple, jusqu'au facteur cos ^^, correspondant à un angle au centre de 10' SS^^S, on trouvera très rapidement, en s'aidant des logarithmes, la valeur suivante, dont les six décimales sont exactes : ic==3,141592.
S"" Partageons l'arc AB, correspondant à un angle au centre 20, en n parties égales aux points 1 ^ 2,... n — 1 ; prenons les centres de gravité de chacune de ces u'*"** parties, et cherchons le centfe de gravité de l'ensemble, ou de Tare total AB. Il suffira pour cela, puisque toutes les parties sont égales, de prendre Iq moyenne arithmétique des coordonnées des centres de gravité de chacune.
Soient, d'une manière générale, x^^ y^ les coordonnées du centre de gravité de l'arc compris entre les points k — 1 et t, et X, Y les coordonnées du centre de gravité général, ces coordoimées étant rapportées aux axes rectangulaires OA, OY; il viendra, en appliquant les formules :
Fig. 167.
sin0 .
sinO . ^
sin 0 a:t==a-^co8ûO,
sinû . ,.
SÎnO ejft
ars=sfl-j-cos5d.
xu=a -—-cos (2n - 1) 0. yn^^a—- sin(2/i — i)a.
Donc
X = ^'"^""^** = ^!^(co8e+cos3g + co85g + ..'-f-co8(2«-^)g)*
ne
Il nO
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Hais on a d'un autre côté, toujours en vertu des mêmes formules,
a sin nO Xs= -— cosiid,
Y = r— smn9.
nB
Comparant ces deux groupes, on en déduit les relations suivantes :
sinn9co8fi0 sin^wg 2siii0 *
COSd + C0s3d -f- C0856 + . . . 4- co* (2« — 1) 0 =: •ina + 8m5fl + 8in5e+...4-Mn(2ji — 1)6
Soit
it par exemple 6 = ^ . . On aura
8in0 •in'ftg 8in6 *
Sitir
cose + cos50 -♦.•..+008(2/1 — 1)0 = î!lLrJi-=i.
2sin
2n-hl
187. La courbe coupe le rayon OK, perpendiculaire à OÂ, en une infinité de points E, E', E%... sans compter le point 0 qui est un point multiple d'un ordre infini, puisque toutes les boucles successives du lieu y passent. Le point E est le centre de gravité de la demi^circonférence, le point E' le centre de gravité de trois demi-circonférences, le point E'' de cinq demi-circonférences, etc. On obtient ces points en faisant successivement
Flg. 168.
In
dans la formule
rssa
sinO 0 '
ce qui donne
ss
etc.;
Les valeurs négatives correspondent aux valeurs de 0 pour lesquelles le rayon prend la direction OK'; elles doivent par
suite être portées comme les autres sur la jxguve dans le sens OK.
Gela posé, la limite de la somme algébrique
est égale à la moitié du rayon OA.
En effet, remplaçant r, r', r",... par leurs valeurs, il vient pour celte somme
« 3ir Sic 7it
■tO-
La série entre parenthèses est le développement connu
de 2 P^^ Ift ^rie de Leibniz; donc la somme est égale à
2a X .a — X 7 ou à -5.
188. Connaissant le centre de gravité d'un arc de cercle, rien n'est plus facile que d'en trouver la longueur. On a, en effet, en appelant s la longueur de Tare, et 0 le demi-angle au centre,
Donc
ftsaX^asinO.
On trouvera la longueur de l'arc en prenant une quatrième proportionnelle à la distance r du centre de gravité au centre, au rayon et à la corde.
Si Ton a, par exemple le centre de gravité E de la demi-circonférence ABA\ on trouvera le développement de l'arc AB en joignant EA^ et en élevant A'S perpendiculaire à EA', jusqu'à la rencontre avec EO prolongé. On a en effet
osxOE=rô*» «s. leo.
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OU bien •
Donc
OSx?^ = a«.
0S = j = arcAB.
189. Construction de la courbe par points. — La courbe lieu des centres de gravité des arcs issus du point A n'a qu'un seul paramètre, le rayon OA=:=a du cercle. Toutes les courbes qu'on peut obtenir en traitant successivement difTérenls cercles sont donc semblables entre elles, et on peut construire une fois pour toutes une courbe de cette nature, dont on pourra déduire toutes les autres au moyen d'un simple changement d'échelle.
Cette considération permet d'éliminer l'arc 0, et de ramener la construction par points de la courbe type à des opérations algébriques qu'on puisse exécuter avec la règle et le compas.
Ne fixons pas d'avance le rayon a ; soit OX le rayon à partir duquel on compte les arcs sur un cercle indéterminé; donnons-nous un point M de la courbe, sur un rayon OM qui fasse avec la droite OX un petit angle 0 dont on connaisse d'avance le sinus. Menons par le point 0 des droites Oa, Ob, Oc,... qui fassent avec Taxe OX les angles 28, 30, 40,...
Fig. 170. Nous pourrons facilement trouver les
points de la courbe situés sur ces nouveaux rayons. Ne nous occupons, pour plus de simplicité, que des rayons Ofr, Od,... qui font avec OX les angles 30, 50,... égaux aux multiples impairs de 0. Appelons r la distance OM, r, la distance OM,, fg la distance OM,,..., r« la distance correspondante à l'angle nO ; nous aurons à la fois
sin nO
Donc
r» sinnQ
r—nsind*
Mais pour n entier impair on a Téquation d'Euler :
formule qui contient un nombre limité de termes, et dans laquelle on suppose que 0 est le plus petit arc positif rëpon* dant au sinus donné.
Donc
expression qu*on pourra construire.
On trouvera ainsi, par des opérations algébriques, autant de points qu'on voudra de la courbe; ces points seront assez rapprochés pour permettre de la tracer, si Ton est parti d'une valeur de 0 suffisamment petite.
Pour trouver ensuite le rayon a, on appliquera la remarque 2* du g 186, et on aura, avec une approximation aussi grande qu'on le voudra,
COS^COSjCOSg-...
190. Division JCun angle enp + i parties égales. — Supposons qu'on ait tracé la courbe lieu des centres de gravité des arcs issus d'un point A. Soit AM cette ,
courbe. Proposons-nous de prendre sur "">0\
Parc AB, à partir du point A, un arc AG / ^^
égal à la (p-l-1)"* partie de AB. L'arc / ^^^r^-'c^
BC sera teal à AB X — t-t» et les deux i^l^-:rjrrr,7^ i ^ p ■+- 1 0 ; k
arcs ÂC et BC seront entre eux comme *'
1 est à p. ^' "*•
Joignons OC, et menons la bissectrice 01 de l'angle COA.
n. — «<c. GOiufiNoor. 19
Le point g où elle coupe la courbe AM est le centre de gravité de 1 arc AC.
Le centre de gravité de Tare BC s'obtiendra de même, en répétant symétriquement la courbe AM à partir du point B, ce qui donnera une courbe BM', coupant la courbe AM au point G, centre de gravité de Tare total AB. Le centre de gravité de Tare BC sera le point g^, intersection de BM' avec la bissectrice OF.
Il résulte de là que les trois points g, g' et 6 sont situés sur
une même droite, et que le rapport ^ est égal à -.
Donc le point g' est à l'intersection de la courbe BM' et
d'une courbe homothétique à AM, obtenue en prenant le point
G pour centre de similitude inverse, et en faisant le rapport
de similitude égal à -. La courbe ainsi construite sera le lieu
des centres de gravité d'arcs comptés sur le cercle qu'on déduit du cercle OA par la construction de la figure semblable.
Cette construction s'applique notamment à la division du cercle en p + 1 parties égales. Construisons la courbe AEO, lieu des centres de gravité des arcs issus du point A, dans
le sens AB. En répétant cette courbe en AE'O, symétriquement par rapport au rayon OA, nous aurons le lieu des centres de gravité des arcs issus du point A et comptés dans le sens AB'. Par le point 0, menons une droite gOg'j telle que Ton ait
gO p
Pour trouver le point ^^ il suffira de construire une courbe semblable a la courbe AEO, avec
le point 0 pour centre de similitude inverse, et - pour rap-
pari de simililude. Cela revient à décrire un cercle OA* avec
OA un rayon égal à — , et à construire le lieu A*E"0, des centres de gravité des arcs de ce nouveau cercle, issus du point A" et comptés dans le sens A!^". Le point gi sera l'intersection des courbes A'E'^O, OE'A.
La direction Og étant ainsi déterminée, il n'y aura plus qu'à doubler l'arc AI pour avoir en AM Tare cherché, égal à la (p + 1)** partie de la circonférence entière. Car le point g est le centre de gravité de AM ; le point g' est le centre de gravité de l'arc AB'Alf, qui complète la circonférence. Le centre de gravité de la circonférence est au point 0. On a donc
et par conséquent
arcAM _0/_l arcAli'A'M "^ 0^ '~p
arcAM
cire. OA p-hl
GEIÏTRE DE GRAVITÉ DU SECTEUR
191 . La recherche du centre de gravité du secteur circulaire homogène se ramène à celle du centre de gravité d'un arc de cercle.
Décomposons le secteur A06 en une infinité de secteurs infiniment petits, par des rayons Otn, On; ces secteurs peuvent être assimilés à des triangles, car Tare mn est un élément rectiligne, et leurs surfaces sont proportionnelles aux arcs mn qui leur servent de base. Le centre de gravité du triangle Omn est situé en 9, sur la bissectrice de l'angle au centre, et aux
s du rayon à partir du point 0. Tous
FÎK. 173.
les centres de gravité des éléments
appartiennent donc à un arc de cercle, A'B', décrit du point Q
'-jîi^
comme centre, avec les = du rayon du secteur donné pour
rayon, et le poids de chacun de ces secteurs est proportionnel à Tare mn qui lui sert de base, ou à Tare mV, qui en
est les ^. En résumé, le centre de gravité cherché s'obtiendra en composant. des poids appliqués aux différents éléments de l'arc A'B^ proportionnels aux longueurs mV de ces éléments; cest donc le centre de gravité de l'arc A'B' luimême.
Le centre de gravité G du secteur circulaire homogène est situé sur la bissectrice OC, à une distance OG du centre donnée par la formule :
OG-OCX ^^^,^, «OCx-^j^^-gOCX-jjj^.
CETITRE DE GRAVITÉ d'uN ARC d'hÉUCE HOHOGÈKE.
192. Soit ABC (fig. 174) une hélice tracée à la surface d'un cylindre droit à base circulaire, projeté horizontalement suivant le cercle EF.
L'axe du cylindre (KO* se projette horizontalement au centre 0 du cercle.
Proposons-nous de chercher le centre de gravité d'un arc d'hélice projeté horizontalement en MN et verticalement en M'N'. Nous ne diminuons en rien la généralité des raisonnements en supposant les points M et N symétriques par rapport à la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la ligne de terre LT.
Le centre de gravité de Tare d'hélice a pour projection sur le plan horizontal le centre de gravité g de l'arc de cercle MN, projection de l'arc d'hélice (§ 168, Rem. 2). Car tous les éléments de l'hélice faisant le même angle avec le plan horizontal, chaque arc ds pris sur Thélice correspond sur le cercle à un arc proportionnel à ds^ de sorte que l'égalité de la
SOS
répartition des poids le long de Thélice entraîne pour la projection une répartition égale le long de l'arc de cercle.
Pour avoir la hauteur du centre de gravité au-dessus du plan horizontal, on se servira de Téquation
Celte équation montre que le centre de gravité ne change pas de hauteur quand on déplace les points d'application des poids p sans altérer leurs hauteurs %. Imaginons donc qu'on développe sur un de ses plans tangents la surface cylindrique ; l'arc WH' se transformera en une ligne droite, et le centre de gravité de cette ligne homogène sera au milieu de sa longueur, c'est-à-dire à la hauteur moyenne entre ses deux extrémités.
Il en est de même, par conséquent, de l'arc M'N'; le centre de gravité est donc dans un plan horizontal RS, mené à égale distance des plans horizontaux M'P, N'Q. Il est projeté veilicalement au point B, à l'intersection du plan RS avec la verticale menée par le point 9, centre de gravité de Tare MN.
193. Cherchons (fig. 175) le lieu géométrique des centres de gravité 6 des arcs d'hélice commençant au point A, et terminés à un point B mobile. Par le point B, menons Bfr, parallèle à Taxe de l'hélice, jusqu'à la rencontre en b avec le plan perpendiculaire AOÏ.
Soit
L'équation de l'hélice, sur le cylindre où elle est tracée, sera
Fig. 174.
OU
Aa
en appelant h le pas. Cette équation représente la surface hélicoïdale obtenue en abaissant des divers points de
l'hélice des perpendiculaires sur OZ.
Le point g est défini sur le plan
XOY par l'angle
et la distance
Le point 6 a pour hauteur
« , i ha HB
Fiff. 175.
Les coordonnées rectangles, af^ y', ^ du point G sont donc exprimées en fonction de 0 par les équations :
«sinOcosO «'-R — ë — •
La courbe appartient à l'hélicoîde à plan directeur défini par
Téquation »=: ^, sur lequel est tracée l'hélice, comme il
était facile de le prévoir.
La tangente au point 6 s'obtient en joignant GB.
CENTRE DE GRAVITÉ d'uNE SURFACE COURBE HOMOGÈNE. CENTRE DE GRAVITÉ DE LA ZONE SPHÉRIQUE.
194. Comme exemple de la recherche du centre de gravité d'une surface courbe, proposons-nous de trouver le centre de gravité d'une zone sphérique homogène. Soit 0 le centre delà
D'UNE ZONE SPHÉRIQUE
sphère à laquelle appartient cette zone, et OF=OP=OE soo rayon. La zone ABCD, dont on demande le centre de gravité, est comprise entre deux plans parallèles, profilés sur la figure en AD, DC, et distants du cenlre 0 de quantités OS, OR.
Par le centre 0 de la sphèi*e, menons un plan EF parallèle aux bases de la zone ; ce plan coupe la surface sphérique suivant un grand cercle; circonscrivons à la sphère un cylindre qui lui soit tangent tout le long de ce grand cercle. Il suffira pour cela de mener au point F une tangente FK au profil FPE de la sphère, et d'imaginer la surface cylindrique engendrée par la révolution de cette droite FK autour de l'axe OP. Les plans AB, CD, coupent cette surface cylindrique suivantdeux circonférences projetées en MH et LG, et on sait que la surface de la zone sphérique ABCD est égale à la surface convexe du cylindre H6LM, comprise entre les mêmes plans. Partageons la hauteur RS de la zone en un très grand nombre de parties égales, et soit pp' Tune de ces parties. Par les points de division menons des plans pg, pY parallèles aux bases; ces plans couperont la zone donnée en zones élémentaires engendrées par les arcs 99", et la surface cylindrique en tronçons engendrés par les éléments correspondants ss\ Or les hauteurs pp' de tous ces éléments étant les mêmes, toutes les zones 99', égales aux surfaces ss', sont équivalentes. Chaque zone qq' a pour centre de gravité un point situé sur Taxe RS,^entre les points pet p^ à la limite, lorsque le nombre des parties aliquotes pp' est infiniment grand, le centre de gravité de la zone élémentaire peut être confondu sans erreur avec le point p; il en est de même de la zone cylindrique ss' correspondante. On peut donc remplacer la zone sphérique CB par la zone cylindrique GH, sans changer les surfaces ni les poids des
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zones ^émentaires, et sans déplacer leurs centres de gravité respectifs. Le centre de gravité de la zone sphérique CB coïncide donc avec le centre de gravité de la surface cylindrique GH, c'est-à-dire avec le milieu 1 de la hauteur RS, et par suite, le centre de gravité (Tune zone sphérique homogène^ àtme ouà deux bases^ est situé sur son axe^ au milieu de sa hauteur.
CENTRE DE GRAVITÉ D^UN FUSEAU INFINIMENT PETIT PAA^ PARTANT DU PÔLE P DE LA SPHÈRE, ET TERMINÉ AU PETIT CERCLE AB.
-^^^TfSsÇ*'
Le centre de gravité de la zone PAB est au point I
milieu de la flèche FF.
Le centre de gravité d'un fuseau infiniment petit PAA' est
situé dans un plan CD, parallèle à la base de la zone, et mené
par le point I. Car imaginons la calotte sphérique PAB décomposée en n fuseaux égaux entre eux. Les centres de gravité de chacun de ces fuseaux égaux seront tous situés, à distances égales, sur la circonférence d'un cercle dont le plan sera perpendiculaire à PO, et dont le centre sera situé sur
cette droite. Le centre de gravité de l'ensemble est le centre de
ce cercle. Or il coïncide avec le point I. Donc le centre de
gravité de chaque fuseau pris individuellement est situé dans
le plan CD.
En vertu de la symétrie, le centre de gravité de PAA' est
situé dans le plan bissecteur de Tangle dièdre APA'. On con&alt donc une droite sur laquelle le point cherché se
trouve situé. Il suffit de déterminer sa distance \ à Taxe PO,
en prenant les moments par rapport à un plan conduit par
cet axe normalement au plan POA.
Décomposons la surface du fuseau en éléments infiniment
petits mvfivîn^ par des arcs de cercle décrits du point P
Fig. 177.
D'UN FUSEAU INFINIMENT PETIT
comme pôle. L'aire élémentaire mnn'mf aura pour mesure le produit mm' x mn, et son moment sera mm' x mn xmp. On aura donc
s (tnm'Xmnxmp) * 2(mm'xmn) *
les sommes devant être étendues à toute la surface PÂA'.
Soit P0m=6, POA = a; angle AfX'=d<f; enfin 0P=OA=R.
n viendra
mpsRsinO, mm' = RdO, mn = mpx <2f = Rsindc?^.
Les intégrales devront être prises entre les limites 0=0, e = a:
JJ^*8in$d6df
Le facteur d^ est constant, et disparait, ainsi que le facteur R*; réquation prend la forme
f sm*$dB
Or
s\ned$
Donc enfin
/ sinOtfS =1 — cosa»
4 1 — cosa
S'il s*agit, par exemple, du fuseau entier, qui s étend du pôle P au pôle opposé, on fera a= w, et il viendra
ç = ÎRx|»Rxf.
Il faut bien se souvenir que cette formule suppose le dièdre APÂ'=d9 inflniment petit. S-il s'agissait d un dièdre quelconque, il faudrait prendre le centre de gravité de Parc de cercle formé par les centres de gravité individuels des fuseaux infiniment petits dans lesquels on aurait partagé le fuseau donné.
CENTRE DE GBAVnÉ d'dN YOLUME BOUOGÈNS.
196. Le centre de gravité d'un cylindre homogène, à base circulaire ou elliptique, terminé à deux plans parallèles, est situé au milieu de Taxe du solide, ou de la droite qui joint les centres des bases.
197. Soit SAB un cône homogène; S son sommet, AB sa base, et 6 le centre de gravité de sa base. Si nous menons une infinité de plans équidistants, parallèles à la base, entre le point S et le plan AB, ces plans couperont le cône suivant des sections semblables et semblablement placées par rapport au
point S ; les centres de gravité des
p/ l 1 sections, étant des points homolo-
/ j/%_J^ gués, seront tous situés sur la
/ l\ droite SG.
. / / j \ Considérons deux sections voi-
7i!!^^'^^^"^^n' ^^'^^^ *'*"» ^^"^ ®* soient j, ^ /^ — jt^^^\\ leurs centres de gravité. Du points
/ y L^^A abaissons sur le plan AB une per-
a([^ ^^—--^^^ pendiculaire SH, qui sera perpendiculaire aux plans de toutes les
sections. Puis prenons les moments des poids des volumes élémentaires compris entre deux sections consécutives, par rapport à un plan PQ, mené par le point S parallèlement à la base. Appelons B la surface de la base AB, et H la hauteur totale SH. Posons enfin Sfc=a;, distance de la tranche mnn'w! au plan PQ.
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La surface de la section mn sera fournie par la proportion
Elle est égale à -nr * ^^ ^^ volume de la tranche est Bx'dx
Son moment par rapport au plan PQ est
Bx^dz
et la distance Ç du centre de gravité au même plan est par conséquent
Bûfidx ^u H« / x^tfx - iÇj _Jo __3
« = — "w — :nî — 7"-
Bx*dz I x^dx
Le centre de gravité du cône est donc situé dans un plan parallèle à la base ÂB, mené à une distance du sommet égale aux trois quarts de la distance du sommet à la base.
D'un autre côté, le centre de gravité d'une tranche élémentaire mnm'n\ réduite à une épaisseur infiniment petite, est infiniment voisin du point g, centre de gravité de la section nrn qui lui sert de base. Les centres de gravité des tranches dans lesquelles on a décomposé le cône sont tous sur la droite S6. Le centre de gravité de Tensemble est donc aussi sur cette droite, et par suite, le point cherché est le point F, pris sur la droite SG, aux trois quarts de la distance SG à partir du point S.
198. Les mêmes raisonnements s'appliquent à la pyramide. Donc : 1* le centre de gravité d'une pyramide quelcotique
hamogine est aux t, à partir du sommetj de la droite qui joint
k sommet au centre de gravit,é de la base; ^ les quatre droites qui, dans un tétraèdre^ joignent les sommets aux centres de gra-
vite des faces opposées, se coupent en un même point, qui est le centre de gravité du tétraèdre, et qui partage chaque ligne de jonction en deux segments dont le rapport est égal au nombre Z.
Il est facile de démontrer aussi que le centre de gravité d*nn tétraèdre homogène colndde avec le centre de gravité de quatre poids égaux, concentrés en ses sommets; comme corollaires de ce théorème, on peut déduire les propositions suivantes : le centre de gravité d*un tétraèdre homogène est au mUieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées, et les trois droites qui joignent les milieux de deux arêtes opposées d^un tétraèdre concourent en un même point, qui les divise chacune en deux parties égales.
De même, le centre de gravité d^un tiiangle homogène coïncide avec le centre de gravité de trois poids égaux concentrés en ses sommets.
CENTRE DE GRAVrTÊ DU TRONC DE PYRAMIDE OU DE CÔR£.
199. 1^ Considérons d'abord un tronc de pyramide triangulaire, compris entre deux plans parallèles ABC, DEF ; les
arêtes DC, BE, AF, prolon-
gées vont se couper en un même point S, sommet de la pyramide entière.
Rappelons la méthode suivie dans la géométrie pour obtenir la mesure du volume du tronc de pyramide. Par un des sommets E de la petite base, on mène deux plans, l'un EAD, passant par la diagonale AD de la face latérale opposée, l'autre EAC, passant par le côté de la grande base appartenant à la même
Plg. 179.
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face. Ces deux plans partagent le tronc de pyramide en trois pyramides triangulaires ADEF, EABC, EÂDC; la première a pour base la petite base du tronc; la seconde, la grande base; elles ont toutes deux pour hauteur la hauteur même du tronc ; la troisième peut être transformée, sans altération de son volume, en une pyramide ayant pour base ADC, et pour sommet le pqint K, intersection de Tarète AP avec une parallèle EK menée à Tarète AF ; on peut la considérer comme ayant pour sommet le point D, et pour base le triangle ACK, dont la surface est moyenne proportionnelle entre la grande base et la petite; cette troisième pyramide est donc ramenée à avoir la hauteur du tronc.
Appelons donc H la hauteur du tronc, ou la distance des plans ABC, DEF ; B la grande base, b la petite.
Les trois pyramides auront respectivement pour volumes,
la pyramide ADEF, ^bH,
la pyramide EABC, ^BH,
la pyramide EADC, équivalente à DACK» ^U^h.
Le centre de la première pyramide est à une distance du plan EFD égale à ^H, et à une distance du plan ABC égale à
2H; de même, le centre de la seconde est à des distances des
3 1 mêmes plans respectivement égales à j H et 7 H. Pour le centre de gravité de la troisième, remarquons qu'en vertu d'un corollaire indiqué tout à l'heure (g 198), il est situé au milieu g de la droite IL qui joint les milieux I et L des deux arêtes opposées ED, AC dans le tétraèdre EADC ; il est donc dans le plan mené à égale distance des plans des deux bases, et sa distance à chacun des deux plans est ^11.
La somme des moments des poids des trois pyramides par
rapport au plan EFD est égale au produit du poids total du tronc par la dislance x de son centre de gravité à ce plan, et nous avons l'équation
xxV = ^6HXjH + ^BHXjH-|-ÎHv^X5H
en appelant V, pour abréger, le volume du tronc, égal à
^H (fc H- B -h v/Bft). Le solide étant supposé homogène, nous
avons pu en effet remplacer dans l'équation des moments les poids par les volumes qui leur sont proportionnels. Appelons y la distance du centre de gravité au plan de la base ABC; nous aurons de même
yxVzzr^^HXjHi-lBHXjH-hjHV^XjH = H'(B-t-3ft4-2V^).
Donc
Cette équation fait connaître le rapport des distances du centre de gravité aux plans des bases, et permet par suite de conduire parallèlement à ceux-ci un plan qui contienne le point cherché ; il se trouvera à Tintersection de ce plan avec la droite qui joint les centres de gravité 6, G' des deux bases.
2^ La même formule s'applique à un tronc de pyramide à base quelconque.
Soit ABCDEabcde le tronc de pyramide obtenu en coupant la pyramide SABCDË par un plan abcde parallèle à la base ABCDE.
Construisons dans le plan de la base un triangle HNP équivalent au polygone ABCDE ; puis prenons un point S' dans le plan mené par le sommet S parallèlement au plan de la base. Nous formons ainsi la pyramide S'MNP, dans laquelle le plan
DTN TRONC DE PYRAMIDE
abcde prolongé détermine une section mnp ; le tronc triangulaire MNPpmn est équivalent au volume donné, et les sections faites dans ces deux solides par des plans parallèles aux bases sont équivalentes. Si Ton décompose les deux troncs en tranches infiniment minces, les volumes de ces tranches, et leurs distances aux points S et S', seront respectivement les mêmes ; les sommes des moments par rapport aux points S
ng. 180.
et S' seront aussi égales, et par suite, les centres de gravité des deux troncs sont situés dans un même plan parallèle aux bases. La formule démontrée pour le tronc de pyramide triangulaire .MNPpmn, s'applique donc sans modification au tronc de pyramide équivalent ABGDEeafrcd.
On remarquera que dans cette formule on peut remplacer les surfaces, B et fr, des deux bases, par les carrés de deux arêtes homologues. Les sections ÂBCDE, ahcie étant semblables, on a en effet
3* La formule s'applique enfin à un tronc de cône ; car le cône est la limite vers laquelle tend une pyramide inscrite à mesure qu'on multiplie le nombre des côtés de sa base.
200. L'analyse conduirait aux mêmes conséquences. Si Ton appelle h et h' les distances des bases B et fr du tronc au sommet S de la pyramide ou du cône, x la distance au même point
304 CENTRE DE GRAmÈ
d une tranche quelconque faiie dans le tronc par un plan parallèle aux bases, et Ç la distance du plan qui contient le centre de gravité cherché, l'équation des moments donnera
g^dx
x^dx
SA
La hauteur du tronc est la différence h -^ h\
Les distances du centre de gravité aux plans des bases sont respectivement égales à Ç — k' et k — Ç. Enfin
Donc
^ — A^_> A»--A^ 5A*— 3V* — 4AW-i-4A-*
'*""4/?irF»
Cette fraction peut se simplifier par la suppression à ses deux termes du facteur commun (h — hy ; il vient en faisant les divisions
|,.A^_3A«H-g^'-i-A^ A — {•"A^-HÎAA'^-SA^'
et remplaçant dans les deux termes ainsi simplifiés, qui sont homogènes par rapport à k et h\ les quantités k et k' par les quantités proportionnelles ^ et y/b, on retrouvera la formule déjà obtenue
I— A^ 5BH-2VBg-i-6 A— «""B-+-2V^B5"+36"
O'UM SEGVENT SPHËRIQUE.
CEKTRE DE GRAYITÊ D*UN SEGMENT DE SPHÈRE A UKE BASE.
201. Soit PBA le segment de sphère donné, BA le plan de sa base, P le pôle du petit cercle AB. Le centre de gravité cherché est situé sur la droite OP, à une distance § que nous déterminerons par le théorème des moments.
Prenons les moments par rapport au plan MN conduit par le point 0, perpendiculairement à OP.
Soit
Om = «, ffifi = (22 ;
la tranche infiniment petite pqp'q* a pour mesure
en appelant y l'ordonnée mp du cercle PA. '''-'''
L'équation du cercle est «• -h ï'=R% R étant le rayon OA Donc
Le volume de la tranche est % (R' — x^)dx. L'abscisse Ç du centre de gravité est égale à
yp' m
Al
7r(R« — a:«îdx
ar=0;:
Faisons OG=a; c'est la distance du centre de la sphère au plan AB qui limite le segment :
= îx(2R»-.5R»rt-fa»);
J (R» -a:«)«fa = [h«^ - ^1 = ^ X [(2R» - R*) - {2RV - a^)] 1,
[(R*— 2R«a«4-fl*);
n. — nie Gouicnosi.
et par suite
3 R» — 2RVH-II* ^""Ï2R» — 3R«a-f fl*
Les deux termes de la fraction s'annulent par a=R puisque cette supposition fait évanouir à la fois les deux intégrales; ils admettent donc le facteur commun R — a. Supprimant ce facteur, on trouve une nouvelle fraction dont les deux termes s'annulent encore pour R=a, et qu'on peut simplifier de nouveau parla suppression du Tacteur R — a; et l'on obtient en définitive
Si Ton fait a=0, on obtient le centre de gravité de la moitié de la sphère :
GEKTriE DE GRAVITÉ d'uN SEGHEm' DE PARABOLOÎDE DE RÉVOLUTION.
202. Le parabololde de révolution s'obtient en faisant tourner autour de son axe SA la parabole SMB. On coupe la surface par un plan CAR normal à Taxe, et on demande le centre
de gravité du volume homogène compris entre ce plan et la surface CNSMB.
Le centre de gravité de ce voj.^ B\ lume étant situé sur Taxe SA, il
' suffit de déterminer sa distance
Fig. 182. . ^ c?
au pomt S.
Menons deux plans infiniment voisins NPM, npm^ qui interceptent dans ce volume un élément cylindrique dont la hauteur est Pp, et dont la base est un cercle ayant pour rayon PM. Le volume de ce cylindre est donc wxPM'xPp; nous pouvons, à cause de l'homogënéité, prendre ce volume
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pour la mesure du poids ; le moment, par rapport au point S, sera
wXPPxPpXSP,
ou bien, en faisant SP =«, PM = j, Pp = (te,
Posons SA = a. La distance ^ du centre de gravité au point S s'obtiendra au moyen de l'équation
J-xu^xdx I y^xdx _0 _ih
Or l'équation de la parabole est t/'=2|>a;, en appelant p le paramétre de la courbe.
Remplaçons y* par sa valeur; il viendra, en supprimant le facteur commun 2p,
Le volume du segment est d'ailleurs égal à
OU à la moitié du cylindre qui aurait pour base le cercle CB, et pour hauteur SA.
Ces résultats s'étendent sans difficulté au paraboloide dans lequel les sections circulaires CB seraient remplacées par des ellipses.
CESTRE DE GRAVITE
La cycloïde ABC est le lieu décrit par le point M
ï, d'une circonférence EMD qui roule sans glisser sur la droite AC. Elle est définie par l'équation
arc MD = AD.
' Du point iM abaissons une perpendiculaire MP sur la droite AC, et faisons AP=iC, MP= 9; joignons le point M au centre 0 du cercle générateur, et soit M0D = 6. Appelons R le rayon du cercle. Il viendra
arcMD = AD = R9;
PD est la projection sur AC du rayon MO, qui fait avec AC un angle égal à^ — ^•
x = AD — PD = RO — Rcos^|— oWR(e-6mO).
La longueur MP est égale à la projection sur DE de la corde MD, laquelle a pour longueur 2Rsin a, et fait avec DE un
angle MDE égal à^^-y-î <ïonc
y = 2R8in|x cos^^ - 1) = 2R sîn» 1= R (1 - cosô).
Proposons-nous de trouver le centre de gravité d'un segment ARS compris entre le point A et une ordonnée RS, définie par son abscisse AR=a.
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L'abscisse Ç du point cherché sera égale à
Quant à son ordonnée iq, observons que le centre de gravité de Taire élémentaire ydx est au milieu de l'ordonnée y, et que son moment par rapport à AC est égal à \y*dx. On aura donc
Or les équations de la courbe donnent
(2x = R (i ^ cos fl
xydx = ïfl{\ — cos6)«(9 — sînd)<l6, y*if« = R»{l— cosO)»ilO.
Appelons 0' la valeur de 0 qui correspond kx=a; il viendra
/ (1 — co8fl)«(ff — sine)de « = Rt<>
j (1— cos«)*<fa
J(l — cos6)»a6 „J2
Ces diverses intégrales sont faciles à obtenir. Développons les carrés et les produits indiqués :
(1 — cosO)» = 1 — ïcos» -f- cos«0, (1 — cosff)» = 1 — ScosO -f- 3cos«e — cos'O, (i»cos9)*(d— 8in9)=9— SecosO-f-Ocos^tf— Sin9+2cos0sin9 — C08*98in9.
[ 51(^ GENTHE DE GRAVITÉ
I Les intégrales de certains fermes s'obtiainent immédiate-
ment:
/cos0c{e = siiiO,
/smerfô = — cos6, /2 cosO sin BdQ = sin* 9,
/cos^dsiaO({d = — scos^o.
Il reste à trouver /cos'OdO, /cos'OdO, /OcosOde, /Ocos'Sde, Nous avons déjà obtenu (g 181) l'intégrale
Le même calcul donnerait
Pour avoir /cos'ôdô, observons que
cos»d =s cosô X cos»6 = (1 — sin«e) ccsO.
Donc
/ cos* erfd 53 /cos ôda — / sin* ô cos edO = sln 0 — ? sin' 0.
Les intégrales /OcosOdO et /Ocos'OdO s'obtiennent en appliquant le procédé de Vintégration par parties :
JcosBdO X 6 = 0sin 9 — / sin BdB = Osin 6 + costf, /co»«6d0X0 = 0X (|6 + j8in20J— r^i0 + j8in20)rffl
= ^ + j8iu20-Je» + gCO826
= Ç + jsin20 + |cosS0.
Il ne reste plus qu'à réunir ces^ différents termes, après les
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avoir mullipliés par les coefficients convenables ; il vient, en indiquant seulement les limites,
n«»— 2«sjpe— Scosfl+j+jsra2e+|cos2«.4-cos»+sin»»+gco#flj
r«— 2sinO-»-|«H-jSin2dJ e -_ Ssin 6 4- - d -f. j sm26 — sin9 -hj sîn 36j
fe— 2sin0 + 1« -f- ^siii2fll
Appliquons celte formule à l'aire de la cycloïde entière ABC. Il faudra faire pour cela ô' = !2'ïç.
Faisant dans les intégrales générales 6=0, puis 0=2ic, et retranchant, il vient
ce qui indique que le centre de gravité est situé sur Taxe de symétrie IB ; et
valeur qui définit le point G, aux | de IK, ou aux ^ de IB.
L'aire de la cycloïde étant égale à 3zRS et l'aire du rectangle ACLF, ù 4^R*, la somme des aires FAB, LBC, est égale à l'aire du cercle générateur irR*. Le centre de gravité de l'aire FABCLF est en un point g tel que
ou
^K=:3xKG=iR.
Le point g est donc le milieu du rayon BK. On ubtiendrait par des opérations analogues le centre de gravité d'un arc de cycloïde AS, d'un segment du solide de
«2 CENTRE DE GRAVnÈ D'UN ARC
révolution' engendré par la cycloîde tournant' autour de 1» droite AC, ou de la droite IB, ou de la, droite BF, ou. de la droite AF, etc.
REMARQUE SUR LES CENTRES DE GRAVrTÊ DES ARCS DE CERTAINES
GOURDES
204. La recherche du centre de gravité d'un arc de courbe plane homogène suppose connue la longueur s de cet arc; elle exige de plus l'intégration des différentielles xdsj yds, ce qui fait en tout trois quadratures à exécuter. Il y a des cas où la recherche des intégrales fxds et fyds est plus simple que celle de fds^ et peut s'achever sans introduire d'autres transcendantes que les fonctions circulaires et logarithmiques, tandis que l'intégrale fds représente une fonction plus élevée. Dans ce cas, on peut construire a priori une droite sur laquelle sera situé le centre de gravité cherché.
Considérons, paf exemple, un arc d'ellipse, commençant au sommet du grand axe, et terminé en un point quelconque du quadrant. Les coordonnées a; et y d'un point de l'ellipse seront données par les équations
x = acos9, y = bcosB,
a étant le demi grand axe et b le demi petit axe. On en déduit quantité non intégrable; tandis que
xds = a cosddd V^a*sin*a-h6*cos*d,
et
yds = a sin BdB V'a*sin'fl-h6*cos*©,
sont réductibles à une forme intégrable en faisant tt=iisinft dans la première, et u=frcosO dans la seconde. On pourra
D*ELLIPSE OU DE LEMNISCATE
•lonc achever ces dernières inlégralions. Désignons par P et Q les fonctions qu'on obtiendra, prises entre les limites 0 et 6 qui définissent les deux extrémités de Tare; Ç etiQ étant les coordonnées du centre de gravité, on aura, en appelant S la longueur de Tare,
Donc
P>ï = Qh
équation d'une droite qui passe par l'origine et par le centre de gravité cherché. On pourra tracer cette droite avant de Connaître l'arc S, fonction elliptique de seconde espèce, qui n'est pas exprimable en termes finis.
Pour second exemple, prenons la lemniscate représentée en coordonnées rectangles par l'équation
OU en coordonnées polaires par l'équation
On passe de la première forme à la seconde en faisant x=rcosO et y = rsinO. Cherchons le centre de gravité d'un arc commençant au sommet, a; = a, y =0, de la courbe.
De Téquation de la courbe on déduit successivement
expression qui a pour intégrale une fonction elliptique de première espèce ;
VCÔ825 Vcôsâd
gmJù
yd9 sz rOne X ; = à^sïnede.
GOKSTRUCTION GRAPHIQUE POUR TROUVER
a'sin Od$ = a* (1 ~ cosO)»
en prenant les intégrales entre les limites 0 et 0.
On aura par conséquent, en appelant Ç et iq les coordonnées rectangles du centre de gravité d'un arc commençant au sommet 0 = 0, et finissant en un point 0 quelconque :
»_ g'sinfl _{fl [1 — cosfl)
/ VcôsSê f Jcô&î$
Donc
n 1 — rose , 1.
Le centre de gravité d^un arc de lemniscate commençant au sommet de la courbe est situé sur la bissectrice de r angle formé en joignant le centre aux deux extrémités de cet arc.
CONSTRUCTION GRAPHIQUE AU MOYEN DE LAQUELLE ON PEUT DÉTERMI!ŒR LE CENTRE DE GRAVITÉ d'uNE AIRE PLANE.
205. Soit AB (tjg. 184) une aire plane homogène dont on demande le centre de gravité. Nous chercherons la distance de ce point à une droite XT, tracée arbitrairement dans le plan de la figure. En répétant la même opération pour une seconde droite coupant la première, nous aurons deux distances qui définiront la position cherchée.
Nous pouvons partager Taire en bandes infiniment petites par des droites tnn, m'n\ parallèles à XY et infiniment rapprochées. La position de ces droites est donnée par les
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dislances OM = î/, OM'=j/H-dj/, à la droite XY, distances qu'on peut mesurer sur un axe 0(y, perpendiculaire à leur direction commune.
Appelons z la dimension mn de la bande correspondante à la distance OH = y. L'aire AB aura pour mesure l'intégrale fzdy^ et la somme des moments des bandes par rapport à Taxe XT sera fzydy; ces quadratures sont prises entre les
limites y = OR, j/ = OR', qui ^ p yp»
correspondent aux tangentes extrêmes de la courbe.
La distance y^ du centre de gravité à la droite XY sera le quotient
Nous allons transformer l'intégrale fzydy et la ramener à la recherche de Taire d'un contour tracé sur la figure.
A une distance arbitraire, 00'= a, de la droite XY, menons une parallèle XT à cette droite. Joignons On ; puis menons mp parallèle à On, jusqu'à la rencontre de X'Y' ; joignons pO; cette droite coupe la droite mn en {x. Construisons le lieu du point {JL. Nous obtiendrons une certaine courbe r[tr', et l'aire comprise entre cette courbe et la partie f'nr du contour donné, fera connaître l'intégrale fzydy.
En eiTet, soit «' la longueur (xn. On a, à cause des parallèles mp, On, la proportion
Fig. iSA.
Donc ou bien
Op ■"* 0/1 '
Ou OH
s'ïssX?.
CONSTRUCTION GIUPUIQUE
et
zy = flî'.
Par suite
S^jdy
=s fas.'dy = ajz'dy = a X aire r^if/ir.
La distance y^ est donc à la distance 00' dans le rapport des deux aires représentées sur la figure. La construction peut d'ailleui*s être variée de bien des manières différentes.
Si du contour r^r^ on déduit, par la môme construction, un second contour t^'t'^ déterminant une troisième aire, on aura, en appelant if la dimension ^'n de la bande terminée à ce contour,
az" = %'y,
par conséquent
a* 5* =r az'y = %y.
De sorte que Taire comprise entre le nouveau contour rjxV et la portion rnr^ du contour donné, multipliée par a', représentera l'intégrale fyHdy^ étendue à la totalité de Taire du contour primitif.
La même construction répétée une troisième fois ferait connaître, au facteur a' près, une aire proportionnelle à Tintégrale /^2(ft/, et ainsi de suite indéfiniment.
L'évaluation des aires planes se fait très rapidement au moyen du planimètre d^Amsler; Vintégromètre de M. DepreZj fondé sur les mêmes principes cinématiques, donne directement l'aire, les coordonnées du centre de gravité, et le moment dHnertie d'une surface plane, c'est-à-dire les intégrales /«dt/, fyzdy^ fy^zdy. Pour la description et la théorie de ces appareils, nous renverrons à des notes insérées dans les Annales des Ponts et Chaussées^ 1868, tome XVI, page 224, et 1872, tome m, page 223.
THÉORÈME DE GULDIN.
206. Le théorème de Guldin, connu aussi sous le nom de théorème de PappiiSj donne le volume engendré par une figure plane, tournant autour d'un axe fixe tracé dans son plan, en fonction du chemin décrit par le cenlre de gravité de celle figure, ou bien la superficie d'une surface de révolution engendrée par une ligne plane tournant autour d'une droite menée dans son plan, lorsqu'on connaît le chemin décrit par le centre de gravité de cette ligne.
Inversement, le théorème de Guldin permet quelquefois de déterminer le centre de gravité d'une aire plane ou d'une ligne.
Voici l'énoncé de ce théorème :
1^ Le volume engendré par une figure plane A, quand elle fait une révolution entière autour d^un axe CB, tracé dans son plan {en dehors de la figure) ^ est égal au produit de l'aire A. par la circonférence décrite par le centre de gravité G de cette aire.
Si on appelle A l'aire de la figure, V le volume engendré par sa révolution, et H la distance EG du cenlre de gravité de l'aire à Taxe CB, on aura
V = 2kIIA. fct
Considérons, en effet, le volume en- * gendre par l'élément rectangulaire fitnpq, pris où l'on voudra dans la figure A, mais tracé de manière que les côtés mw, pq soient perpendiculaires F»g. iss.
à Taxe BG, et les deux autres côtés, mq, np^ parallèles au même axe. Prolongeons les côtés mn^ pq jusqu'à la rencontre de Taxe en r et s; le volume engendré par le petit rectangle mnpq sera la différence de deux cylindres droits, dont la hauteur commune est rs, et dont les rayons sont pr et qr ; le volume cherché est donc
ic{pP-'gr^)xr$,
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expression qu'on peut mettre sous la forme
^(pr-h qr) [pr — çr) X r»,
ou encore
«ir(e:±£)xçpx?m.
Sous cette forme, il est facile de vérifier l'énoncé du théorème;
car qp X qm est Taire «> de la surface mnpq ; 2?; x (^ ,. j
est égal à 2tc X gh^ g étant le centre de gravité du rectangle, et gh la distance de ce point à Taxe; 2ic X gh est donc lu circonférence décrite par le centre de gravité quand le rectangle fait une révolution entière autour de BC.
Pour passer delà au volume engendré parla figure totale À, on décomposera cette figure en éléments rectangulaires infiniment petits, on fera pour chacun le produit
ÎTT X Aw.
OÙ b> désigne l'aire du rectangle considéré, et h la distance de son centre de gravité à la droite BC ; et enfin on fera la somme de tous ces produits. Or celte somme sera, à part le facteur constant 2^, la somme des moments des aires «o par rapport à laxeBC; elle sera donc égale au moment de la somme des aires, c'est-à-dire au produit de l'aire totale, A, par la distance, H, de son centre de gravité au même axe. Le volume engendré est donc
ce qui démontre le théorème.
Si, au lieu de faire un tour entier autour de BC, la figure décrivait seulement autour de cet axe un angle mesuré par l'arc a, le volume engendré serait réduit dans le rapport de a à 2ir, et serait exprimé par le produit aHA.
2"" La surface engendrée par une ligne plane finie, AA', quand elle fait une révolution entière autour d'une droite BC, tracée dans son plan (de manière à ne pas la couper)^ est égale an produit de la longueur L de cette ligne par la circonférence décrite par son centre de gravité G.
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Soit 6E=H la dislance du centre de gravité de la ligne à Taxe 6C ; l'aire engendrée par la révolution entière de AA' sera exprimée par le produit
HL
En efTet, cette aire est la somme des aires engendrées par les arcs élémentaires successifs mn^ qui composent Tare total AA'. Abaissons des points m et n des perpendiculaires ffw, nr sur Taxe ; l'élément mn étant infiniment petit, peut être considéré comme rectiligne ; il engendre la surface convexe d'un tronc de cône qui a pour mesure la moyenne des circonférences des bases, multipliée par la génératrice mny ou bien
Kg. 186.
2,x(î:^^)xm„.
Soit g le milieu de mn; la demi-somme — ^ — ^st égale à la
distance gh du milieu de mn à Taxe BC ; le produit précédent devient
il faut faire la somme de tous ces produits élémentaires, ce qui revient à multiplier par 2ic la somme des produits mn x gh, ou la somme des moments des arcs mn par rapport à l'axe BC; carie point 9, milieu de mn, est le centre de gravité de Tare mn. La somme des moments des arcs élémentaires est égale au moment de la sommie de ces arcs, ou au produit de la longueur totale L de l'arc AA^ par la distance H = 6E de son centre de gravité à l'axe de révolution, ce qui donne en définitive
2itHL.
Si la ligne AA' ne faisait pas un tour entier, et qu'elle décrivit seulement un angle a autour de Taxe BC, a étant mesuré en parties du rayon, la surface engendrée serait seulement aHL.
THËORËHB
APPLICATION DU THÉORÈME DE GULDIN A l'ÉTaLUATION DES VOL0!IES OU DES SURFACES.
207 • Soit proposé de trouver le volume engendré par le triangle ABC, faisant une révolution entière autour d'une droite AP, menée par le sommet A en dehors de ce triangle, mais dans son plan. On déterminera le milieu I de la base BC du triangle, puis le point 6, centre de gravité, en prenant
A6= ^ AI. Abaissant GH perpendicu-
wG lairement à Taxe AP, on aura pour mesure du volume cherché
Fig. 187.
V maire ABC xSnGU.
Du point I, abaissons IF perpendiculaire sur AP. La dis-
tance H6 est les = de IF ; substituant, il vient o
V = = 7rlFx aire ABC
Cherchons aussi l'aire engendrée dans le même mouvement par le côté BC; cette aire S sera égale au produit du côté BC par la circonférence décrite par le centre de gravité I de ce côté :
par conséquent
S = 2icIFxnC;
'^^3 "Te SXgAK,
car Faire du triangle ABC est la moitié du produit de la base . BC par la hauteur AK, abaissée du point A, perpendiculairement sur BC.
208. Volume du tronc de cône. — Le tronc de cône peut être considéré comme engendré par la révolution entière au-
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tour du côlë AB d^un trapèze ADGB, dont deux angles A et B sont droits. Soit 6 le centre de gravité du trapèze. Le volume V du tronc de cône sera égal au produit
V = 2itGL X STirf. ABCD.
Soient BC=R, AD=r, les rayons des bases du tronc de cône, et AB = H sa hauteur. b""^ k"
La distance a;=LG du centre de «^- ^w-
gravité du trapèze s'obtiendra en prenant par rapport à AB les moments des deux triangles ABDjDBC, ce qui donne l'équation
8urf. ABD Xgl-^- surf. DBC Xg'V = surf. ABCD x x,
en appelant g et g^ les centres de gravité des deux triangles situés sur les médianes BI, DK.
Or
surf. ABD = g rll, surf. DBG = 1 RH, 8urf.ABCD = |{R-f.r)n;
Pour obtenir g'I'y observons que la diagonale BD du trapèze divise cette droite en deux segments» dont l'un, /'m, est le tiers de AD, tandis que l'autre est égal aux deux tiers de BK, ou au tiers de BG; donc
^l' = l(ADH-BC) = î(RH-r).
Nous avons donc en résumé
JrHxlr-hlRHxitR + r) , ,,^r.^r, J(R+.,H 5 R + r
Le volume Y, égal à 2ica; x surf. ABCD, est donc donné par la formule
formule des éléments de géométrie.
o. — Hic. couaonos. 2t
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209. Le volume d'un tore^ engendré par la révolution du cercle 0 autour d'une droite AB tracée dans son plan en dehors du cercle, est le produit de Paire du cercle 0 par la circonférence dont le rayon est égal à la distance OH; c'est le produit
itR« X 2icH, ou îjcWH.
R étant le rayon du cercle 0, et H la distance OH.
La surface engendrée par la circonférence a pour mesure
Fig. 189. 2:rR X 2:rH = 4it«RH.
On trouverait de même le volume engendré par une ellipse tournant autour d'une droite tracée dans son plan.
APPLICATION DU THÉOIfÈME DE GCLDIN A LA PECHERCHE DES CENTRES DE GRAVITÉ DES AIRES ET DES UGKES PLANES.
210. Soit proposé de chercher le centre de gravité d un arc de cercle homogène AB.
L'arc AB est symétrique par rapport à la droite OC menée lu centre 0 au milieu de l'arc. Le centre de gravité 6 est ' ^ situé sur cette droite, à une certaine distance
X du point 0.
Par le cenlre 0 menons une droite OP, perpendiculaire à OC; puis faisons tourner la iT" figure autour de OP ; l'arc AB engendrera dans ce mouvement une zone sphérique dont la hauteur PQ est égale à la corde AB de l'arc donné. Cette zone a pour mesure le produit
Fiff 190.
de sa hauteur, ou de la corde AB, par la rirconférence d'un grand cercle de la sphère, c'est-à-dire par 2xxOC. Le théorème de Guldin nous montre d'un autre côté que la surface engendrée par une révolution entière de l'arc AB est égale au produit de la longueur de l'arc par la
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circonférence décrite par son centre de gravilé, ou à arcABxSxx. On a donc
d'où Ton lire
corde AB x 2«0C = arc AB x iw*, , corde AB
EXTENSION DU THÉORÈME DE GULDIN
211. Supposons qu'on Irace un contour F dans un plan P, qui roule sans glisser sur une surface développable, et qui tourne successivement d un angle infiniment petit autour des arêtes rectilignes AB, A'B', A''B^ ..., de cette surface.
Dans ce mouvement, la figure F engendrera un volume, et le périmètre de cette figure engendrera une surface.
Cela posé, le volume engendré par la surface F entre deux positions quelconques du plan mobile est égal au produit de faire V par le chemin déctit par son centre de gravité G ;
La surface engendrée par le périmètre de la surface F a pour mesure le produit du périmètre L par le chemin décrit par son centre de gravité G' .
Pour démontrer ces théorèmes, il suffit d'observer que pendant un temps infiniment court le plan P tourne autour d'un axe fixe AB, et que la figure F engendre un élément de solide de révolution, le théorème de Guldin peut s'appliquer à ce temps très court ; il ne reste plus qu'à faire la somme de tous les éléments décrits, ce qui don- "^- ^^*-
nera Taire F, ou le périmètre L, multiplié par le chemin total décrit par le centre de gravilé de l'aire ou par celui du périmètre.
212. L'axe de rotation, dans tout ce qui précède, est supposé extérieur à la figure mobile. Le théorème de Guldin s'applique encore au cas où Taxe traverse la figure méridienne, sauf à prendre positivement les volumes et les superficies engendrées par les parties situées d'un cdté de Taxe, et négativement les volumes et les superficies engendrées par les parties situées du côté opposé.
Si Ton adopte cette convention, on pourra dire que k volume engendré par une aire fermée^ tournant autour dune droite tracée dans son plan et passant par son centre de gravité, est égal à zéro. Car le chemin décrit par le centre de gravité est nuL II ne faut pas oublier que dans cet énoncé on prend avec des signes contraires les volumes élémentaires engendrés par les deux parties de la figure séparées par Taxe de rotation.
TRANSFORIUTIOM D^UTÎE SURFACE HÉI.ICOÎDAT.K EU SURFACE DE RÉVOLUTION.
21 5. Lemme.— Soit âB (fig. 192) un élément mobile infiniment petit dont tous les points décrivent à chaque instant des trajectoires normales à la direction correspondante de Télément. L'aire engendrée par Télémenl entre deux positions quelconques AB, A'B' sera égaie au produit de AB par le chemin I V décrit par le centre de gravité, I, de l'élément, et comme les longueurs AA', BB', ce, diffèrent de quantités infiniment petites, on pourra exprimer cette aire AA'B'B par le produit
AB X kk'.
Fig. \^ En effet, considérons les positions successivesAB, AjBj, A,B„... de l'élément mobile, et évaluons Taire AA^B^B comprise entre deux positions consécutives.
Par AB (fig. 195), faisons passer un plan P, normal à la trajectoire du point 1 ; par A^B^ , faisons passer un plan P» r
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Fig. 103.
normal à la môme trajectoire au point T^. Ces deux plans se couperont suivant la droite LL', axe de courbure de la courbe 11^. Prolongeons AB dans le plan P, jusqu'à la rencontre de LL' en C ; puis imprimons au plan P, autour de LL', un mouvement de rotation infiniment petit, qui amène le point I au point T^, et l'élément AB dans la position a^. Dans ce mouvement, l'élément AB engendre une portion infiniment petite de surface conique dont le sommet est au point C, et cette portion a pour mesure le produit ABxlIi.Pour amener ensuite l'élément mobile dans sa position AjBp il n'y a plus qu'à faire tourner dans le plan P^ l'élément a^ d'un angle infiniment petit autour de son milieu I^. On déforme ainsi l'élément de cône Aa^B, qui devient un élément de surface gauche, AA^B^B. Dans cette déformation, chaque élément de la surface conique reçoit un déplacement normal infiniment petit.
A chaque élément de la surface gauche correspond donc sur le cône un élément superficiel qui en est la projection orthogonale, et comme l'angle de ces deux éléments est infiniment petit, il y a égalité entre les deux éléments, et par suite entre les deux surfaces (I, §62). La déformation n'entraîne ainsi ni altération des aires , ni altération des éléments de longueur, et l'on a
surf.AAjBjB = ABxIIi,
<;omme si le déplacement de l'élément générateur avait consisté dans une simple rotation autour de LL'.
n en est de même de chaque élément, et par suite aussi de leur somme, ce qui donne pour résultat définitif ABxIP, ou AB X AA', en remplaçant I T par la longueur AA', qui en diffère infiniment peu (fig. 192).
214. Ce lemme trouve son application dans la théorie de surfaces hélicoïdales .
Soit 00' Taxe d'une surface engendrée par le mouvement hélicoïdal imprimé à une figure quelconque. Le point Â parcourt dans ce mouvement une hélice ÂÂ', le point B une hélice BB'; toutes ces hé lices ont même pas AA'=BB' = fc:
elles diffèrent par les rayons Aa, Bi des cylindres droits sur lesquels elles sont tracées.
Pour définir la figure génératrice, menons sur la surface une ligne PP, qui coupe à angle droit toutes les hélices AA', BB', ce,... Sur cette ligne prenons une origine arbitraire P, et comptons les arcs à partir de ce point, dans le sens PP'. Un point A de la ligne sera donné par l'arc PA = « qui lui correspond ; ce point appartient d'ailleurs à un cylindre droit de rayon Aa=R, et, par suite, la forme de la surface hélicoïdale établit entre les deux quantités « et R une relation
qu'on peut supposer connue.
Évaluons la surface de la bande hélicoïdale engendrée par l'élément AB = ds, et comprise enire deux positions AB et A'B' éloignées d'une spire. Chacun des points de cet élément décrivant des lignes normales à sa direction, on peut appliquer le lemme précédent, ce qui donne pour aire de la bande le produit
Fig. 194.
ou bien
AB X longueur [Âmm'k'),
d#Xv/4««H«4-/t^
Nous allons chercher (fig. 195) à quelle distance ysoa^ de Taxe GHâ)' il faut placer un arc aP = rf«=AB, pour qu'une révolution entière de o^ autour de îm/ engendre une surface égale a cette bande hélicoïdale.
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L'aire engendrée étant égale à OU à
dêXiny,
la condition d'équivalence des deux bandes est
OU bien
Imaginons que cette relation soit satisraile en tous les points de la courbe o^ ... Il y aura équivalence entre les aires de la surface de révolution et les aires correspondantes de la surface hélicoïdale; cette équivalence aura lieu non-seulement de bande à bande , mais encore d* élément à élément, en prenant pour éléments correspondants une même partie aliquote de deux bandes correspondantes. On partage ainsi les deux bandes en ^* éléments rectangulaires qui se correspondent, et qui ont à la fois même surface et même dimension a^ = AB =ds.
Leurs secondes dimensions sont donc aussi égales, et, par suite, il y a non-seulement équivalence des aires, il y a encore égalité entre les éléments de longueur correspondants, tracés sur les deux surfaces, et égalité des angles que ces éléments font entre eux. Donc enfin la surface héUcoidale est applicable sur la surface de révolution.
L'équation de la méridienne a^^*-* s'obtiendra en remplaçant R par sa valeur
dans l'équation «=:F (R), et l'on aura
il restera à intégrer cette équation, pour la ramener à ne contenir que les variables x et y.
VOLUME
Prenons pour exemple Thélicoïde à plan directeur. La ligue PP', trajectoire orthogonale des hélices est alors la génératrice rectiligne de la surface, et l'équation ^ =F (R) prend la forme simple ^ = R, en comptant les arcs à partir de l'axe OV.
L'équation de la méridienne correspondante sera
Nous verrons plus loin que cette équation appartient à une chaînette qui aurait pour axe horizontal la droite cmd', et pour
ordonnée au point le plus voisin de l'axe la quantité^. La
surface engendrée par la révolution de la chaînette autour de son axe horizontal a reçu d'Edmond Bour le nom à'alyssâde: C'est au même géomètre qu'on doit le théorème général, que toute surface hélicoïdale est applicable sur une surFace de révolution. La proposition particulière relative à riiélicoîde à plan directeur avait été démontrée précédemment.
VOLUME DU CYLINDRE TR0>'QUÉ
215. Si Von jn^ojette orthogonalement une figure plane F sur un plan fixe P, le centre de gravité de la projection F' est la projection orthogonale du centre de gravité de la figure.
Cette proposition peut être considérée comme un cas particulier de la remarque II du g 168. On pourrait d'ailleurs l'établir directement.
La même proposition subsiste pour les projections obliques, faites par des droites parallèles. 11 suflit, pour l'établir, de couper les droites projetantes par un plan perpendiculaire à leur direction commune, et d'appliquer le théorème aux trois sections ainsi obtenues.
216. Soit MN (fig. 196) une surFace cylindrique ou prismatique, coupée par un plan ABCD. Soit 6 le centre de gravilé de celte section. Par ce pomt, menons une droite AB dans le plan
Fis. 106.
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de la seclion, et conduisons par celte droite un second plan AEBF, Taisant un angle infinimenl petit avec le premier. De celte manière, nous ajoutons d'un cdté au volume du prisme ou du cylindre un onglet infiniment petit AFDB, et nous retranchons de Tautre Tonglet infiniment petit ACEB. Faisons tourner la figure ACDB autour de AB pour l'amener dans le plan AEBF. Dans ce mouvement elle engendrera deux onglets de révolution opposés par le sommet, qiii difTèreront des onglets cylindriques AFDB et ACEB, d'infiniment petits du second ordre; or ces deux onglets de révolution sont égaux en vertu du théorème de Guldin ; car l'un étant pris positivement, l'autre négativement, leur somme algébrique est nulle (g 213). Il en est donc de même des onglets cylindriques, et par suite le volume du cylindre ou du prisme, compris entre une section quelconque MN et la section ACBD, n'est pas altéré par la substitution au plan ACBD, d'un plan infiniment voisin AEBF, pourvu que le second plan passe par le centre de gravité G de la section déterminée par le premier.
Le centre de gravité de la nouvelle section coïncide avec le centre de gravité G de l'ancienne, car la seconde section est la projection de la première, parallèlement aux arêtes du cylindre (g 216). On n'altère donc pas le volume du cylindre en faisant encore tourner le plan de la section EF d'un angle infiniment petit autour d'une droite passant par le point G. En définitive, qu'on modifie comme on voudra l'orientation du plan de la section ACBD, pourvu que ce plan passe toujours par le centre de gravité G de la section, le volume du cylindre n'en est pas changé.
217. Cette remarque conduit à la mesure du volume du cylindre ou du prisme tronqué. Soit P un cylindre coupé par deux plans A, B, menés d'une manière quelconque. Prenons le centre de gravité G de la section A : la section B est la projection de la section A sur le plan B, faite paral-
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lèlement aux génératrices du cylindre ; donc le centre de gravité, G\ de cetfe section, est situé sur une parallèle aux génératrices, menée par le centre de gravité de l'autre section A. Par les points fî et G', menons deux plans, a, b,normaux aux génératrices. La substitution de ces sections aux sections primitives n'altère pas le volume du cylindre (g 216), de sorte que le volume compris entre les sections normales a et & est égal au volume donné ; mais le cylindre ab est un cylindre droit, dont le volume s'obtient en multipliant la base, Surr. a, par la hauteur, CG'; le produit Surf, a xGG'est doncaussila mesure du volume AB, et Ton obtient ce théorème :
Le volume d'un qjlindre ou d'un prisme tronqué est le produit de Faire de sa section droite par la distance des centres de gravité de ses deux bases.
TIIÉOBÈAIES DIVERS SUR LES CENTRES DE GRAVITÉ
218. Lorsque des forces se font équilibre autour d^un même point 0, ce point est le centre de gravité d'un système de points également pesants placés aux extrémités des droites représentatives de ces forces. Soient
p X|, Yj, Z|,
les composantes suivant les trois axes rectangulaires OX, OY, OZ des n forces qui sollicitent le point 0. L'équilibre ayant lieu, on aura
X44-X, + X,-f-...+X, = 0, Yi + Y,+ Y, + ...+Y„=0.
Z,-f-Z»-HZ5-H... -♦-Z, = 0.
Un point matériel de poids p, placé à l'extrémité M de la
droite OM qui représente la première force, a pour coordonnées OP=Xp PN= Yp NM=Z4. Les composantes des forces données représentent ainsi les coordonnées des points matériels correspondants. Le centre de gravité de ces points, supposés tous également pesants, a pour coordonnées
_ ï.j> ■" Ip '
S/»Y ptï
^ ip 2p'
Or, les sommes 2X,2Y, SZ, étant nulles, il en est de môme des coordonnées Ç, t) et Ç. Le centre de gravité est donc à l'origine.
On pourrait aussi placer tous les points matériels M à une distance constante de Torigine, sauf à leur donner à chacun un poids proportionnel à la force correspondante OM (Cf. §28).
219. Lorsque différentes forces sont appliquées à un même point M, la résultante de ces forces passe par le centre de gravité G d^un système de points également pesants placés aux extrémités des droites représentatives de ces forces^ et elle est égale au produit de la distance MG par le nombre des forces données.
Soient MF, MF', MF', .... les n forces données; elles sont tenues en équilibre par une force MR, égale et contraire à leur résultante. Plaçons des poids égaux p aux points F, F', F'', ... et au point R ; le centre de gravité de ces points sera le point M. Soit G le centre de gravité des poids placés en F, F', P, .... On obtiendra le centre de gravité M du système total en composant le ^'^s- los.
poids np appliqué en G avec le poids p appliqué en R. Donc les trois points R, M, G sont en ligne droite, et MR est égal à n fois MG.
220. Le théorème du § 167 est un simple corollaire de celle proposition.
Soit H un point matériel qui attire chaque molécule d'un systèmes proportionnellement à la quantité de matière qu'elle renferme et à sa distance à ce point.
Partageons le système S en n parties infiniment petites, ayant chacune un même poids p. Les forces qui représentent les attractions de ces diverses parties A, A', A"... sur le
point M sont représentées en grandeur et en direction par les droites MA, MA% MA',... Leur résultante, qui représente l'attraction totale de M sur S, ou de S sur M, passe au centre de gravité 6 des n poids p placés en A, A', A",... c'est-à-dire au ^' centre de gravité du système S, et
elle est représentée en grandeur par le produit MGxn; elle est donc la même que si les n poids p étaient réunis au point 6.
Lorsque rattraction par unité de poids est proportionnelle à la distance^ un point matériel attire un système comme si toute la matière de ce système était réunie en son centre de gravité^ et par suite deux systèmes matériels s^attirent comme si la matière de chacun d^eux était concentrée en son centre de gravité. •
221. Soient A, B, C,...D, n points matériels donnés de position dans l'espace; soient Pj.p,,^,,.. .pâleurs poids respectifs. Déterminons le centre de gravité 6 du système formé par ces n points. Soit enfin M un point quelconque pris dans l'espace. Le théorème que nous allons démontrer cmisiste dans l'énoncé suivant :
La somme
MÂ*X/>, -H MB* xr, + Se' xp, + . . . + MD* X ;?.
des carrés des distances du point M aux n points donnés^ tnuftt-
pMs par les poids respectifs de ces points j est égale à la même somme prise pour le centre de gravité 6,
GÂ*Xi?i + GB*Xpt 4- 6C* Xp,+ .. . H-ÎI?Xpii,
augmentée du produit du carré de la distance des points }l et G par Upoids total (p^ ^-Pi^-p,H- ••• H-p»)- En d'autres termes, on a l'équation
SÂ*XPi+. .+iD*Xpji = (6Pxpi+...H-GD*Xp»)
+ BG»x(Fi+...+f«).
Plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité G. Soient
«a> 2/1» «t xuf y», Hf
les coordonnées rectangulaires des points A, B^-D, et
it, y, »,
les coordonnées du point M.
Le premier terme de l'équation peut se représenter en abrégé par
ïp»[(* - **)•+ {y - y»)*+ (' - hn
Développant les carrés, et faisant sortir les facteurs communs des signes Z, il vient
Les sommes
S/'A» ^P^v ^PiTk*
sont nulles, puisque le centre de gravité est à Torigine. La somme se réduit donc aux deux termes
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OU au second membre de l'équation qu'il s'agissait de dëinontrer.
On a en effet
et
Il est très facile de démontrer cette proposition par la simple géométrie. On l'établit d'abord pour un système de deux points ; puis on fait voir que, si elle est vraie pour un système de n points, elle est vraie aussi pour un système qui en comprendrait nH- 1 .
222. CouoLLAffiEs. — V Le lieu géométrique des points M tels^ que la somme^
SÂ*x/Ji-hMB*xpt+ ... + 5d'xpji,
des carrés de leurs distances à n points donnés^ multipliés respectivement par les poids de ces points^ soit constante^ est une surface sphérique décrite du centre de gravité^ G, des n points comme centre.
En effet, la somme
(5Â*x;j,+ ...+Mî)*xr»)
se décompose en deux parties : Tune,
est indépendante de la position du point M ; l'autre
ne dépend que de la distance MG. La somme est donc constante si MG est constant, ce qui a lieu pour tous les points de la sphère décrite du point G comme centre avec MG pour rayon.
2'' Le minimum de la somme
5Â"xfi+...+MÎ)*>^p,
a lieu lorsque MG=0, c'est-à-dire lorsque le point M coïncide avec le centre de gravité des n points donnés.
223. On peut rattacher ces dernières propositions au théorème g 219, en s'appuyant sur la méthode exposée g 119 pour mener des normales aux surfaces.
A, B,...D étant des points fixes, soient
rn,
les distances variables d'un point mobile M, assujetti à vérifier dbns toutes ses positions l'équation
Pi^i* +Pi*'s* -+-•••+ PnTn* = constante.
Cherchons la normale à la surface représentée par cette équation
Pour cela, formons les dérivées partielles du premier membre par rapport aux variables r^ i\j.*-r^j ce qui donnera
*ipnrn.
Nous devrons porter, à partir du point M, sur les rayons HA, MB,...MD, des longueurs respectivement proportionnelles à ces dérivées, ou proportionnelles aux produits p^r^^ p,r,,...p»r», puis composer ces longueurs à la manière des forces. La résultante aura la direction de la normale cherchée.
Or il résulte du théorème du g 219 que la résultante passe par le centre de gravité G des poids p^ p,v-Pii> placés respectivement aux points A, B,...D.
La normale passe donc par un point fixe, et par suite la surface cherchée est une sphère qui a ce point pour centre.
A la vérité, le théorème du g 219 est établi pour des points également pesants, et pour des forces représentées par les dislances r^, r,,...r,. Mais la proposition s'étend à des points dont les poids p^, p,,. . .p, soient inégaux, pourvu que les forces
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soient représentées par les produits p^r^^ Pi^'jvP»^»- Admettons en effet que les poids PuPiv-P» ^^^^^ une commune
mesure, p, de sorte que les rapports ^ , ^ ,... 2?, soient tous
exprimables par des nombres entiers. On pourra regarder le
point A comme renfermant (2ij points matériels, le point B
(^) points,.-- le point D(^J points, tous ces points ayant
le même poids p. Le système des n points donnés sera ramené ainsi à un système de
points également pesants, auxquels on peut appliquer à la lettre le théorème du § 219 ; ce qui revient en définitive à attribuer aux points donnés leurs poids effectifs, et à représenter les forces par les produits
MAXPi. MBx;>t, -.- MDxp»,
ainsi que nous l'avons fait. La démonstration s'étendrait aisément aux cas où les poids Pi,Pf. n'auraient pas de commune mesure.
APPLICATIONS GÉOMÉTBIQUCS.
224. Soient ABC un triangle, 0 le centre du cercle drcanscrit^ et G le centre du cercle imcrit. On demande de déterminer la distance 06 de ces deux points.
Le point 0 est à des distances égales, OA=OB=OG=B, des sommets du triangle.
Le point 6 est à des distances égales, Ga = Gfr=Gc=r, des côtés du même triangle.
Plaçons en A, en B et en C des poids tels, que le centre de gravité de ces trois points soit au point G. Appelons p, p', p%
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les poids placé» en A, en B et en C, et prenons les moments successivement par rapport aux côtés du triangle. Nous aurons, en appelant ft, Â^ A% les hauteurs Aa, B^, C^, les trois équations :
y^XA"=(p+p' + P")r.
et par suite, on peut faire p=ay p'^b^p^^zzc^ en appelant a, fc, c, les trois côtés du triangle; car les produits afc, bh\ ch", et le produit (a-^b + c)r sont tous les quatre égaux au double de Taire du triangle.
On satisfait à la condition demandée en plaçant au point A un poids a proportionnel au côté BC ; en B, un poids fr, proportionnel à AC ; en C, un poids c, proportionnel à AB.
Appliquons le théorème du g 221 au point 0 et au système ainsi formé. Nous aurons l'équation
SÂ"xfl-H55*x6 + 5c"x<: = GPx« + GB'x6-HGC*X<!
ou bien
R«X(a + *4-c) = GA*Xfl + GPx6 + GÎ?Xtf + UG»x(fl-H6H-c).
Résolvant par rapport à l'inconnue 06*, il vient
Fig. 200.
Le dernier terme du second niembre peut être simplifié.
n. — afc. COUI62CON.
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Dans les triangles rectangles GAfr, GCa, GBc, les hypoténuses
£A, GB, GG, sont exprimables au moyen des côtés Ga, Gb^ Ge,
-qui sont tous égaux à r, et des sinus des angles opposés, res-
ABC pectivement égaux à ^ t ^, 3. On a
GA
»in|
GC
Substitaons ces valears ; il vient
I «n*2 *ta*5- ««•?
ôg' = R.-,.xL .+t + c J-
Faisons on sait que
8pssa-H6 + tf;
2 bc *
sin«^ 8in«j sin*^
j i \_ nbcxp
■*" (|j-a)(p-6)y (p -.a) (p - ft) (p - *)•
et enfin
îîr« — nt r' x ct6cX p
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Soil S la surface du triangle ABC. On aura à la fois
S'=^6csinA
et
2S Remplaçons dans le numérateur bc par -; — r^, et pr par S;
et dans le dénominateur, p (p — a) (p — b) (p — c) par S* :
OG»=R* îlî^^ = Rt-.rX^
îib* Uu A
Prolongeons la droite A6 jusqu'à la rencontre I avec le cercle circonscrit. Le point I sera le milieu de Tare BC, et la droite 01 coupera la droite BC au point K à angle droit et en deux parties égales. L*angle au centre BOl est égal à Tangle BAC, inscrit dans le cercle et sous-tendant sur la circonfé* rence un arc douLk de Bl. Donc
BOI^A, BKs^assRsinA,
-Ti7 = ÎR.
et
()(? = R« — 2Rr.
La distance 06 est en définitive une fonction des deux quantités R et r. Donner en grandeur le cercle inscrit et le cercle circonscrit, c'est donner en même temps la distance de leurs centres. 11 en résulte qu'étant donnés deux cercles dans un plan, il n'est pas toujours possible de construire un triangle qui soit inscrit dans l'un et circonscrit à l'autre ; et que s'il est possible d*en construire un, on peut en construire une infinité d'autres. Plus généralement, étant données deux courbes du second ordre dans un plan, il n'est pas toujours
iPPLlCATJOKS
possible d'inscrire dans Tune un polygone fermé d'un nombre déterminé de côtés qui soit circonscrit à Tautre, et s'il y en a un, il y en a une infinité ^
225. Étant donnés un cerde 0 et un point A dans le plan de ce cercle, on mène par ce point deux droites rectangulaires AD, AC, qui rencontrent la circonférence en^ etC, On joint BC, et du point A on abaisse sur BC la perpendiculaire AP. On demande le lieu du point P, pied de cette perpendiculaire.
Soit R le rayon du cercle; faisons AB=x, AC = y. Le point P divise rhypoféhuse, BC, du triangle rectangle ABC en segments proportionnels aux carrés des côtés de Tanglc droit.
Donc le point P est le centre de gravité du système formé par un poids égal ù y* placé en B, et par un poids égal à x* placé en C. Cette remarque nous donne immédiatement la distance OP; en ellet, appliquons le théorème du g 221, nous aurons
Fig. 201.
Or
y«XUB*-f a;«xOC* = t«« + y*)OP*-4-y«xBP + «*XPC'
GÉOMÉTRIQUES
Hais AP X BC^ double de la surface du iriangle ABC, est égal à AB X AG ou à xy. Donc
et enfin
Rt — ôpi^ïpi.
Prenons le milieu I de AO ; nous supposerons deux poids égaux placés en A et en 0, qui auront leur centre de gravité en 1, et nous appliquerons encore le théorème. Il viendra
ôp* + ÏF* = 2FÎ* + 2IP, et par suite
R« = 2FÎ* + 2ÂP.
Donc PI est constant, et le lieu du point P est une circonrérence décrite du point I comme centre avec un rayon
Pl = yfIir« = v/?-î^'.
226. Étant donnés (fig. 202) n points matériels A, B, C, ... D, dont les poids respectifs sont p^ p,,.-. p»» ^t une droite LL', on abaisse de tous ces points sur la droite des perpendiculaires^ Aa, Bi,... Dd, et on forme la somme
du carré de la distance de chaque point à la droite^ multipRé par le poids de ce point.
Par le centre de gravité^ 6, du système des n points^ on mène une parallèle XX' à la droite LL', et sur cette parallèle on abaisse des points donnés des perpendiculaires Aa, B^, Cy, ..., DS. On forme la somme I^
Gelaposé^ la somme l est égale à la somme I^, augmentée dupr(h duit
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-■ ' Pi- i
<tt ra;r^ de la distance des deux droites LL% XX^ mu/^ip/i^ par
fe poids total du système.
Menons un plan PP perpendiculaire aux parallèles LL', XX',
puis projetons orthogonalement sur ce plan tous les points
donnés, A, B, ... D; nous obtenons ainsi les points A', B\..., IX, auxquels nous pouvons attribuer lespoidspj,p,,...,p.. Lecentrede gravité du système projeté sera la projection du centre de gravité G du système donné (§ 168, Rem. II) ; soit X ce point, et soit L le pied de la droite LL'.
Nous pouvons appliquer le théorème précédent (g 221) au
système projeté ; il viendra :
(rL'x/Ji+6â?xp,+... 4-sn7xp«)
Or, les distances Aa, Bb, ... M, des points donnés à la droite LL', se projettent en vraie grandeur sur le plan PP, et ont pour projections les dislances des points A', B', ....D', au point L. On a donc : A'L= Aa, B'L=B6, ..., D'L = Dd. De même, A'X = Aa, ..., iyx = Dô; et par suite, Féqualion précédente peut s'écrire :
Fig. iOi.
Aa*Xp, + B?Xpj+,
= ï;*XPiH-B^Xpj-f-... +D?Xl>ji-hL7x(l>t+.
c'est Texpression algébrique du théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Corollaires. — 1° La somme des produits du poids de chaque point par le carré de sa distance à une droite LL' est la même pour toutes les positions de cette droite sur la surface d'un cylindre droit à base circulaire, décrit autour de la droite XX' comme axe.
T Elle est minimum pour Taxe XX' lui-même.
Il serait très facile d'établir directement ces diverses pro-
positions, que nous retrouverons dans la dynamique lorsque nous exposerons la théorie des moments d^inertie.
CEKTRE DE GRAVTTÉ DE LA. COURBURE,
227. On appelle ainsi le centre de gravité d'un arc de courbe plane, dont chaque élément infiniment petit ds reçoit un poids spécifique proportionnel à la courbure de cet élément, ou inversement proportionnel à son rayon de courbure» p.
Les coordonnées x^ et y^ du centre de gravité de la cour^ bure d'une portion définie d'une courbe donnée s'obtiendront donc au moyen des équations
les intégrales étant prises entre les limites correspondantes
aux extrémités de la portion de courbe que Von considère*
ds On remarquera que — est Y angle de contingence do) de Pélément de courbe ; de sorte qu'on peut poser
/ xda I xdto I yd(a
Û étant la somme des angles de contingence, somme qui mesure l'angle formé par les tangentes aux extrémités de l'arc donné.
Soit 0 le centre de gravité de la courbure d'une courbe prise entre deux points donnés. On pourra appliquera ce point les propriétés générales du centre de gravité d un système pesant.
Cherchons, par exemple, le lieu géométrique des points O'
du plan pour lesquels la somme des produits du poids, — ou dtt, de chaque clément successif m, par le carré O'rn de sa
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distance à ce point (y, ait une valeur constante. Nous trouverons pour ce lieu une circonférence décrite du point 0 comme centre ; et la somme /O'm* x d<i) sera minimum quand le point 0' coïncidera avec le point 0. On peut donc définir le centre de gravité de la courbui'e, le point du plan tel que l'intégrale fr^dtûj des produits de l'angle de contingence de chaque arc par le carré de sa distance au point, soit la moindre possible.
Un théorème de Steiner montre Futilité de ces définitions.
Soit AB ^ne courbe fermée qui roule sans glisser sur une droite fixe AA^ Dans ce mouvement, le point M, appartenant au plan de la courbe mobile, décrit une roulette MNM' : nous dirons que la roulette «st complète quand le point A de la
courbe mobile est revenu pour la première fois au contact de la droite directrice, en A'; alors le point M se trouve en M', et la roulette se prolongerait au delà par une nouvelle branche de courbe, qui serait la reproduction de la courbe MNM' déjà décrite. Évaluons l'aire comprise entre cette courbe, et les trois droites MA, AA', A'M'.
Pour cela, considérons la courbe mobile dans une position B" quelconque. Soit N la position correspondante du point M, et C le point de contact de la courbe roulante. La droite CN sera normale à la roulette au point N. Concevons qu'on imprime à la courbe roulante un déplacement infiniment petit, qui amène le point N en N^ et qui fasse passer le contact du point C aux points C et C confondus en un seul. La surface comprise entre les deux droites CN^ C'N', toutes deux normales à la roulette, est un élément de Faire cherchée. Menons
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la diagonale CN\ L'élément considéré est la somme des deux triangles NCN' et CN'C, ou bien, en observant que les points C\ C sont à une dislance infiniment petite du second ordre, ce qui rend négligeable la surface du petit triangle CC'C% la somme des deux triangles NCN' + CN'C''.
Le premier NCN' est le secteur décrit par le rayon CN qua|fid la courbe roulante tourne, autour du centre instantané C,d'un aaglc NCN' égal à Tangle de contingence de Tare CC, ou égal à d(ù ; appelant donc r le rayon CN, le premier triangle aura pour mesure \ f^dtù.
Le second triangle, CN'C, est, à des infiniment petits d'ordre supérieur prés, égal au triangle CNC'', qui a pour mesure \r^d^j en représentant par d6 l'angle CNC que fait, dans la courbe roulante supposée fixe, le rayon NC" = r-f- dr avec le rayon NC=r.
La surface de la roulette complète a donc pour mesure la somme des intégrales
S=gy*r«d«-+-|j"r«ii(>»
les quadratures étant prises tout le long de la courbe, en partant du point A, et en revenant à ce point après avoir fait le tour de la courbe.
Dans cette opération, le second terme | /r^dO donne la surface A de la courbe roulante AB, quantité constante quelle que soit la position du point M. Le premier terme, moitié du produit de la courbure de chaque élément par le carré de sa distance au point M, reste le même quand on fait varier la position du point M sur une circonférence qui aurait pour centre le point 0, centre de gravité de la cotirbure de la courbe AB.
Donc:
!• Les aires des roulettes engendrées par, divers points M, pris dans le plan de la courbe AB, sont équivalentes^ si les distances de ces points au point 0 sont égales;
V La roulette d'aire minimum est celle qui est engendrée par le point 0 lui-même.
Sfeiner a aussi comparé Taire de la roulette complète engendrée par le point M avec Taire de la podaire de la courbe AB, supposée fixe, par rapporta ce même point H. La podaire d'une courbe est le lieu des pieds P des perpendiculaires abaissées du point M sur les tangentes CP à la courbe.
L'aire élémentaire de la podaire PP du point M par rapport
à la courbe AB peut être regardée comme égale à la somme
du triangle MCC et du triangle IPP'. La pre>
miére partie a pour mesure 5 r*dO, en ap-
pelant r le rayon MC, et dO Tangle CMC.
La seconde a pour expression 5IP* x (io»,
diù étant l'angle de contingence de la courbe AB. Faisons HP=p, distance du point M à la tangente à la courbe ; IP est, à un infiniment petit près, égal à CP, ou à ^r^ — p"; de sorte que Taire S' de la podaire est égale à la somme
5J'r«rfa + jJ(r*-p«)d.i = S'.
Or Taire élémentaire dS' est aussi égale à Taire du trian-
gle MPP', qui a pour mesure 5 pVu>. On a donc
iJptrf« = S',
les intégrales étant prises tout le long du périmètre de la courbe, en revenant au point de départ. Ajoutant, il vient
8S' = i/rV»9+i/r^«
et comparant à Taire de la roulette décrite par le point M, on en déduit
L'aire de la roulette est double de celle de la podaire. Par
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suite, la podaire dont Taire est la moindre possible coires^ pond au cas nù le point M, que Ton projette sur les tangentes, coïncide avec le centre de gravité de la courbure; et à dilTérents points M également éloignés de ce centre, correspondent des podaires de même surface.
Remarquons encore avec Steiner que Tare PP' de la podaire est égal à l'arc MM' qui lui correspond sur la roulette décrite par le point M, quand on fait rouler la courbe A6 sur une tangente CP, supposée fixe (fig. 205).
L*arc MM' est en effet égal à rdw. Les angles MPI, MP'I étant droits, les quatre points M, P, P', I sont sur la circonférence décrite sur MI comme diamètre. L'arc PP' de la podaire se confond avec Tare de cette circonférence, lequel correspond à *''^- ^^
un angle inscrit PIP = (/(«>; il est égal au double du produit
de diù par le rayon du cercle, ou bien par ^ MI, ou enfin par
^MC = ^r; car le point I est infiniment voisin du point C.
Donc enfin PP'=rdii)=MM' : les arcs correspondants sur la podaire et sur la roulette, décrits au moyen d'un même point M, sont égaux entre eux.
APPUCAT10N DE LA THÉORIE DE LA PESANTEUR A LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. — RACINES RÉELLES.
APPLICATION DE LA STATIQUE
gine 0, en tenant compte des signes, les longueurs suivantes
0A=1, OB = ce, OC = a*
OP=a"*.
Aux points ainsi déterminés appliquons des points matériels dont les poids soient respectivement égaux aux cocflicients de l'équation : au point A un point matériel pesant a«, au point B un point matériel pesant am-p ..., au point P un ^ ^ . , ^ point matériel pesant
® ^ * * * * a^. I^ pesanteur sera
^*^' ^* censée agir dans un
sens sur ceux de ces points qui correspondent à des coefficients posif ifs, et en sens contraire sur ceux qui correspondent à des coefficients négatifs.
Cela posé, on composera ensemble toutes ces forces, et on trouvera généralement une résultante unique appliquée en un point de la droite OX. Pour que a soit racine de Téqualion proposée, il faut et il suffit que le point dapplication de la résultante soit Torigine.
En effet, le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moments des composantes, c'est-à-dire à la valeur
il est donc nul, et la résultante passe au point 0, si a annule le premier membre de l'équation. Il y a un cas d'exception à cette conclusion : c'est celui où la résultante elle-même serait nulle, ce qui suppose la somme algébrique
égale à zéro. Mais on peut exclure ce cas, car il en résulterait que la proposée admettrait pour racine l'unité, ce qu'on peut toujours reconnaître facilement; il suffirait alors de diviser le polynôme de l'équation par a: — 1 , ou par une puissance de (x — 1), pour obtenir une équation qui n'admette
A LA RBSOIUTION DES ÉQUATIONS
plus celte racine, et qui ne donne plus prise à l'objection. A chaque racine réelle de la proposée correspond donc sur la droite indéfinie OX une distribution des poids {positifs ou négatifs) a^, a^, ..., a^, telle, que le centre de gravité de leur ensemble soit Vorigine. Cetle remarque est le principe d'une balance à résoudre les équations numériques, imaginée par Bérard et réalisée par M. Lalanne ; nous en donnerons une description dans le chapitre suivant.
RACINES nUGlNAIRES.
229. Les racines imaginaires donnent lieu à un théorème analogue ; au lieu de distribuer les poids a^, a^, a,, ... a^ sur une même droite, il suffit de les distribuer dans le plan suivant une certaine loi.
Supposons que les coefficients a^, a^, ... a., soient euxmêmes imaginaires, et posons d'une manière générale
ii^= r4(cos/i;^-f Voisin /n);
Le modulcj ft, de ce nombre imaginaire est un nombre essentiellement positif. V argument [t.^ peut être supposé compris entre les limites — ic et •+- 1:. Pour rendre Aj^ réel, il suffit de faire (A|=0 ou (1^ = ^. Dans le premier cas, a^ est un nombre positif, et dans le second un nombre négatif.
Soit
x = p (cosd -H V— * sin ô),
une racine de Téquation donnée. Substituons celte valeur ; l'équation se sépare en deux autres, en égalant à zéro la partie réelle et le coefficient de V — 1- On obtient ainsi les deux relations
rop"co»(mO 4- /«o) + r4/»*~*cos [(m— i)fl-f /ij + riP*'"*cos[(m— 2)fl+/ia] r(ip"rin(mO H- /*o) + r|p" "Vin [(m — 1) 0 -f /*J + r^p^ ~*sin [(m — 2) ô + /*J
APPLICATION DE U STATIQUE
Traçons dans un plan un axe polaire OX ; par le pôle 0, menons les droites OA, OB, OC,...OP, faisant respeclivemenl avec l'axe polaire, dans le sens indiqué par les signes, des angles
^" AOX = ^,,
BOX = 0+;c..,^
* COÏ = 2fl-f^._.,
Fig. f07. POX = mfl + //o
Sur les droites ainsi dirigées, prenons des longueurs
OA=l, OBt=^, 0C = ^\
Puis plaçons
OPesp*.
en A» un poids égal hr^, en B, un poids égal à r^_ ^, en C, un poids égal à r^_,»
en P» un poids égal à Tq.
Tous ces poids seront celle fois des nombres positifs, et la pesanteur agira pour tous dans le même sens. Les relations écriles ci-dessus montrent que le point 0 est le centre de gravité des poids r», ... r^ ainsi placés.
En effet, la première indique que la somme des moments de ces poids par rapport à un axe 0¥, perpendiculaire a Taxe polaire, est nulle ; la seconde, qu'il en est de même de la somme des moments par rapport à OX ; et il n'y a aucun cas d'exception, puisque la somme r,-+-r,_4-f- ...-hr^, est positive.
Soit Féquafion du second degré
dans laquelle nous supposerons p et 9 positifs, et p^—iq nègalir, de manière que les racines soient imaginaires; proposons-nous de trouver ces racines en appli- « quant des considérations de statique.
Soit ^
la racine demandée.
Substituons; il viendra, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire,
p* cos 29 — p/» oosd + 9 = 0, /s* sin 20 — p/B sin 0 =s 0
Sur Taxe polaire OX prenons 0Â = 9; puis faisons les angles
BOi = e,
COX
et prenons
0C=rp4.
Nous pouvons considérer OC, OB, OA comme des forces appliquées au point 0 ; les équations expriment que la somme algébrique des projections des forces OC, — OB et OA est nulle sur les axes OX et OY. Donc ces trois forces se font équilibre, et +0B est la résultante des deux autres. D*ailleurs Tangle B0C=B0A. Donc les forces OA, OC sont égales, et Ton a
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d'où Ton déduit
De plus
On a donc ou bien
et enfin ^ On en déduit
OB = 20ACO8Â0B =i 2qcoBe^ ^COBe=^p^q,
^ tyjq
et la racine cherchée a pour expression algébrique
La marche que nous avons suivie semble différente de celle qui a été exposée § 229 pour Téquation générale du degré m. Ces deux méthodes rentrent cependant Tune dans l'autre, en vertu du théorème du g 218 ; le point 0 est le centre de gravité d'un système de poids égaux respectivement à 9, à p et à Tunilé, appliqués respectivement aux points A\ B' et C, à des distances 0A'=1, 0B'=p, 0C=p».
ÉQUILIBRE D*UN TÉTRAÈDRE
231. On propose de démontrer qu'un tétraèdre est en équilibre quand il est soumis à l'action de quatre forces normales à ses faces, appliquées en leurs centres de gravité, propor-
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lionnelles à leurs aires respectives, et dirigées toutes vers l'intérieur du corps, ou toutes vers l'extérieur.
Soient A^, A,, A„ A^ les quatre faces du tétraèdre; les lettres désignent à la fois les faces et les aires de ces faces. Une face quelconque, A^, est égale à la somme algébrique des projections des trois autres sur son propre plan. On a donc l'équation
A4 = Aj cos(a„ kj + Atcos (AiTXi) + A5COS (ï^TAi) .
Les forces P^, P,, P,, P^, respectivement appliquées aux centres de gravité, G^, G,, G,, G^, des quatre faces, sont proportionnelles aux aires de ces faces, et par suite
P4 = Picos (aTjw) + Pi cos(ïirîl) + Pj cos (a^).
Or Tangle de la face A^ avec la face A^ est égal au supplément de Tangle que fait la normale P^ sur la face A^ avec la normale P^ sur la face A^, pourvu qu'on dirige ces deux normales à la fois vers r intérieur, ou à la fois vers Textérieur de la pyramide. Il en est de môme des angles (A^,A^) et (A,,AJ, de sorte qu'on peut écrire.
P4 + P, cos (pi^Tpi) -H P, cos (pTïQ -h P, cos [Ky^i) =0.
ce qui indique que la somme algébrique des projections des forces Pj, P„ Pjj, P4 sur un axe normal à la face A^ est identiquement nulle. On démontrerait de même que la somme algébrique des projections des quatre forces est nulle sur les axes normaux à deux des trois autres faces, et par suite elle est nulle pour un axe quelconque mené dans l'espace. La résultante de translation des quatre forces P^, P„ P,, P^ est donc nulle, et la première condition de l'équilibre est vérifiée.
Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que la somme des moments des quatre forces est nulle par rapport à trois droites au moins, non parallèles à un même plan.
II. — M^C. C0LLIGNO
Les quaire forces se réduisent à un couple; or ce couple, ne pouvaiU être à la fois parallèle aux trois droites par rapport auxquelles son moment est nul, est nécessairement nul, et par suite l'équilibre est assuré.
S'oit SABC (fig. 209) le tétraèdre donné, dont nous supposerons la base, ABC, placée dans le plan du papier. Les arêtes SA, SB, SC sont supposées projetées sur le plan de la base.
Pour avoir les projeclions des centres de gravité des faces latérales, nous prendrons les milieux a, b, c, des côtés de la base, nous les joindrons à la projection du sommet S, et nous prendrons les points a\ b\ d aux deux tiers des longueurs Sa, Sfr, Se, à partir du point S. Ce seront les projections des centres de gravité des faces latérales.
Les forces appliquées aux points a', \>\ (f^ sont normales aux faces correspondantes ; leurs projections sont donc perpendiculaires aux traces des plans des faces , c'est-à-dire aux
côtés AB, BC, AC, de la base. Menons par les points, o', h\ d, des droites, a'M, fc'M, c'M, perpendiculaires à BC, AC, AB; les forces appliquées aux laces latérales seront contenues dans les plans projelanls a'M, fc'iM, c'M.
Ces trois plans projetants se coupent suivant une même droite perpendiculaire à ABC, et projetée au point M. Il suffit pour le démontrer de faire voir que les trois droites a'M, &'M, c'M ont un point commun. Or si l'on mène par a', 6', c' des
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parallèles à BC, AC, ÂB, on forme un triangle a^Y qui est sem-< blable au triangle ABC, et dont les points a\ b\ (f sont les milieux des côtés. Les droites a'M, fr'M, (/M sont les perpendiculaires élevées au milieu de ces trois côtés ; elles concourent donc en un point M, centre du cercle circonscrit au triangle agy.
La force appliquée au centre de gravité 0 du triangle ABC est normale au plan de cette face.
Donc, des quatre forces P^, P,, P,, P^, trois rencontrent la droite pi*ojelée en M, et la quatrième lui est parallèle.
Le parallélisme de deux droites n'est qu'un eus particulier de leur rencontre; on peut dire par conséquent que les directions des forces P^, P„ P,, P^ rencontrent la droite projetée en M, et par suite quelles rencontrent quatre droites , respectivement normales aux faces du télraèdre. Ces quatre droites ne sont pas toutes parallèles à un même plan.
La somme des moments des quatre forces P^, P,, P,, P^ est donc identiquement nulle par rapport à quatre axes non parallèles à un même plan, et nous avons vu que cette condition achève d'assurer l'équilibre.
232. La proposition, démontrée pour le tétraèdre, s'étend immédiatement à un polyèdre quelconque, car on peut toujours décomposer un polyèdre donné en tétraèdres, puis appliquer des forces égales et contraires aux centres de gravité des faces communes à deux tétraèdres contigus, ce qui satisfait aux conditions djéquilibre de chaque tétraèdre en particulier, sans rien changer aux conditions d'équilibre de l'ensemble, c'est-à-dire du polyèdre donné.
Hais si la proposition est vraie pour un polyèdre quelconque, elle s'applique aussi à un solide de forme entièrement arbitraire; un solide est donc en équilibre quand sur tous ses éléments superficiels on applique des forces normales, proportionnelles à l'étpndue de chaque élément, et dirigées toutes vers l'intérieur, ou toutes vers l'extérieur. C'est pour cela qu'un corps solide quelconque plongé dans un fluide sans pesanteur et en repos est nécessairement en
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équilibre sous l'action des pressions normales que le fluide développe sur tous ses éléments de surface. Nous aurons à revenir plus tard sur ce théorème, qui a une grande importance dans l'hydrostatique, et nous en donnerons une autre démonstration.
ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PESANTS
TRAVAIL DE LA PESAItTEUR.
253. Le travail élémentaire d'une force s'obtient (g 106) en multipliant la force par la projection sur sa dircclion du chemin infiniment petit décrit par le point matériel qu'elle soUi* cite, et en attribuant au produit le signe + ou le signe — . suivant que la projection du chemin décrit a le même sens que la force, ou le sens opposé. Appliquons cette règle à la pesanteur. Soit M un point matériel, p son poids, qui s'exerce suivant la verticale MH. Prenons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, dont Tun, OZ, soit vertical. Le point H recevant un déplacement MM' infiniment petit, le travail élémentaire de la force f sera égal au produit p X Mm, avec le signe + si le point s'est abaissé, avec le signe — s'il est élevé. Appelons % la hauteur MR du point M au-dessus du plan horizontal XOY, et %' la hauteur M'H', au-dessus du même plan, de la nouvelle position prise par le point mobile. Le travail élémentaire de la pesanteur correspondant au déplacement infiniment petit MM' sera égal, en grandeur et en signe, au produit
Fig. 210.
TRAVAIL
produit positif si «>«', c'est-à-dire si le point mobile s'abaisse, et négatif si a < «', c'est-à-dire s'il s'élève ; produit nul enfin si 2=2^ c*est-à-dire si le mobile ne change pas de hauteur
Ceci suppose, d'après la définition, que la différence «— «^ est infiniment petite en valeur absolue. Mais la force p duc i\ la pesanteur ne variant pas sensiblement avec la hauteur MH, du moins dans les limites restreintes où se font les applications aux machines, on peut étendre cette mesure du travail à des déplacements finis. En effet, supposons que le point matériel M parcoure une trajectoire quelconque MN, et qu'on demande le travail total (§ 107) du poids p pour le déplacement MN; on partagera l'arc de trajectoire MN en parties aussi petites qu'on voudra, pour chacune desquelles on pourra déterminer le travail élémentaire de la force; appelons 3, «', 2", 2"', ..., Z, les hauteurs des points M, M', M", ..., N; les travaux élémentaires du poids p pour chacun de ces déplacements infiniment petits seront exprimés par les produits
pX(â' — 3")»
PX(3» — a'"),
DE LA PESANTEUR
les hauteurs des points donnés, au-dessus d'un même plan horizontal, dans la position initiale du système, et
Z|i Z|, ...» Zs
les hauteurs des mêmes points, dans une seconde position. Pour trouver le travail de la pesanteur correspondant au passage de la première position à la seconde, il faudra former pour chaque point le produit p X (2 — Z), et faire la somme algébrique de tous ces produits; le travail cherché, T, est donné par Téquation
T^Pi(2| — Zi)+P«(af — Zt) + ...+P«(2* — z»),
qu'on peut écrire :
(*) T = [pii^ -f ;>3», + . . . + pnz%) — {p|Z| + p A 4- ... 4- p«Z«) .
Or, appelons z la hauteur, au-dessus du plan horizontal de comparaison, du centre de gravité du système dans sa première position (§151, Rem.), et Z la hauteur du centre de gravité du système dans sa seconde position ; nous aurons (§168):
PiS| + 7Va-f ••• +/'i»'»= (/'i+Pt+ ••• +P»)X», PiZi+7'A-h...+P«Z»=(p4 4-p,+ ...+pii)xZ.
Introduisons ces valeurs dans l'équation (1), il viendra
(2) T = (pj+p,+ ...-|-p»)(:«-Z).
Le travail de la pesanteur sur un système matériel qui subit un déplacement fini ou infiniment petite est égal au poids total du système, multiplié par la quantité (positive ou négative) dont est descendu son centre de gravité en passant de la première position à la seconde.
Le travail de la pesanteur est nul si, en passant de la première position à la seconde, le centre de gravité ne change pas de hauteur.
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CONDITION D ÉQUILIBRE d'uN SYSTÈME MATÉRIEL A LIAISONS GOMPLÈIES, QUI n'est SOLUGITÉ QUE PAR SON PROPRE POIDS.
235. Nous avons démontré (g 134) que* pour qu'un système matériel à liaisons soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des travaux virtuels des forces appliquées à ce système soit nulle pour tout déplacement compatible avec ces liaisons.
Appliquons ce théorème à un système pesant, que nous supposerons d'abord à liaisons complètes; l'équilibre de ce système sous l'action de la pesanteur et des forces qui tiennent lieu des liaisons, sera assuré dans une position particulière, si le déplacement infiniment petit qu'on peut supposer imprimé au système à partir de cette position, n altère pas la hauteur du centre de gravité. Car alors (§ 254) le travail de la pesanteur est nul. Le système étant à liaisons complètes, tous les points qui le composent, et le centre de gravité de ces points, décrivent des trajectoires définies ; le déplacement virtuel subi par le centre de gravité s'opère donc suivant un arc infiniment petit d'une trajectoire déterminée, et pour que le travail de la pesanteur soit nul, il faut et il suffit que ce petit arc soit horizontal. La position d'équilibre du système est donc définie par cette condition que le centre de gravité occupe sur sa trajectoire le point où la tangente est horizontale. Pour trouver les positions d'équilibre, on construira la trajectoire du centre de gravité; on mènera à cette courbe des tangentes horizontales, et les points de contact seront les positions du centre de gravité lorsque l'équilibre existe ; à chacune de ces positions correspond pour le système une position d'équilibre.
236. Prenons pour exemple une droite pesante homogène, AB, dont les deux extrémités A et B sont assujetties à glisser sans frottement le long de deux droites fixes rectangulaires, OX, OY, tracées dans un plan vertical.
A LIAISONS COMPLÈTES
Pig. 211.
Le centre de gravité G du système donné est le milieu de la droite AB; l'angle AOB étant droit, la distance 60 est égale à la moitié de la longueur AB, et par conséquent, le lieu décrit par le centre de gravité est la circonférence GCMD, décrite du point 0 comme centre avec un
rayon égal à ^ AB. Par le point
0, menons une verticale MN; elle coupe la circonférence en deux points M et N, où les tangentes MT, NT' seront horizontales; ce sont les positions d'équilibre; des points M etN comme centres, avec des rayons
égaux i 5 AB , décrivons des
arcs de cercles qui coupent la
direction OY aux points A^ et A^ : les droites A^B^, A!fi\ seront
les deux positions d'équilibre qu'on peut donner à la droite
mobile.
Ces deux positions se distinguent Tune de Tautre en ce que l'une, A^Bp est une position d'équilibre stable, tandis que Tautre, A'^B'^, est une position d'équilibre instable. En effet, si on donne un petit déplacement à la droite A^B^, et qu'on l'abandonne ensuite, le poids de cette ^
droite tendra à la ramener à sa position d*équilibrer tandis que si l'on opère de même sur la droite A.'fi\, le poids de la droite tendra à l'écarter de sa position première. En général, l'équilibre stable correspond à la position qui rend le centre de gravité le plus bas possible. L'équilibre est instable, au contraire, si le centre de gravité occupe le point le plus haut de sa trajectoire. Il est également instable si la trajectoire PQ du centre de gravité (fig. 212) présente dans le plan vertical une inflexion au point H où la tangente HK est horizontale ; car de quelque
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côté qu'on déplace le système, ou bien il tendra à s'écarter de sa position d'équilibre, ou bien il tendra à y revenir, mais pour la dépasser et s'en écarter ensuite de plus en plus.
Enfin, il y a un cas singulier très remarquable, c'est celui où la trajectoire du centre de gravité est contenue dans un plan horizontal. Dans ce cas, l'équilibre est possible dans toutes les positions du système, et on dit qu'il est indifférent. 11 en est de même lorsque le centre de gravité est immobile.
237. Pour achever la solution du problème que nous avons pris pour exemple, proposons-nous de trouver les réactions des droites fixes OA, OB (fig. 2H), qui concourent avec le poids de la barre AB à tenir cette barre en équilibre dans la position A^B^.
Le poids de cette barre peut être considéré comme appliqué en son milieu M; il agit suivant la verticale MP, prolongement deOM ; on peut d'ailleurs le représenter par la longueur .A^B^ de la barre, en prenant l'échelle des forces en conséquence. Les réactions des points A^ et B^ sont normales à OAj, OBj, et contenues dans le plan vertical de la figure; leurs directions se coupent au centre instantané de rotation, P, de la droite A^B^, et ce point est situé sur la droite OM prolongée, puisque cette droite est normale à la trajectoire du point M. On peut donc regarder le poids de la barre comme appliqué au point P, et le décomposer en deux forces, suivant les directions PA^ et PB^ ; les composantes seront les réactions cherchées. Si l'on représente le poids de la barre par sa longueur A^Bj = OP, la réaction du point A^ sera repiésentée par la longueur PA^=0B4, et la réaction du point B^^ sera de même représentée par la longueur OA^.
La môme décomposition s'appliquerait à la position A'^B'p qui correspond à l'équilibre instable.
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CONDITIONS d'équilibre d'uN SYSTÈME PESANT A LUISONS NON COMPLÈTES.
238 . Lorsqu'un système pesant n'est pas à liaisons complètes, il est possible que les liaisons soient suffisantes pour assujettir le centre de gravité de ce système, soit à parcourir une surface fixeS, soit à rester dans une région de l'espace limitée vers le bas à une surface S. Dans ce cas, le théorème du travail virtuel joint au théorème du travail delà pesanteur, indique encore les conditions d'équilibre ; il faut et il suffi l que, pour tous les dépla* céments virtuels imprimés au système à partir de sa position d'équilibre, le travail de la pesanteur soit nul, c'est-à-dire que le déplacement correspondant du centre de gravité sur la surface S soit horizontal, c'est-à-dire enfin que le centre de gravité occupe un point P de la surface S où le plan tangent soit horizontal.
L'équilibre peut d'ailleurs être stable^ ou instable^ ou coné^tionnel; il sera conditionnel si la forme de la surface S aux environs du point P est telle, que certains déplacements du système fassent naître une tendance constante du système vers sa position d'équilibre, tandis que d'autres déplacements développent la tendance du corps à s'en écarter indéfiniment. La dynamique seule permet de distinguer ces divers caractères.
On peut admettre comme règle générale que l'équilibre du système est stable quand son centre de gravité occupe les points les plus bas de la surface S.
L'équilibre est indifférent si la surface S se réduit à un plan horizontal; alors le système est en équilibre dans toutes ses positions.
En résumé, la recherche des conditions d'équilibre d'un système pesant à liaisons se ramène à un simple problème de géométrie. Nous allons en donner des exemples.
ËQUIUBRB
ÉQUILIBRE D*DIf SYSTÈME DE TIGES PESANTES ARTICULÉES, GORTEiajGS DANS UN PLAN VERTICAL.
239. Soit ABCD un contour polygonal composé de trois tiges pesantes, A6, BC, CD ; la tige AB est articulée au point fixe A, c'est-à-dire qu'elle est libre de tourner autour de ce point sans rencontrer de résistance; elle est de même articulée au point B avec la tige BC, qui est articulée au point C avec CD ; cette dernière tige est enfin articulée au point fixcD. Les trois tiges sont contenues dans un plan vertical. On demande la position d'équilibre.
Les tiges sont supposées homogènes; leurs longueurs et leurs poids sont donnés. Leurs centres de gravité sont aux milieux I, T, 1% de leurs longueurs.
Soit
AB = /, BC = I', CD = K
Le poids de AB sera représenté par p, le poids de BC par;/, le poids de CD par ^.
Nous pourrions chercher le centre de gravité du contour matériel ABCD; mais il esl plus simple de ramener tous les
poids à être appliqués en des points de la droite BC.
Pour cela, décomposons
le poids p en deux poids
égaux à ^ p, appliqués l'un
en A, Vautre en B. De même,
substituons au poids f ap*
pliqué en M deux poids
égaux à ^ p^, appliqués l'un
en D, l'autre en C.
Les poids appliqués aux points tixes A et D ne donnent aucun
travail pendant la déformation du quadrilatère ABCD. Il suffit
donc de chercher le centre de gravité, G, des trois poids \ p»
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p\ \f^ appliqués en B, T et C; le point 6 appartiendra à la droite BC, et sera fixe sur cette droite, car les poids { p, p\ Ip"^ cl leurs distances BI', PC, quantités qui servent à déterminer la position du point 6, sont invariables.
L'équilibre exige que le point 6 soit le plus bas possible sur sa trajectoire ; mais on obtient la normale au lieu décrit par le point G en joignant ce point au point de concours, 0, des normales ÂB, DC menées aux trajectoires des points B et C. La condition d'équilibre est donc que la droite 06 soit verticale.
On fera varier le quadrilatère ABCD; le point 6 décrira un certain lieu géométrique ; on mènera à ce lieu les tangentes horizontales, et on aura les solutions cherchées. L'équilibre stable correspond aux points les plus bas de la courbe décrite par le point G.
240. La solution s'étend à un contour polygonal de tant de c6tés qu'on voudra, attaché à deux articulations fixes, A et F, et contenu dans un même plan vertical. Fixons par la pensée la portion DEF du contour. Il faudra que le reste du contour, ABCD, soit en équilibre; et par suite, si Ton détermine sur BG le point Gj, centre de gravité des poids {po,Pp ip,, appliqués en B, en I^ et en C, la droite O^G^ doit être verticale. De même, on fixera AB et EF, et l'équilibre du contour BCDE exigera que la droite 0,G, soit verticale. Le point G, est le centre de gravité des poids jp^, p,, {p^, appliqués respectivement en C, en T,, et en D. Fixant enfin ABC, et opérant de même sur les poids p,,pj,p^, on reconnaîtra qu'il faut que O^Gj soit verticale.
Ces conditions suffisent pour définir le polygone.
Soit en effet n le nombre des tiges AB, BC,... EF. Le nombre des côtés du polygone ABC... FA sera n-hl, et le
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nombre des données qui suflisent pour le définir est par suite (I, g 123)
2(fi-i-l) — 3 = 2« — 1.
On connaît d'avance les côtés, ce qui fait n + 1 données.
Il reste à trouver n — 2 angles ; or nous avons trouvé n — 2 conditions ; car la solution indiquée revient à donner les angles que la droite AF, d'inclinaison donnée, fait avec les directions Ofi^, 0,F,, O3G5, etc., qui sont au nombre de n — 2.
11 y a donc en tout (n -h 1) -f- (n — 2) = 2» — 1 données, nombre suffisant pour que le polygone soit déterminé.
THÉORIE DES BALANCES
241. Balance à fléau (fig. 215). — La balance à fléau, ou balance ordinaire, se compose essentiellement d'une tige
Fig. 215.
pesante AB, symétrique par rapport au plan moyen 0; elle est mobile autour d'un axe horizontal, situé dans le plan moyen ; pour obtenir celte mobilité , il suffit de faire passer h travers le fléau un prisme triangulaire ou couteau^
DES BALANCES
qui repose par son arête inférieure, de chaque côte du fléau, sur un plan d'agate bien poli et dressé horizontalement. Cette arête est ce qu'on appelle Vaxe de siispetision du fléau. Aux <!eux extrémilés de la même pièce, on place, le dos en bas et le tranchant en dessus, deux autres couteaux A et B, dont les tranchants sont parallèles à l'axe projeté en 0: ce sont les axes de suspension des plateaux dans lesquels on fait les pesées. On s arrange pour que les trois points A, 0 et B soient rigoureusement en ligne droite, et que le point 0 soit le milieu de la distance BA. Enfin, le centre de gravité G du fléau doit éti*e situé dans le plan de symétrie au-dessous du point 0, et non au-dessus. Dans ces conditions, le fléau est en équilibre dans la position horizontale.
L'addition des deux plateaux, que Ton suspend aux points A et B, et qui ont des poids égaux, ne trouble pas cet équilibre. L'équilibre du fléau est encore conservé si Ton charge les plateaux de poids égaux. On a alors deux forces égales, verticales, appliquées Tune en A, l'autre en B, puis le poids du fléau, appliqué en son centre de gravité; ces forces sont tenues en équilibre par une force unique, verticale, appliquée en 0, et fournie par la réaction du plan d*appui.
Si, au contraire, on met dans Tun des plateaux un poids P, et dans l'autre un poids P-+-p, l'équilibre ne peut subsister dans la position horizontale, car la résultante de deux forces parallèles inégales, appliquées en A et enB, ne passeplus par le milieu 0 de la distance des points d'application.
Pour chercher la position d'équilibre, soit EF le fléau (fig. 216), H Taxe de suspension, G le centre de gravité ; appelons a Tangle que fait la droite EF avec Thorizontale, ou Tangle GUg de la droite UG avec la verticale ; Q, le poids de chacun des plateaux, y compris les chaînes et le crochet de suspension.
Fig. 216.
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enfin q le poids du fléau. Nous supposons que le fléau a pris la position d'équilibre EF, dans laquelle il fait Tangle a a^ec rhorizon. Le point G est sorti du plan vertical 11' conduit par l'axe H; les forces qui agissent sur le plan sont la force Q -+-P -f-p, appliquée au point E suivant la verticale, la force Q + P, appliquée au point F, le poids du fléau 9, appliqué en G, et enfin la réaction du plan d'agate, appliquée en H. Toutes ces forces sont verticales : elles se font équilibre, et par conséquent, la réaction de Tappui est égale à la somme des poids, ou à
Pour trouver la condition d'équilibre qui définit la position du fléau, prenons les moments par rapport à l'axe projeté en H. 11 viendra, en abaissant sur la verticale ZZ' les perpendiculaires E^, F/",
Mais la ligne EF étant droite, et le point II en étant le milieu, on a ¥f=Ee; Téquation précédente se réduit donc à
pXEe^qXGg,
ou à Or
et par suite
Ee = EHc<osa, G^= HGsina,
P X EH
valeur qui définit Tinclinaison du fléau.
L'angle a est d autant plus grand que la distance HG est plus petite. L'inclinaison prise par le fléau est donc d'autant plus grande, pour une même différence entre les poids placés dans les deux plateaux, que le centre de gravité du fléau est plus voisin de l'axe autour duquel il oscille; la sen^ibililé de la balance croit à mesure que cette distance diminue ; car
Fig. 217.
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la différence des poids est accusée par l'inclinaison plus ou moins grande que prend le fléau. Aussi, pour faire varier à volonté la sensibilité d'une balance, on place souvent sur le fléau, au-dessus de Taxe de suspension, une tige filetée le long de laquelle on peut faire mouvoir un ^j^
écrou pesant, E, dont le — i^ ''^^ny" ^^ —
poids s'ajoute au poids
q. En faisant monter
cet écrou, on rapproche de Taxe le centre de gravité 6 du
système. On Pen éloigne au contraire en faisant descendre
Técrou.
242. Mais, si Ton augmente la sensibilité de la balance en diminuant la distance 6H, il ne faut pas oublier qu'il y aurait un grave inconvénient à rendre cette distance tout à fait nulle; si, en effet, elle était égale à zéro, Téquation (2) rendrait tanga infinie pour la position d'équilibre; le fléau EF devrait donc prendre une position verticale, c'est-à-dire qu'il chavirerait sous rinfluence d'une erreur de pesée jp, si petite qu'elle fût. La sensibilité de l'appareil serait infinie, mais l'appareil ne pourrait plus servir à rien, car c'est la variation de Tinclinai- 6on du flâsiu, à mesure que Têxcès de poids j> varie lui-même, qui guide dans l'opération de la pesée ; le fléau suspendu par son centre de gravité G formerait un système en équilibre indifférent sous l'action de poids égaux placés dans les deux bassins (g 179), le centre de gravité G restant immobile dans toutes les positions successives de l'appareil. Il faut donc, pour que la balance soit utile, que le centre de gravité a soit plus bas que le centre d'oscillation du fléau, d'une certaine quantité, réglée d'après le degré d'exactitude qu'on veut apporter aux pesées.
Si Taxe de suspension était au-dessous du point G, le fléau serait dans un état d'équilibre instable ; car son poids q contribuerait à accroître, et non à limiter, l'inclinaison qu'il tend à prendre sous l'action de l'excès de poids p. Quand il en est ainsi, on dit que la balance est folle.
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Nous avons supposé les trois points E, H, F en ligne droite, et le point H au milieu de la distance EF. C'est sur ces deux suppositions qu*est fondée la réduction de Téquation (1). On pourrait faire des pesées avec une balance où les trois points F], H, F ne seraient pas en ligne droite; mais cette disposition serait nuisible à la sensibilité de l'appareil. D^un autre côté, si les bras HE, HF étaient inégaux, les poids placés dans les deux plateaux, au lieu d'être égaux pour l'équilibre, devraient être dans le rapport inverse des bras auxquels ils sont appliqués. Nous décrirons tout à l'heure des appareils fondés sur ce principe, et destinés à peser de lourds fardeaux avec des poids beaucoup plus petits.
MANIÈRE DE FAIRE LES PESÉES AVEC LA BALAKGE ORDINAIBE. BOITE A POIDS
243. On met dans un des bassins de la balance la matière dont on veut évaluer le poids. Le fléau s'incline aussitôt et vient reposer sur l'un des deux arrêts destinés à limiter sa course. Une aiguille, attachée au centre du fléau, abandonne la verticale et prend une position inclinée; son extrémité s'arrête en un certain point d'un arc gradué lixé sur le pied de l'instrument.
On charge alors graduellement de poids le second bassin, jusqu'à ce qu'il enlève le premier, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'il détache le fléau de Tarrêt sur lequel il a trouvé un appui. Le tléau se met à osciller autour de chacune des positions d'équilibre qu'il tend successivement à prendre, et que modiile l'addition d'un nouveau poids. Ces oscillations sont assez lentes en général, et elles s'éteignent vite; d'ailleurs, on a à peu près la position d'équilibre, à un instant quelconque, en attribuant à l'aiguille la position moyenne entre les extrémités de sa course, observées le long de l'arc gradue*. La pesée est terminée, par conséquent, quand la position moyenne de l'aiguille coïncide avec la verticale ou avec le
DOUBLE PESEE. S7i
zéro de la graduation. Mais pour faire des pesées exactes, on doit attendre que les oscillations soient éteintes, et éviter à la balance les trépidations, les courants d'air, les oscillations des plateaux , qui peuvent fausser les résultats. Enfin , le résultat de l'opération doit parfois être corrigé de la poussée de Tair, qui s'exerce inégalement sur le corps à peser et sur les poids qui lui font équilibre.
244. La double peséCy imaginée par Borda, a pour objet d'éliminer les petites erreurs dues aux vices de construction de Tappareil. Si la balance était parfaite, on n'altérerait pas Téquilibre en changeant les charges de plateaux. Supposons que cette vérification ne réussisse pas avec une entière exactitude. Une quantité de matière dont on cherche le poids x, placée dans le plateau de droite de la balance, est équilibrée par un poids P, placé dans le plateau de gauche ; la même matière, placée dans le plateau de gauche, sera équilibrée par un autre poids P', peu différent de P. Cela indique que les distances HE, HF ne sont pas rigoureusement égales. On aura donc pour le premier équilibre
PxUE = a:xIlF,
et pour le second
«XHB = P'xHF.
Divisant membre à membre, il vient
et par conséquent
Le poids cherché est une moyenne proportionnelle entre les deux poids trouvés. Ces poids étant très peu différents si la balance est bien construite, on peut substituer sans erreur
leur moyenne arithmétique, — ^ — » ^ ^^^^ moyenne proportionnelle.
245. Les bottes à poids qui sont jointes aux balances doivent contenir tous les poids nécessaires pour faire le genre de
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pesées auquel la balance est destinée. Si, par exemple, il s'agit d'une balance de précision employée par un chimiste, le minimum du poids à employer sera un milligramme, et le maximum pourra ne pas dépasser 500 grammes. La boîte devra fournir par conséquent tous les multiples d'un milligramme, depuis i jusqu'à 500,000, pour évaluer un poids à 1 milligramme près. Dans le commerce de détail, le minimum du poids à mesurer est en général le gramme, et le maximum peut atteindre 10 kilogrammes; la botte devra contenir assez île poids pour évaluer de 1 à 10,000 grammes, et les pesées se feront à 1 gramme près.
246. La composition d'une boite à poids est possible de plusieurs manières. On peut, par exemple, introduire dans la boite le plus petit poids à employer, puis un poids double, un poids quadruple, un poids huit fois plus grand, et ainsi de suite, suivant les puissances du nombre 2. Tout nombre entier étant une somme de puissances de 2, on pourra avec ces poids former tout multiple du poids le plus petit, inférieur à la puissance de 2 qui suit celle à laquelle on s'arrête. Par exemple, avec les poids
on peut former un poids entier quelconque inférieur à 2048. Proposons-nous de former le poids 1529; on divisera 1529 par 2, ce qui donne le reste 1 et le quotient 764; on divisera par 2 le quotient, ce qui donne le reste 0 et le quotient 382 ; et on continuera ainsi, jusqu'à ce que la division par 2 du dernier quotient ne soit plus possible. Il vient
25 = 2x il + l,
ll = 2x 5 + 1, 5 = 2x ti + 1, 2 = 2X 1.
A POIDS
Multiplions la deuxième égalité par 2, la troisième par 4, la quatrième par 8, la cinquième par 16, la sixième par 32, la septième par 64, la huitième par 128, la neuvième par 256 et la dixième par 512, et ajoutons; nous aurons, en réduisant les termes communs aux deux membres de Féquation finale,
1529 = H-0x2H-0x4+ix8-4-lXi6-flX3î
+ 1 X64-fl X 128 4- 1 X2&6 -fOx 512 + 1 Xi024.
Le poids 1529 se formera donc en réunissant les poids suivants :
247. L'usage du système décimal conduit à une composition de boite à poids un peu différente : on trouve dans les boites destinées à peser de 1 à 9999 grammes :
1 poids de
de
de
de
de
de
de
de
de
de 1000
de 2000
de 5000
1 griimiiie
ÎOO —
— ou de 1 kilogramme
— ou de 2 —
— ou de 5 —
On formera un poids quelconque, 7892 grammes, de la manière suivante :
Le poids de 5 kilogrammes • . • . 5000 Un des deux poids de 2 kil 2000
Le poids de 500 grammes . • • Un poids de 200 — . • • Le poids de 100 — • . • Le poids de 50 — ...
Les deux poids de 20 grammc3.
Un poids de 2 grammes. . . .
Tolal
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BALANCE ROMAIISE.
348. La balance romaine (fig. 220) permet de faire des pesées avec un poids unique, mobile le long d'un fléau gradué. Le fléau BC (fig. 218) est mobile autour d'un axe H, que Ton tient à la main, ou que Ton suspend à un point lise, A. D'un côté B se trouve, à demeure, un crochet destiné à suspendre le corps dont on demande le poids Q. De l'autre, un ^ poids P, accroché à un anneau,
^ peut glisser le long de la tige graduée, HC. Le centre de gravité du fléau et de tous les accessoires qui y sont attachés, '*^' ***' se trouve, lorsque la barre BC
est horizontale, en un point G situé sur la verticale passant par le point H, et au-dessous de ce point.
Lorsque Téquilibre est obtenu, et que la barre BC est horizontale, les forces P et Q, le poids q du fléau appliqué en G, et la tension T du lien AH qui suspend la balance, se font équilibre: la tension T est donc verticale et égale à la somme P + Q + 9 de tous ces poids; de plus, on a, en prenant les moments par rapport au point H,
(1) PXHD = QXBH,
d*où Ton tire
Le poids P et la longueur BH sont des quantités constantes; le poids cherché Q est donc proportionnel à la distance variable HD. En faisant sur la barre HC une graduation convenable, on pourra lire le poids cherché sur l'échelle. Pour opérer cette division de la droite HC, on mettra le zéro de Téchelle au point H; puis on fera Q = l kilogramme; et l'équation (1) donnera la valeur correspondante de la distance
Digitizi
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HD, OU plutôt du rapport de HD à BH. Mais celte manière de procéder exige la connaissance du poids P. On évite la déter* mination préalable de ce poids, en cherchant empiriquement la position qu'il convient de lui donner pour équilibrer un poids Q déterminé, d'un kilogramme par exemple. On connaît alors deux points de Téchelle, et rien n'est plus simple que d'achever de la construire.
Si le centre de gravité G du fléau ne se trouvait pas sur la verticale du point H, Tap-
pareil pourrait encore servir -? 2 i^ 5
à mesurer les poids, mais il i I |,
faudrait introduire un nou- ^
veau terme dans l'équation (1 ) , ^*
pour tenir compte du moment du poids q.
On aurait
QXBII = 9XHLH-PXIID.
et par suite
Le terme 9 X îîu ^^^ constant ; le second terme P x ^ est
proportionnel à HD. Le poids cherché est donc encore une fonction linéaire de la distance HD. La graduation de la barre se fera par les mêmes principes que tout à Theure, mais le zéro de l'échelle ne sera plus au point H.
La disposition qui amène le point 6 au-dessous du point H, augmente la sensibilité de l'appareil tout en assurant la stabilité de son équilibre. On accroîtra la sensibilité de la balance, c'est-à-dire l'inclinaison prise par le fléau sous l'action d'une petite différence entre le poids cherché et le poids lu sur l'échelle, en rapprochant le point G du point H.
La figure 220 représente la romaine dont on se sert dans le commerce; on lui donne souvent deux crochets de suspension, et deux graduations différentes qui correspondent chacune à un crochet, de sorte qu'on peut à volonté évaluer des poids plus petits ou des poids plus forts.
249. La romaine peut servir à résoudre une équation du premier degré à une inconnue, Pa; = Q. Toute équation du premier degré est réductible à cette forme. On peut supposer P et Q positifs, en changeant, s'il y a lieu, le signe de
Fig.tao.
l'inconmie. Suspendons au point fixe A du fléau un poids
égal à Q ; puis à Tanneau mobile M un poids égal à P.
Cherchons par tfltonnement la position qu'il faut donner à
Fanneau pour qu'il y ait équilibre ; à cette position correspond
MO une valeur du rapport j^r qui est la valeur de l'inconnue.
BALANCE DE QUINTENZ.
250. La balance de Quintefiz est un appareil dans lequel le poids cherché est tenu en équilibre par un poids plus petit,, dix fois plus petit par exemple. Elle se compose d'une plateforme mobile, qui peut monter et descendre sans cesser d'être horizontale, et qui est destinée à recevoir le corps dont on demande le poids ; d un plateau suspendu à la façon des bassins des balances ordinaires, et destiné à recevoir les poids ;
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enfin d'un système de deux leviers qui rattachent Tune à l'autre ces deux parties de la machine, et qui tournent autour d'axes fixes horizontaux et parallèles entre eux. Le système entier est à liaisons complètes ; un déplacement verlical infiniment petit communiqué h la plate-forme produit sur le plateau un déplacement vertical proportionnel. Soit P le poids déposé sur le plateau, qui équilibre le poids cherché, Q, posé sur la plate*forme. Si on imprime à la plafe-forme suivant la verticale un déplacement virtuel infiniment petit, s, le plateau recevra un déplacement vertical en sens inverse, e\ et l'on aura pour l'équilibre l'équation du travail virtuel :
De sorte que le poids cherché, Q, sera égal à la fraction - du poids connu, P, qui lui fait équilibre. Il reste donc à évaluer le rapport-.
Voici la disposition de Tappareil, que nous représentons coupé longitudinalement par un plan perpendiculaire aux axes de rotation des leviers mobiles.
CB
FIg. «I.
LD est la plaie-forme et R le plateau ; CA est le premier levier, mobile autour de Taxe H, et FE le second levier, mobile autour de Taxe F. Le plateau R est suspendu au point A du levier AC. La plate-forme est soutenue par deux points D et M ; Fun de ces points, D, est réuni au premier levier par une tige
verticale rigide, articulée en D et en B. L'autre repose en un point G du second levier, par une arête de contact, normale au plan de la figure. Enfin une tige rigide, verticale, articulée en E et en C, rattache l'un des deux leviers à l'autre.
Supposons que Téquilibre soit établi entre les poids P et Q, et que dans cette position les deux leviers ÀC, FE soient horizontaux. Imprimons à la plate-forme, suivant la verticale, un déplacement infiniment petit e, que nous supposerons s'effectuer de haut en bas. Pour cela, il faut que tous les points de la plate-forme descendent à la fois de quantités égales. D faut donc que les points D et M s'abaissent ensemble de la même quantité, ce qui impose une condition à la construction de Tappareil. En effet, le point D s'abaissant de la quantité s, le point B, lié invariablement au point D par la tige rigide BD, s'abaisse de la même quantité ; le point M s'abaissant aussi de e, communique ce même abaissement au point G du levier FE ; ce levier tourne autour du point fixe F, et l'abaissement
FE € de son point G entraînera un abaissement e X p^ de son extrémité E. Cet abaissement se transmet intégralement au point € du levier CE, par Tintermédiaii^ de la tige rigide CE ; les points B et C du même levier CH s'abaissant à la fois de quan-
FE
tités e et e X P^^ , ces deux abaissements simultanés sontpro-
porlionnels aux distances BH, CH au point fixe H, et par suite la construction de la balance doit satisfaire à la relation
FG _C
c ""liH
ou bien
Lorsque cette condition est remplie, les abaissements simultanés des points D et M de la plate-forme sont égaux, et par suite tout déplacement infiniment petit de la plate-forme à partir de sa position d'équilibre se réduit à une translation verticale.
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Le poids Q s'abaissant verticalement de la quantité e, produit un travail positif Qe. Mais le poids P monte en même temps d'une quantité e' qu'il est facile de calculer, car c'est la quantité dont s'élève le point A quand le point B du premier levier s'abaisse de e ; donc
et par suite
Le poids P produit un travail négatif égal en valeur absolue à Pe'> et l'équilibre exige que Ton ait
Donc
(2) Q=Pxf=Px5J.
c'est-à-dire que fout se passe comme si le poids Q était tout entier suspendu au point B du levier.
Si Ton veut équilibrer le poids Q avec un poids P dix fois moindre, on fera HA=: HB x 10.
Au lieu d'iin plateau R, suspendu en un point fixe A du premier levier et chargé de poids variables, on pourrait n'employer qu'un poids unique, P, qu'on déplacerait le long de la tige HA, comme on le fait pour la balance romaine ; on peut aussi adopter une combinaison de ces deux procédés.
La stabilité et la sensibilité de l'appareil exigent encore que, lorsque le levier CA est horizontal, son centre de gravité soit situé sur la verticale passant par le point H, à peu de distance au-dessous de ce point.
Le déplacement vertical de la plaie-forme LD rend indifférente à l'équilibre la position du poids Q sur cette plateforme.
Dans la balance usuelle (fig. 222), on ajoute à l'appareil que
nous venons de décrire une poignée pour arrêter le mouvement quand il ne doit pas fonctionner, et un repère n, ri, qui permet de juger de Thorizontalité du levier CA.
Ma*
Fig. 222.
251. Nous venons de traiter la question à l'aide du théorème du travail virtuel. Nous allons la reprendre par les décompositions de force; nous retrouverons les condi-
Pig.223.
tions trouvées, et de plus nous déterminerons les tensions des tiges CE, BD, et les réactions des points fixes F et H.
Le poids Q du fardeau à peser est appliqué en son centre de gravité g ; décomposons-le en deux forces parallèles, q et^, appliquées Tune en M, l'autre en D. La première q sera égale à
OxS.
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et la seconde, (fy i
La force q se transmet au point G du second levier, qui est en équilibre sous Taction de cette force 9, de la tension T de la tige CE, et de la réaction R du point F. Donc la réaction du point F est verticale^ et égale à 9 -- T ; et la tension T est donnée par l'équation des moments, pris par rapport au point F :
9XFG = TxEF.
La force ç' se transmet directement à la tige DB, et est égale à la tension de cette tige.
Le levier AC est sollicité par la force (f appliquée en U, par la force T appliquée en C, par la force P appliquée en A, et enfin par la réaction R' du point H; on a donc
et
Ç'XBlI + TXCHzrrPxHA.
Remplaçons (f par sa valeur
MI
et T par sa valeur il viendra
QXm5'
FG __ ^ Dl FG
ou bien
^Z\ n..MIxBHxEF-fDlXFGxCH
\5) «X MDxEF -PXHâ
équation qui donne le rapport de Q à P. Les équations précédentes font connallre les tensions des tiges, et les charges R
cl R' des points fixes. L'équation (3) est plus générale que l'équation (2). On remarquera en effet qu'elle contient les quantités Ml, ID, qui définissent la position du centre de granité du fardeau sur la plate-forme, et que, par contre, nous n'avons nulle part rencontré dans celte analyse la condition exprimée par ^équation (1). Effectivement, cette équation (1) exprime que le seul mouvement possible de la plate-forme est une translation verticale, et nous savons qu'un tel mouvement rend indifférente à l'équilibre la position donnée au fardeau. Si nous tenons compte deTéquation (1), les quantités MI, DI doivent donc disparaître de Téquation (3). En effet, l'équation (i) nous montre que les produits BH x EF, FG x CE sont égaux entre eux ; on peut remplacer la fraction
par cette autre
Ml X BH X EF -h Dî X FG X CH UDXEF
(MI-l-DI)X(BnxEF) MO X EF
laquelle se réduit à BH, en supprimant le facteur commun EF, et en observant que Ml -|-DI=MD. L'équation (3) devient
QXBH=PXHA.
qui n'est autre que l'équation (2).
Les changements de position du fardeau Q ne modifient pas l'équilibre une fois établi, quand la condition (1) est satisfaite; mais ils ont une influence sur les efforts intérieurs développés dans les tiges BD et CE ; si on rapproche le fardeau du point D, on augmente la tension (f de la tige BD, on diminue la charge q du point G et par suite on diminue la tension Tde la tige BE. On peut, par exemple, placer le fardeau de telle sorte que les tensions T et 9^ soient égales ; il suffit pour cela qu'on ait la relation
OxH- 0X^X^5
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D'où Ton tire, en supprimant les facteurs communs.
MI
KG
'ek'
Plus oa rapproche du point M le centre de gravité g du fardeau, plus on augmente 9, plus on diminue T, et par suite plus la charge R du point fixe F augmente. Quant à la charge R' du point fixe H, elle est égale à
à mesure qu'on rapproche le fardeau du point H, ^ diminue et T augmente : Ton ne voit pas tout de suite si la somme P + 9' -t-T varie» ni dans quel sens. Mais, Pet Q étant les seuls poids qu'on suppose appliqués à la machine, le poids total P+Q se répartit entre les deux appuis extérieurs F et H, de sorte qu'on a dans tous les cas
La somme ? + ^ -{-T = W décroit donc à mesure que R augmente.
BALANCE DE RODERVAL.
252. La Balance de Roberval^ réduite à ses parties essentielles, se compose d'un parallélogramme articulé ABCD, dont
Fig. fi4.
les cAtés AD, 6C sont verticaux, et dont les côtés AB et CD sont
libres de fourner autour de deux points fixes 0 et 0' placés aussi sur une verticale ; dans la déformation de la figure, les droites AD et BC restent parallèles à la droite fixe 0(y .
En des points M et N, pris arbitrairement sur les côtés verticaux AD, BE, on attache à ces côtés des bras horizontaux ME, N(\ auxquels on suspend, en des points quelconques I et R, des poids P et Q. On demande la condition d'équilibre du système.
Appliquons le théorème du travail virtuel. Imprimons au parallélogramme une déformation infiniment petite; cette déformation s'opérera en faisant tourner d'un même angle infiniment petit AOA', DO'D', les droites AB, DC, nutour des points 0 et 0', et en déplaçant parallèlement à elles-mêmes les droites AD, BC, qui entraînent dans ce déplacement les poids P etQ. La quantité e = li, dont descend verticalement le poids P dans ce mouvement de translation, est égale à la projection, Aa, sur la verticale, du chemin AA' décrit par Textrémité A de la droite AB; de même la quantité e'=R'r, dont s'élève verticalement le poids Q, est égale à la projection verticale, B't, du chemin BB' décrit par le point B. Or les chemins AA', BB' décrits simultanément par les points A et fi de la droite AB, mobile autour de Taxe projeté en 0, sont proportionnels aux distances AO, BO; d'ailleurs, ils font des angles égaux avec la verticale, et leurs projections sur cette direction leur sont proportionnelles; on a en définitive
Mais le théorème du travail virtuel donne pour équation d'équilibre
Éliminant les quantités auxiliaires e, £', on obtient pour condition d'équilibre Téquation
PXA0 = QXB0.
AO
Cette relation ne renferme que le rapport ^ des segments
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dans lesquels le côté ÂB est divisé. Par conséquent, si les poids P et Q satisfont à la condition qu'elle exprime, l'équilibre subsistera quelle que soit la forme qu'on donneau parallélogramme articulé, quels que soient les points M et N auxquels on implante les bras sur les côtés verticaux, quels que soient enfin les points 1 et N auxquels on suspende les poids P et Q.
L'équilibre est donc indifférent^ puisqu'il subsiste dans toutes les positions de la figure mobile. On peut observer que le centre de gravité des poids P et Q ne change pas de hauteur par suite de la déformation du parallélogramme, et qu'il ne change pas de hauteur non plus quand on déplace les poids P et Q le long des droites horizontales HE, NF.
253. Mous traiterons aussi cette question par la méthode de la composition des forces. L'emploi des couples rend les opérations faciles. Mous considérerons séparément l'équilibre des quatre côtés du parallélogramme, en remplaçant les articulations par les forces équivalentes.
Au point H, appliquons deux forces verticales, en sens
FIg. tss.
contraire Tune de l'autre, et toutes deux égales à P. Nous pouvons substituer à la force P, agissant en I sur le système rigide formé des barres EH et AD, une force P, égale et parai-
a. — vfc. couiG50ir.
lèle^ agissant en M, et un couple (P, — P), dont le moment est égal à PxIM, et. qui tend à faire tourner de droite à gauche son bras de levier IM. Ce couple el cette force sont équilibrés par les actions qu'exercent les barres AB, DC sur les points A et D du même système. Nous pouvons décomposer chacune de ces actions en deux forces, l'une, X et X', dirigée suivant le côté AD, l'autre, Y et Y', dans les directions parallèles AO, D(y. Les deux composantes X et X\ appliquées en A et D dans la direction du côté AD, se composent en une seule l'orée, X -h X', qui équilibre la force P ; et les composantes Y, Y', parallèles, forment un couple qui doit tenir en équilibre le couple (P, — P). Donc Y= Y' et, de plus, les moments des deux couples devant être égaux, on a, en abaissant du point 0 une perpendiculaire OS sur le côté CD, l'équation
YX0S=:PXIM,
qui détermine Y.
On connaît ainsi les composantes Y, Y\ des actions exercées par les barres AO, DO' sur le côté vertical AD, et la somme X + X' des composantes verticales des mêmes actions.
On peut opérer de même pour le poids Q; on trouvera la somme X''-|-X'"=Q des composantes verticales des actions des barres obliques sur les barres verticales, et les composantes égales et contraires, Z, Z\ exercées dans les directions des côtés obliques, et données par Téquation des moments :
ZxOS = QxNR.
Considérons maintenant Téqnilibre de la pièce AB, sous Faction des forces X, Y, X", Z, changées de sens, et Téquilibre de la pièce DC sous Taclion des forces X', Y', X"', Z', égalemem changées de sens. Pour la première, les deux forces Z et Y, agissant dans la direction du point fixe 0, sont détruites par la fixité du point, sur lequel elles exercent dans la direction du côté AB une pression égale à Z — Y, Les forces parallèles, X et X"', doivent se composer en une seule, appliquée au point 0. Donc elles exercent sur le point 0, parallèlement aux côtés
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verticaux, une action égale à X + X", et elles satisfont à la / relation
XxAO = X"XBO.
C'est la condition d'équilibre de la pièce AB. De même, la seconde piôcc DC est en équilibre si Ton a
X'XD0' = X'"XC0',
et le point (Y est sollicité, suivant le côté DC, par une forœ Z' — Y'/et suivant la verticale, par une force X'-t-X"', On a donc à la fois les quatre équations :
XXAO = X"XBO, X"4-X'" = Q, X'xD0' = X'"xCa,
ou bien
X'xA0 = X'"xB0.
Ajoutant la deuxième et la quatrième, il vient
(X -h XO X AO = (X" -h X'") X CO,
ou bien
PXA0 = QXC0,
condition qui doit être remplie pour que les quatre équations soient compatibles. Ces équations ne sont donc pas distinctes, et ne peuvent servir à déterminer entièrement les inconnues; Tune d'elles reste arbitraire. La statique seule ne permet pas en effet d'opérer le partage de la force P entre les deux points A et D ; ce partage, ainsi que celui de lu force Q entre les deux points B et C, dépend de la flexibilité plus ou moins grande des barres AB, CD, et doit rester inconnu tant qu'on ne fait pas intervenir la loi de la flexion de ces pièces.
Le déplacement des poids P et Q, et 'la déformation du parallélogramme, s'ils ne produisent aucune altération de l'équilibre une fois obtenu, modifient donc les efforts dé- Teloppés dans les barres AB, CD et les réactions des points fixes 0 et (y.
254. Dans la balance de Roberval ordinaire, employée aujourd'hui sur presque tous les comptoirs, on prend les points
0 et (y au milieu des côtés AB, CD, et au lieu de suspendre les poids P et Q à des bras ME, NF, on les place dans des plateaux faisant corps avec les tiges verticales AD et BC. L'équilibre exige alors l'égalité des poids P et Q.
L'appareil que nous venons de décrire serait un appareil indifférent; pour lui donner la sensibilité qui lui est nécessaire (§ 241), on fait en sorte (iig. 229) que le centre de gravité des fléaux AB, A'B', placés horizontalement, soit situé pour chacun sur la verticale des points 0 etO', et un peu au-dessous de ces points. Alors le poids des fléaux tend à les ramener dans
DÉTAILS DE L'AHTICULATION A'.
Pièce O'A'. Pièce AA^ plan de Vassemblage.
Fig. S29.
la position horizontale s'ils s'en écartent» et à limiter la déformation prise par le parallélogramme sous l'action de poids
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inégaux placés dans les deux plaleaux. On a soin aussi de réduire autant que possible les frottements aux quatre articulations du parallélogramme et aux points fixes 0 et <y; on y parvient en substituant des arêtes vives aux axes de rotation. Les figures 226, 227, 228 représentent ce mode d'assemblage, qui est admissible seulement lorsque les charges sont très limitées. La figure 229 représente la balance complète.
ÉQUIUBREDES P0RTS-LEVI3.
255. PonUevis à flèche. — Le pont-levis à flèche se compose de deux parties : un tablier OA, qui est mobile autour d'une charnière horizontale projetée en 0, et qui s'appuie à son autre extrémité A sur une feuillure G, pratiquée dans le couronnement du mur M ;
Et une flèche BD, mobile autour d'un axe fixe projeté en (y, parallèle à la cliamière 0; cette flèche porte un contre-poids Q, dont nous déterminerons plus loin le poids et la position.
La flèche est réunie au tablier au moyen d'une double chaîne projetée en AB; on dispose les points d'attache, A et B, de cette chaîne, de
rôn_.
manière que les droites
OA, (XB soient égales et / / v^' \
parallèles; la chaîne a / ^k^
une longueur AB égale à
la distance 00' des cen- ^j^îj? _^
très de rotation des deux ^ |
parties mobiles, de sorte ^
que dans toutes les posi- ^*^' '^'
lions qu'elle prend quand on relève le tablier, la figure OO'BA
reste un parallélogramme.
On peut placer le contre-poids de manière que le centre de gravité de tout le système soit immobile : le pont-levis est alors en équilibre dans toutes ses positions.
Soit G le centre de gravité du tablier, y compris la moitié
inférieure des deux chaînes projetées en AB, et soit P le poids de cette partie du système. Soit de même G' le centre de gravité de la flèche, y compris le contre-poids Q et la moitié supérieure des deux chaînes ; soit F le poids correspondant.
Supposons que nous ayons donné au contre-poids Q un poids et une position tels que le centre de gravité G' de la flèche soit situé sur une droite CKG' parallèle à OG» et qu'en outre on ait la proportion
P"" OG
Joignons GG\ et soit K le point où cette droite coupe la droite 00'. Les triangles GKO, G'KO' sont semblables, et restent semblables dans toutes les positions du système; ils donnent la proportion
Donc
et par suite le point K est le centre de gravité du système total composé des poids P et V. Ce point K est d^ailleurs immobile, car les mêmes triangles donnent la proportion
OMC _ O'G' OK ""T3C"
rapport constant qui définit un seul point K sur la droite CO.
Le centre de gravité général est de ne immobile, et l'équilibre
de l'appareil est indifférent.
A FLÈCHE
Soit g le centre de gravité de la flèche prise seule, abstraction faite du contre-poids; soit p son poids. Joignons ^G'; le centre de gravité g' du contre-poids Q sera situé en un point du prolongement de cette droite. F doit être égal à
OG fXr^n ce qui définit le poids P'. Mais p-|-Q==P'; donc
Q= F — p ; connaissant Q, on déterminera la position du point ^ par Téquation
où tout est connu, excepté g^G'. On saura ainsi ce que doit peser le contre-poids, et en quel point il faut placer son centre de gravité, ce qui suffit pour régler l'appareil.
257. On peut se proposer de déterminer, dans une position quelconque de la figure, la tension T de la chaîne AB, et les charges R et R' des points fixes 0 et 0'. Pour y parvenir, considérons à part rëquilibre du tablier et de la flèche.
Le tablier, dans la position OA, est en équilibre sous Taction de son poids P, de la tension T, et de la réaction R de la charnière.
La tension T sera donnée par l'équation des moments autour de l'axe 0 :
rxOF = TxOH.
La charge R de l'axe 0 se déterminera ensuite en transportant au point 0, parallèlement à elles-mêmes, les forces P et T, et en les composant ensemble.
La réaction de Taxe sur le tablier est la force — R, égale et contraire à Taction R du tablier sur sa charnière.
Fig. 232
L'équation des moments des forces appliquées à la flèche
rONT-LBVIS
donncrail la môme valeur T ; la charge de Taxe (ï s'obtiendrait en appliquant au point 0 des forces T, et P'^ égales et parallèles à la tension BT et au poids F ; ce qui donnerait la pression R' de la flèche sur Taxe C, ou la réaction — R' de Taxe (y sur la flèche.
LaforceP fait équilibre aux deux forces —R et AT ; par conséquent, les trois directions OR, GP, AB concourent en un même point S. De même, les trois directions AB, G'F,(yfi^ concourent en un même point S^
PONT-LEVIS A CONTRE-POIDS MOBIUS
258. On emploie aussi dans les places de guerre la disposition suivante, due à Bélidor ; elle a l'avantage de supprimer la flèche, dont les bras se dressent en Tair quand le pont est relevé, et sont exposés à être brisés par les projectiles ennemis.
Le tablier AO est équilibré dans toutes ses positions par im contre-poids cylindrique, E, qui roule sur une courbe FK ; le tablier y est rattaché par une chaîne ABCE, qui passe sur une
poulie 0'. La courbe FK doit être tracée de telle sorte que, dans toutes les positions de la figure, le centre de gravité du tablier et du contre-poids E soit situé sur un môme plan horizontal, XY.
Soit G le centre de gravité du tablier, P, son poids,
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A, le point d'attache de la chaine,
E, la position correspondante du centre du rouleau,
F, son poids.
Nous négligerons le poids de la chaîne, qui est en général très petit par rapport au poids du rouleau et du tablier.
Le centre de gravité du système, dans la position représentée par la figure, est un point H, situé sur la droite GE, et défini par la proportion
P' GH
Menons par ce point H l'horizontale XY.
Donnons au tablier un déplacement angulaire quelconque, qui amènera le point G en G', et le point A en A'. U chaîne, qui avait la position ABCE, quitte cette position pour en prendre une autre, A'B'C'E' ; elle se décompose en trois parties : V une partie rectiligne A'B\ menée du point A' tangentielleroent à la poulie 0' : la longueur de cette partie est connue; 2* une partie circulaire, appliquée à partir du point B' sur le pourtour de la poulie ; 3"* enfin une seconde partie rectiligne qui se détache de la poulie tangentiellement à son pourtour. L*ensemble de ces Aenx dernières parties a une longueur connue d'avance, égale à la longueur L de la chaîne diminuée de la première partie, A'B' ; mais on ne connaît pas le partage de cette longueur, L — A'B', entre les deux parties qui la composent. L'extrémité de la chaîne, quand on fait varier la longueur de Tare embrassé sur la poulie, décrit une courbe MN qu'on peut tracer et qui est une développante du cercle 0'. Pour déterminer sur cette courbe le point E' où l'on doit placer le centre du rouleau, nous ferons usage de la condition relative au centre de gravité. Au point G', connu de position, nous avons un poids P; au point E', encore inconnu, un poids P'. Enfin, le centre de gravité H' de ces deux poids doit être situé sur la droite donnée XY. Nous avons donc la proportion
P' G'H' G'II
P-hl"^E'H'-hG'H' G'E'
Le point E' appartient donc à une droite X'Y', parallèle à XT,
et construite en amplifiant les distances des points de XT au
P-f-P' point G', dans le rapport connu — pr- •
Le point cherché E' est l'intersection de cette droite XT avec la développante de cercle BIN.
On pourra construire ainsi par points la courbe LR, qu'on doit faire suivre au centre du rouleau. On en déduira la courbe FK, sur laquelle le contre-poids doit rouler, en traçant une courbe parallèle à LR, à une distance égale au rayon du conire-poids.
La tension T de la chaîne, dans une position quelconque AB, se déterminera en prenant les moments par rapport au point 0 :
Txor=Pxol,
01 et or étant les perpendiculaires abaissées du point 0 sur les directions des forces.
PONT-LEVIS A CHAINE OU A CONTRE-POIDS TAniABLE.
259. Le pont-levis à contre-poids variable, imaginé par Poncelet, se compose d'un tablier OA, mobile autour de la charnière horizontale 0, et soutenu en A par une chaîne ABCD. La chàine passe sur deux poulies B et C; elle porte en D une double chaîne articulée DEG, DFH, formée de maillons massifs, dont les deux extrémités G et H sont attachées en des points fixes. Le puits P, ouvert au-dessous de cette chaîne articulée, permet aux maillons de descendre, à mesure qu'on relève le tablier, sans rencontrer l'appui du sol. Une roue K, montée sur lé môme arbre que la poulie C, reçoit
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une chaîne L, au moyen de laquelle on peut faire tourner la
yL\\NVN\NN\\\W\N\\\\\^;:^î^\\\\\*
Pig. 234.
poulie dans un sens ou dans l'autre pour la manœuvre du pont.
Le problème à résoudre consiste à régler le poids de la double chaîne de telle sorte que l'équilibre du tablier soit assuré dans toutes ses positions.
Lorsqu'on relève le tablier dans la position OA', le point D descend d une certaine quantité x=dd'; mais, les points 6 et H restant fixes, le niveau le plus
bas t EF, de la chaîne des contre-poids ne s'abaisse que
de la quantité ^ x^ puisque la longueur de chaîne x se partage
également entre les deux brins, EG, ED.
Pour simplifier, nous admettrons que la poulie B ait un diamètre extrêmement petit : les deux droites AI, A'I, dessinées par la chaîne de suspension, pourront éfrc regardées comme tangentes au cercle B en un même point I; nous ferons en outre abstraction de toutes les résistances accessoires.
Soit L la longueur primitive du brin DE, quand le tablier est horizontal ; soit p le poids de l'unité de longueur de Tune des deux chaînes de contre-poids. La tension de la chaîne AI
est égale à 2pL lorsque le tablier est baissé, et à 2j)f L — ^ j
lorsqu'il est dans la position OA'. Le poids Q du tablier est appliqué en son centre de gravité g; il peut se décomposer en deux forces parallèles. Tune Q' appliquée en A, l'autre V appliquée en 0 ; ces forces restent constantes dans toutes les positions du tablier ; car elles ne dépendent que du rapport des segments constants A(jf, gO. Pour que Téquilibre soit assuré dans toutes les positions, il faut et il suffit que la résultante R des forces Q^ et T, appliquée en A', soit constamment dirigée vers le point 0; pour cela, nous placerons la poulie B de telle sorte que le point I soit sur la verticale du point 0. Les deux triangles A'TR, AIO seront semblables, et donneront la proportion
TU ~ lu •
La quantité 10 est une des données du problème, ainsi que la force (y. Représentons 10 par h. Quant à A'I, elle est égale à la longueur AI=a, de la chaîne de suspension, diminoée
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de la quantité x dont s'est abaissé le point D. L'indiiTérence de réquilibre exige donc qu'on ait, quel que soit x^
ou bien
ce qui entraîne les deux équations
et
Étant données les quantités h^ (y et a, ces équations font connaître le poids p par unité de longueur de la chaîne des oontre-poids, et la longueur L=DE de cette chaîne.
APPAREIL A ÉQUIUBRE INDIPFÉREKT DE M. MARCEL DEPREZ.
260. Soit AOB un levier coudé à angle droit, mobile autour du point 0 dans un plan vertical. On attache en A un poids P à ce levier.
Pour le tenir en équilibre, on se sert d'un ressort à boudin BD, qu'on attache à l'extrémité B du levier, et qu'on enroule autour d'une tige BD, mobile autour d'un point fixe C; l'autre extrémité du ressort est attachée au point D de cette tige, à une distance du centre C, telle que CD soit la longueur
naturelle du ressort. Le centre C est enfin situé à la même hauteur que le point 0.
Soit OA=a, OB = ft, OC = c, CD=/.
Le ressort, allongé de la quantité BC, développera une force
APPAREIL
BC égale à K X -j- 9 K étant un coefficient constant qui dépend de
la forme, des dimensions et de la matière du ressort. Cette force sollicite le levier suivant la direction BC; Téquation des moments par rapport au point 0 donnera la condition d*équilibre. Abaissons les perpendiculaires OE, OH sur les directions AP, BC :
PX0K = KX^X0H.
Or BC X OH, double de Taire du triangle OBC, est aussi égala OCxBI, en appelant BI la perpendiculaire abaissée da point B sur OC. Mais les deux triangles OBI, OAK étant semblables, on peut, dans Téquation
PX0K = Kx5i^^
remplacer OK et BI par les quantités proportionneUes OA et OB. On a alors la condition
Pa = 5xc6,
dans laquelle il n'entre que des constantes. Si donc l'équilibre est assuré dans une position, il Test également dans toutes.
Si, par exemple, les bras de levier OA, OB sont égaux, la condition d'équilibre est
P/ = cK.
Si de plus I=c, c'est-à-dire si OC = CD, on auraP=K; P sera le poids capable de doubler la longueur du ressort.
Remarque. — De ce dispositif on déduit un théorème de géométrie. La résultante de la force du ressort et du poids P doit passer constamment par le point 0. Nous pouvons prendre BC comme mesure de la force du ressort. Les deux direcr lions BC, AP, se coupent en M ; la direction de la résultante est donc MO. Par le point B, menons BN parallèle à MO; puis menons CN verticale; la composante représentée par CN
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sera égale à P, et par suite le point N est fixe dans toutes les déformations de la figure. Voici comment on peut formuler la proposition :
Étant donnés deux éercles concentriques (OA), (OB), et un point C, on mène par le point G une droite indéfinie CBH, qui coupe la circonférence (OB) en un point B ; on mène le rayon OA perpendiculaire à OB, puis, par le point A de la circonférence (OA) , on mène AP perpendiculaire à OC. Les droites AP, CB, se coupent en M. On joint MO, et Ton mèneBN parallèle à MO. Cette droite BN passe par un point N fixe, situé sur une perpendiculaire, CN, à CO.
On peut ajouter que la longueur constante CNest égale à
OBxOC ~ÛA
La même proposition s'applique à deux ellipses concentriques, semblables et semblablement placées, qui auraient OC pour direction commune de leurs grands axes, en substituant aux directions rectangulaires OA, OB, les directions de deux diamètres conjugués.
Fig. S7.
AUTRE APPAREIL A ÉQUIUBRE INDIFFÉRENT
261. On peut fonder sur les mêmes principes un autre appareil où deux ressorts à boudin se fassent équilibre dans toutes les positions de la figure.
Soit AOB un levier coudé sous un angle quelconque, mobile dans son plan autour du point 0. Prenons deux points fixes, CetD, sur les côtés d'un angle COD, supplémentaire de Tangle AOB, et faisons pivoter autour de ces points les deux tiges C'C,
G0 APPAREIL
D'D, autour desquelles sont enroulés des ressorts àboudin, fixés en C' et D^; ces ressorts ont dans leur état naturel les longueurs
DD' et ce. Si. Ion attache les extrémités libres de ces ressorts aux points A et B, et qu'il y ait équilibre dans une position, il y aura équilibre dans toutes.
Abaissons les perpendiculaires 01, on, AL, BE.
La tension du ressort CB est mesurée par le produit KxCB,E étant un coefficient constant.
De même la tension du ressort AD' est mesurée par le produit K'xAD, K' étant une autre constante. La condition d'équilibre est donc
R'XADxOIsKxBCxOH.
Remplaçons ADxOI par ODx AL et BCxOH par OCxBK. L'équation devient
K'XODXALsKxOCxBK.
Mais l'angle AOB, supplémentaire de COD, est égal h l'angle LOC, et par conséquent les deux angles AOL, BOK sont égaux. Donc les triangles AOL, BOK, rectangles en L et K, sont sem-
blables, et on peut remplacer ^ P^^ fTî' La condition d'équilibre est en définitive
Fig. 238
OC OB 'OD^OA
Bemarque. — Supposons qu'un point B soit assujetti à décrire une circonférence 0, et qu'il soit attiré vers un centre fixe C,
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proporlionnellement à la distance BC; on pourra substituer au centre C un autre centre G', situé sur la même'droite OC, sans changer le moment de l'attraction par rapport au point 0. Abaissons en effet du point 0 sur les droites CB, C'B les perpendiculaires 01, 01'; Tatlraction KxCB.a pour moment par rapport au point 0
KXCBXOI—KXOCXBH,
et l'attraction K' x C'B,
K'XC'BX0P = K'X0C'XBH,
Il y donc égalité entre ces deux moments, quelle que soit la position du point B sur le cercle, pourvu qu'on ait
KxOC = K'xOC.
Fig, 23y.
c'est-à-dire pourvu que les attractions exercées successivement par les points C et G' sur le centre 0 du cercle soient les mômes.
Comme cas particulier, on peut supposer le point C/ indéfiniment éloigné, et remplacer par la pesanteur, agissant parallèlement à OC, Tattraction exercée par le point C sur le point mobile.
BILANCE A RÉSOUDRE LES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
262. Soit 0 l'origine d'un système d'axes rectangulaires OX, OT (fig. 240). Construisons les lignes représentatives des équations
La première représente une ligne droite OB, la seconde une parabole du second degré O0B, la troisième une parabole
D. — née, COLLIONON .
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cubique (>)fB« la quatrième une parabole du quatrième degré OSB. On pourrait continuer indéfiniment cette construction pour les paraboles des degrés supérieurs; nous nous arrêterons dans cet exemple au quatrième degré.
ol
* xsN^V
Toutes ces lignes passent par les points 0 et B, ce dernier correspondant à Tabscisse 0A=1 .
Traçons de l'autre côté de l'axe les lignes Oa'B', Og'B', Oy'B\ OB'B", représentées par les équations :
Imaginons que des poids soient suspendus en des points assujettis à glisser librement le long des lignes ainsi tracées, et qu'on dispose une règle MM', perpendiculaire à l'axe OX, de manière à ranger à la fois tous ces points sur une même ligne droite. L'appareil, supposé mobile dans le plan vertical autour du point P où la règle coupe Taxe OX, pourra servir à résoudre une équation du troisième degré dont oo donne les coefficients numériques. Soit Téqualion
Oq** + «â** H- «2* 4- ^s = 0.
On suspendra un poids égal à a, en valeur absolue, au point a si a, est positif, au point a' si a, est négatif.
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On suspendra un poids égal à a^ en valeur absolue au point 0 ou au point ^% suivant que a, est positif ou négatif.
De même, on suspendra un poids égal à ±: a^j au point y ou au point y, suivant le signe de a^ ; en 8 ou en d', un poids égal à db a^.
On fera ensuite osciller le fléau M'M autour du point P ;
OP s'il reste en équilibre dans sa position horizontale^ ^^TTà
sera racine de Téquation.
OP En effel, soit qT = ^- On aura
AB '^^ ÂB-^-
L'équilibre ayant lieu, Téquation des moments est satisfaite, et l'on a par conséquent, en tenant compte des signes,
Supprimant le facteur 6, on reconnaît que a;=0 est racine de la proposée.
On fera glisser successivement le système de lignes OBB' le long de Taxe OÂ, sans déplacer la règle MM', ce qui fait passer le nombre 0 par tous les états de grandeur entre 0 et l'unité ; les oscillations du fléau autour du point P indiquent les positions d'équilibre, c'est-à-dire les racines de la proposée comprise entre ces deux limites.
On saura donc si la proposée a des racines réelles positives et moindres que l'unité, et quelles sont ces racines. On peut toujours ramener la résolution d'une équation à la recherche des racines entre 0 et i» en changeant successivement x en
— «, en - et — .
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Telle est la disposition imaginée par Bérard. Elle était peu praf ique« parce que les lignes qui guident les points d'attache des poids mobiles se rapprochent et se confondent près du point 0 et près des points B et B'. La balance de Bérard n'a jamais été exécutée.
M. Lalanne a modifié l'appareil, et en a fait une machine possible. L'artifice auquel il a eu recours pour séparer les unes des autres les lignes OaB, O0B,..., consiste essentiellement à substituer aux lignes tracées par Bérard les lignes
a, ^, Y9 ^9*** ^^^"^ d^s nombres arbitrairement choisis, qui permettent d'écarter autant qu'on le veut les diverses lignes directrices.
Si l'on suspend, en des points de ces lignes correspondants à une même abscisse Xj des poids a,, a,, a^ a«, la somme des moments devient
elle diffère de la valeur qu'elle aurait dans l'appareil de Bérard de la quantité
û,a 4- fli/S 4- fliV 4- «0*-
Or cette quantité reste constante dans tous les essais qu'on a à faire pour résoudre Téquation. On n*aura donc qu'à disposer d'un ou de plusieurs contre-poids, placés à des distances fixes du point P, pour annuler cette somme, et la balance fonctionnera alors comme si tous les points d'attache étaient réellement ramenés sur les courbes de Bérard.
M. Lalanne a construit d'après ce principe une balance qui permet de résoudre les équations du septième degré.
DES MACHINES SIMPLES
263. Par machines simples^ on entend en statique le levier^ le treuil, le plan incliné, le polygone funiculaire, et leurs combinaisons les plus élémentaires, telles que la viSj la poulie^ les moufles, la grue, le coin. Nous allons passer en revue ces diverses machines, et appliquer à chacune les principes généraux posés dans les chapitres précédents. Nous y joindrons Tétude de quelques questions relatives aux résistances passives.
ÉQUILIBRE DU LEVIER
264. Le levier est une barre solide, ÂB, droite ou courbe, assujettie à tournerautour d'un point fixe,0. On applique une force P à Tune des extrémités A de cette barre, et une force R à l'autre extrémité B ; Tune de ces forces, la force P par exemple, prend le nom de puissance, l'autre, la force R, le nom de résistance. On demande les conditions d'équilibre du système solide AB. ''"**'•
Cette question a été résolue (g 88), lorsque nous avons
traité le problème de l'équilibre d*un solide qui a un point fixe. Il faut, pour l'équilibre, que la somme algébrique des moments des forces P et R, par rapport à trois axes coordonnés menés par le point 0, soit nulle ; et la charge du point 0 est la résultante des forces P et R, transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
Nous pouvons opérer autrement. Au point 0, appliquons deux forces, P et — P, parallèles et égales à la force AP ; appliquons au même point deux forces R et — R, égales et parallèles à la force BR. Nous ne changeons rien à Tëquilibre du système par Taddilion de ces forces qui se détruisent deux à deux. Les forces OR, OP, composées ensemble, donnent pour résultante une force OF, qui est détruite par la réaction du point 0, et qui mesure la charge subie par ce point. Restent les deux couples (P, — P), (R, — R) qui doivent se faire équilibre. Les axes de ces couples sont Tun perpendiculaire au plan (0, AP), l'autre au plan (0, BR); ils sont d'ailleurs proportionnels aux moments P x OH, R x OK, de ces couples. Enfin ils se composent à la manière des forces. Pour qu*il y ait équilibre, il faut et il suffit que ces deux axes soient égaux et qu'ils soient dirigés en prolongement l'un de Tautre.
La condition d'équilibre exige donc que les forces BR, AP, et le point G soient situés dans un seul et même plan; que Us forces ? et^ tendent à faire tourner le levier en sens contraires; et que leurs moments par rapport au point 0 soient égaux en valeur absolue. Cette dernière condition peut s'exprimer d'une autre manière en disant que la somme algébriqtie des moments des forces V et A. doit être nulle par rapport à un axe élevé au point 0 perpendiculairement au plan contenant les forces et le point fixe.
Ordinairement le levier est une barre droite, et les forces P et R sont parallèles. Alors la charge F du point fixe est égale à la somme (algébrique) des forces P et R, et l'équilibre du levier se réduit à la composition des forces parallèles.
FORCES MOUVANTES. — FORGES RÉSISTANTES
265. Les machines ne sont pas destinées en général à équilibrer des forces, mais bien à les vaincre^ c'est-à-dire à déplacer leurs points d'application dans un sens opposé au sens des actions propres de ces forces.
Par exemple, lorsqu'on emploie une machine pour soulever un fardeau, on se propose de faire parcourir à ce fardeau un chemin vertical, de bas en haut, c'est-à-dire en sens contraire du sens dans lequel la pesanteur tend à Tentralner. La machine n'est là qu'un intermédiaire entre la résistance à vaincre, qui est la pesanteur, et la force qu'on emploie pour produire Terret voulu. Cette force est appelée puissance ou farce mouvante. Lorsqu'une machine est en mouvement, la puissance déplace son point d'application dans son sens propre, tandis que le point d'application de la résistance se déplace en sens contraire de sa direction. En d'autres termes, une force mouvante est celle qui a un travail élémentaire positif ou moteur, et une force résistante est celle dont le travail élémentaire est négatif ou résistant.
A l'état d'équilibre, lorsque la machine est en repos, il n'y a d'autres travaux à considérer que des travaux virtuels correspondants à des déplacements fictifs. La distinction entre la puissance et la résistance est alors arbitraire. Dans T exemple que nous venons de donner (g 264), on pourrait appeler R la puissance, et P la résistance ; car un déplacement angulaire du levier de droite à gauche autour du point 0 justiGerait ces désignations, en rendant positif le travail de la force R, et négatif le travail de la force P. Le déplacement contraire justifie les désignations dont nous nous sommes servis.
Mais, comme une machine est presque toujours destinée à vaincre une résistance bien définie, il n'y a pas d'indécision sur le partage des forces qui y sont appliquées en forces mouvantes et forces résistantes. Nous verrons de plus
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que Téquilibre entre ces forces peut avoir lieu pendant le mouvement aussi bien qu'à l'état de repos, et qu il en est toujours ainsi lorsque la machine possède un mouvement wiiforme. L'élude des conditions d'équilibre des machines a donc de rintërêt, non-seulement au point de vue de la statique, mais encore au point de vue de la dynamique.
Nous ne pouvons donner ici une démonstration rigoureuse de ce théorème ; reportons-nous cependant aux principes posés dans l'introduction (g 3) : quand un point matériel décrit unirormément une ligne droite, les forces qui agissent sur ce point se font équilibre, puisque son accélération est nulle; s'il décrit uniformément une circonférence ou toute autre courbe, les forces qui agissent sur lui ont une résultante passant par le centre de courbure, et par suite normale à la trajectoire, puisqueson accélération totale se réduit à l'accélération centripète. Dans les deux cas, le travail élémentaire des forces appliquées au point matériel est nul à chaque instant. Or les mouvements des divers points matériels qui composent une machine s'effectuent presque toujours le long de trajectoires définies. Si donc les vitesses restent constantes, la somme des travaux des forces appliquées à ces points se trouve identiquement nulle, et la condition générale de l'équilibre du système se trouve remplie.
Nous admettrons donc, sauf à y revenir plus tard, qu'on peut appliquer les équations de l'équilibre à une machine à l'état de mouvement uniforme, comme si cette machine était en repos. Cette extension ne s'applique rigoureusement qu'aux équations qui expriment les conditions de l'équilibre, et non à celles qui conduisent à la détermination de la réaction des points fixes, et des tendions des liens, lesquelles peuvent être très différentes suivant que la machine est en repos ou en mouvement.
LUS TROIS GENRES DE LET1EB
266. On dislingue trois sortes de leviers suivant la position relative de la puissance^ de la résistance et du point d'appui.
Le levier du premier genre (fig. 242) est celui dans lequel le point d'appui 0 est situé entre la puissance P et la résistance R. Les deux forces agissent alors dans le même sens, et le point d*appui subit une charge égale à leur somme.
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Le levier du second genre (fig. 243) est celui dans lequel la résistance R est située entre le point d'appui 0 et la puissance P. Alors la résistance est plus grande que la puissance; elles sont d'ailleurs dirigées en sens contraires, et la charge de Tappiii est égale à leur difTé- p-b^ rence.
Le levier du troisième genre est ni . -.
celui dans lequel (fig. 244) la ii
puissance P est située entre la Pig ^44.
résistance R et le point d'appui 0. Il faut pour l'équilibre de ce levier que la puissance soit plus grande que la résistance, et dirigée en sens contraire ; le point d'appui a une charge dirigée dans le sens de la puissance et égale à P — R.
Le levier du troisième genre est peu usité, parce qu'il exige l'emploi d'une puissance P plus grande que la résistance R
TRAVAIL
qu'on veut vaincre ^ Les machines ont plutôt pour but d'employer des forces moindres à vaincre des forces plus grandes; un levier, par exemple, doit permettre à un homme de sou- ^, ^ lever un poids qui excède la
J limite de l'efTort dont cet
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homme est capable. Le levier ^^' du troisième genre serait à cet égard sans utilité.
267. Soit AB (fig. 245) un levier du premier genre, dans lequel la distance OB soit un centième de la distance OA; on aura pour l'équilibre des forces P et R Téquation
PxOA = RxOB,
ou bien
c'est-à-dire qu'avec une force P on pourra faire équilibre i une force 100 fois plus grande. Au lieu de tenir simplement en équilibre la force R, admettons qu'on déplace son point d'application, B, d'une certaine quantité très petite, BB', en sens contraire de la direction de cette force; c'est là, noos le savons, ce qu'on se propose dans toute machine en mouvement. En même temps que le point B parcourt l'arc BB', le point A se déplace d'une quantité AA' cent fois plus grande; le travail moteur ou positif, PxAA', est égal au travail de la résistance, RxBB\ pris en valeur absolue. Si donc la machine permet de réduire la force P au centième de la force R, elle exige par contre que le point d'application de la force P reçoive un déplacement 100 fois plus grand que le déplacement du point d'application de la force R, de sorte que la réduction de l'effort moteur est rachetée par une augmentation du chemin que son point d'application doit décrire.
^ Au point de vue de la statique, il n'y a pas de différence entre les deux derniers genres de leviers.
Remarquons que Fintervention du levier se résume dans la division de la force R en un certain nombre, 100, de parties égales. Supposons qu'un moteur, un manœuvre par exemple, soit capable de développer sans fatigue un effort constant égal au centième de la force R. Si la force R est effectivement décomposable en 100 forces égales, si par exemple cette force est le poids d^un système matériel homogène qu'on puisse partager effectivement en 100 morceaux d'égal volume, le manœuvre, une fois ce partage accompli, pourra prendre le pre-
R mier morceau, qui pèse jjrrr , et le déplacer verticalement de
la quantité BB', sans excéder la limite de ses efforts ; cela fait, il passera au second, au troisième, au quatrième..., et ainsi de suite jusqu'au centième. 11 aura ainsi, partie par partie, effectué le transport du système entier. Mais, au point de vue des efforts développés et du travail accompli, le déplacement vertical BB' du second morceau, du troisième..., du centième, équivaut au transport vertical BB' du premier. Le travail du manœuvre équivaut donc au transport vertical
d'un morceau unique, du poids de jj??, à une hauteur égale
à 100 fois BB^ Or c'est précisément ce qu'il fait d'un seul coup, au moyen du levier, sans division préalable de la charge.
Car il applique au point A un effort P égal à jrr^ , et fait décrire à ce point un chemin AA', égal à 100 fois BB'. Son travail dépensé Px AA' est donc égal au travail produit, Rx BB'. On voit par là quelle est l'erreur de ceux qui vantent la puissance du ûvier, comme si un levier avait par lui-même une puissance. Le levier n'agit sur une résistance que quand une force mouvante lui est appliquée. Il permet d'équilibrer cette résistance avec une force moindre; mais, à l'état de mouvement, les chemins décrits par les points d'application des deux forces, estimés suivant leurs directions respectives, sont inversement proportionnels aux forces ellesmêmes, le travail de la force mouvante est égal au travail de
PROBLEMES
la force résistante, et en définitive le levier transforme le travail sans en créer. Il en est de même de toutes les machines. Nous développerons plus tard ces premiers aperçus.
La théorie du levier, dans le cas des forces parallèles, était connue d'Archimède, et a longtemps servi de base à Tancienne statique. Elle offrait cependant une lacune : les anciens géomètres admettaient que la charge du point fixe est égale à la somme de la puissance et de la résistance, mais ils ne savaient pas le démontrer ; cette proposition était pour eux une sorte de postulatum révélé par l'expérience, et qu'ils n'avaient pas encore pu rattacher aux principes généraux de la Mécanique.
PROBLÈlfES SUR LE LEVIER.
268. Deux personnes d'inégale force portent les extrémités d'une barre horizontale AB, en un point C de laquelle
est attaché un fardeau de poids P.
En quel point de la barre ce fardeau doit-il être suspendu pour que la personne qui porte l'extrémité B n ait à exercer que le quart de l'efTort exercé par la personne qui porte l'extrémité A ?
On peut regarder la barre AB pi comme un levier du second genre,
Fig. 246.
dans lequel le poids P est la résistance, le point A le point d'appui, et TeffortX exercé enB de bas en haut la puissance.
On aura donc
XxAB=:PxAC;
d OÙ résulte
SUR LE LEVIER
Par conséquent ^ est égal à ^rn, et puisqu'on veut que X
soit le quart de Y, il faut que AC soit le quart de CB, ou le cinquième de AB.
Le fardeau doit donc être suspendu au cinquième de la longueur du levier, à partir du point A, le plus chargé.
La décomposition de la force P en deux forces parallèles appliquées à A et B conduit directement à la solution cherchée.
DOUBLE LEVIER A SOULEVER LES VOITURES
269. On se sert, pour soulever une voiture et détacher l'une des roues du sol, d'un double levier que la figure 247 représente. Cet appareil comprend un chevalet MN, qui repose ver-
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ticalement sur le sol ; un levier du premier genre, AB, mobile autour d'un axe 0, qui traverse la charpente du chevalet ; et un levier du second genre BC, articulé en B avec le premier levier, et portant par son autre extrémité C sur le sol. On passe le levier sous la voiture, de manière à faire porter Tessieu en un point E de sa longueur. Puis on exerce en A un effort qui fait basculer le levier AB, ramène la branche OA contre le chevalet, soulève le point B, et par suite le point E. Dans ce mouvement le chevalet MN s'incline légèrement, et l'extrémité C, qui porte par terre glisse sur le sol, de manière à maintenir invariable la longueur BC. On fixe Tap-
pareil dans sa nouvelle position en accrochant le levier AO à la traverse du chevalet.
Cherchons quel effort F il faut exercer en A, au commencement du soulèvement, pour tenir en équilibre un poids donné, Q, placé en E, en supposant qu'il n'y ait aucun frottement dans l'appareil.
Le poids Q se partage entre les deux appuis, G et B, du le-
B£ vier BC ; en C, la réaction du sol, R, est égale à Q x gj, ; en B,
la réaction du premier levier sur le second est une force ver-
EC ticalc S, égale à Q x ^^ - L'action du second levier sur le premier est donc une force égale et contraire, S', et l'équilibre exige qu'on ait l'équation
FxOA=(QXg§)xOB.
L'effort cherché est donc
ECXOB
^-^><Bc3^ôÂ-
Si, par exemple, le point E est le milieu du levier BC, et que OA soit égal à 10 fois OB, on aura
Pour équilibrer un poids de 300 kilogrammes placé en E, il faudra donc un effort de 15 kilogrammes exercé en A. Le soulèvement infiniment pelit du point E est alors le vingtième de l'abaissement donné au point A.
ÉQUIUBRE DU TREUH..
270. Le treuil est un cylindre horizontal, mobile autour de deux tourillons ; une corde, partiellement enroulée à la surface de ce cylindre, porte un poids à son extrémité libre. Pour faire
équilibre à ce poids, on applique une force tangenliellement à la circonférence d'une roue concentrique au cylindre, et montée dans un plan perpendiculaire à son axe*
Fig. 248.
Soient 0, C, les tourillons; D, le cylindre; AA\ le plan de la roue ; BC« la portion libre de la corde, qui porte au point C le poids Q, et qui se prolonge de B en E, et au delà, par une autre portion appliquée sur le cylindre. Nous supposerons que la corde y soit arrêtée en un point peu éloigné du point E, de telle sorte que Tare EB appartienne à la section droite de la surface cylindrique. Si la corde avait un diamètre infiniment petit, cette restriction serait inutile; quelle que fût la longueur enroulée, la corde, qui se détache du cylindre au point B suivant la verticale BG, s'enroulerait à sa surface suivant le pourtour de la section droite tangente a la direction BC. Dans la pratique, la corde a un certain diamètre, et quand elle fait plusieurs fois le tour du cylindre, chaque spire vient se placer à côté de la spire voisine, de sorte que la ligne moyenne de la corde dessine sur la surface cylindrique une hélice de faible pas, qui ne se raccorde pas d'ellemême avec la verticale BC. Le raccordement se fait cependant au moyen d'une courbe plus compliquée, qui dépend de la raideur plus ou moins grande de la corde. Nous supposerons ici que la corde soit sans raideur, et qu'elle s'applique sur le cylindre suivant l'arc de cercle qui prolonge la tangente verticale BC.
Sur rèlévalion latérale, nous voyons la corde projetée en bCj et la puissance P, appliquée au point a de la roue, tangenliellemenl à sa circonférence. Le petit cercle o représente la projection des deux tourillons, et les distances oby oa^ sont les rayons du cylindre et de la roue.
Le treuil est un solide assujetti à tourner autour de Taxe fixe 00'; la condition d'équilibre se réduit à l'équation des moments des forces extérieures pris par rapport à cet axe (g 89), ce qui donne
Pxoa = Qxofr.
Cherchons les réactions des appuis 0 et O
L'équilibre ayant lieu, nous pouvons, sans le troubler, regarder la portion BE de la corde comme fixée invariablement à la surface du cylindre; la tension de la corde fiC est égale au poids Q ; nous pouvons donc regarder la force Q comme appliquée en B au système invariable formé par le treuil.
Dans le plan normal à Taxe 00' conduit par la droite 6C, appliquons à Taxe, l'une en sens contraire de l'autre, deux forces égales et parallèles à la force Q. Nous pouvons substituer, sans altérer l'équilibre, à la force Q appliquée en B, la force Q appliquée à l'axe, elle couple (Q,— Q), dont le moment est égal à Q X ofr.
De même, dans le plan de la roue, transportons la force P parallèlement à elle-même, ce qui nous donnera, à la place de la force P appliquée en a, la force P appliquée en un point de l'axe, et le couple (P, — P), dont le moment est P X oa. .
Les deux couples se faisant équilibre, il reste à considérer les forces, qui sont équilibrées par les réactions des tourillons 0, 0'.
Pour trouver ces réactions, décomposons la force Q, verticale et appliquée à l'axe dans la section BE, en deux forces Q' et Q", parallèles, appliquées au centre des sections moyennes des tourillons 0, 0'. La force Q', appliquée en 0, sera égale
à QXtttt,; la force Q*, appliquée en 0', sera égale à
OB Q X /TTy. Nous pouvons de même remplacer la force P, appliquée à l'axe dans le plan de la roue, par deux forces parallèles P et P'', appliquées Tune en 0, l'autre en 0', et égales
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respectivement à P x qtt> et P x ttqt- Composant ensuite
les forces (f et P% appliquées en 0, nous aurons pour résultante la pression R exercée par le tourillon 0 sur son coussinet, et, de même, la composition des forces Q^ et P^, appliquées en 0', nous donnera la pression R', exercée sur le coussinet (y. Les forces R et R' ne sont pas parallèles, mais elles sont toutes deux normales à Taxe du cylindre.
272. On voit qu'avec une force P donnée on peut faire équilibre à un poids Q aussi grand qu'on voudra, en se servant d'un treuil dans lequel le rayon ob du cylindre serait suilisamment petit par rapport au rayon de la roue oa. Pour le treuil comme pour le levier et comme pour toutes les machines, les déplacements des points d'application, des forces P et Q qui se font équilibre, sont en raison inverse de ces forces elles-mêmes, de sorte que, pour élever d'une petite quantité le poids Q en employant une force P, il faudra faire parcourir au point d'application a de cette force un chemin d'autant plus grand que la force P est plus petite. Le rôle du treuil, comme celui du levier, équivaut à la division du poids Q en parties dont chacune puisse être déplacée par la force mouvante P.
275. Le treuil différentiel (fig. 249), dont nous avons donné la description dans la cinématique (I, g 295) permet d'équilibrer un poids Q avec une petite force P, sans réduire le diamètre du cylindre, et sans diminuer la solidité de l'appareil. Le cylindre est double; la corde porte le poids Q par l'intermédiaire d'une poulie M; les brins et, c'6' sont parallèles, et leur tension commune est égale à la moitié du poids Q. Quand le brin cb s'enroule sur le cylindre de rayon Ofr,
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le brin b'cf se déroule du cylindre de rayon 06'. Pour un angle très petit, (Uy dont on fait tourner la roue et les cylindres, le poids Q s'élève de la moitié de la différence
Obxda — Ob' X dx entre la longueur de corde enroulée et la longueur déroulée.
Le travail résistant est donc égal en valeur absolue à
iQXiObxdx^Ob'Xda) = ÎQXrfaX (06 — 06').
L'équation d'équilibre est
gQxrfa(06 — 060'
:PxOaXrfa.
jQX (06—06')=: PxOa.
Fig. i49.
Tout se passe comme si Ton employait un treuil dont la roue aurait le même rayon oa^ mais dont le cylindre aurait pour diamètre la différence bb" des rayons des deux cylindres.
La recherche des pressions sur les tourillons peut se faire par la méthode que nous avons suivie pour le treuil simple.
On remarquera que les deux tensions ^, appliquées d'abord
en b et en &', se transportent parallèlement à elles-roômes aux points de Taxe où se projettent les points fr et b'; puis qu'on peut les composer en une seule, égale à Q, appliquée 5 Taxe, au milieu de Tinlervalle compris entre les deux sections droites où se font l'enroulement et le déroulement du fil.
ÉQUILIBRE DU TREUIL EN TENANT COMPTE DU FROTTEHEKT
274. Revenons au treuil ordinaire, et cherchons les conditions d'équilibre en tenant compte du frottement des tourillons sur leurs paliers. Si le treuil est à Tétat de repos, il suffit que la résultante des forces qui pressent le tourillon sur la surface de glissement, fasse avec la normale à cette surrace un angle moindre que Vangle du frottement. La solution est donnée alors par une inégalité, ce qui permet de faire varier les forces extérieures entre certaines limites sans troubler Téquilibre. Pour rendre le problème déterminé, on peut supposer que le treuil, tout en restant encore en repos, est sur le point de prendre un mouvement sous l'action des forces qui le sollicitent, hypothèse qui revient à admettre que la résultante de ces forces fait avec la normale à la surface de glissement un angle égal à Vangle du frottement au départ. On pourrait aussi supposer que le treuil est animé autour do son axe d'un mouvement uniforme; dans ce cas les forces extérieures se font équilibre comme si le système était en repos, et de plus le frottement est égal à sa limite, puisque le glissement des corps en contact a effectivement lieu; la résultante des forces extérieures fait par conséquent avec la normale aux surfaces frottantes un angle égal à l'angle du frottement pendantlemouvement. Mais on ne peut pas affirmer d'avance que l'état de mouvement n'altère pas les réactions des points fixes, et nous aurions besoin de connaître ces réactions, pour en déduire les frottements qui doivent être introduits dans réqualion d'équilibre. Supposons donc simplement que le mouvement est sur le point de naitre dans un sens déterminé.
Soit OA (iig. 250) le rayon de la roue, tangentiellement à laquelle est appliquée la force P ;
OB, le rayon du cylindre, tangentiellement auquel est suspendu le poids Q ;
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Fig. 2501
OC, le rayon du tourillon, qui touche au point C la surface MN du palier.
Le mouvement du treuil se faisant ou allant se faire dans le sens de la puissance, on peut supposer que la roue tourne dans le sens de la flèche; le frottement subi par le treuil est dirigé en sens contraire; c'est donc une force F, appliquée au point C, tangentiellement à la circonférence du tourillon.
Outre cette action tangentielle, la surface d^appui MN exerce sur le tourillon une action normale S ; et il résulte de notre hypothèse que nous avons la relation
en désignant par f le coefficient du frottement.
Sur l'autre tourillon, nous aurons de même à considérer une réaction normale S% et une réaction tangentielle ou frottement, P, égale à S'f.
11 y a donc équilibre entre les forces P, Q, et les forces inconnues. S, S', et F = S/', F = S'f.
Prenons les moments par rapport à Taxe projeté en 0; il viendra Téquation
(1) PxOA = QxOB+(P-hF0xOC=QxOB-h(S + S')X/'xOC.
équation où entre la somme inconnue S + S'.
Pour déterminer séparément S et S% et pour trouver la condition d'équilibre entre les forces P et Q, nous procéderons comme nous l'avons fait dans le g 271 : nous substituerons aux forces P et Q des couples P x OA., Q x OB, et deux forces parallèles P' et P, (y et (y, appliquées à l'axe 0, dans les plans moyens des tourillons. Nous pouvons de même substituer aux forces F et F' des couples FxOC, F'xOC, en transportant ces forces parallèlement à elles-mêmes en des points de l'axe 0.
Nous obtenons par là, dans des plans parallèles, 4 couples qui se font équilibre en vertu de Téquation des moments (1), et deux groupes de quatre forces^ savoir les forces
P% Q', s et F,
appliquées au centre du premier tourillon, et les forces
P\ Q% S' et P,
appliquées au centre du second : ces huit forces se font donc aussi équilibre.
Je dis de plus que chaque groupe considéré séparément est en équilibre. S*il en était autrement, les quatre forces P', (ïy S et F, qui sont appliquées en un même point 0, auraient une résultante, qui devrait faire équilibre à la résultante des quatre autres forces P', (y, S' et F, appliquées aussi à un même point. Or cela est impossible, car les quatre premières forces sont situées dans un plan normal à Taxe du treuil, et leur résultante, située dans ce plan, ne peut être égale et opposée à la résultante des quatre forces du second groupe situées dans un plan parallèle. Donc enfin la résultante des forces S et F est égale et opposée à la résultante des forces P et (y? et de même la résultante des forces S' et F' est égale et opposée à la résultante des forces P et Q^.
La résultante des forces S et F, qui sont rectangulaires et liées entre elles par la relation F = S/', est égale à VS*-f-y'=Sv/rT7''. De même la résultante de S' et P est SV* -HT- ^^ résultante des forces P et Q' peut s'exprimer par le radical
^p^ 4- Q/t ^ îP'Q'cosiP', Q'),
et de même la résultante de P' et Q^ par le radical
0»»« -h Q"* + 2P''Q"C08tP'', Q").
On a donc les deux équations :
s V^ïTT* == V^P'* 4- Q'* -f- aP'U'cosiP, Q').
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Et substituant dans l'équation (1) les valeurs de S et S', il viendra
(2) PxOA = QxOB-f -— ^XOC X [v^P'«+ 0'»+ 2P'(rcos(P', (ï) 4- \(1»"« + Q"« 4- 2PQ"cos(P". Q")]-
Dans cette équation, OA, OB, OC sont connus : la force Q est connue en grandeur et en direction ; on en déduit Q' et Q*. La force P est inconnue en grandeur, mais elle est connue en direction ; elle agit dans le plan de la roue du treuil, et, si on la décompose en deux forces P' et P', situées dans les plans moyens des tourillons, on connaîtra les rapports des composantes à la force totale. Les forces P' et P peuvent donc s'exprimer par des produits de la forme Pix, Pix', où les coefficients {& et [i! sont connus d'après les dimensions de la machine. Entin les angles (P% Q') et (P", Q") sont aussi connus. L'équation (2) ne contient plus qu'une inconnue P, et peut servir à en déterminer la vateur.
Pour cela, le mieux est de procéder par approximations
successives; on négligera d'abord le terme contenant les
radicaux, qui est multiplié par un nombre f toujours
petit si la machine est en bon état d'entretien. Cette hypo-
OA thèse fera connaître une valeur de P égale à QXtj^; c'est
la valeur exacte que l'on trouve quand on suppose le frottement nul. Cette première valeur de P sert à calculer des valeurs deP' etP qui, substituées dans les radicaux, en donnent une première valeur approchée. L'équation (2) conduit par suite à une seconde valeur de P, qui sert à en calculerune troisième, et Ton peut pousser ce calcul aussi loin qu'on le voudra.
MÉTHODE d'approximation DU GÉNÉRAL PONGELET.
275. L'équation (2), dégagée de ses radicaux, serait du quatrième degré enP; le général Ponceleta indiqué une méthode
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qui permet d'y substituer une équation du premier degré, avec une approximation définie.
Cette méthode repose sur la détermination la plus convenable possible des deux coefficients constants M et N, pour que la fonction linéaire
M« + Ny
puisse être substituée, dans un intervalle donné, au radical carré \/a;* -t- y** Les radicaux de Téquation (2) sont de la forme
V^X* + Y*H-2XYcoi6;
mais on peut les ramener à la forme V^* -h j/S en posant
X 4- Y cos 0 = «
et
Ysin9&=y.
Nous supposerons qu'on demande de déterminer M et N de manière que, pour toutes valeurs du rapport - comprises
enire 0 et un nombre positif X donné, Verreur relative
y _ Mx -h Ky — \/x* H- y-
V«* + y* soit la moindre possible en valeur absolue. Faisons - = u, et divisons par x les deux termes delà frac-
tien. Elle est ramenée par là à la forme
Pour t« = 0, elle prend la valeur V = M — i.
Elle s'annule pour deux valeurs u' et tf^ satisfaisant à l'équation du second degré
(M-hNii)« = l4-tt«,
ou bien
(N» -!)«« + 2MNm + (a« — 1) = 0.
Pour que les deux racines de cette équation soient positives,
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il faut et il suffit que ^., . soit positif, el que ^—j
soit négalif ; on satisfait à cette double condition en faisant M et N de même signe^ et moindres que Tunité en valeur absolue. S'il en est ainsi, u' et u" sont des nombres positifs, que nous supposerons inférieurs tous deux à la limite X. Nous prendrons donc M et N positifs, ce qui donnera des valeurs positives pour M -+- Nu.
Pour u = X, on a
Au delà de cette limite, pour u infiniment grand, Y converge vers la valeur N — 1.
On voit donc que, pour tt=0, V est négalif, qu'il passe au positif pour u=:u\ puis qu'il redevient nul pour u=tf^ et qu'à partir de là il reste négatif indéfiniment. La courbe des valeurs de V présente la forme ABEDG indiquée sur la figure, où l'on suppose OB=tt', OD=tt% et OF=X.
Fig. fit.
Cette courbe a un maximum en un certain point E, dont l'abscisse a;=OC est comprise entre les abscisses OB=tt' et 00=0^. Pour en déterminer la position, prenons la dérivée
rfV V V^i-fuV ^ Vi4-i>'
_ W — Mtf
(H-«')5' Le dénominateur est fini et positif pour toute valeur finie
DE PONCELET
N de u. Le numérateur s'annule pour la seule valeur ^ = 09
valeur positive, qui correspond à un point C, compris entre les deux racines. La fonction Y prend alors la valeur
•*î»+^2IZ_j!i±-"'
Au-dessous de la valeur », la dérivée est positive; audessus, elle devient n^ative, et reste négative jusqu'à u =;:: 00 , valeur qui la rend nulle ; donc la fonction Y est croissante du point A au point Ë, et décroissante du point E au point G.
La meilleure détermination des inconnues M et N consiste à diminuer le plus possible en valeur absolue l'ordonnée Y de la courbe AEG, ce qui revient à rendre les moindres possible les valeurs limites OA, EC, et FG de ces ordonnées ; ces valeurs, prises positivement, sont respectivement égales à
et
^ M + NJi
En augmentant M et N, on réduit la première et la troisième limite, mais on augmente la seconde. La meilleure solution consiste à rendre les trois limites égales, ou à faire OA=:CE=FG. Alors Taxe OX partage également Terreur commise.
On déterminera donc les inconnues en posant les deux équations
Pour les résoudre, changeons d'inconnues et posons
M = rcosf, K = r sin y.
H coSî
i-cos^
tang«^
276. Cette solution est susceptible de représentation géométrique.
Prenons sur une droite OA une longueur OR=a;, et élevons au point R une perpendiculaire RP=:y. La distance OP
sera égale à V^* -+"!/% et - sera la tangente de l'angle POA.
Du point 0 comme centre, décrivons un arc de cercle passant par le point P, et terminons-le en B à un rayon OB faisant avec OA l'angle BOA=a, dont la tangente, tanga, est la limite supérieure des valeurs de ^. Menons
la bissectrice OC de l'angle BOA.
Du point 0 comme centre, décrivons un second arc de cercle EDF, avec un rayon OF==OE, tel que le point C soit le milieu de la flèche ID du nouvel arc. Le rayon R de ce cercle sera donné par l'équation
RB'
Pig. 251
R^i~co«|)=2^0C-ncos|).
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Donc
i-f cos^
Prolongeons la droite OP jusqu'en P' à la rencontre de l'arc EDF, et projetons le point P en R' sur la droite OÀ. Nous aurons les proportions
52; up '
Donc
et
f COS j
Projetons enfin le point F en K sur la flèche ID. Le point E tombera dans rintervalie JD quelle que soit la position du point P sur Parc BCA, et, par suite, on pourra confondre le point K avec le point C en commettant une erreur moindre que rintervalie CD = CI ; or le rayon OC représente exactement la valeur du radical. La valeur approximative OE peut s'obtenir en projetant sur OD le contour OR'P, ce qui donne en définitive
coSg H ^
foc 2
-hcos j
c'est-à-dire la formule linéaire en x et en y, que nous venons de trouver.
Si - varie de 0 à Tinfini, Parc a est égal à ^ et la limite de l'erreur relative, Um^j^ est 0,17.
Si ^ varie de 0 à l'unité, a= 7, et la limite de Terreur
relative tombe à 0,039.
ROUE
roue à chevilles. Soit P le poids des hommes qui sont montés dans la roue, et qu'on suppose placés au point A ; Q, le poids de la pierre à élever; OA, le rayon de la roue; OB, le rayon du cylindre sur lequel s'enroule la corde du treuil (fig. 254)
Du point 0, abaissons une perpendiculaire OC sur la direction AP de la puissance P.
L*équiiibre des poids P et Q exigera la relation
p X oc = Q X OB,
équation qui fait connaître le point A, où les hommes doivent se placer pour équilibrer le poids Q. Il est facile de voir que cette position d'équilibre est stable. Si les hommes font un pas, et se placent en A', leur poids l'emportera sur celui de la pierre, et la roue tournera de l'angle A'OA, pour les ramener à leur position A . 11 en résultera pour le poids Q une élévation égale à OB X angle A'OA.
Le travail moteur est égal au moment de la force P, par rapport à Taie 0, multiplié par l'angle décrit (§ H4), c'est-à-dire à PxOCx(A'OA), ou à QxOBx (A'OA), ou enfin au travail résistant, abstraction faite des résistances passives, telles que le frottement et la raideur des cordes.
L'angle COA=a est donné par l'équation
PxRcosa = QXr,
R étant le rayon de la roue à chevilles, et r le rayon du treuil. On a donc
pour que l'angle a soit réel, il faut que Qr <PR.
Il s'agit, par exemple, d'élever une pierre d'un mètre cube, pesant 2,500 kilogrammes; le rayon du cylindre est de O^'flS, et le rayon de la roue à chevilles de S""; enfin, on suppose
Fig. 254.
A CIIEYILLES.
que les hommes se placent à une distance moyenne de l'axe
OC égale aux ^ du rayon. Le poids moteur P sera donné par
Téq dation
Donc
Px|x 3- = 2,500X0.18.
Un homme pèse environ 70 kilogrammes ; on voit qu'avec 5 hommes on aurait un poids de 210 kilogrammes, qui suffit presque, à la distance de 2 mètres où on l'a supposé appliqué. Les 3 hommes obtiendront donc Teflet voulu en s'éloignant de l'axe à une distance x donnée par l'équation
On trouvera
T RI
■li
Kig. 255.
la position verticale par une charpente ABCD, qui est fixée au sol au moyen de cordes attachées à des piquets. La tète E du cabestan est traversée par la barre FF, aux extrémités de
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laquelle on applique Tefforl moteur. La corde 'IT s'enroule d'un côté sur le cylindre, et se déroule de l'autre côté. Il sufGt, comme nous le verrons plus loin, d'un petit effort exercé en T pour équilibrer une très grande tension T, développée dans l'autre partie de la corde; la différence des deux-tensions est équilibrée par le Trottement du cylindre sur la corde.
La théorie du cabestan est la même que celle du treuil, sauf que le poids du cylindre porte sur la crapaudine dans laquelle il est engagé. Celte force longitudinale n'existe pas
dans le treuil; elle introduit dans l'équation d'équilibre un terme nouveau qui représente le moment du frottement du pivot contre la surface plane sur laquelle il repose.
Voici comment ce terme peut être calculé
Soit P le poids du cylindre A'ABB', ou plus généralement la force qui agit dans la direction de son axe, et qui appuie le cylindre sur le plan MN. Nous admettrons que cette force soit uniformément répartie sur l'aire a^ de cette section. I^ pression par unité de surface est donc, en appelant R le rayon Oa de la
base,
S?' et par suite la pression subie par un élément superficiel d(ù ?diù
Fig. S56.
est
icR*
p/aa>.
Le frottement F subi par cet élément est égal à '^; il est
dirigé en sens contraire du mouvement, et si Ton appelle r la distance de Télément dw à Taxe 0, le moment de cette force F est le produit
DU CABESTAN
On aura la somme des moments du frottement par rapport à l'axe 0 en intégrant l'expression précédente dans toute rétendue de la section op. L'élément d(ù s'exprime en coordonnées polaires par le produit rdrd^ , et les limites des variables sont pour r, 0 et R, pour 0, 0 et 2ic. Donc enfin le moment total du frottement sur le fond de la crapaudine est
rr
c'est-à-dire que la somme des moments des frottements est
la même que si la force P était répartie le long de la circonfé-
rence a'p% dont le rayon est les j^ du rayon de la base.
Si la base du cylindre était une surface annulaire, comprise
entre deux circonférences de rayons R et R% les limites de r
seraient r=R' et r = R, et la pression moyenne serait
p —r^ — ^jrr; la somme des moments des frottements serait «(R — tv")
donc égale à
:=lfl — pz-w- ? 5î±J!5l±_?2!
^=Prx|
280. Le erie (fig. 257) employé pour soulever les fardeaux peut être aussi assimilé au treuil ; seulement, au lieu d'une corde qui s'enroule à la surface du cylindre, le cric emploie une crémaillère qui engrène ayec un pignon. Le pignon pourrait être mis en mouvement par une manivelle; mais ordinairement il fait corps avec une roue dentée de plus grand diamètre, qui engrène airec un second pignon, auquel on applique Teffort moteur. Une roue à rocket j placée en dehors de Tap-r pareil, a pour objet d'arrêter le mouvement ascensionnel de la crémaillère à telle dent qu'on voudra, sans faire obstacle à ce mouvement dès qu'il s'agit d'élever le fardeau davantage. Pour faire descendre le fardeau , on soulève le doigt
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deTencIiquetage, et les roues dentées deviennent libres de tourner dans les deux sens ; mais il faut alors faire équilibre
au fardeau par un effort exercé sur la manivelle.
Appelons F (fig. 258) la force quMl faut appliquer à Textrémité A de la manivelle, perpendiculairement à sa direc- « tion OA, pour faire équilibre au poids Q qui pèse sur la crémaillère MN. Soit 0A=/; OB =: r, rayon du pignon de la manivelle; (yB=:R, rayon de la roue dentée; 0'C = r', rayon du pignon de la crémaillère. Cherchons le rapport des forces F et Q, en faisant abstraction du frottement.
La force Q est transmise intégralement par la crémaillère à la dent située au point C. De même, au point B où les roues
OB et O'B engrènent l'une avec l'autre, s'exerce une pression mn^ tuelle S, que nous supposerons normale à la ligne des centres, et dirigée suivant BS pour la roue 0, et suivant BS' pour la roue C. La pression S est la composante perpendiculaire à la direction 00' de l'action mutuelle des deux roues au point B.
L'équilibre de la roue 0 sera exprimé par l'équation des moments pris par rapport à l'axe 0 :
FxAO = SxOB,
et l'équilibre du système 0' par l'équation
SX0'B = QX0'C,
Fig. S58.
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d'où l'on tire en multipliant
FxOAxCVBssQxOBxO'C
et
Telle est la force qu'il faut appliquer perpendiculairemenl à Textrèmité de la manivelle pour équilibrer le poids Q.
Les dents du pignon 0' et de la crémaillère doivent être assez résistantes pour supporter chacune le poids Q tout entier ; la force S, déterminée par Tune des équations que nous venons de poser, tend aussi à rompre les dents de l'engrenage 0, (y. Enfin, les axes de rotation 0» 0', doivent être assez résistants pour supporter, l'un, la résultante des forces F, S, et des frottements que nous avons négligés, l'autre, la résultante des forces S, Q, et des frottements.
On calculera de même la pression P développée dans le doigt O'D de Tencliquetage , quand le cric est au repos (fig. 259).
Celte pression P remplace la force F appliquée à la manivelle; seulement elle est appliquée tangentiellement à la circonférence intérieure OD de la roue à rochet.
On a donc
OD O'B
La pression P s'exerce sur Taxe 0* du rochet, dans le sens O'P.
Le théorème du travail virtuel donnerait immédiatement le rapport des forces F et Q*
Fig. X59.
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281. Nous avons déjà traité la question de Téquilibre d*un corps solide placé sur un plan fixe (§ 91). Ici nous ferons l'application de cette théorie à un corps pesant posé sur un plan incliné, et nous chercherons quelle force il faut appliquer à ce corps pour qu'il soit en équilibre. On peut traiter ce
problème à deux points de vue :
en négligeant le frottement, ou en en tenant compte.
Supposons d'abord qu'il n'y ait aucun frottement.
Soit AB la ligne de plus grande ponte du plan, qui fait avec l'horizon AH un angle donné BAH.
Le corps solide UN repose sur le plan par une Tace plane; il a un poids Q, appliqué en son centre de gravité, G.
On demande quelle nouvelle force il faut lui appliquer pour qu'il soit en équilibre.
La résultante des actions élémentaires exercées par le plan sur le corps est une force R, normale au plan, puisqu^on suppose le frottement nul ; cette force R rencontre la verticale GQ en un certain point I, où Ton peut considérer les forces Q et R comme appliquées. De ces deux forces, toutes deux connues en direction, Tune, Q, est en outre donnée de grandeur, l'autre, R, est encore inconnue. Le plan RIQ coïncide avec le plan de la figure.
La force à appliquer au système pour compléter l'équilibre est une force P, appliquée au point I, et dont la direction et la grandeur sont également inconnues. Pour déterminer les inconnues, par le point I menons dans le plan de la figure deux axes rectangulaires, Ix, ly, l'un, \Xj normal au plan, l'autre, ly, parallèle. Décomposons suivant ces axes la force
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inconnue P en deux composantes que nous appellerons X et Y; décomposons de même la force Q en deux composantes,
(y et or.
Les trois forces P, Q, R, se faisant équilibre, la somme algébrique de leurs projections sur une droite quelconque est nulle; donc
La première équation fait connaître la composante Y ; la seconde fait connaître la somme des deux inconnues X + R : l'une d'elles reste donc arbitraire.
Si l'on veut trouver la moindre valeur possible pour la force P, il faut faire X= 0, car on a l'équation
dans laquelle Y est égale à une force donnée Q*: elle montre que le minimum de P correspond à la moindre valeur de X, ou à X = 0. Dans cecasy R=Q'.
On équilibrera donc le poids Q avec une force P, parallèle au plan incliné, et dirigée de bas en haut, suivant la ligne de plus grande pente; cette force sera égale à la projection Kf du poids Q sur la ligne de plus grande pente, c'est-à-dire égale, à cause de la similitude des triangles IQQ*, ABH, au produit
BH du poids Q par le rapport j^ de la hauteur, BH, du plan incliné à sa longueur j AB.
Si l'on appelle a l'angle BAH du plan avec Thorizon, on aura
P = QC0S«,
et Q sina sera la pression subie par le plan.
282. Reprenons le même problème en tenant compte du frottement; pour que la question soit déterminée, il faut supposer que le glissement du corps sur le plan est sur le
Fig. 202.
point de se produire dans un sens défini, ou même qu'il se produit réellement, le corps ëiant animé d*un mouvement uniforme le long de la ligne de plus grande pente AB.
On verra en dynamique que Tétat de mouvement rectiligne
et uniforme du corps le long du plan incliné ne change rien à
la pression mutuelle exercée entre les deux corps en contact.
Admettons que le corps glisse ou va glisser de A vers B,
c'est-à-dire en montant. Le frottement exercé par le plan sur
le corps est alors une force F, parallèle au plan et dirigée dans le sens BA. La résultante des actions du plan sur le corps est donc dirigée suivant une droite IR, faisant avec la normale IS, dans le plan de la figure, un angle RIS égal à Tangle du frot* temenl. Cette réaction totale R se décompose en deux forces, une force normale S, et une force F, qui est le frottement.
Menons encore les axes Ix, ly ; décomposons le poids Q suivant ces deux directions, ce qui nous donnera les forces V et Q*^; décomposons de même la force inconnue P. Nous aurons pour l'équilibre les deux équations :
(1) Y = F-fQ^
(2) X-hS = Q'.
A ces deux équations il faut ajouter la relation entre F et S:
f étant le coefficient du frottement.
Il y a trois équations pour déterminer quatre inconnues X, Y, S et F. L'une des quatre inconnues est donc arbitraire, et Ton peut imposer au problème une nouvelle condition; nous chercherons, par exemple, à rendre la force P la plus petite possible.
Le problème se résout géoméfriquemenl d'une manière très
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simple. r.e poids Q et les forces P et R se faisant équilibre au point I, Q est la résultante de deux forces IP, IR', égales et opposées aux forces P et R ; la droite IQ est donc la diagonale du parallélogramme IR'PQ' construit sur ces deux forces. Dans ce parallélogramme, le côté IR' a une direction connue ; la force P est représentée en grandeur par la droite QR% qui joint le point donné Q au point R', extrémité de la droite IR'. La moindre valeur de la force P correspond au minimum de QR% ou à la perpendiculaire abaissée du point Q sur la droite IR^ c'est-à-dire, le minimum cherché a lieu quand on donne à la puissance P une direction perpendiculaire à la droite IR, ou enfin une direction faisant avec la ligne de plus grande pente AB un angle PIY égal à Tangle du frottement.
La solution algébrique du problème s'achèvera donc en posant
Des équations (1), (2), (3) et (4), on tire
^ — TTr*
Si a représente l'inclinaison BAH du plan sur Thorizon, et ç Tangle du frottement, on aura
Q'=Qcosa,
Q'=Qsma,
/•=tang^,
et les formules deviennent
c n^^c<>sa — tangosina ^ , .
F = Qoos(a4-9)siii^,
V rt ^^8ina-f lang©cosa . , . »
^ = QX |4.t3ng;y =Sin(aH-y)c03y>
Remarque. — Nous avons supposé que le corps glissait en montant. S'il glissait en descendant, il n*y aurait qu'à changer la direction du frottement F, ce qui revient à mener la
droite IR de Tautre côté de la normale IS.
Les formules (5) conviennent encore, pourvu qu'on change 9 en — 9 et qu'on attribue des signes aux forces F, X et Y. Deux cas doivent être distingués.
l"" Si le prolongement de la verticale IQ passe dans Tangle SIR (fig. 263), on aura les équations suivantes, en prenant positivement les forces F, T et X;
Fig. 963.
le minimum de P correspondra à la direction normale à IR, ou à la condition X=lf/. La force P tend à la fois à entraîner le corps le long de la ligne de plus grande pente, et à le détacher du plan.
On déduit de ces quatre équations :
ou bien, en remplaçant Q', (ï ei f par leurs valeurs,
S = Qcos(ç> — «jcosf, F = Q CO8 (y — a) sin f, Y = Q sin [f — a] cos f, X = Q sin (f — a) 8in f ,
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et ces formules donnent pour Y et X des valeurs positives, puisque a est supposé < 9.
2* Si, au contraire (fig. 264), la verticale IQ prolongée est en dehors de Fangle SIR, on aura les équations
Le minimum de P correspond à une direction IP normale à IR, ou à
On en déduit
Fig. S64.
ou bien :
s = Q CO8 (« — f) C08f 9 F = Q co8(a — y) sin 9, Y = 0 sin (« — y) CO89, I = Qsin(0c— f)sinf.
Ce cas correspond à a > 9.
La force P tend ici à retenir le corps et à Tappuyer contre le plan.
y Enfin, il y a un cas intermédiaire où le poids Q est en prolongement de la réaction R ; la force P est alors nulle, et le corps glisse d'un mouvement uniforme le long du plan incliné : Pinclinaison du plan sur Thorizon est égale à l'angle du frottement.
Les formules (5) comprennent tous ces cas particuliers, dés qu'on a égard aux signes des forces et de Pangle 9.
283. Application aux traîneaux. — On emploie dans certains pays, pour effectuer les transports sur la neige, des traineaux MN, glissant sur le sol AB (fig. 265). Le cheval qui mène le
Fig. 205.
traîneau est attelé à un brancard incliné OA, articulé en un point Oy au milieu è peu près de la portée du patin ; d'après ce qui vient d'être démontré, l'inclinaison la plus avantageuse à donner au brancard et aux traits par rapport à la ligne AB est Tangle du frottement. C'est dans celte direction que le cheval dépensera la moindre force en agissant sur le traîneau, soit pour lui faire gravir une rampe (g 282), soit pour lui faire descendre une pente peu inclinée (g 282, Rem. 1*), soit pour le retenir sur une pente forte (g 282, Rem. 2""). La réaction étant égale et contraire à l'action, le cheval est sollicité obliquement par le brancard ou les traits, suivant qu'il tire ou qu'il retient. Cette force oblique se décompose en deux forces. L'une, horizontale, s'exerce sur le poitrail, par Tintermédiaire du collier, quand le cheval tire ; sur l'arrière-train, par Tinterinédiaire du reculovr, quand le cheval retient : dans les deux cas, cette force horizontale est équilibrée par le frottement développé au contact des pieds du cheval avec le sol. L'autre force, verticale, s'exerce tantôt de haut en bas, tantôt de bas en haut ; dans le premier cas, elle appuie la sellette du cheval sur son dos et se transmet de là par les jambes jusqu'au sol ; dans le second cas, elle tend à soulever le cheval au moyen de la sous-ventrière, et est contre-balancée par le poids de l'animal. C'est ce qui arrive toutes les fois que le cheval descend une côte où il est forcé de retenir.
Si le frottement du traîneau sur le sol est très faible, Tincli-
TIIAVAIL DU FROTTEMENT SUR LE PLAN INCLIKÉ
284. Reprenons la question générale traitée au g 282. Dans tous les cas que nous avons examinés, il y a équilibre entre les trois forces P, Q etR, et par suite la somme algébrique des travaux de ces forces, pour un déplacement élémentaire quelconque, est égale à zéro. Prenons pour déplacement élémentaire le glissement que subit effectivement le corps le long de la ligne de plus grande pente du plan incliné, quand il est animé le long de cette ligne d'un mouvement uniforme. La somme algébrique des travaux des trois forces qui correspondent au déplacement IV est donc nulle. Examinons d'abord le cas où le corps monte (fig. 266). Le travail de la puissance P est égal au produit du déplacement I F par la composante Y parallèle au chemin, ou à YxH'* Le travail delà réaction R est de même égal au produit négatif — F x I T. Enfin le travail de la pesanteur est égal au produit négatif — QxPI'^y du poids Q par la quantité dont s'est élevé le centi;e de gravité du corps mobile. On a donc l'équation
Yxir— Fxll'— QXPI'=0.
Si le corps descend (fig. 267), on a Téquatioa
Yxlï'— Fxii'4Qxn'' = o
quand la force P est mouvante, et Téquation
— Yxii'— FxIP4-QXl'I"=0
quand la force P est employée à retenir le corps. Dans ces trois équations, le travail du frottement est négatif parce que le
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froUcment est une résistance au glissement du corps ; le travail de la pesanteur est positif si le corps descend, négatif s'il monte; le travail de la force P est positif ou négatif, suivant que cette force est dirigée dans le sens du mouvement ou en sens contraire.
Faisons lV=ds; nous aurons
Substituons dans la première équation les valeurs des déplacements et des forces Y, F et Q, données par les équations (5); il viendra pour Téquation du travail, en supprimant les facteurs communs Q et ds^
sin (« -h f)coflf — cas (a + ç>) sin 9 — sina = 0.
Cette équation doit être une identité. En effet, elle exprime simplement que Tare a est la différence des deux arcs a + f et 9. Les équations relatives aux deux autres cas rentrent dans la première, en ayant égard aux signes des forces Y et F, et de l'angle 9.
285. Le cheval qui mène un traîneau le long d'une route, avec une vitesse constante, exerce sur ce traîneau une force P, dont la composante Y produit seule un travail ; l'autre composante, X, est perpendiculaire au chemin décrit, et son travail est constamment nul. Le cheval se trouve à l'égard de cette composante dans la situation d'un support chargé du poids X.
Le travail du cheval dû à la composante Y se partage ensuite en deux parties : l'une qui correspond au travail de la pesanteur, et l'autre au travail du frottement. Si la route que le traîneau parcourt est horizontale, le travail développé par le cheval est entièrement absorbé par le frottement.
Remarquons, en passant, que la force X, bien qu'elle ne produise pas de travail, contribue aussi bien que la force Y à fatiguer le cheval, et qu'il y a lieu de réduire cette charge audessous d'une certaine limite, pour laisser à l'animal la liberté
SUR LE PUN IKCLISÉ
de développer dans de bonnes conditions Veffort utile Y qu'on lui demande. Théoriquement, on pourrait réduire à zéro le travail à fournir sur une route horizontale, en plaçant sur le dos du cheval la totalité du fardeau à transporter; car cette disposition rendrait nulle la composante Y ; mais elle augmenterait la force X et imposerait au cheval une charge qui pourrait excéder ses forces.
En d'autres termes, le cheval, considéré comme béte de êommey ne peut transporter qu'une faible fraction du poids qu'il traînerait sur une bonne route, sur laquelle le coefficient de frottement est petit.
ÉQUILIBBE DU COIN.
286. Le coin est un prisme triangulaire, ABC, qu'une force P enfonce entre deux corps E et F, qu'il s'agit de séparer. On demande la condition d'équilibre entre la puissance P, et les réactions que les corps E et F exercent sur les faces latérales AC, BC, du coin.
Généralement la section droite ABC du coin est un triangle isoscèle, et les corps E et F sont de même nature. Nous adopterons ces hypothèses, qui simplifient le problème.
La force P est appliquée dans le plan moyen CD du prisme, perpendiculairement à la face AB.
Cherchons les conditions d*équilibre au moment où le glissement du coin va se produire sur les corps voisins. Alors la réaction du corps F sur le coin sera une force R, dont on peut assigner la direction : elle fait avec la perpendiculaire 6H à la face BC, dans le sens opposé au mouvement, un angle IIGR égal à Tangle 9 du frottement. Le frottement étant le môme sur la face AC, la réaction R' sur cette face fait dans le même sens, avec la normale Ll au plan AC, un angle égal
Fig
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à 9. On ne connaît pas les poinis d'application, G et L, de ces réactions, qui ne sont en réalité que les résultantes des actions élémentaires développées au contact des corps frottants, de M en N, et de M' en N'. Tout ce qu'on sait, c'est que la résultante des deux forces R et R' est égale et contraire à la force P. Les trois forces passent donc par un même point 0 ; et par suite, on aura les valeurs des forces R et R' en prenant sur la médiane CD du triangle ABC, direction de la force donnée P, un point 0 quelconque, en menant par ce point deux droites OL, OG, faisant avec les faces AC, BC, des angles égaux à QO"" — 9, et en décomposant la force P, transportée au point 0, suivant les directions OG, OL.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que l'angle 90"* — 9 soit plus grand que la moitié de l'angle C, au som-
met du coin, ou qu'on ait 9 + 5 < 90*.
Le théorème du travail virtuel fait connaître le rapport des forcésPetR.
Imprimons au coin ABC un déplacement DD' infiniment petit, qui ramène en A'fi'C (fig. 268). Nous pouvons admettre que le corps E reste fixe, et que le corps F subit seul le déplacement dû à renfoncement du coin. Décomposons les forces R et R' en deux composantes, Pune normale à la face du coin, l'autre située dans cette face ; f étant le coefficient du frottement, la composante normale de R et de R' sera
= et la composante tangenlielle.
Le point L se transporte
DU COIN
Le travail de la force P est positif et égal à P x DD' ;
Le travail de la force R\ appliquée en L, se réduit au Ira-
fR vail négatif de sa composante tangentielle > ou à
— . ' X LL', l'autre composante étant normale à la di-
rection du déplacement;
Le travail de la force R, appliquée en 6, est égal à la somme des travaux négatifs de ces deux composantes, ou bien à
L= X GG»— , ^ X G'G
L'équation d'équilibre est donc
PxDiy— — 41— xLL'— -— L=XGG' p^=XG''G'=0.
v/i-H/^ \/îTT' v^i-hT
Faisons AA'=(/« : les déplacements LL' et G6' seront égaux aussi à ds; DD' est la projection de ds sur la direction de la
force P, c'est donc (b cos g • Enfin
GG'as GG'sinC = (i«stnC»
G'G'= GG'cosC =r dscosC.
Remplaçons les déplacements par leurs valeurs dans Péqua-» tien précédente, et divisons par ds ; il viendra
>co«5-
^ - ^ îinC ^ ««
Vi+r ^/l+/»'"' >/i+n"^
Donc
f^ / sinC + ^-cosC
si l'on
remplace f par tang^,
p siny^^sintC + f)
ACcos
g = CD,
AGsin
CD
CDXAB =
= ASXCB,
Si le frottement était assez petit pour qu'on pût le négliger, on ferait /'=0, ou r=0, ce qui donnerait
P~8iiiC*
Du point A abaissons AS perpendiculaire sur CB. Nous aurons
Or
car ces produits mesurent tous deux le double de Taire da triangle ABC.
Donc
P"AB
la réaction de chacun des deux corps E et F, supposés sans frottement, est à la puissance P comme le côté du coin, CB, est à sa base AB. Plus l'angle C du coin est aigu, plus la puissance P est petite par rapport à la pression développée. 287. Le coin peut être employé à produire de grandes
pressions : c'est ce qui a lieu dans la presse à coin (fig. 270).
La force F, appliquée sur la tête du coin, le fait descendre entre le bloc fixeN, et le bloc H, mobile le long de la semelle SS; dans ce mouvement, le blocHcom-
Fig. 270.
prime contre l'obstacle fixe HH un corps placé en P. Dans l'état de repos ou de mouvement uniforme, les forces R et B|9 réao
DU COIN
tions obliques développées sur les joues du coin, font équilibre à la force F; puis, la force R^ égale et contraire à R^ , et la force R', réaction oblique de la semelle sur la base du bloc mobile, font équilibre à la force P« réaction développée par la compression du corps.
PROBLÈMES SUR LE FROTTEHEnT. — GLISSEMENT DE LA COQUILLE ENTRE DEUX GLISSIÈRES.
288. La coquille est, dans une machine à vapeur à action directe, une pièce solide rectangulaire ABB'A', au centre 0 de laquelle s'attache la bielle OH, et dont les faces latérales, AB, A'B' formant patins, glissent le long des guides fixes MN, M'N\ Le piston pousse et tire alternativement la coquille suivant sa ligne d*axe OK, et ce mouvement est transmis à la bielle OH.
Nous allons chercher la relation entre la puissance?, appliquée à la coquille dans la direction OP, et la résistance Q, développée par la bielle dans la direction oblique OH, lorsque le mouvement va commencer dans la direction OP. 11 y a équilibre alors entre les forces P, Q et les réactions des glissières. Ces réactions se composent donc en une force unique R, qui fait équilibre aux forces P et Q, et qui par suite passe par le point 0. Elle fait d'ailleurs avec la normale à la surface de glissement un angle 9 égal à l'angle du frottement, et cet angle doit être pris en arrière de la normale par rapport au sens dans lequel le glissement s'effectue. Deux cas peuvent se présenter.
l"" Par le point 0, menons une droite CL, perpendiculaire à MN ; puis faisons en avant de cette droite un angle lOL = 9. 01 sera la direction de la résultante R des réactions des glissières. Pour que cette solution soit admissible, il faut et il suflit que le point de passage I de cette résultante sur
n. — vie. COUMIK».
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le patin ÂB soit compris dans l'étendue ÂB du patin. Car alors toutes les réactions élémentaires déyelof^ées le long de la face ÂB sont parallèles entre elles et de même sens ; elles se composent en une force unique, dont le point de passage est nécessairement compris entre les points extrêmes, A et B, de la région du glissement. Dans ce cas, la coquille est pressée contre la glissière MN, et reste tangente à la glissière opposée sans y exercer d'effort.
Etant donnée la force P, on trouvera les forces Q et R par les équations
sin (R, Q) "■ sin (P, R) "" sin (1>, Q) '
ou bien
COS (f — a] COS f sin a
2"" Si le point I est extérieur au côté ÂB (fig. 272) , il est impossible que la pression mutuelle de la coquille et des glissières soit concentrée sur le patin ÂB, et le second patin Â'B', fournit aussi une réaction dont on doit tenir compte. Dans ce cas, la résultante des forces P et Q tend à faire basculer la coquille autour de son arête projetée en B, et elle est équilibrée par la résistance développée au contact de la glissière M'N' et de l'arête opposée Â^ Ce sont donc les points Â' et B qui portent seuls. Par le point B, menons une droite BF, paraUèle à 01. Cette droite sera la direction de la réaction subie par la coquille au point B, lorsque le glissement va commencer. Pour avoir la direction de la réaction subie par le point A', il ne faut pas mener par ce point une parallèle à 01; une telle droite ferait bien l'angle 9 avec la normale à la surface de glissement, mais elle ferait cet angle dans le sens du mouvement, et non en sens contraire. On mènera donc la droite Â'F' qui fait l'angle? avec la normale Â'Â en arrière de la coquille. Les deux réao
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tions subies par les points B et A' ont les directions BF, AT ; elles se coupent en un point E, qui appartient à leur résultante R. DViUeurs, cette résultante passe par le point 0 ; donc elle a la direction OE. Pour achever le problème, il suffi! de déterminer Q et R en fonction de P parles équations
sin (Q, 10
Q *siii(P, R)"
■sin(P.Q)'
puis de décomposer R, transportée au point E, suivant les directions AT', BF.
289. Pour traiter dans ce dernier cas la question par le calcul, faisons AB=ft, AA'=a, et soit /*=tang9 le coefficient dufrottement (fig. 273).
Soient X et /*X les composantes de la réaction du point A', projetée sur les axesOL, OK ; Z et fZ les composantes de la réaction du point B; les équations des projections des forces sur les droites OK , OL donneront
p — Qcosa — /"(X + ZlxrO,
X-+-Qsina — Z
L'équation des moments par rapport au point 0 nous donne de plus
(X+Z)x5-hAX-Z)| = o.
Delà première on tire
F— Qcosa
De la seconde
I — Z=s — Qsinae.
Substituant dans la troisième, il vient
Donc
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Cette valeur de Q sert ensuite à dëterininer Xet Z; on trou-
vera
l/P — Qcosfi
.Q8iii«)==^Qsin«^^-i),
- l/P — Qcosa , ^ , \ 1^ . /fa , ^\ Z = j( j hQsin«J=jQ8in«(ij. + ij.
La valeur de Z est toujours positive ; celle de K ne Test
ours rem-
que si Y >1 , ou bien si tang 9 > - , condition touj plie quand le point I tombe en dehors du patin AB.
GLISSEMENT DE LA TIGE D UN MARTEAU- PILON ENTRE APPUIS FIXES
290. Une tige ÂB, verticale, munie d'un mentonnet M, est soulevée par la came C d'un arbre tournant. Elle est guidée dans son mouvement par quatre guides fixes D, E, F, 6. On demande le rapport entre Teffort exercé par la came sur le
mentonnet et le poids du marteaupilon, lorsque la tige est sur le point de se déplacer dans le sens ascendant en glissant sur ses appuis.
Soit H le point de contact de la came avec le mentonnet; la réaction mutuelle des deux pièces, au moment où le glissement commence, a pour direction HR une droite passant par ce point H, et faisant avec la normale commune, HZ, un angle RHZ égal à l'angle ?
du frottement. La force exercée par la came sur la tige mobile est une force R, qu'on peut décomposer en deux forces rectangulaires. Tune Z, normale aux surfaces en contact, et Tautre /*Z, dans la direction du glissement relatif. Nous supposerons que la force Z soit parallèle à Taxe AB de la tige. Cette condition est remplie quand la
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came est profilée suivant une développante de cercle; on peut ajouter qu'alors la distance HH' de Taxe au point de contact est constante.
La force R est connue en direiption; supposons-la connue en grandeur; composons-la avec le poids P, en construisant le parallélogramme OILK, au point 0 où se coupent les deux directions HR, AB. Deux cas peuvent se présenter, suivant que la résultante OS passe entre les appuis D et 6, ou en dehors de ces appuis. Dans le premier cas, la tige est appuyée contre les points fixes D et 6 situés à gauche de sa direction; dans le second, elle s'appuie soit contre les points 6 et E, soit contre les points D et F, situés de différents côtés de sa direction.
1^ Admettons d'abord le premier cas. Le glissement étant supposé imminent sur les appuis D et G, les réactions de ces appuis ont des directions NT, N'T', qui font avec la normale aux surfaces de contact des angles égaux à Tangle 9' du frottement de la tige sur ses guides. Décomposées en une force normale et une force tangentielle , ces forces T et V donnent les composantes normales X et X% et les frottements f\ et f'X'. La force OS étant la résultante de deux forces parallèles NT, NT, est elle-même parallèle à leur direction.
Le problème se traite donc géométriquement de la manière suivante :
Par le point H menons une droite HR, qui fasse Tangle 9 avec la normale HZ à la came. Par le point 0 où la droite HR coupe la ligne moyenne AB de la tige, menons OO' peipendiculaire à AB, puis faisoiis l'angle 0^08 = 9'. Achevons le parallélogramme KLIO, dont le côté OK=Pest donné. Le c^té 01 représentera la force R, développée au contact de la came, et le côté OL, une force S égale et contraire à la résultante des forces T et T' qui sont développées au contact des guides. On aura donc les forces T et T' en décomposant la force OS en deux forces parallèles passant par les points donnés N et N'.
Le triangle OEL donne la série d'égalités p _' K _ s
sin lOL "" sin ILO ^ sin LIO '
OU bien
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cos (9 -H 9') cos ^ sin 9
Ces équations donnent R et S. On a ensuite en décomposant la force S, supposée appliquée au point Y, en deux composantes parallèles, appliquées en N et N\
^^SXVN' ^^SXVN
NN
KV
Ces résultats supposent nécessairement le point Y compris entre les points N et N'.
2^ Passons au second cas, celui où le point 0 ne serait pas compris entre N et N', et supposons que la tige porte sur les appuis G et E (fig. 275) ; les réactions de ces appuis sur la tige seront les forces T et T, qui font avec la normale commune aux surfaces frottantes, dans le sens opposé au mouvement, les angles TNX = TOT = ç'.
Les forces T et T ne sont plus parallèles; elles se rencontrent en un point Y, où on peut les composer. Leur résultante dirigée dans l'angle 6Y?
E doit être égale et contraire à la ré- ^ sultante S des forces R et P. Or les directions des forces R et P sont ^'^ connues ; leur résultante S est dirigée dans l'angle HOP; il faut donc, pour que l'hypothèse soit admissible, que le point Y soit situé dans Fangle HOP, et que le point 0 soit situé dans l'angle TYO. La solution s'achève en joignant OT et en prenant cette droite pour la direction de la force S. On obtienpt dra ensuite T et T en décompo-
sant la force S suivant la direction Ye, YT'.
On voit sur-le-champ que Thypothèse dans laquelle on ferait porter la tige sur les appuis D et F est inadmissible j
rz
FIg. Î75.
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car elle mettrait en dehors de l'angle HOP le point de rencon- Ire Y des réactions totales de ces appuis.
Pour déterminer les réactions R, T et T, on pourrait aussi se servir des équations d'équilibre des forces R, T, T' et P; elles sont au nombre de trois, puisque ces forces sont contenues dans un seul et même plan.
Le glissement de la tige ne peut commencer que dans les deux cas que nous ayons examinés ; et pour cela il faut que certaines conditions géométriques soient remplies. Si elles ne l'étaient pas, le glissement serait impossible et le phénomène de VarC'boutement se produirait (g 104). Alors une force aussi grande qu'on voudrait, appliquée à la came, serait équilibrée par le poids de la tige et les réactions de ses guides, sans arriver à produire le glissement voulu.
VALET DE MEKUISIEIi.
294. Soit AB la coupe de Vétabti d'un menuisier; CD la coupe d'une pièce de bois posée sur l'établi. On emploie pour la fixer un vakt en fer, EFG, dont on introduit la branche droite FE dans l'ouverture 0, et dont la branche courbe, FG, vient presser la surface de la pièce de bois. On frappe sur la tète F quelques légers coups de maillet. Le valet se coince dans l'ouverture 0, en s'appuyant sur les arêtes M et P de l'établi ; en même temps il se développe en 6 une réaction verticale N, qui tend à soulever le valet, et un frot-
Fig. Î76.
tement qui s'oppose au déplacement de la pièce CD. Il est facile de voir à quelle condition l'appareil doit satisfaire pour que la réaction N ne puisse pas faire glisser le valet dans l'ouverture 0 à travers laquelle on Ta fait passer.
VALET DE MENUISIER
Pour que le glissement ait lieu au point M, il faut que la réaction mutuelle du valet et de la table fasse avec la normale à la surface de contact un angle égal à l'angle du frottement de fer sur bois ; élevons donc au point M une perpendiculaire HM'àla surface de contact, c'est-à-dire au plan qui touche le cylindre du valet suivant TarêteFE, puis menons la droite Mm faisant avec MM' un angle M'Mm égal à l'angle du frottement ; cette droite Mm représentera la direction de la pression de la table sur le valet, au moment où le glissement commence.
Menons de même PF normale à la surface du contact en P, et Vp qui fait avec cette normale l'angle P'Pp égal à 1 angle du frottement. Lorsque le glissement commencera au point P, la droite Pp sera la direction de la pression exercée au point P par la table sur le valet.
Le glissement ne peut donc se produire sous l'action de la force N qu'autant que cette force est décomposable en deux forces suivant les directions Mm et Pp, ou en deux forces extérieures aux angles mMM', pPP . Or ces deux directions se coupent en un point I, situé entre le valet et la force N. Le point 6 est à la fois dans les deux angles mMM', PPp ; donc la décomposition de la force N en deux forces appliquées en M et en P ne peut produire le glissement du valet à travers l'établi (§ 99).
Il eo serait autrement si le point I était au delà de la verticale passant par le point C. Le coinçage du valet ne suffirait plus pour assujettir la pièce à la surrace de la table.
Pour décoincer, il suffit de frapper quelques coups de maillet, soit en M sur le dos du valet, le long de rétabli, soit en E, sur l'extrémité du valet, de bas en haut.
ERCLIQUETAGE DODO.
292. Un arbre tournant, 0 (fig. 277), porte quatre ailes égales AB, MB\ A1ft% A'"B'", mobiles autour des points A, A', A", A'", voisins du centre ; elles sont soutenues dans leur position par des ressorts fixés à l'arbre et figurés en A, A', A%
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A'". Sur ces ailes est centrée une poulie folle CD, qui en touche le pourtour extérieur, et qui est destinée à transmettre à l'arbre 0 le mouvement qu'elle reçoit. Si la poulie tourne de gauche à droite dans le sens de la flèche f, elle glisse à frottement doux sur les ailes, les ressorts fléchissent légèrement, et l'arbre n'est pas entraîné.
Si, au contraire, la poulie tourne dans le sens de la flèche f\ la poulie tend à entraîner les ailes dans l'autre sens, c'est-à-dire à accroître la distance des points B au centre 0 ; cet accroissement de distance n'étant pas possible, il se produit un arc-boutement aux extrémitésB des quatre ailes (§104), et l'arbre 0 est entraîné.
Cet appareil permet donc de produire une transmission de mouvement dans un sens, sans produire la transmission en sens contraire.
Fig. «77
ÉQUILIBRE DE LA VIS
293. La vis est un cylindre droit à base circulaire, dont la surface convexe est revêtue d'une saillie continue de forme hélicoïdale. On emploie des vis à filets carrés et des vis à filets triangulaires.
La saillie des vis à filets carrés est engendrée par un rectangle de forme constante abdCj placé dans l'un des plans diamétraux du cylindre formant noyau, de telle sorte que le c6té ac soit situé le long de la génératrice MN. On suppose qu'à partir de cette position le rectangle reçoive un mouvement hélicoïdal, résultant de la composition d une rotation uniforme autour de l'axe du cylindre^ et d'une translation uniforme, parallèle au môme axe.
Rg. «78.
ÀXS ÉQUILIBRE
Tous les points du rectangle générateur décriyent dans ce mouvement des hélices de même pas. En général, le rectangle abdc a ses deux dimensions égales, et le pas ae des hélices décrites est égal à un multiple de la hauteur oc. Il y a d'ailleurs des vis à filet simple y à filet double^ à fUet triple, etc.
Les filets triangulaires sont engendrés de la même manière, mais un triangle isoscèle, ordinairement équilatéral, y remplace le rectangle des filets carrés, et le pas des hélices est égal à la base du triangle générateur, de sorte que la surTace entière du noyau est recouverte des spires successives du filet.
La vis s'engage dans un écrou EE' (ûg. 279), taraudé intérieurement de manière à offrir en creux la même forme que le filet de la vis ; Técrou est donc traversé par un cylindre vide, dont la surface est refouillée suivant un sillon engendré de la même manière que le filet saillant de la vis, c'est-à-dire par la même figure génératrice, animée du même mouvement hélicoïdal. Si Técrou est fixe, el qu'on tourne la vis, la vis se déplace le long des spires de l'écrou, et reçoit par conséquent un mouvement hélicoïdal, qui la fait avancer d'un pas pour chaque tour; si, au. contraire, la vis est assujettie à tourner sur des tourillons fixes, sans pouvoir se déplacer longitudinalement, si en même temps la rotation de Pécrou autour de Taxe de la vis est empêchée par des obstacles, la rotation de la vis déterminera la translation de Técrou, à raison d'un pas pour un tour.
Supposons que Técrou soit fixe (fig. 280) ; soit F, F', un couple de forces appliquées, dans un plan normal à Taxe de l'appareil, aux extrémités d'une, barre AB traversant la tête de la vis et à angle droit sur cette barre ; soit P la résistance agissant dans le sens de Taxe O'O ; il y aura équilibre entre les forces P, F, F', et les réactions déve-
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DE LA VIS
Kig. 280.
loppées au contact du filet et de l'écrou. Nous pouvons déterminer la valeur de la force P. Faisons d'abord abstraction du frottement entre Técrou et le filet, et appliquons le théorème du travail. Un déplacement angulaire très petit, ô, de la vis, entraîne un déplacement longitudinal £. les travaux virtuels des forces F, F', qui correspondent à la rotation 0 delà vis, seront égaux aux produits des moments de ces forces par Tangle 0 ; si donc on suppose les forces F et P appliquées à des distances égales OB, OÂ, de l'axe de la vis, et qu'on représente ces distances par la lettre fr, la somme des travaux des forces F et F' sera 2Ftxô. Le travail de la résistance P est négatif et égal à — Pe; l'équation d'équilibre est donc
2FM = Pf,
et par suite
Or, soit h le pas de la vis ; pour un tour, c'est-à-dire pour une rotation égale à 2ic, la translation de la vis est égale à h; le déplacement angulaire 0 est au déplacement linéaire e dans le môme rapport, et Ton peut, par suite, remplacer le rapport
- par le rapport ^, d'où résulte l'équation définitive
La force P est inversement proportionnelle au pas de la vis &, et, ea prenant un pas suffisamment petit, on pourra exercer un effort aussi grand qu'on voudra, avec un couple, 2Ffr, d'intensité donnée. Cette remarque montre Tutilité de la dis-
m ËQUILIDRE
position que nous avons décrite dans la cinématique (I, g 296), sous le nom de vis différentielle de Prony. Il est impossible, en pratique, de réduire le pas d'une vis au-dessous d'une certaine limite. Mais si Ton place bout à bout sur le même cylindre deux filets de vis, de pas h et h\ si Ton fait passer le premier filet dans un écrou fixe, et le second dans un écrou susceptible seulement de recevoir un déplacement longitudinal, la vis, en tournant, produira une translation de récfou mobile; et cet écrou s'avancera de la différence k— k' des deux pas pour chaque tour de vis. La pression P, développée contre un obstacle par Técrou mobile, sera donc donnée par la formule
et elle pourra être rendue aussi grande qu'on voudra, en réduisant en conséquence la différence h — h'.
294. Proposons-nous, en second lieu, de trouver la relation entre la résistance P et le couple moteur F x 2fe, en tenant
compte du frottement développé au contact du filet de la vis avec la surface interne de Técrou ; nous supposerons cette fois que la vis reçoive un mouvement descendant.
Nous simplifierons le problème en admettant que le contact de ces deux parties est concentré tout le long d'une hélice moyenne, tracée, par exemple, à égale distance entre le cylindre formant le noyau de la vis et le cylindre tangent au bord extrême des filets. Soit r=OM le rayon de cette hélice moyenne, que nous représenterons par la courbe AB. En un point H de celte hélice, menons une normale MN à la surface hélicoïdale, et supposons, pour plus de simplicité, qu'il s'agisse de la vis à filet carré, auquel cas la normale MN sera contenue dans un plan NMV tangent au cylindre sur lequel est tracée l'hélice AB»
Fig. 281.
DE LA VIS
Menons aussi la tangente à Thélice au point M. Au moment où le glissement \a se produire, la réaction totale, exercée sur le point M par Técrou, se décompose suivant les deux directions que nous venons de définir, et nous donne une composante normale, N, et une composante tangentielle ou frottement, /n. Ces deux forces font le même angle i avec les droites BIV, HH, menées par le point M dans le plan tangent au cylindre qui contient l'hélice ÂB, l'une parallèlement à Taxe 0(y, l'autre perpendiculairement à la première. Nous pouvons les décomposer chacune suivant ces deux directions ; les composantes de la force N seront Ncos i suivant MY, et Nsini suivant MH; les composantes fK seront de même /Ticosi suivant MH, et /N sin i suivant le prolongement de MY. Nous aurons donc suivant MY une force Ncosi — fNsint, et suivant MH une force N sin i + fN cos t .
Nous pouvons faire la même décomposition en tous les points de l'hélice ÂB. En chacun de ces points, nous trouverons de même deux composantes parallèles à 00', dont la somme est N cost — N/'sini, ou N (cosi — f sini), et deux composantes perpendiculaires à l'axe 00\ et ayant par rapport à cet axe un moment total égal à (N sin i -H /"N cos i) r =Nr (sin i + Z* cosi). Faisons la somme de toutes ces forces longitudinales, et la somme de tous ces moments pour toute la portion d'hélice engagée dans Técrou. Nous trouverons pour la somme des composantes parallèles à OO' Texpression
(cost — /"sin i)SN,
et pour la somme des moments
r(8in»-H /'costjZN.
Ëcrivons les équations de l'équilibre de la vis, qui sont au nombre de deux : Téquation des forces estimées suivant Taxe, et Téquation des moments autour de Taxe , les quatre autres équations sont satisfaites d'elles-mêmes en vertu de nos suppositions. Nous aurons
P = (cost — /-sin i)2N, 2F6 = r(sini + /-cosi)SN.
Éliminant ZN entre ces deux équations, on obtient la rela* tion entre les forces P et F :
Pr C08Î — fslni
2F6~sint+/'cos»*
Remplaçons f par tang^, et multiplions haut et bas par cos 9 ; il vient
Les forces P et F étant toutes deux positives, la cotangente de Tangle t + 9 est également positive, et par suite l'arc i+?
est inférieur à ^.
On a donc
On remarquera que la formule obtenue est celle du glissement sur un plan incliné (§ 282), lorsqu'on emploie une force horizontale 2Ffr à faire monter un poids Pr le long de la ligne de plus grande pente.
295. Supposons que le mouvement de la vis s'opère en sens contraire, c'est-à-dire que, malgré l'action du couple 2Fb, la vis remonte dans son écrou sous une pression égale à P exercée de bas en haut à son extrémité. Pour passer du premier cas au second, il suffit de changer 9 en — f , carie frottement change de sens. On aura donc
D'où Ton conclut t > 9, pour que les forces F et P soient encore positives.
Pour que les deux mouvements soient également possibles, il faut qu'on ail
ce qui suppose ç< 7-
PRESSE A TIS
296. Lorsque i<9, si Ton supprime le couple moteur 2Fft, la réaction P du corps comprimé ne pourra produire le mouvement de la ids. Pour une petite valeur de l'angle i, on pouiTa donc faire tourner la vis et développer la pression P au moyen du couple des forces F, mais la réaction du corps pressé sur la vis ne produisant pas la rotation inverse, la pression exercée sur le corps se conservera sans altération, même après suppression du couple moteur. C'est sur ce principe qu'est fondée la presse à vis.
RENDEUENT DE LA VIS
297. On appelle rendement d'une machine le rapport du travail utile au travail moteur. Le travail utile, dans le mouvement descendant de la vis, est Pft pour un tour entier, puisque la vb avance d'un pas. Le travail moteur est le produit du moment 2Fb par Tare 2ic, qui correspond à un tour complet; le rendement est donc
Le rapport g— est égal à tangi, et le rendement est en définitive égal à r- — ,r y II s'annule pour t = 0 et pour
HT
i= ^ — f . Donc entre ces deux limites il y a une valeur de t
qui le rend maximum. Pour trouver cette valeur, on peut
prendre la dérivée de la fonction , j^. — ? et Tégaleràzéro.
tang{i + 9) ^
On peut aussi recourir au raisonnement suivant.
Soit
tangt
. ■ asm; tang(t + f)
m sera un nombre positif et plus petit que l'unité. Rempla*
GI
ËQU1UBP.E DE lA VIS.
sini ^ . ,. V sin (i-+-ç) çons tang. par — ., et tang(. + y) par ^^^^J
; il Tient
et par suite
sin i C08 (t -h f) m
cos i sin (i -h y) 1 *
cos t sin li 4- y) 4- sin t cos (t -4- y) sin (2t + y) _ i + m
cos t sin (i -h y; — sintco&(t-+-y) "" siny ~"i— m'
Le maximum de m coiTespond au maximum de 1 +mct
au minimum de i — m ; donc il correspond au maximum
, , « .. 1-f-m j 1 r .. sin(2i-i-?)
de la fraction i , ou de la fonclion -. ^. ou
1 — m sm 9 '
enfin du numérateur, sin(2i+9), qui seul est variable; le maximum cherché correspond par conséquent à 2i + 9=3
..TCO
OU à » = 4-|-
Cette condition, qui améliore le rendement, ne peut être
adoptée dans la presse à vis. Car en général Tangle f est
10* égal à 10*; il en résulterait t = 45* 5-=: 40*, tandis qu'il
faut que i < lO"", pour que la vis ne puisse se desserrer.
DU FKOTTEIIEKT DANS LES EKGREKAtiES.
Soient 0, (y, deux arbres tournants parallèles, entre
lesquels un engrenage établit une transmission de mouvement.
Soient OA et O'A les rayons des circonférences primitives, et BE, CD, les profils en prise au poifilP. La droite AP est normale à la fois aux deux courbes BE, CD (I, § 215). Appliquons en m, tangentiellement à la circonférence primitive OA , une force F agissant dans le sens du mouvement, et en m', tangentiellement à la
FROTTEMENT DAKS LES ENGBENAGGS. 4fK
cil conférence O'A, une force résistante F', Proposons-nous de chercher les conditions d'équilibre des forces f et F', en tenant compte du frottement qui se produit en P, lorsque les deux profils sont sur le point de glisser l'un sur l'autre.
La réaction mutuelle des solides en contact au point P peut se décomposer en deux forces; l'une normale, l'autre tangentielle aux profils; cette dernière force est le frottement. Soit H la réaction normale de la roue CK sur la roue 0 ; le frottement sera égal à /H, et sera dirigé en sens contraire du mouvement Les forces H' et /H\ respectivement égales et contraires aux forces H et fH, seront les réactions de la roue 0 sur la roucO*. On peut remarquer que le frottement fW subi par la roue 0' agit dans le sens du mouvement.
La roue 0 est en équilibre sous l'action des forces F, D, /H, et des réactions de Taxe 0; l'équation d'équilibre s'exprimera en égalant à zéro la somme des moments de ces forces par rapport à Taxe; oo aura donc, en abaissant du point 0, sur les directions de H et de /II, les perpendiculaires OK, 01 :
Px0iii = Hx0K4-/'Hx0I.
De même, en abaissant du point 0' sur les directions de H' et de fW les perpendiculaires OT, 01' :
H' X O'K' + ^fl' X OT = F' X O'iii'.
Or H' et H sont des forces égales. Multipliant membre à membre, et supprimant le facteur commun H, il vient pour l'équation d'équilibre
PXOmXlO'K' + /xO1') = P'XO^'Xl0K + ^X0n.
Donc
p OK-h^xOI^^ OW
T'"^ Ow ^ ôïïF+TxôT'* Soit
OA = R s=Om,
angle O'AP s= «,
AP=p.
Faisons enfin
/«tangf.
u. — afc. GouMiiai. 80
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Nous pourrons remplacer OK par R siu a, 01, qui est égal à AK+AP, par Rcosa-f-p, O'K' par R'sina, et OT par R'cosa — p; il viendra
F _ RsinaH-tangy(Rc(»«-hp) R[
p— H R'sin«-+-iangy(R'cos*— p)
sina + tan^f cosa+g-tangf sin (« + 5>) + ^ sin 9 sina + tangy cosa — l^tan^f 8in(a + f)— £,siny
ou encore, en considérait, au lieu des forces P et F, les moments de ces forces par rapport aux axes 0 et 0",
FR R sin (a + y) -^ y sin g
F'R' "~ H'siii (« -h f ) — p sin f *
Si le frottement était nul, on ferait 9 = 0 et la relation se réduirait à F = F'.
L'équation générale ne contenant que les moments des
forces par rapport aux axes, on peut substituer aux forces P
et F', tangentes aux circonférences primitives, d'autres forces
ayant des moments égaux.
F On voit que le rapport ^, est toujours un nombre fini, assez
voisin de l'unité, lorsque la dent^ DE, de la roue menante pousse le profil du creux, CD, de la roue menée, et lorsque la distance AP n'est pas trop grande. En effet, la réaction totale développée au point P est la résultante. S, des forces H et /H pour la roue 0, et la résultante S' des forces H' et fW pour la roue O'. La direction SS' fait avec la normale commune HH' un angle égal à Tanglc du frottement; or la direction HH'fait généralement avec la ligne des centres OO' un angle assez voisin de l'angle droit, 75* par exemple {I, g 231, T); il en résulte que la direction SS' est sensiblement perpendiculaire à 00'; il est toujours possible de trouver pour une , telle direction, pourvu qu'elle passe suffisamment prés du point A, la valeur des forces S qui font équilibre aux forces données F et F'.
299. 11 en serait autrement si c'était la roue O' qui menât la roue 0, le creux CD poussant la dent BE. Dans ce cas, les
Digitizi
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frottements changeraient de sens et, par suite, la réaction totale, au lieu de se rapprocher de la direction perpendiculaire à 00', se rapprocherait de la ligne des centres, et pourrait passer par le point 0 ou même au delà de ce point. Dans ce cas, la transmission ne serait plus possible et un arc-boutement se produirait.
La figure 283 rend compte de ce cas particulier.
La force F' est mouvante, et la force F résistante. Dans le mouvement commun des deux roues, le point de contact P des deux profils en prise se déplace le long des arcs PB, PC , et parcourt dans un même ^.^ ^^
temps des espaces inégaux le long de ces arcs; il est facile de voir qu'il parcourt un plus grand espace sur l'arc PB que sur l'arc PC, de sorte que le glissement mutuel tend à ralentir la roue OA qui porte la dent, et à accélérer le mouvement de la roue O'A qui porte le creux. Le frottement subi par celte seconde roue est donc moteur, et dirigé dans le sens /H', tandis que l'autre roue subit un frottement résistant, dirigé dans le sens fR. Or la résultante des forces H et /H est une force PS qui passe par le centre 0 de la roue, et qui ne peut contribuer à équilibrer la force F. Dans ce cas, quelle que soit la force F' qu'on applique à la roue O'Â, cette force ne pourra déterminer la rotation de la roue 0, et elle aura pour unique effet de charger l'axe de cette roue.
L'arc-boutement peut donc se produire sans qu'il y ait de défauts dans la forme des profils, lorsque le contact entre les profik en prise commence à une trop grande distance en arriére de la ligne des centres. On a vu en cinématique {l 227) comment on évite ce danger par l'échanfreinement des dents.
La formule rend compte de cet effet; il sufQt d'y changer
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9 en — 9, pour exprimer que la direction du frottement a changé de sens. Elle devient alors
FR R8in[a — y) — pslrif
rR'^R'8in(a— 9)+psinf»'
F'R' est maintenant le couple moteur et FR le couple résistant. Ce dernier doit être nul lorsqu'on a Rsin(a — 9)=psin9. Il est facile de le vérifier : dans le triangle ÂOP, l'angle
AOP = O'AP — APO = «— ,»;
Rsin (a — <p) est la perpendiculaire abaissée du point A sur la direction OP, longueur égale aussi à
APsinAPOscpsiny.
Dans ce cas, le couple moteur F'R' appliqué à la roue 0' est impuissant à faire tourner le système.
TRAVAIL DU FROTTEMENT DAMS LES ENGRENAGES
300. Revenons au premier cas. Nous avons posé les deux équations
FxOmssHxOK-h/UxOI, H X O'K' 4- fil X OT = F' X O'm'.
On peut les écrire, en résolvant par rapport à F et F' :
K=.Hx21L!l^ = H(8in« + rco»« + &), F' = H ^sin a + fcos « — ^,)-
Cette dernière se déduit de la précédente en changeant y en— p, etRenR'.
Retranchant, il viendra
S'il n'y avait pas de frottement, on aurait F=F. le firoltement développé dans l'engrenage équivaut donc à une force F — F', appliquée tangentiellement à l'une des ciitK)nférence8
DANS LES ENGRENAGES
primitives, et la valeur de celte force est D/*p ( ô + g; )'
Pour avoir le travail du frottement correspondant à un arc ds décrit par les circonférences primitives, il suffira de multiplier par ds ; on aura
et pour avoir le travail total correspondant à un déplacement fini, d'un pas par exemple, on fera l'intégrale de cette expression entre les limites 0 et a, en désignant par a l'étendue du pas. Le travail du frottement pour un pas est donc
•'f-' fy''{K+fi^'^-
L'intégrale s'obtient approximativement parla méthode suivante. Observons que la longueur ÂP = p est sensiblement égale à l'arc AB =«, lorsque le point de contact F est sufBsamment prés de la ligne des centres. De plus la réaction mutuelle H est sensiblement égale à la résistance F'. En effet, en négligeant le terme en p dans Téquation
il vient
cos^
L'angle 9 a une petite valeur dans un engrenage bien graisséf et a + 9 est voisin de l'angle droit ; donc le rapport
— ' ^ est voism de 1 unité.
COS
Remplaçons, sous le signe /, p par < et H par P; il viendra pour le travail du frottement
Hais Fa est le travail de la résistance F' pour un déplace»
AT PBoncœn
ment égal à on pas : c'est le travail nlile; r^résentoos-le
par T.. La fommle devient alors
Sous cette forme l'équation peut s'appliquer à un nombre qudconque de pas. On peut y introduire les nombres de dents, au lieu des rayons et du pas; car n et n' étant les nombres des dents de chaque roue, on a
Donc La formule définitive du travail du frottement est
Tr=.AT.(J+î;).
Le travail moteur total T. surpasse le travail utile du tra'vail du frottement, et Ton a
T, = T.+Tr.
ou bien
Le rendement ^ est exprimé par la fraction
fFD
n est d'autant plus près de Tunitë que les nombres de dents n et n' sont plus grands. De là Tavantage qu'il y a à augmenter le nombre de dents des roues.
301. La même formule s'applique approximativement au cas où il y aurait à la fois deux paires de dents en prise. Appelons H et H' les réactions normales aux points de contact des deux paires de dents, p et p' les distances de ces points au point A ; appelons enfin ds Tare infiniment petit décrit dans
DANS LES ENGRENAGES
le même temps par chaque circonférence primitive. «Le travail élémentaire du frottement sera encore
^'*(5+ff')+/'«'''*(6+5>)'
et appelant a la longueur du pas, le travail pour un pas sera rintégrale
Les réactions H et H' sont variables : mais on peut les faire sortir des signes / en leur attribuant une valeur moyenne. On est ramené à intégrer pds et p'ds; si Ton fait p = 8^(m devra faire ]/=a— <, car la sommep+p' est sensiblement égale au pas a.
Donc
Jo Jo Jo
La somme H + H' est égale en moyenne à la résistance P; on retrouve en définitive pour le travail du frottement dans cette hypothèse
ou bien
Tr=T.xA.(-;+i)=T.x,/(i-Hi).
formule déjà obtenue pour le cas où il n'y aurait qu'une paire de dents en prise.
502. La même formule convient encore aux engrenages intérieurs; il sufQt d'y changer le signe de l'un des rayons, ce qui revient à changer le signe du nombre de dents correspondant. On a alors
et
472 FROnSHENT
FBOTTEMEKT DANS LES ENGBEHAGBS CONIQUES.
303. Mous avons supposé que PeDgrenage était cylindrique. S'il était conique, la formule
serait encore approximativement vraie, en prenant pour R
et R' les rayons des circonrérences primitives que Ton obtient
en transformant l'engrenage conique en
j,^ T^ engrenage plan par la méthode de Tred-
^çr--'^^^^^^ gold (I, 8 235).
l \ ^^\J^ Soient SO, S0% les axes des deux cônes
\ \ y^^St^ tangents suivant la génératrice SM ; a et a \ y^^J les demi-angles au centre de ces cônes. Au
p' A^ point M élevons sur SM une perpendîcu-
laire jusqu'à la rencontre des axes SO et '^' se aux pointe! et T. Nous aurons TM=R
et T'M=R'. Soient MO=r, 140'=/, les rayons des circonférences moyennes des roues dentées. On pourra exprimer R et R' en fonction de r et r' et des angles a et a'. On a en elTet
COSa COSte'
Cette formule peut se simplifier. Remplaçons
COSg COSa^
par la racine carrée de son carré, ou par
/cas* g COS*« gcOSarCOSflt^
V "ï^ r^ rr*
Puis remplaçons cos* a par 1— sin*a, cos"«' par 1— sîrfo/t et cos (X C03 d' par
COS0S
rr*
en appelant n et n' les nombres de dents des deux roues, on peut écrire
îr-V«\/^.+^
^COSCbl/
nn'
ÉQUILIBRE DE LA yiS SANS FIN.
304. Soit CD (Hg. 285) Taxe de la vis sans fin, supposé Tertical, et projeté sur un plan vertical; G^ la projection de cet axe sur un plan vertical perpendiculaire au premier; C' la projection de Taxe sur le plan horizontal.
SoitO la projection de Taxe de la roue sur le premier plan; OA la circonférence primitive; EF une portion du profil des dents, contenue dans le plan G(y mené par Taxe de la vis perpendiculairement à Taxe de la roue. La courbe EF est une développante de cercle , et le point de contact avec la vis se trouve toujours sur la génératrice AB; H6F est la projectioa de rhëlice tracée sur la surface du cylindre primitif de la vis (I, g 238).
Nous supposerons la roue infiniment mince et contenue dans le plan C'CK.
474 ËQUILIDRE
Soit P la puissance appliquée tangentiellement à la circon* férence primitive de la roue, et Q la rësistancei appliquée tangentiellement au cylindre primitif de la vis, dans un plan normal à son axe. Admettons que le mouvement soit sur le point de se produire dans le sens des flèches, c'est-à-dire dans le sens de la puissance P.
Kg. 285
Pour trouver la direction du frottement mutuel au point F, donnons au système un mouvement inflniment petit; le point F appartenant à la vis décrira un élément FF' situé sur la surface du cylindre primitif, et qu'on peut regarder comme contenu dans le plan tangent à cette surface suivant la génératrice AB. Quant au point F appartenant à la roue , il reçoit un déplacement FF" contenu dans le plan de la roue et normal à OF. Cet élément est en dehors du plan tangent au cylindre toutes les fois que le point F ne coïncide pas avec le point A. Cependant, comme le pas de Tengrenage de la roue est très petit, on peut par approxima* tion traiter l'angle FOA comme un angle infiniment petit, et admettre que le point F*^ reste dans le plan tangent au cylindre suivant la génératrice AB. La droite FF' est la direction du
ng. Î86.
DB U VIS SANS FO
glissement relatif. La simplification adoptée revient à admettre que le glissement relatif est tout entier contenu dans le plan tangent. Tout se passe alors comme si la dent de la rone glissait le long des hélices de la surface de la vis, de la même manière qu'un corps solide glisse le long de la ligne de plus grande pente d'un plan incliné. ' Les réactions mutuelles des deux corps en contact au point F peuvent se décomposer cliacune en deux forces, Tune N« normale aux surfaces en contact, Pautre /Tf, égale au frottement et dirigée en sens contraire du glissement relatif. Les frottements seront, conformément à notre hypothèse, dirigés dans le plan tangent au cylindre, tangentiellement à Thélice GT. De ces forces égales deux à deux, les forces qui agissent sur la roue sont les forces N et /T4, et les forces qui agissent sur la vis sont N^ et fN^. L'angle i que fait la normale à l'hélicoide avec l'axe CD' est donné par la formule
tangt = -.
en appelant h le pas de Thélice et r le rayon C'A' du cylindre primitif. On exprimera les conditions d'équilibre en écrivant pour chaque corps l'équation des moments par rapport à Taxe autour duquel il tourne. On aura pour la roue
(N cosi H- fH 8in t) R = PR,
ou bien
P = N(co8i-h/'8int),
et de même pour la vis
Q = N (sin t — fcùBi).
D'où l'on tire, en éliminant N et en faisant f= tang 9,
0 sini^/^sint sm(i — f) "^ ^'
Pour passer de là au rapport du travail moteur T. au travail utile T., appelons a> et iù' les vitesses angulaires de la roue et de la vis; r le rayon C'A' du cylindre, et R le rayon AO de la roue. Pour un déplacement de la roue égal au pas de Thé-
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lice la vis fait un tour entier; le déplacement angulaire de la roue est 5 et celui de la vis est 2ic. On a donc
Les déplacements linéaires des points d'application des forces P et Q, déplacements qui s'opèrent dans la direction même
de ces forces, sont entre eux dans le rapport -7- > ou dans le
rapport
AR A
Le rapport des travaux T. et T. s'obtiendra en multipliant le rapport des forces par le rapport des déplacements, c'està-dire cotang (i — 9) par tang i :
et Ton a pour le rendement
T,_tang(»-y) Ts UDgt
Le maximum du rendement correspond à la valeur de t pour laquelle la fraction — j — ^—^ est la plus grande possible. Or nous savons (§297) que le maximum de j j^TT)
a lieu quand 2i'H-ç= ?■ Le maximum de — ^ — r-^ aura ^ ^2 tangi
donc lieu lorsque
ce qui donne
Pour que la vis puisse tourner sous la pression de la roue, il faut que la puissance P soit positive, ou que î>f.
DE U YIS SANS FIN
Supposons en second lieu que la vis conduise la roue; la puissance est alors la force Q, et la résistance la force P. De plus, le frottement change de sens, et il faudra dans la formule changer f en — /*, ou 9 en •— 9 ; on aura donc
^ = cotang(t+f), ou p = tang(t+ç>).
et le rendement sera exprimé par la fraction , r^^ — -,
^ ^ lang(t-h(p)
dont le maximum a lieu pour i = j — h* Pour que la vis
puisse conduire la roue, il faut que i+9 soit <^.
En résumé, Tengrenage de la vis sans fin présente les cas suivants :
!<" La roue peut conduire la vis lorsque î > 9, et le rendement maximum a lieu pour 1=7 +|.
2* La vis peut conduire la roue lorsque i < ^ — 9, et le rendement maximum a lieu pour i= j — I .
3"* L'engrenage est réciproque quand i est compris entre 9
et 5-9.
4* La roue peut conduire la vis, sans réciprocité, quand
t>2-9- S"" La vis peut conduire la roue, sans réciprocité, quand
Mais on ne doit pas oublier que cette théorie est fondée sur une hypothèse peu exacte. Elle n'est qu'approximative.
L'engrenage hélicoïdal est analogue & la vis sans fin
Vengrenage sans frottement de White ne mérite pas complu tement son nom. Les deux roues tournent autour d'axes parallèles. Leur mouvement relatif est donc une rotation autour de la génërairice commune aux deux cylindres primitifs. Cette rotation élémentaire peut se décomposer en deux autres, l'une autour d'une droite contenue dans le plan tangent, et menée tangentiellement à la dent de l'engrenage; l'autre, autour d'une droite également contenue dans le plan tangent, mais normale à la surface de la dent.
La première rotation s'opérani autour d'une droite du plan tangent commun aux deux dents en contact, ne donne lieu à aucun frottement ; mais la seconde, normale à ce plan tangent, produit un pivotement analogue à la rotation d'un arbre vertical tournant sur une crapaudine ; il en résulte un travail du frottement sur toute la région du contact (g 279). Ce travail n'est négligeable que dans les engrenages soumis à de très petites forces, parce qu'alors la surface de contact créée par le tassem^ent des matières est extrêmement petite.
Dans Vengrenage hyperboloîde^ il y a la fois rotation relative des surfaces autour de la génératrice de contact et glissement le long de cette génératrice. Le premier mouvement relatif ne produit aucun travail appréciable lorsque les dents sont suffisamment nombreuses ; mais le glissement longitudinal entraîne un travail du frottement.
EMBRAYAGE A CÔNB DB FRICHOZI.
306. Le frottement peut être employé pour transmettre le mouvement de rotation d'un arbre 0 à un arbre (f situé en prolongement du premier.
A CONE DE FRICTION.
Sur le premier arbre on monte un coin A de forme conique, qui est susceptible de recevoir des déplacements parallèles à Taxe 0 , et qu'on manœuvre à Taide d'une fourche. Une clavette C assure l'entraînement du cdne quand Tarbre reçoit un mouvement de rotation.
L'arbre 0' porle un renflement B, dans lequel on ménage une cavité présentant exactement la forme du cône A, de sorte que Ton peut, en se servant de la fourche, faire pénétrer le cône A dans le creux de l'arbre B.
Si les arbres 0 et 0' élaient en repos, la pression exercée sur le cône A par la fourche produirait dans le creux de l'autre arbre Teffet d'un coin, et le frottement mutuel des parties en contact serait dirigé suivant les génératrices du cône, puisque c'est dans cette direction que l'enfoncement tend à s*opërer. Mais lorsque Tarbre 0 tourne en entraînant l'arbre (y, la tendance au glissement du système B sur le système A n'est plus dirigée suivant les génératrices du cône ; elle est dirigée suivant les sections circulaires de ce cône, à angle droit sur sa direction primitive. Les frottements prennent cette nouvelle direction. Cherchons dans celte hypothèse une limite
de l'effort utile transmis de
l'arbre 0 à l'arbre 0'.
Soit N une des réactions normales du cône creux sur le cône plein, en un point de la ligne moyenne I de ce second cône. Appelons i langle delà génératrice mnp avec Taxe 00'. Les frottements étant normaux à Taxe, nous n'avons pas à en tenir compte en projection sur 00'.
Soit P la pression exercée par la fourche. L'équilibre du cône A exigera qu'on ait l'équation
p = SN sint =r sins SN.
Le frottement correspondant à la pression normale N a pour limite supérieure /N, et son moment par rapport ù l'axe O'
plJL
Fig. «87.
a pour limite /Tlxr; en désignant par r le rayon moyen du cône, IR. La somme des moments de tous ces frottements par rapport à Taxe a donc pour limite supérieure
ou bien
8int
Si l'arbre 0' a à vaincre un couple résistant Qg, la puissance pourra être appliquée à l'arbre 0, moyennant qu'on exerce sur le cône à Taide de la foui'che A une pression P satisfaisant à Tinégalitë
ce qui donne pour limite inférieure de P,
La force P peut être réduite à volonté en augmentant le coefficient du frottement, le rayon moyen du cOne de friction, et en diminuant Tanglei. Pour une valeur suffisamment petite de i, et des valeurs suffisamment grandes de /* et de r. on pourra donc réaliser Tembrayage avec une force P insignifiante.
BÊStSTANCS AU ROULEHCITT.
507. La résistance au roulement j appelée aussi, mais improprement, frottement de roulement ou frottement du secondordre^ est un résultat de la déformation qui se produit toujours au contact du corps roulant et de la surface sur laquelle il se meut. Cette déformation suit le point ou Tarête de contact des deux systèmes matériels, s'effaçant en partie aux points pour lesquels le contact a cessé. Si, par exemple, le cylindre 0 se meut dans le sens de la flèche /*, en roulant sur le plan MM' autour de Tarête géométrique projetée en A, le contact du
Fig. 28a.
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cylindre avec le plan, au lieu d'être, comme on le suppose en géométrie , concentré sur une ligne sans épaisseur, s'étend à une surface de largeur finie, AB, située tout entière en avant du point de contact géométrique A, dans le sens où le mouvement du cylindre tend à comprimer le terrain sur lequel il roule; en arrière du point A, le plan ne conserve qu'une partie du tassement qu'il avait éprouvé au moment du passage du cylindre, de sorte que le contact n'a plus lieu de ce côté. C'est ainsi que le passage d'une roue de voiture sur une route empierrée laisse une trace visible, qui se forme en avant du point de contact géométrique de la roue et du sol par la compression des matériaux de la chaussée.
La réaction du plan MM' sur le cylindre, résultante des pressions développées de A en B, passe en un point C situé un peu en avant du point A; elle se décompose d'ailleurs généralement en deux forces, l'une CN, normale, l'autre CT, parallèle au plan; cette dernière représente le frollement de glissement. Pour tenir compte de la résistance au roulement, il suffit de faire passer la réaction normale CN à une distance 8, toujours très petite, en avant du point A.
Cette quantité 8 a été déterminée par les expériences de Coulomb, confiranées depuis par celles de Morin. Elle dépend de la nature des corps en contact, et est indépendante du rayon du cylindre. Cette loi n'est pas d'une vérité absolue ; car la distance 8 est nécessairement plus petite que le rayon du cylindre, et par suite 8 doit diminuer quand le rayon diminue lui-même. Dupuit a proposé une nouvelle loi qui satisferait à cette condition, et d'après laquelle 8 serait proportionnel à la racine carrée du rayon. Mais toutes les fois que les corps en contact ont une dureté assez grande, et que le rayon du cylindre n'est pas très petit, la loi de Coulomb parait plus voisine de la réalité que la loi de Dupuit.
n. — ■#.€. COLUGKO]!.
SI
RESISTAKGB
Fig. 289.
308. Les expériences de Coulomb consistaient à faire rouler un cylindre de bois dur, de gaîac ou d'orme, sur un madrier de chêne.
Soit MM' le plan de roulement ; AB la région du contact ;
C le point d'application de la résultante des pressions développées sur cette région ;
N et T les composantes, normale et tangentielle, de la résultante des pressions ;
F une force appliquée au point D du diamètre AO ;
DH=X et DL = Y les composantes de cette force suivant une normale au plan et une parallèle ; P le poids du cylindre.
Ëcrivons les trois équations d'équilibre des forces appliquées au rouleau. Nous aurons
et, prenant les moments par rapport au point A, et appelant AD = ft,
Nous négligeons dans celte équation le moment de la force T par rapport au point A, parce que la distance de celle force au point A est extrêmement petite.
La force T est le frottement de glissement du rouleau sur le plan MM'. Pour qu'il y ait roulement et non glissement, il iaut et il suffit que l'on ait
T<(P^.Y)/; ou
Des deux dernières équalions on lire
XA=(P-i.Y)a,
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et par suite i = p— y • On peut donc calculer i si Ton connaît
les forces X, Y, P, et la distance h.
n est rare qu'on ait à tenir compte de la résistance au roulement dans les applications, à cause de la petitesse de cette quantité 8.
Ainsi pour un cylindre de bois roulant sur du bois dur, les surfaces élant très bien dressées, 8 varie de 0",001 à 0'',0016.
Pour un cylindre de gaiac roulant sur un plan de chêne, Coulomb indique la valeur 8=0"',00048.
La quantité 3 augmente quand la rigidité du plan de roulement diminue. Les expériences sur le tirage des voitures ont donné pour une roue avec jante en fer roulant uniformément sur une chaussée empierrée, 3=:0'',015quand la chaussée est à l'état parfait d'entretien, 3=0,041 quand elle est à l'état moyen, et enfin 3=0,063 lorsque l'empierrement est neuf et non encore cylindre.
309. Proposons-nous de chercher le travail du roulement d'un cylindre sur un plan horizontal en supposant le mouvement uniforme.
Les forces P et Y, normales aux chemins décrits par leurs points d'application, ne produisent aucun travail.
U en est de même de la force T, car la rotation instantanée s'opère autour d'un point du plan de roulement voisin du point C, et la trajectoire du point C est sensiblement normale à la direction du frottement T.
Les forces X et N produisent seules du travail, et par suite le travail de Tune est égal, au signe près, au travail de l'autre. Le travail du roulement s'obtiendra donc en prenant avec le signe — le travail de la force X.
Si le centre 0 du rouleau avance d'une quantité dSy le point D
avance d'une quantité égale à ^ , en appelant R le rayon
du rouleau. Le travail de la force X est g X d«. Mais
Le travail du roulemenl s'exprime donc aussi par
ce résultat est évident, car N3 est le moment de la force N par
ds rapport au point A, et -^ est Tangle infiniment petit dont
tourne le cylindre autour de Farète A quand le centre avance de la quantité ds.
Le travail résistant qui correspond au roulement contient en facteur cette quantité 8. On voit qu'il y a avantage à la réduire le plus possible, ce qui revient à employer des matières dures pour la fabrication des pièces qui doivent rouler les unes sur les autres.
TRANSPORT HORIZONTAL DES FARDEAUX. MADRIER ROULAKT SUR DECX CYLINDRES ÉGAUX.
310. SoitMM'un plan horizontal ; 0 et 0' sont deux rouleaux égaux et composés de la même matière; leur rayon corn* mun est r, et la distance
N, /^ r^Nv N*i
de leurs centres est ails pèsent chacun p kilogrammes.
Un madrier CD, d'épaisseur c , est posé sur les deux rouleaux et porte un fardeau dontle poids estP.
On connaît la distance x de la verticale du centre de gravité 6 du fardeau, y compris le poids du madrier, au centre 0 de l'un des deux cylindres.
Pour obtenir le roulement uniforme des cylindres el le
déplacement du madrier dans le sens CD, on applique une
force Q au milieu de Tépaisseur du madrier. On demande la
condition pour que le mouvement soit uniforme.
La réaction du sol sur le rouleau 0 passe en un point a
Fig. «90.
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situé à la distance Aa=S en avant du point de contact géométrique du cercle et de la droite MM'; elle se décompose en deux forces, Tune N normale au plan MM', l'autre F, parallèle.
De môme si l'on prend la longueur AV=8 en avant du point A.\ le point a' sera le point de passage de la réaction du sol sur le rouleau 0'; cette réaction se décompose en deux forces, l'une N' normale, Tautre F parallèle au plan MM'.
Le madrier roule sur les cylindres en B et B' ; pour tenir compte de la résistance au roulement, il suffit de prendre, en arrière des points B et B', des quantités Bp = B'P' =8', valeur correspondante au roulement de bois sur bois. Les réactions développées aux points B et B' se décomposent chacune en deux forces, que nous appellerons N^ et P^ pour le rouleau 0, N/ et F/ pour le rbuleau 0'.
Ces réactions, changées de sens, sont les forces exercées par les rouleaux sur le madrier.
Nous avons pris les points ^' et ^ en arriére des contacts géométriques B et B', parce qu'en ef ret, dans le mouvement relatif des rouleaux par rapport au madrier, les rouleaux s'avancent vers la gauche de la figure.
Écrivons les équations d'équilibre des trois solides constituant le système, savoir les deux rouleaux et le madrier; nous obtiendrons les neuf équations suivantes :
rouleau 0
rouleau 0'
madrier
F, X ir =m+ N,j'. j "»"'«'*» ?•'■ "PPO"
' ( au point A.
2 1 au point p.
Dans la dernière équation, on néglige ^ vis-à-vis de x dans l'expression du moment de la force P.
Les données sont 8, y, a, c, et le poids P. Les inconnues sont N, Nj, N', N/, F, F, F„ F/ et Q. Les neuf équations permettent de déterminer ces inconnues en fonclion des données et de la distance x, laquelle varie à chaque instant à mesure que le roulement s*opère; il est facile en effet de reconnaître que le déplacement du madrier est double du déplacement des centres 0 et 0' des cylindres. Cette circonstance exige que Ton ait au moins trois rouleaux pour employer ce mode de transport; au bout d'un certain pa^ cours, le madrier abandonne le dernier rouleau, que l'on reporte en tête, sous la partie du madrier amenée en porle-àfaux par le mouvement.
Pour résoudre les équations, et trouver le rapport de la
force Q à la force P, -nous les simplifierons en effaçant le
poids p du rouleau, qui est toujours très petit par rapport aux
forces N, N', et en supprimant aussi le terme Q x «t ce qui
revient à supposer le madrier sans épaisseur. On a alors N=N4, N'=Np et par suite
F -F-îiii±i2
Donc
et enfin
* tr
(Nh-N')(î-|-oV)
rapport indépendant de la quantité variable x^
Le déplacement du madrier étant double du déplacement des rouleaux, si Ton appelle (b Pespace décrit par le centre 0,
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l'espace décrit dans le même temps par le madrier sera ^dsy et le travail moteur sera
Si le fardeau P avait glissé sur le sol, le coefficient du frottement étanl fj le travail à dépenser eût été 2Pfds. L'emploi des rouleaux a donc réduit le travail à produire
dans le rapport de à 2/*, ou de -^j- à l'unité ; ce nom-
bre est très petit, puisque ^- et 5- sont de très petites fractions, beaucoup moindres que le coefficient de frottement /.
Les forces F, F^, N, N^... varient avec la distance x. On peut vérifier que F, F^... sont respectivement inférieurs aux produits /N, /'^Np... de sorte que les frottements des rouleaux sur le sol ou sous le madrier sont inférieurs à leurs valeurs limites; c'est pour cela qu'il y a roulement, et non glissement des solides en contact.
311. La solution géométrique du problème est facile, quand on s'en tient au même degré d'approximation, c'est-à-dire quand on néglige le poids p des rouleaux. La résultante des forces N^ et F^ (ait équilibre sur le premier rouleau à la résultante des forces N et F , par suite leur direction commune est la droite a^. De même la direction commune
A' oc
des réactions totales aux points a' et 3' sur le second rouleau est la droite a'^'. Ces deux droites sont parallèles.
La résultante S des forces P et Q appliquées au madrier est tenue en équilibre par les deux réactions parallèles R et R' des rouleaux, appliquées en ^ et 3', dans le prolongement des droites o^, a'f/. Donc S est parallèle à R et à R'.
Il faut pour l'équilibre que IS soit parallèle à a^ ; or Tin*
clinaison de a3 sur la verticale AB est sensiblement égale à —s — ; donc on doit avoir
condition que nous avions obtenue.
On achèvera la solution, cette condition une fois remplie, en décomposant la force S, résultante de P et Q, suivant les directions données a0 et a!^'.
312. Nous n'avons pas déterminé le rendemetit de ce système; ce mot n'a pas de sens ici, parce que le travail utile n'est pas défini. Jusqu'à présent, nous avons pris pour travail utile un travail qu^on ne puisse ni supprimer ni même réduire au delà de toutes limites ; tel est en général le travail de la pesanteur. Or, dans ce problème, la pesanteur ne produit aucun travail, puisque le centre de gravité du système ne change pas de hauteur. Le travail utile ainsi défini serait nul, et le rendement égal à zéro.
Le travail du transport horizontal des fardeaux provient entièrement en effet des résistances passives, et on peut le réduire autant qu'on le voudra par remploi de moyens de transport de plus en plus perfectionnés. Ainsi la résistance à la traction à faible vitesse est moindre sur un chemin de fer que sur une route, et moindre encore sur un canal que sur un chemin de fer.
ÉQUILIBRE DE LA BROUETTE
313. La brouette porte, par son extrémité antérieure, sur une roue qui est destinée à rouler sur le sol ; à l'autre extrémité, elle est terminée par des manches que l'ouvrier rouleur tient dans ses mains et pousse en avant. Le rouleur porte ainsi une partie de la charge contenue dans la caisse de la brouette, et de plus il développe un travail moteur pour feire
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avancer la brouette le long du chemin qu'il doit lui faire parcourir.
Cherchons les conditions d'équilibre de l'appareil, lorsque l'ouvrier gravit une rampe d'un mouvement uniforme.
Soit SS' le profil de la rampe;
OB la roue de la brouette ;
B le point de contact géométrique de la roue avec le sol;
C le point de contact réel, reporté un peu en avant, à la distance 8, pour tenir comple de la résistance au roulement;
AO les longerons de la brouette ;
A le point que tient Touvrier routeur et auquel il applique une force F ;
G le centre de gravité, et P le poids de la brouette, y compris la charge qu'elle contient, mais non compris la roue;
P le poids de la roue, qu'on peut supposer appliqué en son centre 0 ;
G' le centre de gravité des poids P et P', et Q , le poids total, P 4- P, du système.
La réaction du sol sur la roue passe par hypothèse au point C ; on peut donc la représenter par une droite CL, dont la direction et la grandeur restent encore à déterminer. La force CL, composée avec le poids G'Q, doit être égale et contraire à la force AF, mais cette force AF est elle-même inconnue en direction et en grandeur, et on ne connaît jusqu'ici que son point d'application A.
Pour achever de déterminer les inconnues, nous chercherons séparément les conditions d'équilibre du corps de la brouette et de la roue. Ces deux systèmes sont en contact sur une arête des tourillons de la roue, et là, comme il y a glissement de l'un des systèmes sur Tautre, la réaction mutuelle des deux systèmes fait avec la normale commune aux surfaces frottan-
tes, en sens contraire du mouvement relatif, un angle égal à Tangle 9 du frottement. Nous supposerons les tourillons de la roue mobiles dans Tœil du longeron.
Soit OE le tourillon (fig. 293), et E son point de contact avec i œil; la roue tournant dans le sens de la flèche f, la réaction subie par la roue de la part du longeron a pour direction une droite ER qui fait avec la normale EO un angle OER = 9. La réaction de la roue sur le corps de la brouette est une force R\ égale et contraire à la force R. Abaissons du point 0 une perpendiculaire 01 sur la direction commune des forces R, R', On connaît dans le triangle rectangle OIE l'angle E, égal à l'angle du frottement, et l'hypoténuse OE, égale au rayon du tourillon. Donc on peut construire ce triangle, et en déduire la longueur du côté 01. Si du point 0 comme centre, avec cette longueur pour rayon, on décrit un cercle, la direction commune des réactions mutuelles R, R' de la roue et du corps de la brouette est une tangente à ce cercle (fig. 294). On sait de plus que la force R' fait équi-
Fig. «93.
libre aux forces GP et AF, tandis que la force R fait équilibre aux forces OP' et CL; ce qui exige que les trois droites RR'i GP, AF, concourent en un même point M, et que les trois droites RR', CL, OP' concourent aussi en un même point N. Les droites GP, OP' sont connues de position ; quant aux
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droites AF, CL, on n'en connaît qu'un point, A et C; enfin pour la droite RR', on sait seulement qu'elle est tangente à un cercle donné décrit du point 0 comme centre avec 01 pour rayon.
Le problème est ramené à tracer par des points donnés A et G deux droites AF, CL, se coupant sur une droite donnée G'Q, et telles qu'en joignant les points M et H où ces droites coupent respectivement les droites données GP, OF, la droite MH soit tangente au cercle donné 01.
Supposons le problème résolu ; joignons les points donnés A et C, et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre en D avec la droite MH. Soient m, n, h, les points où les droites données GP, G'Q, OP, rencontrent la droite AC. Le triangle ANC coupé par la transversale rectiligne MHD, donne la relation (g 35)
Le rapporter^ est égal à — , à cause des parallèles MF,
NQ ; de même ^j^ = ^ ; ces rapports sont connus. La relation précédente foit connaître le rapport
PC _ m» X AC DA^AmXwA*
eiy par suite, définit la position du point D sur le prolongement de AC. Il suffira de mener par le point D une droite DM tangente au cercle donné 01. Cette droite sera la direction cherchée des réactions R, R', de la roue et du corps de la brouette.
Elle coupe les directions GP, OF, aux points M et H, qu'on joindra aux points A et C. La force P\ décomposée suivant les directions HC, HM, aura pour composantes la force R et la réaction CL du sol sur la roue. La force P, décomposée sui* vaut les directions MA, MD, aura pour composantes la réaction R, déjà connue, et Teffort AF que doit développer Touvrier.
On peut mener par le point D deux tangentes au cer* cle 01 ; mais ces deux tangentes ne donnent pas deux solutions du problème, car Tune, celle que nous avons tracée, correspond au cas où la brouette remonte la rampe , ce que nous avions admis, tandis que Tautre correspondrait au cas où la brouette serait déplacée en sens contraire et descendrait la pente : la force R doit toujours, en eflet, être dirigée en sens contraire de la rotation de la roue.
La solution peut être simplifiée et dégagée de tout calcul.
Soient SM% SN', SH', trois droites concourantes en un point S (fig. 295).
Plaçons deux triangles M'N'H^ MNH, de manière que leurs sommets soient respectivement sur ces trois droites, et déterminons les points A, C et D, où se coupent mutuellement les côtés correspondants MN et M'N% NH et N'fl', MH et M'H'. Ces trois points seront en ligne droite.
Fig. 295. Fig. 181'.
Enefiet, nous pouvons regarder la figure plane que nous venons de tracer comme la perspective d'un tétraèdre S H'H'N', qui serait coupé par un plan MHN; les points A, C et D, appartiennent à la fois au plan de la base M'H'N' et au plan MHN; donc ils sont situés sur, l'intersection de ces deux plans, et sont par conséquent en ligne droite.
Cela posé , il est facile de résoudre le problème suivant (fig. 296) : Étant donnés trois droites concourantes SH',
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SH', SN% deux points A et C, et un cercle 0, inscrire dans les trois droites, de manière qu'il ait ses sommets respectivement sur chacune d'elles, un triangle MHN, dont deux côtés NM, NH, passent par les points donnés , et le troisième MH soit tangent au cercle 0.
Prenons au hasard un point N' sur la droite SN', et joignons-le aux points A et C ; les droites N'A, N'C coupent en M' et H' les droites données SM', SW. Menons la droite AC, et cherchons le point D où elle rencontre la droite M'H' ; par ce point» menons une tangente DHM au cercle 0» puis joignons CH, AM ; ces droites se couperont en N sur la droite SF. Le triangle MHN satisfera aux conditions proposées.
Le cas particulier que nous avions à traiter suppose parallèles les droites données SH\ SH\ SW.
CHAPITRE II
ou POLYGONE FUNICULAIRE ET DES SYSTÈMES ARTICULES
ÉQUILIBRE d'un FIL.
314. Dans la mécanique rationnelle, on admet qu'un fil est un système matériel affectant la forme d'une ligne, c'est-àdire n'ayant ni largeur, ni épaisseur; le fil idéal est, en général, considéré comme inexteiisible et sans raideur j c'est-àdire que sa longueur est regardée comme invariable, quelles que soient les forces qui agissent sur lui pour l'étendre, et qu'on peut le courber, Tinfléchir, lui faire dessiner telle ligne quon voudra, courbe ou brisée , sans éprouver aucune l'ésistance. Les fils, les cordes, que l'on rencontre dans les applications, sont loin d'avoir ces propriétés; ils s'étendent sous laction des forces qu'on leur applique, ils ne peuvent être courbés sans effort , et la raideur s'y manifeste par la courbure qu'ils prennent aux environs des points où Ton veut changer leur direction d'une manière brusque.
Le problème que nous nous proposons consisté à déterminer la forme d'équilibre Ann fil parfait soumis à des forces données, et de trouver les tensions développées en ses différents points.
La tension d'un fil en un point donné est la réaction mutuelle des deux portions de fil qui se réunissent Tune à Tautre en ce point. Si l'on coupe un ûl en équilibre en
TENSION D'UN FIL
un certain point, il faudra, pour rétablir l'équilibre de chaque portion, appliquer deux forces égales et contraires aux extrémités des tronçons séparées par la coupure; ces forces ne sont autre chose que la tension du fil au point considéré.
315. Il résulte de là que toute portion d'un fil en équilibre est en équilibre sous l'action des forces qui lui sont directement appliquées et des deux tensions qu'elle subit à ses extrémités. On peut démontrer, en s'appuyant sur cette remarque, que dans un fil parfait soumis à des forces réparties d'une manière continue sur sa longueur [comme la pesanteur j par exemple), la tension est en chaque point tangente à la ligne dessinée par le fil. Soit, en effet, un fil MN en équilibre sous l'action de forces ainsi réparties. Considérons isolément un élément infiniment petit, AB ; cet clément est en équilibre sous l'action des tensions T et T, qui sont des forces finies appliquées à ses extrémités, et des forces ^ px a»
intiniment petites réparties de A en B; fî 207
ces forces sont, par hypothèse, sensiblement parallèles, et leur résultante est proportionnelle à la longueur de l'élément ; elle peut, par suite, être exprimée parle produit pxAB, où p représente un nombre fini, et elle est appliquée en un point I, intermédiaire entre A et B. Puisqu'il y a équilibre entre les forces T, T' et p x AB, nous pouvons écrire Téquation des moments par rapport à un point quelconque, et prenant le point A pour centre des moments, il irient
rxA = pXABxA',
h étant la distance du point A à la direction de la force T', et h' la distance du môme point à la direction de la force pxAB.
Or h' est nécessairement moindre que AB, et pxAB x fc' est plus petit que pxAB*, quantité infiniment petite du second ordre; le produit égal, T'xfc, est donc aussi infini-
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ment petit du second ordre : et comme T est une force finie, h est un infiniment petit du second ordre, ou du même ordre de grandeur que le carré Je la longueur AB. La direction de la tension en B est donc telle qu'un point A, infiniment voisin du point B, pris sur la courbe MN, soit à une distance infiniment petite du second ordre de cette direction ; en d'autres termes elle est tangente à la courbe MN au point B*. Si, outre les forces infiniment petites réparties d'une manière continue le long du fil MN, on appliquait au fil une force finie isolée F, le raisonnement précédent ne serait plus admissible pour un élément qui comprendrait le point d'application A de cette force; la forme d'équilibre du fil présenterait un point anguleux, et h tension varierait d'une manière brusque, en grandeur et en direction, d'un cdté à l'autre de ce point A. Dans chaque branctie AM, AN, les tensions seraient encore tangentes à la courbe d'équilibre ; mais au point A on aurait deux tensions, lune T^, tangente à la branche AH, l'autre T,, tangente à la branche AN ; ces deux tensions feraient équilibre à la force F. On obtiendrait donc ces deux tensions en décomposant la force F suivant les directions des tangentes aux branches qui se réunissent en A.
POLYGONE FUNICULAIRE
316. On appelle polygone funiculaire la figure d'équilibi'e d'un fil idéal, non pesant, sollicité en différents points de sa longueur par des forces de grandeur et de direction connues.
Un fil sans poids, soumis à deux forces F^, F,, appliquées à
* Cette démonstration suppose expressément que le fil soit sans raideur; autrement il y aurait à considérer au point A, non-sculcment une tension T, mais encore un couple dû à la courbure du lil en ce point*
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SCS deux extrémités A et B, est en équilibre si ces deux forces tendent à allonger le fil, et si elles sont égales.
La tension du fil est égale en tout point à la valeur commune de ces deux forces. Si, en effet, on coupe le fil en un point C, il faudra, pour rétablir l'équilibre, appliquer à f^^ï î^ T""*!^ 5 — f,
rextrémité C du tronçon AC, ^ ^
considéré seul, une force T^,
égale et contraire à F^, et à Textrémité C du tronçon CB une force T„ égale et contraire à F,. On a donc
317. En un point C du fil sans poids AB, appliquons une force F de direction connue, et cherchons quelles forces F^ , F,, il faut appliquer suivant les directions des cordons CA, CB, pour qu'il y ait équilibre.
Du point A au point C , le fil n'est soumis, par hypothèse, à aucune autre force extérieure que la force F^; donc la tension en tous les points de ce cordon est ^^' soo.
égale à F^; de même la tension est égale à F, en tous les points du cordon BC.
Nous pouvons ainsi considérer le point C du fil comme un point matériel isolé, en équilibre sous l'action de la force F, et des tensions F^ et F, , appliquées suivant les directions CA, CB, et par suite la force F est égale et contraire à la résultante des forces F^ et F^; on trouvera donc les tensions des deux cordons, et les forces qu'il faut appliquer dans leur prolongement, en décomposant la force — F, égale et opposée à la force F, suivant les directions données CA, CB.
Les tensions sont généralement inégales dans les deux brins €A, CB : elles deviennent égales quand la direction CF est bissectrice de l'angle ACB.
Supposons encore que la force F, au lieu de solliciter
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directement le point C, soit appliquée dans le proiongemeDt dun cordon CD, attaché au point C (fig. 301). La solution sera la même, car le point C, considéré isolément, se trouve sollicité à la fois par les tensions des cordons CA^ CB, CD, égales respectivement aux forces F^ , F, , F. Chacune de ces forces est donc égale et contraire à la résultante de^ deux autres.
Fig. 302.
318. Si le cordon CD (6g. 302) était attaché à un anneau, libre de glisser sans frottement le long du fil ACB, l'équilibre exigerait que les forces F^ et F^ fussent égales : autrement le 61 ACB serait entraîné à glisser dans l'anneau du côté où le solliciterait la plus grande des deux forces F^, F,; le frottement de Panneau contre le fil est en effet la seule résistance capable de contre-balancer cette tendance, et nous supposons qu'il est nul. Dans ce cas, F^ et F, étant égales, la direction du cordon CD est bissectrice de langle ACB.
Soit ABC un fil inextensible, attaché aux points fixes A et B (fig. 303); soient C un anneau infiniment petit, libre de glisser sur le fil sans frottement, et F une force appliquée à l'anneau de manière à tendre à la fois les deux portions du fil. L'anneau sera en équilibre dès que la direction de la force F sera . _. bissectrice de l'angle ACB. Or le lieu des
uig 303.
positions de l'anneau dans le plan de la figure est Tellipse qui a pour foyers les points A et B, et pour grand axe la longueur du fil, CA + CB. L'équilU)re
Fig. 304.
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du point mobile C sur celle courbe a lieu quand la force qui le sollicite est normale à la courbe. On retrouve ainsi ce théorème de géométrie : la normale en un point de Fellipse partage en deux parties égales V angle formé par les droites menées de ce point aux deux foyers de la courbe.
519. Occupons-nous enfin du cas général, c'est-à-dire de Téquilibred'un fil sans pesanteur, ABCDE, sollicité aux points B, C, D, par des forces F, F, F% et à ses extrémités A et E par les forces R et S. Appelons T^ , T, , T, , T^ , les tensions des cordons successifs AB, BC, CD, DE.
L'équilibre du cordon AB, considéré isolément, exige que la force R agisse dans la direction de ce cordon; la tension T^ qui y est développée, fait équilibre à cette force, et par suite ona T^=R.
Le point B est sollicité à la fois par trois forces, savoir les tensions T^ et T, des cordons BA, BC, et la force F. Chacune de ces trois forces est donc égale et opposée à la résultante des deux autres, et on trouvera la tension inconnue T, en composant la force F avec la force R transportée au point B. On peut observer que les trois directions BA, BC, BF, sont contenues dans un même plan.
La tension T,, ainsi déterminée, régne en tous points du cordon BC ; il faut et il suffit pour Téquilibre de Textrémité C de ce cordon qu'il y ait équilibre entre les trois forces T, , F et T, ; la tension T, est donc égale et contraire à la résultante des deux forces connues T, el F\ et les trois directions CB, CD, CF', sont contenues dans un même plan.
On reconnaîtrait de même que la tension T^ du quatrième cordon est égale à la résultante de la force F' et de la tension T, du troisième cordon ; elle est d'ailleurs égale à la force S, qui sollicite le dernier cordon dans sa propre direction. On peut donc, pour définir le polygone, donner en grandeur et en
direction les forces R, F, F', P, et les longueurs AB, BC, CD, DE, des cordons successifs qui séparent les points d'application des forces. La construction du contour polygonal ABCDE fera connaître la grandeur et la direction de la force S qui restait à déterminer.
Il est plus simple, pour trouver la grandeur de cette force, d'observer que S est égale et contraire à la résultante des forces extérieures R, F, F', P, qui sollicitent le système matériel ABCDE ; on aura sa valeur en transportant toutes ces forces en un même point, et en les composant par la règle da polygone. La résultante sera égale et parallèle à la force cherchée.
La construction de ce polygone auxiliaire a l'avantage de faire connaître du même coup les tensions deb divers côtés du polygone funiculaire, et les directions de ces côtés; oq lui donne le nom de polygone de Varignon.
Par un point 0 quelconque (fig. 305), menons une droiteOr, parallèle à la force R et au premier côté AC (6g. 304), et prenons sur cette droite, à une échelle arbitraire, une longueur Or égale à la force R. Par le point r ainsi obtenu menons une droite rf, parallèle et égale à la force F. La droite Of est la résultante des forces Or et rf appliquées au point 0; cette droite O^est donc parallèle et égale à la tension T, du second côté BC du polygone funiculaire, et par suite elle est parallèle à ce Fi?. 303. second côté. Menons ensuite ff égale et pa-
rallèle à la force F'; la droite Of sera de même parallèle au côté CD, et égale à la tension T,; enfin, menons ff égale et parallèle à P; la droite Of qui ferme le polygone sera égale et parallèle à T^, c'est-à-dire à la force S, et déterminera cette force en grandeur et en direction.
On peut observer que dans le polygone de Varignon les deux côtés Or, 0/*, qui aboutissent au point 0, et les diagonales menées de ce point aux autres sommets, représentent
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les directions des côtés successifs du polygone funiculairct et les valeurs des tensions qui y sont développées.
Remarquons encore que, si l'on considère une portion quelconque du polygone funiculaire, les tensions dans les côtés extrêmes qui limitent cette portion, font équilibre aux forces extérieures appliquées aux sommets intermédiaires; ainsi, les tensions T, et T^ font équilibre aux forces F' et P, et les tensions T^ et T, aux forces F et ¥'.
520. De là résulte un moyen de trouver la résultante de forces données situées dans un même plan.
Soient F, F% P (fig. 306), les forces données. En un point A de la direction de Tune d'elles, on appliquera une force quelconque AR ; on composera cette force R avec la force F transportée en A, ce qui donnera une résultante Am. La direction de cette résultante, prolongée si cela est nécessaire, rencontre en B la direction de la force F'. Transportons en B les forces Am et F' ; puis composons-les, ce qui nous donnera la résultante Bn ; prolongeons de même la direction de cette résultante, qui coupe la direction de F' en C ; transportons en ce point les forces P et Bn, et composons-les pour avoir leur résultante Cp ; considérons enfin une force S, appliquée eu C, égale et contraire à Cp. Nous pouvons imaginer un polygone funiculaire RA6CS, qui sera en équilibre, en vertu de notre construction, sous l'action des forces R, F, F, P, S ; les forces extrêmes R et S représentent les tensions des côtés extrêmes de ce polygone.
Ces forces R et S font équilibre aux forces F, P, F"", et leur résultante est égale et contraire à la résultante cherchée. Prolongeons les directions AR, CS, jusqu'à leur rencontre en D; transportons en ce point les forces R et S, et achevons le parallélogramme DrP«; la diagonale DP sera
Fig. 306.
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égale et opposée à la résultante des forcés données. La droite finie PD représentera donc en grandeur, en position et en sens, la résultante cherchée.
POLYGONE DES PONTS SUSPENDUS
321. Le tablier des ponts suspendus est attaché par des tiges verticales équidistantes aux sommets d^un polygone funiculaire. Proposons-nous de trouver la forme d'équilibre de ce polygone et les valeurs des tensions développées dans ses divers côtés, en supposant que chaque tige ait à supporter un poids égal.
Soit ABCDEF un fragment du polygone ; les poids égaux , P, P% P,...
sont suspendus aux sommets B, C, D,...
dont les distances horizontales sont constantes et connues. Soient T», Tj, T,, ... les tensions développées dans les côtés successifs.
Construisons le polygone de Tarignon. Pour cela, par un point 0 quelconque, menons une droite Oa parallèle au côté AB, et ^ale en longueur à la tension T^ de ce côté. Menons par le point a une droite verticale as, sur laquelle nous prendrons des longueurs successives aby frc, cd, de, ... égales entre elles et au poids P suspendu à chacune des tiges. Joignons ensuite Obj Oc, Od, Oe, ... ; ces droites seront parallèles aux côtes BC, CD, DE, ... du polygone, et leurs longueurs respectives représenteront les valeurs des tensions T^, T,, T,, ... des mêmes côtés.
Étant données la direction AB du premier côté, et la valeur To de la tension qui y est développée, la figure auxiliaire Oabcd ... permettra de construire le polygone; car on sait
Fig. 307.
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que les sommets de ce polygone se trouvent sur les droites équidistantes PB, P'C, P*D, ... ; on trouvera, par conséquent, la position du sommet C sur la droite P'C en menant par le sommet B une parallèle BC à la droite Ob ; par le point C ainsi obtenu, on mènera à Oc une parallèle CD, qui déterminera le point D sur la droite PD, et ainsi de suite.
Supposons, pour fixer les idées, que la chaîne polygonale dn pont suspendu ait un côté horizontal AB, réunissant deux parties symétriques (fig. 308); on aura , par exemple, à droite du côté AB les trois côtés inclinés BC, CD, DE, et à gauche les trois côtés AC^ Ciy, D'E', symétriques des premiers par rapport à la verticale lY, menée par le milieu du côté central. Les points E et E' sont les points d'attache de la chaîne aux culées du pont. Désignons encore par la lettre P le poids suspendu à l'un quelconque des sommets du polygone, à l'exclusion des sommets E et E', qui ne portent pas de poids semblables. Le poids total porté par la chaîne sera égal à 2nP, en désignant par n le nombre des sommets chaînés dans la moitié du pont, et ce poids se partage également, à cause de la symétrie de la figure et des charges, entre les deux appuis, E eŒ. Cherchons la valeur de la tension T, dans le côté AB; pour cela, il suffit d'exprimer que cette tension fait équilibre, à Taide de la réaction du point E, aux poids appliqués à la moitié de la «haine; prenons les moments par rapport au point E, ce qui élimine la réaction de ce point. Soit h la distance IG du <^lé AB à la droite horizontale EE'.; et soit a la distance horizontale entre deux tiges consécutives, distance que nous supposerons aussi entre le dernier sommet chargé D et la verticale du point d'appui. Le moment de To par rapport au point A est T^xft; il fait équilibre à la somme des. moments des poids P, c'est-à-dire à
p X na 4- P X (» — l)a -h p X (n — 2)a-|- . . . -f PXfl.
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Celte somme est égale à et on a l'égalité
T.XA = P-xîii2^.
OU bien
P« njii + i)
Connaissant T^, on pourra construire le polygone de Vari* gnon, qui permettra ensuite de trouver la forme à donner à la chaîne.
En appliquant la remarque faite au g 520, on voit que les côtés CD, AB, prolongés, se couperont en un point H, qui appartiendra à la résultante des forces BP, CP, et qui, par suite, sera au miilieu de la distance horizontale des points B et C; de même DE, prolongé, coupera la direction AB au point N, sur la résultante des trois forces égales P, P', P. On pourra prolonger aussi loin qu'on le voudra le tracé du polygone par cette considération : il suffit pour obtenir un nouveau côté de joindre le déifier sommet obtenu au milieu de rintervalle compris sur l'horizontale AX entre le point B et la projection de ce dernier sommet.
322. On peut aussi calculer les coordonnées des sommets successifs. Prenons pour axes coordonnés les droites IX, I¥» Le point B a pour coordonnées
Le point C a pour abscisse x=:'qa^ et pour ordonnée une
quantité CN, que l'on peut construire au moyen du poljgone de Yarignon, ou bien déterminer directement, en composant la force P avec la tension T^, et en prolongeant la direction de la résultante jusqu'à la rencontre de la verticale CF.
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Représentons par b cette quantité CN. Nous aurons pour les coordonnées du point C,
Les coordonnées du point D sont a; =-3- « y = DL ; prolongeons le cAté BC jusqu'à sa rencontre en R avec DL ; la quantité DL est la somme des deux parties RL et DR; or RL est double de CN, ou égale à 2b; quant à DR, le polygone de Varignon, ou la composition des forces, montre qu'elle est ^le à CN ou à b. Donc y= 2b -h b.
Le quatrième sommet E aura pour coordonnées
« = 5^ et y=:36-|-26 + 6,
car, en prolongeant CD, BC, jusqu'aux points S et T^ on a TS=DRx2, etSU=CNx3. Enfin, on reconnaîtrait, tonjours de la même manière, que TE est égal à CN ou à ft.
Cette loi est générale, et les coordonnées du n*^ sommet à partir du sommet B inclusivement, seront données par les formules :
= 6xîii^.
On démontre au moyen de ces formules que le polygone BCDE ... est inscriptible dans une parabole. 11 suffit pour le faire voir d'éliminer n entre les deux équations.
Or 2» — 1, qui nous est donné par la première, est égal à la somme n + (n » 1) ; la seconde équation nous fait connaître le produit n(n— 1); enfin la différence n—(n — 1) est égale à l'unité. Écrivons donc
COURBES
Élevons les deux premières équations an carré, retranchons du carré de la première la somme du carré de la seconde et du quadruple de la troisième, il vient en définitive:
équation d'une parabole qui contient tous les sommets.
COURBES rumcuLAniES.
323. Le polygone funiculaire est la figure d'équilibre d*an fil soumis à des forces discontinues. Lorsque la répartition des
forces est continue, le polygone se L^ change en une cotirfre funictdme^ ^«^>^i!J<^ dont nous allons chercher les équa-
T M# tions.
Soit AB la courbe funicalaire, "" »" dessinée par un fil en équilibre sous Faction des forces qui y sont appliquées, et des réactions des points Fig. 509. gjgg ^ gj g auxquels le fil peut être
attaché. Rapportons cette courbe à trois axes rectangulaires OX, OY, OZ.
Considérons un arc élémentaire MM' = ds ; nous pouvons l'isoler du reste du fil, en coupant le fil aux points M et M'; Tare élémentaire est sollicité par une force du même ordre de grandeur que lui-même, et que nous pourrons représenter par ¥ds^ Fêtant un coefficient fini. Fds est à proprement parler la résultante des forces réparties le long de Tare HM'. Décomposons-la suivant les trois axes; nous aurons pour composantes Hds^ YdSj Ids. Les quantités X, Y, Z, expriment les valeurs des composantes de la force extérieure rapportée à FunUéde longueur de /!/.
La force ¥ds est tenue en équilibre par les tensions T et T qui agissent aux extrémités de l'arc, et qui sont des forces extérieures pour Tare MM' considéré isolément. Nous savons déjà
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qu'elles sont tangentes à la courbe aux points M et M' (§315). L'une, T, agit sur l'arc dans un sens, l'autre, T\ agit en sens contraire.
La tangente à la courbe ÂB au point M fait avec les trois
axes des angles dont les cosinus sont -r« -v^t tt
La tension T, estimée suivant les axes, a donc pour composantes!^, Tt^, T J-; de plus, comme cette force est dirigée
en sens contraire du sens dans lequel est compté l'arc d^surla courbe AB, ses composantes doivent être prises avec le signe — . La tension T pourra de même être dteomposée suivant les trois axes au point H^ Mais observons que la tension T en un point M de la courbe , est une fonction continue de l'arc s qui définit ce point; en efTet la tension V est égale et contraire à la résultante de la tension T composée avec une force infiniment petite Fds. Considérons donc T comme une fonction de
dx Tare $, ou des coordonnées x^ y, %. Les composantes T j-,
T:r^,T-r, sont aussi des fonctions continues des mêmes d«' d«'
variables, et par suite, quand on passe du point H au point
M'y ces fonctions augmentent chacune de sa diiTérentielle.
On voit de plus sur la figure que le sens de la tension change
quand on passe du point M au point M', de sorte que les trois
composantes de T' sont égales respectivement à
Après avoir décomposé suivant les trois axes les forces T T, ¥ds qui agissent sur l'élément MM\ écrivons les trois équations d'équilibre qui expriment que la résultante de translation du système est nulle.
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II vient pour la première»
équation qui se réduit à les deux autres donneraient de même
Zdê.
X, T, Zj étant supposées des fonctions connues de x, y, %j on a dans les trois équations (1) autant de relations qu'il en faut pour déterminer analytiquement T, et pour trouver entre les coordonnées x, y, 2, deux équations qui définiront la courbe AB; la valeur deT fera ensuite connaître la tension en chaque point de la courbe.
Nous n'avons pas posé les équations des moments; elles seraient vérifiées d elles-mêmes. Les trois forces Fd«, T et f se faisant équilibre, il est nécessaire qu'elles soient dans un même plan et qu'elles passent par un même point. Les tensions T et Ty tangentes à la courbe ÂB en deux points infiniment voisins M, M\ sont situées dans le plan osculateur à la courbe dans la région MM' ; la force ¥ds est donc aussi contenue dans ce plan, et elle passe, aux infiniment petits d'ordre supérieur prés, par le point de concours des deux tangentes menées aux extrémités de Tarcd».
INDICATRICE DES TENSIONS ET DES FORŒS
324. Par un point 0 de l'espace (fig. 310), menons deux droites ON, ON', parallèles aux tangentes à la courbe AB, prises dans le sens des arcs positifs ; prenons sur ces droites des longueurs ON = T et ON' =T^ enfin, joignons NN'.
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L*angle NOF, égal à Tangle compris entre deux tangentes consécutives à la courbe AB, est Fangle de contingence^ dia^ de cette courbe au point H. Dans le triangle ONN\ le côté OU' est la résultante géométrique de ON et de M'; or ON est égal en valeur absolue à T,' et ON' à T. Enfin T' est égal et contraire à la résultante de T et de Fds ; donc l'arc NN' est parallèle à la force Fds^ égal en valeur absolue à cette forc^» mais di- ^'
rigéen sens contraire. La force ¥ds est dirigée dans le sensN'N.
En continuant à mener par le point 0 des parallèles aux tangentes à la courbe AB, on formera une courbe auxiliaire qui remplacera le polygone de Varignon, et que nous appelerons lindicatrice des tensions et des forces. Les arcs de celte indicatrice, pris dans le sens CD où la courbe serait décrite par le point N quand le point M parcourt la courbe AB dans le sens positif, sont respectivement égaux, mais de sens contraire , aux forces ¥ds qui sollicitent les éléments successifs du fil AB, et les rayons vecteurs ON représentent en valeur absolue les tensions aux points correspondants H de la courbe funiculaire.
On remarquera Tanalogie de cette courbe auxiliaire avec Tiné^trice des accélérations totales (I, § 98) ; les rayons vecteurs représentent dans un cas les tensions de la courbe funiculaire, dans Tautre les vitesses du point mobile sur sa trajectoire ; les arcs de Tune représentent les produits Frf^, les arcs de l'autre les produits jdt. Il est essentiel seulement d'observer que dans l'indicalrice des tensions et des forces, les directions des arcs sont contraires aux directions des forces Fcb, tandis que les directions sont les mêmes pour les accélérations et les arcs correspondants de l'indicatrice des accélérations totales.
325. Le triangle ONN' noUs permet de décomposer la force ¥ds^ représentée en grandeur et en direction par N'N, suivant la tangente à la courbe funiculaire et la normale principale.
Soit
INDICATRICE DBS TEKSIORS.
l'angle que la force Fds fait avec la courbe ÂB, prise dans le sens des arcs positifs ; nous aurons
IN=:NN'cos/«i,
Or
H'I = ON' X sinN'ON = W»,
ou enfin = tdia, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. De même
IN=:ON — OI = ON — ON' = T — T' = — <n*.
Donc la composante tangenlielle de Vds estégaleà— dT;
la composante normale est centrifuge ^ c'est-à-dire dirigée
suivant le prolongement de la normale principale, et elle
Tds est égale à Tdo), ou à — , en appelant p le rayon de courbure
P de la courbe AB au point H.
Divisant les deux équations Tune par Tautre, on élimine
m\ et il vient
N'I Tdt,
d'où résulte la relation
dT T '
Tous ces résultats ont une complète analogie ayec ceux que Ton obtient pour l'accélération totale (I, g 96).
Reprenons les trois équations (1) ; .(t|)=-z
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Développons le premier membre :
Multiplions la première par dx^ la seconde par dy, la troisième par d%, et ajoutons. Il viendra, en divisant par ds^
équation qui se simplifie, en observant que ce qui donne en différenliant
de de ds de ds di
Le coefficient de dT est donc égal à l'unité, et le coefficient de T à zéro; l'équation prend la forme
dT4-(X<te-HYrfy-HZ<fa)=0. (2)
L'arc « est éliminé. Supposons que X, T, Z, soient des fonctions connues de a;, y, 2; il ne restera plus dans cette relation que la tension T et les coordonnées du point auquel cette tension est développée.
Cela posé, n la fonction \dx + Tdy + U% est la différentielle éCwM fonction 9 (x, y, %) des coordonnées^ on pourra intégrer l'équation (2) indépendamment des équations (1), et l'intégrale sera
C étant une constante arbitraire. Dans ce cas, la tension T est déterminée analytiquement^ à une constante pris ^ pour un point quelconque de V espace.
La tension T a la même valeur pour tous les points qui
512 SURFACES DE KITEÂU.
donnent la même valeur à la fonction 9. Le lieu des points de Tespace où la tension a une valeur donnée, est donc la surface représentée par Téquation
équation qui, en attribuant successivement à la constante différentes valeurs, représente une famille de surfaces le long de chacune desquelles la tension a une même valeur. Une fois la tension connue en un point de l'espace, elle est connue pour tous les autres, car cela suffit pour fixer la valeur qu'il convient d'attribuer à la constante.
Ces surfaces sont appelées surfaces de niveau ; nous les retrouverons dans la théorie des forces vives et dans l'hydrostatique. Leur principale propriété, c'est d'être en chaque point normales à la force F appliquée à ce point. C'est ce qu'indique l'équation
que Ton obtient par hypothèse en différentiant l'équation (4); car elle exprime que la direction de la force F définie par les Y Y 7 d£
cosinus -p» jT» F» ^^^^ ^^ ^°^^® ^'^^** ^^^ ^^® direction ^,
^ , ^, prise comme on voudra sur la surface définie par l'équation (4).
Supposons, par exemple, que la force F soit la pesanteur, et qu'on prenne Taxe OZ vertical ; on aura X=0, Y =0 : de plus Z sera constant si le fil a partout le même poids par unité de longueur. Les surfaces de niveau sont alors définies par l'équation d%=Oy ou, en intégrant, par l'équation
qui représente une série de pians horizontaux. Il en serait de même si Z, au lieu d'être constant, était une fonction de %.
Tous ces résultats exigent que les conditions suivantes soient remplies :
l"" 11 faut que X, Y, Z, soient exprimables en fonction de ^, y, 2, seuls;
PARABOLE DES PONTS SUSPENDUS
2^ Il faut que Xdx + Ydy + Zdz soit une différentielle exacte, c'est-à-dire que les fonctions X, Y, Z, satisfassent aux égalités
rfX_rfY rfX_rfZ dï_d^ éy dx^ dz dx* Si dy*
PABABOLB DES PONTS SCSPEIVDUS.
327. Cherchons la courbe d'équilibre dessinée par un fil qui serait sollicité par des poids répartis uniformément sur la projection horizontale de ce fil, à raison de p kilogrammes par unité de longueur. Prenons l'axe des % vertical et montant. Nous aurons d'abord X=0, Y=0; pour évaluer Z, remarquons que Zds représente dans nos équations la force totale qui agit sur l'élément ds; or ici ce n'est pas Z qui est constant, car il en résulterait que le fil serait chargé d'un poids constant par unité de longueur mesurée sur le fil lui-même. L'élément ds fait avec le plan horizontal un angle
dont le sinus ^ ^ ; le cosinus de cet angle est 1/ 1 — ^-5»
et l'arc ds a pour projection horizontale yjds^—dz* ou Vdx*4-dy*. C'est à cette longueur que s'applique le poids constant p, et Ton doit avoir
d'où résulte
iC signe — indique que la force Ids est dirigée en sens con« traire de Taxe OZ.
Les trois équations d'équilibre nous donnent donc
d(Tjj=l,V^53+?P.
a. •* «ic Gou.ie!io5. 83
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On tire des premières
A et B étant des constantes.
Ces équations nous apprennent que les composantes horizontales de la tension sont constantes en tous les points de la courbe.
Si Ton multiplie la première par dy, la seconde par dx, et qu'on retranche, il vient l'équation
qui intégrée donne
Ay — Bx=C,
équation d'un plan vertical. La courbe est donc plane. Nous pourrons prendre le plan de la courbe pour plan des ZOX; cela revient à faire y = Oet dyssO. La troisième équation devient alors
Intégrant, on a
G désignant une nouvelle constante, et par suite on a i la fois
Multiplions la première par d% et la seconde par dr, et retranchons; il viendra
et en intégrant
DES PONTS SUSPENDUS. M
équation d'une parabole; H est une nouvelle constante. La tension T s'obtient en ajoutant les mêmes équations élevées au carré; il vient en elTet
La solution contient 5 constantes arbitraires si Ton ne connaît pas d'avance le plan vertical contenant la courbe, et 3 seulement si l'on connaît ce plan. Supposons qu'on donne deux points de la courbe ; le plan vertical qui la renferme sera déterminé par ces deux points, saur le cas où les deux points seraient situés sur la même vertic^^Ie. Il n'y aura donc plus que 3 constantes à déterminer, A, 6 et H. On y parviendra en exprimant que la courbe passe par chacun des points donnés, et qu'elle a une longueur donnée entre ces deux points ; ce qui fournira en effet 3 équations distinctes, permettant de déterminer 3 inconnues.
Si les deux points donnés étaient sur la même verticale, la parabole se changerait en cette verticale elle-même ; on aurait A=0, X aurait une valeur constante, etp serait infini.
Ce problème n'admet pas de surfaces de niveau, parce que les valeurs de X, T, Z, ne sont pas exprimables à priori en fonction des coordonnées Xj y, %.
328. On parvient géométriquement aux mêmes résultats. Le fil en équilibre est tout entier contenu dans le plan vertical; la force qui sollicite chaque élément étant parallèle à une même direction, l'indicatrice des tensions est plane ; la courbe funiculaire l'est aussi, puisque tous ses plans osculateurs sont parallèles au plan de l'indicatrice.
Supposons, pour plus de simplicité, que le fil ABC soit attaché à des points fixes A et C, situés à égale hauteur ; soit B son point le plus bas. Les poids qui le sollicitent sont supposés uniformément répartis suivant l'horizontale ; p est le ^^' '"'
poids qui charge le fil par unité de longueur horizontale; soit 2a la portée AC , partagée au point B en deux parties
PARABOLE
égales. La rèsullante des poids appliqués à une moitié, BC, sera égale à pa, et celte force passera en un point I* milieu de Bc. Appelons T^ la tension du fil au point B ; la force horizontale T^ et la force verticale pa font équilibre à la tension du fil au point C ; prenons les moments par rapport à ce point ; nous aurons pour déterminer T^ l'équation
ou bien
f.Xf^paX^,
/* étant la flèche Bfr, égale à la hauteur Ce du point d'attache audessus du point le plus bas. La tension au point C est tangente à la courbe formée par le fil ; et comme elle fait équilibre aux forces T^ et pa, les directions des trois forces se coupent en un même point, c est-à-dire au point I ; on obtient donc la tangente à la courbe en un point C quelconque en joignant ce point au milieu de la projection de l'arc BC sur la tangente Bc au sommet B. Plus généralement deux tangentes quelconques, menées à la courbe^ se coupent sur la droite menée, parallèlement à Taxe, par le milieu de la corde qui joint les points de contact.
Ces propriétés définissent la parabole. Pour trouver l'équation de la courbe, considérons un arc quelconque BH, commençant au point B. Soit Bfn=x et nM=% les coordonnées du point M.
L'arc BM est en équilibre sous l'action de la force horizontale T^, du poids Bm x p, vertical et appliqué au milieu n de la distance Bm, et enfin de la tension au point M. Prenant les moments par rapport à ce dernier point, on aura l'équation
T. X Mm = (Bm X p) X B»,
DES PONTS SUSPENDUS. M
équation d'une parabole rapportée à son axe Bb et à la tangente en son sommet.
La composante horizontale de la tension en un point quelconque est constante et égale à T^.
CHAINETTE.
329. La chatnette est la courbe d'équilibre d'un fil homogène pesant. Elle diffère de la parabole, avec laquelle on la d'abord confondue, en ce que le poids p« au lieu d'être uniformément réparti sur l'horizontale, est uniformément réparti suivant la courbe elle-même. Il résulte de là qu'il y a très peu de différence entre la chaînette et la parabole dans la région voisine du sommet B des deux courbes; car dans cette région il y a une différence insensible entre la longueur de l'arc de courbe et la longueur de sa projection.
Prenons l'axe des ;s vertical et montant; nous aurons X(f«=0, Yds =:0^Zd8=z — pdsy et les équations d'équilibre deviendront
-'0, i pds.
Des deux premières on déduirait, comme dans le problème précédent, que la courbe est tout entière contenue dans un plan vertical. Prenant ce plan pour plan des ZOX, ce qui revient à faire y = 0, on est ramené aux deux équations
Intégrons. Il vient, A et B étant des constantes,
M8 CHAINETTE.
Nous pouvons supposer la constante B nulle, en comptant sur la courbe les arcs s à partir du point le plus bas, pour
lequel t- =0. On a en ce point x =*» ^^"^ ^ ®^* ^* valeur,
Tq, de la tension au point le plus bas de la courbe. Nous avons ainsi les deux équations :
Ëlevons au carré et ajoutons ; il vient
T«r=T««-hpV,
et par suite
T = VT.«4-pV,
en prenant le radical positivement. Substituons dans les deux équations précédentes, et résolvons par rapport à dx ei d%\ nous obtenons les relations
v/To^'+z^**'
que Ton peut intégrer par quadrature. La première peut se mettre sous la forme
dr-I-X '•
On est conduit à intégrer une différentielle de la forme
du , . ,1 dont l'intégrale est
log nép (u 4- V^ +***)•
Donc
GHAISETTE. 510
La seconde équation s'intègre en multipliant et divisant le second membre par p ; il vient
Les coordonnées xeiz s'expriment ainsi en fonction de Tarc^, mesuré à partir du point le plus bas de la courbe. Nous pouvons effacer les constantes, en choisissant convenablement Torigine. Pour « = 0, c'est-à-dire pour le point le plus bas,
T nous aurons alors a5=0, x= -2 .-L'origine est, d'après cette
convention, un point situé verticalement au-dessous du point
T le plus bas, à une distance égale à -^ . Les équations de la
chainette deviennent
Les radicaux doivent toujours être pris positivement. Ces équations montrent que si Ton change s en — s^ % reste le même, tandis que x se change en — x. En effet la quantité sous le signe log devient par ce changement
Or le produit de cette diHérence par la somme
est égal à l'unité; la somme des logarithmes est donc nulle, et les deux valeurs de x sont égales en valeur absolue et de signes contraires.
On a à la fois les trois équations
Les deux premières nous donnent
f>\ATÇ'=''-
-^Vy^
Remplaçons le radical par sa valeur fournie par la troisième ; il vient
px
To
px
Ajoutons et retranchons ; nous aurons
/ Pî px\
Celte dernière équation définit la courbe. L'autre fait connaître Tare de la chaînette en fonction de Tabscisse.
T Nous avons vu que ^ est la distance de l'origine au-dessous
du point le plus bas de la chatnette ; appelons a cette distance.
L'équation de la courbe prendra la forme
Soient OX, OZ, les axes; prenons OB =a ; le point B appartiendra à la courbe.
Construisons la logarithmique PQ représentée par Féqua-
tion Zzzzae^; elle est asymptote à la partie négative de Taxe
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des x; la courbe %=iae "est une logarithmique FQ' symétrique de la première par rapport à Taxe OZ. Ces deux courbes passent au point B. La chaînette ABC est le lieu des milieux H des intervalles Qff compris entre les deux logarithmiques sur toute ordonnée menée parallèlement à Taxe OZ.
530. Les équations précédentes permettent de faire une étude complète de la chaînette. Hais on peut faire la même étude sans y avoir recours.
Nous allons chercher les principales propriétés géométriques de la courbe, en exprimant qu'un arc quelconque est en équilibre sous l'action de son poids et des tensions qui s'exercent tangentieliement à ses deux extrémités.
Soit ABC la forme d'équilibre à laquelle nous donnons le nom de chaînette. A et C sont, par exemple, les points où s'attache le fil ; B est son point le plus bas.
Prenons un arc quelconque de courbe MN, et menons aux points M et N les tangentes MT, NT, qui sont les directions des tensions T et T. Les deux droites MT, NT', se coupent en un point S, qui se trouvera sur la verticale menée par le centre de gravité de Tare MN, car les deux forces T et T' font équilibre au poids MNxp de **'
Tare, qu'on peut regarder comme appliqué en son centre de gravité.
Décomposons les forces T et T en deux composantes, Tune horizontale T^, l'autre verticale, T^, et T\. Les deux compo* santés horizontales seront égales; quant aux composantes verticales, on aura entre elles la relation
On a enfin à exprimer l'équilibre du couple (T^, — T^) et du couple auquel on peut réduire les forces parallèles T^, T^, et p X UN ; Ée qui conduit à poser l'équation des moments
T|XEN + (pxMN)xFN = T.xMB.
5tt PROPRlÉTfiS
Nous pouvons trouver très facilement une relation entre les tensions T el T. En elTet, prenons un arc infiniment petit BIN (fig. 314), et projetons les trois forces T,r et pxMN, qui se font équilibre, sur la tangente au point M, ou sur la direction de la force T; la force T, qui fait avec Taxe de projection un angle infiniment petit, s*y projette en vraie grandeur aux infiniment petits du second ordre près. Donc la force T' excède la force T de la composante tangentielle de la force verticale p x MN, mais projeter sur la tangenteune longueur proportionnelle à MN, prise sur la verticale, cela revient à prendre cette quantité sur la tangente, ou sur Tare lui-même, et à la projeter sur la verticale, la projection cherchée est donc égale au produit de p par la projection verticale NP de Tare MN, ou par la difTérence de hauteur, ds, des deux extrémités, H et N, de Tare. On a en définitive
Cette relation peut s^étendre à un arc fini BIN quelconque (tig. 313), car on peut toujours décomposer cet arc en éléments aussi petits qu'on voudra, à chacun desquels Féquation sera applicable, et il n'y aura qu'à faire la somme de toutes ces équations pour obtenir l'équation relative à un arc quelconque. Donc
La tension au point le plus bas, B, est horizontale, et par suite égale à T^, puisque la composante horizontale de la tension est partout la même. Appelons H la hauteur d'un point quelconque, M, au-dessus du point le plus bas : la tension T en ce point sera donnée par l'équation
T-T. + pH.
H est la différence z — ^o des ordonnées du point H et du point B.
DE LA CHAINETTE.
On peut représenter les tensions par le poids d'une certaine longueur de fil ; la tension T^ sera, par exemple, représentée par une longueur a de fil fournie par Téquation pa = T^ ; dans cette hypothèse, la tension T en un point M quelconque est représentée par la longueur de fil a + H, car on a toujours
T=iT«4-pH=px(a4-H).
Menons au-dessous de la courbe, à une distance Terlicale Bb=a de son point le plus bas, une horizontale frm (fig. 515).
Le point M de la courbe sera i la distance MP +Pm=H + a de cette droite, et par conséquent Hm représente, en longueur de fil, la tension T au point II. On voit que, si Ion place en M une poulie infiniment petite, et qu'on fasse passer le fil sur cette poulie, Téquilibre sera assuré par le poids du brinM/n, pourvu qu'on donne à ce brin une longueur telle qu'il atteigne sans la dépasser l'horizontale bm.
Nous avons vu tout & l'heure que la composante verticale, T^, de la tension au point M surpasse la même composante en un autre point B, de tout le poids de Tare BM ; soit $ cet arc compté à partir du point le plus bas; la composante verticale étant nulle en B, on aura simplement
La tension totale T est la résultante de deux forces rectangulaires T^ et Tj ; donc
ou bien
Appelons s, pour abréger, la distance totale Mm ; il viendra, en supprimant le facteur commun p,
/ft
NT
f>8 Fig. 31S.
équation qui permet de construire géométriquement la longueur rectifiée de l'arc s (Cf. § 214). Cet arc est en effet le second côté de l'angle droit d'un triangle rectangle, dont le premier côté est égal à a, ou à Bb, et l'hypoténuse égale as ou à Mm.
Du point m abaissons mm' perpendiculaire sur la tangente Mm' ; le triangle mm'Vl sera semblable au triangle HT^ T, et par conséquent
mmf _ Ty _ pa a
M//» ""T "~p(a-hU)""ani*
Or Mm=a-f-H; donc m'=a.
Le triangle mm'ÎA est rectangle en m'; il a Thypoténuse Mm =2, et le côté de Tangle droit mm' = a; donc le second côté de l'angle droit, Mm, est égal à Tare s.
Le point m' appartient à la développante de ehatnette qui part du point B. On obtient ainsi ces deux théorèmes :
La distance du pied m de V ordonnée Mm à la tangente est constante;
La projection Mm' de ^ordonnée mr la tangente est égale à Parc Bm.
La droile mm' est tangente à la développanic lieu des points m' ; on voit que la portion de la tangente à cette courbe^ comprise entre le point de contact et la droite bm, a une longueur constante. La développante de chainelle qui part du sommet, est pour cette raison appelée tractrice; c'est la courbe décrite sur un plan horizontal par un point matériel tiré à chaque instant par un fil sans poids, de longueur constante m'mj quand Texlrémilé m de ce fil parcourt la droite fixe bm.
Les droites M m' et BP se coupent en un point I qui appartient à la verticale passant par le centre de gravité de Tare BJI. Les triangles IPM, MToT sont semblables et donnent la proportion
qui donne la distance IP.
DE LÀ CHAINETTE.
Fig. 316.
Si du point m on abaisse une perpendiculaire mQ sur la droite MN, normale à la chainelte au point M, on aura dans le rectangle MQmm\ MQ= mm' = a. Donc le lieu du point Q est une courbe parallèle à la cbainette, équidistante et passant au point b.
331. Nous avons fait usage, pour établir toutes ces propriétés, de Téquation que Ton obtient en projetant sur la tangente à la courbe les tensions du fil en deux points infiniment voisins. Projetons les mêmes forces sur la normale MN.
Soit C le centre de courbure d'un arc infiniment petit M' M'' ; menons la normale CM qui passe par le milieu de cet arc, et appelons (ù langleM'' CM'. L'équilibre a lieu entre le poids pds de Tare M' M% qui s*exerce verticalement suivant IIP, et les tensions T et T'.
Projetons ces trois forces sur la droite CN. La projection du poids UV=pds nous donnera d'abord une certaine droite MH, égale au produit de p par la projection sur MN d'une longueur ds prise sur MP; or M'M'^ fait avec l'horizontale WR le même angle que la verticale MP fait avec la normale MN, et par suite la projection de pxds sur la normale est égale au produit p X M'R.
La force T fait avec la tangente à la courbe en M un angle
égal à ^; la projection de T sur la normale est représentée sur
la figure par le côté TT^ du triangle rectangle TT^ M', que l'on obtiendrait en menant par M une perpendiculaire à la direction CN, et par T une parallèle à la même direction. L'angle TMT^ est
égal à langle ^. Or TT^ diffère infiniment peu de Tare décrit
du point M' comme centre avec M'T pour rayon, lequel arc a
pour longueur T X 5. De même la projection de T sur CN a
pour valeur T' x ô* et la somme de ces deux composantes
est égale à (T + T) x g.
On a donc pour Téquilibre
OU bien, en observant que les tensions T ou T sont infiniment peu différentes Tune de l'autre, et que I on peut par conséquent substituer à leur somme le double de Tune d'elles, 2T,
T« = pxlI'R.
Dans cette équation, remplaçons (o par le rapport de
P Parc WW au rayon de courbure CM; remplaçons de même T
par sa valeur p%j ou p x Mm, il viendra
pXMmX^^^ = pxM'R,
OU bien
p _U'%'' Mm"" M'R •
Prolongeons la normale jusqu'au point N où elle coupe la droite bm; les triangles M m N, H'RM'', qui ont leurs côtés respectivement perpendiculaires, sont semblables et donneDt la proportion
Mm "■ M'K '
Donc p=:MN.
Dam la chatnette^ le rayon de courbure en un point donné H est égal à la portion de nomude comprise entre le poini M et la droite bm.
Il résulte de là que si Ton fait tourner la chaînette autour de la droite bm, la surface de révolution qu'elle engendre, et qiie nous avons appelée alysséide (g 214), aura pour rayons de courbure principaux les longueurs égales, MG et MN.
DE LA CUAIKETTE.
Vindicatriu de lasfirface sera donc une hyperbole équilatère. L'hëlicoîde gauche à plan directeur, qui, comme nous l'avons observé, est applicable surTalysséide, possède la même propriété.
332. Remarquons que la forme de la chaînette dépend uniquement de la longueur a; en d'autres termes, la chidnette n*a qu'un seul paramètre^ comme le cercle, la parabole, la cydoîde, la logarithmique, et par conséquent, toutes les chaînettes sont des courbes semblables. *
PROPfilÉTÊ DE MIinMOM DES G0DRBR8 PUNIGUUIBES.
333. Revenons au cas particulier dans lequel X, T, Z sont donnés en fonction des coordonnés x, y, s, et supposons de plus que \dx + Ydy + Zd% soit la différentielle exacte d'une fonction 9 (x, y, %) de ces coordonnés. L'équation
où G représente une constante arbitraire à laquelle on peut attribuer successivement une infinité de valeurs, représente une famille de surfaces de niveau, normales en chacun de leurs points à la force (î. Y, Z) qui y serait appliquée par unité de longueur de fil.
Soit ACB la forme d'équilibre du fil soumis à ces forces ; prenons sur la courbe deux points A et B assez voisins pour que Tare ACB ne coupe qu'une fois chacune des surfaces de niveau S', S% S'*,..., S qui passent entre ces deux points.
La courbe ACB jouit d'une propriété de minimum qui la distingue de toute autre courbe joignant le point A au
PJg. M7.
PROPRIÉTÉ BE MINIMUM
point B. Pour définir cette propriété, observons que Téqualion
fait connaître à une constante près les valeurs de la fonction T en tous les points de Tespace. On a en efl'et, en intégrant,
T + f(«, y, *)=const (2)
Cette fonction T représente la tension du fil en chaque point de la courbe ACB. Convenons qu'elle représentera aussi pour nous la te^ision en chaque point de toute autre courbe ACB, menée entre les mêmes points A et B, bien que ce mot de tension n'ait plus alors de signification mécanique comme lorsqu'il s agit d'un fil ; de sorte que nous puissions dire qu'il y a une tension T, fournie par Téquation (2), en un point m' de la courbe AG'B. Les tensions étant constantes tout le long d'une même surface de niveau, la tension fictive en m' sera égale i la tension réelle développée dans le fil au point m.
Nous allons faire voir que Tintégrale JTdSy prise entre les points A et B le long de la courbe ACB, est plus petite que la même intégrale prise le long de toute autre courbe ACB, joignant les mêmes extrémités ; qu-en d'autres termes, la courbe d'équilibre rend cette fonction minimum. Il suffit, pour établir ce théorème, de démontrer que l'intégrale fids ne change pas de valeur, aux infiniment petits du second ordre prés, quand on passe de la courbe d'équilibre ACB à une courbe ACB infiniment voisine.
Étudions la variation de cette intégrale. Pour cela, prenons un élément mn::= dj sur la courbe d'équilibre, et comparons-le à Télément m'n\ compris entre les mêmes surfaces de niveau sur la seconde courbe. Les tensions T étant les mêmes pour ces deux éléments, puisqu'ik sont compris entre les mêmes surfaces de niveau, l'élément de Fintégrale Ids subit seulement la variation du facteur <fo, et s'accroît de la quantité Ti(ds) en désignant par i(ds) la différence m'n' — mn des deux arcs. Pour comparer les deux courbes, nous avons donc à faire la somme /TSck, entre les points A et B. On peut y par-
DES COURBES FUNICULAIRES
Tenir par les règles du calcul des variation^. Mais il est plus simple d'avoir recours à une interprétation mécanique, qui permet de faire l'intégration sur la figure.
T^ds est le travail de deux forces égales à T, appliquées en sens contraires et en prolongement lune de l'autre, aux deux bouts de l'élément mn^ quand les points d'application m et n reçoivent les déplacements infiniment petits mm'j nn! (§ 123). L'intégrale fllds est la somme des travaux de tous lea systèmes binaires de forces analogues que l'on peut concevoir dans tous les arcs élémentaires de la courbe ACB.
Hais nous pouvons grouper autrement ces forces pour en trouver le travail total. Au point n, dans le sens mn prolongé, nous avons une force T, tension de l'élément nm; au même point, dans le sens pn prolongé, existe une tension T+dT, tension de l'élément np.
Appelons Sx, Sy, 82, les projections du déplacement na' sur les trois axes coordonnés. Les composantes de la force T sont suivant les mêmes axes
^dx dy ^di
^S' *5' ^5- Les composantes de la force T + dT sont de même
Pour avoir le travail total de ces deux forces, il suffit de multiplier respectivement chaque composante par la projection du déplacement et d'ajouter, ce qui donne
-.(Tg),x-.(T|),-,-.(Tg)„
La somme /T8d«, prise entre les limites A et B, est donc égale à la somme
prise entre les mêmes limites.
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PROPRIÉTÉ DE MINIMUM
Remplaçons d ^T ^) par — Xds, d (t ^\ par — Yds, d( T ^ j par — Zds; la seconde somme devient
somme identiquement nulle, car tous les éléments sont séparément égaux à zéro, puisque le déplacement (&r, ijf, h) étant pris le long de la surface de niveau, ses projections satisfont à Téquation différentielle
de cette surface.
Donc ta variation de l'intégrale fTds est nulle quand oa passe de la courbe ACB à une courbe infininient voisine, et par suite fïds est ou minimum ou maximum le long de ACB, sauf les cas particuliers où la variation seconde serait aussi nulle. Et comme il est évidemment impossible que ftds soit un maximum, on peut dire que cette int^rale est ea général un minimum.
334. Cette conclusion subsisterait encore si le fil était appliqué sur une sur&ce sans frottement ; la réaction normale de la surface n'altérerait en rien la forme des surfaces de niveau; seulement il faudrait comparera la courbe d'équilibre ACB d'autres courbes tracées entre les mêmes points A et B sur la môme surface.
Remarquons aussi que la résultante de la tension T agissant en n suivant nm^ et de la tension T+dT agissant en n dans la direction np, est égale et contraire à la force ¥d$ que l'on peut regarder comme appliquée au point n, et qui est normale î la surface S suivant laquelle on imprime un déplacement au point n. Le contour fiinp, dans lequel m et p seraient considérés comme fixes, le sommet n restant seul mobile le lopg de la surface S, satisfait donc (§ 120) à la condition qui rend minimum la fonction
mn X T + npX (T -fin).
DES COURBES FUNICULAIRES
Il serait facile d'étendre cette propriété à la courbe entière ACB, ce qui démontre encore la proposition.
335. Montrons enfin comment le calcul des variations conduirait à la même conclusion. Nous ne ferons cette fois aucune hypothèse sur les déplacements imprimés aux divers points de la courbe ACB, pour les amener sur la courbe infiniment voisine ACB. Soient iXy 8y, i% les composantes de ces déplacements. Nous avons à démontrer que
Or
i/TA= /i(Tdt) = /ardf + ftm.
Gomme nous avons l'équation générale nous avons aussi
^-fX^« + Tey + Z«saO.
Calculons ensuite Nous avons
Passant aux variations, il vient
diidê =s dxiâx -h dyidy + dzSd%,
et par suite
L'intégration par parties sépare les caractéristiques d et 8; on a en effet
5^2 ' PROPAIËTÉ DE MINIHUH.
De môme Donc enfin
-/[^(T^)H-e^(Tg)-H,^(Tg)].
Mais
D'ailleurs les variations &r, Sy, Ss, sont nulles aux limites A et B de Tintégralion. On a donc, en prenant l'intégrale entre ses limites,
ftSds «= JÇLdsix + Ydêiy + UêSz) = — f^dê.
Par conséquent
JTids + /îTrf» = 9STd$ = 0,
et la proposition est démontrée.
336. Application de la ehatnette. — La courbe funiculaire devient une chaînette quand on fait X = 0, Y = 0,. Z = — p, quantité constante.
L*équation
T+fsconst.
prend la forme T — p« = C, C étant une constante. Entre deux points A et B, pris sur la chaînette ACB, Tinlégrale /T(fe est minimum; donc /(p«H-C)(fe, ou pfzds-hCfds
est minimum le long de la courbe. Or v ^ ou ^Lr- est ^ fpds fds
l'ordonnée verticale du centre de gravité de l'arc ACB. Comparons Tare ACB dé chaînette à Tare ACB d'une courbe ayant
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même longueur. L*inlcgrale fils étant la même pour les deux courbes, les ordonnées des centres de gravité seront entre elles comme les valeurs de l'intégrale fzds; or cette intégrale est minimum pour la chaînette. Donc de ^,J
toutes les courbes de mime longueur qui joù ^2^c
gnent deux points donnés , ta chatnette est -^ telle qm a son centre de gravité le plus bas possible : proposition que Ton aurait pu dé- " Ht
duire de la théorie exposée g§ 236 à 240 *. "»• '*^
On peut ensuite appliquer le théorème de Guldin (g 206), et on parvient à cette nouvelle proposition : de toutes les surfaces de révolution que Von obtient en faisant tourner autour d^une droite HH' les diverses courbes isopérimètres ACB que Von peut tracer dans un plan passant par W! entre deux points don- ^
nés X et By celle qui a la moindre su- 5 " ?
perfide est engendrée par la chaînette ^^^' ^'^
qtii joint ces deux points j la pesanteur étant censée agir perpen^ dieutairementàEHi'.
PROBLÈME DE MIMIUUU.
337. Étant donnés dans un même plan deux points A el B et une droite OX (lig. 319), on demande de tracer dans ce plan utie courbe AmnsB, qui joigne les deux points, et telle qu'en la faisant tourner autour de OX : l"" le volume engendré par la figure AabB, terminé aux deux perpendiculaires Aa, Bb, et à la eourbcy soit égal à une quantité donnée; 2* la surface engendrée par la courbe elle-même soit minimum.
* La chainelte et Texemple indiqué g 240 montrent bien que Féqullibre d'un système pesant à liaisons est assuré dès que son centre de gravité est le plus bas-pos- 8U>le, lors même que les liaisons ne suilisent pas pour assujettir le centrede gravité à décrire une ligne ou une surface. Cette condition était supposée dans les gg 235 et238.
PROBIÈHB
FIg. 3».
Supposons que la courbe AmnB satisfasse à ces deux conditions. Si on laltëre infiniment peu, suivant le trace Am'fiYB,
de manière à laisser constant le volume engendre, la surface engendrée par la nouvelle courbe sera égale, à des infiniment petits d'ordre supérieur près, à la surface engendrée par la courbe primitive ; c'est la condition da minimum •
Rapportons la nouvelle courbe à Tancienne. Pour cela, appelons tt rintervalle rnnC compris entre les deux courbes, mesuré sur la normale mR à la courbe primitive; la quantité Il portera un signe, suivant que l'intervalle des deux courbes tombe d'un côté ou de Tautre de la première. A chaque arc mn de la courbe primitive, correspondra un arc m'n' sur la courbe déformée, et ces deux arcs, faisant entre eux un angle infiniment petit, peuvent être considérés comme parallèles. Soit C le centre de courbure de Tare ma^ ou le point de rencontre des deux normales consécutives mR, nS. Les triangles Cmn, CmV, étant semblables, donnent, en appelant p le rayon de courbure Cm, et cb, d^ les arcs im^ mV^ la proportion
ds
:£±îf.
Donc
dr
L'élément de surface plane mnn'm' a pour mesure tub, et dans sa révolution autour de OX, il engendre un élément, Sicytub, de la différence entre les deux volumes, en appelant; Tordonnée mp. Cet élément a le signe de a. Nous poserons, suivant la méthode indiquée par Cauchy,
yudi = ff{$)
la fonction ^(s) est assujettie à s'annuler au point A pour ^=0, et au point B pour « = AB ; pour toutes les valeurs intermédiaires, elle reste arbitraire et infiniment petite. On en déduit, en différentiant et en divisant par dsj
L'arc mn engendre dans sa révolution autour de OX un élément de surface égal à iiyds; l'élément mfn' engendre de même un élément 2x y^d^, en appelant y' l'ordonnée mY. De sorte qu'en supprimant le facteur constant 2^, la condition du minimum se traduit par Féquation
Nous connaissons déjà ds' en fonction ds. Pour évaluer de même y\ observons que la différence y — j/' est égale à la projection sur Taxe OTde mm' ou de u; on aura donc, en appelant a Tangle de la tangente à la courbe avec l'axe OX,
et
y'=y — ucosa.
Substituant à y" et à d^' leurs valeurs, et développant, il vient
I ydêss j [y — ticosa)(l + - ]<^
s I 2/</*— f ttCOSfltrf» + I — fl«— I — cosaïf». Ja Ja Ja P Ja ^
Réduisant, et suppïimant le dernier terme qui est infiniment petit par rapport aux autres, on a pour condition du minimum
r /2îfrff-.ticOSa(/»] = 0.
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Hais cos a est le rapport de l'ordonnée mp à la normale fnR^ Soit mR=N; on aura cosa=^,et
L'équation devient donc
Remplaçons yu par sa valeur 9' («), et intégrons par parties, n viendra
fonction qu'il faut prendre entre les limites correspondantes aux points A et B; or à ces limites 9 (<) est nul.
L'intégrale j 9{s)d ( «jj doit donc être nulle le long
de la courbe entre les points A et B, quelle que soit la fonction arbitraire 9(«).
Il faut et il suffit pour cela qu'on ait en tous points
ou bien
- — -p = constante.
On remarquera que le rayon de courbure mC, et la normale tnRj sont les rayons de courbure des sections principales de la surface engendrée par la révolution de la courbe cherchée autour de Taxe OX; ces rayons de courbure devant d'ailleurs être pris avec des signes contraires dans la situation de la figure, puisqu'ils sont dirigés en sens opposés, on
peut regarder » comme la somme algébrique des courbures
principales, et exprimer la propriété de la surface en disant que sa courbure moyenne est constante.
La chatncltc est un cas particulier de cette espèce de courbe ;
1 1 elle correspond à p=N, et à — î« = 0.
9 ^ On sait que la chaînette peut être engendrée par le foyer
d'une parabole qui roule sur une droite fixe (I, g 148). Les
courbes comprises dans Téquation
j^= constante peuvent 61 re décrites de même par le foyer d'une section conique roulant sur la droite OX*.
En effet, Téquation différentielle de la courbe qui en roulant sur la droite OX engendre la ligne AB est, entre les coordonnées polaires N et 0,
Fig.SSL
f{N) étant la valeur delà tangente de Tangle R = GRO, exprimée en fonction de la longueur N=mR (I, g 146). Déterminons d'abord cette fonction. Du point R, abaissons RR' perpen? diculaire sur CS; la distance R'S sera égale à dN. On aura dans le triangle RR'S,
liais les triangles semblables Gmn, GRR^ donnent
da étant Tangle mCn. Cet angle, pris négativement, est la différence CSO — CRO, ou la variation de l'angle R; nou^ aurons donc entre R et N l'équation différentielle
ou bien
dW = -dR(,H.N)Xj5ï^.
du
tangR^N + p
' Ce théorème a ^té découTert par Delaunay..
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Or on a entre N et p la relation
a étant une constante; ce qui permet d'éliminer p. n vient alors
fl + B
ou bien, en décomposant la secondé fraclion en fractions simples,
<<R . (W + fl) ^_ dh . dH d^
D'où Ton tire en intégrant ou bien
log 8in R + 5 log N + slog (N + 2a) = constante.
sinRs •
On en déduit
langR:
par conséquent
VN{N + 2a)— G»'
et l'équation polaire de la courbe roulante est
VN« + 2aN— G" «■
Nous retrouTerons cette équation dans la dynamique en traitant le problème du mouTement elliptique des planètes. L'intégration donne
6 = 0« -f arccos. I r — B j ,
dans laquelle A et B sont des constantes exprimables en fonction des quantités a et G, et 6^ une constante arbitraire. On satisfait en effet à l'équation difiérentielle proposée en feisant
=n et V ^ n«=fl> Les conslantes étant ainsi doterai _B« 1— B»
minées, on aura entre N et 0 la relation
B + cos(6~a.) 4 + Jco8(fl-M
qui définit une section conique rapportée à son foyer.
ÉQUIUBRE d'un Fa APPLIQUÉ SUR UKfi SURFACE.
538. Supposons qu'un fil sans pesanteur soit appliqué sur une surface qui n'exerce sur lui aucun frottement* Les seules forces qui agiront sur une portion quelconque de fil seront les tensions en ses deux extrémités et les réactions normales de la surface. Prenons sur le fil un arc infiniment petit AB ; cet arc pourra être confondu, sans erreur appréciable, avec un arc de cercle ayant pour centre C le centre de courbure de la courbe dans Tintervalle des points A et B. Les réactions de la surface sur l'élément AB se composent en une force unique IN, normale à la surface, et par suite normale à la courbe, qui fait équilibre aux tensions T et T. Les trois forces T, T et N sont ainsi dans un même plan ; la normale IN à la surface est située ^^ ^'
dans le plan des deux tangentes infiniment voisines AT et BT, ou dans le plan osculateur; c'est donc la normale prindpale de la courbe, et elle passe par le centre de courbure C. En d'autres termes, la normale à la surface coïncide avec la normale prindpale à la courbe.
Projetons les trois forces N, T et T' sur la tangente à la courbe au point I. Les forces T et T faisant des angles infiniment petits avec cette tangente se projettent en vraie grandeur, tandis que la force N, normale à Taxe de projection, a une composante nulle. Donc T=T; et par conséquent la tension est la même en tous les points du fiL
540 EQUILIDRE D'UN FIL
Le théorème du travail virtuel conduit au même résultai. Prenons une portion finie quelconque de fil ; elle est en équilibre sous l'action des deux tensions extrêmes, T et T\ et de toutes les réactions de la surface, qui sont normales ; cela posé, imprimons au fil un déplacement longitudinal, e, commun à tous ses points et infiniment petit. La somme des travaux des tensions T et T' sera égale à T e — T' e, ou à (T — T') s, et cette somme doit être égale à zéro, caries travaux des réactions sont nuls; donc enfin T=T',
Cherchons la réaction de la surface.
Soit do) l'angle de contingence ACB, égal au rapport, —,
de l'arc AB au rayon de courbure G A. La projection des trois forces N, T, T, dont les deux dernières sont égales, sur la direction de la force N, donne la valeur de la réaction. Nous avons obtenu, dans un cas tout semblable (g 531), Téquation suivante
ou bien
^est la réaction de la surface rapportée à l'unité de longueur du fil ; on voit qu'elle ost égale à la tension T divisée par le rayon de courbure p de la ligne dessinée par le fil ; mais T est partout le même ; donc la réaction de la surface rapportée à Vunité de longueur est inversement proportionnelle au rayon de courbure.
339. La ligne d'équilibre d'un fil appliqué sur une surface jouit de cette propriété, qu'elle a entre deux quelconques de ses points la plus petite longueur possible. Car le fil, d'abord placé de manière à passer par deux points donnés, sera amené par la tension à occuper la position où il ne peut plus subir de raccourcissement. Cela résulte aussi de ce que la tension est constante tout le long du fil. Si Ton en fixe deux points A et B, l'intégrale fTds sera minimum pour la courbe que dessine le fil entre ces deux points; le facteur T
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étant constant peut sortir du signe /, et, par conséquent, Vrtc fds est minimum pour la courbe d'équilibre entre les deux points A et B.
On appelle lignes géodésiques les lignes qui, sur une sur^ face donnée, ont la longueur minimum. Elles ont ce caractère géométrique que leur plan osculateur en un point quelconque est normal à la surface ^ Par exemple, les lignes géodésiques de la sphère sont des arcs de grand cercle ; sur le cylindre droit à base circulaire, ce sont des arcs d'hélice, et comme cas particulier, les cercles de section droite ou les génératrices rectilignes.Surle plan, les lignes géodésiques sont des droites; pour toute autre ligne, le plan osculateur coïnciderait avec la surface au lieu de lui être perpendiculaire.
Lorsqu'on applique sans déchirure ni duplicature une surface sur une autre, des lignes quelconques tracées sur la première conservent leurs longueurs sur la seconde, et les angles sous lesquels elles se coupaient restent aussi les mêmes après la déformation. Les lignes géodésiques de la première surface se transforment donc en des lignes géodésiques sur la seconde. Les lignes géodésiques d'une surface développable deviennent des lignes droites quand on applique la surface sur un plan.
On voit par là que la sphère n'est pas développable. Car un triangle sphérique formé par trois arcs de grand cercle, ou par trois lignes géodésiques, se transformerait sur le plan en un triangle rectiligne, et les angles des deux triangles seraient respectivement égaux, ce qui est impossible, puisque la somme des angles du triangle rectiligne est égale à deux droits, tandis que la somme des angles du triangle sphérique
* • Claibaut a remarqué le premier, dans les Mémoires de F Académie des a iciences de 1733, que, quelle que soit la figure de la terre» la ligue qu'on y € tracerait en plantant continuellement des piquets perpendiculaires à l'horizon,
< de manière qu'ils soient effacés les uns par les autres, comme on l'a pratiqué c dans la description de la perpendiculaire à la méridienne de Paris, aurait la
< propriété d'être la ligne la plus courte entre tous ses points. » (Lagrange.. Calcul des fonctions, leçon XXII.) En etfet, les plans osculateurs de la ligne sont en tous points vcrlicauz, c'est-à-dire normaux à la surface de la terre. L'expression de ligne géodésique est venue de cette consUuction.
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surpasse deux droits de là quantité appelée excès sphirique, proportionnelle à l'aire du triangle.
540. Cherchons les équations différentielles des lignes géodésiques d'une surface donnée
Nous nous servirons pour cela de la condition de minimum de Tare
ou
Mais
Substituant, et intégrant par parties, pour séparer les caractéristiques d et 8, il vient
Le terme hors du signe / est nul aux limites, puisqu'on suppose fixes les extrémités de Tare de courbe considéré. Quant a la fonction sous le signe /, elle renferme les trois variations Sx, 8y et S« ; mais ces trois variations ne sont pas indépendantes les unes des autres, car les déplacements imprimés aux points de la courbe s'effectuant sur la surface F = 0, les variations satisfont à l'équation différentielle
On peut donc exprimer i% en fonction de Sx et de Sy . Substituant sa valeur dans la fonction sous le signe /, il vient en définitive
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L*intëgrale doit se réduire identiquement h zéro, quelles que soient les variations indépendantes ix et 3y. Il faut et il suffit pour cela qu'on ait tout le long de la courbe les deux
équations
■dx
dx ^d» A
dz
ÎIAq
lies
ou bien la série d*é^lités
dx dy di
Telles sont les équations différentielles des lignes géodésiques delà surface F=0. Elles expriment que la direction qui fait avec les axes des angles définis par les cosinus
\l{.'t)'^('i)'^{'tt ^
c*e8t-à-dire la direction de la normale principale à la courbe* coïncide avec la direction définie par les cosinus
dF dz
5a LIGNES GËODËSIQUES.
c'est-à-dire avec la direction de la normale à la snrrace : thterëme que la statique nous avait immédiatement donné.
THÉORÈME DE LANCHET.
341. Étant donnée dans V espace une courbe quelconque^ L, on peut faire passer par cette couibe une surface dévdoppàbk dont cette courbe soit une ligne géodésique.
En effet, menons par les tangentes à la courbe en des points très rapj^rochés, Â, B, C, des plans normaux aux normales principales, ou, ce qui revient au même, normaux aux plans osculatcur^». Ces plans $e couperont deux à deux suivant des droites, et à la limite, lorsque les points A, B, C se seront indéfiniment rapprochés, la surface S qui contient ces droites sera Tenveloppe des positions du plan mobile; ce sera donc une surface dëveloppable. Ses plans tangents successifs sont normaux aux plans osculateurs de la ligne L; donc cette Ugne est une ligne géodésique de la surface S.
Si l'on développe la surface S sur un plan, la courbe L se transformera en ligne droite sans altération de longueur. La surface S est la surface rectifiante de la courbe donnée.
rig. 5S.
THÉORÈHE SUR LES ARCS D ELLIPSE
342. Lemhe. — Si d^un point extéiieur M, on mine deux tangentes MP, MP à une ellipse^ les angl€sm¥,V%^q^e font les tangentes avec les droites menées du point M aux foyers Y et F sont égaux.
Pourconstruire la tangenteMP, il suffit de décrire un cercle du point F comme centre avec un Fig. 324. rayon égal au grand axe , puis
de chercher l'intersection A de ce cercle avec un arc décrit
TUËORËMES DE H. GHASLES. 545
du point M comme centre avec MF pour rayon. La tangente cherchée est la droite MP, perpendiculaire à FA. Joignant F'A, on aura le point de contact P en cherchant Tintersection de la droite F'A avec la tangente MP.
La seconde tangente HP s'obtiendrait en faisant usage de la seconde intersection des mêmes arcs de cercle. Mais on peut aussi la construire en décrivant de F comme centre, avec le grand axe pour rayon, un cercle que l'on coupera par un arc décrit de M comme centre avec un rayon égal à MP ; l'intersection donnera le point A\ et la tangente cherchée sera la perpendiculaire abaissée du point M sur la droite A!¥\
Les tangentes MP, MP senties bissectrices des angles FMA, FMA'. Pour prouver légalité des angles PMF, FMP, il suffit donc de prouver l'égalité des angles doubles AMF, A'MF\ ou, en ajoutant de part et d'autre Tangle FMP, l'égalité des angles AMP, A'MF.
Or ces deux angles appartiennent à deux triangles AM¥\ FMA', qui ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun, savoir : AM=MF,AP=AT=le grand axe, MF' = MA'; ils sont donc égaux, et le lemme est démontré.
Corollaire. — Si Ton considère l'ellipse ayant pour foyers les points F et F' et passant par le point H, la tangente à cette ellipse au point M, faisant des angles égaux avec les rayons vec^ teurs MF, MF', fait aussi des angles égaux avec les tangentes MP, MF, menées du point M à l'ellipse homofoeale PP.
343. Théorèmes de M. ChaslesK — Soit AB une ellipse, F et F' ses foyers (fig. 324). Imaginons un fil continu, inextensible et de longueur donnée, qui fasse le tour de l'ellipse, en s'appuyant sur la courbe, sauf dans la région PMP, où il dessine deux tangentes PM, PM aboutissant en un point H. On
* Compieê rendu» de VAcadimi/e de$ Scienceê, 1845.
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demande le lieu décrit par un crayon qui serait placé au point M de manière à tendre toujours le fil.
Cherchons la tangente en M au lieu demandé. Prenons sur la courbe cherchée un point M^ infiniment Toisin du point H, et soit MM^=d«. La longueur totale du fil ne change pas quand le crayon passe de M en M^ ; soit 0 l'angle que MP fait a^ec la direction de Télément MM^ , et 0' l'angle que MF' fait avec le même élément pris dans l'autre sens. Dans le passage de H en H^, le brin P^PM se raccourcit d'une quantité égale à la projection de MM^ sur la direction de PM, ou de ckcosO; le brin P'M s'allonge en même temps de la projection du même arc sur la direction de P'M, c'est-à-dire de dscosV. La longueur du fil restant constante, on a
donc 0=0% et la tangente au lieu cherché fait des angles égaux avec les tangentes MP, MF à lellipse AB.
11 résulte du lemme précédent que le lieu RS décrit par le point M est une ellipse homofocale à l'ellipse donnée; par suite, étant données deux ellipses homofocaUs^ si Sun point M de l'ellipse extérieure on mène les deux tangentes MP, MF à Vellipse intérieure^ la somme des tangentes et de Varc embrassé entre les points de contact^
MP + HP'+arcPAGBF,
est constante.
On peut ainsi décrire Tellipse en tendant avec un crayon un fil de longueur constante qui entoure une portion du périmètre d une ellipse déjà tracée ; cette méthode est une généralisation de la méthode ordinaire dans laquelle on fait usage des foyers. La droite finie FF, pour tous les points, N, de laquelle la somme des distances NF-^NF' est constante et égale à FF', peut en effet être assimilée à une ellipse infiniment aplatie, qui aurait les points F et F pour foyers.
La somme &iP4-MP'-t*PCP' étant constante, si Ton en retranche le périmètre entier de Tellipse, le reste, égal à MP -f- MP' — PDP', est aussi constant» et c'est sous cette forme
Digitizi
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que M. Chasles a présenté son Ihéorëme. On en déduit un moyen géométrique de trouver d'une infinité de manières, sur une ellipse donnée, deux arcs dont la difTérence soit rectifiable.
Supposons en second lieu que le fil qui entoure l'ellipse puisse être allongé à volonté, et cherchons le lieu des points M tels, qu'en passant d'un point M à un autre point M', les deux brins qui aboutissent à ce point soient allongés de quantités égales.
Supposons les points M et M' infiniment rapprochés : la quantité dont s'allonge le brin MP, quand, sans cesser d'être tendu et sans glisser sur l'ellipse, il va aboutir en M' suivant le tracé P^M', est égale à la projection de MM' sur la direction de MT^. De même le brin MP' s'est allongé d'une quantité égale à la projection de MM' sur M'P/. L'égalité des allongements implique donc Tégalitë des angles P^M'M, P/M'M, et par suite la direction de l'élément MM' est bissectrice de l'angle des deux brins.
Les directions MP, MP' font, d'après le lemme, des angles égaux avec une ellipse homofocale à l'ellipse donnée, passant par le point M. Donc MM' est normal à cette ellipse, et le lieu cherché est une trajectoire orthogonale des ellipses qui ont F et P pour foyers ; c'est par suite une hyperbole HK, homofocale à l'ellipse donnée, et la coupant elle-même à angle droit au point I.
La longueur MP d'une tangente à l'ellipse, comprise entre le point de contact P et l'hyperbole, surpasse l'arc PI, mesure sur la courbe, de l'intégrale /(bcos<p, prise sur l'hyperbole entre le point I et le point M ; ds représente l'arc élémentaire mm' d'hyperbole, et 9 l'angle que sa direction fait avec la tangente mp menée à l'ellipse à partir du point m.
Cette intégrale est la même des deux côtés de l'hy-
Hg. 326.
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perbole, puisque rélëment ds fait des angles égaux a^ec les deux tangentes ; les difTérences MP — arc PI, MF — arc VI sont donc égales, et la différence des ares d^ ellipse PI, P'I est égale à la différence des tangentes MP, MP.
FROTTEMENT d'oN FIL SUR UNE SURFACE.
344. Lorsque les réactions de la surface sur laquelle un fil est tendu ne sont pas normales, la courbe d'équilibre peut n'être pas une ligne géodésique. Il y a cependant un cas où il en est encore ainsi : c'est celui où le fil est sur le point de glisser stir la surface k long de la ligne qu'il y dessine.
Considérons un arc infiniment petit, AB, du fil appliqué sur la surface. Cet arc étant sur le point de glisser dans sa propre
direction AB, le frottement exercé par la surface est une force fN égale au produit de la réaction normale N par le coefficient de frottement, et dirigée tangentiellement à AB, en sens contraire du glissement qui tend à se produire.
L'arc AB est en équilibre sous Taction des forces N, /TI, et des tensions T et T' développées à ses deux extrémités. Les forces fN et N se composent en une seule force R, appliquée en un point C de l'arc : les trois forces R, TetT^se faisant équilibre, sont dans un même plan, qui est le plan osculateur de la courbe AB, puisqu'il contient les deux tangentes AT, BT'. Or la force /n, tangente à AB, est située dans le plan osculateur; par suite, la force N est aussi située dans ce plan. Donc le plan osculateur de Fore AB est normal à la surface^ et la courbe AB est une ligne géodésique. Les tensions T et T' ne sont plus égales , et il est facile de voir que T' surpasse T de la composante fN. L'angle RCN est égal à l'angle 9 du frottement. L'angle RCB,
Fig. S27.
SUR UNE SURFACE
que la force extérieure R fait avec la courbe funiculaire AB,
est donc égal à 9 + ^.
Cela posé, appliquons à Tare AB Téquation que nous avons donnée (§325),
T Ung/ft*
OÙ T est la tension, dtù l'angle de contingence, et |jl Pangle de la force extérieure avec la courbe, prise dans la direction suivant laquelle on compte les arcs positifs. Nous aurons
tang fK = Ung ( î-t- ç> j = — cotangf
et par suite
dï d<a
T cotang f
:<lAiXtang9 = /'Jai.
Intégrons celte équation d un bout à Taufre de la portion de fil MP appliquée sur la surface ; il viendra
log.l* = /û,
T^ et T^ étant les tensions aux points P et M, où le fil se détache de la surface, et 0 la somme des angles de contingence de la ligne MP.
On aura donc
Si la courbe MP est plane, si c'est, par exemple, la section
droite d'un cylindre, ou l'arc de grand cercle d'une sphère,
l'angle 0 sera l'angle des tangentes extrêmes. Supposons que
la courbe MP soit un arc de cercle de rayon r et que S soit la
g longueur de fil appliquée ; on aura Q = - .
T On voit que le rapport =r croit très rapidement avec la va-
leur de 0, ou, dans le cas particulier qui nous occupe, avec la valeur de S.
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545. Cette proposition étant très importante, nous en donnerons une démonstration élémentaire, en la restreignant au cas où la surface est un cylindre, et où le fil glisse suivant sa section droite.
Soit MN un fil tendu à la surface d'un cylindre droit à base circulaire, le long d'un arc infiniment petit AB de la section droite de ce cylindre. Supposons que le fil glisse, ou
soit sur le point de glisser dans le sens de la flèche; la tension f , qui agit au point B dans le sens du mouvement, surpassera la tension t, qui agit en sens contraire au point A, de tout le frottement développé au contact du fil et du cylindre. Ce frottement est infiniment petit. Pour le calculer, transportons les forces t et l' au point I, point de concours des deux tangentes EN, AM ; ces deux forces sont égales à un infiniment petit près, elles se composent donc en une force unique IP, qui est dirigée suivant la bissectrice de leur angle, et qui va passer au point 0, centre de Tare AB. La résultante IP est la pression totale exercée par la corde sur le cylindre, et le frottement mutuel des deux systèmes en contact est, au moment du glissement, égal au produit IPxf, dans lequel le facteur f est le coefficient du frottement de la corde sur le cylindre.
Le triangle IPR a ses côtés respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle AOB ; ces deux triangles sont semUa- 'bles, et donnent la proportion
ou bien
IP AB
m'^AO'
ip
en appelant a Tangle au centre infiniment petit AOB, ou plutôt le rapport de l'arc AB au rayon OA.
SUR U.1 CYUNDRB FUS.
La pression de la corde sur le cylindre est égale k atj lé frottement à faty et Ton a entre t' et I la relation
ou bien
Cette formule suppose expressément le nombre a infiniment petit
Passons au cas où l'arc de contact, AB, entre la corde et le cylindre a une longueur finie. Partageons l'angle au centre ÂOB en un très grand nombre, n, de parties égales, et appelons a le rapport de la w**^ partie do cet angle au rayon.
Soient t^, t^, I,, ... I,«p T, les tensions de la corde aux points A, a', 0*, (f'y ..., a..2,B; les arcs Aa\ aVf ... étant infiniment petits « nous pourrons appliquer à chacun d'eux Téquation précédente» ce qui donne la série d'équations :
Fig. S».
Multiplions ces équations membre à membre; les tensions intermédiaires disparaissent comme facteurs communs, et il Tient en définitive
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équation où a est la n**^ partie de l'angle AOB, et où n est supposé infiniment grand. Soit donc A Tare qui mesure l'angle au centre AOB; nous pourrons poser Téquation rigoureuse
pourn infini.
Faisons, pour abréger, fX=zx^ et cherchons la limite de
(x\fi 1 + - ] lorsque le nombre n croit au delà de toutes limites.
Nous allons démontrer que
«..(.-Kî)-=[»..(.+i)7,
X étant un nombre constant, et n un nombre indéfiniment croissant.
En effet,
n' Posons nx = n' ; on en déduit n = - , et par suite
i'^^r-Mr
Le nombre n' croit indéfiniment en même temps que le nombre n.
Nous avons donc identiq;uement
Cette équation est encore vraie è la limite quand on y Ait à la fois n et n' infinis; et par conséquent
car le changement de n' en n est indifférent du moment qu'on les suppose tous deux infinis à la fois.
La limite de ( 1 + - j est un nombre déterminé ; c'est le
SUR UN CYLINDRE FIXE
nombre e, base des logarithmes hyperboliques; et l'on a en définitive
et nous retombons sur l'équation déjà obtenue
L'emploi des logarithmes facilite le calcul des puissances fractionnaires du nombre e.
346. Pour montrer quel usage on peut l'aire de la formule, supposons qu'une corde MN (fig. 330) passe sur un cylindre horizontal en bois, à la surface duquel elle glisse dans le sens AB, en embrassant une demi-circonférence; on fera
Le coefficient du frottement de la corde sur le bois du cylindre est 0,50.
On aura donc entre les tensions T et t^ Téquation
T = /. X e«.w X 5,ui» = /. x.^'-'T = !• X 4,80.
Par exemple, une personne attachée à Textrémité N de la corde tient dans ses mains l'autre brin AM, ^c.^>j, qu'elle laisse filer peu à peu, de manière à se laisser descendre. La somme T + 1^^ des tensions ^v__/ fait équilibre au poids de cette personne; supposons qu'elle pèse 65 kilogrammes. Les tensions t^etT se détermineront par les équations
d'où résulte
1 + ^ = 65, T5=foX4.80,
/•= ~ = llkil.«!.
Celte tension est l'effort que la personne doit exercer con-
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staromcnt sur la corde pour rester maîtresse de la vitesse avec laquelle elle descend.
Si la corde faisait un tour eptier autour du cylindre, il faudrait faire A = 2ic ; si elle faisait deux tours entiers, A = 4x, . ..
T On peut facilement reconnaiire que le rapport - grandit ti'ès
rapidement avec la valeur de A, ou avec la grandeur de l'arc embrassé.
Au lieu de descendre, supposons que la personne veuille monter en tirant sur la corde. Il faudra alors qu'elle développe la tension T, capable d*équilibrer la tension résistante t^ développée dans le brin auquel elle est suspendue.
L*etrort à exercer sur le brin moteur sera donc égal è
T = 65 — <.=:53kil.79,
en supposant toujours que l'arc AB soit une demi-circonférence.
Une poulie est préférable au cylindre fixe AB, s'il s'agit de monter; le cylindre fixe est préférable à la poulie, s'il s*agit de descendre.
Cette loi explique comment, sur le quai d'un port, un seul homme peut, à l'aide d'un câble enroulé plusieurs fois autour d'un poteau fixe, arrêter un bâtiment animé d'une faible vitesse. Une tension même très petite, t^^ multipliée par le facteur e^, qui augmente très rapidement avec l'arc A, jnroduit dans le brin du câble qui va du poteau au navire, une tension T assez grande pour que le travail de l'extension du câble détruise sur un médiocre parcours la vitesse du bâtiment.
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glisse le long de la ligne qu'il occupe d'une quantité infiniment petite iSj qui sera la même pour chacun de ces points.
Considérons un élément AB quelconque^ que nous pourrons isoler, en introduisant les tensions t et f qui agissent à ses deux extrémités. Nous savons que la difîérence f — t est égale au frottement subi par l'arc AB; le travail du frottement pour cet arc est égal au produit (f — t)l8. Faisant la somme des expressions semblables depuis le point M jusqu'au point N, il vient (T — Qis pour le travail cherché.
Faisant ensuite une seconde intégration dans laquelle le facteur T — t^ reste constant, on aura pour le travail du frottement
OU
io{e -l)t,
pour un glissement fini égal à s.
Appliquons cette formule au frein à lame flexible
Ce frein consiste en une lame OHNB, attachée en 0 à un point fixe, et en B à l'extrémité d'un levier AB, mobile autour du point 0 (fig. 3S1); la lame embrasse entre les points M et N une portion du pourtour d'un cylindre calé sur Tarbre tournant C. L'angle embrassé MCN est ^1 à 0.
Pour enrayer l'arbre, dont le mouvement est dirigé suivant la flèche f, il suffit d'appliquer une force P au point A du levier, de manière à établir un contact intime entre la lame et la surface du cylindre.
Le cylindre glissant sous la lame dans le sens de la flèchei
Fig. SSL
FREIN À LAME FLEXIBLE
le mouvement relatif de la lame par rapport au cylindre est un glissement en sens contraire, et l'on a par conséquent, en appelant T et t^ les tensions dans les brins MO, NB,
La tension t^ se calcule en exprimant que le levier AOB est en équilibre. Appelons a la distance de la force P au point 0» et b la distance du même point au brin qui subit la tension t^; nous aurons
et
Cherchons le travail du frottement correspondant à un nombre n de tours effectués parTarbre. L'arc de glissement, s* est pour un tour égal à 2tcR, en appelant R le rayon de l'arbre; pour n tours, il est égal à SicRn, et le travail correspondant du frottement est
2itRn X (T - U) = îîtRfi X P |(«'^— i),
quantité proportionnelle au nombre de tours faits par l'arbre. Le brin qui subit la plus grande tension T, aboutit en un point fixe, qu'on suppose capable d'une résistance indéfinie, et le levier est uniquement employé à produire la plus petite tension t^. Si l'arbre tournait en sens contraire, ce serait le brin le plus tendu qui aboutirait au point B, et la disposition du frein serait vicieuse, car elle exigerait l'emploi d'une plus grande force P, ou, si l'on conservait la même force P, il faudrait un plus grand nombre de tours pour produire le même travail du frottement.
TRANSMISSION PAR COURROIE SANS FIN
549. Soient 0 et (V les deux tambours à axes parallèles réunis par la courroie sans fin MiNM^N'; nous supposons que cette courroie suive les tangentes extérieures aux cercles OM, (yW. Soient r el K les rayons de ces cercles.
Les forces P et Q sont appliquées aux tambours, à des distances OL =p, (yV=q, des axes 0 et (Y.
Proposons-nous de trouver les tensions T et I développées dans les deux brins libres M'N, NH' de la courroie ; nous tiendrons compte des frottements des arbres sur leurs tourillons. Pour simplifier, supposons les arbres 0 et (V assez éloignés pour qu'on puisse regarder les brins libres comme sensiblement parallèles. Supposons de plus P et Q perpendiculaires à la ligne des centres 0(y.
Coupons la courroie en A et en B, dans le premier brin, en A' et en V^ dans le second, et introduisons les tensions T et — T aux points A et B, les tensions tei — t aux points A' et B' ; puis écrivons les équations d'équilibre des deux corps tournants 0 et (/, sollicités l'un par les forces extérieures P, T, t et le frottement du tourillon 0, Tautre par les forces Q, T, I, et le frottement du tourillon &.
Pour calculer les frottements, remarquons que la réaction totale subie par le tourillon 0 est la résultante des forces P, T et t qui sollicitent le corps; or la résultante de T et t est une force égale à T-hl, perpendiculaire à P; la résul-
TRANSMISSION
tante de P, T et t est donc égale à ^P' + (T 4- t)S et le frottement exercé sur le tourillon est é^l à
Prenons les moments par rapport à Taxe 0; il vient l'équation
Pii-(T-£)r--=4=^pVi»« + (T + «)« = 0,
OÙ p désigne le rayon du tourillon 0.
De même pour l'autre corps tournant, on aura l'équation des moments par rapport au point 0\
De ces deux équations on peut tirer la somme T + 1 et la différence T — t en fonction de P et de Q. Or il y a trois inconnues, savoir T, t et P. Le problème est donc indéterminé; ce qui tient à ce qu'on peut régler arbitrairement, entre certaines limites, la tension de la courroie au moment du montage de la machine.
Appelons L la distance géométrique des points M et N' ; pour que la courroie remplisse exactement cette distance sous la tension T^ du montage, il faut en prendre une longueur X, sans tension, satisfaisant à l'équation
L = a{l+aT.),
a étant le coefficient (TextejisibilUé de la courroie considérée. Pendant le mouvement, les deux brins HN', NM' sont à des tensions différentes T et f ; et les longueurs prises par la courroie seront
pour le brin MN\ et
pour le brin NM'.
La longueur totale de la courroie, abstraction faite des arcs
PAR COURROIE
embrassés ft la surface des tambours, est donc, pendant le ùiouvement,
L' + L'' = Ap + «(T + <)] = 2/(l+«î±-').
La longueur de la courroie ne sera pas altérée par le fait du mouvemenl si l'on a
C'est cetle relation que l'on admet pour achever la détermination des inconnues. On suppose T^ donné, et Ton a ainsi trois équations pour déterminer trois inconnues. L'hypothèse faite consiste, comme on le voit, à admettre que la courroie conserve en mojenne pendant le mouvement la tension du montage.
Une fois T et t calculés, il faut, pour que la transmission soit assurée, qu'il n'y ait pas glissement de la courroie à la surface des tambours, ou qu'on ait les inégalités
pour le cylindre 0, et
T<te^
T<uf^
pour le cylindre CK, les angles e et 6' correspondant aux arcs embrassés. Sur la ligure V est <e, et il sufjgt de vérifier la seconde inégalité
L'avantage de cette transmission consiste en ce qu'on peut, au moyen d'un rouleau tenseur, faire varier la tension du câble (I, § 265) ; et aussi, en ce que, si la résistance Q s'accroît brusquement, la courroie peut glisser à la surface du cylindre 0' sans produire de rupture dans Pappareil. La transmission par engrenages, dans les mêmes conditions, serait exposée à des ruptures de dents.
Le câble télodynamique dé M. Him (I, ibid.) est une trans-
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mission à grande distance, dans laquelle un câble en fil de fer tressé remplace la courroie; le poids du câble suffit pour développer sur les tambours toute l'adhérence nécessaire.
EXTEMSIBIUTÉ DES HLS ET DES TIGES SOLIDES
550. Le fil parfait que nous avons défini (g 314) était inextensible et dépourvu de raideur. Les cordes, les courroies, les câbles, ne possèdent pas ces qualités d'une manière absolue ; nous avons vu dans le problème précédent, par exemple, que la longueur d'une courroie varie avec la tension qui s'y développe. Les tiges solides se comportent de même sous l'action d'une force qui tend à les allonger. On a étudié expérimentalement la loi de ces extensions, et c'est sur celte loi qu'est fondée Téquaiion dont nous avons fait usage tout à rheure,
dans laquelle L représente la longueur d'une tige ou d'un fil sous la tension T, X sa longueur natureUcy c'est-à-dire sous une tension nulle, et a un coefficient constant, qui prend le nom de coefficient d'extensibilité. Cette formule n'est vraie ^ que lorsque la différence L — X est très petite par rapport à la longueur X.
Soit AB un fil ou une tige, suspendu en A à un point fixe, et sollicité eii B par une force P, agissant dans le sens de sa longueur. Supposons le poids de cette tige nul ou négligeable; soit X sa longueur dans Tétat naturel, c'est-à-dire quand elle n'est sollicitée par aucune force. Sous l'action de la force P, elle va s'allonger d'une certaine quantité BB'={, et sa longueur, dans son nouvel état, sera X 4- /. L'expérience démontre que pour les petites valeurs du
rapport - il y a proportionnalité, pour une même matière,
Pt Fig. 354.
ET DES TIGES SOLIDES. SCI
entre ce rapport et le rapport - de la force P à la section
droite tù de la tige« qu*on suppose homogène et d'égale section dans toute sa longueur; de sorte qu'on peut poser Téquation
en appelant E un certain coeRicient constant que nous définirons plus loin. C'est ce coefficient qu'on nomme coefficient d'élasticité de la matière formant le fil ou la tige.
Le rapport - étant un nombre, E est homogène à -; le cocf-
ficient représente donc une force rapportée à Vunité de sur-
face. On voit qu'on aurait E=- si Ton pouvait avoir- =i,
ou si la nouvelle longueur de la tige, l+X, pouvait devenir double de sa longueur naturelle X. Faisant ensuite io= 1, on aurait E= P. Le coefficient d^élastidté d'une matière est donc la force fictive dextension quij appliquée à un fil ou une tige formée de cette matière^ et ayant une section égale à Vunité^ en doublerait la longueur, la loi exprimée par l équation (1) étant supposée indéfiniment exacte.
Le coefficient E a été déterminé par expérience. Sa valeur numérique dépend du choix des unités ; pour le fer, par exemple, l'unité de force étant le kilogramme et l'unité de surface le mètre carré, le nombre E est égal eh moyenne à 20,000,000,000 ; c'est-à-dire qu'un poids de 20 milliards de kilogrammes, appliqué uniformément à une tige de fer de sec* tion égale à i mètre carré, doublerait la longueur de la tige si
la formule (1) s'appliquait à toutes valeurs du rapport r- Le
nombre E est d'autant plus grand que le corps est plus raide et moins déformable.
Quand les solides peuvent être comprimés sans fléchir, l'équation (1) s applique à la compression comme à Te^Efension : 2 représente un raccourcissement quand P représente une
n. <— ttfC. OOILWKQH. 36
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force décompression, et le coefQcient d'élasticité est le même, en général, à la compression qu'à l'extension. La formule (1) n'est rigoureusement applicable qu'aui
petites valeurs du rapport r-, c'est-à-dire aux petites iraleurs
de la force-, appliquée à l'unité de surface. Pour des valeurs
supérieures à une certaine limite, appelée limite d^élasticitiy il n'y a plus proportionnalité entre les deux rapports, et de plus, la suppression de la force P n'est pas suivie du retour de la tige AB à sa longueur primitive. On dit alors que Félastidti de la tige ou du fil est altérée.
De la formule (i) on peut déduire l'équation
qui nous a servi pour déterminer la longueur des courroies. Faisons en effet L=X + / dans l'équation (1) ; il viendra
ai X
Donc
La force P étant égale à la tension T développée dans la courroie, on peut poser
équation qui rentre dans la formule indiquée, en posant
Le nombre a dépend donc de la section de la courroie, et c'est un nombre d'autant plus petit que le nombre E est plus grand.
ET DES TIGES SOLIDES
TRAVAIL DE L*EXTENSION d'uRB TIGE OU d'uN HL*
353. Soit AB la longueur originaire, X, d'une tige, à la< quelle on communique un allongement total BC={. ^t On demande le travail nécessaire pour produire celte déformation.
Considérons la tige allongée d'une quantité Bm=a;, et recevant un nouveau degré infiniment petit d'allongement mm'=dx. Soit T la tension de la tige lorsqu'elle
a la longueur Am=X + â?; cette tension, égale et contraire à la force qu'il faudrait appliquer à la tige ^8- 335. amenée à la longueur Âm pour maintenir l'équilibre, est donnée par l'équation
où iù est la section de la tige et E le coefficient d'élasticité de la matière dont elle est composée.
Le travail de cette force, quand son point d'application se transporte de m en m% est Tdx, et le travail de l'allongement total est l'intégrale JTdx prise entre les limites a; =0 et
Or l'équation précédente nous donne «t par suite
Le travail cherché est le produit de l'allongement total I,
par la quantité -^ , qui représente la moyenne des tensions
développées successivement dans la tige quand elle passe de la longueur AB à la longueur AG.
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RAIDEUR DES CORDES
353. Nous avons aussi considéré les cordes comme des fils entièrement dépourvus de raideur, et pouvant èlre infléchis sans effort. Les cordes que Ton emploie dans les machines sont loin de posséder cette propriété, et lorsqu'on doit leur communiquer une courbure un peu prononcée, on éprouve une résistance du même genre que celle qui s'oppose à la flexion d'une tige solide. Il en résulte qu'en réalité la courbure d'une corde ne varie pas d'une manière brusque comme on le suppose pour la solution élémentaire des problèmes dont nous r^ nous sommes occupé. Supposons, par exemple,
^^ ^ qu'une corde MN passe sur un cylindre 0, et que le mouvement soit établi dans le sens de la flèche /*. Le brin MA, rectiligne sur sa plus grande étendue, ne s'appliquera pas nettement au point A sur le cylindre, et la raideur de la corde l'écartera du centre 0 pour répartir sur une certaine longueur la variation de la cour- Fig. 336. biirg . par la même raison le brin BN ne perd pas brusquement au point B la courbure qu'il a prise sur le cylindre, et la raideur le rapproche du centre 0 ; il résulte de là que l'équilibre de la puissance P et de la résistance Q entraîne l'inégalité P > Q ; on a déterminé par expérience la différence P — Q, et Ton a trouvé qu'elle était inversement proportionnelle au diamètre D du cylindre, et qu'elle croissait avec la résistance Q. Ces lois, posées par Coulomb, ne sont pas encore parfaitement connues.
La formule par laquelle on calcule la valeur de la différence P — Q, ou de la raideur R, est
OÙ A et B sont deux constantes déterminées empiriquement; elles dépendent de la nature, de la structure et du diamètre
de la corde soumise à Texpériencei Voici quelques valeurs de ces coefficients.
Corde bbncbe de 30 fils. .
» » de 15 9 . .
9 » de 6 > . .
Corde goudronnée de 30 fils
» > de 15 »
» > de 6 »
DE LA PODUE ET DES MOUFLES
354. Une poulie est une roue A, assujettie à tourner autour d'un axe B, qui traverse une chape G, destinée soit à suspendre la poulie à un point fixe 0 (fig. 337), soit à supporter un poids Q (fig. 338).
La surface courbe de la roue est généralement creusée en forme de gorge, de manière à recevoir un fil qui Tenveloppe sur un arc plus ou moins grand; une puissance P et une résistance R sont appli-
vp
Fig. 337.
Fig. 338.
quées aux deux extrémités de ce fil. On demande dans quel rapport doivent être les forces P et R, et quelle force Q il faut appliquer à la chape pour qu'il y ait équilibre. Nous ferons d'abord abstraction de toutes les résistances passives, telles que frottements et raideur des cordes.
Supposons d'abord que Taxe B soit fixe, en sorte que lu poulie ne puisse que tourner autour de cet axe ; fixons par la
pensée le fil à la surface de la gorge ; tout se passe alors comme si les forces P et B, qui mesurent les tensions du fil, étaient directement appliquées aux points aetb tangentiellement à la surface de la roue. La roue se trouve dans les mêmes conditions qu'un treuil sollicité par deux forces? et R, appliquées à des distances égales Ba, Bfr de son axe, et l'équilibre exige que les deux forces P et B soient égales.
Cette condition satisfaite, on peut rendre au fil la liberté de glisser sur la gorge de la poulie ; car les forces P et R, qui le sollicitent en sens opposé», étant égales, le glissement ne pourra pas se produire.
Considérons ensuite Péquilibre de Pensemble de la poulie et de la chape. La chape est sollicitée dans la direction BC, soit par la force donnée Q, soit par la réaction inconnue du point fixe 0, que nous pouvons aussi appeler Q. Il en résulte que les trois forces P, Q, B se font équilibre, et par suite elles sont dans un même plan et elles concourent en un même point, ou bien elles sont toutes trois parallèles; dans les deux cas l'une est la résultante des deux autres.
Si elles sont toutes trois parallèles, comme cela a lieu dans les figures 337 et 338, la force Q est égale à la somme des deux
autres P et B, et ces deux dernières forces étant égales, la chaîne de la chape est double de la puissance P.
Si les forces P, Q, B ne sont pas parallèles (fig. 339), elles concourent en un même point L, et la force Q, dont la direction passe par le centre 0, est la bissectrice de l'angle BLP des deux autres forces.
Pour trouver la valeur de Q , menons par le point 0 deux rayons Op, Or, parallèles aux forces P et B; joignons ip, et prolongeons la droite LO, qui rencontre la corde rp en son milieu 1. Nous pouvons prendre Or , Op comme les mesures des deux forces égales P et B; la distance 01 est la moitié de
DE LA POULIE
la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux droites, et 2 01 est la mesure de la force Q. Nous aurons donc
Q_20I P"" Or'
Mais le triangle Oi*I est égal au triangle OaK; car ces deux triangles, rectangles l'un en K, Tautre en I, ont les hypoténuses Oa, Or, égales ; de plus l'angle lOr du premier est égal à 10;;, lequel est égal à l'angle OaK du second triangle, leurs côtés étant respectivement perpendiculaires. Donc 01= Ea, et par conséquent
Q_2Ka_ û6 p " Or "" Or'
Le rapport jr- est le sinus de Tangle aOK, moitié de l'angle
aOb qui correspond à Tare ab embrassé par le fil sur le pourtour de la poulie. Appelant a cet angle, on aura
Cette équation contient comme cas particulier la relation Q = 2P, qui a lieu lorsque les forces P, Q, R sont parallèles. 355. Lorsqu'on veut se servir de la poulie pour élever un poids, il y a avantage à rendre les deux brins du fil qui passe sur la poulie parallèles, et par suite verticaux. Car cette disposition est celle qui correspond à la moindre tension du fil. On peut d'ailleurs adopter soit Tune, soit Tautre des dispositions représentées dans les figures 337 et 338. Dans la première, la poulie est fixe, et le poids à soulever est attaché à l'extrémité du fil frR ; la puissance P est égale à ce poids. Dans la seconde, le fil VR est attaché en un point fixe R, qui supporte une charge égale à la puissance. P, et le poids à soulever, Q, est attaché à la chape mobile de la poulie; on a
dans ce cas P=:5Q. Ainsi la première disposition exige l'emploi d'une puissance égale au poids à soulever, la second
d*une puissance moitié moindre. Le théorème du travail \irtuel confirme ce résultat. Dans le premier cas, la poulie est fixe; si Ton fait parcourir au fil une longueur e dans le sens de la force P« le poids R monte de toute la quantité e; donc Pe=Re, et P=R. Dans le second cas, le parcours e effectué par le point d'application de la force P dans le sens de sa direction équivaut à un raccourcissement du fil égal à e; ce raccourcissement se partage par moitié entre les deux brins aP, frR ; il en résulte pour chacun un raccourcissement de 5 , et c'est de cette quantité que se relèvent la poulie, la chape, et le poids Q ; Téquation d'équilibre est donc
ou bien
Qx5=Px«,
P=iQ.
356. On peut, en combinant ensemble plusieurs poulies, réduire autant qu'on le voudra le rapport de la puissance au poids soulevé. La combinaison connue sous le nom de moufles consiste à réunir, sur Taie traversant une chape, un certain nombre de poulies; on fait usage de deux moufles semblables : l'une, A (fig.340), estatp tachée à un point fixe 0; l'autre, B, soutient le poids Q qu'il s'agit de tenir en équilibre. Dn même fil réunit les deux moufles en passant successivement et alternativement sur toutes les poulies qui les composent. La figure 340 représente deux moufles de trois poulies chacune. Le fil, atlaché au point C de la première chape, passe sur la poulie 1 , revient de là à la poulie 2, puis passe sur la poulie 3, d'où il remonte à la poulie 4, redescend ensuite à la poulie 5, qui le Fig. 340. renvoie à la poulie 6 ; la puissance P est appliquéeau brin qui quitte cette dernière poulie. On suppose d'ail*
leurs, pour plus de simplicité, les deux moufles assez éloignées Tune de Fautre pour que tous les cordons compris dans leur intervalle soient sensiblement parallèles. La force P peut ëlre ou n'être pas parallèle aux autres cordons ; sa direction influe sur la charge de la chape supérieure et du point 0, sans rien changer à la tension des six cordons qui soutiennent la chape inférieure et le poids Q. Ces tensions sont partout égales à la force P, si toutefois on fait abstraction du frottement des poulies sur leurs axes et de la raideur des cordes. Coupons les six cordons par un même plan intermédiaire aux deux moufles; nous obtiendrons dans chacun une tension égale à P, et l'ensemble de ces six tensions verticales fait équilibre au poids Q. On a donc
Le théorème du travail virtuel conduit à la même relation ; si Ton imprime au fil dans la direction de P un déplacement s, ce déplacement produit un raccourcissement égal sur les six cordons qui réunissent les deux moufles, et fait monter par conséquent
le poids Q de la quantité ^. Donc Pe = Q x ^i
ou bien P=:^ , en supprimant le facteur s.
357. On apipe\\epalandifférentiel{fig.Zil ) un système de deux poulies, Tune A attachée à un point fixe 0, l'autre B mobile et portant le poids Q qu'il s'agit de soulever; la poulie supérieure Â comprend en réalité deux roues ag^ cd, solidaires l'une de l'autre, et de diamètres inégaux; un fil sans fin passe sur ce système de trois poulies en suivant le chemin àbcdefga. Concevons qu'en un point G du brin ab^on applique une force P verticale, et supposons que le fil ne puisse glisser
Fig. 341.
à la surfiice des gorges des diverses poulies ; cherchons les
PALAN
tensions dans les différents brins du fil. Les tensions dans les brins edj fg seront égales, car il est nécessaire qu'il en soit ainsi pour l'équilibre de la poulie B autour de son axe N; les brins étant d'ailleurs supposés parallèles, la tension T
dans ces deux brins est égale à ^. Coupons le fil par un plan
CD ; nous trouverons dans les deux brins qui aboutissent end et en g sur la poulie supérieure, ces tensions égales à T ou à
^. 11 n'y a pas de tension dans le brin cft, qui tombe librement
du point c, et dont le poids est supposé négligeable.
L'équilibre du treuil A, sous l'action des trois forces P, ^,
~, nous donnera Téquation
Donc
Pxlla-f|xlld = !|xMff.
quantité qu'on peut rendre aussi petite qu'on le voudra en diminuant la différence des rayons des deux poulies accolées. Pour traiter la même question par le théorème du travail virtuel, faisons descendre le point C de la quantité e ; le point g du fil montera de la même quantité; le point e du fil
Me montera donc de la quantité « X w- , et cette quantité mesurera la descente du point d ; le fil qui embrasse l'arc efy
Me s'élève de e du côté f, et s'abaisse de e x jr- du côté e; il se
raccourcit donc de e f 1 — — j , et la poulie B se relève de
1 / Mc\ la moitié, ô« (* — u-jî t^'l® ^st la quantité dont s'élève
le poids Q. En définitive l'équation d'équilibre est^ P. = Qxi.(i-g).
DIFFÉRENTIEL. &7i
OU bien
équation identique à la précédente, puisque Ma=M9, et Mc=McI.
On néglige le poids du fil, sans quoi il faudrait introduire un terme pour représenter le travail correspondant.
Les tensions du fil étant inégales dans les brins qui aboutissent à la poulie supérieure, on voit qu'il est nécessaire d'empêcher le glissement du fil le long des arcs embrassés sur cette poulie, si le frottement ne suffit pas pour assurer ce résultat.
OBSERVATION SUR LA THÉORIE DES MOUFLES
358. La condition d'équilibre de la poulie et des moufles a été, comme la théorie du levier. Tune des bases de l'ancienne statique ; on peut y rattacher le théorème du travail virtuel.
Considérons un système matériel en équilibre sous l'action de forces F, F', P..., respectivement appliquées endos points A A' A*
Supposons que les forces F, F\ F'..., soient proportionnelles
à des nombres entiers, m, m\ m',..., et soit T la valeur com-
p p p mune des quotients —, -7 , -^j .... Il sera toujours possible de
trouver des nombres entiers qui soient proportionnels aux forces données , sinon rigoureusement, du moins avec une approximation aussi grande qu'on voudra.
Remplaçons la force F (fig. 342) par une paire de moufles dont l'une, B, sera attachée au point Â, et dont l'autre, C, sera traversée en son
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centre par un axe fixe 0 choisi de telle sorte, que la droite AO coïncide avec la direction de la force F. Nous composerons ces moufles d'un nombre de poulies tel, qu une section Taite dans les fils entre les deux chapes B et C nous donne m fils tendus.
Nous pourrons de même remplacer la force F' appliquée en A' par une paire de moufles présentant m' cordons, et nous pourrons faire passer sur les poulies de cette seconde paire le fil CD qui quitte la première au point C.
De même, pour produire au point A" la traction P', nous appliquerons en ce point une troisième paire de moufles à nf cordons, sur laquelle nous ferons encore passer le même fil à sa sortie de la moufle précédente.
Si Ton opère ainsi pour toutes les forces, il suffira d'appliquer au bout du fil un poids égal à T, pour produire partout dans le fil une tension T, et pour développer dans les liens qui attachent les chapes aux points A, A', A'\..., des tensions mT, w'T, m"T,..., égales aux forces F, F', F',...
Cela posé, donnons au système matériel un déplacement infiniment petit quelconque, compatible avec ses liaisons ; ce déplacement va faire varier les distances respectives des points A, A', A'^ ..., aux points fixes 0, 0', O', ..., auxquels ils sont réunis par les moufles ; soient e, e', e", . . . , les variations des distances OA, O'A', O^A',.., prises positivement quand la distance diminue, négativement quand elle augmente. Cette variation va produire un déplacement du fil à la surface des poulies; pour une diminution de e dans la distance des points B et C, il se déroulera de la paire de moufles BC, qui est à m cordons, une longueur de fil égale à me; les variations t% e*, ... des autres distances produiront de même le déroulement (positif ou négatif) de longueurs de fil respectivement égales à mV, à fift"^ ...; en définitive, le déplacement imprimé au système produira sur le poids tenseur T une descente totale égale à
m« -|-mV-|- m'tF 4- . . .
Or ce poids tenseur est la seule force qui, étant donnée la
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nouvelle constitution du système, puisse y produire un déplacement eflectif ; comme il tend à descendre et non à monter, on est certain que le déplacement fictif que nous avons imprimé au système ne pourra se produire si la somme
est nulle ou négative.
Mais si les déplacements du système sont possibles dans les deux sens, on pourrait, dans le cas où cette somme serait négative, la rendre positive en considérant un déplacement contraire au premier (g 107). 11 l'aut donc qu'elle soit nulle pour que le poids T ne puisse descendre ni par l'un ni par l'autre de ces deux déplacements contraires. Donc enfin, pour que le système soit en équilibre, c'est-à-dire pour qu'aucun déplacement ne puisse y résulter de Faction simultanée des forces, il faut et il suffit que la somme me -f- mV + mV + . . . soit nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons, ou, ce qui revient au même, que la somme
TiiM-f TmV -H Tm'V H- . . •,
ou encore la somme
Ff4-F't' + F'V'+ ...
soit égale à zéro, quel que soit le déplacement fictif que Ton considère.
Cette proposition n'est autre chose que le théorème du travail virtuel. La démonstration très simple que nous venons de donner est tirée de la Mécanique analytique de Lagrange.
ÉQUILIDBE OE LA POULIE ET DES MOUFLES QUAND ON TIENT COMPTE DU FROTTEMENT ET DE LA RAU)£UR DES CORDES.
359. Soit 0 (fig. 343) le centre et BC la circonférence d'une poulie sur laquelle passe la corde DE ; une puissance P et une résistance Q sont appliquées aux extrémités de cette corde. Nous pouvons regarder la ibrce P comme tangente à la poulie au
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Fig. 543.
point B; pour la force Q, elle est à une distance OC du centre un peu plus grande que le rayon OB, à cause de la raideur de la corde.
Soit OB=r, et 00=1^.
L'axe de la poulie peut faire corps avec elle, et tourner sur des coussinets ; il peut aussi rester fixe, et le frottement subi par la poulie a lieu alors entre Toeil de la poulie et l'axe autour duquel elle tourne. Nous admettrons cette dernière hypothèse.
Nous supposerons enfin que le mouvement soit sur le point de se produire dans la direction de la flèche f.
Soit M la génératrice de contact de Taxe et de Tœil. La réaction totale de Taxe sur la poulie sera une force R, faisant avec la normale ON, en sens contraire de la rotation, un angle NMR=9, égal à l'angle du frottement. Cette force R, faisant équilibre aux forces' P et Q, passe par le point A où se rencontrent les directions données de ces deux forces. Elle fait d'ailleurs un angle donné r avec la normale HN, menée au point de contact M. Appelons p le rayon CM de l'arbre fixe. Du point 0 comme centre, avec un rayon égal à p sin f, décrivons une circonférence. La direction de la force R sera tangente à cette circonférence. La solution consiste donc à mener par le point A une tangente AK au cercle décrit du point 0 comme centre avec psiuf pour rayon. Connaissant la force Q en grandeur, il suffira de la décomposer suivant les directions AE, AP, pour avoir les valeurs des forces P et R.
Du point A on peut mener deux tangentes AK, AK' au cercle OK. L'une AK de ces tangentes correspond au cas où la poulie tourne dans le sens de la flèche f. Le contact est alors établi au point M, si la poulie tourne seule sur un axe fixe.
Pig. 544.
et au point M^ si la poulie fait corps avec Taxe tournant dans
le tourillon. La seconde tangente AK' correspond au cas où la
poulie tournerait en sens contraire ; le contact est d'ailleurs
en M' ou en M/, suivant que Taxe est fixe ou entraîné avec la
poulie*
On peut aussi obtenir par le calcul la relation entre P
et Q. Le frottement de la poulie sur Taxe est égal au produit
R -=== , et Téquation des moments nous donne
en remplaçant par f^ le nombre ■ — ^ —
La valeur numérique de r^ se déduit de la formule de la raideur des cordes.
Soit F la portion de la puissance P capable d'équilibrer la résistance Q, en supposant qu'il n'y ait d'autre résistance passive que la raideur de la corde. Nous avons posé (§ 353) l'équation
Donc
et multipliant par r,
p=Q+^-:tLO.
Fr = Qr+i±M.
Or Fr est égal au produit (ir'\ car c'est par l'augmentation du bras de levier de la force Q que nous tenons compte de la raideur de la corde au passage de la poulie. Donc enfin
Substituons cette valeur dans l'équation des moments; il vient :
Pr=Qr+5(A+BQ)+R/i^;
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Mais R est la résultante des deux forces P et Q, dont les directions sont données, et on a
R« = P« -I- Q« -I- 2PQ cos(P, Ql
Remplaçant R par sa valeur déduite de cette dernière relation, on a l'équation finale qui ne contient plus que P et Q :
Pr = Qr + g (A + BQ) -f f,p v/P* + U* 4- 2PQ eus (P. Q).
Si Ton fait disparaître le radical, on sera ramené à une équation du second degré, qui fera connaître P en fonction de Q. On peut aussi procéder par approximations suc* cessives, ou enfin substituer au radical une fonction linéaire de P et de Q, par la méthode d'approximation de Poncelet (§275).
L'équation se simplifie quand les forces P et Q sont parallèles. Le radical se réduit alors à P -h Q, et Ton a par conséquent
ce qui donne entre P et Q une relation de la forme
P = fl + 6Q.
361. Nous allons appliquer cette relation à réquilibre des moufles, en tenant compte à la fois du frottement et de la raideur des cordes.
Soit M la moufle supérieure suspendue au point fixe 0 ; N, la moufle inférieure qui porte le poids Q; P, la puissance appliquée au bout de la corde qui passe sur toutes les poulies, renvoyée alternativement de la moufle inférieure à la supérieure et de la supérieure à rinférieure. Les cordons sont tous sensiblc- Fig. 345. ment parallèles entre eux, ainsi qu'aux forces P elQ, et si l'on appelle T^, T,, T,, T^, les tensions de ces cor-
dons successifs, les poulies étant toutes dans des conditions identiques, on aura la série d'équations :
T4 = fl4-W»
Le poids Q est équilibré par la somme des tensions des cordons compris entre les deux moufles; donc
Q = Tt + T,-«-...-fT«.
Ces équations montrent que P et Q sont des fonctions linéaires de T^, et par suite, que P est une fonction linéaire de Q. Nous poserons donc
P5=«-|-|îQ,
a et p étant des coefficients qui dépendent des coefficients a et b et du nombre n.
Pour déterminer ces nombres a et ^, cherchons d*abord à exprimer P et Q en fonction de T^.
Retranchons la première équation de la seconde, la seconde de la troisième..., ravant-derniëre de la dernière; il viendra la série de relations
les différences T,— T^, T,— T,....,P — T,, sont donc les termes d'une progression géométrique dont la raison est b; faisant la somme de tous ces termes, on aura
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puis remplaçant T, par sa valeur a + bT^, il vient
Pour avoir de même Q en fonction de T^, observons quel'équation précédente, qui donne P, fait également connaitre T.> T,^i, T_„... T,, en remplaçant successivement n par n— 1, n — 2, ... 1. Nous avons ainsi
T» = a^_/+6»-'Tt.
T, = «J^ + tT,.
équations auxquelles on peut joindre l'identité
Additionnant toutes ces équations membre à membre, il vient
- fin ( F^TT - »; + Tt ftin •
On a donc à la fois
p=«Çr^+t.T..
y(ft— 1)
Multiplions la seconde par . _ . ' , et retranchons; T, éliminé, et nous aurons pour déterminer a et ^ l'équation
( sera
La relation P=a + PQ montre que le rendement de la machine augmente a\ec le poids Q; plus le poids soulevé est grand, moins le terme constant a conserve dMmportance, et il devient même complètement négligeable pour une valeur très grande de Q. Ce terme a représente, pour ainsi dire, les frais généraux d'une entreprise, et le terme 0Q, les frais proportionnels. En général, l'importance des frais généraux est d'autant moindre que Tentreprise prend des développements plus étendus.
ÉQUIL1BBB DES POLYGONES ABTICOLÊS SANS FROTTEMENT.
362. On dit que deux corps solides sont articulés l'un avec l'autre, lorsque ces deux corps sont liés ensemble, soit par un point commun, soit par un axe, de telle sorte que leur liaison permette certains mouvements de 1*00 des corps par rapport à l'autre.
Lorsque les deux corps n'ont qu'un point commun, on dit que Tarticulation est sphérique; si l'on fixe l'un d'eux, les points du second sont assujettis par la liaison à se mouvoir à la surface de sphères décrites du point commun comme centre. On réalise cette articulation, soit par un genou^ sphère pleine appartenant au premier corps, emboîtée dans une sphère creuse ménagée dans le second, soit par un joint de Car(/an (I, g 293).
Lorsque les deux corps ont deux points communs, auquel cas chacun est assujetti à tourner, par rapport à l'autre, autour de Taxe qui joint ces deux points, l'articulation est dite eglindrique ou à charnière. L'articulation à charnière constitue une liaison plus étroite que l'articulation sphérique.
363. Un polygone articulé consiste en une série de corps solides Aj, A,, A,,... A., dont le premier, A^, repose sur un ou plusieui^ appuis fixes OfO'...; le second, A,, est articulé au point a^ avec le corps A^; le troisième. A,, est articulé au point o^avec le corps A,, et ainsi de suite, jusqu'au dernier corps A„,
qui est articulé avec le précédent au point a».!, et qui repose sur des appuis fixes u>, co'. ... Nous supposerons que toutes ces articulations soient sphériques, et qu'il n'y ait aucun frottement ni dans les articulations ni sur les appuis.
Fig. S46.
. Proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre d'un système ainsi formé, sous l'action des forces qui y sont appliquées, et que nous désignerons d'une manière générale par les lettres (F^), (l\), (F,),... (F,) : (FJ représente le groupe des forces appliquées au corps A^; (F,), le groupe appliqué au corps A,, et ainsi de suite. Supposons que Téquilibre ait lieu ; nous ne le troublerons pas en introduisant de nouvelles liaisons dans une portion quelconque du système. Solidifions donc toutes les articulations. Le polygone articulé se change en un système solide, et l'équilibre exige, par conséquent, que l'ensemble des forces extérieures, y compris les réactions des appuis extrêmes, satisfasse aux six équations d'équilibre d'un système solide libre dans l'espace. On se servira de ces six équations pour déterminer, s'il est possible (gg91, 147), les réactions des points 0, 0',... u>, (o',... Nous supposerons que cette détermination soit faite, et nous désignerons par (R) le groupe des réactions développées aux points 0, (y,.., sur le corps A^, et par (R') le groupe des réactions développées aux points 4ùy (o\... sur le corps A..
Cela posé, deux corps consécutifs, Aj^ et Aj^^, ayant un point commun àjk, exercent l'un sur Tautre deux forces égales et contraires que nous représenterons par f^ et — 9», et qui pas-
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sent par le point a*. Solidifions les articulations a^, «,,.•• jusqu'à a»_j; le corps solide A^, A„... A» est en équilibre sous Faction des forces (R), (F^), (F,),... (Fj) et 9». Donc —9» est la résultante des forces données (R), (FJ, (F,),.- (F»); et de môme, 9» est la résultante des forces données (Ft+^),... (F^) et (R'). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suflit que la somme des moments des forces (R), (Fj),.,, (F»), soit nulle par rapport à tout axe passant par le point a^^. Cette condition est suffisante, car si elle est remplie, le système des forces (R), (F),... (¥j^) admet une résultante unique passant par le point a^. Mais le groupe total (R), (F^),... (F,), (R') étant en équilibre, la somme des moments de toutes les forces par rapport à un axe quelconque est nulle ; si donc la somme des moments des forces (R), (F^),... (Fj^) est nulle par i*apport à un aie passant au point a^y la somme des moments des forces (F*+i), (Fk)... (R'), sera aussi nulle par rapport au même axe, de sorte que le second système (F^+J,.., (F,), (R') est, comme le premier, réductible à une résultante unique passant par le point a^. Je dis de plus que les deux résultantes sont égales et contraires. En effet, la résultante de translation du système total étant nulle, si Ton partage d'une manière quelconque le système en deux systèmes partiels, la résultante de translation de Tun sera égale et contraire à la résultante de translation de l'autre ; car la composition de ces deux résultantes partielles doit donner zéro pour la résultante totale.
En résumé, il faut et il suffit, pour que l'équilibre soit assuré : 1* que les forces extérieures satisfassent aux six équations d'équilibre ; 2^ que la somme des moments par rapport à tout axe mené par chaque articulation soit nulle pour toutes les forces extérieures appliquées à l'ensemble des corps solides situés d'un même côté de cette articulation.
La réaction 9^ s'obtiendra en composant les forces (R) et les forces (FJ; la force ?,, en composant (R), (FJ et (F,), ou, ce qui revient au même, en composant la force — 7^ et les forces (F,), et ainsi de suite.
Si une ou plusieurs articulations du système étaient
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cylindriques, il suffirait que ia somme des moments des forces extérieures appliquées à l'ensemble des corps situés d*un côté de cette articulation, fût nulle par rapport à Taxe de la charnière; ces forces extérieures, y compris les réactions iles appuis extrêmes, seraient alors réductibles à un couple situé dans le plan de l'axe.
Quelquefois les articulations d'un système sont fictives. On suppose, par exemple, qu'une charpente est composée de pièces articulées ; l'équilibre réalisé dans cette hypothèse sera à plus forte raison assuré quand les articulations seront remplacées par des assemblages rigides.
FEIIBŒS ER GHABPOTfi.
365. L'équilibre des fermes que Ton emploie pour couvrir les édiGces, donne un exemple de la théorie des systèmes articulés.
Considérons d'abord une ferme du système le plus simple. Deux arbalétriers égaux, et également inclinés à Thorizon^ A6, A'B, viennent s*assembler au sommet B ; leurs pieds A, A%
sont engagés dans un entrait AAf , qui achève le triangle isoscèle A B A'.
L'entrait est posé sur deux murs verticaux , dont les coupes sont indiquées en M et W. On suppose enfin que chaque arbalétrier
Pig. 347.
ait & supporter une charge uniformément répartie sur toute sa longueur, à raison de p kilogrammes par mètre; cette charge comprend, outre le poids propre de l'arbalétrier, le poids des pannes, des chevrons, des tuiles, des ardoises, de la tôle ou du zinc, que l'on emploie pour rendre la couverture étanche., enfin les charges additionnelles que la
EN GDARPENTB. 5k5
toiture peut avoir à subir, par exemple le poids des neiges. Chaque arbalétrier sera en équilibre sous Faction du poids uniformément réparti pxAB, qui le sollicite, et des réactions exercées par les pièces avec lesquelles il est en contact, à son pied et à son sommet. Au sommet B, les deux arbalétriers exercent Tun sur Tautre des actions mutuelles et égales ; la symétrie de la figure et des charges, par rapport au plan vertical moyen BC, exige donc que la réaction des deux arbalétriers au point B soit horizontale. Appelons R cette réaction. Considérons à part Tun des arbalétriers AB. Il est sollicité par scm poids total, pxAB, que l'on peut supposer appliqué au milieu I de la longueur AB, puisqu'il est également réparti. Il est en outre sollicité par la force R, horizontale et appliquée en B. Cette force a une intensité inconnue. Pour la déterminer^ composons-la avec la force verticale P=pxAB, en transportant ces deux forces au point 6 où se rencontrent leurs directions. La résultante, devant être équilibrée par la réaction du point A, doit passer par ce point ; elle a donc la direction GA. Prenant sur la verticale GI une longueur GK pour représenter le poids donné P, on trouvera, en achevant le parallélogramme GKLNG, la longueur GN qui représente la réaction R au sommet, et la longueur GL qui représente une force égale et contraire à la réaction de Tappui inférieur A. Cette force, appliquée en A suivant A6, peut être décomposée suivant la verticale et l'horizontale; la composante verticale sera égale & GK ou à P; Thorizontale, égale à GN ouà R, est la tension développée dans l'entrait.
Pour calculer la force R, qui représente & la fois la tension de rentrait et la pression mutuelle des deux arbalétriers au point B où ils s'assemblent Tun à l'autre, on peut appliquer le théorème des moments.
La force horizontale R, appliquée en B, la force verticale P appliquée en I, et la réaction du point A se faisant équilibre, la somme de leurs moments est nulle par rapport à un axe quelconque. Prenons pour axe la perpendiculaire élevée au point A sur le plan de la figure. Le moment de la réaction ap-
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pliquée en A sera nul ; et l'équation des momenis se réduira à Tégalité suivante
PXAI' — RXBC = 0.
Cette équation fait connaître la réaction R, car tout y est connu, sauf cette réaction.
Elle donne
R^PxJI'.
Soit AA'=2Z la porlée de la ferme, f sa flèche BC. On aura
R = Px^,
et si l'on appelle p' le poids qui est réparti uniformément sur la ferme par unité de longueur horizontale, on aura
P=p'/, et R=^* (Cf. 8 328).
366. Cherchons la solution du même problème en supposant que la ferme ne soit pas symétrique, ou qu'elle soit non symétriquement chargée; nous admettrons toujours que chaque arbalétrier AB, A'B, supporte une charge uniformément répartie, à raison de p kilogrammes par mètre de longueur pour Tun, et dep' kilogrammes pour l'autre. La résultante des poids de chaque arbalétrier sera verticale, appliquée aux milieux I,P de chacun, et égale à P=pxAB pour le premier, et à P'=p'x A'B pour le second.
Fig. 348.
La réaction mutuelle, R, des deux arbalétriers au point B ne sera plus horizontale ; mais en vertu du principe de l'action
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égale à la réaction, la force BR, exercée par Tarbalétrier BA' sur l'arbalétrier BÂ, sera égale et contraire à la force BR' exercée par Tarbalétrier BA sur l'arbalétrier BA'.
La tension T développée dans l'entrait AA' aura la même valeur aux points A et A'; elle sera dirigée de A vers A^au point A, de A' vers A au point A'.
Exprimons Téquilibre des deux arbalétriers pris séparément; pour cela, prenons les moments par rapport aux points A et A', ce qui élimine la tension inconnue T. Nous aurons, en abaissant les perpendiculaires AH, A'fl' sur la direction de la réaction R,
PXAK = RxAH, RxA'H'sP'XA'K'.
Multipliant les deux équations et supprimant le facteur commun R, il vient :
AOP _ P' VK'
A^'_OV AH ~0A
OA' Le rapport -jr^ étant égal à un nombre donné, on pourra
trouver le point 0 sur le prolongement de AA% et joignant OB, on aura la direction de la réaction mutuelle.
On pourra alors déterminer la valeur R de cette réaction au moyen de l'une des équations des moments.
Comme le point 0 peut être très éloigné, il est plus commode de déterminer sur le côté BA du triangle ABA' un point F tel, que Ton ait la proportion
BFP^XA^K»
BA~ PXAK*
PL_BP AH " BA
FL_P^XA^K^_A^y AH" PXAK "" AU"
FL=:A'fl',
et la direction cherchée BH s'obtiendra en menant parle point B une parallèle à la droite AT,
GOIIBLB A LA HANSARD.
367. Soit ABCB'A' une ferme symétrique par rapport au plan vertical CD, et symétriquement chargée; les poids répartis de A en B sont réductibles à un poids P, appliqué au milieu! de la longueur AB; les poids répartis de B en C, à un poids F, appliqué au milieu K de la longueur BC. Des poids égaux à F et à P sont appliqués en K^ et en 1'.
^^- ^' On donne les distances AD =/,
06=/*, AM=:fii, MB=fc, et l'on demande à quelle condition les forces P et F doivent satisfaire pour l'équilibre.
Les articulations A, B, C, B', A% peuvent être supposées cylindriques, autour d'axes perpendiculaires au plan de figure.
A cause de la symétrie de la figure et des forces, il suffit de considérer une moitié du système, située du côté du plan CD; la réaction mutuelle des deux parties de la ferme au point G est une force R horizontale. Appelons X et T les composantes de la réaction subie par le point A, estimées suivant Thorizon-
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taie AD et la verticale AZ, etp etp' les distances au point A
des forces P et P. On en déduit p= q et p'=— ^ — . Nous
aurons pour exprimer Tëquilibre du contour ABC les trois équations ;
Y — p — FassO,
R^— Pp — P'p'sO.
Cette dernière équation fait connaître R; la première donne ensuite X. La seconde fait connaître Y.
Il faut de plus que chaque côté AB, BG soit séparément en équilibre sous l'action des forces qui le sollicitent, y compris la réaction mutuelle développée en B. Prenant les moments par rapport au point B^ on élimine cette réaction, et on doit avoir, pour le morceau AB,
et pour le morceau BG,
RX(/-A)=P'X^^.
Ges deux équations rentrent Tune dans Tautre, en vertu des équations d'équilibre de l'ensemble ; si dans la seconde on
remplace R par sa valeur — 7"^> *ï ^^^^^ P^ur ^ condition d'équilibre l'équation suivante
£^x(r-A).Fx^2,
ou bien, en remplaçant p et p' par leurs valeurs et en réduisant,
P _A(m + () pz-ml/^-A)'
Si cette condition est remplie, la résultante de la force R
COMBLE A LÀ UANSÂDD.
et de la force P' passera au point B, et sera la valeur de la réaction développée dans Tarticulation ménagée en ce point
Cette réaction composée avec P aura une résultante qui passera en A, et qui, décomposée suivant les directions AD, AZ, fera connaître X et Y.
368. L'équilibre n'est possible que si une certaine condition est remplie. Si les poids supportés par la toiture venaient à
être altérés, la toiture devrait changer de forme pour ramener l'équilibre, à moins que la raideur des assemblages en A, B, C, nMntervlnt pour empêcher les déformations. Ce serait là une mauvaise charpente. On évite ces inconvénients en reliant les points B et B' par un entrait BB'.
Appelons T la tension développée dans l'entrait, et exprimons Téquilibre du contour ABC; nous aurons les trois équations :
B/"— Pp — Py — TA = 0.
Puis, pour l'équilibre individuel du côté BG, en prenant les moments par rapport au point B, ce qui élimine à la fois la réaction du côté AB et la tension T,
Fig. 350.
RX(/'-A) = P'X
La dernière équation donne R, la troisième donne ensuite T. Les forces X et Y sont déterminées par la première et la seconde, et Téquilibre est toujours possible.
ÉQUILIBRE DE LA GRUE
369. La grue tournante représentée par la figure 351 est un appareil destiné au chargement et au déchargement des wagons et des navires.
Pig. 351.
Elle comprend un arbre vertical OB, posé sur une crapaudineO, et appuyé latéralement, dans la région A, sur un collier de galets; la partie OA s'enfonce dans un puits réservé au milieu d un massif de maçonnerie, et la partie AB fait saillie au-dessus du sol. L'axe OB porte une charpente formée de deux pièces obliques, Tune tt\ appelée tirant^ l'autre 9t/, appelée volée; ces pièces se réunissent en un point situé en dehors de l'axe; le tirant, formé de deux poutres jumelles, dépasse la volée d'une certaine quantité; on y attache une poulie fixe D,
Fig. 351.
sur laquelle on fait passer une corde dont rextrémitë est liée au tirant, et qui porte une poulie mobile m, à la chape de laquelle on suspend le fardeau. L'autre extrémité delà corde
s'enroule sur un treuil T^ ^ dont Taxe, supporté par l'axe vertical OB, emprunte son mouvement à une manivelle it, par rintcrmédiaire d'un équipage de roues dentées.
Soit P le poids soulevé par la grue (fig. 552). La tension de la corde qui passe sur la poulie mobile
sera égale à ^ P ; le tirant XV
est doiiç sollicité par deux forces, dont l'une est verticale, appliquée en E au point d'attache de la corde, et égale
à ^ P ; l'autre est la résultante de deux forces égales à
^ P, agissant toutes deux sur la poulie D, suivant les deux
brins qui passent sur cette poulie ; elle est bissectrice de Tangle des deux brins. La résultanle R de toutes ces forces s'obtiendra plus simplement en composant le poids P, trans-
porté au point 6, avec une force ? P appliquée suivant le cordon DF. La volée VV doit soutenir le tirant le plus prés possible du point de passage de cette force R; décomposant la force R suivant les directions YV et XV ^ on aura la tension S du tirant, et la compression G de la jambe de force.
L'arbre vertical est donc sollicité par une force fô, qui agit dans la direction du tirant; par une force V'C, qui agit dans la direction du prolongement de la volée ; enfin par les actions exercées sur le treuil et les manivelles, tant par la puissance que
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par la force ^ P, tension de la corde qui joue le rôle de résistance sur cette partie de la machine.
On trouvera reffort nécessaire pour soulever le poids P en exprimant l'équilibre du système formé par le treuil, les manivelles et les roues dentées intermédiaires. Appelons/ la force, ou la somme des forces appliquées aux manivelles dans la direction du mouvement à produire, X la longueur des manivelles, e la raison de l'équipage de roues dentées (I, g 219), r le rayon du cylindre du treuil; un déplacement angulaire a imprimé aux manivelles produit un déplacement angulaiie at sur le treuil; les déplacements linéaires des points d'application des forces sont respectivement Xa et rae , et l'équation d'équilibre est
fXXa — ^^XroMp
d'où l'on déduit
f^jPXjXf.
Prenons pour exemple une grue dans laquelle les manivelles ont une longueur X triple du rayon r du treuil, et dans laquelle l'engi'enage se compose des roues dentées suivantes :
Sur l'axe des manivelles, un pignon de 9 dents engrenant avec une roue de 54 ;
Sur Taxe de cette roue, un second pignon de 9 dents, engrenant avec une seconde roue de 54 dents;
Sur Taxe de la seconde roue, un pignon de 11 dents, engrenant avec une roue de 66, faisant corps avec le treuil.
On aura, en faisant abstraction du signe de la raison,
Donc, pour soulever un poids de 50,000 kilogrami firad*un effort/' de
imes,ilsuf-
On obtiendra Peffort voulu en faisant agir trois manœuvres sur les manivelles ; chacun aura à développer un effort d'environ 8 kilogrammes.
On dispose Tëquipage de roues dentées de manière à pouvoir introduire à volonté tous les engrenages dans la transmission, ou en laisser un en dehors ; en opérant ainsi, on pourra accélérer le déplacement des poids faibles, et réduire au contraire la vitesse ascensionnelle des poids plus lourds.
REMARQUE SUR l'ÉQUILIBRE d'uN TRIANGLE FORMÉ PAR TROIS cAtÊS
Soit ABC un triangle formé par trois côtés articulés
en A, en B et en C ; chaque côté est sollicité par une force connue , savoir : le côté AB par la force F, le côté BC par la forceP, le côté AC par la force P. Le triangle étant en équilibre sous Taction de ces forces, leurs directions cF, aF', 6F' concourent en un même point 0, et chacune des forces est proportionnelle au sinus de Tangle formé par les directions des deux autres. On demaode de déterminer les actions mutuelles des côtés dans les articulations A, B, C.
Un côté quelconque AB est en équilibre sous l'action de la
Fig. 358.
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force F, appliquée en c« et des réactions développées aux extrémités A et B. Donc les directions de ces réactions concou- I ent en un même point y sur la direction cF. De même, les réactions des articulations A et C sur le côté AC, se coupent en lin point 3 de la direction frP, et les réactions des articulations C et B sur le côté BC se coupent en un point a de la direction de àF\ Les réactions des articulations étant d'ailleurs égales et contraires deux à deux, la recherche des points a, 3, y revient à faire passer par les trois points donnés A, B, C, les côtés d'un triangle a^ dont les sommets a, 3, v se trouvent respectivement sur les trois droites données Oa, Ofr, Oe, concourantes en un point 0.
On sait (g 313) comment on peut résoudre géométriquement ce problème.
Les composantes p et 9 déduites de cette construction seront nécessairement égales. Car prenons les moments des forces par rapport au point a; l'équilibre ayant lieu, il viendra :
ll.F + M.F*-|.M.p + M.^ = 0.
Les moments des autres forces, F', v, r, u, <, sont nuls, puisqu'elles passent par le point a. Or
puisque les forces F, F', F' se font équilibre par hypothèse. Donc
ce qui exige, puisque les forces p et 9 ont une même direction ^Yt qu^elles soient égales et contraires.
B, — MiC. OOLLMIIOH. M
CHAPITRE III
Oet APPAREILS PROPRES A MESURER LE TRAVAIL OCS FORCES
DTNAMOMÈTRE DE T1UGTI0N k BANDE.
371. Nous avons décrit (g 156) le dynamomètre au moyen duquel on évalue les forces. Qu'on mette, par exemple, un tel appareil entre une voiture et son attelage, on pourra lire à chaque instant sur Téchelle de Tinstrument Teffort développé par le moteur. Mais cela ne suffit pas. On complète l'appareil de manière à conserver la trace de ses indications successives, et à donner en même temps la mesure du travail de la force.
A cet effet, on attache à la lame mobile du dynamomètre un crayon, qui reçoit tous les déplacements qu'elle subit ellemême ; la pointe du crayon porte sur une bande de papier horizontale, tendue sous le dynamomètre dans le sens de sa plus grande longueur. Cette bande est animée d^un mouve> ment de translation proportionnel au mouvement de la voiture. Pour qu'il en soit ainsi, la bande de papier, enroulée d'avance sur un cylindre, s'enroule sur un second cylindre parallèle au premier, et auquel on communique, par un équipage de roues dentées, un mouvement de rotation emprunté au mouvement des roues du véhicule. A mesure que la voiture avance, les roues tournent, la bande de papier se déroule du cylindre où elle est emmagasinée, et se déplace longitudinalement, en passant sous le crayon, d'une quantité propor- i
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f ionnelle à l'espace décrit. L'emploi d'une fusée (I, § 308) corrige la perturbation produite dans la transmission par Tépaissenr croissante du papier à la surface du cylindre qui communique le mouvement à la bande mobile.
Un second crayon fixe trace sur la bande la ligne droite qui correspond à l'écart naturel des lames du dynamomètre, quand aucune force n'agit sur lui. Lorque Pobservalion est terminée, on déroule la bande de papier, sur laquelle on trouve tracées deux lignes: Tune OA, droite, tracée par le crayon fixe, Taulre MN, sinueuse et tracée par le crayon mobile ; celle-ci indique par ses ordonnées mp, comptées à partir de la première, les valeurs de la force de traction à l'instant défini par la position du point m. Soit 0 l^origine correspondante au point de départ. L'abscisse Om sera proportionnelle au che- ^*** ^^' min décrit par le véhicule, de sorte que, si on appelle X un coefficient constant, et x la distance Om mesurée sur Tépure, Ta sera le chemin efTectivement parcouru.
De même, soit mp:=yy et représentons par y, un second coefficient, qui dépend de la forme et de la construction du dynamomètre : on pourra représenter par \ai la force développée par le moteur à l'instant correspondante l'abscisse Om. Cette force agit dans la direction du mouvement de la voiture, et son travail élémentaire est le produit de la force par le déplacement infiniment petit du véhicule. Prenons donc sur Taxe OA une quantité infiniment petite mm'=dx; le travail élémentaire du moteur sera le produit
et le travail total, pris entre le point de départ 0 et un point, quelconque A, sera la somme
^f^'ydz.
c'est-i-dire le produit de l'aire OMNA par le coefficient constant |«X.
! Ig* g
DYNAMOMÈTRE DE TRACTION A COMPTEUR
372. Au lieu de faire tracer au crayon du dynamomètre une courbe, dont il faut ensuite évaluer la surface, on peut employer un compteur qui totalise le travail produit.
Pour cela, on attache à la lame mobile une boite B, portant un galet G; dans l'état naturel du dynamomètre, c'est-àdire quand il n'y a aucune force appliquée , la boite est en un point B ; une traction produi- _ sant dans les lames un surcroît ^' d'écart CC% amène la. boite en B' et le galet en G'. Au-dessous du galet est disposé un plateau AA\ mobile autour d*un axe 00'; cet axe est situé audessous du centre du galet, dans la position 6 qui correspond à Tétat naturel du dynamomètre. On communique à Taxe 00\ et par suite au plateau AA\ un mouvement de rotation proportionnel au mouvement des roues.
Le galet engrène par adhérence avec le plateau, qui lui communique autour de son axe mm' un mouvement angulaire proportionnel à la distance G'O, ou à Pécart des lames» ou enfin à la force développée par le moteur.
Si Ton appelle a> la vitesse angulaire du plateau autour de 00' à un moment donné, y l'écart G'O acquis par le dynamomètre au même instant, r le rayon du galet, la vitesse angulaire Q du galet autour de son axe mm' sera donnée par l'équation
rQ = y».
Or (o est proportionnel à la vitesse angulaire des roues de
CJ
Fig. 355.
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la toiture, et, X désignant un coefficient constanf, la vitesse co correspond à la vitesse angulaire Xa> de l'une des roues; soit R le rayon de cette roue : cette vitesse angulaire correspondra à une vitesse linéaire du véhicule égale à XRco.
D'ailleurs la force développée par le moteur peut être représentée par [ty ; donc le travail développé dans l'unité de temps est mesuré par le produit
/*y X iR» = aUR X y» s= /aRr X Û.
Le tiavail étant proportionnel à la rotation û du galet, il suffit de compter le nombre de tours, pour avoir le travail effectué dans un parcours donné. Un compteur placé dans la boite B et engrenant avec le galet G, donne le résultat au moyen d'une simple lecture.
UAT^IVELLB DYIVAHOMÉTItlQUE.
375. Cet appareil sert à évaluer le travail moteur communiqué à un arbre à Taide d'une manivelle.
On fixe à l'arbre tournant une pièce A, portant en B un petit cylindre, autour duquel la manivelle MN peut tourner sans rencontrer de résistance. Le cercle H représente le bouton de cette manivelle. Pour transmettre à l'arbre l'effort appliqué au bouton, on se sert d'une lame flexible CD, qui s'engage dans le système AB, lequel fait corps avec l'arbre, et qui, par l'autre bout, vient passer entre deux couteaux E et F, fixés au dedans de la manivelle évidée. L'application d'une force motrice au point H fait fléchir la lame CD, et l'arbre est entraîné seulement quand cette flexion a atteint une certaine valeur. La force réellement appliquée à Tarbre est proportionnelle à la flèche prise par un point déterminé de la lame élastique. On attache un crayon en ce
FREIN
point, et on dispose sous la manivelle, parallèlement à sa grande dimension, mie bande de papier à laquelle on communique une vitesse de translation proportionnelle à la vitesse de rotation de Tarbre. Les aires de la courbe tracée par le crayon sur cette bande seront proportionnelles an travail transmis.
Le principe de tous ces appareils consiste à introduire, comme intermédiaire entre la puissance et la résistance, une lame élastique dont la déformation permette d'évaluer la force, et à enregistrer d'une manière continue les indications de l'appareil sur une bande de papier, qui reçoit une translation proportionnelle au chemin décrit par le point d'application de la force motrice.
FREIN DE PRONT.
'374. Le frein de Prony sert à évaluer le travail transmis à un arbre tournant.
Soit 0 l'arbre tournant d'une usine. On désembraye toutes les machines-outils que cet arbre met en mouvement, et on
fait en sorte que le travail moteur transmis à l'arbre soit tout entier transformé en un travail du frottement, qu on peut facilement évaluer.
On serre larbre 0, au moyen des boulons mm' y nn'y entre deux mâchoires E et F, fixées aux pièces de bois CD, AB. La pièce AB, plus longue que la pièce CD, porte à son extrémité B un plateau dans lequel on met un poids P. L'arbre étant supposé tourner dans le sens de la flèche /*, le frottement tend à entraîner dans ce même sens le système ABCD; si Ton augmente graduellement le poids P, il arrivera un instant où ce poids équilibrera le frottement développé au
Fig. 357.
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contact des mâchoires E et F et de l'arbre tournant. Supposons que cet équilibre soit réalisé. Appelons F le frottement développé au pourtour de l'arbre 0, r le rayon de cet arbre, R et R' les distances au centre 0 des verticales passant par le cen* tre de gravité du poids P et par le centre de gravité G du frein ; soit p le poids propre de l'appareil qu'on peut supposer concentré en G; on aura pour l'équilibre l'équation des moments
Fr=PR + pR'.
Plus on serre les boulons, plus on augmente le frottement, plus il faut accroître le poids P pour maintenir l'équilibre. On pourra, par une série de tâtonnements, amener l'arbre à la vitesse normale qu'il doit avoir quand il met en mouvement toutes les machines-outils. Alors le travail T transmis à l'arbre par la puissance est égal au travail du frottement, c'est-à-dire égal, pour un nombre n de tours, à Fx Stut x n, ou à 2imxFr, ou enfin à
T = 2«îi{PR + pR0-
On peut donc déterminer T dès que Ton connaît P,p, R, R', et le nombre n. On remarquera que F et r ne figurent pas dans l'équation finale.
575. Tel est le principe de l'appareil. Mais on y a introduit successivement plusieurs améliorations.
1"^ On fixe en M et en M', au-dessus et au-dessous de la branche AB, des taquets, qui empêchent le levier d'être entraîné indéfiniment par la rotation de l'arbre au commencement de l'expérience. L'oscillation du levier est réduite ainsi à l'intervalle MM^
2* On attache au bout du levier (fig.
358) une sorte de came S, dont le pourtour extérieur tf est dressé suivant un arc de cercle décrit du point 0 comme centre ; cette disposition a pour effet de rendre constante la distance R ==0P du ^^*' ^^'
poids P au centre 0. Le lien qui porte le plateau se détache
Fig. 359.
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toujours tangentiellement de l'arc W, quelle que soit Tinclînaison prise par le levier entre les arrêts M et M'.
3^ On peut supprimer de Téquation le terme pK' en employant un contre-poids déterminé par une expérience préalable.
Pour cela, on rattache invariablement au frein un couteau placé au centre 0 de Tarbre tournant. L'appareil étant porté par ce couteau, on achève de le soutenir au moyen d'un fil
vertical IB, réunis-
A- ^ b) /\ sant le point B du le-
' vierAB au fléau TOT d'une balance; on rétablitréquilibreau moyen d'un poids Q, placé dans le bassin de la balance. L'efTct de ce poids équivaut à une force égale à Q, appliquée de bas en haut au point B, et dont le moment par rapport au point 0 serait égal et contraire au moment du poids p. L'introduction du contre-poids Q dans le frein en service revient donc à la suppression du terme plV. Le poids Q est ce qu'on appelle la tare du frein. 4* On a aussi amélioré le mode de serrage des mâchoires.
Le système que nous allons décrire a été imaginé par M. de Saint -Léger, ingénieur des manufactures de TÊtat.
La mâchoire supérieure E est conservée. La mâchoire inférieure est remplacée par une série de voussoirs en bois, V, V, V% . . . , arrêtée en C et C' à deux cornières; une chaîne continue mn passe sur Texlrados de la voûte formée par ces voussoirs; elle es^ attachée en n à un point fixe; rextréroité m, garnie d'un filet
Fig. S60.
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de yis, traverse un ëcrou auquel un équipage de roues dentées, F, permet de communiquer un mouvement de rotation autour de son axe. On peut donc serrer aussi lentement qu'on le voudra Tensemble des voussoirs au pourtour de Tarbre tournant, ou plutôt au pourtour d'un cylindre en fonte, NN', boulonné sur l'arbre.
Les voussoirs et la mâchoire E s'échaurfent par le frottement. Pour réduire cette élévation de température, on fait cpulerde l'eau froide sur les parties frottantes pendant toute là durée de l'expérience. Il faut tarer le frein quand il est saturé d'eau, sans quoi l'arrosage continuel auquel il est soumis pourrait modiâer la distribution des poids.
L'eau de savon a été employée pour cet usage, mais Teau pure est préférable, parce que, ne réduisant pas autant le coefficient du frottement, elle n'exige pas un serrage aussi énergique de la chaîne tnn.
376. M. Kretz a fait connaître une autre disposition du frein. Elle consiste à supprimer le Ip.vier et la mâchoire supérieure « et à entourer la roue J, fixée à l'arbre, par une chaîne garnie intérieurement de voussoirs; une béquille B, attachée à l'un des voussoirs, et placée horizontalement, supporte le poids P , suspendu tangentiellement à un arc de cercle décrit du point 0 comme centre. Pour faire varier le serrage, M. Kretz ferme la chaîne par une vis Z à pas renversés. Le système est centré y c'est-à-dire que le centre de gravité tombe exactement sur Taxe, ce qui évite la nécessité de tarer.
kWo
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FREIN DYNAMOMETRIQUE
FREIN DTNAMOMÉTRIQUE DE M. MARCEL DEPBEZ.
37.7. Le frein dynamométrique de M. Deprez est un frein de Prony qui se règle de lui-même.
Dans le frein de Prony la pression des mâchoires G et C contre la poulie B, calée sur Tarbre tournant A, s'obtient à Taide de vis dont on serre à volonté les écrous. Si le frein est trop serré, il est entraîné malgré le contre-poids par le mouvement de Tarbre ; s'il ne lest pas assez, il tombe sous l'action de ce contre-poids. Le réglage est difficile à faire, et une simple modification accidentelle du coefficient de frottement sufGt pour détruire l'équilibre.
M. Marcel Deprez attache les mâchoires C et C à deux
leviers E et E' sensiblement parallèles, dont les points fixes, e et e^, sont pris sur une poulie folle D, concentrique à l'arbre tournant. Un autre levier F a son point fixe en n à l'extrémité du levier inférieur; il est en outœ rattaché au point r, par une bride articulée fy à l'extrémité m du levier supérieur. Un poids Q, suspendu à l'extrémité p du troisième levier, point qui coïncide avec le centre de l'arbre, tombe librement à l'aplomb de l'axe de l'arbre tournant. Un second poids P, suspendu f angentiellement à la poulie D, doit faire équilibre au frottement subi par les mâchoires ; c'est ce poids qui entrera seul dans l'expression du travail cherché.
Le mouvement s'efiectuant dans le sens de la flèche, si le frottement des mâchoires est ti^op énergique, l'ensemble des
Fig. 361
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troîs leviers E, E', F est entraîné par Tarbre tournant, et fait un angle de plus en plus grand avec Thorizontale. En même temps le serrage diminue : car il est produit par le poids Q, et varie avec les moments de ce poids par rapport aux articulations m et n, c'est-à-dire avec les distances de ces points m et n à la verticale fixe suivant laquelle le poids Q agit. Il est facile de voir que l'intensité du serrage est proportionnelle au sinus de l'angle a que les leviers font avec la verticale. Si donc le frein a été réglé approximativement pour une inclinaison de 30*" sur l'horizon, l'équilibre, s'il vient à se rompre, se trouvera rétabli aussitôt par une variation de l'inclinaison dans un sens ou dans l'autre, variation qui augmentera ou diminuera l'intensité du serrage, et qui ramènera dans tous les cas le frottement à la valeur qu'il doit avoir pour tenir le poids P en équilibre. Les sinus des angles O"", ÔO"", OO"" étant
respectivement égaux à 0, ô et 1, on voit que le réglage,
étant fait sous l'inclinaison moyenne de 30^ à l'horizon lorsque le frottement des mâchoires est représenté par l'unité, permettra des variations du frottement entre les limites extrêmes 0 et 2 ; or il s'en faut que dans la pratique le frottement puisse varier dans cette proportion. Cette disposition rend en définitive le réglage du frein automatique.
FBEIN DTNAMOMÉTRIQUE DE H. GABPEIOIER.
378. Sur l'arbre tournant A (fig. 363), sont calées deux pou* lies à gorge, C et B, de diamètres égaux; l'une B est calée sur l'arbre, et entraînée dans son mouvement ; l'autre G est folle sur le même arbre. Celle-ci porte un poids p suspendu à un fil attaché au point q. Pour équilibrer ce poids, on se sert d'un autre fil qui s'attache en R à un crochet faisant corps avec la poulie C, mais qui est amené par un coude à être situé dans le plan moyen de la poulie B. Ce fil attaché en R passe sur la poulie B, et supporte un poids P à son extrémité libre, n
eOi FREIN DYNAHOHËTftIQUE
résulte de celte disposition que la poulie mobile B frotte contre le fil RP dans toute retendue de l'arc embrassé mn. Si a est
l'angle au centre mkn R |X _^R correspondant, et que T
soit la tension du fil dans la région mR,on aura par conséquent entre P et T la relation
C^xr
?=zTef\
Kg. 865.
f étant le coefficient du frottement (§ 344). Le frottement total exercé par la corde sur la poulie mobile est la différence P— T. D'un autre côté, la force T, appliquée à R t&ngentiellement à la gorge de la poulie B, de même rayon que la poulie G, fait équilibre à la force p, qui est tangente à la même circonférence. Il en résulte que Ton a T==p, et que le frottement total s'exprime par la différence P— p, qui est immédiatement donnée.
Si R est le rayon commun aux deux poulies, n le nombre de tours que l'arbre fait en une minute, le travail du frottement par seconde sera le produit
c'est la mesure du travail transmis par le moteur à l'arbre tournant. L'équilibre de la poulie folle s'établit encore ici de lui-même ; il suffit pour cela que la tension du brin Rm soit devenue égale au poids /) ; or il en est toujours ainsi, parce que l'angle a prend la valeur qui convient à Péquilibre, c'està-dire la valeur donnée par l'équation
Si le coefficient f varie, l'angle a varie en conséquence, et la
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formule du travail transmis reste toujours la même. La différence P— p varie très rapidement avec l'angle a lorsque /"reste constant; cette circonstance augmente la sensibilité de l'appareil. Le frein de M. Carpentier convient particulièrement pour les machines de petite puissance.
H. Raflart a perfectionné le frein Carpentier, en rendant l'appareil symétrique par l'addition d'une seconde poulie G, et en substituant des rubans posés à plat sur des cylindres, aux fils engagés dans des gorges de poulie (*}•
(*) Sur les frdns de II. Marcel Deprei et de M. CarpenUer, on peut consulter on rapport inséré dans le Bulletin de la Société d'encouragement pour Clnduetrie nationale, 3* série, tome VU, août 1880»
ADDITIONS
SUR LA COUPOSmON DES FORCES.
379. Il n*est pas inutile de montrer que la règle du parallélogramme des forces peut se déduire du principe de Véquilù bre du levier^ qui a été longtemps, comme on Ta vu, la base de la statique (§ 267). Commençons par établir le principe lui-même, sans rien emprunter à la théorie de la composition des forces.
Soit âB une barre rigide, que nous supposerons uniformément chargée de poids, à raison de p unités de poids par unité de longueur. Si cette barre est libre dans l'espace, on pourra évidemment la maintenir en équilibre en en fixant le l point milieu 0 ; la barre restera alors p. ^^
immobile sous l'action des poussées symétriques qu'elle subit de part et d'autre de ce point fixe. On tient donc en équilibre le poids total p x AB qui pèse sur la barre, en appliquant au milieu 0, en sens cou: traire de la pesanteur, une force unique F, et celle force doit être égale au poids total; car on peut regarder comme un axiome, ou au moins comme un fait d*expérience, que le poids loial d^un syslèjne jnalëi'iel nje change pas quand on nç fait que grouper d'une autre manière les parités qui le corn" posent: Ici nous rassemblons pour ainsi dire au point 0 toute
la charge répartie uniformément de A en B, et nous équilibrons cette charge totale par une force égale et contraire, F=pxAB.
Réciproquement, à une force donnée F, appliquée en un point 0 quelconque d'un solide, on peut substituer, soit réellement, soit fictivement, sans troubler l'équilibre, une force
également répartie, à raison de rg unités de force par unité
de longueur, le long d'une droile AB, menée dans le solide perpendiculairement à la direction de F, et telle que le point d'application 0 soit le milieu de la droite AB.
580. La condition d'équilibre du levier se déduit de cette simple i^marque.
Soient P et Q deux forces données, parallèles, appliquées
aux points A et B d'un système invariable, que nous pouvons réduire par sr la pensée à la barre rigide AB qui unit ces deux points. Cherchons . Q quel est le point 0 de cette barre qu'il faut fixer pour équilibrer à la fois les deux forces P et Q. Pour cela divisons la droite AB au point M en deux segments AM, MB, proportionnels aux forces adjacentes ; il suffit pour cela de mener B(y égal et contraire 5 BQ, et de joindre PQ* ; cette droite PQ^ coupe AB au point cherché. Prenons ensuite sur la barre prolongée dans les deux sens des longueurs AM' = AM et BM' = BM ; nous supposerons que les segments additionnels AM\ BM' sont réunis invariablement au système donné.
P Gela posé, à la force P substituons une charge r^ également répartie par unité de longueur sur tout le tronçon MM', et à la force Q, une charge rn^ également répartie par unité
Fig. 365.
de longueur sur tout le tronçon MM'. La répartition de la charge sera la même du point M' au point M', car on a les égalités
Kous avons donc ramené les deux forces P et Q» sans troubler les conditions déquilibre, à une charge uniforme du point M' au point M' appliquée à la barre rigide M'M'; par conséquent l'équilibre sera assuré si l'on fixe le point 0, milieu de cette barre, et ce point aura à développer un effort égal à la totalité de la charge, c'est-à-dire à P -f- Q.
Au lieu de construire ainsi le point 0, en prenant le milieu de la droite WWy observons que cette droite est double de la droite AB, et que par conséquent OM' est égal à AB ; retranchant de part et d'autre les tronçons égaux AM' = AM, il vient
▲0 = MB.
Donc, pour obtenir le point 0, il suffit de renverser bout pour bout la division de la droite AB au point M, ou encore de partager la droite AB en deux segments AO, BO, inversement proportionnels aux forces adjacentes P et Q. On arrive ainsi très directement à la régie de la composition des forces parallèles. Lesforces parallèlesPet Q, agissantdans le même sens, ont une résultante égale à leur somme P + Q, appliquée au point 0 défini sur la droite AB par la proportion
P_OB Q — AO
ou encore par Y équation des moments
PXA0 = QX0B.
381. n est facile d'étendre le résultat ainsi obtenu à la composition des forces concourantes, en considérant d'abord l'équilibre du levier coudé.
■. — MfC. OOU.I«RO«. 30
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Soit AOB un leyier coudé, mobile autour du point 0, et sollicité aux points Â et B par deux forces P et Q, normales aux deux bras OA et OB, ces deux forces étant situées dans le plan de l'angle AOB. On demande la condition dëquilibre. Prolongeons AO jusqu'en C, à une distance OC = OB ; aa
point C, invariablement lié au levier, appliquons deux forces Q' et Q^, égales et opposées, normales à OC, situées dans le plan de la figure, el enfin égales à Q. Les deux forces égales Q et Q^ ont un point commun I, qui appartient à la bissectrice commune aux angles BOC et QKy. On peut supposer les forces appliquées en ce point I ; elles s'y composent en une force unique, qui, en vertu de la symétrie, est dirigée suivant cette droite 01. Elle charge donc directement le point fixe 0, et ne contribue pas à modifier les conditions d'équilibre du système. Il reste à s'assurer de l'équilibre des forces Pet Q* appliquées au levier droit AC, ce qui ramène à l'équation des moments
PXA0 = Q"X0C,
ou bien
PX A0 = Qx0B,
puisque Q est égal à Q* et OC à OB, d'après la construction delà figure. Donc l'équilibre des P et Q s'exprime encore par l'équation des moments, comme si les forces étaient parallèles.
582. Arrivons enfin à la démonstration du parallélogramme des forces.
Soient P = OA, Q = OB deux forces appliquées en un même point 0, faisant partie d'un système invariable (fig. 367). Prenons le milieu I de la droite AB qui joint les extrémités des
forces P et Q« Je dis qu^en fixant ce point les deux forces P et Q seront tenues txk équilibre.
Abaissons en effet du point I sur les directions des forces P et 0 les. perpendiculaires IK et Ht et considérons le levier coudé KIL, mobile autour du point I, et sollicité en K et en L par les forces P et Q. La condition d'équilibre sera
PXIK = QXIL,
ou bien
0AXIK = 0BXIL,
égalité évidente, car chacun des produits indiqués mesure le double de la surface des triangles AOI, BOI, qui sont équivalents, puisqu'ils ont des bases égales AI = IB, et pour hauteur commune la distance du point 0 à la droite AB. Le point I est donc situé sur la résultante des forces P et Q. Appelons R la grandeur encore inconnue de cette résultante; appliquons au point 0, dans le prolongement OC de la droite 01, une force OC = R, qui tiendra en équilibre les deux forces P et Q. Les trois forces P, Q, R se faisant équilibre, chacune est égale et contraire à la résultante des deux autres, et par suite, en y appliquant la remarque qui vient d'être démontrée, la force P passe par le point T, milieu de la droite BC, et la force Q par le point 1", milieu de la droite AC. Donc enfin les trois forces P, Q, B ont pour directions les médianes Al\ BP, CI, du triangle ABC qu'on obtient en joignant leurs extrémités. Il en résulte que R=OC est double de 01. Si donc on prolonge 01 d'une quantité 1D=0I, la droite OD représentera en grandeur et en direction la résultante des forces OA=P et OB = Q. La construction revient à achever le parallélogramme OADB, et à mener la diagonale OD. La démonstration déduit, comme on le voit, la règle du parallélogramme des forces du théorème du § 28, cas particulier du théorème du g 218,
théorème qui se rattache à la condition d'équilibre du levier.
383. Remarque. Considérons un point matériel M, sollicité par n forces données en grandeur et en direction IfF, MP, MF'. . . On demande la résultante MR de toutes ces forces. Sans rien connaître sur les règles de la composition des forces, on pourrait arriver à découvrir cette règle à Taide des observations suivantes.
Par le point M menons trois axes arbitraires, MX, MY, MZ, et rapportons à ces trois axes les extrémités F, P, F'..., des droites données, ainsi que TextrémîtéR de la droite cherchée. Soient
«, y, s, les coordonnées du point F»
et X, Y, Z celles du point R.
Les quantités inconnues X, T, Z devront être exprimées par des fonctions des données x, y, z, o/^ y', s', of^ xf^ 2',.... lesquelles fonctions devront avoir certains caractères qui permettent d'en deviner la forme :
l"" Elles s'annulent lorsque les quantités a:, y,2,â/, xf^J,.... s'annulent toutes à la fois ;
2* Si Ton a à la fois a:'= o, y'=o, «'=0, af=zo, xf=^o, «»=o,... pour n — 1 forces, on a aussi X=:a:, T=y,Z=2;
3*^ Toutes les forces devant entrer de la même manière dans la composition de la résultante, X, T, Z sont des fonctions symétriques de x^ y, z^ a/, j/, s'»-..;
4"" Les fonctions X, T, Z doivent être telles, qu'un changement quelconque des axes, sans changement des composantes, n'entraîne aucun changement dans la ré.sultante R;
S"" On peut ajouter que si F, F%... augmentent ou diminuent dans un certain rapport, sans changement de directions, R augmente ou diminue dans le même rapport. •
Il y a sans doute une infinité de manières de satisfaire à ces conditions ; mais parmi ces manières la plus simple consiste
à exprimer X, T, Z par la somme algébrique des coordonnées de même nom relatives aux composantes, c est-à-dire à poser
ce qui revient à dire que la résultante R est la somme géométrique i^ 27) des composantes F, F%.... On retrouve aussi directement sous cette forme le théorème du § 219.
PROPRIÉrÉS GÉOMÉTRIQUES DU LIEU DES CENTRES DE GRAVITÉ DES ARCS DE CERCLE (^ 184 ET SUIVANTS).
384. La méthode indiquée § 186, 1*", pour passer du centre de gravité G de l'arc AB au centre de gravité G' d'un arc AI moitié moindre (fig. 165), permet de construire, avec autant d'approximation qu'on le voudra, un triangle équivalente un secteur circulaire, et une droite égale en longueur à un arc de cercle.
1* Soit G le centre de gravité de l'arc AB, dont le centre est en 0. Du point 0 comme centre avec 00 pour rayon, décrivons un arc de cercle GH. Je dis que le secteur 06H est équivalent au triangle 06A.
En effet, soit OA = a, angle GOA = e. On aura
Fig. 368.
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Donc le secteur OGH a pour mesure
VxÔG* = 4a.5i^.
et le triangle OGA a pour mesure
ce qui démontre le théorème.
Etant donné le secteur circulaire GOH, on pourra donc trouver le côté OA du triangle équivalent GOA, en élevant en G une perpendiculaire sur OG, jusqu^à la rencontre en G' avec le rayon bissecteur 01' ; en G' une perpendiculaire sur OG', jusqu'à la rencontre r.n G^ avec la bissectrice OG', et ainsi de suite, la série des points G, G', G',... formant les centres de gravité des arcs sous-doubles AB, AI, Al',... et aboutissant par conséquent au point A, centre de gravité de Tare infiniment petit qui commence en ce point. Lorsqu'on approche du point A, les longueurs OG, ne diffèrent pas sensiblement du rayon OA, et on peut achever d'un seul coup la construction en décrivant un arc de cercle du point 0 comme centre avec OG, pour rayon. Cet arc se confond sensiblement avec la perpendiculaire élevée à l'extrémité de OG., et il fait connaître le point A avec une approximation qu'on peut pousser aussi loin qu'on le voudra.
2"" La même construction appliquée à l'arc OG, égal au rayon OA, fait connaître le développement OA de cet arc sur sa tangente à l'extrémité 0. Il est aisé de démontrer directement cette construction par la géométrie élémentaire.
CENTRE DE GRAVITÉ DE MASSES PLACÉES AUX SOMMETS d'un TRIANGLE.
385. Si Ton place des poids égaux aux sommets d'un triangle ABC, le centre de gravité de ces poids coïncide avec le centre de gravité du triangle lui-même, c'est-à-dire avec le point commun aux trois médianes (§ 198). Si les poids placés aux sommets A, B, G sont proportionnels aux côtés opposés a, bf c, le centre de gravité est au point de concours
Fig.369.
des trois bissectrices, c'est-à-dire au centre du cercle inscrit dans le triangle (g 224).
On peut se demander quels poids il faudrait placer aux sommets A, B, C, pour amener leur centre de gravité en d'autres points, tels que le point de concours des trois hauteurs, ou le centre du cercle circonscrit.
1^ Soient A, B, C les poids cherchéSy dont le centre de gravité est au point G où se coupent les hauteurs Aa, Bp, Cy-
Si l'on compose les poids B et C, la résultante devra être appliquée au point a; car il faut qu'en la composant avec le poids A, on obtienne le point G pour le centime de gravité général. On a donc l'équation
C~"Bi'
Mais les segments Ba, Cà sont respectivement égaux à c CosB, b CosC, a, b, c désignant ici les côtés, et A, B, C les angles du triangle donné.
Donc
B _ 6CosC_Sm B Cos C_TangB C ~ c Cos B ~" Sin C ^ Co8 B ^ Tang C
On aurait de même
c _ Tang C A ~ Tang A' A __ Tang A B ~ Tang B'
Il suffit par conséquent de prendre les poids A, B, C proportionnels aux tangentes trigonométriques des angles du triangle.
Si l'un des angles A est droit, la tangente est infinie; le centre de gravité coïncide avec le sommet de l'angle droit, les
deux autres poids devant être négligés vis-à-vis du poids infini tang A.
Si l'un des angles A est obtus, le poids correspondant est négatif. La pesanteur doit agir au point A en sens contraire du sens dans lequel elle agit aux points B et C.
2* Cherchons ensuite quels poids il faut placer en A, B, C> pour que le centre de gravité soit au centre 0 du cercle circonscrit au triangle.
Ce point est le point de concoui*s des hauteurs du triangle KLM, qui a pour sommets les milieux des côtés du triangle donné, et qui a les mêmes angles que ce triangle.
Par conséquent il suffit, pour amener le centre de gravité en 0, de placer au milieu de chaque côté un poids égal à la tangente trigonométrique de Tangle opposé, tang A en K, tang B en L, tang C en M. Appelons A, B et C des poids appliqués aux points A, B, C et tels que le centre de gravité soit aussi en 0. Il suffira pour les trouver de décomposer chacun des poids placés en K, L, M en deux poids égaux, appliqués aux extrémités du côté correspondant. On aura en définitive, en réunissant les deux poids appliqués en un même point.
Fig. 370.
A:=5(TangB + TangC), B=~(TaDgC + TangA), Cs=g(TailgA-|-TaDgB).
On peut supprimer le coefficient -^, puisqu'on nechercheici
que des rapports, et on voit qu'il suffit de placer aux sommets des poids proportionnels aux sommes des tangentes trigonométriques des deux angles opposés.
Appliquée au triangle rectangle, la construction fait retrouver le milieu de l'hypoténuse pour centre du cercle circonscrit.
Ces exemples montrent qu'on peut être amené à considérer en statique des poids négatifs, ou des masses négatives. Si, par exemple, on place aux sommets d'un triangle ABC des poids proportionnels aux côtés opposés, mais en prenant négativement un de ces côtés, le centre de gravité général sera le centre du cercle ex-inscrit au triangle, qui touche le côté pris négativement et les prolongements des côtés positifs.
386. Les mêmes recherches peuvent être étendues au tétraèdre dans l'espace. On peut chercher quels poids il faut placer aux quatre sommets d'un tétraèdre pour que le centre de gravité soit en un point donné. Si les masses sont égales, leur centre de gravité coïncide avec celui du tétraèdre considéré comme un solide homogène. Pour que le centre de gravité des quatre poids tombe au centre de la sphère inscrite, il faut et il suffit que les quatre poids soient respectivement proportionnels ou égaux aux aires des faces opposées. Car si l'on appelle A, B, C, D les poids placés aux points de même nom, r le rayon de la sphère inscrite et A, h\ h". A" les quatre hauteurs, le théorème des moments, pris sucessivement par rapport aux quatre faces, donne les égalités
(A + B-f C4-D)r = AA=:BA' = CA" = D/»"',
auxquelles on satisfait en posant
A = A', B = B', C = C. Drriy,
A\ B% C% D% désignant les aires des faces opposées aux angles solides A, B, C, D.
Si Ton prend négativement un des poids, le poids A par exemple, on aura pour centre de gravité général le centre de la sphère ex-inscrite qui touche la face A' et les trois autres faces prolongées. Cornue on peut prendre négativement les
quatre poids successivcmeaU on ohCient qaatie q^héres ei-
inscrites touchant respectivement chacune des quatre faces, et les prolongements des trois autres.
On peut prendre encore négativement deux poids sur quatre, ce qui peut se faire de six manières, puisqu'il y a six combinaisons de quatre objets deux à deux. Mais ces six manières se groupent deux à deux en hypothèses identiques. En effet, deux combinaisons qui ne diffèrent que par le changement de signes des quatre poids qui la composent, ne sont pas distinctes l'une de l'autre, et s'échangent Tune dans Tau* tre en faisant une convention convenable sur le signe des moments. Par conséquent, les six combinaisons obtenues en prenant négativement deux des poids sur quatre se réduisent en réalité à moitié, et ne donnent que trois sphères nouvelles ex-inscrites, tangentes aux quatre faces prolongées.
La combinaison qui consisterait à faire négatifs trois poids sur quatre, est identique à celle qui consiste à prendre négativement un seul poids, les autres étant regardés comme positifs, et ne fait rien connaître de nouveau.
En résumé, la recherche des centres de gravité des poids
placés respectivement aux sommets
du tétraèdre, fait connaître huit sphères tangentes à la fois aux plans des quatre faces, et montre qu'il n'y en a pas plus de huit.
387. Les quatre hauteurs d'un tétraèdre ne concourent pas en général en un même point. Pour s'en assurer, il suCQt de considérer un angle dièdre formé de deux plans P et Q qui se coupent suivant une droite (a). Si l'on prend au hasard deux points A et B, l'un dans le plan P, l'autre dans le plan Q, et que de ces points on abaisse sur l'autre plan les perpendicu*
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laires Aa, B^, ces deux droites se croiseront en général dans l'espace sans se rencontrer. Or elles forment deux des hauteurs de tout tétraèdre ayant deux de ses sommets aux points A et B, les deux autres étant situés comme on voudra sur la droite (a), intersection des plans P et Q.
SUR LA MÉTHODE GRAPHIQUE POUR LA DÉTERM^ATIOIf DU CENTRE DE GRAVITÉ d'uKE AIRE PLAlfE. (§ 205).
388. On trouvera dans les comptes rendus de V Association française pour Vavancement des sciences^ Congrès de Lille^ année 1874, p. 1193, une méthode graphique qui permet de ramener à la quadrature d'aires planes, par des constructions très simples, la recherche d'une intégrale double de la forme
étendue à tous les éléments superficiels compris dans un contour donné ; a: et y sont des coordonnées rectangulaires, et m et 7t des exposants entiers, positifs ou négatifs, mais non pas tous deux égaux à —1.
ÉQUH^IBRE d'un POLYÈDRE (§§ 231 et232).
389. On a démontré dans les §§ 231 et 232 qu'un polyèdre soumis à des forces normales à ses faces, proportionnelles aux faces, et appliquées en leurs centres de gravité* est en équilibre. M. Lalanne a fait connaître en 1877 une démonstration directe de cette proposition.
Soit A une face du polyèdre, a son centre de gravité, F la force normale appliquée en a et proportionnelle à A ; nous supposerons la force dirigée vers Tintérieur du polyèdre. Prenons trois axes rectangulaires, et décomposons la force F en
eSO ÉQUILIBRE D'UN POLYÈDRE.
ses trois composantes X, Y, Z parallèles à ces trois axes. L'angle de F avec l'axe OX est é^'al à 1 angle de la face A avee le planZOY. Projetons le polyèdre sur ce plan ; la face A s'y projettera suivant un polygone A\ et le centre de gravité a de la face A aura pour projection le centre de gravité af du polygone A^ La composante X peut être considérée comme appliquée en ce point. Opérant de même pour toutes les faces comprises d'un même côté du contour apparent du polyèdre projeté sur le plan YOZ, on est amené à composer toutes les forces X correspondantes, appliquées aux points a^ et proportionnelles aux aires des polygones A% dont ces points a' sont les centres de gravité ; la résultante R est proportionnelle à la projection du contour apparent total, et appliquée au centre de gravité de ce contour projeté sur le plan YOZ. La même composition peut se faire pour les faces du polyèdre situées de l'autre côté du contour apparent, et elle conduit à une résultante — R, égale et contraire à R, et appliquée au centre de gravité de la projection totale. Donc les forces X appliquées à toutes les faces se font équilibre.
II en est de môme séparément pour l'ensemble des forces Y, et pour l'ensemble des forces Z ; par suite Téquilibre est assuré pour l'ensemble des forces F.
Cette démonstration a l'avantage d'être rapide, et de ne pas exiger que l'on considère à part l'équilibre du tétraèdre. Toutefois elle suppose que le polyèdre est convexe ; autrement elle perd un peu de son évidence. Admise du reste pour un polyèdre convexe, la proposition s'étend sans difficulté à un polyèdre, ou même à un solide de forme quelconque.
MOUVEMENT PERMANENT d'uR FIL HOMOGÈNE.
390. Par mouvement permanent Sun fil^ nous entendons le mouvement d'un fil qui glisse sans changer de forme dans sa propre direction, chaque élément ds venant prendre la place
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de rëlëment égal qui y fait suite. Nous supposerons que le fil soit homogène, c'est-à-dire de poids constant par unité de longueur, et qu'il soit soumis sur chaque élément ds à une . force Fds, du même ordre de grandeur que Télément luimême ; en outre que les forces F soient connues en grandeur et en direction pour tous les points de la courbe continue dessinée par le fil.
Cela posé, nous allons démontrer que la forme d'équilibre du fil en repos sous l'action des forces F« convient aussi au mouvement du fil dans sa propre direction, avec une vitesse t; constante.
Pour fixer les idées, nous supposerons que le fil dessine une courbe fermée AB, à la façon d'un cable télo-dynamique. Cette courbe étant, par hypothèse, la courbe d'équilibre du fil sous l'action des forces ¥ds qui sont appliquées à chaque élément, imaginons un déplacement virtuel du fil le long de sa propre direction, chaque élément ds=1éW prenant la place de
l'élément suivant M'M'^. L'équilibre ayant lieu, la somme des travaux virtuels des forces est nulle, et, puisque le déplacement is est commun k tous les points, on a l'équation
l0SF<<tGos/âisO,
y, étant l'angle de la force ¥ds avec la direction MM' du déplacement, et la somme Z étant étendue à tout l'ensemble du fil. Dans le mouvement permanent tel qu'il a été défini, chaque élément MM' prend dans le temps dt la place de l'élément
égal M'M*'; la vitesse v=^ est donc la même à l'instant
t pour tous les points du fil ; je dis de plus qu'elle est cons-
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tante, c'est-à-dire qu'elle est la même à l'époque telk l'époque t-hdt.
Le théorème des forces vives, qu'on établira en dynamique, démontre immédiatement cette proposition. En effet suivons le fil en mouvement pendant l'intervalle de temps dt. Le travail réel des forces F dans ce mouvement est identique au travail virtuel que nous considérions tout à l'heure, et s'exprime par le produit du chemin ds par la somme algébrique ZFcos|jid« des composantes tangentielles des forces. Le travail étant nul, la somme des forces vives reste constante. Il en est de même par conséquent de la vitesse v, qui est commune à tous les points.
Ainsi la vitesse v reste constante à toute époque, ce qui revient à dire que le mouvement permanent d'un fil est en même temps un mouvement uniforme.
391 . Nous nous appuierons pour achever la démonstration sur un autre théorème de dynamique,celui de d'Alembert, qui ramène tout problème de mouvement d'un système matériel à un problème d'équilibre, moyennant l'adjonction des forces d'inertie aux forces réellement appliquées à ce système. La force d'inertie a en général deux composantes, l'une tan-
gentielle, et égale à — m-j- > Tautre dirigée suivant le prolon-
gement du rayon de courbure , et égale à m— s m représente
la masse du point mobile, ou le rapport - de son poids P à
l'accélération g due à la pesanteur, et p le rayon de courbure de la trajectoire. Dans le cas présent la première composante est nulle, puisque la vitesse ne varie pas avec le temps. Il reste la composante centrifuge, qui pour l'élément }IOA'=ds est
égale à - — X— » p désignant le poids de l'unité de longueur
9 P du fil, et p le rayon de courbure de la courbe funiculaire.
ds On peut substituer à — l'angle de» de contingence. En résu-
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më, le fil en mouvement permanent conservera la même forme dans le mouvement que dans le repos, moyennant qu'à
chaqueforceFd^on adjoigne une force ^—do), appliquée nor-
if
malement au fil, suivant le prolongement de son rayon de courbure. Il est facile de reconnaître que ces foit^es normales sont équilibrées par un excès de tension du fil, sans qu'on ait besoin de rien changer à sa forme. Soient T et T' les valeurs des tensions aux deux bouts de l'élément MM' lorsque le fil est en repos. Construisons l'indicatrice : pour cela par un point 0 quelconque, menons des droites Om, Om' parallèles aux tensions; on sait que l'élément de Tindicatrice Tnm\ qui complète le triangle 0mm', est égal et parallèle à b force ¥ds qui sollicite l'élément correspondant MM' de fil. Supposons que dans le fil les tensions T augmentent toutes à la fois d'une même quantité 6 ; et cherchons comment il faut modifier les forces ¥ds pour que le fil conserve sa forme d'équilibre. La courbe ab se transformera dans une nouvelle courbe a'b\ qu'on obtiendra en prolongeant de la quantité constante 6 tous les rayons vecteurs, et les éléments nn' de la nouvelle indicatricedonneront les nouvelles valeurs et les nouvelles directions des forces. Mais menons par le point m une droite mh égale et parallèle à mV, et joignonsAn, An'. Nous aurons An'= mm', et nA=:mn X angle nmh=Qxd<Ù9 puisque l'angle nmA, égal à l'angle mOm', est l'angle de contingence de la courbe funiculaire. La force nn' peut être regardée comme la résultante de deux forces, dont l'une An' n'est autre que la force Fds, et l'autre 6d(d est parallèle à la normale principale de la courbe funiculaire, prolongée vers l'extérieur. On peut pren-
dre 6 égal à ^— ; alors la nouvelle force nn' est la résultante
de la force donnée Vas et de la force d'inertie centrifuge ^-— dw ,
et la nouvelle indicatrice a'b' correspond à la même courbe funiculaire, sauf l'augmentation uniforme des tensions ; de sorte que les conditions de l'équilibre sont satisfaites pour le
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fil à Tétat de mouyement comme pour le fil en repos, moyennant que les tensions augmentent toutes d'une même quantité,
392. Cette proposition sur le mouvement permanent des lignes funiculaires a été démontrée pour la première fois par M. Resal pour la chaînette, et étendue à toutes les courbes funiculaires par M. Léauté dans ses recherches sur les cflbles télo-dynamiques (^). Dans le cas d'une courbe non fermée, comme la chaînette, le théorème s'applique encore si Ton considère un fil indéfini, dont une portion seule aurait été animée d'un mouvement uniforme en suivant la chaînette entre deux points situés au même niveau ; autrement le travail de la pesanteur ne serait pas nul sur la portion du fil en mouvement, ce qui est essentiel pour que la vitesse reste constante.
Dans les cables télo-dynamiques, les deux brins en mouvement dessinent des chaînettes de paramètres ditTérents, puisque la tension n'est pas la même dans les deux; mais le mouvement permanent n'est qu'une solution moyenne, pour ainsi dire, du problème du mouvement du câble; il se complique d'une série d'oscillations autour de la forme moyenne d'équilibre, qui dépendent des conditions initiales : ces oscillations altèrent les positions des points de contact du câble avec les tambours qui le soutiennent. La question des oscillations, qui rentre dans le problème du mouvement général d'un (il, est traitée avec beaucoup de succès par M. Léauté dans un mémoire inséré au Journal de FÊcole polytechnique (L« cahier, tome XXXI, 1881).
SUBSTITUTION APPROXIMATIVE d'uNK FOWCTION LINÉAIBE A Ulf RADICAL CARBÉ DE LA FORME ^ X^ — y*.
393. On connaît la substitution approximative donnée par Poncelet d'une fonction linéaire Mx + Ny à un radical carré
(^) Comptes rendus de TAcadémie des sciences, 10 noT. iSTO» 1880, p. 290^
354, 498, 587, etc.
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de la forme s/x^'+-if (§ 275). M. Léaulé (*) a montré que la môme solution s'clendait au radical y^x* — y*, qu'on peut représenter par la formule linéaire Mx— Nj/, en remplaçant les sinus et cosinus circulaires de la formule de Poncelet par des sinus et cosinus hyperboliques. Si Ton appelle a et ^ deux arcs tels que leurs langentcs hyperboliques soient égales
aux valeurs extrêmes du rapport -, on aura Tégalité approximative
2 Cos hyp. ^li 2 Sin hyp. ?-+_?
yx'* — t/' = ■ X -^ — ^— — ^-~-.^^.^--— . M,
(cos hyp, tZ-^y (cos hyp, ?L=iy
avec une erreur moindre que
(ïangAyp.^Lzjy.
La méthode consiste dans les deux cas à tracer là courbe dont l'équation est a7'±y'=l, pour n'avoir à comparer entre elles que les erreurs relatives; à marquer les deux points
extrêmes qui correspondent aux limites données du rapport ^^
à tracer la corde qui joint ces deux points, à mener à l'arc qu'elle sous-tend une tangente parallèle à cette corde, et enfin à tracer une droite à égale distance de la corde et de la tangente: ce sera la droite cherchée. On voit tout de suite que la substitulion de cette droite à l'arc est plus prés d'être exacle pour l'hyperbole, où la courbure va sans cesse en diminuant à
mesure que le rapport - augmente, que pour le cercle, où la
courbure reste la même partout.
^ Bulletin de laSociélé mathématique de France y t. TIH, n* 4. B. ~ m£c. colligsok. 40
SUR LA STATIQUE GRAPHIQUE
394. On désigne par statique graphique un ensemble de méthodes réunies pour la première fois en un corps de doctrines par M. Culmann, de Zurich, et destinées à résoudre par des constructions graphiques les questions relatives à l'équilibre des systèmes matériels, notamment celles qui se rapportent à la construction. Deux méthodes principales peuvent être suivies pour Texposition de cette doctrine : la première est la méthode géométrique, qui, à part un petit nombre de principes fondamentaux, tire les théorèmes de la statique des propriétés géométriques des figures; Tautre suppose la connaissance de la statique considérée comme science indépendante, et n'emploie la géoméirie que comme un auxiliaire. La première méthode est celle qu'on suit dans les traités spéciaux : la statique graphique doit être précédée alors par l'exposition des théories de la géométrie projective et du calcul par le irait. La seconde convient mieux dans un ouvrage consacré exclusivement à la statique, lorsqu'on se propose seulement de faire voir comment les constructions graphiques se prêtent aux recherches que nous avons faites jusqu'ici par le calcul.
Les problèmes de statique comportent, en général, deux ou trois dimensions, suivant qu'on considère l'équilibre de figures dans le plan ou dans Tespace. Nous supposerons dans ce qui suit qu'il s'agisse uniquement du plan; dans ce cas l'application de la statique graphique donne lieu à des solutions d'une simplicité remarquable, et qui, presque toutes, dérivent de l'emploi du polygone funiculaire.
395. Étant données des forces F, F', F",... dans un pian, on peut les composer en imaginant un polygone funiculaire qui les tienne en équilibre. Pour cela on imaginera une force V arbitraire, que Ton composera avec la force donnée F; la
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résultante R, prolongée s'il en est besoin, coupe F' en un certain point où Ton peut la supposer appliquée ; on composera en ce point* R et F% ce qui donne une seconde résultante R^ qu'on prolongera jusqu'à la rencontre de F"; on composera R avec F", et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé de proche en proche toutes les forces données ; la dernière résultante, changée de sens, sera une force Q, qui fait équilibre aux forces P, F, F', F",... Donc les deux forces P et Q. composées ensemble, ont une résultante égale et opposée à la résultante des forces l\ F', F",... c'est-à-dire à la résultante cherchée ; cette résultante passe donc au point où se rencontrent les directions P et Q. Le polygone de Yarignon, construit i part) fait d'ailleurs connaître son intensité et son parallélisme, ce qui achève de la déterminer.
La première force P est tout à fait arbitraire. Si l'on refait la construction avec une autre force P, on aura un second polygone funiculaire qui tiendra les mêmes forces en équilibre. Cela posé on a le théorème suivant :
Quand deux polygones funiculaires tiennent en équilibre les mêmes forces, les points de concours des côtés homologues sont situés sur une seule et même droite.
Il suffit de démontrer la proposition pour trois côtés, elle s'étendra ensuite sans difficulté à un polygone d'autant de côtés qu'on voudra. Car soient a, 6, c, d,... les divers côtes du premier polygone, a', b\ (/, d',.. les côtés homologues du second. Ces deux polygones faisant équilibre aux mêmes forces, si la proposition est établie pour un contour polygonal de 3 côtés consécutifs, les côtés a et a', b et b\ cet c', d'une part, les côtés b et b\ c et cf,d et d\ de l'autre, se coupent mutuellement en trois points situés en ligne droite ; et ces deux droites n'en font qu*une, puisqu'elles passent toutes deux par les deux points de rencontre des côtés b et b\ c et c\
Démontrons donc le théorème pour les deux polygones funiculaires ABCD, AB'C'D, qui ont trois côtés chacun, et qui tiennent en équilibre deux forces F et F'. Les tensions T,Ti,Ty et T', T p T', des trois côtés se détermineront facilement,
soit au moyen du parallélogramme des forces, soit au moyen du polygone auxiliaire de Varignon MNP, construit en prenant pour centre le point H, s'il s'agit du polygone ÂBCD, et le
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point ir s'il s'agit du polygone AB'C'D. Il s'agit de prouver que les trois points A, K et D de rencontre des côtés homologues sont en ligne droite. Nous n'aurons besoin pour cela que d'appliquer le théorème des moments.
Les trois forces T,F,T, d'une part, T',F,T% d'autre part, se faisant équilibre, prenons les moments de ces forces par rapport au point A, ce qui élimine T et T'. Du point A abaissons les perpendiculaires AI sur la direction de la force F, AG et AG' sur les directions des tensions Tj et T^ ; il viendra les égalités
T, XAG = FX AI =:T/X
AK'_AG' DK' ■" DF
Les deux seconds rapports étant égaux, il en est de môme des deux premiers, et le point K' coïncide avec le point K. La proposition est donc démontrée.
Les deux forces T et T, d'une part, T et T', d'autre part, font équilibre à la résultante des deux forces F et F'; elles se coupent donc mutuellement en deux points L et L' qui appartiennent à cette résultante, c'est-à-dire à une droite passant par le point 0 où les deux directions F et F' se rencontrent. On voit qu^étant données deux droites fixes OB, OC, et trois points A, D, K en ligne droite, si Von mène la transversale E B C, e^ les droites AB et DC, le point de concours L de ces deux droites décrit une droite OL passant par le point 0. C'est le théorème de Desargues.
Les tensions T^ et T'^ sont déterminées par l'équation des moments, et l'on a
FxAl * ^,_Fx AI
AIT"' ^'"-"HT
ce qui montre que T^ et T', sont inversement proportionnelles aux distances AG, AG'. Prenons donc sur ces droites des longueurs A^ et Ag\* réciproquement proportionnelles à AG et AG\ Nous obtiendrons des droites proportion-
Digitizi
nellesàTj et T'^, et la droite gç[ représentera, à la même échelle, la force qu'il faut composer avec l'une des tensions pour obtenir Tautre. Celte même force se trouve représentée à une autre échelle dans le polygone auxiliaire par le trait HH' : car la force HH', composée avec une force H'N = 'r4, a pour résultante le troisième côté HN = T^ du triangle HH'N. Ce triangle est donc semblable au triangle kg^. On peut observer de plus que les côtés UN et NH' sont respectivement perpendiculaires aui côtés homologues A^ el A^. Donc le troisième côté gg' de l'un est aussi perpendiculaire au troisième côté IIH' de l'autre. Mais gg' est perpendiculaire au diamètre AK du cercle qui passe par les quatre points A, G, G', K ; car les points g et g' sont transformés des points G et G' par rayons vecteurs réciproques, à partir d'un point A de la circonférence. DoncenGn II H' est parallèle à AD.
596. La composition de forces parallèles situées dans un plan se fait très aisément à l'aide du polygone funiculaire, et par conséquent la recherche du centre de gravité d'un système de points donnés, tous situés dans un même plan, peut se faire au moyen de deux polygones funiculaires, en donnant aux poids des points deux orientations communes successives. Remarquons que la méthode indiquée § 52 pour la composition de deux forces parallèles P et Q, revient identiquement à l'emploi d'un polygone funiculaire ; ce polygone a la forme RAOB ( — R) (fig. 25) ; les deux forces additionnelles R et — R sont les tensions des côtés extrêmes, et au sommet 0, il faut imaginer une force P -hQ, égale et contraire à la résultante des deux forces données.
Si, au lieu d'avoir à déterminer le centre de gravité d'un ensemble de points situés dans le même plan, on voulait trouver la somme spx' des produits de leurs poids par le carré de leurs distances à une même droite, on pourrait ramener le problème à la détermination d'un centre de gravité, en commençant par transformer les points donnés; posons en effet
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a étant un coefficient constant arbitraire; cette transformation pourra se faire géométriquement ; à chaque point A d*absbcisse x^ correspondra un point A' d*abscisse x\ et on aura, en leur attribuant à tous deux le même poids py
La première somme s'exprime donc par le produit a ipaf qui est identique à PaÇ', P étant le poids total du système, et Ç' Tabscisse du centre de gravité des points A'.
Le même artifice pourrait être employé pour la somme 2 par*, n étant un nombre entier quelconque.
597. Nous allons résoudre quelques problèmes par la méthode graphique ; c'est la meilleure manière d'en donner une idée.
Nous prendrons pour exemple l'équilibre de systèmes formés de triangles juxtaposés.
Soit d'abord un triangle unique ABC, une ferme de toiture, par exemple, posée sur des appuis fixes A et C ; nous supposons
que les côtés AB et BC soient égaux, que le côté AC soit horizontal et que la ferme soit chargée d'un poids P suspendu au point B. Ce poids P se partage également entre les deux
appuis A et C ; décomposons la force ^ P, réaction verticale
de l'appui A, suivant les directions AB et AC qui se réunissent sur cet appui. Nous aurons la compression exercée au point A sur l'arbalétrier AB, et l'extension exercée sur l'entrait AC dans le sens CA. Au lieu de faire cette opération en A ou en C, il est préférable de la faire sur une figure auxiliaire. Sur une verticale MN, prise pour représenter le poids P, prenons
Fig. 373.
MI = IN= ^ P. Par le point M menons MH parallèle à AB, par
le point N la droite NH parallèle à BC ; enfin par le point 1 menons Thorizontale IH, parallèle à AC. Ces (rois droites se couperont en un même point U, et la figure MHKI fera connaître toutes les forces que l'on a besoin de déterminer. En effet le triangle MIH est la moitié du parallélogramme que
Ton obtiendrait en décomposant x P suivant les directions
AB et AC, et par conséquent IH est la tension de l'entrait, et HM la compression de l'arbalétrier AB. De même HN est la compression de l'arbalétrier BC.
398* Supposons en second lieu une ferme où l'entrait serait
remplacé par une triangulation symétrique ; les deux arbaléti'iers sonl les droites également inclinées 13 et 35; les tendeurs 12, 23,24,54,45 soutiennent la construction, et empêchent les pieds 1 et 5 des arbalétriers de s'écarter sous l'action d'un poids P, placé au sommet 3. Les réactions des appuis 1
et 5 seront encore verticales et égales à ^ P. La construction de la figure auxiliaire donnera immédiatement les tensions cherchées.
Sur une verticale MN prenons deux segments consécutifs
\ égaux MI = IN, qui représenteront les réactions -5- P. Parle
point M menons MH parallèle à 15 ; par le point I la droite IH parallèle à 12. Le Iriangle MHI sera identique à celui que Ton
formerait en décomposant au point I la force -çç P suivant les
Fig. 374.
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les directions 13 et 12; par conséquent MH représente la compression de l'arbalétrier au point 1, et III la. tension du ten*
j dcur 12, qui font équilibre à la réaction verticale ^ P.
Le point 2 est en équilibre sous l'action des trois tendeurs 21, 24, 23 ; la tension de Tun deux est par conséquent égale et opposée à la résultante des deux autres. Menons par le point L une horizontale IL parallèle à 24, et par le point H une parallèle à 23. Le triangle IIIL sera semblable à celui que Ton construirait en composant au point 2 les tensions des côtes 21, 23, pour trouver la tension du côté 24 qui tient en équilibre les deux premières. Or IH représente à l'échelle des forces la tension de 12; doncHL représente à la même échelle la tension de 23, et LI est la tension de 24, laquelle est égale en valeur absolue à la poussée horizontale qui s'exerce entre les deux arbalétriers au sommet 3. On achèvera la figure en menant LH\ Iir, H'N parallèles respectivement à 34, à 45 et à 35 ; ce qui revient à répéter les lignes déjà tracées, symétriquement par rapport à l'horizontale Ll. Chaque ligne de la figui^ auxiliaire donne la tension ou la compi*ession de l'élément parallèle de la figure principale.
Si l'on compare la figure principale et la figure auxiliaire, on reconnaît qu'à chaque nœud de l'une correspond dans l'autre un polygone d'autant de côtés qu'il y a de branches réunies dans le nœud, en comprenant les forces extérieures parmi les branches; ainsi aux nœuds
de la figure donnée correspondent dans la figure auxiliaire les polygones
HHI, ILU, HULH'NH, Liri, lirN,
et aux nceuds
de la figure auxiliaire correspondent dans la figure principale les polygones
Cette mutualilé des deux figures leur a fait donner le nom de figures réciproques. On peut observer aussi que les lignes des deux figures se correspondent deux à deux; mais que dans la figure auxiliaire elles représentent des forces, tandis que dans la figure principale elles représentent les barres matérielles qui subissent ces forces. Quant au sens dans lequel agissent les forces, il faut observer que la tension du tendeur 12 s'exerce dans le sens 1-2 au point 1, et dans le sens 2-1 au point 2 ; la force III représente aussi bien une force agissant dans le sens III que la réaction égale et contraire qui s'exerce dans le sens IH. Si Ton décomposait sur place les foix^s appliquées à la ferme, il faudrait transporter du point 1 au point 2, par exemple, la tension du côté 12; la figure auxiliaire évite ce transport, et réduit le tracé des lignes cherchées au strict minimum.
399. Nous supposerons en troisième lieu que le poids total P soit également réparti en toute la portée de la ferme, qu'au point 2 on place xma jambe de force 22', normale à l'arbalétrier 13, et qu'on fasse de même au point 4 pour Tarbalétricr 35. On obtiendra le type le plus simple des fermes Polonceau. La distribution des eftbrts dépendra de la répartition des pressions sur les trois appuis 1 , 2', 5, qui supportent l'arbalétrier. Cette répartition dépend de rélasticilé de la pièce. Nous supposerons ici qu'on l'ait réglée de telle sorte, que l'appui ccn-
tral porte les ^ de la composante normale du poids 5- deTar-
balétricr, et que les deux appuis extrêmes n'en portent que
•jT* C'est la répartition qui correspond à l'hypothèse d'une
pièce homogène de section constante, reposant sur trois appuis de niveau équidistants.
Prenons sur une verticale une longueur MN pour représenter
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le poids de la demi-ferme. Par le point M menons une parallèle MSà l'arbalétrier 13. De l'autre extrémité N abaissons NK perpendiculairesur MS, et partageons celte droiteNK, qui représente la composante normale du poids MN, en trois segments^
KL = Nn = ^KS.
et
Fig. 375.
Ces trois segments représenteront, à l'échelle des forces, les actions normales développées par hypothèse aux points 1,2' et 3 de Tarbalétricr. Pour déterminer les tensions des liens, il suffit de mener par le point R la droite RS parallèle à 12; elle coupe MS en un point S; la longueur MS représentera la compression de l'arbalétrier au point 1, et RS la tension du lien 12. Le polygone fermé MNRS montre qu'il y a équilibre au point 1 entre la compression de l'arbalétrier MS, la tension SR de la barre 12, la force MN, réaction verticale du mur, et enfin la force RN, réaction normale qui doit s'exercer sur l'arbalétrier. Le point 2 est en équilibre sous l'action des tensions 21, 23, 24, et de la compression de la jambe de force 22"; pour trouver ces forces, menons ST parallèle à 23 et LT parallèle à 24. Le quadrilatère LRST, dans lequel LR est la compression de 22', donne les tensions cherchées. Enfin au sommet 3 de l'arbalétrier correspond le quadrilatère KLTS : on voit que l'équilibre a lieu sur la moitié de la ferme cnfre la poussée horizontale égale à LT, la tension TS développée dans le côté 23, et les efforts développés dans l'arbalétrier au point 3, savoir l'efTort normal égal à KL, et l'effort tangentiel, ou compression, égal à SK. Ce dernier effort n'est pas égal à la com-
STATIQUE GRAPHIQUE
pression SM développée au pied de Tarbalétrier; la difTérence est égale à la composante tangentielle du poids de la demiferme, représentée sur la figure par la longueur KM, projection du poids MN sur Tarbalétrier.
Si Ton supprimait la jambe de force 22', cela reviendrait à faire nul le tronçon intermédiaire LR de la droite KN, qui représente la compression de cette pièce , ou à réunir en un seul les deux points L et R au milieu de la droite KN. La figure auxiliaire montre immédiatement quels changements entraînerait celte suppression dans les efforts subis par les autres pièces.
Ces exemples simples suffisent, pensons-nous, pour donner une idée des nouvelles méthodes. Nous renverrons pour de plus amples détails aux ouvrages spéciaux de MM. Culmann, Cremona, Maurice Lévy..., ainsi qu'aux traités récents de résistance des matériaux, science pour laquelle la statique graphique fournit des solutions rapides et élégantes. Signalons enfin les efforts fails pour introduire la méthode graphique dans les problèmes de mouvement et les questions rclativesaux machines. Nous citerons seulement dans cet ordre d*idées un mémoire que M. FleemingJenkin a publiéily a peu d'annéessurce sujet K
. ' On the application cfçraphic methodi io thê détermination of the effi* ciency of Maehinertft EdinbUrgh, 1878.
QUELQUES APPLICATIONS DE LA STATIQUE A LA GÉOMÉTRIE
400. Un grand nombre de théorèmes de géométrie sont susceptibles d'interprétation statique, et les principes de Téquilibre peuvent leur servir de démonstration.
Nous en donnerons ici quelques exemples, à ajouter à ceux qui ont été donnés précédemment.
Si, perpendiculairement aux milieux des côlésd'un triangle, on applique trois forces, respectivement égales ou proportionnelles aux côtés correspondants, et dirigées toutes les trois vers l'intérieur ou vers Textérieur du triangle, ces ti'ois forces se font équilibre.
Ces trois forces ont, en effet, un point commun, le centre du cercle circonscrit au triangle ; d'ailleurs si l'on construit le polygone des forces, il se ferme de lui-même en formant un triangle égal ou semblable au triangle donné, déplacé y\^^^ /
d'un angle droit dans son plan. "^\^/ • ^\s^ /a
Soit ABC un triangle rectangle en C ; a, 6, c, les côtés de ce triangle; appliquons perpendiculairement aux milieux des trois côtés des forces res- ^.^ 3^^
pectivement égales k a, b, c;
le point de concours des trois forces sera le milieu I de Thypoténuse.
fSSê QUELQUES APPLICATIONS DE LA STATIQUE A LA GÉOMÉTRIE.
Ces trois forées» qui se font équilibre, satisfont à Téquation des moments; pnoaQ& pour centre des moments d'abord le point A, ensuite te peint C ; il viendra les équations
6Xj-f aXg— <^X^=0,
bX^-aX^ + cXlU = 0.
La première équation exprime le théorème 4n carré de l'hypoténuse, c'=o'-i-6*. La seconde fait connaître une nouvelle proposition,
Dans un triangle rectangle la différence des carrés des
côtés de r angle droit est égale au double du produit de V hypoténuse par la distance du milieu de Vhypoténuse au pied de la hauteur abaissée du sommet de V angle droit.
Cette dernière proposition s'applique à un triangle quelconque. On a en erfet, en prenant les moments des forces a, b, c,
Fig. 577.
par rapport à un sommet C,
6X5-flXjH-cXlH=0;
ce qui n*est autre chose que le théorème précédent généralisé.
Si Ton observe que
III = AI — An=5 — ^cosA,
il vient l'équation
■j— Y + cU — ^cosAj=0,
ce qui ramène à la relation connue,
a* = 2»* -f c* — S^cosA.
MÉTHODE DE QUADRATURE
401. L'aire d'une courbe plane, / t/dor, peut être considérée
comme la somme des moments d'éléments égaux à dx^ horizontaux, placés à la distance y de Taxe des abscisses, par rapport à un plan mené par cet axe perpendiculairement au plan de la courbe. On peut fonder sur celte simple remarque une méthode graphique de quadrature ^ Soit proposé de trouver la somme de plusieurs trapèzes
juxtaposés ABFE, BCUG, CKLD. On ramènera d'abord par la pens^ ces trapèzes à des rectangles équivalents, en menant les droites ET, GIF, etc., parallèles à la base commune, par les milieux I, F, T,... des côtés supérieurs. L'aire du premier trapèze est égale au produit AB x IP, ou bien ET'x IP ; c'est donc le moment du poids de la droite E'F' par rapport au plan AB; de même l'aire du second trapèze est égale à
i. Ânnalei des ponU et chautiéest janvier 1887.
640 NËTUODE D£ QUADItATURE.
G'H'xFP, c'est-à-dire au moment par rapport au même plan du poids de la droite G'H'. La somme des deux aires sera donc égale au produit du poids total, égal à AB + BC, par la distance à la droite AC du centre de gravité de renscmble des deux poids ET', G'H'. Les centres de gravité particuliers de ces deux poids sont les points I et Y. Le centre de gravité de Tensemble est donc situé sur la droite ir, en un point m qui partage la droite II' dans le rapport inverse des poids
adjacents, c'est-à-dire dans le rapport ^p- Or le point a, où
cette droite II' rencontre la droite BG, qui sépare les deux surfaces à ajouter, partage la distance II' dans le rapport direct des longueurs IF', GT. On obtiendra donc le point m en renversant la droite H' bout pour bout, le point a restant attaché à la droite pendant son renversement.
Cela revient à prendre rm=Ia. Le point m est situé sur la verticale du milieu ^ de la base totale AC ; et la somme des aires ABFE+BCHG, est égale au produit ACxmix.
Pour ajouter l'aire suivante CDLK, on opérera de môme. Le point m est le milieu du côté supérieur d^un rectangle qui a pour base AC, et pour aire la somme des deux premiers trapèzes. On le joindra au point T, et prenant mn = r3, on aura le centre de gravité n des trois poids E'F', G'U', K'U' ; la somme des trois trapèzes est égale au produit AD x nll , et le point II est le milieu de la base totale AD.
On peut continuer par le môme procédé l'addition de tous les trapèzes successifs.
402. Celte méthode est très générale; elle s'applique aussi bien aux ordonnées négatives qu'aux ordonnées positives; elle se prête à la transformation des figures en figures équivalenles.
Supposons qu'on veuille, par exemple, ramener le rectangle donné ABCD à une base déterminée AE, sans en altérer la surface. Cela revient à ajouter à la figure ABCD un rec-tangle nul de base BE, et de hauteur égale à zéro. La droite DE étant le côté supérieur de ce rectangle additionnel, on
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prendra les milieux I et V des deux côtés DC, BE, on joindra ir, et on prendra Im = ra. Le rectangle AEFG, dont le côté supérieur passe par le point m, sera le rectangle cherché.
Lorsqu'on applique la méthode à la quadrature d*une courbe, on simplifie les opérations en partageant la surface à évaluer par des ordonnées *' pj^ ^^^ '
équidistantes.
Ces ordonnées déterminent alors sur les droites IF, inl%.. . les points m, n,... eux-mêmes, sans qu'on ait à faire l'opération du retournement bout pour bout.
On remarquera que, dans cette méthode de quadrature, la recherche de la moyenne précède la recherche du total; en d'autres termes, la méthode ramène la recherche de la somme Zab de produits ou de rectangles donnés, à la rechcr^ che de la hauteur h qui, multipliée par la, reproduit la somme cherchée. Cette hauteur h est la moyenne des ordonnées b, applicable à la base Za.
THÉORÈME SUR LES MILIEUX DES COTÉS ÙVS POLYGONE FERMÉ
403. Soit ABCDEFHA un polygone fermé, plan ou gauche. Prenons les milieux a, 6, c,... A, des côtés successifs. Puis imaginons qu'on applique aux points a^c, «,... c'est-à-dire aux milieux des côtés pris de deux en deux^ des forces égales, parallèles et dirigées dans le même sens ; nous les représenterons par la lettre P; appliquons aussi aux autres points, fc, d, /*,... des forces égales et parallèles, mais dirigées en sens contraire ; nous les représenterons par — P. Les forces P, appliquées en a, c,... auront une résultante égale à leur somme, et appliquée en un point 9', centre de gravité de leurs poinls d'application a, c,...; de môme les forces — P, appli-
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quées en b, d,... auront une résultante égale à leur somme, et appliquée en un point g\ centre de gravité de ces points.
Cela posé, il y a deux cas à dis* tinguer, suivant que le nombre n de côtés du polygone est pair ou impair.
1* Si n est impair, et qu'on parte du côté ÂB pour la distribution alternative des Forces +P et — P, le dernier côté DA cîu polygone recevra au point h une force positive -hP, comme le côté AB au point a. On peut décomposer chaque force ib F, appliquée au milieu d*un côté quelconque, en deux
forces égales à ^^P» appliquées aux extrémités de ce côté,
c'est-à-dire aux sommets du polygone. Il en résulte que
tous les sommets, sauf le sommet A, recevront à la fois une
force +rtP et une force — ^P provenant des côtés voisins;
ces deux forces se détruiront, tandis qu'au sommet A, les
p deux forces -h ^, provenant des côtés HA, AB, qui ont reçu
tous deux des forces positives, s'ajouteront pour former une . force P, appliquée au point A. Dans le cas du polygone d'un
nombre impair n de côtés, le système des — ^ — forces posi-
n — 1 tives et des — ^ — forces négatives, équivaut donc à une
force unique, égale à P, appliquée au sommet qu'on a pris
pour point de départ. Les résultantes partielles. Tune
ïi -f- 1 égale à — ^ — P appliquée au point g, l'autre égale à
Cu ])
— ^ — ^ — ^P appliquée au point g\ ont donc pour résultante générale la force P appliquée en A. On en déduit ce théorème:
D'UN POLYGONE FERMÉ
Le centre de gravité g des milieux a,c,e,...de8 côtés pris à^deux en deux à partir du côté AB, et le centre de gravitég' des milieux des autres côtés, sont en ligne droite avec le sommet k et on a la proportion
A^^n + i kg « — 1
Si l'on prenait positivement les n forces P, on aurait pour point d'application de leur résultante le centre de gravité G des n milieux, qui coïncide avec le centre de gravité des n sommets. Le point G est situé sur la droite gg' et la partage en deux segments qui satisfont à ta proportion
gii fi — l'
On voit donc que les points A et G sont conjugués harmoniques par rapport à jj et g.
Ces résultats supposent n impair.
2** Si n est pair, les côtés recevront alternativement les forces +P et — P sur tout le pourtour du polygone ; de sorte que la décomposition de chaque force ihP en deux
forces =t^P appliquées aux sommets,
donnera partout zéro pour résultante.
Donc le centre de gravité g des milieux
des côtés 1, 3, 5,... pris de deux en deux,
coïncide avec le centre de gravité g' des
milieux des côtés 2, 4, 6,... et avec le centre de gravité G de
V ensemble des milieux^ ou de V ensemble des sommets.
404. Étant donnés les milieux des côtés d*un polygone fermé, proposons-nous de construire ce polygone. On numérotera les points donnés de 1 à n. Si n est impair, on cherchera le centre de gravité g des milieux 1, 3, S,..., le centre de gravité g' des milieux 2, 4, 6...; puis on cherchera sur la droite gg' un point A qui partage la distance gg' dans le rap-
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port _ . . Ce point sera le sommet commun aux côlcs 1 et
n. Le polygone tout entier s*en déduit.
Quant au contraire le nombre n est pair, l&s centres de gravité 9 et ^ doivent coïncider pour que le problème soit possible. S*ils coïncident le sommet A est arbitraire, et il y a une infinité de polygones fermés qui ont les points donnés pour milieux de leurs côtés. S'ils ne coïncident pas, il n'y en a aucun.
COMPOSITION GRAPHIQUE DE FORCES SITUÉES DANS UN PLAN
405. Nous avons montré (§ 320) l'usage qu'on peut faire du polygone funiculaire pour opérer la composition de forces
données, situées dans un même plan. Parfois celte méthode conduit à tracer des polygones funiculaires / ^\ / / \ \ \ qui sortent des limites du
%.,. J>C '"/ '1„\ \ \ dessin, et dont l'emploi est
peu commode. On pourra dans ce cas recourir à la construction suivante.
Soient P et Q deux forces données ; A et B leurs points d'application.
Soit R la résultante cherchée. D'un point M, pris sur sa direction, abaissons sur AP et BQ des perpendiculaires, et appelons p et ç les distances Ma, Mb. L'équalion des moments
?p=Qq
sera, entre les distances p etq, l'équation de la droite suivant laquelle agit la force R. Il suffit de connaître deux points de
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celle droite pour la construire. Or l'équation est vérifiée en posant
ç=PxA,
h étant un facteur arbitrairement choisi. Élevons donc sur AP et sur BQ deux perpendiculaires, sur lesquelles nous prendrons, par exemple, mn=0» mV=P; par les points n et n' menons, parallèlement aux droites AP, BQ, des droites n/, n'I; elles se couperont en l sur la direction de la force R. Si Ton prend ensuite les milieux i et i' des droites ni, n'U les parallèles il', i'V menées par ces points se couperont aussi sur la direction de R. Cette direction s'obtiendra donc en joignant les points / et V.
La direction de la force obtenue, il reste à trouver sa grandcur. Prenons pour point d'application le point G où la droite ÏÏ coupe la droite AB. Imaginons qu'on transporte les forces P et R parallèlement à elles-mêmes au point C. La force cher chée R sera la diagonale CR du parallélogramme construit sur ces deux forces CP', CQ'; elle est double de la longueur Cl déterminée sur la droite CR par l'autre diagonale P'Q'. Les droites P'II, Q'S étant d'ailleurs parallèles, le point I, milieu de CB, est aussi le milieu du segment HS. La construction s'achèvera donc en prenant le milieu I de la distance HS, et en doublant CI, ou, plus simplement en prenant
CR = CII + CS
La construction de la droite //' est identique à la construction, dans la méthode des plans cotés, de l'intersection de deux plans dont on donne les lignes de terre et les inclinaisons sur l'horizon.
406* Lorsque les forces P et Q sont parallèles, la méthode s'applique encore, mais elle demande une légère modification. On coupera les plans dont on cherche l'intersection par un plan vertical auxiliaire, mené perpendiculairement aux deux lignes de terre parallèles. On rabattra ce plan sur le
C46 THÉORÈMES SUR Li COMPOSITION
plan de la figure, pour trouver un point de la ligne d*intcr section.
Soient AP, BQ les forces données, parallèles. On prendra
!IJq'
Fig. 583.
ci:
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-ÎP-
sur des perpendiculaires à chaque force PQ' = BO, 0^= AP, et on mènera P'A, Q7t', qui seront des horizontales à la même hauteur des deux plans que Ton a à considérer. Ayant pris arbitrairement hn = h!m, on joindra Am, Bn; ces droites se coupent en K, et la parallèle CR aux forces, menée par ce point K, sera la position de la résultante. On a d'ailleurs CR = P + Q = 2a
La méthode s'applique identiquement aux forces parallèles dirigées en sens contraires. II faudra seulement avoir soin de prendre les perpendiculaires PQ', QF dans le même sens, et non en sens opposés. La construction s'achève ensuite de la môme manière, et conduit à placer en C la résuKante CR=Q— P=2CL
TUÉORÈUES SUR LA COMPOSITIOri DE FORCES MOBILES DANS \m PLAN.
407. Soient P et Q deux forces données de grandeur, situées dans un môme plan et appliquées à des points fixes. Tune
DE FORCES MOBILES DANS UN PLAN
en A, Taulre en B. La force Q a une directioa constante. La force P pivote autour du point A. Dans chaque position de la
force mobile, on prend la résultante R de P et Q. On demande la courbe enveloppe des positions successives de la force R.
Élevons en A sur la force P une perpendiculaire AM, et abaissons de M une perpendiculaire MN sur la force Q.
Le point M appartenant à la résultante R, les moments de P et Q par rapport à ce point sont égaux, et Ton a
Donc le rapport
PxAMssQxMN.
MA1_Q
est constant.
Le lieu du point M est donc une courbe du second ordre, définie par son foyer A, sa directrice BQ, et le rapport p égal à
rexcenlricité de la courbe.
Je dis de plus que la droite CR touche cette courbe du second ordre au point M.
En effet, pour trouver la tangente au point M à une courbe du second ordre rapportée au foyer et à la directrice, il suffit de joindre MA, d'élever en A une perpendiculaire AC sur la droite MA, et de joindre CM (I, § 85). Ce sera la tangente demandée.
La courbe du second ordre est donc Tenveloppe cherchée.
THÉORÈMES SUR U COMPOSITION
408. Supposons en second lieu que les forces P et Q, toujours constantes en grandeur, pivotent toutes les deux autour des points A et B sous la condition de conserver Tangle qu'elles font entre elles. On demande quel déplacement subira la résultante R.
La force R sera conslanle en grandeur : de plus elle pivotera comme les forces données, autour d'un point lixe. .
Les directions des forces P et Q se coupent en un point G, où on peut les supposer transportées.
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Le lieu du point C est la circonférence ACB, puisque Tangle des forces P et Q est constant. Le parallélogramme que Ton fera au point C pour composer les forces sera aussi constant, et la diagonale, direction de la force R, fera un angle constant avec les droites CP, CQ.
La direction CR coupe donc Tare AB en un point II qui est fixe, de telle sorte que l'arc AH, dans le cercle ACB, corresponde à l'angle inscrit constant ACH. En définitive, quand les forces VetQ tournent d'un même angle autour des points fixes A et B, leur résultante R tourne du même angle autour du point fixe H.
409. On en déduit facilement un théorème dû à M. d*Ocagne, et qui généralise, pour les forces situées dans un même plan, le théorème relatif au centre des forces parallèles.
Lorsque des forces données P,, P,,... P., situées toutes dans un même plan et ayant une résultante R, subissent une même déviation angulaire a, autour de points fixes respectivement pris sur leurs directionSy la résultante R subit
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lu même déviation angulaire autour d'un point fixe du plan.
Soient A,,... A^ les points d'application des forces Pp...P^. Décomposons au point A, la force P< en deux composantes \i, Yi9 parallèles respectivement à deux directions données. Opérons de môme pour toutes les forces. Puis composons foutes les forces parallèles X^, qui donneront une résultante R^, appliquée au point 0, centre des forces parallèles
A,, Aj,... A^.
De même composons toutes les forces parallèles Y^, qui nous donneront une résultante R,^, appliquée au point 0' centre des forces parallèles Y,, Y,,... Y.. On obtiendra la résultante R des forces données en composant R^ et Ry. Or, si Ton fait tourner les forces P d'un angle a autour de leurs points d'application, cela revient à faire tourner aussi les composantes X et Y de l'angle a autour des mêmes points, et il en est de même des résultantes partielles R^ et R^. Donc, en vertu du théorème démontré pour deux forces, la résultante R^ et Ry, c'est-à-dire la résultante définitive R, pivote de l'angle a autour d'un point fixe H de la circonférence obtenue en décrivant sur la droite 00' un segment capable de l'angle constant formé par les directions des forces Xet Y.
Étant donné dans un plan des forces qui ont une résultante, il existe toujours un point H pour lequel la somme des moments des forces est nulle, quelle que soit l'orientation qu'on attribue à ces forces, assujetties à conserver leurs angles en pivotant autour de points fixes pris sur leurs directions.
DÉMONSTRATION DIRFXTE DE LA LOI d' ATTRACTION DES SPHÈRES PLEINES.
410. Cherchons d'abord l'attraction exercée sur un point matériel A par un disque plan, circulaire, homogène, lorsque le point A est situé sur Taxe du disque, c'est-à-dire sur la perpendiculaire OX élevée par son centre sur son plan.
G50 DE MONSTRATION DIRECTE DE LA LOI D'ATTRACTION
Soit A le point attiré, situé à la difitaaœ 0A= A du plan du disque; R, le ra^fwi du disque; e> son épaisseur ;p, sa masse spécifique.
Partageons le cercle de rayon R, qui limite le disque, en éléments de surface du), compris entre deux rayons forman un angle infiniment petit, et deux cercles concentriques de
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rayons r et r-hdr. Exaction exercée par l'élément M sur le point A, est dirigée suivant AM et égale à
fpttitû
tt*
en appelant u la distance AM, et f un coefficient constant. Soit a l'angle MAO ; l'attraction dirigée suivant AM aura pour composante suivant AO
/*p£ cos arfco fpthdtù
en observant que
h cosa=jj.
La somme de toutes ces actions, pour les éléments de Tanncau compris entre les cercles r et r-j-dr, est égale à
rfX=Mi><?£l'.
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en faisant porter Tintégration sur les éléments diù. Il reste à intégrer cette expression entre 0 et R. Or on a
tt« = A« + r»,
uduz=rdr.
et par suite Donc
Intégrons de r=0 à r= R, ce qui fait varier u de A à il viendra
Lorsqu'on fait croître R indéfiniment, X tend vers la valeur finie 2^/*p, qui est indépendante de la distance h. Ces préliminaires posés venons à la question. Soit OB=r le rayon de la sphère; OA = a la dislance au
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centre du point attirant ; 0/> = a:, Op' = a? -H dx, les abscisses de deux plans infiniment voisins, déterminant dans la sphère homogène un disque MM'm'm de rayon PM = j/,
652 DÉMONSTRATION DIRECTE DE LA LOI D'ATTRACnON
L'attraclion élémentaire exercée par ce disque sur le point A sera égale à
en appelant u la distance AM, et en observant que dx est 1 épaisseur £ du disque attirant.
Le triangle OMA donne la relation
r"=a*-f-M^ — 2aiiCosx = a*-|-tt* — 2fl(a — x);
d'où Ton tire, en difîérentiant, Par suite
L'attraction totale de la sphère est la somme de cette expression différentielle, entre les limites î/=:a-j-r et u=a — r. La fonction à intégrer est une fonction entière de la variable u. Mais on peut éviter cette intégration. Rabattons AM = u en AN sur Taxe OX, en décrivant de A comme centre, avec AM pour rayon, un arc de cercle. Au point N correspond dans la sphère une ordonnée MS» qui est donnée par Toquation
r*=(a— u)« + KS*.
Donc
Ns»=t^— (a — tt)*,
de sorte que Ton a pour l'attraction totale
X=^, / iï.NS*.rf«.
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c'est-à-dire le produit de ^ par le volume V de la sphère. On a donc
en remplaçant le produit pY par la masse tolale M de la sphère.
Si Ton veut passer de là à Taltraction de la couche de rayon r et d'épaisseur dr, il suffit d'observer que celle attraction est égale à
fpdy _ fpSdr à* ~ a* '
en appelant S la surface sphérique ; de sorte que le théorème, démontré pour la sphère massive, s'étend immédiatement aux couches concentriques dont on peut la concevoir formée.
On reconnaît en même temps que Vaitradion exercée par le point A sur un segment sphérique à une base, dont le sommet B est situé sur la droite OA, est égale à Valtraction qu'exercerait le même point sur la masse du segment S^B, obtenu en prenant AN = AM, et en menant par le point N un plan normal à OA, si elle était concentrée au centre 0 de la sphère.
On pourra, en s'aidant de ce théorème, partager la sphère massive en segments dont les attractions sur le point A soient égales, ou proportionnelles à des nombres donnés.
DYNAMOMÈTRE DE ROTATION
S'il s'agit, par exemple, d*un systôme iormé de plusieurs corps tournants autour d'axes fixes, ce qui est le cas le plus ordinaire qu'on rencontre dans les machines, on fera agir la puissance motrice, au moyen d*une courroie, sur un premier tambour A; un second tambour B mènera, par Tintermédiaire de courroies ou d'engrenages, la série des machinesoutils qui représenlent les résistances à vaincre. Entre les tambours A et B, et pour transmettre le mouvement de l'un à l'autre, on placera, soit un ressort, dont on aura à enregistrer les déformations, comme dans la manivelle dynamométrique, soit un organe particulier, C, solidaire d'un arbre à came portant un poids donné P, qui servira à mesurer à chaque instant l'effort transmis de A à B, et le travail correspondant.
Dans le dynamomètre de M. Palier, les deux tambours A et B sont montés sur le môme axe géométrique XX, bien qu'ils soient indépendants l'un de l'autre. L'organe intermédiaire C est un bras monté à angle droit sur l'axe XX, mobile autour d'un arbre intérieur à l'arbre du tambour B, et solidaire d'une roue 0 portant une développante de cercle, du pourtour
Fig. 389.
de laquelle se détache verticalement la corde qui supporte le poids connu P. Le bras C porte à ses extréqfiités deux roues d'angle, toutes deux égales, et destinées à engrener avec les roues d'angle n et n\ qui font corps avec les tambours
DE M. PALIER
Â et B. Les tambours et le bras G sont montés sur des paliers fixes H, H'.
Si Ton donne le mouvement au tambour A, il exerce par la roue n sur la roue d'angle m, une action qui tend à faire tourner cette roue autour de son axe; mais cette roue rencontre Tobstacle provenant de sa liaison avec le tambour B par la roue d'angle n\ et des résistances appliquées à ce tambour. La force mouvante appliquée par le système A et la force résistante développée par le système B, tendent toutes deux à faire tourner le bras G autour de Taxe XX; le bras G se déplacera donc, en entraînant le poids P, jusqu'à ce que l'équilibre soit établi entre le poids P, et les actions subies par les roues d'angle. Alors la transmission s'opérera du tambour A au tambour B, et le régime de la machine pourra s établir au bout d'un temps généralement assez court.
Dans cette situation particulière, Téquilibre du système formé par le bras G, la roue 0 et le poids P, exige que la somme des moments des forces qui agissent sur ce système soit nulle par rapport à l'axe XX. Appelons donc d'une manière générale F la force mouvante exercée par la roue n sur la roue TU, F la force exercée par la roue n' sur la roue m, on aura en prenant les moments par rapport à XX' des forces F, FetP,
On peut admettre qu'on a approximativement
en négligeant les frottements dans les roues d*angle. On en déduit
II„F=ipr.
Or F est la force motrice prise à la jonction du tambour A avec le bras C. Le travail moteur transmis par unité de temps s'obtiendra donc en multipliant le moment de cette force par
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la vitesse angulaire co du tambour Â ; et ron a par conséquent»
T=gPr«> = PrX«N.
en appelant T le travail moteur et N le nombre de tours que fait le tambour A dans Tunité de temps.
Le facteur r étant variable aveé Tobliquité prise par le bras C, le moment de la force P se réglera de lui-même d*après les nécessités de Téquilibre, et le régime de la machine s^établira spontanément, sans qu*il soit nécessaire, comme pour le frein de Prôny, d'interrompre le travail des machines-outils.
L'appareil peut recevoir divers appareils additionnels, notamment des compteurs du nombre de tours des arbres A et B, et un compteur du travail transmis.
412. Relativement à l'emploi du frein de Prôny, observons que Ton peut aussi bien placer le levier de Tappareil au-dessous de Tarbre tournant qu'au-dessus, et que celle manière d'opérer a l'avantage d'assurer une plus grande stabilité de l'appareil. Aussi la préfèrc-t-on généralement aujourd'hui.
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