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CHAPITRE PREMIER
GÉNÉRALITÉS
1. (( Travailler mécaniquement^ c'est vaincre ou détruire, pour le besoin des arts, des résistances telles que la cohésion, la pesanteur, Tinertie de la matière, etc. Le travail mécanique ne suppose pas seulement une résistance vaincue une fois pour toutes, mais une résistance constamment détruite le long d'un chemin parcouru par le point où elle s'exerce et dans la direction propre de ce chemin, d (Poncblbt, Introduction à la Mécanique industrielle.)
Supposons d'abord que la résistance R soit constante : il est clair que l'ouvrage produit ou le travail effectué sera proportionnel au chemin parcouru s; d'autre part, il sera d'autant plus grand que la résistance sera elle-même plus grande, de III. I
sorte que Ton peut prendre pour mesure du travail le produit
Si la résistance est variable, comme elle peut être considérée comme constante pendant le parcours d'un élément de chemin dsy le travail correspondant sera Kds\ la somme des travaux analogues pour tous les éléments de Sy ou le travail total, sera
Soit F Tefifort qui détruit à chaque instant la résistance R et qui produit le travail : on a pour l'équilibre
Fcos(F,rf:y) =:R,
et le travail ci-dessus devient
r ¥(^os>[Y,ds)ds,
Ainsi se trouvent justifiées les dénominations de traitait élémentaire et de travail total d'une force F, que nous avons adoptées au début de la deuxième Partie de cet Ouvrage ( * ).
La force F, dont la composante F cos( F, ds) est dirigée dans le sens du mouvement, avec laquelle elle fait un angle aigu, est une force motrice, et son travail un travail moteur, X II peut arriver qu'une force variable puisse être alternativement motrice ou résistante; l'angle (F, c?i) devenant, dans ce dernier cas, plus grand que 90 degrés, le travail élémentaire correspondant sera négatif ou résistant.
Le travail total sera donc moteur ou résistant, selon que la valeur de l'intégrale ci-dessus sera positive ou négative.
Nous rappellerons que l'unité de travail adoptée est le kilogrammètre, dont nous avons donné la définition au n^ 11 de la deuxième Partie.
2. Une machine est un assemblage de différentes pièces [organes) dont les déplacements ou mouvements, par suite de
(*) La composante Dormale F8in(F, c^) donnera lieu à une pression sur les appuis, qui déterminera un frottement dont nous n'avons pas à nous occuper actuellement.
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leur mode de liaison , dépendent les uns des autres suivant des lois purement géométriques, et qui ont pour objet de transformer en travail mécanique le résultat de Tactivilé des forces motrices.
Les parties de la machine sur lesquelles s'exercent respectivement \qs forces motrices et les résistances utiles qu'il faut vaincre pour produire le travail portent les noms de récepteur et à* outil ou opérateur. L'ensemble des organes, ou. le mécanisme qui établit la dépendance entre le récepteur et l'outil, est ce que l'on appelle la transmission.
Dans le jeu d'une machine il se développe, entre le récepteur et l'opérateur, des résistances secondaires ou passives, telles que le frottement, la résistance de l'air, etc.
Le mouvement d'un organe d'une machine est déterminé par celui d'un autre organe qui se trouve immédiatement en relation avec lui. Que les deux mouvements soient ou non identiques, il y a en cela ce que l'on appelle transformation de mouvement.
Il nous a paru logique de faire précéder l'étude des machines, considérées au point de vue mécanique, de celle des transformations de mouvement, qui fera l'objet de cette Section.
Les organes des machines n'étant généralement animés que de mouvements rectilignes ou circulaires, continus ou alternatifs, nous devrions étudier dix transformations de mouvement; mais, comme un certain nombre d'entre elles ne sont pas ou sont peu employées, nous ne considérerons que lés principales.
3. Des guides. — Les corps solides qui assujettissent un organe à avoir un mouvement géométrique déterminé portent le nom de guides.
Avant de passer en revue les principaux guides employés dans les machines, nous croyons devoir définir quelques pièces qui entrent dans la constitution de plusieurs de ces guides.
f^is. — Concevons que l'on ait tracé une hélice sur un cylindre droit à base circulaire, puis dans un plan méridien un
4 QUATRlfeMB PARTIE. — CHAPITRE I.
contour extérieur limité en deux points A, B de la génératrice correspondante; que ce plan tourne autour de l'axe du cylindre et glisse le long de cet axe, de manière que Tun des points A, B se trouve constamment sur l'hélice : le profil engendrera le filet de la vis considérée au point de vue le plus général, et dont le cylindre est le noyau.
Dans les applications, le profil est ou un rectangle ou un triangle . généralement équ ilatéral .
Écrou. — Le profil générateur du filet de la vis déterminera dans une pièce prismatique, dont les deux bases sont perpendiculaires à Taxe et dans laquelle le noyau pénétrerait normalement aux bases, une rayure hélicoïdale de même forme que le filet. Cette pièce, qui est limitée latéralement par quatre, cinq ou six pans égaux, est ce que l'on appelle un écrou. On voit que la vis peut se déplacer dans Técrou supposé fixe en éprouvant un double mouvement, l'un de translation parallèle à Taxe, l'autre de rotation autour de cet axe, et vice versa.
Boulon. -- Un boulon est une tige cylindrique, presque toujours en fer, terminée normalement, d'une part par une tête de forme carrée, et de l'autre par un pas de vis (*).
Pour rendre solidaires ^eux ou plusieurs pièces terminées par des faces parallèles, on pratique normalement à ces faces des trous cylindriques dans lesquels on introduit des boulons d'un diamètre légèrement inférieur à celui des trous. On amène au contact, avec la face correspondante, l'écrou de chaque boulon, de manière à obtenir un serrage suffisant ('}.
Revenons maintenant aux guides.
Guides du mouvement rectiligne. — Dans ce mouvement.
(») On dit que la partie filetée d'une tige cylindrique est taraudée, du nom de Toutil, appelé taraud, qui sert à faire le filet.
(•) On serre Técrou au moyen d'une clef^ levier terminé à une de ses extrémités par une sorte de fourchette qui s'adapte exactement sur au moins deux pans de Técrou. On agit à la main sur ; l'autre extrémité de la fourchette, pour faire tourner l'écrou du plus grand arc de cercle compatible avec la condition que l'on ne soit pas obligé de se déplacer; puis on adapte la clef sur un groupe suivant de pans de l'écrou, et ainsi de suite jusqu'au moment où l'écrou est serré à fond^ c'est-à-dire où l'on ne peut plus le déplacer.
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le guide est généralement formé : i" ou de deux liges prismatiques A, A parallèles (fig. i), suivant lesquelles se meuvent
Fig. I.
deux œillets B, B de même forme, et qui font corps avec Torgane; 2P ou d'une pièce appelée glissière^ dans laquelle se trouve ménagée une rainure prismatique dont la section, légèrement trapézoïdale, a sa petite base à l'extérieur; dans cette rainure glisse à frottement doux une pièce de même forme {patin) reliée invariablement à Torgane; 3*» ou enfin (Jig'2,),
comme dans les locomotives, de deux barres A, A parallèles à la direction du mouvement, entre lesquelles circule un double patin B, B qui les embrasse par les rebords dont il est muni.
Guides du mouvement de rotation. — Pour déterminer un mouvement de rotation, on emploie une pièce cylindrique ou prismatique (arftre), ou dont la surface est de révolution.
b QUATRifeHB PARTIE. — CHAPITRE I.
Chacune des fig. 3 et 3 bis représente Tune des extrémités d'un arbre en fer; la fig, 4 celle d'un arbre en bois dont la
Fig. 3.
Fig. 3 bis.
section esl un polygone régulier ('). L'arbre est terminé par deux cylindres A, A {tourillons) de même axe que lui, et dont les diamètres sont égaux.
Fig. 4.
Chaque tourillon s'engage dans une pièce creuse MM' {fig* 5) (coussinet) de même forme ou d'un diamètre légèrement supérieur; le coussinet, formé de deux parties, la coquille infé^ rieure W et la coquille supérieure M, est maintenu dans une pièce H appelée palier, dont la base [semelle) est boulonnée dans la fondation. Le palier est surmonté d'un chapeau L boulonné sur la semelle, et qui exerce sur le tourillon la pression
( * ) La pièce en bois est entourée à ses extrémités de cercles en fer /,/,.-. { frétées) t placés à chaud et serrés par suite du refroidissement. Ces cercles ont pour objet de maintenir dans Tarbre le tourillon en fer A, qui est rapporté.
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voulue (pression que Ton peut maintenir sensiblement consume malgré Tusure) pour que les choses se passent de la
Fig. 5.
même manière que si le coussinet était formé d'une seule pièce ; sur le chapeau se trouve le godet de graissage K, communiquant à des rainures hélicoïdales pratiquées dans la coquille supérieure, et qui conduisent Thuile sur le tourillon.
La partie B de Tarbre [fig. 3 et 4 )> à la jonction du tourillon qui, dans le cas d'efforts longiiudinaux, vient s'appuyer contre le coussinet, ce qui permet de restreindre dans certaines limites les déplacements parallèles à l'axe de rotation, est un épaulement. Quelquefois, pour le même objet, on termine le tourillon par une saillie annulaire C ou collet (fig. 3 bis).
Fig. 6.
Fig. 8.
Lorsque l'arbre est vertical, le tourillon inférieur A, qui prend le nom de pivot (fig. 6, arbre en fonte coulé d'une
seule pièce avec le pivot; Jig. 7 et 8, arbres en bois avec pivot rapporté), au lieu d'être engagé dans un coussinet, repose par son extrémité dans une crapaudine. La Jig. 9 représente une crapaudine simple; A est le culot ou grain, et est
Ajy
en acier; B le collet, qui est en bronze; C une boîte en fonte, dans laquelle est maintenue, au moyen des vis butantes E, la crapaudine AB; entre la boîte et la crapaudine existe un certain intervalle D.
La Jig, 10 représente une crapaudine avec soulèvement du pivot, qui ne diffère de la précédente qu'en ce que : i** la crapaudine est renfermée dans une première boîte en fonte;
2? la boîte principale, au lieu d'être fixée directement sur le sol, fait corps avec un arceau F dont la semelle est boulon-
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née à la fondation. Sous l'arceau se trouve une vis I à deux filets, dont Tun, muni d'un écrou J, s'engage dans la semelle, et l'autre dans un cylindre; ce cylindre, par suite d'une saillie prismatique ou languette K (prisonnier), qu'il porte à sa surface extérieure et qui s'engage dans une rainure pratiquée dans F, ne peut éprouver qu'un déplacement vertical lorsque Ton fait tourner l'écrou J. Son extrémité peut être mise en contact avec la base de la boîte intérieure. En agissant sur récrouy après avoir desserré les vis £, on peut faire subir un déplacement vertical à la crapaudine, ce qui est très-utile dans certaines circonstances, dont nous n'avons pas à nous occuper maintenant.
Nous n'insisterons pas davantage sur la description des guides, et nous renverrons, pour plus de détails sur ce sujet, aux traités spéciaux de construction.
4. Des embrayages. —Il arrive souvent qtie Ton soit obligé, dans un moment donné, de relier un arbre en mouvement avec un autre arbre de même axe et d'abord en repos, pour qu'on puisse le faire participer au mouvement du premier, ou de supprimer cette liaison si elle existe; l'une ou l'autre de ces opérations s'effectue au moyen de dispositifs connus sous le nom ^'embrayage. A cet effet, on monte respectivement sur les extrémités en regard des deux arbres deux pièces ou manchons d'embrayage; l'une de ces pièces est fixe sur son arbre; l'autre peut être déplacée le long du sien, qui est terminé par Une partie cylindrique s'il n'affecte pas celte forme sur toute sa longueur, tout en étant assujetti à tourner avec lui au moyen d'un prisonnier fixé à Tarbre, et pénétrant dans une cavité de même forme pratiquée dans le manchon.
Fig. II.
La solidarité s'établit entre le manchon fixe et le manchon mobile au moyen de griffes droites {Jig. ii) ou obliques
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{Jig. la), s'engageant les unes dans les autres, ou encore en
Fig. 12.
donnant respectivement {Jtg. i3) aux deux manchons les formes de cônes creux et pleins de même ouverture pou-
Fig. i3.
vant s'emboîter Tun dans l'autre et s'entraîner par suite de l'adhérence.
Le déplacement du manchon mobile se produit en agissant sur Tune des extrémités d'un levier dont l'autre se termine par une fourche; la fourche est munie de deux appendices qui s'engagent dans une rainure circulaire pratiquée dans le manchon.
Nous indiquerons plus loin en quoi consiste l'embrayage par courroies.
TRANSFORMATtON DU MOUYEMBlfT RBCTILIGNB CONTINU, ETC. 1 1
TRANSFORMATION DU MOUVEMENT RECTIUGNE CONTINU EN REGTIUGNE CONTINU
5. Poulie fixe. — Lorsque l'on ne veut transformer que la direction du mouvement et non sa vitesse, on emploie la poulie fixe [fig. i4), qui consiste en une roue mobile dans une chape autour d'un axe fixé, tantôt à la roue> tantôt à la chape qui est accrochée en un point fixe.
Fig. 14.
La jante de la roue est creusée en gorge pour recevoir une corde AafrB qui embrasse un certain arca6. Si l'extrémité A de la corde s'éloigne de a d'une certaine longueur dans la direction de ka, B se rapproche de 6 de la même longueur, de sorte que la direction seule du mouvement est changée.
Si P et Q sont les efforts moteur et résistant, dirigés suivant «A, 6B, il faut pour l'équilibre, en vertu soit du principe du travail virtuel appliqué à la corde, soit du théorème des moments appliqué à l'axe, que Ton ait P = Q, en négligeant toutefois le frottement de la poulie sur son axe.
Cette égalité n'est d'ailleurs qu'une vérification d'un théorème plus général relatif à l'équilibre d'un fil en contact avec une courbe fixe (deuxième Partie, n° 86).
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Lorsque les deux cordons ka^Bb sont parallèles, la corde embrasse la moitié de la circonférence, et les mouvements des deux cordons sont parallèles et de sens contraires.
On peut transformer l'un dans Taiitre deux mouvements rectilignes ayant la même vitesse, dont les directions AB, CD ne sont pas comprises dans le même plan de la manière suivante : on joindra deux points B et Cnle ces directions, on disposera ensuite deux poulies dont les gorges seront respectivement tangentes à AB et BC, BC et CD ; on fera enfin passer sur ces deux poulies une corde dont les deux cordons extrêmes seront dirigés suivant AB et CD, et il est clair que la transformation sera opérée.
6. Lorsque l'on veut modifier à la fois la direction et la vitesse du mouvement, on emploie la poulie mobile ou les mou/les.
Dans la poulie mobile {Jlg. i5) une des extrémités A de la
Fig. i5.
corde est attachée à un crochet; la poulie repose sur la corde et à sa chape se trouve ordinairement suspendu un poids Q, qu'il s'agit d'élever en exerçant suivant 6B un certain effort P.
TRANSPORKATION DU MOUYEMINT mSCTaiGNB GONTINUy ETC. iS
Pour qu'il y ait équilibre de la corde sur la poulie, il faut que la tension T de \a soit égale à P; et enfin» en négligeant les résistances passives, il faut, pour que la poulie soit en équilibre, que Q soit égal et opposé à la résultante de ces deux forces, et, par suite, que la bissectrice de l'angle formé par les deux cordons, ou de celui 2 a formé par les rayons Oa, 06, soit verticale. On a ainsi la relation
Q = aP sina.
Soit iY le déplacement élémentaire que subit Q lorsque B& s'allonge de do*; le principe du travail virtuel donne
d'où, en vertu de la relation précédente.
asina
mais dY ne peut s'exprimer en fonction de a et de sa variation que si le cordon Bfr est assujetti à certaines conditions.
(') On éprouve généralement quelques difficultés à établir directement cette relation, et par suite à vérifier le principe du travail virtuel sur la poulie mobile. Ces difficultés ne sont qu'apparentes, comme nous allons le voir. Soient (/g'. i6)
Fig. 16.
Bon point déterminé de la corde, correspondant à la longueur S = Aa6B mesurée à partir du point fixe A. Nous supposerons la force P appliquée au point b;
Ax, A/ Thorizontale et la verticale du point A;
'</ les coordonnées de B par rapport à ces axes ;
^ = 01 l'ordonnée verticale du centre G de la poulie ;
par exemple, comme celle de passer par un point fixe ou sur une poulie fixe.
Lorsque les cordons sont parallèles ou que a = 90, on a
ce qui est visible a priori.
7. Une moufle se compose de deux systèmes, formés chacun de pouces réunies dans une même chape : la chape de Tun des systèmes est fixe; à celle de l'autre est accroché un poids Q qu'il s'agit d'élever au moyen d'une corde dont le
J et c les milieux de la corde et de l'arc aè; R le rayon de la poulie; u=Aa, u'—Bb,
On a
aOc = cOb = xKa = a.
L'angle aigu formé par Ax et B5 est aussi égal à a. La figure donne
(i) jr —{u — u')sinx.
(2) j: r^ (tt-r- tt')cosa-t- aRsina.
(3) S — u-i-u'-h^KoL.
( 4 ) Y -t- R cos a — u sin a
Pour un déplacement infiniment petit du cordon, on a les variations $jr =:{^$u — ^tt' ) sin a H- ( « — «' ) cos a ^a, Jx = ( Jm -H $u' ) cos a — {ut-u') sin a ^a -+- 2 r cos a ^a. Le déplacement de B, suivant 6B, a par suite pour expression $Q z=z $x cos OC — Sysinat. — $u (cos* a — sin* a) H- $u' — 2 M sin a cos a ^a -h 2 R cos* a Sa. ; mais, S restant constant, l'équation (3) donne
Su' = — $u — 2R Sol»
Portant cette valeur dans l'expression de Sc^ on trouve
S9 —— isin a. {Su sin a H- ucosa Sa. -h RsinaJa), — — 2 sin a . ^ ( K sin a — R cos a), ou, en vertu de l'équation (4),
Sv —- - 1 sin a SY, ce qui n'est autre chose que l'équation ( 2 ) du texte.
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brin libre, suivant lequel s'exerce l'effort P, correspond à une des poulies de la chape supérieure, passe de là sur une poulie de la chape inférieure, puis sur une poulie de la chape supérieure et ainsi de suite, et vient finalement se fixer en un point de la chape supérieure.
Lorsque les poulies de chaque système sont montées sur le même axe {fig. 17), comme dans le palan, elles sont toutes de même diamètre, et les cordons intermédiaires sont tous parallèles.
Fis. iT. Fis. 18.
Dans le cas contraire (Jig. 18), le parallélisme n'existe plus; mais comme, en général, les chapes sont éloignées l'une de l'autre, par rapport à la différence de diamètre de deux poulies correspondantes de l'un et de l'autre système, on peut encore sans grande erreur supposer que les cordons sont parallèles.
l6 QUATRIÈME PARTIS. — GHAP. II. — TRANSFORMATIONy ETC.
Soit n le nombre des poulies de chaque système ; si Ton remarque que la tension du premier cordon intermédiaire est égale à P, pour qu'il y ait équilibre sur la première poulie supérieure» on voit qu'il en est de même de la tension de tous les autres cordons» de sorte que le poids Q fait équilibre à 271 forces égales à P dirigées suivant les cordons qui soutiennent la chape inférieure; on a donc
et, par conséquent, en vertu du principe du travail virtuel, la
hauteur dont s'élève le poids Q est la fraction — de Taccrois-
sèment correspondant de la longueur du cordon libre ^ ce qu'il est facile de voir à priori; car, si le cordon libre s'allonge d'une certaine longueur j, le restant de la corde, composé de 2/1 cordons, se raccourcit de la même longueur; chacun
des cordons se raccourcit donc de -? qui représente la hau-
teur dont la chape inférieure s'est élevée.
TRANSFORMATION DU MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU EN CIRCULAIRE CONTINU
§ I. — Les axes de rotation sont parallèles.
8. Courroies sans fin. — - Lorsque l'effort à transmettre d'un axe à un autre ne dépasse pas certaines limites, on peut réaliser cette transformation en employant deux poulies montées respectivement sur les deux axes, de manière que leur plan moyen soit le même. Sur les poulies passe une courroie dont les deux bouts sont cousus solidement (sans augmentation d'épaisseur) et qui, à l'état de repos, est plus ou moins tendue. Pour empêcher la courroie de se dégager, on a soin de bomber ou d'échancrer sur les deux bords la jante de chacune des poulies; à l'inspection des ^g*. 19 et 20, on com-
Fig. 19. Fig. 20.
prend que l'une ou l'autre de ces dispositions tend à prévenir,
dans certaines limites, tout déplacement latéral de la courroie.
Si les mouvements de rotation doivent être de même sens,
on dispose la courroie suivant les tangentes extérieures aux
III
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profils des poulies {fig. 21 ); dans le cas contraire, la courroie
Fig. ai.
est dirigée suivant les tangentes intérieures {fig. 22). Dans l'un et l'autre cas, Tune des poulies en tournant entratne la
Fig. aa.
courroie qui, à son tour, met en mouvement l'autre poulie. En admettant qu'il n'y ait pas glissement de la courroie sur chacune des poulies, ce qui n'est pas tout à fait exact, comme nous le ferons voir plus loin, les vitesses des deux poulies à leurs circonférences sont égales, et, par suite, les vitesses angulaires sont en raison inverse des rayons.
Lorsque, par l'usage, une courroie s'est trop allongée pour qu'à l'état de repos elle n'ait plus la tension voulue, le plus ordinairement on remplace la couture par une autre après avoir raccourci la courroie en conséquence, afin que pendant le mouvement elle puisse transmettre l'effort de Tune à l'autre poulie. Dans d'autres cas, on exerce sur l'un des brins une compression par un rouleau tournant autour d'un axe faisant corps avec un levier mobile autour d'un axe fixe, ces deux axes étant parallèles à ceux des poulies; un poids, auquel on peut faire occuper différentes positions enlre l'axe fixe
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et le rouleau> permet de produire l'effort voulu de compression. Cette disposition, qui a reçu le nom de rouleau tenseur, est représentée par la^g*. aS.
Fig. a3.
9. Chatnes et câbles. — Quelquefois, dans le cas de \difig. 21 ,• on remplace la courroie par une chaîne; si l'adhérence de la chaîne sur les poulies n'est pas suffisante, en raison de l'effort que l'on a à transmettre, on arme leurs jantes de saillies qui servent de points d'appui aux maillons.
On emploie avec succès, dans certaines circonstances, pour transmettre le mouvement à de grandes dislances, des câbles en fil de fer passant sur des poulies à gorge. On a reconnu par çxpérience que, pour se trouver dans de bonnes conditions, on doit donner au câble une vitesse de aS à 3o mètres par seconde et prendre le diamètre des poulies égal à 200 fois environ celui du câble.
10. Courroies d'embrayage, — On peut transporter le mouvement d'une poulie sur une autre de même axe, à l'aide d'une fourche d'embrayage, entre les branches de laquelle s'engage
Fig. 24.
le brin arrivant de la courroie, et que l'on peut à volonté déplacer aulour d'un axe fixe {Jig. 24).
11. Transformation de mouvements de rotation par le con-tact. -> Lorsque reffort à transmettre est faible, on peut employer, comme dans les tire-sacs de quelques moulins, deux plateaux ou poulies sans gorge, à axes parallèles, dont les plans moyens coïncident et dont les jantes sont recouvertes de buffle. Les garnitures de buffle sont en contact et exercent Tune sur l'autre une pression qu'on règle en conséquence et d'où résulte une adhérence qui permet de réaliser la transformation.
• Lorsque l'effort à transmettre est supérieur au maximum de l'adhérence que l'on peut produire, on a recours aux engrenages, dont l'étude exige la connaissance de quelques pror priétés des enveloppes des courbes planes, et que nous établirons préalablement.
12. Digression sur les enveloppes des courbes planes. — Soient, à un instant donné,
AB l'élément commun à deux courbes (S'), (S), comprises
dans un même plan, la seconde roulant sur la première
supposée fixe; BC',BC les éléments de (S'), (S), qui doivent venir en contact
au bout du temps dt; Q, la vitesse angulaire instantanée de rotation de (S); R, R' les rayons de courbure des courbes mobile et fixe; ds la longueur commune des éléments BG, B'C; dt le temps employé pour que ces deux éléments viennent
en contact.
Il est clair que Hdt est égal à l'angle CBC, ou à la somme, ou à la différence des angles de contingence des deux courbes au point de contact, selon qu'elles opposent ou non leurs convexités. Si nous convenons de considérer R comme positif avec R'<CR, dans le premier cas, et comme négatif dans le second, nous pourrons écrire d'une manière générale
(0 aat = {l^l.)ds.
Supposons que la courbe mobile (S), en contact en A {Jig. aS ) avec la courbe fixe (S'}, entraîne, dans son roulement sur cette
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dernière, une autre courbe ma de forme invariable, et proposons-nous de déterminer Venveloppe des positions de ma ou la courbe ûxe maf à laquelle elle reste constamment tangente.
Fig. 25.
La rotation û autour du point A peut être considérée comme se composant d'une rotation égale et de même sens autour du point de contact m de ma et ma' y et d'une translation Q.Am perpendiculaire à /wA; mais, comme ma ne peut éprouver de déplacement que suivant la tangente en m, il s'ensuit que ia normale au point de contact de l'enveloppe et de l'enveloppée passe par le point de contact des courbes (S) et (S').
En appelant 'p la normale A m, la translation ci-dessus donne lieu, dans le temps dtj au déplacement
£l.mk.dt = p(^-^^\d^
suivant la tangente en m, qui mesure le glissement élémentaire de ma sur ma', Poncelet a déduit du théorème précédent un tracé très-
simple de l'enveloppe; à cet effet, marquons sur (S) {fig. 26) les points équidistants o, i, 2,..., dont l'équidistance soit assez
petite pour que Ton puisse considérer Tare correspondant comme rectiligne ou égal à sa corde, ce qui peut se faire avec un compas dont Touverture reste constante. Abaissons de ces points les normales o.K», i.Ki, 2.K,,...surAm; des points équidistants o', i', 2',. . ., marqués sur (S'), et dont Téquidistance est la même que pour (S), pris comme centres et avec des rayons respectivement égaux à o.Ko, i.Ki,. . ., décrivons des arcs de cercle ; ces arcs de cercle se couperont successivement et seront tangents à l'enveloppe que Ton déterminera ensuite par le tracé d'une courbe continue menée tangentiellement aux mêmes arcs. Il est évident d'ailleurs que cette méthode est générale, c'est-à-dire que les courbes (S) et (S') opposent ou non leurs convexités, et la figure montre que, dans tous les cas, le contact aura toujours lieu entre la partie de V enveloppée extérieure à(^')et la partie de V enveloppe intérieure [à (S), et inversement.
Lorsque l'enveloppée est un point m, les normales se réduisent aux distances de m aux points o, i, 2,..., et l'on peut tracer ainsi très-facilement l'enveloppe qui est une épicycloïde.
Proposons-nous maintenant de construire le rayon de courbure de l'enveloppe d'une courbe.
Soient (Jig. 27), pour le point de contact A,
Fiff. 27.
0, 0' les centres de courbure de (S) et (S'); C, C les centres de courbure de l'enveloppée et de l'enveloppe;
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p^p' les rayons de courbure correspondants;
Al, A', les points de (S) et (S') qui viennent en contact au bout du temps ^/;
m„ m'i les points correspondants de l'enveloppée et de l'enveloppe : les points m.. Ai, C sont en ligne droite, ainsi que
'w'ijA'jjC;
K, K' les points dMntersection de la perpendiculaire en A à la normale CC avec les droites A,C et A', C;
<p l'angle formé par la normale A m avec 00'.
On a
et évidemment
mm\ = AK'-ï7^ = ds ces? -r^ — > AC ^ ?-?
._ Cm , p
mm. = AK -t-tt = ds cos«p — - — • ' AC P -^ P
La différence de ces deux éléments ou le glissement élémentaire a donc pour valeur
(3) €ls COSy ( -7-2 ^ ) — pdsO0%(9 (-T- ^— — ) J
et, en identifiant cette expression à celle que donne la formule (2), on obtient
relation au moyen de laquelle Savary a donné la construction suivante, pour trouver le centre de courbure de l'enveloppe, connaissant celui de l'enveloppée.
Soient H' l'intersection de la droite AK'K avec la direction de O'C, r le pied de la perpendiculaire abaissée de 0' sur CC;
AH'= OT ^, = R'sin? -r-^-r = '^
Cr ^p— o — Rcos<p I I
Si H est pour la courbe ma le point analogue à H' pour
la courbe ma' y on trouve de la même manière AH= ^^^ ,
cosy
el d'après la relation (4) les points H et H' coïncident.
Donc, pour trouver le centre de courbure de VenveloppCy on joindra les points 0 etC par une droite jusqu'à sa rencontre H avec la perpendiculaire en k à la normale en m, et Vintersection de cette normale avec la droite qui joint les points H et O' sera le centre de courbure cherché.
Ce théorème permet de construire l'enveloppe par une succession d'arcs de cercle osculateurs; à cet effet, à partir de A portons des divisions équidistantes, sufGsamment rapprochées, 1,2, 3,. . . sur (S), et i', a', 3',. . . sur (S'); déterminons les centres de courbure Ci, Cs,..., correspondant aux divisions ci-dessus (S) et aux points mi, ms,... de ami la position du point m étant supposée connue, on construira C et l'on décrira l'arc de cercle osculateur mml^^ limité à la normale C'i'; sur le prolongement de celte droite, et à partir de m',, on portera une longueur m'^ D, = i .Ci et le point Di permettra, de même que C pour C, de trouver le centre de courbure C, de l'enveloppe correspondant à m\, d'où un second arc de cercle osculateur qu'on limitera comme mni^ et ainsi de suite; mais celte construction, quoique basée sur un principe éminemment rationnel, est assez compliquée, et dans la pratique celle de Poncelet est bien préférable.
La construction du centre de courbure donnée ci-dessus s'applique à tous les cas, que les courbes (S) et (S') opposent leurs convexités, comme le suppose la figure, ou que le contraire ait lieu; mais, si l'on veut faire une application numérique de la formule (4)^ il faudra, dans ce dernier cas, considérer R comme négatif; et si le sens de la courbure de ma change, par rapport à celle de (S'), il faudra également remplacer p par — p dans la même formule, et le signe de p' donnera le sens de la courbure de l'enveloppe; enfin si le point m, au lieu de se trouver à l'extérieur de (S'), est à l'intérieur, il faudra changer le signe de p.
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Nous allons étudier quelques cas particuliers lorsque les courbes (S), (S') sont des circonférences.
(a). Enveloppe d'un point. — Nous considérerons d'abord le cas où les circonférences sont extérieures Tune à l'autre, et nous supposerons que le point générateur m se trouve sur la circonférence (S); nous construirons l'enveloppe comme nous l'avons indiqué plus haut. L'épicycloïde se composera d'arceaux successifs identiques, en nombre fini ou infini, selon
que le rapport ^ sera commensurable ou non. Chaque arceau
Sx
sera aplati ou allongé, selon que R sera plus petit ou plus grand que R', correspondra à une révolution complète de la circonférence (S), et son sommet à une demi-révolution. Deux arceaux consécutifs se rencontreront sur la circonférence (S') et y formeront un point de rebroussement où la tangente sera le rayon correspondant de celte circonférence. Soient (fig. 28) L, H les secondes extrémités des diamètres
Fig. a8.
de la circonférence (S) partant des points A et m; menons les droites HL, HO'; cette dernière rencontrera la direction de Am en un point C qui, d'après le théorème de Savary, sera le centre de courbure au point m de l'épicycloïde. Si J est le point de rencontre avec 00' de la parallèle à AH menée par le
point C, on a, d'après la ûgure»
AJ AC AO'
d'où
RH-R' 2R-+-K
Ainsi le point J reste à une distance constante du centre O', et, pour l'obtenir, il suffit de projeter sur 00' le point d'intersection de la circonférence (S') avec une demi-circonférence décrite sur O'L comme diamètre.
Soient S le sommet de l'arceau considéré ; M, N les points de rencontre des circonférences de centre 0' et de rayons G' J, 0' A avec la droite O'S. Décrivons sur AJ comme diamètre une circonférence qui évidemment passera par le point C ; on a
arcC'J = AJxé^=-|«5_(^-^V-«^«"'N^
arcMJ =0',xii^ = ^ = ^^ arcNA,
d'où
arcCJ = arcMJ.
Il suit de là que le lieu des points C ou la développée de l'épicycloïde est elle-même une épicycloïde résultant du roulement de la circonférence AJ sur la circonférence O'J, et dont les sommets et les points de rebroussement correspondent respectivement aux points de rebroussement et aux sommets de l'épicycloïde proposée.
Lorsque la circonférence mobile çsl intérieure à la circonférence fixe, l'enveloppe est une épicycloïde intérieure ou hj-pocyclotde qui jouit des mêmes propriétés que la courbe que nous venons d'étudier.
L'enveloppe devient une cycloïde si R' est infini, c'est-à-dire si la circonférence (S') est remplacée par une ligne droite.
(6). Enveloppe d'une épicycloïde. — Soient (Jig. 29)
P le centre d'une circonférence tangente en A extérieurement à (S') et intérieurement à (S);
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mA,, mk\ rhypocycloïde et Tépicycloïde décrites par un point m de cette circonférence roulant respectivement
sur (S) et (S');
Fîg. ag.
A„A', les positions correspondantes du point décrivant sur les deux circonférences.
Il est clair que
arcAA, = arcAm = arcAA',,
I et, comme la normale en m passe par le point A, on a ce théorème:
V enveloppe d'une épicyclolde est Vhypocyclolde décrite par u point du même cercle générateur roulant dans V intérieur k la circonférence mobile, et inversement.
(c). Enveloppe d'un rayon. — Soient {Jig* 3o)
OAi, dans une position quelconque, le rayon dont on veut
terminer l'enveloppe; A', le point de la circonférence (S') correspondant au point A,
deS; A le point de contact actuel des deux circonférences; 'nie pied de la perpendiculaire abaissée de A sur OAi, et qui
est le point de Tenveloppe correspondant à la disposition
de la figure.
Le point m se trouve sur la circonférence décrite sur OA
comme diamètre ayant son centre en P; mais on a
AP/7i = 2A0/w, d'où AP/w.P/w = A0//i.2Pm = AO/w.OA. Il suit de là que l'arc A m est égal à Tare AA| et, par suite, à
Fig. 3o.
Tare AA'j : donc le lieu cherché est l'épicjrcloïde engendrée par un point d'une circonférence décrite sur un rayon de la circonférence mobile.
On déduit de là et du théorème énoncé à l'article précédent que V hypocyclotde décrite par un point de la circonférence d'un diamètre moitié de celui de la circonférence mobile est un rayon de cette dernière; car le rayon OA,, enveloppe des positions del'épicycloïde A', m, n'est autre chose que Thypocycloïde engendrée par le point m de la circonférence P roulant dans l'intérieur de (S). Il est facile d'ailleurs de démontrer directement cette propriété (').
Si le rayon OA est infini ou si la circonférence 0 devient une droite, la normale A m est tangente en A à ( S' ), et, comme
(*) C'est sur cette même propriété qu'est basé le mécanisme connu sous le nom à!engrenage de Delahire, qui a pour objet de transformer un mouvement de rotation continu en mouvement rectiligne alternatif. Les deux circonférences correspondant à deux roues dentées engrènent Tune dans l'autre, dont l'une est fixe et l'autre mobile. L'axe de cette dernière est maintenue dans un coussinet engagé dans une maniTelle tournant autour de l'axe de figure de la roue
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elle est égale à Ak\, Tenveloppe est la développante de la circonférence 0'.
(rf). Enveloppe d'une circonférence. — Proposons-nous de déterminer l'enveloppe d'une circonférence ayant son centre Al [Jig.^i) sur le périmètre de (S), que nous suppose-
Fig. 3i.
rons extérieur à (S'), comme l'indique la figure; on verra sans peine que les raisonnements qui suivent et les conséquences qu'on en déduit s'appliquent sans aucune restriction au cas où rinverse aurait lieu. On obtiendra deux points m de l'enveloppe par l'intersection de la droite AAi avec la circonférence enveloppe, et, par suite, on construira cette enveloppe, en augmentant ou diminuant du rayon de la circonférence génératrice la normale de l'épicycloïde décrite par son centre, et dont A', est un point de rebroussement.
L'enveloppe se composera ainsi de deux courbes, l'une intérieure, qui seule nous servira plus loin, et l'autre extérieure. Ces courbes, étant toutes deux parallèles à l'épicycloïde A, A', , auront la même développée que cette dernière.
aie, et au moyen de laquelle on produit le mouTement. Si une tige verticale '^ articulée en un point de la circonférence de la roue mobile, elle obéira à on mouvement oscillatoire dont Tamplitude sera le diamètre de la circonférence fixe, et pourra être utilisée par exemple pour faire fonctionner des pompes.
Ces deux courbes auront chacune un point de rebroussement K situé sur la circonférence (S'), et qui sera déterminé par la condition que la normale Kn, abaissée de ce point sur répicycloïde, soit égale à A, m. En supposant que la circonférence mobile 0 se trouve en contact avec l'un des points K de la circonférence fixe 0', on voit que la corde de l'arc Kn de la première circonférence est égale à Ai m, et que par suite Tare K A', est égal à Tare A,I de 0, dont la corde est égale au rayon Ai m; de sorte que les deux points de rebroussemeni s'obtiendront en portant de part et d'autre de A'^ , sur la circonférence 0', des arcs égaux à l'arc A,I.
(e). Enveloppe d'une développante de cercle, — Soit mli (fig. 32) la développante d'un cercle OIK concentrique
Fîg. 3a.
avec (S), et dont on se propose de trouver l'enveloppe. Le point de cette enveloppe est l'intersection m de la développée avec la tangente AI menée du point A à sa circonférence génératrice; mais cette droite est aussi tangente à une circonférence de centre 0', et dont le rayon a pour valeur
OI.O'A
OA
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par suite, Tenveloppe cherchée n'est autre chose que la développée de cette même circonférence.
Il est facile de voir que Ton arriverait à un pareil résultat si, au lieu de se placer dans le cas de la Ggure> on supposait que les circonférences (S) et (S') fussent intérieures Tune à l'autre.
On sait d'ailleurs que» pour construire une développante de cercle, il suffit de tracer sur la circonférence des points équidistants o, i, 2, 3,. . , , assez rapprochés pour que l'on puisse considérer les arcs interceptés comme rectilignes, puis des points I, 2, 3,... avec des rayons égaux à une fois, deux fois, irois fois,... l'équidislance, de décrire des arcs de cercle tangentiellement auxquels on tracera une courbe continue passant par le point o, et qui sera la courbe cherchée.
13. Généralités sur les engrenages. — Pour transformer un mouvement de rotation qui a lieu autour d'un axe en un autre autour d'un autre axe parallèle au premier, on s'arrange de manière que les deux corps (S) et (S'), qui tournent respectivement autour de ces axes, soient munis de saillies ou dents agissant de l'un de ces corps sur l'autre. Pour obtenir une stabilité convenable dans le mode d'action de (S) sur (S'), on donne à ces saillies une forme cylindrique dont les génératrices sont parallèles à la direction des axes, et l'on réalise ainsi ce qu'on appelle un engrenage cylindriquey qui n'est autre chose qu'un couple de roues dentées.
Nous pourrons substituer, dans le raisonnement, aux corps (S) et (S') leurs sections faites par le plan de la figure, censé perpendiculaire aux axes, et considérées comme tournant autour des traces 0, 0' de ces axes.
On exige qu'un engrenage soit construit de telle manière que le rapport des vitesses angulaires cd, cd' autour des points G, C reste constant, et, pour qu'il en soit ainsi, il est évident qu'il doit exister entre les profils de deux dents correspondantes une relation que nous déterminerons un peu plus loin. ^
La roue menante est celle qui reçoit directement ou indirectement l'action de la force motrice, et qui engendre le mouve-
ment de la roue menées laquelle correspond à la résistance utile à vaincre.
Du profil des dents. — Les fig. 33 et 34 sont respectivement relatives aux cas où les vitesses angulaires oi, (ù' sont de sens
contraire ou de même sens, en supposant^ par exemple, que &) ait lieu de la droite vers la gauche.
Le raisonnement suivant s'appliquera simultanément aux deux figures, dont les points correspondants sont représentés par les mêmes lettres.
Soient, à un instant quelconque^ ma, ma' les profils des dents de (S), (S') en contact au point m; concevons que Ton imprime à ces deux figures invariables et autour de 0' une rotation égale et contraire à &)', de manière à ramener (S') au repos; le centre instantané de (S) dans le mouvement résultant se trouvera en un point A de la direction de la ligne des centres déterminée par la relation
;^ = -, d'où OA.« = 0'A.«', U A w
et comme — est constant par hypothèse, il en est de même
de OA et 0' A; d'où il suit que le lieu géométrique du centre instantané de (S) sera la circonférence de centre 0 et de rayon OA = R sur le plan mobile de cette figure, et la circonférence de centre 0' et de rayon 0' A = R' sur le plan fixe de
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(S/), et le mouvement relatif de (S) par rapport à (S') sera défini par le roulement de la circonférence OA sur la circonférence O'A.
Ces deux circonférences, appelées circonférences primitives de Tengrenage. sont extérieures ou intérieures Tune à l'autre selon que o), &)' sont de sens contraire ou de même sens, d*où le nom d'engrenage extérieur dans le premier cas et d'engrenage intérieur dans le second,
Comme, dans le mouvement relatif ci-dessus de (S), la courbe mobile am ne cesse pas d'être tangente à la courbe fixe a' m, on a ce théorème : Daru un engrenage cylindrique^ le profil des dents de l'une des roues est l'enveloppe des positions que prend le profil des dents de l'autre roue lorsque sa circonférence primitive roule sur celle de la première.
Si donc on se donne le profil de Tunë des roues, on en déduira le tracé de l'autre profil par les méthodes indiquées au numéro précédent, et l'on voit que, dans le mouvement réel de l'engrenage, la normale au point de contact des deux dents en prise passe par le point de contact des circonférences primitives.
La portion du profil des dents extérieure à la circonférence primitive s'appelle la tête de la dent, pour la distinguer de l'autre qui en est \q flanc, et, d'après une remarque faite plus haut^ le contact ne peut avoir lieu qu'entre un flanc et une tête..
Des pleins et des creux. — Pour maintenir^onstant, autant que possible dans la pratique, le rapport des vitesses angulairesy on s'arrange de manière que les dents de chacune des roues soient toutes identiques et également espacées. Les portions de la circonférence primitive déterminées par une dent et un vide portent respectivement les noms de ha^e des dents et d'intervalle; l'arc de cette circonférence compris entre les milieux de deux bases ou de deux intervalles consécutifs, que l'on appelle le pas^ doit être une partie aliquote de la circonférence entière.
Le pas doit nécessairement être de même pour les deux roues, et par suite une commune mesure entre les deux circonférences primitives; car, pour que le contact d'un couple III. 3
de dénis vienne à succédera celui du couple précédent, il faut que les circonférences primitives aient tourné du même arc.
Si l'exécution des roues était parfaite, il suffirait que les bases fussent égales aux intervalles; mais, comme il est impossible d'arriver à cette perfection, on a soin de donner aux vides sur les pleins un excédant de largeur qui est généralement compris entre ^ô ou yô <!« pas, et qui est \ejeu de l'engrenage. Après avoir tracé sur les circonférences primitives les divisions correspondant au pas, on détermine les pleins et les vides en tenant compte du jeu fixé d'avance, d'après le degré de précision que doi-t comporter l'exécution de l'engrenage; puis on trace le profil des dents de l'une des roues en se donnant celui des dents de l'autre roue; le rapport du nombre des dents des deux roues est par suite égal à celui des circonférences primitives, c'est-à-dire à celui de leurs rayons.
Généralement on forme chaque dent de deux parties symétriques par rapport au rayon qui passe par leur milieu; de sorte que, si la largeur des dents était égale à celle de leurs intervalles ou s'il n'y avait pas de jeu, le contact aurait lieu en même temps des deux côtés de chaque dent, ce qui est irréalisable dans la pratique, car les moindres irrégularités arrêteraient le mouvement de l'engrenage.
Pour limiter l'influence du frottement, comme nous le verrons dans un autre Chapitre, il convient de faire en sorte que le contact n'ait lieu que sur une petite étendue de part et d'autre de la ligne des centres, ou que les arcs correspondants des circonférences primitives, par suite le pas, soient relativement petits.
Du choix des profils. — Pour que la construction du n" 12 puisse conduire à un résultat pratique, il faut choisir l'enveloppée de manière qu'il n'en résulte pas de pénétration avec la partie utile de l'enveloppe. Ainsi, par exemple, si les centres des cercles tangents de la tête et de la face de l'enveloppée se trouvaient d'un même côté de son point d'intersection avec la circonférence primitive (S), les deux parties correspondantes de l'autre profil se trouveraient aussi du]
'■Tie côté de leur point commun ; et comme elles se péné-|
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treraieni, elles ne seraient pas susceptibles d'une exécution matérielle; il faudrait donc opter entre l'une ou l'autre de ces parties et renoncer à faire conduire les roues avant et après la ligne des centres, ce qui peut offrir des inconvénients.
On doit autant que possible rejeter également tout système de courbes dont l'une serait complètement ou partiellement concave, parce que cette forme peut donner lieu à des arcsboutements que nous définirons plus loin, qu'elle présente des difficultés d'exécution, et enfin que les dents qui en résultent ont une plus grande tendance à retenir les corps étrangers quipeuvent s'introduire entre elles.
C'est pourquoi, dans la pratique, on n'emploie que quelques formes d'enveloppées à l'abri des inconvénients précités, qui offrent une facilité convenable d'exécution, et qui sont comprises dans les cas spéciaux dont nous nous sommes occupé à la fin du numéro précédent. Nous aurons donc à examiner plus loin les différentes solutions pratiques du problème des engrenages.
De la continuité du mouifcment. — Il est nécessaire et il suffit, pour qu'il y ait continuité dans le mouvement, qu'il y ait toujours deux dents en prise; on satisfait généralement à cette condition en disposant l'engrenage de manière que chaque dent cesse d'agir lorsque la suivante arrive à la ligne des centres. Il faut donc limiter les dents dans le sens de leur longueur, par la circonférence de même centre que la circonférence primitive correspondante, passant parle point de contact du couple de dents qui suit celui qui se trouve sur la ligne des centres, en ayant soin d'adoucir les arêtes vives résultant de cette troncature.
Les creux de chaque roue sont définis par une circonférence semblable, d'un rayon un peu inférieur à la distance du centre à l'extrémité d'une dent de l'autre roue amenée suivant la ligne des centres, de manière à laisser entre cette dent et le fond du creux un espace suffisant (que l'on prend généralement égal au jj du pas ) pour éviter des rencontres dans le cas d'un jeu dans les coussinets produit par l'usure.
Des arcs'boutements.— On sait que tous les corps présentent
à leur surface des aspérités plus ou moins saillantes, selon le degré du poli. Si, sur une surface plane d'un solide, on fait mouvoir sous un certain angle le tranchant d'un ciseau, on n'éprouvera que la résistance due au frottement de glissement, si le déplacement a lieu du côté de l'angle aigu d'inclinaison; dans le cas contraire, le ciseau butera ou aura une grande tendance à buter contre les aspérités de la surface, en produisant des arrêts ou arcs'boutemenls suivis de pénétration dans la matière si l'action exercée sur le ciseau est suffisante.
Une pareille tendance aux arcs-boutements aura lieu entre les dents de la roue menante et celles de la roue menée, l'arête qui termine les premières jouant le rôle de ciseau, si le contact commence avant la ligne des centres, ce qui n'aura pas lieu au delà de cette même ligne.
On devra donc chercher à éviter que le contact commence avant la ligne des centres, et, lorsque les circonstances ne le permettront pas, on réduira autant que possible l'arc d'approche (ou de contact en deçà de la ligne des centres) pour diminuer les tendances aux arcs-boutants (* ). Par opposition, on désigne sous le nom d'arc de retraite celui qui correspond au contact au delà de la ligne des centres.
Engrenages réciproques. — On dit qu'un engrenage est ré^ ciproque lorsque chaque roue peut être menante ou menée dans lès deux sens. On voit facilement que dans ces sortes d'engrenages, lorsque le contacta lieu sur la ligne des centres, les deux couples de dents adjacents, correspondant respectivement à la menée dans l'un ou l'autre sens, se touchent à la
(* ) Lorsque l'arc d'approche est considérable et que les dents ne sont pas ou ne peuvent pas être souvent lubrifiées, les arcs-boutements développent une résistance qui surpasse celle qui résulte du frottement de glissement d'uue quantité dépendante de la nature des matières en contact, de l'action mutuelle qu'elles exercent entre elles, de la masse des particules enlevées, de la profondeur du cisaillement, etc. Cette résistance est celle que les horlogers appellent le frottement rentrant en opposition de l'expression de frottement sortant qu'ils appliquent au contact au delà de la ligne des centres. Ces deux dénominations doivent être rejetées et il serait préférable d'introduire dans le langage technique l'expression de cisaillement pour désigner la résistance qui vient s'ajouter au frottement lorsque le contact a lieu avant la ligne des centres.
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limite du contact. II y aura donc toujours deux couples de dents en contact, l'un avant et l'autre après la ligne des centres. Il arrive souvent que, par de simples variations de vitesse, les roues, tout en continuant à marcher dans le même sens, sont alternativement menante et menée; pour atténuer autant que possible les chocs résultant de ces changements, il ne faut donner au jeu que strictement ce qui est nécessaire pour parer aux imperfections de l'exécution de l'engrenage.
Ifc. Relation entre les vitesses angulaires de deux roues extrêmes d'un système de roues dentées engrenant successi'vement l'une avec Vautre. — Soient w, &>',..., w^"^ les vitesses angulaires de ces roues, R, R',. . ., R^"^ les rayons de leurs circonférences primitives; on a, d'après la condition fondamentale à laquelle doit satisfaire tout engrenage
d'où
wC") """R"'
en d'autres termes, le rapport des vitesses angulaires des roues extrêmes est le même que si elles agissaient directement l'une sur l'autre; d'où le nom de parasites donné aux roues intermédiaires qui ne modifient en rien le mouvement transmis.
Il faut remarquer que les rotations de la première et de la dernière roue seront de même sens ou de sens contraires pour des engrenages extérieurs, selon que le nombre des roues parasites sera impair ou pair : ainsi on pourra éviter la construction d'un engrenage intérieur, en se servant d'une roue parasite intermédiaire entre les roues extrêmes, dont les diamètres seront dans le rapport inverse de celui des vitesses angulaires.
15. Engrenages à flancs rectilignes, — L'engrenage le plus généralement employé est celui dans lequel le flanc des dents de l'une des roues est le rayon de la circonférence primitive;
es têtes des dents de Tauire roue sont par suite des épîcycloïdes, que Ton tracera d'après la méthode indiquée au n** 12.
(a). Engrenage extérieur (Jig.35). — Si Tune des roues doit
toujours conduire Tautre dans le même sens, en s'imposant la condition que la prise ne commence qu*à partir de la ligne des centres, il suffit de limiter les dents de la roue menée par des flancs reclilignes, et celle de l'autre roue par des faces épicycloïdales. L'engrenage ainsi construit pourra également fonctionner dans l'autre sens, la première roue conduisant toujours la seconde; mais le contact n'aura lieu qu'avant la ligne des centres, ce qui est un inconvénient, comme nous l'avons dit plus haut. Pour rendre cet engrenage réciproque, il suffira de former chaque dent d'un flanc recliligne et d'une face épicycloYdale, correspondant respectivement à la face épicycloYdale et au flanc rectiligne des dents de l'autre roue, ce qui est
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toujours possible géométriquement et matériellement. D'après le mode de tracé du proGl épicycloïdal, on sait que le contact d'un flanc a lieu sur la circonférence décrite sur le rayon de la circonférence primitive comme diamètre, ce qui permet de limiter facilement les dents.
(6). Engrenage intérieur. — Si la grande roue doit conduire le pignon, on formera chaque dent (Jig. 36) d'une face épicy-
Fig. 36.
cloïdale, engendrée par le roulement sur la circonférence primitive d'une circonférence ayant R pour diamètre, et le contact avec les plans du pignon n'aura lieu qu'à partir et au delà de
la ligne des centres.
Si, au contraire, le pignon doit conduire, il devra être armé de faces épicycloïdales qui agiront sur la portion des flancâ de
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la roue extérieure à sa circonférence primitive; mais il faudra entailler en conséquence les jantes des deux roues pour laisser passer les dents de l'autre (fig. 37).
Cet engrenage ne peut pas être réciproque, car on voit que dans la^g^. 87 on est obligé d'entailler les flancs rectilignes du pignon pour que, à rapproche, les dents de la roue puissent se loger dans les intervalles du pignon. En se reportant à la fig. 36, on reconnaît sans peine qu'une difficulté analogue se présenterait si l'on voulait munir de têtes les dents du pignon.
(c). Uengrenage à crémaillère {fig. 38), qui sert à transformer un mouvement circulaire continu en rectiligne continu,
Fig. 38.
n'est qu'un cas particulier du précédent, en supposant que le rayon R' de l'une de ces roues devient infini, ce qui la transforme en une tige rectiligne dentée. La relation a)'R' = cDR se trouve remplacée par la suivante :
dans laquelle V désigne la vitesse de la crémaillère. Le profil de la tête des dents de la crémaillère est évidemment la cycloïde décrite par un point de la circonférence de diamètre R, roulant sur la droite primitive de la crémaillère.
Le profil de tête de la roue est l'enveloppe d'une perpendiculaire à la droite ci-dessus roulant sur la circonférence primitive de la voie, enveloppe qui n'est autre chose que la développante de cette circonférence.
[d). Tracé approximatif des flancs. — Les constructeurs, dans les cas ordinaires, remplacent l'épicycloïde de l'engrenage par un arc de cercle décrit de la naissance correspondante de la dent suivante, avec un rayon égal au pas ou plutôt
TRANSFORHÂTIOK DU MOUYEMBNT CIHCULAIRE CONTINU, ETC. 4'
à la corde qui le sous-tend. Cet arc se confond très -sensiblement avec Tépicycloïde, lorsque le pas est très-petit et que les dents ont peu de longueur. S'il s'agit de pignons très-petits à dents très-épaisses pour résister à des efforts considérables, on peut déterminer le centre et, par suite, le rayon de l'arc de cercle que Ton doit substituer à l'épicycloïde, par la condition qu'il passe par la naissance de la face et son dernier point de contact, et qu'il soit tangent au rayon mené au premier de ces points.
(e). Inconvénients de Pengrenage à flancs rectilignes. — Engrenage à flancs épicyclo'idaux, — Les inconvénients de l'engrenage à flancs sont les suivants : i° le tracé des dents de l'une des roues dépendant de la circonférence primitive de l'autre, on ne peut lui faire conduire à la fois plusieurs roues de diamètres différents; 2® si les axes des roues éprouvent le moindre déplacement tout en restant parallèles, l'engrenage n'est plus exact; 3® l'intensité de la pression exercée entre deux dents augmente à mesure que l'on s'éloigne des points de contact, ce qui tend à les faire user inégalement, en raison de Tinclinaison variable que prend la normale au point de contact; mais cet effet est presque annulé lorsque, comme cela a lieu généralement dans la pratique, le pas est trèspetit.
On peut éviter le premier inconvénient que nous avons signalé, lorsque la roue 0 doit faire mouvoir à la fois plusieurs roues extérieures, en donnant à ses dents pour profil de face l'épicycloïde décrite par un point de la circonférence P iflg.^Q) roulant sur sa circonférence primitive et en prenant pour profil de face Thypocycloïde engendrée par le même point de la circonférence P, roulant sur la circonférence 0'. Le flanc et la face de la roue 0' s'obtiendront de la même manière, en faisant à l'inverse rouler la circonférence P à l'intérieur et à l'extérieur des circonférences O^et 0'. Le cercle générateur est tout à fait arbitraire, pourvu qu'il soit le même pour toutes les roues qui doivent engrener ensemble; toutefois il faut que son diamètre soit au plus égal au rayon des cercles primitifs, afin que le flanc ne soit jamais convexe, ce qui aurait pour
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effet de donner à la naissance des dents une épaisseur moindre qu'à la circonférence primitive^ condition mauvaise au point de vue de la solidité.
Lorsque le contact est peu étendu de part et d'autre de la ligne des centres^ on peut remplacer approximativement les arcs d'épicycloïde par les arcs de cercle osculateurs correspondant à leur partie moyenne, ce qui a conduit M. Willis à un tracé auquel nous ne croyons pas devoir nous arrêter.
(f). Minimum du nombre des dents d'un engrenage extérieur, — Pour qu'il y ait compatibilité entre les conditions, que les dents aient une forme symétrique, et que le contact ait encore lieu entre un couple de dents lorsque celui du couple précédent commence, il faut que le nombre des dents de chaque roue ne descende pas au-dessous d'une certaine limite, au delà de laquelle les vides qui les séparent ne seraient plus suffisants pour recevoir les dents de l'autre roue, et c'est cette limite que nous nous proposons maintenant d'établir.
Nous restreindrons d'abord la question au cas où, la prise ayant lieu sur la ligne des centres, le contact cesse entre le couple de dents suivant.
Soient
n, n' le nombre des dents du pignon 0 et de la roue 0' ; R n ^
i, V les rapports, au pas, des intervalles des dents des roues 0,0';
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Il faut d'abord, pour qu'une dent de chaque roue puisse être contenue dans le vide de l'autre, que
rt (i — i')^(ii, a{i — i) 'Sai'y
d'où
condition que nous supposerons remplie.
Fig. 39.
L'angle mO'A doit être au moins égal à l'angle formé avec 00' par le rayon mené au milieu de la dent de la roue en contact au point m, ou à
et Ton doit avoir
tang/wO'A^ tang- (i -h /') f*.
Si mN est la perpendiculaire abaissée du point m sur OOS
on a
TwN = Om cosy = — sinay ,
(yN= R' 4- AN = R'h- R sin>f , ^ ON a I -i- p sin^f
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L'inégalité ci-dessus devient par suite
~8in2«p , , .,.
(I) — -langp— — 2^
En général, comme nous l'avons vu plus haut, i' est égal à y augmenté du jeu, que nous supposerons d'abord nul. Il nous reste, par suite, à satisfaire à l'inégalité
(a) î- 1 > tangdfA.a ,
qui devient, dans le cas de fx = o,
sinay ^ 3
ay =4
OU, en évaluant 9 en degrés,
(3) ^ o,oi3i.
Si l'on remarque que le minimum de n est donné par
9 étant la valeur en degrés donnée de la formule {2) transformée en équation, on trouve, en résolvant cette équation :
Pour fx = o y = 37°, o, d'où n = 10,
Pourfx = i <ï) = 33",5, 72=11,
Pourfx=J- cp = 3o°, 5, /î=ia,
Pourfjt = | <j) = a8°, 5, /2=.i3,
Pourp = | (p = a6%4, n=\\,
Pourfjt=i <ï) = a3°,6, /?=x5,
OU très-exactement
(4) /i=io-^5pC).
( * ) Au lieu de cette formule, Savary est arrivé à la suivante ; 11 = 10 (i-h/it) qui donne des résultats plus forts lorsque fi atteint une valeur appréciable.
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Supposons maintenant que Ton veuille tenir compte du jeu, que nous représenterons par di^y cette quantité, ainsi que -la variation correspondante dcf de 9, étant supposée assez petite pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à la première.
En différentiant la formule (i), considérée comme équation, par rapport à la caractéristique d, on trouve
^ sr
cos'
1 r acosay f^sinay H _ ,
*'^^| fi cosay / t^ t^ \' r *
quantité qui est évidemment égale à -En ayant égard
aux valeurs de f données plus haut, on trouve :
Pour fit = o — = i,o5^/',
Pourf*=i ^ = i,o8^i',
Pour fx = f — = i,"^'',
Pour fii=:f — =1,11^/',
Pour fx = | — = i,iidi',
Sn *
Pour Lt = i — = 1,08^/',
de sorte que, en prenant pour n le nombre entier immédiatement supérieur à la valeur de
(5) n = (io-+-5fx)(n-i, 11^/'),
on sera certain que l'engrenage sera possible, au moins en dehors des conditions de résistance qu'il doit remplir, et qui ne le seront pas, notamment dans le cas de dents trop pointues et d'efiorts moteurs et résistants trop considérables. 2* Le pignon conduit la roue. — Au lieu de la formule (2)
on obtiendra la suivante :
(6) ^ ,>iang—, — ay',
qui s'en déduîl par analogie, en y remplaçant /x par - et <p
par 9 =■ ^•
De la limite de 9' tirée de cette inégalité, on déduira celle qui résulte de la condition relative à un engrenage réciproque, et qui sera la seule à laquelle on aura à satisfaire. Il suffit, pour s'en convaincre, de remarquer que les faces des dents de la roue sont des épicycloïdes aplaties, et que celles du pignon sont des épicycloïdes allongées, de sorte que, pour un contact d'une même étendue. Tare delà circonférence primitive correspondant à la naissance et à l'extrémité d'un arc de face sera moindre pour le pignon que pour la roue.
Si Ton n'exige pas que le contact cesse pour un couple de dents, lorsque la nouvelle prise commence à la ligne des centres, ou que l'on admette qu'elle puisse se produire avant cette ligne, la limite inférieure du nombre des dents du pignon peut être plus grande que celle que donne la formule (5); il faut alors faire intervenir les arcs d'approche et de retraite, que nous représenterons par aa, aie., ccei v étant des fractions du pas dont la somme est égale à une ou deux unités, selon que, lorsque le contact est sur le point de cesser entre un couple de dents, il commence entre le couple précédent de l'autre côté dfe la ligne des centres, ou qu'il y a déjà une prise sur la ligne des centres et une autre qui commence immédiatement en deçà de cette ligne; 9 continuant à désigner
l'angle — ? nous devrons avoir
mais on a
m^O'm = 'm^ (YÂ ■+- kCYm , /w, O'À = — = fjtya,
d'où
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D'autre part, on trouverait comme plus haut, en remarquant que l'angle AOm est égal à t^f,
taDgÂ<J/7i = i- î .
a fx a
Il faudra donc satisfaire à l'inégalité
7 ^tangpçl a),
qui permettra de déterminer le maximum de 9 et le minimum de n pour des valeurs attribuées à /x, a et t..
On déduira facilement de la formule (7) celle qui serait relative au cas où la roue serait conduite par le pignon.
{g). Limite du nombre des dents dans l'engrenage à flancs intérieurs. — Il est facile de s'assurer que les formules relatives à cette question se déduiront des équations (i), (6), (7 ) , en y changeant le signe du cosinus qui entre dans la dénomina tien du premier membre; mais, comme l'engrenage intérieur est peu employé, nous n'avons pas cru devoir faire Tapplicalion de ces formules.
(A). Relations entre le pas, la saillie et l'épaisseur des dents dans l'engrenage extérieur. — Soient
a, acLy av le pas, les arcs d'approche et de retraite ; e, e' et «I , e'j les épaisseurs du pignon et de la roue à la circonférence primitive et à l'extrémité; /„ fj les saillies de ces dents.
Occupons-nous d'abord de la roue 0' {Jig. Sg). On a
puis
= — >- = a. d'où R= — j R'= — ;
n n aTT air '
AOm = j AOA. = — 7-,
• aTT
^-^. = aF,A',= — B'.O'A^,
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Mais on voit facilement que
O'm = 4 /r'^ -h Am' -h aR'A/w sin AO
et, comme plus haut^
. <<N n sm -^^ —
tangOO'/w = ^ ^^ = ^,
a -hf* — fACOsaAO/w 2/2'-4- /i — /icos-^
d'où, en remarquant que l'angle B',0'A', est généralement assez petit pour que Ton puisse le considérer comme égal à sa tangente,
FjO'A; = tangF.aA'. = tang(AOA\ - OO'm)
(a/i'-hw — «cos-^— ) tang — ; /tsin
2« -h « — /? cos -^^ h n sin -î — tang —
par suite
/.\ J / / 4'f«'\ * îi'f^ • 4^^
(i) \ , , (2« 4-/Î — /icos-^^ — )tang— ; /îsin-—-
f «'« ~ . 4^*' • 4'f*' ^ îi^*'
a/2 -H/2 — /?cos-^^ h/2Sin-=^ — tang — r-
On obtiendra des formules semblables pour le pignon en changeant dans ces dernières t^ en a et n en n'y et inversement.
Ces formules sont trop compliquées pour qu'on puisse les discuter facilement; mais dans les cas ordinaires de la pratique, que nous allons maintenant examiner, on peut leur faire subir sans erreur appréciable des simplifications importantes.
1° Cas des petits arcs d'approche et de ra/mi7a.— Supposons que n, n! soient assez grands pour qu'on puisse négliger les
puissances supérieures à la seconde des angles — > ^« La
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première des formules (i) donne, en conservant seulement les termes du second ordre,
(2) l'. — an j — v\
On trouverait de même
^ ' ^ nn'
En admettant un jeu de -^ du pas pour le creux, ou à trèspeu près i^t on a, pour la longueur tolale des dents des deux roues,
l^l^^l^^^ay —, H-^J.
La seconde des formules (i) donne, en continuant l'approximation adoptée,
/ e'—e\ aTTt»
(3) { d'où On trouverait de même
•ip -H l
Nous remarquerons que, dans les cas ordinaires où a=tt=: i , on a
2*» Cas d'un pignon d'un petit diamètre. — Lorsque le
rapport |^ = -7 est petit et descend au-dessous de | par n
exemple, on peut, sans grande erreur, négliger le carré de /x
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devant l'unilé, et la première des formules (i) donne
OU
/. ^ — i-h ^ )sm* •
On peut aussi écrire
^.-^ asm . , , .
tangOO'/Ti = ^ - fxsin _. |^2 ~ p h- t* cos -^ j,
ft cos
OO'/w = tangOO'w - tang'^^— !^
= f sm - — 2 — fx 2 — cos -^ h - sin ) i
4 '^Lx ^ ^ '^ ) A
et enfln
. 47rt'
sin
(9) -^^=:av--^_-[^a-p(^,-cos— -sm— )J.
Comme généralement, dans le cas qui nous occupe, on s'arrange de manière que l'arc d'approche soit toujours trèspetit, il suffira d'appliquer les formules (3') pour les dimensions des dents du pignon.
16. Engrenage à développante de cercle. — D'après ce que nous avons vu (12), si le profil de l'une des dents de l'une des roues est la développante d'un cercle qui lui est concentrique, le profil des dents de l'autre roue sera également la développante d'un cercle qui lui sera concentrique, et dont on effectuera facilement le tracé.
Pour rendre l'engrenage réciproque, on forme chaque dent de deux parties symétriques, et on limite les faces de manière que, lorsqu'un couple de dents est en prise sur la ligne des centres, le contact cesse pour le couple suivant en même
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temps qu'il commence pour le couple précédent. Si le cercle qui limite les extrémités des dents de Tune des roues coupe le cercle enveloppe du profil des dents de l'autre roue, on complète les dents el les creux de cette dernière par deux rayons et une circonférence qui lui soit concentrique [Jig. ^o).
Fig. 40.
Pour éviter que les dents ne soient trop affaiblies à leurs extrémités par suite du rapprochement des développantes, on donne à la normale commune au point de contact la plus grande inclinaison possible sur la ligne des centres. Considérons, par exemple, le cas de l'engrenage extérieur, le même raisonnement s'appliquant à l'engrenage intérieur, et abaissons du point de contact A des circonférences primitives la
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perpendiculaire AC sur le rayon du pignon limitant Tare AB pris égal au pas. Soit G le pied de la perpendiculaire abaissée du point 0' sur la direction de la droite qui joint les points A et C; on satisfera à la condition que l'on s'est imposée en prenant pour circonférences enveloppantes celles qui ont pour rayons OC, O'C. Il est clair, en effet, qu'une dent du pignon parvenue à une distance égale au pas du point A sera poussée par son premier élément, et qu'elle ne pourra plus l'être au delà. Toutefois il faudra prendre l'inclinaison CC' sur 00' un peu au-dessous de la Jimite précédente, pour faire la part de légers défauts de pose.
L'engrenage intérieur est réciproque, mais il offre l'inconvénient de conduire à des dents concaves pour la roue, inconvénient que l'on ne peut atténuer qu'en multipliant suffisamment le nombre des dents.
Si, par un défaut de pose ou l'usure des coussinets, la distance des axes vient à varier, les dents continueront à agir suivant une normale commune, mais différente de celle qui avait été fixée, et les efforts transmis continueront à rester dans le même rapport qu'auparavant,, puisque le rapport des rayons des circonférences primitives est égal dans tous les cas à celui des rayons des circonférences enveloppées; de sorte que l'usure des dents sera beaucoup plus régulière que dans tout autre système d'engrenage.
Le tracé du profil des dents du pignon ne dépendant que de son rayon et de l'inclinaison de la normale sur la ligne des centres, on voit qu'une même roue pourra conduire à la fois des pignons de diamètres différents. On déterminera le profil relatif à la roue pour le plus petit pignon et l'on en déduira ensuite les profils des autres pignons.
Malgré cet avantage, l'engrenage à développante est peu employé, en raison de la convergence des profils qui affaiblit beaucoup les dents, surtout pour les pignons d'un faible diamètre par rapport à celui de la roue.
(a). Tracé par un arc de cercle. — Si le contact est peu étendu de part et d'autre de la ligne des centres, on peut remplacer approximativement les deux développantes par deux arcs de cercle de centres C, G et de rayons AC, AC.
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(b). Minimum du nombre des dents dans l'engrenage exté^ rieur à développante de cercle. — Comme au n*» 15, dont nous conserverons les notations, nous nous imposerons d'abord la condition que le contact commence à la ligne des centres.
Soient (Jig* 40 E'o« ^i ^^ naissance de la développante relative à la roue 0', lorsque le contact a lieu en A et en m;
Fig. 4i.
7 Tangle formé par la normale CC en A avec la tangente au même point menée aux circonférences primitives. On a
km = E; E', = OC'. AOA; = ^^ R'cosv = yR C0S7,
/wN = A/71. CCS 7 = <pR 008*7 = çR
H fX
mais nous avons vu plus haut qu'il y avait avantage à prendre 9 = y ou à supposer que les points m et C coïncident, ce qui donne
a) î-ï-î : — ^> tangua) •
' a-j-fxf 8in2f - ^^^ 2
Si Ton néglige d'abord le jeu sur lequel nous reviendrons plus loin, on a i' = î, et
3 ^-^ : — ^>tangff,
formule qui, considérée comme équation, donne les résultats suivants :
Pour fA — o <p = 3o,o d*où /i = 12,
Pour if. = i.
Pour p =
Pour fx -
J*our fA -- 1 .
Pour fx — 1 .. <p— 22,5 n — 16;
on peut donc employer la formule
pour représenter le minimum du nombre des dents du pignon.
Pour voir maintenant quelle peut être l'influence du jeu, il suffit de différentier, en 9 et /, la formule (2), considérée comme équation, par rapport à la caractéristique $, de supposer ensuite i' = -î ce qui donne, en posant 29 = x et multipliant
les termes linéaires en x par le coefficient numérique déterminé ci-dessus pour pouvoir évaluer cet arc en degrés,
jo n I i-hcosj: — 0,0 1745^ sinj: 1
f- 0,00873 ^x sin J7 / 3 \ I 0,00873 a^(i -H cos^)sin
I fA -H COS - fAX ) < ; \ .. r^ 7- )
\ 4 "^ y j (a-h 0,00873 ^J7sinj:)=' I 2
0,01745 cos^ ( 2 -h o , 00873 fA ar sinor )»
formule que Ton applique facilement aux cas examinés plus haut, surtout en conservant les détails des calculs déjà effec-
( ' ) Savary a trouvé
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lues; on trouve ainsi
Pour a = o — =1,11^/,
Pour fA ~ i — = I , i4 tf/ ,
Pour p= ^ — ==i,i3di,
Pour fA — I — = 1 , i8 or,
Pour f^ =- ; ~ = 1 , 190^',
Pour u.= i — =1,11 or.
On peut donc poser
(5) /i^ (i2-h5fA) (i-f-i,2<îi").
L'engrenage intérieur n'étant presque jamais employé, il serait sans intérêt de rechercher les limites du nombre des dents qu'il doit comporter.
(c). Relations entre le pas, la saillie et V épaisseur des dents de Vengrenage extérieur à développante de cercle. — Pour des motifs que nous avons exposés plus haut, on emploie peu l'engrenage à développante de cercle, et les rares applications que l'on en fait se rapportent à l'engrenage extérieur réciproque, dans lequel les arcs d'approche sont par suite égaux au pas, qui est pris assez petit pour que l'on puisse négliger les puissances supérieures à la seconde des angles au centre correspondant dans les deux circonférences primitives. Nous ne considérerons donc que le cas particulier que nous venons de définir; nous conserverons d'ailleurs : i® les notations cidessus, en supposant l'angle y du même ordre de grandeur que les angles d'approche et de retraite; a*» celles du n® 15, où nous avons traité la même question pour les engrenages à flancs. La fig, ^o donne
O'/w = Va^Vr"h- 2Â^R'sin7 = i/r'^ .+- 4R» ^ .+- ^ RR' ^ 7
= R'^i-h8p*^ H-afx^7J,
d'où, pour la saillie F, m de la deni A, m,
mais nous avons vu qu'il était avantageux de prendre y = — ^ -, nous aurons par suite
On trouvera de même
On a AO'A'=: /xç; Tangle mO'A peut être considéré comme égal à sa tangente, c'est-à-dire, d'après l'article précédent, à
— ^ 7-^\ on a donc, en ne conservant que les termes du
t- i*-^/ d'où
(b) e'- < = aR>^(7'H- pyv) = a/ï(7'4- fiî>7),
ou, en supposant cp = y = — i
(a) e'=<= — ,- (i-f-fx).
On trouverait de même
ou
Si maintenant, en négligeant le jeu latéral, oiï suppose a = 2e = 2e^f et que l'on admette pour les creux un jeu
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de —9 soil à peu près ^-j on a 10 '^ *^ 3o
lao)'
ef
17. Engrenage à lanterne. — Dans cet engrenage, le pignon qui porte le nom de lanterne est formé de deux plateaux circulaires ou tourteaux réunis près de leurs circonférences par une série de cylindres circulaires {fuseaux) équidistants, parallèles à Taxe de rotation, et dont les axes sont à une distance constante de ce dernier. Les dents de la roue [rouet), qui portent le nom d'alluchon, sont implantées dans la roue et sont ordinairement en bois, tandis que les fuseaux, qui s'usent plus facilement, sont en fonte ou en fer et rarement en bois.
Considérons d'abord l'engrenage extérieur : l'enveloppée étant une circonférence, on exécutera le tracé du profil des alluchons, d'après la méthode indiquée au n* 12, en remarquant que l'on ne devra prendre que la portion de l'enveloppe extérieure à la circonférence 0 pour éviter une forme concave pour les dents. On s'assurera facilement que le contact a lieu exclusivement après ou avant la ligne des centres, selon que ie rouet conduira ou sera conduit; mais, dans les deux cas, les rotations seront nécessairement de sens contraire.
Cet engrenage n'étant pas réciproque et nécessitant pour les fuseaux des diamètres relativement grands, ce qui donne lieu, par suite, à des frottements considérables, est peu employé.
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Dans l'engrenage intérieur, on tracera Tépicycloïde engen drée par un point de la circonférence primitive du pignon dans celle de la roue, puis la courbe obtenue eif diminuant ses normales d'une longueur égale au rayon du fuseau. Les dents du rouet ainsi déterminées seront concaves, inconvénient 2 ajoutera ceuxqu'on a signalés plus haut. On remarquera que, s le rayon de la grande circonférence est double de celui de h petite, l'enveloppe des fuseaux se réduit à une droite, ce qui permet d'établir le rapport ~ entre les vitesses angulaires ai moyen de la disposition suivante, qui est assez curieuse La roue porte six flancs en ligne droite formant rainures dans autant de bras de la roue; le pignon est muni du trois galeu représentant les fuseaux glissant dans les rainures, et doni deux sont toujours en prise.
Une semblable disposition est également applicable à un nombre de galets supérieur à trois, mais la solution pratique devient moins simple.
(a). Minimum du nombre des fuseaux. —Supposons, comme cela a lieu habituellement, que la lanterne soit le pignon, ei proposons-nous de déterminer le minimum du nombre des fu seaux qu'elle peut porter pour que l'engrenage soit possible.
Conservons les notations des n°* 15 et 16, 9= — étan'
l'angle au centre de la lanterne correspondant au pas a, ia, i'c
Fig. 43.
les vides respectifs de la lanterne et du rouet. Soient [fig. 42 C, C les centres d'un fuseau dans les positions respective
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OÙ la menée a lieu à la ligne des centres, et où elle finit au point m.
La condition de continuité du mouvement exige que l'angle C'OC soit au plus égal à 9, et, en admettant l'égalité, on a
Pour qu'une dent du rouet puisse pénétrer dans Tintervalle des fuseaux C et C% il faut (15) que
tangwO'A^ tang- (i-t-'*') p.
Or le rayon des fuseaux a évidemment pour expression
mC = aR sin (f ( j ?
et, si mN est la perpendiculaire abaissée du point m sur 00', on a
//îN - RsinAOC'- /wC'cos^^^
=rRsin(3-/)-— aRsini^f cos(3— /)2
-4Rco8(3-/)^ cos(5--30 ïsin^i^^y;
et comme
.„ -,^ AOC
AN = wNtang »
tangmO'A = g,:^-^,
Tinégalité ci-dessus devient
4ixcos(3— 0? cos(5 — 3/) ^ 8in(r-i-/)^
(1) — ^tangp <f,
H-4fxsin(3 — /) 7 cos(5 — 3/) ? sin(i-+-/) | ^
Pour donner aux fuseaux une résistance suffisante, on fait en sorte qu'ils correspondent au moins à la moitié du pas; nous supposerons i = \, et, en négligeant d'abord le jeu, nous aurons /' = 1.
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Si donc on pose
la formule (i) devient
2) --^ r-^ — r-^-- ^ tangôfxx.
Pour fx = o, on aura
cos5x C087X sinSiT^ ^x
OU, en évaluant x en degrés,
C085x C087:c 8in 3 x ^ 0,02617^:
et, de la même manière,
On trouve, après quelques tâtonnements :
Pour fA = o jr = 7,2i, d*où /i- 7,
Pour fx = j 07 = 6,43, // — 7,
Pourfx = f x=5,70, n= Sj
Pour |x = I a: = 4,86, // = ro,
ce qui conduit à poser
(4) 7i = 7H-3fx (').
Si maintenant on veut tenir compte du jeu latéral Si', en supposant qu'il soit supporté seulement par les alluchons, on
trouve que — va en croissant de 0,40 3/' à 0,720/' pour les
valeurs respectives de fxr=:o, ]ot==i, de sorte que la formule (4) corrigée peut être représentée par
(5) /i = {7 + 3fi)(i4-o,8^0.
(e). Relations entre le pas et les dimensions des alluchons, — En conservant les notations du numéro précédent et celle
( ' ) Savary a trouvé
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des n""' 15 et 16, on a
0'm= Vâ)^' -+- R'' -h aÂ^.R' cosAOC' ,
AC' = 2R8in^^ = 2R8in(3-/)|,
/?iC' = aR8in(i— i) 2, (a) km = AC— /wC'= 4Rsm(i-+- /) | co8(5 - 3i) î,
[i) C080AC'=8iii(3 — /)|;
par suite, en supposant z = 1, <p z= — ,
r\i m I ^ • . *3 TT - 7 TT ~ ! 3 TT 7 TT . 5 JT
0'/H = R'4 /i4-i6f*'sm'7 - ces' 4 - h- Sasin^ -co8 4- sm-r -• Y *^ 4/1 4/1 *^4/i 4/1 4/1
Si nous supposons maintenant que, par suite des valeurs attribuées à n et fx, les derniers termes sous le radical soient assez petits pour que Ton puisse négliger les puissances supérieures à la première, et si nous remarquons que
r = O'/n — R', R' = — 5 nous aurons
,. ,, %na l .-Stt ,77r .3it 77r.5 7r\ (l /; = l 2fA 8in'-7 - C08*~ - H- Sin-r - COS 7 - SID 7 - ) •
' Tz \ ^ 4// 4/2 ^n ^ n ^nj
Remarquons également que Ton a
ou, d'après la formule (i) de l'article précédent, en supposant que l'angle mQ' k soit assez petit pour qu'on puisse le remplacer par sa tangente.
/ 2/1 5 TT 7 TT . 3 7r\
'Il 008 7 - COS 7 - Sin -7 - )
I 4- 4 fx sin 7 - 008 7 - 8in 7 - ^^ 4/1 4/1 4/1
formule dans laquelle on devra supposer 2e = a.
18. Des trains ou équipages d'engrenages. — Nous avons vu que le rapport du diamètre d'un pignon, rapporté à celui de Ja roue avec laquelle il engrène, ne devait pas dépasser une certaine limite, qui est \ pour les machines industrielles, et ~ pour les chronomètres, limite que nous représentons par v.
Supposons que Ton veuille transformer une rotation a)i autour de Oi en une autre plus grande tù» autour deO«, telle que le rapport
soit inférieur à v : pour y arriver, on montera sur Taxe Oi une roue que Ton fera engrener avec un pignon tournant autour d'un axe intermédiaire 0» et faisant corps avec une roue; on fera engrener cette dernière roue avec un pignon monté sur un second axe intermédiaire Os, et ainsi de suite jusqu'à ce que Ton arrive au dernier pignon tournant autour de O,. Le nombre *— 2 des axes intermédiaires, les rayons des pignons et des roues ou leurs nombres de dents devront être choisis de manière à satisfaire à la condition (i) et à celle qui résulte de la limite inférieure v pour le rapport du diamètre d'un pignon à celui de la roue correspondante. Soient, à cet effet,
R,,..., R,-, les rayons des roues successives, montées sur les axes 0,,. . ., 0,-,;
N,,. . ., N,_, les nombres des dents de ces roues;
r„ Tj,. . ., rf-, les rayons des pignons tournant autour des axes 0„03,.-.,0,;
7i„ «a, . . . , n,_, les rayons et les nombres des dents de ces pignons ;
û),,. . ., w, les vitesses angulaires de d,. . ., O3.
On a
d'où
. X w. nr,.,.r,_,
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Od Toit ainsi que le rapport des vitesses angulaires extrêmes, ou la raison de Tengrenage, est égal au rapport du produit des rayons ou du nombre des dents des pignons à celui des rayons ou des nombres des dents des roues.
Dans de semblables mécanismes, il arrive quelquefois, comme dans la minuterie des chronomètres, que deux arbres soient concentriques, Tun creux, appelé canon, tournant à frottement doux sur l'autre.
Les vitesses extrêmes (en employant uniquement des engrenages extérieurs, comme nous le supposerons toujours dans ce qui suit) seront de même sens ou de sens contraire, selon que le nombre des axes intermédiaires sera impair ou pair. Pour établir une distinction entre ces deux cas, nous affecterons e du signe -+- dans la première, et du signe — dans le second, ce qui revient à poser
On représente généralement un équipage d'engrenages de la manière suivante, en plaçant sur la même ligne horizontale les nombres des dents des organes qui engrènent ensemble, et sur la même verticale ceux qui correspondent à un axe commun
Exemple :
Une horloge à seconde peut être représentée par le diagramme suivant :
Roue d'échappement. . . 3o — 6 Aiguille des secondes,
Roue moyenne 45 — 6
Roue motrice 48 — 25 — 6
25 Aiguille des minutes, 72 » des heures,
le mouvement étant communiqué de la roue motrice à la
roue d'échappement par deux pignons de 6 dents et deu roues, dont Tune a 4^ et l'autre 48 dents. L'aiguille des se condes est adaptée à la roue d'échappement, qui est réglé* en raison d'un tour par minute, et l'on voit, d'après le tableai précédent, que la roue motrice fera un tour par heure; caroi
a pour la raison
Si l'on voulait employer des pignons de 8 ou de i4 dent! ou ailes au lieu de pignons de six ailes, qui sont assez défectueux, on remplacerait la partie du diagramme ci-dessus, relative à ces organes, par le suivant
3o — 8 ou 30 — 12
64 io5
Il résulte de ce qui précède que l'on obtiendra facilement la raison d'un train donné; mais le problème inverse, consistant à déterminer un équipage, correspondant à une raison donnée, exige quelques développements, dans lesquels nous allons entrer après avoir traité le cas particulier suivant.
19. Problème de Young. — Cette question, qui a plutôt un caractère de curiosité que d'utilité, a pour objet de déterminer les éléments de l'équipage qui, pour une raison donnée e, correspond à un minimum du total des dents lorsque les pignons sont tous identiques entre eux ainsi que les roues.
Si l'on pose
on a
d'où, en prenant les logarithmes hyperboliques.
Ce qu'il faut rendre minimum, c'est l'expression
A(/i4-N)=Nl.sly!^,
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dont la dérivée, égalée à zéro, donne Téquation , I
d'où, par approximation.
Si Ton prend ^=3, 60, celte valeur s'exprime par le rapport de 18 à 5 ou de 36 à 10, nombres qui sont très-convenablés comme modules d'une roue et d'un pignon. On trouve, en faisant varier A-,
Pour k= 1 2 3 4 5
Si donc le rapport proposé est une de ces valeurs, on pourra employer l'équipage de Young, composé d'un nombre de pignons de 36 dents et de pignons de 10 dents déterminé par la valeur correspondante de k.
20. Méthode générale pour fixer les éléments d'un train dont la raison est donnée. — Pour établir un système de rouages, on voit qu'il est indispensable de mettre e sous la forme du quotient de deux produits de même nombre de facteurs que l'on puisse grouper deux à deux, du numérateur au dénominateur, de manière que le rapport de ce couple ne descende jamais au-dessous de v.
Pour faire cette décomposition d'une manière simple et suffisamment approximative, lorsque les deux termes de la raison sont très-grands, on réduit e en fraction continue et Ton cherche parmi les réduites successives celle qui convient le mieux au but que l'on se propose.
On sait que deux réduites consécutives. sont l'une plus grande, l'autre plus petite que la fraction génératrice, que leur différence est égale à l'unité divisée par le produit de leurs dénominateurs, et enfin qu'une réduite jouit de la propriété d'exprimer une approximation par le quotient des plus petits nombres entiers; mais il est moins important d'avoir de petits nombres pour les deux termes de la fraction qui représente approximativement e que d'obtenir des nombres décompoiil. 5
sables en facteurs. Aussi, lorsqu'on ne trouve pas parmi les réduites une fraction satisfaisante, il faut avoir recours à des fractions moins simples, parmi lesquelles on en trouvera souvent de plus avantageuses pour l'objet que Ton se propose.
ce Soit, à cet effet, - une fraction, dont les termes sontindé-
terminés, supposée très-peu différente d'une autre fraction -r dont ^ est Tavant-dernière réduite; on a
aq —hp —1^
et, en posant
ay — bx = X-,
k devra être très-petit par rapport à 6 j, par l'hypothèse que
la différence -r = -, — doit être très-petite. Cette dernière
équation, en vertu de la formule précédente, aura pour solution en nombres entiers
X=kq, x=hp',
par conséquent sa solution la plus générale en nombres entiers sera (5) j^=X7-+-M«, j7 = ^/?-4-Mâ,
M étant un entier quelconque positif ou négatif.
On donnera à M et à A* des valeurs croissantes positives ou négatives, et l'on s'arrêtera à celles qui fourniront pour ^ et^ des nombres dont la décomposition en facteurs permettra de satisfaire à la question proposée, après s'être assuré que l'erreur commise est admissible.
21. Applications : i° Horloge à secondes, — On suppose que la roue d'échappement fait un tour par minute, que le nombre des axes est réduit à trois, ce qui est un minimum, et enfin que chaque pignon ne possède que six ailes, ce qui est encore un minimum. On a
6o RR, 2i6o 45.48
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et Ton retombe sur la combinaison indiquée au n® 18, et qui est la plus avantageuse parmi toutes celles qu'on peut déduire de la décomposition en facteurs de la raison, à cause de la presque égalité des nombres des dents des deux roues.
On trouvera de la même manière la combinaison relative à remploi des pignons de huit ailes.
2® Horloge lunaire.-— Vune des aiguilles marque les heures sur un cadran, et l'autre fait une révolution dans la durée 29112^44*" d'une lunaison : on a
42624 io63i
Hais io63i étant un nombre premier, nous prendrons la valeur approximative
correspondant à un train facilement réalisable, et qui ne donne lieu qu'à une erreur d'une minute par lunaison.
3** Horloge de huit jours. — Pour que la longueur de la corde du poids moteur ne devienne pas un inconvénient, il ne faut pas qu'elle fasse plus de seize tours, et il est nécessaire, par suite, que chaque tour corresponde à douze heures; toute paire de roues ayant pour raison ~ suffit pour atteindre ce but, et l'on prend généralement 8 et 96 pour les deux termes du rapport, ce qui donne pour diagramme :
96 12 heures
8 — io5 I heure
12 — 3o X minute
4° Horloge d'un mois. — En admettant toujours seize tours de corde, chaque tour devra suffire pour quarante-huit heures; la raison -^ serait trop petite pour une seule paire de roues, mais elle peut être obtenue avec deux.
En employant, par exemple, des pignons de douze et de
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seize ailes> on obtient le diagramme suivant :
96 48 heures
16 — 96 I heure
la — io5
12 — 3 I minute
5*» Horloge sidérale. — Pour obtenir une horloge qui donne à la fois le temps sidéral et le temps moyen , on peut placer derrière l'aiguille des heures un cadran mobile plus petit que le cadran ordinaire et concentrique avec lui; Taiguille, faisant une révolution en vingt-quatre heures solaires, marquera le temps moyen et indiquera en même temps l'heure sidérale sur le cadran mobile. Si on lui donne un mouvement rétrograde de 3"'55%555 = 236*,555 par jour moyen, le rapport de la vitesse de l'aiguille à celle du cadran est
La fraction -7— r — ? réduite en fraction continue, donne 47311
pour réduites successives
1 19 2i 80 io3
et Ton peut prendre avec une grande approximation la réduite
io3 "" io3.8
On peut employer une autre disposition, dans laquelle une seconde aiguille accomplira une révolution dans un jour sidéral, en remarquant] que vingt-quatre heures de temps sidéral équivalent à 24**56"*4*x 0,906 = 86164* de temps moyen. La raison relative à l'aiguille du temps sidéral et à celle du temps moyen est par suite
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et en opérant comme on Ta indiqué plus haut sur cette fraction, qui est irréductible, on arrive à l'expression
365iXh- ai54iM 366i^-+-2i6ooM*
ce qui donne, dans l'hypothèse de k = — ^, M -~ 7,
rapport qui ne conduit qu'à une erreur annuelle de 21', 5. 32. Méthode de M. Brocot. — Si deux fractions quelconques
j satisfont à la relation 0 a
à laquelle les réduites doivent leur propriété fondamentale, toute fraction comprise entre elles aura nécessairement des
termes plus considérables; mais, comme t — -^ jouit, par rap-
(t c port à ^9 ^9 de la propriété exprimée par l'équation précédente, elle est la plus simple des fractions comprises entre ces dernières. En partant de là, M. Brocot a donné une Table où flgurent toutes les fractions dont les termes sont inférieurs à 100, avec leurs valeurs en décimales, classées par ordre de grandeur. Un rapport quelconque tombe nécessairement entre (feux fractions contenues dans la Table, et qui sont les plus simples parmi celles entre lesquelles le rapport est compris. En ajoutant ces fractions terme à terme, on en aura une moins simple, mais plus approchée du même rapport, et l'on continuera ainsi de proche en proche, jusqu'à ce qu'on ait obtenu une fraction satisfaisante.
Lorsqu'on veut arriver à une exactitude rigoureuse, il faut renoncer aux équipages de roues tournant autour d'axes fixes, et avoir recours aux équipages épicycloïdaux, dont nous allons nous occuper.
23. Des trains épicycloïdaux. — Un train épicycloïdal se compose : i"" d'une roue dentée A fixe ou mobile autour de
son axe; 2*> d'une pièce B (levier ou châssis, suivant les cas), mobile autour de cet axe, et qui porte un équipage d'engrenages dont la première roue engrène avec A, et dont nous désignerons la dernière par la lettre C.
Soient, en grandeur et en signe, a, 6, c les vitesses angulaires de Â, B, C, le sens positif des rotations étant défini à l'avance; si nous concevons qu'on imprime à tout le système une rotation égale et contraire à celle de B, qui se trouve ainsi ramené au repos, nous rentrerons dans le cas d'un équipage ordinaire d'engrenages, dont on déterminera en conséquence la raison e en grandeur et en signe; mais les vitesses angulaires de A et C sont devenues a — b, c — 6 ; on a donc pour la raison
Dans cette formule on peut considérer a, b, c comme étant les rapports des vitesses angulaires de A, B, C à celle w de l'arbre qui communique le mouvement au train, et la même formule permettra de déterminer l'un de ces rapports, connaissant les deux autres.
Ldi Jtg. 4^ représente un premier spécimen de trains épicy-
Fig. 43.
cloïdaux; la roue dentée extérieure A, la roue intérieure C et le levier B peuvent se mouvoir autour du ménve axe 0; la
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roue D montée sur le levier établit la communication en ire les roues A et C. Si A est fixe, on a a = o ; par suite
et D est animé d'un mouvement épicycloïdal.
Dans le train de Fergusson (Jig» 44 )> ^^ roue A est fixe, ou n = o, de sorte qu'on a encore la relation (a); mais, au
lieu d'une roue C, on a trois roues indépendantes, de même diamètre, montées sur le même axe, engrenant avec la roue intermédiaire D; ainsi les e, pour ces trois roues, sont proportionnels aux nombres de dents correspondants. Si pour la première roue C on a e >> i, pour la deuxième e = i, pour la troisième ^<^i, en faisant tourner le levier B, les deux rouages extrêmes tourneront en sens contraires, tandis que l'intermédiaire ne sera animé que d'un mouvement de translation.
Dans le train représenté par la fig. 4^» A est fixe et est
Fig. 45.
monté sur le même axe que B et C, qui ont le même diamètre; un pignon D établit la communication entre A et C. Supposons que C et A aient respectivement /i — i et /i dents; nous aurons
- et n
Si n == loo, le rapport des vitesses angulaires est -^ ; on voit ainsi comment les trains épicycloïdaux se prêtent à la réalisation des rapports très-petits entre deux vitesses angulaires.
Nous donnerons plus loin d'autres applications des trains épicycloïdaux.
§ II. — Les axes de rotation sont concourants,
24.. Engrenages coniques. — Proposons-nous de transformer une rotation w' autour d'un axe 0^' en une autre w autour d'un autre axe 0^, qui rencontre le premier au point O, de
&)' manière que le rapport — soit constant, et désignons par (S')
et (S) les systèmes matériels qui tournent respectivement autour des deux axes ci-dessus.
Considérons deux portions correspondantes de ces axes pour lesquelles les rotations w', w sont de sens contraire pour l'observateur couché successivement suivant Ox'y Ox^ en ayant les pieds en 0, et concevons que l'on imprime au système des deux corps (S') et (S) une rotation égale et contraire à celle du premier, qui se trouve ainsi ramené au repos; (S) sera animé d'une rotation û autour d'un axe Oj, dont l'inclinaison sur 0^' etO^ est constante et est celle de la diagonale du parallélogramme, construit sur des longueurs proportionnelles à 6)', ck), portées à partit» du point 0 sur les deux axes.
Concevons deux cônes circulaires (o-'), (d), engendrés par la droite Oj, tournant autour de 0^', 0^; le second cône, dans son mouvement relatif, roulera sur le premier; mais en revenant à la réalité, s'il y avait entre eux suffisamment d'adhérence, ils réaliseraient la transformation de mouvement dont il s'agit, et c'est ce qui leur a fait donner le nom de cônes primitifs.
Comme, en général, l'adhérence est insuffisante pour obtenir l'effet voulu, on munit chaque cône de saillies où dents, ayant une forme conique dont le sommet est en 0, séparées par des intervalles ou creux: dans chaque creux pénètre, dans une certaine région, une dent de l'autre cône, qui pousse
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une dent de la seconde roue de manière à établir la continuité du mouvement.
Une sphère d'un rayon quelconque R ayant pour centre le point O déterminera : i® dans les deux cônes {</), {c) deux cercles (s'), (s) roulant Tun sur l'autre; a^ dans deux dents en contact de (S'), (S) deux courbes (a'), (a), dont la première sera Tenveloppe des positions de la seconde.
En faisant sur la sphère le même raisonnement qu'au n<^i2, sur le plan, on reconnaît que l'arc de grand cercle normal au point de contact m de (a') et (a) passe par le point de contact A des deux cercles {s'), (s), que {a) étant donné, on déterminera {a') par la construction du numéro précité, en substituant aux expressions de centre et de rayon celles de pôle et d'ouverture de compas sphérique.
Mais comme le contact, en vue de réduire l'influence du frottement, est toujours peu étendu de part et d'autre de la génératrice de contact des cônes, on peut substituer approximativement à la construction précédente, qui présente des difQcultés pratiques, celle qui suit.
I Soient (J/îg-. 46)OA = R le rayon de la sphère déterminé
Fig. 46.
P» la direction de Oy; B, B' les intersections de la perpendiculaire en A à OA avec 0^, 0^',
74 QUATEiÈMi PAmra. — cBAinmE m.
CoaceTODS deux cônes, engendrés par It révolation de{ BK, Bk' auloar de O^r, 0 j/ ; ces deux cônes» qae nous sappo*| serons matérialisés, seront tangents à la sphère en A, et déter-i mineront, dans les dents, des courbes que l'on peut considé^i rer comme se confondant avec les profils sphériques dans rétendue du contact à partir du point A.
Soient &>(, ob les composantes de &> suivant BB' et sa perpendiculaire dans le plan des axes; (ù\y (ù\ les composantes semblables de <ù\ Des rotations a>,, &>', ne résultent, aux environs du point de contact, que des vitesses de l'ordre de l'étendue du contact et qui peuvent, par suite, être négligées. Les rotations a>3, 6>2 donnent lieu au déplacement des profils dans le plan tangent dans lequel on peut supposer que les deux cônes ont été développés; on obtient ainsi deux secteurs dentés engrenant l'un dans l'autre à une faible distance de la ligne des centres et dont les vitesses angulaires sont respectivement (ùty Cl)', . Or on a
«, = »cos(x,v),
w sinfa::',^)
d'où
w' sin(x,j-) w, _ tang(jr\.r) _ AB'^
Il suit de là que les dents des secteurs doivent être tracées comme celles d'un engrenage cylindrique dont les rayons des circonférences primitives seraient AB, AB'.
L'épure, faite et découpée en patron, sera appliquée sur le double cône (B, B') sur lequel on tracera le profil des dents.
En nous plaçant maintenant au point de vue pratique, le double cône sur lequel s'effectue le tracé est celui qui termine l'engrenage dans la région la plus éloignée du point 0; les dents tracées, on coupe les cônes B, B' par des plans CD, CD', perpendiculaires aux axes 0^, 0^', de manière à ne laisser subsister que les zones correspondant à l'épaisseur transversale des deux roues, qui sont limitées à l'intérieur par les cônes de sommet 0, ayant pour bases les cercles détermi-
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nés par les plans CD, CD'. Soienl AAi l'épaisseur que Ton veut donner à l'engrenage dans la direction de OA; Ci, C^ les intersections de la perpendiculaire en Ai à AO avec OC, OC; on termine l'engrenage dans la région la plus rapprochée du sommet par les troncs de cône engendrés par les droites Ai Ci, A',C,, tournant respectivement autour de Ox, Ox' {fig. 47).
Fig. 47.
Les profils sphériques des dents des engrenages coniques jouissent de propriétés géométriques intéressantes, pour l'élude desquelles je renverrai à mon Traité de Cinématique
fure,
25. Trains épicycloldaux, — Lsijig, ^8 représente un train épicycloYdal à engrenages coniques. La roue A fait corps avec son arbre; la roue C est mobile sur l'arbre qui la traverse et <loni l'axe se trouve sur le prolongement de celui du précédent; l'arbre de C est relié à angle droit au levier B, autour ^uel tourne le pignon B, qui met en rapport A et C.
La formule (1) du n" 23, qui peut se mettre sous la forme
^6 QUÂTHIÈME PÀRTlB. — CHAPITRE III.
s'applique au cas actuel, a, 6, c étant les rapports des vitesse angulaires de A, B, C à celle de l'arbre qui produit le mouvi
Fig. 48.
ment, et e la raison des engrenages C et A, supposés dévc loppés dans un plan (2&]. Si les roues A et C sont identique! on a
et
Cette disposition permet d'établir entre les vitesses angi
laires de deux arbres un rapport j=rî dont l'un des termes a
moins renferme des facteurs premiers trop considérables poi que les équipages ordinaires soient suffisants.
En multipliant, si cela est nécessaire, les deux termes d cette fraction par un nombre choisi convenablement, on pei
toujours la mettre sous la forme --r-> (Xf^,y étant trois fac
teurs dont deux au moins, a, p par exemple, sont premlei entre eux.
L'équation
ax -H 6j = P
admet une infinité de solutions entières, positives ou néga lives. Supposons que l'on ait trouvé des valeurs convenable pour X ely; nous pourrons identifier l'équation (2) à la sul
vante :
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poser
9rj
bn est donc ramené^ au moyen d'engrenages, à transformer la N)tation c dans la rotation a autour de l'arbre A, situé dans le brolongement de celui autour duquel la transformation doit pire opérée,
I 26. Joint universel. — Pour transformer l'un dans l'autre peux mouvements de rotation autour d'axes concourants, dont il est nécessaire de faire varier l'angle à volonté, pourvu qu'il n'atteigne pas 90 degrés, on emploie le joint universel, ^ui consiste dans la disposition suivante.
Les arbres se terminent chacun vers le point de concours de leurs axes par une fourche {fig. 49) dont les branches sont
Fiff- 49-
percées d'ouvertures circulaires; l'axe de ces yeux rencontre celui de l'arbre auquel il est perpendiculaire. Dans les yeux des deux fourches pénètrent les extrémités des branches d'un croisillon formant, d'une seule pièce, deux tourillons rectangulaires. Le centre du croisillon coïncide avec le point de concours des axes de rotation.
Il est visible que les axes de figure des croisillons sont con-
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stamment compris dans deux plans perpendiculaires à l'axe d rotation passant par le centre du croisillon, et dont la direc tion de l'intersection est complètement déterminée. Soient [fig. 5o )
Fig. 5o.
PQ l'intersection de ces deux plans ;
A l'angle aigu qu'ils comprennent;
0 le centre du croisillon;
Oa, Oa' les positions, à un instant quelconque, des portion de l'un et l'autre axe du croisillon, situées respectivemen dans deux régions des plans faisant entre elles l'angle A;
Xy x' les angles formés par Oa, Ocd avec OQ.
Le triangle sphérique déterminé par les droites OP, Oa, Oc donne, en se rappelant que l'angle aOa' est droit,
cosx 003 j/ -h sinx sin j:' ces A = o,
tangx = r cotJ?'.
° cosA
Les vitesses angulaires &>, o)' de Oa, Oa' ou des deux arbre
dx dx^ étant respectivement égales à -7-) -^j on déduit par la dif
féreniiation de l'équation précédente w I cos*^
w' cosA sin'jc"
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d'où, par l'élimiDation de x\ au moyen de la même équation,
6/ _ cosA
6) ~ I — sin^xsin^A
Le rapport des deux vitesses angulaires varie ainsi entre les
limites et cosA; ces limites diffèrent d'autant moins
cosA
l'une de l'autre, ou la transformation est d'autant plus régulière que l'angle A est plus petit. On voit aussi que la transformation est impossible lorsque A = cflf* ou que les axes sont à angle droit, ce qui est visible a priori.
§ III. — Les axes de rotation ne se rencontrent pas.
27. Emploi des engrenages et des courroies. — Nous avons ici à transformer une rotation oi en une autre w' ^dont l'axe n'est pas compris dans le même plan que celui de la première, de
manière que le rapport — reste constant.
Soient {Jig. 5i )
A, A' deux points respectivement pris sur les deux axes;
kx, \! ûc' deux portions de ces axes pour lesquelles les rotalions sont de sens contraire pour l'observateur couché successivement suivant ces deux droites en ayant les pieds en A, A'.
Considérons la droite AA' comme l'axe d'un arbre intermédiaire et établissons dans l'angle ^AA' un engrenage conique
8o quàtmèiu Partis. — ghapitrb m.
donnant lieu autour de AA' à la vitesse angulaire ct)., définie par la relation
kx étant une constante ; les rotations (ù et 6)1 seront de sens contraire, la première de la gauche vers la droite, la seconde
de la droite vers la gauche, pour Tobservaleur couché suivant kxy kk'y en ayant les pieds en A; mais Wi aura lieu de la gauche vers la droite si l'observateur a les pieds en A'.
Montons également en A' un engrenage conique qui puisse transformer cot dans la vitesse iangulaire o)', dont le sens aura lieu de là droite vers la gauche. Si hi est la raison de ce dernier engrenage, on a
En multipliant cette relation par la précédente, on trouve
et par suite
On peut se donner arbitrairement Tune des deux raisons lu et A2, de sorte que la transformation peut se réaliser d'une infinité de manières pour un même arbre intermédiaire.
Lorsque les circonstances le permettent, il est avantageux de prendre pour A A' la perpendiculaire commune aux deux axes pour réduire à son minimum la longueur de l'arbre intermédiaire.
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La transformation peut encore s'eflfecluer (fig. 5a) en prenant pour intermédiaire une parallèle kjr à k'x'y menée en un point A de A^; un engrenage conique permettra de transformer (ù en une rotation », que l'on peut se donner arbitrairement> et Ton est ramené à transformer les rotations oi,»' dont les axes sont parallèles, ce que Ton sait réaliser.
On peut employer encore d'autres dispositifs, auxquels nous ne nous arrêterons pas, pour produire la transformation proposée, à l'aide d'engrenages coniques et cylindriques et de courroies.
28. Fis sansjin. — Ce mécanisme a pour objet de transformer l'un dans l'autre deux mouvements de rotation autour d'axes perpendiculaires non concourants, de manière que le rapport des vitesses angulaires reste constant.
La vis sans fin se compose : i** d'une vis à filet rectangulaire qui reçoit un mouvement de rotation autour de son axe ; 2» d'une roue dentée montée sur un axe perpendiculaire au précédent; le filet déplace successivement les dents de la roue, dont il détermine le mouvement de rotation, et la transformation est opérée.
Soient (Jig. 53 et 54 )
r le rayon du noyau de la vis;
/ l'inclinaison de l'hélice sur l'axe du noyau;
z la distance d'un point a de l'hélice à une section droite déterminée du cylindre;
B l'angle compris entre les plans méridiens passant par a et le point ao de l'hélice compris dans le plan de la section cidessus;
Il le pas de l'hélice.
On a la relation connue
[i] z = Brcoii= — ô.
Supposons d abord que la roue soit réduite à son plan
moyen (P) mené par Taxe 00 de la vis perpendiculairement
à l'axe O'O' de la roue, et soient maf la section déterminée dans
l'une des dents en contact avec le filet; ma la génératrice cor-
iii. 6
respondante de la surface hélicoYde^ a le point de Thélice situé sur la génératrice du cylindre.
Fig. 53.
Si Tangle d qui se rapporte au point a est celui dont a tourné la vis, à partir du moment où a se trouvait dans le plan (P), la génératrice am sera remplacée, au bout du temps dty par une autre axtri^y mais on voit que Ton est ramené à considérer le mouvement d'une droite am dont la vitesse de translation parallèle à 00 est
,, dz h d^ h
de 'lit dt 'It:
(ù étant la vitesse angulaire de la vis. Si Ton désigne par w' la vitesse angulaire de la roue, la con-
dition que doit remplir Tengrenage est que le rapport — reste
Cr)
constant, et par suite qu'il en soit de même dc:^-, mais on
voit alors que Ton est ramené au problème que nous avons résolu pour la crémaillère, et que le profil des dents doit être la développante de la circonférence primitive de la roue. Dans la réalité, les dents sont des cylindres dont les gêné-
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ralrices font avec l'angle O'O' Tangle 90°—/. Le conlaci entre la vis et une dent n'a lieu rigoureusement dans le. plan (P) qu'au point A situé dans le plan mené par 00 perpendiculairement à 0' 0'.
Fig. 54.
La vis sans un n'est donc pas un engrenage mathématiquement exact; mais elle donne une approximation d'autant plus grande que l'étendue du contact, à partir de A, est plus petite.
Cet engrenage, comme la crémaillère, peut être rendu réciproque en terminant le profil du filet par une tête cycloY-
CHAPITRE IV
TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT DE ROTATION œNTINU EN UN MOUVEMENT RECTILIGNE CONTINU, ET VICE VERSA.
29. Du treuil et de ses principaux dérivés, — Le treuil se compose (fig, 55) d'un arbre cylindrique 'ï[tour) dont la section est circulaire et Taxe horizontal, et qui ne peut se mouvoir qu'autour de cet axe. Une corde est fixée par une de ses extrémités à l'arbre sur lequel elle peut s'enrouler; à l'autre extrémité est accrochée la charge qu'il s'agit d'élever. A cet effet on adapte à l'un des tourillons, au delà du palier, une
Fig. 55.
manivelle M qui se termine par un cylindre horizontal (manette) d'un diamètre convenable pour recevoir la main de rhomme employé comme moteur. Il est aisé de voir que le rapport des vitesses de la charge et de l'extrémité de la manivelle est égal au rapport du rayon du tour à celui de la manivelle.
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Lorsqu'il s'agit d'élever des fardeaux d'un poids considérable, on ajuste une manivelle à chaque tourillon, de manière à permettre de faire agir simultanément deux hommes et parfois deux couples d'hommes. Pour des motifs que nous ferons connaître plus lard, on s'arrange ordinairement de manière que les deux manivelles, quisont d'ailleurs identiques, soient à angle droit, c'est-à-dire que les perpendiculaires abaissées de Taxe du treuil sur les axes des manettes comprennent un angle de 90 degrés.
la roue à chevilles {Jig. 56) des carriers n'est autre chose qu'un treuil dans lequel la manivelle est remplacée par une
Fig. 56.
roue montée sur l'arbre, de même axe que lui, et traversée par des chevilles horizontales équidistantes. L'homme détermine par son poids l'ascension de la charge, en agissant successivement çur les chevilles avec les pieds et les mains, comme s'il montait sur une échelle verticale. Dans la chèvre ordinaire (Jig. 57 ) dont le bâti est soutenu
par le hauban c, la^ corde partant de l'arbre passe sur une poulie avant de se terminer par la charge.
Fîg. 57.
Le cabestan (Jig. 58) est un treuil à axe vertical qui est em-
Fig. 58.
ployé, principalement dans les ports de mer, pour exercer de
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grands efforts dans une direction horizontale ou presque horizontale. La manivelle est remplacée par un levier traversant le tourillon supérieur prolongé en conséquence, sur lequel l'homme ou les hommes exercent leur action.
30. Du treuil à engrenages et de- ses principales applicO' iions. — Encliquetage. — Lorsque l'on a à élever des charges considérables, on substitue avec avantage au treuil ordinaire ci-dessus décrit le treuil à engrenages, dans lequel les manivelles sont montées sur un arbre spécial parallèle au tour. Un train d'engrenages, commençant par un pignon monté sur l'arbre des manivelles et se terminant par une roue ajustée sur le tour, réunit les deux arbres. Le treuil dont nous nous occupons est ordinairement muni d'un encliquetage {Jig. 59),
organe qui se compose : i** d'une roue dentée A (dite à rocket) montée sur l'arbre de la manivelle; le proGl de chaque dent est formé d'un arc de courbe peu incliné et d'une droite très-inclinée sur la circonférence; 2° d'un cliquet ou tige mobile autour d'un axe parallèle à celui du tour, pressée par une lame de ressort L. Le cliquet peut glisser sur la partie courbe des dents et non sur l'autre, et ne permet ainsi le mouvement de rotation que dans un seul sens, celui qui se rapporte à l'élévation de la charge. Si, par une circotistance quelconque, l'action du moteur vient à cesser, l'encliquetage fonctionne, la charge se trouve arrêtée au lieu de descendre avec une vitesse croissante, de sorte que le travail employé dans l'élévation n'est pas perdu, et l'on n'a pas à redouter d'accident (*).
(*) L'encliquetage dont il s'agit, et qui est employé dans un grand nombre de machines-outils, offre le double inconvénient de donner lieu à des chocs
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La chèvre représentée par la Jig. 6i se compose d'un tour à engrenage dont la corde passe sur trois poulies fixes et sup-
Fig. 6i.
porte finalement une poulie mobile à la chape de laquelle est accrochée la charge.
La grue fixe {fig. 62) ne diffère en principe de la machine
bruyants entre le cliquet et la roue et à des pertes de temps résultant de ce que le cliquet n*est presque jamais exactement en prise à la position du repos. L'enctiquetage de Dobo, dont nous allons dire quelques mots, est exempt de ces inconvénients. La roue à rocbet est remplacée par une roue folle A (fig, 60) recevant directement le mouvement pour le transmettre à un arbre qui porte quatre ailes, dont une seule B est indiquée sur la figure ; cette aile est articulée en C à une pièce reliée invariablement à l'arbre dont Taxe est projeté
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précédente qu'en ce que la corde ne passe que sur une poulie ûxe et que le support, au lieu d'être fixe, peut tourner autour
Fig. 63.
d'un axe vertical, ce qui permet de pouvoir accrocher et éle-
CD 0; sons l'action du ressort R, Taile s'appuie en m, vers l'extrémité de la
courbe mn qui la termine, contre '^* °* la circonférence intérieure de la
rpue A.
Si cette roue tourne de la droite vers la gauche, elle glissera sur la courbe m/i, puisque l'élément de cercle que pourrait décrire le point m autour de G est intérieur à la circonférence de A ; par suite l'arbre ne sera pas entraîné dans le mouvement; mais si la rotation de A a lieu de la gauche vers la droite le glissement est impossible, puisque le point m en tournant autour de G tendrait à pénétrer dans la roue. Il se produit donc un arc-boutement qui détermine la solidarité entre la roue et l'arbre dans le mouvement de gauche à droite.
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ver des fardeaux dans toutes les directions, en déplaçant en conséquence le support.
La fig. 63 représente une grue mobile^ dont le bâti est
Fîg. 63.
supporté par des roulettes qui permettent de transporter la machine à Tendroit où Ton doit s'en servir. Elle porte deux treuils, mais sur la figure celui de droite seul est censé fonctionner : la corde de ce treuil passe successivement sur une poulie fixe à droite, puis sur une poulie fixe à gauche où se trouve la charge à élever.
31. Crémaillère. — L'engrenage à crémaillère, dont nous avons donné le tracé aun*» 15, permet de transformer un mouvement circulaire continu en rectiligne continu et inversement.
Le cric^ qui sert à soulever à une faible hauteur des corps très-pesants {fig. 64), réalise l'emploi de la crémaillère pour effectuer la première de ces transformations. La crémaillère engrène avec un pignon monté sur le même axe qu'une roue dentée engrenant elle-même avec un second pignon qui fait corps avec une manivelle. L'axe de la manivelle est muni d'un encliquetage. En agissant dans le sens voulu on augmente la
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longueur de la partie extérieure de la crémaillère, dont Texirémité placée sous le corps a pour effet de le soulever.
Fig. 64.
32. Vis. — Considérons une vis, dont le noyau est maintenu de manière [fig. 65) qu'il ne puisse se déplacer qu'autour de son axe, terminée à Tune de ses extrémités par une roue, une manivelle ou un levier qui traverse la tête de Taxe. Si
Fig. 65.
récrou est guidé parallèlement à l'axe de la vis, en faisant tourner cette dernière, Técrou se déplace parallèlement à cet axe. Soient R la longueur de la manivelle ou le rayon de la roue; A le pas de Thélice; pour un tour de vis, Técrou se déplace de h; le rapport de la vitesse de l'écrou à celle de l'extrémité de la manivelle ou de la circonférence de la roue
est par suite égal à — rr-
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33. Mouvements différentiels. — i** Treuil différentiel. — Celte machine (fig. 66) diffère du treuil simple eu ce que le tour est formé de deux parties T, T' de diamètres différents, auxquelles viennent se fixer les deux extrémités de la corde; cette corde, qui s'enroule en sens opposés sur les deux parties du tour, supporte une poulie mobile P à la chape de laquelle est accrochée la charge à soulever.
Fig. 66.
Soient R le rayon de la manivelle; r, r' le plus grand et le plus petit rayon de l'arbre. A un tour de la manivelle, déplacée dans un sens convenable, correspondra Tenroulement de la longueur 27rr de corde sur le cylindre de rayon r et le déroulement de 27rr' sur Tautre cylindre. Si les cordons de la poulie mobile sont parallèles dès l'origine et s'ils restent suffisamment longs pour qu'on puisse les considérer encore comme tels à un instant quelconque, la charge se sera élevée de 2 71 (r— r') ; le rapport des vitesses de la charge et de l'extré-
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mité de la manivelle.
27rfr— K^ r—r'
peut être rendu
27rR "" H
aussi petit que Ton voudra par une valeur déterminée de R, en donnant une valeur convenable à la différence r— r\
2*» Vis différentielle. — Cet organe (yîgf, 67 ) se compose d'un arbre portant vers ses extrémités deux pas de vis identiques A, A' traversant deux supports qui forment écrous Gxes.
Fig. 67.
^^^^;Sim>;!;.m^:Sfl^iIStc^a
Le milieu de Tarbre est muni d'une vis B, d'un pas A' différent de celui h des précédentes, et porte un écrou C qu'un guide empêche de tourner. Les trois vis sont de même sens. Pour un tour, l'écrou s'avancerait de h! si la vis était fixée dans des collets; mais elle s'avance elle-même de A : le déplacement absolu de l'écrou est donc h! — h, quantité que l'on peut rendre aussi petite que l'on voudra tout en conservant aux deux filets de vis la solidité voulue.
CHAPITRE Y
TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT CIRCULAIRE CONTINU EN RECTIUGNE ALTERNATIF, ET VICE VERSA.
34. Dans les machines, la transformation immédiate, Fun dans l'autre, des mouvements de rotation continu et rectiligne alternatif a toujours lieu dans des conditions telles, que la direction du second mouvement est toujours perpendiculaire à Taxe du premier, et c'est ce que tout ce qui suit suppose implicitement.
35. Bielle et manivelle. — Lorsque l'on a la latitude de pouvoir terminer l'arbre par le plan perpendiculaire à son axe 0 passant par le centre de gravité de la pièce à mouvement alternatif, on cale sur son extrémité une manivelle OA {Jig. 68)
Fig. 68.
qui se termine par un cylindre (bouton ou maneton) Qy^mi son axe A parallèle à celui de l'arbre. Le maneton s'engage dans un coussinet adapté, comme nous l'indiquerons plus loin, à l'une des extrémités (grosse tête) d'une pièce appelée bielle. L'autre extrémité de la bieile (petite tête), également munie d'un coussinet, reçoit un cylindre B (boulon d'attache) qui traverse l'extrémité libre (cro55e ou coquille) d'une tige fixée d'autre part à la pièce à mouvement alternatif.
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La direction du mouvement est d'ailleurs complètement assurée par des patins CC dont la coquille est munie, maintenus par des glissières DD. On s'arrange d^ailleurs de manière que le plan, passant par les axes de l'arbre et du boulon d'attache, soit parallèle à la direction du mouvement de translation.
Lorsque l'arbre ne peut pas être interrompu à l'endroit voulu, on le coude (fig. 69), et le coussinet de la bielle est
placé sur la partie moyenne du coude, ou sur une portion de cette partie, limitée par deux saillies circulaires [congés) ; mais on voit qu'au point de vue géométrique les choses se passent de la même manière dans les deux cas. Dans le premier cas, la grosse tête [fig* 70) est d'une seule
Fig. 70.
OSI
pièce avec le reste de la bielle, et présente une cavité rectangulaire qui reçoit les deux parties du coussinet. On fixe ces deux pièces au moyen de deux coins [clavette et contre-clavette), que l'on serre contre le corps de la bielle et que l'on flxe par des goupilles pour empêcher le desserrage de se produire. Dans le cas d'un arbre coudé, l'emplacement du cous-
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sinel est déterminé par une pièce rapportée (cAope) au moyen de deux boulons [Jig. 71) ou d'écrous {fig. 72).
Fig. 71
Fig. 73.
Théorie géométrique. -— Supposons que toutes les pièces considérées quant à présent comme invariables soient réduites à leurs axes de figures et que la rotation ait lieu de la gauche vers la droite.
Soient (^g-. 73), en projection sur un plan perpendiculaire à l'axe de la rotation,
0 cet axe;
OA =:R, AB = L les longueurs de la manivelle et de la bielle;
B6 la direction du mouvement alternatif de la tige;
Q l'angle formé par OA avec le prolongement de OB;
w = -1- la vitesse angulaire de la manivelle;
ï = ABO l'inclinaison de la bielle sur 0:c;
e = - Ï6 rapport des longueurs de la manivelle et de la bielle.
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Nous appellerons points morts intérieur et extérieur les positions de A sur OB et sur son prolongement.
Fig. 73.
Le centre instantané de rotation de AB se trouve évidemment au point de rencontre S de OA prolongé avec la perpendiculaire élevée en B sur 06. La vitesse du point A étant cjR, ia vitesse angulaire instantanée autour de S est
SA
et la vitesse Y du point B
V=wR
SB
sa'
SI H est le point de rencontre de AB avec la perpendiculaire en 0 sur OB, cette expression devient, par la similitude des triangles AOH et OSB,
V=«OH
On voit que la vitesse V, nulle aux points morts, est égale à celle du bouton de la manivelle, lorsque cette dernière est perpendiculaire à la direction du mouvement rectiligne.
Théorie analytique. — Soit K la projection de A sur 06; on a
AK ~ RsinO = Lsin/, lïï. 7
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d'Où
sin/ = isinO, cos/ = v^i — i* sm*9 = i sîn'S h — r-r sin^O -h —
Mais comme dans les applications e est égal à 7, nous pourrons, avec une approximation bien suffisante, négliger devant Tunité les puissances de cette quantité supérieures à la troisième et écrire tout simplement
COS/ = 1 sin'o.
Maintenant nous avons (i) 0B:= Lcos/ — Rcosô^ L — Rrco8e-+- ^sin^e j,
Si le mouvement de rotation est sensiblement uniforme, OQ a
et
(A) V = wK f sinwf — - sÎBiw/ !•
Dans ce cas, la vitesse moyenne est
W = - r''v^=-wR = o,637wR.
35. Excentrique circulaire. — Le noyau de cet excentrique est un disque circulaire, souvent évidé à Tintérieur pour en diminuer la masse, monté normalement sur Tarbre» mais
Fig. 74.
dont le centre a [fig. 67 et 78) ne se trouve pas sur l'axe de rotation 0. Un anneau (collier de Vexcentrique) enveloppe à
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frottement doux le noyau et fait corps avec une tige ou un châssis triangulaire (la barre de l'excentrique) dont Textrémité b est articulée à la tige, guidée, en conséquence, de la pièce à mouvement alternatif.
Comme Oa, ab sont des longueurs constantes, on voit que l'excentrique joue lo même rôle qu'une manivelle Oa dont la bielle serait ab. On peut dire aussi que Texcentrique circulaire n'est autre chose qu'un système formé d'une bielle et d'une manivelle dans lequel le bouton aurait un diamètre supérieur à celui de l'arbre.
36. Manivelle et coulisse. — Lorsque l'on n'a que de faibles efiTorls à transmettre, on peut supprimer la bielle; le bouton de la manivelle s'engage alors dans une pièce parallélépipédique ou coulisseau {fig. jS), qui peut se mouvoir dans une
Fîg. 75.
coulisse normale à la direction du mouvement rectiligne et faisant corps avec la pièce à mouvement alternatif.
£n conservant les notations du n*" 3ih, on voit sans peine que la loi du mouvement rectiligne est donnée par la formule
V = «Rsinô.
37. Des excentriques en général. — Le système d'une bielle et de sa manivelle, et l'excentrique circulaire transforment un mouvement de rotation en un mouvement alternatif dont le
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rapport delà vitesse Y à la vitesse angulaire (ù est une fonction déterminée de l'angle 0 que forme, à un instant quelconque, un rayon OA fixe dans Tarbre, avec la position 0A« qu'il occupe dans la direction du mouvement rectiligne, par exemple, de l'autre côté de l'arbre par rapport à la tige.
Mais il arrive souvent que l'on ait à effectuer la transformation de manière que la distance à l'axe de la tête de la tige à mouvement alternatif soit une fonction donnée de l'angle 0 : I® soit pour une oscillation complète ; 2,^ soit seulement pour une partie de l'oscillation, la fonction changeant de forme pour une partie suivante, et ainsi de suite. On monte alors, normalement sur l'arbre, une plaque à laquelle, par une certaine analogie, on a donné le nom d'excentrique, dont le pourtour, taillé d'une manière convenable, doit s'appuyer contre la tête de la tige. L'excentrique agit naturellement sur la tige pour l'éloigner de l'axe de rotation, ou pour produire son mouvement direct; mais, pour la conduire en sens inverse, il faut que la tige soit ramenée au contact par des ressorts disposés en conséquence. Dans certaines circonstances> on peut munir la tête de la tige d'un châssis enveloppant l'excentrique qui agit pour produire le mouvement rétrograde; nous indiquerons plus loin une disposition de cette nature.
Soit en S l'angle que forme un rayon déterminé OA de l'excentrique avec la direction du mouvement rétrograde; r=f{9^ la loi du mouvement rectiligne entre les valeurs n, r, de la distance r de la tête de la tige à l'axe de rotation; pour que le problème soit possible, il faut que les équations r,=y(fl), ri=f{d) donnent pour 9 des valeurs réelles 0i, Ot, ce que nous supposerons. La relation rr=:f{0) sera l'équation polaire de l'arc d'excentrique rapporté à l'axe polaire OA et limité aux rayons vecteurs définis par les angles 6^ et Ot.
Supposons, par exemple, r= aO -+-b, aei b étant des constantes; la courbe sera une spirale d'Archimède, et le mouvement de translation sera uniforme si la vitesse angulaire
dO w = -77 est constante. On réalise le mouvement uniforme aldt
ternatif de la manière suivante.
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Soient {fig, 76) AB une droite passant par le centre de rotation 0; AMBy AM'B deux arcs symétriques par rapport à cette droite, à laquelle sont limitées des spirales représentées par réquation ci-dessus, OA étant Torigine des angles B. Il est facile de voir que tous les diamètres, tels que MM', du contour AMBM' sont égaux à AB. Nous prendrons pour proGl de
Fig. 76.
l'excentrique le contour ambm' intérieur et parallèle au précédent, tracé à la distance e. Sa tige à mouvement alternatif est interrompue par un châssis rectangulaire, de manière à pouvoir laisser passer l'arbre 0. Les milieux des côtés adjacents à la tige portent des galets G et G' de rayon e, dont la distance des axes est égale à AB. Il est clair que, lors du mouvement de Tarbre, les galets resteront en contact avec l'excentrique, que leurs centres décriront le contour AMBM', et que, par suite, le mouvement rectiligne sera uniforme.
On construirait un excentrique à mouvement uniformément varié en prenant r = a0* 4- 60-f-c, «, ^, c étant des constantes.
38. Des rainures. —On peut résoudre le même problème que ci-dessus en montant sur l'arbre un plateau dont Tune des faces porte une roulette. Cette roulette pénètre dans une
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rainure pratiquée dans la pièce à mouvement alternatif. Les limites de la rainure doivent être évidemment déterminées par deux parallèles à la courbe décrite par le centre de la roulette, tracées à une dislance d'une longueur égale au ra;on de la roulette.
Soient (/gr. 77)
Fig. 77.
0 Taxe de rotation;
R sa distance au centre m de la roulette ;
C un point déterminé de la pièce à mouvement alternatif si tué sur la parallèle 0/ menée par le point 0 à la direction de ce mouvement;
Cx la perpendiculaire en C à Oj;
j= Cl, ;r = ml les coordonnées du point m de la courbe mK que doit décrire le centre de la roulette pour que le mouvement de translation satisfasse à la condition donnée, définie par OC=/(0), en désignant par 9 l'angle mOy.
On a
ar = Rsinô,
r=Rco8Ô— 0C = RC08Ô~/(Ô).
L'élimination de 0, entre ces deux équations, fera connaître la relation qui doit exister entre y et x, c'est-à-dire Téquation cherchée de la courbe mK.
Supposons maintenant que Ton connaisse la forme de la courbe définie par Téquation
(a) r=FW,
et que Ton veuille trouver la loi du mouvement ou/(0). L'élimination de :c et j entre les équations (i) et (2) donne
/(ô) = Rco86-F(R8ine).
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En sapposant x = coDst., on retombe sur la transformation dan<»36»
39. Excentrique triangulaire. — L'organe dont nous allons indiquer le tracé a pour objet de transformer un mouvement de rotation continu en rectiligne alternatif intermittent.
La Jig. 78 représente une coupe faite dans le mécanisme par un plan perpendiculaire à l'axe.
Soient
0 la trace de cet axe;
DOA la direction du mouvement rectiligne ;
ODE la trace de l'arbre ;
UNPQ un châssis rectangulaire dont deux côtés opposés MP et NQ sont parallèles à OA; ce châssis, qui est censé réduit à son périmètre intérieur, laisse passer l'arbre et est fixé aux milieux A, D des côtés M N et PQ, aux deux parties de la tige à mouvement alternatif qui sont guidées en conséquence : sur la figure on suppose que le châssis a été amené tangentiellement au cercle ODE ;
AOB = EOD l'angle dont l'arbre doit tourner pendant l'intermittence .
Décrivons du point 0 comme centre, avec un rayon égal à OA, l'arc de cercle AB limité à OA et OB.
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De rinterseciion C de OA avec la perpendiculaire menée au milieu de la droite qui joint les points D et B nous décrirons un arc de cercle limité en D et B. Nous tracerons de la même manière, de l'autre côté de AD, l'arc de cercle AE qui complète le profil de l'excentrique.
La rotation étant censée avoir lieu de la gauche vers la droite, supposons que l'excentrique soit arrivé en A'B'D'E', le pointe étant venu se placer en Cet le châssis enM'N'P'Q'. Soient m le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur F Q': T l'intersection de la direction de OA avec la parallèle en m à OC; m sera le point de conuct de P'Q' avec le côté B'D' de l'excentrique. Mais comme on a 0T= Cm, /nT=:OC', le point T est fixe et est le centre d'une circonférence sur laquelle reste constamment le point de contact m, dont la vitesse est par suite la même que celle de C! \ le mouvement oscillatoire du châssis pendant toute la durée de l'action de B'D' n'est donc autre chose que celui de la projection
Fig- 79-
d'un mouvement circulaire sur un diamètre. L'intermittence commence au moment où B vient en contact avec PQ, et
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se termine à Tinstant où A touche le même côté; puis la seconde oscillation a lieu par suite de la pression exercée par AE sur MN.
lAjiff. 79 représente la réalisation du tracé précédent.
Les cames et pilons, dont nous parlerons dans une autre Chapitre, donnent un autre exemple de la transformation dont nous venons de nous occuper.
40. Machines oscillantes, — Certains bateaux sont munis de machines à cylindre oscillant, disposition qui n'est justiGée que par l'exiguïté de l'emplacement dont on dispose.
Le cylindre est supporté par deux tourillons horizontaux de même axe {Jig. 80) s'engageant dans des coussinets. La tige du piston s'articule directement avec la manivelle, dont l'axe horizontal de rotation est compris dans le même plan vertical que celui des tourillons. On voit immédiatement que
Fig. 80.
Fig. 81.
le cylindre doit être animé d'un mouvement circulaire alternatif, et qu'une oscillation complète correspond à une révolution de l'arbre.
Soient {Jig. 81), en projection sur un plan perpendiculaire
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aux deux axes, en réduisant les pièces à leurs lignes de symétrie,
0, 0' les axes de rotation de l'arbre et du cylindre ; OA = R le rayon de la manivelle ; 0 Tangle qu'il forme avec 00' ;
w = 27 '* vitesse angulaire de Tarbre ;
a la distance 00' ;
X la longueur variable A0%-
V = ^ la vitesse relative da piston dans le cylindre.
Théorie géométrique. — La tige du piston étant assujettie à passer constamment par le point 0', son centre instanuné se trouve à l'intersection S de OA prolongé avec la perpendiculaire en 0' à 0' A. Si donc on appelle (ù' la vitesse angulaire de 0' A autour de S, on a
w'xSA=wxOA; d'où, en abaissant la perpendiculaire 01 sur 0' A,
Cette rotation peut être considérée comme résultant d'une rotation égale autour de 0', qui sera la vitesse angulaire du cylindre, et d'une translation
w'xSO' ou V = »xOI,
qui sera la vitesse relative du piston dans le cylindre.
Théorie analytique. ~ Le triangle AOA' donne
j:=y/a» + R2 — aaRcose,
d'où, en développant en série,
_ /-j — ^r aRcosQ q'R* cos'O g'R* cos*0 1
mais, comme on prend toujours R au-dessous de 7, on peut
d'où
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s'€n tenir aux trois premiers termes du développement et
écrire
En négligeant le carré de - 9 on a tout simplement
Si Ton désigne par (3 l'angle AO'O ou Tobliquité de la tige du piston, on a
RsiiiO = ^sinp,
d'où
. o RsinO / ûR .\
Le rapport ^ est généralement assez petit pour qu'on
puisse prendre
cosp=i—
io8
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CHAPITRE YI
TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT CIRCULAraE CONTINU EN UN MOUVEMENT RECTILIGNE INTERMITTENT DONT ON PEUT, DANS CERTAINES LIMITES; FAIRE VARIER LA LOI A VOLONTÉ OU AUTOMATIQUEMENT.
§ I. — Coulisse Stephenson.
41. Description. — La disposilion dont il s'agit, et dont nous allons donner la description, est représentée en projection
Fig. 8a.
verticale et en plan par les^îg^. 82 et 83. La /g*. 84 est Téquiva-
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lent de la première de ces figures; seulement les organes n'y sont indiqués que par leurs axes de symétrie. Soient
0 la trace verticale de Taxe de rotation de la machine, avec laquelle coïncident les centres de deux excentriques circulaires identiques, dont les excentricités sont OA et OA';
AB, A'B' les barres, égales entre elles, de ces deux excentriques;
BB' une coulisse circulaire articulée par ses extrémités B et B' à celles des barres ci-dessus;
OE la direction du mouvement rectiligne que Ton veut obtenir et dont la direction passe par 0.
La tête E de la tige est articulée à un coulisseau qui s'engage dans la coulisse.
Au point D de la coulisse est articulée une bielle CD dite de relevage ou de suspension^ articulée elle-même en C au levier coudé CFA, dont Taxe est F; KN est une tringle articulée à l'extrémité K de ce levier et en un point N d'un levier droit LP, dit de commande, ayant son axe en L et terminépar une manette en P; ce levier est à la disposition du mécanicien pour faire varier, selon les circonstances, la position de la
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coulisse; ce même levier est muni d'un verrou longitudioa maintenu par deux guides» terminé vers P par une manette qui tend à s'éloigner de ce point par l'action d'une lame d( ressort. En rapprochant à la main les deux manettes, on peu déplacer à volonté le levier de commande et le flxer en là chant la main, de manière à laisser pénétrer le verrou dam l'une des encoches de Tare RS. Ainsi, pour chaque positioi de la coulisse, le point C est fixe.
La lettre Q désigne un contre-poids adapté à l'extrémiU du prolongement de CEF, et qui équilibre autant que pos sible, dans chacune des positions de LP, le poids de la cou 1 isse et la composante des poids des barres d'excentriqu< agissant sur C, de manière à rendre plus facile la manœuvn du levier de commande. On dit que la coulisse est à soi point mort lorsque son milieu se trouve sur la directioE de OH.
Il est clair que, si B ou B' se trouve sur OE, la tig( n'obéira qu'à l'influence de la bielle AB ou A'B', comme si elle était isolée, et que si E est suffisamment près de B, l'influence de AB sur le mouvement alternatif sera prédomi nante.
Dans certaines circonstances, au lieu de laisser les deui barres d'excentrique ouvertes comme l'indique la Jig. 80, on les croise, c'est-à-dire qu'elles sont alors représentées par les droites AB', A'B. Mais nous ne considérerons que le premier cas, sauf à faire ressortir, quand il y aura lieu, les modifications qu'il faudra faire subir à la théorie pour qu'elle s'applique au second.
42. Théorie géométrique. —■ Le centre instantané de la coulisse, qu'il s'agit de déterminer, se trouve en un certain point T de €D; en le supposant connu, le centre instantané de AB sera déterminé par l'intersection S de OA et BT; celui de A'B' sera de même au point de rencontre S' des directions de OA' et TB'.
U suit de là que, en désignant par &> la vitesse angulaire de
OA l'arbre 0, la vitesse angulaire autour de S est w t^t'^ la vitesse
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du point B est ca -^ SB; la vitesse angulaire w' de la coulisse
autour de T est
TO:T'N'::OA:OA
ce qui prouve que les points M et M' se confondent. Donc ( théorème de Phillips) : En joignant le point de rencontre des directions des barres d'excentrique au centre de la rotation continue, on obtient une droite dont l'intersection avec la bielle de suspension détermine le centre instantané de rotation de la coulisse.
Le point T étant connu, on a, pour la vitesse du point E,
dont la composante Y parallèle à OH est la vitesse de la tige.
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Si y est la perpendiculaire abaissée du point T sur OE, on a
» "" TN •^' expression qu'il est facile de construire géométriquement.
43. Théorie analytique. — Supposons, pour tixer les idées, que OE soit horizontal. Soient
a^ dy b, b' les projections sur OE des points A, A% B, B';
r = OA = 0 A' l'excentricité ;
/ = OB = OB' la longueur des barres d'excentrique ;
2c = BB' la longueur de la corde de la coulisse;
p le rayon de la coulisse;
2a l'angle de l'excentricité OA' avec le prolongement de 0^,
a étant l'angle que forme avec la verticale chacune des
excentricités lorsqu'elles sont également inclinées sur OE; e rinclinaison de la corde BB' sur la verticale; u la distance IJ du milieu I de cette corde à son point
d'intersection J avec OE; 9 l'angle formé par OA avec le prolongement de EO au delà
deO.
Nous supposerons que / est assez grand, ainsi que cela a lieu dans la pratique, pour que l'on puisse négliger les puissances de y) "p j supérieures à la seconde.
ri' l
On a évidemment
bb' Ob^Ob'
8in« = ^^ = )
BB' 2c
Ob = Oa-+-ab = — r cos*? ^ V Ab' — (A« — B^)'
/ rrsincp — {c — u) coss'l'' =: - r cosy + ^ V/ * ] J
d'où, au degré d'approximation convenu,
/\ r\L A 1 r^'sinflp — (c — tt) coSf"|' ) (i) 0^= -rcos<p4-/|i~-|^ 1 ^-^ J I
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Pour obtenir 06', il suffit de changer dans cette expression u en — Il et f en 180® — 9 -4- 2a, ce qui donne
f ,\ rxLi I \ À irr8in(<p-+-2a) — (c-i-tt)c08«T( (i') 06'=rcos(y-haa)-+-/ji---j ^-^ '-j-^ j U
d'où
sinf
= — - (cosa -h jsinacosc] C08(f -+-a) H- jl COS'« COSS C03asin(y-+-a)
Si Ton remarque que le terme prédominant de cette expression est le premier, que, dans la pratique, les trois rapports
TU r*
-» 7> 7— r sont du même ordre de grandeur, il suffit de sup-
poser
(a) COS's = 1 5 COS'aCOS*(y — a)
dans le premier terme du coefficient de u, et cose=: i dans les autres termes. On obtient ainsi
sine = (cosstH- - sinaj C08(<j'-ha)
-Il C08a8in(y-4- a) 1
-2||[sin*(y-i-2a) — sin*<p] co8*acos'(y -h a) |.
Maintenant nous avons
J-6J . 06 -h 06' OJ = 1 sm« = h c sins
ou
OJ
= r( — sinan y—- cosaj8in(f -na) — -- cosacos(y-l-a)
(3) / _. + /__[(c^a)8in*y-4-(r-a)8in'(<p-+-2a)]
H iT (^' — "*) cos'a ces* (f -H a) .
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La flèche de Tare BB' étant toujours très-petite par rapport au rayon p, on peut prendre approximativement (* )
Il vient par suite
OE = /h ( j\ -4-r( — sman — cosa j 8m(f -+-a)
T-C08aC08(<p-4-a)
— T-7[(^"*-")s^°'?"*~ (<? — «) 8in'(f-i-aa)] "^ i^ (^'-"') COS»((ï>H-a) COS'a.
La suspension étant, comme nous le verrons tout à l'heure, disposée de telle manière que u varie très-peu avec 9 pour chaque position de la coulisse, nous considérons cette longueur comme constante. Pour des motifs que nous ferons connaître en temps voulu, il faut que la moyenne des valeurs de OE pour ç = 90*» 4- a et 9 = 270*» h- a soit indépendante
de u, ce qui exige que
Ainsi donc : le rayon de la coulisse doit être égal à la Iongueur de la barre de l'excentrique.
( ^ ) La flèche étant prise pour axe des x^ en plaçant l'origine en I, Téquation de l'arc BB' se réduit à
celle de JL est
x=:a:tangc-+-tt;
on a donc pour J
(<?*—«*) cosc
a: = EJ COS4 = -^^ — r î
2(tt tangcH-p)
ou, en supposant cosc = i et négligeant utangc devant p,
TRANSFORMATION d'uN HOUYBMBNT GIRGULA.IRB CONTINU, ETC. 1 15
Cette condition étant supposée remplie, noas aurons simplement
; = /-hrf — sina-H^-^^^ — cosa jsm(f-+-a) — ^COS«COS(f-t-a) ] fi
f H r ; C0S'aC0S*(®-4-a),
expression dont la dérivée par rapport au temps est la vitesse de la tige.
On reconnaît sans peine qu'il suffit do changer le signe de c pour que cette formule s'applique au cas où les barres sont croisées.
44>. Disposition la plus coni^nable pour le système de relevage. — On devra adopter la disposition qui réduira à son minimum Ti^fluence du relevage sur la valeur de u^ ou qui limitera autant que possible le mouvement oscillatoire du point £ de la coulisse de part et d'autre de l'horizontale, quelle que soit la position du levier de commande.
On arriverait à ce résultat en s'imposant la condition que le point d'articulation de la coulisse et de la bielle de relevage se meuve sur un arc de cercle, dont la corde soit parallèle à OE pour toutes les positions de la coulisse. En nous plaçant à ce point de vue, nous allons étudier successivement les deux modes de suspension qui sont le plus généralement adoptés.
I* La bielle de relevage est articulée à l'extrémité infé^ rieure de la coulisse. — Proposons- nous de déterminer la nature du lieu géométrique sur lequel devrait se trouver le point C pour que la bielle de suspension fût verticale dans chacune de ces positions moyennes.
Soient j? et /les coordonnées du point C; /' = CD la longueur de la bielle de suspension ; on a
X = Ob—bb'^ 0 ^ — 2C sioc, /=/' — B'^' = /'— (c-h«)coss,
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expressions dans lesquelles il faudra remplacer 06, 2c sine, (c -f- u) cose par les moyennes de leurs valeurs pour 9 =90^-4- a, <f = 270® H- a.
En se reportant aux équations (i) et (2), on trouve facilement
d'où, par rélimination de u et en négligeant devant l'unité la
I r' petite fraction — j-cos'a,
équation d'une parabole dont l'axe est horizontal et dont les coordonnées du sommet sont x = /, 7= /'— 2/?, et le paramètre 2/. Au point de vue pratique, on devrait donc placer le point F au centre de courbure au sommet de la parabole, distant, comme on le sait, de ce sommet de la dist^ce /; mais en général on prend FC plus petit que cette longueur, ce qui introduit dans l'expression de OE des termes d'une certaine importance dont on reconnaît l'influence fâcheuse dans certaines distributions de machines à vapeur.
2® La bielle de relevage est articulée au milieu de la corde à la coulisse.
Dans ce cas, on a
x= Ob — csïiiiy y=l' — acosi, d'où
L'élimination de u donne encore l'équation d'une parabole à axe horizontal dont le paramètre est 2/, et dont les coordonnées du sommet sont
Les observations faites plus haut relativement à la détermination du point F s'appliquent ici.
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i5. Du mode de suspension de M. de Landsée. — Dans cette disposition ta bielle de relevage est représentée par un parallélogramme GG'G^G*' (fig. 85 et 86) dont deux côtés
Fig. 85.
opposés peuvent se déplacer autour de deux axes horizontaux F, F' compris dans le même plan vertical , et dont les
Fig. 86.
deux autres côtés GG'', G' G'' restent par suite verticaux. Le levier FK permet d'opérer à volonté la déformation du parallélogramme.
Le milieu I de la coulisse est muni d'un bouton qui. s'engage dans une glissière horizontale Gxée au côté GG'. En G'" se trouve un contre-poids Q.
L'ordonnée verticale du point I étant constante, on a» en la désignant par i^o,
u cose = w I ; cos'a COS^(<p H- a) = u^,
d'où
« = M J iH jCOS'acos'(<p-+-a) .
§ II. — Coulisse renversée ou de Gooch.
46. Celle coulisse BB' [fg. 87 ei 88) esi, comme celle de Slephenscn, ariiculée à deux barres d'excenlrique égales AB, A'B', ouvertes ou croisées, mais elle oppose sa convexité à Taxe de relation 0. Le milieu I de sa corde est articulé à une bielle IL mobile autour de Taxe L, et qui est disposée de telle manière, comme nous le verrons plus loin, que l'arc décrit par le point I pour une révolution puisse être considéré comme se confondant avec la direction OIE du mouvement alternatif.
La tige qui est animée de ce mouvement est articulée en E à une bielle EH, dont Tautre extrémité H est munie d*un cou-
Fig. 87.
lisseau qui s'engage dans la coulisse. On peut faire varier à volonté sur la coulisse la position du coulisseau H au moyen
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du levier coudé KFC, mobile autour de F, delà bielle CD articulée en C et D, à KF et HE, et d'un levier de commande ou d'une vis sans fin, comme pour la coulisse Stephenson.
Fig. 88.
La théorie géométrique de la coulisse renversée est la même que celle de la coulisse droite, et son centre instantané se trouve au point de rencontre de LI avec la droite qui joint le point 0 à l'intersection des directions de AB, A'B\
Occupons-nous maintenant de la théorie analytique.
47, Nous ne considérerons que le cas des barres ouvertes, celui des barres croisées s'en déduisant en changeant c en — c dans les formules que nous allons établir.
Pour obtenir la valeur du sinus de l'angle d'inclinaison e de la cordQ BB' sur la verticale et celle de 01, il suffit évidemment de supposer u = o dans les formules (2) et (3) du n<* 43, ce qui donne, en conservant les mêmes notations,
(i) 8in8 = (cosaH- ^ sina) C08(f -4-a)-+-r-y[8in'(<p-+-a)— sin^f],
L = r ( — sina-h - cosaj sin(y-i-a)
CI
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Soient maintenant
J l'intersection de la bielle HE avec la corde BB' ; h, j les projections des points H et J sur OE; HE = /' la longueur de la bielle de traction HE; F l'intersection de la coulisse avec OE; u la distance IJ.
Nous aurons
OE = 01 -H I>^ -h ^E = 01 -+- Ij-hj-h^ AE.
Or on a iy=:asin6, et comme l'obliquité de la bielle HE sur OE est toujours très-faible, on peut prendre
et
13) hE = ^/m-rk=l'[.-l^) = l'{^-^). Il vient par suite
j OE = r ( — sina -h ^ cosa J sin (y H- a)
f COSa-h J sina j COS(ç-+- a) H- /-h/'
! -h- Y COS*aCOS'(<p-l-a).
Pour que la moyenne des valeurs de OE, pour <p = 90° -4- « et 9 = 270*» -+- Xf soit indépendante de la position de la coulisse, comme dans la coulisse de Stephenson, il faut que le coefGcient du terme en u* soit nul ou que
Donc :
Le rayon de la coulisse doit être égal à la longueur de la bielle de traction.
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La formule (4) se réduit ainsi à la suivante :
OE = r f — 8ina-f-C.cosaj gin (9 -t- a)
fcosa-t- - sinaj C08(<ïH-a)
-h / -+- /' — 7-7 [(c-hu) gin*<p H- (c — a) 8in'(f -t- aa)]
-f-- Y C08'aC08'(<p-t-a*).
Des essais faits sur des modèles ont prouvé que la disposition la plus convenable consiste à placer le point de suspension comme nous l'avons supposé, c'est-à-dire au milieu I de sa corde, et que, s'il se trouve en avant ou en arrière de ce point, il se produit dans le mouvement de la coulisse des irrégularités déterminant des vibrations assez fortes sur le coulisseau H, irrégularités qui sont presque insensibles quand la suspension est en I.
L'analjse doit pouvoir conduire à ce résultat, mais il faudrait passer par des calculs trop compliqués pour que nous, essayions de les aborder. •
Pour que l'arc de cercle décrit par le milieu de la coulisse se confonde très-sensiblement avec la direction de OE, il faut que IsT bielle de suspension LI soit suffisamment longue, et qu'elle soit verticale pour la moyenne position de I; l'abscisse de L ou la moyenne des valeurs de 01, pour ç == 90® h- a, 9 = 270*» H- a, est ainsi
CI = / , 7 COSa,
OU approximativement
ou encore est égale à la longueur des barres d'excentrique diminuée de la flèche de la coulisse.
48. On réduira, autant que possible, l'influence de la suspension sur la valeur de u^ en s'arrangeant de manière que le
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mouvement vertical du point D soit très-faible; on satisfera cette condition en prenant CF suffisamment grand et en faisa en sorte que la corde de l'arc de cercle décrit par ce point se
DE
horizontale. Soient i le rapport n^r) l" la longueur CD, d I
projection du point D sur OE. Nous avons et, à très-peu près,
Il vient donc pour Tabscisse a: du point C, en prenant 1 moyenne valeur de OE fournie par l'équation (5),
x = OE-E^=/-^/'(i-/)-^^i + i)+Ç;
l'ordonnée du même point C est approximativement
En éliminant u entre ces deux équations, on obtiei^t cell d'une parabole du second degré dont le paramètre est 2/', pî rabole qui, dans sa partie utile, devrait être remplacée par u arc de cercle de rayon /', tandis que dans la pratique on donn à CF une longueur inférieure à celle de ce rayon.
§ m. — De quelques autres coulisses.
49. Coulisse d'Allan. — Supprimons tout le dispositif relî tif à la suspension de la coulisse de Gooch, que nous suppc serons droite; nous obtiendrons la coulisse d'AUan (JigA et 90), en supposant que son milieu I soit articulé à une U§ U articulée, d'autre part, en L au prolongement FL du levii FC de la tige de suspension de la bielle de traction HE.
Au moyen du levier CL on pourra à volonté, dans certaine
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iimites» faire varier simuilanément les positions de la coulisse £lde la barre de traction.
La théorie géométrique de cette coulisse est la même que pour les deux précédentes.
Fîg. 90.
Occupons-nous maintenant de sa théorie analytique en
laissant de côté la suspension et conservant autant que poi sible tes notations adoptées jusqu'à présent. Soient
J l'intersection de la coulisse avec l'horizontale OE; 6, h, d les projections horizontales de B, H, D ;
On a
La distance OJ sera donnée par la formule (3) du n*» 43, e y remplaçant u par a', ce qui donne
— sinan — cosa sin(<p-ha) r- cosacos(<j> -h a)
H jj (c' — a'')c08'acos'(y-ha);
nous avons, d'autre part, d'après la Ggure et la formule (a) di numéro précité, en y remplaçant u par u',
ih = u' siht
ru" f c . \ , , u'u" r r = (cosa-h jSina jcosly-Haj-H-y- I COSasin (f -t- a)
H--;j-U [sin'(f 4-aa)— sin'<p] cos'acos'(<p-Ha)|;
enfin, d'après la formule (4) du n" 47, en y remplaçant u par u"
.E..(.-ïl).
On a donc tous les éléments voulus pouroblenir
et l'on trouve, réductions faites, en éliminant de plus u" at
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moyen de Téquation (i),
0E = r( — sina-h "".^^ cosaj 8in(<p-Ha)
cosaH — i — isina |cos(<p-ha) -+-/-+-/'
— [(c-^u) sin»<p -h (c - tt) sin' (^ -+- aa)]
H Tj C^* — «'(tt'-Haa)]cos'acos^(f -f-a).
Pour que la moyenne valeur de OE, pour 9 = 90*» + « et (p = 270° 4- «, soit indépendante de u et a', variables qui sont d'ailleurs fonctions Tune de l'autre, il faut que
Cherchons maintenant à exprimer u en fonction de u' pour la position moyenne des excentriques.
En menant DM parallèle à BB', on a
Supposons que les tiges de suspension LI et CD soient égales entre elles, et soit V le rapport des bras de levier LF etFC. Quand I et H coïncident sur OE, le levier LC est horizontal et les tiges de suspension verticales. Si l'on fait tourner le levier LC autour de F, le centre instantané de BB' se trouve sur OE, ceux de LI et CD sont à l'infini et celui de BE est en £; d'où il suit que les déplacement^ élémentaires de I et L sont égaux et verticaux et qu'il en est de même de ceux de C et D, et enfin que les ordonnées de I et D sont proportionnelles à LF et FC; de sorte que, en prenant De/ = DM, on a
d'où
Si Ton porte cette valeur dans l'équation de condition (3 ), on trouve
relation à laquelle on devra satisfaire.
En posant maintenant, pour abréger, y = -. -,f nous au-
rons u' =:yu^ et la valeur (a) deviendra
OE
= r ( — sinan -p — cosaj sin(<p-+-a)
COSaH ^— — i-^8ina |cos(<p-ha)-H /-+- /' -.
— 7— 7 f (c -H tt) sin'y -h (c — ;«)sin'(ç -h 2a)]
H fc* — 7(7-i-a)tt'l , ,, » 1 ilL. 1 — l cos'a COS'fy -h a).
Quant au système de relevage, on ne peut que recommander de donner aux tiges de suspension d'aussi grandes longueurs que possible.
61. Coulisse de Finck. — Dans cette disposition {fig. gi et 92], la coulisse circulaire HB est Oxée normalement à la barre ÂB d'un excentrique OA articulé en G à une tige LG mobile autour du point L. La tige oscillante, mobile suivant OE, est articulée enEà une bielle EH dont l'autre extrémité H, munie d'un coulisseau, s'engage dans la coulisse.
On peut faire varier à volonté la position du coulisseau dans la coulisse, au moyen d'un système de relevage FCD dont F est l'axe de rotation, CD une tige articulée à la bielle et au levier CF comme dans les deux coulisses précédentes.
En prenant la tige GL suffisamment longue et déterminant le point L de manière que GL soit vertical pour la moyenne
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des positions de la barre d'excentrique correspondant à 9 = o et 9 = 180**, le point 6 décrira un arc de cercle qui se con-
fondra tres-sensiblement avec OE, de la même manière que si G était guidé par une glissière, comme nous le supposerons dans ce qui suit.
Soient
P Tinclinaison de AG sur GO;
h, h' les projections du point H sur les directions de OE et AB ;
r=OA, a = AG, 6 = GB, r = HE;
p le rayon de la coulisse ;
xz=Bh', r = Eh\ M=HA.
Fig. 9^.
Nous supposerons, sauf à déterminer ultérieurement à
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quelle condition il doit satisfaire pour qu'il en soit ainsi, quel le mode de suspension est tel que u reste à peu près indé-i pendant de f • Nous aurons d'abord
(i) sinp^^siny.
r u Nous admettrons que - et j sont d'assez petites fractions pour
que l'on puisse écrire
cosp==i =\ i sin'ç,
Cela posé, on a évidemment,
(3) OE = — r cosf H- («-+- ^ -t- x) cosp -hjr sin p -+- /' ^ •
En projetant la ligne brisée G A'H sur la verticale, on trouve
ou, comme la flèche de la coulisse est toujours très-petite,
. _ w -f- 6 sin p <^^ ^' Ï5ip —
D'autre part, on a
y= x(2p — x) = apj:,
d'où
(5) ^^^y^(.-HW\
^ ' ap apcos'P
En portant les valeurs (4) et (5) dans l'équation ( 3] et ayant égard au degré d'approximation adopté, on trouve, réductions faites,
0E = a-hb-hl'—rcosf-hu (i-+- - j -siny H ( p\
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Pour que la moyenne valeur de OE, pour 9 = o et <p = i8o«, soit indépendante de u^ il faut que
et l'on a par suite
OE = « -1-6 4- /' — rcosîp -+- w ( iH — j -sin<p
La longueur u ne variera pas sensiblement avec f pour une position déterminée du point C, si le point D décrit un arc de cercle dont la corde soit horizontale; mais alors C se trouvera sur un lieu géométrique dont il convient de déterminer la nature.
DE
L'abscisse du point D est, en appelant 1 le rapport -rr-rr'
Or/ = OE — r/E = OE - iJiE
= ûf -H b-¥l' — rcosff-i-u ( ï-^-- ) - siny
dont la moyenne valeur entre <p = o et 9 = i8o«,
sera l'abscisse du point C. Son ordonnée sera, en posant
CD = r.
d'où, par l'élimination de u.
iW
équation d'une parabole dont l'axe est horizontal^ dont le paramètre est ^l'i et dont les coordonnées du sommet sont
Cette parabole pourrait être remplacée dans sa partie utile nr. 9
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par un arc de cercle de rayon /'i; mais» dans la pratique, on prend CF inférieur à la longueur de ce rayon.
52. Coulisse d* Heusinger de ff^aldegg. — Ceile coulisse BH (yîg. 93 et 94), dont la concavité se trouve du côté de l'axe O, est mobile autour de son milieu I, tandis que son extré-
Fig. 93.
mité inférieure B est articulée à celle de la barre BA d'un excentrique OA ; OA' est une manivelle perpendiculaire à OA,
Fig. 94.
et A'B' sa bielle; l'extrémité B' de cette bielle est assujettie à parcourir une glissière horizontale dont la direction passe par
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le point 0. La tige verticale B'D est fixée invariablement à la petite tête B' de la bielle A'B'; DK est une autre tige articulée en D à B'D et à une troisième tige RH terminée en H par un coulisseau qui s'engage dans la coulisse. On peut rapprocher ou éloigner à volonté H de I au moyen d'un système de relevage identique à ceux des trois dernières coulisses que nous avons étudiées. Sur le prolongementi au delà de R, de DR, se trouve Tarticulaiion £ de la tige oscillante dont le mouvement horizontal est guidé en conséquence.
Si nous supposons que, pour la position moyenne de la coulisse, dont la flèche est d'ailleurs supposée très-faible, la tangente en I soit verticale, toute corde partant du point I s'écartera peu de cette direction, ou la corde de l'arc décrit par un point de la coulisse pendant une révolution de Tarbre sera horizontale et pourra être considérée comme se confondant avec son arc.
L'application de l'analyse à celte coulisse conduisant à des calculs inextricables, nous nous contenterons de l'approximation géométrique suivante, en supposant, pour plus de simplicité, que les tiges ÂB, A' B' soient assez longues pour que Ton puisse en négliger les obliquités.
Soient
r = OA, R = OA' les longueurs de l'excentricité et de la manivelle ; cp l'angle formé par OA' avec le prolongement de OB'; 2c la corde de la coulisse; u la corde IH; (ù la vitesse angulaire autour du point 0.
La vitesse du point B étant
— wrcosy,
celle de H est
wrcosy-'
Concevons maintenant que l'on imprime à tout le système une vitesse égale et contraire à celle cjRsinf de la tige DB' :
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la vitesse du point H deviendra
w( r-cosç — R sin^j.
Le point D étant ainsi supposé fixe, le centre instantané de KH se trouvera à l'intersection S de KD prolongé et de la verticale du point H; la vitesse du point K sera par suite
(ra -, . \SK
w ( — coscp — R smç j gg-;
celle du point £
[ru ^ . \ SK DE
,(^_.cosç-Rsm^)gjj5g,
et sa composante horizontale
(ru
coscp-Rsmyjgg— ,
h étant la hauteur verticale de E au-dessus de D.
Si maintenant nous restituons la vitesse de B'D supprimée par la pensée, la vitesse réelle de la tige oscillante sera
r/OE' (ru „ . \SK A
-^ = ^ (V ""«^ - ^ '^" V SH DK -^ ^^ '^'^^^
E' étant la projection de E sur OB'.
Si J est Tiniersection, avec la verticale de H, de la parallèle menée par D à KH et si Ton remarque que rf<p = oa rf/, l'équation précédente devient
r/OF/ m h
On peut intégrer approximativement cette équation en remplaçant H J par sa valeur \ qui correspond à la position moyenne de la coulisse, ce qui donne
(i) OE' = — v siiKp — R I I — -r J cosy H- const.
Quant au mode de suspension qu'il convient d'adopter, nous nous reporterons aux considérations que nous javons exposées plus haut*
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§ IV. — Coulisse des machines des bâtiments à vapeur,
53. De la coulisse ordinaire des machines oscillantes. — Le mouvement alternatif, et relatif par rapport au cylindre, de la tige destinée à produire la distribution est généralement obtenu en employant la disposition suivante (Jig. gS ) :
Fig. 95.
OA' est un excentrique monté sur l'arbre 0, et dont la barre A'B' imprime un mouvement alternatif vertical translaioire à un châssis guidé en conséquence, et dont le plan est perpendiculaire à l'axe de rotation. Un maneton m adapté à ce châssis s'engage dans une coulisse dont le plan est perpendi*
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culaire à TaxeO, et qui ne peut se déplacer que parallèlement à la tige du piston au moyen de guides disposés suivant les génératrices du cylindre, et c'est à cette coulisse qu'est fixée la tige de distribution.
Soient
OA = R la longueur de la manivelle; 0' l'axe de rotation du cylindre; a la longueur 00' ;
e, (3 les angles AOO', AO'O;
0', le point du plan mobile de la coulisse qui se trouvait en O'
lorsque l'on avait 6 = o ; a l'angle dit d'avance que forme OA' avec la perpendiculaire
en 0 à OA ; r=OA', / = A'B'les longueurs de l'excentricité et de la barre
d'excentrique; h la distance mB'j X, y les coordonnées 0'^ m et mm' du point m par rapport aux
axes rectangulaires 0', A et 0', j.
Nous avons établi plus haut {WS) les formules suivantes :
sin6 = -- ( I -4- -ji — ôâ cosô ) ,
cosp= I —
R'sin^Ô
La relation indépendante de 6, qui existe entre x et j, sera réquation de la courbe qui doit affecter la coulisse pour que la transformation de mouvement proposée soit possible.
On a
X = 0'/7ï'- O'O; = O'/w.cosp — O'Co, y = O'/w.sinp
et, en négligeant l'obliquité de la barre d'excentrique ou les
termes de l'ordre —^9 qui sont toujours très-petits,
O'/w = O'B'— B'm = « — OB'— /i == « — A — /h- rsin(0 -+- a). D'autre part, la vitesse du point B' est
rcos(0-f-a)~,
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et celle de 0'., qui en est la composante suivant O'A,
rcos(ô-+-a) COsp-T-,
de sorte que Ton a
O'O'o = /• / ces (ô H- a) COS P d^
= r sin(0-+-a)cosp — sinaH- / sin(ô -t- a) sinl^^rW .
Il vient, par suite, eu négligeant Tinlégrale de cette expres-
sion, qui est de Tordre de — — vrit ' ^ a' -4- R'
( X = (a — / — A) cosp -+- r sina,
( j= (a — /— /i)sinp — rsin(0-+-a)sinp.
Si Ton néglige le second terme de y, qui est relativement petit, on a
a: — rsina = (rt — /— /i)cosp, j = (a — / — A)sinp,
d'où
(3) (x - r sina)^ H-jr'= (« - / - h)\
équation qui représente un cercle dont le rayon est égal à la distance moyenne du maneton à Taxe 0' et dont le centre se trouve situé à la hauteur rsina au-dessus de cet axe pour 6 = o. Si Ton voulait pousser l'approximation plus loin, il faudrait remplacer, dans l'équation
/j- — rsina Y y^
Q en fonction de y par sa valeur approchée déduite de la relation
4) -, — 7 = smp =--==•
Mais la courbe définie par l'équation finale n'est pas admissible, puisque sa forme dépend de l'angle a, tandis que la coulisse doit se prêter à la marche en arrière, ce qui exige que l'on déplace l'excentrique de i8o degrés par rapport à la manivelle ou que a soit augmenté de i8o degrés.
l36 QUATRIÈME PARTIE. ~ CHAPITBE YI.
Le mode de transformation dont nous nous occupons est donc vicieux en principe, et ce n'est qu'au moyen d'un jeu convenable dans la coulisse et d'une faible amplitude du mouvement oscillatoire qu'il peut recevoir son application.
En laissant de côté cette imperfection, le mouvement alternatif du tiroir sera défini par la formule (i), qui devient, en remplaçant j3 par sa valeur en fonction de 9,
iO'O; = r[sin(Ô -+- a) — sina] H-{g5 5[sin(ô— a) — 2sin(0-4-a) — -IsinlSen-a)— ^sina]
OU encore
iO'(yo = r[sin(0-+-a)-sina] -f-T TTi ; rsin0cosa-f-3cosôsina-h^sin3ôcosa -hjCOsBôsina— |sina].
54-. Coulisse des machines oscillantes des bateaux à vapeur des lacs de la Suisse. — Dans les machines oscillantes de ces bateaux (^g*. 96), l'admission et l'échappement de la vapeur s'opèrent, respectivement pour l'une et l'autre face du piston, au moyen de deux tiroirs adaptés sur le cylindre, symétriquement situés par rapport au plan, parallèle à Taxe de rotation et passant par la tige du piston.
L'extrémité de la tige de chaque tiroir est articulée à l'une des extrémités d'un levier mobile autour d'un tourillon fixé au cylindre parallèlement à l'arbre moteur; l'autre extrémité est terminée par un coulisseau qui s'engage dans une coulisse perpendiculaire à l'arbre, maintenue latéralement par deux guides verticaux et à laquelle un excentrique, monté sur le même arbre, imprime un mouvement de translation alternatif. Le boulon d'articulation de chaque levier avec la tige du tiroir correspondant est nécessairement parallèle au tourillon du levier, et le bras de levier de cette articulation, ou sa distance au tourillon, est horizontal lorsque le cylindre prend la position verticale.
Pour éviter les flexions de la tige de chaque tiroir dues à la courbure de l'arc décrit par l'extrémité du levier, on emploie
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une petite bielle intermédiaire^ on allonge un peu Tœil de la lige dans le sens de Taxe de la tige; néanmoins il convient de limiter les angles décrits à un nombre restreint de degrés.
Fig. 96.
D'après cette description, on voit que tous les organes de la distribution se meuvent parallèlement au plan de la coulisse, soit dans leur mouvement absolu, soit dans leur mouvement relatif par rapport au cylindre.
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Soienl (fig. 97 )
0 Taxe de Tarbre ;
0' celui du cylindre;
a la distance de ces axes ;
R = OA le rayon de la manivelle ;
Q Tangle qu'il forme avec OCV ;
rTexcenlriciié;
a Tangle constant qu'elle fait avec la perpendiculaire à OA;
(3 Tangle variable AOO' ;
Fig. 97-
D la position du tourillon de l'un des tiroirs correspondant aux angles (3 et 0;
r==:0'D le rayon de l'arc de cercle décrit par ce tourillon autour du point 0 ;
E la position du coulisse au;
T sa projection sur 00';
C la position du centre de la coulisse;
p = CE le rayon de la coulisse;
X l'angle fermé par 0' E avec le prolongement de O'D;
/' =DE la longueur de la tige qui relie le tourillon du liroii au coulisseau ;
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D«,Eo les positions des points D et E, x^ la valeur de x correspondant à 0 =zo; i^zrzXg—X^^ déplacement angulaire éprouvé par le levier ED I à partir de l'instant où la direction de la tige 0' A coïncidait I avec celle de 00', et qui a donné lieu au déplacement du I tiroir.
En négligeant Tobliquilé de la barre de l'excentrique, le Ichemin décrit par la coulisse à partir de la position correspondant à ^ = o est
r[sina — sin(Ô-i-a)].
Nous supposerons que pour ^ = o le centre de la coulisse coïncide avec le point 0', de telle sorte que Ton ait
O'C = r[sina— sin(Ô -f- a)] , o = O'.E..
En joignant les points 0' et E, la figure donne, en remarquant que Tangle DO'D» est égal à |3,
6T'=r»H-/'*H-2r/'cosx,
Dt'= p»-hÔx'h-20'C.CT= p^H- r'[sin(0 + a) - sinap
-+- 2r[sin(Ô H-a) — sina] CT, CT =nO'T — 0'G = ^[sin(Ô-^a)-sina]-h^cos(P-hA)-^-/'cos(x-ô-A),
i'oii, par l'élimination de O'E et de CT,
p'= T^-h /'*H-2r/'cosx-t-r'[sin{ô-+-a) — sina]'
-+-2r[sinl0-ha) — sina] [rcos(p-f- A) -f-/'cos(x — P — A)].
D'après ce que nous avons dit plus haut, $x ^^'^ ^^re un petit angle, et nous pourrons en négliger les puissances supérieures à la seconde, en considérant, si l'on veut, cet écart
r r comme étant du même ordre de grandeur que ^ et =•
Nous poserons donc
cosx = cos(xo- ^X) = cosxo (i - -f- ) ■^- ^XSinx., cos(x- ?-A) = cos(x«- P - A) (i- ^) - ^Xsinxo-
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L'égalité précédente peut se décomposer dans les deux suivantes :
(l) p'=r*H-/'*-f-2R7'cosx«,
I-h2/'rsinx,<îx — ''rcosxo^x'^-'^[s>n(ô-+-a) — sina]* -t-2r[sm(0H-a)— sina][r(cosp-hA)-+-/'cos(Xo — P — A) H-rsin(x«-P-A)^x] = o.
En ne conservant d'abord que les termes du premier ordre en r et Sx* ^^ dernière de ces équations donne
,,. ;^ _ r[sin(e-4-a) — sina][rcos(p-hA)-4-/^cos(Xa— B-A)] ^^^ ^^-'~' r'/'sinxo '
et, en portant cette valeur dans les termes du second ordre d€ la même équation, on trouve
a/Tsinxo^X = —'^r [sin(0 -+- a) — sina]
[rcOS(p-f-A)-f-/'COS(Xo-p— A)]* jr- /û ^ .
^ ri'sin'X^ ^-r'[sin(Ô-f-a)-s
(4) { (i~cosxo[rcos(p-4-A)4-rcos(Xa-P~A)]
1 r/'sin^Xo
rsinxo
Si la valeur (3) était suffisamment approchée, le coefficien r cos(A -h (3) -f- /' cos(xo — (3 — A) ne variant qu'entre des U mites assez rapprochées, la loi du mouvement relatif du tiroi par rapport au cylindre ne serait pas très-différente de cell qui résulte de l'emploi d'un simple excentrique, monté su l'arbre d'une machine à cylindre fixe. On est donc naturelle ment conduit à chercher s'il ne serait pas possible de profite de l'indétermination de quelques-unes des quantités qui en trent dans ce coefficient de [sin(0H-a) — sina]' de l'équa tion (4) pour annuler ce coefficient ou le transformer en ui terme du troisième ordre.
Nous poserons donc
l I-COSXo
[rcos(^-4-A)-f-/^cos(x,- p-A)]»
l/'sm^'xo
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Avant de faire usage de cette équation, dans laquelle il nous sera permis de négliger les termes du premier ordre en r, nous allons déterminer la condition qu'il faut remplir pour que le mouvement des coulisseaux soit possible dans une seule coulisse ou pour qu'ils ne tendent pas à passer Tun devant l'autre.
Si l'on désigne par y l'ordonnée du point E par rapport à
00', on a
7 = r sin( p -t- A) - /'sin(xo - P - A).
En changeant (3 en — (3, on aura l'ordonnée de l'auiracouiisseau changée de signe, puisque son sens positif est l'inverse de celui de X' ^^ ^^^^ donc que la somme de ces deux expressions soit positive ou que
r sinA — /'sin(;^ — A) > o ou
rsinA— /'sin(xo — A) -f- /'sin(Xo — ^) -- -^^'cos(Xo — A)^X>o-
On satisfera à cette inégalité en posant
(6) rsinA-/'sin(Xo-A) = /'cos(Xo-^)H,
H étant une constante du même ordre de grandeur que 0%, et que l'on pourra prendre égale à la valeur absolue du minimum de cette variation ou à une valeur un peu plus grande. La formule (3) se réduit alors à
^y = — ^,, . fsinfO h- a) — sina]
X jcosp [r cosA -+- /'co3(xo — A)l — /' sinp cos(Xa — ^)H I ou, en éliminant /' au moyen de l'équation (6),
/ V % ^ r o HcOSfy.— A)C0S(6-f.A)'lr • /a x • ^
7 ^y=— _— - COS0H ^^ . î^- ^ rsm(ÔH-a — sma].
^^' ^ rsmAL smxo J
En prenant
H = =-r— r I H ^ (i H- sma),
rsmAL smXo J^
on sera sûr que H sera supérieur au maximum — 5x, d'où l'on
CHAPITRE VIL
TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT RECTIUGNE ALTERNATU EN CIRCULAIRE ALTERNATIF.
55. Système du balancier et du parallélogramme de Watt — La disposition dont nous allons nous occuper {fig. g8) \ pour objet de transmettre au balancier le mouvemenl alter
Fig. 98.
natif du piston dans certaines machines à vapeur, notammen celles dites de Watt^ de Cornwal et de Woolf. Soient (^g*. 98)
OA, Taxe de figure du balancier dans sa position horizontale 0 la projection de Taxe horizontal de rotation sur le plai
vertical passant par OAo; 0A„ OA2 les positions extrêmes de Taxe du balancier, symé
triquement placées par rapport à O'Ao,*
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yy' la verticale suivant laquelle doit se mouvoir la tige du piston.
On s'arrange de manière que la droite^' passe à égale dislance du point Aa et de la corde A.Aa de l'arc total décrit par l'extrémité du balancier. La tige du piston est reliée, par une articulation, au sommet Bo d'un parallélogramme à sommets articulés, formé par les trois tiges A^Bo, B.Co, CaD» et par Taxe
Fig- 99-
'— —vT
de figure OAo du balancier, et dont A,B,C,D,, A,BjCjD, sont les positions extrêmes et ABCD une position quelconque. On voit facilement que A, Aa = B, Bj est la course du piston. Le sommet B étant assujetti à parcourir la droite yy'y la figure du parallélogramme est à chaque instant complètement déterminée, et le point G décrit une courbe qu'il est facile de construire par points. L'épure montre que celte courbe diffère peu d'un cercle passant par les trois points Co, Ci, Ca et qui, en vertu de l'égalité des trapèzes B» Bi Ci Co> B» Bs Cs Ca, a son m. 10
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centre situé à un certain point 0' de l'horizontale BoCo. Si l'on admet, pour un instant, que ces deux lignes se confondent, il suffira, pour assurer le mouvement rectiligne du point B, d'assujettir le point C à se mouvoir sur le cercle CoCiC», ce qu'on réalisera au moyen d'une tige ou contre-balancier 0' CyaTi\cu\ée d'une part à ce dernier point et de l'autre au centre 0', supposé fixe, du cercle ci-dessus; mais, comme ce cercle ne se confond pas rigoureusement avec la courbe qui serait tracée par le point C, le point B ne décrit pas exactement la droite yy^ mais une courbe très-allongée, dite à longue inflexion, qui diffère très-peu de la verticale, comme nous le reconnaîtrons plus loin, ce qui par cela même ne donne lieu à aucun inconvénient sérieux dans la pratique.
Théorie géométrique. — On peut construire très-facilement par points la courbe à longue inflexion, en remarquant que, si Ton mène la parallèle OH à CD jusqu'à sa rencontre H avec BC prolongé, le point H, situé à une distance constante de C, se meut constamment sur la circonférence décrite du point 0 comme centre avec un rayon égal à CD. Les extrémités de l'arc qu'il parcourt sont les points d'intersection H» et H, de cette circonférence avec les directions BoCo et BiC, ou B2C2, le second de ces points se trouvant évidemment sur la direction de BoCo. On voit ainsi que la courbe décrite par le point B fait partie du lieu géométrique engendré par un point déterminé d'une droite dont deux autres points C et IL s'appuient constamment sur deux circonférences données.
On aura donc autant de points que Ton voudra de cette courbe en marquant trois points b, c, h sur l'arête d'une bande de papier, tels que Ton ait bc = BC, ck = CH, puis en faisant mouvoir cette bande sur la figure de manière que les points h et c restent constamment sur les arcs respectifs H, H„ C, Cj; les positions successives que prendra le point b appartiendront à la courbe à longue inflexion.
Le centre instantané S de la droite BH se trouve évidemment au point d'intersection des directions des droites 0' C et OH, et l'on obtient géométriquement la normale, au point B, de la courbe à longue inflexion, en menant la droite BS.
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Le centre instantané T de O) est, de même, le point de rencontre deO'CetOA.
Cela posé, cherchons à déterminer la vitesse angulaire &> du balancier, connaissant la vitesse V du piston ou du point B.
La vitesse angulaire instantanée autour du point S étant
V se
^5 la vitesse du point C est V gg» et la vitesse angulaire
se on
insuntanée autour de T, V ^xxSB ^" ^ DT^^^^' ^^ ^^^' son du parallélisme des droites CD et OS. On déduit de là, pour la vitesse du point D, V ^jr> et pour la vitesse angulaire autour du point 0,
«=E5' d'où V = a)SB,
résultat très-simple qu'il est facile de traduire en langage ordinaire.
La droite qui joint les points 0 et B rencontre le côté CD en un point J, fixe sur ce côté pour tous les déplacements du balancier, qui décrit une courbe semblable à celle du point B et semblablement placée, et qui par conséquent se confond sensiblement avec la verticale. Cela résulte de ce que, les triangles ABO, DJO étant semblables, DJ est constant, et que OJ est proportionnel à OB. Le parallélogramme permet donc au balancier d'imprimer un mouvement vertical à une tige articulée au point J de CD, dont la vitesse est à V dans le rapport de OJ à OB.^ Cette tige sert ordinairement à mettre en jeu la pompe du condenseur dite à air, dans les machines de Watt, et le piston de la détente des machines de Woolf.
Théorie analytique. — Prenons le point Bo pour origine des coordonnées et les directions respectives de BoO'etdeBaj pour axes des x et j.
Soient
X et y les coordonnées du point B ; L = OA la longueur du balancier; r=:0'C celle du contre-balancier; r , / les longueurs des côtés AB, BC ;
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9, \\>, (f' les angles qui forment respectivement O'C avecO'Ct,
BHavec H.B., OH avec H, H,; I la projection du point 0 sur la direction de B^Ct; b = Btl, c = Ol les coordonnées de ce point prises en valeur
absolue; ô l'angle A.OA,;
h la demi-course du pislon ou — ^— ^.
On a
• :^ ^ smo = -•
En projetant les lignes brisées O'CB, BHOI sur l'horizontale et la verticale, on trouve les relations
r — / — X = rcosy— /cosi|/, /= rsiny -f- /sini|/,
x-^ b = Lcosi|/ — r'cos<ï>', x= Lsinij/ — r'sin<j>' -hc;
d'où, par l'élimination de 9 et de 9',
ij* H- .r* — ilxsm^ — 2x (r — / H- /cos>!/) -+- (r — /)'-+- /'-f-2/(^—/)c0S^^ = /•', j*H- •^' — 27(Lsin^-hr:)-+-2x{^ — Lcos^^)
-I- L' — 2L6cos^— 2Lc8in>j/-4- /y*-+- c*= r'^.
Ces deux équations doivent être satisfaites par x = o, j 1=0, ce qui a lieu identiquement pour la première; mais, pour qu'il en soit de même pour la seconde, il faut que
(I) (L^by=r^^-c\
ce qui d'ailleurs est visible sur la figure. Les mêmes équations peuvent se mettre sous la forme
/'-h r'— 2//sin^^ — ix Ir—ilsm- ) — 4 (^ — 0 ^sin^ - — o,
y^-h x^^2f{c -h Lsini|/)-+- 2.Lcs\n^ ■+- 4L6sin* - = o.
Pour que ces équalions soient vérifiées par x = o^ y = ±:LsinS, \\> =±d, il faut que l'on ait
(1) L(L-2/)cos'-=r(r~/);
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d'où
/>H_L(L-a/)cos»-
et
(3) ^=Lcos--î
d'où, en vertu de la formule (i).
(y) r'=yJc^-Vsm^{.
La figure conduit directement d'ailleurs, sans difficulté, aux valeurs (P) et (y) de ret r'.
En portant ces valeurs dans les équations (a), on obtient les suivantes :
|j*-f-x-— 2//6m>j/ — Y ^cos>|/ -f-L(L— a/)cos'- ^ '-h — 4L(L — a/) CCS -sin'- — o, -l ■ / ^ \
l/*H-x'-i-2Lx( cos' cos*»!/ j — 2^ { c -f- L sÀn-^)
I -h2Lc8in^^ -h 4L*cos*-sin
d'où, par soustraction,
y (L—/) ( Lcos* /co8^^ j -4-Lc8in>j/ H- 4 Lcos* - sin' - (L— /)
c-H (L — /) sin^}'
Nous allons maintenant supposer que x est suffisamment peiii pour que l'on puisse en négliger les puissances supérieures à la première ainsi que les produits de cette variable par des termes de l'ordre des angles 4* et d, qui sont généralement petits.
En mettant en évidence le carré de j— /sin ^ dans la première des équations (d), les calculs résultant de la substitution de la valeur (e) de / ije sont pas très-compliqués et l'on
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arrive au résultat suivant :
•^= 7(rz:77^(cos'|-cos'^^
On voit ainsi que l'écart x est du quatrième ordre, tandis qu'il serait du second ordre si la tige du piston était directement
articulée au balancier. Comme - est nul pour ^ = o, la
courbe à longue inflexion est tangente à Bo/.
L'expression précédente peut approximativement se mettre sous la forme
Son maximum par rapport à ^ correspond à très-peu près à 4^*= •— et a pour valeur
mais nous prendrons tout simplement
en nous arrêtant aux termes du quatrième ordre. Si /= — > c'est-à-dire si V articulation C est au milieu du
balancier, le mouvement rectiligne sera assuré aux termes du cinquième ordre près.
Le maximum de x^ par rapport à / correspond à /= ^ et a pour valeur
et il n'est ainsi que la fraction ^ de ce qu'il serait si la tige
du piston était articulée directement au balancier. Si, par exemple, d = ^, cette fraction est inférieure a j^-
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L'expression (e) peut maintenant, aux termes du quatrième ordre près, se réduire à la suivante :
Lcsin^^^-4L(L— /) sin' ^ ^^' ^^ c-+-(L — /)sin-j/
d'où, pour la vitesse du piston.
- =Lsin>j/ 14- (- j sin^ip h
v-l-^^hiC^TH-*?
56. Observation. — Pour appliquer le système de Watt aux machines des bateaux, il est nécessaire de restreindre autant que possible l'espace occupé par le mécanisme. C'est pourquoi (/ig. loo) on place le balancier au-dessous de la tige en fixant l'axe de l'articulation du contre-balancier sur le cylindre.
Fig. 100.
On peut supprimer {Jig. loi ) le parallélogramme, en articulant les extrémités A et C du balancier et du contre-balancier à une tringle, en un point I de laquelle on articule la tige du
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piston. On reconnaît, en effet, en se reportant à Ir théorie géométrique donnée plus haut, que la courbe décrite par le point I appartient à la catégorie des courbes à longue inflexion .
Fig. loi.
57. Système articulé de M. Peaucellier. — La disposition suivante permet d'opérer rigoureusement la transformation dont nous nous occupons.
Fig. 102.
Deux tiges égales (fg. 102) OA, OB partent de l'axe de rotation 0; une seule, OA par exemple, fait corps avec l'arbre. De chacune de leurs extrémités partent deux tringles égales de
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manière à former un losange articulé ÂCBD. Le sommet C le plus voisin du point 0 est articulé à un contre-balancier O'C qui l'oblige à rester sur un cercle passant par le point 0'. Le sommet opposé D, auquel on articule la tige du piston, décrit, lorsque l'arbre tourne, une droite DE perpendiculaire à 00'. En efifet, si l'on remarque que les points 0, C, D sont en ligne droite, et que C et D se trouvent sur un cercle ayant A pour centre, on a
OC.OD = ÔÂ'-Âc'.
mais, si F est le second point d'intersection de la direction de (Xy avec le cercle décrit par le sommet C, les triangles semblables OCF, ODE donnent
OC.OD = OF.OE; d'où, en vertu de la relation précédente,
OE = Qp == const.,
ce qu'il fallait démontrer. 11 parait à peu près impossible d'é- Ublir explicitement la relation qui existe entre la vitesse de la tige et la vitesse angulaire de OA ou OB.
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CHAPITRE VIII
TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT CIRCULAIRE ALTERNATIF EN QRCULAIRE CONTINU.
58. Bielle et manivelle de Watt. — Le mouvement circulaire alternatif du balancier du n*» 55, dont nous conserveront les notations, se transforme en circulaire continu autour d'un axe parallèle projeté en 0" au moyen d'une bielle PF (fig. 99 et io3), reliant l'extrémité F du balancier, opposée à celle où est adapté le parallélogramme, au bouton P d'une manivelle O'^P.
Fig. io3.
Le centre instantané de la bielle se trouve évidemment au point de rencontre L des axes de figure du balancier et de la manivelle; la vitesse de F étant co.OF, la vitesse angulaire
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instanta point P
OF
instantanée de la bielle autour de L est w ■=-= et la vitesse du
OF
a)gPL = «'0''P,
en appelant &>' la vitesse angulaire de la manivelle autour du centre O". Si T-on mène la parallèle 0"Q à OF jusqu'à sa rencontre avec PF, on a
PL PO" ^, , , OF
LF = Qâ'' ^^^ ^ = ^œy-
Cette formule ne s'applique qu'en dehors des points morts qui correspondent aux positions extrêmes du balancier, car le mode de liaison entre le balancier et la manivelle est incompatible avec la transmission de mouvement que l'on a en vae d'établir, et qui serait interrompue sans l'influence de Tinertie des masses animées d'un mouvement de rotation.
Considérant maintenant le système complet de Watt, il nous reste à déterminer la relation qui existe entre la vitesse de la tige oscillante et la vitesse angulaire de l'arbre.
Soient (fig. 99) 0F;= OF. = OF, = OF, = L' la longueur de la portion du balancier opposée au parallélogramme, F, Fo, F„ F2 étant les positions de son articulation avec la bielle correspondant aux points Â, Â«, Ai, As de l'articulation de la tige du piston; /' = FP la longueur de la bielle.
On a
F.OF, = F,OF, = ^, FOF,= ^^.
Les points morts extérieur et intérieur de la bielle FP devant correspondre respectivement à F, et F,, il faut que la trace 0" de l'axe de rotation se trouve sur la verticale F, F,
F F et que O'^P = -^-^ = L'sinô; on reconnaît facilement, d'ailleurs, que, si K est le milieu de la corde F, Fa, on a O^'K = /'. Désignons par 0 l'angle PO'P. formé par la manivelle, qui est censée se mouvoir de la droite vers la gauche, avec celle P© de ses positions qui correspond au point mort extérieur, et par 1 rinclinaison de la bielle FP sur O'Ti.
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Si Ton projelle la ligne brisée OTFOK sur la verticale et rhorizonlale, on trouve .
l'cosi = /' -h L'(8in^cos0 — siii>|/), /'sin/ = L'(sin^siii0-4- cos^ — cos>|');
d'où, par Télimination de i,
8in^^ = sin^sinO
-f- ^ [i — C08^ cos>^ -hsin^ (sinOcos^ — cos0sin>|/ — sinOcos^)].
On a, aux termes du second ordre près, sin^ = sin<y cosO
et, par suite, en négligeant les termes d'un ordre supérieur au second,
sin^^ = sin^cosO h — 77 sin^^sin'ô.
Si l'on porte cette valeur dans l'équation (5) du n*» 55, on trouve, aux termes du quatrième ordre près,
y = L sin^ cosô h — ^7 sin'^ sin'Ô -♦- L ( j sin*^ cos' 0 ;
d'où, pour la vitesse du piston, en remarquant que &)'=: —,
V = dbw'L8in^r sinO -7 sin^sinG n-sf— ^^ j sin^^cos^esiDÔ 1
et, en négligeant le terme du troisième ordre,
V = dbw'L8in^(8in0 ^s^^^sinaôV
En comparant cette dernière expression à la formule (A) du n* 34, on voit que le piston se meut suivant la même loi que s'il était conduit directement par une manivelle de rayon
Lsind et une bielle dont le rapport à ce rayon serait — - — •
Le système complet de Watt, tel qu'il est représenté par h Jig. 99 et les figures réunies 98 et io3, a, comme on le voit,
TRANSFORMATION b'oN HOUTBMENT CIRCULAIRE ALTERNATIF, ETC. iS'}
pour résultat final de transformer le mouvement alternatif du piston en rota lion continue. Le seul avantage que présente celte disposition, sur celle d*une bielle et d'une manivelle, iconsiste en ce qu'elle est exempte de guides à frottement, dans lesquels il se produit un jeu nuisible au bout d'un temps plus ou moins long, inconvénient que l'on atténue à la vérité en donnant aux glissières une étendue convenable, en vue de rédutre à peu de chose le frottement par unité de surface.
Mais le système de Walt présente les inconvénients sui- Yanis : i° il est dispendieux; 2® il exige en hauteur un grand emplacement; 3<» il donne lieu à des frottements notables : c'est pourquoi il est maintenant peu employé.
59. Mouche de Watt.— Cette disposition diffère de la précédente en ce que : i" la manivelle est remplacée par une lige 0"P folle sur l'axe 0"; 2» la communication du mouvement
Fig. 104.
>iir^j*-^
a lieu par l'intermédiaire de deux roues dentées, l'une moulée sur Taxe 0'', et l'autre dont l'axe est projeté en P et qui esi solidaire avec la bielle.
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Soient R, R' les rayons des roues 0", P; a, 6 les vitesses angulaires de la roue 0" et de la tige 0''P; comme la bielle FI reste sensiblement parallèle à elle-même, le mouvement d( la roue P peut^tre considéré comme se réduisant à une simple translation. La formule (i) du n"* 23 donne par suite, en 3 supposant c = o, pour la raison,
En faisant avec Watt R = R', on a a = 26, c'esl-à-dire qu< l'arbre tourne deux fois plus vite que la tige O^P.
Le marteau de forge, mû par un arbre à cames dont noui parlerons dans un autre Chapitre, offre un exemple de la trans formation d'un mouvement circulaire continu en circulain alternatif.
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CHAPITRE PREMIER
GÉNÉRALITÉS
60. Du mode d'action des moteurs. — Il est évident qu'il ja tout avantage à faire produire^ dans chaque élément du temps, à un moteur quel qu'il soit,' animé ou inanimé, la plus grande quantité de travail possible. Soit P l'effort exercé par un moteur sur le récepteur, estimé suivant la direction de la vitesse V de son point d'application. Le travail moteur développé dans le temps dt est VYdt. D'après l'observation, la force P atteint son maximum quand V = o, et devient nulle quand V atteint une certaine valeur V, qui dépend de lana lure du moteur. Le produit PV s'annulant pourV= o, V=V' doit, pour une valeur Vi de V comprise entre zéro et V, passer par un maximum dont il faut chercher à s'écarter le moins possible en réglant convenablement la vitesse du récepteur.
Pour une même valeur de V le produit PV variera généralement avec le mode d'application de la force motrice; on devra par suite donner au récepteur, ou au moins à très-peu près, la forme pour laquelle ce produit atteindra sa plus grande valeur.
61. De la forme et de la vitesse de l'outil, — Comme on le verra dans un autre Chapitre, au moins dans quelques cas particuliers, la forme de l'outil a une influence sur la quantité de travail que l'on peut produire. Il y a, pour chaque catégorie
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d'outils, pour une même matière de l'outil et pour une même matière à travailler, une forme plus avantageuse que les autres, et dont il convient de peu s'écarter.
Au point de vue de la conservation de l'outil, de la qualité et de la quantité du travail produit, il résulte de l'observation que la vitesse de l'outil ne doit pas dépasser une certaine limite. On devra donc établir la transmission de telle manière que la vitesse du récepteur et celle de l'outil s'écartent peu de celles qui correspondent respectivement au maximum du travail moteur et du travail utilisé.
62. Principe des forces vives appliqué aux machines. — En se reportant au n" 139 de la deuxième Partie, on voit que l'on pourra, sans erreur appréciable, appliquer aux machines l'équation des forces vives, en faisant abstraction des vibrations des molécules, c'est-à-dire en n'ayant égard qu'au mouvement moyen.
Cela convenu, soient
i/o la vitesse que possède un élément matériel m d'une machine, à un instant déterminé, pris si l'on veut comme origine du temps;
V la vitesse de ce même élément au bout du temps /. Soient de plus,. au bout du même temps,
^m le travail moteur communiqué au récepteur ;
^u le travail utile produit, égal et de signe contraire au travail de la résistance ou des résistances utiles;
^r le travail, pris en valeur absolue, des résistances passives (2). On a
(1) 12 wp'- |2WPJ = tL„~ ^~ s,.
Il arrive souvent qu'on ne peut se dispenser de faire intervenir, dans le jeu d'une machine, certaines forces extérieures qui, non-seulement ne jouent aucun rôle dans la production du travail utile, mais encore développent des résistances passives ou augmentent la valeur de S,.; tel est, par exemple, le poids des équipages à mouvement alternatif (manivelle, bielle, balancier) dont le travail, tantôt positif, tantôt négatif, s'annule dans une période au commen-
GÉNÉRALITÉS. l6l
cément et à la fln de laquelle les pièces occupent les mêmes positions. Nous conviendrons de comprendre respectivement dans ^m et — ^r le travail de ces forces, selon qu'il sera positif ou négatif.
Lorsque, par la nature même du travail à effectuer, on ne pourra éviter qu'il se produise des chocs dans une machine, on devra comprendre dans S,, la demi-perte de force vive totale éprouvée par les organes dans le temps /.
63. De r uniformité et de la périodicité du fàouvement des machines. — D'après les considérations exposées aux n"^ 60 et 61 et l'équation (i), la vitesse de chaque élément matériel d'une machine ne peut croître au delà d'une certaine limite; car, dès que le point d'application de la force motrice aura acquis la vitesse V, le travail ^m restera d'abord sensiblement constant, tandis que ^u et ^r continueront à croître; la force vive acquise 2 mi/* décroîtra donc, et l'on voit, par suite, que les vitesses v ne pourront pas dépasser une certaine limite.
11 résulte de là que, dans les machines sans pièces oscillantes, l'uniformité du mouvement finira toujours par s'établir, et cela aura lieu généralement, au bout d'un temps trèscourt, après la mise en marche; on aura, à partir de cet instant, pour un intervalle de temps quelconque.
Dans le cas où des pièces oscillantes entreront dans la composition d'une machine, le mouvement deviendra bientôt périodique, et nous verrons plus loin de quelle manière on peut réduire l'écart maximum relatif des vitesses angulaires des pièces gyratoires pour satisfaire aux conditions énoncées aux n"60 et 61."*Pouc une période on aura encore la relation cidessus.
Dans l'un et l'autre cas, le rapport
du travail utile au travail moteur est ce que l'on appelle le coefficient d* effet utile ou le rendement de la machine. 111. II
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64. Discussion de V équation des forces vives. Influence de V inertie, -r- L'équation (i) peut se mettre sous la forme
(2) e^=e^_^-_JL^^e^+__j.
Nous remarquerons d'abord que, si l'on considère la machine à partir de l'instant de sa mise en marche, ou lorsque (/, rz: o, on a
ce qui exprime que la demi-force vive acquise est inférieure au travail moteur dépensé et non utilisé.
En considérant maintenant la machine à partir d'un instant quelconque de la durée de son fonctionnement, l'équation (2) montre que la demi-force vive initiale vient s'ajouter au travail moteur; mais, d'après l'observation que l'on vient de faire, elle ne fait que restituer une partie du travail employé à la produire; de sorte que le travail produit sera toujours inférieur au travail moteur dépensé.
On voit ainsi tout ce qu'il y a de chimérique dans la recherche du mouvement perpétuel à laquelle se livrent certaines personnes qui, sans s'en rendre compte, voudraient, en définitive, produire un travail utile égal ou supérieur au travail dépensé.
L'équation (2) montre aussi que la demi-force vive acquise s'ajoute au travail des résistances passives et constitue à la On du fonctionnement de la machine une véritable perte de travail moteur. Cependant on peut, ainsi que cela se fait dans certaines circonstances (•), utiliser une partie de celte demi-force vive; en effet, après avoir supprimé l'action du moteur, on a, en accentuant les quantités qui se rapportent à jiine époque quelconque de la nouvelle phase, pour laquelle 6^= o,
et l'on voit ainsi que jlmv^ joue ici le rôle de travtil moteur. Lorsque le travail doit être longuement continué, la demi-
(*) Notamment dans le laminage et le cylindrage du fer.
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force vive acquise au moment de Tarrêt de la machine devient une fraction insignifiante du travail moteur dépensé.
^ 65. Des causes d* irrégularité du mouvement d'une machine. — Nous avons vu, au n® 61, que l'on devait restreindre dans certaines limites les variations de vitesse dans les machines. Les principales causes de ces variations sont les suivantes :
1° La présence dans le mécanisme de pièces à mouvement alternatif, lors même que le mode d'action des forces motrices ei résistantes est régulier;
\ 2® L'intermittence dans le développement de la résistance
I utile, comme dans les cas où Toutil est un laminoir, un cy-
' lindre cingleur, un pilon, un marteau, etc. ;
i 3^ La discontinuité dans le travail résistant utile, comme
[cela arrive quand on débraye une ou plusieurs machines d'un
•groupe mis en mouvement par un même moteur.
^ Dans les deux premiers cas on arrive à régulariser le mouvement en faisant intervenir l'inertie d'une pièce appelée
[volant; mais dans le paragraphe suivant nous ne nous occuperons que du premier, sauf à revenir plus tard sur le deuxième.
Dans le troisième cas, la force motrice se règle automatiquement à l'aide d'un mécanisme appelé régulateur, dont
'nous étudierons ultérieurement les principales dispositions.
l64 QUATRIÈME PARTIS. — CHAPITRE II.
CHAPITRE IL
DES VOLANTS
66. Généralités. — Lorsque, dans la composition d*une machine, il entre des pièces oscillantes, ces pièces ne correspondent généralement qu'à un ensemble d'organes à rotation continue dont les vitesses angulaires restent dans un rapport constant. Si, par exception, il y a d'autres organes gyratoires, leur force vive est toujours assez faible par rapport à la force vive de l'ensemble ci-dessus pour qu'on puisse en faire abstraction; de sorte que l'on peut considérer une machine à pièces oscillantes comme ne renfermant qu'un seul système d'organes à rotation continue.
On s'arrange toujours de manière à réduire autant que possible la masse et la vitesse des pièces oscillantes, de sorte que leur force vive reste toujours une petite fraction de celle des pièces tournantes.
Pour restreindre dans certaines limites les variations des vitesses angulaires des organes gyratoires, on établit sur l'un des arbres une roue appelée volant {fig. io5 et io6).
Afin de ne pas donner à un volant, pour un moment d'inertie déterminé, un poids trop considérable, on dispose les éléments de sa masse à la plus grande distance possible de l'axe de rotation, et c'est ainsi que l'on est conduit à donner à la pièce la forme d'une couronne circulaire reliée à l'arbre par des bras dont l'axe de figure est généralement rectiligne.
On nK>nte généralement le volant sur l'arbre animé du mouvement le plus rapide, afin que, pour une valeur donnée de sa force vive, son moment d'inertie et par suite sa masse soient portés à leur plus faible valeur.
Dans son Cours de Mécanique appliquée aux machines,
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Poncelet fait remarquer que les résistances ont pour effet, en général, de diminuer les plus grands écarts de la vitesse ou la valeur qu'il serait nécessaire de donner au moment d'inertie
Fîg. io5.
Fig. io6.
du volant si elles n'existaient pas, et par conséquent, en les négligeant, on doit être certain d'obtenir pour le volant des dimensions plus que suffisantes.
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Soient
6)iy 0)2 les vitesses angulaires minimum et maximum de Tarbre du volant;
Q = — ' la vitesse angulaire moyenne de cet arbre {vitesse
de régime), qui est une donnée de la question;
- une fraction également donnée, et qui sera d'autant plus
pelite que l'on voudra obtenir une plus grande régularité dans le mouvement (').
La condition que Ton se propose de remplir est que l'écart maximum de la vitesse angulaire soit au plus égal à la fraction - de la vitesse angulaire moyenne ou que
d'où, en prenant le signe inférieur»
' \ in) ' \ m)
Soient
B l'angle décrit par un rayon de l'arbre à partir d'une position
déterminée de ce rayon ;
dB w = -77 la vitesse angulaire correspondante;
&), la valeur de cette vitesse pour 6 =: o;
S le travail des forces extérieures monrices et résistantes développé à partir de 6 = o ;
I le moment d'inertie du volant, qu'il faut déterminer de manière à satisfaire aux conditions (i).
La force vive des pièces tournantes est de la forme aw', a étant une quantité connue, et, en posant
( ' ) Les limites entre lesquelles n est généralement compris dans la pratique sont 3o et 80.
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la force vive des pièces tournantes et du volant est
On peut maintenant considérer À comme l'inconnue de la question, puisque sa détermination entraîne celle de I.
La force vive des pièces oscillantes sera de la forme 89(6)01)% B étant l'équivalent d'un moment d'inertie, qui est une quantité connue , et 9(6) une fonction également connue, ne renfermant que des constantes sans dimension.
Nous supposerons que la force motrice et les résistances utiles, par suite €, sont des fonctions continues ou discontinues de 6.
On a, d'après le principe des forces vives, en faisant abstraction des résistances passives, comme nous en sommes convenus,
Le mouvement de la machine devant être périodique, il faut qu'au bout d'un nombre déterminé / de tours @ ait la même valeur pour 6 = 271/ et 9 = o, ce qui détermine une certaine relation entre les forces qui agissent sur la machine.
67. Première approximation du calcul d'un volant. — Lorsqu'une pièce oscillante, telle qu'un balancier de machine à vapeur, a une masse considérable, on s'arrange de manière^ que la vitesse maximum de chacun de ses éléments matériels soit relativement faible; de sorte que, dans tous les cas, le maximum de B(p(d] est toujours une très-petite fraction du moment d'inertie A qu'il s'agit de calculer. On peut donc, dans une première approximation, négliger les termes en B dans l'équation (2), qui devient
Soient ^2» ^1 la plus grande et la plus petite valeur de 6 dans la périodeMe 1 révolutions; 09, di les valeurs correspon-
l68 QUATRIÈMB PARTIS. — GHAPITRB II.
dantes de 6 ; nous aurons
d'où, par soustraction,
et, en vertu des relations (i),
En substituant cette valeur dans Tune ou Tautre des équations (3), la première par exemple, en ayant égard à la valeur (i) de (ùi, on déterminera la vitesse angulaire 6)o.
Si ^ est une fonction continue de 0, les angles Ot et 6t seront donnés par l'équation
Supposons que deO = ok6 = <Xy^ spit une fonction continue/( 6), et de 6=<x hi 6=^ lin une autre fonction yi( 6). Traçons deux courbes Oa, cp, ayant 6 pour abscisse, et respectivement/( 6), /,(0) pour ordonnées, et soit m leur point
Fiff. 107.
d'intersection qui correspond à l'abscisse a. Dans le cas de la Jig. 107, le point maximum n de Oa se trouve en deçà, et le
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point minimum p de cp au delà de m; les valeurs de di et Ot seront, par suite, respectivement données par les équations
Dans le cas de la^îg". io8, où n et p sont au delà de m, 6s sera
Fig. io8.
évidemment l'ordonnée de m, c'est-à-dire que Ton aura 9, = a, et $1 sera donné par l'équation f[{6)z=o.
Si le cas de \^fig* 109 se présente, on aura di = a et /|(8) z=z o pour déterminer 02, etc.
Fig. 109.
Ainsi donc, lorsque 6 sera une fonction discontinue de d, il faudra se livrer à une discussion appuyée sur des tracés de courbes pour déterminer les valeurs qu'il faut attribuer à 9, et ô|.
Remarque. — Supposons, comme on le fait d'habitude dans cette première approximation, que l'on donne au volant le moment d'inertie A, supérieur à celui I, qui est nécessaire pour
Wa — Wi
assurer le degré de régularité proposé; l'écart relatif-
sera réduit à moins de -9 et Ton se trouvera dans des condi-
lions très-favorables. Pour le même motif, nous ferons encore abstraction des bras du volant, de sorte que, si P est le poids de Tanneau, p son rayon moyen, et si l'on remarque que Tépaisseur de l'anneau dans le sens du rayon est toujours une petite fraction de p, on a à très-peu près
En désignant par Y la vitesse Qp du volant à sa circonférence moyenne, la formule (4) devient
(5) PV= = /ig^(S,-S.).
68. Deuxième approximation, — Proposons-nous maintenant de calculer le moment d'inertie du volant en tenant compte delà première puissance de B. Supposons que Ton ait obtenu une première valeur approchée de A au moyen de ^ formule (4); soient A(i -+- x), w; 4- dù^l les valeurs corrigées
de A et wj ; posons y = -j-ei négligeons les termes du second
ordre en x, y et iwj. Au lieu de l'équation (2), nous aurons la suivante :
d'où
(6) "^--";"^"-- = f[i--^-yyW]-^7[y(Q)-y(o)],.
Nous ne considérerons que le cas qui se présente le plus généralement oîi S, est le maximum d'une fonction de 0, et 5, le minimum de la même fonction ou d'une fonction différente,
de sorte que nous aurons ^ = 0 pour ô = ôj, 0 = 9t.
La valeur de Q qui rendra minimum &> sera donnée par l'équation
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et sera de la forme 0 = 9, -+- 50„ ô0, étant de Tordre de y et ^;
mais on a
réqualion ci-dessus devient par suite
îlS).,".-!"'".'-^"'!'.'-».
et permettra de déterminer dOi; mais il nous est complètement inutile de connaître cette valeur, car le minimum du second membre de l'équation (6) sera le même que pour 9=6i, puisque S conserve la même valeur, aux termes du second ordre près. On a donc
mais la seconde des équations (3) peut se mettre sous la forme
<l'où, par soustraction.
on a de même
d'où, en égalant ces deux valeurs de — -9
pais, en substituant à A sa valeur (4j>
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Des équations (à) on tire i
—^^-h iB„
*d'oiiy en remplaçant o,, o). par leurs valeurs (i), négligeant l| carré de -> qui est toujours une petite fraction, et ayant égarj à la valeur (4) de A,
l'équation (7) donne par suite
( _^i[6,(/i-i)-e.(/i-M)][y(e,)-7(ej]j.
Dans les cas joii le système oscillant est une simple bie11< ou l'ensemble du balancier, parallélogramme, etc., de Watt 9(6), en négligeant l'obliquité de la bielle, est de la formi sln'd, et Ton a alors
69. Application aux manivelles dans V hypothèse d'un puissance et d'une résistance constantes. —-.Nous négligeron l'obliquité de la bielle, qui sera ainsi censée se mouvoir pa
Fig. 110.
V~?V ::-r-AA
rallèlement à une droite déterminée 0^ (Jig. iio) passant pi le centre de rotation 0 de la manivelle
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Soient
Rie rayon OA de la manivelle;
jQ la résistance constante, supposée tangente à la circonférence de rayon OA ; STeffbrt moteur, parallèle à 0^, agissant en A; A„ K\ les points morts extérieur et intérieur;
9 l'angle AOAo.
I» Manivelle simple à simple effet. — Pendant la durée d'une révolution, la force S n'agit que de A, en A',, de sorte que, (K)ur exprimer que le mouvement est périodique ou que le travail total est nul dans la période considérée, on a
SX2R = Qx27rR, d'où S = 7rQ.
On a évidemment
© = SR(l-C08Ô)-QRÔ = QR[7r(l-C08Ô)-e].
Le maximum et le minimum de S correspondent aux valeurs de 0 données par l'équation
^=QR(tr8ine-i) = o,
d'où
sinô = -j n
Ô.= X^OA; = i8°33'36'', ô,= A^0A;=7r--Ô,.
0ndéduitdelaformule(9)^=: — y; de sorte que l'on peut s'en tenir à la première approximation, puisqu'elle donne pour A une valeur un peu trop forte, ce qui est avantageux à la régularité en mouvement.
L'équation (5) donne maintenant, en vertu des valeurs cidessus,
(lo) PV'= 17,2802 X 2 7rRQ/î.
On appelle cheval-vapeur un travail de 75 kilogrammètres exécuté dans une seconde. Si N est le nombre de tours de
Tarbre par minute, le travail effectué par seconde est, en kilogrammèlres,
et en chevaux
..rqI^,
p^ 2 7rRQN 60 X 75 '
En remplaçant, dans Téquation (10), QR par sa valeur tirée de cette relation, on arrive finalement à la formule pratique
(11) PV*= 24300^.
2® Manivelle simple à double effet. — Lorsque A est arriva en A',, S en conservant son intensité change de sens, de manière à rester une force motrice, de sorte que son travail esl double de ce qu'il était précédemment pour une révolution entière. On a donc
S.4R = Q.27rR, d'où S = -Q;
par suite,
S=:QRr^(i-cos0)-ôl.
De réquation ^ = o on tire
sinô= -, d'où
L'équation (9) donne, comme dans le cas précédent, ^z-r — y, de sorte qu'il suffit encore de s'en tenir à la première approximation.
En opérant comme plus haut, on trouve
(i^) PV»=4645Ç^.
Le moment d'inertie du volant, toutes choses égales d'ailleurs, est ainsi inférieur au -^ de ce qu'il doit être dans le cas du simple effet.
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3« Manivelle double à angle droit et à double effet. •— Supposons que l'angle d se rapponeà la manivelle OA; pour avoir les termes correspondants relatifs à la manivelle OB, il faudra changer 6 en 9 -f- 90", el Ton a ainsi
S =^ S (i — C08Ô)R -H S (iH- sinô) — QRG.
Le travail des deux forces S pour une révolution étant PxSRy on a, pour la condition de périodicité,
8RS = a7rRQ, d'où S = k9.,
par su lie y
L'équation donne
OR S= ^ r(2— C0SÔ-i-sillô)7r— 4Ô].
fl^ • A A 4
-^^ =- o ou smô -4- cosO = -
e.= 19^12', e, = 7oM8'.
En se reportant au n^ 67, il est facile de voir que dans le cas actuel
y(e)=sill'0-HCO8'ô = I,
el réquation (8) donne encore, comme plus haut, x = — y, de sorte que Ton n'a pas non plus à se préoccuper de la deuxième approximation, et l'on a
PV' = 468^.
On pourrait multiplier ces exemples et reprendre notamment les précédents, en supposant que l'on établisse sur le prolongement de chaque manivelle de l'autre côté de l'axe de rotation un contre-poids maintenu à une distance constante de cet axe.
70. Calcul du volant d'une manivelle à double effet dans un cas particulier où la force motrice est variable. — Supposons que la force motrice S soit constante à partir de 9 = o jusqu'à une valeur déterminée a de l'angle d; que ded = aàd=7r
la force motrice suive la loi exprimée par S -^ — '— et que la
*^ ^ I — cosa ^
même chose se reproduise dans l'oscillation inverse : nous
nous trouverons dans les conditions d'une machine à vapeur
à détente, en admettant que la détente ait lieu suivant la loi
de Mariotte et que Ton néglige la contre-pression, ce qui ne
peut être qu'avantageux au point de vue de la régularité du
mouvement (65).
Nous aurons
© = SR(i-co8e) — QRe, pour ô<a, et, en accentuant 6 pour éviter toute confusion,
S'=SR(l-C0Sa)H-SR(l-C08a) Ç J^îi^— QRG
= SR (i -cosa) -f- SRlog ' "" ^^^^ - QRO, pourG = *. ^ ' '='1 — cosa ^ » f <^
Pour que le mouvement soit périodique il faut que 6' = o pour 9 == TT, ce qui donne
(l — COSa)( i-hlog I
^ ' \ *^ 1 — cosa )
On a, par suite,
^ I — cosO 0
^ 2(1 —cosa) ( I -+- log )
^ ' \ ^ I — cosa/
(la') { . ./ . I-CO80\ » a-, (l — cosa) ( I-+- log I
^ a(i— cosa) ( i-f-log )
^ ' \ ° 1 —cosa/
Le minimum 6 correspondra à la valeur 9 de d donnée par
(l3) 8ill(ï>= —, r|l-+-l0g |)
^ ' ^ 7r(i— COSa)\ '^^i— cosa/
et son maximum à 0 = tt — 9.
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On peut maintenant écrire
S _ 1 — cosQ ô ^ ' aTrQ "" aTTsiny aw
En désignant, par des indices, les valeurs de ^ correspondant aux valeurs 9 et $ de 6, on a
/ I -. _ I — cosy f^
) 27rQ ? ^TTsin^ 27r
J ï -. ï-hCOS* I <p
U seconde des équations (i) peut se mettre sous la forme
,-x I -., 1 — COScp/ , I— COS0\ 0
16) 7c S'= : ^1 I-f-IOg )
La fonction ^' n'est susceptible que d'un maximum correspondant à la valeur $' de 0 donnée par
, . ■ ^ ^' I — ces a 17 lang — = — : ,
ei, en désignant par @^ ce maximum, on a
W rrrï K
î ^» I — COSa / , 2 1*'
-S^, = ; I H-«ilOg I •
En faisant croître « de 10 en 10 degrés à partir de a=:io" jusqu'à 180 degrés, et dressant un tableau, nous avons reconnu que l'on a constamment 6, = 6^, et 6,= ç;^. entre a— io« et a = i4oS et ^2 = ^l> entre a = ï4o*» et a = i8o*> ( ' ).
En appelant A Y admission ^— et posant PV»= /x -rr'>
(') Voir, pour plus de détails, mon Mémoire sur les Tolants des machines ù Tapeur à détente et à condensation, inséré au tome I*' des Annales des Mines,
nous avons Tormé le tableau suivant :
Nous avons reconnu également que le terme correctif Xj dû à Tinfluence de Tinertie des pièces oscillantes, est dans tous les cas négatif, de sorte que nous n'avons pas à nous occuper de la seconde approximation dans le calcul du moment d'inertie du volant.
71. De r influence de V obliquité des bielles sur la régularité du mouvement. — Le chemin parcouru par l'extrémité de la bielle à partir du moment où le bouton de la manivelle se trouvait au point mort extérieur étant (Si') *
COS0 sin'ô 1
à la troisième puissance près de l'obliquité e, on peut poser
F et/ étant des fonctions connues de B. Les angles 9i et 9a seront donnés par l'équation
Soit d'i la valeur qui rend F[d) minimum; si nous posons 0,= 9',-}- ô9,, nous aurons, en nous arrêtant aux premières puissances de e et dd,, qui sont du même ordre de grandeur,
Si l'on porte la valeur de 0 = 6', -i- 59, dans l'expression de S, et que l'on appelle 6', = F(6',) la valeur de G, résultant d'une
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première approximation dans laquelle on aurait négligé Texcentricitéy il vient, en s'arrêtant aux termes du second ordre,
En augmentant l'indice d'une unité, on aura une expression semblable pour le maximum 5,, et il sera facile de trouver la valeur de la correction que Ton doit faire subir à une première valeur approchée du moment d'inertie A du volant, résultant de l'hypothèse de e = o, lorsque l'on voudra tenir compte de la seconde puissance de l'obliquité.
Comme exemple, reprenons la question d'une manivelle simple à double efifet du n'^eS; nous avons, pour la condition de périodicité,
4SR = 27rRQ;
par suite
= qr[^(,-
= esinô',,
cosô)
6sin^0',
Si nous écrivons l'expression des C» de la même manière, en nous rappelant que les angles 9\y ff^ sont supplémentaires (68), nous trouvons
e^ _ S'^ :== ^^ _ r,-h —5 g»cos0'. sin'ô',.
Nous voyons ainsi que, dans le cas actuel, l'obliquité de la bielle exige, pour arriver au degré de régularité voulu, une légère augmentation du moment d'inertie du volant. En effectuant les calculs numériques, la formule précédente prend la
forme
o,42ioRQ(n-i,i68s').
11 arrive rarement que e atteigne ~, et dans ce cas limite la première valeur approchée de A devrait être augmentée deo,o8 environ de celte même valeur. Il n'est donc pas superflu, dans certains cas, de faire entrer en ligne de compte l'obliquité des bielles.
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72. Remarque relative à rétablissement des volants. — M. Krelz a faii observer à juste litre que, lorsqu'il s'agit de faire fonctionner des machines outils, il ne suffit pas de limiter les écarts de vitesse à une certaine fraction de la vitesse moyenne : il faut encore, au double point de vue de la qualité et de la quantité de l'ouvrage produit par unité de temps, et de la conservation de l'outil, que l'accélération de ce dernier ne dépasse pas une certaine limite; ce qui revient à assigner une limite maximum ^ à TacCélération an-
. . d(ô gulaire-^.
En négligeant l'inertie des pièces oscillantes, et différentiant l'équation (2') du n*» 66, on obtient
d'où
"de
ÂdB'
dÎD On déterminera la plus grande valeur A de -^>
et l'on devra
s'assurer que le moment d'inertie A, calculé comme on l'a indiqué plus haut, satisfait à la condition
73. Conditions de résistance à la rupture d*un volant. — La^g". 1 1 1 représente une section faite dans un volant par son
plan moyen perpendiculaire à l'axe de rotation 0.
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Nous appellerons circonférence moyenne de l'anneau à Télal naturel le lieu géométrique des centres de gravité de ses sections méridiennes, et nous désignerons son rayon par p».
I** Nous considérons d'abord le cas où le volant possède une vitesse angulaire û sensiblement constante.
Soient
OA,, OA', les axes de figure de deux bras consécutifs; a,, a, leurs naissances respectives comprises dans l'angle A',OA' ;
2a et e les angles a,Oa^,, û,OA, = a\Ok\ ;
OA la bissectrice des angles A,0 A', , û,Oa, ;
A', A A, la portion de la circonférence déformée déterminée par
les directions de OA,, OA', ; p le rayon de courbure de la courbe Aû, en un point M dont
les coordonnées polaires sont r = OM, AOM = cp;
7 la section méridienne de l'anneau ;
I le moment d'inertie de cette section, par rapport à la perpendiculaire au plan de la figure passant par son centre de gravité;
q' la section transversale des bras que nous supposerons constante jusqu'au moyeu;
0, N les composantes élastiques développées dans les sections méridiennes aux naissances a„a', des bras, dirigées respectivement suivant le rayon et sa perpendiculaire;
E le moment d'inertie de la matière;
n son poids spécifique;
r l'effort maximum de compression ou de traction qu'on doit lui faire supporter par unité de surface.
î-a force centrifuge agissant sur a,Aa', faisant équilibre aux forces élastiques développées en û„a,, il vient, en projetant sur OA,
2Qc08a-H aNsma = i a'p^,co8<p.porf<p = - -<rii pj
En posant
sina.
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réquation précédente se met sous la forme
(a) N, sina-4-Qcosa= o.
Si Ton prend, par rapport au point M, les moments des forces qui agissent sur Ma,, on a, en appelant 4» l'angle formé avecOA par un rayon quelconque Om de Tare ai M,
El G - f) =" NPo b - C08(a - y)] -f- Qp, 8in(a ~ y)
«y^'pj / sin(>]/ — ^)rf"i]/H-con8t.
La constante étant le moment du couple élastique développé dans la section normale en ai ou a,, on tire de là, en désignant par Cpo une autre constante qui comprend la précédente,
(^) 5i(i-i')=-N.cos(a-(p) + Qsin(«-(p)-C.
L'influence du bras sur l'anneau en Aia, doit, à très-peu près, produire l'effet d'un encastrement; de sorte que, après comme avant la déformation, OA, Oai sont des normales qui font entre elles l'angle a. On a donc
en négligeant la dilatation de la circonférence moyenne; d'où la condition
[c) N, sina — Q (i — cosa) — Ca = o.
En posant r=:p^[i'\- m), nous aurons, d'après le n** 188 de la deuxième Partie,
p p« ~~ pi W ^ /'
L'équation (6) devient par suite
(d) g(^-^«)=N,cos(y-a)4-Qsin(^-«)-C
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et a pour intégrale
Ch-^N, ((p-a)sin(<p-a)
— - (q>— a)cos(«p— a) H- McOs(f — a)-t- M'sin(Y— a) h
H et M' étant deux constantes arbitraires. Mais, comme OA, Oai sont deux normales après comme
avant la déformation, on doit avoir -7- = o pour <p =^ o, 9 = «, ce qui donne les conditions
(e) — -N, (sina-hacosa)— - (cosa — a8ina)H-Msina-f-M'C0Sa = o,
Soient aa la naissance du bras OAi extérieure à Tangle na, F l'effort de traction exercé par ce bras sur Tanneau. Comme Tangle û,0a,= 2e est toujours petit, on peut sans inconvénient en négliger le carré.
En exprimant que F fait équilibre aux deux forces — Q, aux deux forces — N développées dans les sections normales en ûi, «2, ainsi qu'à la force centrifuge de la portion de Tanneau limitée par ces sections, on a
Soient
r la distance à Taxe d'une section quelconque du bras; i la dilatation dans cette section ; r, la valeur de r à la naissance.
Nous pourrons, sans'grande erreur, faire abstraction de la déformation du moyeu ou anneau central par lequel le volant est monté sur Tarbre. En considérant Téquilibre d'une trancbe du bras, d'épaisseur Jr, on établit facilement l'équation
Eff'-7- dr-{- tr'-a^rdr = o; dr g
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d*oii, en désignant par K une constante^ L'allongemeni total du bras sera, à peu de chose près,
comme cet allongement est égal à la valeur de p^u pour 6-=^a, on a la relation
On déduit de là la valeur de K qui, reportée dans l'expression de S, donne
d'où, pour r = p09
if) E^ = ^û»(-.p;H-p.r,-^rnH-(M~C)^^|^
Mais celle dernière valeur n'est aulre chose que celle de —•,
on a donc
IM-C=^-^&V^U(Q-+-N'6) n + iL a»[24^sp; -^ (t' (ap; -p,r. - r; )] j .
En éliminant M, M' entre les formules (e), {e') et {g), on arrive à la suivante :
(-. r sina-4-acosa 2l(p,— rj . 1
/ La pi"' J bg pi<r'
l x[a4«fj -i-<T'(2p; — p,r, — r;)]sma-i-C8ii
sina =0.
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L'élimination de C entre les équations (c) et (A) donne
N, sin'a (sina -+- a cosa) h ^''. , sa sina
I 'L 2i pi*' J
-.Q|-(x-COSa)-.a[^-.^IigZ^
elles équations (a) et (1) permettront de déterminer Ni et Q; mais, comme -7—7 ( i ^ | et — sont toujours de petites frac-
<^9o \ Po/ Po
lions, on peut, sans erreur sensible, réduire l'équation (/) à la suivante :
iN, sin'a— -(sina -+- a cosa) H-Q — (i — COSajn 1 sina -4--r-IilMi |a4-7£-h2 |asina = o, ^g \ PoA ^ Po/ .
d'où
I „ (' ^] \^ ^ -*-24 — , s I a sinacosa
[t,-^ lu' '^ P'{^ P' '—l .
I ' ôfi' a-* a . 2
I ° h - Sina cosa — sm^ a
(i-^) (2--"-i-24-, e)asin^«
I bff a^ a . .5
° 1 — sina cosa — sina
par suite, en vertu de l'équation (c),
(i _ C2\ fa- -« -+. 24 -^ e\ sin'a
(*) C = - -?- ui^ ^-pdl Po ^_1
bg a^ a . . ,
** ! — smacosa — sin^a
11 est facile de s'assurer que la fonction de a qui forme le dénominateur de ces trois expressions reste positive pour des valeurs de la variable croissant à partir de zéro.
On voit, d'après la formule (6), que le maximum de E ( )
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correspond à
tang((p-a) = ^,
ou à 9 = o en vertu des valeurs de (j); ce maximum a poui valeur
(l^i\^JLa^p^V PoA P, ^Lll
\9ti ?] ^S Cf? CL . . , -
-Sina)sina
/I 1\ Il \ rt#\ n ' IT' I ^
■Sinacosa — sin^a
Soit X la composante élastique normale à la section méridienne au point M; en donnant à ij^ la même signification que plus haut, réquilibre de MA| exige que
5'^ = Ncos(a— ^) — Qsin(a — (j>) a'pja / sin(i^ — f ) ^>t,
S Jo
5'^= N,cos(<p-- a) -î-Osin(y — a)H — ^'pjc,
expression dont le maximum correspond à
tang(y-a)=^ ou à 9 — o, et a pour valeur
n T02 y Po/ V Po ^ /
(m) ^ = ^ia'^ — ^^^-^ ^-^ —^ H-~a»p;(T.
'^ r- - sina cosa — sm'a °
Si l'on appelle 2^ l'épaisseur de l'anneau dans le sens du rayon, la tension élastique maximum développée sera
a \p Po/
«Kl) etE( 1 ayant les valeurs données par les for-
mules (/n) et (/); et, comme elle doit être au plus égale à T,
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^ faut que Ton ait
[n > ('"" k) ('"" i'^''^^') [^ ^^^'^ -^ P»M« - Bina)] sma
** h - sina cosa— sin'a
Celte condition sera satisfaite a fortiori, si celle que Ton obtient en supprimant ~ Test elle-même^ ou si Ton a
f 1-+-12-7 s) I - acosa-+- p„<?(a — sina) j
2 / f^T ^ A a^-i-«sing — 28in'a ^ 3 \na' ^'J sina
On pourra, sans inconvénient, supposer que, dans cette inégalité, 2a est l'angle formé par les axes des deux bras consécutifs. La même inégalité suppose nécessairement que son second membre soit positif ou que Ton ait
ce qui donne une limite de la vitesse de Tanneau du volant dont il faut se tenir suffisamment éloigné.
Occupons-nous maintenant des conditions de résistance des bras. D'après la formule (/), le maximum de E$ correspond à r=: r, et est égal, à peu de chose près, à
bg '^ \ p./ 1 (Pa-'-o)
OU, en vertu de la formule {g),
^^ = S^^'pî {^^ ^ ^ ') ^ } (Q^^>')-
N 0 Comme -/ et -^> en raison du facteur 1 dont sont affectées
leurs expressions, sont petits par rapport au premier terme
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de celte valeur, on peut écrire simplemenl
n^,r,/ . (7 \ il asin'a "1
** I ^ ^ h - SinaCOSa — Sin'a 1
- Sina COSa — Sin'a
Nous avons négligé dans ce qui précède l'action de la pe santeur; pour plus de sécurité, il convient de calculer le éléments d'un volant de telle manière que chaque bras puissi résister aux efforts que nous venons de calculer, augmenté du poids total du volant, tandis qu'il n'en supporte jamai qu'une partie, ce qui revient à retrancher de F l'expressioï
II.27r -7po, ou a écrire
f- - sinacosa — sin^a
Ainsi donc, étant donnés la vitesse moyenne d'un volant i sa circonférence et son moment d'inertie calculé en vue d'ob tenir un degré de régularité déterminé, on devra donner ^ l'anneau et aux bras des sections, et des formes à ces sections, telles que les conditions (i) et (2) soient satisfaites.
2*» Proposons-nous maintenant d'étudier l'influence que doll avoir, sur la résistance d'un volant, une variation plus ou moins rapide du mouvement, en faisant abstraction de la force centrifuge.
Nous nous occuperons spécialement de la flexion des bras supposés rectilignes, et nous négligerons l'angle e, ce qui est permis sans erreur sensible, comme l'indique la suite des calculs; nous conserverons les notations précédentes, aux exceptions suivantes près : i® au lieu de représenter l'angle aiOa\ par 2a, nous le désignerons par a; 2? nous représenterons la vitesse angulaire variable par &>, en supposant qu'elle ait lieu de la gauche vers la droite; 3® les composantes des
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actions élastiques dans les sections méridiennes en ai et a\ n'ayant plus ici la même valeur, nous les représenterons par les mêmes lettres que plus haut, mais en accentuant celles qui sont relatives à la seconde de ces naissances.
En projetant sur les directions de N' et Q' et prenant les moments par rapport au point 0, on obtient, pour les conditions d'équilibre des forces qui sollicitent Tare «la,,
Neosa — N'— Qsina ^Po jT / cos^df = o,
^ ^/ XT . n ,//w /•« . QcosaH-Q'-+- Nsina ^P» 7~ / sinffl(p=:o,
x-r XT/ n - cfo>
Si Ton pose
n - rfw
ces équations prennent la forme
■ N'= N cosa — 0, sina,
r^, XT . r\ n , r/«
Q'= — Nsma— Q, cosa -h - <^Po ^ ' d'où
(p) N(i - cosa) H- Q.sina = -aplx£.
On a pour Téquation relative à la flexion de û,^,
\P Po/
- j ^pl £j [i - cos {^^ - y )] rf^^ -4- const.
OU, en désignant par C une constante,
(q) Efi-. i'\ = -Ncos(a-<p)-^Q,sin(a-«J))-^-C. Po \P PJ
L*angle «,0a', restant égal à a, et les tangentes en «» et a\
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ayanl la même inclinaisoD sur Oa„ Oa\ après comme avan la déformation, on doit avoir
ou
(r) Nsina — Q,(i — cosa) — Ca= o.
En opérant comme plus haut, on tire de Téquation ( q )
— ^ (<p — a)cos(ç — a) -hMcos(ç ~a) -h M'8in(<p— a) J,
M et M' étant deux constantes arbitraires.
Nous ferons remarquer maintenant que les éléments ma^ tériels de chaque bras n'étant sollicités que par des forces
en -jji toutes très-sensiblement perpendiculaires à son axe
de figure, la dilatation de cet axe est uniforme et ne dépend que de Q H- Q', résultante qui, d'après la nature même de la question, doit être très-faible, ce que, d'ailleurs, nous pourrons vérifier ultérieurement; de sorte qu'il nous sera permis de négliger la dilatation dont il s'agit, ou de supposer que u = o pour 9 == a, cp == o, ce qui donne les conditions
(s) — C(i— C0Sa)-h^Nasina-4- -^acosa — M'sina = o.
D'autre part, les tangentes en a„ d^ devant être également
inclinées sur Oui, Où,, la dérivée -7- doit avoir la même va-
acp
leur pour <p = a, <p = o, ce qui s'exprime par
\ — (sina-4-acosa)
/ — -^ (i — COSa-t-asina) — C sina -4-M'(i — COSa) — o.
L'élimination de M' entre les équations (s) et (/) conduite
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la suivante :
r V N . 0, , . aC(i — cosa)
[U] — sina — :îii (i — co8<3t) : = o.
Il résulte de la comparaison des formules {r) e\{u) que C est nul et que Ton a tout simplement
[v) N sina — Q^ (i — cosa) = o
De cette équation et de la formule {p) on tire
N=-<rpJa^,
et enfin
Q.= -ap;atang-^
0 = napj(itang^-i), XT/ 3 n , </«
Ainsi donc Teffort Q -H Q', qui agit longitudinalement sur chaque bras, est nul, ou plutôt de Tordre des quantités que nous avons négligées, comme nous l'avons admis a priori.
Soient maintenant
r le moment de la section du bras par rapport à la perpendiculaire au plan de la figure passant par son centre de gravité;
p le rayon de courbure du point de la fibre moyenne déformée situé à la distance rde Taxe de rotation;
^e' l'épaisseur du bras.
Fï'
<l'où pour le maximum de —
— ï7— (po-'-o);
la tension ou compression élastique maximum développée est, par suite,
et doit être au plus égale à F; on satisfera a fortiori à cette condition si Ton satisfait à la suivante :
I > n ^èL? f^
e"= g r di'
En désignant par P le poids de l'anneau, par n le nombre des bras, et remarquant que Ton a à peu de chose près
a = — 5 l'inégalité ci-dessus peut se mettre sous la forme
suivante :
e' = ngV dt '
qui est d'une application plus facile.
DBS RÉGULATEURS. igS
CHAPITRE m
7&. Il arrive dans la plupart des machines que, par suite d'exigences particulières, le travail utile doit rester pendant un temps, plus ou moins long, tantôt au-dessous, tantôt audessus de la valeur pour laquelle la machine a été établie : c'est ce qui arrive, par exemple, si, la machine ayant pour objet de faire fonctionner à la fois plusieurs outils, on vient à en diminuer ou à en augmenter le nombre.
Pour éviter les effets nuisibles d'une trop grande augmentation ou diminution de vitesse, il faut réduire ou augmenter le travail utile et, par suite, l'énergie de la force motrice. Cette variation d'intensité, pour les moteurs inanimés, se produit à la main, ou automatiquement, à l'aide d'un mécanisme appelé régulateur, qui agit sur le distributeur de la force motrice, la vanne d'une chute d'eau, ou le robinet ou la valve d'une conduite de vapeur, par exemple, lorsqu'on emploie pour force motrice le poids de Teau ou la pression de la vapeur. Pour simplifier le langage, nous supposerons dans ce qui suit qu'il s'agit d'une vanne. .
Comme on le voit, le volant et le régulateur remplissent deux fonctions distinctes : le volant a pour objet de restreindre entre certaines limites les écarts de vitesse dus à la présence d'organes oscillants dans la machine, lorsque le travail est régulier, tandis que le régulateur a pour but de limiter les écarts de la vitesse moyenne quand le travail à effectuer est soumis à des irrégularités.
Dans ce qui suit nous ne nous occuperons que des régulateurs le plus en usage.
III. i
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75. Régulateur à boules ou à force centrifuge. — Ce régulateur, qui est le plus généralement employé, se compose ifig. lia) de deux boules A, A' de même poids, fixées aux
Fig. ii3.
extrémités de deux tiges égales AB, A'B, qui sont articulées à charnières à l'extrémité supérieure B d'un arbre vertical BX, dont le mouvement de rotation est transmis par Tarbre ou l'un des arbres de la machine au moyen d'engrenages ou de courroies. Deux tiges ou bielles égales CD, CD' sont articulées en C et C à AB, A' B à égale distance du sommet B, et à une douille DD', qui peut glisser le long de l'arbre BX. La douille, en s'élevanl ou s'abaissant par refifel de la force centrifuge qui s'exerce sur les boules, et d'une manière secondaire sur les tiges, agit sur la vanne de la force motrice par l'intermédiaire d'un système de tringles relié à la douille par une articulation, et dont la disposition varie avec les circonstances.
Quelques constructeurs remplacent les boules par des lentilles dont les arêtes sont comprises dans des plans passant par les axes de figure des tiges AB, A'B, et perpendiculaires à celui dans lequel sont compris ces axes et celui de l'arbre.
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Cette disposition a pour objet de réduire la résistance de l'air;
mais> comme un régulateur marche toujours lentement,
l'avantage des lentilles sur les sphères est pour ainsi dire
illusoire.
Supposons les quatre liges réduites à leurs axes de figure,
et les sphères et la douille à leurs centres A, A' et D. Soient (/g". ii3)
AB = A'B=a, I
BC == BC = 6, > des longueurs données;
CD=C'D==c )
I Tintersection de AA' avec BX ;
P le poids des boules ;
p l'effort que doit vaincre la douille, tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, pour faire varier la position de la vanne;
w la vitesse angulaire de l'arbre ;
a l'angle formé par AB ou A'B avec la verticale BX.
On a
AI = flsina, BI = ^cosa,
et le triangle BCD do n
BD = ô COSa 4- v/c^ -- b^ sin'a , d'où
A'sinacosaflfa
é/.BD = — b sina da. —
v/c* — If' sin^a
Comme la masse des tiges est toujours relativement faible par rapport à celle des boules, nous en ferons abstraction. Les forces centrifuges des éléments matériels de chaque boule supposée homogène ont une résultante passant par le centre de gravité de la boule et qui n'est autre chose que la force centrifuge de ce centre où toute la masse était concentrée; cette résultante a pour expression
- w^. AI = - w^a sina.
En exprimant que, pour le déplacement angulaire </a, la somme ces travaux virtuels du poids et de la force centrifuge des boules et dep est nulle, on a
(i) aP— fl8inaé/.AI-ha-£/.BId=D£/.BD = o,
d'où
. , P , a . „ . ,/ ^COSa \ .
(2) a-^'fv'smacosa — aPasmaqF/?^! i-h —— isina = o,
le signe — et le signe ■+- se rapportant respectivement à la tendance à la levée et à l'abaissement de la vanne.
Soit (v« la vitesse angulaire de l'arbre qui correspond à la vitesse de régime de la machine et à la valeur a« de a pour w=W9, il ne doit y avoir aucune tendance au déplacement de la vanne dans un sens ou dans l'autre, ou encore aucun effort ne doit s'exercer sur la douille; de sorte que la formule (2) donne, en y supposant tv = iv», a = «o q\ p=^o,
(3) «^JCOSa, = -•.
Les vitesses angulaires maximum w^ et minimum w^ du régulateur correspondant à la tendance au déplacement de la vanne ont respectivement pour valeurs
ha-
2 \^ v/c^-^\sin'aj
1 \ y/ç^— ^>»sin»aj
Le rapport -^- étant toujours une petite fraction, on peut,
sans inconvénient, en négliger les puissances supérieures à la troisième, et écrire, en ayant égard à la relation (3),
[ph / b cosa,> \ _ p^b^ / h COSa^, \
' -*■ 4Fa ^' "^ v/«»-^^sin>aJ 8 ?W ^ "^ yj a^ ^ b^ sin- âj
et l'on voit que l'on a , à la deuxième puissance près de ~- >
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(V, — «;.= (Vo — (Vi, c'esl-à-dîre que la douille et la vanne seront sur le point de se déplacer pour des écarts de vitesse sensiblement égaux de part et d'autre de la vitesse de régime. La sensibilité du régulateur se mesure par Vécart proportionnel ^' — - que Ton se donne a priori^ et qui doit être d'autant plus petit que Ton veut obtenir une plus grande régularité dans le mouvement. Désignant ce rapport par -» nous
aurons, à la troisième puissance près de -^^
__ ph / ^COSa,
d'où
(6) p^^/ .^œso^X
formule qui faitconnattre le poids qu'il faut donner aux boules pour obtenir le degré voulu de sensibilité.
Il est facile de voir qu'aux termes du second ordre près on peut écrire
76. Conditions relatives aux limites que Von assigne à la vitesse delà machine. — Supposons maintenant que, par suite d'une réduction du travail utile, w dépasse (Vi, la vanne s'abaissera en même temps que w croîtra; toutefois w ne dépassera pas une certaine limite w'' correspondant à la fermeture complète de la vanne, et qui sera une conséquence du mode de liaison entre la vanne et la douille; mais, à l'inverse, on peut se proposer d'établir ce système de liaison de manière que tv" soit donné a priori, et que l'on ait à remplir une condition semblable en se donnant la vitesse angulaire cv' correspondant à l'ouverture complète de la vanne.
Soient a'^ o^ les valeurs inconnues de l'angle ABD correspondant aux vitesses angulaires w'^, w\ et supposons que la résistance opposée au déplacement de la douille reste constante et égale hp, pour toutes les valeurs de cet angle comprises entre
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cl" et «'. Considérons le cas le plus usuel où BCDC est un losange, et négligeons le carré de -; nous aurons, en nous reportant à Téquation (a),
I et de même
f «''^COSa'= wj COSa, ( I )•
Or la position de la vanne doit être donnée pour la valeur a de l'angle ABD; on devra donc établir la liaison entre la douille et la vanne de telle manière que, lors de Touveriure et de la fermeture complète de la vanne, l'angle a soit égal aux valeurs de oi!\ a! données par les équations (8). Dans le cas actuel, la formule (6) devient
et le poids des boules est ainsi indépendant de l'angle a^.
Soient A» = 2û cosao, h" ^=ia cosa", K z=zia coso' les valeurs de AD correspondant aux vitesses angulaires (Vo, w"y «/.
Les équations (8) prennent la forme simple
qui se prête facilement aux applications (*).
( * ) Disposition de Foucault. — Foucault a eu l'idée de chercher l'effet que produiraient les boules placées sur les prolongements des bielles CD, CD,
Fig. 114.
lorsque BADC est un losange (Jîff. ii4); A, A' seraient, dans ce cas, assujettis
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Pour éviter que les boules oscillent dans le mouvement
régulier de la machine, il faut donnera -une valeur su-
périeure à l'écart relatif des vitesses maximum et minimum, qui sert de base à l'établissement du volant (').
Soit h la valeur de AD correspondant à la vitesse angulaire (v; on a, selon que cette vitesse est supérieure ou inférieure à (Vo,
Si w, wj, ûj, sont les vitesses de Tarbre qui correspondent i aux vitesses w, (v„ iv, auxquelles elles sont proportionnelles, on peut écrire
Soit Ç, pour la vitesse (v, l'augmentation relative éprouvée par le débouché de la vanne correspondant aux vitesses angulaires iVi et w,; Ç sera proportionnel à A — Aoî nous pourrons
à se trouver sur ua ellipsoïde substitué à la sphère du régulateur ordinaire. Posant AD = A'D = a et conservant les notations du texte, il est facile de reconnaître que les formules (4) s'appliquent au cas actuel, en remplaçant Pa par P(2* — a), après y avoir supposé b-=c. Cette disposition est loin d'offrir quoi que ce soit d'avantageux.
(*) Le mouvement oscillatoire das boules résultant d'une variation de la vitesse angulaire est un mouvement relatif par rapport au plan mobile AOA' ; les forces centrifuges composées pour chaque boule ayant une résultante perpendiculaire à ce plan, on n'a qu'à introduire dans l'équation (i) le terme
rf'a — 2I — —-(Ta, 1 étant le moment d'inertie de la boule par rapport à l'axe prodt*
jeté en B. Au lieu de l'équation (2), on a la suivante :
,<f'a P / ^cosa \
I-j-r — — û>*a' sinacosa— Pasina :;: p^sina ( i
^^ ^ \ V^c»-*«sin»ay
On devra faire l'intégration pour chaque demi-oscillation ascendante et descendante, correspondant respectivement au signe supérieur et au signe inférieur du dernier terme du second membre ; les constantes introduites se détermineront
par la double condition que a et -v- ont des valeurs connues au commencement de chaque demi-otcillation.
écrire en vertu de la formule (9), selon les cas, i;^a(±^±) ou ç=x-/1--LY
k et ki éianl deux coefficients connus.
77. Jutre disposition.— Dans certaines circonstances, motivées par des difficultés d'emplacement, on est obligé de placer la douille au-dessus deTarticulatlon D; on emploie alors la disposition représentée par la^g*. 1 15^ dans laquelle les tiges de
Fig. ii5.
même longueur BC, BC sont également inclinées sur les liges AB, A'B, d'une manière invariable, avec lesquelles elles sont respectivement reliées. Les bielles CD, CD déterminent un losange BCDC. Nous ne nous arrêterons pas à la recherche (qui ne présente d'ailleurs aucune difficulté) de l'écart proportionnel dans l'expression duquel doit entrer nécessairement l'angle CBA.
78. Des régulateurs isochrones. — Dans le régulateur à boules il y a, pour chaque valeur de a, une vitesse de régime déterminée w; de sorte qu'il ne peut remplir l'objet
qu'on se propose que par approximation , à la condition que l'angle a varie peu en passant de Touverture complète à la fermeture de la vanne.
On comprend ainsi l'avantage» au moins au point de vue théorique» que doit présenter un régulateur disposé de manière que la vitesse angulaire de régime cv» soit indépendante de l'angle a. Les dispositifs de cette nature qui ont été imaginés par divers ingénieurs et constructeurs ont reçu le nom de régulateurs isochrones.
Nous allons passer en revue les principaux types de ce genre de régulateurs.
79. Régulateurs paraboliques. — Concevons un dispositif tel que le centre de chaque boule soit assujetti à rester sur une courbe fixe» déterminée de manière que le poids et la force centrifuge de la boule se fassent constamment équilibre pour la vitesse (v«, quel que soit l'écart a; ou obtiendra un régulateur isochrone. En effet, par suite d'une diminution de la résistance utile» w croîtra à partir de w^ et en même temps a à partir de a«; mais bientôt» par la fermeture graduelle de la Yanne» w et par suite a atteindront chacun un maximum ; (v» a décroîtront» atteindront respectivement un minimum» et ainsi de suite; mais» sous l'influence du frottement (|)» les oscillations de chaque boule sur sa courbe s'éteindront rapidement, et, lorsqu'elle sera arrivée à l'étal stationnaire, la vitesse du régulateur sera redevenue (Vg.
Soient x l'abscisse verticale d'un point de la courbe que doit décrire le centre A, mesurée à partir d'un point déterminé de l'axe de l'arbre; y l'ordonnée horizontale correspondante : le principe du travail virtuel donne p
d'où, en appelant C une constante.
(*) Voir la Note, placée à la fin de ce Chapitre, relative à l'influence que peut avoir le frottement sur les mouvements oscillatoires.
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équation d'une parabole, comme on devait s'y attendre (deuxième Parlie, n»207), dont le paramètre est -f et C l'abscisse du sommet dont on fixera la position comme on l'entendra.
C'est sur le principe que nous venons d'énoncer que sont basées les deux dispositions suivantes :
I* Régulateur de Frpinke. — C'est le premier régulateur parabolique qui ait été construit : il se compose de deux guides curvilignes (Jig.ii&) MN, M'N', symétriques par rapport à l'axe
Fig. n6.
de l'arbre, correspondant respectivement à deux couples de galets C, C qui terminent les tiges des boules A, A' ; les axes des galets sont engagés dans deux fenêtres courbes pratiquées dans les extrémités de deux tiges CE, CI £' qui vont en B s'ar-
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ticuler à l'arbre. Deux tringles t, f sont articulées à ces deux liges et supportent, également par articulation, la douille D. On voit que chacun des guides doit affecter la forme d'une parallèle à la parabole que doivent décrire les centres des boules, tracées à une distance de cette courbe égale à celle de ces centres aux circonférences de gorge des galets.
Cette disposition n'a pas eu de succès pratique, en raison de sa complication et des frottements des galets sur les guides et sur leurs axes, qui diminuent notablement la sensibilité du régulateur.
2* Régulateur à bras croisés. — M. Farcot a eu l'idée de remplacer la parabole par son cercle osculateur dans la position moyenne que doit occuper le centre de chaque boule, ce qui lui a permis d'établir un régulateur à très-peu près isochrone, d'une construction très-simple.
Soient (^g". 117 et 118)
Fig. 117
Fig. 118.
A. la position moyenne du centre de la boule A; S le sommet de la parabole ;
F son foyer déterminé par SF = — j',
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AoB la normale en Ao limitée à l'axe de la courbe ;
H rintersection de la direction du rayon vecteur AoF avec 1^
perpendiculaire en B en A«B ; K celle de la perpendiculaire en H à AoH avec le prolonge^
ment de la normale qui est le centre de courbure de la para
boleenAo(*); i
K' le centre de courbure de la même courbe correspondant i la position moyenne A\ du centre de la boule A', qui est h symétrique de K par rapport à BS.
Portons, à partir des points K et K' sur KA, K^A, deux lon« gueurs égales KG, K'C, puis joignons C, C à un point D di Taxe.
On obtiendra un régulateur sensiblement isochrone, en sup^ posant que KAo, K'A'o représentent deux tiges articulées en E et K' à une pièce KK' faisant corps avec Tarbre, que h douille D soit reliée, par articulations, à ces tiges par les trint gles CD, CD.
Proposons-nous maintenant de déterminer les conditions relatives à la sensibilité du régulateur, en plaçant rorigin^ des coordonnées au milieu I de KK'.
Supposons, pour plus de simplicité, comme cela a lieu d*ail leurs en général, que, les tiges CD et KC aient une même Ion* gueur b, et conservons aux lettres P et p la même signiQcatioi] qu'au n** 75; nous aurons, pour l'équation du travail virtuel,
w étant Tune ou l'autre des vitesses angulaires de l'arbre pour lesquelles la vanne est sur le point de se déplacer. Posons (V = iVo(i -t- e), nous aurons, en négligeant le carré de e,
(lo) -w\ exdx=dzCjdAh.
Soit a l'angle formé par la normale AoK avecIS; de l'équation
(*) Voir mon Traité de Cinématique pure^ n® 57, p. 67.
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|dd lire
I") tang« = -^ = Yj, .
d'où
dx = — î- cos^ A dr, g -^
Mais 00 a
ID = 2^C08a, d'où «?.ID=— 2^sinaÉ?a=r — 2^ — i cos^asinar/r,
et l'équation (lo) donne par suite
^ pb coà'asina aP X
ou, en remplaçant y par sa valeur^ en fonction de ce, tirée de l'équation (ii),
«=±4 ^"^cos'a,; 2P g •
nous aurons donc
Supposons que l'écart proportionnel - soit donné pour la
valeur moyenne «o de a; de la condition - = — on
déduit la relation
^ = pn—^— cos'a..
L'écart proportionnel, pour une valeur quelconque de a, a par suite pour expression
mais, comme l'angle a ■— «« est toujours petit, on peut en négliger le carré, et cet écart prend la forme
i[i— 3tanga.(a-aJl,
ce qui met bien en évidence la manière dont il varie avec a.
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80. Régulateur isochrone à contre-poids de Mejrer (' ). — Reportons-nous à la théorie du régulateur à boules (75), ei^ conservant les mêmes notations. Dans le régulateur dont noua nous occupons actuellement, la douille fait corps avec uii manchon enveloppant l'arbre, et qui se termine inférieurement par un galet E (^g-, 119) s'appuyant sur Tune des branches EF d'un levier coudé EFG, mobile autour de Taxe F, ^
Fig. 119.
QT
l'extrémité duquel se trouve adapté un contre-poids Q. En raison de son faible diamètre, nous pourrons, sans erreur sensible, supposer que le galet E se réduit à son axe.
(*) On doit à M. Charbonnier {Bulletin de la Société industrielle de Mulhousey 1842) l'idée première de rendre constante la vitesse de régime d'une machine dans laquelle le travail utile est sujet à des variations ^ il proposait, pour arriver au but, l'emploi de contre-poids sans en déûnir le système. M. Meyer, de Mulhouse, séduit par l'argumentation de M. Meyer, à laquelle il avait d'abord été rebelle, résolut pratiquement le problème, dont, dans plusieurs cas particuliers, les éléments numériques furent déterminés par M. Charbonnier. Les résultats de l'observation vinrent ultérieurement justifier les calculs de ce modeste savant.
Nous aurions dû logiquement, au point de vue historique, commencer à exposer la théorie des régulateurs à contre-poids; mais nous avons pensé qu'en nous occupant d'abord des régulateurs paraboliques nous ferions comprendre plus facilement ce que l'on entend maintenant par régulateur isochrone (d'après Foucault).
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Soient
E', G' les projections des points E, G sur l'horizontale du
point F ; m l'angle constant GFE;
<r et / les longueurs des bras de levier EF et GF; ) le poids du manchon ; orangleEFE'.
La condition qui doit être remplie pour que le régulateur soit isochrone est que la vitesse de régime soit indépendante de l'angle ce, sans faire intervenir la résistance au déplacement de la douille.
Le principedu.travail virtuel, dansrhypothèsedeBC=CD=i^, donne
(12) — a^w^sinacosa — aPasina — 2qo sina^ ^~~7ï — ~^*
Or on a
EE'= BE'— BE = BE- DE - BD = A — aôcosa,
en posant h = BE' — DE, qui est une constante dont on pourra disposer ultérieurement.
D'autre part EE' = k tangcp ; nous avons donc la relation
(i3) /•tang<p = h — a^cosa,
d'où
(i3') d(f = -T-sina C08*<prfa.
Si Ton remarque que
GG'=/sin(/w-h<p), on a
rf.GG'=/C0S(m-H <p)é/«p = --r-sinaco8(^-f-/w) cos'y dx,
eiréqualion (12) devient
F Ib
(14) -û'w'cOSa — Pu — yè — Q -T-COS*<pC08(«p-t-/w) = O.
Supposons maintenant que Ton dispose de h ou de la valeur moyenne a. de a en vue d'annuler l'angle 9 pour « = a,. Nous
ao8
QUATRIÈMB PAETIB. — GHAPITRB III.
pourrons prendre k suffisamment grand pour que, lors des plus grandes valeurs de (a— «o)'. l'angle 9 reste assez petit poui que Ton puisse poser sin cp = langç, coscp = 1. L'équation (i4 devient alors
A — ^Acosa
-smAw
(i5) -aVcosa — Pfl — ^.^ — Q-r (cos/w —
Cette équation sera satisfaite, quel que soit a, en posant
• sm/w,
f P<ïH- ^6 -H Q-T- (cosw — -rSiniwJî
et Ton pourra donner à Q, g> m des valeurs telles que ces équations soient satisfaites pour une valeur déterminée de iv\ le .problème de Tisochronisme se trouvera ainsi résolu, du moins par approximation.
81. Régulateur isochrone de M. Tchébichef. — En nous reportantau régulateur à boules (75), supposons que la douille D (fig. 120) soit au-dessus du point fixe B, et que BC, au lieu de
Fig. 120.
ft^' V
se trouver sur le prolongement de AB, fasse avec sa direction
un angle ABC = m. Admettons que la douille D ait un poids Q comparable à celui des boules. Rappelons-nous ces notations
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AB = a, BC = b, CD =r c> oc éunt Tangle que forme AB avec la verticale BD.
n est facile de voir que l'équation du travail virtuel s'obtiendra (en faisant abstraction, bien entendu > comme plus haut, de la résistance au déplacement de la douille) en remplaçanty dans le troisième terme de l'équation (2) du n** 75> :fp par — Q, et a par 180** — (a -f- m), ce qui donne
e„»^_^i. ^^ i isin{/it-f-a)
aflP . r C08(/îi-ha) "I
-v^Sina-+-| I "" 1 1
Q go Si nous posons
nous pourrons écrire
COS/lt-
sma-h I î-4- — |sm(/w-ha)
(,gx f^^ L ys' — cos' (m -h a) J ^^
' tvi Bsinaa
Soit, comme plus haut, a. la valeur de a qui correspond à la vitesse de régime w^.
La condition imposée par l'isochronisme exigerait que l'on eût Y — 1=0, quel que soit a, ou « — a. = d«; mais cette condition, dans le cas actuel, ne peut être remplie que par approximation, en égalant à zéro les coefficients des quatre premières puissances de ia dans le développement de ^ — i, en vue de donner des valeurs convenables aux constantes indéterminées A, B, 5, oo. M. Tchébichef a trouvé ainsi
On peut disposer de (v«, dans certaines limites, en calculant eu conséquence la transmission qui relie l'arbre de la machine à celui du régulateur. Les deux premières des formules (17) don-
p neront ainsi deux relations entre les indéterminées r^ et awl.
IH
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M. Tchébichef a vérifié, dans plusieurs cas particuliers, ses formules et a pu constater que son système conduisait à l'isochronisme avec une approximation inattendue.
82. Régulateur isochrone à ressort de Foucault. — Foucault a cherché à obtenir Tisochronisme de la manière suivante : le losange {Jig. 121) articulé BCDC est relié à l'arbre
par son sommet inférieur B. Au sommet opposé se trouve la douille D; les côtés CD, CD' sont prolongés en CA, C'A' de longueurs égales à la leur, de manière que les centres des boules A, A' restent constamment dans le plan horizontal du point B. De part et d'autre de l'arbre, les boulessont reliées par un ressort à boudin, aboutissant aux extrémités des diamètres perpendiculaires au plan CDC, et les deux ressorts sont complètement identiques.
Soit a' la valeur de a correspondant à l'état naturel du ressort; la résistance opposée aux boules par le ressort, étant proportionnelle à son allongement (deuxième Partie, n** 189), peut être représentée par A* (sina — sin a'), lorsque l'écarlement CBD est devenu a, k étant uiie constante. L'équation du travail virtuel donne
ou
a-fv'sinacosacfa— aA-fsina — sina') cosae/a = o
sina [ - (v' —/*} = — A^ sina'.
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Si a' = o, cette équation sera ^tisfaite en posant
formule qui permettra de calculer le poids des boules pour une vitesse déterminée (v, connaissant k.
MaiSy comme on est obligé de donner une certaine valeur à l'angle a', la condition de Tisochronisme ne peut être satisfaite que par approximation.
83. Régulateurs à boules conjuguées. — Ces régulateurs, qui sont dus à M. E. Rolland, sont formés de deux systèmes identiques de tringles articulées, à liaisons complètes, situés symétriquement par rapport à Taxe de Tarbre dans un même plan méridien. Des masses sont calculées et disposées sur cer taines tringles, de telle façon que Ton puisse annuler les termes variables qui entrent dans l'expression de la vitesse de régime.
Nous nous bornerons ici à étudier la combinaison la plus simple à laquelle M. Rolland est arrivé :
BE (yîg-. 122) est un bras horizontal fixé en B à Tarbre;
Fig. 122.
B'E', B*E" deux bras horizontaux égaux au précédent, adaptés à deux douilles B', B" qui ont la faculté de glisser le long de Tarbre et dont Tune commande la vanne.
Les points E'' et E' sont reliés par articulations en C" et C par deux tringles C"E^ CE' à un levier à angle droit CEC
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mobile autour d'un axe fixe projeté en E. Les longueurs E'^C", EC'% EC' sont égales.
Les points A, Ai sont les centres de deux sphères égales, situés à la même distance de £ sur le prolongement de CE et surEC.
Soient
P le poids de chaque boule;
a la longueur des tiges EB, E'B', E'^B'';
b celle des tiges E'^C'', C"E, EC CE' ;
c la distance EA ou EAii;
0 Tangle formé par EAi avec la verticale ;
Wt la vitesse angulaire de régime.
38"= a6 sinO, BB'= 26 cosô.
Le travail virtuel de la force centrifuge des deux boules est
IPtv' P(V' (a-f-csin0)ccos0</9H '(a — ccos9)csinBdQ * p ^ = -fvJac(8in9-f- oosôjéW; o
le travail dû au poids des boules,
(b) Pc(cos9 — sin9)e/0.
Comme, en égalant à zéro la somme des deux expressions (a), (b), il n'est pas possible d'obtenir pour w^ une valeur indépendante de 0, on adapte respectivement aux deux bras B'^E'' et B' E' deux poids Q*' et Q' que nous chercherons à calculer de manière à satisfaire à cette condition. Leur somme de travail étant
(c) — Q'rf.BB'-hQ'^.BB'^: --2^{Q''cos0-+-Q'8inô)^,
en faisant la somme des trois expressions (a), (6), (c) et égalant séparément à zéro les coefficients de sin0 et cos0, il vient
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Le système peut donc être réalisé si — ^ a^i; dans le cas
de régalité, la portion AiC'EB' des tringles du régulateur deviendra inutile, et la vanne devra être commandée par la douille D'^.
84. Régulateur pneumatique de Larwière.— Ce régulateur, qui sort complètement de la catégorie des régulateurs généralement employés, se compose d'une pompe à air à double effet E {Jig. i23 et 124), mise en mouvement par l'arbre de la machine, dont les deux clapets d'aspiration et de refoulement s, y, dans l'atmosphère, sont placés à chacune des extrémités du corps de pompe.
L'aspiration a lieu dans un cylindre A par l'intermédiaire d'un tuyau T qui, en se bifurquant près du corps de pompe, aboutit aux deux clapets d'aspiration. Le cylindre se termine à la partie supérieure par un cône qui laisse passer à son sommet, à frottement doux, la tige du piston B. A l'extrémité supérieure de la tige est adaptée une boule B', munie d'une embase cylindrique qui vient reposer sur la troncature horizontale du sommet du cône; son extrémité inférieure est articulée à la manivelle d'une tringle horizontale C qui, en tournant, ouvre plus ou moins la vanne.
Au moyen d'une petite roue D, cannelée sur le pourtour, faisant corps avec une vis adaptée à un registre, on peut faire varier à volonté la section d'un orifice qui établit une communication entre l'air atmosphérique et le dessus du piston.
Supposons que, la pompe arrivée à fond de course, la boule repose sur son siège, ce qui correspond à Touverlure complète de la vanne. La pompe venant à se mouvoir, il se pro-r duira dans le cylindre une diminution de pression d'autant plus grande que la vitesse de la pompe sera plus considérable; bientôt le système de B et B' sera soulevé, et l'arbre C fera fermer plus ou moins la vanne; par suite de l'introduction de l'air par Torifice réglé par la roue D, le système BB' retombera sur son siège, et ainsi de suite.
L'ouverture de la vaqne sera d'autant plus rapidement restreinte que la vitesse de Tarbre sera plus considérable. La
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roue D permet de régler Tintroduction de Tair pour une vitesse moyenne déterminée , qui peut être ainsi maintenue sens!-
Fig. iq3.
blement constante, lors même q ue la résistance utile vient à varier.
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La détente étant très-faible dans le tuyau T, nous pourrons en faire abstraction et considérer l'air comme incompressible.
Soient
P la pression atmosphérique ; n le poids spécifique de l'air à cette pression ; G) la vitesse angulaire de Tarbre de la machine ; A la surface du piston de la pompe; a celle de l'orifice d'aspiration; p la pression variable dans le cylindre; S la surface du piston B; Q le poids du système BB' ; r le rayon de la manivelle de la pompe ; S Tangle dont cette manivelle a tourné à partir d'un point mon.
Nous négligerons l'obliquité de la bielle de la pompe et l'effort très-petit, par rapport à Q, nécessaire pour faire fonctionner la vanne.
La vitesse du piston de la pompe étant wrsinô, celle de
l'air à son entrée dans le cylindre B est wr - sinô, d'après l'équivalence des masses ou des volumes. On a donc
wVsin^ A^ _ V —p ig à' ~~ n ^
d'où
Soit maintenant z la hauteur à laquelle le piston s'est élevé à partir de sa position la plus basse, ou pour d = o. Il est clair que l'on à
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en posant pour abréger
nr^S A*
et remarquant que (ùdt = dO.
Pour que l'appareil puisse fonctionner, il faut que, pour une certaine valeur de 6, on ait
ce qui exige que &) soit au moins égal à la valeur cûi, que nous prendrons maintenant pour vitesse angulaire minimum.
L'équation (a) ne sera donc applicable qu'à partir de la valeur ff^ de 6 donnée par
(à) sine'. = ^,
dz pour laquelle le piston B tendra à se déplacer, la vitesse -j-
étant nulle.
Une première intégration donne
— :^ = ( — 5— m(® — ^i— T-2 (sinîi® — smaG', . g dQ \2(*>\ / ^ *' 4 w, *'
Le piston B sera sur le point de retomber pour la valeur ff^ de 6 plus grande que 6', et plus petite que i8o degrés, donnée par l'équation
Enfin on a, pour déterminer l'amplitude totale Zt de l'oscillation,
Soient maintenant
<ùi la vitesse angulaire maximum; Q la vitesse angulaire moyenne;
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- récart proportionnel maximum de (ù, qui est une donnée de
la question et dont nous supposerons la valeur au plus égale à i, de manière à pouvoir en négliger le carré;
9, et 6, les valeurs de 6', et 6*, correspondant à a>j;
A la hauteur à laquelle doit s'élever le piston B pour que la vanne soit fermée.
On devra s'arranger de manière que A = z» pour w = wj. Nous avons^ comme plus haut^
d'où sin
Si maintenant nous posons 6,= y, pétant du même
ordre que -> nous aurons
d'où
et
sin aô, = sin 4/- » cos aô, = — cos 4 /- • L'équation (i) donne la suivante :
qui permettra de déterminer Q, dès que Ton se sera donné r et une moyenne valeur de -•
ai8 quàteièms pârtii. ~ chapitre m.
L'équation (c) donne, pour &> = a.'},
(a) 8mae,= 4(-;-0(9,-f^-Y/^)+8iny/?.
D'après celte formule, on voit que 61 doit peu différer de -1 et l'on aura une première approximation en posant
(.') 8in29, = 4(^-^)y/,^-siny/^,
et enfin une seconde approximation, en portant la valeur déduite de cette formule dans le second membre de l'équation. C'est ainsi que nous avons obtenu les valeurs suivantes :
'^=i e, = 62M4'oo^ 0,= 78»56'28%
(3) \- = -h: 0,= 69^38' Io^ 0, = 86°32'3\
L'écart 6i — ôi ayant à peu près la même valeur dans ces troii^cas, soit environ 16 degrés, un déplacement angulaire égal se produit pendant la chute du piston; de sorte que l'appareil ne fonctionne, ou les étranglements dans l'admission ne se produisent, que pendant | ou ^ de chaque révolution. Ce résultat s'accorde très-bien avec l'observation, chaque oscillation étant en effet d'une très-courte durée.
La formule (d) donne maintenant
I _£:(,^î)[îïî5ç:2l!îl.-,..-«,,™„,],
d'où l'on déduira la valeur qu'il faut donner à h.
85. Du mouvement d'une machine à partir du moment où le régulateur entre en fonction. — Reportons-nous au n® 67, dont nous conserverons les notations.
Soient JY(Q)dB, ff{6)dÔ le travail moteur et le travail
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résistant utile; Téquation du numéro précité, qui s'applique au mouvement régulier, peut se mettre sous la forme
en négligeant le travail des résistances passives; on déduit delà
Supposons que la résistance utile éprouve une diminution et que f{6) se trouve remplacé par 9(0); 9(6) pourra, par exemple, être égal au prgduit de/(d) par un facteur constant plus petit que l'unité, diminué d'une constante.
Soient (Os la valeur de <ù correspondant au moment où la vanne est sur le point de se déplacer; 62 la valeur correspondante de 9. Pour l'un des régulateurs à boules que nous avons étudiés (76), la fermeture relative correspondant à la vitesse
angulaire w est de la forme A* ( -^ ; 1» ^ étant une
\(ùi (k)V
stante. On a donc, à partir du moment où &) a atteint cos, en supposant, comme approximation, que le travail moteur soit proportionnel au débouché de la vanne.
On ne pourra pas, en général, intégrer cette équation; mais,
si j-^ est assez petit pour qu'on puisse le négliger devant
l'unité, elle se réduit à
et peut se mettre sous la forme
en appelant cù" la valeur de o) pour laquelle la vanne est complètement baissée.
con-
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L'équation (3) a pour intégrale
(4) «'-«-ie^^^^'''"^"* r[F(0)-,((,)];K=^*''"'r
Si la résistance utile vient à augmenter, il suffira de remplacer dans^ette formule o)a par la valeur coi de co pour laquelle la vanne est sur le point de se lever, et tù" par celle co' qui correspond au débouché complet.
Considérons, par exemple, le cas d'une manivelle simple à double effet; on a, d'après le n" 69,
P(9)= -QRsinQ, /.(0) = QR.
nous aurons (p(0) = yQR, et, en posant « = TTT^TZrrTs'* ''^'
Supposons que Q ait été réduit à yQ, y étant une fraction,
ttQR
quation (4) donne
(5) w2-w2 = î^e««»4 -(<?-««»•-- <?-»~»^)-- 7 r ^-««**trol,
L'intégrale comprise dans cette formule n'étant pas réductible en fonctions simples, on voit que le problème que nous nous sommes proposé de résoudre présente, dans l'un des cas les plus élémentaires, des difficultés de calcul inextricables. Néanmoins il ne nous a pas. paru inutile de poser la question.
(*) En supposant que l'on ait constamment Y(6)> f (B), le maximum que « atteindra sera inférieur à ta" t valeur pour laquelle, d'après Téquation (3),
-jT- est négatif; m décroîtra ensuite sans pouYoir atteindre la valeur m,, pour laquelle —r^ est positif. On comprend ainsi comment, par l'effet des résistances passives, que nous avons négligées, il s'établisse, après quelques périodes oscillatoires de a», une vitesse de régime comprise entre les limites a», et m''.
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NOTE
D£ l'influence d'uNB RÉSISTANCE CONSTANTE SUE LE MOUVEMENT OSCILLATOIRE d'UN CORPS, PRODUIT PAR UNE CAUSE PÉR10Diq|/E.
1. U est à peu près impossible de se rendre compte, a priori, de l'effet produit par une résistance constante ou un moment constant sur un mouvement oscillatoire de translation ou de rotation autour d'un axe, d'un corps solide, dû à une cause périodique.
Supposons que le mouvement oscillatoire soit défini par une équation de la forme
k-^ = Bcos(nt-he)±Oj
s étant l'angle que forme le plan méridien d'un véhicule avec un plan vertical de direction fixe, A, B, /i, e étant des constantes, de même que^, qui représente le terme dû à la résistance, et que l'on devra prendre avec le signe — ou le signe +, selon que la vitesse sera positive ou négative. Si l'on choisit convenablement l'origine du temps, on peut supposer
e=o; en remplaçant n par /, j par -7- ^^S s par 7, l'équation ci-dessus prend la forme plus simple
— = cosrdz7.
df Par la nature même du problème , la vitesse -7- sera nulle à certains
instants; si 7 était supérieur à l'unité, il arriverait un moment où le mouvement oscillatoire ne pourrait plus se continuer; laissons de côté ce cas, qui ne présente aucun intérêt, et posons 7 = cosa. Nous aurons
(i) ^ = cosr±cosa.
Nous pouvons, si l'on veut, considérer cette équation comme étant celle du mouvement d'un point oscillant suivant une ligne droite, s représentant le chemin parcouru.
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2. Décrivons une circonférence d*un rayon quelconque OA, de centre O, et soient
AOA', BOB' [fig. 125 et ia6) deux diamètres rectangulaires; Flg. laS. Fig. 126.
t l'angle que le rayon Om fait avec OA ;
f le nombre de circonférences que comprend cet angle;
a le point de la circonférence OA défini par Fangle aOk = ol.
Nous rappellerons que Tangle /', immédiatement supérieur à /, et qui a
le même sinus, est
lorsque m se trouve entre A et B, et
quand m se trouve entre A' et B'.
Soit t^ le temps au bout duquel le mobile atteint une position pour laquelle sa vitesse est nulle. Si Ton a cosr, > o, on doit prendre, tant que la vitesse ne change pas de signe ni de sens,
-j^ = cosr — cosa,
Dans le cas où cos^^ serait négatif, il faudrait employer Féquation
-Tj = cos/-f- cosra.
qui rentre dans la précédente, en y changeant r en r -h ir et s en — j; nous sommes ainsi conduit à supposer cos/q > o, et à faire usage de réquation (2).
3. Si cosa =r cosf,, on ne voit pas a priori ce qui doit se passer. Il est clair que le mobile reste d'abord au repos pour t = /,. Quand on a sin /, > o,
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co&t allant en diminuant, le mobile continue à rester au repos; cos^ devient ensuite négatif, et alors on doit prendre la formule (2'), qui ne sera toutefois applicable qu'à partir du moment où l'on aura — cosr>cosa, et c'est alors seulement que le mouvement oscillatoire continuera.
Lorsque sin/^ < o, cos^ va en augmentant, et le mouvement a lieu sans délai.
L*équation (2] donne, en appelant V la vitesse,
ds
(3) V = ^ = sin/ — sinr^ — (' — '0) cosa,
et, en mesurant le chemin parcouru s à partir du point correspondant
(4) s = — cos/ -+- COS/g — • (/ — t^) sin/j — cosa ( 5 j •
Comme pour r = ^^ le second membre de l'équation (2) est positif,
V croit à partir de zéro et est positif; il atteint son maximum lorsque cos/ = cosa, et enfin devient nul pour la racine t^y immédiatement supérieure k t^, de l'équation
(5) sin/j — sint^ — cosa(^j — t^) = o.
De ce que V> o pour cos/ = cosa, la position m, de m correspondant à r = r, ne peut se trouver qu'au delà du point a. Pour une même valeur de /, mais en faisant varier l'angle a, on a
^=sm«(r-/J.
V croît donc avec a et atteint son maximum lorsque a = 90^* ; il suit de là que, générîdement, t^ est inférieur à la valeur qui correspond à a= 90**. Car si, pour une certaine valeur de a , V est nul , pour une valeur plus grande, V est positif. Daijis le cas limite on a sin?', = sin/^, et, en substituant cette valeur dans le second membre de l'équation ( 3 ) , on obtient
— cosa (£; — /,), qui est effectivement négatif, comme cela devait être.
Première oscillation,
4. Premier cas : sint^ > o [fig. laS) , ce qui , avec la supposition de C08f,> o, indique que le point m^ de la circonférence correspondant à l'angle /<, se trouve sur ce premier quadrant AB , et est placé entre a et A, puisque cos^o > cosa.
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Soient
m\^ a' les symétriques de m^ et a par rapport à B'B^
a', a"* les symétriques de a' et a par rapport à AÂ'; m\ correspond à
(4/-Hi)7r — <•, d*où il suit que m^ ne peut se trouver que sur
Tare aBn/^.
Si le mouvement oscillatoire continue immédiatement après que Ton a / = /p il est défini par la condition (2'), pourvu que
— cos^i > cosa,
ce qui exige que la position m^ correspondant à t^ se trouve entre a' et m\. Il faut donc pour cela que r = aiV -4- tt —a = (a/ -4- 1) tt — a rende V positif, ou que
(6) sina — sint^ — cosa [(2/ -4- 1) tr — a — rj > o.
Si Ton désigne, pour abréger, le premier membre de cette inégalité par ?, en faisant varier /« depuis ai7r jusqu'à a/7r + a, on a
-2 = — cos/. -4- cosa < 0.
La fonction f de /« est donc décroissante et sera positive pour t^ = aiir si
tanga > îT — a ou a > 64*,
et négative pour e^ = 2i7r + a. Pour toutes les valeurs de a comprises
entre 64 et 90 degrés, il y a donc une valeur t'^ ^^.^ " qui annule f,
et lorsque t^ < ' 0
la condition est satisfaite.
On a pour
2/tr -i- 70^
Lorsque Ton aura ? ^ / > ou a < 64°, le mouvement s'arrêtera jusqu'au
moment où le point m viendra en a', et c'est seulement à partir de ce moment que commencera la seconde oscillation.
5. Deuxième cas : sin/^ <o (^g. 126), ce qui, avec cos^o > o, indique que m^ se trouve sur le quatrième quadrant, et, comme cosr«> cosa, il ne peut être situé qu'entre a" et A. Dans le cas actuel, on a
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cette limite supérieure correspond au symétrique ni^ de m^ par rapport àBB'.
Comme V est maximum en a, le point /ti, ne peut se trouver que sur l'arc a^m\ . S'il tombe entre m\ et a\ on a — cos / > cos a, et le mouvement oscillatoire continue sans interruption ; pour qu'il en soit ainsi, il faut que
/, > (21 H- 2)7r H-TT — a = (2/ H- 3)w — a,
OU que cette limite, substituée à /, rende Y positif, ou enfin que sina — sinr^ — cosa[(a/H- 3)ïr — a — ;J>o.
En désignant par cp le premier membre de cette inégalité, on a ^ = - cosr„ -4- cosa,
qui est négatif pour toutes les valeurs admissibles de /,, c'est-à-dire pour
U<i ' \ ; P^r conséquent f est une fonction décroissante de r«
entre les deux limites ci-dessus.
Lorsque *
on a
f = 2sina — wcosa,
et cette valeur sera positive si
tanga > - ou a > 57° So'environ ;
t est positif si
tangaH- a> w ou a > 64^
Pour a compris entre 67* 3o' et 64 degrés, il y a donc une valeur ''• ^. '"^ N ^"~* de r. qui annule ?, et pour /- <?'. le mouvement
oscillatoire n'éprouve pas d'interruption, comme pour a > 64**.
Lorsque
a = 57°3o', on a /; = ( 2/ h- 2) tt — 57°3o',
64", (2/H-2)tr.
Si m, tombe entre B et a!^ on a — cos/^ < cosa; le mouvement s'ar- 111. i5
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rête jusqu'au moment où — co8^ = cosa, c'est-à-dire lorsque m est venu en i/. Cette circonstance se présente quand f = (2/ -h 2) ^ -h - rend V positif, ou quand
I — Sin/^ — COSa I (2/-H2)7r-H - ^ t^ j>0.
Si le premier membre 7 de cette inégalité est une fonction décroissante
de t^ entre '• ^ J ' \ — ' ^^^ fonction est positive pour a = 90°
et négative pour a = o. Elle s'annule pour a = 40"* 3o' environ ; de sorte que m^ se trouve entre ^ et B pour les valeurs de a comprises entre 4o'»3o'et 57«3o'.
Pour a < 40° 3o', m^ tombe entre a et B; cost^ est positif, mais inférieur à cosa; il y a donc un temps d'arrêt jusqu*auaanoment où m, ayant dépassé B, arrive en a', et c'est seulement alors que commelîéë la seconde oscillation.
En résumé, pour qu'il n'y ait pas d'interruption dans le mouvement,
a> 57*30' il faut que a < 64° 3o', on /^ /
Oscillations successives,
6. Examinons maintenant ce qui se produit à la fin de la seconde oscillation.
De la formule (2') on tire
ds
(7) Y= -j = — sin^ -h sin/, — cosa (/ — /,)
ou, en ayant égard à Féquation (5),
(8) V= — sin^-+-2sin/, — sin/^ — (^ — '«)cosa.
. ^ -, sin^>o 8inr,>o a>64° ,, ._^
Premier cas (yfg-.iaS) : ^;^^^, ^;^^^, ^^J^ ; en dautres
termes, w, tombe entre a* et m\.
Soiept /, le temps au bout duquel se termine la seconde oscillation et iif, la position correspondante de m. On a
(9) — sin/, -H sin/, — (r, — /,) cosa = o. Si, dans l'équation (8), on fait r = ^^ -h 27r, on trouve
V= 2(8in^, — sin/,) — [t^ -h 2ïr — /,) cosa ;
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d*où, en vertu de la relation (5),
Le point ut, se trouve ainsi au-dessous de m«, et, àfortioriy d'après ce que Ton a vu plus haut, m^ est compris entre d et la symétrique m\ de m^ ; la quatrième oscillation succède donc immédiatement à la troisième.
Les points /ti,, /n^,. . . s'approchant de plus en plus de a"^ il arrivera on moment où m^j se trouvera entre a!" et a!*^ et il y aura un arrêt en a"* entre la 27*^^ et la ( 2/-+- 1)**^ oscillation; mais, à partir de ce moment, le mouvement prendra un caractère périodique, et il y aura un arrêt constant entre une oscillation de rang pair et la suivante.
Deuxième cas : Des conditions précédentes, / ^ 1 * ^ ^ sont
^ ' cos/,>o cos/, <0
les seules qui subsistent; en d'autres termes, m, tombe en deçà de a\ et
il y a un arrêt en ce point ; mais à partir de là tout devient périodique.
Les oscillations seront donc toutes périodiques et séparées Tune de l'autre
par un arrêt constant.
Troisième cas : ^^ / ^ ^ ou < 57**3o' où [fig. 126) le point m, tombe sm/,<o «CT/ » v.'o ' ^ «
entrer' et iw',.
Les circonstances se produiront de la même manière que dans le premier cas, c'est-à-dire qu'au bout d'un certain temps les oscillations de rang pair commençant à partir de al* seront identiques et séparées des oscillations de rang impair par un arrêt constant.
Quatrième cas : Des conditions précédentes, les suivantes seules subsistent :
cos/o>o, sin/„<o.
n y a un arrêt entre la première et la seconde oscillation, puis les choses se passent comme dans le premier cas.
Des oscillations périodiques,
7. Nous sommes, par ce qui précède, ramené aux oscillations qui ont pour point de départ a', a" ou d". Nous choisirons le dernier de ces points.
Reprenons l'équation (5), en y supposant /, = 2/7r — a; si nous posons f, = 2i7r -f- x, nous aurons
sin^ — X COSJC = a cosa — sina,
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d'où l'on déduit les résultats suivants : '
io",
ia8«3o'.
iSS",
iSg-So',
Pour que la seconde oscillation succède inunédiatement à la première, il faut que Ton ait a: > tt — a, ce qui n'a lieu qu'à partir de a = 60**. Audessous de cet angle, on a, pour la durée de l'arrêt iz — a — x, entre la première et la seconde oscillation,
i5o° pour
La seconde oscillation est identique à la première, et ainsi de suite.
Pour calculer la durée de la seconde oscillation lorsque a > 5o'', nous appliquerons l'équation (9), qui donne, en y faisant r, = 2/7r -4- s
et ^, = 2«7r-+-X,
sinz H- z cosa = sinx h- x cosa,
pour a = 6o*, z = 1 38* z — j:( durée de l'oscillation ) = 9** 3o' 70*», 160** ( » ) 2%
La dernière des valeurs de z — x étant négative, les premières oscillations de rang pair n'existent plus à partir de a = 80®, comme pour a = 90°, cas pour lequel le mouvement est continu.
Les arrêts entre les oscillations de rang impair et celles de rang pair, mesurées par w — zH-(7r — a) =27r — (2 -h a), sont :
pour a = 60**, 162**,
Pour a = 80**, l'arrêt entre deux oscillations consécutives est w — x-hTT — a = 91°.
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Ainsi, au bout d'un certain temps, qui pourra être très- long si a est très-voisin de 90 degrés , le mouvement devient périodique ; mais deux périodes consécutives sont séparées par un arrêt constant.
En résumé :
i"" Au bout d'un certain temps, dépendant des conditions initiales du mouvement, et qui sera d'autant plus long que a différera de moins de 90 degrés, le mouvement devient périodique;
2° Au-dessous d'une valeur 0L^ de a comprise entre 5o et 60 degrés, deux oscillations sont identiques, mais sont séparées par un arrêt constant;
3*" Dans les autres cas, on a une série de groupes de deux oscillations consécutives non identiques ; deux groupes successifs sont séparés par un arrêt constant, qui devient nul lorsque a atteint 90 degrés.
Ces différents résultats sont en désaccord avec ce principe a priori posé par Laplace : Véeat d'un système matériel dans lequel les influences des conditions initiales du mouvement ont disparu par suite des résistances développées dans ce mouvement est périodique comme les forces qui sollicitent ce système,
La périodicité, telle qu'elle est comprise dans cet énoncé, ne peut avoir lieu que si les résistances sont des fonctions impaires de la vitesse.
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CHAPITRE IV
DU CALCUL DES RÉSISTANCES PASSIVES DANS LES MACHINES OtJ LE MOUVEMENT EST UNIFORME.
86. Nous avons vu que, lorsqu'une machine ne renferme que des pièces tournantes, le mouvement devient uniforme bientôt après la mise en marche ; que lorsque dans la compo* sition d'une machine il entre des pièces oscillantes on limite, par remploi d'un volant, l'écart maximum de vitesse à une faible fraction de la vitesse moyenne; déplus, on s'arrange de manière que le mouvement des pièces oscillantes reste aussi lent que possible.
On voit ainsi que, dans tous les cas, on peut calculer, sans erreur sensible, le travail absorbé par les résistances passives, en négligeant l'inertie des organes de la machine.
Nous allons maintenant examiner successivement les résistances passives les plus importantes, et déterminer leurs effets sur les pièces, considérées isolément, qui entrent le plus ordinairement dans la composition des machines.
§ I. — Frottements de glissement.
87. Afin de faire bien apprécier l'importance du travail absorbé par cette résistance, nous avons cru devoir placer ici un tableau contenant les moyennes des principaux résultats des expériences de Coulomb et de M. Morin sur la détermination du coefficient de frottement de glissement.
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Surfaces planes.
Corps en contact. A sec.
Bois sur bois. o,45
Bois sur métal o,36
Métal sur métal o, i8
Cuir sur bois 0,82
Cuir sur métal o, 56
Corde de chanvre sur bois.. . . o,5o
Bnmide.
Graisse renoaTolée
Tourillons sur coussinets.
Métal sur métal.
Métal sur bois..
A see
on
pen onctnenx.
A l'état ordinaire Enduit on sans cesse
très-onctneax. renonTclé.
88. Du coin. — On donne généralement le nom de coin à un corps solide placé entre deux autres (A), (B) ou les deux parties d'un même corps, et qui, sous l'action de forces extérieures, sépare ou tend à séparer (A) de (B).
Le plus ordinairement la surface du coin présente un angle dièdre dont les faces sont en contact avec (A) et (B); en limitant le coin par trois plans, dont deux sont perpendiculaires et le troisième parallèle à l'arête de l'angle dièdre, on obtient un prisme ou coin triangulaire dont nous nous occuperons exclusivement dans ce qui suit : la face opposée à l'arête est la tête du coin.
Le ciseau, le burin, le tranchant du rabot, les dents de la scie, les aspérités de la lime, et en général la plupart des outils ne sont autre chose que des coins.
Supposons qu'un effort P [fig* 1^7 ), vertical si l'on veut pour fixer les idées, agisse normalement à la tête AB pour séparer ( A } et ( B ), et soient m, m' les points de contact du coin, avec ces deux corps, qui sont censés situés dans le plan passant par la direction de P mené perpendiculairement à l'arête C, on voit que l'on est ramené à considérer ce qui se passe dans ce plan.
Soient
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N, N' les réactions normales de (A), (B); /le coefficient de frottement;
y, S les angles formés par AC et CB, avec la perpendiculaire CI abaissée du point C sur AB.
Fig. 127.
Si le sommet C s'éloigne ou tend à s'éloigner de m, m\ les réactions tangentielles N/, N'/ seront dirigées comme l'indique la figure.
Les conditions d'équilibre de translation établies pour les directions de AB et Cl s'expriment par les équations
N/sin7 — NCOS7 -+■ N'cosiî — N'/sin^ = o, P — Nsin7 — N/COS7-- N'siniî — N'/cos^ = o;
d'où, en remarquant que y -4- d est l'angle C,
P(cos^ — /sin^) (i — /^)sinC-H2/cosC'
P(co87 — /8in7) (i— /^)sinC-+-2/cosC*
Pour que le coin ne tourne pas dans son plan, il faut que le moment des forces qui le sollicitent, par rapporta un point
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quelconque, m par exemple» soit nul, ce qui établit certaines relations de position entre les points d'application de P, N, N', et que nous supposerons remplies.
Pour que les choses se passent comme nous Tavons supposé, il faut que les valeurs ci-dessus de N et N' soient positives, ou que
cosiî — /sin^> o, cosy— /8iii7> o
ou encore,, en désignant par a Tangle de frottement, que
d*où
Lorsque cette condition n'est pas remplie, le coin, au lieu d'écarter (A) et (B), tend à être repoussé, ce qui explique pourquoi on ne parvient pas à enfoncer un coin trop obtus.
Proposons-nous maintenant de déterminer la valeur que doit avoir l'effort P pour que le coin ne sorte pas ou que (A) el (B) ne se rapprochent pas. Les frottements étant dirigés en sens inverse de ceux du cas précédent, il nous sufBra de changer/en —/dans les formules (i) pour obtenir celles qui se rapportent au cas actuel, ce qui donne
^_ P(cos^H-/sin^) ~ (i-/^)sinC-2/co8C'
^,^ P(cos7-+-/sin7) (i — /*) sinC — 2/cosC
Pour que ces deux valeurs soient positives, il faut que
(i— jP)sinC — a/cosC>o, d'où C>2a.
Si cette condition n'est pas remplie, il faudra que P soit négatif, ou que l'on exerce un effort de traction sur le coin pour le dégager de (A) et(B).
Revenons au cas que nous avons examiné en premier lieu et proposons-nous de déterminer le coefficient d'effet utile du coin.
Soient
A'B' la position qu'occupe la tête à la suite d'un déplacement
infiniment petit du coin, parallèle à Cl; C la nouvelle position du sommet; rf5 = AA' = BB'.
Le travail élémentaire dépensé est^ en ayant égard à la première des équations (i),
coso— /sma
Or récartement de (A) et (B) n'est dû qu'aux forces N, N', dont le travail total représente ainsi l'effet utile. En remarquant que les distances de A' C à AC, de B' C à BC sont respectivement rf^siny, rfssind, le travail élémentaire utile. est
(Nsin7-hN'sin(y) ds^
et en le divisant par l'expression ci-dessus, après avoir exprimé N' en fonction de N au moyen des équations (i), on obtient, pour le coefficient d'effet utile,
.«. __ sinC— 2/sin7Sin(y _ sinC-+-/[cosC — 003(7 —^)] ^^ '^ - (i -/») sinC -h a/cosC "" (1-/^) sinC h- a/cosC
Si l'angle C est donné, x, sera maximum quand l'un ou l'autre des angles y, d sera nul, c'est-à-dire quand le coin sera rectangle. Le rendement sera minimum, au contraire, quand on
aura y = d = - ? c'est-à-dire quand le coin sera isoscèle.
On reconnaît ainsi, comme nous l'avons annoncé au n" 61, l'influence que peut avoir la forme de l'outil sur la quantité d'ouvrage exécutée pour une dépense de travail donnée.
89* applications à la presse à coin. — Nous nous bornerons à donner une description sommaire de cette machine qui sert à comprimer certaines matières pour en réduire le volume.
La matière à comprimer M {fig. 128) est placée entre un mur J et un plateau vertical faisant corps avec une poutre ho-
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rizontale l, dont H représente le support. L'extrémité de cette poutre, opposée à J, est taillée suivant rinclinaison de rhypoténuse AB d'un coin rectangle ÂBC, dont l'un des côtés
Fig. 138.
d'angle droit est vertical et s'appuie contre un obstacle K. On comprend qu'en exerçant un effort normal P sur la tête AB on puisse comprimer la masse M à un degré déterminé. Soient
I 0 la réaction de M sur la poutre 1, qui est horizontale, égale
et contraire à l'effort de compression ; N* la réaction normale du support H sur I ; fie coefficient de frottement correspondant.
En ce qui concerne le coin, nous conserverons les notations du numéro précédent.
En supposant d = o dans la première des formules (i), on trouve
(i-/')sinC-f-2/cosC
Si Ton remarque que la pièce I est en équilibre sous l'action de Q, N*", N"/ et de deux forces égales et opposées à N, N/,
on a
Q -t-NY^-^-N/sinC- NeosC = o,
N" — N/cosC — N sinC = o ;
d*oii, en ayant égard à la valeur ci-dessus de N,
p _ o (i~/')tangC^2/
^ i-ytangC-/"!/-^ tangC)'
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formule qui fait connaître l'effort que Ton doit exercer sur la tête en coin pour vaincre une résistance à la compression déterminée.
Des tiges guidées, — Les équations du n** 143 de la
dv deuxième Partie, en y faisant -^ = o, donnent la solution de
cette question; mais cette solution peut recevoir une simplification notable en procédant de la manière suivante :
Supposons, pour fixer les idées, que le mouvement de la tige considérée soit vertical, qu*elle s'élève sous Faction d'un système de forces ou de leur résultante appliquée en B
Fig. vig.
•la— >►
{fg. 129), et dont nous appellerons X, Y les composantes horizontale et verticale.
Soient
2/ la distance des deux couples de guides, A, A, et A', A', ;
le l'épaisseur de la tige ;
0 le milieu de la portion de son axe de figure comprise entre AA., A' A'.;
X, y les distances du point 0 à Y et X ;
/4e coefficient de glissement que nous supposerons le même pour les quatre appuis; toutefois, nous représenterons par/' ce même coefficient pour A', A\, pour faciliter la discussion, comme nous le verrons ci-après.
Admettons, sauf vérification ultérieure, que la tige s'appuie contre les guides A, A' situés du même côté de Taxe de la pièce, et dont nous désignerons par N, N' les réactions normales. Nous aurons pour les conditions d'équilibre de la tige, en prenant le point 0 pour centre des moments.
(0 d'oii
(N -- N') / - (N/-+- N'f)e-^Yx--Xjr=o;
Pour que les choses se passent comme nous Tavons supposé, il faut qu'après avoir supposé/' =/ on obtienne pour N et N' des valeurs positives; et, s'il en est ainsi, la première des équations précédentes fera connaître la relation qui doit exister entre X et Y pour que le mouvement de la tige soit uniforme.
Hais supposons, par exemple, que l'on obtienne pour N' une valeur négative, il faudra faire une autre hypothèse sur le choix des guides qui doivent fonctionner; celle qui offre la plus grande probabilité de réussir consiste à substituer A', à A'; mais on voit de suite que les formules (2) s'appliqueront au cas actuel, en y remplaçant N' par — N', et comme le frottement ne change pas de sens, /' par — - /, excepté dans les termes en e, parce que le moment de N'/' change de signe. Si l'une des valeurs de N, N' était négative, on essayerait les deux autres hypothèses, dont l'une naturellement doit réussir.
91. Fis à filet rectangulaire. — Nous admettrons, pour fixer les idées, que Técrou est fixe et que l'axe de la vis est vertical. Nous supposerons que la vis est sollicitée par une force Q, dirigée suivant son axe [fig. i3o), et, pour ne pas avoir à tenir compte de frottements latéraux, que cette force et le
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frottement sont maintenus en équilibre par un couple (F, — F) de bras de levier a, perpendiculaire à l'axe ci- dessus.
Fig. i3o.
Soient
r le rayon du cylindre de l'hélice moyenne du filet;
I l'inclinaison de Thélice sur un plan perpendiculaire à Taxe;
/ le coefficient et a l'angle de frottement de la vis sur l'écrou.
La saillie du filet étant relativement très-faible, on peuti sans erreur appréciable, supposer que les réactions normales de l'écrou sur ce filet se réduisent à des forces réparties sur rhélice moyenne. Nous considérerons, dans ce qui suit, le moment Fa comme positif ou négatif selon qu'il tendra à faire descendre ou remonter la vis.
Désignons par N la réaction normale de l'écrou sur la vis correspondant à un élément de l'hélice moyenne.
1° Supposons d'abord que Q tende à faire descendre ou fasse descendre la vis d'un mouvement uniforme. Dans ce cas, c'est la partie inférieure du filet de l'écrou qui réagit sur le filet de la vis, et à l'inspection de letjig. i3o on voit que les conditions d'équilibre de translation de la vis parallèlement à l'axe et de rotation autour de cet axe s'expriment par
Q = 2N (cosi -+-/sini) = (cosi -+■ /sini) 2N, Ffl = 2N(/c08i-- 8ini)r= r(/cosi — sin/)2N;
d'où, par réiimination de 2N,
' cosi-h/sini ^ °^ ^
SI ï <«> le couple devra tendre à produire le mouvement;
Si I =: à, la force Q fera équilibre au frottement;
Enfln, si i^oL^ il faudra appliquer à la vis un couple tendant à s'opposer à un mouvement de descente.
2° Supposons maintenant que la vis ait une résistance à vaincre (c'est ce qui arrive notamment quand on serre une vis dans du bois ou du métal); nous devrons, dans ce qui précède, changer Q en — Q etN en — N, puisque c'est la partie supérieure du filet de l'écrou qui réagit, et enfin /en —/, puisque le frottement ne change pas de sens. On trouve ainsi
/«\ 1? r\ Sin/-f-/cOS/ rk * / x
[%) Fa=Qr : — ^V^— . = Qrtang(a-f- /).
Pour que l'on puisse serrer la vis, il faut que Fa>> o ou
Pour i>9o"— a le serrage sera impossible.
La formule relative au dévissage s'obtiendra en changeant /en —/dans la précédente.
On arriverait à des résultats semblables à ceux que nous venons d'obtenir en supposant la vis fixe et l'écrou mobile sollicité par la force Q et le couple (F, — F).
92. Fis à filet triangulaire. — Conservons les notations du numéro précédent en considérant le premier cas que nous avons examiné.
Soient (^g-- i3i)
mz la verticale du point m du filet où s'exerce la réaction normale N ;
my la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe de la vis ;
mx la portion de l'horizontale perpendiculaire à my située en sens inverse du mouvement de rotation de la vis;
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X rincIinaisoQ du profil du filet sur mj;
a, p, y les angles formés par N avec mx^ mj, mz.
Fig. i3i.
En exprimant que la direction de N est normale à mx, my,
on a
co8acos/-+- cosysin/ = o,
008^008^ 4- CO87 sinX = o ; d'ailleurs
008^ a -4- COS^P H- 008*7 = ' >
d'où
COSa =
v/i -h tang*/ -f- tang*7
— tangi /i-K tang^i-f- tang'X
Les équations d'équilibre de translation et de rotation soni par suite
Q = z (NCO87 ^- N/sini) = 1 -7=
\v/iH-
F«=r2(N/cosi — Nc08a)= |/<
^ sini ) IN, lang'/ H- tang^X /
-/sini
v/i^tang*
tang/ \
ang*/-+-tang*X/
d'où
„ rk /co8/Vi -h tang*/ -h tang*X — tangi p û = ur •
fsiai ^i -h tang'i ■+• tang'X -h i Cette équation se discutera de la même manière que Téqua-
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lion (i) du numéro précédent à laquelle elle conduit d'ailleurs, en supposant X = o.
93. Frottement des tourillons sur leurs coussinets. — La considération du mouvement d'un tourillon sur son coussinet se ramène à celle d'une section faite par un plan perpendiculaire aux génératrices.
Soient (^fif. iSa)
Fig. i32.
C le centre du coussinet;
0 la position du centre du tourillon lorsque Tarbre est au repos, le tourillon reposant, par son point le plus bas m, sur son coussinet;
p le rayon 0 m du tourillon.
Dès que, sous l'action de la force motrice, Tarbre se met en mouvement, de la gauche vers la droite, par exemple, le tourillon roule à droite sur le coussinet jusqu'au moment où sa réaction tangenlielle atteint son maximum, c'est-à-dire la valeur du frottement de glissement.
Soient maintenant
0| la position que prend alors le centre du tourillon ;
m, son point de contact avec le coussinet;
F la résultante des forces qui agissent sur le tourillon, estimée
dans le plan de la figure, et qui passe nécessairement par
le point m,; N la réaction normale du coussinet en m, ;
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A l'intersection de la direction de F avec la verticale du
point 0 ; y l'angle connu mAnit; 9 l^ngle inconnu mCntt.
On a^ d'après la figure, en se rappelant que l'angle CmiÂ est égal à l'angle de frottement <x,
ei, pour rétendue du roulement.
comme on a F= N y^i-f-/', le moment du frottement, pris en valeur absolue, a pour expression
Les mêmes considérations s'appliquent au frottement de l'œil d'une poulie sur un tourillon fixe.
94. Équilibre des forces appliquées au treuil en ayant égard au frottement. — Pour fixer les idées, nous supposerons que Taxe du treuil est horizontal et que la résistance à vaincre Q est verticale.
Soient [fig. i33)
Fig. i33.
P la puissance censée comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe;
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a, a' les disuoees de ce plan aux milieux Â, A' des portions des axes des tourillons comprises dans les coussinets;
b^ V les distances aux mêmes points du plan perpendiculaire à Taxe déterminé par la direction Q;
R le rayon de la roue tangentiellement à laquelle a^it la force P;
fie rayon du cylindre;
p celui des tourillons;
9 Tangle que forment les directions de P et Q.
Le mode de répartition des réactions normales de chaque coussinet sur le tourillon qu'il reçoit est inconnu; mais, comme la largeur du coussinet est relativement faible, on peut, sans grande erreur, supposer que leur résultante passe par le milieu A ou A' de la portion du tourillon renfermée dans le coussinet. Désignons par N, N' les réactions normales des coussinets en A, A'.
La force Q se décompose en deux autres parallèles à sa dî-
reciion Q r t7» Q t — r;» comprises dans les plans (S), (S')
perpendiculaires à Taxe en A, A' ; la force P se décompose
de la même manière en deux forces parallèles P
-, ï comprises dans ces mêmes plans. Mais la première d'entre elles, par exemple, peut être considérée comme la résultante des forces verticale et horizontale P >cosç,
-. sînç. Il suit de là que la résultante des forces com-
prises dans le plan (S), qui passe nécessairement par le milieu de l'arête de contact du tourillon et du coussinet, a pour expression
en remarquant que b -{- 6'= a -+- a' ; le moment du frottement est par suite
- N/p = - ;7. v^(Pa'cosyH-y6'j' + i-./^sm>.
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On obtiendrait de même» pour le moment du frottement relatif à l'autre tourillon,
(a-Hû')vT-t-/"
L'équation des moments est par suite
( PR - Qr ^^ _ [i/l P«' cos^ -h ^ib'Y-^^'à' gin'»
- V^(Pfl 008^-^06)=' -H P»«*8in^f] =0.
SI les forces P et Q sont parallèles ou si 9 ^ o, l'équation précédente devient
PR-lQ,.-..^ (P^Q) = 0,
et fera connaître l'effort P qu'il faut exercer tangentiellemenl à la roue pour faire équilibre à la résistance utile Q et aux frottements des tourillons.
Mais, si 9 n'est pas nul, en faisant disparaître les radicaux, l'équation (i) est du quatrième degré en P, de sorte que la solution du problème est assez compliquée ; mais on peut la simplifier en remplaçant, par approximation, en vertu d'un théorème dû à Poncelei, chacun des radicaux par une fonction linéaire des racines des deux carrés qu'il renferme (* ), ce qui sera généralement possible, car une discussion simple permettra généralement de voir a priori quelle doit être la plus grande de ces deux racines. Supposons, par exemple, que dans chaque radical le premier carré soit supérieur au second; nous aurons, pour déterminer P, l'équation
(2) PR~Qr=-iL= [o,96(PcosçH-Q)-f-o,4oP8inç],
en commettant une erreur relative au plus égale à y^ du terme dû au frottement, qui est déjà relativement petit.
On peut encore opérer autrement en négligeant devant l'unité le carré du frottement, qui est toujours une petite frac-
(*) Voir la Note placée à la fin du Chapitre.
tiOD. En supposant /= o, l'équation (i) donne, comme première approximation, P = Q ^ ; en portant cette valeur sous les radicaux, on trouve
Enfin, si dans l'équation (i) on suppose a = a' = 6 = 6', r = R, elle devient celle de la poulie, dont nous nous occuperons plus loin d'une manière spéciale, en tenant compte en même temps du frottement et de la roideur des cordes.
95. Du frottement des épaulements et des pwots. — Soient Q la résultante des efforts longitudinaux qui agissent sur un arbre; r„ r, les rayons extérieur et intérieur d'un épaulement; dans le cas d'un pivot, on supposera r. i= o.
Comme on ne connatt pas le mode de répartition des pressions de l'épaulement sur le palier, on fait une hypothèse qui consiste i supposer que ces pressions sont uniformément réparties sur la surface de contact.
Mais alors on retombe sur le problème résolu au n"" 1^7 de la deuxième Partie, et l'on a pour le moment du frottement
S^-' rj-r; ~ 3 ^-^ r,-¥^r.
Si l'on appelle r' le rayon ^' ^* de la circonférence moyenne
de la zone de contact; / la largeur Ti — r» de cette zone, on reconnaît sans peine que le facteur de Q/ou le bras du levier moyen du frottement prend la forme
et l'on voit que l'on pourra prendre cette longueur égale à r' toutes les fois que / sera petit par rapport à ce rayon.
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96. Du frottement dans les articulations.-- Soient (Jig. 1 34 ) BÂ, AB' deux pièces articulées en A;
Fig. 134.
p le rayon de l'articulation;
S, S' les centres instantanés deBA, AB', tous deux situés sur la normale à Télémenl que décrit le centre de l'articulation ;
û), w' les vitesses angulaires correspondantes.
Concevons que Ton Imprime à tout le svstème une rotation, autour de S, égale et contraire à g), de manière à ramener BA au repos; la pièce AB' tournera alors autour du point fixe A avec la rotation w' — w, et le glissement élémentaire de l'articulation sera ±:p(&)'— w) rfx, en prenant le signe ±: selon que Ton aura cû'^a. Si F est la résultante des forces qui agissent sur AB', le travail élémentaire du frottement sera
Appliquons ces considérations à Texcentrique circulaire en nous reportant aux n"" 34 et 35, dont nous conserverons les notations, et à la fig. 78.
Nous avons trouvé pour la vitesse angulaire instantanée de
la bielle
ÂS
or on a
AS = -^ = -5L, sinABO = t sinô,
BK = L cos ABO = L (i — {«' sin'0), en négligeant la quatrième puissance de l'obliquité; d'où
As = T ?
cosô
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par suite
w'= w£cos0(i-+-]£*sin*0).
On aura alors, pour le travail élémentaire dû au frottement,
'^ ^ (i— «cosO — |t*8in'^cosô)«rfr
ou, comme (ùdt = dO,
(i) -ML=(i-8C0sô — i«»8in'0co80)^.
Supposons en particulier que robliquilé soit assez faible pour en négliger le cube, et que le mouvement soil déterminé par une force constante P appliquée en B, et dont le sens change après chaque demi-révolution; F sera la résultante de P et de la réaction normale N des patins sur les glissières, en négligeant le frottement correspondant; décomposons la force P en deux autres, Tune normale à OB qui détruira N, et l'autre dirigée suivant AB, et qui ne sera autre chose que F ; mais cette dernière a pour expression
^:::-- = P(i-t-ie'sin'ô),
cosABO de sorte que le travail élémentaire (i) devient
:(i — scosô H-{6'sin'ô)ûfô.
Pour une demi-révolution le travail sera l'intégrale de cette expression prise entre les limites 9 = 0, ô =: tt,
97. Du frottement dans les engrenages cylindriques. *- Nous ne considérerons que le cas d'un engrenage extérieur; celui d'un engrenage intérieur s'en déduira en changeant le signe du plus grand des rayons des circonférences primitives.
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Soient (yîgr. i35)
0', 0 les centres de la roue menante et de la roue conduite,
la rotation de cette dernière étant censée avoir lieu de la
gauche vers la droite ; R', R les rayons des circonférences primitives de ces roues; A le point de contact de ces circonférences; m le point de contact des profils ma! de la roue 0'> et ma de
la roue 0. p la normale mk; 9 son inclinaison sur mO; ds Tare décrit dans le temps dt par un point de Tune ou l'autre
<ies circonférences primitives ;
Fig. i35.
p, Q les efforts, respectivement équivalents à la puissance et
à la résistance utile, tangents aux circonférences 0, 0'; N la réaction normale de la dent ma sur ma' ; N' la réaction égale et contraire de ma' sur ma; f le coefGcient de frottement.
Les frottements N/, N'/ étant directement opposés, il suffit de trouver la direction de l'un pour obtenir celle de l'autre. Le glissement j[>(&) +40') de ma sur ma! ayant lieu vers la
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gauche 9 les directions de N'/, N/ sont respecilvement dirigées vers la droite et vers la gauche» comme l'indique d'ailleurs la figure.
Soient H et H' les projections de 0' et 0 sur les directions
de N et N', on a
0'H'=R'sin^, OH=Rsin«p;
H'/w = R' 008 y -+-/?, H/ii= Rcosç — /?.
Mais on a, pour exprimer que les forces, qui sollicitent les roues 0 etO' considérées comme libres autour de leurs axes respectifs, se font équilibre,
PR = N.O'H'-+-N/.H'm, QR=N'.OH-hN'/.H/w,
ou, en se rappelant que N = N',
d'où
;P = N Tsin-ï» -+- fUosff + ^; j 1, 0 = N ïdmff -hf f cos<p - ^ j J;
siny-H/^cosî-h Ç^ -/(cos,-j)
sin^ •
Si / était nul on aurait P = Q ; la force tangente à la circonférence primitive 0' équivalente au frottement est donc F=P~-Q, etl'ona
8in<ï>-h/^cos<p--^j
Soient
Al le point de la circonférence primitive 0' qui doit succéder à A sur la ligne des centres au bout du temps J/; A,mi la normale abaissée de ce point sur ma! ; I la projection de A sur cette normale.
On a
aSo QUATRiiau partib. — cbapitib it.
et dans le triangle Ai AI
(I) ds = $^.
Le travail élémentaire fds du frottement a, par suite, pour expression
Yds:=
et le travail total, en supposant constante la résistance Q,
^J 8mfl8in«p-+-/(co8«p--^jJ
Le profil des dents de la roue 0 pouvant être défînl par une équation de la forme p =:F(<p), la détermination de S/ se ramène à une quadrature; l'intégration peut s'effectuer pour les engrenages à flancs, à développante de cercle et à lanterne (*); mais nous nous bornerons à donner la solution approchée admise dans la pratique.
Si nous négligeons le carré de/, qui est ordinairement inférieur à -pfy, on a
Cette formule montre déjà que 6/, pour l'étendue du contact d'un couple de dents, sera d'autant plus faible que p restera plus petit. Il y a donc avantage, en vue de diminuer le travail absorbé par le frottement, à réduire à peu de chose l'étendue du contact entre deux dents; dans ces conditions, <p s'écartant très-peu de sa valeur f • qui correspond au moment où le contact a lieu sur la ligne des centres, l'équation (i) peut, par approximation, être remplacée par la suivante :
dp = sinç,<iff, d'où p = sinf»,^.
( » ) Voir, à ce sujet, mon Mémoire sur le frottement des engrenages coniques et de la vis sans fin {Journal de l* École Polytechnique, XXXUI* Cahier).
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et réquatlon (3) par d'où
eipression dans laquelle s est censé représenter le pas de Tengrenage. Le travail utile étant ^«=: Qs, l'expression précédente peut se mettre sous la forme suivante :
Soient /i, n' les nombres de dents des roues 0' et 0;
d'où
Telle est la formule que Ton emploie dans les applications pour apprécier le Iravail absorbé par le frottement.
Cette formule (6) s'applique également dans le cas d'un engrenage intérieur, en changeant de signe le plus grand des nombres n et n'.
Du frottement dans les engrenages coniques. — Soient
SO', SO les axes de la roue menante et de la roue conduite;
(ù'f (ù les rotations de ces deux roues qui ont lieu respectivement de la droite vers la gauche et de la gauche vers la droite pour l'observateur couché successivement suivant SO' et suivant SO en ayant la tête en S ;
SA, 3m les génératrices de contact des cônes primitifs et d'un couple de dents auxquelles, comme on le sait, le plan SA m est normal;
^f Q les forces équivalentes à la puissance et à la résistance utile, respectivement tangentes à deux circonférences des cônes SO', SO passant par un même point A de l'arête de contact SA;
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r^yP les rayons 0' A, OA de ces circonférences;
a', a les angles connus O'SA, OSA;
ex. l'angle AS m;
9 l'angle des deux plans SAO, SA m;
A m la normale menée aux dents par le point m;
ma', ma les lieux des pieds des normales abaissées des points
des circonférences O'A, OA sur les dents correspondantes; N la réaction normale de la dent Sma sur la dent Sm'a\ qui
est égale et de sens contraire à l'action N' exercée par la
seconde dent sur la première; n le point d'application de N'; /le coefficient de frottement des dents.
Fig. i36.
En déterminant le sens du glissement de la dent S ma sur la dent Smaf considérée comme fixe, ainsi qu'on l'a fait pour les engrenages cylindriques, on détermine le sens de N'/, tel que l'indique la figure, par suite celui de N/.
Par le point K où la direction de N rencontre SA, menons les perpendiculaires Kl% Kl à S0% SO, en prolongeant la pre-
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mière en Kx au delà de A; la perpendiculaire Ky au plan des axes, et la parallèle Kz à l'axe SO'.
Les angles trièdres SKnx, SKnjr, ayant pour sommet le point K, donnent
C08(N, jr) = — cos/iKor =r sinasln^'— cosaco8a'sin<|p,
co8(îf, j) — — cos/îKr = cosasiof.
En menant la parallèle KH:r à N/» l'angle trièdre SKH, dont K est le sommet, donne également
cos(N/, x) = cosHKj7 = cosasiny.
Enfin il est visible que
(N/,7)=ïrK>=(p.
Abaissons du point n la perpendiculaire ni au plan SK^r, la perpendiculaire np à SA; ni est le bras de levier, par rapport à SO'y de la composante de N/ parallèle à K^; le triangle npl donne
KF
nl = npsm(f = /2Ssinasin<ï) = SKco8asina8inç = -; — ^, sinacosasin«p.
Si J est la projection de n ou / sur K j?, T J est le bras de levier de la composante de N/ parallèle à Ky. Or
l'J = l'K -f- KJ = l'K -h nKcos^x = l'K -+- SK 8ina cos^K^
= l'K IH : ; ) ;
d'où, en remplaçant cosnKx par sa valeur trouvée plus haut,
rj = rK(C0S'a H-sinaC0SaC0t«'C08y).
L'équation des moments appliquée à la roue SO' est
Pr*- Ncos(N,/) l'K - N/cos(N/, x) ni - N/cos (N/,/) l'J = o, OU, en vertu des valeurs que nous venons de déterminer, (i) Pr' = I'K(co83tco8<ï>-^/cos(pcos'a -+-/cota' sinacosa) N, On aurait à faire un calcul identique pour la roue SO; ce-
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pendant la formule relttlYe à cette roue peut se déduire im^ médiatement de la figure et de la formule (i), en vertu d'une certaine analogie qu'il est facile d'établir. Quoi qu'il en soit, on a
(2) Qr= IK(co8asin(pH-/c08<ï>cos'a--/cotfl8inaco8«)N'>
Des formules (i) et {1) on déduit, en remarquant que
P _ siny H-/co8<p cosa sina -h f cota' sina Q ~" smtf-h fcosf cosoL — f cola' sina
Si le frottement était nul, on aurait P = Q; la différence F = P — Q représente donc la valeur de la force tangente à la circonférence O'A équivalente au frottement» et l'on a
.^. F = 0/'- 8ina(cot^-4-cot^')
sin(p-+-/cos^ sina —/cota sina
On peut mettre cette expression sous une autre forme; menons, à cet effet, au point 0 dans le plan OSO' une perpendiculaire à SA limitée en L' et L à SO', SO, et posons
R'=AL', B = AL, p = Am; nous aurons (4) ®'*^*^^' ^^^=-57» cota = -g-,
par suite
siny H-/cos(p cosa — 's /?
formule aussi simple que celle qui lui correspond dans la question des engrenages cylindriques, et sur laquelle on retombe d'ailleurs en supposant a = o.
Proposons-nous maintenant de trouver l'expression du travail élémentaire F {/s du frottement, ds étant l'élément de la circonférence OA. Soient (Jig.iSG et 137) SA m, SA,m, deux plans normaux à la surface de la dent S ma' menés par deux
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points A, Al distants de d$ de la circonférence O'A; nous au-
rons
AS/w = a, A, S/w, =(Z'¥- dtx.
Soit AA| mm. le quadrilatère sphérique déterminé par les quatre droites SA, SA^ S/i?, Suit sur la sphère de centre S et
Fig. 137.
d'un rayon égal à SA. Les éléments de surface AA, mnii, Smm, sont perpendiculaires au plan SA m, et la projection de Taire SA, m, sur le plan SA m, peut être considérée comme étant égale à elle-même; et comme Taire SA m est égale à la différence des projections des aires SA, m,, SAA, sur son plan, on a
SA} SA' . , , SA
— a= (an- rfa) as sin9,
d'où
ds=SA ^" =
jj, COt m' da
-, COiada siof
ou encore,
en vertu de la
première des relations (4 )i
ds
cosasiny
Les Tormules (3) et (6) donnent la
suivante :
PA-n/n
RV/\M/ï'-A- B ftAt>/I
sinaffa
ei Ton a pour le travail total dû au frottement
I 5,= Q/(R'cotV-4.Rcot»^) r J-. ^^!}^ ,. , . , ,
! ' "^ ^ Vo 8inf(sinf-+-ycosfCOsa— ycotflsma)
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formule dans laquelle on devra remplacer f par son expression en fonction de a, qui définit la nature de l'engrenage.
L'intégration peut s'effectuer lorsque la surface SA m est un plan méridien ou une développante de cône; mais nous ne nous arrêterons pas à ce détail ( ' ) qui offre peu d'intérêt. Mais, comme il est visible que le travail du frottement pour l'étendue d*un contact est d'autant plus petit que les dénis sont plus courtes ou que a est plus petit» nous supposerons, comme cela a lieu d'ailleurs dans la pratique, cei angle assez faible pour qu'on puisse considérer son cosinus comme égal à l'unité. Alors les formules (5) et (7) deviennent
F= 7 "', ds=±.
j. ( p\ sin«p
Sin y -L- * ' '>«a « — t- » ^
Or ce sont précisément les mêmes que celles qui se rapportent à un engrenage cylindrique dont les rayons des circonférences primitives seraient R' etR; nous n'avons donc qu'à nous reporter au numéro précédent» dont la formule (5) s'applique, par suite, aux engrenages coniques comme aux engrenages cylindriques.
99. Du frottement dans la vis sans fin. — Nous supposerons, pour fixer les idées, que les axes de la vis 00 et de la roue O'O' (fig. i38) sont horizontaux; que le pas de la roue est assez petit pour que l'on puisse sans erreur sensible considérer le contact entre une dent et le filet comme ayant lieu, sur toute son étendue, dans le plan passant par 00 et perpendiculaire à O'O', et par conséquent sur une même hélice du filet; c'est seulement dans ce cas, d'ailleurs, que l'engrenage est sensiblement exaci.
Soient {fig. i38)
R, R', r les rayons de la manivelle, de la roue et du cylindre de l'hélice sur laquelle le contact a lieu;
(* ) Voir à ce sujet le Mémoire cité ci-dessus.
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P la force motrice agissant sur la manivelle de la droite vers la gauche;
Q la force équivalente à la résistance utile, tangente à la circonférence de la roue;
0), 6)' les vitesses angulaires autour de la vis et de la roue;
/ l'inclinaison de Thélice sur la section droite du cylindre.
Fig. i38.
La relation entre P et Q devant varier très-peu avec la posi- Uon du contact, en raison de l'hypothèse que nous avons faite, nous l'établirons pour le cas où le contact a lieu en A, sur la perpendiculaire commune aux deux axes ; les actions normales égales et contraires N, N' du filet sur la dent et de la dent sur le filet, de même que les frottements N/, N'/, se trouveront alors comprises dans le plan tangent horizontal au cylindre suivant la génératrice passant par A.
Le sens de N'/ étant Tinverse de celui du glissement du filet sur la dent ou de la résultante des vitesses wr, — w'R', ce frottement est dirigé comme l'indique la figure. La comm. 17
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posame de N' et N'/, paralldlea O^OS^ayantipour expression N'sini -+-N'/cosi, on a pour l'équilibre de la vis
PR = N' ( sin/ -+-/COS/) r.
La composante déN et N/, parâllèïeàOO/étanf Ntrosi — N/âîn /, réqnalion. d'équilibre de laroue est
QR'=N(co8/-/8in/)R'; d'où
^^' Q " cosi— /sini r'
ou encore, en appelant a l'angle de frottement,
(2) Q = gtang(i-+-a).
Pour que les choses se passent comme nous l'avons supposé, il faut que ce rapport soit positif ou que l'on ait
autrement il faudrait changer le sens de P pour maintenir Q en équilibre.
Le déplacement élémenlaire de w' R' dt, d'un point de la circonférence de la roue, détermine le déplacement w'R'coti.c//
du filet, et celui delà manivelle est, par suite, w'R' — coti.rf/;
on a donc, par le rapport du travail utile au travail moteur,
Si j'on désigne par h le pas ûe h vis, OiO ^a
valeur que l'on pourra substitue^, si Ton veiut, dans leséquaijows(i), (a), (.Si- Ces mècnes équations s'appliquent encore au cas où la roue conduit la vis, en y changeant /en — / ou a en — a, et l'on
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reconnatl alors que, pour que le mouvemôat soiit possible» il faut que i>a.
.100. FriktiemexU d'une carde^isurMU cylindre.. — SluPfPOSOQS (/g-. iSg) qu'une corde, censée réduite à son axe, glissç sur la section droite A/nB d'un cylindre quelconque.
Fig. 139.
Soient
T«y Ti les tensions motrice et résistante des brins extrêmes de la corde, tangentes respectivement en A et B au cylindre;
T la tension en un point queloonquie <» de te corde, co^apris enjtre A et £;
fira!9gleniCA]farmé parles nornodieseofniet A;
mm' y)m'm" dei^ élémeftlSfConséculifsjdela coffde.égauxà rfs, en partant .4u pohit m eti^ didge^nt ivers B..
Xa tension en m' dirigée suivant mfm" estT -\- -j- ds, et fait
as
l'angle 6^9 avec la direction de T; en exprimant que les forces T,
^l^-h-^dsj font équilibre à la réaction normale ^ds du
cylindre et tiu frottement N/rf«, on a, en projetant sur les directions de T et de Nrfs,
(i) ^'^^•^""^» ^ds^Jd^=o;
d'où, par l'élimination deN,
dT-hfT d(f = o,
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et enfin, en intégrant,
SI l'on désigne par 9, l'angle formé par les normales en A et B, on a
et Ton voit qu'il n'y aura pas glissement ou tendance au glissement tant que l'on aura
Les formules que nous venons d'établir s'appliquent encore avec une grande approximation au cas où la corde fait plusieurs tours en spires jointi ves, à la condition de donner à <p un accroissement de 27: par spire, attendu que l'on peut, sans grande erreur, considérer une spire comme comprise dans un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre. Si /? est le nombre entier ou fractionnaire de tours que fait la corde sur le cylindre, on a «1=271/1 et
Ainsi, pour une valeur donnée de T», la résistance T, diminue très-rapidement quand n croît; c'est ce qui explique comment, en tenant par un bout un câble faisant quelques tours sur un pieu vertical fixe, on peut, en exerçant un effort très-faible ïi, ralentir le mouvement et arrêter en peu de temps un bateau fortement chargé, animé d'une vitesse notable et auquel se trouve accrochée l'autre extrémité du câble.
101. De la vitesse des différents points de la corde, en tenant compte de son élasticité et de son inertie, — Soient dtr un élément de longueur de corde à l'état naturel ; ds^, ds ce qu'il devient lorsqu'il est soumis aux tensions To, T.
(*) Nous sommes déjà arrivé à cette formule au n® 93 de la deuxième Partie, nu changement près de a en f, sans donner à la constante f la signification actuelle de coefficient de frottement ; mais nous avons cru devoir, pour plus de clarté, reprendre directement la question au point de vue où nous devons maintenant nous placer.
Sous l'action de la tension T, dtr éprouvera un allongement relatif, proportionnel à cette tension; de sorte que» si nous désignons par k une constante, nous pourrons écrire
ds^- d<r (i-t- ^T,), ds = d<r (n- AT) ; d'où
ds = ds^
Si le brin To A se dégage de ds^ du cylindre dans le temps di^
ds sa vitesse sera Vo == -r^*, mais, comme la masse de la portion
Km de la corde est constante, et que la section et la densité
de la corde ne varient pas sensiblement, il faut qu*il passe
en m dans le même temps dt la longueur ds; la vitesse en ce
ds pomt est, par suite, V= -7- ou
D'après M. Kretz (' ), on a, en désignant par A la section estimée en millimètres carrés,
/ = -^ pour les courroies ayant servi quelque temps.
. o,aî ,
/• = -^ pour les courroies neuves.
Comme on ne doit pas, en vue de la sécurité, faire supporter à une courroie de cuir une charge supérieure à o^«,25 par millimètre carré, il faudra satisfaire à la condition
et Ton voit, par suite, que kT sera toujours une petite fraction, dont on pourra négliger les puissances supérieures à la première.
En supposant la vitesse ¥• constante, et en désignant par p le rayon de courbure du cylindre au point m, nous aurons res-
(') Annales des Mines^ i86a, i*' Tolume.
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En appelant p le poids de TunUé de longueur de la corde, il est facile de voir qu'an Heu des équations (a) ott a. les strivantes :
ds g e ^f
d'où, par l'élimination de N, Si nous posons
(/.--/(i-^vj),
l'équalion précédente devient, au degré d'approximation convenu,
(7) rfT-/.(.T-T).= o, d'Où
(8) T = T+(T.-T)e-A», et enfin
V V.ri-4-i^T+^(T.-T)e-/.Tl
La vitesse Y diminue donc très-rapidement (mais d'autant moins que Y« est plos- grand), quand f augnem» ec atteiixit bientAf owe! vailem* peu différente de ta lUniie
CALCUL DBS EiB9ffâlt<n^ PÀSSIYBfr DAHS.U» HMUUMBS, ETC. ^£Sr
qjiiserédttitia
V=rt:.
T- AT
lorsqu'on néglige Tinerlie.
i02. Courroies $ans /in. — Soient {Jig. i4o)
Fîjjr. i4o.
Ot 0' les cemms^ (fe Ia< poiriie menaneie ei^ dcD lai poidie conduite, la droite 00' étant eensée* horizoïtttc pouit^ fixer les iti^es;:
R, W leurs: rajmisi;^
a, af les rayons desicercIesdeoentresO, O', auxquids^on pem supposer* cpae la: puIssaBnee P et la résostaDcet Q sont tairgentes ;
ff à l'es aagies'qne? forment: les dicections dn ces deux: forces considérées conuate positive au oégatiVes^seloa queiFellQ sont sîUiiéa à droite ou à gaacbe de h verticale;
ht, k\ les paiMSi dé tangeiscedes poulies 0, 0^ a^rec kt boîn conducteur, c'est-à-dire celui qui se dégagera ehacfueriiistam da O" pottrft'enrocièeir surO.
A„Jb'j les poHifes de contact, eoitrespondants^^ rekxiiff» à Faixtre brin;
p, çT les djamèlr^ des tourillons des poulies 0, 0^ ;
fi le coef&cientdefrouenient de ces tourillons SAirleuracousrsinets.
Nous supposefvns' que la coorroie est suffisamment: tendue pour que Ton puisse considérer ses deux brins comme rectilignes et nous désignerons par X les angles qu'ils forment avec la ligne des centres 00' de part et d'autre de sa direction.
La poulie O est sollicitée par la force P^par les. teasÂons T«,
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T, des brins AoÂ'q, Âi A', qui agissent respectivement comme résistance et puissance, et que l'on peut supposer appliquées en A„ A; de sorte que l'on a pour l'équation relative à l'équilibre de cette poulie
jPû-+.(T,~TJR
Les tensions T„ ï, agissant respeciivement comme puissance et résistance sur la poulie 0', on a de même
+- ;1L!-- v/[ycos^-h(T, -T,)sinX]'-h [(T.-f T,)cosX-+-Qcos^p =
II nous faut encore établir une autre équation pour que l'on puisse trouver les valeurs des inconnues P, To, T,.
A cet effet, nous remarquerons que l'on peut considérer la masse d'une courroie comme étant proportionnelle à sa longueur ramenée à l'état naturel; cela tient à ce que, sous l'action d'une tension, la section transversale et la densité d'une courroie n'éprouvent pas de variations sensibles.
Soient, à cet effet, L la longueur de la courroie en place, qui reste la même à l'état de repos et à l'eut de mouvement; ^ la tension uniforme correspondant à la mise en place, que l'on peut régler à volonté dans certaines limites, et qui est une donnée de la question.
Quoique, pendant le mouvement, la tension varie entre T, et Ti dans les portions de la courroie qui embrassent les poulies, on peut néanmoins, par approximation et en commettant une erreur d'autant plus faible que les axes seront plus éloignés, admettre que la moitié L a la tension To, et l'autre moitié la tension T,«
La longueur de la courroie ramenée à l'état naturel est par
suite
2(1-hXTj"^'211-i-/T,)'
Ar ayant la même signiflcation qu'au numéro précédent; mais
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elle a aussi pour longueur
En égalant ces deux valeurs» il vient
ou, en négligeant les carrés des allongements relatifs, qui sont toujours de petites fractions,
(3) T.-hT,-26.
Pour achever la solution du problème, il conviendra de remplacer approximativement, dans les équations (i) et (2), le radical par une fonction linéaire des racines des deux carrés qu'il comprend, et alors on n'aura plus qu'à résoudre trois équations du premier degré entre les inconnues To, T., P.
Soient/le coefficient de frottement de la courroie sur les poulies; 9, 9' les angles au centre correspondant aux arcs embrassés par la courroie sur les poulies 0, 0'; en négligeant l'élasticité et l'inertie delà courroie (100 et 101), il faut, pour qu'il n'y ait pas glissement, que les valeurs obtenues pour To. T, satisfassent aux conditions
Considérons en particulier le cas simple où les deux cordons sont sensiblement parallèles et où les efforts F, Q, étant perpendiculaires à la droite 00', sont respectivement tangents aux deux poulies 0 et 0'. On a
^=0, « = R, û'^R', 7:^0, ^=:rO,
ei les équations (i) et (2) se réduisent aux suivantes :
d'où, en ayant égard à la relation (3»)^
(5) p-Q=-^i^(Ly^F?15-^^/Q^:;:ë»V
Si l'on néglige le frottement'i on a Ptr^Q, ev, k la» setœaide puissance près de/,
(6) p^Q^/,^|^^yQr;:ii.
f081 Bu gfmement paptîîeV d'èf conrroiersm" Bss'poniies. — Comme l'a fait remarquer M. Kretz; pour que' Ik tension passe de To à Ti sur les portions- de la. courroie qui embrassent les poulies, il faut nécessairement que la courroie glisse sur chaque poulie af7antd!dtreaxcnataée dansaiHi mouTemem^
Soient: a OAm à\Ofaf deino anglisrégau» k Iwy^msttfr de'f donnée pat réqosvtlaii:
on a
(7)» ?i.=yriorf^-:
la courroie glissera de A»; en a sur la poulie 0 et de a' en. A', sur l'autre poulie,» et» en vertu de l'équation (5) da n^ 101, nous aurons» en considérant les vitesses V,, V» ea A# eta ou eaA'o^V,
M. Kretz (')» en discutant cette formule, a attribué comme valeur moyenne du second membre de cette équation 0,978 pour les courroiesi ayam servi et 0,975* poup les courroies neuves, de sortie, qxim, peur 100 tours» dia:l« pante mofrlce, l'autre tue fait q;ae:g3 teursr etivir.011» soit un natentisffemefit relatif de a pour 100.
De Ao en a ou de A'o en a' la tension T suit la loi
(9) T = T,e'f9, d'où
(*) Annales des 3^es, iS6a ; 1. 1, p. 76. — Recueil des Mémoires des Swanu étrangers de V Académie des Sciettces, t.. XXII.
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de sorte; que* lailonguentr'naUirdlki de A«. or est
/ X n û^ f^f' R* /T^* «^' ^li. T^,i-^^T,
Laleoguaur QaliUB6lle:detA',a' eâlMle mâm»^
La somiïïeid^sroflgwBin^mt'uiîelïes»dtes=irortîons^deï^ cwirroié soumises respectivemBnraux lensibn^Tt, Ti esti enappelantrf 1^' distance dfes axes, et en ayant égard à- la refetion fy),
lii-t-A^T^),o<w>.
(i-+-/T^).cos^
^-4-R (tt -h a>) cos).-^ R'(7r — !i)i) cos^H- a<R'- R)sin>
(i -+- ^T, ) cosX
1 i+xt/^^t;
En exprinuErni que* la semme des longwerttTS naturellies (a), (^)r (^) esi égalera la longueur* iimtrreUé^ eanraspohdaiit; à* la tension» S, 0a trouva
'^^^rn . nM. T, 1-4-XT, . r/H-(R^~R)8in).
</-i-R(7r-f-2>)co8>-i-R'(7r— a>)co8>->-(R'— R)sin>cos>
__ 2^--hR'(7r-4-a>ycos>'-t-R^(7r--2>.yco8'XH-(R^~-ÏÏ)gina^cq3X
i-hX-e
Telle est la véritable relation, qui existe entre les tensions. Tf » T„ qui devrait élre substituée à la formule approchée (3»), à
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laquelle elle se réduit quand la distance des axes d est trèsgrande par rapport aux rayons R, R'. Mais nous devons faire remarquer que cette dernière formule est bien suffisante au point de vue des applications (*)•
104. Transmission par câbles. — On substitue des câbles en fil de fer aux courroies lorsque Ton veut transmettre des efforts considérables à de grandes distances, sans éprouver de pertes notables de travail.
Le câble, dont la tension est produite par son propre poids, ou est uniquement en fil de fer, ou est composé de torons en fil de fer avec âme en chanvre disposés autour d'une âîne également en chanvre.
On a reconnu en pratique que la distance des axes de deux poulies consécutives ne doit pas être inférieure à 5o mètres; elle dépasse souvent i5o mètres. Le diamètre des poulies varie entre 2 et 5 mètres. La vitesse à leur circonférence atteint généralement 3o mètres et même 32 mètres.
Toutes les poulies d'une même transmission ont lé même diamètre.
Si trois axes de rotation consécutifs doivent être parallèles, la jante de la poulie intermédiaire présente une double gorge destinée à recevoir les deux câbles.
Si l'axe de la troisième poulie ne doit pas être parallèle aux deux autres, le mouvement est communiqué, au moyen d'un engrenage d'angle, par la seconde poulie à une troisième poulie montée sur le même bâti qu'elle, dont l'axe est parallèle au troisième axe de rotation correspondant à une quatrième poulie.
En employant plusieurs engrenages d'angle, on peut dévier
(') La largeur d'une courroie se détermine ordinairement par la formule empirique
dans laquelle / représente la largeur de la courroie en mètres, F la puissance à transmettre exprimée en chevaux, V la y|tesse de la courroie estimée en mètres, /A un coefficient égal à 0,1 5 pour les arbres de couche et o,ao pour les arbres verticaux.
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delà même manière la force motrice transmise à une poulie en autant de parties égales ou inégales. Le plus souvent les axes des deux poulies consécutives sont
Fig. i4i.
Fi{r. 1^2.
compris dans un même plan horizontal ; lorsqu'il n'en est pas ainsi, la transmission est oblique. M. Riller, ingénieur des tra-
Fig. I
vaux de la Sarine à Fribourg, a le premier employé, dans certaines circonstances, des câbles verticaux.
QVAXfULtW AAin&. -- MâSmm» )W.
Oo soiuAiieat lte^iUiet»r4e8 gftIftU pouriéivîlor qju'jJ vienne toucher le sol lorsqu'il eatjdacé à iHneitaoïiôitrimaiiffisante.
i^j^* &4< ei ujp jrepKésdnteot iPaeqiiiefltiminMl ie» prpfils des jantes d'une poulie à simple et d'une poulie à double gorge. Le type général des bâtis est représemé par la^g^. i43.
Il existe, notamment à Bellegarde, à Fribourg (Suisse) et à Schaftouse, de irès-bell^ installations 4$ transmission par câbles^
CoiKUdérons Je système ^rmé par un clBaBe ^ detnc poulies conséeolvires dont le^notiivement est uniftnaaae^iK^Jts négligerons leïMÉfHMtttjmrttes coussinets et YêlnstàiAié du câble.
Nous jpou^mos svppfiser que le câble est tètfuit à son axe et que les gptftiill^ «suit «remplacées par les ciÎROPoférences de centres C,C,.
Fig. i41.
Par suite de la permtmence du mouvement» :la vitesse est la même ent[ba{^ej;)^Qim flu câble, de sorte ^giue S'influence de l'inertie se pMultîàtK^tte de la force coniiMuge.
Soient
Ox, O/'deu'xtrxesireçtangulairesresppotFvefnem horizontal et
verticafl ; T la tension de l'un ou de l'autre des brins de câble au point
{x, X) oii l'inclinaison de la tangente sur Ox est a ; 5 'la longueur de l'arc du brin aboutissant au même point et
mesuré à partir d'une origine déterminée;
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p lenrayon de-coarbuvedu câble au point {xyf); V la vitesse et/^ieipoids^dn^méape courant du câble.
"Reportons-nous au n** 86 de la deuxième Partie : en considérant an élément du brin et projetant les forces qui le sollicitent sur la tangente et la normale, on trouve
dT T p\^
_«o,«^ — r. hocosa.
ds
sina,
Sil'
on
pose
ces équations prennent la forme
(2) ^ = /7Sina, \;^=/^c.os«,
et ne sont autre chose que celles d'une chaînette dont le paramètre est indépendant de la vitesse V, comme les tîonditions qui ser^noBtià âétenminBr les ooostmues lin^irod ailes pao* l'intégration.
On déduit de là
^ ' COSa
(4) A =/;2(tanga -+-«),
m ei a étant deux constantes; puis, en se rappelant que dx = ds cos a, rfj =r rfi:fiin a,
(5) log ?^-I±^,
I— tang -
*^ COSa
6 et c étant deux autres constantes.
Les huit constantes m, a, 6, es ... , relatives aux deux brins, se détermineront par les conditions que ces brins sont tangents aux circonférences C, C„ que la somme de leurs longueurs ajoutées à celles des arcs embrassés par les poulies
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est une donnée de la question, et enfin que les forces qui sollicitent la poulie menée s'y font équilibre.
Mais ce calcul ne peut s'effectuer complètement que dans le cas le plus usuel où les axes des poulies sont compris dans un même plan horizonial et où l'inclinaison maximum de chaque brin ne dépasse pas une certaine limite.
Supposons que C soit la poulie menée, que le brin inférieur soit conduit et soient
R le rayon des poulies;
Q l'effort résistant censé tangent à la poulie C;
P la puissance supposée tangente à la poulie Ci, et qui, en raison des éléments que nous négligeons, est égale à Q;
d la distance CCi des axes;
A le point le plus bas du brin inférieur;
e l'angle que forme la verticale avec le rayon mené au premier point de contact de ce brin avec la poulie C ou Ci ;
2X la longueur totale du câble.
Nous ferons passer Taxe Oy par le point A, c'est-à-dire à égale distance des centres C et Ci.
Si nous prenons A pour origine des arcs, a sera nul et, comme b l'est aussi, les équations (4) et (5) se réduisent aux suivantes :
s = /// tang a,
i-r-tang-
log = — •
^ ^ Cf. m I — tang -
Pour a ^
e, on doit avoir
x = r/-+- Rsine,
d'où
I -h tang
Ino» — ■
i-tang-
Or s est généralement inférieur à 3o degrés, et pour e = 45**
on a déjà très-approximativement
i4-tang-^
log î ^ 2tangi(i-4-^tang'^ h
I — tang 1 ^ '^
D'autre pari, ^ est une petite fraction qui atteint rarement Yô ; d® sorte que l'on a très-sensiblement
(7) /W6(i-hi£') = ^-+-Re.
. L'autre brin donne de même, en accentuant les lettres.
Nous avons maintenant
/ntangg -h m'tange'-+- R (tt h- e' — g) = \ OU
(9) mi\\-\' ^ j -H/w's' n-H yj -^-R(7r-t-6'--6) = X.
Nous avons maintenant, pour la condition d'équilibre relative à la poulie C,
COSS' COSe ^
OQ
En éliminant m et m' dans les équations (9) et (10), au moyen des relations(7) et (8), on obtient les suivantes :
(12) g(,+ l£'^)-g'(l+le')=^^S6'.
Lorsque le câble est au repos ou que Q est nul, e et z' ont m. 18
la même valeur eo> qui est donnée par et Ton peut mettre (ii) sous la forme
(il') a'-¥-e"=2el.
En posant (.3) , = ^,
l'équation (12) devient
et peut, comme première approximation, se réduire à la suivante :
(12") es'=q(e--s').
Les équations (n') et {12") donnent
( s-e'=-.7 4-v/y-H2sJ,
d'où l'on déduira e et e. En se reportant ensuite à l'équalion (12'), on obtiendra facilement une seconde approximation de ces valeurs, en ne négligeant plus que les termes du second ordre devant l'unité.
L'équation (8) donnant
la tension maximum du câble est
Soient (7 h somme des sections des fils qui composent le câble ;
r Tefforl maximum que Ton veut faire supporter aux fils par
unité superficielle de la section ; n le poids spécifique de la matière.
Nous aurons
(16) et
ou
îTcr
v (,/_Rs'){i-hig'^) _ r
En substituant la valeur de e' dans cette formule, nous aurons une équation qui fera connaître q et par suite p et a*. Mais cette solution est presque impraticable. Il sera préférable de dresser des Tables faisant connaître les valeurs de e, e', par suite celles de F, correspondant à une suite de valeurs données de £©, q et V.
Supposons maintenant que l'on place l'origine des coordonnées sur la droite CCi; les ordonnées des brins supérieur et inférieur seront respectivement données par
r= Rcoss'-H/n'( ;)i
\C0Sa COSS y
r " — Reose -i- m {— ),
•^ \cosa C0S£/
et leurs flèches seront
^ \C0Se' / a^ '' ''
-^ \cose ) a ^ •' ^
Après avoir traité la question au point de vue où nous nous sommes placé, il sera facile de déterminer les corrections qu'on devra faire subir aux résultats obtenus pour tenir compte du frottement.
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§ II. — Frottement de roulement.
105. Nous avons vu que la résistance au mouvement éprouvée par un corps (S), qui roule sur un autre corps (S'), est due à ce que la réaction du second corps sur le premier passe à une petite distance en avant du point de contact géométrique des deux surfaces, mesurée sur le lieu géométrique des positions successives de ce point sur la surface de (S' ).
Cette distance, que nous continuerons à désigner par d, pour un cylindre de rayon R roulant sur un plan, serait, suivant Coulomb et M. Morin, indépendante deRet paraîtrait aller en diminuant quand la longueur du cylindre augmente. Parmi les résultats obtenus par M. Morin, nous citerons les suivants :
Chêne sur peuplier (longueur du rouleau o",ioo).. ^ = 0,000876
Fer sur planches de chêne brutes 0,010200
Roue à jante en fer sur chaussée en empierrement
à l'état ordinaire o, 041400
Roue à jante en fer sur chaussée en empierrement
en parfait état o,oi5ooo
Roue à jante en fer sur chaussée en pavé bien entretenu au pas o,oi85oo
Roue à jante en fer sur chaussée en pavé bien entretenu au trot o, 028800
Roue en fonte sur fer non graissé o,oo35oo
» sur fer avec graissage continu ^ 0,001100
D'après Dupuit, 8 serait de la forme 0= k^y k étant un coefficient qui dépend uniquement de la nature des corps en contact, et Ton aurait :
Pour le bois roulant sur le fer k =0 ,001 1
Pour le fer roulant sur le bois humide 0,0010
Pour le fer roulant sur le fer 0,0070
Pour les roues sur les chaussées en empierrement. . o,o3oo
Mais les formules que nous allons établir sont indépendantes de toute hypothèse sur la dépendance qui peut exister entre d, le rayon et la longueur du cylindre.
106. Usage des roulettes pour diminuer la résistance des pièces frottantes. — Supposons qu'une pièce pesante MM' (fig. i45) repose par une face plane sur deux roulettes iden-
Fig. 145.
tiques dont les axes sont parallèles et compris dans un même plan horizontal ; proposons-nous de déterminer Feffort horizontal, de direction perpendiculaire à celle des axes, passant parle centre de gravité de MM', qui ferait équilibre aux résistances passives.
Soient
R le rayon des roulettes; p celui de leurs tourillons;
/ le coefficient du frottement des tourillons sur leurs coussinets; q te poids de chaque roulette.
On peut supposer la charge totale et l'effort toial respectivement décomposés chacun en deux autres de même direction, se rapportant Tune à la roulette 0 et l'autre à la roulette 0'.
Désignons par F l'effort moteur et Q la charge verticale, qui sont relatifs à la roulette 0.
Comme il y a roulement relatif de la roulette 0 sur MM> la résultante de F etQ doit passer à la distance AÂ, = ddu point de contact géométrique A, mesurée de la droite vers la gauche ; la pression totale de MM' sur l'axe 0 a donc pour composantes horizontale et verticale P et Q, dont la résultante avec le poids q détermine, sur les coussinets, un frottement ayant
pour moment 7^==^ VF h- (Q-f-g)^ = o.
L'équation des moments est par suite
FR - Q J - -^L^= »/F -^ ( Q ^ y )' = o.
D'après celte équation, F est du même ordre de grandeur que les rapports très-petits jr?/^» de sorte qu'on peut, sans erreur appréciable, négliger F sous le radical ; on a ainsi, pour la valeur de l'effort cherché,
Cette formule, étant linéaire en P et Q, s'appliquera à l'ensemble des deux roulettes, en appelant F l'effort total, Q la charge totale et q le poids total des deux roulettes. Il suffit de jeter un coup d'oeil sur les Tables du n**87 pour se convaincre que F est bien inférieur à l'effort qu'il faudrait exercer pour vaincre le frottement de glissement de MM' sur un sol formé de la même matière que les roulettes dont l'emploi présente ainsi un avantage incontestable.
107. Emploi des rouleaux pour transporter des matériaux solides sur un sol horizontal.— Supposons qu'une pièce solide pesante M' M {Jig. 146) soit supportée suivant une face plane
Fig. 146.
par deux rouleaux 00' de même diamètre à axes parallèles et reposant sur un sol horizontal NN', et proposons-nous de déterminer l'effort horizontal, perpendiculaire à la direction des axes, passant par le centre de gravité de MM', nécessaire pour faire rouler d'un mouvement uniforme des rouleaux sur NN' et MM'. .
Comme dans le problème précédent, on est ramené à considérer l'un des rouleaux 0.
Soient
A', A les points de contact géométriques de ce rouleau avec MM', NN';
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A',, Â^ les points par où passent les réactions sur le rouleau de MM', NN', le premier situé à gauche de A et l'autre à droite de A ;
i'=A'A',, 5 = AA, les coefficients de frottement de roulement du rouleau sur MM', NN';
/', / les coefficients du frottement de glissement correspondants;
R le rayon du rouleau;
q son poids;
Q la position du poids de MM' agissant sur le rouleau ;
F l'effort horizontal nécessaire pour vaincre le frottement.
Les composantes horizontale et verticale de la réaction de MM' sur 0 sont respectivement égales à Q et F; la réaction en Ai devant faire équilibre à la précédente et au poids q a pour composantes horizontale et verticale deux forces —F et — (Q -f- jf ) de sens contraire à F et Q.
En prenant les moments par rapport au point A, par exemple, des forces qui agissent sur le cylindre, on a
d'où
Celte formule s'applique également au système tout entier, en appelant Q la charge totale, q le poids des deux rouleaux ei F l'effort de traction total.
Pour qu'il n'y ait pas glissement, il faut que les réactions horizontales F en A et A' soient inférieures aux frottements de glissement Q/', (Q 4- g)/, ou que Q soit supérieur à la plus
/., 0-hO ~ 0 + 0^
108. Plaques tournantes des chemins de fer, — Une plaque tournante [Jig. 147) est soutenue vers sa circonférence extérieure par des galets identiques également éloignés de Taxe de
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la plaque; les galets, qui ont la forme de cônes tronqués dont les sommets se trouvent sur cet axe, sont adaptés à une monture indépendante de la plaque et formée de tiges de fer qui rayonnent autour d'un collier enveloppant la crapaudine. Ces
Fig. 147.
galets reposent sur un chemin de fer circulaire fixe, et la forme tronconique qui leur est donnée a pour objet de leur permettre de rouler sur le chemin de fer et sur la face inférieure de la plaque suivant toute la longueur de la génératrice de contact.
Soient
R le rayon moyen ;
q le poids d'un galet;
Q la portion de la charge qu'il supporte;
a la distance à l'axe de la plaque du plan parallèle aux bases du tronc de cône et équidistant de ces bases;
F l'effort horizontal compris dans ce plan qui doit faire équilibre aux résistances éprouvées par le galet;
d\ à les coefficients de frottement de roulement du galet sur la plaque et le chemin de fer.
L*équalion(i) du numéro précédent s'applique dans le cas actuel, attendu que les réactions de la plaque et du chemin de fer forment deux couples qui ne donnent aucune pression et par suite aucun frottement sur l'axe du galet, et Ton a, pour le moment de F par rapport à Taxe de la plaque,
Cette formule donne également le moment total qu'il faut produire pour faire mouvoir la plaque, abstraction faite de tout frottement latéral du pivot de la plaque sur son guide, en y
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supposant que Q représente le poids de la plaque et de sa charge» q le poids total des galets.
Si le moment est celui d'un couple» il n'y a pas de frottement latéral du pivot de la plaque sur son guide; s'il est produit par une force P, elle développe un frottement sur ce
fp
guide dont le moment sera P
=> p étant le rayon du
iourillon,/le coefficient de frottement de glissement. En appelant b le bras de levier de P, on aura
^1, = ? -rÛ=^.
Q{$^d')^gS^
ce qui fera connaître la valeur de P.
109. Tourillons à roulettes. — Machine dAtwood.— On peut réduire dans une proportion notable la résistance au mouvement d'un arbre, en faisant reposer ses tourillons sur les jantes croisées de deux couples de roulettes identiques, montées deux à deux et d'un couple à un autre sur un même axe parallèle à celui de l'arbre. La machine d'Aiwood dont nous allons nous occuper offre un exemple de celte disposition.
Fig. 148.
q+QiT
Nous pourrons» par la pensée» réduire les deux couples de roulettes en un seul, dont le plan moyen coïnciderait avec
celui de la poulie, en supposant chaque roulette de ce couple * sollicitée par la résultante des forces extérieures agissant sur les deux roulettes montées sur le même axe. Soient (/îg". 1 48)
0, le centre de la poulie;
Ri son rayon ;
pi celui de son tourillon;
Il son moment d'inertie par rapport à son axe;
0, 0' les centres des rouletteç sur lesquelles reposent les tourillons de la poulie;
R le rayon de chacune d'elles;
p celui de ses tourillons;
q son poids;
I son moment d'inertie par rapport à son axe ;
/ le coefficient de frottement des tourillons sur les coussinets;
ay l'angle OOiO';
Q -+- Qi> Q deux poids accrochés aux extrémités de droite et de gauche du fil qui passe sur la poulie, poids qui déterminent un mouvement de rotation de cette dernière, dont nous représentons par w la vitesse angulaire ;
A, A' les points de contact géométrique des roulettes 0, 0' avec le tourillon de la poulie ;
Ai, A', les points de leurs circonférences où passent leurs réactions sur le tourillon ;
ô = AA,= A'A\ le coefficient du frottement de roulement;
N, T les composantes normale ettangentielle de la réaction de la roulette 0 sur le tourillon de d;
N', T' les composantes semblables relatives à la roulette 0'.
Nous négligerons dans ce qui suit les termes du second ordre en â et/.
L'équation des moments par rapport à l'axe de la poulie considérée comme libre est, en remarquant que la vitesse de Q-+-Qi et Q est wR„
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En posant
elle prend la forme plus simple
La résultante Si. des forces extérieures qui agissent sur les poulies est verticale et a pour valeur
OU
(2) a^,,Q^Q,^^,^|LR,J;
et comme elle doit faire équilibre à N, N/, N', N'/, on a R ^ (N -+- N') C0S7 -+- (T - T') sinv,
^' ' o = (N--N')sin7 ~(T -+-!') CO87.
En négligeant le frottement, par suite T et T', on a
N.-^N':--^, ' 2COS
etréquation (i) se réduit approximativement à la suivante :
La pression sur Taxe 0 ou la résultante du poids q et de la force égale et contraire à la force N, dont la valeur est donnée par Téquation (4)> » pour expression
ou, en se rappelant le théorème de Poncelet,
\- q\ -^o,4o— tang7 = (o,48-+- o,aotang7) ^-+-0,96(7.
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On a, par suite, pour Téquation des moments relative à la roulette considérée, en remarquant que sa vitesse angulaire
est w ^ j
Comme on obtient une équation complètement identique à la précédente pour la roulette 0', on a T=:T', et l'équation (i') devient, par l'élimination de ces composantes,
(«) (A-.I^)^=Q.R.-AAp,-..9a-^ii,
en posant, pour abréger,
^^^ ^" ïûôTv^ R (o»96-t-o,4otang7).
Si maintenant on remplace, dans l'équation (6), Si par sa valeur (2), on trouve
= Q,R,-Ap,(2Q-4-Q,-r-y,)-i,92
/pp. y
On voit ainsi que les termes qui dépendent du frottement de glissement sont multipliés par la petite fraction -^*, de sorte
MX
que, en résumé, en considérant que le frottement de roulement donne des termes très-petits, les résistances au mouvement de la poulie sont beaucoup plus faibles que si elle reposait directement par des tourillons sur des coussinets.
110. Engrenage sans glissement de Hoocke ou de Whyte. — Considérons deux cylindres circulaires extérieurs, en contact suivant une génératrice, tournant autour de leurs axes, de manière que par leur adhérence le mouvement de rotation de l'un détermine celui de l'autre. Comme nous l'avons vu, on est ramené à supposer que l'un des cylindres roule sur l'autre regardé comme fixe.
Si sur ces cylindres on a tracé deux hélices de même sens et également inclinées sur les génératrices, et si à un instant quelconque elles ont un point commun, elles seront tangentes en ce point et rouleront l'une sur l'autre.
Fig. i49-
Concevons maintenant qu'un profil se déplace sur chaque cylindre, de telle manière que son plan reste normal au cylindre, que l'un de ses points décrive l'hélice et que la tangente au profil en ce point soit normale au cylindre. Nous obtiendrons deux surfaces que Ton peut matérialiser et qui, pourvu qu'elles ne se pénètrent pas (et nous supposerons que les profils remplissent les conditions voulues pour qu'il en soit ainsi), rouleront ainsi Tune sur l'autre suivant les hélices directrices.
Si nous répétons ici, en substituant les hélices aux génératrices rectilignes, ce que nous avons dit pour les engrenages cylindriques, nous constituerons un engrenage à dents hélicoïdales symétriques [fig. 149 )> en nous arrangeant de manière, ce qu'il est facile de réaliser, que le contact commence au plus tard entre un couple de dents lorsqu'il est sur le point de cesser pour le couple précédent.
La réaction d'une dent sur l'autre passera en un point de rhélice situé à une petite distance 8 du point de contact géométrique et sera comprise dans le plan tangent au cylindre, qu'elle ait ou non une composante suivant la tangente à Thé-
lice. On voit ainsi que le moment de cette réaction par rapport à l'axe de l'autre cylindre sera le même que si 6 était nul, de sorte que l'engrenage est sans frottement, dénomination qu'on lui donne souvent d'ailleurs.
On pourrait établir de la même manière un engrenage conique sans frottement en prenant pour directrices des dents des lignes géodésiques des cônes primitifs.
111. Du tirage des voitures. — Nous supposerons d'abord que le sol est horizontal, et, en employant un raisonnement semblable à celui dont on a fait usage aux n^« 106 et 107, on est ramené à considérer une seule roue.
Soient {Jig. i5o)
Fig. i5o.
F l'effort de traction horizontal qu'il faut exercer pour arriver
au mouvement uniforme ; Q la charge ; q le poids de la roue ; R son rayon ; p celui du moyeu ;
/ le coefficient du glissement du moyeu sur la fusée; à le coefficient de roulement de la roue sur le sol.
La force qui agit sur le moyeu étant la résultante de F et de Q, on a, pour le momeijt du frottement correspondant pris par rapport à l'axe de la roue,
La réaction du sol passant au point Ai situé à la distance d
et en avant du point en contact géométrique A, faisant équilibre à F et Q et au poids g, a pour composantes horizontale et verticale — F, — (Q -f- ^ ) de sens opposé aux précédentes; on a donc pour l'équation des moments
d'où
Mais comme» d'après cette formule, F sera toujours petit par rapport à Q, on peut négliger son carré devant Q^ et écrire simplement
Cette formule étant linéaire s'applique à un couple de deux roues montées sur un même essieu; il suffit, en effet, de fractionner en deux parties la charge et l'effort, d'écrire pour chaque roue l'équation (i) et d'ajouter les deux équations obtenues. Ainsi donc cette équation donne l'effort de traction pour un couple de roues dont le poids total est q et qui supporte la charge Q.
Considérons le cas d'une voiture à quatre roues ; supposons que l'équation (i) s'applique à l'un des couples de roues, et qu'en accentuant les lettres on obtienne l'équation semblable pour l'autre couple ; nous aurons
d'où, pour l'effort total de traction.
On déterminera Q et Q' en décomposant la charge totale en deux forces parallèles à sa direction comprises dans les plans verticaux passant par les axes.
Si la voiture est placée sur un sol incliné sur l'horizon de
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Tangle i, l'effort F étant censé parallèle à sa direction, la réaction tangentielle du sol sera, pour la descente,
_[F^(Q-4-ry)sini],
la réaction normale — (Q -H^f) cosi; de sorte que Ton a, en continuant à considérer le frottement sur la fusée comme étant dû à la charge Q,
[F ^ { Q ^ y) 8in/] R - (Q + q) ^cosi - -/L= Q = o,
d'où
F.(Q^„(|cos,-si„,).-^.
Cette formule s'applique à la montée en y changeant le signe de i.
112. Résultats de V expérience sur le tirage des voitures. — Nous croyons devoir donner ci-après les principaux résultats de l'expérience sur le tirage des voitures.
Rapport da tirage Nature de la TOie supposée borizontale. à
la charge totale.
Terrain naturel, non battu et argileux sec 0,260
» siliceux et crayeux o, i65
Terrain ferme battu et très-uni 0,040
Chaussée en sable ou caillou tis nouvellement placé., o, 126 ^ Chaussée en empierrement à l'état d'entretien ordinaire 0,080
Chaussée en empierrement parfaitement entretenue
et roulante o,o33
Chaussée pavée à la manière ordinaire { au pas o , o3o
et la voiture étant suspendue. . . . . ( au grand trot. 0,070
Chaussée pavée en carreaux de grès ( au pas o,o25
bien entretenus (au grand trot. 0,060
Chaussée en madriers de chêne non rabotés 0,022
Chemms à ornières plates en fonte de fer ou en dalles
très-dures et très-unies 0,010
Chemins de fer à ornières saillantes en bon état
d'entretien 0,007
Chemins de fer à ornières saillantes parfaitement entretenues et les essieux continuellement huilés. . o,oo5
113. Généralités sur T adhérence des locomotives. — Pour simplifier, nous ne considérerons que le cas d'une voie horizontal e, de deux pistons horizontaux et de deux roues portantes non couplées avec les roues motrices, et nous négligerons les frottements des articulations» des tiroirs, stuffing-box^ qui sont relativement faibles.
Considérons Tune des parties de la machine déterminée par son plan méridien et soient (Jig. i5i)
Fig. i5i.
P l'effort horizontal développé sur le piston, qui est transmis intégralement au bouton M de la manivelle, en négligeant l'obliquité de la bielle ;
r = OM le rayon de la manivelle;
6 l'angle qu'elle fait avec le point mort extérieur;
R = OA, R' = O'A' les rayons des roues motrice et portante;
S = AA„ è' = A' A', les coefficients de frottement de roulement pour ces deux roues;
N, N' les réactions normales du rail en A„ A', et T, T' les réactions tangentielles correspondantes ;
q, q' les-poîds des roues 0, 0' ;
F l'effort de traction ;
Q, Q' les charges que supportent les fusées 0, 0' ;
S, S' les réactions horizontales des boîtes à graisse correspondantes;
f le coefficient de glissement des fusées dans les boîtes à graisse;
p, p' les rayons des fusées 0 et 0' ;
On a d'abord, en projetant sur l'horizontale les forces qui sollicitent le système et remarquant que les actions mutuelles disparaissent, (i) F H- T -+- T' = o.
HI
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Les conditions d'équilibre de la roue 0 s'expriment par les équations
(4) Prsin6-^TR-(Q^^)^-— ^V^S^"TQ' = o,
et Ton a de même pour la roue 0'
(3') r-hS' = o,
Dans les équations (4)> (4')> T et T' sont multipliés parR, R' qui sont généralement très-grands par rapport aux facteurs qui multiplient les autres forces; ces forces sont donc relativement faibles et Ton peut les supposer nulles sans inconvénient dans les termes, déjà petits, qui dépendent du frottement de glissement dans les boîtes à graisse, ce qui revient à poser, d'après les équations (3) et (3'),
Les équations (4) et (4') deviennent alors
PrsinOH- TR - fQ -t- ^) ^ - '--—===. y/?'-^Q' =^ o,
d'où, en remplaçant v^P'-f-Q^ par une fonction linéaire de P et Q, et négligeant/' devant l'unité,
(5) T = -P^8in0+(Q + ^)|^/£(o,96Q + o,4oP),
(5') T'={QVy')J;^/t'Q'.
On a, par suite, en vertu de l'équation (i), pourTefifort de traction,
( -/^(o,96Q-Ho,4oP)-/'J-,0'.
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, par suite du double effet, le terme en P sinS de cette expression est constamment positif.
Pour la seconde moitié de la locomotive il suffira de changer dans cette formule 6 en 90*» -h 0, puisque les manivelles sont à angle droit, et P en P„ la pression dans les deux cylindres n'ayant généralement pas la même valeur à un instant déterminé, et, en ajoutant les deux valeurs de F, on obtient ! pour Teffort de traction total
I ( # = g. (Psinô + P.cosô) - 2 (Q H- y) I - 2 (Q'-^ 5^') J
L'effort moyen pour une révolution complète, qu'il importe surtout de considérer, est
mais, comme la pression agit de la même manière sur les deux pistons pour une révolution de l'essieu moteur, on a
/ ?smBdB= / P,cos0e/ô / P^= / P.rfO
et par suite
^,»= ^j^ Psinôrfô- 2(Q + y) ^ - 2(Q' + <?') 1;
Nous remarquerons que :
I" D'après Téqualion (5') T' est toujours positif, ce qui indique que le rail forme à l'avant de la roue portante une sorte de bourrelet ou que cette roue se trouve dans les mêmes conditions que si à chaque instant elle avait à gravir un plan incliné.
Quant à la réaction T, elle ne sera positive que lorsque la manivelle se trouvera dans le voisinage des points morts, et sera ainsi négative pendant la presque lotalité de la durée de Tarbre moteur, et alors le rail forme un bourrelet ou plan incliné contre lequel elle s'appuie. Lorsque T est positif, la machine ne marche que sous l'influence de l'inertie qui fait dépasser les points morts et surtout du second piston qui se trouve dans des conditions telles, que pour lui la réaction tangeniielle du rail est négative.
2» La réaction T étant négative, il y aura nécessairement glissement ou patinage lorsque sa plus petite valeur absolue sera supérieure à/,(Q -f- g ), en désignant par/, le coefficient de glissement des roues sur les rails.
On voit ainsi que ce que l'on désigne vaguement sous le nom 6* adhérence d'une roue sur un rail est d'autant plus grand que le frottement de glissement est plus grand, et qu'elle est ainsi mesurée par cette résistance.
§ IIL — Raideur des cordes.
IH. Lorsque sur une poulie mobile autour de son axe 0 ou sur un cylindre roulant sur un plan passe une corde sollicitée respectivement à ses deux bras extrêmes, par une puissance P et une résistance Q {/Ig. i52), l'expérience prouve que, soit pendant le mouvement uniforme, soit à Tinstant où le mouvement est sur le point de naître, la puissance P est supérieure à Q d'une q\iantité qui excède l'augmentation due au frottement du tourillon de la poulie sur les coussinets, ou la résistance au roulement du cylindre. Cette différence est un effet de la roideur de la corde qui s'explique par ce fait que la corde du côté de la résistance Q ne s'adapte pas immédiate-
ment sur la poulie ou le cylindre, et que la distance du centre à la direction de la résistance est supérieure au rayon d'une
Fig. i52.
certaine quantité t, de sorte que, abstraction faite des frottements, l'équation des moments est
D'après Coulomb, l'excès P — Q est de la forme
_ _ A-t-BQ ... A-hBQ
P-Q=_^, doù ^=^^>
À, B étant des constantes dépendant du diamètre de la corde, de sa nature (blanche ou goudronnée), de sa sécheresse et de sa vétusté.
Le tableau suivant donne les valeurs de A et B dans les diverses circonstances les plus usuelles.
DIAMÈTRE
du mètre
courant.
Cordes blanches ....
3o fils de caret.
o,oi4
0,0097 o,oo55 0,0024
Cordes goudronnées.
D'après ce tableau, on voit que A est à peu près propor-
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tionnel à la quatrième puissance du rayon de la corde, et B à la deuxième.
Dans les questions relatives au treuil et à la courroie sans fin, que nous avons traitées plus haut, il suffira, pour tenir compte de la roideur de la corde ou de la courroie, d'augmenter de e le bras de levier de la résistance utile dans le premier cas et de la tension motrice dans le second.
Nous nous bornerons ici à résoudre complètement les deux problèmes suivants.
115. Équilibre des forces appliquées à une poulie fixe^ en tenant compte de la roideur de la corde et du frottement sur les tourillons. — ConXïnwons à désigner par P la puissance, Q la résistance, R le rayon de la poulie, p celui de l'œil, f le coefficient de ce tourillon sur le coussinet. La force qui agit
sur le tourillon étant V[P -f- Q cos(PQ)]^-i- Q^ sin^(PQ), on a
PR_Q(R + 6)-^L=v'[P-HQcos(lpè)P HQ^sin^(PQ)=o,
d'où
W P = QH-^^±|2^^L^^V^[P^.Qcos(P% + y'siuM^).
On pourra remplacer approximativement le radical par une fonction linéaire des racines des deux carrés qu'il comprend. Si les deux brins extrêmes de la corde sont parallèles, l'équation (a) devient
(3) p = Q + i±J^^.^C-pB(P^Q) = 0,
équation qui peut se mettre sous la forme
(4) P = aH-P0,
a et P étant des coefficients qu'il est facile de calculer.
116. Des palans. — Reportons-nous au n" 7 età la^îg*. 117, Soient
P la force motrice qui s'exerce à l'extrémité libre de la corde ;
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T„ Tj, . . . , T„les tensions des n cordons compris entre les deux systèmes de poulies, en partant du point d'attache de la corde à la chape supérieure ;
Q la charge à soulever.
Nous supposerons que a, (3 ont la même signification que , ci-dessusy et ont la même valeur pour chacune des poulies, si, comme nous le supposerons, tous les œils ont le même rayon et que leur frottement sur les axes fixes rapporté à la pression est le même. Nous aurons, d'après ce qu'on vient de voir, en considérant alternativement et successivement les poulies inférieures et supérieures,
T,-«^PT = 4-"^ -^PT
T,=a + pT, =«(i + p + f') + p% = «f^ -^^"^■'
I ^ T„ = a + ?T„_,=«(l-^P + ...-Hf"-')V^«-'T, = aÇ£^+r'T„ 1 (6) P=a + ?T. = "|^ -^^"^'î
mais on a
par suite, en vertu des formules (5),
Enfln, en éliminant T, entre les équations (6) et ( 7), on trouve pour la relation cherchée
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§ IV. — De la résistance de l'air.
117. Lorsqu'un corps se meut dans un milieu, on admet, comme nous l'avons déjà dit au n"* Hk de la deuxième Partie: I" que le milieu n'exerce une action que sur la partie de la surface du corps pour chacun des éléments e/o) de laquelle la direction de la composante normale w de la vitesse ne pénètre pas dans le corps; a*» que le milieu exerce sur rfw une pression ou résistance normale de la forme
k étant un coefficient proportionnel à la densité du milieu et /(w) une fonction de w dont la forme ne peut se déterminer que par l'expérience.
Pour l'atmosphère, kf[w), qui conserve une petite valeur lorsque les vitesses w ne dépassent pas une certaine limite, croît très-rapidement à partir de cette limite, de sorte que la résistance de l'air n'a une influence notable sur le mouvement d'un corps que lorsque les vitesses normales sont considérables pour une portion suffisamment étendue de la surface de ce corps.
La plupart des organes de machines sont animés de faibles vitesses et, de plus, la surface qu'ils opposent à la résistance de l'air est peu étendue. Cependant la résistance de l'air sur les bras d'un volant animé d'une grande vitesse peut avoir une certaine importance, comme sur les rais des roues des véhicules des chemins de fer, et c'est en partie pour ce motif que l'on remplit quelquefois les intervalles des rais ou qu'on en ferme les ouvertures par un disque de tôle.
Les considérations exposées au § VII du Chapitre XIV de la deuxième Partie, relatives à la résistance opposée au mouvement de translation d'un corps dans un liquide, sont indépendantes de l'hypothèse des résistances élémentaires et constituent un progrès notable sur l'ancienne théorie; mais, comme on peut n'en déduire, des conséquences que dans un nombre de cas très-limité, nous allons indiquer comment Newton est
arrivé à donner le premier une expression de la résistance d'un milieu.
Soient
V la vitesse de translation dont est animé, parallèlement à ses arêtes ou génératrices un prisme ou un cylindre dans un milieu dont le poids spécifique est II;
A la section droite du corps ;
A la résistance du milieu qui ne s'exerce que sur Tune des bases du corps.
Dans le temps dt, le corps déplacera le volume de fluide ÈLvdt; si l'on admet que la masse comprise sous ce volume s'est déplacée avec la vitesse c, elle possède la quantité de mouvement -- Av^dty produite par l'impulsion de la pression du corps sur le fluide et qui est égale et opposée k êi; on a ainsi
Sidt = - Wdt,
(I) a-ïÎAc>\
C'est en parlant delà que l'on a été conduite supposer que la vitesse de l'air sur un élément rfw de la surface d'un corps quelconque est de la forme — (v^rfcw, w désignant, comme plus haut,
la composante normale de la vitesse.
Si un solide de révolution se meut parallèlement à son axe, la résistance totale du milieu sera parallèle à cette direction et sera évidemment de la fqrme
(2) a=:^?Ap^
A étant la surfiace de l'équateur, et k une constante qui dépendra-de la forme de la surface
Il résulte de l'expérience que pour de très-grandes vitesses la résistance croit plus rapidement que suivant la formule (2). Poncelet a pensé que cela tenait à ce qu'il y avait une con-
2g8 QUATRIÈME PARTIB. — CHAPITRE IV.
densation ou augmentation de densité de la partie du milieu en contact avec le corps, croissant avec la vitesse. En admettant que cette augmentation soit proportionnelle à la simple vitesse, que n continue à représenter la densité normale du milieu, nous devons remplacer, dans l'équation (2}, n par une expression de la forme n(n- av), dans laquelle a est une constante, ce qui donne
c'est cette formule que M. le général Didion a appliquée aux résultats de ses expériences sur les projectiles sphériques, et qui Ta conduit à lui donner la forme (a) de la page 388 du tome I". Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations théoriques, et nous nous bornerons à donner ci-après les principaux résultats de l'expérience, pour que l'on puisse s'en servir en temps et lieu.
118. Résultats de l'expérience sur la résistance de l'air. I® Roues à nilettes :
^= A(o, 0434 -+-0,1002) (Didion),
A étant la surface des ailettes, c la vitesse de son centre de gravité.
2® Plan se mouvant normalement à la direction de la vitesse: a = A(o,o36-+-o,o84('') (Didion),
A étant la surface du plan et v sa vitesse; quand le mouvement est varié, il faut ajouter à cette expression le terme 0,1649» dans lequel 9 désigne Taccélération.
3® Plan incliné sur la direction du mouvement : ^= A-^(o,o36-4-o,o84f') (Didion),
A étant la surface du plan incliné à a^ sur la direction de ]a vitesse v dans les limites a = 90®, a = 65®.
4® Descente d'un parachute en taffetas monté sur quatre
baleines et une tige^ ce qui lui donne la forme d'un parapluie ordinaire:
a = A.i ,936(o,o36 -h o,o84p') (Didion ),
A étant la projection horizontale du parachute. 5* Descente d*un parachute renversé :
a = A.o,768(o,o36H-o,o84»'') (DroiON).
6° Résistance de l'air sur un train de chemin de fer : ^ = A.o,o927P' (Harding),
A étant la section maximum du train.
7* Projectiles sphériques :
^ =; o, 027 TT R' p'(i -H 0,0023 1'),
entre les limites 3oo mètres et 65o mètres de la vitesse c, R étant le rayon du projectile.
A cette formule on peut» dans les mêmes limites, substituer la suivante :
^ = o,oooi47rR*P*.
D'après M. Mayewski, on a
j a = o ,061 ttR' v^ entre c = 376°» et p = 530*"
! a = o,oi27rR»c/'ri-h (jlg) 1 pour «'<376'".
8® Projectiles oblongs se mouvant parallèlement à leur axe: ^ = o,o447rR*P^ (Mayewski) entre p = 36o et (^ = 5io", ^ = o,oi2;rRV'ri-h (tL) 1 (Mayewski) pour c<36o°'.
§ V. — Des chocs dans les machines.
119. Un choc dans le jeu d'une machine détermine toujours trne perte de demi-force vive au détriment de la constitution des pièces choquantes, par suite de ce que ces pièces ne sont pas parfaitement élastiques. Cette perte, qui, en va-*
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leur absolue, vient se retrancher du travail moteur, constitue un travail résistant, et Ton voit ainsi comment on est conduit à classer les chocs dans la catégorie des résistances passives. Il y a toujours avantage, pour éviter les déceptions, dans le calcul de Tefifet utile d'une machine, à porter au maximum les pertes de travail dues aux résistances passives, que l'on saii évaluer, par compensation avec les pertes semblables dues à d'autres résistances, secondaires à la vérité, et que Ton ne peut soumettre au calcul; c'est pourquoi nous admettrons dans ce qui suit, comme on le fait d'habitude, que les organes percutants sont complètement dénués d'élasticité.
120. Des pilons, — Un pilon n'est autre chose qu'une tige verticale terminée inférieurement par une masse pesante (plate horizontalement, arrondie ou trapézoïdale selon la nature du travail que l'on veut effectuer) et guidée comme on l'a dit au n° 90. Un parallélépipède rectangle (mentonnet) est fixé normalement à l'une des faces de la tige, entre ses deux guides.
Un arbre horizontal animé d'un mouvement de rotation, dont l'axe est perpendiculaire à la direction du mouvement du pilon, est muni de saillies ou cames qui, en agissant successivement sur le mentonnet, soulèvent à une certaine hauteur le pilon; le pilon abandonné à lui-même retombe ensuite par son propre poids et broie (frocarrf), foule [foulon) la matière, etc.
On s'arrange ordinairement de manière que la vitesse de translation du pilon reste dans un rapport constant avec la vitesse de rotation de l'arbre, ce qui conduit (n*» 115) à donner aux cames la forme d'une développante de cercle.
Soient (Jig.iSZ et i54)
I le moment d'inertie. de l'arbre ;
p le rayon de ses tourillons;
/, le frottement de ces tourillons sur leurs coussinets;
(Oo, Gt) les vitesses angulaires de l'arbre avant et après le choc
d'une came contre le mentonnet ; Ml la masse du pilon; V sa vitesse après le choc;
CALCUL DES EtSISTANCBS PASSITBS BANS LES MACHINES, ETC. 3oi
N' la réaction normale, variable pendant le choc, du mentonnet sar la came au point de contact m, tangente en C à la circonférence enveloppée du profll de la came;
f le coefficient de frottement de glissement correspondant;
R le rayon mené de Taxe 0 au point m ;
9 l'angle qu'il forme avec la verticale.
Fig. i53.
Concevons que Ton imprime à tout le système une vitesse égale et contraire à V^ de manière à ramener le pilon au repos; le centre instantané de rotation de l'arbre viendra en C, et le glissement de la came sur le mentonnet aura lieu par suite de la droite vers la gauche; la réaction tangentielle du mentonnet sur la came sera, par suite, dirigée de la gauche vers la droite.
Les quantités de mouvement autour du point ou axe 0, avant ou après le choc, formant des couples, la percussion sur les tourillons est la résultante des impulsions /N'^rf/, fj^ dt, l'intégrale étant prise pendant toute la durée du choc; on a donc, en considérant l'arbre comme libre autour de son axe et exprimant que la somme des moments des quantités de mouvement perdues et des impulsions des forces est nulle, I (w - wj = - R smjJWdi — R cos^f'fWdt
OU
(i) !(%-«) = / NV/ U (siny -^/'cos?) h- >^V^-l±i!!l.
Nous représenterons les guides, leurs réactions, la distance verticale des deux couples de guides par les mêmes lettres qu'au n^'OOy auquel nous nous reporterons, pour la discussion relative à ceux des guides qui doivent fonctionner.
Fig. 154.
Les impulsions des réactions des guides et de la came devant faire équilibre à la quantité de mouvement perdue — MV, pour obtenir les formules qui se rapportent au mouvement du pilon, il suffira d'intégrer pour la durée du choc les équations (i ) du numéro précité, après y avoir supposé X = N'y, Y = N'', et en y considérant ^ et / comme constantes, et d'in-
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troduire MV dans le second membre de la seconde de ces équations. On trouve ainsi
1 fNrfr-MV [l-^f'e)f"-{^-xr)
y ^^^V'^-r[f-^f'n-^{^-yf-e)[f-f')'
(2) ^ J ^ «f/ - MV ^^^_j.^f^f.^^ _^ (x^yf-e) (/-/')'
il-^e{f'-f)
S N"dt = MV
ou encore, comme (90), quel que soit le signe des deux premières intégrales, on doit toujours supposer /'^r/ dans les lermes en e,
Le signe de chacune des impulsions /N dt, JW dt dépend des valeurs attribuées àa? et j. Supposons, par exemple, que la première soit négative : cela voudra dire qu'au lieu du guide A y c*est le guide A, qui fonctionne ; on devra changer N en — N, /en — /, et, si la seconde impulsion est positive, on remplacera/' par/.
Quoi qu'il en soit, la troisième des équations (3) pourratoujours se mettre sous la forme
NV/=K.MV
K étant Un coefficient que Ton sait calculer. Des équations (i) et (4) on déduit
(5) !(«„-«) =KMVrR(sin?-t-/"cos?)-+- .Jil=y/T:^\
De ce que la came et le mentonnet sont censés dépourvus d'élasticité, leur vitesse normale au point m est la même, ce qui s'exprime par la relation
(6) , . V = wRsiii(p.
3o4 QUÀTmifeMB PARTIE. — CHAPITRE lY.
On déduit des équations (5) et (6)
(il ^
^ •>)gR8iny
Après le choc le pilon s'élèvera, sans exercer de frottement
appréciable sur ses guides, à tres^peu près à la hauteur —
et retombera de la même manière en possédant au bas de sa
course la demi-force vive » qui sera plus ou moins bien
utilisée à produire le travail voulu.
Si la force motrice restitue à Tarbre, entre la fin d'un choc et le commencement du suivant, la perte de force vive qu'il a éprouvée, sa vitesse moyenne sera
et l'on trouvera facilement les expressions de w, wo, V en fonction de 12. Quant à la perte totale de la force vive due au choc, elle a pour expression
et pourra s'exprimer en fonction de la vitesse angulaire moyenne.
121. Choc des cames et des marteaux. — L'usage des marteaux mobiles autour d'un axe horizontal a presque entièrement disparu dans les forges. Au marteau allemand (soulevé entre la tète et l'axe par des cames montées sur un arbre dont l'axe horizontal est perpendiculaire au précédent) et au marteau frontal (soulevé au delà de la tête par rapport à l'axe du marteau auquel est parallèle celui de l'arbre), on a substitué les presses, puis le marteau pilon et les cylindres cingleurs.
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Au martinet franc-comiois (soulevé au delà de son axe par rapport à la tête) a succédé, pour la fabrication de la verge, le train de cylindres connu sous le nom de petit milL
Ces marteaux offrent néanmoins, au point de vue de la théorie des chocs, un véritable intérêt, et nous allons étudier en particulier le cas du martinet.
Si Ton veut que la vitesse angulaire du martinet reste dans un rapport constant avec celle de l'arbre, comme l'épaisseur du manche est petite, on donnera au profil des cames la forme épicycloïdale des dents de Tengrenage à flancs rectilignes (15).
Soient {Jig. i55)
Fig. i55.
0, 0' les axes de l'arbre et du marteau;
m le point de contact d'une came avec le manche au moment
où le choc a lieu; R la distance Om; OK la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la tangente en m
à la came; <p l'angle mOK; R' la distance 0' m;
K'ia projection de 0' sur le prolongement de Km; 9' l'angle formé par 0' m avec 0' K';
1, r les moments d'inertie de l'arbre et du marteau par rapport à leurs axes respectifs;
M' la masse du marteau; G' son centre de gravité; a la distance O'G';
3o6 QUATRifeME PARTIE. — CHAPITRE IV.
H' la projection de G' sur la parallèle en 0' à Km;
a r angle formé par O'G' et O'H' ;
p, p' les rayons des lourîllons de Farbre el du marteau ;
/,,/*, les coefficients de frottement de ces tourillons sur leurs
coussinets; / le coefficient de frottement de la came sur le marteau ; Wo la vitesse angulaire de Tarbre avant le choc; (ù, (ù' les vitesses angulaires, après le choc, de Tarbre et du
marteau ; N la réaction normale variable du marteau sur la came pendant
le choc.
La direction de N/est celle du glissement du marteau sur la came, ou de la résultante des vitesses g>)'R' du point du marteau qui se trouve au contact, et de la vitesse -—coR égale et contraire à celle du point de la came qui se trouve aussi en m; N/esl, par suite, dirigé vers la droite, comme Tindique la figure.
Les quantités de mouvement perdues de Tarbre, formant un couple, n'exercent aucune action sur Taxe; l'impulsion de la réaction des coussinets sur les tourillons se réduit, par suite, à v^i -\-f\fNdt et donne, par rapport au point 0, le moment
Il vient donc, en exprimant que les quantités de mouvement perdues et les impulsions des forces se font équilibre autour du point 0,
l{<^--t^,) = '-mKJNdt---OKjfNdt-----M=\/TTjr,S^dt
ou
(i) I(«-«J=.-/N^rrR(sinY+/cosç)-^ -:4£^-/rï7n.
Considérons maintenant le marteau sur lequel agissent en m les composantes N', N'/de la réaction de la came, égales et contraires à N et N/. La résultante des quantités de mouvement perdues, étant la quantité de mouvement perdue du
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centre de gravité où toute la masse serait concentrée, a pour expression
et ses projections, Ma(ù' cosoc, Ma&>'sina, sur les directions de N' et N'/ sont de même sens que ces forces. Les impulsions de la réaction du coussinet faisant équilibre à celles deN', N'/età — Maw', ont pour résultante
v^(Mflw'cosa-+-/N^O'-^(Maw'sina-f-/./N^r]% et Ton a, pour Téquation des moments par rapport au point 0', IV= O'm.fi^'dt-hCyK'.ffKdt
^'^ v/(Mflw'cosa -^ /N^/)'h- (M«a>'sina -h/. jN dt)'
ou
( IV = /N^rR'(8inf'-4-/'coS(p')
v/{M«w'cosa-+-/N^)='H-(Mûw'sina-+-/./N^/)\
équation dans laquelle on pourra remplacer le radical par une fonction linéaire des racines des deux carrés qu'il comprend, en remarquant que, en général, le premier sera supérieur au second.
On a d'ailleurs la relation
(3) wRsin(p = w'R'sin(p',
qui exprime que, à la fin du choc, les vitesses normales de Tarbre et du marteau sont égales, puisque Ton suppose que les deux pièces sont complètement dénuées d'élasticité.
En éliminant /Nrf^ entre les équations (i) et (2), l'équation résultante, jointe à l'équation (3), fera connaître u et (ù\
Si nous négligeons l'influence relativement faible du frottement sur les tourillons, les équations (/) et ( 2 ) se réduisent aux suivantes :
V) I (« — «0) = — /N^.R(8in(p H-/coS(p ),
2') r»'^ /N^.R'(8in<p'-h/co8<p');
3o8 QUATRIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
d'où
G? ~ ÏR'" sinç'-H/cos^'' et, en vertu de la relation (3),
(a 1 W = zrz-^ : 7; ; ?
^ ' FR^ sm<p-+-/co8«p smy
R siny (4) .'= "'^'^'°^'
rR^ siny-h/cosy siny IR" 8iny'H-/cosy' siny'
11 sera facile d'exprimer Wo, w, w' au moyen de la vitesse moyenne de Tarbre
et de calculer I^ par suite le moment d'inertie d'un volant, pour que l'écart relatif de vitesse
soit au plus égal à une fraction déterminée.
122. De la levée du marteau. — Après le choc, le marteau s'élèvera à une certaine hauteur^ puis retombera sur la masse à élaborer placée sur l'enclume. Nous nous bornerons, en conservant les dénominations précédentes, à étudier le mouvement ascendant ou la levée : la théorie de la chute s'établirait de la même manière.
Soient, à un instant quelconque (Jig. i56), B l'inclinaison
de O'G' sur l'horizon; <«>' = jt Ï21 vitesse angulaire du marteau. Appelons w', la vitesse angulaire du marteau après le choc, ou ce que nous avons désigné plus haut par w' et que nous supposons connu ; 0i la valeur correspondante de Q. La pression exercée sur l'axe 0' est la résultante du poids M'get de la force d'inertie de la masse M' supposée concentrée en G, qui se compose de la force centrifuge M'w"a et de la
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force langenlielle Ma-^, dirigée en sens inverse de la vitesse «' a. Or, le poids Wg donnant les composantes — M'g-sin Q,
Fig. i56.
W gcosB suivant les directions de ces deux dernières forces, la pression sur 0' a pour expression
On a donc, en prenant les moments par rapport à 0', (1'^^==- Mycose
i^— My yJ[at»^'^-gûii^Y-\- ^^cose-Hû ^y
On remarquera que --r- est négatif, que les deux binômes
sous le radical peuvent passer du positif au négatif et que Ton ne peut pas assigner a priori les limites entre lesquelles varie leur rapport; de sorte qu'il n'est pas possible de remplacer approximativement le radical par une fonction linéaire des racines de ses deux carrés. Nous procéderons alors comme il suit :
Si nous appelons X = rj7~ la longueur du pendule synchrone
de la masse M' correspondant à Taxe d'oscillation 0' et si nous négligeons, comme première approximation, le terme en/; p' oui est toujours très-petit, la formule (5) devient
(6) _=_|cose;
3lO QUATRIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
d'où, en mullipliani par dO el inlégrani,
(7) a>'^=w;=^-f- ^(sine,-8in0).
Portons les valeurs (6) et (7) de l'équation (5), multiplions ensuite par d9 et intégrons, nous aurons
et Ton est ramené ainsi à une quadrature. L'angle de levée 6», obtenu en supposant w' = o dans cette formule, sera un peu inférieur à celui 6\ que l'on obtient en faisant la même hypothèse dans l'équation (7), qui donne
sin ô'» = sin ô, h wj .
Pour 6 = 9o, le premier binôme sous le radical a pour valeur
et cette valeur sera généralement positive, parce que l'angle ô, est ordinairement petit; pour 6 = 6\ il se réduit à
et la considération de ces deux limites permettra de remplacer le radical par une fonction linéaire des racines de ses carrés pour intégrer par approximation.
On limite ordinairement la levée des martinets franc-comtois et des marteaux allemands, en les faisant buter contre une pièce de bois (rabat) encastrée à une extrémité, et assez longue pour présenter un certain degré d'élasticité, de sorte que la force vive perdue par ce choc est faible. Le rabat a pour objet de réduire notablement la durée de l'ôscillatitm com-7 plète du marteau, et d'obtenir un plus grand nombre de coups par minute.
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123. Des effets du tir sur les différentes parties de V affût d*une bouche à feu, — La durée du parcours d'un projectile dans rame d'une bouche à feu étant très-courte, on peut assimiler à des chocs l'effet de la pression des produits de la combustion de la poudre sur le fond de Tâme et ceux, qui en résultent par contre-coup, de la pièce sur Taffûl, de Talfût sur les moyeux, des jantes des roues sur le sol.
De deux choses Tune : i° ou la crosse et les roues exercent une pression sur le sol pendant la durée du choc, et alors tout le système prend un mouvement de translation parallèle au sol sur lequel les roues roulent ou glissent; 2® ou les roues n'exercent aucune pression sur le sol; dans ce cas, la translation parallèle au sol sera accompagnée d'une rotation autour du point d'appui de la crosse sur le sol.
Dans l'un ou l'autre cas, ou la culasse s'appuiera sur la vis de pointage et alors l'affût et la pièce se mouveront comme s'ils formaient un seul corps solide, ou la culasse se séparera de la vis de pointage, la bouche à feu prenant ainsi un mouvement propre de rotation autour de son axe.
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que l'on peut supposer le système réduite sa projection sur son plan méridien, perpendiculaire aux axes des tourillons et des fusées, mené en leur milieu, en attribuant, aux projections des différentes parties dont il se compose, les masses, les moments d'inertie, etc., de ces parties.
Comme nous n'avons aucune notion sur la manière dont se meuvent les éléments matériels de la charge dans l'âme à mesure qu'elle se brûle, nous ne pourrons tenir compte de cet élément que par approximation, en supposant, comme au n" 46 de la troisième Partie, que la moitié de la charge possède la même vitesse que le projectile et l'autre moitié la même vitesse que la pièce elle-même. Ainsi, dans ce qui suit, nous comprendrons dans la masse du projectile la moitié de la masse de la charge; quant à l'autre moitié, elle est négligeable par rapport à la masse de la pièce.
Comme, dans les questions de choc, on ne fait pas intervenir l'action de la pesanteur, nous pourrons, pour simplifier le langage, supposer que le sol est horizontal.
3l2 QUATRIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
La Jpg. i57 représente, à une échelle réduite, une pièce de 7 se chargeant par la culasse.
Fig. 157.
Soient {Jig. i58), en projection sur le plan vertical passant par Taxe de la pièce,
0,, O3 les axes des tourillons et des fusées;
O2 le point d'appui de la crosse sur le sol;
BOiB' l'axe de la pièce;
i son inclinaison sur Thorizon considérée comme positive ou
négative selon que la portion OiB de Taxe, dirigée vers la
volée, se trouve au-dessus ou au-dessous de Thorizon; G, le centre de gravité de la pièce, censé situé sur son axe; y sa distance à TaxeOi, égale, environ, au yî ^^ diamètre de
râïiie; Ga le centre de gravité de Taffùt et des roues; A2, Ui sa hauteur au-dessus du niveau du sol et la distance de
sa projection horizontale g^a au point d'appui de la crosse; A le point de contact géométrique des roues avec le sol ; / sa distance au point O2 ; vî la hauteur verticale OiO, de Taxe Oi au-dessus du sol et %
la distance de sa projection horizontale o, au point 0,; p^xsïni — n cos i la distance du point O2 à Taxe de la pièce ; R3 le rayon O3A des roues; m la masse du projectile augmentée de celle de la moitié delà
charge ;
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vh vitesse du projectile à sa sortie de l'âme;
M, Ml, M3, M3 les masses de tout le système, de la pièce, de
Tensemble de Tafifût et des roues, et des roues ; 11, /la, Tts les rapports à M de Mi, Ma, M,;
MiA-^MsAr,, Mzkl les moments d'inertie des masses Mi, M2, M3 par rapport aux perpendiculaires au plan de la figure passant par leurs centres de gravité respectifs ;
Pi, ps les rayons des tourillons et des fusées;
fi/fiffi les coefficients du frottement de glissement des tourillons sur leurs coussinets, des fusées dans leurs boîtes et des roues ou de la crosse sur le sol;
3i le coefficient du frottement de roulement des roues sur le sol;
N„ N',, N',, Na, Na les impulsions des réactions normales de Taffût sur les tourillons, de la vis de pointage sur la culasse, des fusées sur Taffùt, du sol sur les roues, du sol sur la crosse ;
Ta, T3 les impulsions des réactions tangentielles correspondant à Na, Na;
»i, ua, Gi>8 les vitesses angulaires de la pièce autour de Taxe des tourillons, de Taffùt et des roues autour de Taxe projeté en Oa, et des roues autour de l'axe des fusées ;
V la vitesse de translation horizontale de tout le système au moment où le projectile sort de Tâme et qui est de sens contraire à la projection horizontale de v.
Nous allons examiner successivement les deux cas qui peuvent se présenter.
3l4 QUATRifcMB PABTIE. — CHAPITRE IV. '
1° Les roues et la crosse restent en contact avec le soL — Tout le système sera, après la sortie du projectile, animé de la vitesse V et les roues tourneront autour de leur axe en glissant ou roulant sur le sol.
La pièce, ou se détachera de la vis de pointage par une rotation w, autour de Taxe d de la gauche vers la droite, ou ne sera animée que du mouvement de translation.
Si la pièce tourne autour de Oi, l'impulsion N', est nulle et la quantité de mouvement perdue qui fait équilibire à N, -f- N,/, se compose de MV, — mv et de — - Mi ewiy, que nous négligerons dans l'évaluation du moment du frottement des tourillons, eu égard à la petitesse de y et de /,pi. On a donc, en négligeant de plus// devant l'unité,
— M, (^î-+-7') w, --M,V7sin/— /, p, /(M,V — m(fCOSiY -h m^v^ sin^i.
Mais, si l'on néglige les frottements et le mouvement de rotation des roues dont l'influence est secondaire, on a, en projetant les quantités de mouvement sur l'horizontale,
/wpcos/= MV,
de sorte que l'on peut écrire avec une approximation très-satisfaisante
(0 »,= ^ [-7smi-/.p, ^(-L _,y-H ij langv];
mais, pour que les choses se passent comme nous l'avons supposé, il faut que &)i soit positif, ce qui exige que i soit négatif ou que la volée plonge sous l'horizon; s'il n'en est pas ainsi, la culasse reste en contact avec la vis de pointage.
Nous laisserons constamment subsister &)i dans nos formules, sauf à supposer nulle cette vitesse angulaire lorsque i sera positif.
La crosse glissant sur le sol, on a
et, en exprimant que les quantités de mouvement perdues se font équilibre sur tout le système dans le sens horizontal et
CALCUL DES RÉSISTANCES PASSIVES DANS LES HACBINES, ETC. 3l5
le sens vertical, on a
MV — mp 008/ -H T3 -h N,/, -+- U^ w, 7 sin/ = o, — mv sini -h N3 -h N2 — M », 7 cosi = o,
OU, comme wt est de Tordre de la distance y, dont nous négligerons le carré,
, ^ ( MV — wP00S/-+-T3-+-Nj/, = o,
• ( — mvsini -+- N3 -f- N, = o.
Nous allons maintenant exprimer que les sommes des moments des quantités de mouvement perdues et des impulsions des forces pour tout le système se font équilibre autour de Taxe Oj; nous négligerons le coefficient S par rapport à / quand il y aura lieu de le faire entrer en ligne de compte, c'est-à-dire quand il y aura roulement; nous considérerons là vitesse angulaire wa comme positive lorsque son sens sera de la droite vers la gauche; les quantités de mouvement perdues auxquelles donne lieu cette vitesse se réduisent à un couple dont le moment est M^kloy^. Si Ton continue à négliger les termes du second ordre en y, on peut supposer, dans l'évaluation du terme en Wi, que 0, est le centre de gravité de la pièce ; de sorte que cette vitesse angulaire donne lieu à des quantités de mouvement perdues, qui forment un couple dont le moment est — Mih] wi. Nous avons ainsi
Mj/zj V -H M, (>3 — 7 sinO V ■+■ mvp -+- M3 kl W3 — M, /•; », — N3/ = o.
Posons
[a] M^ = M,^,-hM,yî;
A serait l'ordonnée verticale du centre de gravité de tout le système si 0, était celui de la pièce; l'équation ci-dessus devient
(3) (M^ - M,7 sin/) V^tmp -h yiA'l «3- M.^J w, - N3 /= o.
La résultante de N'^, N'2/2 étant égale et opposée à celle <le N3, T3, et de la quantité de mouvement transitoire Ms V,
3l6 QUATRlàME PABTIB. — CHAPITRE lY.
on a, en considérant les roues et prenant les moments par rapport à Os,
-M3Xio,3--;£|^y(T5-^M3Vr-^Nî-N,^-^T3R3=o;
mais Ta est au plus égal à N3/3; de sorte que Ton a, en négligeant les termes du second ordre en fi, f 2 >
(4) -M3/->3-p3y; v/MîV''^NJ-N3^-4-T,R3=o.
Nous avons maintenant à faire deux hypothèses. a. Les roues roulent sur le sol. — On a
L'équation (4) devient par suite
-M3^^V-p3y;v^|V^^N^-N3^-HT3R3=:o
et montre que la quantité de mouvement MsV est de l'ordre du frottement, de sorte que l'on peut en négliger le carré sous le radical; en posant
(à) ^ = S^p,f,, f*.,= ft'
il vient
(4') T3=M3fX3V+N3^,
La première des équations (2) devient par suite
N3 5- -t- N,/^ = mP cosi - M (i -h W3P3) V,
et donne avec la seconde
mif ( f^ sin I — cosQ h- M (i -h 723 (X3 ) V
mif ( 008/ — rp sin/ ) — M (i-h /Î3 fXj ) V N, = _A_^ h /
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L'équation (3 ) prend la forme
/ M ( I -+- /îjf/j ) V -h nît' (/j sini — cos/ )
Si nous posons
et
. = « !_ [^sin/^/py(i^-,yH-i,tang^i]
ou «i=«g-'
sauf à supposer e=:o lorsque i sera positif, et si nous nous rappelons /i = x sin i — 73 cosi, l'équation ( 3') donne
r (1-^/3) cos/- sini(/;-/3f)l
Les équations (4') et (5) feront ensuite connaître les valeurs de Ts, N3, N'a ; mais, comme elles sont très-compliquées, pour mieux voir de quelle manière les choses se passent, nous négligerons les petits termes en e, y, A et de plus ceux en 113 dans le calcul de V, Nj, N'g ; nous trouverons ainsi, fcn remarquant que fz devient /s.
r(i-^/,)co8/-/,(i-f)sin/1 = mv y^^ j-^ -^1
XT f njTr/: (>î — A)cos/-f-(Y— /-A)sin/ N3 / = MVA H- mvp = — mV' -^. — '-^—!- ,
XT 1 • • 1 XT / (>i — A)cos/— (y — /)sin/ Nj/=r/72c/sm;/ — N3/= nw^ i L^^ ,
T3/ = ,i,f*3MV=m.-^i^[(/->,/Jcos/-^,(X-/)sinO. En remarquant quex>^> vî>A, les conditions N3>o,
3l8 QDATMfcMB PÀBTIB. — CHAPITaB IT.
Ni > o, Ta < N,/, se traduisent par
En satisfaisant à la troisième de ces conditions, on satisfera a fortiori à la première; les deux limites de i sont donc données par la deuxième et la troisième de ces inégalités. Pour qu'elles soient compatibles, il faut que
ce qui aura généralement lieu; car x est presque toujours égal à / ou en diffère très-peu. L'angle i sera positif et par conséquent la pièce ne tournera pas sur ses tourillons. b. Les roues glissent sur le soL — Dans ce cas on a
et les équations (2) deviennent
Wf — mv cosz -H/2 (Nj -+- N3 ) = o,
— nivûni -f- N, -+- N3 = o, d'où • (6') MV = /wj'(co8/ — / sin/).
Nous pourrons, dans le terme très-petit en ps/^ de l'équation (4), négliger M^ V^ devant NJ, en raison de ce que N3 dépend de MV, comme nous le verrons ci-après, et que le rap-
M3 port «3 = -^ est toujours petit.
Cette équation donne par suite
M3>^N3=N3(/,R3^/ip3),
et, en portant celte valeur dans l'équation (3), on trouve MV [A— /î,(78in; -+-Ks)] -+- mc(x sin/ — >ï cosijf
et cette équation, jointe aux équations (6') et (2'), fera con-
naître N,, N3. Si nous ne conservons que les termes principauxy nous avons, diaprés les équations (3), (6'], et la seconde des équations (2'),
N, = ^ = — [(^^f^h)sini-{n — h)cosi],
Nj = /wpsiii/ — N3 = — [(/— X'+"/3^)sini-H(>3 — ^)cosi]. Les conditions N3>o, N2> o se traduisent par (8) tang/> ^Z/y t^ng/(/-xH-/.^)-+-(i-^)>o.
Comme "où a généralement / = x> la seconde de ces inégalités sera satisfaite pour toutes les valeurs positives de i supérieures à celle qui est donnée par la première. Dans ce cas encore, la pièce ne tournera pas sur ses tourillons.
2? Vaffât tourne autour du point d* appui de la crosse. — D'après la figure, la rotation &>} ne peut avoir lieu que de la droite vers la gauche. Nous continuerons à considérer la rotation de la pièce wi autour de l'axe Oi comme positive lorsqu'elle aura lieu de la gauche vers la droite.
Le mouvement de la pièce résulte des translations ayant pour vitesses Y, a)20i 0, et de la rotation &)i, dont nous ferons abstraction, comme plus haut, dans le calcul de la percussion sur Taxe Oi, en raison de la petitesse de y. La quantité de mouvement transitoire perdue par Mi et m, ayant pour composantes horizontale et verticale, MiV 4- M, oh/î — mi'cosi, — M, (ùiX — ^^ sini, il vient, en continuant à négliger le carré dey,
--M,X;w, — (M,V-hM,w2»:)7siii/ — M,WjX7COS/
=t:/,p,/(M,V-4-M,6)5>ï — /wccos/j^-+-(M, &>jX'^'^*'8iû/)'= o;
d'où
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en prenant le signe -+- ou le signe —, selon que
( V -f- Wjïj ) 7 sin ; -f- o)j X7 cosi sera positif ou négatif.
Concevons que Ton imprime à tout le système une translation égale et contraire à la vitesse du point 0„ ce qui ne changera en rien le mouvement relatif de la pièce par rapport à l'affût; ce mouvement sera dû à la rotation (ùi + cus autour du point Oi, qui doit être positive pour que la culasse se sépare de la vis de pointage, et c'est ce qui aura généralement lieu. La condition wi 4- ewj <; o, exprimant que la pièce se meut avec l'affût comme un seul corps solide, ne pourra être remplie que par des valeurs négatives de &>i ou positives de i, pour lesquelles (ù2 sera du même ordre de grandeur que &)i pris en valeur absolue. Dans ce dernier cas, nous pourrons négligera)} dans le calcul de &)(, qui sera ainsi donné par la formule (i) de l'article précédent ou par
Nous avons, pour les équations d'équilibre, relatives à tout le système, entre les impulsions des forces et les quantités de mouvement perdues,
iMV — mv cosi -+- Nj,/j -h DM, (>î — 7 sin/) -h M,^ J w^, = o, — mvsini -h Nj— [Mj(x — 7 cos/) -+- Mj/zjw^ = ^» ' • iV[M,^,-hM,(>î-7sinO]
( ^rrwp _ M,/->, H- [M,(/i -h a^ -h h]) h- M,(x'-^- >3')] «, = 0.
Posons, comme plus haut,
(b) M,r!-hM,^,= M//,
et de plus
Les équations (10) prennent la forme
l MV--iw<'COS/-+-M(/t — /?i7Sini)w,H-Nj/^ = o.
(il) \ — /wcsini — M(« — /2j7COS/)&)2-+-Nj= o,
( MV (h — /?,7 sini) -h wp/?— M,Xî(«, -+- wj -h MX'w, = o.
Des deux premières on déduit, par Télimination de N:,
MV — Awp(cosi— /jSin/)
( -+-M[/i — /ï,7sin/-h/,(fl — /i,7C0Si)]w, = o.
Nous avons maintenant à examiner les deux cas qui peuvent se présenter.
a, La culasse reste en contact avec la vis de pointage. — Ce qui correspond, comme nous l'avons vu plus haut, à la condition analeptique ci),-hw2<Co; mais nous devrons supposer û),-h wa=: o dans les équations précédentes.
De la troisième des équations (ii) et de l'équation (12) on lire, en se rappelant que/i = xsîni — rîcosi
/ __ /77C ïî cos/ — X sin/ — (cos/ —f^ smi){h — /?,7 sin/) I '~ M ^*— [A— /z,7sin/ -Hy,(a— /i,7C0Si)](A — /i,7sin/)'
l ~ I X-— [(// — w,7Sin/-h/2(«-- //,7 cos/)](/{— /^^7Sin^) \
Il nous reste à voir maintenant entre quelles limites de { les quantités &), et N2 sont positives. Pour simplifier les calculs, nous négligerons les termes très-petits en y et nous aurons d'abord
/ __mv [n — A) cos/ — (/ — hf^ ) sin /
) „y_ [/" — »(// H- a/',l]cost-f- sinf[x(A -t- af,) — .f,^'] ( " k'-h(li-^aj\)
La seconde des équations (ii) donne ensuite
, .. „ • . w [«(« — /') cosf -I- (/-' — A' — flv) sinil
Pour que co, et N, soient positifs, il faut que
(tang/<^^.
La limite inférieure de i, fournie par la première de ces iné-
galitésy n'est autre chose que la limite supérieure que nous
avons trouvée dans l'hypothèse (6) du cas étudié en premier
lieu, ce qui devait être, car il est clair que, à partir du moment où les roues cessent de presser le sol, il doit y avoir tendance à la rotation autour du point d'appui de la crosse.
La condition w, -f-û)2<o donne, en se reportant à l'équation (i),
^•;[(>î-^)cos/-(x--A/*a)sini]
Posons
tang/'= j-^- i = r H- a«,
ai étant du même ordre de grandeur que y ou p,/,; nous aurons, en nous en tenant aux termes du premier ordre,
appelons — v la limite inférieure de 8i fournie par celte inégalité et qui sera généralement négative, nous devrons avoir
L'angle / ne pourra donc être compris qu'entre V et i' — e, de sorte qu'il doit arriver très-rarement que la culasse reste au contact de la vis de pointage.
b. La culasse se sépare de la vis de pointage. — A mesure que id écroîtra à partir de i'— e, la vitesse angulaire &>a croîtra et acquerra bientôt une valeur bien supérieure à w,. Admettons que I ait atteint une valeur telle que 6)1 soit complètement négligeable par rapporta elle; nous devrons supposer ei)i=odansIa troisième des formules (11), ce qui revient tout simplement à remplacer, dans les formules ( i4 ), (i5) et (16), A» par Ar'— Ar*; nous n'avons donc rien à ajouter à ce que nous venons de dire, et la question peut être considérée comme complètement résolue.
§ VL — Des modérateurs.
Hk. Les modérateurs soni des appareils qui ont pour objet ou de s'opposer à toute accélération de mouvement d'une machine ou de ralentir ce mouvement parla création de nouvelles résistances passives.
Comme moyen de rendre le mouvement uniforme, on voit facilement qu'ils se distinguent des régulateurs, que nous avons étudiés plus haut et qui règlent l'intensité de la force motrice sans dépense notable de travail.
Les modérateurs ne fonctionnant qu'au détriment du travail moteur dépensé, leur emploi doit être très-limité et l'on ne doit y avoir recours que lorsqu'on ne peut faire autrement.
125. Modérateurs à ailettes. — Ce modérateur, qui est appliqué notamment aux t-ournebroches pour en régulariser le mouvement, se compose d'un arbre, mis en mouvement par le mécanisme, suivant l'une des circonférences duquel on a monté normalement deux ou quatre bras identiques, situés deux à deux dans le prolongement l'un de l'autre.
Â l'extrémité de chaque bras se trouve adaptée une ailette, à l'aide d'un pivot légèrement conique dont elle est munie, dont l'axe passe par son centre de gravité et que l'on introduit à frottement dur dans un« cavité de même forme, pratiquée dans le bras. Le pivot est tantôt normal au bras, tantôt placé dans son axe de figure à son extrémité libre (Jig. ^ %)• On peut ainsi incliner à volonté l'ailette d'un certain angle, le plan passant par l'axe de rotation et celui du pivot. Toutes les ailettes sont d'ailleurs identiques.
Considérons en particulier le cas d'un treuil mis en mouvement par un poids Q attaché à l'extrémité d'une corde enroulée sur le cylindre, et régularisé par un modérateur à ailettes monté sur le même axe.
Soient
R le rayon du treuil ; Gt) sa vitesse angulaire ;
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j, I le poids et le moment d'inertie du treuil et du modérateur;
p le rayon des tourillons;
Â Taire de chaque ailette et r la distance de son pivot à Taxe de rotation;
n le nombre des ailettes;
i leur inclinaison sur les bras.
Fîg. 159.
La composante normale de la* vitesse du centre de gravité de chaque ailette étant wrcosz, la résistance de l'air sur celle ailette pourra être représentée (118) par (a-+-6wV*cos*/)A, a et 6 étant deux constantes; on a par suite, pour le moment total de la résistance de Tair, — nA(a-f- 6wV*cos'/)rcosi. En raison de la symétrie dans la distribution^ des ailettes^ la résistance de l'air forme un couple et n'exerce ainsi aucune pression sur les appuis.
Il en est de même de Tînertie du treuil et du modérateur^ lorsque le mouvement n'est pas arrivé à l'uniformité comme nous le supposerons*
Le frottement sur les tourillons étant dû à l'action de q et du poids .Q augmenté de sa force d'inertie, on établit facilement l'équation
— I-^ — QR^-r- -+-QR-- /?Arcos/(rt-hèw='/'-cos^/)
dt at
OU
équation de la même forme que celle de la chute d'un corps pesant dans un milieu résistant, et dont on déduira les mêmes conséquences; le mouvement deviendra bientôt sensiblement uniforme, et la valeur de la vitesse angulaire sera donnée par l'équation
«A^r^C0S^/w^ = QR I I ;=== ^ \—nkarco^i •-%^=rpflr= o.
126. Des freins. — Les freins sont des modérateurs qui fonctionnent par suite du développement d'un frottement de glissement comme résistance passive.
Un frein se compose le plus souvent d'une pièce de bois appelée mâchoire ou sabot qui, sur une partie de sa surface, présente en creux la forme de la jante d'une roue ou d'une poulie sur laquelle on peut la serrer plus ou moins fortement par l'intermédiaire de vis et de leviers, et d'où résulte un frottement et par suite un ralentissement [du mouvement. Dans d'autres circonstances le frein est formé d'une lame d'acier qui se termine à une extrémité par un œil s'engageant dans un cylindre fixe; cette lame est garnie intérieurement d'une bande de bois {Jig* i6o) dont la flexibilité est augmentée par des traits de scie; il suffit, au moyen d'un levier, d'exercer sur l'autre extrémité de la lame un effort de traction pour appliquer la bande de bois sur la roue.
Il ne faut pas brusquer le serrage du frein, car autrement il
se produirait des chocs qui auraient pour effet, au bout d'un certain temps, d'altérer la constitution de la machine.
Fig. iGo.
Il convient aussi d'appliquer les freins à des poulies d'un grand diamètre ou animées d'une grande vitesse, pour qu'en exerçant une faible pression on développe de la part du frottement un travail résistant notable.
Presque toujours on ne fait agir un frein qu'après avoir supprimé l'action de la force motrice; il n'y a, pour ainsi dire, d'exception à cette règle que dans la bonne conduite des voitures dans les descentes, où l'on serre les freins adaptés à un couple de roues, de telle manière que le cheval soit encore obligé, pour entretenir l'uniformité du mouvement, d'exercer encore un léger effort de traction en vue de diriger le véhicule.
Supposons que le frein soit disposé de façon que la pression normale exercée par sa mâchoire sur la poulie puisse être considérée comme étant uniformément répartie sur la surface de contact.
Soient
N celte pression rapportée à l'unité de surface; /' le coefficient de frottement correspondant;
R, e le rayon et la largeur de la poulie; p le rayon des tourillons;
/ le coefficient de leur frottement sur les coussinets; 2y l'angle au centre de la mâchoire;
<p l'angle que forme un rayon quelconque avec la bissectrice de l'angle 2y.
Le frottement sur l'élément de surface correspondant à l'angle d(s^ étant /'eRrf9, on a, pour le moment total dû à cette résistance.
L'effort exercé sur l'axe résulte : i*» de la résultante des pressions normales élémentaires dirigée suivant la bissectrice de 2y, et qui a pour expression
a^R / NcoS(ï>rf(p = a^RNsinv;
2° de la résultante des frottements élémentaires perpendiculaires à la précédente, et dont la valeur est
- 2eR/' pNsintprfy ^ aé?R/'N(i- coso).
Cet efifort ayant ainsi pour valeur
aRé-N v/sin^7 -+-/'"' (i — cos©)*, on a, pour le travail total développé par le frottement,
— 2^R»N f/'v -h ^ ê /sin'7-h/"(i-cos(p)0 . L v/i -^P ^ J
Supposons maintenant que l'on veuifle établir un frein de telle manière que, pour une pression normale donnée N, une machine s'arrête au bout d'un temps également donné t, après avoir supprimé l'action de la force motrice. Il est clair que nous arriverons a fortiori à ce résultat en négligeant les résistances passives développées dans le mécanisme, qui viennent en aide au frein, ainsi que l'inertie des pièces oscillantes, s'il en entre dans la composition de la machine. IJans
ces conditions, si o) est la vitesse angulaire de la poulie^ la force vive de la machine sera de la forme ^Aw^ A étant une constante; le travail résistant utile pris en valeur absolue, produit dans le temps dty peut se représenter par Kt^dt^ et nous supposerons que K est une constante ou diffère peu d'une constante, comme cela a lieu généralement. Le principe des forces vives donne, par suite,
Aw cfw = — Kwr/f — ï^R'N f/'v ^ '—--— fi v^sinV^^" ( « — cosTJ 0 « dt.
Si Ton intègre cette équation, après avoir supprimé le facteur w, et que Ton désigne par wo la valeur de la vitesse angulaire au moment où Ton a atteint la pression N, très-voisin d'ailleurs de celui où le frein a commencé à agir, on trouve
d'où, en supposant w = o.
ce qui établit une relation entre les quantités e, R, y, que l'on pourra généralement faire varier dans des limites assez larges.
127. Freins des véhicules des chemins de fer. — Dans la composition d'un train de chemin de fer, on intercale de distance en distance un wagon-frein. Les quatre roues d'un wagon de cette nature sont munies chacune de deux sabots identiques symétriquement placés par rapport au diamètre normal à la voie.
Considérons d'abord un véhicule ûctif qui n'aurait qu'une roue descendant en roulant sur une voie inclinée de l'angle i sur l'horizon. Cet angle est toujours assez petit (tangi > o,o25) pour que Ton puisse regarder cos/ comme égal à l'unité.
Soient (fig. i6i)
Q le poids de la charge que supporte la fusée; q celui de la roue et de son essieu;
I le moment d'inertie de ces deux pièces par rapport à Taxe de rotation ;
2e Tangle formé par les bissectrices des angles au centre des deux sabots, et dont la bissectrice est normale à la voie;
P Tefifort de traction parallèle à la voie, en y comprenant Tinertie due à Taccéiération de la vitesse V du mouvement de translation du véhicule; cet effort est égal et de sens contraire à la réaction longitudinale T du rail. La vitesse
angulaire de la roue sera — •
Fig. 161.
Conservons d'ailleurs les notations du numéro précédent.
D'après ce qui précède, les efforts exercés sur la fusée par chacune des mâchoires du frein se réduisent à deux forces égales à sNResiny, dirigées suivant les bissectrices des deux angles au centre 2 y, et à deux autres forces égales à 2NR^'(i — coscp), respectivement perpendiculaires aux précédentes. Les deux systèmes de forces se réduisent eux-mêmes à deux forces rectangulaires 4NRe siny coss, 4NRe/'(i — coscp)sine, dont la première est dirigée suivant la bissectrice de l'angle 2 g. La résultante des efforts exercés sur la fusée a, par suite, pour expression
i/(4NResin7COSsH-Qcos/)^-h 4NR<?/'(i— cos^)sin6-hP— - — ;
mais, comme elle ne doit entrer dans notre équation que multipliée par le coefficient ^ f ou tout simplement par le facteur /p, qui est relativement petit, on peut sans incon-
vénîenl négliger sous le radical le terme en /' et P -7-9
qui est toujours une petite fraction du terme Q cosi, que Ton peut prendre égal à Q. En se rappelant que la réaction longitudinale T est égale à P et remarquant que la réaction normale du rail est Qcos 1+9, ona, pour l'équation des moments par rapport à Taxe de la roue,
I dY
Revenons à la réalité : on peut concevoir Tefifort total, parallèle à la voie, comme la charge totale, décomposé en quatre forces correspondant chacune à Tune des roues, que Ton peut considérer alors comme isolée. Pour chaque roue, on aura une équation analogue à la précédente; en ajoutant les quatre équations et désignant par Pi Tefifort total parallèle à la voie, Q, la charge totale, 5, et h la somme des poids et des moments d'inertie des roues et des essieux, on trouve
— /p(i6NR^sin7 cose -+- Q^) - o.
Supposons maintenant que le viragon-frein se trouve à la queue de /i — 1 wagons dont il doit ralentir le mouvement, et que toutes les pièces tournantes soient identiques. Désignons par l'indice k les quantités qui se rapportent au k*^' wagon et partant celui qui porte le frein; par Fii ja tension de la barre d'attelage qui relie le (/r — i)*^' véhicule au A^''**; nous aurons
et l'équation (i) devient, par l'élimination de Pi,
(- -(0, + ?,)|-i6NcR'(^/'7+/^sm7COse')=o. L'équation relative au k""" véhicule s'obtiendra évidem-
ment en supposant N = o dans celle dernière ; remplaçant F» par Fjt+t — F*, ei Tindice i par k dans les autres quantités à l'exception de g, I et R, on trouve aussi
jF,-F, + (0, + î.)8in/-/PQ3-(Ç^^+lL)î^-(Q,+ y,)| = o, F.-F3+ =0,
Si l'on ajoute les équations ( 2 ) et ( 3 ), que l'on appelle Q' le poids total de la charge sur les essieux, ^ le poids des essieux, r la somme des moments d'inertie des pièces tour^ nantes, on trouve
I -i6NRV^/'y-h/^sin7COSs^-(0'-+-^')g =o
Soient maintenant
V, la vitesse du train à partir du moment où Ton serre les
freins ; s le chemin parcouru au bout du temps t; Il la valeur de s correspondant à Tarrêt ou à V = o.
On tire de l'équation (4)
! i6NR^(/'7-h/^sin7C08£)-+-(Q'-4-^')|-(0'-+.5r')8in/-+-/£Q' h- V = Q--f y- , r ''
i6RN^ (/'7 -/-sin7C0sA -^(Q'-^q') g- (Q'4-y')sini +/^ Q'
Si Ton se donne s, N, Vo, i, celle équaiion permettra de calculer Q' et par suite le nombre de wagons que doit desservir un wagon-frein pour pouvoir s'arrêter à une dislance déterminée sur une pente donnée, et enfin le nombre de wagons-freins que Ton doit établir dans un train se trouvant dans les conditions ci-dessus.
Soit/'' le coefficient du frottement de glissement des roues sur les rails; pour que les roues du wagon-frein ne glissent pas, il faut que Pi<(Qi -f-^i)/*, ou, en vertu de l'équation (i), que
Si Ton ajoute cette inégalité à l'équation (4) pour éliminer N, on trouve
dt\ g g J
rfV et l'on voit que — -tt-» c'est-à-dire le ralentissement, atteindra
son maximum lorsque les roues glisseront sur les rails, ou que le maximum d'effet dû frein sera produit lorsqu'il y aura glissement.
Supposons maintenant que l'on veuille calculer le nombre n de véhicules que doit desservir qn wagon-frein serré à fond; pour plus de sécurité nous ferons abstraction des résistances passives autres que le frottement sur les rails, ainsi que de l'inertie des roues, et nous aurons ainsi
Si Qi H- q\ représente le poids moyen d'un wagon, nous poserons
et nous aurons
d'où
Le temps au bout duquel le train s'arrêtera est
^•--smij^
et le chemin parcouru correspondant
d'où, pour le nombre des wagons que doit desservir un wagonfrein,
— ~ -4- sin/
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NOTE
SUR LA SUBSTITUTION PAR APPROXIMATION , ENTRE DES LIMITES DÉTERMINÉES DU RAPPORT DES VARIABLES , d'uNE FONCTION HOMOGÈNE DE DEUX VARIABLES A UNE AUTRE FONCTION HOMO- GÈNE DU MÊME DEGRÉ.
Soit F (x, 7) une fonction homogène du degré /w; proposons-nous de déterminer les valeurs de deux coefficients arbitraires a, p d'une autre fonction homogène F, (x, /) du môme degré, de telle manière que les erreurs relatives
se trouvent partagées, dans les meilleures conditions, entre les limites supérieure /;, et inférieure /•, du rapport -• Nous pouvons poser
F(x, yr) = ^/(f ) > F, (x, x)=^f, (f ) > et nous avons par suite
Nous poserons
•^ = tangS,
ou, lorsque la valeur absolue de - ne pourra pas dépasser Tunité,
- = sin9.
Dans les deux cas e prendra la forme
Nous pouvons considérer e comme étant la différence du rayon vecteur de la courbe représentée par l'équation polaire
et du rayon, égal à l'unité, de la circonférence ayant le pôle 0 pour centre. Soient 9, et 9, les valeurs de 9 correspondant aux limites /", et k\ du
rapport - •
Les termes dans lesquels nous avons posé la question, nous devons l'avouer, sont assez vagues et peu susceptibles d'une définition analytique. Pour les préciser il nous faut avoir recours à une espèce de sentiment sur la manière dont les erreurs relatives doivent être le mieux partagées en vue de rendre aussi petite que possible la plus grande valeur absolue de e,
La solution suivante se présente naturellement à l'esprit :
Exprimer que les deujc erreurs relatives pour ^ = k^^ — = A\ sont
égales et de même signe et égales et de signe contraire au maximum ou au minimum que prend la fonction e entre 9=B^ et B = 0,.
Soient
63 la valeur de 9 comprise entre 9, et Q, qui rend maximum ou minimum la fonction 7 (9) ;
û„ «j, «3 les points de la circonférence de rayon égal à l'unité correspondant aux angles 9,, 9,, 93 ;
A„ Aj, A3 les points de la courbe représentée par l'équation (3), situés respectivement sur les mômes rayons que les précédents.
Nous devrons exprimer que l'on a
(4) A,«, =Ajâr„
et nous aurons ainsi deux relations qui nous permettront de déterminer les coefficients a et p, ainsi que la valeur absolue e^ de la plus grande erreur relative représentée par ±X^a^.
Applications.
En posant
J = tangQ,
on a
p = a sinO h- p cosô,
équation qui représente un cercle qui passe par Torigine 0. Pour que la condition (4) soit satisfaite, il faut que Oa^ soit lfig.1^2]
Fig. 162.
la bissectrice de Tangle a^0n^ = B.^—9^, angle que nous désignerons par 2 s.
En appelant êl le rayon OC du cercle OA3, la condition (5) donne
d^où
par suite, (7)
I — a <fH. COSe = 2^H. — I ,
SI
e,„ = 2^'-i= tang'-
Soit 0/w = p le rayon vecteur du cercle de rayon êl correspondant à Tangle polaire /wOo? = 0; la figure donne
<f = 2^ cos [9 — (9, -h 6 )] = [cos9 cos(9i -4- s) -h sin9 sm{B^ 4- s)] ;
cos -
d'où, par comparaison avec la formule (6),
(8) «=: !Ei?l_±i], fi^ COS(9,-4-e);
cos* - cos* -
Dans le cas où A\ est infini, on a .
et
a=i'-tang'-> p = atang-)
formules qui ont permis de former le tableau suivant (')
oc
8ÔÔ
Si Ton sait seulement que / est plus grand que x, on pourra prendre
y/p^t^^ =o,96jr-4-o,4ox, en commettant une erreur relative au plus égale à y^ (').
(*) PoDcelet, qui le premier a traité cette question, est parvenu aux formules (7) et (8')f mais non pas aux formules (8), parce qu'il est parti d'autres considérations que les nôtres.
(•) Approximation linéaire de ^ar'-H^'-f-z*. Proposons-nous de substituer au radical sJx^-\-y^-\rz* le trioôme a^ -h /3 jr H- y « dan» des conditions telles que, en considérant :r, r> z comme les composantes suivant trois axes rectangulaires Ox, 0^, Oz d'une force F, l'erreur commise soit aussi petite que possible lorsque la direction de cette force doit être comprise dans l'angle trièdre formé par trois droites données OF^, OF,, OF,.
L'erreur relative
n'est autre chose que la différence entre les rayons vecteurs de deux sphères, III. 33
En continuant à poser - — tangO, on trouve
^ asinô -h f)C08ô'
Tune (A), dont l'équation est
{b) J?'-^r'-H«* — (a^-H/3a:-f-yz)= o,
et qui passe par rorigine, et l'autre (a) ayant pour centre cette origine, et dont le rayon est l'unité.
Le moyen qui paraît le plus avantageux, pour atteindre le but proposé, consiste à exprimer que la valeur de e est négative et est la même pour les droites OFj, 0F„ OFj, et que, prise positivement, elle est égale au maximum de l'erreur relative.
La question ainsi posée, soient C le centre du petit cercle de la sphère (a), déterminé par les droites ci-dessus désignées; jl, /x, v les angles formés par oC avec ojr^ oXf oz^ et qui sont des données de la question, de même que l'angle 2 e du cône {s) ayant o pour sommet et le cercle précité pour base.
Il est visible que le centre O de la sphère (A) doit se trouver sur oC, et que la position de la somme géométrique F, au lieu d'être limitée par l'angle trièdre, peut occuper une position quelconque dans l'intérieur de (5).
Soient (/îg. i63)
Fig. i63.
ox! la trace sur xoy du plan mené par oz et oG ;
A„ â, les intersections de oG avec (A) et (a);
Al, A, les points de (A); a^y a, les points de (a) respectivement situés sur les
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équation d'une droite qui sera nécessairement parallèle à la corde a, ^, qui coupera le rayon Oa^ en un certain point I.
Si l'on appelle a la distance 01 et ae l'angle ô.^ — 0,, la condition (5) donne
i — a = 1 , d ou a = I — tang^ - 1
génératrices du cône {s) comprises dans le plan zoCy et qui sont le plus petit et le plus grand angle avec ox'; <^ = oO = OAj le rayon de (A).
On doit d'abord avoir
ce qui se traduit par Tégalité
aéR.— .1 = 1 — 2^ ces c , d'où
L'erreur relative maximum est par suite
W <?^ = 2^— i = tang«5»
et l'on a pour .l'équation de (A)
O' — ^ cos A)» -h ( x — ,^ co8/*y H- (2 - ,^ cosv)« = ^' ou
(c) JC* -h y* -h z* (r cosi -i- a: cos/* H- z COSv) = o.
De la comparaison entre les formules (a) et (e) on déduit, pour les valeurs des coefficients cherchés,
, -, C08 >l ^ C08 // COS' V
COS' - C08* - COS
Supposons, par exemple, que F puisse occuper une position quelconque dans l'angle trièdre formé par les axes coordonnés; les angles X, fiy v, e sont égaux,
yA''
et leur cosinus a pour valeur V/ô; de sorte que l'on a
Dans le cas de deux variables étudié plus haut, les sphères sont remplacées par deux cercles; mais il se déduit du précédent en y supposant v = ^o^.
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et Ton a, d'après la figure,
^ "^ cos(ô — 0, — e) ~ V ~ ^"° â j Lsinôsin(ôi-h8)-hCOs9cos(e, h-sJ'
par suite
__ sin (Q, H- s ) p __ cos ( 0, -h e ) a - ^ , p — ^ î
,-tang»quant à Terreur relative max imum
I — tang* - iH- tang' -
^m=i-« = tang»^,
elle a la môme valeur que dans la question précédente. 3*»
En posant - = sin 9, on a
a sin 9 -h P cos9
En exprimant que les valeurs de e pour 9 = 9, et 9 = 9, sont égales, on trouve
fo^ ^^ 6 (C0S9,-~C089J ^ 2 ^
^^' ^ sin9« cos9, — sin 9, cos 9. "^^ 9. - 9, ' ■* ' ^ * cos -^ ^
Le maximum ou le minimum de e correspond à
sin -^—2 (lo) sin93 = — K^y
et, en exprimant qu'il est égal et de signe contraire à la valeur e^ de e pour 9 = 9„ on trouve
(II) p =
COS-^ Î-+- V^C089,C
par suite
. ( 2Sin-
(la) a=-
-h ycosô, cosô.
cos
PCOS^ • 2C0S-
cos -^ ^ cos -^ i -h i/cos 9, cosO,
V^COSÔ, cos 0, -- COS -^
, COS -^ H- v^cos0,cos02
Dans le cas de X-, = o, A^j = ^ ou 0, = o, 0^ = 3o", on trouve
^^ = 0,0209, app roximation dont on pourra se contenter dans bien des circonstances ( * )
y/x'-y . ' ajH-p^
On a, en continuant à poser - = sin0,
asin0 -h p
Les formules (9) et (10) s'appliquent encore ici, mais la condition (5) donne pour a et p des valeurs différentes des précédentes, et Ton trouve
p^^/_^-^-^ ^ \cosg^^, ( coc ^^ ' v/cos0,cos0j a
« = T / û ^ -^ ,— \ Sin -^^ -^
Uos?^^ v/cos0,cos0,y 2
2 cos
(*) Poncelet a aussi traité cette question; mais il n'est pas parvenu à nos résultats, parce qu'il a pris un autre point de départ.
CHAPITRE V
§ I. — Généralités.
128. Une machine doit être établie de telle manière que, sous Taclion d'efforts dus à des causes accidentelles, elle ne se sépare pas du sol et ne prenne pas sur lui un autre mouvement que celui qui lui est assigné.
Dans les machines fixes, ce dernier mouvement n'existe pas. Dans une voiture de route, la condition relative au mouvement sur le sol n'est pas à remplir; enfin un véhicule de chemin de fer ne doit pas quitter la voie ou dérailler.
La séparation du sol ne peut avoir lieu que par suite d'une rotation. Soient Ox l'un des axes autour desquels la rotation est possible; SU/, SU/' les moments des forces agissant sur la machine, respectivement favorable et défavorable à la rotation. Pour qu'il n'y ait pas tendance au déplacement, il faut que
et tfïU — OU/ est la valeur que pourrait atteindre le moment dû à une cause fortuite pour atteindre l'équilibre strict.
La position de Oo: pour laquelle le rapport -^ atteindra
son minimum k sera celle pour laquelle la rotation sera le plus à redouter; mais, si l'on se donne la valeur de A;, ce qui établira une relation entre les dimensions de certaines parties de la machine, et à laquelle on devra satisfaire, on sera certain du degré de stabilité. On comprend ainsi pourquoi on a donné à Ar le nom de coefficient de stabilité de rotation.
Des considérations semblables sont applicables au déplacement translatoire sur le sol; dans ce cas, le coefficient de
Stabilité est le minimum du rapport des efforts favorable et défavorable au mouvement dans toutes les directions pour lesquelles il serait nuisible.
Dans les machines fixes, les efforts qui s'opposent à la rotation et au glissement sur le sol sont principalement le poids de la machine et de sa fondation, et le frottement correspondant; mais, dans ces machines, les conditions de stabilité sont en général si largement remplies, que nous ne croyons pas devoir nous en occuper.
Lorsqu'une voiture tourne plus ou moins brusquement, la force centrifuge tend à en produire le renversement, tandis que le poids du véhicule s'y oppose. La même observation s'applique aux wagons circulant en courbe. Dans une locomotive sur voie droite, c'est l'inertie des pièces oscillantes qui tend à déterminer des mouvements nuisibles et sa séparation du railway.
Nous nous bornerons à donner les deux exemples suivants, relatifs à la stabilité des machines.
§ U. — De la stabilité d'un véhicule de chemin de fer à quatre roues en voie courbe horizontale^
129. Nous ferons abstraction, dans ce qui suit : i** des mouvements secondaires communiqués par la locomotive, dont nous nous occuperons ci-après, ou résultant des imperfections de l'attelage; o.^ du jeu des fusées dans les boîtes à graisse; de sorte que nous ne nous occuperons que du mouvement général d'un véhicule à quatre roues engagé dans une courbe.
Nous rappellerons que les jantes des roues ont la forme d'un tronc de cône se raccordant à l'intérieur du véhicule avec une sorte de demi-tore {rebord ou boudin) qui forme épaulement par rapport au rail.
Les roues sont identiques, et les cônes, auxquels appartiennent les jantes de deux roues montées sur le même essieu, ont par suite leur base commune dans le plan perpendiculaire aux axes de rotation, mené en leur milieu, et qui sera pour nous le plan méridien du véhicule.
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En courbe, le rail extérieur est plus élevé que l'autre rail, pour un motif qui résultera de la solution du problème qui nous occupe.
D'après cet exposé, il est clair que les deux roues extérieures, de même que les deux roues intérieures, ont avec le rail des points de contact géométrique situés sur le même rayon.
Comme la position des roues sur le railway dépend des forces centrifuges résullanidu mouvement circulaire du véhicule, et qu'il en est par suite de même du centre de gravité du véhicule par rapport au rail extérieur, la condition de stabilité ne peut s'établir qu'après avoir déterminé la position d'équilibre du véhicule; mais cette condition ne sera autre chose que l'inégalité obtenue en exprimant que les réactions du rail intérieur sur les roues qu'il supporte sont positives.
En raison de la forme des rails, la largeur de la zone dans laquelle peut se trouver le point de conucl d'une roue avec son rail est très-petite; de sorte que nous pourrons supposer, sans erreur appréciable, que chaque rail est, en projection horizontale, réduit à une simple circonférence.
Soient en projection horizontale (yîg
Fig. 164.
0 le centre de la courbe;
A', B' les points de contact des roues intérieures avec le rail ;
Âi, Bi les projections des points analogues A, B relatifs aux
roues extérieures sur le plan de l'arc de cercle A'B'; 2a = AiBi — A'B' la distance des essieux d'axe en axe; Ci, C les milieux des cordes A|B|, A'B';
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Di, D'ies milieux des arcs correspondants;
p le rayon de Tare;
2 /la largeur de la voie ;
e rinclinaison sur Thorizon de la droite qui joint les intersections d'un plan vertical quelconque passant par le point 0 avec les arcs AB, A'B' dont les rayons sont p -h / et p — /;
P, Q les intersections de l'arc A'B' avec les droites 0A„ OB,.
Les rapports -j - et l'angle e sont assez petits pour que Ton
puisse en négliger les puissances supérieures à la seconde ou les produits.
Cela étant, nous aurons
A'A.Ô=A,OD
AA, = A,P tangs = 2/e,
ÂA''= AÂ,'-4-ÂI'' = 4/'(n-6')=4^; d'où AA'^2/. Considérons maintenant la Jig. i65 qui représente la sec-
lion faite dans le véhicule par le plan vertical dont la trace
est A, A'.
Soient
U' l'axe de l'essieu ;
F le point de rencontre des génératrices des parties coniques des roues ;
a la demi-ouverture Fir~Fri des cônes qui est supposée du même ordre de grandeur que e;
L, E, E' les projections de F, A, A' sur IF ;
r = AE, r' = A'E' les rayons des circonférences des roues extérieure et intérieure en contact avec les rails;
b la distance FL;
J, K les intersections de IF, 11' avec Thorizonlale A'x de A'.
On a
d'où
et de même On déduit de là
LI=r-^' El
EE
Soient (3 Tangle formé par AA' avec IF, qui est du même ordre de grandeur que « et e, etyj l'inclinaison IJ j; de AF sur l'horizontale A'^.
On a
JA>--a^6, tangp=^ ou p=^ = ^:^.
(2) yj — JAA' -h e = a -H p H- g.
Le véhicule,'se mouvant de telle manière que l'angle A' A|0 reste constant, est animé d'un mouvement de rotation autour
de la verticale 0 avec la vitesse angulaire — (au carre de e près),
V étant la vitesse des points du mobile qui se projettent sur l'arc de cercle moyen de la voie.
On reconnaît sans peine que, par suite de la symétrie et du degré d'approximation adopté, les équations d'équilibre qu'il nous reste à établir sont absolument les mêmes que si le véhicule se trouvait réduit à sa section déterminée par le plan vertical CiC {Jlg. i64), en lui attribuant la masse totale M, el que si les deux systèmes de roues et d'essieux, dont nous
représenterons par — la masse et par — le moment d'inertie,
étaient remplacés par un système unique de même forme dont Taxe serait projeté suivant CiC, de masse M' et d'un moment d'inertie égal à T.
Ainsi, dans la /i^. i65, nous supposerons dorénavant que A, A' sont les points dont Ci, C sont les projections horizontales dans la^g. 164.
Soient N' la réaction normale à FF du rail fictif sur lequel A' est censé s'appuyer; H la hauteur du centre de gravité général G du véhicule au-dessus de 11'.
La composante de la force centrifuge suivant IF est, en vertu du degré d'approximation adopté,
et son moment par rapport à A,
en donnant à ce moment le signe —, parce qu'il tend au renversement du véhicule à l'extérieur, et négligeant To — r devant H.
La pesanteur donne la composante
(a') Mg'sinîQ = M^(a-f- p~h-e) = M/^'U^- e -f- ^— ]> suivant IF,
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et le moment par rapport à A
Mg'.ELH-M^lH-^-T-ltpH-g)
La réaction N' donne la composante
(a") — aN' sinaa = — aNa, suivant IF,
et le moment
(S") -N'.EE'cosa-i-N'(r~r')sina = -2N7.
La rotation w des essieux ou plutôt de Taxe fictif développe des forces centrifuges composées dont il convient de tenir compte. Dans ce calcul, nous supposerons e = o, ce qui ne modifiera en rien le degré d'approximation adopté. Nous remarquerons d'abord que deux points d'une même circonférence matérielle du système tournant, situés sur une même verticale, donnent lieu à des forces centrifuges composées égales et contraires formant un couple dont le moment est -— m Vu) j X 2û) j, 2j étant la corde qui joint les deux points; d'où il suit que le couple résultant a pour moment
— 2 — 2w /wr* = 1.
Le rapport — aura des valeurs différentes selon que l'une
ou l'autre des roues roulera, ou qu'elles glisseront toutes deux; mais dans tous les cas il différera peu de l'unité, c'est-à-dire de la valeur correspondant à une voie droite; comme le moment ci-dessus est une petite fraction de celui de la force centrifuge, nous pourrons sans inconvénient le considérer comme égal à
En égalant à zéro les sommes des expressions (a), ( a! ), («*')
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etde((3), (^'),((3").(p-), ona
I hUgioL-h t ri T— ^ ] — aN'a = o,
(3)Lr[M(H+rJ^î;j
( -4-M^[^+/+(e + ^)(H + rj]-aN7=o.
Si, après avoir résolu ces équations par rapport à N' et r, on obtient pour la seconde inconnue une valeur inférieure au rayon r, correspondant à la naissance du rebord, la solution sera admissible; mais, s'il n'en est pas ainsi, cela indiquera que le rebord s'appuiera contre le rail qui donnera lieu à une réaction transversale que l'on devrait introduire dans la première des équations (3), dont on n'aura plus ainsi à s'occuper; on n'aura alors qu'à considérer la seconde de ces équations dans laquelle on fera r= r^
Bans cette dernière hypothèse, qui sera réalisée pour de grandes valeurs de V, la condition de stabilité N'>> o s'exprimera par
'=S['-"MrJH^.J-^(-'--')[a-(HTô^7l-HJ:7r-
Soient ne la largeur de la jante; h la surélévation du rail extérieur; on a
h = i-^, r, - r, = ea,
par suite
On satisfera a fortiori à cette condition si l'on satisfait à la suivante :
A>a — i-hrî — ns r — ô (^ — <?)•
Pgl Mr,(HH-rjJ H -+- /•/
Cette formule, transformée en égalité, donnant à la vitesse V une valeur égale ou supérieure, la plus grande valeur qu'elle peut atteindre fera connaître le dévers A.
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Revenons maintenant au cas où r<iny et soit N la réaction normale du rail extérieur. On reconnaîtra facilement que la relation qui lie N aux autres Cléments de la question s'obtiendra en changeant N' en N et a en — a dans la première des équations (3), ce qui donne
(4) hlAgi — a-i-e — j-^ \ -hiiNa = o.
Cette équation fera connaître N après avoir éliminé r au moyen de l'équation (3).
§ III. — De la stabilité des machines locomotives.
131. L'inertie des organes, relativement mobiles, d'une locomotive, produit ou tend à produire sur toute la masse des mouvements secondaires ou nuisibles, mais qui n'affectent que périodiquement le mouvement moyen de translation de cette masse.
Les composantes normales à la voie (censée horizontale pour plus de simplicité), dues à l'inertie de ces organes, ne peuvent donner lieu qu'à des oscillations très-faibles, puisqu'elles n'existeraient pas si la matière des rails et des roues était absolument dure.
Les composantes horizontales produisent un mouvement oscillatoire auquel on donne, par suite d'une certaine analogie, le nom de tangage; mais ce mouvement a lui-même très-peu d'importance, puisqu'il se communique delà machine au tenderet aux véhicules qu'elle remorque.
Le moment, dû à l'inertie, des mêmes organes par rapport à l'horizontale passant par le centre de gravité G de la partie relativement fixe de la locomotive, et perpendiculaire à la direction des rails, tend à produire un mouvement rotatoire périodique sur lequel l'attelage avec le tender, en raison même du système employé pour les attelages, a peu d'influence. Ce mouvement dit de galop n'a pas plus d'importance que le mouvement oscillatoire vertical et pour les mêmes causes.
Le moment par rapport à Thorizontale en G, parallèle à la di-
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rectîon des rails, tend à donner lieu, autour de cetle droite» à un mouvement dit de roulis, qui n'est pas plus important que le précédent, et pour les mêmes motifs.
Enfin le moment par rapport à la verticale de G donne lieu, autour de cette droite, à un mouvement angulaire dit de lacet et qui peut acquérir une certaine valeur, en raison du jeu existant entre les champignons des rails et les rebords des roues; mais, si son amplitude est limitée en raison même de la disposition adoptée, et accessoirement par le frottement latéral de glissement auquel il donne lieu, comme il tend à produire des déraillements, à imprimer aux véhicules des secousses désagréables aux voyageurs et à détériorer, à la suite de chocs souvent répétés, les rebords des roues et les champignons des rails, on doit chercher à distribuer la masse des pièces mobiles de manière à réduire autant que possible le mouvement de lacet.
D'une manière secondaire, il faut chercher à réduire la tendance aux quatre autres mouvements nuisibles, qui peuvent dans certaines circonstances produire des effets fâcheux, par exemple, dans le cas où, par suite de défectuosités delà voie, les points d'appui de la machine seraient mal assurés.
Dans ce qui suit, nous ferons abstraction du mouvement relatif des pièces de la distribution, dont la masse totale et l'inertie sont en effet très-petites par rapport à celles des autres pièces mobiles de la locomotive.
Pour simplifier le langage, nous appellerons plan méridien de la locomotive le plan de séparation de deux machines identiques, qui réunies constituent la locomotive elle-même. Ce plan renferme le centre de gravité de la partie fixe, des essieux et des roues de la locomotive.
Le plan moyen d'un organe mobile sera pour nous le plan passant par son centre de gravité et parallèle au plan méridien.
Nous désignerons sous le nom d'attirail du piston^ d'attirail de la bielle d'accouplement de chaque machine partielle, l'assemblage du piston, de la bielle motrice et de sa manivelle d'une part, de la bielle d'accouplement et des manivelles qu'elle commande de l'autre.
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Les pièces composant chaque attirail seront supposées avoir le même plan moyen.
Les conditions que doit remplir une locomotive pour supprimer les causes des mouvements nuisibles» si toutefois elles sont compatibles, est que sa partie fixe soit animée d'un mouvement de translation dont la vitesse et Taccélération soient les mêmes que celles du mouvement des roues à leur circonférence. Si donc on conçoit que Ton imprime à tout le système une vitesse et une accélération égales et de sens contraire à celles du mouvement précédent, la partie fixe devra se trouver réduite au repos, ce qui exige :
1° QueTinertie de ces pièces ne donne aucune composante parallèle et perpendiculaire à la voie, ou que le centre de gravité de leur ensemble, par suite celui du système total, reste invariable, quelle que soit la position des manivelles. S'il en est ainsi, il n'y aura aucune tendance au tangage ni au mouvement oscillafoire normal à la voie;
2» Que le moment des forces d'inertie des pièces mobiles pris par rapport à chacun des trois axes rectangulaires, parallèle, transversal et normal à la voie passant par le centre de gravité ci-dessus soit nul, ou encore que le moment semblable relatif aux quantités de mouvement soit constant; on évitera ainsi les mouvements de roulis, de galop et de lacet.
Pour donner autant de généralité que possible au problème que nous nous proposons de résoudre, nous considérerons une machine fictive, telle que sa partie mobile comprenne comme cas particuliers les différentes dispositions usitées. Mais, tout en supposant que la manivelle motrice puisse être distincte de la manivelle d'accouplement de la roue montée sur le même arbre, comme cela a lieu pour les machines couplées à cylindres intérieurs, nous supposerons que toutes les manivelles d'accouplement lui sont parallèles et oni la même longueur.
Soient (fig. i66) / = AB la longueur de la bielle motrice; fi sa masse; b la distance A 6 de son centre de gravité b au bouton A de la
manivelle;
P la masse du piston et de sa tige;
Bp = ph dislance de son centre de gravité p à l'articulation B;
r, fji le rayon et la masse de la manivelle motrice OA;
a la distance Oa de son centre de gravité à Taxe de rotation 0;
r', {jl' le rayon et la masse des n manivelles d'accouplement supposées identiques CD, CD', ... , situées d'un même côté du plan méridien, et dont l'une coïncide en projection avec OA;
Fig. 166.
a' la distance de leurs centres de gravité à leurs axes de rotation respectifs C, C, . . . ;
D, D' leurs articulations avec la bielle d'accouplement; il est évident que le centre de gravité général de ces n manivelles est le même que celui d'une manivelle hypothétique C,D, identique aux précédentes, tournant autour d'un axe Ci dont la position est complètement déterminée, mais dont la masse serait n^' ;
rfla distance OCi;
B' la masse de la bielle d'accouplement;
b'= AF = OE la distance de son centre de gravité F au boulon de la manivelle d'accouplement projeté en A.
Ib les moments d'inertie de la masse B par rapport à la perpendiculaire à son plan moyen passant par son centre de gravité;
i = BOC l'inclinaison de la direction de la tige du cylindre sur la voie ;
III. a
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6 = AOB l'angle que forment les manivelles avec la direction ci-dessus;
P l'angle aigu formé par la bielle motrice avec la même direction ;
TT
6 H — 5 P' les angles semblables aux deux précédents pour la
position contemporaine de l'autre système mobile; e, e^ les distances au plan méridien des attirails d'un piston et d'upe bielle d'accouplement.
Nous prendrons pour origine des trois axes rectangulaires Qx, ûj, QZf respectivement parallèle, perpendiculaire et transversal à la voie, le milieu û de l'axe projeté en 0; le plan xy définit ainsi le plan méridien.
132. Conditions relatives aux oscillations normales et au tangage. — D'après la figure on a
(a) sinp=j8in0, OB = rcosô-h /cosp.
Les ordonnées des points p ei b parallèles à Taxe des j sont respectivement
— (/? -h OB) sin/ =— (/? -h r cosô -h l cosP) sin/, — ^sin(« + P)~rsin(Ô — /)=~^fsin«cosp4- jsin0œs/j--/'sin(0--/).
La somme des moments des masses du système par rapport au plan xz est par suite
— bI 6 (sin/cosp-h ysinôcosn -+-rsin(ô — i) 1 — P (/?-+- r ces 0 H- /cosp)sin/-hsin(0 — /)(^a-h n^^ci ^ B'r),
ou, en réduisant.
l — (B^4-P/)cospsin^^-sinôcos^j — Br( i-h j Wfxa ■+-/ifAVH-B'r 1 ( — cos9 sin/[(B'— B -h P)r -h pa -h «pV].
£n ajoutant cette expression à elle-même, après y avoir rem-
placé 0 par 0 -I- - et p par P', on aura la somme des moments
des pièces mobiles (à pari les roues et les essieux dont le centre de gravité est fixe) par rapport au plan j^. Or, pour qu'il n'y ait pas d'oscillations normales à la voie, il faut que cette somme soit constante, quel que soit ^, ce qui exige que les
coefficients des termes en sin 9, COS0, cosp= t/ I— j^ sin^ô, cosP' = i/i— -p cos^S soient séparément nuls. On a ainsi
B^-+-P/=o, — Br ( iH- j\ -j-B'r-h \t.a -+- n'u.'a' = o,
(B' — B-h P)r -+- fAû -h n'iL'a'= o.
Or, comme en retranchant l'une de l'autre les deux dernières de ces égalités on retombe sur la première, on voit qu'il suffit de satisfaire aux deux conditions
(2) (B'— B -H P)r -H fAû -h nif-'a' = o,
pour qu'il n'y ait pas d'oscillations normales.
Les moments par rapport au plan jz des masses B, P, |x s'obtiendront en remplaçant dans les équations que nous avons obtenues ci-dessus relativement au plan xz^ i par 90" 4- /, ceux des massesB', /i/jL'parB'[6'-f-rcos(0 — /)], n'ij/[d -hrcos{9 — /)]. Or on peut faire abstraction de la somme WV -\- n^x! d qui est constante, de sorte qu'en définitive les conditions pour qu'il n'y ait pas d'oscillations horizontales s'obtiendront en remplaçant/ par / -H 90*» dans celles qui sont relatives aux oscillations normales, ce qui conduit naturellement aux résultats ci-dessus.
Ainsi donc, si les conditions (i) et (2) sont satisfaites, il n'y aura ni oscillations normales, ni oscillations longitudinales; on pourra en général supprimer ces deux mouvements nuisibles en disposant, en conséquence, des contre-poids sur la grandeur et la position desquels nous reviendrons plus loin.
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Remarque. — Supposons que les conditions (i) et (2) ne soient pas satisfaites. La partie variable de la somme des moments des masses mobiles^par rapport à Tun ou l'autre des plans xy^ zy^ sera de la forme
F cosp -H r cosp'-h G cos9 -h G'sinô
^Fà/i- ^sin^ô-f-P'â/i— ^, cos'ô-hGcosO-HG'sinô,
F, F', G, G' étant des constantes.
Soient M la masse de la partie fixe des roues et des essieux de la machine; Ç la distance de son centre de gravité à sa position moyenne estimée perpendiculairement au plan des moments. Si la machine est isolée, nous aurons
MJ; = F4/ 1- 2^sin'0 -i-P'â/i— ^' cos'0 4-Gcosô -hG'sinÔ.
Dans le cas d'un mouvement uniforme correspondant à la vitesse angulaire o), on a 0 ==&)/, et l'équation précédente, qui donne Ç en fonction de t, définit complètement le mouvement oscillatoire dont il s'agit.
133. Conditions relatives aux mouvements de lacet et de roulis.-- Les résultantes, estimées suivant ûj, des quantités de mouvement des masses B, P, [jl, B', nix' ne seront autre chose que les dérivées par rapport au temps t des termes correspondants de l'expression (b). Si, pour abréger, nous désignons par©
, . de , , -
la vitesse angulaire -tt et si nous remarquons que la première des formules (in), élevée au carré, donne r/cos3 _ r* sinsiÔ
la somme des moments des quantités de mouvement des pièces mobiles par rapport à une parallèle quelconque à Qx, comprise dans le plan méridien, sera
__ B — I -, g hcosôcosi)
/ \ 2/ cosp j
+ (Br +,txfl)cos(0- 0 -t- Pr (^sinô -f- -^ -^^ j 8in/J
-H w£?'cos(ô — /)(«piV-hB'r)
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ouy en développant,
^ ^ ^ -+-WCOSÔCOS/ — Ber( i-h j )H-fx^^-*-(//fAV-HBV)6''
-h wsin0sin/[(PrH-fxrt — Brje-f- (//f*'»'-}- Wr)e''\,
Or, en ajoutant cette expression à celle qui en résulte et y
changeant 0 en 0 4- - et p en (3 , on doit obtenir, pour qu'il n'y
ait pas de roulis, un résultat indépendant de 6, ce qui exige, comme il est facile de le reconnaître,
B^4-P/ = o, — BeW iH- T ) -+- \»'ae-^[n]L'a'-^h'r)e':= o,
(3) (Pr-hfxfl- B/')e-t-(«wV-HB'/')éf'=o,
conditions dont la première a déjà été obtenue plus haut et sur laquelle on retombe en faisant la différence des deux autres. Nous ne trouvons ainsi qu'une nouvelle condition exprimée par l'équation (3), et qui suffit avec la condition (i) pour qu'il n'y ait pas de roulis, et par suite de lacet, puisque, pour passer des équations relatives au premier de ces mouvements à celles du second, il suffit d'y changer i en i -\- 90".
Pour qu'il n'y ait simultanément ni tangage, ni oscillations normales, ni lacet, ni roulis, il faut qu'il y ait compatibilité entre les équations (2) et (3). Or, si l'on retranche de la seconde la première multipliée par e', on trouve
(4) [p«H-(P-B)](e-e') = o, condition qui peut être vérifiée, soit en posant
(5) e=^e' OU
OU encore, en vertu de la formule (3), (6') /ifxVH-BV=o.
Dans les machines à cylindres extérieurs on a sensiblement e = e', de sorte que, pour éviter les quatre mouvements précédents, il suffit de satisfaire aux équations (i) et (2).
Dans les machines à cylindres intérieurs, la différence e'— e est notable, de sorte que, pour annuler simultanément ces quatre mouvements, il faudrait que la condition (6') fût vérifiée, ce qui conduirait à adapter des contre-poids en sens inverse des manivelles.
Laissons de côté cette dernière condition, pour ne nous occuper que des équations (i) et (2). Pour qu'elles soient vérifiées, il faut placer des contre-poids sur le prolongement des bielles motrices et des manivelles, ou suivant les manivelles, selon que P -f- B' — B sera positif ou négatif. Si nous appelons ///,, i/.\ les masses de la manivelle /x' et de son contre-poids; a,, a\ les distances de leurs centres de gravité à Taxe de rotation, il vient, en attribuant à B,, B3, 61, 6, des significations semblables,
d*oii
( fil^',^ = {V -^B' -B) r H- lia -h nii\a!^,
formules dans lesquelles on pourra considérer les masses comme représentant les poids correspondants.
La valeur et la position des contre-poids des bielles motrices, comme celles des contre-poids des manivelles, ne sont soumises qu'à une seule condition. Il y a donc, dans la solution du problème, une indétermination dont on profitera dans chaque cas pour faciliter pratiquement l'adaptation des contrepoids.
Pour les machines à cylindres extérieurs, on devra supposer fjL = Oy puisque la bielle motrice est articulée à une manivelle d'accouplement. On fera
n = I pour une machine non couplée,
n = i » à quatre roues couplées,
« = 3 » à six »
Généralement le contre-poids u.\ est compris entre le cercle
intérieur de la roue ei deux rais consécutifs ou non et se termine par une surface cylindrique de même axe que la roue. L'essentiel est que le rayon moyen du profil mixtiligne ainsi déterminé passe par le centre de gravilé de la manivelle. Soient
R le rayon intérieur de la roue;
X le rayon intérieur du contre-poids;
2 a l'angle formé parles deux rais qui limitent le contre-poids;
p le rayon vecteur d'un point quelconque de cette masse;
^ l'angle qu'il forme avec la bissectrice de l'angle aa;
£ l'épaisseur de la roue;
A le poids spécifique de la niatière.
On reconnaît facilement que
' d^ j p'C0S^^^p = A6|(R^— ^) Si0^t',
comme [ijat est censé connu, cette équation permettra de déterminer Xy et par suite la masse du contre-poids.
Si, pour une machine à cylindre extérieur, où a = e', le contre- poids /x'^ a été calculé d'après la formule (7), en d'autres termes s'il a satisfait à la condition (3), le coefficient du terme en cosO du groupe (A) se réduit à
-a)sin/y (B/^-t-P/).
Si donc on change i en 1-1-90® dans ce groupe pour avoir celui qui correspond au lacet, qu'on l'ajoute à lui-même après y avoir remplacé 9 par 6 -\- 90®, on trouve, pour le moment de lacet,
to(B^-H ?l)e\ -^cos/sinaôf — ^ ^) — Çsin/(cosG — sinô) :
^ L^( \cosJi cosfîV ^ J
mais, en s'arrêtanl aux secondes puissances de -' on a
j / r^ \"^ r^ u = ( I — T2 sin'ô ) = iH- -7^ sin'0,
vr, = I I — 7^ COS'O ) = IH Ta COS'Ô,
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et le moment de lacet devient
— w(B^H-P/)ej — g-Tj sin40co8/-+-8ini(cosô — sinô) .
Comme i est toujours nul ou petit, que j ne dépasse pas 7,
ce moment sera toujours une très -petite fraction de û)(B6 + P/)e, et, par suite, la condition (3) est surtout celle qu'il importe de remplir, en vue de réduire les amplitudes du mouvement de lacet.
Soient maintenant I le moment d'inertie de la partie fixe de la machine, y compris les roues et essieux, par rapport à la parallèle à ûj passant par son centre de gravité; 9 l'angle décrit autour de cet axe par le plan méridien, mesuré à partir de la position moyenne de ce plan.
Si l'on fait abstraction du frottement développé par le lacet sur les rails, et si Ton suppose que la machine est animée d'un mouvement uniforme depuis assez longtemps pour que les conditions initiales du mouvement aient disparu, on a
I^ — we(B^H-P/) j i^cos/sin4ô — (cosô — sinO)sin/ =0
^ = e(BZ»-f-P/)jri^'cos/sin4Ô-sin/(cos0-sinÔ)l et <ï» = — ^ j — '— 7 M" ~i^ 7T cos/ COS20 -h smi(cosô -H sinô) ,
en n'introduisant pas de constante par suite de l'intégration, puisque nous avons supposé que les conditions initiales du mouvement ont disparu.
Si / = o, on a
La demi-amplitude
(Bb-hVl)e r* 1 16/*
est tres-petite, d abord parce que le rapport ^ 1
ou
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Test lui-même, et ensuite parce qu'il est multiplié par le facleur -^j^y qui ne dépasse pas -—n.
134. De la tendance au mouvement de galop. — Le mouvement de galop tend à se produire en vertu du moment des quantités de mouvement des pièces mobiles par rapport à la parallèle à Qz menée par le centre de gravité Gt de la partie ûxe de la machine.
0*>.peut considérer ce moment comme résultant :
I" Ird moment semblable par rapport à Qz;
2? Du moment par rapport à la parallèle en G à il-z de la résultante des quantités de mouvement supposées transportées parallèlement à elles-mêmes en û, dont nous avons les expressions des projections sur Hx et ûj, et qui serait nulle s'il n'y avait ni oscillations normales ni oscillations transversales.
Le tout se réduit donc à trouver l'expression du moment des quantités de mouvement par rapport à Qz.
Il n'y a pas lieu d'avoir égard aux quantités de mouvement des roues et essieux et de la manivelle motrice, puisqu'elles ne donnent lieu qu'à des moments indépendants de 6.
Le moment de la quantité de mouvement de la manivelle d'accouplement CI>, par exemple, se compose de son moment par rapport au point C, qui est indépendant de 9, et du moment, par rapport à i2z, delà quantité de mouvement /xVw de son centre de gravité où toute la masse serait concentrée, supposée appliquée en C. Toutes les quantités de mouvement lifa'(ù se composent en une seule nix^a^cù perpendiculaire à CiD„ appliquée en C„ et dont le moment par rapport à ùz est
(^) /îpVwrf.cosQ.
Le moment de la quantité de mouvement de la bielle d'accouplement B', animée de la translation w.EFsinô, est
(d) B'«rsinOx>sinQ = B'a)r'L=l^??^.
Il nous reste maintenant à calculer le moment des quantités de mouvement de la bielle motrice.
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Soient u la distance au point B d'un élément matériel de la bielle; x> ^î les coordonnées de cet élément parallèle et perpendiculaire à OB en prenant le point 0 pour origine, on a
;^ =r rcosô-h/cosp — f/cosp, >i=Msinp,
Le moment cherché sera
^ / dn dy\
V^ dt dt )
Si Ton substitue les valeurs précédentes, en remarquant que
on trouve pour résultat
— w[Ib~B^(/ — ^)] -JT -f-Bwr^ fsinSsin0-r-cos0cosP ^ j ,
ou
/ \ TT ni i f i\-i dS Boir^b
(e) -co[lB-B^(/-^)]-^^-h -^j-'
La partie variable des expressions (c), (rf), (e) ou du moment total relatif aux pièces mobiles est donc, abstraction faite du facteur 0),
- [Ib - Bb(l- 6)]^ H- n'iiWd.cosB - BV' ^5!^.
En y changeant 0 en 6 -t- - et p en P', on a, pour l'autre piston,
- [Ib - *(^~ ^)] ^' - ^'pV^.sine + BV 52|i?;
on a donc enfin, pour la partie variable du moment relatif aux deux attirails de pièces mobiles,
-[lB-B6(/-6)]^|H.§')H-«pW.(co8Ô-sin0).
^ d& r s\r\9 dâ'
Or -~ = y — _______ et — - ne pouvant pas s exprimer
sin*^
linéairement en fonction de sin0, il faut, pour que cette expression soit constamment nulle, ou qu'il n'y ait pas simultanément de mouvement de galop, de trépidations normales et parallèles à la voie, que
(8) Ib = ^(^-^),
Cette dernière condition n'est pas remplie que dans les machines simples ou à six roues couplées.
L'équation (8) exprime que, si l'on considère la bielle motrice comme un pendule oscillant autour d*un axe perpendiculaire à son plan moyen passant par le centre de l'une de ses articulations, le centre d'oscillation doit coïncider avec le centre de l'autre articulation.
Les équations (i) et (8), quoique exigeant toutes deux que chaque bielle motrice soit prolongée au delà du boulon de la manivelle, sont cependant incompatibles, parce que d'après l'une b doit être positif, et négatif d'après l'autre; de sorte qu'il est complètement impossible mathématiquement de faire disparaître simultanément les tendances aux cinq mouvements nuisibles d'une locomotive.
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NOTE
SUR LE aOUVEXEIlT ONDULATOIRE b'uII TRAIN DE WAGONS DU A UN COOC.
Nous supposerons que le train est placé sur une voie droite, que les centres de gravité des véhicules se trouvent situés dans un même plan vertical, et que la percussion a lieu dans ce plan.
Soient M,, M,,. . . , Mj les masses des i véhicules qui composent le train , en y
comprenant la machine et le tender ; jc,, ^„..., ^^ les distances, en projection horizontale, de leurs centres de
gravité G,, G^,...,Gi à un point fixe 0; a,, <7j, . . . , a._^ les distances G, G,, G, G^, . . . , G,_, G^, lorsque les tampons
sont au simple contact ou que les ressorts sont à Fétat naturel.
L'action mutuelle , entre le premier et le second véhicule, développée par les grands ressorts , est proportionnelle à leur déplacement relatif £7, — (x, — X,) et peut être représentée par /, [/?, — (j^,— j:,)], /', étant un coefficient qui dépend de la nature des ressorts. Appelons de même /•,, ^j,..., /,_, les coefficients semblables relatifs au deuxième, au troisième, . . . , au (/ — i)^"** véhicule.
Pendant le mouvement il se développera des résistances que Ton peut considérer, pour chaque véhicule, comme proportionnelles à sa masse; cette résistance peut donc, pour le j^^^ véhicule, être représentée par — ^'jbj, bj étant une constante qu'on prendra positivement ou négative-
ment, selon que la vitesse —^ sera positive ou négative.
Nous aurons ainsi
M, -^^ = - X-, (/7,- .r, -H J^,) -H K[a,-x.^ -H xj - kA,
telles sont les équations qu'il s'agit d'intégrer.
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Posons à cet effet
nous aurons
et les équations (i) deviendront
fP_
Posons, eu vue de faire disparaître les ^\ ^„
/w,, Wj,..., /w^,, étant des constantes qui sont déterminées par équations
(4) { - ^^/'A = ^'if^i- Ki^2-^ ^l)^
Les équations (3) deviennent alors I _. fP
M, jp (r, -+-.-. -^ Xi) = ^\Xi - ^',^1
On satisfera à ces équations en posant
' j, = (l^Xcosn(t-h s), jr, = a,Acos/î(r-he), • ••
I jri., = ai_, A cos/i(r-+- 6 ), j,. = Aco8/?(;-he),
fl,, ^2, . . . , a,._„ A, /i, « étant des constantes, et, en substituant, on trouve
— M,/î'(a, -ha, H-. ..H- «._, -4- i) = — X-, a,),
— M, /i'(a, -+- a, -h . . . -h a._, -f-i) = .— /-, aj, >
En éliminant entre ces équations les / — i coefiBcients a,,..., a._,, on obtiendra une équation du i^"*' degré en «% et qui admet nécessairement la racine «' = 0, comme on le reconnaît à l'inspection des équations (7), qui sont vérifiées par w = o, a, = o, . . . , a,_^ = o.
A chaque racine positive de cette équation correspondront un système d'intégrales de la forme (6) et des valeurs déterminées pour a,, . . . , «._„ et à une racine négative ou imaginaire la somme de deux exponentielles multipliées respectivement par des constantes.
Comme, dans tous les cas, l'équation finale en n^ est du degré / — i, nous n'obtiendrons que z* — i intégrales particulières renfermant chacune deux arbitraires, soit en tout 2(1 — i) arbitraires, de sorte qu'en faisant leurs sommes pour 7» , jk, , . . . , jr,, nous n'obtiendrons pas les intégrales générales des équations (5).
Mais, si l'on observe que ces équations sont vérifiées par r, = o,
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/, = o, . . . , jr,_, = o, ^^ = B -+- B'/, B et B' étant deux nouvelles arbitraires, les intégrales cherchées seront
X^ = 2a,AC0S/î(/-t-s),
^2= 2ajAcOS/ï(r-+-K),
X, = /7, H- fl'j -h . . . -4- a.^^ -h W, -f- . . . -h 77/,., itrj- /*
j^ = 2Acos/ï(^-i- g) -+-B = B'/, d'où
hÈL aM,
-i- 2 A ( a, -f- a, -^ . . . -h a.^ , -h 1 ) COS 71 ( / -F € ) -h B H- BV,
On peut supposer B = o en choisissant en conséquence Forigine des x, qui est restée indéterminée jusqu'ici; on peut faire aussi abstraction du terme B7, qui correspond à un mouvement de translation de tout le système; de sorte que Ton a, en définitive/
a:^ = ^,+...-4-fl',_,-h777,-f-...-+-777..,- -^ji t^
Dorénavant nous ferons abstraction des résistances, et nous poserons en conséquence
J7, =£1, -4-. . .-f-û'._, -h2 A(a, -i-. . .H- a._, -hi) COS72(/H-fi), j:, = ûT, H- . . . ,
d'où
dx
— l =— 2 A72(a, H-a,-h...H-a,_, H-l) sin7i(f -f-s),
(9) { dx
' "-^ = — 2 A7Î ( a. H- ag -h . . . -h a._, H- i) sin72 ( ^ -h s),
Les constantes A, e se détermineront par les conditions que i — i des coordonnées J7p x,,. . . et leurs dérivées par rapport au temps aic^t des valeurs données à une époque déterminée.
Considérons en particulier une des oscillations; nous pourrons supposer
que nz est un multiple impair de -9 en choisissant en conséquence
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Torigine du temps, et noas aurons, en appelant U, la vitesse initiale du f€,ne véhicule,
dx
—1 = Uj(a, -4- . . . -H a,_, -+- I ) ces/?/,
dt
(Ix. __
—r = U, co%nt.
Admettons que le mouvement ondulatoire soit produit par un choc sur le i'""* véhicule; les i — i''*"", i — V^"",. . . véhicules posséderont la vitesse Uj au bout des temps donnés respectivement par
cos/i^ , = 5
COSW/f.j =
el qui sont ceux au bout desquels le mouvement aura été communiqué à ces véhicules.
CHAPITRE VL
DE LA MESURE DU TRAVAIL DÉVELOPPÉ PAR LES MOTEURS OU TRANSMIS AUX MACHINES.
135. D'après ce qui précède, on comprend tout rinlérêt que Ton doit avoir de pouvoir déterminer expérimentalement dans l'unité de temps ou la seconde : i® le travail produit par un moteur; 2® le travail transmis à une machine par un moteur qui dessert à la fois plusieurs machines.
On se sert à cet effet d'instruments auxquels on a donné à juste titre le nom de dynamomètre et dont nous allons donner les types principaux.
126. Frein dynamométrique de Ppony.-^ Cet appareil, qui a pour objet de permettre d'obtenir expérimentalement le travail produit par un moteur et transmis par un arbre, se compose en principe de deux mâchoires en bois enveloppant chacune un peu moins de la demi-circonférence d'une poulie montée sur l'arbre moteur débrayé de toutes les machines qu'il doit desservir.
L'une des mâchoires fait corps avec un levier dont l'extrémité libre est munie d'un crochet où l'on adapte un plateau destiné à recevoir des poids.
Deux boulons traversant les mâchoires se terminent à ta partie supérieure par deux filets de vis qui reçoivent des écrous.
On remplace souvent la mâchoire indépendante du levier par une bande d'acier dont une extrémité est ^wé^ à ce levier. L'autre extrémité se termine par un écrou; cette bande maintient des voussoirs en bois serrés contre l'arbre.
On a toujours quelques données sur la force de la machine m. 24
el la vitesse qu'elle doit avoir; on calcule dès lors, comme on le verra ci-après, le poids approximatif que l'on doit mettre dans le plateau, puis on serre les boulons jusqu'à ce que le frottement des mâchoires contre la poulie fasse équilibre à ce poids; au moyen d'un compteur, on détermine le nombre de tours exécutés par l'arbre et enfin lé travail exact correspondant à la charge ci-dessus.
Pour éviter réchauffement et les grippements, on lubréfie les surfaces frottantes avec de l'eau de savon ou du suif.
Fig. 167.
Lajlg. 167 représente le frein tel que Prony Ta installé. La fig. 168 représente la disposition adoptée par M. Kretz, qui
Fig. 168.
sera justifiée dans ce qui suit, el dans laquelle le frein esl équilibré autour de l'axe.
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Soient {fg. 169)
0 Taxe de rotation ;
Q le poids delà charge et du plateau, et A son point d'application; Q' le poids du frein dont le centre de gravité est en A' ; a, «' les longueurs OA, 0' A' ;
a, a' les inclinaisons de ces droites sur l'horizontale 0^; L = a cosa le bras de levier du frein ; L' •= a' cosa' celui de Q' ; A, A' les hauteurs de A et A' au-dessus deOx; 011/ le moment du frottement sur la poulie.
Fig. 169.
ft
On a pour l'équilibre (i) Qcosa-t- Q'cosa'— DlL = o
ou
QL-f-Q'L'=^.
Si n est le nombre de tours de Tarbre par minute constaté par
l'observation, la vitesse angulaire estû)= -7;—' cl- comme le
travail absorbé en une seconde par le frottement, égal à celui G que développe le moteur, est Dl^w, on a, en exprimant le travail en chevaux-vapeur.
S = (QLh-Q'L)^
(OLh-Q'L').
Pour obtenir pratiquement la valeur de Q'L', on dispose le frein, débarrassé de son plateau et avant de l'avoir placé sur Tarbre, de manière que le sommet de sa mâchoire supérieure
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soit soutenu par un couteau, en faisant appuyer l'extrémité du
levier sur le plateau d'une balance ou d'une bascule. Soit q le
poids nécessaire, indiqué par la balance, pour que l'équilibre
ait lieu; on a
et par suite
formule d'une très-facile application.
Le procédé ci-dessus indiqué peut servira équilibrer un frein comme l'est celui de M. Kretz.
Si l'on fait varier Q on fera varier /i et ©; en prenant n pour abscisse et G pour ordonnée, on fera passer un trait continu parles points obtenus; en menant une tangente à la courbe parallèle à l'axe des abscisses, on obtiendra la vitesse du récepteur qui rend maximum le travail transmis par le moteur ainsi que le maximumé
Occupons-nous maintenant de la sensibilité de l'appareil. Si l'on augmente Q de ôQ, a et «'auront varié de da et dx' lorsque l'équilibre sera de nouveau rétabli, et, comme ol— cl' est constant, on a ha(.:=^ia^\ la formule (i) donne par suite
(4) — Qflfsina.^îa — QVsina'.(ya'-hQ«C0Sa.<ya=o,
d'où
Le frein sera d'autant plus sensible que, pour une même valeur de dQ, ôa sera plus grand; il y a donc sous ce rapport avantage à donner au levier une certaine longueur.On voit aussi qu'il y a intérêt à rendre A' aussi petit que possible. Si li'=zOj comme dans le frein de M. Kretz, on a
et la sensibilité est indépendante du poids de l'appareil.
Pour que l'équilibre soit stable, il faut que la dérivée se conde par rapport à a du travail des forces qui sollicitent le frein soit négative, ou que la dérivée première du premier
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membre de la formule (i) soit plus petite que zéro, ou enOn que Ton ail
— Q^sina — Q<7'sina'<o ou QA 4- Q7*'> o.
Un frein est d'autant plus facile à manier et donne des indications d'autant plus précises que la pression normale exercée par les mâchoires sur la poulie est plus faible ou que le rayon de la poulie est plus grand. Soient
N la valeur de la pression normale par mètre carré exercée
par les mâchoires; e, D la largeur et le rayon de la poulie; / le coefficient du frottement développé.
Il est facile de voir que Ton a
45oo
Si N, est la limite supérieure des valeurs que Ton peut attribuer à N„ S, la puissance maximum pour laquelle on se propose d'utiliser le frein et n, la viiesse minimum de n, il faut que Ton ait
S,> — 7:' ' S d'où D'£? < ^-^ rr-^-
On peut appliquer la formule
Ç; = 4,7D'eA*
lorsque S ne dépasse pas loo chevaux, ce qui correspond à
N = 33ii,
en prenant /= o, 65 (fonte sur chêne mouillé). Cette formule permettra de calculer D et e dans les limites assignées d'avance à leurs valeurs. La tension t des boulons est donnée par
_ DN
expression qu'il est facile d'exprimer en fonction de 6 par rélimination de N.
137. Dynamomètre de traction. — Cet appai^eil a pour objet de mesurer le travail produit dans un temps déterminé;
par le moteur d'un véhicule. Il se compose de deux lames d'acier parallèles (Jig, 170), réunies à leurs extrémités par des chapes en fer articulées au moyen de boulons. Au milieu de Tune des lames se trouve fixé Tanneau d'attache, tandis que l'effort de traction qu'il s'agit de mesurer est appliqué à un crochet fixé au milieu de l'autre lame. D'après ce que nous avons vu au Chapitre XI de la deuxième Partie de cet Ouvrage, la flèche des lames fléchies est proportionnelle
Fig. 170.
à cet effort, en tant que Ton ne dépasse pas la limite de l'élasticité, comme nous le supposerons; et il est facile, soit par le calcul, soit par l'expérience, de déterminer le coefficient de proportionnalité.
Une bande de papier, enroulée sur un rouleau dont l'axe est perpendiculaire à la direction des lames à l'éxat naturel, se déroule sous le dynamomètre en s'enroulant sur un autre rouleau dont l'axe est parallèle à celui du premier, et qui est mis en mouvement par une corde à boyaux adaptée à l'un des essieux. Un crayon ou un pinceau sortant d'un tube conique en cuivre contenant de l'encre de Chine trace une courbe sur le papier. Le travail produit dans un temps déterminé est, en tenant compte des échelles, mesuré par l'aire comprise entre la courbe décrite et la droite que l'on obtiendrait si l'effort de traction était nul. Celte aire peut s'évaluer par l'une
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des méthodes connues de quadrature par approximation ou mécaniquement au moyen d'un planimètre (•).
Un appareil compteur, sur la disposition duquel nous n'avons pas à insister, peut d'ailleurs être adapté à l'appareil pour faire connaître le nombre de tours de roues ou le chemin parcouru par le véhicule dans un temps donné.
138. Dynamomètres de rotation. — Les appareils de ce genre ont pour objet de mesurer la portion du travail transmise à une machine par un arbre moteur qui en dessert plusieurs autres.
1° Dynamomètre de M, Morin, — Cet appareil se compose en principe de deux poulies A et B [Jîg. 171 et 172) montées
Fig. 172.
sur un même arbre CC; la première, fixe sur Tarbre, reçoit par une courroie le mouvement de rotation de l'arbre moteur; la seconde est folle sur l'arbre CC, mais lui est reliée par un
( ' ) Voir la Note placée à la fin de ce Chapitre.
couple de lames élastiques dirigées, à l'éiaide repos, parallèlement au rayon moyen intermédiaire et encastrées dans Farbre. L'autre extrémité de chacune des lames est engagée entre deux couteaux d'acier que porte la poulie B près de sa circonférence. Celte poulie transmet, par une courroie, le mouvement à la machine dont on veut mesurer le travail résistant utile. Un crayon ou un pinceau, adapté au milieu du système des lames élastiques, trace une courbe sur une bande de papier qui se développe, par suite d'une disposition analogue à celle du dynamomètre de traction disposé à côté de la poulie B, et dont le mouvement est proportionnel à celui de l'arbre.
L'ordonnée de celte courbe par rapport à la droite qui serait tracée dans l'état naturel de l'appareil étant proportionnelle à l'effort développé, l'aire comprise entre la droite et la courbe esi aussi proportionnelle au travail transmis, que l'on peut ainsi évaluer.
2*» Dynamomètre de M. Bourdon. — Cet appareil [fig* «73
Fig. 173.
et 174) se compose de deux arbres parallèles sur lesquels sont montées les poulies A, A'; la première reçoit, par une courroie, le mouvement de rotation de l'arbre moteur. Le mouve» ment est communiqué à A' par un engrenage sans frottement
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B, W ; une courroie passant sur A' transmet le travail à la machine dont on veut délerminer le travail résistant utile. Les poulies, comme les roues dentées, ont le même diamètre.
Fig. i-jfi.
L'arbre de A' et B' a la faculté de glisser dans ses coussinets et vient buter contre le sommet C d'une lame élastique boulonnée à ses deux extrémités à un support fixe. La flexion de la lame est indiquée par une aiguille DE articulée en D à une pièce CD fixée au milieu de la lame.
Soient P TefTort mutuel normal aux dents en contact des roues B et B'; i Tinclinaison de ces dents sur la direction des axes. L'effort P se décompose en deux autres : l'un P sini, parallèle à la direction ci-dessus, l'autre P cosi, tangent aux circonférences primitives de l'engrenage.
La composante P sin i produit la flexion de la lame et est proportionnelle à la variation de la flèche indiquée par l'ai-
guille CO; on peut donc dcierminer la valeur K de celle composante après avoir préalablement taré rinslrumenl. On a par
suite
Pcos/ = Kcot/
pour Teffort tangentiel; si R esl le rayon des roues dentées, n le nombre de tours par minute de chacun des arbres, le travail transmis par seconde, exprimé en chevaux, esl
Kcoti-
L'indicateur de Wall rentre également dans la catégorie des appareils dynamomélriques; mais nous croyons devoir en reporter la description à la Section relative aux machines à vapeur, auxquelles il s'applique exclusivement.
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NOTE
SUR l'évaluation approximative des aires PLANES.
Formule de Simpson, — Proposons-nous d^évaluer approximativement [fis- 175) l'aire comprise entre un arc de courbe A, Aj„^,, tracé par points ou défini par une équation, une droite B,Bj„^, et les ordonnées A,B,, A*+,B„^, des extrémités de l'arc par rapport à cette droite.
Concevons que l'on divise la base B, B^,,^, en 2/î parties égales dont nous désignerons par h la longueur commune. Soit B^ le pied de l'ordonnée j,= A, B, correspondant à l'abscisse (/ — i)^.
Fiff. 175.
Si nous considérons, par exemple, l'aire mixtiligne A, B, A3B3, nous pourrons, par approximation, remplacer l'arc A, A^ A3 par celui de la parabole passant par les trois points A,, Aj, A,, ayant A^B^ pour diamètre; l'erreur commise sera d'autant plus faible que l'équidistance h sera plus petite. Soient ^,, a^ les intersections de la tangente en A, à la parabole avec la direction des ordonnées de A„ A3; I celle de A^B, avec la corde A, A3, parallèle, comme on le sait, à a^a^. On a, d'après un théorème connu,
aire Af A^ A3 = | aire A, /?, a^ A3 = | A^ I x 2/*
d'ailleurs
aireB.A,A,B,r=://(j,^^j,
•îij. -ajj);
38o par suite
On a de môme
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aire B, A, A, A3 B3 = - (7, 4- 4 J, -+- /a )•
aireB3A3A,A,B,= -(j^^4j^ + jj,
aire B,„_, A",„_,
■"2m -^2»+ 1 *^2«+l ~ O W 2/1-1 "^ ^XlH "^7*2/14-1 ) 1
d'où, pour l'aire totale,
r-in)']^
résultat qu'il est facile de traduire en langage ordinaire. Cette méthode offre l'inconvénient de ne pas donner une limite de l'erreur commise. Sous ce rapport et sous un autre que nous ferons connaître plus loin, la suivante lui paraît devoir être préférée.
II. Formule de Poncelet, — Quelle que soit la forme de la courbe qui limite l'aire, on peut toujours, par suite d'un mode convenable de décomposition de l'aire, ôlre ramené à considérer le cas où le sens de la courbure par rapport à Taxe des abscisses reste constamment le môme dans toute rétendue de l'arc. Supposons, en particulier, que l'arc A, A,„^, présente sa convexité à l'axe des abscisses; conservons les notations et le mode de division de la base de l'article précédent, en prenant, pour Gxer les idées,
Menons par les points A [fig, 176), d'indice pair, les tangentes à la
Fig. 176.
courbe, limitées aux ordonnées qui précèdent et suivent celle du point considéré ; menons les cordes des portions extrêmes de l'arc, et de deux en deux, à partir de A,, les droites qui joignent les autres points.
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Les tangentes et les cordes détermineront respectivement une aire circonscrite et une aire inscrite entre lesquelles sera comprise l'aire cherchée.
On a évidemment
aire inscrite = '^ — ^ h -+- (j,-h jj /t -+- (y^ h-jJ h -h "^^^^ /',
aire circonscrite = '^àijy^-hf^-i-Xç).
En prenant approximativement pour Taire cherchée la demi-somme de ces limites, on obtient
résultat qu'il est facile d'énoncer en langage ordinaire. L'erreur commise sera moindre que la demi-dififérence des limites ou que
H et K étant les points de rencontre des cordes A,Â., A,Âg avec Fordonnée du milieu A^ H^.
Cette méthode offre, en outre de Tavantage de donner une limite de Terreur, celui de n'exiger que le calcul de /î -h 2 ordonnées, au lieu de 2/n- 1 comme Texige celle de Simpson.
in. Planimètre de M, Amslcr, — Les planimètres, comme Tindique leur nom, sont des instruments destinés à mesurer mécaniquement des aires planes.
Le plus simple et en même temps le plus commode des planimètres imaginés jusqu'à ce jour est celui de M. Amsler, professeur de Mathématiques à Schaffausen (* ).
Cet instrument se compose de deux règles métalliques [Jig, 177 et 178), représentées par leurs axes de figure OA, AB, et qui sont articulées en A ; la tige OA est munie en 0 d'une pointe que Ton fixe sur le plan (en la surmontant d'une masse pesante pour bien assurer la fixité) en un point extérieur au périmètre de Taire à mesurer et de manière que Ton puisse faire décrire ce périmètre par une pointe projetée en B. Sur le prolongé-
es ) Le premier planimètre susceptible d'application parait être celui de Ernst, dont on trouvera la description dans les Leçons de Mécanique pratique de M. le général Morin.
ment de AB au delà de A, se trouve une roulette C dont Taxe est parallèle à AB et dont la jante, qui doit rouler sur le plan, est graduée ; l'axe de la roulette est fileté et forme vis sans fin avec une roue dentée dont
Fig. 177.
l'axe porte un plateau gradué; le déplacement du plateau fait connaître le nombre de tours effectués par la roulette dans son mouvement de roulement.
Fig. 178.
"B.CKaxentLdi^.
J.pianaMsc
Cherchons maintenant à établir la théorie de Tinstrument. Soient
r, r\ a les longueurs constantes OA, AB, AC; R le rayon vecteur OB ;
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6), a les vitesses angulaires autour de 0, de OA et de OB, lorsque B trace
le périmètre de l'aire ; w' la vitesse angulaire de AB autour de A.
Le mouvement de AB résulte de la rotation w' et de la translation wr perpendiculaire à OA ; de sorte que la vitesse U du point B est la résultante des deux vitesses w' r', wr respectivement perpendiculaires à AB et à
OA ; or les composantes de U suivant R et sa perpendiculaire étant -r- ) aR, on a, en appelant a, a' les angles AOB, ABO,
, , . , . dR
w r sma' — ursma = —j-y at
oiVcosa' -h wr cosa = nR OU, en abaissant la perpendiculaire AI sur OB,
«' - w = ;, ^ , «'.BI - w.OI = HR; Al (U
d'où Ton tire
La vitesse Y du point G, estimée perpendiculairement à AB, égale à la vitesse de la roulette à sa circonférence, est la résultante de —atàf et de
la composante correspondante —wrcosOAB de la translation wr; la composante longitudinale de cette translation ne produit qu'un glissement de la roulette dont nous n'avons pas à nous occuper. Or, dans le triangle AOB, on a
cosOAB =
in'
rtw'
par suite
OU, en remplaçant w, w^ par leurs valeurs (i),
2 V = -, ô-^rl 1 C0ta'-4-ârC0ta).
Soient
Rj le rayon vecteur correspondant au point de départ de la pointe B, et 9^ l'angle qu'il forme avec Taxe fixe Ox\
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A l*aire décrite par OB, lorsque le rayon vecteur et son inclinaison sont
devenus R et 0 ; (T le chemin parcouru par la circonférence de la roulette.
On a
et la relation (2] devient
,/A = ^d.-^'^±^^lp^S^ld\^ (^'-:^-^"cot.-H. ^r'cota),
d*où
— / l COta-Hû/- cota) -:^»
On déduit facilement du triangle AOB les valeurs de cota' et cota en fonctions de R ; mais, ces expressions renfermant en dénominateur des radicaux du second degré dans lesquels se trouve R au quatrième degré, rintégrale du second membre de Téquation ( 3 ) dépend des transcendantes elliptiques ; Tessentiel pour nous est de reconnaître que cette intégrale est de la forme /(R) — /(R,), de sorte que l'on a
(4) A = r'aH-^^±^^^îl^'{e-9.)-/(R)+/(R,).
S'il s'agit de Taire d'une courbe fermée, d et R redevenant 0^ et R,, on a
Supposons que l'on veuille faire en sorte qu'à un tour de la roulette corresponde l'unité de surface, soit le centimètre carré, pour fixer les
(*) On peut arriver immédiatement à Téquation (5) par les considérations suivantes :
Soient {fig. 179)
OABC, 0' A'B'C deux positions infiniment voisines de la partie mobile de l'instrument ;
K le milieu de AB;
I, L les points d'intersection des perpendiculaires élevées à AB aux points K et C avec la direction de A'B';
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idées ; appelons p le rayon de la roulette , nous aurons
En se donnant le diamètre de la roulette, on déduira de cette relation la valeur de p. Chaque division de la jante divisée en loo parties correspondra à lo millimètres carrés.
Supposons maintenant que Ton veuille changer l'unité de surface en conservant la même unité de longueur pour p et r^, et soient m le rapport de la nouvelle unité à l'ancienne et /| ce que doit devenir r'; nous aurons ,
m = 2 Trp/, , d'où r', = w/.
Pour que Ton puisse modifier la longueur de r', on forme AB de deux parties, dont l'une mobile autour du point A sert de gaine à l'autre, dont on fixe à volonté la longueur de la partie extérieure au moyen d'une vis de pression.
Nous ferons remarquer, pour terminer, que Finstrument peut aussi mesurer l'aire d'un secteur curviligne B^OB ayant son sommet en 0. A cet
M l'intersectiou à IK avec la parallèle à B'C menée par le point C; dv. l'angle MCK.
Fig. 179»
On a
^A = aire AA'BB' = AB X IK = r'CCL -+- CK.<£a).
Or CL est Tare dv. dont la roulette a tourné ; on a donc
JA=rVr-^CK.r'J(r,
d'où
A = r'^-HCK.r'(a-ao).
Si la courbe est fermée, le second terme s'annule, et l'on retombe sur la formule (5).
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^ffet) on fait parcourir Tare B«B à la pointe de traçage, puis sur OB le chemin BB., le point B^ se trouvant à la même distance de 0 que B. ; Taire décrite n'est en définitive que celle du secteur; mais, comme R est redevenu R^, la formule (4) se réduit à la suivante:
qui est d'une facile application.
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CHAPITRE PREMIER
GÉNÉRALITÉS
139. Les chronomètres sont de véritables machines, telles que nous les avons définies au n*" % à cela près qu'ils ne comportent pas de résistance utile.
La force motrice est un poids» pour les horloges, et est emmagasinée dans un ressort emprisonné dans un barillet pour les pendules et les montres.
Le régulateur ou balancier, qui doit autant que possible être animé d'un mouvement alternatif isochrone, est le pendule pour les horloges et les pendules de salon, et le balancier avec son ressort spiral pour les montres; il y a de plus une pièce d'une nature particulière à laquelle on a donné le nom d'échappement. La transmission proprement dite consiste en un corps de rouages.
Dans les chronomètres, une roue dentée, mise directement en mouvement par la force motrice, engrène avec un pignon faisant corps avec la roue dite roue du centre; ce pignon est monté à frottement dur sur un arbre qu'il entraîne dans son mouvement de rotation. La roue du centre fait marcher un pignon ayant le même arbre qu'une roue (première moyenne), qui engrène elle-même avec un deuxième pignon dont l'arbre entraîne dans sa rotation une autre roue {seconde moyenne).
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Enfln, celte dernière engrène avec le pignon de la roue d'è^ chappement dont les dents sont successivement retenues et laissées libres par Y échappement; cet organe, qui est animé d'un mouvement circulaire alternatif, se trouve en relation immédiate avec le balancier qui est également animé d'un mouvement circulaire alternatif. L'échappement a pour effet de déterminer dans le corps de rouages un mouvement varié et intermittent tel, que la vitesse angulaire moyenne de la roue du centre reste constante dans les derniers éléments du temps que l'on se propose de mesurer.
La vitesse angulaire de l'arbre moteur ou du barillet doit être très-faible, afin que l'appareil puisse fonctionner un temps suffisant pour que le remontage {o^évdiXxon qui consiste à emmagasiner la force motrice) ne soit pas trop fréquent pour devenir une sujétion. D'autre part, pour que l'on puisse arriver à des intermittences bien régulières, il faut que l'échappement, dont nous étudierons ultérieurement les différents systèmes, ait un mouvement suffisamment rapide, ce qui explique la nécessité de multiplier les engrenages.
On s'arrange de telle manière que, en réglant convenablement le mouvement du balancier, la roue du centre fasse une révolution par heure, et que Tune des extrémités de son arbre puisse recevoir V aiguille des minutes au delà du cadran ; l'autre extrémité, dans les montres, est terminée par un carré destiné à pouvoir recevoir une clef pour la mise à l'heure. Au même arbre se trouve fixée une autre roue qui engrène avec une roue d'un même nombre de dents dont l'arbre est muni d'un pignon; ce pignon met en mouvement une troisième roue tournant autour du même axe que la roue du centre et qui a douze fois plus de dents que le pignon. Cette dernière roue fait corps avec un canon enveloppant sans frottement l'arbre des minutes et terminé par Vaiguilte des heures. Il est aisé de voir que cette combinaison rend de même sens la rotation des deux aiguilles et qu'elles marchent sur le cadran dans le rapport voulu. En agissant sur le carré de l'aiguille des minutes, l'arbre tourne dans le même sens que la roue du centre qui, sans participer à ce mouvement, continue à se mouvoir sous l'action de la force motrice. On peut ainsi mettre le chro-
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nomèire à l'heare sans modifier d'ane manière appréciable le mouvement permanent du mécanisme.
Les tourillons des arbres sont maintenus» d'une part» dans un disque appelé plaiine^ auquel est fixé le cadran, et de l'autre soit au moyen d'une autre platine (petite platine), soit par des espèces de consoles appelées ponts et fixées, à Tune de leurs extrémités, sur la platine par des vis. Les platines et les ponts sont les équivalents des paliers des machines industrielles.
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CHAPITRE II
140. Poids moteur des horloges. — Ce poids est suspendu à rextrémité d'une corde enroulée sur un arbre horizontal.
Pour entretenir constamment la marche d'une horloge, il faut remonter le poids lorsqu'il est au point le plus bas de sa course, en faisant subir à Tarbre un mouvement de rotation rétrograde à Faide d'une oianivelle ou d'une clef que Ton adapte sur l'extrémité à section carrée de son axe.
Si la première roue dentée était invariablement reliée à l'arbre, toute la transmission et les aiguilles participeraient lors du remontage à ce mouvement rétrograde; il résulterait de là la nécessité de régler de nouveau l'horloge après chaque opération semblable, ce qui serait un inconvénient capital dans bien des cas où les moyens de réglage manquent complètement. Pour éviter qu'il en soit ainsi, on rend la roue folle sur l'un des tourillons de l'arbre auquel elle se relie par un encliquetage dont la roue et le doigt sont respectivement adaptés sur la base et la face les plus voisines de l'arbre et de la roue dentée. Le centre de la roue à rochet coïncide avec celui delà roue ci-dessus, et ses dents sont tracées de manière que la solidarité entre l'arbre et la roue dentée ait lieu pour le mouvement de rotation dû au poids, et qu'elle cesse d'exister quand on imprime, lors du remontage, un mouvement rétrograde à l'arbre. Les aiguilles sont ainsi soustraites à ce mouvement rétrograde; mais, comme elles restent stationnaires pendant toute la durée du remontage, après lequel elles recommencent seulement à marcher, les indications de l'horloge pourraient être notablement altérées au bout d'une certaine période; on obvie à ce nouvel inconvénient en ayant recours à la disposition suivante.
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L'arbre est Remplacé {fig. 180) par une poulie A dont la gorge reçoit une corde sans fin qui soutient une poulie mobile B; cette corde va passer ensuite dans la gorge d'une autre poulie fixe D parallèle à la première, soutient une seconde poulie mobile C, et enfin repasse sur la poulie A. Les chapes des poulies mobiles B et G reçoivent respectivement les poids P
Fig. 180,
et Q dont le premier est le plus fort et détermine le mouvement en faisant remonter le second poids. Un encliquetage, dont la roue est solidaire avec la deuxième poulie fixe D, s'oppose à ce que cette dernière participe au mouvement ci-dessus,* et comme on s'arrange de telle manière qu'il n'y ait pas de glissement de la corde sur la gorge des poulies, la poulie A tourne seule en entraînant avec elle la première roue de la transmission qui lui est invariablement fixée. Quand le poids moteur P est au bas de sa course, on le remonte en tirant de haut en bas la portion de la corde qui réunit la poulie à
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rochet à la poulie mobile C et pendant cette opération le poids moteur ne cesse pas d'agir de la mêfne manière qu'auparavant, si toutefois le remontage a lieu d'un mouvement uniforme.
On emploie encore d'autres dispositions pour le remontage, dont la meilleure est empruntée aux montres à fusée dont nous nous occuperons ultérieurement; c'est pourquoi nous ne nous étendrons pas davantage sur ce sujet, en renvoyant pour plus de détails aux Traités spéciaux d'horlogerie.
141 . Du ressort moteur et de ses accessoires, — Dans les pendules et les chronomètres portatifs, la puissance motrice est créée par la détente d'un ressort {grand ressort) dont les extrémités sont fixées respectivement à un noyau cylindrique (la bonde) et à la surface intérieure d'une enveloppe également cylindrique {la virole du barillet) de même axe que le noyau et d'un diamètre triple.
Le ressort, avant d'être placé dans le barillet, affecte une forme spiraioïde dont le rayon vecteur croît très-rapidement et devient bientôt égal à 8 ou 10 fois le rayon du barillet.
Cette forme s'obtient en appliquant le ressort, qui est reciiligne lorsque l'on a ramené sa trempe au bleu (*), contre un cylindre ou mandrin horizontal auquel on imprime un mouvement de rotation. La lame s'enroule en spires joiniives sur le mandrin, en dépassant sa limite de l'élasticité, et ne peut plus reprendre sa forme primitive. Si cette opération, qu'on appelle VestrapadCf est nécessaire pour pouvoir enrouler sans rupture des lames de ressort sur des arbres de faibles diamètres et les emprisonner dans des barillets de dimensions restreintes, elle offre, telle qu'elle a lieu maintenant, le double inconvénient d'altérer l'énergie du ressort, de ne pas donner la même forme à deux lames estrapadées de la même manière et choisies dans un même ruban. En Autriche, l'estrapade se fait avant la trempe, ce qui parait bien préférable.
Deux appendices triangulaires obtusangles, fixés à la bonde
(*) Noua rappellerons que le coefficient d'élasticité de l'acier est indépendant du degré de trempage [Détermination par la flexion du coefficient d'élasticité de quelques séries de lames d'acier {Annales des Mines, 1867)].
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et à la surface interne de la virole, pénètrent chacun dans une ouverture correspondante ménagée dans le ressort pour en assujettir les extrémités. Ainsi placé, le ressort forme à partir de la virole, avec laquelle il se trouve en contact, une. série de spires jointives térnvinées intérieurement par une petite portion de lame peu courbée qui les relie à l'arbre. La bonde fait corps avec un arbre qui traverse à frottement doux les rondelles [couvercles) qui forment les deux bases de la virole et qui complètent ainsi le barillet. Cet arbre se termine à une de ses extrémités par une partie à section carrée (le carré) destinée à recevoir une clef. Si par un moyen quelconque on rend fixe le barillet, et que l'on imprime à l'arbre, au moyen de la clef, une rotation de sens contraire à celui dans lequel les rayons vecteurs vont en croissant, on arrive à enrouler le ressort de la bonde en spires jointives reliées, au barillet par une petite portion de lame peu courbe.
Supposons maintenant que l'on fixe l'arbre et qu'on rende la liberté au barillet, le ressort se détendra, les spires intérieures se sépareront successivement les unes des autres en s'éloignant de l'axe et mettront en mouvement le barillet et la transmission du chronomètre.
Pour réaliser les conceptions ci-dessus, on monte sur l'arbre, vers celle de ses extrémités qui est opposée au carré du remontage, une roue à rochet dont le cliquet est fixé sur la platine du cadran. Cet encliquetage permet seulement le mouvement de l'arbre dans le sens du remontage.
Lorsqu'on n'emploie pas hfusée^ sur laquelle nous reviendrons plus loin, le couvercle du barillet voisin du carré est muni d'une denture qui engrène avec le pignon de la roue du centre. Il est clair que, par la disposition précédente, la force motrice, lors du remontage, ne. cesse pas d'exercer son action sur le corps de rouages du chronomètre dont le fonctionnement n'est pas ainsi interrompu.
Les deux extrémités du ressort sont un peu détrempées sur une certaine longueur pour diminuer les chances de rupture en ces deux points où il fatigue le plus. Les deux crochets, surtout celui delà bonde, déterminent à très-peu près deux encastrements; toutefois, dans les pièces soignées, on
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renforce le crochet extérieur par une lame d'acier appelée bride ou barrette, fixée de part et d'autre aux couvercles du barillet et qui détermine plus complètement l'encastrement de l'extrémité extérieure du ressort.
Lorsque le ressort est complètement armé» il doit occuper ^ du rayon du barillet, et, quand il est complètement enroulé, le vide à la circonférence du barillet est environ 7 du rayon.
Il faut autant que possible que le ressort s'enroule et se déroule sans se jeter d'un côté t)u de l'autre, et que, lorsque la dernière spire est détachée de la virole, il se replie autour de la bonde en se serrant en spires non contiguês jusqu'au moment où elles l'enveloppent complètement en se touchant. Pour être certain d'arriver à ce résultat, on donne au ressort, dans les pièces soignées, une épaisseur qui va en diminuant de la circonférence au centre en faisant en sorte qu'elle soit un peu plus forte au milieu qu'aux bords.
Nous citerons, comme exemple de ressort, celui qui correspond au calibre le plus usité, dit de dix-huit lignes^ que l'on dé|init ainsi par le diamètre de la platine. Le diamètre intérieur du barillet est de 16 millimètres, la longueur du ressort de 58o millimètres, sa largeur de l'^^Ss et son épaisseur deo™"»,i5.
Pour la longueur, on peut dire d'une manière générale qu'on la prend à peu près égale à 12 fois le diamètre de la platine, sOit24 ^<>ls le diamètre extérieur du barillet.
Les^g*. 181, 182, i83, 184 donnent une idée des différentes phases de la détente d'un ressort.
Fig. 181.
Fig. 182.
Fig. i83.
142. Des arrétages. — Le nombre des tours du barillet ou de clef nécessaires pour armer complètement le ressort est compris entre 12 et i4*
Pour réduire, dans des limites sufGsamment restreintes, les variations de la force motrice du commencement à la fln du remontage, de manière que ces variations puissent être compensées par l'échappement (condition nécessaire pour obtenir la régularité voulue dans la marche des chronomètres, comme nous le verrons ultérieurement), on n'utilise que trois ou quatre au plus des tours du milieu.
A cet effet, on emploie Tune ou l'autre de certaines dispositions appelées arrêts de remontoirs et dont la plus usitée est la croix de Malte. Une pièce, affectant la forme d'un double disque , est montée sur Tarbre du barillet (Jig, i85) ; la face du disque, dont le rayon est le plus grand, est en contact avec la
Fig. 185.
face extérieure du couvercle non denté du barillet; ce disque est muni, vers sa circonférence, d'un appendice saillant (doigt). Dans le plan du disque extérieur, tourne autour d'un axe Oxé sur le couvercle ci-dessus du barillet une sorte de croix généralement à six branches, dont quatre sont terminées en creux par des arcs de cercle de même rayon que le disque et la sixième par une convexité. A chaque tour du barillet, le doigt déplace une des branches creuses et amène la suivante au contact du disque, de manière à la rendre immobile tant que le doigt ne vient pas à agir sur elle pour la remplacer par la suivante; mais, lorsque arrive la cinquième branche, sa convexité vient s'arc-bouter avec le disque qui ne peut plus passer, et le mouvement du barillet se trouve forcément arrêté. Le même arc-boutemenise produit en sens inverse. dans le remontage, lorsqu'on fait faire à la clef le
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nombre voulu de tours. On voit de suite que» si n est le nombre de ces tours, flxé d'avance, le nombre des branches de la croix doit être t» + 1 .
En vue de rendre Tarrêtage plus solide, plus facile à construire et à réparer, on substitue quelquefois au doigt une cheville fixée à la bonde (amenée à un diamètre plus faible dans le plan de la croix), de manière à remplacer le disque.
Il est facile de voir que la longueur du doigt, mesurée à partir de Taxe, le rayon ou cercle circonscrit à la croix et la ligne des centres formeiit un triangle rectangle dont l'angle
compris entre les deux derniers côtés est > ce qui permet de déterminer l'un quelconque des trois côtés connaissant les deux autres. Si, comme cela a lieu souvent, la longueur ^ du doigt est égale au rayon du cercle circonscrit, on a, pour déterminer x, en appelant d la ligne des centres,
Dans les montres marines où Ton fait faire six tours à la clef,
Fîg. i86.
la croix {Jig. i86) est formée de cinq branches creuses dont la distance angulaire du milieu de Tune à<;elle qui la suit est
égale à — •, l'angle au centre non utilisé — correspond à un
appendice convexe de forme symétrique à l'extrémité duquel est fixée une vis saillante. Le disque défini plus haut porte, dans un plan supérieur, un appendice dont le milieu correspond à celui du doigt et qui, agissant sur la vis, après les six tours, détermine Tarrêt. Cette disposition a, sur la précédente, l'avantage de produire une butée normale au contact des surfaces qui djéterminent l'arrêt, d'où résulte une pression sur l'axe de la croix, ce qui donne une grande invariabilité à l'arrêtage. Mais elle ne peut s'employer pour les montres, ^n raison du surcroît d'épaisseur qu'on serait obligé de leur donner.
143. De la fusée, — Dans les montres dites à roue de rencontre, dont la fabrication est maintenant très-limitée,] il est indispensable, pour obtenir une marche régulière, que la force motrice exerce une action bien uniforme sur le corps de rouages. Pour atteindre ce but on a imaginé la disposition suivante : sur le barillet dépourvu de denture et dont l'arbre ne sert plus au remontage, s'enroule une chaîne de Vaucanson en acier, qui passe d'autre part sur des retraites hélicoïdales ménagées dans une pièce appelée /a^^e (^g. 187). La forme générale de la fusée est celle d'une surface de révolution ne différant d'un cône que parce que les génératrices rectilignes sont remplacées par une courbe un peu convexe vers l'axe. La fusée, en un point de la base de laquelle est fixée l'autre extrémité de la chaîne, fait corps avec l'arbre qui sert au remontage. Lorsque le ressort est armé, la chaîne est enroulée suivant les spires successives de la fusée; à mesure que le barillet tourne, la chaîne s'enroule sur sa surface en se dégageant successivement des spires à partir de celle du plus petit rayon. Le bras de levier de la tension de la chaîne exercée sur la fusée va ainsi en augmentant à mesure que l'intensité de cette force décroît avec l'énergie du ressort. Les spires sont tracées de manière que le moment moteur de la fusée reste constant. Une roue dentée est établie à frottement doux sur la grande base de la fusée, au moyen d'une virole
faisant corps avec celle roue el pénélranl dans une cavilé cylindrique cenlrale praliquée dans la fusée. Celte roue, qui doit commander la roue du centre» porte le cliquet d'un rochet dont la roue est noyée dans la base de IsT fusée, et cet organe
Fig. 187.
joue, pour le remontage, le même rôle que son similaire du barillet dans les montres. Â la fin du remontage, lorsque la chaîne atteint les spires supérieures de la fusée, sa partie rectiiigne soulève graduellement un levier appelé garde-chatne, maintenu incliné vers la grande platine par une lame de ressort jusqu'au moment où, l'enroulement étant sur le point d'être complet, le levier arrive au niveau de la petite base de la fusée et vient buter contre un appendice dont elle est munie et qui produit l'arrêt.
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L'emploi de la fusée rend superflue l'addition d'un arrêt de remontoir pour limiter le nombre de tours utiles du ressort; en effet, d'une part, le garde-chaîne empêche la fusée de remonter le barillet au delà du point voulu ; de l'autre, la tension du ressort est limitée à son minimum par la chaîne qui reste tendue sur la goupille de la fusée où elle s'accroche.
Les inconvénients résultant de l'emploi de la fusée sont les suivants : 1° les frottements sont augmentés par l'introduction d'un mobile de plus, ce qui nécessite l'emploi d'un ressort plus fort; 2<* il faut rectifier le tracé des spires chaque fois qu'on change le ressort ; S** la fusée occupe un grand espace qu'on pourrait employer plus utilement ; 4" 1® mouvement du mécanisme est suspendu pendant le remontage.
14.4. Remontoir. — On a cru pendant longtemps qu'il était indispensabled'adapter une fusée aux montres marines et ce n'est que dans ces dernières années que l'on a reconnu qu'elle pouvait être supprimée sans inconvénient; mais, en adoptant la fusée, il était surtout nécessaire de parer au dernier des inconvénients signalés ci-dessus, et l'oYi y est arrivé au moyen d'une disposition particulière à laquelle on a donné le nom de remontoir. A cet effet [Jig. 187), on place entre la roue dentée et la fusée une roue à rochet dont le cliquet adapté à la grande platine empêche toute participation au mouvement du remontage. La roue à rochet est reliée à la roue dentée par un ressort presque circulaire dont les extrémités sont respectivement fixées à ces deux pièces. La chaîne, en agissantsur la fusée, a pour effet de bander le ressort; pendant le remontage il réagit sur la roue en se détendant et il entretient par suite le mouvement jde la montre.
145. Recherches sur la loi de la détente d'un ressort. — Soient {Jig. 188)
0 le centre du barillet;
A l'encastrement intérieur de la lame ; nous prendrons la direction de OA pour axe des x et sa perpendiculaire en 0 pour axe des j^;
R« la distance OA ;
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X, Y les résultantes élastiques parallèles à 0^, Oy dans la section normale faite en un point M de la fibre moyenne dont les coordonnées sont x' exy;
U le moment du couple élastique développé dans la même section ;
a:, ^les coordonnées d'un point quelconque m de Tare AM;
s la longueur de Tare A m;
p«, p le rayon de courbure en m du ressort à Tétat naturel et dans Téta t actuel;
6 l'angle que forme la direction de p avec Ox;
fx le moment d'élasticité de la lame, c'est-à-dire le produit du moment d'inertie de sa section par son coefficient d'élasticité.
Fig. i88.
Nous supposerons qu'entre A et M la lame n'offre aucun point d'inflexion, de manière à éviter toutes difficultés relatives aux signes à donner à p et d, variables que nous supposerons toujours positives. ^^
Nous aurons
dX . A ^ A ^ ï
-7- = — sine, -f = cosô, :r = -' ds as as p
(a) p(i-i)=-X(/~r)^-Y(x'-a:)4-U = ail/-4-Xr-Yx,
\r Po/
en appelant
0rt==U-X/-hYa:'
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le moment des forces par rapport à l'origine des coordonnées.
Connattrions-nous la fonction de s qui représente po que la question n'en serait pas plus avancée, attendu que l'équation (2) ne peut s'intégrer que dans les cas 011 po est constant
et infini. Mais, comme le rapport - est petit pour la plus
po
grande partie de l'étendue du ressort, nous pourrons, sans grande erreur, remplacer p» par sa valeur moyenne p\ déduite de l'empreinte du ressort, avant son introduction dans le barillet, sur une feuille de papier noirci.
Nous substituerons ainsi à l'équation (2) la suivante :
en posant
(3') DV.' = D\L-r^ -^•
Si l'on différentie l'équation (2') par rapporta s, en ayant égard aux deux premières des relations, puis que l'on intègre
de
après avoir multiplié par -r-? on trouve successivement
(4) f* ^ = XcosO + Ysinô,
(5) - 3-! = A = XsinO - YcosG -t- D,
D étant une constante que l'on déterminera en exprimant que l'on obtient la même valeur de p poura:==:Rû, ^ = 0 au moyen de l'équation (2') et pour d = o, en se servant de l'équation 5), ce qui donne
Dïi
-YR.
^osons maintenant
■ lie '
aX
lie "
III
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réquaiion (5) nous donnera
ds = -^rz:
yjc v/i-+- acosÔH- psinô par suite, en vertu des deux premières des relations (i),
^c Jo i/i ■
^c Jo /i-*-«cos6-r- f»8inô
__ j. i^ r^ sinBdB
y/c Jo v^i-!-acosÔ-+- fJsinÔ
v/c «/o y/i -^- acosô H- p sinô
- rf5
On peut supposer que sjc -^ soit développé en une série indéfinie de sinus et cosinus d'arcs multiples de d, et poser
(8) (i -t-acosflH-psine)"' = 2^ (A,C08«9-t-B,8inw9),
A.. B„ étant des fonctions de x, |3, n que nous déterminerons ultérieurement; nous aurons alors
' / = -J^ [A.e + 2" 7, (A.8in«ô - B. co8«9 ^ B.)],
.-R.= - -L (a. (. - cosO) ^ 1^ sin'9 -. |(e _ !!^)
■^Î2, j^^[A.«>s(«-')9 + B.sin(«-i)e-A.]
»9)/ -^^[A„C08(«-4-i)9H-B.8in(n-f-i)9-Aj|)
• <'.•» A, /. 8ina9\ Yi. . ,. r=^(A.8m9-^^(^9H--^JH.^sm'9
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Pour déterminer les A« el B„, nous remarquerons d'abord que l'on a
(i-4-aCosô-hPsinô)"'
Jê^ \ 2/ 1.2.3. .,m ^ ^ ' '
//imo
mais, en représentant V— i par /, on a
cosmB :
-mîtt
par suite,
(acosÔH- psinO)*"
(ïa) ^ 1 ^m(m — i)...(m'-pH'i),
=,4 2:"<"-;;a"'.7"''(c.-p/r-Ma^p/)>^<---'^>'.
Dans cette formule il conviendra de grouper les termes également distants des extrêmes avant de remplacer les exponentielles imaginaires par leurs valeurs en sinus et cosinus, etdistinguer, par conséquent, chacun des cas où m est pair ou impair; les Â„, Bu se déduiront ensuite d'un calcul plus ou moins laborieux; mais, comme il nous suffit d'avoir le moment moteur, nous laisserons de côté la recherche précédente considérée dans toute sa généralité.
Admettons donc maintenant que le point M correspond à un encastrement perpendiculaire au rayon OM, que l'on peut faire tourner à volonté autour du point 0; soient / la longueur de la lame et R le rayon OM, qui sont des données de la ques^ tion; <p la valeur de 6 correspondant au point M; nous aurons pour ce point
x = Reosf,
y ^•RsiiKp;
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par suite,
^-^^[^•f-^2x ^(A„sin/ia)-B„cos/2^-hB„)J,
T> n » ^4 / N A, . , B, / sin2îp\
Rco8(p-R,==- — |^Ao(i-cos<F)+-^sin'ç-:-^(^^----^]
(i3) ( — ^^[A„cos(//-M)«ï>-+-B„sin(//-hi)f-A„]
u • ' ^A • A, / srnacpN B, . , Rsiny— --l AjSin<p-h ~1 «p h ) h — ^sin'cp
■^^2. L^ [*^ sin(/i - i) <p -H B„cos( /?-!)? -BJ
\ H- ^-^^ [A„sin ( /? -h i) <p — B„ cos(/? -+- 1) <p ^- BJ
condilions auxquelles correspondent, en fonction de cp, des valeurs de a, (3, c qu'il s'agirait maintenant de trouver; mais, considéré à ce point de vue général, le problème paraît présenter des difficultés insurmontables : c'est pourquoi nous nous bornerons à calculer ces quantités dans le cas où 9 est un multiple de 27:, ce qui nous suffira pour nous rendre compte de la manière dont varie le moment moteur avec le nombre de tours du barillet.
Dans cette hypothèse, les formules (i3) se réduisent aux suivantes :
\ Aj = o.
La formule (12) ne donne un terme indépendant des imaginaires ou de sin et cos0 que si m est pair; et, en posant m = 2q, ce terme est
d'où
Le développement (la) ne renfermera des termes en e'* et e~'' qu'autant que m sera impair, et ces deux termes seront ceux du milieu. Supposons donc
et successivement p = q^ p = ? -t- 1 ; nous obtiendrons, pour Tensemble des deux termes ci-dessus,
OU, en faisant displaraître les exponeniielles au moyen des valeurs de sinô et cosô.
ûT
d'où Ton déduit, en se reportant au développement (lo) et effectuant les réductions,
, j^— ^ra)"".....3"ii::^i:^.ii'-^-'i
Comme A, est le produit de — a par une somme de termes positifs, on ne peut satisfaire à la troisième des conditions ( i4 ) qu'en supposant a = o ou Y=o. Les deux premières des mêmes conditions donnent
vt(R- R„)
imeni R,- 3'
comme on a ordinairemeni
on voit que ce rapport est très-petit. Nous pouvons conclure de là que (3 est une petite fraction.
En négligeant d'abord la seconde puissance de p, on a
d'où el enfin
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£n portant celte valeur de |3 dans les termes du second ordre, on trouve
L'équation (6) donne maintenant et enfin l'équation ( 3' )
Soit 9« la valeur de 9 lorsque le ressort est complètement désarmé. Posons
le moment 3ÏL pourra se mettre sous la forme
À et B étant des quantités censées connues.
On voit que le moment moteur crott à*peu près proportionnellement au nombre de tours du barillet, ce qui est conforme aux résultats de l'observation avec lesquels la formule précédente cadre on ne peut mieux.
La pression sur l'axe du barillet, qui se réduit à Y, étant de l'ordre |3, ne peut donner lieu qu'à un frottement insignifiant.
14.6. Du profil de la fusée. — Dans ce qui suit, nous conserverons les notations du numéro précédent.
Soient en projection sur le plan de la grande base de la fusée
0 l'axe de la fusée;
0^ une droite fixe tracée dans le plan ci-dessus;
DU MOTBUB. 4^7
0/ sa perpendiculaire dans le marne plan; r le rayon vecteur de la courbe formée par la retraite hélicoïdale de la fusée ; (ù l'angle qu'il forme avec la droite fixe 0^.
Nous supposerons que la position de Taxe Ox correspond à û) = opour ^=^o.
La condition qui doit être remplie est la suivante :
(A^^b). = br,
en admettant que le rayon de la grande base de la fusée soit égal au rayon du barillet; mais on a aussi la relation
et, en éliminant ^ entre cette équation et la précédente, intégrani ensuite et posant Ar== ^^ on trouve
oïl
ce qui est l'équation d'une spirale dont le rayon vecteur va en décroissant indéfiniment jusqu'à zéro lorsque g» croit dé zéro jusqu'à Finfini.
Pour déterminer la forme de la méridienne de la surface de révolution qui doit limiter la fusée avant qu'elle ne soit entaillée, nous nous placerons dans les conditions les plus simples qui sont celles qui se prêtent le mieux au tracé pratique de la retraite, et nous poserons, comme pour l'hélice,
(2) z = gw,
en désignant par e une constante, et prenant l'axe de la fusée pour axe des z.
La constante e se déterminera par l'épaisseur de la chaîne ou par la hauteur supposée donnée de la fusée.
En éliminant &> entre les équations (i) et (2) et remarquant que r= v^^*-hjS on trouve, pour l'équation de la surface,
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ei, pour celle de la méridienne,
qui représenle une courbe convexe vers Taxe desz, qu'elle a pour asymptote.
Si Ton se donne la hauteur $ de la chaîne > il suffira de
prendre £ un peu supérieur à — » et Ton devra pouvoir en dé-
duire la hauteur m de la fusée et inversement. A cet effet, appelons X la longueur utilisée de la chaîne, qui se déduit du diamèlre extérieur du barillet et du nombre n de tours qu'il doil faire entre les deux arrêts. On a, en remarquant que, en vertu
de l'équation (2), - est l'angle total* que décrit la fusée,
CHAPITRE III
DU MÉCANISME DE TRANSmSSlON.
147. Des pivots, — Les exirémilés de l'arbre d'un mobile d'un chronomètre qui pénètrent dans les guides du mouvement ne sont pas, à proprement parler, des pivots, comme les appellent les horlogers; car chacune d'elles est formée d'une partie cylindrique frottant, par sa surface latérale, sur le guide correspondant, sous l'action de la force motrice, et ce n'est que dans les montres, lorsqu'elles sont posées à plat, qu'un frottement dépendant uniquement du poids de l'organe se développe sur une surface perpendiculaire à l'axe de rotation. Ainsi donc le rôle principal des extrémités d'un arbre est celui d'un tourillon; néanmoins nous maintiendrons l'expression de pivot.
Pour les rouages, le pivot se compose généralement (fig-i^o) d'un tourillon [tige des horlogers) dont l'épaulemeni ( la por-
tée) est formé, soit par une zone annulaire, soit par un tronc de cône qui se raccorde suivant sa grande base avec Varbre;
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Toeil (trou) est évasé sur une certaine profondeur, de manière à former un petit godet destiné à recevoir l'huile.
Comme le graissage des organes ou le renouvellement des huiles ne doit se faire qu'à de longs intervalles, il importe de réduire autant que possible la masse des particules matérielles que le frottement détache du pivot et du coussinet, et qui ont pour effet d'épaissir et d'altérer les huiles, et par suite d'augmenter l'importance de cette résistance. C'est pourquoi on n'emploie que des trous en acier trempé très-dur, et le plus souvent en rubis; les trous en cuivre ne sont employés que dans les montres d'une certaine valeur que pour l'arbre et la roue du centre.
Pour obtenir une bonne marche, il est nécessaire que les frottements de la denture, qui sont de beaucoup les plus considérables, soient uniformes : c'est pourquoi on ne lubrifie pas les engrenages. D'ailleurs, si l'on faisait le contraire, on ne remplirait pas les conditions de propreté que l'on exige de ces organes. Il est donc indispensable de prendre les mesures nécessaires pour que l'huile d'un pivot ne puisse pas pénétrer dans l'intervalle des dénis du pignon; pour atteindre ce but, on se contente, dans les montres, de creuser une petite rigole 00 piqâre dans le pignon, suivant la circonférence de jonction avec l'arbre, et qui forme un réservoir destiné à emmagasiner l'huile qui peut sortir du pivot.
La piqûre circulaire est très-souvent remplacée par un tronc de cône renversé de même base que l'épaulement, ménagé à l'extrémité de l'arbre.
Lorsque le pignon est très- voisin de l'arbre, pour plus de sécurité, on emploie simultanément la piqûre et le tronc de cône.
Le frottement a une plus grande influence sur le mouvement du balancier des montres, en raison de la faible énergie du spiral, que sur le jeu de la transmission mise en mouvement par une force motrice plus que suffisante; c'est pourquoi on cherche à donner au tourillon du balancier le plus petit diamètre possible; comme, pour le moindre choc, il pourrait se briser à sa naissance, on a soin de le renforcer (Jig. igi) en le raccordant par un proQl continu avec le cône renversé qui termine l'arbre; mais> l'épaulement de l'arbre se trouvant
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ainsi supprimé^ on est obligé de le remplacer par un épaulenientextérieurappeléca/i/i«-piVo/,contrelequeirextrémitédu tourillon vient s'appuyer; Thuile se loge entre le contre-pivot et le trou qui ne se touchent pas, et Tévasement que Ton observe dans ce dernier n'a pour objet que d'empêcher tout frottement de la part de la naissance courbe du tourillon et de faciliter la mise en place du pivot.
En représentant par l'unité le diamètre des pivots (') de la première et de la deuxième moyenne, on admet souvent les rapports suivants :
Diamètre du {Hvotde la roae d'échappement.
» de la roue du centre
» du barillet
Le diamètre de l'arbre de la roue d'échappement, de la première et delà deuxième moyenne, est à très-peu près le triple de celui du pivot.
148. Choix du système d'engrenages. — On n'emploie en horlogerie que l'engrenage à flancs, dontl'un des inconvénients (15) est 'supprimé, puisque chaque roue ne conduit qu'un pignon; celui qui est relatif au déplacement des axes est peu à redouter, parce que, d'après la nature des pivots, le jeu des axes ne peut devenir appréciable qu'au bout d'une période considérable. Mais, comme dans les montres on est obligé d'employer des pignons d'un petit nombre de dents {ailes), on est conduit à des arcs de retraite très-étendus; d'où, comme conséquence, une augmentation graduelle, à partir du contact sur la ligne des centres, des actions mutuelles entre un couple de dents et par suite une usure inégale que l'on est obligé d'accepter. L'engrenage à développante de cercle ne serait pas admissible, à cause de la convergence trop rapide des profils. Quanta l'engrenage à lanterne, il est évident qu'il ne doit figurer nulle part, même dans les grands chronomètres fixes.
Revenons donc à l'engrenage à flancs rectiiignes.
Les flancs des ailes des pignons sont raccordés {Jig. 192) à
( * ) Soit 1;^ de ligDe pour les montres.
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leurs extrémiiés par des demi-circonrérences, ce qui est défeclueux lorsque, par suite de remploi^ d'un pignon d'un trop pelii nombre d'ailes, on est obligé, pour assurer la continuité
du mouvement, de faire commencer le contact entre un couple de dents avant la ligne des centres. Le nombre des ailes a six et . douze pour limites. La faible valeur de ce nombre ne peut se justifier que par des difficultés d'exécution, eu égard au faible diamètre des pignons, et par l'épaisseur que l'on est obligé de donner aux ailes pour résister aux efforts qu'elles supportent, en raison de ce que le plus souvent, comme dans les montres, la largeur des rouages dans le sens de l'axe est forcément minime.
L'épaisseur des ailes est prise égale au tiers du pas, et celle des dents des roues est par suite égale aux f du pas, moins le jeu qui varie entre ^ et -nr du vide.
Certains horlogers font commencer le contact entré deux dents un peu après qu'il a cessé entre le couple précédent, de manière à créer des chocs ou chutes qu'ils considèrent comme indispensables pour éviter les arrêts pouvant résulter de l'interposition de matières étrangères dans les engrenages; mais nous pensons qu'il est toujours possible de donner un jeu suffisant, pour éviter les causes d'arrêts, sans être obligé d'avoir recours au choc qui est une cause de destruction.
1 W. De la composition des rouages d'une montre. — Soient fZj, jUa, /:x4 les rapports respectifs des rayons des pignons de la première moyenne, de la deuxième moyenne et de la roue d'échappement à ceux de la roue du centre, de la première et de la deuxième moyenne;
n le nombre des dents de la roue d'échappement;
N le nombre de demi-oscillations ou vibrations^ dans le langage des horlogers, exécutées dans une heure par le balancier*
Comme nous le verrons plus loin, le passage d'une roue de la dent d'échappement correspond à chaque oscillation du ba-
N lancier, la roue d'échappement faisant — tours par heure, tandis que la roue du centre n'en fait qu'un; on a la relation
Si l'on se donne à priori N et n, on déterminera les systèmes de valeurs qui conviennent à ia ^ 'i^stion comme on l'a indiqué au n** 18, en s'imposant les conditions que les rapports Il soient compris entre - et 7^; et réciproquement, si l'on se donne n, |ut„ /ixa, p«, on déterminera la valeur correspondante de N qui servira de base à l'établissement du balancier.
Dans les montres ordinaires (\), n est généralement égal à i5, et il parait convenable de n'accepter pour N qu'une valeur comprise entre 16200 et 20400. Dans les montres marines, ce nombre atteint souvent 22000.
(*) ^ous donnerons comme exemples les diagrammes suivants :
/ Barillet 80 — 10
j Roue du centre 80 — 10 5o — 6
j Première moyenne 76 — 10 5o — 6
\ Deuxième moyenne 70 — 7 5o — 6
i Roue du centre 80 — 10 56 — fi
{b) } Première moyenne 60 — 8 52—6
( Deuxième moyenne 54 — 6 Sa — 6,
ÎRoue du centré 76 — 10 58 — 6
Première moyenne (i4 — 8 62 — 6
Deuxième moyenne 5i — 6 52 — 6
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On reconnaît sans peine que si une montre ne se règle pas bien, par suite de ce que le balancier n'exécute pas un nombre suffisant d'oscillations, il ;faut remplacer une des roues par une autre d'un plus grand diamètre ou, s'il est possible, un pignon par un plus petit.
La denture du barillet doit être calculée en raison du nombre de tours qu'on doit lui faire faire dans le remontage, pour que le fonctionnement du chronomètre corresponde à un nombre de tours déierminé. Généralement, dans les montres, le pignon avec lequel engrène le barillet a dix ailes, le remontage est de quatre tours et correspond à une marche de trente-deux heures. Le nombre de tours que doit faire le barillet en une heure étant vî=i-l' devra êlre muni de^ = 80
dents.
Généralement le diamètre de la denture est égal à i 7 fois celui de la roue du centre et le nombre des dénis de ces deux organes est le même.
150. Des angles d'approche et de retraite dans les pignons. Si nous nous reportons aux notations du n*" 15 et à la j^g. 38,
iRoue du centre 78 ^ — 10 Première moyenne 64 — 8
Deuxième moyenne 60 — 6
ÎRoue du centre 60 — 8 Première moyenne 60 — 8
Deuxième moyenne 58 — 6
Roue du centre 64—8
Première moyenne 60 — 8
Deuxième moyenne 60 — G
Roue du centre 64 — 8
(g) \ Première moyenne . 60 — 8
Deuxième moyenne 56
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nous avons
tang/w(yA = H-5-
° a i-f-fASin*y
ou, en négligeant les puissances de /x supérieures à la troisième,
tangwO'A = 1- (i — fAsin'f ) sin2f.
En désignant par y Tangle au centre du pignon correspondant
au pas, et par iRy le jeu, l'épaisseur des ailes sera -^ y, et
celle des dents de la roue, Si donc le point m est la Hmiie du contact, on a
En exprimant que l'angle mO'A est égal à AO'A', = /x<p diminué du précédent, puis estimant 9 et y en degrés, on trouve
2? = 67,2957 sina^ (i—^^^ cosay ) h- {^— i)y.
Désignons par 9« la valeur de 9 obtenue en négligeant les termes en fx et 1, ou qui vérifie Téquation
(1) 2«p.^ 57,2957 sin 2 «p, -4-1 7.
Si i(f est la correction qu'il faut faire subir à cette valeur pour tenir compte des termes négligés, on trouve
if, *v i
(2) <Î2<p = — i- 57,2957 8in2», '- •
On voit ainsi que 9 = 90 + d<p sera de la forme
(3) ^=A-Bf*-C/,
A, B, C ne dépendant que de l'angle y qui est égal à — 9
4l6 ' QUATRlfiMB PARTIK. — CHAPITIB 111.
n étant le nombre des ailes. En effectuant les calculs, 'on arrive aux résultats suivants :
et Ton voit ainsi qu'entre nr=6 et n — 12 on a à très-peu près
(4) ^=:(57^55-|,7A/)~I4^3fX-22«/.
Lorsque n < 9» Tangle y — 9 étant positif, la prise devra coninnencer avant la ligne des centres, et les ailes devront, par suite, être munies de têtes épicycloïdales; il en sera encore ainsi pour ^ = 9, même en admettant u = Tôf ^ ~tô comm(î valeurs minima.
Au delà, ou pour n^io, il suffira de faire commencer la prise à la ligne des centres et de limiter le contact à une distance de cette ligne égale au pas pour donner une plus grande épaisseur à Texlrémité des dents de la roue, et rien ne s'oppose alors à ce que les ailes soient terminées par des demicirconférences.
Nous calculerons plus loin les saillies des dents et les effets du frottement pour les pignons de moins de dix ailes, en prenant pour arcs d'approche et de retraite ceux qui correspondent aux valeurs moyennes |:jt— 7, '=,V ce qui conduira à des résultats peu différents de ceux auxquels on arriverait dans les cas extrêmes; on trouve ainsi
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151, Saillies des dents. — Reportons-nous au n*» 15 (p, 4?) dont nous conserverons les notations, en y supposant /:jt =7 et i=^Tâ*^ nous aurons
^ ^ .( /, zrr),a, ^ = 0,333a,
en posant
V=o,o84/iri — cos — jj )i= 3,84 -"•
En ayant égard à ce qui précède et en se rappelant que l'on ci ûj = o, t. = I pour /» ^ o, nous avons formé le tableau suivant :
lO
On voit ainsi que la portion utile des saillies des pignons est une fraction assez sensible du pas pour qu'il soit nécessaire de donner à leur profil, sinon la forme épicycloïdale, du moins approximativement celle de deux arcs de cercles tangents aux flancs. La tête, dans les pignons de huit et neuf ailes, ne jouant qu'un rôle secondaire, rien ne s'oppose à ce qu'on la repré sente par une demi-circonférence.
Pour trouver le rayon du noyau du pignon, il suffira, dans
l'expression de (R — /'), de remplacer a par sa valeur •
152. Épaisseur des dents de la roue à leurs extrémités. — Dans le cas actuel, l'équation (9) du n*> 15 (p.5o) prend la forme
4îr
, , /iTTSin
^2 1 2— cos "^ -H Jsin ) •
III
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Il est inutile de l'appliquer pour n = 6, 7, 8, 9, puisque les angles de retraite ont été calculés dans ces hypothèses en supposant e', = 0. Pour n = io elle ne donne pour e' — e\ qu'une valeur ne différant dee'==o,567a que d'une quantité de l'ordre de l'approximation que suppose celte même formule, ce qui revient encore à considérer e\ comme nul ou négligeable.
Pour n= 12, on a
4'où Pour n = i5, on a
d'où
153. De V influence du frottement dans les trains d'engrenages. — Nous allons traiter cette question d'une manière générale pour arriver ensuite aux applications que Ton en peut faire à l'horlogerie. Nous supposerons que dans le train il n'y a jamais à la fois qu'un couple de dents en prise entre un pignon el une roue.
Soient
Ra, ru les rayons respectifs de la w*'"** roue et du m""* pignon; Pu la normale commune aux dents de ces deux organes; N« leur réaction normale ;
Ou l'angle formé par cette normale avec la ligne des centres; Qa Ra le moment des forces qui agissent sur le ii"'"' rouage; / le coefficient de frottement des dents en contact, supposé le même pour tous les organes; r«
Si l'on applique ici la méthode exposée au n*» 97, on trouve, les signes supérieurs et inférieurs étant respectivement relatifs
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au cas où le contact a lieu après ou avant la ligne des centres :
Q, -N.[sine.±/^cose.±g-)] = o, 0, +N. ^[sin9,±/(cos9,rpJ^]
- N, [sin 9, ± / ^co89, ± g) J = o, Q, + N, J^ [sin9,±/ (cos9, =f: ^')] \ - N, [ 8in9, ± /(cos93 ± 0] = o,
N.., ^ [sin9,.,±/(cos9,.,q
- N,_, [sin9,_. ± /(cos9,_, ± £^y^ = o, Qs + N... ^ [sin9,.. ±/(cos9,_. ^ ^)] = o.
Si Ton pose
ia„ = sin0„-+-a^^COS0„, P„=g^(sin9„-^p>s9j,
les formules précédentes deviennent
d'où Ton lire
"^ a. CL ex. '
M., lAj Utj
valeurs dont la loi de succession est facile à saisir. Les 5 — i premières équations (i') suffisent pour déterminer N,,..., N,_, ; et, en substituant ces valeurs dans la dernière des équations précitées, on trouve la relation
dont le terme général du premier membre peut être représenté par
Si maintenant on néglige le carré du coefficient de frottement, on a
a,a2...a„_,= sinO,sin9,...sin0„_, fn-2 ^«^^^0' P»P«+. • • • P... = sin9„sin9„^. . . . sinô,
X (i-^ 2 ^'" ^^*'®») ^« ^«^'' • • ^'-' R^' et l'équation (2) peut se mettre sous la forme suivante :
.,. \ 2Q„f^„...F,-,R„(l-+-a'. COt0,-+-...-+-a;_,COt0^,
Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralités, et nous allons immédiatement étudier le seul cas particulier dont nous ayons à nous occuper dans ce qui suit.
Supposons que le mouvement soit varié, et soient A« el 9, le moment d'inertie du m'*'"' rouage et l'angle dont il a tourné
à partir d'un instant quelconque pris pour origine. On a d'où
riu9 fis étant deux constantes arbitraires. D'autre part on peut écrire
(6) Q«R„ = Q;Ru-+-(7.«u-A„2'',
(y^ Ru étant le moment des forces extérieures agissant sur le jj^ième rouage, et ^« Ru celui du frottement développé sur son axe. L'équation (4) devient par suite
X(lH-a'.COte.4-...-+-a'^_^COt0„_. + p;^COt0„+...+ P;^,COt0,.,) x(l-H<COt0,-f-...-ha|^_^COtô„_,-hf|^COt0„-h...-h6'^_^^COtÔ,_,).
Si les pivots ou tourillons sont d'un diamètre suffisamment petit, on peut, comme première approximation, négliger d'abord qu devant Q',, ce qui donne
/ 1 -h a', cote, -h . . . -+- a„_,C0t9^,\
dt^ / 1 -H a; cote.-i- . . . -H <_,cote„_,Y •
Les actions mutuelles normales seront données par les formules (c), dans lesquelles on remplacera
0„ par 0:,-^>,...F,-5^.
puis
dt^ par sa valeur (8), de sorte que finalement elles seront expri-
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mées en fonction des forces équivalentes aux forces extérieures agissant sur ce système et des éléments géométriques de ce système.
On peut supposer la force Q'^ parallèle à la résultante des forces extérieures agissant sur le u'^'"" rouage, à laquelle elle est équivalente, et représenter par suite cette résultante par ^//OL» Kl désignant une constante.
Si, pour éviter toute ambiguïté, on désigne pfr -f- Nu, -i-/N„ l'action normale et le frottement résultant du M'*'"' système sur le(M-f-i)'*'"' système, par — Nu, —/Na les réactions correspondantes du second système sur le premier, on voit de suite, en employant la notation connue des sommes géométriques, que la pression exercée sur le lô''"* axe sera
(9) QL-^N„-.+/N„_.-N„-/N,,
expression dans laquelle on éliminera -y!^- au moyen de la
formule (8).
En négligeant le cube du coefficient de frottement, le produit de la pression précédente par ce coefficient représentera le frottement sur le pivot, et Ton obtiendra qu en le multipliant par le rapport du rayon du pivot à R„. En portant cette valeur de qu dans Téquation (7), il en résultera une équation différentielle du second ordre en (p„ qui ne dépendra que des forces extérieures 0« et des éléments géométriques de l'équipage. •
154.. Des chocs dans un équipage de roues dentées, — Supposons que le système tournant 0, reçoive un choc de la pari d'un autre système tournant, étranger à l'équipage considéré. Pendant la durée du choc. Bu ne variera pas d'une manière appréciable; les forces continues seront négligeables; on ne devra tenir compte que de la force Q'^ équivalente à l'action normale au contact et des frottements qu sur les axes résultant de la percussion. Or, si l'on ne considère que le cas de chocs peu violents, on pourra calculer ja sans tenir compte
de l'inertie, et, d'après ce que Ton a vu précédemment, ^
sera une consiante pendant loule la durée du choc. Si donc
on désigne par w^, w^ les vitesses angulaires -^> avant et
après le choc, Téquation (7) donne, en intégrant pour toute la durée de la percussion,
'»;-«j2(^„...^t.,_,)U„;i + a',COtÔ,4-...-^a;_^COt0„.. + f'„COtG„-4-...-+-p;_^
X (l -h a', COtô, -f- .... -h <_,COt0„., -h ^;,COt0„-4- ... -h P,_, COtO,.,) /Q; R///.
On voit ainsi que Teffei du choc sur l'équipage est le même que si le 5'''"* engrenage, étant supposé complètement libre, avait pour moment d'inertie
2(p„...f.^_,)^A„(i-4-a', cote, -+-... H- fi'„cot0„...) (,o) — — -,
I X (l -+- a, COtO, -H . . . -Ha',_jC0t9„_, -h ^',^COt0„-l- ... H- (^^._,COt0,_,] )
expression que Ton pourra simplifier dans un grand nombre de cas, lorsque les pivots auront un diamètre assez petit pour
que Ton puisse négliger les rapports ^'
155. application aux engrenages à flancs. — Soient 4'tt> 3^« les angles respectifs que forme le flanc d'un pignon avec la ligne qui joint son centre à celui de la «/'•'"• roue, selon que le contact se trouve au delà ou en deçà de cette ligne; ^'„, x„ les limites maximum de ces angles qui correspondent aussi aux arcs de retraite et d'approche. Le dernier de ces angles sera seul supposé suffisamment petit pour qu'on puisse, sans erreur sensible, le considérer comme égal à son sinus ou à sa tangente.
On a, selon l'un ou l'autre cas,
®« = 9o°-^«, ô« = 9o°-fx„Xu.
On reconnaît facilement qu e, au delà de la ligne des centres, on a
< = /(i + fJ, ^L = o»
et que^ en deçà de la même ligne,
On peut donc écrire
««cot9„=(i-4-fx„)tang^„,
et réqualion (8) devient par suite
X [i-^/(i-+-f^i) tang^, -h. ..-+-/(!-+- f*„.,)tang>^„_, (,,) J --/(n-f*«)tangx„-...-/(i-^/x^,,)tangx,_,]
X [n-/(i-+-fx.) lang^^, -h. . .-h/(i-4-f*„..) tang^I/„., -/(i-^f*«)tangx„-...-/(i-f-fA,_,) tangx,.,].
Nous supposerons dorénavant que qu a été calculé comme on Ta indiqué plus haut, mais en négligeant le frottement/ et en supposant que le contact a constamment lieu sur la ligne des centres, hypothèse plausible, en raison de la petitesse de Çu que Ton rend ainsi indépendant des arcs d'approche et de retraite.
Si Ton remarque que ^'^ ne dépasse généralement pas 47 ou 48 degrés, on peut sans grande erreur remplacer tang ^u par
tangtj;'
— T7— ^ ^u'y en posant
et remarquant que> par hypothèse, on peut écrire x«= langx«, il vient
X [i -4-/(1 -+- u, ) tang4*, -+-.. .-4-/(1 -f- fx„.J tang^p^, (^^) { -/(i-HfxJtangx„-...-/(n-fx,_.)X,.J
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Si l'on remplace Çu par sa valeur calculée ainsi qu'on l'a dit plus haut, que l'on continue à négliger le carré du frotteiïient^ cette équation se met sous la forme
Htt, K„ étant des fonctions des forces extérieures.
156. Discontinuité dans la loi du mouvement. — Supposons que l'angle <ptt soit mesuré à partir de l'instant où la prise a lieu sur la ligne des centres entre le w'*"»' pignon et la u'^"" roue, et soit mu le nombre de dents qui se sont succédé depuis cet instant sur la ligne des centres jusqu'au contact que nous considérons actuellement. On a
pour ou
Au delà de cette limite, >[/« s'annule et ^u, qui était nul, prend brusquement la valeur x„ et suit la loi exprimée par
cet angle devient nul pour
et alors on a pour
et ainsi de suite.
Le second membre de l'équation (8) est donc essentiellement discontinu, et si les forces Q'^ sont continues, les accélérations angulaires --^ et -^ passeront brusquement d'une valeur à une autre lorsque le contact cessera entre un couple
de dénis pour être remplacé par la prise entre les dénis du couple suivani.
La différence entre ces deux valeurs successives d'une même accélération angulaire pourra, dans certains moments, devenir comparable à chacune d'elles, dans un train composé d'un nombre suffisant de rouages, lorsque les arcs de retraite et d'approche auront des valeurs notables. On conçoit, en effet, qu'il puisse arriver que, à des époques périodiques, les arcs de retraite atteignent simultanément leur maximum; les termes en a^, qui seuls existaient, s'annulent subitement et sont remplacés par des termes en (3'^, de signes contraires aux précédents, dont la valeur absolue atteint son maximum lorsque l'approche commence. On atténuera cette discontinuité en réduisant les arcs de retraite et d'approche, et même en supprimant ces derniers lorsque l'on pourra se contenter de faire commencer la prise à partir de la ligne des centres.
La vitesse angulaire ~t par suite —*> restera continue,
mais suivra une loi différente, lorsqu'un couple de dents passera de la retraite à l'approche et inversement.
Si les Qa sont constants en grandeur et en direction, les coefficients H« et Ka seront constants, et l'on pourra, après avoir remplacé ^^a Q\.iu par leurs valeurs (a) et (6), intégrer l'équation (8) en la multipliant par rfcp,, ce qui donnera la vitesse angulaire -i^j et l'on en déduira la valeur du temps par une quadrature. Mais il ne faudra appliquer la valeur finale ainsi obtenue qu'à des déplacements angulaires suffisamment petits pour que, dans leur intervalle, le contact d'un couple de dents, à l'approche ou à la retraite, ne vienne pas à cesser. On pourra ainsi obtenir les valeurs successives de t de proche en proche, et par suite celles de cp« en fonction de t au moyen d'une Table résultant du calcul précédent.
137. De Vinfluence du frottement sur le mécanisme d'une montre. — Proposons-nous de déterminer l'accélération que prend la roue d'échappement, par suite de la détente du ressort moteur, lorsque, après être partie du repos ou du léger recul qu'on lui fait subir , elle vient rencontrer l'échappe-
ment. Nous nous reporterons pour cet objet au n° 146, dont nous conserverons les notations en y supposant s =5»
Les engrenages n'étant jamais lubrifiés, nous pourrons prendre /= 0,20 pour les coefficients du frottement qu'ils développent entre eux.
Le coefficient de frottement/, des pivots en acier sur des trous en rubis n'ayant pas été déterminé, nous le prendrons égal à 0,16, chiffre un peu supérieur à celui qui s'applique au cas d'un graissage peu entretenu, afin de tenir approximativement compte de la résistance due à la viscosité des huiles, et qui augmente à mesure qu'elles vieillissent, résistance sur laquelle on n'a aucune donnée expérimentale.
Pour ne pas compliquer inutilement nos calculs : 1° nous ferons abstraction de l'inertie, du barillet et du ressort moteur, en raison de leur très-faible vitesse par rapport à celle de la roue d'échappement; 2° nous négligerons de la même manière l'inertie du système des minutes et des heures; 3° nous devrons tenir compte de l'inertie de la première et de la seconde moyenne, qui, malgré une vitesse de rotation bien moins rapide, donne des termes du même ordre de grandeur que l'inertie de la roue d'échappement, dont la masse cependant est très-faible; 4"* nous considérerons comme négligeable le frottement du canon de l'aiguille des heures, attendu qu'il est réduit à peu près à son minimum, et, comme nous avons fait la même hypothèse relativement à l'inertie du système des aiguilles, il s'ensuit que la quote-part de la force motrice qui met en mouvement leur système peut sans inconvénient être supposée nulle ; 5° pour nous affranchir des irrégularités brusques signalées au n" 147, et qui sont d'ailleurs atténuées notablement, relativement à l'unité, par le facteur/ dont elles sont affectées, nous remplacerons chaque groupe de termes, fonctions des arcs d'approche et de retraite, par la demisomme des valeurs extrêmes. Nous supposerons de plus, dans les mêmes termes, les coefficients (i 4- fXu) égaux à ^, ce qui revient à faire abstraction de chacun de ces coefficients en augmentant de j la valeur de / qui sera ainsi portée à 0,22. En opérant ainsi, on n'altérera pas d'une manière appréciable le résultat final.
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Cela posé, la formule (12) du n'' 155 donne
(S7[As(l^-/-s)-HA,^Ul-^/-J-^A3fx5fxJ(l + /-3)]
En posant
Â\= o, II ( tangf, -f- tang^^; -4- tangua -h tang^;/;), /', = o, 1 1 ( tang^;/', -4- tangf, + t^ng-i^', - tangx*), A,= o, 1 1 ( tang-y, H- tangfa - tangx'3 - tang/*), /', = o, ï I (tangf, - tangx; — tangx'3 — tangx*), A-, =- o, 1 1 (tang/;, -h tangx; -+- tangx^ -+- tangx^).
La valeur de chacun de ces coefficients sera comprise entre celles qui correspondent aux cas extrêmes dans lesquels les pignons ont six et douze ailes, ce qui suppose d'une part ^j;'=45", x'='5°, et de Tautre ^'=3o°, x'=o. On trouve ainsi que
/•j est compris entre 0,484 et 0,254 /"^ » o,3oo et o, 190
^3 » 0,161 et o,ia8
/', » 0,022 et 0,064
/', » --0,080 et 0,000
On voit que, si l'on substitue aux valeurs exactes de ces coefficients leurs valeurs moyennes, on ne commettra que des erreurs dans les centièmes, et nous ne nous proposons pas d'obtenir une plus grande approximation.
La formule (i) devient par suite, en supprimant dorénavant l'accent de la lettre q pour plus de simplicité,
( ■;y^Mi,4A,-+-i,2fx5A,-M,if*5fAÎA3) (a) ^
1 = 1,4^5^5 -+-I»2fX,<7,B^ -h 1,1 U^f;.373R3
V -f-I,o3/x,/X3f*,<7,R,-HO,95fx,P3P,fX,R,(Q',-4-9r
Pour calculer les g«, qui sont de très-petites quantités, nous négligerons, dans l'évaluation des pressions sur les axes, les frottements, nous supposerons que le contact des dents a lieu
moyenne
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constamment sur la ligne des centres, ce qui n'altérera dans les résultats que les décimales que Ton néglige, et nous ferons abstraction de l'inertie des pièces. Nous obtiendrons ainsi
Les pressions sur les axes Oi,..., O5 seront par suite, en négligeant devant l'unité le rapport du rayon d'un pignon à celui de la roue,
P =N" — N" = N = ^'^^ (V P=n" — 1^ = 1^— ^' ^a ^^ 0' i',_JN3 i\ ^^-R^R^^»' ^^-^* ^^ ^^-R,R3R, ^'*
Soit Pu le rayon des tourillons de l'axe 0«, on aura, en négligeant le cube du coefficient de frottement/i et en ne considérant que le cas où, par suite de la position verticale du chronomètre, il n'y a pas de frottement contre les épaulements.
Pour donner plus de symétrie à notre formule finale et en rendre l'application plus facile, nous rappellerons que le rapport du diamètre d'un pignon à celui d'une roue quelconque de l'engrenage varie entre des limites très-restreintes; et, comme il s'agit ici de très-petites quantités, nous pourrons remplacer, dans les trois dernières des expressions précédentes, les coefficients de Q'^ par fx„ fXj/iza, [XiiA^iXi; l'équation (2) devient par suite
= Pif*2P3P4Q'lR|
Le rapport ^ étant compris entre o et 2, nous pourrons, par
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approximation, le remplacer par sa valeur moyenne. De plus, nous pourrons, sans erreur appréciable, supposer fjt, = 7 dans les termes dépendant du frottement des pivots. ËnGn, dans le premier membre, nous admettrons, de la même manière, que les deux derniers coefficients numériques sont égaux au premier. On arrive ainsi à la formule
Si l'on suppose
g- =0,08, ^=o,o5, ^=g-=o»oi, ^=o,oo5,
ce qui est un cas usuel, on trouve
r//-' ^' 9A,+ aîA,^f.,>5A3' d'où, pour le rapport du travail produit au travail moteur,
i(A,-^^îA, + p?^5A,)(^)'
de sorte que le frottement absorbe 4i pour 100 du travail moteur.
Dans les montres marines, R, doit représenter le bras de levier variable de la traction exercée par la chaîne sur la fusée; mais il faut tenir compte du frottement du pivot du barillet dont nous désignerons par p', le rayon, et que nous calculerons en admettant que la pression moyenne soit la même sur son axe et celui de la fusée; le rapport moyen de R, au rayon du barillet étant pris égal à f , le terme relatif au frottement dont il est question se déduira du terme semblable qui se rapporte à la fusée en y changeant /Jtip, en i/Jt,p',. D'autre part, les pignons ayant tous douze ailes, au lieu des moyennes valeurs de kai il convient de prendre les valeurs inférieures;
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on obtient ainsi
Si nous admettons les données ci-dessus, en remplaçant R. par la moitié du rayon du barillet, ce qui doublera les valeurs des
rapports ~- donnés plus haut, en prenant p\ = p„ on trouve
également que le frottement absorbe ^i pour loo du travail moteur.
158. Du choc de la roue d'échappement et de l'échappe^ ment. — Si nous représentons par Q'^ la force tangenlielle à la circonférence de rayon Rs équivalant à la réaction de l'échappement sur sa roue, la formule (2) sera remplacée par la suivante:
On trouverait, comme plus haut et dans la même hypothèse de simplification,
et, en opérant comme au numéro précédent, on reconnaît que Ton a
y,K,= -o,ii5Q;, ry,R^ = -o,Il5^S 5'3Ï^3 = ~o>lï5-5i-,
r4 rz r\
<7„R,= — o,ii5— 5^, ^,R, = -o,ii5 — 5l
^' ' f*3P4Ks f*2f*3f'4."5
Enfin, si Ton donne le même coefficient numérique 1,4 a A,
et As, on aura
Dans le cas particulier examiné plus haut, . cette formule devient
d'où, en désignant par &> et &)' les vitesses angulaires de la roue d'échappement avant et après le choc
On voit ainsi que l'effet du choc sur le corps de rouages est le même que si la roue d'échappement, considérée comme libre autour de son axe, avait pour moment d'inertie
I = o,8o(A,-hf*JA,-f-p3>JA3),
qui n'est que les \ de ce qu'il serait s'il n'y avait pas de frottement.
CHAPITRE IV
159. Généralités. — A une ou deux exceptions près, le régulateur d'un chronomètre est en principe un solide animé, autour d'un axe fixe, d'un mouvement oscillatoire isochrone. Si, par des dispositions spéciales sur lesquelles nous reviendrons plus loin, le régulateur, dans chaque oscillation et pendant on temps plus ou moins long, arrête soit une fois, soit deux fois le dernier organe de la transmission pour le rendre libre ensuite, que les arrêts aient toujours lieu pour les mêmes positions du régulateur, le mouvement des aiguilles sera intermittent; mais, leurs périodes de repos et de mouvement étant respectivement égales, leur mouvement moyen sera uniforme, et le chronomètre atteindra le but proposé.
La condition de Tisochronisme doit être remplie, ou du moins à très-peu près, selon la régularité que Ton veut obtenir dans les indications; car l'amplitude des oscillations éprouve des variations par suite des inégalités de la force motrice, des frottements, de la résistance de l'air et des chocs que l'on doit faire recevoir au régulateur de la part du dernier organe de la transmission, pour compenser plus ou moins les effets des résistances ci-dessus et empêcher qu'au bout d'un certain temps le mouvement oscillatoire soit anéanti.
Le pendule à faibles écarts remplit d'une manière trèssatisfaisante, comme régulateur, les conditions ci-dessus; mais il ne peut être appliqué qu'aux chronomètres fixes.
Dans les chronomètres portatifs ou pouvant occuper diverses positions par rapport à la verticale, on est obligé d'avoir recours à un véritable volant, obéissant à l'action d'un ressort dit spiral réglant, dont les deux extrémités sont respective- III. 28
ment encastrées dans la platine et le régulateur, ressort qui doit être établi de manière que, abstraction faite des résistances passives, il produise Tisochronisme.
Dans les montres ordinaires on emploie un balancier en laiton, d'un diamètre généralement égal à celui du barillet, et le réglage s'obtient en essayant plusieurs spiraux plus ou moins longs, jusqu'au moment où l'on arrive au résultat voulu.
Dans les montres marines, au contraire, on se donne le spiral. Pour régler le moment d'inertie du balancier, on enfonce des vis à têtes massives dans l'anneau du balancier, qui est également une donnée (M.
Qu'il s'agisse d'un pendule ou d'un balancier de chronomètres portatifs ou amovibles, la loi du mouvement du régulateur, toujours abstraction faite des résistances passives, satisfaisant à la condition de l'isochronisme, sera déterminée par une équation de la forme
ia) W = -''''
k étant une constante connue, Q l'angle que forme la distance à l'axe de rotation d'un point de la masse avec la position de ce rayon correspondant au maximum de la vitesse angulaire. On déduit de là
[b) 0 = M cosXy H- Nsin^r,
dt
(c) T ==■" ^(MsinX^ — NcosXO,
M et N étant deux constantes arbitraires que l'on déterminera d'après les conditions initiales du mouvement.
Ce que nous avons dit pour le pendule simple ou composé (n°^ 24- et 102 de la deuxième Partie), au point de vue des résistances du frottement sur les axes et de l'air, est appli-
(^) Pour la compensation des pendules, nous renverrons aux Traités de Physique, et, pour celle des balanciers des montres marines, au Mémoire de M. Yvon Villarceau, inséré au tome VII des Annales de l'Observatoire,
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cable aux régulateurs des montres marines et ordinaires, et nous nous bornerons à rappeler que, si elles réduisent les amplitudes, elles n'atteignent pas Tisochronisme.
160. Des différents modes de suspension adoptés pour le pendule. — i° Suspension à couteau, — Cette suspension, semblable à celle des fléaux de balances, qui a été très-employée autrefois, est maintenant presque abandonnée à cause des difficultés d'exécution et de conservation, et parce que, la position du couteau dans la gouttière n'étant pas rigoureusement invariable, le pendule n'oscille pas réellement autour d'un axe fixe. £n raison des faibles écarts du pendule de part et d'autre de la verticale, le moment du frottement du couteau doit être considéré comme constant, et, d'après ce que l'on a dit ci-dessus, il n'y a pas lieu de s'en occuper.
Pour régler le pendule ou pour faire subir à son moment d'inertie les petites variations nécessaires en vue d'arriver à une bonne marche, on emploie upp masse additionnelle ou curseur, que l'on peut fixer par une vis aux différents points du prolongement de la tige au-dessus de la masse principale ou lentille,
a^ Suspension par un fil de soie, — Celle suspension ne s'applique qu'à quelques pendules d'appartement. Le réglage s'obtient en modifiant en conséquence la longueur du fil de soie au moyen d'un mécanisme très-simple à concevoir.
3° Suspension à lames, et de son influence sur le mouvement du pendule, — Cette suspension, qui est la plus usitée, consiste en deux lames élastiques identiques, parallèles, dont les fibres moyennes sont situées dans le plan d'oscillation, encastrées d'une part dans la partie supérieure de la masse oscillante, et de l'autre dans une chape ou monture. Chacune des lames traverse, entre la chape et le pendule, une rainure dont la largeur est, autant que possible, strictement égale à leur épaisseur. Cette rainure détermine, dans le mouvement oscillatoire, un encastrement des lames qui sont placées à une faible distance l'une de l'autre en vue d'éviter les effets de torsion. On emploie diverses dispositions, sur lèsquelles nous n'insisterons pas, pour faire varier la longueur
de la portion des lames comprise entre la rainure et le pendule que Ton règle par ce moyen.
Pour éviter des efifets permanents de flexion qui seraient préjudiciables à la marche et à la solidité du pendule, on fait en sorte que, lorsqu'il est au repos, le plan moyen des deux lames passe par le centre de gravité de la masse. On peut aussi supposer que les deux lames font l'effet d'une seule dont le plan moyen coïncide avec le précédent.
Soient (Jig. igS)
Fîg. 193.
A l'encastrement de suspension ;
AB la forme rectiligne de la lame fictive quand elle est au repos, B étant l'encastrement dans la masse du régulateur;
ABi la forme infléchie de la fibre moyenne correspondant à une position quelconque du pendule, B| étant la position que prend le point B;
Q l'inclinaison de la tangente au point Bi de ABi sur la direction A^ de AB;
Ar la perpendiculaire en A à kx\
X, y* les coordonnées d'un point m de AB,;
Il le moment d'élasticité de la lame;
M la masse du corps suspendu à la lame ;
I son moment d'inertie par rapport à l'axe horizontal projçté en Bi ou B;
/ la distance de cet axe au centre de gravité G de M;
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£ la longueur de la lame dont le rapport à / est une petite fraction.
Nous négligerons : i® les termes d'ordres supérieurs au troisième en 0 et e; 2<> l'allongement de la lame, en supposant AB = ABi, de sorte que BB„ que nous désignerons par/, sera considéré comme perpendiculaire à Kx, et que la vitesse du
point B, aura pour valeur -^x 3® la masse, relativement trèsfaible, de la lame.
Le mouvement du corps peut être considéré comme se
composant d'une translation ^ parallèle à ky et d'une rotation autour de l'axe projeté en Bi.
Le moment du poids Mgf par rapport au point m est
-Mg^(/sin9-+-/-7) = -Mg^(/9-+-/-r).
Le moment de la force d'inertie, due au mouyement de translation par rapport au même point, est
— M -jY (^cos9 4- 6 -— j:), OU tout simplement •
Le moment des quantités de mouvement dues à la rotation par rapport au point m, étant du premier ordre, peut être considéré comme égal au même «moment par rapport au point B; ce qui donne pour le terme correspondant dû à l'inertie
D'autre part, le moment des forces élastiques développées en m est /^jt-^j en négligeant -j-^ devant l'unité. Il vient donc
f— r OU, en remarquant que '' . est toujours une petite fraction.
En intégrant cette équation par rapport à x^ en se rappelant
dy que -j- =:: o et j = o pour ^ = o, on trouve
Comme on doit avoir -^ = 0, j=/ pour ^ = e, on trouve
d'où
. fis
et la première de ces équations devient
Ih
On voit ainsi que Tisochronisme subsiste toujours, mais que la durée des oscillatitf^ns est modifiée par l'élasticité de la lame.
Si Ton considère le pendule comme tournant efTectivemeni autour d'un axe projeté au milieu de AB, l'influence de l'élasticité sera représentée par le terme en /x de l'expression précédente.
La longueur du pendule synchrone sera
, M/s Ih
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et variera plus rapidement avec s que si, la lame étant rigide, le pendule oscillait autour de Taxe projeté en A; de sorte que Ton doit arriver au réglage par des variations de longueur du pendule, moindres que lors des suspensions par couteau et fil de soie.
Si e = o, X est nul ainsi que la durée des oscillations, ce qui devait être, puisque la masse M est invariablement encastrée et qu'elle n'eist plus susceptible d'aucun mouvement.
161. De V influence des chocs dans le mouvement d'un régulateur, —- Comme nous Tavons déjà .dit, on s'arrange de manière que, pendant une oscillation du régulateur, le dernier organe du corps de rouages, c'est-à-dire la roue d'échappement, obéissant à l'action de la force motrice, produise une percussion sur un appendice faisant corps avec le régulateur, pour venir en compensation des effets du frottement et de la résistance de l'air; ce qui nous conduit à étudier les effets d'un choc sur le mouvement oscillatoire du balancier.
a. Hypothèse d* une percussion pendant une oscillation y abstraction faite des résistances passives. — Il nous suffira évidemment de considérer l'oscillation dont l'origine correspond à celle du temps.
Soient
— a la valeur initiale de l'angle d'écart 6; V le temps au bout duquel le choc a lieu;
Q'y «/' les valeurs correspondantes de 0 et ^ • On a, en vertu des équations (ô) et (c) du n** 160,
(i) 0'= — acosXf', w' = ak SÀnlit' ,
Nous rappellerons que, pendant le choc, la position des éléments matériels des corps qui se rencontrent ne change pas d'une manière appréciable; que, après une percussion, la vitesse angulaire du corps choqué supposé mobile autour d'un axe est égale à celle qu'il avait avant le choc, multipliée par un coefficient plus grand que l'unité, qui ne dépend que
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de la position relative des corps lors du choc, et que nous déterminerons plus loin, en nous occupant des échappements. Or on s'arrange toujours de manière que la position relative des corps reste constamment ou à très-peu près la même. D'autre part la fusée élimine les variations de la force motrice, ou, quand on ne l'emploie pas, l'intensité de celte force varie entre des limites assez restreintes pour que^ dans le calcul du coefficient dont il s'agit, elle puisse être considérée comme constante et égale à sa valeur moyenne; enfin, par la force des choses, la vitesse angulaire du régulateur ne peut éprouver que de faibles variations; de sorte qu'on peut, sans grande erreur, considérer ce coefficient comme constant.
Nous devons donc supposer, dans les deux équations (6) et(c)dun<»160,
.0=0', -^ =(i-4-e)«/, pour t = t\
€ étant une constante que nous supposerons très-petite. Ces deux conditions permettent de déterminer M et N. et l'équation (6) devient
(2) 0 = — a(i -h e sin'A-^) co^kt -+- -— sinaX/'sinX'/.
Soient T le temps qu'emploierait le balancier à exécuter
une oscillation s'il n'y avait pas de choc; Ti la durée réelle de
Toscillation que nous considérons, ou la première valeur qui
dB annule la valeur de -n donnée par l'équailon précédente;
nous aurons
(3) tangX'fj =
Si B' < o> on a si 0'=:o, on a si 6' > o, on a
a(i-r esin'X-/') /T, <7i ou T, <T; XT, = 7r ou T, = T; XT, > TT ou T, > T ;
en d'autres termes, le choc diminue ou augmente ou n'altère
pas la durée de ^oscillation selon qu'il se produit aidant ou après le milieu de r oscillation ou en ce milieu lui-même.
Pour mieux voir de quelle manière T, varie avec 6\ nous négligerons le carré de e, et nous obtiendrons, en ayant égard à la première des équations (i),
,4, x,=T(,.£|M^)=T(..Lï^/;ri:).
Il suit de là que le maximum et le minimum de ï, correspondent respectivement à 9'= - ^2 et à 6' = v^2, c'està-dire à deux positions du régulateur symétriques par rapport à sa position moyenne, et qu'ils sont compris dans la formule
Pour trouver l'amplitude «i de la demi-oscillation descendante qui suit celle que nous considérons, il suffit de poser t = Tt et 0 = a„ dans l'équation (2), ce qui donne, en ayant égard à la relation (3), et continuant à négliger le carré de €,
a, = a(i-h6Sin*XY').
Si l'oscillation suivante ne comporte pas de choc (comme dans l'échappement libre à ressort), sa durée sera T, et la différence T — T, entre les durées de deux oscillations successives ou de deux battements consécutifs (') sera du premier ordre; si, au contraire, elle est accompagnée d'un choc (échappements à ancre et à cylindre) correspondant très-sensiblement aux mêmes valeurs de ô' et s, la durée Ta de cette oscillation, qui se déduira de la formule (4)> en y remplaçant a par a„ ne différera de T, que d'une quantité du second ordre, puisque a— a, est du premier ordre, et la différence entre
(*) Le bruit sec ou battement qui se produit à intervalles égaux dans les chronomètres n'est pas dû aux chocs que nous étudions, mais à celui de la rou6 d'échappement , lorsque, après avoir choqué le régulateur, elle perd sa force vive, ainsi que celle de tout le corps de rouages, en butant contre l'arrêt que l'on appelle repos.
les durées de deux battements consécutifs sera du second ordre (•).
6. Hypothèse d'un choc et d'une résistance constante.— k\x lieu de Féquation (a) du n*»169, nous aurons une équation de
|3 étant une constante; mais on voit alors que les formule:^ relatives au cas actuel se déduisent de celles du précédent, en ajoutant |3 à Ô', —ol, a,; on obtient ainsi
i' ô'-hP = -~{a~p)cos/-r',
(^ -fr-p = — ^a — p; cusA-t ,
a, = (a — pj (i-H sin'Xf) — p.
. Si l'on s'arrange de manière que l'on ait
sin'Xr- ^^
(*) Il nous a paru intéressant d'examiner l'hypothèse de deux chocs pendant une même oscillation, quoiqu'elle ne se présente pas en horlogerie. Soient t^' le temps au bout duquel se produit le nouveau choc ; M", N" ce que deviennent M et N après ce choc, et admettons que le coefficient e ait la même valeur pour les deux chocs.
En faisant le même raisonnement que dans le texte, nous aurons
M cos^r"-f- N smht"=Wcoskt"-^l!{" cosÂr", ( , ^ £ ) [_ M sîn Ar" H- N cos A^" ] = ■- M" sin Af " H- N" cos /^r\
Si nous désignons par T" la durée de l'oscillation, nous aurons, en ayant égard aux valeurs de M et N, à celles que Ton déduit pour M" et N" et négligeant le carré en e,
tang^T"= Tpr = {sm2kt' -h sin 2 ht"),
d'où
r'rrrTfl ~ (siu 2 Af -t- siu 3 Â^')! .
On voit, d'après cela, que par le second choc on peut atténuer l'influence du premier ou la rendre du second ordre. Il suffit pour cela que les deux chocs aient lieu symétriquement par rapport au milieu de l'oscillation; car alors kt'-^kt" ne différera de it que d'une quantité de l'ordre e, et par suite T" — T sera du second ordre.
Tamplitude des oscillations ne ',Yariera pas, et, si les oscilla* tiens successives sont accompagnées chacune d'un choc d'un côté ou de Tautre, mais à égale distance du milieu, leurs durées seront toutes égales, etle chronomètre atteindra très-sensiblement son but.
c. Hypothèse d'un choc et d'une résistance proportionnelle au carré de la vitesse, — Reportons-nous aux considérations du n<» 24 (IP Partie, t. 1), et conservons les mêmes notations. Nous aurons
(6) { -j = — |aU-^7sin/^^'H ^ sin2Xf'H-asinA/.
# Un écart quelconque après le choc étant désigné par 0, il faut que Ton ait pour t^=V
Si nous posons, comtne au numéro précité,
nous aurons, en substituant dans les formules précédentes, et identifiant les termes semblables en y, et faisant / = /',
(a) 0o=--acos^r', T-T- = a(i^-e)sin/^/',
ri ut
* / 0, = aU^(-|-+-|cos^^'-icoS2^^),
'^) j 1^ = (x-^g) ^^ (-2%inA7'-;sin2Xr),
Il est évident que 60 n'est autre chose que la valeur de d dans rhypothèse y = o, et que sa valeur est fournie par l'équation (2), soit
(7) 00= — a(i -f- ssin'X-/')cos/-^ H sin2X-^ siiiX"/.
Les conditions, (y) jointes à la troisième des équations (8) du
n*> 24 de la première Partie, donnent 6,= o; il ne nous reste donc qu'à déterminer Oi au moyen de la deuxième de ces mêmes équations, qui devient, en vertu de la formule (7) et de l'approximation adoptée,
— i z= — PU^-i [( I -+- 2esm^kt') — (1 -h 26 sin'A^') cosifit -+- s sin^kt' sina/l
équation dont l'intégrale générale est
9, = M'cos^f-f-N'sin/'^
— (i-h aesin^X^f') r cosaA/ -+- — smikt h
TA' et N' étant des constantes déterminées par les conditions (j3) qui donnent
11 vient donc »
-i-ssinXt[^— -hjaX^VsinXf'sin^^^ - ^7(1+25 sinU/') r —• (i-h 26 smA'f ) C0S2AT H — -^ sm2Ar sin2At,
d'où
-Î7 ^ = - sinX/(-i~ s sin^At' -hfaXN -+-|aX'7s sin'X/ ) a A" at
(9) { , /sin^/-^' , ,, . , . . ,kt'\
— |aX*7(i -i-26 sm^X-r')sin2X/-+- je7aA^sin2//'cos2X/.
Pour trouver la durée T, de l'oscillation, ou la première des
dQ valeurs de / qui annule -t-î il suffit de poser
t = T„ XT, = XT H- a: ;:= TT H- ^,
X étant une quantité du premier ordre, et en opérant ainsi on trouve
(lo) T,= t|h- ^[(i-6sin»^^)sin2X7'H-|aX'7sinX-r']|.
A l'examen de celle formule, on reconnaît que la résislance de l'air ne modifie pas les conclusions du premier cas examiné. Enfin les formules (8) et (lo) donnent pour la valeur de la demi-oscillation suivante ai
a, = a(i -+- 6 sin'/r — |a/'7 — la/'7&).
Si Ton fait intervenir le choc dans des conditions telles que Ton ait
ce qui sera toujours possible lorsque e sera supérieur à ^olIo-^^ les amplitudes successives n'éprouveront que des variations du second ordre et par conséquent très-petites.
rf. De Vinfluence du choc en tenant compte simultanément des deux résistances. — Les formules relatives au cas général s'obtiendront en retranchant |3 de 0 et — a, et comme dans la formule (lo) a n'entre que dans un terme du second ordre, il s'ensuit que la résistance constante ne modifie pas la durée de l'oscillation résultant de l'hypothèse d'un choc et de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse, aux termes du troisième ordre près.
En résumé : i** lorsqu'un choc intervient pendant une oscillation, la durée de l'amplitude du balancier éprouve des variations du premier et du second ordre, et ia variation du premier ordre de l'amplitude vient plus ou moins en compensation des effets des résistances passives.
2° Si.chaque oscillation est accompagnée d'un choc, la différence entre deux battements consécutifs est du second ordre.
3° La suspension à lames du pendule n'altère pas l'isochronisme, mais modifie la longueur du pendule synchrone.
Du pendule conique
Lemme. — Un pendule conique formé d*un corps homogène
de révolution dont le point fixe se trouve sur l'axe se meut suivant la même loi que le pendule synchrone.
11 est clair que la solution du problème du pendule conique composé se trouve dans les formules (3) et (4) du n° 110 de la deuxième Partie (t. I, p. 357) en y supposant n=^o, ce qui donne
. . sin9„
^ ' " smô
(2) r= y/î^^^COS&o-COSG).
, 2 2 sin'0„
Si Ton désigne par X la longueur du pendule synchrone déterminée par la relation
réqualion (2) devient
[1') r= 4/^ (cosôo - C0S9) -4- rl-^s'i-i- si ^''''^^
'• sin^O
Les équations (i) et (2') ne sont autre chose que celles qui caractérisent le mouvement du pendule synchrone, ce qu'il fallait établir.
Si donc Taxe d'un pendule composé reste peu incliné sur la verticale de suspension, son extrémité décrit (n° 27 de la deuxième Partie) en projection horizontale une ellipse dont le centre est la trace de la verticale ci-dessus et dont le plan est animé d'une rotation uniforme dans le sens du mouvement, et de plus la durée du retour à un sommet est indépendante des écarts maximum et minimum, aux termes du second ordre près.
Faisons d'abord abstraction du mouvement tournant de l'ellipse; le pendule pourra régler un chronomètre fixe sans échappement, en engageant son extrémité dans une coulisse horizontale mobile autour de la verticale de suspension et mise en mouvement par le corps de rouages; car l'axe de figure du pendule mettra un temps très-sensiblement indépendant des écarts maximum et minimum pour revenir dans le même plan
azîmulal, et la coulisse sera animée d'un mouvement de rolalîon périodique.
Mais les choses ne peuvent se passer ainsi, en raison de la rotation deTelIipsequi dépend d'ailleurs des écarts maximum et minimum; le mouvement de la coulisse n'est pas par suite rigoureusement périodique, d'où une cause d'inégalités dans la marche du chronomètre.
On doit donc rejeter l'emploi du pendule conique pour les chronomètres qui doivent avoir un certain caractère de précision.
163. Influence de la suspension à lames sur le pendule conique.— Le mode de suspension des balanciers coniques des pendules consiste en deux systèmes rectangulaires verticaux, et identiques aux appareils de suspension à lames employés pour les balanciers oscillatoires ( 161 ), c'est-à-dire qu'ils sont formés chacun de deux lames flexibles en acier de même longueur, maintenues parallèlement et invariablement dans leur plan par leurs extrémités.
La monture supérieure de l'un des systèmes est fixe; la monture inférieure supporte la monture supérieure du second, qui est disposée de telle sorte que les extrémités supérieures, comme les extrémités inférieures, des quatre lames soient situées dans un même plan horizontal; lorsque le pendule est au repos, la monture inférieure du deuxième système fait corps avec la tige du balancier, dont la partie essentielle est une sphère pesante qui termine cette tige.
Si nous laissons de côté les impossibilités physiques du mouvement et si nous supposons que ces lames sont immatérielles, tout en leur conservant leurs propriétés élastiques, nous pourrons dire que la suspension produit le même effet que si elle était composée de deux lames identiques, d'une largeur double des lames réelles, mais de même longueur et de même épaisseur, disposées rectangulairement l'une dans l'axe de figure de l'autre. L'une de ces lames fictives est encastrée invariablement à sa partie supérieure; l'encastrement de l'autre se trouve sur la tangente à l'extrémité- de la précédente, à une distance du point de contact égale à la Ion-
gueur des lames. L'axe de figure du balancier sera ainsi supposé tangent à Textrémité supérieure de la deuxième lame. Nous supposerons de plus {Jig. 194) que les lames sont réduites à leurs axes de symétrie.
Soient
Fig. 194.
o le point d'encastrement delà première lame ;
ox sa verticale;
yoy' l'horizontale menée par le point o dans le plan d'oscillation de la lame;
oz la perpendiculaire en o au plan xoy^ déterminant avec ox le plan d'oscillation de la deuxième lame;
X la longueur des lames, censée très-petite par rapport à la longueur du balancier ;
oa la forme que prend à un instant quelconque la lame encastrée en o ;
a l'angle formé par la tangente ai en a supposé assez petit pour qu'on puisse en négliger les puissances supérieures à la première;
at la perpendiculaire abaissée du point o sur ùi\ on pourra
supposer oa=:û/ = X; Je point t devra alors être considéré comme étant Textrémité supérieure de la deuxième lame qui affecte une forme tm tangente en ^ à at^ dans un plan mené suivant cette dernière direction perpendiculairement au plan y^ox; j3 Tangle formé par la tangente en m, ou par la direction mG de la tige du pendule, avec at;
0 la projection du point a sur ox;
n = aO, z = ma les coordonnées du point m respectivement parallèles à oy et oz;
1 la distance du centre de gravité G du pendule au point m; M la masse du pendule;
A son moment d'inertie par rapport à l'un quelconque des axes principaux perpendiculaires en ma mG;
E le coefficient d'élasticité des lames;
I le moment d'inertie de leur section par rapport à la parallèle au Iqngcôté menée par son centre de gravité;
fx la masse du système rigide formé par la monture inférieure de la lame encastrée en o et la monture supérieure de la deuxième lame ;
g le centre de gravité de ce système que l'on peut supposer placé au milieu de at ;
9 l'angle formé par la tige mG du pendule avec la verticale ;
0 l'angle compris sous le plan vertical passant par oG et le plan zox.
Les angles a et (3 sont évidemment du même ordre de grandeur que 9. L'ordonnée th = ot. s\n a du point t parallèle à ox est négligeable. Quanta son ordonnée — oh parallèle à o/, elle est donnée par
(i) — oA = — («/sina — aO) = yj — >«,
et celle oj de g par
Menons par le point m la verticale mp^ la parallèle mti à at, et soit mr le prolongement de ûm, que l'on peut considérer comme parallèle à oz. Les angles /imr, pmr étant droits,
III. ag
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l'angle dièdre mr de Tangle Irièdre formé par les droites m G, mp, mr est égal à a; el Ton a dans ce même angle trièdre
COSy = COSP COSa, d'où ep' = a'-+- p^
sin p = sin«p cosO ou p = ^ coâ 0 ; on tire de là
(3) P=«ï»cos9, a = YsinO.
Comme j est une petite fraction, nous pourrons négliger
le terme de Tordre des quantités -7-» f*
Soient 31t„ DïLj., Oïi, les moments, par rapport aux parallèles aux axes ox, oj*, oz, menées par le point m, du poids et de la force d'inertie du pendule; X, Y, Z les composantes des mêmes forces parallèles à ces axes.
Le moment, par rapport au point {x^x) de 1^ l^me oa, du poids et de l'inertie du pendule est
mais on peut négliger dans X la composante de la force d'inerlie qui est de l'ordre <p el supposer X = Mg*. La masse /x ne donnera aussi que le moment
car sa force d'inerlie est du second ordre en a et X. On a donc
avec les conditions j = o, -~ = o pour x = o. Si Ton néglige d'abord les termes en X, on a
el pour x = 'kf eu égard à la seconde des relations (3), EI>i=^'0R;„ EIa = EIysin0 = )^arO,;
DBS RÉGULÀTBUBS. 4^1
d*oii, par rélîmînation de dIV, au moyen de la seconde de ces dernières formules
et enfin
En portant ces valeurs dans Téquation (4)> nous ne ferons que nous conformer au mode d'approximation adopté et nous aurons
Elg = 3It..-Y(>-x) + ^[^'(M^,)-M>].
En intégrant successivement entre les limites ^=ro et a? = X, on trouve
,...(?. !^-e|i).»..iv,
Pour l'autre lame, nous aurons
dx
EI^=-^, + Z(^-x)~M^(Ç-z),
dz avec les conditions z = o, ;t- = o pour j; = o, et avec les va
dz leurs z = Ç, ^ = (3 pour j? = X. En opérant de la même manière que plus hauty on trouve
Des deux premières des équations (5) et (6) on tire
/El M^X u.^\ . ,A
.=:3Tl/5sin0--3TL'^cos0H- - (YsinÔ-hZcosÔ), — gg'>î8in0cosG = 3Tl'.cosÔH-3Tl/ySinÔ-+- - (YcosÔ — Zsine).
Cela posé, soient
mq la parallèle à ojr, menée par le point m;
mr^ la trace du plan vertical Gmp qui renferme Taxe du pendule, sur le plan qmr;
mq' la perpendiculaire en m au plan Gmp;
DÏLqfy DïLrf les moments par rapport à mq', mr' des forces d'inertie du pendule;
Y', Z' les composantes de ces forces suivant ces deux directions.
Le moment du poids du pendule par rapport à mq' étant — Mglc^, les formules ci-dessus deviennent
j_fi|^8i„ecos9=31V^--Y'.
Si nous négligeons les termes en X et fi, les équations (7) deviennent
et sont les mêmes que si le pendule tournait librement autour du point m considéré comme fixe, en supposant que son
El
poids se trouve augmenté ^e =-t5 la suspension n'altère donc
pas l'isochronisme.des révolutions et l'on a pour la durée de chacune d'elles
\/«,Lf
d'où l'on déduit les mêmes conséquences que pour le pendule ordinaire. Les formules (5) et (6) donnent, au degré d'approximation convenu, par l'élimination de 3ÎL, et 311/^,
-ysmô, Ç= -cpcosô;
d'où l'on déduit facilement que la direction de la tige rencontre la verticale du point fixe en un point situé à la dis-
tance - de ce dernier^ et qui est par conséquent le centre
de gravité du système des quatre lames.
Nous nous arrêterons à cette approximation; si Ton voulait la pousser plus loin il faudrait remplacer 31tj/, Olty, Y', Z' par leurs valeurs en fonction de 9 et 0, et de leurs dérivées premières et secondes par rapport au temps.
164. Modérateur à ailettes. — Nous ne ferons que mentionner le modérateur à ailettes, exclusivement employé dans les sonneries des chronomètres, et dont il a été question au n" 125. Comme nous l'avons déjà fait remarquer, ce régulateur offre l'inconvénient d'absorber un travail moteur considérable, comparativement au résultat que Ton veut obtenir, et d'acquérir une vitesse qui dépend de l'intensité de la force motrice; mais cet inconvénient n'est pas sérieux pour les sonneries qui ne fonctionnent en totalité, dans une journée, que pendant un temps très-restreint et pour lesquelles une grande régularité de mouvement n'est pas de première nécessité.
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CHAPITRE V
165. Le ressort spiral est une lame d'acier à section rectangulaire, encastrée d'une part dans la virole du balancier et de l'autre à la platine.
Dans les montres ordinaires, la fibre moyenne, qui a une forme spiraloYde, est comprise dans un plan parallèle à la platine à laquelle le ressort est fixé par son extrémité extérieure. Les ressorts de cette forme ont reçu le nom de spiral plat. Il va sans dire que le long côté de la section du spiral est perpendiculaire à la platine.
Dans les montres soignées {Jig. igS) le système de spires
se raccorde avec une courbe qui ramène l'encastrement dans la région diamétralement opposée à celle du point de raccordement.
Le ressort réglant des montres marines, appelé spiral cylin-
driqucy est formé {fig. 196), à l'état naturel, de spires hélicoïdales se raccordant avec deux courbes qui ramènent les extré-
mités de la lame vers Taxe pour s'encastrer respectivement dans la platine et le balancier. Le pas de Thélice est trèsfaible et le long côté de la section normale de la lame est normal à la courbe. Les deux encaslrements se trouvent à égale distance de Taxe du balancier qui est en même temps celui de l'hélice; les deux courbes de raccordement, qui peuvent être considérées comme situées dans des plans parallèles à celui de la platine, font des angles égaux, mais en sens contraire, avec les rayons menés à leurs extrémités ; de plus, en projection sur le plan de la platine, ces lames sont symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle des deux rayons cidessus.
En raison du faible pas de l'hélice, nous pourrons considérer chaque spire comme un cercle dont le plan est parallèle à celui de la platine.
Le spiral cylindrique est le seul que l'on puisse rendre isochrone dans des limites très-étendues de l'amplitude des oscillations ou vibrations du balancier. Nous nous en occuperons en premier lieu en reproduisant en substance les belles recherches de M. Phillips sur ce sujet.
166. Spiral cylindrique. — Proposons-nous de déterminer les conditions auxquelles doivent satisfaire les courbes de raccordement pour que, dans une position quelconque du balancier : 1° les réactions de chacun des encastrements sur la lame se réduisent à un couple; 2.° les parties primitivement hélicoïdales de la fibre moyenne restent sur un cylindre ayant pour axe celui du balancier, ce qui a pour conséquence de rendre constamment symétriques les deux courbes de raccordement par rapport à la bissectrice de Tangle des rayons menés aux encastrements.
Soient (/g-. 197)
Fig. 197.
3ît le moment du couple produit par chacun des encastrements;
[i le moment d'élasticité de la lame;
L la longueur totale du ressort;
/celle de chacune des courbes de raccordement;
o la trace de Taxe du balancier;
A' l'encastrement fixe;
A" le point oii, à un instant quelconque, la courbe partant de A' se raccorde avec les spires.
s une longueur d'arc quelconque du ressort mesuré à partir du point A' ;
po, p les rayons de courbure au point de la fibre invariable
correspondant à cet arc lorsque le ressort est à Tétat naturel et qu'il est déformé; a la distance A'o.
Nous prendrons la direction de k' o pour celle de Taxe des or, A' étant censé situé sur la partie négative de cet axe, et nous désignerons par 6e> 0 les inclinaisons de po, p sur ox.
Nous aurons
Comme po est constant pour Thélice, il en est de même de p et la courbe reste ainsi une hélice en se déformant. Cette équation peut se mettre sous la forme suivante:
d'où
Si a est l'écart du balancier ou la valeur de 0 — 0« pour 5= L, nous aurons
Le moment du couple qui sollicite le balancier étant proportionnel à l'angle d'écart, le mouvement de cette pièce sera isochrone et, en appelant A son moment d^inertie, la durée d'une oscillation sera
AL
Nous supposerons dorénavant que le^ lettres p, 0, s se rapportent uniquement à un point quelconque m de la courbe A' A", en employant la lettre r pour désigner le rayon de courbure de la partie hélicoïdale.
Les équations («),'( fc) donnent, en ayant égard à la valeur (d) de 311/,
Comme les rapports y^i^t ^^^^ toujours très-petits, il en
est de même de leurs produits par a, quand même cet angle est supérieure TT, et nous pouvons ainsi, sans inconvénient, négliger, devant l'unité, les secondes puissances de ces produits, ce qui nous donne
et
( sinO = sinô^ -t- cosô^ —?
I cosO— cosO^— sinO. ^•
Soient maintenant c, c' les centres de courbure aux points m, m' infiniment voisins de la courbe A' A"; Ç, vî et l-hd^, Yi-h dm les coordonnées de ces points parallèles à 0:»? et à sa perpendiculaire Oj. Nous avons ce' = rfp, et la figure donne
d^z= — dp cosô, dn = —dp sinô.
Si nous affectons respectivement d'un accent et de deux accents les lettres qui se rapportent aux points A' et A'', nous aurons, en intégrant,
?"-?'=- r ^cosOds, >,"->,'==- r ^sinBds.
Si l'on intègre par 4)arties en se rappelant que - = ^, on trouve
Ç" = Ç' — p^cosô" -+- p'cosô^ — f si]
sinO^^.
-p''sinG"-Hp'sin6'-h / cosô^.
Soient Cet C" les centres de courbure de la courbe en A', A% le second de ces points devant se trouver sur o A", en vertu de
la seconde des conditions que nous nous sommes imposées. En supposant que le point m se déplace sur la courbe en se rapprochant du point A', on reconnaît que l'angle 0' est Tangle négatif formé avec Ox par le prolongement A'C au delà du point A', et la figure donne
{e) Ç' = — p'cosG'— «, V = — p'sinG',
(/) ?''=(r-.p'')cos0% Ti^^Cr-p^lsinÔ^.
Les équations (4) deviennent, par la substitution de ces valeurs,
l rcosô''-+- a = — l sin0f/.ç, I rsinô''^ / (
Telles sont les conditions qui doivent être satisfaites, quel que soit Tangle a; si l'on y substitue les valeurs données par les formules (i) et (3) en continuant l'approximation adoptée, puis que Ton égale à zéro le terme constant et le coefficient de a, on trouve
(6) / sin0o<^<y=^--r„cosôî — «,
(7) r cosG.^j= r„sin''G^.,
(8) / cos0,5^^ = rjcosô^„-t-r^/sinô';,
(9) r sine,5^ = r;sinô;-/r,cosG;.
Si l'on désigne par x exy les coordonnées du point m, et si l'on remarque que l'on a
dx = — ds sin 0„, dy — ds cos G^,
on reconnaît que les équations (6) et (7) se réduisent à des identités.
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Noos avons maintenant» en intégrant par parties,
Ssoo&^ds=:Ssdjr = sjr—jjrds^ fs&nBds = — fsdx = — sx -^fxds.
Si donc on appelle jt, et x^ 1^ coordonnées du centre de gravité G de la courbe A'mA', les équations (8) et (9) deviennent
r'cosO' r!siii^
r, = --7-. '.= —i— De ces deux équations on déduit
^^-cote», v^r:P7î = 0G=$,
et l'on peut énoncer ainsi les deux conditions auxquelles doit satisfaire chaque courbe de raccordement non déformée :
i^ Le centre de gravité de la courbe doit se trouver sur la perpendiculaire au rayon mené au point de raccordement avec les spires,
2** La distance de ce centre de gravité au centre des spires doit être une troisième proportionnelle à la longueur de la courbe et au rayon des spires.
Pour faire passer par les points A' et A'', supposés donnés, une courbe satisfaisant à ces conditions, on procédera par tâtonnements géométriques en modifiant successivement une courbe tracée au jugé et normale au rayon OA''.
l^fig. 198 représente l'ensemble des deux courbes; à l'état naturel, les points semblables sont indiqués par la même lettre affectée de l'indice i pour Tune des courbes. Soit H le centre de gravité des deux courbes situé sur la bissectrice de l'angle A';OA"=a<p; on a
G,OG = 180*»— 2<p, OH = OG sin^ = -j sin<p,
d'où
2 /.OH = arj sinf.
On peut considérer le ressort comme composé d'un nombre
enlier de spires, commençant et finissant en des points projetés en A", dont le centre de gravité se trouve sur Taxe o, des deux courbes et de Tare A"A% Or le moment de cet arc
Fig. 198.
par rapport au point 0 est égal à 2rJ sinç; d'où il suit que le centre de gravité du ressort entier à l'état naturel doit se trouver sur l'axe du balancier.
167. Spiral plat. — Nous admettrons, comme ceJa a lieu dans la réalité, que le ressort se raccorde tangentiellement avec la virole du balancier.
En considérant A' et A" comme étant les extrémités fixe et mobile du ressort, tout ce que nous avons dit sur les courbes de raccordement s'applique ici à l'ensemble des spires, en supposant que L = /, et que o est le centre de courbure en A".
Nous devrons donc faire $"1=0, yï"=o dans les équations (4) et y remplacer p*' par le rayon donné r; il vient ainsi, en ayant égard aux formules (e).
V COS
sinô^, t^siriô"
cosB ds.
Comme j a pour limites zéro et l'unité, nous ne pourrons
négliger le carré de -r- que si a est suffisamment petit. C'est
le seul cas dans lequel on puisse arriver à quelques résultats et où, comme paraît l'indiquer Texpérience, la condition de l'isochronisme soit remplie d'une manière satisfaisante. On trouve, en opérant comme plus haut,
t cosGli -h a= — I sinQ^ds, Jo
vsinô^ = j j scosB^dSf
V cosô^ = — - i s sinQ^ds.
Il est facile de reconnaître que, comme pour le spiral cylindrique, les deux premières de ces conditions sont des identités, et, en intégrant par parties, que les deux autres expriment que le centre de gravité du spiral à Vétat naturel doit se trouver sur Vaxe du balancier.
On comprend maintenant l'emploi du spiral ramené, la courbe ayant pour objet de placer autant que possible le centre de gravité du ressort sur l'axe.
168. De rinjluence de la température sur le spiral cylindrique. — Supposons que, par suite d'une variation de température, tous les éléments linéaires éprouvent une dilatation relative e, positive ou négative; les rayons de courbure seront respectivement égaux à leurs valeurs primitives multipliées par (i + e); mais les angles polaires 9 ne subissent aucune modification; de sorte que toutes les longueurs dans les conditions (7), (8), (9), à l'exception de a, doivent être multipliées par (i + e), ce qui ne change pas les trois dernières;
mais la première devient
et, pour que cette relation fût admissible avec elle, il faudrait que a==o, ce qui exigerait que les deux encastrements fussent placés sur l'axe du balancier pour que le fonctionnement du spiral fût à l'abri des variations de température.
CHAPITRE VI
§ L — Généralités,
169. V échappement, quel que soille système auquel il appartient ('), est une pièce animée d'un mouvement circulaire oscillatoire qui lui a été communiqué par le balancier.
Les parties de Téchappemenl qui arrêtent les dents de la roue ou qui correspondent aux intermittences portent le nom de repos. Toutefois, dans certains échappements, la période du repos est remplacée, par suite d'une forme spéciale de la pièce, par un petit déplacement rétrograde de la roue, dans un but que nous ferons connaître plus loin, d'où la distinction entre un échappement à repos et un échappement à recul.
Le frottement, la résistance de l'air, etc., auraient bientôt anéanti le mouvement du régulateur, si ce mouvement n'était pas entretenu par la force motrice à l'aide de certaines dispositions. A cet effet, avant qu'un second repos ou recul commence, la dent qui vient de s'échapper va frapper, après que la roue a tourné d'un petit angle, une autre partie de l'échappement que Ton désigne sous le nom de lèvre ou ôUncliné, et communique à cette pièce une petite impulsion dans le sens de son mouvement actuel, impulsion qui est transmise au régulateur.
(•) Nous ne nous occuperons pas ici de Téchappement dit à roue de ren^ contre, qui par ses défauts est généralement proscrit, môme d|ins les montres communes.
En principe, Taction du moteur sur le régulateur devrait se borner à cette impulsion et cesser immédiatement» et, comme nous Tavons vu, Tisochronisme ne serait pas sensiblement modlQé par cette impulsion.
Mais» si la force motrice continue encore à agir sur le régulateur pendant un instant» quelque court qu'il soit» comme son action peut être comparable à celle de la force qui produit l'isochronisme» et qu'elle suit une autre loi» il pourrait arriver que les durées des oscillations successives du régulateur fussent assez différentes les unes des autres pour altérer notablement la marche du chronomètre.
Les échappements qui se trouvent dans les conditions les plus rationnelles peuvent donc se diviser en deux catégories :
1** Les échappements dans lesquels le dégagement entre une denl de la roue et la lèvre correspondante a lieu presque instantanément après l'impulsion communiquée à cette pièce. Dans ce cas» l'échappement peut être monté sur le même axe que le régulateur. Telles sont les différentes variétés de Yéchappement à détente, appliqué aux chronomètres de la marine et aux montres de prix, et qui rentrent dans la catégorie ^es échappements libres ou soustraits à l'action continue de la force motrice.
2^^ Les échappements dans lesquels le contact a encore lieu entre une lèvre et une dent pendant l'impulsion, et qui sont montés sur un axe parallèle à celui du régulateur. L'impulsion est communiquée par l'échappement au régulateur» au moyen d'une disposition qui permet» presque instantanément» le dégagement de cette dernière pièce, devenue libre» pour toute l'étendue du contact de la lèvre et de la dent. Cette condition est remplie par Yéchappement à ancre des montres» échappement qui» quoique libre» est moins sensible que le précédent» en raison de l'inertie, des pièces mises en mouvement et des frottements quelles développent.
Il y a en outre les échappements montés sur l'arbre du balancier» dont le mouvement se trouve influencé par la force motrice pendant tojute la durée du contact de la roue d'échappement et d'une lèvre : tel est Yéchappement à cylindre, qui m. 3o
n'est libre sous aucun rapport; ce qui explique pourquoi, malgré la facilité avec laquelle on l'exécute, il n'est appliqué qu'aux montres ordinaires.
Les échappements à ancre de Graham pour les pendules et V échappement à chevilles des horloges sont soumis aux mêmes irrégularités que le précédent; mais ces irrégularités peuvent être notablement amoindries en donnant au balancier une masse convenable, ce que permet d'ailleurs le dispositif de l'appareil.
Chaque demi-oscillation, à partir du moment où le balancier est arrivé dans sa position moyenne, se décompose en deux parties. Dans* la première, la force motrice, par l'intermédiaire de la roue d'écliappement et de l'échappement, agit sur le balancier, dont le déplacement angulaire est Varc de levée; dans la seconde, le balancier se meut librement sous l'influence du spiral ou du poids du pendule, et décrit, jusqu'au moment où la vitesse angulaire s'annule, Vangle ou arc complémentaire, c'est-à-dire la différence entre la demi-amplitude et Tare de levée. Le balancier revient ensuite sur ses pas en décrivant librement l'arc complémentaire ou la demi-oscillation selon les cas. Dans le premier cas, l'arc de levée suivant est parcouru sous l'action du rouage; la demi-oscillation suivante se reproduit de la même manière que la première, et ainsi de suite.
Avant d'étudier les propriétés des principaux types d'échappements, nous croyons devoir résoudre le problème suivant, dont la solution nous sera très-utile dans ce qui suit.
170. Lebibie. — Déterminer le temps au bout duquel viennent se rencontrer, après avoir été en contact, deux corps tournant autour d'axes parallèles, lorsque le corps choquant part du repos.
Nous supposerons que les deux corp? sont de forme cylindrique, et que les génératrices de leurs surfaces sont parallèles à la direction des axés; le tout revient, par suite, à rai* sonner sur la figure résultant d'une section faite par un plan perpendiculaire aux axes.
Soient {Jîg. 199)
(S), (S' ) les deux corps lournanl autour des axes projetés en 0 etO';
ac et ab les surfaces de ces corps à un instant tel que (S) est en repos et s'appuie en a contre (S'), sans qu'il y ait en ce point un plan tangent commun aux deux surfaces;
&>' la vitesse de (S') supposée constante, ayant lieu de la droite vers la gauche;
9 l'accélération angulaire de (S) également supposée constante, mais ayant lieu en sens inverse de w', c'esi-à-dire de la gauche vers la droite.
A l'instant qui suit celui que nous considérons, le corps (S'), en vertu de la rotation w', se sépare du corps (S), qui luimême prend un mouvement accéléré; mais, au bout d'un temps qui sera très-petit, si, comme nous le supposerons, 9 est très-grand par rapport à o)', les deux corps se rencontreront en ayant, en leur point de contact, le même plan tangent.
Soient
a' b' la nouvelle position de «6;
m le point de contact;
ai la nouvelle position du point de ac primitivement en «•
Posons
0'0fl=a, (yOm = a-h$a,
00^ = a', 6^1 = a' -h Sx'.
Désignons respectivement par
$n=^ = rtOfl,, Sn'= w'r = ^^0^
les déplacements angulaires de (S)» (S') au bout du temps qui s'est écoulé jusqu'au moment du choc.
Soient enfm
d la distance des centres 0» 0';
aT, aV les tangentes en a aux courbes ac et ab;
V, y les angles qu'elles font respectivement avec Oa, O'a.
Nous ne conserverons que les premières puissances des quantités affectées de la caractéristique d. On a évidemment
(i) r'cosa'-hrcosa = e/, r'sina'— rsina = o,
d'où
icosa'^r'-»- cosaiîr— /sina'iîa'— r sina^a = o, sina'^r'— sina^r-j- r'cosa'^a'— rcosa^a = o.
Nous rapporterons respectivement les deux courbes ab et ac aux centres 0, 0' et à l'axe polaire 00'.
Si l'on conçoit que l'on ramène, par une rotation autour de 0', la courbe a'b' en aby on voit que l'angle polaire de m, dans sa nouvelle position, sera égal à oc! diminué de l'angle
mO'a'=aO'a'^mO'a = Sn' — Sa';
on a, par suite,
(a) Sr'= ^V«'- Sn') = r'(^a'- ^/ï'jcotV,
et de même
(a') Sr = {SoL-^Sn)rcoty,
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Si l'on substitue ces valeurs dans les formules (2) et que Ton pose, pour abréger.
on trouve, en résolvant,
r^sinV _ rsinV "'"'
m sinT cosT $fi' •+- cos-V sin (a -h œ^ h- T) ^/i sin(a-Ha'-HV-hV') '
^ , _ m cos V sin ( a H- a'-f- \)Sn'-h sin V cos V 9n ^
"~ /?îsin(aH-a'-j- V-h V)
Soient maintenant (^g^. 200)
Fig. 200.
HP
A, A' les points où les directions des tangentes aT, aT
rencontrent le prolongement O'x de 00'; e Tangle formé par aT avec le prolongement de aT'; I, /' les angles respectifs que font aT avec aO' etaT' avec Oa.
La figure donne
par suite
xAfl = V-f-a, 0'A'« = V'-ha'-7r,
jrA^ = 27r-V'-a',
Pour que le point de contact m se trouve à droite du point a», comme le suppose la fig. 199, il faut évidemment que le point A soit situé entre A' et 0'; dans le ca§ contraire, il suffirait de changer le signe de e.
Si «J est le prolongement de 0 a au delà de a, on voit que
d'où
(d) sin(a-f-a'-+- V) = — sin/; on trouverait de même
^(d') sin(a-ha'-+-V') =-sin/'.
Les formules (3) deviennent, en ayant égard à ces valeurs et remplaçant m par son expression (6),
^ ' ' ; r'sin/cosV'.iî/i'— rsinV'cosV.^/i
r sins
Ces deux déplacements étant exprimés en fonction de on, an! ou du temps t qui est une inconnue de la question, il nous faut une nouvelle relation que nous obtiendrons en établissant la condition que les tangentes aux deux courbes coïncident au point m.
De la formule
[e) cotV = i~ ^ r doL
on tire
pour la variation de V correspondant à celle (5a — ô/i) de a, lorsque Ton va du point a de ac au point de cette courbe correspondant à sa position mux. Au moyen des valeurs [a) et (e), la formule précédente se met facilement sous la forme
(5) ^V= (cos'V- "^ £:) (^a- ^,1).
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On peut simplifier cette expression en remarquant que, si p
est le rayon de courbure de ac en a, d(\ -h a) est Fangle de
dr contingence, et r: Télément d'arc correspondant; de sorte
que Ton a
dV d'où, en éliminant -r- au moyen delà formule {e).
et de même
(6') SY =(^i^^ cos^r- y^^ (^a' - Sn'),
p' étant l'équivalent de p pour la courbe ab.
L'angle des deux tangentes en m n'est autre chose que ce que devient l'expression de e lorsqu'on augmente respectivement V, V, a, a' de ôV, âV, Sa — on, Sx — ôn\ En exprimant que cet angle est nul, on obtient la relation
On voit ainsi que, pour que la collision ait lieu comme nous l'avons supposé, il fautquel'anglee soit très-petit, ce qui est visible a priori, et l'on peut alors, dans les valeurs (4), remplacer e par sine avantd'en faire la substitution dans la formule (7). En remplaçant dans le résultat ainsi obtenu an et dn' par leurs valeurs, on obtiendra une équation du second degré qui permettra de calculer le temps t. Mais nous ne résoudrons complètement le problème que dans le cas où l'angle O'aO est égal à 90 degrés, le seul qui puisse nous intéresser dans la suite. Soient y, / les angles aigus que forment les directions deâ tangentes al, ai' avec la perpendiculaire au rayon Oa, au
point a, menée dans le sens du mouvement de ce rayon. Nous avons
par suite, en vertu de la formule (c),
e = 7' — 7, V = TT — 7—2, '' = 7 — Ê.
Si nous désignons par m l'angle que forme Où avec 00', qui est défini par la relation
tang>3= p,
et si nous substituons dans les équations (4) et (5) les valeurs, en fonction de y, déduites des relations précédentes, des angles qui y entrent, nous trouvons, en ne conservant que la première puissance de e,
' -, ^ C087(sin7--6C0S7)^/? — tangïîsin7(cos7--esin7)^/î'
on
I ^ '—A' ;_ C0S7(sin7 ~ecos7)^/z'— cot>îsin7(cos7H-88in7)^/g
l. = (^a-^«)[a{.^8in'7)-^]
f + (^a'-5«')[Mi-^ cos'v)- p-7^-^ («inav- ^! Jg^)]-
Si l'on élimine Sa et ôa' entre ces équations, puis que Ton fasse
d/i=~-5 dn'=(ù't, on obtiendra une équation du second
degré en t dont la plus petite des racines, dans le cas où elles seraient toutes deux positives, sera celle qui correspond au choc.
Cas particuliers.
I*» La partie du corps choquant qui vient frapper l'autre corps est une pointe aiguë, — Cette hypothèse revient à supposer que la courbe ac se réduit au point qui termine le rayon Oa. Dans les formules {2) il faut supposer dr = o,
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S(x = dn, et en ayant égard à la valeur {a'), on trouve
j r'cos(Y' -¥- ol')Sol' — r* cosY'cos<x'Sn' - rsmoLsinYSn = o, ^^' I /sin(V'-4-a')(ya'-r'cosV'sina'(y/i'-rcosasinV'^/i = o;
d'où, par rélimination de Sa',
(9') r^ cosY' $n' = r cos(T -h a' ^ oL)Sn = — rcosi'Sn
et enfin
_ 2/ w'cosV
~~ r çp cosi'
Si les deux rayons Oa, C'a sont perpendiculaires entre eux, on a, en appelant y' Tinclinaison sur O'a de la tangente au point de contact,
et par suite, pour le rapport des vitesses normales au point de contact,
résultat qui est indépendant de la forme de la surface du corps (S').
Si dans Thypothèse actuelle on divise les équations (9) Tune par l'autre, après avoir fait passer les termes en an dans
le second membre, on trouve, en remarquant que tanga= -?
^Ai' ( I tanga' J
I -+- tanga' tang7' (tanga' — tang
2** La partie du corps choqué qui vient en contact avec le corps choquant est une pointe aiguë. — - Pour obtenir l'équivalent de réqualion (9'), il suffît de changer l'accentuation des lettres, ce qui donne
rcos\.Sn = — r'cosiSn'y /•'w'cos/ /•<j» cosV
et enfin, dans le cas où l'angle O'aO est droit, on obtient éga-
lement pour le rapport de^ vitesses normales au contact
rîp/sin7
wVcosY
Revenons au cas général, en supposant que les rayons de courbure soient assez grands pour que Ton puisse négliger
les rapports -» -, devant l'unité. Si Ton élimine 5a, ôa' entre
P P les équations (8), que l'on néglige les termes en e dans les
coefficients de ôn= -^ > 5n'=&)'/, on obtient un résultat que l'on peut mettre sous la forme
y^siny _ e^ ^ ^
w'cosYtangjQ ~~ [(i -Hsin^v) cosytangïî -t-(n-cos'7)sin7]/
Si l'on remplace dans le second membre t par la valeur
2WC0S7 tang>î
y sin7
résultant d'une première approximation, on trouve
y/8in7 w'cos7tang>î
£^<psin7
w'cos7 tangrj[(n- sin*7) C0S7 lang>3-+- (i h-cos'7) 81117]
Mais on pourra, en général, se contenter de la formule approximative
flp/sin7
w' cosx-taiig>î
formule qui est celle que nous avons obtenue dans les cas particuliers étudiés plus haut.
§ II. — Échappement a ancre.
171. Cette dénomination est due à la forme, se rapprochant de celle d'une ancre marine, affectée par la pièce oscillante qui arrête et laisse échapper successivement les dents de la roue d'échappement. Il existe, pour les chronomètres fixes
et portatifs, plusieurs variétés d'échappements à ancre. Nous noua bornerons à en indiquer les principaux types.
172. Échappements des pendules. — i" Échappement à repos. — - Soient (fig* 201)
Fig. 201.
0 Taxe de rotation de la roue d'échappement dont les dents sont pointues et qui est censée se mouvoir de la gauche vers la droite ;
O' celui de Tancre;
6, a' deux points de la circonférence décrite par les extrémités des dents» pris à égale distance et de part et d'autre du point de contact de Tune des tangentes menées du point 0' à cette circonférence.
Nous supposerons que l'arc a'b est assez petit pour qu'on puisse le considérer comme se confondant avec la tangente ci-dessus.
Les circonférences de centre 0', passant par les points 6 et a', rencontreront la circonférence 0 en deux autres points c et d\ équidistants du point de contact de la seconde tangente menée du point 0".
Faisons les angles bO' a au-dessus de O'b et cO'd' au-dessous de O'c égaux à l'angle de levée qui est au plus égal à 5 degrés.
Soient a eid les points des droites O'a et O'c déterminés par les circonférences de centre 0', passant par les points a* et d'. Les lèvres de l'échappement seront formées par les droites ab et cd. Deux arcs de cercle ef^ gh de centre 0, com-
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prenant entre eux le point 0' et limités respectivement aux deux circonférences ci-dessus, compléteront Técliappement dont ae et ch seront les repos extérieur et intérieur.
h^i fourchette qui établit entre l'échappement et le balancier la relation voulue est une tige légère fixée à Tarbre de l'ancre, parallèlement à la ligne des centres 00', et portant à son autre extrémité une pièce fendue dans laquelle s'engage, sans jeu ni frottement, la tige du balancier.
hdi fig. 20I représente la position qu'occupe l'ancre lorsque le balancier, arrivé dans sa position naturelle ou verticale, est sur le point de commencer sa demi-oscillation ascendante de droite; la dent dont la pointe est en c, arrêtée en ce point, se dégage, puis vient frapper la lèvre en communiquant une impulsion à l'ancre, et par suite au balancier; elle exerce ensuite une pression sur celte lèvre, et se dégage en d! : tout le corps de rouages se meut alors librement sous l'action de la force motrice, mais pour un très-petit déplacement angulaire de la roue 0, limité par la rencontre de la dent a, qui précède a! avec le repos ae sur lequel elle s'appuie pendant tout le temps que s'achève la demi-oscillation ascendante. Lorsque commence la demi-oscillation descendante suivante, le repos œ glisse sur la pointe ai, puis bientôt a et ai coïncident, et enOn la dent a, se dégage et vient frapper aé, etc.
Soient
r' le rayon 60' de la circonférence extérieure de l'ancre; X l'angle de levée supposé très-petit; e l'épaisseur de l'ancre ;
y', y\ les inclinaisons des lèvres d'entrée ab et de sortie cd sur les rayons O'a et O'c.
On voit facilement que
tang7', = \ ) tangy' = > - •
Dans le cas usuel où
on trouve
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Nous allons nous proposer maintenant de déterminer Tinfluence que peut avoir l'échappement sur l'isochronisme du pendule, en examinant, comme si elle était seule, chacune des causes qui peut apporter une perturbation dans la loi du mouvement du pendule.
En premier lieu, occupons-nous du choc qui termine la période de la chute. La vitesse angulaire du pendule ou de l'ancre peut être considérée, à peu de chose près, comme éuïnt la même au moment où le choc a lieu et lorsque la levée commence, puisqu'à ce dernier instant elle atteint son maximum et que, pendant la chute, l'angle décrit par l'échappement est très-petit.
Reportons-nous à la formule (lo) dun*» 170, dont nous conserverons les notations à quelques variantes près.
Soient Wo = 9/, w, les vitesses angulaires de la roue et de l'ancre au moment où le choc commence; rie rayon de la circonférence formée par l'extrémité des dents. Nous pourrons, sans erreur sensible, supposer que le point de la lèvre où le choc a lieu se trouve à la même distance du point 0' que son extrémité intérieure ou extérieure, selon qu'il s'agit de la lèvre de sortie ou d'entrée. Considérons le premier cas, le second pouvant s'en déduire en changeant r' en r' 4- e et attribuant une autre valeur à /. En vertu de la formule précitée, on a
Les déplacements que nous avons supposés très-petits pendant la chute sont respectivement pour l'ancre et la roue
Désignons par ot! l'angle 00' c et par ia' l'angle que forme
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Oc avec le rayon qui joint O au point de la lèvre où le choc a lieu, angle que Ton déterminera au moyen de la formule (10') du n° 171, après y avoir remplacé ô/i' par la valeur trouvée plus haut.
Soient maintenant
<ù, û)', après le choc, les vitesses angulaires de la roue d'échappement et de l'ancre ;
r le moment d'inertie par rapport à 0' du système formé par l'échappement et le régulateur;
I le moment d'inertie, par rapport à l'axe 0, que Ton doit attribuer à la roue d'échappement pour qu'il soit permis de faire abstraction du corps de rouages;
p = rsin/, p'z=r^ cosy' les distances des points 0 et 0' de la normale à la lèvre;
q = r cos/, q' = r^siny celles des mêmes points à la direction de la lèvre;
f le coefficient du frottement développé pendant le choc entre la lèvre et la dent de la roue d'échappement.
La seconde des formules (4) du n*» 151 (première Partie, t. II) s'applique ici et donne, après la substitution de la valeur de wo déduite de l'équation (i) et de celles dep, qfp', q\
t,^ I H- /tans: 7^ ^"1 I4_ ^-— .
i-H/tangv'H- y ^ (tang7'-+-/) tang/J
Comme le rapport j a une valeur très-notable, à plus forte
raison lorsqu'il est multiplié par -71^ on voit que le rapport -r
T OJ,
ne diffère de l'unité que d'une petite fraction, comme nous l'avons supposé au n** 162.
Nous allons maintenant chercher à nous rendre compte de l'influence que peut avoir, sur l'isochronisme, la pression continue exercée sur les lèvres, de l'échappement par les dents de la roue.
Pour simplifier, nous négligerons le frottement, et cela avec d'autant plus de raison qu'il n'est que de 7V environ de la
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pression normale, et que» d'après le tracé adopté en général» son bras de levier par rapport à 0' est inférieur à celui de cette presion.
Soient (^g". 202)
Fig. 202.
0', 0 les axes de Tancre et de la roue ;
a la naissance intérieure de la lèvre de sortie;
m le point de contact, à un instant quelconque, de cette lèvre
et d'une dent; n le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur 00'; rfla distance 00'; 0, ^' les angles O'Om et 00' a ; p' le rayon vecteur O'm; 0' l'angle polaire mO'a; mN la portion dé la normale à la lèvre, comprise dans l'angle
O'mO;
Nous rappellerons que l'angle O'am est égal à tt — /, et nous désignerons par do, ^'0 l^s valeurs de 9 et de 4*' qui se rapportent à la position verticale du pendule. La force motrice, qui varie relativement avec une grande lenteur, peut être considérée comme constante dans une période assez longue. 11 en est de même, par suite, du moment de la force tangente à la roue qui lui ferait équilibre ainsi qu'au frottement dans la transmission. Nous désignerons ce moment par /x.
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Le moment du poids du pendule par rapport au point OS en négligeant l'angle de chute, peut être représenté par F-' i^' — +0 )» /*' étant une constante.
Le principe des forces vives donne la relation
On a
6C^= TT - Ô — ^0^= TT - ô — f -h ô',
Si Ton exprime que les composantes des vitesses normales en m sont égales pour la roue et Tancre, on a
(a) wV 008(7'— G') = wr 008(0 4-4'' — y)
et de même
L'équation (i) devient ainsi^ par l'élimination deo), a)o»
2 L r" 008^(0 -f-^i^'-yu
^ ' . \ 2 L^^T- cosM0.+ >|';-7')J
A l'équation de la lèvre
6iii(7'— e')' nous joindrons les relations
p'sin (>]/'— 0') = r8inô,
^ ' ( p'cos(>I/'— Ô')-+-roo8Ô=r/,
pour déterminer les valeurs de 6 et de 6' en fonction de ^' et
substituer ensuite ces valeurs dans Téquation (i). Ce calcul qui, dans toute sa généralité, présente des difficultés insurmontables, se simplifie considérablement si l'on remarque que les angles vj/'— ij^', = ôi|^, e—d.=i6 et 8' sont toujours assez petits pour que l'on puisse sans grande erreur en négliger les puissances supérieures à la première. L'équation (4) se réduit alors à la suivante :
(4') p' = /(i-^e'cot7');
les équations (5), en se rappelant que ^^-^-69 = -^ donnent
e' = ^f, oô=-coty^f.
Comme le rapport ,-7-^ est toujours une petite fraction, on
peut négliger 6' et i^ ^^"s le coefficient du terme en w'* de l'équation (3). Cette équation devient ainsi
(i'+ 1 Ç cot^y) "^^^^ = - ^ ^r -H p 7 coty^>P';
d'où, en différentiant par rapport au temps,
{5') (l'-^i J ^^^"y'Y^ =-f*^+'-+-p 7 coty.
Si nous posons
nous aurons
Comme nous analysons séparément, ainsi que nous l'avons dit plus haut, les effets des causes perturbatrices, nous ferons abstraction de la chute, et en plaçant l'origine du temps à l'instant où le pendule se trouve dans sa position moyenne, nous aurons
"^ o, -^ = w; pour t = o;
III. • 3i
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par suite
Lorsque la dent est sur le point de quitter la lèvre, vp'— ^\ est égal à l'angle de levée X, et si /i, (ù\ sont à cet instant les valeurs de / et &)% nous avons pour les déterminer
(8j j> =P'+^sin/'^-P'cosX^/.,
Si nous posons maintenant A*' = Ç79 nous aurons pour l'arc complémentaire
eu négligeant le frottement sur le repos, qui, à la période de levée près, n'altère pas l'Isochronisme. En plaçant l'origine du temps à l'instant où cette période commence» on a
"^ = \ "^ = "1 pour / = o, d'où
^'=\cmkt -♦- i (w'.cosA'/, -♦- A'P'sinA'fJsinAï,
j -^ =— >8in/-f H- i (w'.cosA'/.-hX'P'sin^'fJcosXt.
Si l'on désigne par U la valeur de / pour laquelle la vitesse angulaire -^ est nulle, la durée de la demi-oscillation sera
mais comme, en restant dans ces généralités, on ne voit pas nettement l'influence de la force motrice, nous allons procéder par approximation, en négligeant les termes du second ordre
enjî'et c=— j — •
En posant
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sinXY, = -7-7
la première des équations (8) donne
Si la force motrice n'agissait pas sur Téchappement, kx serait égal à - • Posons donc
X étant de Tordre de e et (3'; nous aurons
et par suite
TT . k\
T=— 7 — sarcsin-r-
, / k'V ^,kn'
On voit ainsi que l'influence de la force motrice sur le mou-
Fig. 2o3.
vement du pendule sera d'autant plus grande que la vitesse 6)'», et par suite ramplitûde» sera plus faible.
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Tout ce qui précède s'applique, moyennant quelques modffications, à l'échappement de Graham appliqué aux horloges et dans lequel les repos se trouvent sur une même cîr^ conférence passant par le centre de la roue d'échappement {Jig. 2o3).
173. Échappement à recul de Berthoud. — Dans cet échappement les repos sont remplacés par des arcs de cercle ou reculs tracés de telle manière qu'ils déterminent un déplacement rétrograde plus ou moins sensible de la roue d'échappement et par suite de tout le mécanisme. Comme le recul n'a pour objet que d'empêcher le pendule de s'arrêter, par suite d'arc-boutements dans les rouages, l'application de cet échappement n'a sa raison que dans les pièces d'un travail peu soigné.
La construction à laquelle Berthoud a été conduit' par la pratique est la suivante :
Traçons en pointillé {Jig. 204 ) les repos auxquels on doit
Fig. 204.
fc'r--^^^^^2:^■'
substituer les reculs; à partir de l'extrémité n*» o de chacun d'eux portons trois ouvertures de compas successives {0,1), (1,2), (2,3) égales à l'épaisseur e de l'ancre mesurée sur le rayon qui joint le point 0' au n" o. Au delà ou en deçà du point n*» 3, selon qu'il s'agit de l'entrée ou de la sortie» portons sur le rayon (0',3) une longueur égale à e. Nous obtiendrons ainsi deux points n» 4 par chacun desquels et par le point correspondant n* o nous ferons passer un arc de cercle d'un rayon égal à celui du repos, et le tracé des reculs se trouvera effectué. La seule condition imposée dans ce tracé est d'avoir un angle de levée égal à 5 degrés.
Berthoud a donné à cet échappement le nùm d'isochrone, sans s'expliquer sur. les causes perturbatrices qu'il a eu en
vue de faire disparattre. Il semble qu'il a^upposé qu'en créant sur le balancier^ par le recul, un moment résistant, il devait éliminer l'influence de la pression continue des dents sur la roue^ et compenser le défaut d'isochronisme résultant d'un trop grand écart du pendule. La question ainsi posée pourrait se résoudre en déterminant la forme qu'il convient de donner aux reculs pour qu'ils satisfassent aux conditions exigées. On n'aurait pour cela qu'à suivre une marche analogue à celle du numéro précédent; mais, comme nous n'avons pas ici d'angles qu'il soit permis de considérer comme très-petits, on serait arrêté par l'élimination des angles auxiliaires que l'on devrait faire entrer dans les formules. Dans tous les cas, il y a tout lieu de croire que la règle de Berthoud est trop absolue pour satisfaire aux conditions que nous venons d'énoncer.
174. Échappement libre des montres. ---Les échappements à ancre des montres offrent la plus grande analogie avec ceux des pendules. La seule différence essentielle consiste en ce que la fourchette se trouve dans le même plan que l'ancre. Qn s'arrange de manière que le centre de gravité de l'ancre se trouve sur l'axe de rotation.
La longue branche de la fourchette est terminée par des cornes, à la naissance desquelles est ménagée une encoche destinée à recevoir un doigt fixé à un plateau faisant corps avec l'arbre du balancier. Immédiatement après la chute, le doigt reçoit une impulsion par contre-coup, se dégage presque instantanément de la fourchette, et le balancier, soustrait à l'action de la force motrice, continue sa demi-oscillation uniquement sous l'action du spiral. A la fin de la demi-oscillation suivante, le doigt s'engage de nouveau dans l'encoche, entraîne avec lui la fourchette qui reçoit une nouvelle impulsion, et ainsi de suite. Les dents de la roue d'échappement sont pointues ou ont la forme indiquée dans les y?^. 2o5 et 206, qui représentent les dispositions le plus fréquemment adoptées. Deux goupilles limitent latéralement la course de la fourchette. Il y a aussi le coin de renversement et autres détails dont il nous paraît inutile de parler.
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Chaque repos est*remplacé par un recul rectiligne qui a pour objet de donner de la stabilité à l'ancre, c'est-à-dire de ne pas lui permettre de se déplacer, sous l'influence de certaines secousses, par suite de l'obliquité de l'action de la roue
Fig. 2o5.
sur les plans inclinés ainsi déterminés : c'est ce qui donne lieu à ce que les horlogers appellent du tirage.
Il existe une seule différence entre la théorie de cet échappement et celle de l'échappement des pendules, c'est dans
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le calcul de la vitesse angulaire de la roue et du balancier après le choc ; car nous avons ici deux chocs simultanés» l'un entre la roue d'échappement et rancre, l'autre entre la fourchette qui termine l'ancre avec le balancier.
Reprenons les notations du n"* 173» en supposant que les lettres affectées d'un seul accent se rapportent uniquement à l'ancre; soient
O*' le centre du balancier ; V son moment d'inertie;
0% cù\ sa vitesse angulaire avant et après le choc ; ûy p" les distances du point de contact de l'ancre et du balancier aux centres 0, C; N' la réaction du balancier sur la fourchette.
Il est facile de voir que l'on a
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En exprimant que les composantes normales des vitesses au point de contact sont les mêmes après le choc pour les deux couples de corps choquants, on a
En éliminant les impulsions entre les équations (i), il nous restera trois relations entre les inconnues &j% g)',, (ùi qui seront par suite déterminées.
Nous n'avons plus à nous occuper maintenant que du tirage. Pour qu'il fût le même à l'entrée et à la sortie, il suffirait que les inclinaisons des reculs sur les rayons de la roue, menés au point de contact des tangentes, passent par le point (y ; mais on peut se demander quelle est la relation qui doit exister entre ces deux inclinaisons pour que le recul soit le même de part et d'autre, en prenant pour la plus faible une valeur reconnue suffisante par la pratique.
Soient (^g*. 207 )
Fig. 207.
Uf a' les naissances des reculs de sortie et d'entrée;
ab, a' b' leur partie utile correspondant à l'angle au centre
/, V les inclinaisons respectives de aô, a'b' sur les prolongements des rayons correspondants de la roue;
e l'angle de recul aObz=a'Ob' ; r=0a = 0a', r'^O'a^OV.
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JLes triangles aO'b, aOb donnent
d'où
, rsina , rsins
au = ' } ab = -: r 5
cos(j-Ha) sm(/ — e)
— tanga tangi
tangi=
r I — tanga tangi h- - tanga
On trouverait de même
- tanga tang/'
tangi= -p >
I -+- tanga lang/' h — tanga
d'où
tangi (i-f-- tanga) tang/'= ^^ yJ-
I — a tanga tang/ h — tanga
r 35 Dans le cas usuel où — = ^-> / = i2«, « == 6", on trouve r 02
/'=ia°i2', « = 42'.
§ IIL -— Échappement à cylindre.
175. Cet échappement, qui est le plus généralement adopté pour les montres, n'est au fond que l'échappement à repos des pendules dont il dérive, par suite des modifications suivantes :
I® La traverse de l'ancre est remplacée par les surfaces des repos prolongés en conséquence. Il résulte de là une portion de cylindre annulaire à laquelle on donne le nom A'écorce.
2' L'écorce est montée directement sur l'arbre du balancier dont l'axe coïncide avec celui des surfaces cylindriques, ce qui supprime la fourchette.
3» Les dents de la roue d'échappement sont déterminées de manière que chacune d'elles occupe seule et complète* ment, à un faible jeu près, Tintervalle cylindrique intérieur.
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L'écorce se compose d'un demi-cylindre augmenté de pan et d'autre d'une partie correspondant à lo degrés. Cet angle complémentaire détermine complètement la lèvre de sortie qui est droite ou légèrement convexe [fig* 208). La lèvre
Fiç. 208.
d'entrée ne résulte que du raccordement des surfaces interne et externe de l'écorce par une surface cylindrique plus ou moins convexe.
Nous n'insisterons pas sur le jeu de l'échappement, qui est pour ainsi dire identique, au point de vue descriptif, à celui de l'échappement à ancre des pendules, et que la^^. 209 fera
Fig. 209.
mieux comprendre que toute explication. La porlion du profil
des dents qui agit sur les lèvres est rectiligne ou légèrement
convexe.
• L'épaisseur de l'écorce étant assez faible pour qu'on puisse
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en faire abstraction, on calculera la vitesse angulaire de la roue au moment où le choc a lieu, par la formule (ii) du n» 171.
La vitesse angulaire du balancier, après le choc, se calculera de la même manière que pour Téchappement des pendules.
Dans le. cas d'un profil rectiligne pour les dents, on déterminera rinfluence de la force motrice en suivant une marche à peu près identique à celle du n*» 173. Si le profil est légèrement convexe, on peut le supposer circulaire sans grand in> convénient, mais alors la solution du problème se complique notablement.
Les horlogers auteurs ne sont pas bien d'accord sur les conditions que doit remplir le profil des dents. D'après Bodin, il devrait être tel :
i^ Ou qu'il fasse parcourir au cylindre des angles égaux pour des parties égales de son arc ( * ) ;
2** Ou qu'il éprouve toujours la même résistance de la part du spiral.
Moinet ne se prononce pas catégoriquement à ce sujet, ei nous avons autant de raisons que lui d'user de la même circonspection.
Nous ne nous occuperons pas des échappements à virgule, de Dupleix, à chevilles, etc., qui sont plus ou moins employés et dont les théories respectives rentrent dans les principes que nous avons exposés. '
§ IV. -- Échappements à détente.
176. De Véchappement à bascule. — Il existe plusieurs types d'échappement à bascule, pour la description desquels nous, renverrons aux Traités spéciaux d'horlogerie. Nous ne
(*) 11 est hors de doute que cet auteur a voulu dire que les angles décrits par la roue. et par l'ancre doivent être proportionnels. Alors le profil de la dent serait un arc d'épicycloïde intérieure, et il serait concave au lieu d'être convexe. Parmi tous les profils admissibles, ce serait donc la ligne droite qui satisferait le plus approximativement à la condition énoncée. M. Saunier, en partant d'autres considérations, arrive au même résultat.
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considérerons que le suivant. 11 se compose {Jlg.^io): I® d'une pièce appelée bascule; mobile autour d'un pivot, et bien équilibrée» afin d'éliminer les effets de la pesanteur sur sa masse, quelle que soit la position que Ton donne au chronomètre; 2<> d*une lame flexible et rectiligne encastrée dans cette pièce à une petite disunce de son pivot, et éublie
Fig. 310.
de manière à toucher l'extrémité de la même pièce en exerçant en ce point une faible pression ; cette lame se prolonge très-peu au delà de l'extrémité ci-dessus; 3*» d'une roue d'échappementy dont les dénis sont pointues et inclinées d'un petit angle sur le rayon parlant du centre précédent et aboutissant à leur extrémité ; 4"" d'un ressort spiral plat dont le
cenire se trouve sur Taxe du pivot, qui a pour effet de ramener contre un obstacle disposé à cet effet la bascule dans son état naturel ou de repos, lorsque, après l'avoir fait tourner, on vient à l'abandonner à elle-même ; 5° d'un repos en rubis implanté dans la bascule et taillé de manière à présenter un plan incliné qui fasse avec le rayon mené au centre de la roue le nnême angle que les dents de la roue avec les rayons semblables.
L'axe du balancier est muni de deux doigts rectilignes dont nous ferons connaître l'objet un peu plus loin.
Lorsque la roue d'échappement est immobile, une de ses dents vient s'appuyer contre le repos ; mais, quand le balancier tourne de la droite vers la gauche, un des doigts du balancier finit par rencontrer l'extrémité de la lame, la soulève en entraînant avec elle la bascule dans un mouvement de gauche à droite autour de son pivot; bientôt la dent considérée se dégage du repos, et pour que le doigt abandonne la lame élastique, on s'arrange de manière que, avant que la bascule ne soit revenue dans sa position naturelle sous l'action du spiral, l'une des dents de la roue d'échappement vienne choquer le second doigt du balancier pour s'en dégager presque immédiatement. Il résulte de ce choc une communication de force vive au balancier pour neutraliser, ou à très-peu près, les effets des résistances passives. Il faut que la bascule arrive à son état de repos en temps voulu pour arrêter au passage de la dent qui précède immédiatement celle qui vient de passer. Lorsque le balancier revient sur lui-même ou de la gauche vers la droite, le premier doigt abaisse légèrement la lame, et s'en dégage ensuite, sans modifier l'état de repos de la bascule. On voit ainsi que la roue d'échappement ne tourne que de l'intervalle d'une dent pour chaque oscillation complète du balancier.
L'échappement est libre, parce que la dent qui a frappé le second doigt s'en dégage immédiatement, et que l'action de la force motrice ne peut, dans un temps aussi court, modifier la loi du mouvement du balancier.
Si un chronomètre muni d'un pareil échappement s'est arrêté, il ne peut de lui-même se remettre en marche après le
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remontage: il faut lui imprimer une secousse capable de dégager la dent du repos contre lequel elle s'appuie.
177. Du tirage. — Mais cette faculté, que possède Téchappement, peut devenir un inconvénient et engendrer des irrégularités dans la marche du chronomètre à la suite de secousses accidentelles que Ton ne peut pas toujours éviter : c'est pourquoi Ton a donné une inclinaison du repos sur le rayon de la roue pour produire du tirage, et c'est ce dont nous allons maintenant chercher à nous rendre compte.
Soient (Jig, 211)
0, 0' les pivots de la roue d'échappement et de la bascule;
r le repos ;
e l'inclinaison dont il s'agit;
^ le moment par rapport au point 0 de la force équivalente à la force motrice et aux frottements, tangente à la circonférence de la roue d'échappement ;
N la pression normale exercée sur le repos par la dent g;
/ le coefficient de frottement qui en résulte lorsque le dégagement de la dent se produit ou tend à se produire;
R le rayon rO.
Le moment des forces N et N/ par rapport à 0 devant être égal à |ui, on a
R(cos£— -/sins)
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Les composantes de ces mêmes forces suivant la direction de R et celle qui lui est perpendiculaire ont respectivement pour valeurs
N sms -f- N/co8s = g- ^ — ^>
•' Ri— /tang«
Ncose — N/sine = ^*
La distance d du'point 0' à la première de ces composantes ne variera pas d'une manière appréciable pendant toute la durée du dégagement de la dent; il n'en sera pas de même des distances des points d'application de N et N/ à la perpendiculaire abaissée du point 0' sur R, au-dessus de laquelle est situé ce point; cette distance, quoique toujours très-pelite, peut varier relativement d'une manière appréciable, suivant les relations des positions adoptées, et nous y substituerons sa valeur moyenne d\ Les forces N et N/ donneront donc lieu, par rapport au point 0', à un moment résistant ou qui s'opposera au seul déplacement possible dç la bascule, ayant pour expression
^^tangsH-/H-~ R i-/tangs
ou approximativement, en remarquant que f^^-j ^^^^ ^® petites fractions,
d' Si l'on fait abstraction du terme en --r qui est indépendant de
l'angle e, l'expression ci-dessus devient
g-ltangs-^/), et son rapport à ce qu'il serait si e était nul
Ce rapport ayant pour valeur 3,23 dans le cas usuel dee = i2",
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/=o,i, on voit Tinfluence que peut avoir une faible inclinaison de douze des dents» relativement à la stabilité de l'échappement.
178. Du tracé de V échappement et des relations entre ses éléments linéaires et angulaires, — Supposons {fig* 212) que l'on se donne la position des centres 0 et O'^ de la roue
d'échappement et du balancier, dont nous prendrons la distance pourunitéi et que la bascule soit au repos; on détermine l'extrémité k de la dent qui doit frapper le second doigt du balancier par l'intersection de deux droites 0/r, O^k partant des points 0 et 0* et faisant respectivement avec O'^O les angles donnés a et p. La naissance A de la même dent résultera de la rencontre de deux droites, l'une 0" h faisant avec C A* l'angle y, l'autre kh faisant avec 0 A* l'angle e. On reconnaît très-facilement que l'on a
■sin(a-t-p)
OA
hh =
smasin7
sin(a -h p — fi — 7) sm(a-+- {5 — fi — 7)8in(a-H (i)
Pour trouver le rayon 0 A de la circonférence intérieure de la roue, il suffit de résoudre le triangle OArA, dont on connaît
deux côtés 0/r et M et l'angle compris a; mais» comme cet angle est généralement petit, on peut prendre tout simplement
M« Martens suppose douze dents à la roue; il s'arrange de manière que les dents soient symétriquement situées par rapport à 0"0 lors du repos, et l'on a par suite a = 12°. Il prend en outre (3 = 3=: 25', e = 12°, y = 5*», et en vertu des formules ci-dessus on trouve
0^ = 0,7019, 0"/' = 0,3452, /A = 0,0880, OA=:o,6i56.
On choisit la troisième des dents qui suit la dent kh, de manière qu'elle s'appuie sur le repos; l'angle formé par 00" avec le rayon mené à la naissance de cette dent est égal à 60 degrés. Le repos se trouve à peu près à égale distance du pivot et de Texirémité libre de la bascule. L'étendue du repos correspond à un angle de 3 degrés, ayant son sommet au point 0'.
179. Du jeu de l'échappement en ayant égard à l'élasticité de la lame de levée. — L'encastrement de la lame étant trèsvoisin de l'axe de rotation de la bascule, on peut, sans erreur appréciable et en vue de simplifier les formules, supposer qu'il coïncide avec le point 0'; d'ailleurs, la fibre moyenne de la lame à l'état naturel peut être considérée comme se confondant avec la direction de O'O".
Soient (^g-. 21 3)
Fig. 2i3.
fr« le point d'appui de la bascule sur la lame à Tétat naturel;
(ybx la position de la tangente à l'encastrement lorsque la bascule tourne d'un petit angle ^0'0" = 9 dont nous ne conserverons que la première puissance, b étant la nouvelle position du point de la bascule primitivement en («, qui en est la projection sur 0^;
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c le point de contact du doigt de détente avec la lame, dont la position sur la lame varie très-peu avec Qy de sorte que Ton peut considérer la distance c& = X comme constante;
c„ /?, les projections de c sur 0' x et O'O'^;
/ la longueur 0' c = 0' c, = 0' d ;
py q les réactions, très-sensiblement perpendiculaires à (y x, du doigt de détente et de la bascule sur la lame;
c la longueur ce, ;
juL le moment d'élasticité de la lame;
y l'ordonnée par rapport à l'axe O'x d'un point quelconque de la lame dont l'abscisse est x.
On a» pour l'équation différentielle^ de la courbe bcy
On intégrera cette équation en exprimant que la courbe passe par les points c et b, et négligeant le carré de la petite fraction j\ puis on déterminera l'inclinaison de la tangente en q sur O'xy qui sera donnée par [a) tanga=r-
Pour la courbe 0'6, on a
Si l'on intègre cette équation, que l'on exprime que la courbe passe par le point 0', qu'elle est tangente en ce point à Wx, et enfin qu'elle passe par le point 6, on trouve les deux relations
(h) Il tanga = - ^p-q (i- y)]'
enfin des équations {a), (6), (c) on tire
_4fic ificf 3 1\
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3 X Mais, comme - j est encore une très-petite fraction, nous pourrons nous borner à prendre
Soient maintenant
r" le rayon 0"c» que nous pouvons considérer comme égal
à O^'c; z, Zt les ordonnées des points c, c, par rapporta O'O'^; ly V les moments d'inertie de la bascule et du balancier par
rapport à leurs axes respectifs; r le moment résistant par rapport au point 0' dû au tirage; ô" l'angle supposé très-petit que forme Ce avec CO'; k^'B" le moment dû à Faction du spiral réglant sur le balancier.
Le déplacement de Textrémité intérieure du ressort spiral plat placé en 0' étant très-petit, le moment du couple auquel il donne lieu est de la forme k6, quoique le spiral ne soit pas isochrone.
Si nous remarquons que l'on a c = z — Z|, et si nous posons
nous aurons
puis, pour les équations du mouvement de l'échappement et du balancier,
^ dF =^(«-2.)-^o-T,
mais nous avons
et par suite
V dPz h, , k' „,
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On intégrera facilement ces deux équations en déterminant les constantes par les conditions que, pour/ = o, on a z = o,
z, = 0, et que^j -T^ ont des valeurs donnéestv,(v,;maisnous
ne croyons pas devoir nous arrêter à ce calcul, qui ne conduit pas à des résultats bien saillants.
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