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PRÉFACE
Une des choses qui m*ont le plus frappé dans Tétude de la Mécanique, c'est le manque de liaison entre ses diverses parties. Les théories y paraissent conçues isolément, sans préoccupation de leur solidarité; elles se succèdent, mais elles ne s'enchaînent pas.
Si bien qu'arrivé au terme de l'exposition, on n'embrasse pas l'horizon philosophique de la science : on ne voit pas au juste en quoi elle consiste, où elle commence et où elle finit.
Une autre chose qui m'a frappé aussi, c'est qu'on n'y distingue jamais nettement la partie rationnelle d'avec la partie expérimentale, le nécessaire d'avec le contingent. On s'appuie tantôt sur l'observation, tantôt sur l'Analyse ou la Géométrie, mais on n'indique pas d'une manière générale ce qui revient légitimement à chacune d'elles. Cependant l'esprit est intéressé à le con-
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natlre, puisque c'est de ce partage que chaque science reçoit son caractère véritable.
J'avoue sans difficulté que j'ai ignoré longtemps si la Mécanique appartenait aux mathématiques pures ou à la physique. Je ne savais pas davantage le motif de sa division en Mécanique rationnelle et en Mécanique appliquée; et tout ce que je comprenais, c'est qu'il y avait dans la seconde plus d'hypothèses et d'obscurités que dans la première, réprouvais les mêmes hésitations dans les détails, et je n'étais pas suffisamment pénétré de l'esprit des méthodes qui conduisaient à la solution des divers problèmes. Il n'est pas jusqu'au cas si simple et si fréquent des machines, pour lequel je ne me rendais pas compte de l'exclusif emploi de l'équation des forces vives : méconnaissant ainsi le caractère générique de ces appareils, de constituer des systèmes à liaisons complètes, où, par conséquent, une seule équation doit suffire à déterminer toutes les circonstances du mouvement.
Je serais bien trompé si beaucoup de personnes n'ont pas fait souvent les mêmes réflexions, et si elles n'ont pas puisé dans cette sorte de mécontentement philosophique une antipathie qui les a empêchées de revenir sur cette partie des études de leur jeunesse. Car, il faut bien l'avouer, si la Mécanique est une des sciences dont les applications sont le plus répandues, c'est en même temps une de celles dont l'ensemble dogmatique est le moins connu et recherché. Sauf les astronomes de profession et quelques mathématiciens, il y a
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fort peu de personnes qui s'en occupent théoriquement.
C'est aux défauts que je signalais plus haut que doit être surU)utattribué le délaissenient dont elle est l'objet.
Les ouvrages spéciaux publiés sur la matière ne sont pas toujours faits pour ramener les sympathies. Leurs auteurs y oublient trop souvent que les esprits auxquels ils s'adressent n'ont pas comme eux cette pleine possession de la science» qui dispense d'en expliquer l'enchaînement et d'en dessiner les contours.
Le seul livre peut-être qui échappe à ces reproches est le Traité de Mécanique rationnelle die M. Deiaunay, publié récemment. C'est incontestablement, à notre avis, le meilleur travail qui ait paru en ce genre : travail bien propre à décourager une tentative nonvelle, et qui nous eut arrêté, en effet, si nous n'avions eu la pensée de présenter à un autre point de vue certaines parties de notre sujet. Telles sont les définitions et les lois fondamentales, les propositions préliminaires, la loi spéciale des fluides, et, d'une manière générale, la dépendance à établir entre la Dynamique et la Statique.
On s'étonnera sans doute que nous n'exceptions pas de celte critique la Mécanique analytique de l'immortel Lagrange. Loin de nous la pensée de porter un jugement irrévérencieux sur cette œuvre de génie, qui est peut-être dans les annales humaines la plus haute ex*pression de l'esprit scientifique. Mais Lagrange était un trop grand mathématicien pour faire un livre d'enseignement. Cet homme étonnant, qui créait le Calcul des variations pour résoudre un problème, ne pouvait
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se préoccuper convenablement des besoins d'une intelligence ordinaire. C'est pour les maîtres de la science, et non pour les disciples, que sont faits de pareils travaux.
Le Traité de Poisson, irréprochable pour la clarté et la profondeur de chaque théorie prise isolément, manque d'unité et de philosophie. Les divisions naturelles n'y sont pas indiquées : en outre, on y rencontre une abondance de calculs qui éloigne souvent le lecteur.
<}uant à la Mécanique philosophique de Prony, elle se réduit à des classifications de formules, présentées avec beaucoup de symétrie, mais qui n'éclairent nullement la partie concrète du sujet.
M. Poinsot a publié un admirable traité sur la rotation des corps solides, ainsi que des mémoires, de l'ordre le plus élevé, réunis à la fin de sa Statique. Chaque question abordée par ce géomètre est portée à un degré de clarté et de perfection qu'on ne saurait dépasser : malheureusement pour la science, ce n'est pas la science tout entière qu'il lui a plu d'exposer.
Nous ne parlons pas de tous ces ouvrages dits élémentaires qui, pour plus de simplicité, ont rejeté l'Analyse infinitésimale, et qui, à force de vouloir se mettre à la portée de tout le monde, ont fini par n'être plus à la portée de personne. On y aboutit à des théories tronquées, à des démonstrations sans rigueur et à des conceptions qui a'ont quelque solidité qu'à la condition de faire des emprunts plus ou moins déguisés à l'Analyse même dont on a prétendu se passer.
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C'est entre ces divers écueils que nous avons essayé de nous maintenir.
Nous avons admis franchement le haut calcul , parce que sans lui il n'y a pas de Mécanique possible; mais nous en avons fait tout juste assez pour donner corps à nos démonstrations. Autant qu'il nous a été permis, nous avons fait appel à la Géométrie, parce qu'elle a sur l'Algèbre l'avantage de peindre ce que celle-ci exprime. Nous avons mis à part, dans des chapitres suffisamment éloignés, les questions particulières, pour éviter le double inconvénient de retarder l'exposition générale, et d'en compliquer l'aspect par des calculs qui presque jamais ne sont nécessaires à cette exposition elle-même ; en sorte que l'ensemble de la science peut être suivi sans autre secours que les notions fondamentales du Calcul différentiel et intégral. Les relations analytiques, sous l'extérieur compliqué qu'elles offrent quelquefois, sont en réalité faciles à saisir, et leurs transformations se réduisent aux opérations les plus élémentaires de l'Algèbre.
Nous avons tenu surtout à débuter par des définitions précises, discutées avec soin. Ces mots de temps, de vitesse, de force^ de masse, d'mer^fe, de travail, de force vive et plusieurs autres qui se présentent perpétuellement dans le langage mécanique, méritent une attention toute particulière; car nous croyons qu'une bonne définition est souvent la moitié d'une démonstration.
Préoccupé des réftexîoûs profondes de M. Auguste
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Comte, et de cette vérité capitale, que « ce qui fait la « réalité de la Mécanique rationnelle, c'est précisément « d'élre fondée sur quelques faits généraux, immédiate tement fournis par l'observation et n'étant suscepti- « blés d'aucune explication quelconque*, » nous nous sommes attaché à présenter distinctement, et sans qu'il pût subsister le moindre doute sur leur vrai caractère, les grandes lois expérimentales qui gouvernent le monde extérieur au point. de vue du mouvement. C'est, avec les définitions, l'objet des premiers chapitres de notre ouvrage. Nous osons espérer que la lecture n'en sera pas tout a fait sans utilité pour éclaircir les idées vagues qui peuvent exister dans quelques esprits.
L'innovation la plus saillante que nous ayons faite est relative aux vitesses virtuelles et au théorème de (TAlembert, et, par suite, à la dépendance réciproque de la Statique et de la Dynamique. On croit assez généralement que le principe des vitesses virtuelles est indispensable à la Mécanique, et que celle-ci ne peut être édifiée qu'en l'appuyant sur la Statique. C'est une double erreur, que nous nous sommes efforcé de manifester en nous passant de ce fameux principe, et en traitant toujours l'équilibre comme un cas particulier du mouvement, d'où il dérive sans difficulté. Les vitesses virtuelles ne restent donc plus que comme un procédé
^ Cours de philosophie positive, tome i, page 374.
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différent pour retrouver les résultats déjà fournis par d'autres méthodes, et le théorème de d'Alembert comme une application de cette proposition plus générale consistant en ce que deux groupes quelconques de forces, équivalents sur un même système, pris en sens contraires, se font équilibre, et réciproquement. Ce qui nous a déterminé à agir ainsi, c'est le caractère philosophique peu satisfaisant des vitesses virtuelles. Malgré tout le parti que llllustre Lagrange en a su tirer pour ramener la science entière à un principe unique, on ne peut s'empêcher de reconnaître que cette conception est absolument artificielle, et n'offre à l'esprit rien de réel ni de saisissable. Par ce procédé, les questions se trouvent résolues, mais en empruntant des intermédiaires qui ne sont pas tirés du fond même du sujet.
Dans sa théorie nouvelle de la rotation des corps solides, M. Poinsot présente, à ce propos, des réflexions dignes de servir d'enseignement aux géomètres futurs : « Ne faut-il pas, dit ce savant* , bien connaître à la fois « et la Mécanique et les artifices de l'Analyse pour tirer « de la seule formule générale des vitesses virtuelles, je « ne dis pas quelque nouveau théorème ( ce dont je ne « vois guère d'exemples ), mais seulement les propo- « sitions particulières qui nous sont déjà le mieux con- « nues? La traduction n'est-elle pas souvent plus difti-
* Théorie nouvelle de la rotation des corps, page 63.
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toutes les théories analytiques, a prévalu pour consa*crer ce nom de système aux ensembles matériels dont nous parlons; et, pour n'en citer qu'un exemple, qui refuserait cette dénomination au système planétaire lui-même? Sans doute, tes résultats que nous présent tons à leur sujet ont depuis longtemps été formulés et ne sont ignorés d'aucun géomètre; mais il y avait peutr être quelque avanlage à les coordonner et à les grou* per systématiquement.
Notre respect pour de grands noms n'a pu nous dè^ cider à adopter ce qu'il y avait de trop exelusil dani^ certaines théories. Malgré toute l'autorité d# M. Poift* sot, nous n'avons conservé sa création des Couplet qu'aoçe^soirernent et comme un remarquable moyen 4'élueîder la Mécanique des corps solides* Mais oellê-ei n'est, à notre avis, qu'un cas particulier, quoique des plus importants, de la science ; aussi avons-nous jugé indispensable de présenter d'abord l'étude de l'ensemble, sans la compliquer d'une conception qui ne doit rester dans l'enseignement que comme la plus ingé» nieuse interprétation fournie à l'Analyse par la Géomè* trie de ce siècle. Le rôle des couples n'est bien compris qu'après la théorie générale du mouvement. Faute d^ cette préparation, l'esprit hésite à accepter un élément nouveau, dont il ne saisit pas tout de suite la véritable destination.
Ainsi que nous l'avons déjà dit, nous étions depuis longtemps frappé de la séparation tradiliono^lle; établie entre la Mécanique théorique et la Mécanique applb
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quée. Les ouvrages publiés sur ces deux branches de la science émanent rarement du même auteur; en sorle que Ton a peine à discerner la liaison naturelle entre la première et la seconde. C'est ce qui nous a déterminé à les renfermer toutes deux dans une même exposition', aiin de pouvoir insister plus librement sur leurs points de contact et sur leurs divergences; atin, surtout» de montrer, dans chaque question particulière de Mécanique appliquée, par quel côté la solution devra être rigoureuse et par quel autre elle ne le sera pas. D'ailleurs ces deux ordres de connaissances n'ont-ils pas une souche commune, qui est l'observation des lois fondamentales de la nature, ainsi que les premières notions de force, de masse, de vitesse? Pourquoi donc séparer ce que la logique des choses réunit, et scinder un enseignement que tout concourt à rendre un et homogène ?
Nous ne dirons rien sur le plan et les divisions de ce travail, qui se trouvent exposés dans le troisième chapitre. Nous nous bornerons à quelques remarques de détail.
. Nous avons tâché de rendre ce livre aussi complet que possible. Nous y avons fait entrer divers théorèmes généraux qui ne figurent pas dans tous les traités, malgré la lumière qu'ils jettent sur l'ensemble de la science. De ce nombre sont les théorèmes sur les sur-
• La Mécanique appliquée, faisant suite à la Mécanique rationnelle, paraîtra plus tard. (Note de Tautenr.)
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faces de niveau^ sur Yiniroductûm et la suppression brusque des liaisons j ou sur 4es chocs et les explosions, sur la sich bUité de téquilibrey sur la détermination approximative des centres de gravité, des moments dinertie et de la force vive dans les systèmes déforma variable^ etc., etc. Pour les chocs et les explosions nous avons fait usage des belles démonstrations de M. Sturm> que nous avons essayé d'établir aussi par des considérations géométriques directes. La théorie du mouvement relatif, empruntée en grande partie à M. Coriolis, est traitée au double point de vue de la Géométrie et de TAnalyse. La Mécanique des solides a comporté de grands développements : il était essentiel de la rattacher logiquement à la MéT canique générale, et de profiter en même temps des magnifiques découvertes de M. Poinsot. C'est là qu'est venue se placer d'une manière naturelle, comme dernier éclaircissement, la conception des couples, telle qu'elle a été exposée dans la Statique du même auteur et dans les lumineux mémoires qui l'accompagnent. Dans l'étude des fluides, nous avons adopté le point de vue d'Euler, de préférence à celui de Lagrange. 11 nous a semblé que l'expérience était la véritable base de la célèbre loi de transmission des pressions, et que toute tentative de démonstration rationnelle avait pour résultat 4e faire appel à ce qui justement était en question. Mieux vaut,. selon nous, une loi physique de plus qu'un manque de rigueur dans la théorie.
Nous n'avons négligé aucune occasion de produire des réflexions générales, dont le but était de faire sen*
fer tat «wv^ ^ « MKMtf^ loB» iic?f 3iieibMHtfttc» mrca- MnM 4a («MiAe <«Kr»Hir. -^ iTiiiEÇOiRr f* néme IMH^ ^ ^4t V yJABniaphii, «oo» j^ivet il bt a pas
4»7f09f rhi^i éuA «w& tiche auéî éiffidle; mais HMM e^fp^tiMM que, fiftoft le rènUat, do moii» la Mrwtotive Mrra appnMnréc, H que b pensée de loui^fnK0i reiMrlira a traren les îiinriublc» déCants de
L'objet d'une science ne peut être indiqué avant qu'on ait convenablement éclairci les notions fondamentales dont elle fait usage. C'est donc plus tard que nous montrerons le but que la mécanique se propose d'atteindre et l'ordre d'idées dans lequel a lieu son développement.
CHAPITRE PREMIER
1. — Mouvement, espace, temps. On dit qu'un corps est en mouvement^ lorsque sa position dans l'espace varie avec le temps.
Nous faisons intervenir ici deux notions, celle ^^Vespace et celle du temps, que nous supposons déjà acquises par l'esprit, préalablement à toute étude de la mécanique.
Ces notions sont en effet indépendantes de celle science, et conçues par nous en dehors des phénomènes spéciaux du mouvement.
Cela est évident pour la notion de l'espace, puisqu'elle sert de base à toute la géométrie.
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Il ireii est pîis de même au premier abord de celle du temps, qui ifiiiU rvieiil pas dans nos diverses sciences rationiielles, el qui paraît faire en mécanique sa première apparition. La vicieuse confusion dans laquelle nous tombons souvent à cet ('•gard, el qui nous fait regarder la notion du temps conmie subordonnée aux phénomènes mécaniques, lient exclusivement à la manière dont nous évaluons ^ra/»qitemeni les durées égales. Pour ne parler que du mode astronomique, par exemple, il semble que nous faisons une pétition de principes, quand nous nommons temps égaux les temps employés par une même étoile pour repasser successivement par le même méridien (jour sidéral) ; car, d'un autre côté, si nous demandons quel est le mouvement d'une étoile autour de nous, nous sommes tentés de répondre que c'est un mouvement circulaire, dans lequel chaque tour s'effectue au bout du mémo temps. Les deux questions se résoudraient ainsi Tune par l'autre, ('etlo inconséquence n'est qu'apparente, car c'est ailleurs que dans les lois mécaniques que nous puisons la notion du temps et une première évaluation des temps égaux. En effet, la notion du temps est beaucoup plus générale que les plninomènes du mouvement eux-mêmes. Elle se rattache à la succession des phénomènes de toute nature. Ainsi un corps qui changerait de couleur, d'éclat ou de température , la suite de nos propres opérations psychologiques , nous suggéreraient la notion du temps aussi bien que le changement de position d'un corps dans l'espace. Quant aux durées égales, elles sont conçues par nous comme correspondant à l'accomplissement de phénomènes identiques. Nous pouvons avoir plus ou moins de difficultés, dans la pratique, à constater l'identité parfaite des phénomènes, et, par suite, à mesurer exactement des durées égales : mais la conception n'en a pas moins lieu par l'esprit, et cela suffit au point de vue philosophique. Car tout consistera ensuite à obtenir une
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rigueur de plus eu plus graudc daus la mesure du temps, par inu; élude de plus eu plus approfondie de toutes les eirconsiances qui président à raeeomplissemenl des phénomènes que Ton compare. On aperçoit la multitude de moyens, théoriquement possibles, qui s'offrent ù nous pour r('»valuation du temps. On pourrait, par exemple, remplir un vase d'eau à la même hauteur et le laisser ensuite se vider par un orifice inférieur. L'expérience, renouvelée plusieurs fois avec de suffisantes précautions, nous permettrait de regarder comme égaux les temps employés par le vase pour se vider entièrement. C'est même de cette manière, avec des appareils construits à ce point de vue (clepsydres), que les anciens ont commencé à mesurer le temps. Les durées ainsi reconnues servaient de terme de comparaison à toutes les autres. On sent déjà (jue de semblables procédés ont pu, à leur tour, conduire à d'autres plus parfaits, empruntés aux lois mécaniques, mais desquels il eiit été radicalement impossible de se servir, si Ton n'avait eu ])réalablement et en dehors de ces luis une première évaluation suffisamment exacte. Pour reprendre, par exemple, le fait astronomique que nous citions tout à l'heure, on a pu, par plusieurs comparaisons entre l'écoulement d'un vase et les passages successifs d'une même étoile au méridien, constater que la durée entre ces passages correspondait très-sensiblement à l'écoulement de la même quantité d'eau, et que la cgnstance du rapport était d'autant plus complète que les expériences étaient conduites avec plus de soin. Les très-légères anomalies qui se manifestaient encore furent mises sur le compte de notre propre inhabileté, et l'on conclut que chaque tour de l'étoile devait avoir lieu rigoureusement dans le même temps. On eut dès lors un nouveau mode d'évaluation beaucoup plus exact, mais qui, nous le répétons, impliquait nécessairement qu'une première mesure eût déjà eu lieu.
Il est (lotir hirii eiileiidii (|iie la mécanique accepte comme idées ac(jnises les notions (Fespace et de temps.
î?. — Trajectoire. Lorsqu'un corps se meut dans l'espace, le mouvement de ses différents points peut n'être pas exact(*inent le même: c'est ce qui arriverait notamment si le eorj>s, à inesunî (ju'il avance, pirouettait sur lui-même. Il est visible (|u'alors le mouvemenrd'un point arbitrairement (îboisi varierait avec la position géométrique de ce point dans 1(* corps. Ainsi, pour une sphère qui progresserait dans r(?Hpa(î(^ (^n même temps qu'elle pivoterait autour de son (î(^iitr(», l(» mouveim^nt d(^ ce c(»ntre différerait de celui d'un point (|uel<!(>n(|ue d(^ la surface. Le mouvement d'un corps peut donc êtni très-complexe, et sa connaissance complète implicpie celle du mouvement particulier de chacun de ses points.
Quoi qu'il en soit, et chaque point ayant son mouvement propre, si l'on considère \\\\ quelconque d'entre eux, et qu'on l(î suive dans l'espace, sans se préoccuper des points voisins, l'ensemble des positions successives qu'il occupera, reliées par un trait idéal, constituera une ligne géométrique continue. Cette ligne, qui peut d'ailleurs affecter les formes les plus divcîrses, est la représentation graphique du mouvement du point. On la nomme trajectoire^ pour indiquer que le point la suit dans son trajet.
Le mouvement du point reçoit le nom correspondant à la nature géométrique de la trajectoire. Ainsi l'on a des mouvements rectif ignés j circulaires ^ elliptiques , paraboliques , etc. , selon que les trajectoires sont des lignes droites, des cercles, des ellipses, des paraboles, etc.
3. — Mouvement uniforme, vitesse. Si le mouvement d'un point s'effectue de lellc manière que les portions de trajectoire parcourues pendant des temps égaux aient des longueurs égales, — quelle que soit d'ailleurs la valeur absolue de ces temps, — on dit que ce mouvement est uni-
forme *. On nomme vitesse la longueur parcourue pendant Tunité de temps, ou, ce qui revient au même, le rapport constant qui existe entre une longueur parcourue quelconque et le temps employé à la parcourir. En désignant par * la longueur de la portion de ligne, droite ou courbe, décrite au bout d'un temps quelconque, évaluée en unités de longueur, par / la durée de ce temps, pareillement évaluée en unités de temps, et par V la vitesse, la définition qu'on vient de donner est exprimée par la relation :
V représente donc un certain nombre constant d'unités de longueur, qui est précisément égal au nombre parcouru pendant une seule unité de temps.
Les mouvements uniformes diffèrent entre eux, indépendamment de la forme géométrique de la trajectoire, par la valeur de leurs vitesses respectives,
l\, — Mouvement varié, vitesse. On nomme mouvement varié tout mouvement qui n'est pas uniforme, c'est-àdire, dans lequel le rapport de l'espace parcouru au
'jli yi! MM" g i^gnips n'est pas constant.
Pig 1 Dans un mouvement va-
rié, on n'a plus, comme dans le mouvement uniforme, une notion directe de la vitesse, et l'on n'y parvient que par la considération des limites, en assimilant à chaque instant le mouvement, quel qu'il soit, que l'on envisage, à un mou-
* Le mouvement ne serait pas uniforme si , en prenant , par exemple, des durées moitié moindres, les longueurs parcourues pendant ces nouvelles durées n'étaient pas égales entre elles , bien qu'elles le fussent pour les prcmiùres. 11 faut, nous le répétons, que quelque petites ou quelque grandes que soient les durées égales considérées, les longueurs parcourues correspondantes soient exactement égales entre elles.
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vement uniforme qui coïnciderait avec lui pendant une durée infiniment petite.
Soit un mouvement d'un point M, s'effocluant suivant une ligne quelconque A S, et tel que le rapport de l'espace parcouru au temps ne demeure pas constant ; de sorte que si Ton considère les positions M', M", M'" occupées successivement par le point M, au bout de durées égales, les
longueurs M M', M' M", M" M'"... ne sont pas égales
entre elles.
Imaginons que le point mobile M, au lieu de se mouvoir comme il le fait réellement, possède de M en M' un certain mouvement uniforme qui l'amène en M' au bout du même temps qu'il emploie dans son mouvement réel ; que de M' en M", il possède un autre mouvement uniforme qui l'amène en M" au bout du même temps que dans le mouvement réel ; et ainsi de suite pour chacun des autres intervalles. Les vitesses de ces mouvements uniformes successifs diffèrent d'ailleurs d'une période à l'autre, puisqu'elles sont respectivement représentées par les longueurs MM', M'M", M" M"'...., supposées inégales , divisées par les durées correspondantes, supposées égales. Le mouvement imaginaire, résultant de tous ces mouvements uniformes, diffère du mouvement réel en ce que les positions ne coïncident pas entre Met M', ni entre M' et M", ni entre M" et M'", quoiqu'elles coïncident aux points M, M', M", M'"... eux-mêmes.
Les vitesses des mouvements uniformes correspondant aux diverses périodes successives représenteront donc les vitesses d'un mouvement qui n'est pas exactement le mouvement réel. Mais ce dernier et le mouvement imaginaire différeront d'autant moins que les intervalles M M', M' M", M" M'"..., auront été pris plus petits : de sorte qu'à la limite, c'est-à-dire si l'on prend ces intervalles infiniment petits, les deux mouvements se confondront rigoureusement, et le rapport de chaque intervalle au temps correspondant, qui n'aura
pas cessé de représenter la vitesse du mouvement imaginaire en chaque endroit, • se trouvera représenter la vitesse d'un mouvement qui ne diffère plus du mouvement proposé : ce sera la vitesse de ce mouvement proposé lui-même. En continuant donc à désigner par s la longueur de la trajectoire A M parcourue au bout d'un temps quelconque /, par As la longueur M M' d'un intervalle pris à la suite, et par At le temps employé à parcourir cet intervalle, la vitesse
As au point M du mouvement proposé sera la limite de -^ ,
quantité qui, d'après les signes adoptés dans l'analyse, est
représentée par -j- : donc
Telle est la relation qui exprime la délinition de la vitesse dans le mouvement varié. Pour que la valeur de celte vitesse puisse être effectivement connue à un moment quelconque, il faut qu'on connaisse la fonction analytique qui exprime à tout instant la longueur de l'espace par(:ouru d'après le
tion f\t) ^= * fournil la valeur numérique de la vitesse.
U«„,„«„V = -,„„.,„„s.»„„s.e.o„„o,.os..„.,.
quefois présentée plus rapidement, en remarquant que pendant un temps infiniment petit dl on peut considérer le mouvement comme uniforme, et que, par suite, le rapport de l'espace parcouru infiniment petit ds au temps employé à le parcourir dt représente la vitesse de ce mouvement. Une telle exposition manque, à notre avis, de netteté : car, pendant un temps infiniment petit, on ne se rend pas bien compte de ce qui fait qu'un mouvement est uniforme, c'està-dire, suivant la définition, de ce qui fait que le rapport de
la longueur parcourue au temps peul être envisagé comme diîmeurant constant. Par conséquent, on ne voit pas non plus ce qui permet d*assimilcr la portion infiniment petite d'un mouvement, qualifié d'uniforme, avec la portion infiniment petite d'un mouvement qui ne Test pas. Ces conceptions ne sont vraiment claires pour Tesprit que lorsqu'elles s'appliquent aux mouvements finis eux-mêmes, pour lesquels il peut y avoir comparaison effective entre les espaces parcourus et les temps employés à les parcourir.
5. — Ladéfinition V= -7- n'est autre chose que la précision mathématique donnée à l'idée instinctive que chacun de nous se fait de la vitesse, en dehors de toute considéralion scientifique. Car si nous voulons apprécier la vitesse d'un objet en marche, notre premier sentiment nous porte à mesurer l'espace parcouru pendant un temps assez court, et à prendre le rapport de cet espace à ce temps pour expression de la vitesse. Nous concevons d'ailleurs très-bien que nous avons une connaissance d'autant plus exacte de cette vitesse que l'espace mesuré a une moindre longueur. En sorte que, finalement, si nous voulons aller au fond des choses et voir en quoi consiste véritablement notre notion instinctive de la vitesse, nous reconnaissons que c'est préci-
sèment la limite théorique du rapport^ dont nos observations matérielles cherchent à se rapprocher de plus en plus.
Remarquons en passant que, de même que la vitesse se déduit de la connaissance de la longueur parcourue en fonction du temps, réciproquement, la longueur parcourue peut ôe déduire de la vitesse, si c'est cette dernière qui est directement connue en fonction du temps. En effet, la relation
V = -n fournit :
at
s=f\dt = f(t).
D'une manière générale, la définilion de la vitesse établit entre cette vitesse, la longueur parcourue et le temps, une relation qui permet toujours de considérer une quelconque de ces trois quantités comme la conséquence des deux autres.
Dans le mouvement uniforme, où le rapport d(> la Ion-
gueur parcourue au temps est constant, on a V = ^ , d'où s = \t ,
V étant un quantité constante. Ce n'est là qu'un cas particulier de la formule relative au mouvement varié : car si dans
l'expression * = / Vrf^ on suppose que V est constant , il
en résulte immédiatement * = V/.
6. — Mouvemeiit unlformémeiit varié, accélération. Lorsque le mouvement varié d'un point s'effectue de telle manière que les variations de vitesse, reçues pendant des temps égaux, sont égales, — quelle que soit d'ailleurs la valeur absolue de ces temps, — on dit que ce mouvement est uniformément varie. Il est dit uniformément accéléré^ si ces variations de vitesse sont des accroissements ; et uniformément retardé^ si ce sont des diminutions. Dans les deux cas, on nomme accélération la variation reçue pendant l'unité de temps, ou, ce qui revient au même, le rapport constant qui existe entre une variation reçue quelconque et le temps employé à la déterminer. Ainsi, en désignant par V la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque ^, dans un mouvement uniformc'^ment varié, rectiligne ou curviligne, et par cf l'accélération, la définition qu'on vient de donner est exprimée par la relation
cj» = - ou V= cj>. i
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rj» ropn'»seiU<* donc un eerlaiii nombre constant cl*iinités de longueur, qui est précisément ('gai à la différence qu'ont entre (»lles deux vitesses prises à une unité de temps d'intervalle.
L'accélération est d\ic pogitire ou négafire, selon que le mouvement est accéléré ou retardé : en effet,cette accélération s'ajoute ou se retranche selon que la vitesse augmente ou diminue.
7. — llouvement varié en ^^énéral, accélération. On nomme fnouvem&nt varie en général^ ou simplement mouvement varié, tout mouvement qui n'est pas uniformément varié, c'est-à-dire, dans lequel le rapport de la vitesse acquise au temps n'est pas constant.
Dans un tel mouvement, on n'a plus, comme dans le mouvement unifoimément varié, une notion directe de l'accélération, et l'on n'y parvient que par la considération des limites, en assimilant à chaque instant le mouvement, quel qu'il soit, à un mouvement uniformément varié qui coïnciderait avec lui pendant une durée infiniment petite. C'est le même ordre d'idées que lorsqu'il s'agit de définir la vitesse dans un mouvement qui n'est pas uniforme. C'est aussi la même manière de raisonner.
On remplace le mouvement réel curviligne ou rectiligne auquel on a affaire par une succession de mouvements uniformément variés, de durées égales, et tels que chacun d'eux communique au point matériel, au bout de cette durée, la variation de vitesse qu'il reçoit précisément dans son mouvement réel. Si AV est la variation de vitesse correspondante à l'un de ces mouvements uniformément variés et A/ le temps au bout duquel il la détermine, l'accélération cp de ce
AV mouvement partiel se représente par '^. En faisant décroître indéfiniment la valeur des durées égales, ont finit par avoir une successîoiî de mouvements uniformément va-
ries, dont l'ensemble ne diffère plus du mouvement proposé
lui-même, et par conséquent la quantité cp = limite ( -r- ) ,
qui représente l'accélération à un moment donné de ce mouvement idéal, représente aussi Taccélération du mouvement réel. L'accélération d'un mouvement varié quelconque, rectiligne ou curviligne, a donc pour valeur
rfV r
(f = -T- , d'où V = / n^di ,
Cette valeur peut se mettre sous la forme
puisqu'on sait que, par déiinilion, V = -7-.
Les réflexions présentées à la fin du n® k et au u° 5 pourraient être reproduites ici textuellement. Nous croyons inutile d'y revenir. Nous nous bornerons à faire remarquer
d\ que, comme pour la vitesse, la définition cf = -^ n'est que
la précision mathématique de l'idée instinctive que nous nous faisons de l'accélération dans un mouvement quelconque *.
^ Beaucoup de gêomrtres délinisseiit autrement l'accélération. 11 est assez difficile d'en rendre compte dès ce moment. Disons , toutefois , qu'on démontrera plus tard que toute vitesse peut être considérée comme provenant delà combinaison de deux autres faisant entre elles un angle quelconque. Dans i^n mouvement curviligne, on peut donc regarder la vitesse k un certain instant comme provenant de la combinaison de la vitesse à l'instant précédent avec une autre vitesse de grandeur et de direction convenables. C'est cette dernière qu'on nomme accélération. Sans insister davantage sur ce point, qui ne saurait être éclairci qu'en anticipant sur la suite de ce travail, on voit néanmoins que celte définition diffère de la nôtre, et enlève à^ V accélération son caractère d'être une simple variation numérique de vites.-e
8. — Unités de lon^^ueur et de temps. L'évaluation des arcs parcourus, des vitesses et des temps se fait naturellement au moyen de certaines unités correspondantes qui peuvent d'ailleurs être choisies d'une manière arbitraire. Il est d'usage en mécanique de prendre pour unité de longueur celle qu'on a déjà adoptée en géométrie, c'est-à-dire le mètre, et pour unité de temps la 86,400® partie du temps employé moyennement par le soleil pour repasser par le même méridien. Cette durée, à laquelle. toutes les autres sont rapportées, a reçu le nom de seconde, et est désignée, comme la seconde angulaire, par un double accent sur le nombre*.
Dans la suite, nous supposerons toujours implicitement que les quantités de longueur et de temps sont rapportées aux unités que no.us venons d'indiquer. Mais on ne doit pas perdre de vue que cette supposition ne peut avoir aucune influence sur les raisonnements, puisqu'on aurait pu choisir aussi bien toute autre espèce d'unité.
9. — Effort, force. Lorsque nous mettons un corps en mouvement, nous avons conscience d'un effort que nous exerçons sur lui pendant un certain temps.
Cet eff*ort a lieu, lors même que tous les obstacles qui pourraient s'opposer au mouvement de ce corps sont soi-
(variation rapportée au temps), comme la vitesse eUe-méme est une variation numérique de longueur parcourue. On détruit ainsi la correspondance des deux idées , outre qu'on se met en opposition avec la notion vulgaire , conforme à la définition que nous avons donnée. Cette dérogation aux idées instinctives n'ofl're d'ailleurs aucun avantage scientifique réel.
* On sait que l'intervalle entre deux passages successifs du soleil au méridien varie suivant l'époque de l'année. La moyenne entre tous ces intervalles ou entre tous les jours vrais, qu'on nomme le jour moyen, est divisée en 24 durées égales, nommées heures ; chaque heure est divisée en 60 parties nommées minutes et chaque minute en 00 secondes, en sorte que l'unité de temps de la mécanique est, comme nous l'avons dit, la 86,400"^ partie du jour moyen.
gneusement écartés. Ainsi, si nous plaçons une sphère pai*failement polie sur une glace horizontale très-unie, et que nous la fassions rouler dessus, nous exerçons un effort dont nous nous rendons fort bien compte. De même, si nous suspendons un corps à Textrémité d'un fil très-délié, nous produisons un certain effort pour lui imprimer une vitesse qui récarte de sa position verticale. Nous pourrions multiplier les exemples à Tinfini, mais nous le jugeons superflu. Tout le monde sent que le seul fait de donner du mouvement à un coips implique un effort correspondant, même en supposant tous les obstacles écartés.
Cela ne veut point dire que le corps sur lequel nous agissons résiste à notre effort, comme ferait un obstacle fixe contre lequel nous pousserions en vain : au contraire, dans les exemples précédents et dans tous ceux que nous pourrions imaginer,, nous constatons que le momdre effort suffit pour imprimer un mouvement qui, à la vérité, est alors très-petit Eu général, la rapidité du mouvement obtenu est toujours liée à Ténergie de notre effort, augmentant et diminuant avec elle. C'est ce qui n'aurait pas lieu si les corps nous résistaient à la manière d'obstacles fixes. Car un effort convenablement choisi, inférieur, si je puis ainsi dire, à la capacité de résistance du corps, ne le mouvrait en aucune sorte : tandis que l'observation nous fournit la preuve du contraire. Ainsi, tous les corps, supposés bien dégagés de tous les obstacles extérieurs, cèdent à nos efforts et se mettent en mouvement.
Les efforts au moyen desquels nous mouvons les corps sont de même nature que celui qui nous est nécessaire pour maintenir un corps soulevé et l'empêcher de tomber librement vers le sol.
Cette identité nous fournit même un moyen facile de comparer entre eux tous nos efforts quelconques et de les exprimer numériquement.
Il iiuus suiFira de prendre pour terme constant de comparaison Tefifort qui nous est nécessaire pour tenir en suspens un corps déterminé, par exemple un décimètre cube d'eau. Dans la considération de cet effort, nous faisons abstraction, bien entendu, du vase qui contient le liquide. Quant a sa forme et à la manière dont on le tient suspendu, nous ne nous en occupons pas, parce que l'expérience montre que ces circonstances n'influent pas sur l'énergie de l'effort développé.
Nous appellerons égaux tous les efToris capables de ce même résultat. Ainsi deux efforts exercés successivement sur des corps quelconques pour les mouvoir seront appelés égaux s'ils sont tels qu'ils puissent l'un et l'autre maintenir soulevé un décimètre cube d'eau.
Si nous disposons exactement au-dessous l'un de l'autre deux décimètres cubes d'eau et que nous les liions entre eux, nous appellerons double un effort capable de les maintenir soulevés : si nous en disposons trois, nous aurons un effort riple, et ainsi de suite. En général, un effort quelconque sera évalué et représenté numériquement par le nombre de décimètres cubes d'eau, disposés exactement au-dessous les uns des autres, que cet effort serait capable de maintenir soulevés.
Tout mouvement que nous imprimons à un corps doit donc être considéré comme dii à un effort, plus ou moins longtemps continué, qui, à tout instant de sa durée, serait capable de maintenir soulevés un certain nombre de décimètres cubes d'eau.
Il est inutile d'ajouter qu'au lieu de rapporter nos efforts au décimètre cube, on pourrait les rapporter à tout autre corps quelconque, pourvu qu'on convînt de prendre toujoui*s le même terme de comparaison.
Dans la nature, la plupart des corps se meuvent en dehors de notre action personnelle et par des causes qui nous sont
généralement inconnues. Mais, qnelsqne soient ces mouvements, nous concevons toujours qu'ils pommaient être produits par des eiïorts analogues à ceux que nous développons nous-mêmes et qui en dilît^roraienl seulement par le degré de leur énergie.
Un des objets de la mécanique est précisément de rechercher la valeur de cet eiïort idéal, capable de réaliser le mouvement précis que Ton a en vue; ou réciproquement, de trouver le mouvement qu'imprimerait un effort déterminé, si on le supposait appliqué réellement au corps.
Les relations nnmériques que nous établissons ainsi entre les mouvements et les efforts portent sur des éléments qui sont la plupart du temps tout à fait fictifs, en ce sens que les uns ne sont pas en général le produit réel des autres; mais ces relations nous intéressent en ce qu'elles nous apprennent que les uns pourraient être toujours le produit des autres ; et elles nous permettent de nous rendre compte, à notre manière, de la puissance des causes inconnues auxquelles les mouvements, considérés sont réellement dus. Ces relations nous moiîtrent en effet que lu cause quelconque de tel ou tel mouvement particulier est équivalente à un effort déterminé dont la connaissance nous est fomilière.
Nous sommes ainsi (conduits, en mécanique, à écarter complètement la notion concrète c'e Veffort^ c'est-à-dire d'une action exercée effectivement sur les corps, pour n'y voir désormais que l'expression numérique d'un rapport. Tel est le point de vue auquel on se place en arithmétique pour substituer partout le nombre à la quantité.
Afin de rendre cette abstraction plus sensible et de déshabituer l'esprit d'une idée concrète, qui doit rester étrangère au calcul, on a remplacé, dans le langage mécanique, le mot d'effort par celui de force. Ce dernier terme devra donc être toujours entendu dans un sens purement abstrait. H dési-
gncra le nombre de fois qu'il faudrait prendre l'effort unité pour réaliser le mouvement spécial que Ton considère.
10. — C'est cette même abstraction qu'on ne doit jamais perdre de vue quand on parle des forces de la Nature. Il ne s'agit point des causes premières en vertu desquelles les mouvements s'effectuent, mais uniquement de la valeur numérique des efforts iictifs qui seraient capables de les produire. 11 ne faudrait pas prendre le change sur les mots et en arriver à s'imaginer que les corps de la nature agissent effectivement les uns sur les autres à la manière de nos efforts personnels. C'est là une question entièrement étrangère à la mécanique, et dont la solution nous sera sans doute toujours inconnue. Quand on parle, par exemple, de la firt'ce de gravitation qui détermine le mouvement de la terre autour du soleil, on aurait grand ton d'attacher à ces mots une idée concrète, et de croire qu'en effet le soleil tire la terre vers lui/ Une telle'locution signifie seulement que ce même mouvement pourrait, en l'absence de toute cause naturelle, être déterminé par un effort égal à un certain nombre de fois notre effort unité, et dont l'action serait dirigée de la terre vers le soleil. Il en est de même de toutes les expressions analogues. Il faut en écarter soigneusement une signiOcation concrète et se rappeler qu'il n'est jamais question que de rapports numériques.
Ou emploie souvent une locution vicieuse qui consiste ù dire, comme définition des forces, qu'elles sont les causes des fnouvements. Si, par ce mot de forces, on entend alors les causes naturelles elles-mêmes, on ne fait qu'énoncer une vérité évidente, absolument insignifiante. Si l'on entend au contraire des efforts abstraits, numériquement comparables aux nôtres, on devrait dire que les forces sont, non pas ce qui produit les mouvements, mais ce qui pourrait les produire. On rentre ainsi tlans notre propre définition, avec
rinconvénient de la présenter d*uiie manière moins nette, qui peut laisser subsister une erreur dans Tesprit *.
11. — Unité de force. L'effort choisi en mécanique pour ternie constant de comparaison de tous les autres est celui que nous avons déjà supposé nous-mêmes, c'est-à-dire Teffort capable de maintenir soulevé un décimètre cube d'eau, — abstraction faite, bien entendu, du vase qui la contient. — Afin d'éviter la répétition fastidieuse des mêmes mots, qui se reproduiraient toutes les fois qu'on ferait allusion à l'eiîort unité, on lui a donné un nom particulier, celui de kilo^ gramme. Ainsi un effort ou une force de n kilogrammes est une force capable de maintenir soulevés n décimètres cubes d'eau.
Réciproquement, l'effort fictif, égal et de sens contraire au kilogramme, qui est équivalent à la cause inconnue en vertu de laquelle le décimètre cube d'eau, abandonné à lui-même, tend vers le sol, a reçu le même nom de kilogramme. La cause inconnue ayant été appelée pesanteur, l'effort fictif qui la représente s'appelle /)o«rf#. Ainsi, le kilogramme désigne à la fois l'effort nécessaire pour maintenir soulevé un décimètre cube d'eau, et le poids de cette même quantité d'eau. En général, le poids d'un corps quelconque est représenté par le nombre de kilogrammes qui exprime la valeur de l'effort nécessaire pour le maintenir soulevé.
Remarque, — Le volume de l'eau variant avec la tempé-
^ C'est pour avoir méconnu ce caractère abstrait, le seul vraiment scientifique de la force, que quelque auteurs out rejeté l'évaluation numérique directe des forces que nous avons exposée. Camot disait, dans ses Principes de Véquilihre et du mouvement : « Que peut-on entendre dans « le langage précis des mathématiques par une force ^ c'est-à-dire |par une « cause double ou triple d'une autre ?.... » Cet illustre géomètre oubliait ainsi qu'en comparant des forces on ne prétend pas comparer des causes réelles insaisissables en elles-mêmes, mais seulement des catises fictives, équivalentes aux causes inconnues des mouvements observés.
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ratuit", la quantité d'eau qui entre dans un décimètre cube, et, par suite, leflort n<H;essaire pour maintenir ce décimètre cubed*eau soulevé, varie avec elle. H a donc fallu, pour avoir un terme de comparaison véritablement constant, spécifier la température pour laquelle était pris Teflort unité. Des coosidératious physiques, que nous n'avons pas à présenter ici, ont conduit à adopter la tempéniture de /i°,i. Il est entendu aussi que Teau est distillée, c'est-à-dire parfaitement pure; car rexi)éritMice montre que TefTort à faire n'est plus le même lors(|ue l'eau lient quelque sel en dissolution. Enfin la détermination de cet effort est faite dans le vide absolu, car il se manifeste des différences, suivant l'état de l'atmosphère. Ainsi, le kilogranmie est l'effort capable de maintenir soulevé, dans le vide, un décimètre cube d'eau distillée à la température de ^°,i. N'omettons pas d'ajouter qu'il faut spécifier le lieu du globe où se fait la détermination , car l'effort varie d'un lieu à l'autre. Le lieu choisi par les géomètres français est Paris.
12. — Forces constantes et forées vnriii blés* L'effort que nous exerçons pour mouvoir un corps a toujours, quelle que soit sa valeur, une certaine durée. Il en est par conséquent de même de toutes les forces, c'est à-dire de tous les efforts ficlifs capables de produire les mouvements considérés.
Nous aurons donc à distinguer deux catégories de forces, suivant que l'effort conserve, pendant toute sa durée, la menu; valeur numérique, ou suivant, au contraire, que cet effort varie.
Les forces de la première catégorie sont appelées forces constantes. Ainsi, une force constante est une force qui, à un moment quelconque de sa durée, serait capable de maintenir soulevés le même nombre de décimètres cubes d'eau, ou qui, en d'autres termes, est constamment représentée par le même nombre de kilogrammes.
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Les forces de la deuxième calégorie sont appelées force» variables. Ainsi, une l'orce variable estuncloree qui, à un moment quelconque de son action, n'est pas capable de maintenir soulevés le même nombre de décimètres cubes d'eau, ou qui est représentée par un nombre sans cesse différent de kilogrammes.
Une force qui serait constante pendant une partie de sa durée, et qui, pendant la période suivante, serait encore constante, mais avec une valeur différente de celle qu'elle avait dans la première, ne serait pas, à proprement parler, une force variable. On considère alors qu'on a deux forces constantes successives, de différentes valeurs. Le caractère de la force variable, c'est que la valeur varie à toutingtant.
Cette variation s'effectue d'ailleurs d'une manière continue, c'est-à-dire par degrés insensibles; car l'expérience nous apprend que rien, dans la nature, ne se fait par transition brusque. {Natura non facit saUtiSy ont dit depuis longtemps les philosophes.) — Si donc un changement brusque se produisait dans la valeur de la force, variable avant, variable après, on devrait considérer que ce n'est pas une même force variable, mais bien deux forces distinctes.
Rien ne nous semble donner mieux la représeniation d'une force variable que l'exemple suivant :
Supposons qu'un homme tienne soulevé un vase dans lequel un robinet verse de l'eau d'une manière continue ; à mesure que le vase se remplit, l'homme développe un effort de plus en pliis grand pour le maintenir soulevé. A chaque instant, la valeur de cet effort, incessamment variable, est exactement mesurée par le volume d'eau contenu dans le vase.
Cet exemple montre une force continue, dont la loi de variation consiste à augmenter proportionnellement au (emps, puisque c'est ainsi qu'augmente évidemment le volume de
Teau introduite. On pourrait représenter de la même manière une force augmentant suivant une loi quelconque ; il suffirait d'imaginer que le robinet, au lieu de rester grand ouvert pendant tout le débit, est manœuvré de façon à faire varier Torifice suivant telle loi que Ton voudra. On aperçoit clairement que rclïbrt nécessaire pour maintenir le vase soulevé augmente avec le temps d'après \m mode de variation quelconque.
Si le vase, au lieu de s'emplir, se vidait, on obtiendrait toute espèce de loi de diminution de l'effort.
Quand une force variable met un corps en mouvement, nous devons concevoir que, pendant la durée de son action, l'intensité de cette force passe par des valeurs diverses et successives comme celles que nous venons de considérer.
La connaissance d'une force variable implique celle de sa valeur numérique à tout instant, c'est-à-dire la connaissance de la loi suivant laquelle celte valeur varie avec le temps. Cela revient ù donner la fonction analytique du temps qui exprime la valeur numérique de la force. Ainsi, F étant la force et f (0 une certaine fonction du temps, on a, à tout instant, pour exprimer la force, l'équation f=f{t).
Quand la force est constante, f (^ se réduit à une quantité constante.
13. — Direction de la force, son point d'application. En agissant sur un corps pour le mouvoir, nous avons le sentiment de la direction de notre effort, c'est-à-dire de la ligne droite suivant laquelle notre effort se produit. Si le corps a des dimensions infiniment petites, ou plutôt si nous envisageons son mouvement en bloc, comme nous ferions d'un point unique, nous le voyons suivre la ligne droite le long de laquelle nous exerçons notre effort. Le corps ne dévie de cette ligne que lorsque nous changeons nous-mêmes la direction de notre effort, ou lorsque, les dimensions considérables de ce corps ne nous permettant pas d'envisager
son mouvement comme celui d'un point unique, nous tenons compte des différences de trajectoires de ses divers points. Mais nous n'en avons pas moins le sentiment d'une direction déterminée de notre effort à tout instant, ou le sentiment d'une ligne droite que suivrait la particule matérielle sur laquelle nous agissons immédiatement, si cette particule, au lieu d'être liée aux autres parties du corps, était parfaitement libre de céder isolément à notre action.
Nous nommerons donc en général direction d'une force la droite suivant laquelle la force est conçue comme agissant pour mouvoir une particule matérielle isolée, le long de cette droite même.
Nous 2ii^^ç\\QV0ïï% point d'application de la force le point précis où cette force est supposée agir sur le corps, c'est-àdire la particule matérielle qui, si elle était libre, se mouvrait dans la direction de la force, comme il vient d'être dit.
Une force aura une direction constante lorsqu'elle agira à tout instant suivant la même droite : elle aura une direction variable lorsqu'elle agira successivement suivant des droites différentes. La variation de direction s'effectue, d'ailleurs, comme celle de l'intensité, d'une manière continue et par degrés insensibles.
Le mouvement d'un corps devant changer évidemment selon la direction et le point d'application de la force qui le détermine, il est nécessaire, pour connaître complètement la force, de connaître, outre sa valeur à tout instant, la position de son point d'application et sa direction. En général, dans les problèmes, la position géométrique du point d'application ne change pas dans le corps pendant tout le cours du mouvement; elle est donc précisée une fois pour toutes. Quant à la direction, il faut, si elle varie sans cesse, donner, comme pour l'intensité, la loi de la variation en fonction du temps. Nous verrons plus tard de quelle manière on représente géométriquement la direction des forces dans l'espace.
Vl LIVRE 1. — NOTIONS FONDAMENTALES.
Eu défiuilivt', pour la couuaissance d^inc force, il faut trois choses .
1" Sou point (Inapplication, qui, habituellement, conserve la même position dans le corps ;
T Lintensité, qui est exprimée par une fonction analytique ;
i^ La direction, qui peut varier également suivant certaines lois.
lii. — Comme on le voit, nous avons fait choix, dès ledébut, d'une unité de force déterminée. Nous aurions pu, naturellement, adopter loute autre unité que le kilogramme. Il suffit qu'une unité soit prise, peu importe laquelle.
C'est une grande erreur de supposer que, parce qu'on choisit tout de suite une unité de force, et que cette unité est empruntée aux faits de la pesanteur, il serait impossible, sans la considération de la pesanteur, de constituer la science mécanique telle qu'elle est. En admettant que l'homme n'eût aucun sentiment de la cause inconnue en vertu de laquelle les corps tendent vers la terre, et qu'il ne se fut jamais rendu compte de l'effort nécessaire pour les maintenir soulevés, rien ne l'empêcherait d'ailleurs d'acquérir la notion d'un effoj'tou d'une force, soit en modiflaut la forme d'un corps plus ou moins élastique, soit même en mouvant un corps sur un plan hojizonlal, sans frottement. De pareils phénomènes nécessitent des efforts qui ne dépendent nullement de la gravité, et qui demeureraient absolument les mêmes si cette dernière n'existait pas. On pourrait ainsi adopter quelque unité de force, étrangère à la pesanteur, comme, par exemple, l'effort nécessaire pour empêcher une lame métallique, infléchie dans des conditions spécifiées, de reprendre sa forme naturelle. En un mot, le premier terme de comparaison venu, pourvu qnll fut constant, tiendrait lieu du kilogramme et dispenserait de toute considération de la gravité) laquelle, scientifiquement parlant, pour-
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rait disparaître sans porter aucunement atteinte à l'édifice mécanique.
15. — Masse. Quand ou agit successivement sur différents corps pour les mettre en mouvement, on reconnaît que le même effort, exercé de la même manière, ne leur fait pas prendre le même mouvement ; on Taltribue vulgairement à ce que ces corps ne renferment pas tous la mente quantité de viatiève, et Ton appelle //?a««e de chacun dVux la quantité absolue de matière quil coniienl.
Si nous nous en tenions à cet énoncé, qui ne fait que reproduire ridée assez obscure que chacun attache instinctivement au terme de magfte, nous ne serions pas en possession d'une définition vraiment scientifique, c'est-à-dire assez précise pour qu'on puisse tenir compte, dans le calcul, de l'objet auquel elle se rapporte.
Pour que la masse devienne en effet un élément de relations mathématiques, il est indispensable qu'on puisse l'exprimer numériquement; ce qui exige qu'on sache comparer les masses entre elles et les rapporter toutes à une même unité.
Or, comment comparer des masses, c'est-à-dire évaluer le nombre de fois que la matière d'un certain corps contient la matière d'un autre corps? Celte comparaison directe, et le rapport qui en résulte, ne peuvent avoir un sens pour l'esprit qu'autant qu'il s'agit de corps de même nature et placés dans les mêmes conditions. On comprend, par exemple, que la quantité de matière de deux décimètres cubes d'eau est le double de celle qui est contenue dans un seul, et qu'en général le rapport des masses est le même que celui des volumes. Mais s'il est question de corps de natures différentes, tels que l'eau, le fer, le bols, etc., on n'a aucune idée du genre de rapport qui peut exister entre les quantités de matière d'un même volume de ces divers corps. Ici donc, il devient nécessaire d'abandonner le sens vulgaire du mot
masse pour lui substituer une notion plus précise, qui se prête à la comparaison numérique dont nous parlons.
A cet effet, nous dirons que deux corps de natures quelconques ont des masses égales, lorsque, successivement soumis à un même effort constant, pendant le même temps, suivant une même direction, ils acquièrent la même vitesse. Ainsi, si un huitième de décimètre cube de fer, par exemple, prend la même vitesse qu'un décimètre cube d'eau dans les conditions que nous venons d'indiquer, on dira que le premier volume de fer a la même masse que le second volume d'eau.
Quand nous parlons de la vitesse du corps, il s'agit, bien entendu , de la vitesse générale de ce corps , envisagé en bloc, et sans tenir compte des mouvements individuels de ses divers points. Nous admettons, d'ailleurs, — ce qui sera démontré plus tard, — que cette vitesse générale est la même, quelle que soit la forme qu'affecte le volume du corps considéré, et quel que soit le point précis où la force lui est appliquée.
L'égalité des masses, telle que nous venons de l'établir, reste donc étrangère à la considération inaccessible des quantités de matière, et elle se fonde uniquement sur la façon dont les corps cèdent à l'action des forces qui les sollicitent. C'est là, d'ailleurs, le vrai point de vue : car au lieu de dire, conformément à la notion vulgaire, que la matière renfermée dans un décimètre cube de fer est huit fois plus grande que celle d'un décimètre cube d'eau, qu'est-ce qui empêcherait de concevoir, par exemple, que la différence des forces nécessaires pour faire prendre à ces deux corps la même vitesse manifeste seulement que la capacité de mouvement du fer, si je puis ainsi dire, est autre que celle de l'eau? Ce serait un fait du même ordre que celui des capacités calorifiques^ qui consiste, comme on sait, en ce que des poids égaux de matières différentes n'absorbent pas
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les mêmes quantités de chaleur pour prendre les mêmes accroissements de température. Mais il est clair que ces considérations n'importent pas à la mécanique, qui n'étudie les corps qu'au point de vue des mouvements qu'ils manifestent.
Les masses étant définies égales, comme il vient d'être dit, une masse quelconque sera évaluée et exprimée numériquement au moyen de sa comparaison avec une masse déterminée prise pour unité. Ainsi , une masse double j triple, de l'unité de masse, sera la masse d'un corps qui pourrait être décomposé en deux, trois parties, telles que chacune, soumise au même effort constant, pendant le même temps que l'unité de masse, recevrait la même vitesse que cette dernière. En général, on dira qu'un corps a une masse de n unités, lorsqu'il pourrait être décomposé en n parties égales chacune à l'unité de masse.
16. — Il résulte de notre définition qu'une masse double, triple d'une autre, soumise à une force double, triple, prend la même vitesse qu'une masse simple soumise à une force simple. En d'autres termes, les masses sont proportionnelles aux forces constantes qui, au bout du même temps, leur communiquent la même vitesse. En effet, si l'on a une certaine masse sollicitée par une certaine force, rien n'empêche d'imaginer que cette masse est décomposée en deux autres égales, placées l'une devant l'autre, et que la force provient aussi de deux autres égales, agissant respectivement , suivant la même droite , sur les deux masses partielles. Aux termes de la définition des forces, la force totale, due à la réunion des forces partielles, est double de chacune de celles-ci ; de même que la niasse totale est double de chaque masse partielle. Donc, une force double sollicite une masse double, comme une force simple sollicite une masse simple.
D'après cela, au lieu d'évaluer une masse en recherchant en combien de parties égales à l'unité on pourrait la décom-
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poser, — sorlc de division pratiquement impossible la plupart du temps, — il revient au même de recheniher quelle est la force qu'il faut lui appliquer pour lui donner la même vitesse qu'à Tunité de masse. Le rapport numérique de cette force à celle qui sollicite Tunitéde masseexprime le nombre d'unités que contient la masse considérée. C'est ce qu'on énonce brièvement eu disant que la comparaison des masses est ramenée à celle des forces.
17. — Homo^énéilé, denëilé. Lorsqu'un corps est constitué de telle manière que des volumes égaux de ce corps ont des masses égales, — quelle que soit d'ailleurs la.valour absolue de ces volumes, — on dit qu'il est homogène. On nomme densité la masse contenue dans l'unité de volume, ou, ce qui revient au même, le rapport constant de la masse an volume. Ainsi, en désignant par M la masse, évaluée en unités, d'un corps homogène, contenue dans un volume quelconque V, et par p sa densité, la définition qu'on vient de donner est exprimée par la relation
p = —-, ou bien M = p V.
p représente ainsi pour chaque corps homogène un certain nombre constant d'unités de masse, qui est précisément égal à la mesure de la masse renfermée sous l'unité de volume.
Les corps homogènes différent entre eux par la valeur de leurs densités respectives.
18. — Hétérogénéité 9 densité. On nomme corps hétérogène tout corps qui n'est pas homogène, c'est-à-dire dans lequel le rapport de la masse au volume n'est pas constant.
Dans un corps hétérogène, on ne peut avoir la notion de densité que par la considération des limites. On se retrouve, à cet égard, dans le même ordre d'idées qu'à l'occasion de la vitesse du mouvement varié (n" /»). On décompose par la pensée le corps en parties d'égal volume, et on suppose que
la matière de chacune de ces parties soit l'emplacée par une matière homogène, qui représente la même masse que la matière effective de cette partie du corps. L'ensemble de ces parties homogènes constitue un corps imaginaire qui diffère du corps réel, en ce que , dans une même partie de celui-ci, la densité n'est pas constante comnie dans la partie du corps imaginaire. £n faisant ensuite diminuer indéfiniment, suivant leurs trois diniensions, chacune des parties ainsi formées, on finit par avoir un corps qui ne diffère plus du corps réel, et pour lequel le rapport de la masse au volume, dans chaque partie, n'a pas cessé de représenter la densité. En sorte que si AV est un de ces volumes et AM sa masse, la limite du rapport de AM à AV représente la densité du corps réel au point considéré. La relation algébrique qui exprime cette définition est donc :
ce qui permet de déduire la masse, lorsqu'on connaît la loi suivant laquelle la densité varie aux divers points de l'étendue du corps : car on a M = / p rf V.
Une remarque, qui n'est pas sans un certain intérêt philosophique, c'est que la relation qui existe entre la densité, la masse et le volume d'un corps quelconque, homogène ou hétérogène, est identique à celle qui existe entre la vitesse, l'espace parcouru et le temps, pour un mouvement quelconque, uniforme ou varié. Ainsi, le chapitre scientifique qui traiterait des trois dernières quantités, dans leurs rapports réciproques, serait textuellement applicable aux trois premières : il suffirait d'y remplacer partout les mots de vitesse, espace parcouru et temps par ceux de densité^ masse et volume. On voit, par exemple, que la masse d'un corps, à mesure qu'on en prend des volumes de plus en
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plus grands, augmente comme l'espace parcouru au bout de durées de plus en plus prolongées. La même relation existe encore entre /'accéléi*ation ^ la variation de vitesse et le temps. Nous en retrouverons plus tard d'autres exemples.
19. — L'nités de volume et de masse. L'unité de volume adoptée en mécanique est le décimètre cube ou litre.
L'unité de niasse est celle d'un corps qui, soumis à l'unité de force pendant l'unité de temps, acquiert une vitesse égale à l'unité de longueur.
Pour déterminer la masse qui satisfait à cette condition, il faut évidemment recourir à l'observation physique ; car rien ne peut indiquer à priori la vitesse que prendra un corps déterminé soumis à une certaine force pendant un certain temps. On doit donc faire une série d'expériences consistant à rechercher quel est le corps qui, sollicité par une force de direction constante, d'un kilogramme, pendant une seconde, possède au bout de ce temps une vitesse d'un mètre.
Parmi le nombre infini de méthodes, théoriquement possibles, qu'on avait à employer pour faire cette détermination, on s'est arrêté à la suivante ;
Une première série d'observations, dans le détail desquelles nous n'entrerons pas ici, a montré que la pesanteur est une force constante, c'est-à-dire : 1° que pour un même lieu du globe, l'efifort fictif équivalent à la cause inconnue en vertu de laquelle un corps tend vers la terre, a la même valeur numérique à toute époque de l'année ; 2° que le mouvement de chute verticale que prend un corps tombant librement vers le sol suit exactement la loi que nous reconnaîtrons plus tard appartenir aux mouvements produits par une force constante : ce qui permet d'envisager la pesanteur comme équivalente à un effort de même valeur pendant toute la durée de la chute.
Une deuxième série d^obsenations a montré que des corps quelconques, tombant simultanément sous la libre action de leurs poids respectifs, acquièrent, au bout des mêmes temps les mêmes vitesses. On en a conclu (dernier alinéa du n° 16) que les masses des corps sont proportionnelles a leurs poids.
Une troisième série d'observations a montré qu'un corps quelconque, tombant librement, possède, au bout d'une seconde, une vitesse de 9"' 8088 (mesurée à Paris).
Cela posé , la détermination de l'unité de masse devient fort aisée.
1° Pour soumettre un corps à une force constante égale à l'unité, il suûit de laisser tomber librement un corps quelconque pesant 1 kilogramme ; S** puisque la vitesse que ce corps acquiert au bout d'une seconde est de 9'" 8088, il en résulte que si l'on soumettait à la même force de 1 kilogr. une masse 9,8088 fois plus considérable, celte masse acquerrait une vitesse 9,8088 plus faible ; car, ainsi que nous le démontrerons prochainement, les masses sont en raison inverse des vitesses que leur communique la même force au bout du même temps. Donc la masse égale à 9,8088 fois celle qui pèse 1 kilogramme acquerrait une vitesse de 1 mètre.
D'après cela, il reste entendu que l'unité de masse définitivement adoptée est la masse d'un corps qui pèse 9 kil. 8088. On peut se la représenter eu disant, par exemple, que c'est la masse de 9,8088 décimètres cubes d'eau.
20. — Expression numérique de la masse d'an eorps queleonque. On a coutume de désigner par une seule lettre, la lettre g y le nombre 9,8088 qui se reproduit fréquemment dans les formules. On dit aussi que g représente Vaction de lapesmiteur ; cela signifie que le nombre g représente la vitesse que la pesanteur fait acquérir aux corps
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au bout d'uno seconde, ou qu'il représente le poids de Funité de masse évalué en kilogrammes.
La valeur d'une masse quelconque peut être expnméc lrè8-8impl(»ment, en remarquantque, puisqu'un corps reçoit sous Faction de son propre poids une vitesse égale à g, il n(; re(;evrail qu'une vitesse d'un mètre, si, son poids restant le même, su masse était g fois plus grande. D'où il suit que, M étant la masse effective de ce corps, P son poids en kilogrammes, et g l'action de la pesanteur, on aura
1> M j ^= P, ou bien iM == - ,
Telle est l'expression qu'on donne communément à la masse d'un corps, et qui montre que la mesure d'une masse quelconque s'obtient en divisant le poids par le nombre g.
Ainsi, la comparaison des masses, d'abord ramenée (n° 16) à (îelle des forces constantes qui leur font acquérir la même vitesse, est définitivement ramenée à la comparaison des poids, ce qui offre, dans beaucoup de cas, une grande simplicité pratique.
Lorsque nous considérons des corps qui nous sont inaccessibles, et que nous ne pouvons peser, comme les astres (ît I(î glob(; terrestre lui-même, la comparaison des poids dtîvient sans objet. On ne peut pas recourir davantage à l'évaluation d(»s eftbrls fictifs qui seraient capables de produii'c leurs mouvements observés. On n'arrive alore à la détermination des masses que par des considérations indirectes, qui seront présentées en leur lieu (n** 331). Pour le moment, le mieux, est de restreindre la mesure de la niasse aux corps qui nous entourent immédiatement et qu'il nous est loisible de peser.
21. — Avant d'abandonner ce sujet , nous croyons devoir prémunir contre certaines idées fausses, analogues à celles qui ont fait l'objet du n° 14.
DÊFlNTTrONS ET ÀXIOMKS. 3Î5
La considération de la pesanteur n'est nullement indispensable à la notion de la masse et à son évaluation. A la vérité le phénomène de la chute des corps graves a fourni un moyen simple et expéditif de déterminer Tunité de masse et de comparer toutes les masses entre elles. Mais lors même que les corps ne pèseraient pas, qu'on nous passe Thypothèse, on concevrait des masses égales et inégales par le seul fait des vitesses égales ou inégales que leur imprimeraient les mêmes efforts. On pourrait déterminer une unité de masse en observant la vitesse qu'acquerrait un corps sollicité dans une certaine direction par un effort constant, assigné à Tavance.
Ce serait une autre erreur de croire qu'il est évident, en dehors de toute expérience physique, que les masses des corps sont proportionnelles à leurs poids, ou que la vitesse que leur communique la gravité au bout du même temps doit être nécessairement la même pour tous. La masse et le poids sont, dans un corps, deux manières de se comporter fort distinctes. L'une se rattache à la considération de la force qu'il faut lui appliquer pour le mouvoir, l'autre lient uniquement au genre d'influence que peut avoir sur lui le voisinage du globe. On comprendrait très-bien qu'une espèce de matière très-facile à mouvoir fut très-puissamment attirée par notre terre ; et qu'un corps d'une autre espèce présentât le phénomène inverse. Alors une grande masse correspondrait à un faible poids. S'il n'en est pas ainsi en réalité, c'est en vertu de causes qui nous sont inconnues, et dont rien à priori ne pouvait faire prévoir l'existence. Il était donc absolument nécessaire qu'une expérience physique directe vînt nous la démontrer.
Quant à la valeur particulière de O'^SOSS reconnue comme on Ta dit plus haut, pour la vitesse d'un corps qui tombe librement dans le vide à Paris, c'est aussi un fait d'observation dont personne, d'ailleurs, ne conteste le ca-
'6li LIVRE 1. — NOTIONS FONDAMENTALES.
raclère. Mais il ne faudruit pas conclure que si la pesanteur n'existait pas, et que Texpérience lïit faite d'une autre manière, on pourrait trouver une vitesse différente. Il est bien évident au contraire que si l'on avait, par exemple, sollicité le même corps sur un plan horizontal et sans résistance d'aucune sorte, avec un effort de même intensité, on aurait retrouvé rigoureusement le même nombre de 9"' 8088. Car, pour un même corps, cette vitesse ne dépend que de la valeur de l'effort et nullement de la nature de la cause quelconque qui peut y donner naissance.
22. — Axiomes rationnels ^ Nous allons énoncer un certain nombre de vérités évidentes par elles-mêmes, qui ne peuventpas être démontrées par le raisonnement ou à l'aide d'expériences physiques directes. Elles sont du même ordre que les axiomes géométriques, avec lesquels le lecteur est depuis longtemps familiarisé.
AXIOME
Deux forces directement opposées , qui s^ntre-détruisent sur un même corps, sont numériquement égales.
C'est en vertu de cet axiome que nous avons donné le nom de kilogramme aussi bien au poids d'un décimètre cube d'eau qu'à l'effort nécessaire pour le maintenir soulevé ; et qu'en général la force qui empêche un corps quelconque de
^ La qualification de rationnels^ donnée aux axiomes, semble à première vue une superfétation. C'est pourtant à dessein que nous en avons fait usage ici , pour les différentier plus complètement encore de ces autres vérités non moins indémontrables par le raisonnement , mais qui s'appuient sur l'observation des faits matériels.
Nous avions quelque motif d'employer un tel langage, après avoir vu des géomètres recommandables appeler axiomes certaines lois de la nature, et notamment celle de Vindépendance des mouvements.
tomber librement vers le sol est exprimée par le même nombre de kilogrammes que le poids du corps lui-même.
L'égalité dont il est question dans cet axiome s'applique aussi bien à des forces qui agiraient le long d'une même tige rigide et invariable, à une distance quelconque l'une de l'autre, qu'à des forces agissant directement au même point, et opposées, pour ainsi dire, bout à bout.
Une conséquence immédiate qui en découle, c'est qu'une force peut être supposée transportée en un point quelconque de sa direction : car avec ce nouveau point d'application, elle continuera à détruire une force opposée, agissant sur l'ancien point.
V AXIOME
Deux forces qui agissent suivant la même direction ,
au même point ou sur des points invariablement unis de la direction
commune , s'ajoutent numériquement.
C'est pour cela que nous avons regardé une force qui soutient deux, trois décimètres cubes d'eau comme numériquement double, triple de celle qui en soutient un seul ; ou comme provenant de la réunion de deux, trois forces identiques à cette dernière.
Il en résulte qu'autant de forces qu'on voudra, qui agissent suivant la même direction, s'ajoutent numériquement; et que deux forces de sens contraires se retranchent l'une de l'autre, car la plus grande des deux peut être conçue comme provenant de la réunion d'une force numériquement égale à la plus petite et d'une autre force égale à leur différence : or, la première est détruite par la plus petite des deux forces données : il ne reste donc que cette différence pour agir sur le point.
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AXIOME
L effort est égal et contraire à la résistance.
Cet axiome n'est que l'expression de notre manière de concevoir la transmission d'une action quelconque. Ainsi, si une force agit sur un objet fixe, la fixité de cet objet détruit la force, de sorte que les choses se passent comme si l'objet développait une force égale et contraire à l'autre. De même si deux corps sont invariablement unis entre eux par une tige rigide et que le premier, en vertu de son mouvement ou des forces qui le sollicitent, exerce un effort quelconque sur 1# second, cet effort sera employé à mouvoir ce second corps, et les choses se passeront comme si, le second corps n'existant pas, le premier était directement soumis à un effort égal et contraire à celui que nous venons de considérer, et agissant suivant la direction commune de la tige.
23. — But de la mécanique. Le but de la mécanique est désormais facile à indiquer ; ce que nous ne. pouvions faire dès Torigine, a cause du manque dénotions suffisantes sur les choses que Ton y considère.
Ce but peut être résumé dans l'énoncé d'un seul problème général et de son inverse, de la manière suivante :
Etant donnés des corps de niasses connues ^ ainsi que les forces qui les sollicitent, également connues à chaque instant quant à leurs grandeurs, leurs directions et leurs points d'application, déterminer le mouvement que ces corps doivent prendre, c'est-à-dire trouver quelles sero7it, à tout moment, la vitesse, la position dans l'espace et la trajectoire de chacun des points de ces corps.
Et réciproquement :
Connaissant, à tout instant, le mouvement des points
et les masses des corps j déterminer les forces qui les sollicitent.
Ce double problème, qui n'en forme qu'un seul en réalîié, doit, pour être absolument général, se rapporter non-seulement à des corps m^athématiqueynent solides ou de forme invariable, mais s'appliquer aussi à des corps d'une constitution tout à fait quelconque, tels que ceux qu'on nomme liquides et gazeux y et même à ces corps intermédiaii'es sans désignation physique précise, et qui sont dits plus ou moins flexibles, élastiques ^ visqueux, pâteux j etc.
Eu un mot, tout corps matériel, de quelque manière qu'il soit constitué, doit être l'objet du problème mécanique, envisagé dans sa plus grande généralité spéculative. Nous n'avons pas à noua préoccuper, à ce point de vue, des difficultés, souvent insurmontables, qui pourront restreindre le développement effectif de la science. Nous nous bornons à tracer le champ philosophique de ses investigations.
Plus tard nous indiquerons sur quelles considérations est basée la division delà mécanique en deux branches ;
L'une qu'on appelle mécanique rationnelle ;
L'autre qu'on nomme mécanique appliquée.
LOIS FONDAMENTALES DE LA NATURE
24. — Toute science se propose de systématiser une certaine classe de faits, c'est-à-dire de les rattacher à un petit nombre de principes d'où Ton puisse les déduire logiquement.
Si la science est purement rationnelle, comme Tarithmétique, Talgèbre, le calcul infinitésimal, ces principes portent le nom d'axiomes. Ils sont indémontrables, et leur vérité est établie par cela seul que notre raison Taifirme comme évidente.
Si la science est naturelle, c'est-à-dire si elle concerne les phénomènes du monde extérieur, comme la mécanique, ces principes s'appellent lois fonda?nefitales de la nature. Leur vérité n'est point affirmée à priori pviV notre raison, et elle ne peut être établie que par des observations directes, multipliées, qui montrent que la nature, dans ses manifestations diverses, obéit cff*eclivement à ces lois. Toute tentative d'argumentation serait évidemment impuissante à prouver ces lois à priori, car nous ne saurions puiser dans notre propre esprit, et abstraction faite de la contemplation de l'univers, la connaissance des règles qui président à l'accomplissement des phénomènes physiques. Ces lois une fois constatées, la coordination scientifique consiste à mon-
trer que les faits variés qui s'offrent à nous n'en sont que des cas particuliers, ePqu'ils sV rattachent par un enchaînement rationnel, dans lequel Tobservation directe n'a plus dès lors à intervenir.
La mécanique se proposant d'étudier la manière dont les corps matériels se comportent sous l'action des forces qui les sollicitent, doit conséquemment se baser sur un certain nombre de lois naturelles, constatées à l'aide d'expériences, et qui nous serviront à expliquer mathématiquement tous les phénomènes de mouvement possibles.
Ces lois, que nous allons successivement présenter, ne doivent pas être confondues avec les vérités que nous avons déjà énoncées sous le nom (ïaxiotnes rationnels. Ceux-ci n'ont rien de commun avec l'observation, et ne sont que la conséquence de notre raison.
Première loi , dite loi d'Inertie ,
DIÎCOUVERTE PAR KEPLER.
Cette loi s'énonce ainsi
Lorsque les forces qui sollicitent un corps cessent d*agir sur lui, le mouvement se coîitinue suivant une ligne droite, tangente à la trajectoire précédetnment déerite, et avec une vitesse constante, égale à celle que possédait le corps au moment où les forces ont disparu*
Il s'agit, bien entendu, du mouvement général du corps et non du mouvement individuel de chacun de ses points. On prend le mouvement en bloc, comme si le corps était réduit à un point unique.
Cette loi a été constatée dans les corps dont le mouvement était du, soit à notre action personnelle, soit à des causes naturelles que nous pouvions susciter ou faire disparaître à notre gré. Si, par exemple, nous faisons rouler une bille sur une glace horizontale parfaitement polie, nous reconnaissons qu'après que nous avons cessé notre effort, le mouvement se
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rontiniic de hiMiième, sensibleiueiit d'après la loi éiioucée. Je dis sensiblement, parce qu'il y a toiijdfli*s des résistances, indépendantes de r.olre volonté, telles que le manque de poli des surfaces, la pression de Tair, etc., qui altèrent en partie la manifestation de la loi et produisent une déviation ou une diminution dans la vitesse communiquée. Mais il suffît qu'à mesure que les précautions augmentent, la loi tende de plus en plus à se vérifier exactement, pour que nous ayons le droit de penser que cette vérification serait complète (mi effet, si nous pouvions soustraire absolument le corps à toutes ces perturbations extérieures. Des expériences analogues peuvent être faites en laissant rouler la bille, sous Tinfluence de son propre poids, sur une surface inclinée dont l'extrémité inférieure se continue suivant un plan tangent horizontal. On voit qu'à partir du moment où la bille arrive sur le plan, c'est-à-dire à partir du moment où l'action de la pesanteur est détruite, la vitesse tend à se conserver conformément à la loi d'inertie. Mille faits journaliei*s pourraient être cités au même point de vue. Ainsi, le boulet qui s'échappe du canon ou la pierre qui quitte la fronde, eu vertu d'une impulsion initiale, conserveraient indéfiniment leur vitesse sans l'action de la pesanteur et la résistance de l'air. Du reste, si la loi supposée était inexacte, les consé- (|uences qu'on en déduit mathématiquement seraient entachées de la même erreur et offriraient des désaccords avec des faits directement observés. Or, c'est ce qui n'a jamais lieu. On peut donc conclure que le principe est vrai pour tous les phénomènes où il nous est donné de constater avec certitude la disparition de la force.
En ce qui concerne les corps soustraits par leur éloignement à une reconnaissance aussi immédiate, nous ne pouvons évidemment alfirmer, quand nous les voyons se mouvoir d'une manière uniforme, ({ix'aucuîie cause de mouvement ne s'exerce sur eux. Mais remarquons que cela n'importe
pas à l*étude de la mécanique, telle qu'elle est constituée. Car si Ton se rappelle ce qui a été dit expressément pour la définition de la force, on voit que ce que la mécanique se propose de rechercher, ce n'est pas la cause hitirne d'un mouvement, mais la valeur numérique d'un effort fictif, analogue à nos efforts personnels, qui pourrait produire ce mouvement. Donc, quand un mouvement se manifeste à nous comme uniforme, la cause de cette uniformité, s'il y en a une, est pour nous comme si elle n'était pas. Cette cause n'est pas une force mécanique, puisque tout effort, comparable aux nôtres, qu'on supposerait s'exercer sur le corps, impliquerait, d'après les expériences faites dans le domaine de notre action, que ce mouvement n'est point uniforme, ainsi qu'on l'a supposé. C'est pour avoir négligé ce point de vue de la véritable signification de la force en Tnecanique que quelques personnes ont pu avoir des doutes sur la légitimité de l'application de la loi d'inertie, étendue de nos faits directs aux faits qui nous sont inaccessibles. Ce n'est là qu'une confusion entre le sens du mot force eu mécanique et le sens qu'on donne quelquefois à ce même mot pour désigner les causes effectives des phénomènes naturels. En résumé, l'uniformité du mouvement, quelque part qu'il se manifeste, est pour nous le symbole de l'absence d'un effort analogue aux nôtres.
26. — Plusieurs auteurs ont méconnu le caractère de la loi d'inertie, en supposant qu'elle pouvait être établie avec le seul secours du raisonnement, comme s'il n'était pas évident, ainsi que nous l'avons déjà dit (n° 24), que « nous ne « saurions puiser dans notre propre esprit, et abstraction i( faite de la contemplation de l'univers, la connaissance des i( règles qui président à l'accomplissement des phénomènes i< physiques. » Il n'est pas sans utilité, pour les personnes imbues d'avance de cette fausse conception, de reproduire ici les réflexions présentées par M. Auguste Comte, dans
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8on Cours de philosophie positive : « Au lieu de se bor- « ner, dit cet auteur, à regarder la loi d'inertie comme un « fait observé, on a prétendu la démontrer abstraitement, a par une application du principe de la raison suffisante, <t qui n'a pas la moindre solidité. En effet, pour expliquer, « par exemple, la nécessité du mouvement rectiligne, on « dit que le corps devait suivre la ligne droite , parce qu'il « n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte d'un côté plutôt que « d'un autre de sa direction primitive. Il est aisé de consta- « ter l'invalidité radicale et même l'insignifiance complète « d'une telle argumentation. D'abord, comment pourrions- « nous être assurés quil n'y a pas de raison pour que le « corps se dévie? Que pouvons-nous savoir à cet égard au- « trement que par l'expérience ? Les considérations à priori, « fondées sur la nature des choses, ne nous sont-elles pas « complètement et nécessairement interdites en philosophie « positive? D'ailleurs, un tel principe, même quand on l'ad- « mettrait, ne comporte par lui-même qu'une application (c vague et arbitraire. Car à l'origine du mouvement uni- « forme, c'est-à-dire à l'instant même où l'argument devrait tf être employé, il est clair que la trajectoire du corps n'a « point encore de caractère géométrique déterminé, et que (c c'est seulement après que le corps a parcouru un certain « espace qu'on peut constater quelle ligne il décrit. Il est « évident, par la géométrie, que le mouvement uniforme « initial, au lieu d'être regardé comme rectiligne, pourrait <( être indifféremment supposé circulaire, parabolique, ou « suivant toute autre ligne tangente à la trajectoire effec- <c tive, en sorte que la même argumentatio», répétée pour « chacune de ces lignes , ce qui serait tout aussi légi- (c time , conduirait à une conclusion absolument indé- « terminée. Pour peu qu'on réOéchissc sur un tel raisonce nement, on ne tardera pas à reconnaître que, comme « toutes les prétendues explications métaphysiques, il se
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i( réduit réellement à répéter en termes abstraits le fait luii( même, et à dire que les corps ont une tendance naturelle « à se mouvoir en ligne droite, ce qui était précisément la « proposition à établir. »
27. — Dans plusieurs traités de mécanique, on s'appuie sur la loi d'inertie pour définir la vitesse du mouvement varié. On dit que cette vitesse, à un moment quelconque, est celle du mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié, si tout à coup les forces cessaient leur action.
Cette définition a le tort de faire dépendre une conception purement logique d'un fait expérimental. Nous imaginons très-bien que la loi d'inertie pourrait être autre qu'elle n'est réellement, et que le mouvement qui succède au mouvement varié, après la disparition des forces, pourrait n'être pas uniforme, mais se ralentir au contraire graduellement, ou, qu'étant uniforme , sa vitesse eût subi tout d'abord une brusque diminution, au moment même où les forces ont cessé. Ces hypothèses auraient pour résultat de donner à la vitesse, définie comme il vient d'être dit, une valeur différente dé -T-. Or, en quoi ces modifications de la loi d'inertie
touchent-elles à la conception de la vitesse elle-même? Ne continuons-nous pas à mesurer la vitesse par la limite du rapport de l'espace parcouru au temps, lorsque, dans le mouvement varié, on prend ces quantités de plus en plus petites ?
Si la vitesse, telle qu'elle a été définie au n° 4, se trouve effectivement égale à celle du mouvement uniforme qui succède au mouvement varié, on ne doit y voir qu'une coïnci- / dence heureuse avec les faits, mais nullement confondre la conception avec ces faits eux-mêmes.
28. — Le mot d'inertie reçoit souvent un autre sens que celui qui se rapporte à la loi d*inertie. Nous allons l'indiquer, quoique nous ne devions jamais le lui donner dans la suite de cet ouvrage, mais uniquement pour mettre en garde
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contre une locution étrangère à la mécanique. On dit « que la matière est ine^^te, ou qu*étant primitivement au repos, elle ne se met pas en mouvement tant qu'une cause n'agit pas sur elle. » Si par cause on entend une cause quelconque^ dans l'acception la plus générale du mot, cela est évident, et l'aphorisme ci-dessus ne signifie plus rien ; car tout mouvement qui se produit est incontestablemeni dû à une cause. Si, au contraire, on entend une cause extérieure 2i\i corps, — ce qui est, je crois, la pensée véritable qu'on a alors dans l'esprit, -— nous répondons qu'on n'en sait absolument rien, et que la question est oiseuse au point de vue scientifique. En effet, voici un corps qui, abandonné à lui-même, tombe vei's la terre. Est-ce à dire que la cause de cette chute est exlérieure au corps, et que la terre agit sur lui à la manière d'un effort direct, comme si nous-mêmes le mettions en mouvement en le poussant dans un certain sens? N'est-il pas tout aussi légitime de concevoir que la cause est en dedatis du corps, et que ce corps, placé en présence de la terre, se meut spontanément vers elle? Pourquoi n'en serait-il pas ainsi, puisque rien dans le phénomène n'implique nécessairement l'un des deux points de vue de préférence à l'autre, et que tout semble, au contraire, indiquer que la cause du mouvement est à la fois dans la terre et dans le corps? Disons tout de suite que le mot d'inertie, comme synonyme d'incapacité de la fnatière à se mouvoir spontanément, n'a réellement aucun sens. La seule chose intéressante à constater pour le géomètre, c'est qu'un corps, dans certaines circonstances telles, par exemple, que le voisinage d'autres corps, se met en mouvement comme si un effort comparable aux nôtres lui était appliqué} et pour s'opposer à ce mouvement, il faudrait appliquer effectivement au corps cet effort en sens contraire.
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Deuxième loi, dite loi de réaetion,
Cette loi consiste en ce que
Toutes les fois quun fait de mouvenient se produit dans la nature, il y a quelque part un autre fait ^ inverse du précédent, qui se produit ou tend à se produire en même temps,
Pîous voulons dire par là que, lorsqu'un corps prend un mouvement par une cause quelconque, il y a toujours un autre corps qui prend ou tend à prendre un mouvement tel que Teffort fictif, capable de le produire, est égal et directement opposé à l'effort fictif capable de produire le premier.
On remarquera que nous avons dit de ce second mouvement , qu'il se produit ou tend à se produire. C'est qu'en effet, des résistances de diverses natures, comme des frottements, des obstacles fixes, etc., peuvent remp(^cher. Mais la loi n'en est pas moins vérifiée, et l'existence de l'effort contraire manifestée, en ce sens que , si l'on vient à supprimer ces résistances , le mouvement s'effectue aussitôt dans les conditions que nous avons indiquées. Si les deux mouvements étaient empêchés à la fois , les deux efforts opposés nous seraient dissimulés jusqu'à ce que ] les obstacles étant écartés des deux côtés, l'on vît alors les mouvements se déterminer.
Une foule de faits peuvent être cités comme démonstration expérimentale de cette loi. Ainsi, quand un boulet s'échappe dii canon, le canon tend à reculer en sens inverse du mouvement du boulet. Si le recul du canon est convenablement facilité, on constate que l'effort fictif capable de réaliser ce mouvement en arrière est numériquement égal et opposé à l'effort fictif capable de réaliser le mouvement en avant du projectile.
Quand on pratique un orifice au bas de la paroi latérale
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d'un vase rempli d'eau, le liquide s'échappe horizontalement. Si le vase est placé sur un support mobile^ on le voit marcher en sens inverse de la gerbe , et de telle façon que les efTorts correspondants au mouvement du liquide et au mouvement du vase sont encore égaux et opposés.
Quand un aimant et un morceau de fer doux sont en présence, on les voit s'avancer à la rencontre l'un de l'autre, de telle sorte encore que les efforts correspondants sont égaux et contraires : et si on vient à les unir par une verge rigide, ils demeurent tous deux immobiles, en entre-détruîsant conséquemment leurs tendances respectives.
Ces expériences multipliées et constamment concordantes ont permis de considérer la loi comme absolument générale. L'extension qu'on en a faite aux phénomènes qui ne nous sont point directement accessibles, comme les phénomènes astronomiques, a conduit à des résultats bien remarquables. On a reconnu que tous les mouvements des astres pourraient être produits par des forces numériquement égales et contraires deux à deux, dirigées suivant chacune des lignes qui joignent deux de ces astres entre eux.
Dans les phénomènes de l'ordre dit moléculaire, le seul fait du repos des corps prouve immédiatement l'exactitude de la loi. En effet, des considérations physiques, étrangères d'ailleurs à la science qui nous occupe, ont amené à regarder tous les corps de la nature comme formés chacun de plusieurs parties matérielles pleines, situées à une certaine distance les unes des autres, et jamais au contact absolu. Ces espacements sont ce qu'on nomme les pores ou vides des corps. Si cette manière de voir est effectivement exacte, il faut bien, pour que les parties pleines restent agglomérées et que le corps ne tombe pas en quelque sorte en poussière, que chaque partie soit portée vers les autres en vertu d'une cause analogue à un effort, dont l'énergie serait pré-
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cisément celle de la force qu'il faudrait employer pour l'en détacher. Cela posé, je dis que tout effort de ce genre s'exerçant ainsi naturellement doit avoir dans le reste du corps son équivalent de sens opposé. Car si nous concevons dans rintérieur une surface plane de séparation quelconque, la partie à gauche est portée vers la partie à droite, puisqu'elle ne la touche pas et que néanmoins elle est retenue dans son voisinage. Si, réciproquement, la partie à droite n'était pas portée vers la partie à gauche par un effort égal et contraire, Tensemble du corps se mettrait en mouvement dans le sens du plus grand des deux efforts. Or, Ton reconnaît que ce corps^ étant rendu parfaitement libre de tout obstacle, ne se meut dans aucune direction. Il faut bien admettre que les efforts numériques, équivalents aux causes de rapprochements, sont égaux et opposés deux à deux, quelle que soit la région du corps que Ton considère, puisque la surface de séparation est supposée prise partout où l'on voudra. Si l'hypothèse admise plus haut n'était pas Bxacte et que les parties pleines du corps fussent au contact absolu, notre raisonnement n'en aurait pas moins lieu.
Nous résumons ce qui précède en disant que toutes les forces équivalentes aux causes de la tiature sont susceptibles d'être groupées par deux, toujours égales, contraires, et dirigées suivant la même ligne droite.
30.— La tendance qu'a notre esprit ù transporter aux faits dont nous ne sommes que spectateurs les idées et les locutions des faits dont nous sommes les acteurs^ s'est manifestée au sujet de la loi que nous venons d'exposer.
Ayant constaté que, toutes les fois qu'un corps se meut pour s'éloigner ou se rapprocher d'un autre corps, celui-ci, de son côté, s'éloigne ou se rapproche du premier d'une manière correspondante, nous avons pu énoncer, sans préjuger des causes véritables du phénomène, que les choses se passent comme si chacun des corps était sollicité à s'appro-
cher ou à s*éloigner de Tautre par une action attractive ou répulsive émanée de ce dernier ; en sorte qu'on était en droit de dire qu'il y avait entre les deux corps comme une action et une réaction égales et contraires. On ne s'en est point tenu à la réserve de cette locution, commandée par une rigoureuse philosophie. On a contracté peu à peu Thabitude de supprimer le comme, et on a fini par dire : Vaction est toujours égale et contraire à la réaction. Les mots ont, à la longue, donné le change sur les idées, ainsi que cela arrive infailliblement, et beaucoup de personnes en sont venues à voir dans cette loi autre chose que ce qui y est réellement, et, par suite, à lui. chercher une fausse base, dans un ordre de considérations métaphysiques. D'autres, au contraire, Font critiquée, parce que, disait-on, elle douai a matière d'une sorte d'activité intelligente, qui lui faisai Idiscerner la dose d'attraction et de répulsion dont elle était l'objet, pour en restituer toujours une quantité égale. Mais quant à nous, qui ne voyons dans cette loi que la simple énoncîation des faits généralisée, sans aucun commentaire, nous n'avons pas à nous préoccuper de ces preuves ou de ces critiques métaphysiques.
31.— Cette loi ne doit pas être confondue avec notre troisième axiome (n° 22), consistant en ce.que Veffort est égal et C071 traire à la résistance.
Cet axiome, qui n'est, avons-nous dit, que la conséquence nécessaire de notre propre raison, exprime, sous d'autres termes, la manière même dont nous concevons la transmission d'un effort quelconque. Tl s'applique à des corps mathématiques, qui n'ont rien de réel, imaginés comme rigides individuellement, au contact absolu les uns des autres, et n'étant sujets à aucun de ces phénomènes que nous avons appelés moléculaires. Dans ces conditions, nous ne saurions, je le répèle, concevoir la transmission de l'effort autrement que ne l'expriment les termes de l'axiome précité. Mais une
telle vérité, ne l'oublions pas, est renfermée dans le domaine de Tabstraît, et ne peut avoir aucune portée sur les faits réels du monde extérieur. Examinons, en effet, ce que devient la transmission d'un effort^ quand il s'agit des corps de la nature, soit, par exemple, une tige matérielle que nous pressons perpendiculairement contre la surface plane d'un corps également matériel. L'expérience a prouvé que les corps, dans un suffisant état de rapprochement, manifestent des phénomènes analogues à ceux qui seraient dus à des efforts s'exerçant individuellement sur eux. D'après cela, Textrémité de la tige voisine du plan, ou même amenée en contact avec lui, — en supposant que le contact puisse avoir lieu, — va devenir, ainsi que le plan, le siège d'un phénomène de ce genre ; c'est-à-dire que la tige sera repoussée du plan comme par un effort égal et contraire à la pression que nous voulons transmettre, tandis que le plan subira un autre effort qui doit représenter cette pression. Si la loi de l'égalité entre l'action et la réaction n'existe pas, l'effort subi par le plan ne sera pas égal et opposé à l'effort subi par l'extrémité de la tige, et, par suite, ne sera pas égal à l'effort que nous développons nous-mêmes. En d'autres termes, il n'y a véritablement transmission qu'autant que les deux corps en présence satisfont à la loi naturelle de réaction. Ce n'est donc que parce que l'expérience a démontré l'exactitude de cette loi, que l'égalité entre l'effort et la résistance existe effectivement dans la nature. Ainsi l'axiome établit un fait purement logique, la loi énonce un fait réel.
C'est, je pense, la confusion qu'on a introduite entre les deux points de vue qui a revêtu la loi naturelle, aux yeux de quelques personnes, d'un certain caractère de nécessite, particulièrement en cequi concerne la transmission d'un effort quelconque. Ces personnes appliquent au phénomène qui a lieu entre corps effectifs le raisonnement qui convient seulement au phénomène abstrait conçu entre corps mathéma- I. ^
tiques. De là, elle:» généralisent, et considèrent comme une vérité d'ordre rationnel que, dans la nature, Faction est toujours égale et contraire à la réaction. Tandis qu'il est bieo visible qu'on peut concevoir, à prioriy que cette par&ite réciprocité n'ait pas lieu. En effet, de ce que la terre, par exemple, est, pour employer le langage ordinaire, attirée par le soleil, on ne voit pas du tout pourquoi celui-ci serait à son tour attiré par la terre. On imagine très-bien, au contraire, qu'il pourrait rester absolument immobile, eu exerçant son attraction sur notre planète. La réciprocité d'action ou, pour parler plus exactement, la réciprocité des deux efforts apparents, ne peut évidemment se conclure que de l'observation.
32. — Remarque, Nous venons de reconnaître que c'est uniquement en vertu de la loi de réaction qu'un corps matériel quelconque peut transmettre intégralement l'effort qui lui est appliqué, et que sans cette loi l'intégrité de la transmission n'aurait pas lieu. Nous ajouterons que cette transmission, par corps matériels effectifs, est toujours accompagnée d'une circonstance remarquable : Vinvariabilité de leur forme; en d'autres termes, V effort quelconque est transmis exactement toutes les fois que les corps à trave7*s lesquels la transmission s'effectue 07itune formée invariable j et il n'est transmis que dans ces conditions. Considérons, par exemple, une tige matérielle, fixée par un bout et tirée par l'autre dans le sens de sa longueur. Je dis que si l'effort est transmis exactement au point fixe, c'est que la tige est absolument rigide comme une tige mathématique. Car deux parties pleines quelconques, entrant dans la constitution de cette tige, et à la suite Tune de l'autre, s'écarteraient ou se rapprocheraient si l'effort que la première subit par suite de la traction n'était pas exactement égal et contraire à celui qu'elle reçoit par suite de son voisinage de l'autre partie. Donc, puisque l'effort de traction se trans-
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met intégralement, et que conséquemmenl les deux forces en question sont égales et contraires, la pi'emièiv partie pleine ne se rapproche ni ne s'éloigne de la seconde. II en réwilte que l'ensemble de la tige, et, en général, de tout corps choisi pour intermédiaire de l'effort, conservt^ une forme absolument invariable.
Au moment même où une force quelconque vient agir sur un point d'un corps, la partie matérielle qui se trouve immédiatement sollicitée s'écarte ou se rapproche des parties voisines, si elle ne reçoit pas de l'influence de leur voisinage un effort égal et directement opposé à la fonîe considérée. Si ceteflTort, que j'appellerai moléculaii*e, ne peut jamais être égal à la force appliquée, quelh^s (pie soi(Mit les variations de distance des parties , il arrivera n<'îc(»s»airemeni que celle qui est dii'ectement sollicit('>(^ se in<,*tlra au contact des autres, si elle est poussée vers elle, ou, au vontraire, s'en éloignera indéfiniment, et, par suite, se séparera du corps, si elle est tirée en dehors. Dans ce dernier cas, on voit qu'il n'y aura jamais transmission de la force. Dans le premier cas, il y aura transmission lorsque les parties, successivement poussées les unes contre les autres, s<;ronl toutes venues au contact, et, par coosik]uent, auront acquis une forme d'ensemble invariable. Si, au contraire, l'effort moléculaire, par suite des variations de distance, devient égal à la force appliquée, à ce moment la transmiiuiion ^'i»ffectuera, comme on l'a vu dans le paragraphe préeéd^'fil, et l'ensemble du corps gardera df^s lors uîUi forme invariable.
Il résulte de toutes ces considérations que les rrorjis effectifs quelconques, choisis pour intermédiairfrs de forré-s ;# transmettre :
l"" Commencent par ne pas transmettre intégralement, et subissent alors des déformatioiss ;
^° Finissent, à moiD& de séfiaratîoo du i'jfr{ps, fMt lnifi.v
Ô2 L1\RF. L — NOTIONS FONDAMENTALES.
mettre intégraleiiieiit,et gardent alors une forme invariable, comme des corps mathématiques.
D'où résulte, enfin, — et c'est à quoi surtout nous voulions en venir, — (jue les liens, tiges ou autres corps mathématiques quelconques, dont nous pouvons faire usage, ainsi qu'on l'a déjà fait à l'occasion des axiomes rationnels du n° 20 , peuvent être conçus comme réalisés au moyen de corps effectifs ayant atteint une forme invariable sous l'influence des forces qu'on suppose mises en jeu. Ainsi, les vérités applicables aux corps mathématiques , considérés comme aptes à transmettre intégralement toutes sortes d'eff*orts, sont également applicables, — en vertu de la loi de réaction, — aux corps matériels devenus invariables de formes.
On verra plus tard toute l'utilité et la portée de cette remarque.
Troi^iième loi, dite Loi d'indépendance des uiouveiuent&i ,
DÉCOUVEUTK PAR GALILÉE.
Cette loi s'énonce ainsi
Le mouvement co7nmun à divers corps n influe pas sur leurs mouvetnents particuliers .
On entend par là que si divers corps M, N, Q .., se meuvent suivant des droites parallèles M A, N B, Q C..., de telle ;,. ^^; façon qu'au bout d'uu cer-
tain temps, les longueui's parcourues M M', N N',
JSi 1^'
^ Q Q'. . . , soient égales entre JB elles, un mouvement quelconque,particulier au corps
ft Q' C M, par exemple, qui lui eût
^'«^- 2- fait décrire, si tous les corps
eussent été primitivement au repos , la trajectoire Mw ,
ramènera pendant le monvement commun, à une position m\ telle que la trajectoire M' m' qui sera décrite par rapport aux autres corps N'Q'..., sera exactement égale et parallèle à la trajectoire Mm.
Nous faisons tous les jours, et en quelque sorte à notre insu, des vérifications expérimentales de cette loi. Ainsi, par exemple, dans le mouvement d'un vaisseau, un observateur placé sur ce vaisseau et participant à son mouvement commun, reconnaît qiie tous les mouvements relatifs s'y eifecment comme si le vaisseau et lui-même (étaient cxacttement immobiles. Les seules perturbations qui s'y manifestent sont dues au roulis et au tangage qui, n'étant pas identiques en tous les points du vaisseau, ne les affectent pas d'un mouvement commun, et, par suite, altèrent les mouvements relatifs qui se produisent en même temps. Mais lorsque le vaisseau marche avec un calme parfait, la loi se confirme pleinement. On constate que les effoits pour marcher sur le pont dans un sens quelconque ou pour mouvoir des objets, sont identiques à ceux qu'on développe sur la terre ferme. De même, dans un convoi de chemin de fer, les voyageurs, par suite de l'identitc» des mouvements relatifs qui s'accomplissent dans l'intérieur d'une voiture, n'ont aucun sentiment de la vitesse du convoi ; tellement que lorsque, étant arrêtés eux-mêmes, ils voient un train se mettre en marche à côté d'eux, ils se font souvent illusion sur leur propre état et intervertissent les rôles entre les deux trains. De même, ils se croient encore en repos, qu'ils sont d(''jà en mouvement. Le sentiment qu'on peut avoir alors de la viiesse n'est jamais emprunté aux mouvements relatifs qui, sous ce rapport, n'apprendraient rien ; mais on le tire, soit de la vue des objets de la roule, qu'on sait être immobiles, soit de l'impression qu'on reçoit des secousses du véhicule, qu'on sait accompagner toujours le mouvement de translation et qui sont dues à des circonstances accidentelles. L'exemple le plus important
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(|u*on puisse citi^r encore est le mouvemeDt do globe terrestre lui-iiK^me, qui ne trouble nullement les phénonièBes niécani(iues qui s'opèrent sous nos yeux à sa surface. Aumî n'eussions-nous jamais pu, par la seule observation de notre planète, constater son déplacement dans l'espace. Il a fallu rapporter ses positions à d'autres astres qui ne participaient pas ù son mouvement. Disons enfin, pour clore cette énanH'ralion de preuves expérimentales, que les phénomènes ])liYHiques ou chinii(|ues nous en offrent de nouveaux et iiH nonihrables exemples. Nous reconnaissons, en effet, que les mouvements électriques ou magnétiques, la propagation de la ('lialeur entre corps a distance, les réactions chimiques (le Ions genres entre corps se décomposant ou se recomposant, ne sont jamais altérés, quels que soient les déplacem(;nls ((u'on imprime au support commun sur lequel on procède àrexpérience. On peut ajouter d'ailleurs, pour cette loi fondamentale comme pour les autres, que les conséquences vané(;s qu'on en déduit mathématiquement concordent toujotn's av(M; les faits de la manière la plus rigoureuse, ce qui, bien évi(l<muncnt, n'aurait pas lieu si la loi était entachée elle-même de quelque inexactitude.
.•^/i.— <( Ce serait vainement, dit M. Auguste Comte dans i< l'ouvrage déjà cité, qu'on tenterait d'établir par aucune t( idée à priori cette grande loi fondamentale, qui n'en est *f fms plus siisccpiible que les deux précédentes. On pourf( ralt loul au plus concevoir que si les corps du système i* sont (»ntre (;ux à l'état de repos, ce déplacement commun, « (]ui ne (!liange évidemment ni leurs distances, ni leurs sit< tuaiions respectives, ne saurait altérer cette immobilité « relative ; encore même, l'ignorance où nous sommes né- « cessaircment de la nature intime des corps et des phéno- « mènes, ne nous permet point d'affirmer rationnellement, « avec une sécurité parfaite, que l'introduction de cette cir- « constance nouvelle ne modifiera pas d'une manière incon-
« nue les conditions primitives du système. Mais Tinsufti- « sance d'une telle argumentation devient surtout sensible « quand on essaie de l'appliquer au cas le plus étendu et le a plus important, à celui où les différents corps du système « sont en mouvement les uns à l'égard des autres. En s'at- « tachant à faire abstraction, aussi complètement que posc( sible, des observations si connues et si variées, qui nous « font reconnaître alors l'exactitude physique de ce prince cipe, il sera facile de constater qu'aucune considération « rationnelle ne nous donne le droit de conclure à priori « que le mouvement général ne fera naître aucun change- « ment dans les mouvements particuliers. Cela est tellement « vrai, que lorsque Galilée a exposé pour la première fois V cette grande loi de la nature, il s'est élevé de toutes parts « une foule d'objections à priori tendant à prouver l'im- « possibilité rationnelle d'une telle proposition, qui n'a été c( unanimement admise que lorsqu'on a abandonné le point « de vue logique pour se placer au point de vue physique. »
35. — Plusieurs auteurs ontessayé dese passer de ceprin- • cipe expérimental pour l'établissement de leurs théorèmes mécaniques. Nous verrons plus tard qu'une des conséquences les plus importantes qui découlent de cette loi féconde, c'est que les forces, évaluées comme nous l'avons fait (n° 9), satisfont en même temps à la condition remarquable d'être proportionnelles aux vitesses qu'elles communiquent à un même corps au bout d'un même temps. Une telle coïncidence a évidemment besoin d'être démontrée, car rien n'indique^ à pri&ri, qu'une force double au point de vue de notre définition , c'est-à-dire pouvant être considérée comme provenant de la réunion de deux forces égales, déterminera une vitesse double de celle que communiquerait chacune de ces dernières. En d'autres termes, rien ne permet d'affirmer que les effets mécaniques croissent exactement dans le même rapport que les efforts destinés à les
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produira. La diMnoiislratioii, comme on en jugera parla suite, nous sera péremptoiremenl fournie par la loi expérimentale que nous venons d'exposer. Les géomètres qui ont voulu se dispenser d'y recourir sont arrivé», à cette occasion, à une argumentation véritablement intéressante , en ce qu'elle montre comment d'ingénieux artifices , dépourvus d'ailleurs de toute solidité réelle, ont pu faire illusion à des esprits éminents. Nous en citerons en temps et lieu un exemple tiré du Cours de mécanique de Tillustre Poisson. 36. — On remarquera que la loi d'indépendance est expressément énoncée en vue d'un mouvement commuât des corps considérés, c'est-à-dire en vue d'un mouvement général tel que les espaces parcourus simultanément sont égaux: et parallèles. Ainsi, le mouvement commun ne peut être qu'un mouvement de translation du système se déplaçant parallèlement à lui-même. Aucun autre mouvement, de rotation par exemple, ne rentrerait dans le sens de la loi. Car une rotation implique une certaine droite autour de laquelle elle s'effectue, et dont les distances aux différents corps demeurent nécessairement constantes pendant la durée de cette rotation. Les arcs de (!ercle ainsi décrits ne peuvent donc être égaux et parallèles, à moins qu'ils n'aient le même rayon, ce qui est un cas très-particulier dans la position relative des corps.
Si le mouvement de la terre n'altère pas les mouvements qui ont lieu à sa surface, bien que notre globe tourne sur lui- même en même temps qu'il se transporte dans l'espace, cola tient uniquement à ce que le rayon de la rotation générale étant très-grand, par rapport aux distances relatives des corps que nous observons, nous considérons ces derniers comme décrivant des arcs égaux et parallèles. L'erreur qui en résulte est tellement petite qu'elle échappe à nos observations, et que, par suite, la loi d'indépendance se manifeste pleinement. On peut en dire autant, et à plus forte
raÎM)!!, pour la tranx/ation de la Wwe, qui nVsl eu réalité qu'une révolulion autour du soleil ; les rayons de celte révolution, correspondant aux divers points terrestres, peuvent être envisagés comme rigoureusement égaux.
JLe nombre des lois fondamentales poiirrall-il être réduit?
37. — Les trois lois fondamentales que nous venons d'exposer sont les seules dont on fait usage en mécanique*.
Il est intéressant de se demander, au point de vue philosophique, SI quelqu'une d'entre elles n'est pas superflue, et si le nombre pourrait en être réduit, soit par une suppression pure et simple, soit en invoquant d'autres lois plus générales qui, en moindre nombre, contiendraient toutes les vérités qu'expriment les trois précédentes.
L'examen spécial que nous venons d'en faiie nous parait montrer en même temps leur indispensable utilité. Mais si Ton veut les envisager d'un point de vue d'ensemble, on ne lardera pas sans doute à reconnaître que leur place est, pour ainsi dire, toute tracée, d'après la nature même des choses, dans l'édifice mécanique.
Cette science se propose en effet d'établir des relations entre les corps quelconques de l'univers, les forces qui les sollicitent et les mouvements qui en résultent. On pressent immédiatement que le mouvement d'un corps, correspondant à deux choses distinctes, savoir, sa constitution physique et sa vitesse à tout instant, il est nécessaire de pouvoir rattacher les forces à chacun de ces deux objets. Or, c'est
' Nous ne parlons pas pour le momont de la loi spéciale des fluides dont on dira quelques mots au n** 45 , et qui n'est qu'une loi secondaire , sans objet pour la constitution générale de la mécanique.
jiistomoiu la desiinaiion spéciale de la loi de réaction etde la loi d'indépendance des mouvements. On le constatera pleinement plus tard, quoiqu'il soit possible, dès maintenant, d'en avoir une perception convenable. Quant à la loi d'inertie, elle a également sa destination propre, qu'on pourrait qualifier en disant qu'elle assure la conservation du mouvement, principe absolument indispensable pour l'étude des phénomènes mécaniques successifs produits sur un même corps, ou pour celle des phénomènes qui survivent à la disparition de toutes les forces.
C'est à dessein que nous n'avons pas cité la masse parmi les éléments auxquels la force doit être rattachée au moyen d'une loi naturelle. La notion de masse, en effet, n'est pas séparable en mécanique de celle de la force, et sa relation avec cette dernière découle nécessairement de la définition même ; en sorte que toute valeur assignée à la masse revient à la laisser constante et à supposer la force un certain nombre de fois plus grande ou plus petite. En d'autres termes, entre la force et la masse, il n'existe qu'une relation logique, du même ordre qu'entre la vitesse et l'espace parconra.
La séparation que nous venons de reconnaître entre les éléments d'un fait mécanique quelconque montre évidemment qu'aucune des trois lois fondamentales ne saurait rentrer dans les autres, et que par conséquent sa suppression formerait une lacune que les lois restantes seraient impuissantes à combler. Ainsi, dans l'état présent de nos connaissances, il ne paraît pas que le nombre puisse en être réduit Quant à l'avenir, il n'est guère permis d'entrevoir qu'une étude plus approfondie de la matière conduise à établir quelque loi plus générale, qui comprendrait dans un même principe plusieurs de nos lois actuelles. Le même ordre de considérations que nous venons d'invoquer, subsiste toujours pour faire présumer, dès maintenant, que cette loi ultérieure ne serait plus générale qu'en apparence, et qu'au fond elle
se décomposerait dans les diverses lois qu'elle devrait comprendre. En tous cas, une telle transformation n'aurait pas d'utilité réelle, puisque les principes actuels se prêtent avec une suffisante simplicité à la constitution de la science mécanique.
Il est plus vraisemblable, au contraire, que le nombre de ces lois sera ultérieurement augmenté; car la loi de réaction est évidemment impuissante, par suite même de son extrême généralité, à permettre de tenir convenablement compte des forces naturelles, surtout en ce qui concerne celles qui déterminent la manière d'être des diff"érents corps. Tout ce que nous savons, en effet, par cette loi des forces intérieures qui régissent les parties constitutives des corps, c'est qu'elles sont deux a deux égales et contraires. Mais cela ne nous éclaire pas suffisamment sur une foule de phénomènes mécaniques, tels que V élasticité pour les corps solides, le frottement pour tous les corps en général, la compressibilité pour les fluides, la raideur pour les corpa flexibles, etc., etc. Il est donc à désirer que pour ces diverses parties, encore obscures, de la mécanique, on établisse des lois expérimentales, moins générales que celle de la réaction, auxquelles on puisse ensuite appliquer les procédés mathématiques pour en faire sortir des résultats en concordance avec les faits directement observés. C'est à cela du reste qu'on a été conduit, comme nous le verrons plus tard, pour la mécanique des fluides.
Cette digression n'était peut-être pas inutile pour montrer la destination véritable et la portée des lois fondamentales que nous avons exposées.
DIVISIONS NATURELLES DE LA MÉCAMQLTE
»38. — Nous avons défini, an n**23,le but général de la mécanique. Il s'agît maintenant d'indiquer les divisions principales (ïu'on a été conduit à établir dans son exposition dogmatique, divisions qui sont nettement caractérisées, soit par la nature même du sujet qu'on y traite, soit par la méthode qu'on y emploie.
Ainsi que nous l'avons énoncé dans le numéro précité, la mécanique est divisée immédiatement en deux grandes branches :
L'une, qu'on nomme mécanique rationnelle, et qui serait beaucoup plus convenablement nommée mécanique théorique ;
L'autre est la ^nécanique appliquée ou pratique.
39. — La première a pour caractère fondamental de s'appuyer uniquement sur les lois que nous avons présentées. Ces lois consliluent les seules données expérimentales auxquelles elle ail recours, et tous les résultais en sont déduits à l'aide du raisouuement mathématique. De là, la qualification de rationnelle affectée à celte partie de la science.
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Pour plus d'éclaircissements, nous ajouterons qu'on ne s*y préoccupe jamais de la consiitutiou effective des corps ni des forces qui les sollicitent réellement dans la nature. Les problèmes qu'on y résoud sont purement théoriques, c'està-dire qu'on opère sur des corps conçus à priori comme constitués d'une façon déterminée, et que les forces sont mathématiquement assignées en grandeur et en direction ; les uns et les autres pouvant, d'ailleurs, n'avoir aucune analogie avec les corps et les forces du monde extérieur. Mais ces forces et ces corps abstraits sont, dans tous les cas, en parfaite conformité des lois fondamantales ; c'est là, en effet, la condition indispensable pour que les déductions puissent jamais devenir effectivement applicables aux phénomènes de l'univers. Ainsi, quelle que soit la conformation idéale du corps qu'il nous plaira d'envisager, quelle que soit la nature des liaisons qui l'uniront à d'autres corps, quelles que soient les valeurs et le mode de variations des forces fictives qui seront censées les solliciter, on raisonnera toujours dans l'hypothèse que la loi d'inertie, celle de réaction et celle d'indépendance sont pleinement vérifiées.
La mécanique rationnelle est donc à la fois expérimentale et mathématique: expérimentale quanta ses bases, obtenues forcément par l'observation de la nature; mathématique quant à ses déductions, qui se rattachent au point de départ par un enchaînement logique, où l'expérience directe n'a plus à intervenir.
Pour comprendre la haute utilité que peut offrir un tel travail théorique, au point de vue de l'étude ultérieure des phénomènes réels, il est nécessaire d'entrer dans quelques développements qui feront connaître en même temps les sous-divisions de cette première branche de la mécanique.
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Mécanique dn paint matériel.
/lO.— On noiniiie;>om/ matériel une partie matérielled'ais- ^ M'i |K>tiU's (liineusions pour qu'on ait le droit de considérer toutes les traj(.'cloires de ses divers points mathématiques cominr se confondant en une seule, qui est dite la trajectoire du point matériel lui-même. Sur un tel corps, le point d'apptieatiofi d(î la forc><î ne se distingue pas de la trajectoire ; il nVst autre que Tendroit précis où le point matériel se trouve tiur celle tiîijectoirc à Tinstant considéré.
Toutes les forces qui sollicitent le mobile passent ainsi par un nu'inc point; c'est le cas des forces dites coticour-
Nous envisagerons un point matériel parfaitement libre, et un point assujelti à certaines conditions de liaisons, telles que de rester attaché à l'extrémité d'une tige rigide et invariable, ou de se mouvoir constamment sur une courbe ou une surface donnée d'où il ne peut s'échapper, quelles que soient l'intensité et la direction des forces qui agissent sur lui.
Cette étude complète constituera le livre II de notre ouvrage.
iHécanlque des systèmes quelconques de points matériels.
^1. — On nomme système de points matériels un groupe de points qui sont dans une certaine dépendance les uns des autres, de telle sorte qu'aucun d'eux ne peut changer de position sans que les autres s en ressentent plus ou moins directement.
La dépendance est supposée établie, soit au moyen de liens
tels que des tiges rigides ou des fils flexibles de longueur invariable, soit au moyen de forces qui s'exercent entre les points matériels deux à deux, et dont l'intensité varie avec l'écartemerît des points.
On considère des systèmes libres, c'est-à-dire dans lesquels un point quelconque peut prendre toute espèce de position dans l'espace, sous l'action de forces convenables, et des systèmes assujettis à certaines conditions spéciales, c'est-à-dire dans lesquels un ou plusieurs points ne peuvent quitter des courbes ou des surfaces données à priori ou l'extrémité de liens fixés par l'autre cxirémité.
Les forces y ont alors toutes sortes de directions ; elles sont concourrantes en chaque point individuellement, mais celles d'un point ne se rencontrent pas avec celles d'un autre point.
Les liens ou les forces de liaisons peuvent avoir des valeurs absolument arbitraires. La seule condition générale à laquelle elles satisfont, c'est que l'action est toujours égale à la réaction, ou, ce qui revient au même, que les forces intérieures développées entre les points sont toujours égales deux à deux et opposées. Les autres lois fondamentales sont également satisfaites, tant au point de vue de la conservation que de l'indépendance des mouvements.
Il est clair qu'une telle théorie embrasse à l'avance tous les cas réels possibles ; car un corps, de nature quelconque, peut être considéré comme formé d'un certain nombre de points matériels unis entre eux d'une certaine façon. Ainsi, les corps conçus comme absolument solides répondent à l'hypothèse de liens rigides et invariables entre tous les points; les corps gazeux répondent au cas de forces intérieures répulsives ou agissant pour écarter les points les uns des autres; et ainsi de suite pour tout autre corps, qui peut être conçu comme correspondant à un certain mode de liaisons. De même, des corps divers réunis entre eux sont
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représentés par autant de systèmes convenablement conslimés, entre lesquels existeraient des liaisons qui représenteraient précisément c(»lles qu'on suppose exister entre les corps considérés.
/i2. — Une telle étude est donc la plus générale qu'on puisse entreprendre sur la matière ; en sorte que réunie à celle du point matériel unique, sur laquelle elle s'appuie forcément, elle mérite le nom de mécanique générale que nous lui donnerons dans notre travail. Elle nous fournit ainsi des méthodes, au moyen des(]nelles les équations d'un problème particulier quelconque peuvent toujours être obtenues. La seule difficulté consistera, pour chacun de ces problèmes, à déterminer exactement les points matériels et les liaisons auxquels on a réellement affaire; genic de recherches préalables qui, bien souvent, est inabordable, mais qui ne laisse pas moins subsister la possibilité philosophique de la solution dans tous les cas.
La mécanique générale, en même temps qu'elle fournit à l'esprit cette plénitude théorique satisfaisante, offre en outre le précieux avantage de faire connaître un certain nombre de propriétés communes à tous les mouvements possibles, et indépendantes, soit de la valeur des forces, soil de la consiitution particulière du système, indépendantes par conséquent de la nature quelconque du corps qu'on aura ultérieurement à envisager. En un mot, on sera sûr d'avance que tous les corps et toutes les forces de la nature vérifient les propriétés générales dont nous parlons, puisque ces propriétés sont exclusivement déduites des trois lois fondamentales, et que tout phénomène réel de mouvement s'accomplit dans le cercle de ces lois.
Cette partie de la science ne serait pas complète si on n'y consacrait pas une subdivision spéciale à l'étude des ?nouvements relatifs. En effet, on commence par supposer, dans les livres précédents, que les repères auxquels on rapporte
les mouvements considérés sont absolument fixes dans IVspace; mais ces repères peuvent eux-mêmes changer de position avec le temps, ainsi que cela a lieu, par exemple, pour tous ceux qu'on choisirait sur le globe terrestre. Le double mouvement de notre planète ne permet pas d'y prendre des points de comparaison immobiles. 11 est donc essentiel de savoir passer de Fétude du mouvement des systèmes, rapporté à des repères supposés fixes, à ce mouvement modifié et transformé par la mobilité de ces repères eux-mêmes, et qui a reçu le nom d<» mouvement relatif. C'est à cela que sera consacré le quatrième livre de notre ouvrage ; et nous aurons dès lors constitué la mécanique théorique dans sa plus grande généralité.
US. — Mais par cela seul que cette mécanique Qstgeneralej et que ses déductions s'appliquent à une infinité de cas distincts, elle ne permet pas de descendre profondément dans l'examen des circonstances caractéristiques de chaque mouvement individuel. Si donc on voulait passer immédiatement de cette science aux applications du monde-extérieur, on se trouverait en présence d'un inconvénient grave, consistant eu ce que, outre la difficulté de déterminer les données réelles relatives à chaque problème, on aurait encore, une fois ces données reconnues, à effectuer tout le travail analytique qui a dû échapper nécessairement à une pure théorie d'ensemble. On peut même ajouter que les vérités fournies parla mécanique générale seraient presque toujours stériles, en ce sens que l'observation directe ne nous donne que des faits trop particuliers pour que leur connexion avec ces vérités générales puisse être convenablement saisie.
De là, la nécessité d'une deuxième partie de la Mécanique rationnelle^ que nous nommerons Mécanique spéciale, par opposition à la mécanique générale, et dont le but est précisément de combler l'immense lacune dont nous parlons, et de servir d'intermédiaire entre la premièn.» partie de la
science et les applicalions à la nature. Elle traite à fond uà certain nombre de cas théoriques particuliers, dont les conséquences offrent des rapports pi us OU moins saisissables avec le monde extérieur, et elle fournit ainsi des types d'assUnihtiou aux cas réels les plus fréquents.
Nous allons indiquer les subdivisions de la mécanique spéciale.
Hfécaniqne de» solides {z^éométrlqaes.
f\U. — On nomme corys aolides géométriques ou simplement solides des systèmes dans lesquels les points matériels sont supposés maintenus à des distances invariables les uns des autres.
Le fait capital qui caractérise ces systèmes, c'est qu'on peut se dispenser d'y considérer directement le mouvement individuel de chaque point matériel. Le mouvement d'un quelconque de ces points est susceptible, en effet, d'être décomposé en deux mouvements simples : l'un de translation, commun à tous les points, l'autre de rotation, également commun, et s*effectuant à chaque instant autour d'une Cfirtaine droite. Il en résulte que l'étude du mouvement total d'un système solide se ramène à celle d'un seul mouvement de translation et d'un seul mouvement de rotation.
Toutes les conséquences qui concernent ces systèmes sont applicables aux corps solides physiques, c'est-à-dire aux corps dans lesquels les particules constitutives ne peuvent prendre que de très-faibles déplacements, les unes par rapport aux autres. On démontrera en effet que les principaux résultats des solides géométriques subsistent encore sans erreur sensible, lorsque les points matériels, au lieu de garder des positions relatives absolument invariables, peuvent se rapprocher ou s'éloigner très-peu les uns des autres.
Plusieurs auteurs placent l'étude des solides immédiatement après celle du point matériel, et ce n'est qu'à la fin de leur exposition qu'ils, considèrent les systèmes les plus généraux possibles.
Il nous semble que cette méthode a l'inconvénient db rompre l'enchaînement scientifique. Comme l'esprit entrevoit immédiatement que de tels systèmes ne sont qu'un cas très-particulier, non-seulement parmi tons les corps qu'on peut concevoir, mais même parmi ceux qu'offre réellement la nature, on est en droit d'augurer, dans une telle classification, que la mécanique n'est qu'une série indéfinie d'artifices spéciaux pour chacun des problèmes qui se présentent. Tandis qu'au contraire l'examen préalable des systèmes quelconques permet de dégager une méthode de solution générale, qui, dans la plupart des cas réels, peut être effectivement inapplicable, mais qui n'en a pas moins uu caractère philosophique satisfaisant. En outre, il est bon de constater dès le commencement que, parmi toutes les propriétés qui concernent les solides, il en est un certain nombre qui ne leur appartiennent pas exclusivement, mais qui conviennent en même temps à tous les corps de l'univers. Il est bien plus logique, ce nous semble, d'envisager, quand on le peut, l'ensemble de la science, afin de mieux apprécier Timportance et la destination de chaque théorie particulière. Disons enfin, à l'appui de notre manière de procéder, que l'étude générale des systèmes est plus facile que celle des mouvements de rotation, et que, par conséquent, avant d'aborder cette dernière, il est désirable que l'esprit soit mieux préparé.
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Mécanique det^ eorpii» fluides.
65. — Les fluides théoriques destinés à servir de types tfassimilalion aux fluides réels sont des syslèines de poiiils matériels de deux catégories :
Daus la première, ou suppose que le système est incompressible y c'est-à-dire que les points matériels ue peuveul être rapprochés davantage les uns des autres sous Taction de telles forces que ce soit. Ils peuvent d'ailleurs être séparés par Teffort le plus minime. Il n'y a plus à proprement parler de systèmey et Ton peut admettre que les points matériels sont simplement au contact, sans développer entre eux aucune action à distance.
Dans la seconde catégorie, il existe au contraire une action réciproque entre tous les points, action qui a pour effet de les écarter indéfîniment les uns des autres, tant qu'aucun obstacle n'empêche cet éloignement, désigné sous le nom d'expansion. Les points matériels peuvent d'ailleurs être rapprochés,ou le système peut être comprimé autant qu'on le veut, sous l'influence de forces convenablement choisies. Outre les trois lois fondamentales naturelles auxquelles ces fluides théoriques, comme tous les autres corps, sont supposés satisfaire pleinement, on admet qu'ils sont soumis a une quatrième loi spéciale connue sous le nom de loi d'égalité de transmission des pressions. Celle propiiété, que paraissent posséder effectivement les fluides léels, n'est très-certaiuement qu'une conséquence nécessaire de la loi de réaction; mais la difficulté qu'on a éprouvée jusqu'ici à l'en faire découler logiquement a déterminé à l'admettre comme une loi distincte, manifestée directement par l'expérience.
Dans les fluides, on ne se propose pas de déterminer les mouvements individuels des points; ce qui, sans parler de l'impossibilité absolue, n'offrirait aucun intérêt vérilable. On
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étudie seulement les changements de figure qu Vprouve Tensenible du système sous Faction des forces qui le sollicitent, ou les lois qui en régissent l'écoulement à travers des orifices, second problème qui rentre en réalité dans le premier, conçu avec une suffisante généralité.
Ces fluides théoriques fournissent des types d'assimilation aux fluides réels : la première catégorie correspond aux liquides et la seconde aux gaz ot aux rapeurx. Cette subdivision de la mécanique est souvent désignée sous le nom d'hydrodynamique. Son étude approfondie comporte des développements très-considérables, qui ont donné lieu à des traités spéciaux. Nous nous restreindrons naturellement aux résultats principaux.
MoflYenieiits spéciaux et maehlnes théorique».
/i6. — L'objet de cette dernière subdivision de la mécanique rationnelle est de constituer des types théoriques d'assimilation a un certiûn nombre de phénomènes réels.
Nous étudierons spécialement :
1° Le mouvement d'un solide géométrique doué d'une vitesse initiale et sohmis à deux forces, dont l'une est constante et l'autre proportionnelle au carré de la vitesse. C'est à ce type que peut être rapport(» le mouvement d'un solide physique réel, qui tombe dans l'air sous l'action de la pesanteur, ou qui est lancé dans une direction quelconque, comme dans le tir des projectiles ;
2° Le mouvement d'un solide assujetti à demeurer sur une courbe donnée, et sollicité par une force alternative qui, après avoir agi pour accélérer le mouvement sur une certaine partie de la courbe, agit ensuite en sens contraire pour le retarder. C'est le type des mouvements oscillatoires qu'on rencontre dans la nature. Le cas le plus intéressant est celui
OÙ la courbe est un cercle et où la force est constante en grandeur et en direction. C'est le type du mouvement du pendule sous l'action de la pesanteur ;
3° Le mouvement d'un corps sollicité par une force qui passe constamment par un centre unique, et qui varie en raison inverse du carré de la distance ; c'est, ainsi qu'on a déjà eu occasion de le dire, le type des mouvements planétaires.
Nous ferons aussi la théorie de certains systèmes dits funiculaires, qui consistent essentiellement en liens flexibles et invariables le long desquels sont distribuées des forces en nombre quelconque. On en trouve la réalisation, notamment, dans la chaînette et dans la courbe des ponts suspendus.
Nous terminerons par quelques considérations sur cette catégorie si importante de systèmes qu on désigne sous le nom de machines. L'étude n'en est vraiment intéressante que dans la mécanique appliquée, où l'on peut compléter la théorie par les résultats de l'expérience. Aussi nous bornerons-nous à envisager les plus simples de ces appareils et à exposer les principes généraux qui forment la base de la partie pratique.
47. — Tout ce qui concerne les systèmes funiculaires el les machines simples est ordinairement présenté comme un chapitre de la statique. Nous expliquerons plus loin ce qu'où entend par ce mot, ainsi que les motifs qui nous ont fait adopter une coordination différente. ^
Considérations sur la mécanique appliquée.
48. — Cette seconde grande branche de la mécanique a pour but de résoudre les problèmes de mouvement effecti* vement présentés par la nature.
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Sa méthode consiste à reconnaitre, par vi>ie d'obisenrutioa directe, à quel type théorique peut être aseûmile le vas réel qu'on a sous les yeux. L'assiinîlatioQ une fois établie, le pn>blême se résont comme un problème purement rationnel ; le plus ou moins de concordance qu offrent les résultats avec les phénomènes effectifs dépend du plus ou moins d exactitude de l'assimilation elle-même.
La principale difficulté réside dans le passage de Va bâfrait au concret. Ainsi, tandis que dans la mécanique ratioun(^lle on considère des systèmes conçus à priori dans ceriaines conditions, où toutes les forces, tant intérieures qu exh*rieures, sont déterminées sans pi*éoccupation au(;un(; du inonde extérieur; dans la mécaiiiiiue api)li(|née, au couti^aire, on se trouve en présence de corps effernifii^ cV'-»t-adire en présence d*nne matière incessamment acii^i-, ou U'b forces développées entre les molécules ne hoiit pah t-AMi^h qu'on pourrait supposer arbitrairement, main oui 'U'b s'4' leurs actuelles, difficiles à bien apprécier. \a*\ Vmh^m^ 4k tout genre, considérées théoriquement, ne v/ut j^m^U <^/ui plétement réalisées; les tiges ne sont [i^iiiil ïusM-uW-y . l«v fils flexibles, les points supposés fixes Miut Um'y^un j/iu.* vu moins ébranlés, ainsi que les couii>et> ou t>uf1»o-: nu* U*, quelles certains points sont assujettit^ « d^-uM-uf^'» Kn un mot, les circonstances naturelles iWh j/fi«'iioui«-ii«*: î-'-ftit ;#.sm-/ compliquées pour que rassiuiilation puibv' u Ht « ^^Uk^u Ap solument rigoureuse.
Un exemple éclaircira notre peiibwr ;
Rien de plus simple, en Û^m^i. qu<r <iH ^u*nuiu*'i U mouvement d'un corps soumis u (leu^ i'jftjfh ^j/uWàin-t , l'une constante et l'autre vaiiaut eu i-aiv^u difo^- 'Ju r'^rr^ de la vitesse. Si maintenant ou \*nit fv^jiM'l*!*» 1* ifj'^uw ment effectif d'un corps touiliaut WUi^'UèhuX 6'4U- Uir, ou commence par éprouver de grande*' olffi'ult'*^ «xj^ rim»'i« taies pour apprécier «M^mouveut^iut. ^fur <i Vhu \ifjii 4* l><^t
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de los vaincre, et qu'on évalue exactement les positions du mobile aux différentes époques de sa chute, ou reconnaît que ce mouvement est assez voisin du mouvement théorique calculé, mais ne lui est jamais rigoureusement identique. Kn sorte que jusqu'ici Ton n'est pas parvenu à assigner la valeur précise d'une force équivalente à la résistance de l'air; d'où il ressort nettement :
1° Que l'observation expérimentale sur laquelle doit se baser l'assimilation peut donner lieu à des difficultés pratiques très-considérables ;
2"* Que, malgré les soins les plus délicats, il arrive souvent qu'on ne puisse pas faire une assimilation complètement exacte.
En mécanique appliquée, toutes les erreui*s des résultats obtenus sont uniquement dues aux erreurs commises dans les observations préliminaires^ Aussi doit-on toujours, autant que possible, contrôler ces résultats, c'est-à-dire examiner s'ils sont conformes ou non aux faits naturels. Cette vérification montre jusqu'à quel point était légitime l'assimilation qu'on avait cru pouvoir établir.
1x9 — .La seule force naturelle dont on ait su jusqu'ici tenir exactement compte est la gravitation universelle , dont la pesanteur n'est qu'un cas particulier. L'observation a prouvé que la cause inconnue en vertu de laquelle les astres de notre système effectuent leurs mouvements est absolument équivalente à une force d'attraction qui varierait en raison inverse du carré de la distance. Si la pesanteur paraît être une force constante, cela tient à ce que les divers corps pour lesquels nous l'estimons ne subissent, par rapport au centre de la terre, que des variations de distance qui sont insensibles et conséquemment sans influence sur la valeur observée de la force.
Toutes les autres causes naturelles se sont dérobées jusqu'ici à une évaluation exacte, c'est-à-dire qu'il est impos-
sible d'assigner aucune force théorique qui soit exactement équivalente à la cause considérée. Aussi faut-il multiplier les observations et moditier les résultats du calcul au moyen de ce qu'on nomme des coefficienU de correction. On peut dire que la mécanique appliquée, sauf la partie astronomique, est caractérisée par Tintroduction de ces coefficients dans toutes les formules théoriques.
L'assimilation des corps réels avec des types abstraits offre souvent de si grandes difficultés qu'il est préférable de chercher directement, au moyen d'expériences, un certain nombre de lois secondaires qui dispensent de ramener le problème à celui d'un système conçu à priori. C'est ainsi, par exemple, que la loi reconnue de Végalité de transmission des pressions permet d'établir tout de suite certaines équations sur les fluides, sans essayer de voir en eux des systèmes de points matériels assemblés d'une certaine façon abstraite. Nous pensons même que, vu l'extrême ignorance où nous sommes de l'état réel de la plupart des corps, la méthode la plus efficace consisterait à accepter dans chaque question, comme bases des calculs, un certain nombre de fiiits spéciaux établis par une expérimentation directe. Ce serait probablement plus fécond que de s'efTorcer, au moyen d'une analyse laborieuse, de resserrer la chaîne des phéno- , mènes au point de les faire rentrer dans un petit nombre de lois générales. La plupart du temps, la nature échappe à ce lien mathématique et nous oblige, pour l'y ramener, à recourir à des coefficients de correction qui sont presque, par leur importance, une négation véritable des formules.
L'astronomie, autrement appelée mécanique céleste, appartient naturellement à la mécanique appliquée. Toutefois, vu l'exactitude avec laquelle on a pu tenir compte delà gravitation et se dispenser ainsi de tout coefficient de correction, on est dans l'usage d'exposer ses principaux résultats dans la mécanique spéciale.
50. — Eo résumé, la coordination adoptée dans notre ouvrage est la suivante :
Notions fondamentales livre i.
1" PARTIE. — Mécanique générale.
Point matériel livre ii.
Systèmes quelconques de points matériels . . livre lii. Mouvement relatif livre iv.
2* PARTIE. — Mécanique spéciale.
Solides géométriques livre v.
Fluides théoriques livre vi.
Mouvements spéciaux ; machines théoriques. . livre vu.
II. Mécanique appliquée
Derniers éelairciMenents sur le preblèmf méeaniqae.
61. —Le problème mécanique consiste, soit à trouver les mouvements quand on connaît les forces, soit à trouver les forces quand on connaît les mouvements.
Cest cette seconde face du problème qui mérite des éclaircissements. Pour cela, nous allons établir quelques définitions dont nous ferons fréquemment usage dans la suite de cet ouvrage.
On dit que deux groupes de forces sont équivalents^ sur un corps ou un système de corps donnés, lorsque ces deux groupes sont susceptibles d'imprimer au système le même mouvement. Lorsqu'une force unique est équivalente à un groupe d'antres forces, on dit qu'elle est la résultante de
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ces dernières; réciproquement, celles-ci sont appelées les composantes de la force unique.
Nous verrons plus tard qu*un groupe de forces n'a pas toujours une résultante, mais qu'il y a toujours une infinité d'autres groupes qui lui sont équivalents.
D'après cela, quand on veut déduire de la connaissance d'un mouvement celles des forces qui peuvent le produire, le problème est indéterminé, puisqu'une infinité de groupes distincts satisfont aux conditions.
Ce qu'on se propose alors de trouver, c'est le groupe h plus simple possible, c'est-à-dire le groupe composé du moindre nombre de forces possible. Quand, par exemple, le mouvement est susceptible d'être produit par une force unique, c'est cette résultante qu'il s'agit de trouver.
Il n'y a d'exception à cette règle que lorsqu'on connaît positivement, à priori, l'existence de certaines forces qui coopèrent au mouvement. On veut alors trouver le moindre nombre possible d'autres forces qui, combinées avec celles qu'on connaît déjà, produisent le mouvement considéré. Soit, par exemple, un corps solide se mouvant dans l'air, d'une manière connue, sous l'action de forces inconnues. Si une force unique pouvait engendrer ce mouvement, ce ne serait pourtant pas cette force qu'il s'agirait de déterminer, parce qu'on sait à l'avance : 1° que le corps est soumis à la pesanteur; 2° qu'il subit la résistance de l'air, qui est une force de sens coiUraire. Ce qu'on demande, c'est le moindre nombre possible d'autres forces qui, s'unissant à la pesanteur et à la résistance de l'air, produiraient le mouvement observé.
On verra qu'une fois l'un des groupes trouvé, tout autre groupe, répondant à la question, se déduit aisément de la connaissance du premier. Il n'y aurait donc aucun intérêt à chercher directement l'un de ces groupes, de préférence au plus simple, tandis qu'il y a au contraire un intérêt très-
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grand à (chercher ce groupe le plus simple ; car il offre le plus de facilités possible à Tesprit pour se rendre compte de Tensemble du phénomène.
L'indétermination n'existe pas (piand on veut passer de la connaissance des forces à celle des mouvements : dès que les forces sont assignées, le mouvement s'ensuit nécessairement.
52. — On dit que des forces ge font équilibre ou gont en équilibre sur un corps ou sur un système de corps, lorsqu'elles sont absolument sans influence sur le mouvement: de sorte que ces forces peuvent être à volonté introduites ou supprimées sans que le mouvement en soit modifié.
Il suilde cette définition que des forces en équilibre, qui se mettent à agir sur un système en repos, laissent ce système en repos. On dit alors qu'il eut en équilibre sous l'action des forces.
Il est visible que les conditions auxquelles un groupe de forces doit satisfaire pour être en équilibre sur un système donné sont plus simples que les conditions relatives à un mouvement déterminé que ces forces devraient communiquer au système ; car, dans ce dernier cas, la valeur des forces doit dépendre de la position des points matériels, du temps écoulé, des masses sollicitées. Dans l'équilibre, au contraire, le temps n'intervient pas, puisque les forces sont supposées ne pas influencer le mouvement, à une époque quelconque. Pour le même motif, la position absolue des divers points du système n'intervient pas non plus : il ne peut s'agir que des situations relatives des points d'application des forces dans l'ensemble du système. Les masses sont également étrangères aux conditions, car, si en modifiant ces masses on détruisait l'équilibre, réciproquement en repassant des nouvelles masses aux anciennes, on rétablirait l'équilibre : or des changements de masses ne peuvent avoir pour résultat que d'accélérer ou de ralentir un mouvement,
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et non de faire iiailre une résistance déterminée qui empêche le mouvement produit par des forces.
Ainsi, les conditions d'équilibre d'un groupe de forces ne dépendent que de la valeur et de la direction de ces forces, ainsi que des positions relatives de leurs points d'application.
C'est pour cette raison que dans plusieurs ouvrages on recherche directement ces conditions d'équilibre, préalablement à toute considération de mouvement, et on en présente la théorie sous le nom de Statique, L'étude des phénomènes de mouvement proprement dits constitue alors la Dynamique.
5d. — Une telle méthode nous semble peu satisfaisante pour l'esprit ; car il est bien évident cpie l'équilibre n'est qu'un cas particulier du mouvement, et qu'en général un groupe de forces donné ne se fait pas équilibre sur un système. Il est donc bien plus logique d'établir les relations qui existent, dmis tous les cas^ entre un groupe de forces quelconque, et d'exprimer ensuite, dans le cas particulier de l'équilibre, que le mouvement qui correspond aux fondes en équilibre est nul, puisque le mouvement général ne se ressent pas de la présence de ces forces. De cette façon les diverses propositions de la statique sont déduites au fur et à mesure des résultats mécaniques. D'ailleurs la méthode que nous repoussons n'offre aucune supériorité au point de vue de la facilité des démonstrations, car ce qu'on évite en stiUique, on le retrouve plus tard en mécanique; et finalement, en envisageant l'ensemble de la science, on a toutes les difflcultés inhérentes à la théorie du mouvement, après s'être donné la peine d'employer des artifices spéciaux pour constituer directement celle de l'équilibre.
Nous dirons enfin que les théorèmes de l'équilibre ne sont vraiment rigoureux que lorsqu'on les déduit des lois du mouvement. Quand on essaie de les ramener à une pure géo-
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mrtm, on nuiDqoe d'one tiase salfiuiiter ainsi que nous le Uffisateron^ plui^ Uird : car la théorie de Téqulibre, anssi bW-n qne c^Ue du niouvement, repose sur les lois fondanientaif^ fonroies par l'obsenratioDy auxquelles on ne peutsuppi#^*r par aucun artifice de la logique.
Il ne nous parait pas que ces inconvénients soient rachetés, au point de vue didactique, par des avantages positifs, et que la considération des forces en statique prépare mieux Tesprit aux phénomènes de la dynamique. Loin delà: on éprouve au contraire une sorte de surprise à associer désorniaih la notion de la force à la pensée du mouvement, et a tenir rompte de la masse des corps, dont Féquilibre avait déshahitij<*. On s<; trouve subitement introduit dans un ordre d1(li*es si différent qu'on est tenté de se demander si ces forcreh, qu'on considère aujourd'hui, sont bien les mêmes qu'on considérait auparavant, et si la notion qu'on avait re<;ue n'a pas besoin d'être complète^, maintenant qu'on abor(h; <h;s phénomènes bien plus généraux.
CHAPITRE PREMIER
Propos! lion première.
oii. — Lorsqu'une force consiante en grandeur et en direction sollicite un point matériel, raccëlération est constante.
Soit cp la vitesse acquise par le point matériel au bout de la première unité de temps, je dis que la vitesse acquise sera 2cp au bout de la deuxième unité de temps, 3cp au bout de la troisième, et ainsi de suite; ce qui montrera que Taugmentation de vitesse pendant chaque unité de temps, c'està-dire Taccéléralion, est constante.
En effet, au bout de la première unité de temps, imaginons un autre point matériel à côté du précédent, et doué I. s
lit» la moino viusso c^. — Ca moiivcmenl de translation cp, roiniiiiin au!c doux points, ne devra pas, pendant Tunilé de loiups suivaiilo, all«*rer le mouvement particulier que la foiHv donnée imprimera à celui des deux points qu'elle sollicite ^^iroisième loi fondamentale du mouvement). Donc, ce dernier point acquerra une nouvelle vitesse (y par rapport à raiiliv, qui possèile déjà cette mcmc vitesse. Sa vitesse absolue sera donc "1-^, Ou prouverait de même qu elle sera â(f api'ès le ti^oisième temps, et en général /«cp après n unités de temps.
(V#ijfc<^Mcwccjf. — l'iie force constante en grandeur et en iliivctiou pmduit donc un mouvement rectiligne uniformément varié, dans linpiel, par conséquent, la vitesse acquise croit proportionnellement au temps.
KécipiHHiuement, quand nu mouvement a lieu en ligne diH>ite et d'iuie maaièiv uniformément variée, on peut toujoui's concevoir une foi*ce constante convenable, capable de le produiiv.
Au contraiiv, une fon^e variable ne saurait engendrer un semblable mouvement.
55. —Deux forces constantes en grautleiir et en direction sont entre elles comme les accélérations tiuelles iniprinieraient à un même point matériel.
Suit F une force, o Taccélération qu elle communique à un point matériel : je dis qu une force double f>F imprimera une accélération double 2^, une force ,^F une accélération S'j, et ainsi de suite; ce qui montrera que les accélérations augmentent dans le rapport des forces que Ton choisit.
Prenons en effet deux points matériels égaux, Fun sollicité par la force F, et Faulre par la foixe 2F. On peut cuusî-
dérer ces deux points comme ayant un mouvement commun, celui qui est produit par la force F ; en outre, un de ces points reçoit un mouvement particulier, qui est produit par la deuxième force F à laquelle il est soumis. Ce dernier mouvement s'exercera comme si Fautre n'avait pas lieu : le point recevra donc, en vertu de ce second mouvement, une nouvelle vitesse cp, égale à celle qu'il reçoit déjà en vertu de son mouvement commun. Il recevra* donc finalement, au bout de Tunité de temps , une accélération totale 2cj). On démontrerait de même que , s'il était sollicité par une force 3F , il recevrait une accélération triple , et ainsi de suite.
Conséquence, — La vitesse communiquée par la force F, étant représentée par cp au bout de l'unité de temps, sera égale à (j>^ au bout d'un temps quelconque t^ d'après la première proposition. La vitesse communiquée par une force nY sera, au bout du même temps, nr^t. Ces vitesses (p/ et /tcp^ sont entre elles dans le même rapport que les accélérations ç et wcj>, ou dans le même rapport que les fontes. On peut donc énoncer la proposition ci-dessus en disant que deux forces constantes sont entre elles comme les vitesses qu'elles communiquent à un même point matériel au bout du même temps.
11 ressort également de la démonstration qui précède que les espaces que font parcourir deux forces, au bout du même temps, sont proportionnels à ces forces.
56. — Nous croyons utile de reproduire ici l'artifice, plus ingénieux que solide, employé par M. Poisson pour se dispenser, à cette occasion , de s'appuyer sur la troisième loi expérimentale du mouvement.
Ce savant, après avoir considéré deux forces /"et /*', agissant simultanément sur le point matériel, et capables de communiquer isolément à ce point, pendant le temps trèspetit T, des vitesses respectives w et u'^ énonce que la vitesse
prcMliiih' par riMisrinblo des deux forces sera u-i-»'. Pour le (h'MiKMitirr, il Tait le raisonnement suivant' :
«< 1/augnienlalion de vitesse du mobile ne pourra dé «' pendre que du temps t auquel elle sera proportionnelle^ «• et d«» IVlat de ee point matériel, ou, auti'ement dit, de sa « position et dv sa vil(»sse pendant le même temps t; ee ne « xertitt doue qu\*u influant ttur cet état que ractioii de <( la forée /" pourrait modifier la vitesse qui sera prodaiie « par la forci» /'. Or, pendant le temps t, la distance du mo- « hil(» à un point fixe et sa vitesse ne peuvent varier que de « (piantitf's inliniinent petites, négligeables par rapporta " celle distanee et à eette vitesse elles-mêmes. Par conséu cpMMit, la vit(»sse cpie produira la force /"pendant cet inter- «< valle de tein|)s t, ne saurait être modifiée en aucune ma- <• nière par Taetion simultanée de la force/"; donc, etc., etc.»
Il est innnédialemenl visible que la première phrase de ce raisonnement renferme deux pétitions de principe, que nous avons «'eriies en ilali<pie pour les faire ressortir.
Kn elVei, (piesl-re (|iii montre en premier lieu, à priori ^ (pie la vit<»ssc procluiii» \my les forces combinées /'et /' sera proportionnelle au fempx z? M. Poisson a défini forces vonatantcfi celh's qui donnent des augmentations de vitesse proporlioiinelles au lomps. Les forces /'et f sont supposées éirr individui ll(»menl des forces constantes. Mais qu'est-ce (]ui prouve <pi<» leur enseinbhî constituera aussi une force constante, «/(^st-à-dire, d'après la définition qu'il adopte, eonsiiiuera une force qui produit des augmentations de viless(» proporiionnelles au temps? Il faudrait avoir démontré préalablenienl qu(î deux forces, en se combinant, ne portent pas réciproquement atteinte à hmr manière d'agir. Or, c'est justement là ce qui est en (piestion. En second lieu, qu'est-ce (pii prouve que ce n'est ^j*V;i influant aur la position et la
* Traiié de Mécanique, t. I", pages 213 ci suivante?.
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viiesse du point que la force f pourruilmodifier la vitesse produite par la force f? Aucune considération à priori ne permet d'âfiirmer que les forces /"et /^ n'influenceront pas réciproquement leurs effets, /?cfre^/« seul quelles agissent ensemble. C'est admettre une seconde fois ce qu'il faut démontrer.
Ainsi se trouve vérilié ce que nous avancions au n* 37. Ou voit à quels illogismcs on est forcément entraîné, quand on refuse de prendre franchement lexpérience pour première base des déductions mécaniques.
PropositioD troiii»icme.
57.— La valeur numérique d'une force constante est égale à l'accélération qu'elle communiquerait à l'unité de masse ; on peut dire aussi qu'elle est égale à l'accélération qu'elle communiquerait à une masse quelconque, multipliée par la mesure de cette masse.
Soit F une force constante en grandeur et eu direction, qui agit sur l'unité de masse, et ^ l'accélération qu'elle lui communique. L'unité de force, agissant sur cette même unité de masse, lui communique, d'après la définition (n°17), une accélération égale a l'unité de longueur. En vertu de la proposition qui précède, deux forces sont entre elles comme les accélérations qu'elles communiquent à la même masse. Donc la force F, qui communique une accélération ij> fois plus grande que celle qui correspond à l'unité de force, est égale à ^ fois celte unité de force, ce qui est là précisément la valeur numérique de cette force F. Ainsi, le nombre d'unités de forces représenté par la quantité F est égal au nombre d'unités de longueur représenté par la quantité ^,
Si la force F, au lieu de solliciter l'unité de masse, sollicitait une masse quelconque m, elle lui communiquerait une
acci'lération 9 qui serait m fois moindre ; car les masses étant, par définition, proportionnelles aux forces qui leur impriment la même vitesse, il faudrait une force ?n fois plus grande qvw F pour communiquer à la masse m raccéléralion qui était tout à Tlieure donnée à l'unité de masse. La force F, étant ?n fois moindre que cette force nécessaire, communiquera donc une accélération m fois moindre à cette masse ?n. On doit donc multiplier cj. par m pour reproduire un nombre éîgal à 1, ou, ce qui revientau même, égal à la valeur de F. Ainsi Ton a :
F = 7/1 çp ;
ce (lui (»st la deuxième partie de la proposition annoncée, et la forme sous laquelle on s'en sert le plus ordinairement. Conséquence, — La vitesse V produite par une force constante, au bout d'un temps quelconque /, est égale à cf/. La relation ci-dessus peut, en conséquence, s'écrire
ce qui signifie qu'une force constante en grandeur et en dinMiion, qui sollicite un point matériel, est égale au produit <le la niass<î par la vitesse acquise au bout d'un temps (]u<'lcon(|ue, divisé par ce temps. Le produit mV a reçu le nom (l(^ qnantitd de mouve^nent , expression qui a pour but d'é»vil(»r une réi)érition fastidieuse. D'un autre côté, le produit F/ a r<*(;u, pour le nn^ue motif, le nom d'impulsion de
la \ovvx\ La relation r=— -, qui peui se mettre sous la
forme
Ff = mV,
signifie donc que l'impulsion de la force, au bout d un temps
quelconque, est -égale à la quantité de mouvement acquise par le point matériel.
58. — Des relations analogues peuvent être établies pour les forces d'intensité variable, mais de direction constante.
Soit en effet une force F, dont la grandeur varie à chaque instant. Si cette force gardait pendant Tunité de temps sa valeur actuelle F, sans augmenter ni diminuer, elle communiquerait une accélération (j>, qui, d'après ce qu'on vient de voir, serait liée à la valeur de F par Téquation
Mais cette accélération cp, étant égale au rapport de la vitesse communiquée pendant un temps quelconque, par la force constante, au temps employé à la produire, a pour
AV valeur la limite de -r— ,en désignant par AV raccroissenient
de vitesse qui serait du à la force constante. Or, à la limite, la force constante, qui n'agit avec cette intensité constante que pendant un temps infiniment court, ne se distingue plus de la force variable elle-même agissantpendant cette durée.
AV
Par conséquent aussi, Faccelération limite -r— ne se distingue plus de Taccélération due à la force variable, c'est-àdire de l'accélération du mouvement varié déterminé par la force donnée; or, cette dernière accélération est, comme
AV dY on sait (n° 6), représentée par lim -r— ou --r- , en appelant V la vitesse effective du point matériel. Donc, la relation
F == m cj> subsiste encore, va\ considérant que cf y désigne, non plus une quantité constante, mais une quantité -^ , variable peu-
dant toute la durée de l'action de la force. On laisse ordinairement à ^ cette dernière forme, et on écrit en conséquence
rfV
on peut aussi la transformer en
ÇYdt=imd\ = my,
et énoncer, comme auparavant, que l'impulsion est égale a la quantité de mouvement, en appelant impulsion l'intégrale / Ydty qui, dans le cas delà force constante, se réduit
Il résulte de cette démonstration que tout mouvement rectiligne varié peut être envisagé comme du à une force d'intensité variable et de direction constante. Il suffît, en effet, que la valeur de cette force à chaque instant soit égale ù la masse qui se meut, multipliée par l'accélération, à ce même instant, du mouvement donné.
59. — Les relations que nous venons d'établir, pour les forces constantes et variables
(constante) F = ?ncp = — ,
(variable) F = mcf = -^— ,
impliquent que l'unité de masse est choisie de manière à ce que, sollicitée par l'unité de force pendant l'unité de temps, elle acquière une vitesse égale à l'unité de longueur. C'est la condition sur laquelle nous nous sommes appuyé dans le cours de la démonstration de notre troisième proposition. Peu importe, d'ailleurs, la valeur absolue de chacune des autres unités adoptées.
Si Tunité de masse ne satisfaisait pas à cette condition capitale^ les relations ci-dessus n'auraient plus lieu. La seule chose qu'on pourrait démontrer, indépendamment de toute espèce de choix d'unités, c'est que deux forces sont entre elles comme les produits des masses qu'elles sollicitent par les accélérations qu'elles leur communiquent. C'est ce qui résulte : 1° de ce que deux forces sont proportionnelles aux accélérations qu'elles communiquent à la même masse; 2*» proportionnelles aux masses auxquelles elles donnent la même accélération. Car, soit F et F' deux forces, m et m' les masses sollicitées, cf et cp' les accélérations produites : si l'on prend une troisième force F" telle que, sollicitant la masse m, elle lui donne l'accélération cj)', on aura, entre F et F", la proportion
F : F" : : Cj; : cf ' ; et de même entre F" et F', la proportion
En multipliant terme à terme, il vient
F : F' : : mcy : m'cf' ;
relation indépendante, je le répète, de toute valeur particulière des unitésde force, de masse, de longueur et de temps. Cette proportion peut aussi s'écrire :
ou, ce qui revient au môme :
Tt = -"7TT7 ; OU encore — rr = —rrr, .
mV m V mV m V
jVous voyons par là qu'entre l'impulsion d'une force et la
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quaoliu*. de inoiivemeiil c^ommuniquée au bout d*uo temps quelconqne, il y a un rapport numérique constant, le même pour touU^s l(.'s forces. Si nous appelons K ce mpporl, la relation ci-d<^ssus sera exprimée en posant, pour une force quelconque F\
Fr = K. 7mV ;
relation (pii diffère de celle déjà trouvée au n** 57, en ce que le deuxièmes nombre y renferme une quantité constante K, (|ui se reproduit pour toutes les forces que Ton considère.
La pn*sence de cette quantité tient précisément à ce que nous avons laissé les diverses unités de force, de masse, etc., entièrement arbitraires ; et il est visible que, si nous reprenions (X'Ues dont nous sommes convenus de faire effectivement usage, la quantité K disparaîtrait, ou, ce qui est plus exact, deviendrait égale à l;car la relation F /^K^/tV, ayant lieu quelle que soit la force considérée, on peut Tappluiuer à Tunitéde force sollicitant Tunité de masse pendant l'unité de temps. On sait alors, d'après la manière même dont a <';té choisie l'unité de masse, que la vitesse acquise <?st égale à l'unité de longueur. La quantité K devant donc convenir au cas où Ton a à la fois F=l, t=i, m=l, V=l , est elle-même égale à 1 .
Ainsi, pour que K disparaisse delà relation, et pour qu'on retombe sur cc^lle déjà trouvée
Ff = mV ,
il faut que F, ^, V et m puissent être supposés sinuiltanénKînt égaux à l'unité ; ce qui revient à dire que l'unité de niasse doit être choisie de manière à ce que, sollicitée par l'unité de force pendant l'unité de temps, elle acquière une vitcîsse égale à l'unité de longueur. Cette condition nécessaire est d'ailleurs suffisante ; pourvu qu'elle soit remplie, on peut donner telles valeurs qu'on voudra aux imités de force,
de temps et de longueur, la quantité K n'en sera pas moins égale à j .
Ainsi, la convenance de simplifier la formule F/ = KmV et de la ramener à F/=mV, n'introduit que la seule condition de choisir l'unité de masse dans une certaine correspondance des autres unités, prises d'ailleurs arbitrairement. On aurait donc pu, sans cesser de satisfaire à cette condition, choisir les unités autrement qu'on ne l'a fait.
A ce propos, qu'on nous permette une remarque, étrangère d'ailleurs à l'objet direct de ce cours, mais qui n'est pas sans un certain intérêt scientifique. Nous voulons parler des résultats qu'aurait eus le choix d'un mètre différent de notre mètre actuel. Si, au lieu de prendre pour cette unité la dix-millionnième partie du quart du méridien terrestre, on avait pris la vitesse acquise, au bout de l'unité de temps, par un corps tombant librement dans le vide, sous l'action de la pesanteur, on auraitapporlé certaines simplifications aux formules mécaniques. Dans cette hypothèse, l'unité de masse, au lieu d'être égale à la masse d'un corps pesant g kilogrammes, aurait élé celle d'un corps pesant un seul kilogramme. Car un tel corps tombant sous son propre poids acquiert, au bout de l'unité de temps, une vitesse égale à g, ce qui serait précisément alors une vitesse égale à l'imité de longueur. La masse d'un corps quelconque aurait ainsi élé expri-
p mée numériquement par son poids, et la relation mz=z— serait devenue simplement w=P. Par suite, la quantité p aurait disparu des formules où elle figure aujourd'hui perpétuellement.
mV Pour n'en citer qu'un exemple, la relation Fz^—- renferme actuellement le nombre g d'une manière implicite , puisque P étant le
p poids du point matériel, onamrz— , et par conséquent.
Avec la nouvelle unité de longueur dont nous parlons, celte relation aurait eu la forme plus simple
Sdns multiplier les oxomplcs, il est évident que ^ doit, en mécanique, li.^urer implicitement ou explicitement à peu près partout; car ce nombre est lié iné\ilal)lemenl à la masse des corps considérés, masse qui intervient dans la plupart des problèmes de mouvement. On aurait donc gagné une simplification de calculs , en mémo temps ([u'on aurait eu une unité de masse plus naturelle à l'esprit ; car, il faut le reconnaître, on songe plutôt à la masse du corps qui pèse l'unité de poids, qu'à celle d'un corps pesant g fois cette unité.
Il ne semble pas, d'ailleurs, qu'il y ait de motif spécial de choisir le mètre comme on Ta f.iit, plutôt que de l'autre matière. On a mis en avant ces deux considérations :
1° Qu'il importait d'en prendre la valeur dans la nature, afin qu'elle ne fût pas exposée à varier dans la suite des temps; 2** que le mètre actuel a un rapport très-simple avec l'ancienne unité de longueur (la toise vaut sensiblement deux mètres). Mais il est aisé de voir qu'aucune de ces considérations n'est exclusive au mètre actuel. En effe^, la valeur de g^ vitesse acquise au bout de l'unité de temps, est tout aussi (ixe, pour un lieu déterminé, que la dix-millionnième partie de la distance du pôle à Téqpateur. Elle est bien plus facilement mesurable, au moyen du pendule, par exemple, qui fournit, pour un lieu quelconque, la relation
VJ
en appelant T la durée totale de n oscillations et l la longueur du pen dule. On en déduit
i — _IÎ.
- représente justement la mesure de la longueur du pendule, évaluée
en nouveaux mètres égaux à g. Par conséquent, le nombre abstrait
-3-;t désigne la fraction du nouveau mètre que représente la lon-
gueur effective de ce pendule; ce qui permet, à un moment quelconque, de retrouver le nouveau mètre en fonction de la longueur du pendule qui sert à l'expérience. Ce mètre varierait naturellement d'un lieu à un autre, puisqu'il est lié au nombre d'oscillations obser» vées, lequel, pour une même longueur de pendule, dépend du lieu (lue l'on a choisi. Ces différences entre les mètres, ainsi calculés pour
es divers parallèles du globe, ont leurs analogues dans les mètres actuels mesurés sur les méridiens, puisqu'on sait que tous les méridiens n'ont pas la même longueur. Les mèlres de deux lioux différents, calculés avec un même pendule, seraient d'ailleurs entre eux dans le rapport inverse des carrés des nombres d'oscillations effectuées dans un même temps. Ce rapport est beaucoup plus aisé k obtenir que lorsqu'il faut recourir à la mesure directe des deux méridiens.
Quant à la seconde consi.iéralion, nous répondrons que le nouveau
décimètre, égal à--- , ou, pour Paris, à 0,9808 du mètre actuel, aurait offert avec la toise sensiblement l'ancien rapport^. A vrai dire, nous croyons qu'il vaudrait mieux encore que ce raj)port simple n'existât pas, car il contribue à perpétuer le fâcheux usage des anciennes mesures. On ne saurait tirer une objection de ce que, dans ce nouveau système, l'unité habituelle aurait été inévitablement, non pas le mètre, mais le décimètre. C'est ce qui a lieu aujourd'hui pour une foule de mesures: ainsi, le kilogramme, l'hectare, le kilomètre, le millimètre, sont devenus, pour l'esprit, des quantités aussi simples que leurs unités correspondantes. Le nouveau décimètre aurait eu un rôle analogue.
Proposilion quatrième.
60. — Lorsqu'un point ixiatériel est animé sîinulianément âe deux mouvements rectilïgnes quelconques, la position au bout d'un temps donnée que prend le mobile sous l'influence combinée de ces deux mouvements, est silu('e à l'extrémitc* du parallélogramme dont les côtés représentent respectivement les longueurs qui auraient été parcourues sous l'influence de chacun des deux mouvements, considéré comme s'exerçant seul.
Soit le point M, animé de deux mouvements: l'un suivant M A, qui lui ferait parcourir la longueur MM', s'il agissait seul, pendant un certain temps ; l'autre suivant MC, qui, au bout du même temps, luiferaitparcourirlalongueur MP'; je dis que la position qu'occupera ce mobile, en vertu des deux
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mouvemenls, sera en M„ extrémité du parallélogramme construit sur M M' et MP'.
Imaginons en effet un second point N, se mouvant suivant N B d'un mouvement N N' égal et parallèle à celui qui a lieu
suivant M A. Les deux points M etN, ayant ainsi une translation commune, le premier de ces points, en vertu de son mouvement particulier suivant M C, prendra par rapport à Tautre la position qu'il (^ aurait prise si le mouve-
Pig, 3, ment commun n'avait pas
ou lieu. Il occupera donc la position M^, obtenue en menant M'M,, égal et parallèle à M P'.
Pour toute autre époque du mouvement, la position du mobile s'obtiendra en faisant une construction analogue ; (^\^st-à-dire en traçant toujours le parallélogramme dont les deux côtés représentent les deux longueurs parcourues, en vertu de chacun des deux mouvements individuels, pendant le temps considéré. La série des points Mj, ainsi déterminés, unis par un trait continu, représente la trajectoire effective du mobile sous l'influence de son double mouvement recti ligne.
Cette trajectoire seia en général une ligne courbe. Pour que ce fût une ligne droite, il faudrait que la diagonale M M^ d'un de ces parallélogrammes fut en même temps la diagonale de tous les autres, ou que tous les parallélogrammes M M'MjP', Mm'm^p', construits pour les diverses époques du mouvement, fussent semblables entre eux. Cela reviendrait à dire que les longueurs parcourues, au bout du même temps, sur chacune des droites MA, MC, sont dans un rapport constant. Par conséquent, * = f(t) étant
a loi d'un des deux mouvements rectilignes, et a = cp (0 étant la loi de Tautre, on aurait j»= k ^, ou bien
En d'autres termes, l'une des fonctions serait égale à l'autre multipliée par un nombre canstaut. Sauf ce cas particulier, le mouvement effectif ne sera pas rectiligno comme les mouvements partiels.
Remarque, — La même démonstration s'appliquerait encore, si Fundes mouvements, le mouvement suivant MC, par exemple, au lieu d'être reclililigne, s'effectuait suivant une courbe quelconque M S. En efTet la 3" loi fondamentale, sur laquelle nous nous sommes appuyé, n'exige pas que le
mouvement particulier qui s'exerce concurremment au mouvement commun, soit dirige suivant une ligne droite. La position M^ se détermine alors en menant par le point M' un arc de Fig. ft. courbe M' 0' M^, égal et
parallèle à l'arc MO F qui serait décrit en vertu du mouvement particulier s'exerçant seul. Cette position M^ dépend donc encore de la même construction que préccHlemment : seulement on doit entendre que le côté du paralhMogramme, correspondant au second mouvement, n'est point la droite parcourue dans ce mouvement, mais la corde meni'o du point de départ au point Y de la traj(M;toir(îM S, où se trouve le mobile au bout du temps considéré. Le mouvement curviligne n'a pas besoin d'ailleurs d être contenu dans un même plan.
Conséquences.
1° Deux mouvements rectilignes quelconques se com-
binent on un mouvement curviligne, qui a lieu dans le même plan.
Réciproquement, un mouvement curviligne qui s'effectue dans un même plan peut toujours être remplacé par deux mouvements rectilignes.
2° Supposons que le mobile ait trois mouvements rectilignes dans des directions quelconques. On peut remplacer deux d'entre eux par un mouvement curviligne de même plan, tel que la position est à chaque instant déterminée par la construction parallélogrammique précédente. Le troisième mouvement rectiligne peut être combiné avec ce mouvement curviligne, et donne ainsi un mouvement curviligne tel que la position à chaque instant est également déterminée par une construction parallélogrammique. Les deux constructions consécutives, qui donnent la position due à la combinaison des trois mouvements rectilignes, reviennent évidemment à une seule construction, qui serait celle d'un parallélipipède dont les trois cAtés sei*aient les trois longueurs de droites parcourues en vertu des trois mouvements, considérés comme s'exerçant isolément.
Réciproquement, un mouvement curviligne qui a lieu d'une manière quelconque dans l'espace peut toujours être remplacé par trois mouvements dirigés suivant des droites quelconques.
3° En général, la position d'un mobile, déterminée par autant de mouvements rectilignes qu'on le voudra, s'obtiendra toujours par la construction polygonale suivante :
On prend une première longueur égale ù celle qui est parcourue, au bout du temps considéré, en vertu du seul premier mouvement.
Par l'extrémité de celte droite, on mène une seconde droite égale et paiallèle à la longueur parcourue en vertu du second mouvement;
Par l'extrémité de cette seconde droite, on mène une tpoi-
sième droite égale et parallèle à la longueur parcourue eu vertu du troisième mouvement ; et ainsi de suite pour chacun des autres mouvements.
L'extrémité de la dernière droite ainsi menée représente la position occupée par le mobile sous Tinfluence de tou& ses mouvements rectilignes combinés.
Réciproquement, un mouvement curviligne quelconque peut toujours être remplacé par autant de mouvements rectilignes qu'on voudra, s'exerçant suivant des droites quelconques.
6° Pour que la trajectoire provenant de la série des constructions polygonales soit une droite, il faut, comme dans le cas de deux mouvements, que tous les polygones successifs soient semblables entre eux, ou que toutes les fonctions du temps, qui représentent respectivement la loi des divers mouvements rectilignes, soient entre elles dans des rapports constants.
Remarque. — Les mouvements rectilignes dont la combinaison équivaut à un seul mouvement curviligne sont nommés mouvements composaniSy et le mouvement curviligne est nommé mouvement renuliant. Les propriétés précédentes sont alors désignées collectivement sous le titre de lois de la composition et de la décomposition des mour vem,ents.
Autres conséquences.
61. — Nous allons déduire d'autres conséquences fort importantes, relatives aux vitesses.
Nous avons vu plus haut que le mouvement résultant est rectil igné lorsque les fonctions du temps, correspondant aux divers mouvements rectilignes composants, sont entre elles dans des rapports constants.
Il est visible que, réciproquement, si le mouvement résultant est rectiligne, les divers mouvements composants
sont tels que les fonctions ont entre elles des rapports constants : ce qui revient à dire que tout mouvement rectiligne peut être décomposé en autant de mouvements rectilignes qu'on le voudra, lesquels sont tous liés entre eux. et au mouvement donné par cette propriété que les fonctions du temps n'y diffèrent que par la valeur d'un multiplicateur constant.
Cela posé, voici les résultats qui en découlent :
1° Si tous les mouvements rectilignes composants sont uniformes, c'est-à-dire si le mobile est animé de diverses vitesses constantes dans des directions quelconques, les fonctions du temps satisfont à la condition susdite, puisqu'elles sont toutes de la forme 9 = V^. Donc le mouvement résultant est rectiligne et uniforme ;
T Si l'on prend des droites qui représentent en grandeur et en direction les vitesses des mouvements composants, et qu'on fasse avec ces droites la construction polygonale qu'on a déjà vue, la vitesse du mouvement résultant sera représentée en grandeur et en direction par la droite menée de l'origine du polygone à l'extrémité du dernier côté ; ou , en d'autres termes, sera représentée par la droite qui achève de fermer le polygone.
3° Réciproquement, une vitesse peut être remplacée par autant de vitesses qu'on le voudra, s'exerçant dans des directions quelconques.
N, B, On nomme vitesaes composantes celles des mouvements composants, et vitesse résultante celle du mouvement résultant. Les conséquences qu'on vient de voir sont connues sous le nom de lois de la composition et de la décompositio7i des vitesses.
li° Si les vitesses considérées sont variables, les lois précédentes ne s'appliquent pas moins intégralement. Car on sait que tout mouvement, quel qu'il soit, peut être remplîUîé par un mouvement uniforme, pendant un temps infiniment petit (no /i), ce qui revient à dire qu'on peut, pendant un
moment, considérer chacune des vitesses comme constante. Or alors les lois de la composition et de la décomposition sont applicables. Donc des vitesses variables ont à tout instant pour résultante une vitesse représentée par le dei nier côté du polygone construit avec les valeurs actuelles d<î ces vitesses, et réciproquement. Seulement, dans ce cas, la vitesse résultante varie d'un Moment à Fautro.
Nous ajouterons quelques détails pour les cas de composition et de décomposition qui se présentent le plus fréquemment.
1** La résultante de deux vitesses est égale à la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux vitesses, et la résultante de trois vitesses est égale à la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois vitesses.
Etant donné les valeurs des vitesses composantes et les angles qu'elles forment entre elles, il est facile d'en déduire, par les théorèmes connus de la géométrie, la valeur de la vitesse résultante et les angles qu'elle forme avec ses composantes.
Réciproquement, étant donné la vitesse qu'on veut décomposer, ainsi que. les angles formés avec elle par les droites suivant lesquelles on veut la décomposer, on obtient les valeurs des vitesses composantes.
2° Les cas les plus intéressants sont ceux où le parallélogramme et le parallélîpipède sont rectangles.
Soient alors V une vitesse résultante, v^ u, et w les 3 vitesses composantes, a, b eic les 3 angles formés par V avec ses composantes. Les relations dont nous parlons deviennent ;
'=Jv^-hu'
-f-tV^, COSa = -, ces = rr, COSC=— .
On sait d'ailleurs qu'entre a, h, r, existe la relation trigonoinétrique
cos'rt 4- cos^ft 4- cos'c = 1 ;
relation qui est évidemment satisfaite dans les formules cidessus, puisqu'on a :
cos^a-j-cos^fr -Hcos'c=^j-|-^+Yi= yâ =y2=*'
Proposition oinquléme.
62. — La résultante de deux forces constantes, qui sollicitent simultanément un point matériel, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme dont les deux côtés représentent en grandeur et en direction les deux forces données.
Soit M un point matériel, sollicité simultanément par
deux forces constantes P et Q, qui sont représentées en
1^ p 5 ]^' -g grandeur et en 'direction
"~ par les deux longueurs MB et MA. Je dis qu'une force unique R, représentée en grandeur et en direction par la diagonale Fig. 5. MC du parallélogramme
M R(i A, communiquera au point matériel le même mouvement que rensemble des deux forces P et Q ; de telle sorte c|ue, si ces dernières l'amènent au bout d'un certain temps en M|, la foice U, agissant seule, l'y amènera aussi au bout du môme temps.
La position M^ se détermine, comme on sait, en construisant le parallélogramme dont les deux côtés MM' et MH représentent respectivement les longueurs que chacune des forces, agissant seule, ferait parcourir au mobile pendant le temps considéré. C'est là, en effet, une application de la pro-
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position IV% puisque chacune des deux forces P et Q, étant constante en grandeur et en direction, communiquerait un certain mouvement rectiligne ; d*où il suit que le mouvement dû à la combinaison des deux forces est précisément ce que nous avons nommé mouvement résultant de deux mouvements reclilignes.
Je dis, en prem ier lieu, que cette position M^ est sur le prolongement de la diagonale MC, ou que les côtés du parallélogramme MM' Ml H sont proportionnels aux côtés du parallélogramme MBCA. C'est ce qui ressort de la démonstration donnée au u° 55, où Ton a vu que les forces constantes sont proportionnelles aux espaces qu'elles font parcourir à un même point matériel pendant le même temps : donc les longueurs MM' et MH sont proportionnelles aux forces P et Q, et, par suite, aux longueurs MB et MA qui représentent ces forces.
Cela posé, nous devons prouver que la force R, agissant seule, amènerait le mobile au même point M|. En effet, une force constante, capable de ce mouvement, devrait : 1° être dirigée suivant MM,; 2° avoir, avec les forces P et Q, le même rapport qui existe entre MM^, MM' et MH, puisque ces trois longueurs sont celles que font parcourir respectivement trois forces constantes au bout du même temps. La force en question aurait donc aussi, avec les forces P et Q, le même rapport qui existe entre MC, MB et MA. Donc enfin cette force en question est précisément celle qui est représentée en grandeur et en direction par la diagonale MC du parallélogramme MBCA.
Retnarque . — Il ressort de la même démonstration que le mouvement résultant de l'action des deux forces P et Q est un mouvement rectiligne, comme chacun des mouvements composants.
Autre remarque . —Cette démonstration s'appliquerait encore si le point M, en même temps qu'il est sollicité par les
deux forces, était en outre animé d'une certaine vitesse dans une direction quelcpnque. Car on sait, d'après la S*" loi fondamentale, qu'une translation quelconque est sans influence sur les mouvements particuliers. On pourrait donc imaginer un second point matériel, à côté du premier, et animé de la même vitesse que lui. Le mouvement que le point donné prendrait par rapport à l'autre, et qui serait du uniquement à l'action des deux forces, ne serait pas influencé par cette vitesse commune. On recourrait alors à la démonstration précédente, et on pourrait remplacer les deux forces par la diagonale de leur parallélogramme. Quant à la trajectoire efiective de ce point matériel, elle ne serait plus rectiligne, puisqu'elle serait déterminée, non-seulement par la force résultante, mais aussi par une certaine vitesse. Le mouvement particulier du à la résultante est bien rectiligne, mais le mouvement qui provient de sa combinaison avec celui qui est dû à la vitesse est curviligne; cette trajectoire est d'ailleurs nécessairement contenue dans un même plan, d'après ce qui a été dit à ce sujet au n® 60.
Conséquences,
1° Deux forces constantes peuvent toujours être remplacées par une seule, située dans le même plan. Réciproquement, une force constante peut toujours être remplacée par deux autres, situées dans le même plan.
T Supposons que le point matériel soit sollicité par trois forces constantes, dans des directions quelconques. On peut remplacer deux d'entre elles par leur résultante, et cette résultante, avec la troisième, peuvent également être remplacées par une nouvelle résultante, laquelle n'est autre, d'après ces deux constructions successives, que la diagonale du pa-. rallélipipède qu'on aurait tout d'abord construit sur les trois forces données.
Réciproquement, une force constante peut toujours être
remplacée par trois autres dirigées d'une manière quelconque dans Tespace.
Z° En général, la résultante d'autant de forces constantes qu'on le voudra s'obtiendra toujours par la construction polygonale suivante ;
On prend une première longueur, qui représente en grandeur la première force donnée ;
Par l'extrémité de cette droite , on mène une seconde droite égale et parallèle à celle qui représente la seconde force ;
Par l'extrémité de cette seconde droite, on mène une troisième droite égale et parallèle à celle qui représente la troisième force ;
Et ainsi d^ suite pour chacune des autres forces données.
L'extrémité de la dernière droite ainsi menée, jointe à l'origine de la première, forme une longueur qui représente en grandeur et en direction la résultante de toutes les forces, c'est-à-dire une fofce unique capable de communiquer au point matériel exactement le même mouvement qu'il prendrait sous l'action de toutes les forces combinées.
Il est à remarquer que ce mouvement est essentiellement rectiligne , puisque les polygones qu'on construirait pour avoir la position du mobile à tout' instant sont semblables entre eux, comme ayant leurs côtés respectivement proportionnels aux forces constantes données.
Réciproquement, une force constante peut toujours être remplacée par autant de forces constantes qu'on voudra, dirigées d'une manière quelconque dans l'espace.
Remarque, — On peut construire une infinité de polygones qui aient tous le dernier côté commun. La force représentée par ce dernier côté sera toujours la résultante des forces représentées par les autres côtés. D'où il ressort qu'une infinité de systèmes de forces constantes sont susceptibles d'avoir la même résultante. Il sufiit pour cela que
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rliariiii (1(*h ]M)Jyi;oiies construits poor ces divers systèmes pai'h* (lu luniu'. point et aboutisse au mèine poiot. Aiosi, an point niat('*i'icl peut vivv sollicité par une iofioité de systèmes de forccH constantes, cpii soient tous équivaleots entre eox, c'eht-à-dire cpii produisent tous le mèaie mooTenient.
/litra remarque. — Si le point matériel, eo même temps qu'il est soumis à raclion de diverses forces constantes, se trouvait animé d'une certaine vitesse acquise, toutes les coq- MMpiences préeiMlentes subsisteraient encore. Il y aurait himpU'menl à remarquer que le mouvement défiuitifne serait plus r(M:lili^ne , puiscpi'il serait déterminé non-seulement par la tbrec; constante unique, qui est la i*ésultante de toutes les autres, mais aussi par une certaine vitesse non dirigée en gémirai suivant la même ligne droite. Ce mouvement détlnitif est (railhnirs nécessairement situé dans le plan de la vitesse initiale v\ de la force résultante.
N. H. Les forces (|ne Ton combine sont nommées compo- MaïUvn, et les résultats (^i-dessus sont présentés sous le litre de loin de la eompotdtwn et de la décovipositioii dejf forcent vu mitante».
u-latren eouftéqueucea,
(;.3. — Supposons actuellement que les forces données, au lieu d'être constantes en grandeur et en direction pendant toute la durée d(i leur action, varient au contraire perpétuellenx^nt avec le temps.
Nous avons vu que le mouvement du à Tune des forces variables peut être considéré comme la limite du mouvement constitué par une succession de mouvements uniformément accélérés , de durées indéfuiiment décroissantes (n° 58); ce qui revient à dire, en termes plus abi*égés, que la force variable peut être considérée, à un moment quel-
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conque, comme conslante en grandeur et en direction pendant un temps infiniment petit.
On peut donc, à un moment quelconque, rechercher la résultanie des forces variables : celles-ci sont aloi*s conçues comme gardant, pendant un temps infiniment court, la grandeur et la direction qu'elles possèdent effectivement à l'instant considéré. Les raisonnements du numéro qui précède, appliqués à ce cas, montrent que toutes ces forces variables peuvent être remplacées par une force unique, qui demeurerait constante pendant un temps infiniment petit, et qui serait représentée en grandeur et en direction par le dernier côté qui ferme le polygone construit sur les longueurs représentatives des forces données.
A toute autre époque du mouvement la résultante s'obtiendrait de la même manière, mais n'aurait pas la même valeur, car les côtés du nouveau polygone, représentant les grandeurs et les directions des forces à ce nouvel instant, ne seraient plus les mêmes, puisque ces forces varient d'un moment à l'autre. Par suite, le dernier côté de ce polygone aurait une longueur et une situation différentes.
En résumé, quand on parle de la résultante de forces variables, il faut entendre que cette résultante est une force qui varie sans cesse, conjointement avec les composantes elles-mêmes, et quie sa valeur et sa direction sont données à tout moment par la construction polygonale effectuée pour les valeurs des composantes à ce même moment.
Il n'en découle pas moins :
1° Qu'autant de forces variables qu'on voudra, qui sollicitent simultanément un point matériel, peuvent, pendant toute la durée de leur action, être remplacées par une force unique, qui varie elle-même en correspondance des composantes ;
2° Qu'une force variable quelconque peut être remplacée, pendant toute la durée de son action, par autant de forces
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variables qu'on voudra, dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, et nolaniinent par trois forces variables constamment dirigées suivant trois droites choisies arbitrairement ({ui se coupenl en un même point.
N. B. On ne pourrait pas remplacer une force variable par deux autres forces seulement, dirigées constamment suivant les mêmes droites; car une telle décomposition, (|ni correspond au parallélogramme, exige que la résultante soit dans le même plan que les deux composantes, tandis que la force considérée, étant variable de direction, ne peut rester dans un même plan avec les deux droites choisies pour la décomposition \ dilliculté qui n'existe plus quand on prend trois droites, puisque la diagonale du parallélipipède, qui correspond à la résultante, peut avoir toutes sortes de directions dans l'espace.
Il ressort encore de là :
3° Qu'il y a une infiniié de systèmes équivalents de forces variables qui peuvent solliciter un point matériel ;
4° Que tout mouvement d'un point peut être envisagé comme du à l'action d'une force unique. En effet, ce mouvement, quel qu'il soit, peut être remplacé par trois mouvements rectilignes variés, suivant trois droites qui se coupent. Chacun de ces mouvements rectilignes peut être produit par une force unique, variable de grandeur, dirigée suivant la droite du mouvement, et dont la valeur à chaque instant est déterminée par la relation
p = wicp = m T- ;
(îu appelant ?? la vitesse de ce mouvement rectiligne (n*» 58). Or, les trois forces variables qu'on a ainsi peuvent être remplacées par une force variable unique ;
5" Que, lorsqu'on cherche les forces qui sont capables d'engendrer le mouvement effectif d'un point matériel, iç
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problème, conformément à ce qui a été annoncé an n" 61 , est nt^cessairement indéterminé, en ce sens (|n'il y a une infinittî de systèmes de forces pouvant produire ce mouvement ; mais tous ces systèmes ont une même résultante, et ce qu'on se propose de déterminer, c'est précisément cette résultante unique, d'où tous les autres systèmes équivalents se déduisent ensuite aisément par des constructions polygonales dont la susdite résultante forme le dernier coté.
N. B. Les lois delà composition et de la décomposition des forces constantes s'appliquent donc intégralement aux forces variables^ considérées à un moment quelconque de leur action.
On fait un usage fréquent des formules relatives à la décomposition d'une force unique, constante ou variable, en trois autres, dirigées suivant trois droites rectangulaires. Ces formules, entièrement semblables à celles (|ui concernent les vitesses, sont les suivantes :
V = J\^+\^+Z\ co8a=p, cosê=-, cos7=-;
dans lesquelles P est la force unique, X,Y,Z ses trois composantes, et «,6,7 les angles qu'elle forme avec elles.
Autres conséquences.
64. — Deux systèmes de forces équivalents, appliqués en sens contraire sur un même point matériel, se font équilibre. Je veux dire par là que, si deux groupes de forces sont séparément capables de communiquer le même mouvement à un point matériel, et qu'on vienne à appliquer ces deux groupes simultanément, en ayant soin de faire agir chaque force de l'un.d'eux en sens contraire de sa direction primitive, le point matériel ne sera pas influencé par la présence de ces deux groupes, qui s'entre-détruiront exactement.
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En oflct, les deux groupes primitifs, étant équivalents, ptHiveut t^tre remplacés par une même résultante unique, la(|uelle est le côté commun des deux polygones correspond dant aux deux groupes de forces. Si actuellement on prend eu sens coiUraiiv toutes les forces de Tun d*eux, et qu'on recommence la construction polygonale correspondant à eette nouvelle situation, on retombera sur lin polygone égal au pré(*édent, mais parfaitement symétrique, et dont le dernier vCiU\ sera égal et opposé au dernier côté déjà trouvé. Les deux groupes en question, appliqués en sens contraires, ont donc des résultantes égales et opposées, lesquelles s'entre-détruisent lUTossairement (n° 22).
Ainsi se trouve démontré le théorème que nous énoncions et qui renferme toute la étatique deftforcea concourrantei, c'est-à-dire toutes les pi*opositions relatives aux conditions d'équilibre que doivent remplir des forces appliquées à un même point matériel pour être sans influence sur le mouvement de ce point. Il est aisé d'en déduire les résultats suivants :
1° Lorsque des forces se font équilibre sur un point matériel, leur résultante totale est nulle, et Tune quelconque d'entre elles est égale et directement opposée à la résultante de toutes les autres. Car les forces données, moins une, peuvent être considérées comme constituant un système équivalent et de sens contraire à cette dern ière force. Or ce système est réductible à une force unique : celte résultante est donc égale et opposée à la force laissée de côté.
2° Quand les forces en équilibre sont au nombre de trois, chacune d'elles est égale et directement opposée à la diagonale du parallélogramme construit sur les deux autres. D'où il suit que, si deux des trois forces sont égales, la direction de la troisième est bissectrice de leur angle, et que, si les trois forces sont égales, l'angle de deux quelconques d'entre elles est égal au tiers de quatre angles droits ou à
120**. — Dans tous les cas, les trois forces en équilibre sont dans un même plan.
3** Lorsque quatre forces sont en équilibre, chacune d'elles est égale et directement opposée à la diagonale du parallélipipède construit sur les trois autres.
Tous ces énoncés s'appliquent évidemment aux forces variables aussi bïm qu'aux forces constantes. Il est seulement bien entendu que toutes les forces variables sont prises à un même instant de leur durée.
65. — M. Poinsot, dans son Traité de statique si justement célèbre, a entrepris de démontrer toutes les propositions de l'équilibre, et en particulier celles que nous venons de présenter, sans s'appuyer sur les lois fondamentales du mouvement. Dans notre exposition, la filiation est facile à saisir, puisque les vérités de l'équilibre sont déduites de la composition des forces, laquelle dérive du parallélogramme des forces, qui n'est lui-même qu'une application directe de la troisième loi fondamentale. Le grand géomètre que nous citons, privé volontairement de la base expérimentale, établit la proposition du parallélogramme des forces par des considérations purement abstraites, dont l'insuffisance est et doit être manifeste, comme on va s'en convaincre.
Pour montrer que deux forces qui sollicitent simultanément un point matériel ont toujours une résultante, M. Poinsot s'exprime ainsi* :
« On conçoit bien qu'une troisième force, appliquée con- « venablement au même point, pourrait faire équilibre aux « deux forces données; car, en vertu des efforts combinés (c de celles-ci, le point matériel tend à quitter le lieu où il « est. Or il ne peut s'échupper que d'un seul côté, et par « conséquent, si l'on applique une force convenable, en « sens contraire, ce point demeurera en équilibre. Les trois
* Éléments de Statique, page 17.
« forces étant ainsi en équilibre autour de ce point, la force (c qu'on à introduite est égale et directement opposée ù la c< résultante des deux autres. Donc deux forces qui concou- « rent ont une résultante. »
L'invalidité de cette argumentation est sensible ; car, de ce que \q point ouater iel ne pettt s'échapper que d'un seul côté, pourquoi conclure qu'une force unique, en sens contraire, le maintiendra au repos? Nous n'avons aucune idée, à priori, du mouvement qui peut être produit par l'action simultanée de deux forces, et nous sommes en droit de penser que ce mouvement, que deux forces produisent, deux forces aussi sont nécessaires pour l'empêcher. En sorte que la seule induction qui semble évidente, en dehors de l'expérience, c'est que deux autres forces, respectivement égales et opposées aux deux forces données, mettront le point matériel en équilibre. Affirmer qu'une force unique est capable de cet effet, c'est admettre implicitement que le mouvement quelconque, que la force unique doit empêcher, pourrait être réalisé lui-même par une force unique. En d'autres termes, c'est admettre que les deux forces données ont une résultante, vérité qu'il s'agit justement de démontrer,
n y a plus, c'est que l'argumentation ci-dessus, appliquée à d'autres cas, conduirait tout aussi légitimement à des résultats absolument faux. Prenons en efiTet un point matériel qui, en vertu d'une cause quelconque, parcourt une ligne droite. Qu'est-ce qui nous empêche, en considérant le point à une époque quelconque, de reproduire le même raisonnement et de dire : if Ce point, en vertu de son mouvement, <( tend à quitter le lieu où il est actuellement; ihais il ne i< s'échappe que d'un seul côté ; par conséquent, si l'on ap- (( |)iique une force convenable en sens contraire, il demeu- « rera en équilibre. » Or, précisément, il n'y a pas de force au monde qui puisse empêcher le point de s'échapper du roté où il s'échappe effectivement; car, pour cela, il faudrait
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détruire sa vitesse actuelle, et aucune force ne peut détruire». cette vitesse avant que le point n'ait eu le temps de quitter, si peu d'ailleurs qu'on le voudra, la position où on l'a considéré. Pour faire usage de Targunient, il faut donc spécifier que ce n'est pas la tendance quelconque que peut avoir le point à quitter le lieu où il se trouve, mais que c'est seulement la tendance spéciale due à rinfluence des forces qui le sollicitent. De telles distinctions reviennent à faire appel à toutes les notions expérimentales que nous avons déjà exposées.
Proposition sixième.
66. — Si l'on projette sur une droite le mouvement quelconque d'un point matériel, ainsi que la force qui le solli^ cite, il existe entre l'accélération et la force de ce mouvement ainsi projeté, la même relation qu'entre l'accélération et la force d'un mouvement absolu en ligne droite ; c'est-àdire que la projection de la force est égale à la masse multipliée par l'accélération de la projection de la vitesse.
Rappelons d'abord quelques définitions de la géométrie.
On nomme projection d'un point sur une droite le pied de la ligne menée de ce point à cette droite, parallèlement à un plan donné dit plan directeur. La projection d'une droite sur une autre est la longueur comprise sur cette dernière entre les projections de ses deux extrémités.
Les projections sont dites orthogonales lorsque le plan directeur est pei*pendiculaire à la droiKî : dans tous les autres cas, c'est-à-dire quand le plan fait un angle quelconque avec la droite, les projections sont obliques.
Rappelons enfin que la projection d'une longueur sur une droite est la même si on l'effectue sur toulo autre droite parallèle.
Cela posé, soit AS la courbe quelconque décrite par le point matériel, et M sa position à un certain moment. Soit
au même moment M T et MP deux longueurs représentant en grandeur et en direction, Tune la vitesse V du mobile, Tàulre la force P qui agit sur lui :
— la vitesse est dirigée, comme on sait, suivant la tangente à la courbe; — soit enfin L H la droite quelconque sur laquelle le mobile est projeté à chaque instant, parallèle- Fjg. 6. ment à un plan donné.
A rinstant considéré, la projection de la vitesse Y du point atériel a une certaine valeur U, et par suite raccélération à ce même instant du mouvement projeté est représentée par
-^ ; pareillement la projection fx A de la forceT a une certaine valeur Q ; je dis que, m étant la masse du mobile, on aura la relation
En effet, par Torigine du mouvement, menons une droite OX parallèle à LH, et un plan DD parallèle au plan directeur.
Dans ce plan, traçons deux droites quelconques OY et OZ.
On peut considérer le mouvement du point matériel comme dû à trois mouvements rectilignes, s'exerçant respectivement suivant OX, OY et OZ (n° 60); au point M, la vitesse V du mobile est la résultante de trois vitesses diri-
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gëes suivant ces mêmes droites, et la relation qui existe entre , la vitesse V et les vitesses composantes, c'est que la première est la diagonale du parallélipipède construit sur les trois autres (n** 61). Or, prendre le côté du parallélipipède dirigé suivant OX revient précisément à projeter sur lui la diagonale, parallèlement à la face qui contient les deux autres côtés, c'est-à-dire parallèlement au plan DD. D'où ressort, soit dit en passant, que les composantes d'une vitesse ne sont auti*e chose que ses projections, estimées de la même manière. En second lieu, la force P a également pour composantes trois autres forces dirigées suivant les mêmes droites OX, OY, OZ ; la composition s'effectue aussi par une construction parallélipipédique, qui montre que les composantes d'une force ne sont autre chose que ses projections. Ces deux points établis, nous savons que chacun des trois mouvements rectilignes s'exerce comme s'il était absolument seul et indépendant des deux autres. Or, pour le mouvement rectiligne suivant X, comme en général pour un mouvement rectiligne quelconque, la force est égale à la masse multipliée par l'accélération (n"" 56). Mais cette accélération
est égale à --r- , puisque les projections d'une longueur sont
les mêmes sur la droite L H ou sur la droite parallèle X. Semblablement, la force de ce mouvement rectiligne est égale à Q. Donc ou a la relation
Remarques,
1*" Ce théorème n'est que la généralisation de celui qui avait été démontré spécialement pour le mouvement rectiligne. Il est d'ailleurs «vident qull le contient comme cas
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parlicuHcr ; car, si le mouvement est rectiligne , et qu'on prenne les projections sur la droite de ce mouvement luimême, U n'est autre chose que V, et Q n'est autre chose
que P. Par suite, la relation Q=?n-^ n'est autre chose que
la relation connue P=m-^ .
2° Quelle que soit la position des deux droites Y et OZ, pourvu qu'on les ait menées dans le planDD, les valeurs de la composante de la vitesse et de la composante de la force suivant OX ne sont nullement changées. Car, dans le parallélipipède dont la diagonale est constante , la longueur d'un côté quelconque ne change pas, pourvu que la ftice des deux autres côtés garde la même inclinaison. La valeur des composantes suivant Y et OZ varie, il est vrai, avec la direction de ces lignes ; mais la résultante partielle de ces deux composantes reste la même.
3° Nous n'avons parlé que à'une seule /brW appliquée au mobile ; mais la proposition n'en a pas moins une entière généralité ; car, s'il y a des forces en nombre quelconque, on peut toujours les remplacer par leur résultante unique.
Attire remarque, — Si la vitesse variable V est à un instant donné la résultante de plusieurs vitesses t?, t?',t?".... faisant avec la droite OX des angles respectifs a, a', «% on aura à cet instant U=2?cosa-l-t?'cosa'-f-t^"cosa''-l-..., parce qu'on sait, d'après la géométrie, que la projection du dernier côté d'un polygone est égale à la somme algébrique des projections de tous les autres côtés. Donc on aura aussi
crtJ d [y cos a) d {v' cos a!) d [v" ces a")
Tt~^ dt "■* Jt ' Jt ^
Mais chacune de ces quantités représente l'accélération de chacune des vitesses projetées; donc l'accéléi^tion delà vitesse totale projetée est égale à la somme algébrique <
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accéléraiions des vitesses composâmes égalenienl projeUTs. Donc aussi la force projelee O, qui est Tj^ale à ///-— , (»si
égale à la masse multipliée par chacune» des accéh»ralions des vitesses composantes projetées.
CoHxrqtfCNccx.
67. — 1" Supposons qu'on prenne les projeelions sur la direction de la tangente MT à la courbe, parallèlement à
't^ un plan perpendiculaire à cette droite. La projection U de la vitesse» n est autre que cette» vitesse V elle-même.
Quant à la projection Q de la force, on peut la considérer connue une des composantes de cette force (|uon aurait décomposée;^ en deux autres : l'une! suivant cette tanjçenle, Tautrc suivant Tintersection du plan TM V avec un plan parallèle au plan directeur, mené par le» jjoint M. La compejsante suivant M Test nommeie compensante timgvniiclle , et l'autre composante normale, £n désignant, suivant les usages adoptés, la composante tangentielle* jiar J , la rela-
tion générale Q = ?/i-^dcvu»nt ;
Fig. 7.
lit '
relation qui est précisément celle qui aurait lie»u pour un mouvement rectiligne, dont la vitesse serait la vitesse» eflPe'ctivc du mobile sur sa tiajectoire curviligne, et la forée une composante, prise à chaque instant suivant la tangente, de la force effective appliquée à ce mobile.
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Il en rësulle :
Que la vilesse du mobile sur la courbe est due uniquement à la composante tangentielle, et par suite que la longueur de Tare parcouru au bout d'un temps quelconque est égale à la longueur de droite qui serait décrite dans un mouvement rectiligne, sous Tinfluence d'une force représentée à chaque instant par la valeur numérique de cette composante tangentielle.
2" Prenons actuellement les projections sur la direction de cette deuxième composante que nous avons appelée normale.
Remarquons d'abord que cette composante est située dans le plan osculateur de la courbe au point M, c'est-à-dire dans le plan qui contient à la fois la tangente MT et l'élément de courbe infniiment petit qui fait suite au point M. C'est ce qui ressort de ce que la susdite normale est contenue, par hypothèse, dans le plan mené par la droite MT et par la direction de la force P; car un tel plan contient nécessairement l'élément de courbe suivant. Cet élément est en effet la ligne du mouvement résultant qui a pour mouvements composants pendant l'instant dt : 1° le mouvement •dû à la vitesse V ; 2° le mouvement dû à l'action de la force P ; or la composition a lieu par un parallélogramme infiniment petit, dans lequel la diagonale, qui est la ligne du mouvement résultant, est située dans le plan des deux auti*es côtés.
Cela posé, voyons quelles sont les valeurs des projections de la vitesse et de la force sur cette droite normale.
La projection de la force n'est autre, avons-nous dit, que sa deuxième composante, que nous représenterons par N.
Quant à l'accélération de la vitesse projetée, elle prend la
forme -\^ ? puisque la projection de la vitesse est nulle sur une droite perpendiculaire à sa direction. Mais, de ce que
celle projection est mille, il ne s'ensuit pas que son accélération ou la limite du rapport de son accroissement au temps soit également nulle. Pour trouver ce rapport limite, employons une méthode fort usitée, qui consiste ù prendre la projection sur une droite MN' nn peu diiïérente de MN, et à voir ce que devient la quantité quand cette droite se confond avec MN. Soit rî Tangle que fait la vitesse avec M X'. La projection est alors V cos y;, et raccél<'»ralion, par rapport à la droite MN', est
... rf(Vcosy,) rfV , _,rfcosy;
Or, si Ton mène trois axes rectangulaires quelconques, auxquels on suppose que la courbe soit géométriquement rapportée, et si Ton représente par >/, //' et v' les trois angles de MN' avec ces axes, on sait, diaprés les théorèmes de la géométrie, qu'on a
dx -, , dy , dz
cos yj = T- ces A + :^ cos a H- -7- cos V , ds ds ^ ds
et, par suite :
,dx .du ,dz
j ^zr ^-T- ^-T
a cos y; ^, as ^ , ds , , ds
— ^ — = cos a' —j- + cos a -j- 4- cas v --j- . dt dt ^ dt dt
Or, dans le second membre de cette égalité, on peut, d'après le principe bien connu du changement de variable io-
dépendante, remplacer -^ par —-r- X-r \ et de même
pour les deux autres termes.
Conséquemment
,-. a cos 7; 05 I ,, ds ^ , ds ^
dt dt\ ' ds
On a VU en géomélrio (jne, pour uupoinl quelconque d'une courbe, on a entre ies coordonnées de ce point, la longueur du rayon de courbure p, et les angles 1, fx, v de ce rayon avec les axes, les relations ;
jdx dy .dz
^ ds ds ds
cos X = p -^, cos fx = p -^,. ces v=p -j^ ;
d'on
,dx .dy ,dz
ds i ^ ds i ds i
— 7—= — cos A; — r-= — cos a; —7-= — cos v.
ds ds ^ ^ ds ^
Si Ton substitue ces valeurs dans Téquation (2) ci-dessus, il vient :
rfcosy; ids , ^ .. , ^ ,.
—j — =" ;7" ( cos A cos /. + cos y. cos fx + cos v cos v )
Par suite, la relation (1) se change en la suivante, en re-
ds marquant d'ailleurs que par définition -^ = V:
rf(Vcos-/î) rfV . V% . V .
^ , — — = cos-/i -7"i — (cos A cos A + cos [j. cos jul -f- cos î; cos 1/ ).
Actuellement, si Ton suppose que la droite MN' se confond avec M N, les angles )/, fx, v\ ne sont autres que ceux que fait cette dernière droite avec les mêmes axes coordonnés; mais cette droite, qui est située à la fois dans le plan osculateur et dans le plan normal à la courbe mené par le point i\I, est pécisément le rayon de courbure, et fait par conséquent avec les axes des angles X, p., v. Donc, à la limite, quand la projection est prise par rapport à la direction de la composante normale MN, on a :
cos Ti = 0, X' = X, fji' = f/, . y' = V ,
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et conséquemmeni;
rff ~ p •
puisque la quantité cos* X + cos'a+cos* v=i.\
Ainsi la valeur de la composante normale N est liée à la vitesse par la relation :
Ce qui nous montre :
1" Que, pour une vitesse déterminée', la valeur du rayon de courbure , c'est-à-dire la courbure de la trajectoire quelconque effectivement décrite par le mobile dépend uniquement de la valeur de la composante normale, dont l'action consiste à produire l'inflexion successive des éléments de la courbe ;
2' Que, lorsque cette composante est nulle, le rayon de courbure est infini, et par suite le mouvement s'effectue en ligne droite ; ce qui doit être, puisque l'hypothèse d'une (Composante normale nulle revient à dire que la force est dirigée dans le sens même du mouvement;
3** Que, lorsque cette composante est constante, la quan-
tité — est constante aussi : si donc la vitesse ne varie pas,
p est constant, et la courbe décrite est nécessairement un cercle.
68. — Ce qui précède jette un grand jour sur le rôle de la force qui sollicite un point matériel , dans un mouvement quelconque. On voit en effet que cette force, quelle que soit d'ailleurs sa direction par rapport à la courbe décrite, peut, à chaque instant, ^-tre remplacée par deu\ autres, situées dans le même plan et dirigées, l'une suivant la tangente à la courbe, à l'instant considéré, et l'autre vers le centre de la
courbe ou suivant son rayon de courbure. Ces deux composantes , langentielle et normale , constituent un système de forces qui équivalent à la force donnée, c*est'ù-dire qui déterminent le même mouvement par leur action combinée. Mais chacune d'elles a son genre d'influence bien distinct. La première, qu'on pourrait justement nommer composante motrice, produit seule la progression du mobile sur la courbe, conçue comme assignée à l'avance. La seconde, qui pourrait être nommée compogante d'inflexion ou de déviation, sert uniquement a détourner le mobile de la ligne droite qu'il décrirait naturellement en vertu de la loi d'inertie, et à le ramener sur les éléments de courbe d'où il tend sans cesse à s'éloigner. Selon son intensité plus ou moins grande, elle détermine des indexions plus ou moins roides, mais demeure absolument étrangère à la vitesse du mobile et à la longueur qu'il parcourt. En un mot, cette composante a pour effet de pousser constamment le mobile vers le centre de la courbe qu'il décrit efiectivement. Pour ce motif, on lui a donné le nom de force centripète, qui a prévalu sur celui de force d'inflexion, qui, au fond, signifie la même chose. On emploie une autre locution qui consiste à dire que le mobile est animé d'une force centrifuge égale et contraire à la force centripète. Réellement, il n'y a pas de fbrce qui, en cette occasion, soit appliquée au mobile pour l'éloigner du centre : on exprime seulement par là que, pour faire décrire au mobile la courbe qu'on a en vue, il faut lui appliquer une certaine force centripète. Les choses se passent comme si, dans un mouvement en ligne droite, on avait à combattre effectivement une force qui s'opposerait à ce mouvement. Mais ici nous ne combattons aucune résistance du point matériel : si nous sommes obligé de faire intervenir cette force, ce n'est pas parce qu'une force étrangère nous résiste, mais parce que nous voulons nous-même produire un nouvel effet, qui est de changer le coui*s du mouvement.
PROPOSITIONS PRÉIJMIN AIRES. 121
Aussi, dans cette loeution de force centrifuge, on no devra voir qu'une abréviation destinée à faire comprendre que, pour faire décrire au mobile la courbe considérée, il faut lui appliquer à chaque instant une force centripète égale et opposée.
rfV Remarque. — La relation T=?n--T- nous montre qu'au
bout d'un temps quelconque la quantité de mouvement du mobile est égale à l'impulsion de la composante tangentielle. Elle est moindre par conséquent que la quantité de mouvement qu'aurait produite la force totale si elle avait agi en ligne droite pendant le même temps. Ainsi, lorsqu'on veut communiquera un mobile la plus grande vitesse possible, il faut le mouvoir en ligne droite; ce qui est d'ailleurs évident à prioriy puisque la construction du petit parallélogramme, qui à chaque instant correspond aux accroissements de la vitesse, donne la résultante la plus grande possible quand ce parallélogramme se réduit à une ligne droite, car alors la diagonale est égale à la somme des deux côtés.
£n général, on peut dire que toute la portion de la force qui n'agit pas dans la direction même du mouvement est absolument perdue pour la vitesse.
69, — Antre remarque, — Nous avons déjà eu occasion d'énoncer que, lorsqu'on cherchait les forces capables d'un mouvement donné, on pouvait se proposer de trouver une foule de systèmes équivalents^ mais qu'en général on se bornait spécialement à la recherche de la résuliante unique, quand il s'agissait d'un point matériel.
Nous avons dit également qu'où dérogeait à cette règle lorsqu'on connaissait à l'avance l'existence d'une ou plusieurs forces qui contribuaient au mouvement. D'après ce que nous venons de voir sur la décomposition en composante langentielle et composante centripète, on pourra être conduit à rechercher directement, non pas la résullanU; unique qui est capable du mouvement, mais Tune de ces deux oonpo-
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santés, si Texistence de l'autre est connue à lavance. Cest ce qui aurait lieu, par exemple, pour un point matériel lié h une courbe donnée sur laquelle il devrait demeurer, tout en pouvant d'ailleurs glisser librement sur elle. Dans ce cas, on conçoit bien que la courbe, par la résistance qu'elle offre à ce que le point s'en échappe, agit comme une composante centripète, et que conséquemment uue force tangentielle doit suffire a déterminer le mouvement. Ce qu'on se proposera alors de trouver, ce sera cette force tangentielle ellemême, et non la force unique totale représentant l'action combinée de cette composante- et de la résistance de la courbe, résultante dont la considération serait d'un bied moindre intérêt.
De la représentalian algébrique des qsasiltés eansidérées en méeanlque.
70. — Avant d'entreprendre la solution des problèmes relatifs au mouvement, nous croyons devoir donner quelques développements sur la manière dont sont représentées dans le calcul les diverses quantités considérées.
i** Position d'un point.
Cette position, ainsi qu'on l'a vu en géométrie, se représente au moyen de coordonnées, dont le nombre, qui est constamment de trois, correspond aux trois dimensions que notre esprit attache invinciblement à la conception de l'espace. Quel que soit le mode de coordonnées adopté, quelles que soient les conditions particulières qui déterminent la position du point, il est facile de voir que cela revient toujours on d('»finitivc à assigner la longueur interceptée snr chacnne des trois dimensions de l'espace. Entre ce mode im-
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les trois coordonnées du point, c'est-à-dire la position qu'il occupe dans l'espace.
2*» Nature de la trajectoire.
Une courbe quelconque est, comme on sait, exprimée par deux équations, fonction des trois coordonnées, qui sont de la forme
f{x,y,z)=zOy cp {x, y, z) = o,
ou bien
Ces deux équations se réduisent d*ailleurs à une seule lorsque la trajectoire est une courbe plane.
On les obtient aisément au moyen de celles qui font connaître la valeur des coordonnées en fonctions du temps. Il suffît d'éliminer t entre les équations
x = f{t), y = cp(0, z = x{t).
On a alors des relations qui conviennent aux coordonnées du mobile, d'une manière tout à fait indépendante du temps. En d'autres termes, ce sont les équations de la trajectoire, abstraction faite des circonstances d'après lesquelles elle a été décrite.
3*» Vitesse.
La grandeur absolue de la vitesse s'exprime au moyen d'une équation qui fait counaître sa valeur pour une époque quelconque du temps. La connaissance de cette vitesse découle immédiatement de la connaissance des coordonnées: cardans tout mouvement, quelles qu'en soient d'ailleurs les
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causes , la vitesse' V est égale à wTj ^" désignant par * la longueur de trajectoire parcourue; et, commejr,y, ?, sont des fonctions du temps, s et par suite n^ sont aussi des fonctions du temps.
La direction de la vitesse, qui est précisément la direction de la tangente à la courbe au point considéré, se représente par les angles qu'elle fait avec chacun des axes. La valeur de ces angles se déduit elle-même des coordonnées du mobile, car on sait que, sia^ b, c désignent respectivement les angles formés par la tangente avec les axes des j?, des y et des z, les cosinus sont déterminés par les formules
dx . dy dz
cos fl = -7- , cos o=-r, cos c='T- ; ds ds ds
dans lesquelles af, y, ^ et « sont, comme on a vu, des fonctions du temps.
Au reste, les angles ci-dessus ne constituent en réalité que deux inconnues distinctes, puisque leurs cosinus sont liés entre eux par la relation géométrique fondamentale :
cos^ a -\- cos^ b -+• cos^ c = 1.
La grandeur de la vitesse et sa direction constituent donc en totalité trois inconnues distinctes.
Souvent on les remplace par les produits
V cos a , V cos 6 , V cos c ,
qui ne sont autre chose que les projections ou les composantes de la vitesse absolue suivant les axes, et qui représentent les mêmes inconnues. Cette substitution ne change pas les conditions, puisque les produits ci-dessus permettent de déduire chacune des quantités V, a, b et c:
ÎH^ îiA3& iL — ^,^\Z MftïïTMn.
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La ^niodeur ab^olu*f d'ooe R.rcie qoek'jiîqiie est, cumnie celle de la \ îtes$e, exprimée par aoe equaiioD telle que
qui. pour tocte valeur du tomps.fait connaître la valeur correspondante de la force. Si c« Henri ne varie pas de grandeur pendant la durée de sou action, /"^^ se réduit à une quantité constante.
La direction de la force se représente d'une manière semblable â celle de la vitesse, au moyen des trois angles^, c, 7 que celte direction fait avec les axes coordonnés.
Semblablement aussi on remplace la force et les angles de ha direction par les produits analogues
P ces a , P cos c , P cos 7.
Il est d'ailleurs également visible que les quatre quantités 1% a, c et 7 ne représentent eu réalité que trois inconnues distinctes.
Mous auriousles mêmes remarques à faire sur le signe de la force, qui est toujours en elle-même essentiellement positive, et qui est affectée par le signe du cosinus qui la multiplie, ou par la quantité sous-entendue — 1 dans le cas d'une direction diamétralement opposée.
71. — Nous ferons une observation sur la manière dont nous traiterons les problèmes généraux du mouvement.
Quelle que soit la question à étudier, on n'en restreint pas la généralité en supposant, dans le calcul, que le point n'est sollicité x\ue par une seule force. Car nous avons déjà vu que toutes les forces qui peuvent agir simultanément sur un point matériel sont susceptibles d'être remplacées par une force unique , qu'on appelle la résultante, et qui produit exactement le même mouvement que toutes les forces données elles-mêmes. Celte résultante est d'ailleurs connue si les autres le sont, et elle s'y rattache au moyen de la construction polygonale qui fait l'objet de la 5^ proposition. Nous pourrons donc toujours supposer que le mouvement considéré est du à cette force unique.
Inversement, nous pourrons dans nos calculs remplacer la force unique par telles autres forces qu'il nous plaira, à condition que le système de ces dernières ait la force unique pour résultante.
En un mot, les équations trouvées entre un système de forces et le mouvement correspondant conviendront également , et sans y rien changer, à tout autre système , choisi seulenient de façon à avoir la même résultante que le premier.
Cela posé, nous étudierons le mouvement d'un point matériel d'après la nature de la force qui le sollicite.
En premier lieu, nous considérerons une force, constante ou variable en grandeur, mais constante en direction, parce que le mouvement qui en résulte est rectiligne.
Eu second lieu, nous considérerons une force de direction
variuble, ce qui correspond au mouvement le plus général possible, c'est-à-dire au mouvement curviligne.
Dans chaque cas, nous examinerons comment le mouvement se trouve modifié lorsque le point matériel, au lieu de partir du repos, est déjà en possession d'une certaine vitesse initiale au moment oit la force commence à agir sur lui.
— c^OOOO
CHAPITRE IL
Étant donnée une force, constante ou variable en grandeur , mais de direction constante, déterminer le mouvement rectiligne qui en résulte ;
ou réciproquement:
Étant connu le mouvement rectiligne d'un point, trouver la, valeur constante ou variable de la force qui pourrait le produire.
72. — Soit le point de départ d'un point matériel de masse m, OS la direction constante d'une force P qui le sollicite.
Ce point matériel se mou-
^ ^ , . vra le long de la droite OS ;
"**■ ^ il s'agit de trouver son mou-
^'^* *• vement, c'est-à-dire sa po-
sition sur cette droite et sa vitesse au bout d'un temps quelconque.
Si nous désignons par s la longueur parcourue OM au bout du temps t, et par Y la vitesse au point M, nous aurons »
l°£n vertu du n° 57 :
2° En vertu de la déflnition de la vitesse, du n' 4
ds
dt
Ces deux équations permettent d'exprimer V et * en fonction de la force et du temps ; car la deuxième nous donne
dV dh
"ji^^-TTit ^^ Pî^r suite, en substituant, la première devient
d'où, en intégrant doublement :
Quant à la vitesse, elle est donnée par une seule intégration,
La difficulté ne consiste plus maintenant que dans le calcul algébrique des diverses intégrales , ce qui dépend de la nature de la fonction /"(/) qui exprime la valeur de la force. Mais théoriquement le problème est complètement résolu au moyen des relations (4) et (5).
Le problème réciproque se résout de même, et avec plus de facilité au point de vue du calcul, car les intégrations y sont remplacées par des différenliations. Si Ton connaît en effet le mouvement du point, c'est-à-dire la longueur s parcourue au bout d'un temps quelconque , la valeur de la vitesse et de la force s'obtient immédiatement par les
équations (2) et (3) , et n'exige que des difierentiations successives de la fonction particulière flf) qui exprime la longueur g à tout instant.
Supposons que la force donnée soit constante
Dans ce cas la quantité — sort dessous le signe / dans les
équations (Jx) et (5); et, en effectuant les intégrations très-
simples I dtj f I dt^y ou obtient
(6) V=-f, (7) s^^^tK
Le premier résultat, qu'on peut écrire sous la forme de
mV P=-T- , n'est autre que celui qu'on avait démontré directe-^
ment dans la 3^ proposition.
Le second nous montre :
Que l'espace parcouru sous Faction d'une force constante croit proportionnellement au carré du temps ;
Que deux forces constantes sont entre elles comme les espaces qu'elles feraient parcourir à un même point matériel au bout du même temps;
Que les masses de deux points matériels sont inversement proportionnelles aux espaces que leur ferait parcourir une même force constante au bout du même temps;
Que l'espace parcouru pendant un temps quelconque sous l'action de la force est égal à la moitié de celui que parcourrait le mobile si, en vertu de sa seule vitesse acquise, il continuai]; à se mouvoir pendant une nouvelle période égale à la précédente. — En effet ce second espace parcouru est
représenté par — / x l=— t^=2g, — D'où résulte que l'ac-
célération est égale au double de l'espace parcouru pendant la pi-emière unité de temps ou au double de l'espace par-
couru au bout d'un temps quelconque, divisé par le carré du temps.
Ce dernier résultat peut être étendu aux forces variées, pour les espaces parcourus pendant des temps infiniment petits. En effet on peut , pendant ce temps- là, envisager la force comme constante, en sorte que, si «y est la longueur infiniment petite parcourue au bout du temps élémen-
p taire t, et a» ou — l'accélération, on a
Remarque. — La proportionnalité des espaces parcourus aux carrés des temps employés à les parcourir a permis de constater que la pesanteur est une force constante, ou, ce qui est d'un langage plus rigoureux, que la chute verticale libre des corps dans le vide s'effectue comme si une force constante les sollicitait.
La pesanteur étant donc équivalente à une force constant^, les formules (6) et (7) donnent la valeur, au bout d'un temps quelconque, de la vitesse acquise et de la hauteur de la chute.
P Dans ces formules, — est remplacé par </, puisque la force
p P est alors le poids et que la masse m = — . Elles deviennent ainsi :
74. — Nous allons reprendre actuellement l'examen du mouvement rectiligne en général et déduire les conséquences que fournissent les équations qui s'y rapportent.
Les deux relations fondamentales que nous avons établies sont, comme on sait, les suivantes :
La relation (1), qui a déjà été envisagée directement au n° 57, a montré que la quantité de mouvement acquise au bout d*un temps quelconque est égale à Vimpuhion de la force pendant ce même temps, eu appelant respectivement quantité de mouvem^ent et impulsioti de la force le produit 7nV et rinlégrale / Vdt prise depuis le départ jusqu'au
bout du temps considéré t.
Ce résultat est susceptible d'être généralisé en ce qu'il convient à une période quelconque du mouvement, non comptée à partir de l'origine. En effet, considérons deux durées t^ et t^ , dont la seconde est supposée plus grande que la première : soient Vq et V4 les vitesses acquises correspondantes. D'après ce qui précède, on aura :
d'une part, mVo= / **?«?/ ,
et d'une autre , mN^ = / Vdt .
Retranchons la première équation de la T ; il vient :
V, — w Vo = r'pdt-^ r'?dt=r' p ut .
Ce qui signifie :
Que la quantité de mouvement gagnée entre deux époques quelconques est égale à l'impulsion de la force pendant la période intermédiaire.
N. B. Si la vitesse V^ était moindre que V^, c'est-à-dire si le mobile s'était ralenti d'une époque à l'autre, il y aurait eu perte de la quantité de fnouvement, et l'impulsion delà force serait négative. On énonce cette proposition en termes généraux en disant que la variation de la quantité de mouvement pendant une période quelconque est égale à l'impulsion de la force pendant celte même période.
La quantité de mouvement repi*ésente véritablement l'îm--
pulsion de la force, emmaganifiee en quelque sorte dans le corps. Car, si Ton vient à appliquer au mobile une force égule et contraire à celle qui Ta sollicite tout d*abord, et pendant ud même temps, le mobile perd une quantité de mouvement égale à celle qu'il avait gagnée. En effet, pour une première période comprise entre t^ et ^4 , on a
V^ — m Vo = T'P dt = r F rft ;
en appelant t^ la différence ^4— /o> ^^ prenant pour variable indépendante la différence t — t^.
De même, pour une deuxième période égale, de t^ à /, , où la force agit en sens contraire, on a :
Vj — m V4 = — Ç\ dt = '-' fv rfr ;
d'où en ajoutant :
tn Vj — m Vo = et m\^=:m\Q.
Ainsi, à un moment quelconque, la quantité de mouvement du point matériel peut régénérer l'impulsion qui l'avait produite.
Équation de ta force vive,
75. — On obtient une relation très-remarquable et d*un Usage général, comme nous le verrons par la suite, en éliminant le temps t entre les formules (1) et (2).
Cette élimination s'effectue simplement en divisant ces deux formules l'une par l'autre, ce qui donne :
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Or, d'après les principes connus du calcul différentiel, le rapport des dérivées "^^ ^) <^^ V et * sont des fonctions explicites du temps, est égal au rapport -^ , où V et *
sont des fonctions implicites du temps : en sorte que l'équation ci-dessus devient :
P dS
qu'on met ordinairement sous la forme :
Prf5=mV.rfV;
d'où, en intégrant par rapport à « et V considérées comme variables indépendantes,
(1) r?ds='^my^\
relation qui ne renferme pas le temps explicitement.
Il en résulte que, si la valeur de la force P peut être exprimée directement en fonction de la longueur parcourue *, au lieu de l'être en fonction du temps, le premier membre
/ Vd8 deviendra une certaine fonction de *^ et on pourra
conséquemment déduire la vitesse de la longueur parcourue, ou réciproquement ; sans qu'il soit besoin de connaître la loi suivant laquelle la vitesse ou la longueur parcourue varie avec le temps: connaissance indispensable dans le cas ordinaire, où l'une des quantités Y et « ne peut être obtenue en fonction de l'autre, au moyen de la relation V=^,
que si la quantité connue est assignée par sa fonction du temps. Ainsi la relation (1) ci-dessus sera d'un immense se-
cours toutes les fois que la force sera exprimable eu fonction de la position du mobile.
11 ne faut point s'étonner que Tesprit humain ait été conduit à chercher dans les phénomènes mécaniques une relation qui fut indépendante du temps ; bien qu'au premier abord cet élément, plus que tout autre, semble s'y rattacher inévitablement. L'étude même du monde extérieur a dû enseigner cette singulière abstraction. Nous y voyons en effet que la plupart des forces naturelles sont indépendantes du temps, ou, pour mieux dire, que presque tous les mouvements de l'univers se produisent comme s'ils étaient dus à des forces qui, au lieu de varier avec le temps, dépendraient uniquement de la position géométrique des corps considérés. C'est ainsi que la force de la gravitation ne dépend que des distances mutuelles des astres, que les actions moléculaires ne varient qu'avec l'écartement des molécules, que la force d'expansion des gaz ne varie qu'avec le volume où ils sont renfermés, ce qui revient à dire que cette force est fonction de la distance. 11 n'y a que très-peu de phénomènes qui fassent exception à cette loi : on peut citer en premier lieu les actions développées par les êtres animés, actions dont l'affaiblissement graduel est connu sous le nom de fatigue : on peut citer également les actions dues à la chaleur, qui varient presque toujours d'intensité d'un moment à l'autre, parce que l'agent inconnu qui les détermine est progressivement modifié par le milieu environnant. Néanmoins, nous le répétons, la plupart des causes mécaniques sont, de leur nature, indépendantes du temps, et, par cela même, ont dû de bonne heure faire sentir l'utilité de relations où le temps ne figurerait pas. C'est pourquoi l'esprit s'est arrêté à la combinaison précédente, qui, sans les circonstances naturelles dont nous parlons, n'eût été qu'une vaine opération logique, sans efficacité pour l'étude des phénomènes réels de l'univers.
La relation
étant d'un grand usage en mécanique, on a désigné, pour abréger, par un nom particulier chacune des deux quantités qui y figurent.
L'intégrale / Pci*, qui est supposée prise par rapport à s,
s'appelle le travail de la force.
Le produit [niV^ s'appelle la forcevive du point matériel. Voyons quelle est Torigine et le sens véritable de ces deux
dénominations.
1° Travail. *
76. — Ce mot n'a évidemment pas le sens qu'on lui attribue dans le langage ordinaire, lorsqu'on dit, par exemple, d'un homme qu'il aime le travail, qu'il fait de grands travaux, etc., pour dire qu il aime à s'occuper utilement, que son activité produit de grands résultats ou qu'il a de grandes conceptions, etc. Ce sont là autant d'acceptions philosophiques du mot travail, qui n'offrent aucune analogie immédiate avec l'intégrale qu'il doit représenter ici. Mais il est un ordre d'opérations sociales pour lesquelles l'analogie va apparaître. Je veux parler des travaux industriels, de ceux surtout qu'on appelle souvent travaux mécaniques. Pour peu qu'on réfléchisse sur l'ensemble des opérations matérielles auxquelles se livi'e l'industrie, on reconnaîtra qu'elles consistent presque invariablement à faire parcourir un certain espace à une certaine force. En veut-on des exemples? Prenons, je suppose, de la houille à extraire du fond d'un puits : qu'est-ce autre chose que faire parcourir à une certaine force , qui est le poids de cette houille, un certain espace, qui est la hauteur du puits '^ Vous remorquez un convoi de chemin de fer :
n'est-ce pas encore une certaine force, qui est hi résistance du train, à laquelle vous faites parcourir une certaine longueur? Qu'on alèze des métaux, qu'on enfonce des clous, qu'on scie du bois, c'est toujours une force qui parcourt un espace ; et toujours, ne l'oublions pas, une force qui est indépendante du temps, et qui, si elle n'est pas constante, dépend uniquement de la position des corps considérés.
Ces exejnples nous montrent que les travaux industriels consistent bien en ce que nous avons énoncé, c'est-à-dire qu'ils sont toujours composés, (Tune certaine façon et exclusivement, de forces et d'espaces parcourus.
J'ajouterai maintenant que cette composition de force et d'espace est précisément celle que représente l'intégrale
/ PdSj ou, pour mieux dire, que c'est cette intégrale qui
mesure la valeur vénale du travail obtenu.
Considérons en effet d'abord une force constante : Soit de la houille à extraire du fond d'un puits. Qu'est-ce qui détermine la valeur sociale, le prix du travail? C'estbien évidemment : 1° la quantité de houille à extraire ; 2" la hauteur où il faut l'élever. Je puis même dire que le travail sera double si la quantité de houille est double ou si la profondeur du puits est double. En deux mots, le travail sera à la fois proportionnel au poids et à l'espace parcouru : il sera mesuré par Px*, P étant ce poids et s cet espace. —
D'un autre côté, voyons ce que devient notre intégrale / Vds,
dans l'hypothèse d'une force constante : elle devient précisément Px*.
Ainsi, ce que nous avons appelé travail dans notre formule algébrique représente bien le travail de l'industrie sociale.
Que st maintenant nous considérons un travail induS'triel où la force est variable, nous aurons encore à signaler
la même analogie. Car supposons que la force, au lien de varier d'une manière continue le long de Tespace parcouru, ainsi que cela se passe effectivement, varie au contraire par soubresauts, o^est-à-dire demeure constante le long d'une fraction du parcours et ait ensuite une valeur dilférente pendant la fraction suivante ; le travail total sera évidemment exprimé par la somme de tous les travaux partiels correspondant aux diverses fractions du parcours. Nous passerons de ce travail imaginaire au travail réel en concevant que ces fractions diminuent individuellement de plus en plus, en sorte que finalement le travail en question n'est autre que la somme limite de tous ces travaux partiels. Or, parallèlement à cette conception, la formule algébrique est
interprétée de même : car l'intégrale / Pds représente précisément la somme limite de tous les produits obtenus en multipliant la valeur de la force en chaque point du parcours par la longueur infiniment petite de ce parcours par** tiel. Donc encore ce que nous avons appelé travail dans le calcul correspond à ce qu'on entend par ce même terme dans l'industrie.
Ces considérations nous montrent pourquoi Ton a été conduit à affecter à une quantité purement analytique un mot , déjà consacré dans le langage ordinaire pour désigner cer* taines opérations matérielles. Mais cette analogie ne doit pas nous donner le change sur le caractère véritable de l'in^ tégi'ale introduite ainsi par le calcul. Il y a nécessairement une foule de cas où cette expression algébrique ne peut avoir aucune signification relative à nos travaux proprement dits. S'il s'agit, par exemple, de la force équivalente à la gravitation ou qui pourrait déterminer le mouvement d'une planète, il est bien évident que le produit de cette force par l'espace parcouru, produit que nous continuons, en mécanique, à appeler travail, ne coirespond à aucun travail
iU2 LIVRE 11. — POINT BIATÊBLEIm
non compté depuis le départ, est égal à Taccroissement de force vive pendant ce même parcours.
Car si s^ et «i sont deux longueurs parcourues, comptées depuis le départ, s^ étant plus grand que s^j on a d'une part ;
et d'autre part :
Retranclions la première équation de la deuxième . 'P rf5 = -; w V,^ — i m Vo' .
Si la force vive diminuait au lieu d'augmenter, le second membre serait négatif, et le premier le serait aussi par conséquent : alors en- effet la force P agirait en sens contraire de sa direction primitive, puisque d'une position à l'aulre la vitesse se trouverait ralenlie : cette force P, et par suite
l'intégrale / Pds serait affectée du signe moins.
D'une manière tout à fait générale, l'équation de la force vive s'énonce :
Le travail d'une force, entre deux positions quelconques, est égal à la variation de force vive entre ces deux mêmes positions.
On laisse quelquefois l'équation sous sa forme différentielle
et l'on dit le travail élémentaire d'une force est égal à la variation élémentaire de la force vive.
2® Si la vitesse du mobile a la même valeur pour deux po-
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ftitions différentes, la variation de force vive est nulle entre ces deux positions, et par suite le travail de la force est nul aussi.
3° Le travail étant nul dans Thypothèsc ci-dessus, il faut nécessairement que la force ait changé de sens à un certain point du parcours, sans quoi Tintégrale qui exprime le travail ne saurait être nulle ; et l'on voit, en outre, que le travail de la force pendant la première période du parcours est égal et de signe contraire au travail de la deuxième période. Il en résulte que, pour détruire la force vive quelconque possédée par un mobile, il faut effectuer un travail exactement égal et contraire à celui qui la lui avait communiquée. — Ce qui est la proposition que nous invoquions dans le numéro précédent.
A** Si la force, après avoir agi de A en ^ pour faire passer la vitesse de la valeur Vo à la vitesse V,, change de sons après
le point B, en ayant des vayo I y I y^ ^^^''^ absolues symétriques
A M B M' jV de celles qui avaient lieu f ^8- 9. précédemment, c'est-à-dire
des valeurs qui soient égales pour les positions M et M' également distantes du point B, à droite et à gauche, je dis que la vitesse V4 sera ramenée à la vitesse Vq lorsque le mobile sera parvenu en un point A' éloigné du point B comme l'est le point A.
Il suffit de montrer que l'intégrale ( Pc/*, prise de A en B,
est égale et de signe contraire à l'intégrale prise de B en A'. Or, cela est évident ; car soient *o, *| et s^ les trois parcours comptés depuis l'origine, qui correspondent aux positions A,B et A'j soit (5^=^s^—8^^=^s^—s^\ on a
Pp cU = j 'Pda
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eo prenaol poar Tauiable îndépeodante la différence rs en tre la longaenr «, qui varie depuis s^ josqua «,, et la longueur fixe ««. On a de même
/ 'p ds = T'P de ;
en prenant pareillement pour variable indépendante la différence ^ entre la longueur s, qui varie depuis «^ jusqu'à s^ , et la longueur fixe «^ — Cette seconde intégrale doit être affectée du signe moin*, puisqu'on suppose que la force change de sens depuis le point B. — Les deux travaux partiels de A en B et de B en A' sont donc égaux et de signes contraires.
Il résulte de là une autre conséquence : si un point malé-
riel a une certaine vitesse - — ^ -^ 1, — V en B, et qu'une force contraire se mette ensuite à agir sur lui ,, on vient de voir qu'il perdra sa vitesse au bout d'un parcours *5 tel que
""p rf(j = 4 m V*
Or, le mobile étant ainsi réduit au repos en C, si la force continue à agir de C vers B, en ayant des valeurs symétriques, c'est-à-dire égales pour une position M également éloignée du point C pendant l'aller et le retour, le mobile, ramené en B aura recouvré la même vitesse V que précédemment, car on aura pour l'expression de cette vitesse
y^ = C P {^da)^ ^Pda
celte vitesse est d'ailleurs en sens contraire.
Ainsi, une force vive ou une vitesse est engendrée ou détruite, au bout d'un même parcours, par des forces qui ont.
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pendant ce parcours, des valeurs exactement symétriques.
5" Si deux forces, qui ont des valeurs égales pour les mêmes longueurs parcourues, agissent sur des masses différentes pendant des parcours égaux, elles leur communiqueront des variations de force vive égales.
Car on aura :
pour Tune des forces.
et pour l'autre,
d'où résulte
i m Vî - L m M\ = ,i m'V'^ - \ m'V'J .
Il esta remarquer que deux forces qui satisfont à la condition ci-dessus ne sont point des forces égales, c'est-à-dire passant par les mêmes valeurs au bout des mêmes temps. Car, puisque les masses sont inégales, les forces, si elles étaient égales, leur feraient parcourir des longueurs inégales au bout des mêmes temps ; elles n'auraient donc point des valeurs égales au bout des mêmes parcours, ce qui est précisément l'hypothèse.
6° Si la force considérée est constante, on voit : Que, lorsque deux points matériels soumis respectivement à des forces constantes reçoivent les mêmes variations de force vive, les travaux sont égaux, et, par suite, les deux forces appliquées sont en raison inverse des longueurs parcourues : ce qu'on a déjà démontré d'une autre manière ; et que, si un point matériel possède une certaine force vive, il est ramené au repos par une force égale à la première, de sens inverse, et agissant pendant un même parcours.
trois droites OX, OY et OZ qui se coupent à angle droit en ce point.
La solution du problème consiste à trouver la position M do nriobile au bout d'un temps quelconque, et subsidiaire- ^ ment sa vitesse à ce mo-
ment, ainsi que les équations de la trajectoire suivie dans tout le cours du mouvement.
Soit m la masse du mobile, P la valeur de la force qui le sollicite à Finstant Fig. 11. considéré, a, c, y les trois
angles formés par cette force avec les trois axes. — Ces quantités P, a, S et y sont des fonctions connues du temps. — Soit enfin V la grandeur de la vitesse inconnue, et a, h, c ses trois angles avec les axes.
Nous avons vu, dans la sixième proposition (n®66), que la projection ou la composante de la force, suivant une droite quelconque, est égale a la masse du mobile multipliée par l'accélération de la vitesse projetée ou décomposée suivant la même droite. Si Ton applique ce théorème, successivement pour chacun des trois axes, on obtiendra les trois équations :
„ rf(Vcosa) „
Pcosa=m-^— 3 — ' P
dt
coso:
djcosb) dt
, Pcosy=w
rf(cosc)
qu'on est dans l'usage d'écrire de la manière suivante, en désignant par X, Y, Z les trois composantes de la force P, et par v, u, w, celles de la vitesse V :
dv
du
dw dt
dt ' '• dt '
On sait d'ailleurs, d'après ce qui a été dit au n* 61, que
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Ces six équations rêsolveai complôlemeiil le problème, car elles permettent de trouver x, y, z, r, u, tt en fonction des quantités connues. On pent dire avec raison que le problème du mouvement cnniligne est ainsi ramené à trois problèmes de mouvement rectiligne , s effectuant suivant chacun des trois axes. Ainsi toutes les remarques qu'on a pu faire dans le chapitre précédent s'appliquent lextui^llement:
!• Au mouvement suivant OX, dont la composante X est la force ;
2^ Au mouvement suivant OY, dont la composante Y est la force ;
3" Au mouvement suivant OZ, dont la composante Z est la force.
Nous ne nous arrêterons pas à chercher les valiuirs de ^f Hf 2f non plus que celles de r, u, lu, valeui's qui s'obtiennent de la même manière que celles de * et de v dans le chapitre que nous venons de parcourir. Nous aurons à reproduire la même observation en ce qui concerne riufluence de la vitesse acquise. Les valeurs seront alors de même forme que celles du n° 79; cest-à-dirc que r, //, w seront
respectivement égaux 'à \ — di, \ — dt, \ — dt, aiig-
mentes des composantes de la vitesse initiale; et que a*, y, z
a'X / '^''y t,'ot/o
seront
t/Ot/o
rus dus à ces mêmes composantes.
Quant à la trajectoire, elle s'obtiendra, comme on l'a vu
— rf/% pareillement augmentés des espaces parcou-
au 11° 70, en éliminant le temps entre les trois équations qui fournissent les valeurs des trois coordonnées.
Loi'sque le problème, au contraire, consiste à trouver la force, étant connue la position du mobile à chaque instant, la solution est, analytiquement parlant, beaucoup plus simple, car elle se réduit à effectuer les diiférentiations indiquées dans les équations (1) et (2) ci-dessus.
Monvemeat rectlligae taDgeatiel.
THÉORÈME DE LA FORCE VIVE
81. — On a démontré au n° 67 que, si T est la composante de la force P suivant la tangente à la courbe en chaque point, et V la vitesse absolue du mobile, dirigée suivant celle même tangente, on a la relation
ce qui revient à dire que le mouvement sur la courbe s'effectue comme un véritable mouvement rectiligne dont la force serait la seule composante T. En faisant donc abstraction de la forme de cette trajectoire pour ne nous occuper que de la longueur absolue des arcs parcourus, supposés rectifiés, nous pouvons appliquer à ce mouvement tout ce qui a été démontré pour un mouvement rectiligne quelconque, et notamment les conséquences suivantes :
La variation de la quantité du mouvement, entre deux époques quelconques, est égale à Timpulsion de la composante langentielie entre ces mêmes époques ;
La variation de la force vive, entre deux positions quelconques, est égale au travail de la composante tangent ielle, entre ces mêmes positions.
La variation élémentaire de la force vive est égale au travail élémentaire de la composante tangentielle.
Arrêtons-nous un instant sur ce travail de la composante tangentielle. Nous voyons que, dans un mouvement curviligne, il y a, entre la force qui sollicite un mobile et la force vive de ce mobile, la même relation que dans un mouvement recliligne , pourvu que la force soit remplacée par sa composante tangentielle, ou, ce qui revient au même, pourvu qu'on considère comme travail d'une force à chaque instant, non pas le produit absolu de cette force par l'espace parcouru, mais le produit de cette force -projetée sur la direction du parcours , multipliée par ce parcours. C'est là, en effet, le point de vue qu'on a adopté en mécanique : on estime le travail d'une force en la projetant préalablement sur la direction de l'espace parcouru à chaque instant.
Remarquons bien que cette défmition , dont nous exposerons tout à l'heure le motif, n'est nullement contradictoire avec celle qui a déjà été adoptée dans le mouvement rectiligne. Pour ce dernier, en eff'et, la force projetée sur la direction du parcours n'est autre que cette force absolue elle-même, puisque la direction de l'espace parcouru et la direction de la force se confondent absolument. On peut ajouter que le travail dans le mouvement rectiligne n'est qu'un cas particulier du travail, conçu d'une manière plus générale, dans le mouvement curviligne, cas particulier consistant en ce que l'angle de.prc^ction est nul ou égal à 180''. Avec cette nouvelle définition du travail, la relation
\ rf5 = -; w v^ — -; m vj
peut être formulée en mettant à l'écart la composante tangentielle pour y substituer la force donnée elle-même, et disant : Dans un mouvement quelconquoi la variation de
force vive entre deux positions du mobile est égale au travail de la force qui sollicite ce mobile.
Il ne faut pas perdre de vue, bien entendu, que cet énoncé n'est rigoureux qu'autant que le travail demeure défini comme il a été convenu plus haut, en tenant compte de Tangle formé avec la force par la direction de l'espace parcouru.
82. — Une telle définition du travail est en elle-même parfaitement légitime, en ce sens que, dans la science théorique, rien n'empêche de donner le nom de travail à la quantité qu'il plaît de considérer. La seule loi à laquelle les définitions soient assujetties , c'est de denieurer d'accord avec elles-mêmes dans la suite de l'ouvrage. Ainsi , l'on n'aurait pas pu employer ce mot de travail, comme nous l'avons fait, dans le mouvement curviligne, s'il en était résulté une contradiction avec le sens déjà admis dans le mouvement rectiligue. Mais nous avons vu, au contraire, que les deux énoncés concordent, et que la première définition est implicitement comprise dans la seconde. Cette explication, qui est décisive au point de vue purement logique, ne serait pas cependant satisfaisante pour l'esprit, si, ayant une première fois montré par suite do quelles analogies avec les opérations industrielles on a adopté ce terme de travail, on ne se préoccupait plus la seconde fois de faire ressortir que ces mêmes motifs subsistent encore intégralement. Or, c'est ce qui deviendra évident, pour peu qu'on réfléchisse à la nature des mouvements curvilignes réalisés dans l'industrie. Le but qu'on s'y propose invariablement est de faire mouvoir une force le long d'une courbe relativement fixe, comme une courroie sur une poulie, ou un outil sur un cylindre à aléser, etc. En pareil cas, la force se décompose toujours en deux, une composante normale, qui est inutile ou même nuisible à l'opération qu'on exécute, et qui est détruite en pure perte par l'axe de la poulie, par les points d'at-
tache du cylindre, etc., et une composante tangentielle qui seule a soja effet utile et accomplit le travail tel que nous l'entendons et le recherchons. C'est donc à bon droit, parla considéraMon de ces résultats industriels, qu'on a été conduit en mécanique à donner le nom de travail au produit de l'espace parcouru par la projection de la force sur la direction 4^ cet espqce.
Il devient dès lors sans intérêt de laisser, dans l'équation de la force vive, figurer explicitement la composante tan? gentielle de la force, puisque c'est cette force elle-même dopt il s'agit dans l'énoncé. Aussi écrit-on généralement celte équation sous la forme suivante :
T'P ds cos (P, ds) = 1 m V^ — -; m Vj ,
P ds cos (P, ds) = rf (-; m V^) ;
en représentant par cos (P, ds) le cosinus de l'angle formé par la force P avec l'élément parcouru ds.
Une remarque qu'on fait immédiatement sur cette équation, c'est que, dans le produit P. ds, cos (P, d*), on peut aussi bien regarder ds, cos (P, ds) comme la projection de ds sur P, que regarder P. cos (P, ds) comme la projection de P sur «{«.Cela permet de donner un nouvel énoncé au travail en le considérant comme composé de la valeur absolue de la force et de la projection, à chaque instant, de l'espace parcouru sur cette force. Quand on adopte ce dernier point de vue, on met ordinairement l'équation sous cette forme
et
Vdp = d{imy^) *
en désignant par dp la projecrion de ds sur la direction de la force.
N. B. On peut toujours regarder P et ds comme essentiellement positifs. Le véritable signe du travail sera amené par le signe du cosinus.
83. — La relation précédente est susceptible, avons-nous dit, de fournir toutes les mêmes conséquences qui ont été présentées à Toccasion du simple mouvement rectiligne. Nous nous bornerons ici à celle qui offre le plus d'intérêt, et qui est relative au cas où la force P est constante en direction et en grandeur.
Si Ton appelle p la longueur interceptée sur la direction de cette force par les projections des deux positions extrêmes entre lesquelles on considère la variation de force vive, cette
longueur p sera précisément égale à / dx cos (P, c/jf), en sorte que la relation devient
ce qui montre que la variation de la force vive ne dépend que de l'écart des projections extrêmes, et nullement de la forme de la trajectoire.
Si donc un mobile est lancé successivement d'un certain point de l'espace avec une même vitesse, dans des directions différentes, et s'il est dès lors sollicité par une force constante, ce mobile aura toujours la même vitesse absolue, quelle que soit la forme des trajecîtoires, en passant aux points où ces diverses trajectoires rencontrent un plan perpendiculaire à la direction de la force, mené à une distance quelconque du point de départ. C'est ce qui arrive notamment en projetant un corps dans l'espace ; quelle que soit la direction de la vitesse initiale, il rencontre toujours le plan horizontal avec la même vitesse.
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AUTRE MANIÈRE DE DÉDUIRE LES ÉQUATIONS PRÉCÉDENTES
84. — L'équation de la force tangentielle doit évidemment pouvoir se déduire des relations établies au n"" 80. En effeti ces dernières expriment que le théorème du n° 66, consistant en ce que la projection d'une force est égale à la masse multipliée par l'accélération de la projection de la vitesse, convient à trois directions différentes, qui sont celles des trois axes; mais cela revient justement à exprimer que le théorème est vrai pour une direction quelconque. Donc l'équation de la force tangentielle, qui est relative a la direction particulière de la tangente, doit être implicitement contenue dans les trois équations relatives aux axes.
En effet, reprenons ces dernières en laissant en évidence, dans les seconds membres, la projection de la vitesse absolue :
Développons les différentielles des produits; il vient:
„ dy . ..d.cosa
X = m-7-cosa-|-mv — ^ :
dt dt '
^ d\ , ,, e/ . cos b
(2) Y = m ^ cos ^ 4- m V ^^ ;
dy „ rf . cos c
Z=m-r-cosc-j-mV — j .
dt dt
Or, les trois premiers termes des seconds membres peuvent être considérés comme représentant les composantes,
rfV suivant les axes, d'une force égale à ^-77 > et dirigée suivant la tangente, c'est-à-dire faisant avec les axes les angles
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a. A, c. C'est donc là la force tangentielle déjà trouvée,
Quant aux seconds termes des mêmes équations, remarquons que les trois cosinus qui y figurent sont respectivement égaux ^7" » x^? ^ î ^^ ^^^ '^ difRîrentielle qui y est
prise par rapport à t est égale, d'après les règles connues de l'analyse, à la différentielle prise par rapport à ^, multipliée par^=V. Donc,
dcosa dcosa dt ds
dt~ ds '
dcm b d cos b dt ds
' dt~^ ds '
rf cos c rf cos c dt ds
<ù_/(ds) * rft ~ ds ■
Or, si Ton appelle >., a, y les angles du rayon de courbure avec les axes, et p la longueur de ce rayon, on sait que Ton a :
. dx , dx
^ ds ,, , ds cos 1
cos A = p — T- , d ou — 7- = ;
^ ds ds p
ds ,, , ds cos fx
C08;x = p-^. doù _^=— i^;
,dz , dz
ds ,, , ds cos V
cos V = p — T- f d ou — j- = .
^ ds ds p
£n faisant la substitution dans les équations (3), et de là
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daus les équatioiis (2), on voit que les seconds termes de ces dernières deviennent respectivement égaux à
ces A , ces u. , cos y :
quantités qu'on peut considérer comme les trois composantes d'une force dirigée suivant le rayon de couibure, c'est-à-dire faisant avec les axes les angles X, fz, y. C'est donc la force centripète que nous avions déjà considérée dans le cours de la sixième proposition,
Ainsi cette relation , aussi bien que celle qui concerne la force tangentielle, se déduit dos trois équations établies pour les trois axes.
La manière même dont ces deux forces T et N se présentent dans le calcul précédent met bien en évidence leur rôle respectif dans le mouvement. Le point de vue analytique est tout à fait d'accord avec le point de vue mécanique. En effet, la force tangentielle, dans les équations (2), correspond à la variation de la seule vitesse, les cosinus de a, A, c ne variant pas, c'est-à-dire la direction de la tangente étant supposée constante, et, par suite, le mouvement étant regardé comme recliligne; au contraire, la force centripète correspond à la seule variation de la direction de la tangente ou à l'inflexion successive des éléments parcourus, la vitesse absolue étant regardée comme constante. ^
On donne assez fréquemment une méthode géométrique très-simple pour trouver la valeur des forces tangentielle çt centripète, et qui est basée sur les mêmes considérations déjà présentées au n° 73, où l'on trouve l'expression de l'accélération due à une force variée, en regardant cette force comme constante pendant un temps infiniment petit.
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Soit le mobile arrivé en M avec une vitesse V, et sollicité en ce point par la force P. Pendant un temps infiniment
petit, on peut considérer la ]^ I T^ force P comme constante en
grandeur et en direction, et la décomposer en deux autres également constantes , que nous appelleronsTet N, et respectivement dirigées.
Tune suivant la tangente I MT, Tautre suivant le rayon
Fig. 12. de courbure M K. Le mo-
bile arrivant en M' au bout d'un temps infiniment petit peut être considéré comme ayant obéi aux. deux mouvements recliligncsMI etML.La vitesse suivant M lest V^=VcosM'MI =V, puisque Tangle M' MI est infiniment petit. Donc T,
dSf dSf
qui est égal à fri--7y , est égal à '^-tt - D'un autre côté,
là force N ayant été constante pendant tout le temps dt, on
Mais Tare M M' étant infiniment petit, peut être considéré comme appartenant au cercle osculateur. Donc, p étant le rayon de courbure au point M, on aura, d'après les relations géométriques connues,
ML X 2p=MP = V2e/f2 ^
IN 7W V
d'où ^ — c/(^ 2p = V^ rf«2 d'où enfin N = .
C'est ce qu'on appelle la méthode d'Huyghens, du nom de son inventeur.
85. — On peut également déduire d'une manière directe l'équation de la force vive des trois équations du mouvement
suivant les axes,' ^ns passer, comme nous Tavons fait, pur l'équation de la composante taugentielle.
En effet, chaque mouvement rectiligne suivant les axes donne lieu de considérer un travail et une force vive correspondants,' dus à la seule composante de la force donnée. C'est aihsi qu'on aura :
Ajoutons membre à membre : il vient
Xdx + Ydy-\-Zdz=^dlm(v^-{'U^ + w^)=dimV .
* =Prf5C0S(P,rf5) .
Donc, en intégrant entre deux positions quelconques.
Jsg
Prf5C0s(P,(/5) = imVj — imVj ;
. ce qui est précisément la relation déjà trouvée.
Nous remarquerons en passant que la relation intermédiaire établie ci-dessus,
Xcte + Y dy + Zdz = ? ds cos [P, ds) ,
exprime que le travail élémentaire de la force P est égal à la somme des travaux dus aux trois forces X, Y et Z. Ces dernières sont les composantes de la première, en sorte que cette égalité signifie que le travail de la force donnée est égal à la somme des travaux de ses trois composantes. Ce n'est là , au reste , qu'un cas particulier de la proposition générale suivante :
La somme des travaux élémentaires d'un système de forces quelconques, appliquées à un point matériel, est égal à la somme des travaux de tout autre système équivalent, r. 11
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La démonstratif^n directe en esi fort simple : La somme des projections , sur une droite quelconque, d'un système de forces est égale à la projection de la résultante de toutes ces forces , à cause de la construction polygonale qui rattache la valeur de la résultante à celle de ses composantes. D'après cela , lorsque deux systèmes de forces sont équivalents ou susceptibles d'être réduits à la même résultante, les sommes de leurs projections sont égales. Or, le travail élémentaire d'une quelconque des forces appliquées à un point matériel est égal au déplacement infiniment petit de ce point, multiplié par la projection de la force sur ce déplacement. Donc la somme des travaux de toutes les forces est égale à ce déplacement multiplié par la somme des projections. Donc, cette somme étant la même de part cl d'autre dans deux systèmes équivalents, les sommes des travaux élémentaires sont aussi les mêmes. Souvent on laisse Téquation des forces vives sous la forme
qui exprime que la somme des travaux élémentaires des composantes suivant les trois axes est égale à la variation élémentaire de la force vive du mobile.
THÉORÈME DES SURFACES DE NIVEAU
86. — Supposons que X, Y, Z puissent être respectivement exprimées en fonction des seules coordonnées âf, j^, z ; et qu'en outre il existe* une fonction de â?, y^ z, telle qu'en en prenant la différentielle totale , c'est-à-dire la différentielle par rapport à x, y, z, considérées successivement comme variables indépendantes, on retombe précisément sur la fonction Xda:-hYdy-\-Zdz ^ dans laquelle, bien entendu, X, Y et Z sont supposées remplacées par leurs valeurs.
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Soit cp (x, y, z) la fonction en question, telle, disons-nous, qu'on ait :
Actuellement prenons Tintégrale de Xdar-hYdy+Zrf^-^ entre deux positions dëterminées du mobile, dont les coordonnées seront respectivement «o? *oj ^o» «d *i) ^n correspondant aux vitesses Vq et Vi du mobile. L'intégrale indéfinie n -étant autre chose que la fonction cp {x, y, z)^ l'intégrale définie s'obtiendra en y remplaçant x, y, z par les valeurs particulières des deux positions considérées; en sorte qu'il vient
9 («i> b^j ^i) — î K» K <^o) =^ î wi VJ — i m Vj .
Cette relation nous montre que dans l'hypothèse où nous nous sommes placés la variation de la force vive du mobile ne dépend que des valeurs particulières des coordonnées des positions extrêmes , et nullement de la forme de la trajectoire entre ces positions, ni du temps employé à la parcourir.
On voit , en outre, que, toutes les fois que le mobile passera par une position telle que la fonction cp {x, y, z) prenne la même valeur en y substituant les coordonnées de cette position , la force vive aura varié de la même quantité, et, pso* suite , la vitesse du mobile en cet endroit sera exactement la même.
Or, il est visible que , par cela seul que la fonction (p est supposée exister, il y a toujours une infinité de points dans l'espace dont les coordonnées donnent la même valeur à cette fonction.
Car il suffit que ces coordonnées satisfassent à la condition
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(] désignant une certaine quantité constante. Cette équation comporte évidemment une infinité de solutions, puisqu'on y peut disposer arbitrairement des trois quantités x, y et z.
LVnsemble de tous ces points n'est autre chose que la surface même représentée par Téquation ci-<lessus.
Ou peut donc dire que chaque fois que le mobile, dans son mouvement quelconque, coupera la surface (^(a?, y, r) = C, il aura la même vitesse, quels que soient le moment et le lieu où il rencontre cette surface.
C'est là une conséquence du même genre, mais plus générale, que celle qui a été signalée au n° 83, dans l'hypothèse d'une force constante. Nous ajouterons que ce cas spécial rentre dans le cas actuel , c'est-à-dire que la fonction Xdx-^Ydy-\-Zdz 'à nécessairement une intégrale totale exacte, quand X, Y et Z y représentent les composantes d'une force constante. Alors, en effet, X, Y et Z sont individuellement constantes, et la fonction devient Krfar-H K'dy + K"dz, en appelant K, K', K" ces constantes. Or, la fonction dont Kdx-hK' dy-\-K" dz est la différentielle totale, se réduit à Kx-\-K'y-\-K"z ^ et, par conséquent, la relation cp (jt,y, z)=C devient
Kx-\-K'y-{-K"z = C ;
ce qui est justement l'équation d'un plan perpendiculaire à la direction de la force.
Ce plan étant appelé plan horizontal ou de niveau lorsque la force constante est la pesanteur, on a, par analogie, nommé surface de niveau celle qui est représentée par l'équation cp (x, y, z)=C.
Il y a évidemment une infinité de surfaces de niveau pour chacune desquelles tous les points jouissent de la propriété que nous v,enons d'énoncer, la vitesse ne restant constante, bien entendu, que sur la même surface, et variant d'une surface à l'autre. Toutes ces surfaces de niveau s'ob-
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tiennent en donnant toutes les valeurs possibles à la constante C dans Téqualion générale q {x, y, ^)=C.
L'énoncé le plus général de la propriété que nous examinons consiste à dire que la variation de force vive ou de vitesse d'iin mobile, entre deux surfaces de niveau quelconques, est toujours la même, quels que soient les points où ce mobile les rencontre , et quel que soit son mouvement dans rintervalle.
£n chaque position du mobile, la surface de niveau, menée par cette position , est toujours perpendiculaire à la direction de la force. En effet, d'une part, les angles formés par la force avec les trois axes coordonnés ont respectivement pour cosinus :
d'autre part , les angles formés par la normale à la surface de niveau ont respectivement pour cosinus :
en désiguant abréviativement par H la quantité
Le cosinus de Tangle que la force fait avec la normale sera conséqueniment égal à
Mais puisque, par hypothèse, j^ ^•'^ + ;/ ^y + ^ rf^= X rf;r H- Y dy H- Z dz, il en résulte :
dx dy dz P
en faisant la substitution dans la valeur précédente du cosinus, on voit qu^elle se réduit à 1, ce qui prouve que Tangle est nul. Ainsi, la résultante de toutes les forces qui sollicitent le mobile est constamment perpendiculaire à la surface de niveau correspondant au point considéré, ou à la surface dont Téquation différentielle est iQUjOursXdw-\-Ydy-\-Zdz=C. D'où il suit que pour les différentes positions que le mobile peut occuper, à diverses époques de son 4nouvement, sur une même surface de niveau, les valeurs de la force correspondant à ces positions sont inversement proportionnelles aux perpendiculaires menées à la surface de niveau infiniment voisine ; car, d'une surface à Tautre, le travail, qui est égal à la valeur de la force multipliée par la longueur de la perpendiculaire, demeure constant.
87. — Il est un cas important où Xdx-\-Ydy-\-Zdz est évidemment la différentielle exacte d'une certaine fonction des coordonnées ; c'est lorsque toutes les forces qui sollicitent le mobile passent par des centres fixes et sont en même temps des fonctions quelconques des X distances du mobile à ces centres.
Soit, en effet , R l'ime de ces forces , passant constamment par le centre fixe I , et dont la valeur est une certaine fonction de la distance r du centre fixe à la position actuelle M du mobile. Soien^ Xj 2/j ^) les coordonnées du point M, et n,p,q, celles du centre I. Les composantes de cette force R, suivant les trois axes, auront respectivement pour valeurs
Fig. 13.
par conséquent, les termes dus à la force R, dans la fonction générale Xrfj?-|-Yrfy 4- Zrfz, seront :
Or, d'un autre côté, ou a
d'où résulte, en différentiant,
r dr = {x — n) rfa? -H (y — p) dy + (2; — q) dz;
en substituant dans les termes précédents, on voit qu'ils deviennent simplement égaux à Rctr.
Pour toute autre force analogue R', on aura pareillement des termes qui se réduiront à R'rfr'.
De sorte que si R, R', R" sont les diverses forces qui
sollicitent le mobile, la fonction générale Xrfa?-HYdy-H Zc^z se trouve remplacée par
R rfr + R' dr' + R" dr"
Mais puisque R est seulement fonction de r, R' de r',
R" der" , il y aura une fonction cf (r), dont la diflTéreu-
tielle sera Rdr^ une fonction x (^')> dont la différentielle sera R'rfr'^ et ainsi de suite, pour chacune des autres forces ; si bien que la somme de ces fonctions
constituera elle-même une certaine fonction de r, r'j r" ,
dont la diflTérentielle totale , par rapport à ces quantités,
sera exactement représentée par Rrfr-f-R'dr'-f-
Mais remarquons que r est une fonction de x, y, z, savoir :r*=(a? — n)^-\-{y — pY-^-Ç^ — qY ; demêmer'est une fonction des mêmes coordonnées of, y, z, savoir : /^ 2 = (â? — ^a') ? 4- (y — *p') a *f. (i^ — g') > , en représentant pai
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n\ p'j q', les coordonnées du centre fixe relatif à la force R'. Si l'on substitue à r,r ,.,,, ces valeurs , la fonction © (r)-\- X (r')-+- deviendra dès lors une fonction des coordonnées X, y y z, dont la diflerentielle totale, prise maintenant par rapport à x, y, z, sera exactement égale à Xdx-\-Ydy -^-Zdz , en désignant ainsi la fonction Rrfr-hR'rfr'H-
K"rfr"+ ^oi\r,r',r" ,ctR=cp(r),R'=x(0 »
sont remplacés par leurs valeurs en fonction des coordonnées du point M.
Donc les propriétés des surfaces de niveau conviendront intégralement à de seihblables forces.
La nature ofi're un grand nombre d'exemples de forces rentrant dans la catégorie précédente. Généralement, comme nous l'avons déjà dit au n*'75, les forces naturelles sont fonction des distances , ou bien sensiblement constantes, et souvent elles s'exercent, soit le long d'une même droite, soit en passant par un centre relativement fixe; telles sont la pesanteur, la gravitation, le magnétisme terrestre, etc., etc. 88. — Il est des cas, au contraire, où l'on peut constater immédiatement que les forces ne sont pas de nature à rendre Xdx^Ydy-hZdz une différentielle exacte.
C'est ce qui arrive toutes les fois que , parmi les forces qui sollicitent le mobile, il y en a quelqu'une qui dépend directement du temps, ou de la vitesse, ou de la forme de la trajectoire. Si , par exemple , le mouvement s'effectue dans un milieu , tel que l'eau ou l'air, il se développe une certaine résistance due à la présence de ce milieu , et qui a pour caractère général d'augmenter d'une certaine manière avec la vitesse ; si bien que cette force est représentée par une fonction de la forme /"(V). En pareil cas, lorsque le mobile repasse par les mêmes positions les forces totales ne sont pas les mêmes, puisque certaines d'entre elles dépendent de la vitesse au passage. Ces forces* ne peuvent donc être exactement exprimées en fonctions des seules coordou-
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nées, et, par suite, le terme général Xdx-h^ dy-hldz ne saurait être la différentielle exacte d'une fonction où ces coordonnées Ggureraient sans antres variables.
Nous dirions de même si le mobile glissait sur une surface ou sur une courbe donnée et qu'il en résultat un frottement quelconque. On sait que tout frottement dépend, entre autres choses, de Ténergie avec laquelle le mobile presse sur la courbe ou sur la surface ; ce qui revient à dire qu'il dépend de la composante normale du système de toutes les forces qui sollicitent le mobile. Or , il est bien évident que, toutes choses égales d'ailleurs, cette composante varie avec la direction des éléments parcourus ou avec la forme et la direction de la trajectoire. Donc ici , comme dans \r. cas précédent , il serait absurde de chercher une fonction, ne contenant que les seules coordonnées, qui eut pour différentielle exacte la quantité Xdx-h\ (ty-\-Zdz.
THÉORÈME DES AIRES
89. — Définitions, — On nomme moment d'une force par rapport à un point, le produit de cette force par la perpendiculaire abaissée du point sur sa direction. Cette perpendiculaire est assez fréquemment appelée bras du moment ou bras de levier de la force. — L'expression de bras de levier est empruntée à la machine très-simple dite levier^ consistant, comme on sait, en une verge rigide pouvan tourner autour d'un point fixe, et pour laquelle la distance de ce point fixe à une force appliquée sur le levier est appelée bras de levier de la force. Quant au terme de moment, il dérive du mot latin motnentum, qui signifie produit. — On nomme rayon vecteur d'un point matériel en mouvement la droite menée de ce point à l'origine des coordonnées, et aire décrite la surface engendrée par les positions successives de ce rayon vecteur.
Le théorème des aires consiste dans la proposition suivante.
Si Ton projette sur un plan le mouvement d'un point matériel, ainsi que la force qui le sollicite, il existe entre le moment de laforceetledoublederaire X décrite dans ce mouvement projeté la même relation qu'entre la force et la longueur parcourue dans un mouvement rectiligne. De telle sorte que, si M dési- !• ig. ift- gue ce moment et X Taire,
on doit avoir
— *" ^2 j absolument comme on a ^ = ^ ^
En effet, prenons le plan de projection pour plan des jpy-y et soit M S la trajectoire du mobile, P la force, NK et Q les projections de cette trajectoire et de cette force.
X, Y et Z étant les trois composantes de la force P, on sait qu'on a les trois équations
X = m -TT 1
Prenons les deux premières : multiplions-les respectivement par y et par x, et retranchons-les membre à membre, il vient
(«) Yx-Xy = m(ga;-gy).
La force P est la diagonale du parallélipipède construit sur X, Y, Z ; et par conséquent Q, qui est égale à la projec-
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idePsurlafacedeceparallélipipède qui coniientXetY, la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux ûposantes dans le plan des xy. Or Xx et Xy ou N Y x Ox ÎX X Oy sont les produits de ces composantes par des pertdiculaires respectivement abaissées sur elles de Torigine. Ou sait, par la géométrie, que la différence de ces deux ►duits est égale au produit de la diagonale NQ par la peridiculaire Oq abaissée sur elle *.
Nous reproduisons ici la démonstration de ce théorème de géométri
comme on sait, à Varignon.
iten eflFet NXQY le parallélogramme considéré , et le point duquel
on abaisse sur les deux côtés et la diagonale les perpendiculaires Oa;, Oî/, et 0(7. Si le point choisi est dans le supplémentYNX' ou X N Y' de l'angle Y N X du parallélogramme, comme nous venons de le supposer, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire 0^ sera égale à la somme des produits des deux côtés N Y et N X par leurs perpendic aires respectives Oa; et Oy. Si ''u contraire le point choisi est dans 1 angle YNX ou dans son opposé Y' NX', en 0' par exemple, le produit de la diagonale NQ par sa perpendiculaire O'q' sera égal à la différence des produits des côtés NY et N X par leurs perpendiculaires O'a?' et O'v'.
Pour le prouver, joignons ON, et décrivons sur chacune des trois lignes NX, NY, NQ, les trois paraUélogrammes ONX a, ONYb, ONQc. Ces parallélogrammes auront respectivement pour mesures de eurs surfaces les trois produits en Fig. 15. question. Mais ayant une base com-
ON, ces parallélogrammes sont entre eux comme les perpendiculai-
âissées du point sur &Y, aX, et cQ; ou, à ause du parallélisme
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Le premier membre de réquatiou (a) est donc le momeut doiU nous avions parlé, et que nous désignerons par Qg, en mettant eu évidence la force Q et le bras q qui le romposenl.
Quant au deuxième membre de cette même équation, re-
marquons que
(Py dPx d(xdy — ydx)
dt>
dt
de
^i^i^xdy — ydx n'estautre chose que le double de Taire infiniment petite décrite par le rayon vecteur ON pendant l'instant dt. Cette expression, connue en analyse, est très-facile à retrouver : car soieut OX et OY les deux axes du plan de projection, ON et ON' deux rayons vecteui*s infiniment voisins. Le triangle élémentaire ONN' est égal à ON' H' - NN'H'H-ONH.
Or O ^'W==\{x-\-dx){y-\-dy)=\iXy-\-\xdy-{-{ydx-h{dxdy ,
^^'Wïi^dx{^-\-\dy,^ydx-^'-dxdy, ONH = |r^y ,
d'où O^^ =l{xdy'-ydx)',
égalité qui a lieu d'ailleurs quel que soit le mouvement supposé.
de ces trois lignes, comme les trois longueurs qu'elles interceptent sur une perpendiculaire commune. Les parallélogrammes susdits, ou les trois produits en question, sont donc entre eux comme ces trois longueurs. Mais il est visiljle que la dernière est la somme des deux premières. Donc le dernier produit est égal à la somme des deux autres.
Quand le point choisi est en C, on reconnaît avec la même facilité que la Iroislènic longueur est égale à la diftérence des deux autre!*.
Or, dans la question mécanique qui nous a ramenés à ce théorème, l'origine des coordonnées de laquelle on abaisse les perpendiculaires est évidemment dans l'angle opposé à l'angle XN Y ; donc c'est le deuxième ré bultat qu'on doit adopter.
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Si donc X désigne Faire finie, la quantilé xdy — ydx sera représentée par d(2X), et le second membre en question
deviendra ^ ^ ^ ; par suite l'équation (a) prendra la forme annoncée :
La même proposition peut être établie pour chacun des antres plans coordonnés, ce qui fournit les deux autres relations analogues
On donne indifféremment cette forme ou Ton garde celle de réquation (a), qui, au fond, a une signification identique. Les trois relations restent, dans ce dernier cas, les suivantes :
(2) Xz - Za. = m (^-jp z - ^ :rj ,
N. B, Si la trajectoire du mobile dans l'espace était une courbe plane, on pourrait prendre son plan pour plan de projection. Le théorème deviendrait alors celui-ci : Le moment de la force et le double de Taire décrite sont liés entre eux par l'équation du mouvement rectiligne.
Les équations (2) ci-dessus peuvent être inl(M*pré
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lëes d'une autre manière, également remarquable. Prenons
la première, par exemple, remplaçons-y, comme précédem-
^ ( dy dx \
^ d'y d'x "^ KTt^'^'dt^J ,nent, -^^^--^.y par ^^ ;
. , dx du les quantités^, -j ne sont autres que les vitesses composantes r et w. La vitesse du mobile, dans son mouvement projeté, vitesse que nous désignerons par U, est la diagonale du parallélogramme construit sur «^ et w. Donc, pour le même motii' qui a déjà été exposé à Toccasion de la force Q, le produit d(» U par la perpendiculaire abaissée de l'origine est égal vx — vy. LVquation en question devient ainsi
en nommant p cette perpendiculaire.
Intégrons par rapport au temps, entre deux époques ^o et t^ du mouvement, il en résultera :
Jto
Q</rff = wU,p, — mUoPo;
ce qui nous montre que l'impulsion du moment de la force est égale à la variation du moment de la quantité de mouvement, dans le mouvement projeté.
N. B. Si la trajectoire était plane, la proposition s'appliquerait aux quantités absolues au lieu de leurs projections.
Supposons que le moment Q^ soitnul
Il en résulteque-^-2—=o, d'où,en intégrant deux fois:
^ = |Ar,.
A étant une constante dont la valeur représente le double
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ie Taire décrite au bout de l'unité de temps. — Nous admettons ici tacitement que les aires sont comptées à partir de Torigine du mouvement ou de la position initiale du rayon vecteur. Dans le cas contraire, il faudrait ajouter à îA^ une constante C dont la valeur serait égale à Taire comprise entre le rayon vecteur initial et celui à partir duquel les aires sont évaluées.
Cette relation X=^A/ nous montre que, pour un plan sur lequel la projection du moment de la force est nulle, Taire projetée augmente uniformément ou d'une manière proportionnelle au temps. C'est ce qu'on nomme la conservation des aires, qu'il serait mieux d'appeler la proportionnante des aires.
Si les trois moments Qq, Q' q\ Q"q" sont simultanément nuls, cette propriété existera pour les trois plans coordonnés; et en général pour un plan quelconque passant par l'origine. En effet, dl, dl\ d>'\ désignant les projections sur trois plans de Taire élémentaire décrite, et dtù sa projection sur un plan quelconque faisant avec les précédents des angles a. S, y, la projection dw sera égale à cosadX+ cosêrfX'+cosydX", et, par suite, on aura :
w=Xcos a 4t X' cos 6 -h X" ces y =*- ^A cos a.-4-A'cos 6 -4- A'^cosy) t
Il est aisé de voir que, dans ce cas, la trajectoire du mobile est toujours une courbe plane dont le plan passe par Torigine des coordonnées. Car, de ce que les trois moments sont nuls, il s'ensuit que les trois équations correspondantes sont :
X dy — y dx= kdt j zdx — X dz= h! dt j y dz — zdy =^ A"dt .
Or, ces relations n'éiani qu'une combinaison analytique
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des trois équations ordinaires du mouvement, ne peuvent ' fournir pour les coordonnées d'autres valeurs que celles qu'auraient directement fournies ces dernières. Mais Ton sait que pour trouver les équations de la trajectoire il faut éliminer le temps entre les valeurs des coordonnées. On obtient immédiatement une des deux équations cherchées en multipliant chacune des relations ci-dessus par la coordonnée qui n'y figure pas, et ajoutant ensuite membre à membre. Il vienl identiquement
qui est bien Téquation d'un plan passant par l'origine des coordonnées.
Puisque la trajectoire est plane, on en conclut que les aires absolues croissent proportionnellement au temps, de la même manière qu'on venait de le reconnaître pour les projections.
Les moments Q^, QY, Q"g" ne peuvent être rendus nuls simultanément que de deux façons : 1° en supposant que la force P est nulle; 2° en supposant que son bras de moment est nul, on que sa direction passe par l'origine des coordonnées.
La première hypothèse répond au cas d'un mouvement uniforme du point matériel; la seconde, au cas où il est sollicité par une force constamment dirigée vers un centre fixe.
Ainsi, les forces centrales, que nous avons déjà vues jouir de propriétés remarquables à l'occasion des forces vives, offrent cette nouvelle particularité, que la trajectoire qu'elles déterminent est une courbe plane dans laquelle les aires décrites augmentent uniformément.
La proposition relative au moment de la quantité de mouvement donne lieu à une conséquence analogue.
On voit que, lorsque le moment de la force est nul, le moment de la quantité de mouvement demeure constant à toute
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époque, ou, ce qui revient au m^me, que la quantité de mouvement varie en raison inverse de son bras de levier. C'est là certainement un fait bien digne d'attention, que toute force centrale soit impuissante à modifier le moment de la vitesse, et qu'elle ninflue sur cette dernière qu'à la condition d'influer aussi, d^uue manière exactement contraire, sur la longueur de la perpendiculaire menée à la direction de cette vitesse.
La nature manifeste, principalement dans les phénomènes astronomiques, de grands exemples de ces lois remarquables. C'est ce que nous verrons ultérieurement, avec de plus amples détails, dans le septième livre de notre exposition. Le théorème des aires, tel que nous venons de rétablir dans le cas d'une force centrale, peut être démontré directement par de simples considérations géométriqnes.
En effet, soit le centre fixe et M la position du mobile à un certain moment : ce mobile possède alors une certaine
vitesse qui, si la force cenî — îi ^ — traie n'existait pas , l'amènerait en un certain pointT au bout de l'instantrf/. Mais simultanément la force centrale agit suivant MO, et pjg^ 17^ ferait parcourir au mobile la longueur MI, s'il n'avait pas de vitesse acquise. Le mouvement effectif qui résulte de ces deux mouvements partiels est représenté par la diagonale M M' du parallélogramme MTM'f, et conséquemment le mobile, an bout de l'instant dt, vient en M'. L'aire décrite pendant cet instant est le triangle infiniment petit MM'O.
Raisonnons de môme pour l'instant suivant : soit M'T' = MM' la longueur parcourue pondant ce deuxième instant en vertu de la seule vitesse acquise en M'; soit M' l' la longueur due à la seule action de la force centrale dirigée sui- I. ^2
vanlM'O. La nouvelle aire décrite sera le triangle OM'M", égal à OM'T' comme ayant même base OM' et même hauteur, puisque les deux sommets T' et M" sont situés sur une même parallèle à la base. Or OM'T' égale OMM' comme ayant même base et même hauteur. Donc Taire totale croît proportionnellement au temps.
Cette même démonstration met en évidence que, s'il n'y avait pas de force et que le mobile s'avançât d'une manière uniforme suivant la droite MS, les triangles engendrés MOT, TOT^, pendant les mêmes temps, seraient égaux, et la propriété subsisterait, quel que fut le point choisi pour sommet commun de tous ces triangles.
THÉORÈME I)E LA MOINDRE ACTION
92. — Ce théorème ne convient qu'au cas où il existe des surfaces de niveau, et où, conséquemment , la fonction X rfu?4- Y dy + Zdz est la différentielle exacte d'une certaine fonction des coordonnées. Il consiste alors dans la propriété suivante :
Kntre deux positions quelconques d'un mobile, l'intégrale relative à sa vitesse multipliée par l'élémenl de courbe pare(uiru est toujours un minimum ; ou bien, sous une autre forme :
La force vive consommée en un temps donné par un mobile, pour parveuir d'une position à une autre, est toujours un minimum.
Il faut donc montrer que l'équation de la trajectoire efifec-
tivement décrite par le mobile est telle, que / yds , prise
4»nln* deux positions données, est un minimum ; ou que, si Ton choisil loul(> autre traje(*loire supposée parcourue par le «nubile, hi variation correspondant à Tinlégrale ci-dessus est euustummout nulle.
En effet, d'après les règles connues du calcul des variations, on a, en représentant la variation par la caractéristique J,
(1 ) S. Çyds = C$, Yds, et l \ds = Sy.ds -f- V Jrf^. (2)
Commerf*=Vrf/,ilen résulte S\.ds=dty$Y=idiSY\ En vertu du théorème des forces viv(»s,
{ md\^ = \dx -h ^ dy -\- Z dz ;
donc aussi
(3) T JV2 = ^ (X èx+Y Sy-hZ Sz),
en remplaçant les différentielles par les variations.
Mais puisque —=-1^^ — =-7^ , -— =-nïï ? il s en- ^ ^ 7n dr m dr ' m. dr '
suit :
ôv. ds^{ dt. ^v^=ç ^''^-^5 ^y^iR ^''
Telle est la valeur du premier terme du second membre de réqualion (2). Quant au second terme Y^ds, on trouve sa valeur en remarquant que
ds'^ = dx^ -\- dy^ 4- dz'^ ,
et que, par conséquent,
ds. Ms = dx, Sdx -\- dy, $dy -f- dz, 5dz;
remplaçons le multiplicateur d» par Ydt, divisons de part et d'autre par dt et intervertissons dans le second membre Tordre des caractéristiques J et d, ce qui, connne ou sait, est permis; il vient alors ;
180 LIVRE Ii: — POINT MATÉRIEL.
dt dt ^ dt
Nous avons ainsi les deux parties de la valeur d . Yds ; remplaçons-les dans l'intégrale / S,\ds deréquation(l), et il en résultera :
Or, les deux premiers termes de Tintégrale représentent la différentielle totale, par rapport au temps, de la quantité
-jr^^\ nous ferons des remarques analogues pour les deux termes suivants et pour les deux derniers. Donc, Tensemble des six termes qui figurent sous le signe / est égal à la différentielle ^Y'Tf^^'^'jT^y'^'Tf^ A- ^onc enfin, Ton a :
il faut ajouter une constante pour Fintégrale indéfinie. Quant à la quantité que nous cherchons, qui est la variation de l'intégrale de \ ds prise entre deux positions fixes, elle sera égale à la différence des valeurs que prend le second membre en y remplaçant successivement les coordonnées par celles qui correspondent aux deux positions fixes ; et la constante disparaît. Or, pour chacune des positions fixes, les variations ^x, $y, Sz sont nécessairement nulles, puisque les trajectoires diverses quelconques qu'on peut consi-
dérer sont supposées passer toutes par ces deux points. Donc la valeur de la variation de / Yds, entre ces deux limites, est égale à zéro. On en conclut immédiatement que cette intégrale elle-même est un minimum ou un maximum; mais il est visible qu'il ne saurait exister de maximum, car on prenant, entre les deux positions fixes, des trajectoires
de longueurs indéfinies, on ferait croître l'intégrale / Vrf*
au delà de toute limite. Donc cette intégrale est nécessairement un minimum.
Le second énoncé du théorème s'obtient aisément en remplaçant, dans cette intégrale, rf^parVd^/ elle se change
alors en / V^ dt, et la démonstration précédente nous prouve
que cette intégrale, et par suite la quantité / 7 m V^ dt est
un minimum.
Le théorème de la moindre action ne convient, avons-nous dit en commençant, qu'au cas où Xdx-{-Y dy + Zdz est la différentielle exacte d'une certaine fonction des seules coordonnées. En effet, les déductions ci-dessus s'appuient sur l'exactitude de l'équation (3), c'est-à-dire sur ce que la variation de V% prise par rapport aux seules coordonnées, est égale à X5a?4-Y^y -hZJz. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que V^ ne dépende que de ces coordonnées, ou queX5a?+ Y5y+Z^z soit la variation exacte d'une certaine fonction des coordonnées.
A l'époque où ce théorème célèbre s'est produit dans toute sa généralité, au commencement du siècle dernier , les sciences naturelles étaient encore obscurcies par des notions métaphysiques. Aussi voulut-on voir dans ce résultat analytique un principe à priori qui régissait les forces de la nature. On argumentait sur une vaine économie d'action qui
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devait pn-sidcr à rarraiigement de l'univers. L'inanité d'une telle conception est visible : car, outre que cette prétendue économie d action, transport*^ en deboi-s de nos travaux personnels, n'a absolument aucun sens, la conception elle-même péchait par la base, puisque toutes les forces de la nature ne satisfont pas à ce principe, et qu'il n'est vérifié que pour les forces centrales. Il faut se borner à y voir, comme du reste dans tons les autres principes déjà démontrés ou que nous démontrerons plus lard, une pure conséquence logique des lois expérimentales de la nature, exposées au commencement de cet ouvrage, et pour lesquelles toute tentative d'explication à priori est aussi vaine que stérile.
Cm» |»articalier d'une force de direction constante.
93. — Dans le pnicédent chapitre, nous ne nous sommes pas occupas du niouvemeut déterminé par la combinaison d'une force de direction constante et d'une vitesse oblique à la direction de la force. Ce mouvement n'étant, en effet, qu'un cas particulier du mouvement curviligne le plus général, traité dans le présent chapitre, la solution qui le concerne s'y trouve naturellement renfermée.
Si nous eu faisons ici une mention spéciale, c'est uniquement afin de mettre en évidence certaines remarques relatives à ce cas particulier, et qui sont dignes d'attention.
1** La trajectoire est toujours une courbe plane.
On le déduit aisément des équations générales,
Pcosa = m^, Pcosg = m^, Pcos7 = m— ,
en y éliminant / et P, et en ayant égard à ce que les cosinus de la direction de la force sont des quantités constantes. C'est, du reste, ce qu'on voit directement par des considé-
rations géométriques; car la position que prend le mobile, sous l'influence simultanée de la force et de la vitesse initiale, se détermine à chaque iusiant en construisant le parallélogramme dont les deux côtés contigus sont, l'un la longueur parcourue en vertu de la seule vitesse, Fautive la longueur due à la force ; or, ces côtés sont toujours pris sur les deux mêmes lignes droites, puisque la force a une direction constante. Donc, tous ces parallélogrammes , et, par suite, leurs sommets sont dans le même plan.
2** Si la force est constante aussi en grandeur, la trajectoire est une parabole.
C'est encore ce qu'on pourrait déduire des équations générales, en y introduisant l'hypothèse que les premieis membres sont des quantités constantes. Mais il est plus expéditif de s'en rendre compte directement en prenant pour axes de coordonnées deux droites respectivement dirigées suivant la direction de la vitesse et suivant la direction de la force. Ces axes seront obliques, mais ils offriront l'avantage que chaque coordonnée sera séparément égale à l'espace parcouru, soit en vertu de la seule force, soit en vertu de la seule vitesse, ce qui permettra de trouver tout de suilc leurs valeurs. En effet, l'axe des y, par exemple, étant parallèle à la force, et celui des j? à la vitesse, on aura :
.V==^£:^S ^^ x = at',
en désignant la vitesse initiale par a.
L'équation de la trajectoire s'obtient en éliminant le temps entre ces deux valeurs, ce qui donne
^ ~ 27/ia^ " ' équation d'une parabole rapportée à ses diamètres.
Si l'on voiilail conserverie système d'axes rectangalaires, on pourrait toujours prendre l'axe des y parallèle à la force : quant à l'axe des :r, il serait oblique à la vitesse, et celle-ci donnerait, suivant les axes, deux composantes, acos9 et asinO, en appelant Tangle qu'elle fait avec l'axe des x. Les valeurs des coordonnées deviendraient alors :
x = acosO. t. y=as\nQ, t -h^ — t^;
d'oii Ton lire, pour l'équation de la trajectoire,
?/ = a; tang 9 + ^r-î Tft ^^•
' » ■ 2 a^m cos^ 9
Si l'on voulait déduire ces résultats des équations générales, il sudirait d'y supposer que la trajectoire est tout eutièrcî dans le plan des xy, et que l'axe des y est parallèle à la forc(^ La troisième équation générale disparaîtrait alors H les deux autres deviendraient :
d'où l'on tire, par intégration, les valeurs ci-dessus de x et de y.
9^. — Ce qui précède nous montre que le mouvement parabolique est la loi de tous les mouvements où la résultanle des forces est constante. Si, à un moment quelconque, les forces ou plutôt leur résultante cesse tout à coup de varier, la trajectoire, à partir de cet instant, est une parabole tangente à la courbe précédemment décrite. On peut ajouter cette autre remarque, que, dans un temps inûiiimcnt petit, la force peut être regardée comme constante en grandeur et en direction, et que. par suite, l'élément de coui'be décrit est parabolique. Ainsi, dans l'ordre dynamique, la
parabole joue vis-à-vis des courbes le môme rôle que le cercle osculaleur dans Tordre géométrique. Pour nous faire une idée de la courbure d'une ligne quelconque , nous la rapportons à celle du cercle qui coïnciderait avec elle : en mécanique, pour nous rendre compte d'un mouvement, nous devons le rapporter à un mouvement parabolique qui coïnderait avec lui. En un mot, le mouvement parabolique est l'élément infinitésimal d'un mouvement quelconque.
Cette assimilation est de même degré que celle qu'on établit dans les mouvements rectilignes, en regardant le mouvement uniformément varié comme la limite du mouvement varié. Dans l'un comme dans l'autre cas, l'assimilation se base sur la considération de la constance de force pendant un temps infiniment petit.
L'esprit ne doit pas négliger le côté philosophique de ces rapprochements, qui ont pour constant procédé de substituer à l'objet quelconque, mal perçu de nous, un objet suffisamment voisin du premier et beaucoup plus familier à nos observations.
Ainsi, en géométrie, le cercle est sans cesse substitué à la courbe générale, parce que nous avons une idée assez nette du type circulaire mais fort imparfaite de tous les autres. De même, en mécanique, la conception directe, fort obscure, d'un mouvement quelconque est suppléée par celle du mouvement parabolique qui s'offre perpétuellement à nous dans la nature : puisque tout corps lancé dans l'espace avec une vitesse indéterminée, décrit, en vertu de la force constante de la pesanteur, une courbe parabolique. En sorte que, toutes les fois qu'un corps se meut sous l'influence de causes quelconques, on doit se représenter son mouvement, si compliqué qu'il puisse paraître, comme composé d'une succession de mouvements infiniment petits, identiques à ceux que nous produisons nous-mêmes en projetant un corps dans l'espace.
Observations générales sur Fensemble des résultats qui précèdent.
95. — Les équations qui déterminent le mouvement le plus général d*un point matériel absolument libre de se mouvoir dans toutes les directions, sont, comme nous avons vu, au nombre de trois, qui répondent aux trois dimensions de Tespace, suivant lesquelles le mobile s'éloigne de son point de départ.
Ces trois équations sont les suivantes ;
,,, „ dv _, du „ dw
Elles déterminent isolément les trois mouvements rectilignes, parallèles aux trois axes, dont la simultanéité donne lieu au mouvement curviligne en question.
A ces trois relations on joint les trois autres :
.^, dx di/ dz
qui ne sont, à proprement parler, que des équations de définition, car elles expriment que, dans chacun des trois mouvements rectilignes, la vitesse est égale à la limite du rapport de l'espace parcouru au temps employé a le parcourir : relations dues conséquemment à ce besoin de notre esprit de donner, pour plus de clarté, une signification concrète à ce rapport-limite qui, sous sa forme primitive, ne nous fournit point une image suffisante.
Ces trois équations auxiliaires permettent de donner aux trois précédentes la forme
(A) X = m^, Y = mj^, Z = m^,
sous laquelle elles renferment les relations (B) implicitement.
En résumé, les équations (A), sous une forme ou sous l'autre, résolvent complètement le problème général du mouvement curviligne d'un point matériel.
Il résulte de là que la solution de ce problème peut également être exprimée par des combinaisons quelconques de ces équations, pourvu qu'on en déduise trois autres éciualions parfaitement distinctes. Ce n'est lu, on le comprend, qu'une pure question d'algèbre, absolument étrangère à l'objet même de la mécanique.
C'est ainsi que les équations (A), que nous appellerons désormais les équations fondamentales du mouvement, pourraient être remplacées, par exemple, par deux d'entre elles, jointes à l'équation de la force vive, ou par les trois équations des moments que nous avons vues à la fin du n° 89. On pourrait enfin leur substituer telles autres combinaisons qu'il plairait d'imaginer, pourvu, je le répète, qu'il restât trois relations parfaitement distinctes entre la force et les coordonnées .11 né faut pas perdre de vue que, dans ces différentes circonstances, on n'aura jamais fait qu'exprimer, sous une forme ou sous une autre, une seule et même chose.
Si nous insistons sur ce point, qui semble superflu tant il est évident, c'est parce que, dans la suite, nous pourrons nous servir des équations , tantôt sous leur première forme, tantôt sous leur forme modifiée ; et nous tenons à ce que ces changements ne fassent pas illusion à l'esprit, et qu'on n'y voie jamais des équations nouvelles, distinctes des équations primitives.
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Équilibre des forées qoi sollieitent un point matériel,
96. — Nous avons déjà vu ce qu'on entend par de» force» qui se font équilibre. Ce sonl, avons-nous dit au n° 52, des forces qui ne changent pas Tctat de repos ou de mouvement d'un corps; de telle sorte qu'elles peuvent être introduile^s ou supprimées sans que ce repos ou ce mouvement soit aucunement modifié.
Nous avons déduit géométriquement, au n° 64, la condition d'équilibre d'un groupe quelconque de forces appliquées à un même point matériel : elle consiste en ce que la résultante générale de toutes ces forces est nécessairement nulle.
11 n'est point difficile d'exprimer la même condition, sous forme analytique : car, de ce que celle résultante est nulle, il s'ensuit que sa composante suivant chacun des trois axes coordonnés est nulle aussi : et réciproquement, si ces trois composantes sont nulles, la résultante elle-même est nulle pareillement; ce qui est formulé par les trois équations suivantes :
(E) X = o, Y = o, Zt=o.
On l'énonce ordinairement d'une autre manière, en remarquant que la projection de la résultante de toutes les forces est égale à la somme des projections de ces forces, et que, par suite, si l'on représente par F, F', F"..., les diverses forces dont P est la résultante, et par a, ê, y, a, 6', y'...., leurs angles respectifs avec les axes, les trois conditions cidessus pourront s'écrire :
F cos a -h F' cos a -h F" cos a" -H =0 ,
{V) F cos 6 -f- F' cos g' 4- F" cos 6" + = o ,
F cos 7 4- F' cos y' -h F" cos y" 4- =o ;
forme sous laquelle elles signifient que la condition nécessaire et suffisante pour que des forces quelconques se fassent équilibre sur un point matériel, c'est que la somme algébrique de leurs composantes suivant chaque axe soit nulle.
Il est visible d'ailleurs que, si toutes les forces étaient situées dans le même plan, les axes et par suite les sommes de composantes iraient au nombre de deux seulement; et que, si toutes les forces étaient dirigées suivant la même droite, il n'y aurait plus à considérer qu'une seule somme algébrique, qui serait justement la somme des forces données.
Ces relations si simples, qui ne sont que l'expression analytique du résultat obtenu géométriquement au n" 66, se<léduisent avec la même facilité de l'inspection directe des équations du mouvement.
En effet, la condition générale de l'équilibre étant que les forces n'influencent pas le mouvement du point, il en résulte que les premiers membres des équations (A),
doivent être nuls, sans quoi les valeurs des coordonnées ne resteraient pas les mêmes en introduisant ou en supprimant les forces supposées en équilibre. Nous retombons ainsi sur les relations déjà trouvées
Nous remarquerons en passant que l'annulation des premiers membres implique que
on que le mouvement du point matériel est rectiligne ou uniforme : conséquence prévue et implicitement contenue d'ailleurs dans les équations qui nous les fournissent, puisqu'elle
n'est autre que la loi même d'inertie qui a servi de base à rétablissement de ces équations.
Les conditions d'équilibre peuvent être mises sous d'autres formes, puisque les équations (A) peuvent être remplacées par leurs combinaisons quelconques. Ainsi l'on exprimera également l'équilibre au moyen des équations des moments, du n*» 89, pour lesquelles on verra comme ci-dessus que les premiers membres sont nuls :
Ya; — Xy = o , Xz — Zx = o , Zy — Yz = o ;
ce qui permettra d'énoncer les conditions d'équilibre en disant que le moment de la résultante ou la somme algébrique des moments des composantes, suivant chaque plan coordonné, est séparément nulle : conditions qui sont évidemment vérifiées si, le mobile étant primitivement eu repos, on y place l'origine des coordonnées, car alors les bras de tous les moments sont nuls.
97. — C'est ici ic lieu de remarquer combien est plus satisfaisante pour l'esprit la méthode qui consiste à rechercher les conditions de l'équilibre dans les lois mêmes du mouvement, au lieu de les étudier directement sur les corps en repos. Les résultats sont empreints d'une bien plus grande généralité ; et, pour n'en citer que l'exemple relatif au cas du point matériel, tandis que la statique directe nous apprend seulement que la somme des composantes, suivant trois axes, ou la somme des moments, suivant trois plans, des forces appliquées à un point immobile, est égale à zéro ; la statique indirecte ou corollaire de la mécanique nous apprend (|ue ces conditions subsistent encore, quel que soit le mouvement que peut prendre le point en dehors de l'action du groupe en équilibre : de telle sorte que, si ce groupe est transporté en un point quelconque de l'espace et retourné de toutes façons, sans changer les angles mutuels, — ce qui ne (*hangera rien non plus aux valeurs absolues des côtés
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de la construction polygonale du n° 62, — dans toutes ces circonstances les relations ci-dessus continueront à subsister intégralement. Ce résultat, qui paraît peu digne d'attention pour le cas spécial du point matériel unique, où la simplicité des éléments considérés le met sur-le-champ en évidence, acquerra une importance véritable quand il s'agira des systèmes de points matériels où les forces seront en équilibre. Cest pourquoi nous en parlons ici pour que plus tard on ne le laisse pas passer inaperçu.
Nous remarquerons également que les relations trouvées ci-dessus confirment ce qui avait été énoncé dWe manière générale au n° 52, à savoir que les conditions d'équilibre sont, de leur nature, indépendantes des masses et des coordonnées. Nous voyons, en effet, que les équations (E) n'en font pas mention.
CHAPITRE IV
.MOUVEMENT D'ï-N POINT ^^11 VF^iT PAS LIBRE, 01 QUI ESI ASSl JETTI A CERTAINES LIAISONS.
Étant donnée une force quelconque, ainxi que les liaisons auxquelles le point matériel e^t assujetti ^ déterminer le mouvement qui en résulte;
ou réciproquement:
Étant connues les liaisons, ainsi que le mouvement , trouver la force qui pourrait le produire.
Conisidérationfii préiiminairefs sur les liaifîioiis.
98. — Jiisqn'i(;i nous avons suppose que le point matériel était parfaitemcMU libre ou qu'il pouvait céder dans toutes les directions à raelion des forces qui venaient le solliciter.
Il nous reste à considérer maintenant un point pour lequel celle entière liberté n'existe pas.
MOUVEMENT D*ITN POINT ASSUJETTI A DES r.TAÎSONS. 19;>
On dit qu'un point maléricl est assujetti à des liaisons lorsque son mouvement est impossible dans certains sens, quelles que soient les forces qui agissent sur lui.
Nous allons considérer si|^cessivement les diverses liaisons auxquelles un point peut être assujetti, et nous rechercherons pour chacune d'elles les équations correspondantes du mouvement.
Les seules liaisons que notre esprit conçoive sont les suivantes :
l*" Obligation pour le point matériel, par des moyens quelconques, de rester sur une surface déterminée, c'est-àdire impossibilité pour lui à abandonner cette surface, tout en conservant d'ailleurs la faculté de glisser dans tous les sens sur son contour.
2" Obligation, dans les mêmes termes, de rester sur une ligne, droite ou courbe, donnée.
$° Liaison du point matériel à une ou deux tiges rigides et inextensibles, dont Textrémité se trouve parfaitement fixe.
Nous disons une ou deux, car, s'il y en avait trois ou un plus grand nombre, le point serait de toutes manières complètement fixe, et il n'y aurait plus lieu dès lors de se préoccuper de son mouvement. Nous disons aussi que ces tiges sont fixées par une extrémité, car, sans cela, le mobile serait aussi libre que si elles n'existaient pas. Nous verrons enfin tout à l'heure pourquoi ces tiges sont supposées rigides et inextensibles. Nous ajouterons qu'on les suppose d'ailleurs sans masse, ou plutôt qu'il faut les concevoir comme ayant une masse tout à fait négligeable par rapport à celle du point matériel lui-même.
k"" Liaison semblable du point à un ou deux fils flexibles et inextensibles, qui ont simplement leur autre extrémité fixe, ou qui, en même temps, s'enroulent sur des courbes ou des surfaces fixes..
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y CUbVi^ûcm du poini dt* disser le long d'un fil flexible, dont les deux extrêmilês scmi parfaitenient fixes.
>\»us avons beau cbenber. nous ne réussissons pas à trou- Ter une liaisc»n qui ne rentre fïis dans celles-là. Car, si l'on imagine, par exemple, des liens qui, au lieu d'être absolunieui inextensibles. pc»urraieni s'allonger ou se raccourcir à llnstar de ^es^orfs. il n'y aiii;ni pins, à proprement parler, de liaisons, dans le sens que nous avons donné tout à llieure à <e mot En effer, en appliquant au mobile des forces convenablement choisies, on poun'ait le mouvoir dans toutes les directions, même dans celle de la longueur du lien ; il suffirait, pour cela, que la force fîit capable de vaincre la résistance détennim^e que le lien oppose à son extension ou à sa compri'ssion. De lelles liaisons cessent alors de mériter ce nom et se comportent comme de véritables forces motrices qui font pai ii«^ du groupe total de forces auquel le point matériel est supposé soumis. Au contraire, les liaisons que nous voulons considérer, et qui sont géométriques ou ahMoIuett, sont cai*actérisées par cette circonstance, qu'en aucun cas, et malgré toutes les forces qu'on pourrait choisir, le mobile n a la faculté d'abandonner la surface ou la courbe, ni celle de s écarter du point fixe au delà de la longueur du lien, etc., etc. Fn un mot, ces liaisons sont susceptibles d'opposer, dans certains sens, une résistance indéfinie aux actions extérieures.
A la vérité, toutes les liaisons que nousobsenons, comme tontes celles que nous pouvons réaliser, par cela seul qu'elles sont constituées par des moyens matériels, n'offrent jamais cette rigidité absolue que nous venons de supposer. Les surfaces et les courbes les plus parfaites en apparence se déforment en réalité, c'est-à-dire cèdent plus ou moins à la pression des forces qui s'exercent sur elles. Vfh même, les tiges et les (ils s'allongent ou se raccourcissent , et jouent plus oumoiiis ce rôle de ressorts doTit nous parlions tout à
rheui*e. Mais, quelque impuissante que soit la pratique des choses pour atteindre le type absolu de la théorie, nous n'en sommes pas moins en droit d'envisager les liaisons avec la perfection abstraite que nous leur avons attribuée, sauf à ne retirer plus tard de cette étude aucune utilité positive, si l'observation directe des phénomènes effectifs nous rendait impossible tonte assimilation avec ces considérations idéales. Mais, hâtons-nous de le dire, nous trouverons dans la mécanique appliquée des réalités assez voisines de ces types Imaginaires pour que les déductions des uns conviennent suffisamment aux autres , et pour qu'il y ait conséquemment intérêt à nous occuper de liaisons conçues d'une manière tout à fait géométrique.
99. — Cela posé, nous ferons remarquer que, parmi les liaisons énumérées en commençant, certaines rentrent dans les autres ; et même il est facile de voir que toutes sont comprises dans la première et la seconde.
En effet, la troisième liaison revient à obliger le mobile à rester sur la surface d'une sphère, s'il est attaché à une seule tige, et sur une circonférence, s'il est attaché à deux.
La quatrième liaison revient à la troisième, et, par suite, aux deux premières, si les forces appliquées ont des directions telles que les fils soient toujours parfaitement tendus, à toute époque du mouvement. Si, au contraire, les fils cessent d'être tendus à certains moments, le mobile se trouve alors dans les mêmes conditions que si ces fils n'existaient pas. En d'autres termes, le point matériel est tantôt obligé de se mouvoir sur une sphère ou sur une circonférence, et tantôt parfaitement libre dans l'intérieur de cette sphère et de cette circonférence. Ce dernier cas n'offrant naturellement rien de nouveau, par rapport à ce qui a été déjà étudié au chapitre précédent, nous ne nous occuperons que des cas où les fils Sont tendus, ce qui nous ramène aux autres modes de liaisons.
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QuaiU à la parliculaiiiê ou les fils, toujours supposés londus, senrouleraieot sur des courbes ou des suifaces, il est bien évideut que cela revieul aussi à faire mouvoir le poiul sur cerUiiiics couibes ou surfaces correspondant au développement que prennent les fils dans leur enroulement.
£nfin, si le mobile est assujetti à glisser le long d'un fil flexible, fixé par ses deux extrémités, il se trouve par là obligé de se mouvoir sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, dont les deux foyers sont aux deux points fixes.
Nous n'aurons donc à rechercher les équations du mouvement que dans les deux cas où le point matériel est assujetti à glisser sur une surface ou sur une courbe donnée.
Remarque, — Dans ce qui va suivre, nous supposerons que la surface ou la courbe, qui oppose une résistance iudéfinie à ce que le mobile la quitte en dehors ou en dedans, n'en oppose aucune à ce qu'il glisse sur son contour. C'est ce qu'on nomme un glissement sans frottement. Dans la nature, au contraire, toute courbe ou surface sur laquelle on fait glisser un mobile oppose, outre la résistance à la séparation, une résistance au glissement lui-même, qui a été appelée frotteinent. C'est donc une force de plus à ajouter à toutes celles qui sont supposées agir sur le mobile. Pour donner au problème le plus de généralité possible, rien n'empêche de concevoir que celte force fait partie du groupe quelconque dont nous considérons la résultante unique. Mais nous sommes, dans tous les cas, dispensés d'en faire mention explicitement, puisque c'est cette résultante seule qui figure dans nos raisonnements.
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PoinI matériel as^^ujelli à deinearer tiur une sarfaee donnée.
100. — Toute action exercée sur un point matériel par une force de grandeur quelconque, mais normale à la surface sur laquelle le point matériel est assujetli à demeurer, est constamment détruite par la résistance de cette surface, et le mouvement du point matériel reste identiquement le même que si cette force nVxistait pas (abstraction faite, bien entendu, du frottement qui pourrait m résulter, et que nous supposerions alors compris implicitement dans le groupe des autres forces qui sollicitent le mobil<'\
Celte destruction de la force normale est présentée par la plupart des géomètres comme une conséquence logique de ce qu'il ny a pas de raison pour que le mouvement soit influencé dans un sens plutôt que dans Vautre. Quant à nous, qui repoussons systématiquement toute argumentation .puisée dans l'essence même des choses, interdite à notre connaissance, nous nous bornons à présenter le fait cidessus comme un résultat de rexpérience.
Toute action exercée obliquement sur la surface est susceptible d'être décomposée en deux autres, Tune normale, qui est détruite comme nous venons de voir, l'autre située dans le plan tangent, et qui a son entière efficacité pour mouvoir le point matériel suivant l'élément de contact.
Ainsi, la surface intervient dans le mouvement pour détruire toutes les composantes normales des actions motrices, et elle laisse subsister intégralement toutes les composantes tangentielles.
Cette surface équivaut donc à une certaine force normale, de grandeur indéfinie, qui, en chacjue position du mobile, se
joint aux autres actions qui peuvent le solliciter, pour le maintenir, concurremment avec elles, sur les divers points de son contour.
D'après cela, on peut considérer le mobile comme parfaitement libre dans son mouvement, pourvu qu'à toutes les forces exlérieurcs qui lui sont appliquées on ajoute une nouvelle force de grandeur indéfinie, dirigée en chaque endroit suivant la normale à la surface donnée.
L'annexion de cette force introduit ainsi une inconnue de plus, qui est sa grandeur. Quant à ses angles avec les axes, ils sont des fonctions connues des coordonnées du mobile, puisque la force est dirigée suivant la normale, et que les angles de cette dernière s'obtiennent au moyen de fonctions qui dérivent de l'équation de la surface, dans lesquelles on attribue *à x, y,z les valems correspondant à la position du mobile. D'un autre côté, le problème comporte une inconnue de moins, puisqu'à tout instant les coordonnées du point matériel sont liées entre elles par l'équation de la surface. Somme toute, il y a donc le même nombre d'inconnues que dans le cas où le point matériel est parfaitement libre. La solution cherchée sera fournie en conséquence par les trois mêmes équations fondamentales du mouvement, ou par leurs combinaisons équivalentes, dans lesquelles figureront, parmi les forces données, la force qui représente l'action de la surface, et dont l'intensité sera ainsi déterminable à chaque instant.
101. — Soit donc, comme précédemment, X, Y, Z, les composantes suivant les axes de la résultante totale des forces données ; soit K la force, de grandeur inconnue, qui représente l'action de la surface, et soit X, fx, v ses angles, qui sont, avons-nous dit, des fonctions connues des coordonnées X, y, z du mobile.
Les trois équations fondamentales du mouvement seront :
dv ,. . du
(A) X-f-KcosX=m-T-, Y-t-Kcos/jL=:^
dt' ^ r--^/- ^^^^,
Z + Kcos v = iii -7- 9
auxquelles ii faut joindre, comme d'habitude, les trois relations qui se rapportent aux vitesses :
,„, dx du dz
(»> "^w «=¥' '"-df
Au moyen de ces six équations et de celle qui représente la surface, le problème est complétemeni résolu, c'est-àdire que :
Étant connues les forces extérieures, on peut déterminer le mouvement ;
OU réciproquement, étant connu le mouvement, on peut déterminer les forces extérieures.
Subsidiairement, on trouve la valeur d(? la force normale qui à chaque instant équivaut à la surface.
On peut donner aux équ*ations (A) une autre forme en y mettant en évidence les valeurs des cosinus de la normale.
On a trouvé en analyse que ces valeurs sont respectivement les buivantes : '
ces A = H •-- , COSfJl = H y- , COS V = 11 y- ;
f{pp,y, ^) = o étant l'équation de la surface donnée, et II ' représentant abréviativement la quantité
Par suite, les équations (A) deviennent .
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dx dt ' dy dl
En ciiniiuaiit KH entre ces trois équations, on obtient:
X ^ _ Z î^ = m (^ . ^^ - ^ . '^ dz dx \dt dz dt dx) '
dy dx \dt dy dt dx
Ces équations ne contiennent plus la force K, et, en leur adjoignant Téquation de la surface,
on a trois relations entre x, y et z, qui permettent d'exprimer ces c(Jordonnées en fonction du temps.
Ce procédé, qui au fond ne diffère pas du précédent, revient à dire qu'on n'a que deux équations du mouvement, au lieu de trois, pour déterminer les coordonnées du mobile, mais que la position de celui-ci ne comporte que deux inconnues distinctes, puisqu'il est assujetti à se trouver sur une certaine surface.
1 02 . — Quoi qu'il en soit, et de (piclque manière qu'on résolve le problème, on voit que le mobile, tenu de se mouvoir sur une snrface, se trouve exactcmelit dans les mêmes conditions que s'il était parfaitement libre, et qu'il fût sollicité, non pas seulement par fensemble des forces dont nous avons désigné la résultante par P, mais aussi par la force K. En sorte que toutes les observations du chapitre précédent sont rigoureusement applicables ici, pourvu qtfen les formulant on ait toujours soin de lemplacer la force P, dont il est question, parla réi^ultante de celle même force et de la force K,
MOUVEMEM d'un POJiNT ASSLJETTl A DES MAISONS. 201
Donc, pour nianifesler les conséquences relatives au niouveuient actuel, il suffit de reprendre toutes les équations déduites dans le chapitre III, et d'y substituer algébriquement à P l'ensemble de P et de K.
Remarque, — Avant de nous liver à cet examen, nous ferons une remarque importante : c'est (juc ce n'est plus la Ibrce P elle-même qui est située dans le plan osculateur de la courbe décrite, mais bien la résultante de P et de K. Pour que la force motrice ( la force P ) fut elle-même dans ce plan, il faudrait que l'action normale K* s'y trouvât aussi : car alors, la résultante des deux forces P et K étant dans ce plan, ainsi que l'une d'elles K, l'autre P s'y trouverait nécessairement. Mais ce serait là évidemment un cas très-parliculier, d'après lequel la trajectoire aurait son plan osculateur constamment normal à la suriace, et serait en conséquence une ligne de plus grande ou de plus petite courbure. Or de telles lignes sont une exception parmi la multitude de (îelles qui peuvent être tracées sur une surface donnée.
Cela posé, examinons successivement les diverses relations du chapitre précédent.
Relations (E) et (F) des n"^ 81 et
Dans l'équation (E),
T doit représenter actuellement la composante, suivant la tangente à la trajectoire, de la résultante des foices P et K, ou, ce qui revient au même, la somme des composantes tangentielles de ces deux forces. Or K étant normale ne fouinit pas de composante : donc T continue à représenter la composante tangentielle de la seule force motrice P. Dans l'équation (F) ,
N doit reprcsenler la composante, suivant le rayon de courbure, de la même résultante des forces P et K, ou bien la somme des composantes de chacune de ces deux Ibrces. Désignons celte somme par G : la relation (F) devient donc
Cesl celte force G (jui est la force centripète, c'est-à dire la force qu'on doit appliquer, à chaque instant, au mobile, suivant le rayon de courbure de la trajectoire, pour que ce mobile, au lieu de continuer sa roule suivant la tangente, parcoure la ligne qu'il d(5crit effectivement sur la surface. Réciproquement, pour nous servir des locutions adoptées, nous dirons que le mobile est animé d'une force centrifuge égale et contraire à G.
On déduit de là les conséquences suivantes :
P La vitesse du mobile est due uniquement à la composante tangentielle des forces extérieures,- en sorte que, si ces forces sont constamment tangentes à la trajectoire, elles impriment la même vitesse que si le mouvement avait lieu librement en ligne droite, et que, lorsqu'elles sont obliques, toute la portion de ces forces qui n'agit pas suivant la tangente à la trajectoire est perdue pour la vitesse.
2*" Si la vitesse est constante, la composante tangentielle est nulle, et par suite la force motrice est nulle ou perpendiculaire à la direction de la tangente.
3° Dans le premier cas, c'est-à-dire si la force motrice est nulle, la résultante G de la formule ci-dessus représente simplement l'action normale K de la surface. Ainsi le pla^n osculateur de la courbe est constamment normal à la surface. C'est là, comme on sait, le caractère distinclif de la courbe la plus petite possible menée entre deux points sur une surface. D'où l'on voit que, lorsqu'un point matériel se meut sur une surface en vertu d'une vitesse initiale, cette vitesse
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demeure constante, et la courbe parcourue jouit de cette propriété qu'entre deux quelconques de ses points l'aie rectifie a une longueur moindre que pour toute autre ligne menée entre ces deux mêmes points. D'après cela, sur une sphère, la trajectoire est toujours un grand cercle, puisque, entre deux points quelconques, un grand cercle peut toujours être mené, et que c'est la courbe de longueur minima.
^° Pour que cette troisième conséquence subsiste, il sulïil que le plan osculateur de la courbe soit normal à la surface, ou que la force désignée par G se confonde en direction avec la résistance normale de la surface. La même consét[uence aura donc lieu si la force motrice se réduit à une force tangeutielle, ou si elle est située dans un même plan avec la tangente et la normale. Dans les deux cas, en efi'et, G se confond avec K.
5** Si la force extérieure ejy. nulle ou dirigée suivant la tangente à la trajectoire, la force centripète est égale à l'action de la surface.
Si la force extérieure est située dans le plan de la tangente et de la normale, elle fournit une composante suivant cette normale, et alors la force centripète est égale à l'action de la surface, augmentée ou dimiimée de cette composante selon que celle-ci agit vers le centre de la courbe ou eu sens opposé.
6° Si l'action de la surface et la composante dont il vient d'être parlé sont égales et de sens opposés, la force centripète est nulle, et par suite le rayon de courbure est infini, ce qui montre que la trajectoire est une ligne droite. Ainsi, toutes les fois qu'un point matériel suit une ligne droite sur une surface, la force motrice est située dans le plan mené par celte droite perpendiculairement à la surface, et sa compoiiante normale est détruite par la résistance de la surface.
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riIhUKbNK bK LA KOKCK VIVE.
10/i. — Toutes les fonncs que nous avons données à l'équation de la Torce vive peuvent être déduites de l'une délies; par exemple, de celle-ci :
X ilx -h Y (/y -+- Z dz ^di m \K
Voyons si la présence de la force K apporte quelque niodification. Non, évidemment : car la somme des travaux éléhientairei des Irois composantes, suivant les axes, de la force K, est égale au Iravail de cette force K elle-mènje, c'est-à-dire à cette force K multipliée par la projection, sur sa pi'opre direction , de Fespace parcouru : or ce produit est nul, puisque la force K est normale à la surface, et, par suite, perpendiculaire à tout élément de courbe décrite sur cette surface. — Cest ce qu'on pouvait également reconnaître eu remarquant que l'équation ci-dessus représente le travail de la composante tangentielle Tds; or cette composante est la même, soit que la force normale K intervienne, soit qu'elle n'intervienne pas. -
Donc tout ce qui a été dit pïécédemment sur la force vive, et toutes les conséquences qu'on en a tirées, peuvent s'appliquer intégralement au cas actuel, sans se préoccuper aucunement de l'action due à la présence de la surface.
Ainsi, les théorèmes des n"' 86 et 87, relatifs aux surfaces de niveau, liouvent ici leur application. Seulement, le mobile étant d(»jà assujetti à demeurer sur une certaine surface, il n'y a pas lieu de considérer toute espèce de t4*ajectoire entre les surfaces de niveau, mais les seules trajectoires décrites sur la surface fixe. En d'autres termes, les surfaces de niveau sont remplacées par des courbes de niveau, résultant de l'intersection desdites surfaces avec la surface fixe. Comme
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cas parliculier de res théorèmes, supposons, par exemple, une surface coupée par deux plans parallèles, et un mobile assujetti à demeurer sur celte surface et sollicité par une force constante, de direction perpendiculaire aux plans. La variation de force vive du mobile entre les courbes d'intersection des plans cansidérés sera toujours la même, quels que soient les points où ces courbes seront rencontrées par le mobile, et quelle que soit la forme de la trajectoire intermédiaire. En effet on aura toujours :
i m Vj — ,L m V' = r^Vdp = P/?, — Pp^= Pd ;
en appelant d la dislance entre les deux plans, distance qui ne change pas avec la situation des points de départ et d'arrivée. Si le mobile part successivement avec des vitesses égales, mais diversement dirigées, la vitesse d'arrivée V, aura toujours la même valeur numérique. Si Ton n'avait mené qu'un seul plan d'intersection, le mobile, parti d'un point de la courbe et sollicité par une force telle qu'on Ta supposée ci-dessus, repasserait par celte courbe avec une vitesse égale à la vitesse de départ. On en voit un exemple bien simple en laissant tomber une bille le long de la paroi d'un vase suffisamment arrondi : le mobile remonte jusqu'au bord, sauf la légère différence due au frottement.
105. — Pour les théorèmes des moments et des aires, il faut de toute nécessité faire entrer en ligne de compte la force K qui, dans ces formules, donne lieu à des termes qui ne sont pas nuls. Les énoncés des conséquences n'ont plus alors qu'un médiocre intérêt : aussi ne nous arrêterons-nous pas à les reproduire.
Quant au théorème de la moindre action, il s'applique évidemment dans les mêmes conditions que pour le point libre, et sans qu'il soit nécessaire de faire intervenir l'action de la surface. Car ce théorème se déduit de l'équation des forces
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vives, et celle-ci ne subil aucun changement dans le cas actuel. Ainsi la courbe décrite par un mobile sur une surface
est toujours telle que Tintégrale / Yds est un minimum. On
en a vu un exemple au n° 103, quand la force centripète était supposée se confondre avec la direction de la normale. La courbe décrite a alors une longueur minima entre deux positions déterminées du mobile.
Équililirc des forces appliquées à un point malériel assujetti à demeurer sur une surface donnée*
106. — Comme précédemment, nous dirons que des forces se font équilibre sur un point matériel assujetti à demeurer sur une surface, lorsque ces forces peuvent être introduites ou supprimées sans que le mouvement de ce point soit changé.
Il n'est point nécessaire ici, pour que Féquilibre ait lieu, que la résultante de ces forces soit nulle : car, Faction de la surface étant équivalente à une force normale de grandeur indéfinie, il suffît évidemment que la résultante des forces extérieures puisse, en se combinant avec une force normale de grandeur quelconque, fournir une résultante définitive nulle. Or ce résultat ne peut être atteint qu'autant que la résultante des forces appliquées est perpétuellement normale à la surface, car deux forces ne s'annullent qu'à la condition d'être directement opposées.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe de forces soit en équilibre, c'est que la résultante de ce groupe soit constamment normale à la surface sur laquelle le point matériel est assujetti à demeurer. Quant à la valeur absolue de cette résultante, elle peut être quelconque, la sur-
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face développant toujours une action de grandeur convenable pour la détruire exactement.
Cette condition géométrique fort nette est exprimée algébriquement par les deux relations :
cos 1 cos |ui ' cos 1 cos y '
X, (tx et V représentant les angles formés par la normale avec les axes. — Pour ne faire figurer dans ces relations que les données du problème, il suffit de remplacer cos X, cosfx et cosv par leurs valeurs connues en fonction des coordonnées et de réquation de la surface, valeurs qui sont, comme on sait, les suivantes :
cos X = H -~ , cos a = H :/ , cos y = H —- ; dx dy ^ dz^
H représentant abréviativement la»quantité
Par suite, les deux relations ci-dessus deviennent : dy dx '
qu'on écrit aussi sous cette forme :
^ "" ^ "~ J^ * dx df/ dz
Ces équations s'obiit nnont du reste immédiatement en reprenant les équations (C) d.i mouvement, du n*' 101, et
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('galant à zéro les premiers membres, afin d'exprimer que les forces peuvent êlre snpprimées sans influer en rien sur le mouvement du point matériel. On obtient ainsi les équations (E) elles-mêmes.
Quant à la valeur de Faction totale K développé par la sur-
face, elle est évidemment égale a ± l^X^-f-Y^+Z^H ,
P valeur qui se déduit tout de suite de la connaissance du
groupe appliqué au mobile et de la vitesse initiale de ce mobile. Les deux termes de celle valeur représentent, l'un la r<»aciion que d(»veloppe sur la surface la présence de la force extérieure normale X, Y,Z; l'autre la réaction due au mouvement que poursuit le mobile en vertu de sa vilesse initiale, et qui ne dépend en rien de l'introduction ou de la suppression du groupe extérieur supposé en équilibre. C'est la même observation qui a fait l'objet de la cinquième conséquence du n" 103. Le signe dont doil être affecté le premier terme, c'està-dire le sens dans lequel agit la réaction due à la force extérieure, est toujours contraire à celui de la résultante de ce groupe.
107. — Nous avons dit, au commencement de ce chapitre, que, lorsqu'ivn mobile est assujetti à glisser le long d'un fil fixé par ses deux extrémités, il se trouve, par le fait, assujetti à demeurer sur une surface, qui est précisément l'ellipsoïde de révolution dont ces deux points fixes sont les foyers.
Par suite, il faut, pour l'équilibre d'un groupe de forces qui sollicitent un pareil mobile, que la résultante soit dirigée suivant la noi^male. Cette condition générale nous fournit ici une remarque intéressante.
La normale à l'ellipsoïde est située dans le même plan que les deux parties du fil qui vont du mobile aux points fixes, et, en outre, elle partage leur angle en deux parties égales. (3r, c'est la résistance combinée de ces deux fils dans le sens de leur longueur, ou ce qu'on nomme leur tension, qui
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procure la résistance de la surface et qui dëiruil la résullaute du groupe en équilibre. Donc, puisque les tensions de ces deux fils font équilibre à une force dirigée suivant la bissectrice de leur angle, ces tensions sont égales (n° 64). Ainsi, toutes les forces qui agissent normalement à la surface de Tellipsoïde déterminent dans les deux parties du fil la même tension, et ces deux parties sont situées dans le plan normal. Des forces obliques sont susceptibles de se décomposer en deux, Tune, suivant la normale, qui a Teffet que nous venons de voir, l'autre située dans le plan tangent et qui a son entière efficacité pour mouvoir le point matériel sur Télément de contact. Ainsi, Fellipsoïde intervient dans le mouvement pour détruire toutes les composantes normales des actions motrices, et cette destruction a lieu au moyen d'une tension qui se développe dans le fil et qui a la même valeur numérique suivant chacune des deux portions de ce fil.
Point matériel assujetti à demeurer sur uue eeurbe donnée.
108. — En reproduisant ici les considérations i*elatives à la surface, nous verrions que Faction exercée par la courbe sur le mouvement du point matériel équivaut à une force de grandeur indéfinie , dont la direction , au lieu d'être déterminée comme dans le cas de la surface, est seulement astreinte à être perpendiculaire à la courbe ou à se trouver, avec une position d'ailleurs quelconque, dans le plan mené normalement à cette courbe.
Nous pouvons donc envisager le mobile comme parfaite ment libre, pourvu que nous ajoutions aux forces extérieures une force de grandeur indéfinie, située, en chaque point, dans le plan perpendiculaire à la trajectoire.
Nous introduisons ainsi deux nouvelles inconnues, ^voir : V la grandeur de celte force ; 2° un de ses angles. — Je dis un de ses angles, car si un seul est connu, la direction s'ensuivra, puisqu'elle est perpendiculaire à la direction connue de la tangente. — Mais, d'un autre côté, le problème com^ porte deux inconnues de moins, puisque, à tout instant, les coordonnées du mobile sont liées entre eHes par les deux ^nations de la courbe. Il y a donc finalement le même nombre d'inconnues que dans le cas du mouvement du point matériel libre, et, par stiite, la solution pourra êtt'e fournie par les équations relatives à ce mouvement, dans lesquelles figlki*eront, parmi les ferces données, la force qui représente faction de la courbe et dont l'intensité et la dit*ect4on seront ainsi déternnnables à chaque infant.
En nous sei^ant des mêmes notations que précédemment, HAiafut^te système dVquations fondamentales,
(A) X -f- K cos X = m T- , Y -h K cos fjL := m ^ ,
j. i. dw
Z -h K tos V = m -7- :
dt '
,„, dx dy dz
auxquelles il faut joindre la relation 4|ui exprime que la force K est perpendiculaire à la direction de la langente, relation qui est celle-ci :
^ dx dy dz
(c) COS X ^ + COS fX^ + cos V27= o.
Au moyen de ces équations et de celles qui représentent la courbe, le problème est complètement résolu ^ c'est- ji-dire que :
Étant connues les forces extérieures, on peut déterminer le mouvement $
OU réciproquement, étant connu le mouvement, on peut déterminer les forces extérieures.
Subsidiairement, on trouvera la valeur et la direction de la force perpendiculaire qui, à chaque instant, équivaut à Faction de la courbe .•
On peut donner aux équations ci-dessus une autre forme, en éliminant Faction K et ses cosinus )., a, v ; ce qui se fera très- simplement delà manière suivante : multiplions les trois
/ * V dx dy dz
équations (A) respectivement par -r- , -1=-, -7—» et ajoutonsles, en remarquant que le multiplicateur de K est nul en vertu de la relation (e), et que le multiplicateur de m n'est autre chose que la différentielle, prise par rapport à s ,
1 dx^-hdv^-hdz^ 1
de ^2 , c'cst-a-dire la diffcTcntielle de - V ;
par suite, les équations (A) sont remplacées par Téquation unique suivante :
(C) Xdx-hY dy-hZdz = dim\\
laquelle, réunie anx deux équations de la courbe, fournit trois relations entre j?, y, z, et permet conséquemmeiit d'exprimer les coordonnées en fonction du temps ou de résondre les problèmes du mouvement.
Cette méthode, qui, au fond, ne diffère pas de la précédenie, — car elle ne fait qu'effectuer les éliminations impticitement indiquées dans le système d'équations (A) et (e) — signifie qu'on n'a plus, dans le cas actuel, pour déterminer les coordonnées du mobile, qu'une seule équation , au lieu de trois qui conviennent au point matériel libre, mais que la position de ce mobile ne comporte en effet qu'une ^ule inconnue distincte, puisqu'il est assujetti à se trouver sur une certaine courbe assignée d avance.
Quoi qu'il en soit du mode adopté pour la mise en équations, nous répéterons ce qui a déjà éU; dit à l'occasion de la
surface, savoir : qu'il demeure entendu que le mobile, assujetti à se mouvoir sur une courbe, est exactement dans les mêmes conditions qu'un mobile libre, pourvu qu'au groupe de forces dont la résultante a toujours été désigné par P, on adjoigne la force K. D'où il suit que pour manifester toutes les conséquences relatives au mouvement actuel il suffit de reprendre successivement les diverses équations qui concernent le mobile libre, et d'y substituer partout à la force P l'ensemble des deux forces P et K.
Nous remarquerons aussi que ce n'est plus la force motrice P qui est située dans le plan osculateur de la trajectoire, mais la résultante de P et de K.
Cela posé, examinons les équations relatives au mobile libre.
Relations (E) et (F) des n°« 81 et 8û
L'équation (E) ,
se maintient intégralement, parce que la force K perpendiculaire à la courbe ne donne pas de composante suivant la tangente. Nous pouvons donc attribuer à la composante tangentielle de la force motrice donnée toutes les propriétés qu'elle possède dans le mouvement d'un point entièrement libre.
Au contraire, l'équation (F) doit être remplacée par celle-ci,
où G représente la composante, suivant le rayon de courbure, de la résultante des forces P et K, ou bien la somme ^es composantes de chacune do ces deux forces. C'est cette force G qui est la force centripète, c'est-à-dire la force appliquée suivant le rayon de courbure de la trajectoire, nécessaire pour empêcher à chaque instant le mobile de pour-
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suivre sa route dans la direction de la tangente. Réciproquement, on dit que le mobile est animé d'une force centrifnge égale et contraire à G.
De là résultent ces conséquences :
1^ La vitesse du mobile est due uniquement à la composante tangentielle des forces extérieures, en sorte que, si ces forces sont constamment tangentes, elles impriment la même vitesse que si le mouvement avait lieu librement et en ligne droite, et que, si elles sont obliques, toute la portion de ces forces qui n'agit pas suivant la tangente est perdue pour la vitesse.
S"* Si la vitesse est constante, la composante tangentielle est nulle; et, par suite, la force motrice est nulle ou perpendiculaire à la direction de la tangente.
Z"* Si la force extérieure est nulle ou dirigée suivant la tangente, la force centripète est égale à Faction de la courbe.
k"" Si la vitesse est constante et le rayon de courbure cons-
tant, la force centripète est constamment égale à ,
r étant le rayon du cercle décrit dans ce cas.
5* Si le rayon de courbure est infini, c'est-à-dire si la courbe donnée est une droite, la force centripète ou G est nulle. Donc l'action de la droite et la force motrice donnent, suivant la normale, des composantes égales et contraires. On voit aussi que le mouvement le long de la droite a lieu comme si la force motrice était simplement remplacée par sa composante suivant cette droite.
Êqvation de la f^ree vive.
110. — La force K ne fournit évidemment aucun terme dans l'équation générale
car le travail de la force K, cVst-à-dire sa valeur numérique multipliée par la projection, sur sa propre direction, de Téléinent parcouru, est une quantité nulle, puisque la force K est perpendiculaire à la Irajecloire. C'est ce qu'on peut égalen>ent reconnaître en remarquant que l'équation ci -dessus représente le travail de la composante tangentielle, Tds; or cette composante est la même, soit qu'on tienne compte de la force normale K, soit qu'on ne s'en préoccupe pas.
Ainsi, la variation de force vive d'un mobile assujetti à se mouvoir sur une courbe est égale au travail de la fprce motrice pendant le même temps.
Signalons en particulier les conséquences suivantes : Supposons qu'entre deux plans parallèles on ait autant de courbes fixes différentes qu'on voudra, et que le mobile, parcourant l'une ou l'autre de ces courbes, soit sollicité entre les deux plans par une force constante perpendiculaire à ces plans. La variation de force vive sera exprimée par la relation
d représentant la distance des deux plans. Donc la variation de force vive sera indépendante de la forme de la trajectoire à laquelle le mobile est lié et de la direction de la vitesse au départ. Si le mobile se meut, par exemple, le long d'une droite parallèle à la direction de la force, — ce qui rendra son mouvement rectiligne, — il acquerra la même vitesse, en arrivant au second plan, que s'il avait été assujetti à parcourir une courbe quelconque. Lorsque la force considérée est la pesanteur, ou appelle hauteur de chute la portion de verticale comprise entre les deux plans ; la conséquence ci-dessus s'énonce dans ce cas en disant qu'un mobile acquiert toujours la même vitesse, pour une même hauteur de chute, quelle que soit la ligne parcourue. Si le mobile est sollicité par une force dont la composante
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taageBlielle est coastante^ la varUitîoD de force viie, égtte à f Trf* = T(*^ — jrj, est donc proportionnelle à la longueur de l'arc parcouru.
Sî le mobile, sollicité par une force constante en grandeur et en direction, repasse plusieurs fois par un même plan perpendiculaire à la direction de la force, il aura chaque fois la même vitesse, puisque le produit V.d, qui marque U variation de force vive, est alors nul.
111. — Terminons par une remarque relative à la solution des problèmes qu'on peut se proposer sur le mouvement qu'on vient d'examiner.
Après qu'on a éliminé la force étrangère représeuiative de l'action de la courbe, l'équation qu'il faut joindre aux deux équations de la courbe donnée, pour trouver les coordonnées en fonction du temps, équation désignée par (C) au n"" 108, n'est antre chose que la relation même de la force vive. Au moyeu de cette relation et des équations de la courbe on déterminera les quantités x, y, z en fonction du temps. Ces trois inconnues sont en effet les seules qui figurent réellement dans le système, puisque, d'une part ,
V= ^ , et que, d'autre part, g := >/d^±^K. |,
faudra donc effectuer ces remplacements pour obtenir la solution ; et l'on se trouve dès lors en présence de difficultés algébriques exactement du même ordre que celles qu'on reaeoutre dans le mouvement d'un point matériel libre.
Mais il est un cas où la solution est beaucoup plus aisée e^ ue nécessite pas ces substitutions préalable^, c'est lorsque la composante tangentielle de la force motrice est une fonction connue de l'arc s ; car alors, W premier membre de l'équation des forces vives ,
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sera me fooction coonoe de l'arc s, et, par soîte, la vitesse éa mobile à dd moment quelconque sera aussi une fonction connue de s. Tous les autres éléments peuvent ainsi être exprimés en fonction du temps ; car, puisqu'on vient de trouver
V='| (#}, comme on a aussi V=-^, il en résulte que
#=X(f). Mais, la courbe étant assignée à priori y dès qu'on connaît la longueur de Tare en fonction du temps on connaît la position du point et conséquemmeut ses coordonnées.
Donc, en nous résumant, nous voyons :
Que toutes les fois qu'un mobile, par suite de ses liaisous, n'a qu'un mouvement possible (le mouvement suivant la couii>e même), l'équation de la force vive, combinée avec les deux équations de la courbe, suflSt à résoudre le problème ;
Que la solution est grandement facilitée lorsque la composante tangentielle de la force motrice est une fonction connue de Tare s : car on peut alors exprimer immédiatement la vitesse en fonction de cet arc.
Équilibre d'an point matériel asanjetll à demeurer sur nne eanrbe dannée.
112. — Pour que l'équilibre d'un groupe de forces ait lieu il n'est point nécessaire que la résultante soit nulle : il suflBt que cette résultante soit perpendiculaire à la courbe. Sa grandeur, ainsi que sa direction dans le plan normal, peuvent d'ailleurs être tout à fait quelconques, car la résistance de la courbe la détruira toujours, ou, en d'autres termes, il se développera toujoui*8 dans la courbe une résisUmce convenable , parfaitement égale et opposée à ladite résultante, et qui, par suite, l'annihilera.
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Les forces considérées doivent donc satisfaire à cette seule condition de donner une résultante perpendiculaire à la courbe, condition qui est exprimée par Téquation :
X dx Y rfy Z dz
P '^"^P* ds'^v'Z
laquelle revient complètement à celle-ci :
Xdx'\'Ydy-\-Zdz = Oj
et signifie que le travail de la résultante est constamment uul. On peut aussi trouver immédiatement cette relation en exprimant que la suppression des forces ne change pas le mouvement , et que , par conséquent , le premier membre de réquation (C) du n"" 108 est égal à zéro. C*est pourquoi i'^oii dit que Téquatiou des forces vives sufiil à exprimer les conditions d'équilibre d'un point matériel assujetti à demeui*er sur une courbe donnée.
Théorèmes sénéranx iivr rintrodaetion
•n la svppreMlon brasqae des lialsens d'nv peint
malérlel.
CHOC ET EXPLOSION
113. — Jusqu'ici , dans le mouvement d'un point matériel assujetti à certaines liaisons telles qu'une surface, une courbe, un lien tendu, nous avons implicitement supposé que ces conditions existaient dès l'origine, et que le mouvement s'était toujours effectué en rapport avec les liaisons considérées.
Nous allons maintenant examiner le cas où le point matériel , en train de parcourir une certaine trajectoire, serait tout à coup dévié de son mouvement, soit par l'obliga-
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tioo brusque de demeurer désormais assujetti à certaines liaisons déterminées, soit, au contraire , en étant soustrait aux liaisons qui le régissaient auparavant.
C'est ce qui aurait lieu, par exemple, pour un mobile qui, dans sa route, rencontrerait soudainemeat une surface fixe, sur laquelle il serait dès lors contraint de glisser. 11 y aurait ainsi introduction brusque de liaisons. Il y aurait, au contraire, une suppression, si le mobile, étant primitivement assujetti à demeurer sur la surface, en était tout à coup arraché et lancé dans une direction quelconque.
Ces phénomènes d'introduction et de suppression se présentent fréquemment dans la nature ; nous en reparlerons plus loin , et nous éclaircirons les termes de choc et d'^j?plosion, sous lesquels ils sont plus généralement désignés.
Lorsque le mouvement du mobile est parfaitement connu, avant le phénomène d'introduction ou de suppression, et qu'on connaît aussi les circonstances de ce phénomène luimême, le mouvement subséquent s'en déduit sans difficulté théorique. On pourrait donc se proposer ici de déterminer la trajectoire, et, en général, tous les éléments du mouvement qui succède au phénomène. Mais une semblable recherche, prise dans toute sa généralité, n'offrirait qu'un médiocre intérêt , et l'on se borne habituellement à mettre en évidence certaines propriétés qui ont seules une importance réelle , et qui concernent exclusivement la force vive du mobile. Ces propriétés sont renfermées dans les deux propositions suivantes :
1** Quelle que soit la liaison brusquement introduite à un moment quelconque du mouvement, la force vive avant rintroduclion est égale à la force vive après, plus la force vive correspondant à la vitesse perdue pendant l'introduction ; en appelant vitesse perdue celle qui, composée en grandeur et en direction , d'après la construction parallélo-
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grammiquey avec la vitesse finale, donne pour résultante la vitesse primitive.
2° Quelle que soit la liaison brusquement suppi'imée, la force vive après la suppression est égale à la force vive avant, plus la force vive correspondant à la vitesse gagnée pendant la suppression; m appelant pareillement vitesse gagnée celle qui, composée avec la vitesse primitive, donne pour résultante la vitesse finale.
En résumé , pour un point matériel , toute introduction de liaison diminue la vitesse, et toute suppression Taugmente ; et la force vive diminue ou augmente elle-même d'une quantité correspondante.
Cest ce que nous allons démontrer successivement 114. — Introduetion brusque de liaisen!^. Pour éclaircir davantage ce qui va suivre, considérons tour à tour chacune des liaisons diverses auxquelles nous avons reconnu qu'un point matériel peut être assujetti. Ces liaisons reviennent toutes a faire glisser le mobile sur une surface ou sur une courbe assignée à priori.
1° Introduction brusque d'une surface.
Pig. 18* Soit un mobile M, qui ,
parcourant une certaine trajectoire sous l'action des forces qui le sollicitent, arrive en M avec une vitesse actuellement dirigée suivant MI. Supposons qu'à cet instant précis le mobile soit brusquement assujetti à se mouvoir désormais sur la surface A M B.
La vitesse M I peut être décomposée en deux autres, situées dans le même plan, Tune suivant la normale MN à la surface, l'autre suivant la tangente MT déterminée par
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rintei*seetîon de la surface avec le plan normal IMN.
Si le mobile possédait la seule vitesse MX, rien ne Fempécherait de glisser sur la surface, et, par suite, d'obéir à la liaison introduite, sans déterminer ultérieurement, de la part de cette surface , d*autre action que celle qui se développe dans le cas ordinaire de liaisons existant dès Torigine du mouvement. Mais, pour qu'il en soit ainsi, la vitesse normale MN doit être détruite. Donc l'introduction de la surface revient à anéantir brusquement la vitesse normale MN. Cet anéantissement se fait au moment même où le point M est dans sa position actuelle, et sans qu'il puisse continuer à se mouvoir suivant la direction M I, puisque la surface est impénétrable et oppose conséquemment un obstacle absolu. La destruction de la composante normale de la vitesse a donc lieu instantanément.
Quand nous nous exprimons ainsi, c'est, bien entendu, au point de vue théorique, et dans la conception idéale d'une surface mathématiquement inflexible. Mais n'oublions pas que , dans la nature, les choses , de -toute nécessité, se passent un peu difiëremment. Il n'y a pas de surface, si dure qu'elle soit, qui no se déforme légèrement sous la grande et brusque pression que le mobile, avec sa vitesse acquise, vient exercer sur elle. C'est pendant le temps trèscourt, et généralement inappréciable, de cette déformation, que la surface, par sa résistance continue, détruit la composante normale de la vitesse. Mais, quoique lé phénomène ait ainsi une durée réelle, sans laquelle, d'ailleurs, il ne se concevrait point , cette durée est assez petite pour que le phénomène abstrait, relatif à une surface mathématiquement inflexible, puisse servir de type d'assimilation au phénomène réel, et pour que le nom d'instantané lui soit attribué aussi bien dans la réalité que dans la conception théorique.
Pour eu revenir à notre démonstration, nous voyons que rintroduction brnsque de la surface joue le rôle d'une foi-ce
qui, pendant un temps extrêmement court, devrait détruire une certaine quantité de mouvement, et qui, par conséquent, doit être supérieure en grandeur à toutes les forces mo^ trices ordinaires. Car , pour une certaine quantité de mouvement à produire ou à détruire , la force doit croître à mesure que la durée de Faction diminue.
Les forces dans le genre de celle qui naît ici de Tassujettissement brusque du mobile à demeurer sur une surface ont reçu le nom de forces instantanées ou forces de choc. Ce terme de choc rappelle que la force se développe à l'occasion de la rencontre d'un obstacle par une certaine masse eu mouvement.
Cela posé, soit V la vitesse avant Tintroduction, V^ la \itesse après l'introduction ou la vitesse conservée suivant le plan tangent, etU la vitesse perdue, c'est-à-dire la vitesse suivant la normale, je dis qu'on aura :
Cette relation est évidente, car M N et MT étant perpendiculaires entre elles, on a
Ainsi , tout choc d'un point matériel contre une surface donne lieu à une diminution de vitesse, représentée par la construction du rectangle, et à une perte de force vive égale à-^mlJ^ On peut voir aisément à quelle fraction de la force vive initiale correspond, suivant les cas, la perte en question. Un a, en effet :
U = V €08 N IW I = V sin H M L I et, par suite :
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en il<;8iguaiit par i cet angle H ML, qui a reçu le nom d'ang/e d'incidence.
Coite ivlaliou signifie que la fraaiou de la force vive îditiaU') qui représente la perte due au choc de la surface, est mesurée par le carré du siuus de Taugle d^iucidence. D où Ton conclut que cette p>erte est nulle ou totale, suivant que Taugle dlucidenœ est nul ou droit, ce qui est évident à friori,
Kemarque, — Si le point matériel n'est, après le choc, soumis à aucune force extérieure, la force vive ^ mV| , qui succèdes au < hoc, se maintient intégralement dans la suite (lu mouvement, car cette force vive ne peut pas être modifiée par le travail des seules forces de liaisons, qui est nul, comme on sait. L'obs(>rvation de la vitesse, à un moment quelconque après le choc, permet donc d*évaluer la perte due ù c(î choc. Si le mobile continue à être soumis à des forces extérieures, il n'en est plus ainsi. Cependant on peut, au bout d'un temps assez court, observer la vitesse du mobile pour s<^ rendie compte de la perte de force vive : car la variation apportée» pendant ce temps par les forces extérieures est négligeable par rapport à celle qui est due au choc.
2° Introduction brusque d'une courbe.
La démonstration est tout à fait semblable. La vitesse M I peut être décomposée en une vitesse suivant la tangente MT à la courbe, et une vitesse MN, perpendiculaire à cette courbe et située conséquemment suivant Fintersection du plan IMT avec le plan mené en M normalement à la'courbe. L'introduction de cette courbe revient donc à anéantir brusquement la vitesse suivant MN. Il en résulte, comme précédemment :
•- m V' = ^ m VJ -h -; m US
-~m\^ sin ^ I ;
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en désignant par i Tangle formé par la direction de la vitesse initiale avec la tangente à la courbe.
115. —Suppression brusque des liaisons. Supposons qu'un mobile, assujetti à demeurer sur une surface , soit .•^ arrivé actuellement eu un
certain point M, et qu'à ce moment précis il soit brusquement arraché de cette surface et lancé dans une certaine direction M 1. C'est ï^ ce qu'on exprime en disant qu'il s'est produit une explosion entre la surface et * le mobile, explosion qui a Fig. 1», eu pour résultat de rompre
les liens quelconques qui retenaient le mobile sur la surface, et de changer la direction de son mouvement qui s'effectuait suivant une certaine tangente M T.
La force de liaison de la surface étant diiùgée suivant la normale MN, la force d'explosion qui rompt cette liaison sera dirigée en sens inverse, c'est-à-dire suivant le prolongement MN' de la normale, et, puisque le mouvement, au lieu de s'effectuer suivant MT, s'effectue suivant MI, on doit considérer l'explosion comme ayant développé une force instantanée qui a subitement communiqué au mobile une certaine vitesse suivant M N'.
Si V est la vitesse MT, U la vitesse MN', et V^ la vitesse qui succède à l'explosion, je dis qu'on aura :
± m Vj == ^ m V2 4- T wi U^
C'est ce qui résulte évidemment de la construction du^ rectangle où l'on a Y^=V'^-+-U-.
La vitesse U est nonnnécî vitesse gagnée, comme dans le cas du choc elle était nunnnée vitesse perdue.
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AÎDsî, toute explosHMi des UaùsoDS qui assujettissaient un point uMitêrîel à se oiouToir sur tue surface doune lieu à une augmentatloo de Tîtesse, représentée par la construction du rectangle, et à un gain de force vive égal à {mW.
Ou peut voir aisément à quelle fraction de la force vive initiale correspond le gain en question. On a, en effet,
U=VtangIMT,
et« par suite,
^ ••U' = ï»i V. tangue;
eu désignant par e langle I M T qu on appelle angle de projeeiiom. Cette relation montre que la fraction de la force vive primitive, qui représente le gain du à l'explosion , est mesurée par le carré de la tangente de Fangie de projection.
D*après cela, le gain de force vive est d'autant plos grand que Tangie de projection augmente davantage. Il serait infini si le m<AUe était lancé suivant la normale : en effet, pour que la vitesse résultante eût cette direction, il faudrait que cette vitesse composante MN' fut infinie. Au contraire, ce gain serait nul si le mobile s'écbappait suivant la tangente : car alors, il n'y a pas d'explosion proprement dite.
La suppression brusque de la liaison à une courbe offirirait les mêmes conclusions. Nous croyons donc inutile d'y revenir.
En définitive, on voit que les propositions énoncées au commencement de cet article se trouvent pleinement démontrées.
ÉTABLIS DANS LES TROIS CHAPITRES PRÉCÉDENTS, OU MÉTHODE
116. — Nous nous proposons ici de trouver, par une autre méthode, les équations fondamentales du mouvement d*un point matériel libre ou assujetti à des liaisons quelconques. Nous mettrons égaleinent en évidence les principaux résultats déjà obtenus.
Cette méthode, qui, au fond, ne peut différer de celle qu'on a précédemment employée, — car les vérités exprimées par le calcul sont nécessairement identiques sous des formes diverses, — a reçu le nom de métliode des mouvements vir^ tuels. La proposkion dans laquelle elle se résume est appelée principe des moments virtuels y et consiste en ce que :
Dans tout mouvement d'un point matériel, libre ou assujetti à des liaisons quelconques, le moment virtuel des forces extérieures est égal au moment virtuel de la force conservée.
LMntelligcnce de cet énoncé nécessite quelques définitions préalables.
Définitions.
On nomme position virtuelle d'un point matériel toute position que pourrait occuper ce point sans altérer les liaisons auxquelles il est soumis, on, en d'autres termes, toute position compatible avec Tétat de ces liaisons.
On nomme de même fnouvement ou déplacement virtuel tout mouvement dont la trajectoire ne passerait que par des positions virtuelles.
Ainsi :
Pour un mobile libre de liaisons, tout point de l'espace est une position virtuelle, et toute ligne continue est une trajectoire de mouvement virtuel : car, avec des forces convenablement choisies, le mobile peut toujours être transporté dans cette position et suivre cette ligne continue ;
Pour un mobile lié à une surface, tous les points et toutes les lignes de cette surface sont des positions et des trajectoires virtuelles, et les points et les lignes hors de cette surface ne sont pas des positions et des trajectoires virtuelles, car le mobile ne saurait y passer sans manquer à ses liaisons;
De même, pour un mobile lié à une courbe, il n'y a de positions virtuelles que les points de cette courbe, et de trajectoire virtuelle que cette courbe elle-même ; c'est-à-dire que les mouvements virtuels n'existent que dans deux sens, suivant les deux parties opposées de la tangente au point considéré.
N. B. Dorénavant, quand nous parlerons de positions virtuelles, il sera entendu, à moins de stipulation contraire, que nous envisageons uniquement les positions infiniment voisines; par suite, la trajectoire d'un mouvement virtuel se
réduira à rélément rectiligne infiniment petit qui joint le mobile à Tune de ses positions virtuelles.
On nomme moment virtuel d'une force appliquée à un mobile la valeur numérique de cette force multipliée par la projection, sur sa propre direction, du déplacement virtuel infiniment petit que Ton considère. — Le moment virtuel n'est, comme on voit, que le travail virtuel delà force, dénomination qui serait préférable; toutefois, nous conserverons la première qui a prévalu dans Tusage.
On appelle force conserve'e d'un mobile la force qui déterminerait à chaque instant le mouvement effectif de ce mobile, s'il étsftt complètement libre. Ainsi, v^u etw étant à tout moment les projections delà vitesse effective, la force capable de produire un semblable mouvement a pour com-
. dv du dw ^ ,, «
posantes, suivant les axes, w-j^, ^-jr> m-^. Cette force
est ce que nous appelons la force conservée; elle n'est autre que la force motrice elle-même si le mobile est libre; et, dans le cas où il se trouve assujetti, elle est la résultante de la force motrice et de la force de liaison. Cette force conservée est nommée aussi par certains auteurs force totale, pour indiquer qu'elle représente l'effet total reçu par le mobile, tant de ses forces extérieures que de ses forces de liaisons.
Le moment virtuel de la force conservée sera donc égal au produit de cette force, que l'on conçoit menée en grandeur et en direction, multipliée par la projection du déplacement virtuel sur celle direction ainsi tracée.
Cela posé, nous allons procéder à la démonstration dn théorème sus-énoncé.
117. — Soit m un point matériel quelconque, libre ou assujetti à des liaisons, P la résultante des forces extérieures ou motrices, et I la résultante des forces intérieures ou de liaisons (laquelle disparait si le point est libre).
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Soit X, Y,Z les composantes de P, et K,L,M celles de I; soit enfin une droite quelconque, menée par le point m, et 9 une portion arbitraire de cette droite, dont nous désignerons les projections sur les axes par ôx, $y, èz. Les angles de cette droite avec les axes auront respectivement pour cosinus
ix $y $z
dans lesquels Sx, 5y, $z ont des valeui*s tout à fait indépendantes les unes des autres si la direction de la droite est véritablement quelconque. — Bien n'empêclie, d'ailleurs, de supposer $x, $y et $z infiniment petits, tout en restant indépendants ; cela n*altèrera en rien la généralité de la position de la droite, et nous y trouverons cet avantage que, si nous voulons, par exemple, exprimer que ladite droite se confond avec la tangente d'une courbe, il suffira d'écrire :
$x =^dx ^ $y =idy ^ $z=:dz .
On sait, en vertu de la sixième proposition (n*» 66), que la projection de la force motrice sur une droite quelconque, est égale à la masse du mobile multipliée par l'accélération de la vitesse projetée sur la même droite. Appliquons ce théorème général à la droite désignée cidessus, en remarquant que, quelles que soient les liaisons du mobile, on peut toujours le considérer comme effectivement libre, pourvu qu'on entende par force motrice l'ensemble des deux forces P et I. Il viendra :
dt
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relation qui se simplifie considérablement en effaçant les facteurs communs et se change en celle-ci :
(2) X$x + YSy-\-Zàz4-K$x+LSy-\'M$z=^
dv ^ ^ du ^ , dw ^
Or le premier membre, sous la forme actuelle, représente précisément le travail ou moment de chacune des forces P et I pour un déplacement infiniment petit d«, dont la direction est d'ailleurs tout à fait quelconque ; quant au second membre, il représente le moment, pour le môme déplacement, de la force conservée, c'est-à-dire de la force qui a
do du dw pour composantes, suivant les axes, ^^—rj-j "^~j7f ^*';77 •
Jusqu'ici, nous avons laissé la droite os tout à fait arbitraire; si nous voulons que les moments considérés soient des moments virtuels, il faut exprimer que celte droite Ss est celle d'un déplacement compatible avec les liaisons. Dans ce cas, le moment de la force I disparaît nécessairement de l'équation (2) : car, si le mobile est libre, la force de liaison est nulle, et si le mobile est assujetti à demeurer .sur une surface ou sur une courbe, la force I est perpendiculaire à la dircctiou de tout déplacement virtuel, et, par suite, son moment est nul.
Donc enfin l'équation (i>) se réduit à celle-ci :
(M) X èx + Y Jy + Z Sz = m (| $x + J ^y + ^ $*) ,
laquelle démontre la proposition annoncée, savoir : que le moment virtuel de la force extérieure est égal au moment virtuel de la force conservée.
Cette proposition, ne l'oublions pas, n'est que la IranS" fortnation algébrique du théorème général du n° 66; et, comme c'est ce théorème qui sert exclusivement de base
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;iii\ (M|iiulioiis rlii moavomeni iroav<'*es dans les chapitres |)i'<>('i*(l<*iits, on p(fiit s attendre ù voir ces mêmes équations iiiipli(!itemeiit contenues dans la proposition actuelle. C'est, vu eiïct, ce que nous allons montrer.
118. — V Ëje pélBt Bialériel est libre. — Dans ce cas, liMit (li'placcment est virtuel. Par conséquent, $x, $y, $z houl absolument quelconques et indépendants les uns des autrrs. Donc les coeiGcients de chacune de ces trois quanlih'*s dans ré(|uation (M) doivent être séparément nuls; ce qui fournil les trois relations
V dv ^ du „ dw
dt . dt dt ^
l('H<|U(«lleH ne sont autres que celles qui conviennent au mou-
Nomoiil d*un point libre. Ainsi, le principe des moments
Ndiuols n'viont, en définitive, aux équations fondamentales
oi'^ltiinin'S, 01 cela doit être : car celles-ci, exprimant que la
|\iHv|Mïsiiion du n* 66 a lieu pour les trois directions des axes,
«ApHuiont |>ar là même qu'elle a lieu aussi pour une direc-
\\\\\\ i|iu'l<x>nque, et, par suite, pour celle dont les cosinus
. . • is iy $z
\\\\\ 010 ivpn^sontes ci-dessus P^^ j;^ > Ff» >7 •
^^^ l«t^ IM^m Miilfrlél est assi^tll k demeurer s«r une «m'fliiM^. - IVius oecâs, lout déplacement n'est pas virtuel; ov l^s^w^1^i^M^ ^XO no oonvîoui qu'à un déplacement virtuel ; il Www ^l>^«o ovj^nuHHT qiK* ijr. Jjf , iz ne sont pas entièrement ^Mo(s\vi^\H^\x. n^;ii:^ doivoni saiisfaire à la liaison supposée, 01 ^Mo, (vir MU(o. U |HV!4iù>n dont les coordonnées sont ^ I .Vxj» i x%.c f c? osiHnoposîUon virtuelle, OU que ses v\HO\>I^MiM^N\< N^lî:^>«t i rt\itt;!Hk>n do la siuface/X^, y, z)=o. \W\^\^ 1^^ \.^U^it^ ;iirbîir3iiw« quim peut assigner à isj Sy, Ji*» nU^^î^ IVsjiwilh^ v^^ ^^' i>Mifennees dans le cercle de
ou bien
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en ayant égard à ce que f(x, y^ ^) = o, et à ce que $x, $y, $2 sont des infiniment petits, dont les puissances supérieures à la première sont négligeables.
Dès lors, il faut éliminer entre ces deux équations une des trois quantités ^;r, $yj Szj et exprimer que celles qui restent dans Féquation finale sont désormais quelconques ou que leurs coefficients sont isolément nuls.
En effectuant ce calcul, on trouve :
dz dx \di dz dt dxj '
dy dx \dt dy dt dx)
A ces équations on doit joindre l'équation de la surface pour trouver les trois coordonnées en fonction du temps.
Ce sont précisément celles qu'on a déjà établies au n° 101; et cela doit être, car, dans Tune comme dans Tautre méthode, on fait disparaître la force de liaison en exprimant qu'elle est normale au déplacement, ou que ce déplacement est virtuel puisqu'il est situé dans le plan tangent.
On peut aussi mettre les équations du mouvement sous la forme (A) du numéro précité. Il suffit pour cela de faire l'élimination par un autre procédé , entre les deux équations (M) et (N). Employons pour faire disparaître ^z la méthode dite des coefficients indéterminés. Nous multiplierons (N) par une constante A, et nous ajouterons à l'équation (M) : la quantité h sera déterminée par hi con-
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dition que dans l'équation résultante le coefficient de $z soit nul. Cette équation résultante est
(i)(x + 4)^.-|-(Y + A|)5y+(z + A^J.= fdv ^ , du ^ , dw ^\
La valeur de h doit être telle, avons-nous dit, que le coefficient de $z soit nul ; cette valeur étant ainsi déterminée et portée dans les coefficients de Sjp et de Sy, il faudra, d'après la nature de.la question, que ces coefficients eux-mêmes soient nuls. Cela revient à avoir les trois relations :
Si on élimine A, on retombe sur les équations (C) précédemment trouvées. Mais au lieu de faire l'élimination, interprétons le sens de ces trois relations.
Elles expriment que, suivant chacun des trois axes, le mouvement a lieu comme si le point matériel était parfaitement libre et sollicité par l'ensemble de deux forces : l'une dont les composantes sont X, Y, Z, et qui n'est autre que la force extérieure ; l'autre, qui représente conséquemment la
, df ^ df force de liaison , dont les composantes sont ^^-j^T» "'d^
h -^. Cette force de liaison, que je désignerai par K, est
donc égale à-g-, en posant pour abréger
vW-DW
D'après ces notations, les composantes /i. ^ , h-r-^ h-J^
de la force de liaison seront respectivement représentées par
dx dy dz
mais on sait que les angles X, fx, v formés par la normale à la surface avec les axes coordonnés, ont pour cosinus
"ai' "^» ^di'
donc les trois relations (2) prennent la forme :
X+KcosA = m^, Y-hKcosfji=m-7-, Z-|-Kcosv=m-T-.
Ce sont là précisément les équations (A) du n*" 101.
3*" Le point matériel est assujetti à demeurer sur uue eouriie. — Dans ce cas, il faut exprimer que ^x, $y, 5z ne sont pas quelconques dans Téquation (M), mais représentent un déplacement virtuel, c'est-à-dire le seul déplacement qui peut avoir lieu sur la courbe donnée. Il faut donc que ces trois quantités satisfassent aux deux équations qu'on obtiendra en substituant à x, y, z, dans les deux équations de la courbe, les coordonnées x+Sx, y-h^y, z-\'§z. Dès lors, il faut éliminer entre l'équation (M) et les deux nouvelles équations dont nous parlons, deux des quantités $x, ôy, ôz, et écrire ensuite que le coefficient de la troisième est nul.
Soit f(jr,y,z) = o et cf (j?, y, z)=o les deux équa-* tions de la courbe : l'élimination devra avoir lieu entre l'é^ quation :
(M) X 5.^ + Y dy + Z$z=m(^ Jar+^^y + ^ O^j) ,
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et eelles*-ci :
\dx dz ^ dz
Employons la loétliodc des coefficients indéterminés; à ret effet, multiplions les équations (N) respectivement par A et par /, et ajoutons avec Téquation (M), il vient :
En égalant à zéro chacun des multiplicateurs de $x, Sy^ $z, on a les trois équations :
entre lesquelles il faut éliminer A et / pour avoir Téquation qui, réunie à celles de la courbe, permettra de trouver j?^ y, z en fonction de t. Si Ton fait cette élimination, on trouve
X rfj: 4- Y rfy -h Z rfz = rf \ni V ,
ce qui est précisément l'équation (C) du n** 108. On devait s'y attendre, puisque, dans l'une comme dans l'autre méthode, on fait disparaître la force de liaison en se fondant sur ce qu'elle est perpendiculaire à la courbe ou au déplacement virtuel.
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On peut aussi, comme ci-dessus, interpréter directement la signification du système des équations (2).
En reproduisant les mêmes considérations, il est facile de
voir que les quantités h -4-, ^d^ ^d ï^P^^^sentent les
trois composantes d'une force qui serait justement la force de liaison dans Thypothèsc où le mobile serait assujetti seulement à demeurer sur une surface ayant pour équadoii
f(Xj y, z) = 0. Pareillement, les trois quantités ^-^ »
/ -^ , / -^ représentent les trois composantes de la force
de liaison qui correspondrait à la surface cp Qv, y,z) = o. Or, le point matériel qui serait assujetti à se trouver simultanément sur chacune des deux surfaces f{a?, y^ z) == o , 9 (^> y, ^) = o serait assujetti par là à se trouver sur leur intersection, c'est-à-dire sur la courbe donnée. Par conséquent, Tensemble des deux forces de liaisons qui correspondent respectivement aux deux surfaces représente la liaison qui corrrespond à la courbe. Donc, les trois quantités
représentent les trois composantes suivant les axes de la force qui équivaut à la liaison de la courbe. Cette force est d'ailleurs nécessairement normale à la courbe, puisque les deux forces relatives aux surfaces, dont elle est la résultante, sont respectivement normales à ces surfaces, et que par suite le plan de ces deux normales, dans lequel est ladite résultante, est perpendiculaire à l'intersection des deux surfaces, qui est la courbe donnée. Si donc la force de liaison relative à la courbe est représentée par K, et ses angles par X, (AyVy on peut écrire :
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(3) {Kcosu = A| + /g.
Kcosv = /i^ + /^; dz dz
et par suite, les équations (2) prennent la forme des équations (A) du nM08.
k"" l^e point matériel étant lllire ou assujetti, les forées se font équilibre. — Il faut exprimer que ces forces sont sans influence sur le mouvement du mobile, et que, par suite, le premier membre de Téquaiion (M) est nul, ce qui donne la relation
(M') \$x 4- Yjy 4- Z Jz = o .
Si le mobile est libre, cette relation donne les trois conditions
S'il y a une surface, il faut combiner (M') avec l'équation
absolument comme nous faisions tout à Theure dans le cas du mouvement. On en déduira les deux conditions d'équilibre déjà connues :
dy dx ^ dz dx '
£nân, s'il y a une courbe, on combinera la même équation (M') avec les relarions
et Ton trouvera comme précédemment,
Xda;-f-Yrfy4-Zrfz = o.
5° Introduction oujsuppresslon brusque des liaisons.
— Examinons d'abord le cas de Tintroduction.
Supposons qu'aucune force extérieure n'agisse sur le point matériel, au moment où la liaison s'introduit. L'équation des moments virtuels est à cet instant précis -
,M\ dv ^ , du ^ div ^
Or, on peut prendre alors pour déplacement virtuel un déplacement qui, après l'introduction, sera compatible avec le nouvel état des liaisons. Le déplacement effectif satisfait très-bien à cette condition, car la position du mobile est la même, avant et après l'introduction, puisque la durée est infiniment petite. Si nous représentons ce déplacement effectif par dx^,dy^j dzj^^ on aura :
dv j , du , dw j
Prenons l'intégrale par rapport au temps, pour la durée infiniment petite de l'introduction ; les quantités dx^y dy^y dz^ ne changent pas. Appelons Vj, w^, w^ les composantes de la vitesse V^ aussitôt après l'introduction ; il viendra
Or, soit U une vitesse dont les composantes, suivant les trois axes, soient égales à v—Vj^, u — u^, w—tc^. La vitesse initiale V, qui a pour projections r, u et m?, est donc la résultante de la vitesse U et de la V| (U est ce que
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nous avons nommé au n" 114 la vitesse perdue). L équation (2) donnera, en remarquant que r, = -^ , m, = -^, dzt
^ = sr ^"^ " ^^^ '^ d^ ^"^ — ^^^ '*"dt ^^ ~ ^'^ =
= v^{v — v^) + w, (m — u^) + tr, (t» — tr,) =
= UV, cos(U,VJ.
D*un autre côté, puisque V est la résultante de TJ et de Vj, on a
V^ = U« + V J 4- 2 U V, ces (U, V J , et, par suite,
L 7» V* = ; I» Vj -+- i m U* ,
ce qui est la relation démontrée au n* 114.
On ferait une démonstration analogue pour la suppression des liaisons.
N. B. Nous avons supposé qu'aucune force extérieure n'agissait sur le mobile pendant l'introduction. On peut toujours faire cette hypothèse, car la durée de l'introduction est si courte que les forces extérieures sont absolument sans influence sur les variations de la vitesse.
De tout ce qui a été développé dans le présent numéro, il ressort que l'équation des moments virtuels donne exactement les mêmes résultats qu'on avait déjà obtenus dans les précédents chapitres. Nous avons d'ailleurs eu soin d'indiquer que les deux méthodes procèdent directement du même principe, savoir celui qui fait l'objet de la sixième proposition du n" 66.
CHAPITRE PREMIER
119. *- On dit qae des points matériels forment un système^ lorsqu'il existe entre ces points, par des moyens quelconques, une certaine dépendance en vertu de laquelle le mouvement de Tun d'entre eux est influencé par le mouvement des autres; ou, pour dire autrement, en vertu de laquelle si tous ces points, excepté l'un d'eux pri* arbitrairement, viennent à recevoir des mouvements, ce dernier recevra par contre-coup un certain lïiouvement correspondant.
Si dans un système on pouvait distinguer deux groupes.
2^0 LIVRE m. — SYSTÈMES MATÉRIELS.
îiidépeiidants Tuu de lautre et offrant d'ailleurs entre les points de chacun d eux la solidarité que nous venons de définir, on n aurait plus en réalité un système, mais bien deux systèmes a chacun desquels s'appliquerait ce qui a été dit ci-dessus.
Selon que la dépendance des points est obtenue au moyen de forces ou au moyen de liaisons analogues à celles que nous avons considérées dans le Chapitre IV du Livre précédent, les systèmes sont appelés dynaniique$ ou géométriques^ termes qui seront éclaircis par ce qui va suivre.
Dans les systèmes de Tune et de l'autre nature, on reconnaît des systèmes libres et des systèmes assujettis. Les premiers sont ceux pour lesquels il n'y a pas d'autres liaisons que celles qui existent entre les points, de telle sorte qu'un d'entre eux, pris au hasard, peut recevoir, au moyen de forces convenablement disposées, toute espèce de mouvements, sauf à influencer les autres points d'une manière correspondante. Les systèmes assujettis ou qui ne sont pas entièrement libres sont ceux dans lesquels un ou plusieurs points sont non-seulement liés aux autres, mais astreints en outre à demeurer sur des courbes ou des surfaces assignées à priori^ de telle sorte que ces points ne peuvent pas, quelles que soient les forces appliquées, prendre tous les mouvements imaginables, mais ils ne peuvent au contraire se déplacer que suivant des directions compatibles avec ces surfaces et ces courbes. La distinction des systèmes libres et des systèmes assujettis, prise dans toute sa généralité, n'offre qu'ua médiocre intérêt pratique. Aussi les traiterons-nous simultanément, en avertissant chaque fois que nos déductions conviennent soit à nn cas soit à l'autre.
120. — Systèmes dynamiques. — Les systèmes dynamiques sont, avons-nous dit, ceux dans lesquels la dépendance des points est due uniquement à des forces. Pour que cette dépendance ait lieu effectivement, il est nécessaire que cha-
que point soit individuellement sollicité par quelque force fonction des coordonnées des autres points. Car, si un seul n'était pas soumis à de telles forces, tous les autres points pourraient changer de positions, c'est-à-dire recevoir des mouvements quelconques sans que le premier subît aucune modification dans l'état actuel des forces totales qui le régissent : par suite son mouvement propre n'en serait aucunement altéré, ce qui est contraire à l'hypothèse où nous sommes que tous les points matériels forment un système.
Le caractère algébrique d'un système dynamique est donc qu'il y ait pour chaque point au moins une équation de la forme
équation où F représente une des forces destinées à réaliser la dépendance, et x, y, z, x\ y', .... les coordonnées des divers points.
Ainsi, un système dynamique de n points matériels implique au moins n équations de la forme ci-dessus. Il peut d*ailleurs y avoir un nombre quelconque de ces équations, car chaque point peut être soumis à autant de ces forces qu'il plaira de supposer.
On peut ajouter que, pour que le système existe réellement, il faut :
1® Que chaque point figure au moins une fois, par quelqu'une de ses coordonnées, dans le groupe d'équations en question. — Car si un point restait à l'écart de ces relations, son mouvement pourrait varier à l'infini sans qu'aucune des forces F fût changée, et par suite sans que le mouvement d'aucun des autres points fut modifié. Ainsi, ce point ne ferait pas partie du système.
2*» Que les équations ne puissent pas être séparées en deux groupes tels que les points qui figurent dans l'un des groupes ne figurent pas dans l'autre. — Car alors les deux groupes
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à^ pMfti» ac^irfkii qaî Kiù€wsftùmàtmÊ aox deux groupes dT^qs^tio» itjtwktniitmi r««lkmeat desL s]rslèmes parfaiten^ttt «listÂiKi», fi«tui*t le BoaTeflieBi des poiols matériels àt ïun ^enâi sases ÎBÉBeiice mv le moareiDeDt des points natf^nel» dic l'antre.
Toaies les forces analogves à la force F seront appelées par nous forces de liaim»m* ob forcet ÎHtérieureSj par opposîUoQ aox forces qui ne coalrîbMHt pas à la dépendance et que noos cootînoerons à immudct, selon ce que nous avons déjà lait an chapitre HT, fmrees extérieures. Quant au\ équations analogues à réqoalîon ci-dessus, nous les appellerons équations de liaisons.
Nous ferons cette remarque importante, que, dans un système dynamique libre, tous les mouvements sont possibles, c^est-â-dire qu'au moyen de forces extérieures convenables on peut mouvoir simultanément tous les points suivant des directions absolument quelconques. Car chaque point est en réalité comme un point libre, sollicité par Tensemble des forces extérieures et intérieures, qui ont une seule résultante. Or, en combinant avec cette résultante une nouvelle force extérieure convenable, on peut obtenir ime nouvelle résultante précisément capable de produire le mouvement qu'on a en vue.
Telle est sans contredit la manière la plus générale possible de concevoir et de présenter les systèmes dynamiques. Mais, dans la réalité des choses extérieures, une si grande généralisation est inutile. La nature, plus bornée dans ses moyens d'action que notre imagination, ou plutôt plus ingénieuse à les combiner pour en faire sortir une infinie variété de résultats, n'offre que des systèmes dynamiques cai'actérisés par cette condition :
Que toutes les forces intérieures agissent suivant les lignes droites qui joignent les points deux à deux , et ces forces Kout deux ù deux numériquement égales et opposées. C'est
là ce que , dans notre examen des lois de la nature , au premier livre, nous avons nommé la loi d'égalité entre Taction et la réaction.
En outre, ces forces sont, la plupart du temps, fonction unî- .quement de la distance entre les points matériels. Cette dernière condition souffrant quelques exceptions, par exemple pour les phénomènes calorifiques, où le temps intervient, nous nous bornerons à attribuer aux forces intérieures la propriété exprimée par la loi de réaction. Ainsi nous considérerons dans nos calculs, en fait de systèmes dynamiques, tous ceux où les forces intérieures sont deux à deux égales et opposées. — Les systèmes abstraits, hors de cette catégorie, seraient sans utilité puisqu'ils seraient sans application possible.
121. — Systèmes géométriques. Dans ces systèmes la dépendance est réalisée au moyen de liens tels que ceux du chapitre IV. Ces liens sont en effet les seuls auxquels on puisse recourir pour concevoir Texistence d'un système qui n'est pas dynamique. Quelle que soit la manière dont les points matériels puissent être mis en relation, autrement que par des forces, la question se ramène en définitive à la liaison de deux points.
Or on ne peut imaginer deux points liés entre eux que d'une des manières suivantes :
1° Au moyen d'une tige rigide et invariable de longueur;
2^ Au moyeu d'un fil parfaitement flexible, mais inextensible, aux extrémités duquel les deux points sont invariablement attachés. — Cette liaison revient à la première, car, tant que le fil est tendu, il se comporte comme une tige rigide, et, dès qu'il cesse de l'être, il cesse en même temps d'être une liaison ;
3° Au moyen d'un fil parfaitement flexible, mais inextensible, le long duquel les points matériels pourront librement glisser, comme feraient des anneaux. — Pour qu'en pareil
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cas le fil fasse liaison, il est indispensable qull soit fixé par deux de ses points, ou invariablement attaché à deux points matériels : car, autrement, les mobiles glissant le long du fil s'en échapperaient, sang aucune résistance possible de celui-ci.
Les liens considérés se réduiront donc au premier et au troisième, celui-ci satisfaisant d'ailleurs à la condition que nous venons d'énoncer.
Nous n'avons pas à nous préoccuper des liens qui pourraient s'allonger ou se raccourcir, tels, par exemple, que des ressorts. Car, de deux choses l'une : ou bien la résistance qu'offre le lien à varier de longueur est une force constante, et alors il n'y a plus, à proprement parler, de système, cette force constante n'étant qu'une force motrice de plus, indépendante de la position des points matériels; ou bien cette résistance varie d'une certaine façon avec la distance des points unis par le lien, et alors nous rentrons dans le cas des systèmes dynamiques, puisque le lien équivaut exactement à une force fonction des coordonnées des points.
Avant de poursuivre ces réflexions sur les systèmes géométriques, nous devons rappeler au lecteur cette circonstance capitale , que , dans la nature , il n'y a pas de systèmes géométriques. Il en est des liaisons entre les points comme du mode d'assujettissement d'un point unique, étudié dans le précédent livre. Tous les liens sont matériels, et par conséquent toujours plus ou moins sujets à s'allonger et à se raccourcir. Aucune lige n'est complètement rigide, ni aucun fil parfaitement flexible. Là où l'on veut une résistance absolue, on trouve plus ou moins de facilité à céder, là où l'on veut celte facilité complète, on trouve plus ou moins de résistance. Ainsi plusieurs corps matériels, unis entre eux par les moyens que la nature met à notre disposition , sont unis en réalité par des forces intérieures variables, qui tout rentrer le système dans la catégorie des systèmes dyna-
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miques. Pareillement , quand on envisage dans sa constitution intérieure un de ces corps que nous nommoiïs solides, et qui sont formés par un assemblage de points matériels , on trouve que ces systèmes , en apparence géométriques, sont dynamiques en réalité, pour les mêmes motifs que des corps réunis entre eux. Car, dans un corps, si solide qu'il puisse paraître , les points matériels ne sont pas liés par des verges soi-disant rigides ou par tout autre mode semblable , mais ils sont tenus à distance par ces actions mystérieuses qu'on nomme moléculaires, et qui ne sont qu'un cas particulier des forces intérieures des sys^ tèmes dynamiques. Ainsi partout ce sont ces derniers qui, dans la réalité, se substituent à ceux que nous appelons géométriques. Mais, quelque idéale que soit notre conception, nous n'en devons pas moins répéter ce qui a déjà été dit dans le cours de cet ouvrage, que certains systèmes naturels sont assez voisins de nos systèmes géométriques abstraits, pour qu'il y ait un immense avantage à traiter ces derniers , afin plus tard d'en faire des types d'assimilation à l'égard des systèmes effectifs. Cette restriction était nécessaire, pour que l'esprit ne se méprît pas sur la véritable nature des objets que nous considérons ici.
Le caractère algébrique d'un système géométrique, c'est qu'il y ait au moins une équation de la forme
d étant une quantité constante qui, selon les cas, représente la longueur de la tige ou la longueur totale du fil prise entre les deux points qui lui sont attachés invariablement.
Une seule équation de cette nature suffit pour qu'il y ait système, à la condition que tous les points y figurent à la fois par quelqu'une de leurs coordonnées. Car, cette condition étant remplie, si la position de tous les points, excepté
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d*uu seul, vient à varier, la position de ce dernier devra varier aussi pour que Féquation ci-dessus continue à être satisfaite.
Au contraire, si quelque point ne figurait pas du tout dans Féquation , ce point he ferait pas partie du système, puisque ses coordonnées seraient indépendantes des autres.
11 est aisé de comprendre pourquoi une seule relation sufiit à établir le système géométrique, tandis que, pour le système dynamique, il faut au moins autant d'équatious qu'il y a de points. En cfiTet, si, dans le système dynamique, ou avait une seule relation
et que tous les points, moins un, vinssent à varier de posi^ tion, il ne serait pas nécessaire que l'autre point variât aussi pour que Téquation fut toujours satisfaite ; mais, au contraire, cet autre point ne changerait pas, et ce serait la valeur de la force F qut varierait en conséquence.
11 peut y avoir entre les points matériels d'un système géométrique plusieurs équations de la forme de celle qu'on a posée plus haut , mais il ne saurait y en avoir un nombre supérieur à celui des coordonnées de tous les points. Car déjà un nombre égal suffirait à déterminer d'une manière invariable la valeur de toutes les coordonnées, et, par suite, les points matériels seraient tous parfaitement fixes et incapables de prendre aucun mouvement.
Comme dans les^systèmes dynamiques, nous appellerons équations de liaisons les équations semblables à celle qu'on a vue , et forces intérieures ou de liaisons , les forces équivalentes à chaque instant aux actions des liens sur les points matériels.
On peut dire que le caractère distinctif des systèmes géométriques, c'est que tous les mouvements n'y sont pas simultanément possibles pour tous les points, comme dans les
systèmes dynamiques. Ainsi, Ton ne pourrait les mouvoir de manière à faire varier la longueur des tiges ou des fils. Toutes les forces motrices qu'on appliquerait aux points pour leur imprimer, de tels mouvements n'auraient d'autre résultat que de développer dans les liens une résistance indéfiniment croissante. C'est là une différence capitale entre les forces intérieures de pareils systèmes et celles des systèmes dynamiques. En effet, les vaiciations des forces intérieures de ces derniers correspondent à des variations dans les positions des points, tandis que , dans les systèmes géométriques, ces positions peuvent rester les mêmes si les forces extérieures tendent uniquement à imprimer des mouvements qui devraient faire varier la longueur des liens.
Ainsi, en général, quelques-uns des points étant supposés prendre des mouvements tout à fait quelconques, il reste toujours autant de coordonnées inévitablement déterminées qu'il y a d'équations de liaisons dans le système. Si le nombre des équations est égal à celui des coordonnées moins une, toutes les autres se trouvent a priori fonction d'une seule, et c'est celle-là qui, variant avec les forces motrices, impose aux autres des valeurs complètement déterminées. En d'autres termes, les valeurs des coordonnées, en prenant ar, par exemple, pour variable, deviennent :
Ix' = di {x) , I / \
et l'on voit que le point a?, y, z, quelles que soient les forces motrices qui le sollicitent, ne peut se mouvoir que suivant la courbe déterminée par les équations y=f(x)y z=cf(x), — Dans ce cas, on dit que le système est à liaisons complètes, voulant dire par là qu'une seule liaison de plus rendrait tout mouvement impossible. — Si le nombre des équa-
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lioiii» Cbt égal à cdui des coordoonées uioios deuiL , toutes leb cooi'doiiiiéeb pcuveui se mettre sous la forme :
(m) z = f{jc, y , jn) \ y' = y {x, y) ,
et Ton voit que le poiut x, y, z, quelles que soient les forces qui le sollicitent , ne peut se mouvoir que sur la surface déterminée par l'équation z=fjr, y).
>'ous avons dît, à propos des systèmes dynamiques, que tous ceux qu'offre réellement la nature jouissent de cette propriété remarquable , que toutes les forces intérieures y sont égales deux à deux et directement opposées. Nous allons voir maintenant que la conception idéale des systèmes géométriques entraîne nécessairement la même propriété pour les forces équivalentes aux actions des liens absolus établis l^ntre leurs points.
En effet, pour ce qui concerne en premier lieu deux points matériels liés aux extrémités d'une tige ou d'un fil tendu invariable, nous savons, d'après le troisième axiome du W* 20, que les efforts développés en chaque point, par suite même de la liaison, sont égaux et opposés. Si nous considérons, en second lieu, un nombre quelconque de points matériels, M, M', M"......, M ^"^ dispersés le long
d'un iil parfaitement tendu et d'une longueur totale invariable entre les deux points extrêmes M et M^"^ qui lui sont attachés, la démonstration se fera simplement de la manière suivante. Concevons, à un instant quelconque, que le point M", qui, ainsi que tous les points intermédiaires entre M et M^"', peut glisser le long du fil, concevons, dis-je, que ce point cesse de glisser effectivement, tandis que le point M' garde sa liberté. Ce dei'nier se trouvera dès lors assujetti à demeuier sur la surface d'un ellipsoïde dont M et M" sont
les foyers. Toute force extérieure, sollicitant le mobile M', peut èlre décomposée en deux, Tune normale à l'ellipsoïde, laquelle a pour résultat de maintenir le fil tendu, Tautre tangente à cette surface, laquelle fait par conséquent glisser librement le point sur la surface, c'est-à-dire le long du fil, sans développer aucune action intérieure. Quant à la force extérieure normale, nous avons vu au chapitre IV du livre précédent, qu'elle fait naître deux forces intérieures égales,
dirigées respectivement sui- Tii^'^TÏ^~Tr^H. vaut M'M et MM". D'un
autre cote, nous savons que refforten M\ dirigé suivant MM, développe en M un ^^Y, effort égal et opposé ; et de même que Teffort en M', '^' dirigé suivant M'M", déve-
loppe en M" un effort Bgal et opposé. On poursuivrait le môme raisonnement pour les autres points, et on arriverait ainsi à voir que la tension du fil a une valeur numérique constante sur toute sa longueur, et qu'entre deux points successifs M et M', M' et M", les efforts sont directement opposés.
Proposilion première.
122. — Deux groupes de forces équivalents et de sens contraires se font équilibre.
La signification de cet énoncé est celle-ci : Supposons que deux groupes de forces soient tels que, successivement appliqués à un même système de points matériels, ils lui communiquent le même mouvement; je dis que si ces deux groupes sont appliqués à la fois, mais en ayant soin de faire agir chaque force de l'un dans un sens
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diamétralement opposé à sa direction primitive, les actions combinées de ces deux groupes s'anéantiront réciproquement, et que par suite il y aura équilibre.
En effet , soit S et S' les deux groupes de forces équivalents, et M un point quelconque du système matériel.
Désignons par F Tensemble des forces quelconques extérieures ou intérieures qui sollicitent le point M, avant l'in* troductlon du groupe S ou du groupe S' ; par P les forces du groupe S qui sont directement appliquées à ce point, et par I l'ensemble des efforts intérieurs qui se développent en ce même point par suite de la présence du groupe S sur les divers points du système. Après l'application du groupe S, le point M se trouvera comme un point libre sollicité par la résultante des forces F, P et I.
En nous servant de notations analogues à l'égard du groupe S', on voit qu'après l'application de ce groupe le point M se trouvera sollicité par la résultante des forces F, F et r.
Puisque les deux groupes sont équivalents, il s'ensuit que la première résultante est égale à la seconde, et conséquemment que la résultante de P et de I est égale à la résultante de F et de F.
î)'un autre côté, deux groupes identiques à S', mais appliqués en sens contraire l'un de l'autre, se feraient évidemment équilibre, car cela revient à appliquef sur chaque point des forces égales et directement opposées, lesquelles se détruisent réciproquement. Donc, puisque le groupe S', agissant en sens contraire, fait équilibre au même groupe « agissant dans le sens primitif, il s'ensuit que le point M', qui, sous l'influence de l'un d'eux, est sollicité par F, F et F, n'est plus sollicité que par F sous l'influence des deux groupes S' combinés. Ainsi le groupe S', en sens contraire, donne lieu en M à deux forces — P' et — F qui détruisent les deux premières F et F, ou qui ont une résultante égale et directe-
ment opposée. Mais déjà la i ésultaïue de P' et de F était égale à la résultante de P et de I : donc cette dernière est égale et directement opposée à la résultante de — P' et de — F.
Cela posé, appliquons le groupe S et le groupe S' en sens contraire. Le point M se trouvera sollicité par la force F, plus la résultante de P et de I, plus celle de — P' et de —F : or ces deux résultantes, étant égales et directement opposées, se détruisent. Le point M est donc sollicité seulement par F, et par suite prend le même mouvement que si les deux groupes n'existaient pas.
Cette démonstration convenant à tous les points, on voit que les deux groupes équivalents, agissant en sens contraires, se font équilibre.
Conséquences,
1° Si le système est primitivement en repos, il continuera à y demeurer sous les efforts des deux groupes équivalents et opposés.
2° Dans un système dynamique, l'équilibre de deux groupes ne peut avoir lieu qu'autant qu'ils fournissent, sur chaque point individuellement, des forces égales et opposées. En eflfet, les deux groupes en équilibre, pris en sens contraires, sont équivalents, c'est-à-dire communiquent à tous les points des mouvements identiques. Or les forces intérieures, qui dépendent uniquement des positions des points, étant alors nécessairement les mêmes, quel que soit le groupe qui agit, il en résulte que pour chaque point les forces extérieures sont aussi les mêmes. Donc les deux groupes en équilibre fournissent sur chaque point des forces égales et opposées. — Au contraire, pour les systèmes géométriques, les forces intérieures ne dépendent pas des posiiions des points, mais de l'état des forces extérieures qui les sollicitent. C'est pour-
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quoi deux groupes de forces extérieures, dans un état différent, peuvent, en développant des forces extérieures différentes aussi, se trouver parfaitement équivalents.
3*» Lorsque des forces se font équilibre sur un système géométrique, on peut les augmenter ou les diminuer toutes à la fois, dans la même proportion, sans altérer Téquilibre : car doubler, tripler chaque force revient à superposer deux, trois groupes de forces, individuellement en équilibre, et développant chacun des forces intérieures convenables au moyen desquelles cet équilibre a effectivement lieu.
U° L'équilibre d'un groupe de forces sur un système géométrique ne dépend ni des masses des points ni de leur position dans Tespace. Il ne dépend pas non plus du temps, pourvu que les forces extérieures varient toutes de la même manière avec le temps, en conservant leurs rapports numériques et les mêmes directions.
Pour un système dynamique ces propriétés ont évidemment lieu parce que les forces des groupes sont en équilibre sur chaque point isolément.
5° Lorsque des forces se font équilibre sur un système, chacune d'elles, prise en sens contraire, est équivalente à l'ensemble de toutes les autres. Donc celles-ci ont une résultante unique, qui est égale et directement opposée à la première force.
Cette propriété ne convient qu'aux systèmes géométriques: car, pour un système dynamique, nous venons de voir qu'un groupe de forces extérieures ne peut se trouver en équilibre qu'à la condition que sur chaque point individuellement réquilibre a lieu. Donc une seule des forces du groupe ne peut être équivalente à toutes les autres prises en sens contraires.
Remarquer,
123. — Ce qui précède a pour principale utilité de permettre, à volonté, de ramener la recherche de Téquilibre à celle de Téquivalence, et réciproquement. .
Nous ne terminerons pas sans faire, au sujet des systèmes dynamiques, une observation importante, qui nous montrera combien est incomplète la conception de Téquilibre, telle qu'elle est présentée dans les traités de fttatique, où Ton se propose d'étudier cette circonstance directement et sans la rattacher aux considérations beaucoup plus générales du mouvement. En effet, imaginons un système dynamique soumis à des forces extérieures quelconques et actuellement en repos. Si ces forces viennent à être supprimées, les points matériels, en vertu des forces intérieures qui ne sont plus contre-balancées par les autres, prendront certains mouvements; d'où il cessort bien que le groupe des forces exté*^ rieures ne se trouvait pas en équilibre, puisqu'il n'était pas sans influence sur l'état de mouvement ou de repos du corps. Si le système était au contraire géométrique, les points resteraient en repos après la suppression du groupe, puisque cette suppression fait disparaître du même coup toutes les forces intérieures, qui sont dues uniquement à la présence des forces extérieures. C'est donc en défînissant l'équilibre d'après l'influence que les forces exercent sur le mouvement ou le repos, qu'on peut décider que l'équilibre n'avait pas lieu dans le premier cas et existait au contraire dans le second. En statique, dès que les corps sont en repos, on les tient pour être en équilibre. La conséquence inévitable est de commettre une erreur sur le véritable état du groupe appliqué au système dynamique, ou de faire entrer en ligne de compte les forces intérieures de ce système comme forces extérieures, c'est-à-dire de supprimer la conception des sys-
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tèmes dynamiques et de ne plus s'occuper que des systèmes géométriques : point de vue bien peu philosophique, puisqu'eu définitive les systèmes dynamiques sont les seuls qui existent dans la nature ; point de vue d'ailleurs constamment démenti par le langage scientifique lui-même, où les mots de système planétaire^ par exemple, sont afifectés à l'ensemble des astres qui gravitent autour de notre soleil en vertu de forces intérieures égales deux à deux et directement opposées.
Proposition deuxième.
12^. — Définitions. On appelle moment de la masse d'un point matériel par rapport à un plan, ou simplement moment^ le produit de la masse de ce point par la perpendiculaire abaissée sur le plan. — Réciproquement, le plan se nomme plan du moment, — Si plusieurs points matériels, indépendants ou à Tétat de système, sont dispersés d'une manière quelconque dans Tespace, on nomme plan m^oyen des moments ou simplement plan moyen un plan tel que la somme des moments des points situés d'un côté soit égale à la somme des moments des points situés de l'autre côté.
Cela posé, la présente proposition consiste en ce que :
Pour un groupe quelconque de points matériels , il y a toujours une infinité de plans moyens.
Car, si l'on mène un plan quelconque, et qu'on forme les produits relatifs aux moments, les deux sommes, pour la droite et la gauche du plan, que je représente respectivement par 2/wa? et lm^a?^ , seront généralement inégales, — sans quoi le plan serait immédiatement un plan moyen. — Mais si l'on mène un autre plan, parallèle au précédent, à la distance a, les deux sommes analogues pour ce nouveau plan seront :
Im {x -{- a) = Imx -^<x Ijh; 1 vi^ (a?, — «) = 2 m^x^ — oc 1 m^ .
Ces sommes pourront toujours iHre rendues égales en donnant à a une valeur telle que :
Imx -i- 0Llm = 1 m^Xj^ — al m^ ;
„ , Itn.x. — linx d ou a = — v^ — r~v •
Cette même démonstration prouve qu'il y a une infinité de plans moyens, puisque le premier plan mené a une direction tout à fait arbitraire.
Conséquences.
i° Aucun plan parallèle à un plan moyen ne saurait être lui-même un plan moyen : car, pour peu que le plan moyen avance ou recule parallèlement à lui-même, les deux sommes varient simultanément en sens contraires et par suite cessent d'être égales.
2" Si toutes les masses sont égales, le plan moyen des moments est en même temps le plan moyen des distances, puisque l'égalité lmx=l?n^x^ se change en Lv=lx^,
3° Si toutes les masses sont à égale distance du plan il en résulte que lm=lm^ , c'est-à-dire que la somme des masses situées d'un côté est égale à la somme des masses situées de l'autre : en d'autres termes, le plan est un plan moyen des masses.
k" S'il n'y a que deux masses, l'égalité lnix^=^lm^x^ devient ma?=tw,a?4, ou jr^ : a? :: m : m^. Donc les distances au plan sont en raison inverse des masses correspondantes.
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Proposition troisième.
Tous les plans moyens se coupent en un même point
Pour le démontrer, je vais prouver que tout plan mené par le point d'intersection de trois plans moyens est luimême un plan moyen. Comme aucun autre parallèle ne saurait Tetre également, il en résultera bien que tous les plans moyens se coupent en un m(>me point.
* Prenons donc trois plans moyens rectangulaires entre eux, et plaçons Torigine des coordonnées à l'intei'section de ces trois plans. Je mène par cette origine un plan quelconque, et je dis que c'est encore là un plan moyen, c'est-à-dire que la somme des moments est la même de part et d'autre de ce plan, ou, si Ton préfore, que la somme algébrique de tous les moments par rapport à ce plan est nulle ( en comptant comme positives toutes les perpendiculaires situées d'un côté, et comme négatives toutes celles qui sont de l'autre ).
En effet, la perpendiculaire menée d'un point quelconque m, dont les coordonnées sont x, y, z, sur ce plan, qui a pour équation A^4-By)4-C9 = o, (^, yj, 9, étant les coordonnées du plan ), cette perpendiculaire, dis-je, est égale, d'après
ce qu on a vu en géométrie analytique, a — =. ;
par conséquent, la somme algébrique de tous les moments aura la valeur suivante :
kx 4- ByH-Cz 1
-|- B2 my -H C 2 mz) .
Mais par hypothèse les plaus coordonnés sont des plnns
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moyens, cVsl-à-diro quo les sommes algébriques des moments pris par rapport à ces plans sont nulles ; doue ^mr =o, 2.tny=o, l7nz=o.
Il eu résulte que la somme ei-dessus est identiquemeut nulle, quels que soient d'ailleurs A, B, C, ou quelle que soit rinclinaison du plan considéré.
Le point de rencontre de tous les plans moyens a reçu le nom de centre des momefitft. Ainsi le centre des moments est un point tel que tout plan mené par ce point est un plan moyen des moments.
CofiitequettceM,
!• Le centre des moments de deux masses égales est uu milieu de la ligne qui les joint : car tout plan qui passe par (^e point satisfait évidemment à la condition (|ue les deux perpendiculaires sont égales. De même le centre des moments de deux masses inégales est sur cette ligne et la divise en liaison inverse des masses.
2" Si toutes les masses sont égales, le centre des moments est le centre des moyennes distances.
3° Si toutes les masses sont égales et uniformément distribuées suivant une figure géométri(|ue régulière, comme un cercle, une sphère, un cube, etc., le centre (l<»s moments coïncide avec le centre de figure.
Jtcfnarquex,
Si les points matériels changent de positions relatives, comme cela a lieu dans un mouvement quelconque, le centre des moments (!hange lui-même avec le temps. Mais il n*y en a pas moins à chaque instant, pour la figure actuelle affecu^e par les points, un certain centre des moments, dont la place est assignée par la condition que trois plans rectangulaires
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(|ui s*y coiipoiu sont, à cet instant pmîis, des plans moyens.
Si Ton suppose que toutes les masses des points matériels considérés sont sollicitées par la pesanteur, les moments des masses de ces points seront proportionnels aux moments de leurs poids. Par conséquent tout plan moyen pour les mo* ments des masses sera aussi un plan moyen pour les moments des poids, et le centre des moments des masses sera le centre des moments des poids.
Cette circonstance a fait donner de préférence au centre dont il s'agit le nom de centre de gravité, qui signifie centre des moments de la gravité ou centre des moments des poids.
Bien entendu, ce centre n'en existerait pas moins si les niasses n'étaient pas soumises à la pesanteur, ou si leurs poids n'étaient pas exactement proportionnels, comme cela aurait lieu pour des corps situés en des régions suffisamment éloignées du globe. Seulement le terme de centre de gravité n'a plus alors d'autre signification que celle de centre de» moment» de» masse», qui est la propriété caractéristique de sa position dans le système.
Proposition quatrième.
126. — La somme des masses d'un nombre quelconque de points matériels, multipliée par la distance du centre de gravité à un plan quelconque, — ou ce qu'on nomme le tmment du centre de gravité, — est égale à la somme des moments de tous les points matériels par rapport à ce même plan.
N, B, Par ce mot somme, il faut entendre naturellement la somme algébrique.
Soit donc m, m' j m".... les masses des points matériels, a?, y, a?"... leurs distances à un plan quelconque, et Ç la distance du centre de gravité à ce même plan. Je dis qu'on aura :
llm = Itnx = 7nx -h m'x' -{- ni'x" -^
En effet, menons par le centre de gravité un plan parallèle an précédent; l sera la distance entre les deux. Les distances des divers points par rapport à ce nouveau plan, qui est un plati moyen, seront a? — ? , a?' — H , a?"— ? , et Ton aura, d'après la proposition II'',
d'où
2 rnx = 2r»^= ^Stw;
ce qui est justement ce qu'il s'agissait de prouver.
Conêéqueneen.
1° Le centre de gravité, au lieu d'être défini un point par lequel tout plan mené est un plan moyen, peut être également défini un point tel que son moment par rappo7't à un plan quelconque est égal à la somme des mo7nents de tous les points. — Cette propriété nous fournit même un nouveau moyen de déterminer le centre de gravité. Il suffira de mener trois plans quelconques, par exemple les trois plans rectangulaires de coordonnées, et de chercher ensuite le point qui satisfait à la condition que la somme des masses multipliée successivement par chacune des trois coordonnées donne des produits respectivement égaux a la somme des moments des points matériels par rapport à ces mêmes plans.
2° Si l'on cherche le centre de gravité de trois masses m, m', m!\ il revient au même de chercher : 1° le centre de gravité n de deux d'entre elles, m et w'; T de chercher le centre de gravité de m" avecn^ comme si en n étaient accumulées les deux masses m et m! , Le point G ainsi déterminé sera le centre de gravité des trois masses données. Il suffit
pour cela de montrer que tout plan XX ftiené par ce point
est un plan moyen. En effet,
soit X, x\ x" et h les dis-
^ tances à ce plan des points
m, m', m" et n. On a par
construction ( m+fn!^h=
^^- ^' m'V; on a aussi , d'après
la proposition ci-dessus, mx -f- m'x' = {m-{-m'^ h\ donc
ffix-\-7nx ^=fn X .
3** En généralisant la conséquence qui précède, on voit qu'on peut obtenir le centre de gravité d'un nombre quelconque de points matériels en cherchant d'abord celui de deux d'entre eux, puis en combinant avec le troisième, puis avec le quatrième, et ainsi de suite; le tout se faisant uniquement par des constructions linéaires.
CHAPITRE II
Étant donné un système quelconque , ainsi que les forces qui sollicitent ses divers points matériels, trouver le mouvement que prendront tous les points ;
ou réciproquement :
Étant connu le mouvement des divers points matériels d'un système déterminé, trouver les forces qui les sollicitent.
Systèmes dynamiques.
Soit m, m% m" les masses respectives d'un
certain nombre de points matériels , constitués en système dynamique au moyen de forces intérieures qui agissent sur chacun d'eux.
Représentons par P la résultante de toutes les forces extérieures qui sollicitent le point m, et par X, Y, Z les projections de cette force P sur trois axes de coordonnées rectangulaires ; représentons également par l la résultante de
toutes les forces intérieures, dues à Fétat du système, qui sollicitent le inénie point, et par L, M, N ses projections suivant les trois axes. Cette force I comprend aussi les forces équivalentes à la surface ou à la courbe sur laquelle le point matériel peut être assujetti à demeurer.
On peut considérer le point m comme libre et entièrement dégagé du système, pourvu qu'on adjoigne la force I à la force motrice P. En d'autres termes, le pointai se comporte comme s'il était absolument seul, et qu'il fut sollicité par l'ensemble des forces P et I.
Les équations générales du mouvement de ce point seront donc :
ZH-N = m-^;
auxquelles il faut joindre les trois relations représentatives de la vitesse, savoir :
dx du dz
Si l'on fuit usuge de notalioDS analogues pour le point m, ou aura autaut d'équalious de méine Torine : -
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(B) 1;=-^, u=-^. ^^^di'
et ainsi de suite pour chacun des autres points du système. Si le système est assigné, on connaîtra L, M, N en fonction des coordonnées du système. En effet, la force I est exprimée par une certaine fonction des coordonnées, qui détermine son intensité. Elle pourrait être également fonc* tion du temps, puisque nous avons vu que certaines forces intérieures sont sujettes a varier. Quoi qu'il en soit , son intensité n*en sera pas moins connue , si la nature du système est supposée donnée. Quant à sa direction, nous pouvons la déduire de la manière suivante. Cette force I, qui représente Tensemble des forces intérieures, est la
résultante d'un certain nombre de forces i', t", menées
du point m aux. autres points m, m"j entre lesquels
l'action mutuelle s'exerce. La connaissance du système implique qu'on connaisse individuellement l'intensité de i',
i", ; la direction de chacune de ces forces partielles est
d'ailleurs déterminée, puisqu'elle passe : pour la force t ', par les deux points m et m'\ pour la force i'\ par les deux points m et m" \ et ainsi de suite : ce qui revient à dire que la direction de i est une fonction des coordonnées des deux points m et m'\ la direction de la force i", une fonction des coordonnées de m et m" \ et ainsi de suite. Ces fonctions sont fort simples et connues en géométrie : par exemple, le cosinus de l'angle que fait la force i' avec l'axe des x, est
égal à ,. ,.. , . ,.. , — ^, ; le cosinus de son
angle avec l'axe des y a le même dénominateur, et pour numérateur y — y', etc. En résumé, nous voyons que chacune des forces i, t\ est connue en grandeur et en
direction. Donc aussi la résultante I est connue en grandeur et en direction ; et en disant qu'elle est connue, îe veux dire
qu'elle n'est ronclioii que des quanlilés assignées à l'avance et des coordonnées des points : ce qui, dans les équations
(A), (A'), ci-dessus, n'introduit conséquemmen
aucune inconnue distincte de ces mêmes coordonnées.
Or, les équations fondamentales qu'on a établies poa chacun des points matériels suffisent à déterminer le mou venient, dès que les premiers membres sont assignés. Doni si l'on coiniaît les forces extérieures, comme on connii aussi les forces intérieures, ou du moins, comme elles n renferment que les coordonnées, on voit que thcoriquemen on pourra toujours trouver la valeur de ces coordonnées; ou réciproquement , ces coordonnées étant connues , ou pourra déterminer les forces extérieures. En un mot, le mouvement se déduira des forces, et vice versa; ce qui est précisément , en ce qui concerne les systèmes dynamiques, la solution que nous nous proposions, envisagé dans sa plus grande généralité.
128. — Qu'on le remarque bien, cette solution est pure ment théorique, et destinée surtout à satisfaire les exigence philosophiques de l'esprit. Car , dans la pratique , des diffi cultes presque toujours insurmontables viendront s'oppose à ce que la méthode précédente fournisse des résultats effec tifs. On pressent immédiatement la nature des obstacle contre lesquels on aura à lutter. Ainsi le nombre, souven très-grand et même immense , des points matériels condui rait à un système d'équations impossible à manier. En outre la connaissance des forces intérieures est généralement en travée par notre ignorance dfi la constitution physique de corps. C'est précisément pour se soustraire à ces difficulté d'application qu'on a été conduit, dans bien des cas, i remplacer les systèmes dynamiques par des systèmes géo métriques beaucoup plus simples, qui en fussent assez voi sins pour qu'on put en identifier les résultats. C'est ainsi par exemple, qu'au lieu de considérer les corps *que nou!
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nommons solides comme des système» dynamiques "'qalls sont pourtant en réalité absolue), on les traite comme de» corps géométriques déforme invariable; ou ne se préoccupe pas des mouvements individuels de leurs particules, et ou leur applique les procédés d*étude, beaucoup plus simples, qui conviennent à cette classe yiarticulière de systèmes géométriques. Mais, bien que, dans la pluralité des cas, rétode directe des systèmes dynamiques soit, comme nous le disons, inabordable, et qu*on tourne la diflicullé par des assimibtions plus ou moins approximatives, il convient d'autant mieux de présenter la solution théorique du problème, que, outre la satisfaction philosophique qu'en reçoit Tesprit , on peut, au moyen de ces mêmes équations générales, mHtre en évidence certaines propriétés qui appartiennent dune manière absolue à ces systèmes dynamiques, et qui ne sont pas le résultat des investigations indirectes dont nous parlons. Aussi, dans la suite de ce travail, continuerons-nous à nous occuper des systèmes dynamiques, comme si les impossibilités de solution pratique n'existaient pas , sauf à montrer plus tard, dans des chapitres spéciaux, les résultats qu'on est tenu d'emprunter aux assimilations géométriques. Quant aux conséquences qui découlent des équations générales établies ci-dessus, nous en renverrons lexamen après les systèni(»s géométriques, afin de pouvoir rapprocher entre eux les résultats des deux natures de systèmes.
H^ystéaiei» géoaiétrli|ae«.
129. — Soit,commeprécédemment,w^m',ifi",....un certain nombre de points, constitués en système géométrique par des liaisons du genre de celles que nous avons énumérées au n° 121. Soit de même P la résultante des forces extérieures, et 1 la résultante des forces de liaisons qui sollicitent
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le poiul w, cette force I continuant à représenter non- seulement les actions des liens établis entre les points, mais aussi celles qui pourraient provenir de Fassujettissement à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée.
On peut toujours considérer le point m comme entièrement libre et dégagé du système, pourvu qu'on ac^oigne la force I à la force P. Si X, Y, Z et L, M, N sont respectivement les projections de ces deux forces sur les trois axes, les équations générales du mouvement du point m ^ront :
dw
/ON ^ dy dz
De même les équations du point m' seront :
X+L=m -^ , (A') { Y'-HM' = m'^',
dt
(B) v--^, u-^, ^^^Tt'
et ainsi de suite pour chacun des points matériels du système.
Je remarquerai immédiatement que les forces intérieures
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L, M, N, U, sont des quautitcs connues, si la constitution du système est déterminée ; ou plutôt que le nombre d'inconnues distinctes qu'elles représentent est égal au nombre ({'équations de liaisons du système.
£n effet, supposons que la force I, par exemple, provienne d'une double liaison du point m, savoir : son attache invariable à une tige rigide qui l'unit au point m', et son glissement le long d'un fil lié au point m!'. Soit i' et i" les deux forces qui dérivent de ces deux liaisons, forces qui ne sont pas assignées a priori en fonction des coordonnées, comme dans le cas des systèmes dynamiques , mais qui se développent spontanément en raison des forces extérieures appliquées aux divers points. Dans le cas présent, les intensités seules de ces forces i' et i" sont inconnues, car, pour leurs directions, elles ne sont autres que celles des ligues qui joignent le point m aux points m! et m" ; or, les cosinus des angles de ces lignes sont des fonctions connues des coordonnées, de la forme
expression qui désigne le cosinus de l'angle formé par la force i' avec l'axe des x. Ce sont les mêmes formules qu'on a déjà vues au n" 127; par conséquent, ces directions n'introduisent pas d'autres inconnues que les coordonnées ellesmêmes. Ainsi les quantités L, M, N des équations (A) ne l'eprésentent pour le moment que deux inconnues distinctes, les Intensités de i' et i"^ lesquelles figurent de la manière suivante :
V(x - xy -»- (y - yy + (z — zy , x — x"
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Si donc on conçoit que ces trois quantités L, M, N soient remplacées par leurs valeurs, on introduira dans les équations (A) deux nouvelles inconnues distinctes, i' et i". Tous les autres points du système qui pai*ticipent à ces deux UK^nies liaisons , c'est-à-dire tous les points qui sont dispersés , soit le long de la tige rigide , soit le long du fil , introduiront les deux mêmes inconnues i' et i", sans compter, bien entendu, celles qui correspondent à leurs liaisons avec d'autres points, et que nous négligeons momentanément. J'iii dit que tous les points qui participent aux deux premières liaisons introduiront les fn&meg inconnues i' et i"j parce qu'on sait que l'intensité de la tension sur toute l'étendue du lien est constante , et que toutes les dii*ections sont, comme les précédentes, fonction des coordonnées. Cela posé , si la substitution dont nous parlons est faite dans toutes les équations (A), (A'),.... ou pourra éliminer i' et i" entre ces équations, ce qui en réduira le nombre de deux, bien qu'il y ait encore toutes les coordonnées. Mais le fait des deux liaisons stipposées implique entre ces mêmes coordonnées deux équations a priori ayant pour objet d'exprimer que la longueur totale de la tige et celle du (il sont invariables, et égales respectivement à une certaine quantité donnée. Ces deux équations, réunies à celles
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qui proviennent de réiinoination de i' et de f, reproduisent le même nombre d'équations qu'on avait tout d'abord.
Ainsi chaque liaison introduit dans les équations du mouvement une inconnue spéciale distincte, mais en même temps elle fournit une équation correspondante, qui finalement laisse toujours subsister le même nombre d'inconnues que si, dans les équations du mouvement, toutes les forces intérieures étaient directement assignées.
Nous rie parlons pas des forces provenant de l'assujettissement à demeurer sur une surface ou sur une courbe, puisqu'on a vu, dans le diapitre IV du livre précédent, qu'il n'en résulte aucune nouvelle inconnue distincte.
En résumé, on voit qu'on est toujours en possession d'un nombre d'équations suffisant pour trouver les coordonnées de tous les points en fonction des forces extéi'ieures, ou réciproquement pour trouver celles-ci en fonction du mouvement connu des points.
Les mêmes calculs d'élimination qui nous ont permis de ramener le nombre des inconnues à celui des équations fondamentales du mouvement nous fournissent en même temps le moyen, une fois le problème résolu, c'est-à-dire une fois les coordonnées et les forces extérieures connues, de déterminer les valeurs /', t'y des forces de tension des liens.
Il suffira évidemment de substituer à P et à x^ y, 2 leurs valeurs en fonction du temps daiis les équations primitives (A).
Telle est la méthode la plus générale de résoudre théoriquement d'une manière complète les problèmes de mouvement relatifs aux systèmes géométriques.
Î7<* I ITM m, — f»TSTtlRS «ATtUELS.
C^m*efmrMr&* gètirrmtrs.
Suivant ce q«i k ti^ aBBOBcê à la fin d« n* 128, nous allons cmuniner les dîTcrscs conséquences commnnes oo spéciales an\ den natnnrs de sysièfne«L
THCmKÈMES sur L\ gCA^TITé TOT4LE DE HOVVBHE^T.
f ^. — GomidéroBs on certain nombre de points matériels, constîinés en srsième drnamiqne ou géooiélrique. Nous avons TU qu'en représentant par P Tensanble des forces extérieures qui sollicitent le point m, et par I Tensemble des forces intérieures provenant, soit d*actions mutuelles entre les points, soit de liens géométriques, soit enfin de Fassujettissement à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, nous avons vu, dis-je, qu'on peut regarder le point fin comme parfaitement libre et sollicité par Tensemble des deux forces P et I. Les équations (A) do son mouvement sont, en nous servant des notations précédentes :
X-+-L — "*"3Jï
dl- Nous remplaçons j- par -1-5- , et de même pour les autres termes analogues, afin d'éviter de réécrire perpétuellement les équations relatives à la vitesse t?=-T-, w.=^, w = -^.
Dans nos raisonnements, nous nous servirons indîfférem-
- dv , d^a:
ment de -y- ou de -j-^- suivant la commodité du calcul.
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Pour lo point m', on a pareillement les équations (A') : i ^ -HL =m -^,
et ainsi de suite, pour chacun des autres points du système.
Faisons tout â*abord une remarque capitale.
Les quantités L, M, N, L', M' qui y figurent représentent les sommes algébriques des composantes , suivant
chaque axe, des forces intérieures f , i'\ i'" , relatives à
chaque point. Or, dans l'ensemble du système, c^es forces intérieures, soit qu'elles proviennent d'actions mutuelles, soit qu'elles résultent de liaisons géométriques, peuvent être groupées par couple de deux, égales et directement opposées; par conséquent, leurs composantes suivant le même axe de coordonnées sont, deux à deux, égales et de sens contraires. Les forces dues à l'assujettissement à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée échappent seules à cette dualité. Pour chaque liaison de ce genre, il ne se développe qu'une seule force sur l'unique point qui y est soumis, et les forces provenant des divers assujettissements ne sont pas susceptibles d'être groupées par deux 5 pour qu'il en fût ainsi, il faudrait une circonstance trèsparticulière, savoir ; que les surfaces ou les courbes eussent, deux à deux, leurs normales parallèles, et qu'en outre elles fussent également pressées par les points matériels qui les parcourent respectivement. Il reste donc établi que, dans l'ensemble des équations (A), (A')..... ci-dessus : i" chaque quantité due à une action ou à un lien mutuel correspond à une autre quantité égale et de signe contraire, par rapport au même axe de coordonnées ; 2" que toutes les quantités
Oiier^ )iix ts^i|tHii2m*^fiit*uis iDouifiiefic iiÉft*«sftaireneBt de
Lei;! po^. i|i»utoii^ iiinrinbie l«f*» premiftMres «^natioiis de
Uiuss' Le^î- ^i«iue> ^ • .i L**s temae* L, L dîspa-
niitrviUL i'MÊb^ ie Lutai. puisK^uIis ^ <rompo6est de quantités e^eyiJevL a lieux »m le >ii^it?* <!uacr:iin*s« si le systène esl supposa; libiv. — >U est Jâim|etti. il denearen mn terme repi>r*HfuiuuC la somme ies^ irompo&aiite!^ saii^mt Taxe des jr, de UMites les funres i'aâëujeCtiââeiiieac.
Restons «iau^rhypoiiiese liu sy^^fr^ine IftNre. L*é«|Hflilk>o totale seiu (iuiic, eu cuiiiiuiiuuc a détùi^aer par la BOiatioD 1 la somme «le toutes les «{uaudlês analogues :
Fai^ous Je même pour les ;>eeoudes équtioiks, et aussi de micme pom* les u-oisièmes : ou obiieudru (ieo\ aalres relations de mèuie torme ; si bleu que^ mialemeiic, ou aura le groupe des trois équatloos ci-tiess^oub^ :
Ou tire de là, par une intégration sîniph' :
(t) 1 l *'\dt=rl m (r, ^r J , ir\d[ = lm (il, - n.) ,
ce qui nous montre que la somme des impulsions des coui' pottantes des forces suivant chacun des trois axes est égale à la somme des variations des quantités de mouvement de tous les points, projetées sur les mêmes axes. Or, on sait que la propriété qui a lieu pour chacun des
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trois axes, a lieu aussi pour une droite quelconque; en sorte que la relation ci-dessus s'énonce de la manière la plus générale en disant :
Que suivant une direction quelconque, la variation de la quantité totale de mouvement est égale à l'impulsion totale des forces, quel que soit Tintervalle de temps considéré.
Ainsi, la quantité totale de mouvement qu'un système libre, dynamique ou géométrique, peut acquêt ir suivant une direction quelconque, sous Faction des forces qui le sollicitent, est tout à fait indépendante des coordonnées des points d'application de ces forces, aussi bien que des masses des points matériels sur lesquels elles agissent directement. Elle ne dépend pas' non plus des liaisons de ce système, et est exactement la même que si les points étaient isolés les uns des autres, sans aucune solidarité entre eux. On voit aussi que les forces qui donnent, suivant la direction considéi'ée, des composantes égales et de signes contraires sont absolument sans influence sur la quantité de mouvement du système.
Si toutes les forces extérieures sont égales deux à deux et de sens opposés, ou s'il n'y a que des forces intérieures, les termes 2X, 2 Y, 2Z sont séparément nuls, et les relations (1) deviennent :
(2) 1 mv = constante , 1 ruM =conslanle , 2 ma*= constante.
Dans ce cas, la quantité totale de mouvement suivant chacun des trois axes, ou plus généralement, suivant une direction quelconque, ne varie pas avec le temps. — Cette propriété est connue sous le nom de principe de la conservation de la quantité totale de mouvenie?it.
Ainsi, tout système libre, quelles que soient d'ailleurs les
actions intérieures ou les liens géométriques qui existent
entre les points, conserve la même quantité de mouvement,
suivant une direction quelconque, tant qu'aucune force
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exterit^iiie iw vient agir sur lui. Chaque point matériel individuel leaient ne i^arde pas la même vitesse: mais à mesure que celle de Fuu d'eux varie d msuu certain sens, celle de quelque autre varie en sons contraire, en proportion inverse des oiasses, de telle sorte qu'il y ait toujours une compensation parfaite, et que la somme algébrique totale demeure la même. Ces variations individtielles, constamment compensatrii^s, s*rffiectuent par llntermédiaire des forces de liaisons, qui agissent comme forces accélératrices sur certaines parties du système et comme forces retardatrices sur d^autres. Si les liaisons du système viennent à être modifiét^s d'une manière qtielconque, la qtiantité totale de mouvement n'en sera pas altérée, parce que les actions intérieures correspondant à ces changements de liaisons seront toujours égales deux à deux et contraires. D'après cela, le système étant, par exemple, rendu tout à coup invariable de forme, au moyeu de liaisons convenables, cette quantité de motivement sera encore la même dans le nouveau corps solide et dans l'ancien système. On peut dire aussi que des forces, capables de ramener le système au repos au bout d*un temps déterminé, fourniront toujours la même somme de composantes suivant une direction quelconque, quelle que soit l'époque du mouvement et l'état du système.
132. — Cela nous montre que, dans tous les phénomènes miM^niques qui se produisent au moyen de forces mutuelles, la quantité totale de mouvement n'est point altérée ; de façon que si elle était nulle à l'origine elle reste nulle parla suite. C'est ainsi, par exemple, que, dans le phénomène du boulet lancé hors du canon, on peut être assuré qu si le canon a toute facilité pour son recul, la quantité totale de mouvement de ce canon et de son boulet demeure exactement nulle, ou que Tun marche en arrière comme l'autre en avant, en laisoii inverse des niasses respectives, parce que le phénomène est du aux actions mutuelles développées par la
combustion de la poudre, lesquelles sont, en vertu de la loi de réaction, égales et opposées. Dans Tensemble des mouvements planétaires, toutes les forces se réduisent à des actions réciproques entre les astres et le soleil et entre les astres eux-mêmes. La quantité totale de mouvement demeure donc invariable, parce qu'il n*y a d'ailleurs aucun point individuellement assujetti à parcourir quelque courbe on quelque surface fixe. Mais allons plus loin encore, et disonsnous que, dans cette partie de Tunivers qu'il nous est donné de connaître, il n'y a en réalité qu'un vaste système dynamique, non-seulement , comme nous l'énoncions (out à l'heure, au point de vue des actions générales qui s'exercent d'asire à astre, mais aussi pour les objets les plus minimes qui nous entourent. Chaque corps, chaque atome n'est qu'un détail de ce tout immense constitué en système dynamique. Il n'y a pas d'action isolée ; chacune a son contrepoids inévitable dans la nature. Les objets que nous faisons mouvoir à l'aide de supports qui nous semblent fixes correspondent à des quantités de mouvement égales et contraires qui s'absorbent dans ces supports, et qui souvent échappent à notre observation, soit à cause de leur grande masse relative, soit parce que leur fixité apparente établit leur solidarité dynamique avec une portion du globe où la vitesse communiquée en raison inverse des masses est nécessairement inappréciable. Mais toujours, quoi que nous fassions, quoi qu'il arrive, soit dans l'étendue des espaces planétaires, soit dans le domaine de notre action directe, ce n'est, après tout, qu'un nombre plus ou moins grand de points matériels, constitués en système dynamique, qui se meuvent en vertu d'actions intérieures y et jamais de forces extérieures. De sorte que la conservation de la quantité totale de mouvement, suivant toute direction, s'y réalise avec la plus rigoureuse exactitude.
C'est là certainement un spectacle bien fait pour fiapper
l*utteiHioii (l*uii esprit philosophique, qae cet univers, où le mouvement, comme la matière, ne se perd jamais; où, comme elle, il se transforme incessamment, disparaissant d*nn côté poui* reparaître de Taulre, et dont le total demeure invariable.
Nous croyons inutile d'ajouter que les propriétés que nous venons de démontrer ne sont que Texpression, sous une autre forme, de la loi fondamentale de réaction. On s'aperçoit, en effet, que nos équations se bovneni à écrire algébriquemefii que, dans la nature, toutes les forces sont deux à deux égales et directement opposées.
THÉOBKMES SUR LE CENTRE DE GRAVITÉ
1»>3. — Reprenons le groupe d'équations (^) du n** 130 ; (g) ^X=2mg, iY = 2m0. 2Z=2m^.
Considérons le centre de gravité d'un système quelconque, centre qui , ainsi que nous l'avons dit , varie à chaque instant de position, suivant le mouvement des points matériels. Les coordonnées E, y;, Ç, de ce centre perpétuellement mobile sont constamment déterminées par la condition :
llm = lfnx^ Yilm=lmy , t,lm=2tm;
ou, en appelant abréviativement M la masse totale Im du système ,
(A) M^ = 2wu;, Mri^=lmy , MÇ = 2w2.
Si l'on différencie deux fois chacune de ces trois équations, on en tire :
/<x *.^'^ V d}x ^d^Ts ^ (Py ^.d^t ^ d^z (1) M^, = 2m^. M^ = 2m^, M^, = lm^.
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Par suite, les équations (</) devienncut :
(2) 2X = Mf. 2Y = M^. 2Z = M^^.
Or, si Ton prend un point matériel unique, dont la masse soit égièle à M, c'est-à-dire qui nécessite, pour se mouvoir, la même force que la masse M, et si Ton applique a ce point une force unique, dont les composantes suivant les trois axes aient respcctivemcut pour valeui's numériques iX, 2 Y, 2 Z, ce point matériel recevra un mouvement qui sera justement représenté par les équations (2) ci-dessus. De là on déduit la conséquence suivante :
Dans tout système de points matériels, unis entre eux d'une manière quelconque, ou même absolument indépendants les uns des autres, le centre de gravité se meut comme un point matériel unique, dont la masse serait égale à la masse totale du système, et qui sei^it sollicité par une force dont les composantes, suivant les trois axes, seraient respectivement égales aux sommes algébriques des composantes de toutes les forces extérieures du système.
On énonce aussi cette proposition en disant :
Que le centre de gravité se meut comme si toutes les masses y étaient condensées en un point unique, et toutes les forces extérieures transportées parallèlement à elles-mêmes.
Il ne faut pas perdre de vue que cette vérité est subordonnée à Texactitude des équations (gr), lesquelles, comme on sait, ne subsistent qu'autant que le système est entièrement libre, ou qu'aucun point matériel n'est assujetti à se mouvoir sur une courbe ou une surface donnée : car , dans le cas contraire, la force d'assujettissement ne disparaît pas
en ajoutant les équations (A), (A'), et elle subsiste dans
les équations {g).
Mais, dans l'hypothèse de la liberté complète du système, on voit que toutes les forces intérieures sont absolument
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saus influence sur le mouvement du centre de gravité. Ce mouvement est indépendant aussi des points d'application des forces extérieures. Il ne dépend que de la valeur des sommes algébriques des composantes, en sorte que les forces peuvent être distribuées d'une manière quelconque sur les divers points du système, quitter certains««d'entre eux pour être reportées sur d'autres, diminuer ou augmenter individuellement ; pourvu que les sommes algébriques totales restent les mêmes, le mouvement ne sera aucunement modifié.
13/j. — Cela nous montre que \ abstraction du point matériel unique, introduite au commencement de ce cours, est susceptible d'être réalisée au point de vue mécanique. Je veux dire par là que, dans chacun des corps que nous vouions étudier, il y a toujours un point mathématique qui se meut d'après les lois abstraites du point matériel uniqiie, sans que la forme ou les dimensions du corps puissent infltier sur son mouvement. C'est là ce que nous entendions, lorsque, dans les premiers numéros de cet ouvrage, nous parlions du mouvement envisagé en bloc, et sans tenir compte des mouvements individuels des diverses particules. Nous sommes impuissants à réaliser directement un point matériel de dimensions négligeables sur lequel nous fassions agir une force : car une parcelle de matière, si ténue qu'on la choisisse, est encore un corps fini, auquel les lois abstraites ne sont pas rigoureusement applicables; mais ces lois, dépourvues d'une portée concrète immédiate, en ont une indirectement, dans chaque corps, pour le point géométrique dont nous parlons : en sorte qu'il y a un grand intérêt à édifier d'abord cette théorie comme si nous devions l'adapter à des objets réels, puisqu'elle convient exactement, dans tous les cas, à un certain point spécial de tous les corps possibles, solides, liquides, gazeux, et doués en général d'une constitution quelconque. Ces mêmes considérations
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mettent en lumière le degré de rigueur (lu'on doit atteindre en traitant un corps donne comme un vrai point matériel. ÎI ne sufiirait pas, en effet, de savoir, a priori^ que ce corps est plus ou 7notng petit, pour en conclure l'approximation provenant de cette fausse assimilation : car nous ne saurions alors nous rendre compte de Terreur dont seront entachées les conséquences. Rien n empêcherait de concevoir que le fait de dimensions finies, si petites, d'ailleurs, qu'on se plairait à les imaginer, change radicalement les résultats qui conviennent exclusivement à une pure abstraction. Au contraire, après avoir démontré que, dans tout corps, il y a toujours un point qui satisfait absolument à l'assimilation, on en peut conclure avec certitude le degré d'approximation apporté par des dimensions quelconques. Les tiajecioires des diverses particules ne différeront plus évidennnent les unes des autres que d'après l'étendue de ces dimensions ellesmêmes : en sorte qu'on voit tout de suite que, pour une partie matérielle suffisamment petite, l'erreur commise devienl véritablement négligeable. On peut dire aussi que toul corps, aussi grand qu'on voudra, pourra toujours servir de p(>î/i/ matériel^ pourvu qu'on considère seulement dans ce corps le mouvement de son centre de gravité : peu importera, d'ailleurs, les endroits précis où seront diieclement appliquées toutes les forces qui le sollicitent.
135. — Les équations (2) ci-dessus font voir également que, dans tout système ou collection de points, pour lequel les forces extérieures sont nulles ou donnent, suivant les axes, des composantes égales et de signes contraires, le mouvement du centre de gravité est recliligne et uniforme. C'est ce qu'on nomme le principe de la conservation du centre de gravite. Eu effet, par suite de l'hypothèse iX=o, 2Y=o, 11=0, les équations (2) fournissent :
d'i ,. dr, , ^, de
M ^ = const , -^* rfi" = ^®"^^- ' ^^ dt ^ ^ •
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ce r)iii nous appieiul d*abord que la vitesse de ec centre est constante. En outre, on déduit par une nouvelle intégration :
(3) l = ct-{-c,. Y. = c't-\-c\, }:=c"t-\-c'\,
Cy e,, c , .... étant six constantes. Or ces relations sont évidemment les équations d'une droite.
Ce résultat donne lieu à des réflexions de même ordre que celles (|ue nous avons déjà faites à l'occasion de la quantité totale de viourement. Puisque, dans la nature, il n'y a ni point, ni courbe, ni surface réellement fixe, et que tout, en définitive, s'y résout en forces intérieures égales et opposées deux à deux, s'exerçant sur toutes les molécules de notre monde planétaire, dont l'ensemble constitue un seul et vaste système dynamique, le centre de gravité général jouit d'un mouvement déterminé par les équations (3). Il est immobile ou serment uniformément en ligne droite, sans qu'aucune action locale, 'se développant sur un point ou sur un autre, puisse jamais l'en faire dévier. Nous ignorons si les mêmes lois fondamentales qui régissent le système planétaire gouvernent aussi le reste de l'univers. Mais ce qu'on peut affirmer, c'est que, dans le cas où notre système serait complètement indépendant des autres parties de la création, son centre de gravité, qui se confond sensiblement avec le soleil, serait immobile ou se mouvrait uniformément en ligne droite ; et dans le cas, au contraire, où la loi des actions réciproques se vérifierait entre toutes les parties du monde, le mouvement solaire ne serait plus uniforme, mais ce résultat conviendrait alors au centre de gravité universel. Les observations astronomiques ayant constaté, depuis une soixantaine d'années, que le soleil, avec tout son cortège, est emporté dans l'espace suivant une trajectoire et une vitesse encore inconnues, il est permis de penser que le mouvement de notre centre de gravité tient à ce que nous faisons partie d'un système dynamique beau-
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coup plus gcMiéral, comprenaut renseniblc du monde, et dont le centre de gravité est sans doute Immobile. Si plus tard Fastronomie parvient à reconnaître que la translation du soleil n'est pas uniforme, on pourra en conclure sûrement qu'il n'y a pas indépendance entre nous et les autres astres -, et alors, la dépendance se trouvant ainsi démontrée, il y aura une forte probabilité pour que la loi de réaction soit pleinement observée. Mais ce ne sera jamais une certitude complète, car la dépendance pourrait être réalisée suivant tout autre mode que la parfaite réciprocité d'action. Rien n'empêcherait, par exemple, que nous fussions portés vers les autres astres, sans qu'ils fussent eux-mêmes portés vers nous, ou que l'une des deux actions fut un certain multiple de l'autre.
Si nous envisageons un oi^re de phénomènes moins vastes, nous pouvons faire également quelques réflexions intéressantes. La loi de réaction préside à lous. nos efforts mécaniques. Nous ne pouvons susciter, soit par le jeu de nos propres organes, soit par les agents qui nous obéissent, aucune force sur un corps, sans développer en même temps une autre force égale et contraire s'exerçant fatalement sur quelque autre coips. Nous sommes condamnés à ne jamais déplacer le centre de gravité de l'ensemble des objets matériels entre lesquels se produisent nos actions motrices. Aussi, dès que nous voulons mouvoir un corps quelconque, il est indispensable que nous en ayons un autre sur lequel s'appuie l'effort contraire, et qui reçoive en quelque sorte le contre-coup du résultat que nous cherchons. En un mot, chacun de nos eflcts utiles correspond inévitablement à un eflfet inutile qui doit s'absorber dans la masse des objets environants. Il y a un double intérêt à ce que ces corps étrangei's, qui, malgré nous, s'associent à tous nos phénomènes mécaniques, aient une masse aussi grande que possible. Car les mouvements contraii'cs qu'ils recevront seront alors fort petits, ce qui les
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laibsora mieux à •iiotrc disposition : il sera même désirable à ce point de vue que ces corps ne bougent pas d'une manière appréciable, afin de donner à nos opérations dans chaque lieu une base constante, qui souvent leur est absolument nécessaire. De là ces supports ou points d'appui, qui ne sont pas en réalité des objets fixes, — car il ne peut y en avoir dans la nature, — mais qui ont pour but, en nous reliant autant que possible avec le globe lui-même, d'absorber les réactions dans une masse assez grande pour que le mouvement en devienne insensible : de sorte que les corps qu'on se propose effectivement de mouvoir se meuvent seuls en apparence. Un autre motif, qui conduit également à adopter de telles dispositions, est tiré de cette circonstance que toutes les forces dont nous nous servons ne peuvent généralement agir que le long d'un espace limité. Ainsi la poudre qui meut le boulet, ou la vapeur qui meut le pistou, n'agissent que suivant la longueur du canon ou du cylindre. Il faut donc tacher que le mobile profite de toute cette longueur. Je m'explique : supposons q^ie le canon soit aussi léger et aussi libre que le boulet, il en résultera que le recul sera égal à la projection, et que, par conséquent, le boulet se trouvera hors du canon lorsqu'il aura parcouru un espace absolu égal seulement à la moitié de la longueur de ce dernier. Au contraire, si le canon ne recule pas sensiblement, le boulet ne s'en échappera qu'après en avoir suivi la longueur entière. Il aura donc profité de la force deux fois autant que dans la première hypothèse. Cette considération vient ainsi se joindre 5 la précédente pour faire établir, dans toutes nos opérations mécaniques, un certain nombre de poi7its d'appui, qui reçoivent le nom de points fixes quand leur mouvement est inappréciable. On les retrouve dans tous nos phénomènes, depuis les plus simples jusqu'aux plus complexes. Dans l'acte de la marche, par exemple, les êtres animés, qui, abstraction faite des objets environnants, cons-
tituent autant de systèmes dynamiques, impuissants à déplacer leur centre de gravité, ne peuvent se transporter dans un sens quelconque que s'ils trouvent un point d'appui qui fournit la réaction en sens contraire. Placés sur le sol, ils peuvent s'élever ou s'abaisser, parce que la résistance du plan fixe développe nécessairement une réaction verticale. S'ils peuvent aussi avancer ou reculer horizontalement, c'est que le sol est susceptible de fournir une réaction horizontale : cette réaction a lieu en effet, et elle est due au frottemeut que les aspérités du plan font naître sous les pieds du moteur. Sur un sol sans frottement, parfaitement poli, la marche serait impossible. On sait combien elle devient déjà difficile sur la glace ou un plancher ciré. Ce sont des faits de même ordre qui se produisent dans le transport d'un convoi de chemin de fer. L'ensemJ)le des rails et des véhicules constitue une machine dont les rails sont le point d'appui. La réaction grâce à laquelle le convoi peut progresser, se développe à chaque instant au contact des roues de la locomotive et des rails. La résistance au glissement est suffisante pour que le point de contact actuel des roues soit momentanément fixe et comme lié aux rails. Ce perpétuel api»ui joue le rôle du frottement sous les pieds de l'être animé en marche. Ces réflexions sur le centre de gravité sont évidemment la seule manière générale d'envisager les phénomènes mécaniques de l'univers et de rendre compte de certaines conditions fondamentales qui président à leur accomplissement.
THÉORÈMES DES AIRES
136. — Reprenons encore les équations (A), (A')... pour en déduire de nouvelles conséquences, communes aux deux sortes de systèmes.
Formons, au moyen des trois équations (A), les relationscon-
ceruaiil les nioineiits vi les aîrcs, que nous avons déjà établies pour un seul point matériel au n** 89, et qui sont lessuivaules:
Les pi*emiei*s membres y représentent, comme on sait, le moment de la projection de la force motrice totale sur chacun des trois plans coordonnés, et les seconds membres désignent le produit de la masse par la projection sur les mêmes plans de Taire que décrit le rayon vecteur mené de Torigine au mobile.
Dans le cas qui nous occupe, la force motrice totale de chaque point est distinguée en force extérieure, désignée par X, Y, Z, et en force intérieure ou de liaison, désignée par L, M, N. Pour donner aux relations ci-dessus la forme qui convient aux notations actuelles, il faut y remplacer la force totale unique par la double force extérieure et intérieure. Par suite, les équations des moments, relatives au point m du système, deviendront :
(a) X2: — Zoî -+- Lz — No? = m f T-j' 2 — ^ a? j , Zy-Y^ + Ny-Mz = m(^y-gzj.
Les premiers membres y mettent ainsi en évidence le do'iblc moment de la force extérieure et de la foixîe intérieure, projetées sur chacun des plans coordonnés.
Établissons les relations analogues pour chacun des autres points du système.
Cela posé, ajoutons ensemble les premières équations de tous ces groupes (a), (a').... Le premier membre de Téquation résultante représentera : 1° la somme des moments de toutes les forces extérieures projetées sur le plan des xy; 1"* la somme des moments de toutes les forces intérieures projetées de même. Or, je dis que cette dernière somme est nulle. En effet, les forces intérieures, provenant séparément de chaque liaison dynamique ou géométrique, sont deux à deux égales et de directions opposées. Donc elles se projetteront deux à deux suivant une même ligne droite et avec des signes contraires. Par suite, la somme algébrique des deux moments correspondants sera égale à zéro. Donc enfin la somme de tous les moments relatifs à Funiversalité des forces intérieures du système se trouvera identiquement nulle.
En conséquence , Féqualion finale dont nous parlons, comme aussi les deux autres équations provenant de l'addition des deuxièmes et des troisièmes équations de tous les groupes (a), (a')... deviendront ;
2(Y.-Xy)=2«»(5x-^y).
{k) l{\z-Zx)=lmi^z-'^,xy
ce qui nous montre que toutes les conséquences relatives au point matériel unique soitt textuellement applicables à un système quelconque parfaitement libre, pourvu que, dans tous les énoncés, le moment^ Vaire, et en général, la quantité qui y figure, soient remplacés par la somme des mo^ menfs, des aires et en général la somme des quantités analogues concernant les divers points matériels.
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Nous allons formuler les conséquences principales
En premier lieu , nous remarquerons que les forces intérieures nlnfluenl nullement sur la somme des projections des aires décrites. Cette somme est exactement la même que si tous les points étaient indépendants les uns des autres. Ainsi la somme des moments de toutes les forces extérieures projetées sur chacun des trois plans coordonnés, ou, ce qui revient an même, projetées sur un plan quelconque, est égale à la somme des aires décrites, projetées sur le même plan, respectivement multipliées par les masses des mobiles.
Une première intégration des équations (*) montre également que rimpulsion de la somme des moments de toutes les forces extérieures est égale , dans le mouvenient projeté sur un .plan quelconque, à la variation de la somme des moments de toutes les quantités de mouvement.
Si les forces extérieures sont deux à deux égales et de sens opposés, ou s'il n'y a pas de forces extérieures, les premiers membres des équations (k) sont nuls, et, par suite, en désignant par dl, rfX', dW les aires élémentaires décrites par le point m, suivant chacun des plans coordonnés, les relations (A) deviennent
On on déduit par une double intégration :
(2) 1ml = ï Af , 1ml' = { A'f , 1ml" = ^ k"t .
Nous ne faisons figurer qu'une seule constante dans chaque équation, parce que nous supposons que les aires sont comptées à partir de l'origine du temps. S'il en était autrement, et si les aires étaient évaluées depuis un moment quelconque, il faudrait ajouter une deuxième constante dont la valeur serait égale, pour chaque plan coordonné, à la somm^
des masses respeciivement multipliées par les projections des aires comprises entre les rayons vecteurs initiaux et ceux depuis lesquels les aires décrites sont comptées.
Ainsi, pour un système dynamique ou géométrique, dont les forces extérieures sont nulles ou égales deux à deux et opposées, la somme des projections des aires sur un plan quelconque, respectivement multipliées par les masses des points matéi'iels, augmente uniformément ou d'une manière proportionnelle au temps. C'est ce qu'on nomme le principe de la eoniser%:ation dea aires, ou, plus judicieusement, le prificipe de la proportionnalité des aires.
Celte conséquence est susceptible d'être présentée sous une autre forme, en cherchant une signification différente aux seconds membres des relations (A). Dans le cas de forces extérieures nulles, on en déduit immédiatement, d'après les considérations développées au n** 91 :
„ Idx dz \ .,
^•" (s »-rf «) = *"■
Au lieu de faire ressortir, comme tout à l'heure, que la quantité entre parenthèses, des premiers membres , représente le double de la projection de l'aire décrite, remarquons qu'elle peut se mettre sous la forme ux — vtj, vz—wx, wy — uz^ et qn'elle désigne alors, pour chacun des trois plans coordonnés, le moment de la projection de la vitesse du mobile .considéré. Il en résulte que, suivant chaque plan coordonné, ou en général suivant un plan quelconque, la somme des moments des quantités de mouvement de tous les points matériels ne varie pas avec le temps. C'est là ce qu'on
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nomme \û caunerratian du moment de la quantité totale de mouvement.
On peut donner ù ce principe une intei'prétation plus concrète peut-être, en imaginant des forces instantanée,
— c'est-à-dire des forces assez grandes pour produire une vitesse finie dans une durée négligeable, — telles que, si on les appliquait soudainement à tous les points matériels du système, elles les ramèneraient au repos. Soit £, F, G les composantes de la force totale qui sollicite le point m pendant Taclion du groupe de forces instantanées appliqué au système. Cette force E, F, G provient à la fois de la force instantanée directement appliquée à ce point m, et aussi des forces de liaisons qui se développent spontanément en ce même point par suite de la présence de toutes les autres forces instantanées sur les différents points du système. Soit T la durée très-courte au bout de laquelle tous les points sont ramenés au repos : on aura, pour le plan des oey :
m {nx ^ vy) = f {Fx — Ey) dt = xf Fdl --t/l Edt;
— ûpety peuvent être mis lioi's du signe / parce que , pendant cette durée très-courte , la position du point m ne change pas sensiblement. — Désignons par E4,F4, G,, une valeur moyenne de cette force E, F, G, telle que
E.T^pErf^ Y.x^f'Ydt, G,T=rGdt:
t/o ^0 Jq
il en résulte que Téquation ci-dessus peut être mise sous la forme
m(ux ^vy) = z {h\x — E^y).
Donc, si Ton suppose que la somme des moments des quantités de mouvement est constante, on en conclura aussi:
T^ {F^x — E|.y) =consl. ; ou bien 1 (F^a?— E,y) = const.
Or, la quantité entre parenthèses représente le moment de la force E, F, G, projetée sur le plan des xy. De plws, il fout remarquer qu*en effectuant la somme on Tait disparatti*e tout ce qui est dû aux actions instantanées intérieures : car elles sont nécessairement , deux à deux , égales et contraires , quelle que soit d'ailleurs leur intensité; en sorte que, dans réquation finale ci-dessus, E, F, G ne représentent plus que les composantes de la forcé instantanée extérieure. Cette relation, ainsi que les deux autres qu'on établirait pareille* ment, signifient donc que, suivant chaque plan coordonné ou en général suivant un plan quelconque, la somme des moments du groupe de forces instantanées capable de ramener le système au repos possède la même valeur, quelle que soit l'époque du mouvement où on le fasse intervenir, et par suite quelles que soient les vitesses individuelles des divei*s points matériels.
On peut encore présenter d'autres conséquences, on reprenant notre remarque de tout 5 Theure, savoir que les actions intérieures qu*on peut susciter soudainement entre les points matériels sont toujours égales deux à deux et opposées. Il suit de là que si, par des moyens quelconques, l'état des liaisons vient à être modifié, soit par suppression de certaines d'entre elles, soit par addition de quelques autres nouvelles, la conservation du moment de la quantité totale de mouvement ne sera pas altérée, non plus que la conservation du moment du groupe de forces instantanées capable de ramener le système au repos. Si Ton conçoit par exemple que le système soit tout ù coup rendu invariable de forme, au moyen de liaisons nouvelles convenables, le corps solide qu'on obtiendra ainsi sera ramené au repos par un groupe instantané dont le moment sera le même que précédemment.
1 38. — En résumé, nous voyons que les moments des quantités de mouvement et des forces sont l'objet de déductions
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parallèles à celles qui oiU déjà élé établies à la fin du n" 151. Entre les deux séries d'idées il y a concordance parfaite. Ainsi nous avons à remarquer, comme au n"" 132, que, Tunivei*s constiluant un systènie dynamique, à actions réciproques, la proportionnalité de la somme des projections des aires, respectivement muitipliées par les masses de tous les points matériels, s'y vérifie nécessairement. £n négligeant les infiniment petits de cet univers, et en envisageant en outre chaque astre de notre système solaire comme un point matériel unique, on peut dire que la somme des projections, sur un plan quelconque, des aires décrites par le soleil, les planètes et leurs satellites, respectivement multipliées par les masses de ces astres, augmente uniformément avec le temps. Ou voit aussi que la somme des moments des quantités de mouvement de tous ces astres demeure constante à toute époque, qu*elle ne serait pas altérée si le système du monde était tout à coup solidifié, et qu'enfin le ntomefltdu groupe de forces instantanées capable de le réduire au repos ne change jamais avec la position et la vitesse des diverses parties.
Les plus simples phénomènes qui s'accomplissent autour de nous montrent de perpétuelles applications des théorèmes précédents, et notamment du principe de la conservation des aires. Les remarques relatives au mouvement des êtres animés sont présentées avec beaucoup de netteté dans la Mécanique rationnelle de M. Delaunay. Craignant de les affaiblir en y retouchant, nous nous bornons à les reproduire ici textuellement :
« Si nous supposons, dit ce géomètre, qu'un être animé « soit isolé au milieu de l'espace, qu'aucune force extérieure (( ne lui soit appliquée, et qu'il soit primitivement immobile, « non-seulement cet être animé ne pourra pas déplacer son « centi'e de gravitiî, mais encore il ne lui sera pas possible c( de se donner un mouvement de rotation autour de ce
(c point. En effet, de quelque manière qu'il fasse jouer ses « muscles, il ne peut développer que des forces inférieures; « Tabsencc de toute force cxti'îrieure entraîne donc comme « conséquence que la somme des aires décrites, en projec- (( tion sur un plan quelconque, par les rayons vecteurs éma- « nés de ce point, conserve constamment la même valeur « dans le même temps : donc cette somme d'aires doit rester « constamment nulle, puisqu'elle l'était pendant la première <c durée, en vertu de l'iiypotlièse que nous faisons que l'être <( animé était tout d'abord immobile. Ainsi, lorsqu'il fait « mouvoir certaines parties de son corps de telle manière « que la somme des aires qui leur correspondent, en pro- « jection sur un certain plan, ait une valeur positive, il y a « nécessairement d'autres parties du corps qui se meuvent « en même temps dans un autre sens, de manière à fournir « une somme d'aires négatives sur le même plan, afin que la <i somme totale des aires relatives à toutes les parties du <( corps soit égale à zéro. S'il s'agit d'un homme, par exem- « pie, et qu'il tourne sa tête à droite, le reste de son corps « tournera nécessairement vers la gauche; s'il porte une « jambe en avant, comme pour marcher, le reste de son « corps s'inclinera en sens contraire, c'est-à-dire que la tête « se portera également en avant et le milieu du corps en ar- « rière.
« Lorsqu'un homme est debout sur le sol, et que, primili- « vement en repos dans cette position, il commence à mar- « cher devant lui, il fait passer son centre de gravilé de
<( l'état de repos à l'état de mouvement En vertu du
(( théorème des aires, et conformément à ce que nous avons « dit il n'y a qu'un instant, en même temps qu'il avance une « jambe , le milieu du corps tend à reculer avec l'autre « jambe ; cette autre jambe reculerait en effet, si rien ne s'y « opposait, et le centre de gravité du corps tout entier n'a- « vaucerait pas. La seconde jambe ne pouvant reculer ainsi
292 LIVRE m. — SYSTÈMES MATÉRIELS.
« qiren glissant sur la surface du sol, cette tendauce au glis- « sèment développe un frottement qui s'y oppose, au moins
« jusqu'à une certaine limite
« Do mt^nie lorsqu'un danseur, s'appuyant sur le sol par <c la pointe d'un seul pied, veut se donner un mouvement <c de rotation autour de la verticale passant par son centre « de gravité, il ne peut pas produire ce mouvement par la V seule action de ses forces musculaires, parce que ces for- « ces étant intérieures ne peuvent pas faire que la somme « des aires décrites autour du centre de gravité, en projec- <( tion sur un plan horizontal, passe d'une valeur nulle à une « valeur différente de zéro. Mais si le danseur veiit pirouct- « ter vers la gauche, il donne à son corps un mouvement de <c torsion, en vertu duquel la partie supérieure tourne vers <( la gauche, tandis que la partie inférieure tend a tourner « vei's la droite; ce dernier mouvement ne pouvant se faire « que par un glissement des diverses parties du pied sur le <( sol, il en résulte le développement d'une résistance au <c glissement en chacun des points de contact du pied sur le « sol, et ces résistances sont des forces extérieures, pour « lesquelles la somme des moments, par rapport à la verti- « cale menée par le centre de gravité, n'est pas nulle, de i< sorte que, par suite de l'action de ces forces extérieures, « le corps du danseur peut prendre un mouvement de rota- « tion autour de la verticale. — Lorsqu'il a tourné nn peu « de cotte manière, sans que son pied cesse de toucher le « sol, il le soulève brusquement pour faire disparaître la « torsion qui en est résultée pour son corps, et en répétant « plusieurs fois de suite la môme manœuvre, il parvient à i< se donner un mouvement de rotation assez rapi<le. Si le « danseur était sur un sol très-glissant, ou bien, s'il nes'ap- « puyait sur le sol que par un seul point, il lui serait im- <c possible de tourner sur lui-mémo, comme nous venons de « le dire. »
lo9. — IMao iIh maximuin des aireM. Nous avons une dernière conséquence à déduire du Ihéorème des aires : elle fera Tobjet du présent paragraphe.
La valeur de la somme des projeclions des aires décrites pendant un' certain temps n*est évidemnienl pas la même, quel que soit le plan de projection que Ton choisit. Cette somme doit varier au contraire avec la position de ce dernier. Il y a donc indubitablement un certain plan pour lequel cette somme est un maximum. Cest ce qu'il est d'ailleurs facile de démontrer.
Soient en eflet dX^ d>!^ <D^\ les projections sur les plans coordonnés d'une aire élémentaire da correspondant au mouvement du point matériel m. Appelons $ un plan arbitraire faisant avec les plans coordonnés certains angles a, 6, y. La projection rfco de rfa sur ce plan, aura pour valeur :
, , ( rfX . ^dX' dk"\
= cos xdX + cos êrf)/ -+- cos ydk" ;
d'où l'on tire :
m(ù = cos a . mX H- cos 6 . ml' -h cos y . wiÀ" , et lm(ù = cos a . Iml -+- cos S. 1ml' -h cos y . 1ml",
Mais on sait, d'après le n*» 137, que :
lml={At. 1ml' = I A7 , 1 ml" = i A'7.
Donc :
2m&) = (A cos a -4- A' cos 6 -h A" cos y) ; ^
Or, soit n un plan faisant avec les plans coordonnés des angles dont les cosinus soient proportionnels à A, A', A''^ la
quaulilé entre parenthèses représentera le cosinus de Tangle des deu\ plans 4^ et II, multiplié par une certaine constante. Cest-à-dire que
3lM0») = KCOS(*, II) t.
Cette valeur de 2^ m Qt> sera évidemment un maximum qnand cos ($, 11^ sera lui-même un maximum, ou quand les deux plans se confondront ensemble. En d'autres termes, le plan pour lequel la somme de projection des aires est ma\ima est c^lui qui fait avec les plans coordonnés des angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels à A, A', A", et par suite égaux à
WA*-^A*-|-A -' \/A»-^A'> + A"^' \/A^ + A''-hA"^'
Ce plan est appelé plan du maximum des aires. On peut dii-e aussi que c*est le plan du moment maximum de la quantité totale de mouvement ou le plan du moment maximum du groupe de foix^es instantanées capable de réduire le système au repos. Nous i^marquerons en passant que la somme des projections a la même valeur sur tous les plans qui font le même angle avec le plan II, et qu'elle est nulle sur tous les plans qui lui sont perpendiculaires.
Le plan du maximum est aussi nommé plan invariable, parce que sa position ne change pas avec le temps, Celle dernière propriété est une conséquence directe de la proportionnalité des aires au temps. Car, si à un instant quelconque, la somme des projections est maxima, elle devra Tètrc toujours.
La connaissance de la position du plan invariable s'obtiendra en déterminant A, A', A". Or, ces quantités seront connues si à un moment quelconque on connaît les vitesses et les positions des mobiles. En effet, on a :
A = Im
2dl V idv dx
dt
., ., 2dl' ., jdx dz \
dt \dt dt !
^„ ., Ur .. (dz dy \
ce qui détQrininc bien les trois quantités A,A', A", si les coordonnées et les vitesses sont connues à un certain monienl. Quant à Féquation du plan invariable, elle s'en déduira aisément, et sera :
k"x + k'y H- Az = 0.
On voit en même temps que la position du plan se déterminera géométriquement par une construction fort simple ; car, si Ton porte sur les axes des r, des y et des x^ qui sont respectivement perpendiculaires aux plans des xy^ des xz et des yz, auxquels correspondent les projections A, A' et A", si Ton porte, dis-je, des longueurs proportionnelles à ces quantités A, A' et A", la diagonale du parallélipipède ainsi construit sera perpendiculaire au plan du maximum. En effet, le plan perpendiculaire à la diagonale forme, avec les plans coordonnés , qui sont respectivement perpendiculaires aux côtés du parallélipipède, des angles dont les cosinus sont égaux à
Pour l'ensemble du système planétaire, il existe donc un plan invariable, ou un plan pour lequel la somme des aires projetées, respectivement multipliées par les masses de toutes les molécules matérielles, est un maximum. Le grand Laplace, qui le premier a fait ressoitir la propriété du plan
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invuriablc et s'en esl servi pour établir un pian aslronomiquc immuable dans la suite des si(>cles, a déterminé sa posilion d*une niani'iv inexaete, d'après laquelle on ne la retrouverait pas la même à divei*ses époques, eu la calculant d'après les mêmes données. L'erreur commise a été celle-ci. D*une part, Laplace avait assimilé chaque planète à un point matériel unique, négligeant ainsi les inégalités de Irajec* toires dues aux positions relatives des diverses molécules de la planète. L'assimilation serait permise si la planète, en même temps qu'elle se meut d*un mouvement général de translation, ne possédait pas un mouvement de rotation sur elle-même, qui change considérablement les aires décrites. D'autre part, Laplace avait négligé les aires analogues dues aux révolutions des satellites, ou plutôt il avait supposé leur masse réunie au centre de la planète, sans tenir compte des différences de trajectoires. Ainsi les quantités dont s'est servi l'illustre géomètre pour assigner la position du plan invariable sont erronées doublement : 1*" à cause des aires dues à la rotation des planètes et du soleil lui-même ; 2" à cause des aires dues ù la révolution des satellites autour de leurs planètes respectives.
THÉORÈME DES FORCES VIVES
i/iO. — Définition. On nomme force vive d'un ensemble quelconque de points matériels la somme des forces vives de tous les points. — Il est à remarquer que tous les termes de cette somme sont essentiellement positifs, puisque dans le produit ^ m VMa vitesse figure au carré.
Cela posé, reprenons les équations (A), (A'), .... relatives aux divers points d'un système dynamique ou géométrique.
La combinaison des trois équations (A) qui concernent le seul point m permet, comme on sait, d'établir pour ce point la relation des forces vives, dans laquelle la force en évi-
MOLVEMI-M (iÉiNÊUAL. 2i)7
dence est la force molncc louUe du point m, c'est-à-dire Teiiscmble des forces extérieure et intérieure. Distinguons ces deux forces dans la relation en question, de même qu'elles sont distinguées dans les équations fondamentales (A). Cette relation sera donc :
Elle signifie que le travail élémentaire de la force extérieure, plus le travail élémentaire de la force intérieure, est égal ù la variation élémentaire de la force vive du mobile. On peut également la mettre sous la forme
(0 Pdp-\-ldi=dimV',
en repi*ésentant par dp et di les projections, sur la direction de la force P et de la force I, de l'espace élémentaire parcouru dg. Pour le point m', on aura une relation toute semblable, et de même pour chacun des autres points matériels. Si nous ajoutons toutes ces équations entre elles, le second membre de Téquation finale représentera la force vive totale du système ; quant au premier membre, il désignera, d'une part la somme des travaux des forces extérieures, et d'autre part la somme des travaux des ftorces intérieures : ce que nous écrirons ainsi, d'après les notations précédemment adoptées.
(L) iVdp-^ lldi = ld{ mW
Actuellement, distinguons les deux natures de système : car, à l'inverse des théorèmes déjà étudiés, les résultats ne seront plus ici les mômes, selon qu'il s'agira d'un système géométrique ou d'un système dynamique.
1/il. — Occupons-nous, en premier lieu, des systèmes géométriques.
Je disque le terme 11 di^ du à toutes les forces intérieures, disparaît nécessairement de l'équation (L).
LIVRE III
Pour ce qui est des forces d'assujettissement ou des forces proveuaut de l'obligation individuelle des points à demeurer sur des courbes ou des surfaces données, cela est évident à priori y car on sait que les espaces élémentaires parcourus sont perpendiculaires à la direction de ces forces, et que par suite les travaux correspondants sont nuls. Quant aux forces de liaisons mutuelles, nous le démontrerons aisément. Soient en effet deux points matériels M et M', unis par la tige rigide ou le fil invariable MM'. Ces deux points, dans leur mouvement élémentaire, prennent des positions quelconques N et N', infiniment rapprochées de leurs positions primitives, et telles d'ailleurs que NN' égale MM'. — Les deux points N et N' ne sont pas généralement situés dans le même plan que M et M', en sorte que le quadrilatère M N N' M' est gauche. — Pendant ce mouvement, le point M est soumis à une force de liaison I suivant MM', et dirigée par exemple de M vers M' ; et réciproquement, le point M' est soumis à une force égale et inverse , — I.
Le travail de la fBrce I pendant le déplacement élémentaire sera I x M N . cos (MN, MM'), et le travail de la force — I sera — I x M'JV'. cos (M'N', MM'). Je dis que la somme de ces deux travaux
I i MN . cos (MN, MM') — M'N', cos (M'N', MM') }
FIg. 22.
est identiquement nulle.
Pour le montrer, menons N'n égal et parallèle à MM', cl joignons M//, Nw. On sait que
MN . cos (MN, M^l') = M/i . cos (Mw, M^l) -f-Nw. cos (Nit. MM), parce que la projection, sur une droite quelconque MM', du
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côté MN qui ferme le polygone M/iN esl égale à la somme des projections des autres côtés Mm, Nw, de ce polygone.
Or Mm . cos (Mm, MM')= M'N' . ços (M'N', MM) : donc, en substituant dans la somme ci-dessus des deux travaux élémentaires, on trouve qu'elle se réduit à
IX Nw. cos(Nw, MM').
Mais mN' et j\X' sont égaux tous deux à MM' : donc Nn est rélénienl d'une circonférence décrite du point N' comme centre, avec mN' pour rayon. Donc la projection de cet élément sur le rayon m]\', ou, ce qui revient au même, sur la droite parallèle MM', est nulle, puisque cet élément esl normal au rayon.
Donc enfin la somme des deux travaux élémentaires dus à la liaison des deux points matériels est nulle.
Si le lien, au lieu dVlre uue lige ou un fil invariable, était un fil le long duquel les points pourraient glisser, on arriverait au même résultat.
-j^^ En effet, supposons que les deux points jN M et j\r, par suite du glissement, ne gardent pas la même distance pendant le mouvement, et soit N^ et N' leurs positions voisines; N'N^ étant, par exemple, plus grand que MM'. Joignons M/i, mN^.
La somme des deux travaux se réduira comme précédemment à
I X wN^ . cos (nN, , MM) ,
Fig. 25.
quantité qui n'est pas nulle, puisque N'N, n'est pas égal à mN', et que par suite mN,
n'est pas l'élément d'une circonférence. Prenons NN' égal
à mN', et joignons Nn. On sait que •
wNj . cos («N^, MM')=>'». cos(Nn, MM') -{- INN, . cos(NiN,, MM').
Le preiiHCf icMiiie du second membre est nul, comnioon Fa vu précédemment, en sorte que finalement la somme des deux travaux se réduit à I . NN, cos wN'N, . Mais le cosinus d'un angle infiniment petit est égal à Tunité. Si donc on représente par dl la variation élémentaire de distance des deux points, on voit que le travail du aux forces de la liaison est égal à
\dl,
quantité qui doit d'aileui's être affectée du signe moim^ puisque la force est supposée dirigée en sens contraire de la variation de distance, et que, conséquemment, si Tune est estimée positivement, Taulre doit fêlre négativement. Eu sorte que la véritable valeur du travail élémentaire est
expi*ession dans laquelle la force et la longueur sont essentiellement positives.
Si au lieu de s*éloigner les deux points se rapprochaient, le travail élémentaii*e serait
-\-\dl.
Cela posé, considérons plusieurs points M, M', M",
M^**)) dont les deux extrêmes sont invariablement liés à nn fil, tandis que les autres glissent librement le long de ce fil. Le travail de toutes les forces intérieures, dirigées suivant les poitions du fil comprises entre les points deux à deux, sera égal à la tension du fit, qui est la même partout (n" 121), multipliée par la somme algébrique des rapprochements et des éloignements. Or, la totalité du fil gardant la même longueur, — ce qui fait que la somme des rapprochements et des éloignements est égale à zéro, — il en résulte que le travail élémentaire dû à toutes les parties de celte liaison est nul à chaque instant.
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Actuellemeut, si nous l'cvenons au terme 11 di de l'éqnalion (L) ci-dessus, on voit que les divei^sos catégories de travaux dont se compose cette somme sont nulles séparément. Donc ce terme disparait, et par suite Téquation des forces vives du système géométrique se réduit à
(G) lVdp = dl{my''^
ce qui montre que dans un système géométrique la variation élémentaire de force vive est égale à la somme des travaux élémentaires des forces extérieures, et que par suite la variation de force vive, dans un temps donné, est égale au travail des forces extérieures pendant le même temps. Ce résultat a lieu quelles que soient les liaisons géométriques, et quels que soient aussi les assujettissements des diverses parties du système. On voit, d'après la même équation (G), que la variation de force vive d'un système est absolument égale à celle qui se produirait si tous les points matériels étaient entièrement libres et indépendants les tins des autres.
Si les forces extérieures sont nulles, ou si, sans être nulles, elles satisfont à la condition que la somme de leurs travaux élémentaires est perpétuellement égale à zéro, la force vive totale du système demeure constante. Donc, si un système géométrique est, à un certain moment, abandonné par les forces qui le sollicitaient, ce système continuera à se mouvoir de telle façon que la force vive totale ne soit pas altérée. La vitesse individuelle des divers points pourra varier à rhifiui, mais ces variations se combineront de manière à ce que 2^mV* garde la même valeur. C'est ce qu'on nonime le principe de la conservation des forces vives, tout à fait analogue à celui de la conservation de la quantité de mouvement.
Lorsque les forces extérieures ont, à un certain moment,
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des valeurs telles que la somme de leurs travaux élémentaires soit nulle, la variation correspondante de la force vive est elle-même un maximum ou un minimum. Réciproquement, si cette dernière condition a lieu, on est assuré que les forces extérieures passent par des valeure telles que la somme de leurs travaux est momentaKcment nulle.
\U2. — Remarque importante. Lorsqu'un système géométrique est à liaisons complètes, c'est-à-dire constitué de telle sorte qu'un seul mouvement y soit possible dans le» deux sens, on a nécessairement alors, entre les n points matériels, 3n — 1 équations de liaisons, qui sont autant de relations entre les seules coordonnées. Pour que le problème soit résolu, il suffit d'avoir une seule équation de plus entre ces mêmes coordonnées et les forces extérieures du système, car on dispose alors de Zn équation^ pour exprimer les 3m coordonnées en fonction des forces extérieures. Toutes les forces intérieures sont par cela même éliminées. Or, cette nouvelle équation est précisément fournie par la relation (G) des forces vives, que nous venons de trouver, et qui ne contient pas efTectivement les forces intérieures. — Cette équation des forces vives est celle à laquelle on arriverait infailliblement si, au moyen des Zn équations (A), (A'),.... et des 2)71 — 1 équations de liaisons, on éliminait toutes les quantités dues à la présence des forces de liaisons. Nous avons ainsi a notre disposition un procédé immédiat pour trouver le résultat de cette élimination. — Cette remarque trouve une fréquente application dans les mouvements des appareils spéciaux, connus sous le nom de machines, à l'aide desquels l'activité humaine réalise les effets mécani-. ques qu'elle a en vue. La plupart du temps ces appareils sont des systèmes qu'on peut Irès-approximalivement regarder comme géométriques, et qui sont alors caractérisés par la condition d'être à liaisons complètes. Aussi, pour la détermination du mouvement, y fait-on un perpétuel usage de
réqiiation des forces vives, de pi^éférence à tout autre mode analytique.
Os machioes sont réellement des systèmes dynamiques, 011 une multitude de mouvements individuels se produisent. Maïs tous ces mouvements, à l'exception du principal, qui est celui qu'on a en vue, sont à peu près négligeables, et Ton regarde alors tous les points comme assemblés par des liens géométriques absolus. — Cest la même assimilation qu'on fait lorsqu'on parle de farces extérieures et de forces d* assujettissement. Dans le sens rigoureux des mots, il n'y a que des forces intérieures, puisque tout système, considéré en lui-même, n'est malgi^é nous qu'une partie intégrante du système dynamique de l'univei^s. Chaque fois qu'on emploie de pareilles locutions, il faut sous-entendre qu'on ne tient pas compte des corps environnants, ni des réactions qui s'y produisent, ni du mouvement réel qu'y reçoivent les courbes ou les surfaces censées fixes. C'est donc parce qu'on néglige volontairement la contre-partie de ces forces prétendues extérieures ou d'assujettissement, que la fraction de matière à laquelle on restreint les déductions peut être envisagée comme un système dans lequel existeraient des actions sans réciprocité.
\ho. — Considérons maintenant les systèmes dynamiques.
L'équation des forces vives est, comme on a vu, celle-ci :
(L) 2P(//7 4- ^\di = dl \ mn
Le terme dû aux forces intérieures ne disparaît plus, parce que la démonstration contenue dans le n° 1^1 n'est pas applicable à ce genre de liaisons. Mais si l'on reprend ce qui a été dit à celte occasion, on voit que le travail élémentaire dû aux deux forces mutuelles qui s'exercent entre deux points quelconques est toujours représenté par Rrfr, R désignant l'intensité de ces forces mutuelles, et dr la variation
de distance des deux points. Le signe 4- ou le signe — doit d*ailleurs être adopté, suivant que la force agit dans le sens de la variation de distance ou en sens Contraire. — La relation des forces vives des systèmes dynamiques sera donc :
(n) l?dp ± indr = Id '^mV ;
ce qui montre que la variation élémentaire de force vive est égale à la somme des travaux élémentaires des forces extérieures, plus ou moins la somme des produits obtenus en multipliant chaque force mutuelle par Téloignement ou le rapprochement des deux points entre lesquels elle s'exerce. On peut dire aussi, en passant à l'intégrale, que la variation de force vive, dans un temps donné, est égale à la somme algébrique des travaux dus aux forces extérieures et aux forces intérieures.
Il résulte de là que, s'il n'y a pas de forces extérieui*es, la force vive varie seulement d'après le travail des forces intérieures, et, si la force vive demeure constante, c'est qu'à tout moment le travail des forces extérieures est égal et contraire à celui des forces intérieures.
Ces faits nous montrent une différence radicale nouvelle jjui sépare lés systèmes dynamiques d'avec les systèmes géométriques : dans les premiers, le travail des forces intérieures influe sui* l'état de la force vive, tandis que dans les derniers ce travail est toujours nul. Pour qu'il fût nul aussi dans les premiers, il faudrait, ou que les distances des points deux à deux ne variassent pas pendant le mouvement (ce qui revient à dire que le système se comporterait comme un coips solide), ou que, les forces mutuelles ayant la m^me intensité entre plusieurs points, la somme des éloignements fut égale à la somme des rapprochements (ce qui reviendrait au cas géométrique de points matériels glissant le long d'un fil invariable).
Dans le système planétaire, toutes les forces se réduisent
à des actions miilucllos s'exerçint deux à deux entre dos points dont la distance varie perpctucllement. Il en rfeiille que la force vive augnfiente ou diminue toujours, à l'inverse de ce qui se passe pour la quanfilé de mouvement qui, comme on Ta vu, demeure constante.
144. — Supposons que toutes les forces tant intérieures qu'extérieures d'un système soient fonction des coordonnées des points d'application, et que la quantité l(Xdx~{- Ydy-\-Zdz)y où X,y,Z désignent maintenant la force totale^ soit la différentielle exacte d'une certaine fonction des coordonnées,/(ar,y,z,a?', y',.")> J6 veux dire pur là qu'on ait :
Xilx 4- Yrfy -h Zrfz 4- X'dx -j- Ydy' -h .... =
D'après cette hypothèse, l'intégrale totale de la quantité 2 (Xdx+X dy-^Zdz) sera précisément éga'e à cette foncliou f(jff,y,z,x\y',,,,.).
L'équation des forces vives, intégrée entre deux positions du système, donnera :
^i?nY5--2-;7nV5=/'(.r^,y,,2:pa;',,....)--/'(.r„,yo,Zo,T'o,... ).
Donc, toutes les fois que le système passera par une position telle que fQc^y^z^x\,„,^) prenne la même valeur en y remplaçant ar, 2/, z, y,.... par les coordonnés correspondant à cette position spéciale, la variation de force vive depuis l'origine repassera aussi par la même valeur, ce qui revient à dire que la force vive du système sera la même pour toutes ces positions spéciales.
Cette circonstance, où 2 (X rf;r -|- Y rfy -h Z dz) est une différentielle exacle, se produit notamment quand les forces motrices sont dirigées vers des centres fixes et qu'elles sont fonction des distances de leurs points d'application à ces centres. Il en est de mémo quand les forces se réduisent à des
actions mutuelles s'excrçant entre les points deux à deux et fonction des distances de ces points. En effet, s'il s'agit, par exemple, d'une action mutuelle entre les points m etm', on a ;
X(ùc + Ydy + Zdz + X'dx' -h Y'dy' 4- Z'dz' = Rrfr ;
et comme d'ailleurs
r» = (^ - xy + (y - yr + {z - zy ,
il s'ensuit que Rrfr, et aussi la somme de toutes les quantités analogues, est la différentielle exacte d'une fonction des coordonnées.
Nous concluons de là que dans un système dynamique, réduit à des forces intérieures fonction des distances, la force vive passe par la même valeur toutes les fois que les distances des points redeviennent les mêmes. Lors donc que dans le mouvement de ce système les points s'écartent ou se rapprochent, il y a gain ou perte de force vive, mais la valeur primitive se rétablit quand le système reprend la même forme, quel qu'ait été d'ailleurs son déplacement général dans l'espace. On voit ainsi que dans le système planétaire, où toutes les actions semblent dépendre uniquement des distances, la force vive totale, qui varie incessamment, passe périodiquement par la même valeur, aux époques où les distances mutuelles des astres se retrouvent dans le même état qu'auparavant. On pourrait nommer ce théorème principe de la périodicité de la force vive.
Cette conséquence s'applique évidemment aux systèmes géométriques dont les forces extérieures satisfont à la condition ci-dessus, puisque, dans tous les cas, le travail des forces intérieures est égal à zéro.
Un autre exemple très-simple de la périodicité de la force vive est celui où un système quelconque, dont les forces intérieures seraient géométriques ou fonction des distances.
serait sollicité extérieurement par la seule force de la pesanteur. La variation de force vive, entre deux plans horizontaux, serait PA, P étant le poids moteur, et h la distance des deux plans. Toutes les fois que le point auquel est appliqué le poids P repasserait par le même plan, par suite du mouvement général du système, ce dernier posséderait la même force vive, et il en perdrait ou en gagnerait toujours la même quantité en s'élevant ou s*abaissant d*un plan à l'autre.
On peut ajouter, ainsi qu'on Ta déjà vu pour un point matériel unique, que la somme 2 (Xdx-^Y dy -^Zdz) n'est jamais une difTérentielle exacte lorsque les mobiles éprouvent des frottements ou la résistance d'un milieu. Nous ne reproduirons pas la démonstration, qui est identiquement celle du n° 88. Nous nous bornerons à constater que dans ce cas la force vive du système ne redevient pas la même lorsque les mobiles reprennent leurs situations relatives. Mais il y a toujours diminution de force vive, si, — comme cela a lieu d'ailleurs invariablement, — la résistance du frottement ou du milieu s'exerce en sens contraire du mouvement.
THÉORÈME DE LA MOINDRE ACTION
1^5. — Ce théorème ne convient qu'au cas où 1 (Xdx-\- \dy-\-Zdz) est la différentielle exacte d'une fonction des coordonnées. Il consiste alors dans la propriété suivante :
Entre deux positions quelconques du système, la somme des intégrales relatives à la quantité de mouvement de chaque point multipliée par l'élément de courbe parcouru est toujours un minimum ; ou bien sous une autre forme :
La force vive consommée en un temps donné par l'ensemble du système pour parvenir d'une position à l'autre est toujours un minimum.
que suscite dans les mômes liens la présence du groupe extérieur en équilibre, réactions qui n'ont aucun effet sur le mouvement, et dont le seul résultat est justement de déterminer l'équilibre indirect du groupe en question.
C'est cette seconde catégorie de réactions, invinciblement liées au groupe extérieur, naissant et disparaissant avec lui, qui doit, avec ce groupe lui-môme, être supprimée dans les
équations (A), (A'), sans que les valeurs des seconds
membres soient changées. — On retrouve ici la même observation déjà présentée au n*» 106, à l'occasion de la résistance développée par une surface sous l'influence de forces qu'on applique à un mobile sans en modifier le mouvement. —
Afin de ne pas multiplier les notations, nous désignerons par les mêmes lettres L, M, N, L' cette deuxième catégorie de réactions, en ayant bien soin de ne pas perdre de vue la vraie signification actuelle de ces quantités.
Les conditions d'équilibre des forces données s'exprimeront donc en posant :
et ainsi de suite pour chacun des n points matériels. On obtient par là on équation entre les forces extérieures et les forces intérieures.
On a vu, dans le n" 129, relatif au mouvement, que les
quantités L,M,N, représentaient autant d'inconnues
distinctes qu'il y avait d'équations de liaisons entre les points du système, et que ces quantités L, M, N,.... pouvaient être remplacées par leurs valeurs en fonction desdites inconnues et desdites équations de liaisons. Si l'on effectue la substitution, et qu'on élimine ensuite les p inconnues distinctes correspondant aux p liaisons, on obtiendra 3n — p relatiooa
entre les forces extérieures et les fonctions des liaisons. Ce sont là les équations d'équilibre, exprimant les conditions auxquelles le groupe extérieur doit satisfaire pour être absolument sans influence sur le mouvement du système. C'est par la même élimination qu'au n° 129 on obtient les 3w— p équations du mouvement, qui, réunies aux équations de liaisons, permettent de déterminer la position des points à un moment quelconque. On pourrait du reste se dispenser des raisonnements qui précèdent en recourant directement à ces 3/1 — /) équations du mouvement. Puisque ces équations ne contiennent pas les forces intérieures, il suffît d'égaler les premiers membres à zéro pour avoir les conditions d'équilibre. On retombe alors sur les relations déjà obtenues au moyen des équations (E), (E'),....
Remarques,
1° D'après la manière même dont les Zn — p équations d'équilibre sont déduites, il est évident qu'elles ne contiennent pas les masses des points matériels. Ainsi les conditions d'équilibre sont indépendantes des masses des points auxquels les forces sont appliquées. En sorte qu'on pourrait tout aussi bien étudier les conditions d'équilibre en substituant au système matériel une figure géométrique dont les sommets tiendraient lieu des points. D'où il suit que l'étude de l'équilibre peut être ramenée à n'être qu'une pure affaire de géométrie, après avoir, bien entendu, constaté les lois de la composition des forces en chaque point, lesquelles s'établissent exclusivement à l'aide de la mécanique.
2° Les conditions d'équilibre ne dépendent à chaque instant que de la forme du système, et nullement de la position absolue des points dans Tespace. Car les quantités qui figurent dans les équations de liaisons sont : ou bien la distance
entre deux points attachés aux extrémités d'un lien invariable, ou bien la somme des distances entre des points, deux à deux, pouvant glisser le long d'un fil d'une dimension totale invariable. Donc les équations d'équilibre, qui ne contiennent que des transformations de ces fonctions, ne peuvent être influencées que par des changements entre les distances des points matériels, chose tout à fait indépendante de la position absolue de ces derniers.
Ces deux remarques confirment ce qui avait été énoncé au n° 50.
Conséquences.
!• Si n est le nombre des points matériels, et p celui des équations de liaisons, les équations d'équilibre sont au nombre de Zn — p. Or, les composantes X, Y, Z, X'.... sont au nombre de 3w. Donc il y en a autant d'arbitraires qu'il y a d'équations de liaisons. Ce qui signifie que, ce nombre p de composantes recevant des valeurs quelconques, on pourra toujours réaliser l'équilibre au moyen de valeurs convenables des Sn—p composantes qui restent à déterminer. Si, au contraire, on n'appliquait pas de forces extérieures à tous les points du système et qu'on ne disposât que d*un nombre de composantes inférieur à SH — p, on ne pourrait pas réaliser réquilibre, puisqu'on aurait moins de quantités à choisir que de relations à satisfaire. C'est ainsi, par exemple, que, si l'on avait deux points matériels invariablement unis par une tige rigide, il faudrait, pour réaliser l'équilibre, pouvoir disposer de 6 — 1 ou 5 composantes, ce qui n'eu laisserait qu'une arbitraire. En effet, deux forces extérieures, appliquées à un pareil système, ne peuvent s'équilibrer que si elles sont égales, opposées et dirigées suivant la tige de liaison : il ne reste donc indéterminée que l'intensité commune des deux forces.
En général, le nombre des conditions dVquilibrc augmente à mesure que le nombre d'équations de liaisons diminue, et vice ver g a.
T Supposons que le système se réduise à un assemblage de forme invariable ou à ce qu'on nomme un solide géométrique. L'invariabilité sera obtenue : 1° en unissant trois points, suivant un triangle; T en unissant chacun des autres points aux trois précédents. Si ce système est d'ailleurs parfaitement libre dans l'espace, le nombre des liaisons sera S-H-3(?t — 3) ou on — 6. Le nombre des conditions d'équilibre sera donc 3w— (3n — 6) ou sera égal à 6. Or nous connaissons déjà 6 équations qui conviennent à tous les systèmes libres, et dans lesquelles les forces intérieures ne figurent pas ; ce sont les trois équations relatives aux quantités totales de mouvemeni , et celles des moments (n"* 130 et 136). Comme les résultats de l'élimination ne peuvent changer, quels que soient les procédés employés, les six équations en question donnent précisément les six conditions d'équilibre, en égalant les premiers membres à zéro.
3° Supposons que le système soit à liaisons complètes, ou qu'il y aitSw — 1 équations de liaisons, il n'y aura qu'une condition d'équilibre.
Or, nous connaissons une équation qui ne contient pas les forces extérieures, c'est cdle des forces vives. C'est donc là notre condition cherchée.
L'équilibre sera alors exprimé par la relation
IÇLdx+X dy'A-Zd2)=lVdp=^o .
Remarquons que, dans ce cas, on ne pourrait pas prendre une des équations relatives aux moments ou aux quantités de mouvement, car le système, étant à liaisons complètes, n'est pas libre, et par suite les forces intérieures ne disparaissent pas des équations précitées.
A° Quel que soit le nombre des liaisons, l'équation l(Xdx
'\-^dy-\-ldz) = o est toujours satisfaite, puisque cette équation, ne contenant en aucun cas les forces intérieures, fait nécessairement partie des conditions d'équilibre. Donc, toutes les fois que des forces se font équilibre, la somme des travaux est nulle à chaque instant, et par suite la force vive totale demeure la même.
5° Toutes les fois que le système, dans son mouvement qnelcorique, passe par une position telle que les forces extérieures, à cet instant précis, s'y font équilibre, le travail élémentaire est nul, et conséquemment aussi la variation élémentaire de la force vive. Donc la force vive totale passe par une valeur maxima ou minima.
La réciproque n'est pas vraie, c'est-à-dire que, si la force vive est à un certain moment maxima ou minima, on n'eu peut pas conclure que les forces extérieures passent par une position d'équilibre : car ce qu'où sait seulement , c'est que le travail élémentaire est nul, et cette équation n'est suffisante pour impliquer l'équilibre que si le système est à liaisons complètes.
Remarque. Les conditions d*équtvale?ice de deux groupes de forces appliquées à un système ne diffèrent pas de celles de l'équilibre, puisqu'il suffit d'exprimer qu'il y a équilibre sur le système entre les forces de l'un des groupes et celles de l'autre, prises en sens contraire, conformément à ce que nous avons démontré au n° 122. On aura ainsi ^n — />, conditions d'équivalence entre deux groupes.
Autre remarque,
THÉORÈME DE d'aLEMBERT.
Lorsque, dans l'étude du mouvement (n° 129), on prend les équations (A), (A') et qu'on élimine les forces inté-
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1 ieures, pour obtenir 3/* — p équations entre les forces intérieures et les coordonnées des seconds membres, on effectue identiquement le même calcul que lorsque, dans Tétude de l'équilibre (n" 147), on prend les équations (E), (E).... et qu'on élimine les forces intérieures, pour obtenir 3n — p relations qui expriment les conditions d'équilibre des forces extérieures. Si, dans ces dernières équations, on remplace X, Y, Z, X', respectivement par
^^"^W ^--"^dt^' ^""'"rf^» X-7n-^,....
on aura des équations qui exprimeront qu'il y a équilibre, non plus entre les seules forces X, Y,.... mais entre ces mêmes forces combinées avec d'autres, dont les composantes
auraient pour valeurs — m ^j'^^ j^ 5^^ qui seraient
conséquemment égales et contraires à celles que nous avons nommées (n° 116) forces conservées, dans le cas du système en mouvement. Or, ces relations d'équilibre sont actuellement identiques aux ^n—p équations de mouvement déduites des équations (A), (A').... : car il suffit, dans les calculs effectués sur ces dernières, de faire passer les quantités des seconds membres dans les premiers. D'où il suit :
1° Que les forces extérieures ou motrices d'un système géométrique font équilibre à des forces égales et directement opposées aux forces conservées de tous les points matériels.
2'* Que la recherche du mouvement dû aux forces extérieures peut être ramenée à celle de l'équilibre entre les forces extérieures et les forces conservées, et vice versa.
On énonce quelquefois sous une autre forme l'équilibre entre les forces extérieures et les forces conservées. A cet effet, on nomnie force perdue en chaque point une force qui, combinée avec la force conservée, a pour résultante la force extérieure. De telle sorte que, si ME est la force extérieure
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et MC la force conservée, la force perdue sera représentée par l'autre côté MPdu parallélogramme MCEP. On voit par ^E là que cette même force perdue peut être considérée comme la résultante de la force extérieure ME et d'une force égale et contraire à la force conservée. Or, nous avons dit tout à l'iieure que les forces exttTieures et les forces conservées , prises en sens contraires, se font équilibre sur le système. Il revient donc au même d'énoncer que les forces perdues sont en équilibre. C'est d'ailleurs évident de soi, puisque Fig. 2ft. les forces perdues sont égales et opposées
aux forces de liaisons : au moyen de celles-ci, les forces extérieures et conservées doivent se trouver en équilibre.
Nous avons peine à nous rendre compte de l'importance excessive qu'on a attachée au théorème de d'Alembert. Si l'on n'y veut voir qu'une très-élégante interprétation concrète des équations du mouvement, nous sommes pleinement de cet avis. Mais on a dit de ce théorème qu'il était la base de la mécanique, en ce qu'il permettait de ramener les questions de mouvement à des questions de repos. Mais cette réduction n'est qu'apparente, puisque les valeurs des coordonnées mobiles figurent de la même manière, soit qu'on les laisse ostensiblement dans les seconds membres des équations (A), (A').... soit qu'on les dissimule sous la désignation de forces conservées. Nous ne voyons pas davantage en quoi l'intelligence de la théorie du mouvement en est facilitée, puisque ce sont identiquement les mêmes calculs, les mêmes raisonnements et les mêmes résultats, soit qu'on opère sur les équations (A), (A').... soit sur les équations (E;, (E')... Il nous semble bien plus philosophique de n'y voir qu'une interprétation des équations du mouvement. Car rien ne satisfait moins l'esprit que de vouloir, à priori et avant tonte
coiisidéraliou directe de la mécanique, ramener les problèmes dynamiques à des problèmes de statique. On parait ainsi sacrifier les éléments concrets de la question à un artifice analytique.
Le théorème de d'Alembert n*est du reste qu'une application de la proposition très-générale démontrée au n*" 122, et consistant en ce que deux groupes de forces équivalents et de sens contraires se font équilibre. En effet, les forces conservées dont nous parlions ci-dessus sont évidemment équivalentes aux forces motrices, puisqu'elles produiraient le mouvement qui a effectivement lieu. Donc, si on les prend en sens contraires, elles feront équilibre aux forces motrices.
TUÉORÈMË SUR LA STABILITÉ ET l'iNSTABILITÉ
DE l'Équilibre d'un système.
1A9. — On se rappelle la distinction établie entre l'équilibre des forces d'un système et V équilibre de ce système lui même. La première expression signifie que les forces sont sans influence sur l'état du système, qui peut d'ailleurs être doué d'un mouvement quelconque ; la seconde signifie que le système est en repos et que conséquemment les forces, qui y sont d'ailleurs en équilibre, le laissent parfaitement immobile.
L'équilibre d'un système se présente avec deux caractères bien différents. On dit que l'équilibre est stable si le système, étant très-peu écarté de sa position actuelle, tend à y revenir en vertu des forces qui lui sont appliquées; et on dit qu'il est instable si le système tend au contraire à s'en éloigner de plus en plus, jusqu'à ce que, selon la locution vulgaire, il se mette à chavirer. Un exemple de la stabilité nous est offert par un mobile M, placé sur une courbe AS, dont il occupe le point le plus bas, et sollicité uniquement
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par la pesanteur, qui actuellement est équilibrée par la résistance de la courbe. Il est j^ clair que, si ce mobile est très-peu écarté, à droite et à gauche, de sa position, la pesanteur, qui cesse aussitôt d'être équilibrée, puisqu'elle n'est plus normale à la courbe, agit pour ramener le mobile vers sa position d'équilibre , autour de la- Fig. 25.
quelle il oscillera dès lors indéfiniment. Pour peu qu'un certain frottement vienne chaque fois détruire ce mouvement , le mobile finira par s'arrêter dans sa position primitive. L'instabilité aurait lieu au contraire si le mobile occupait le point le plus haut de la courbe A'S' : car, à la suite de tout écart, la pesanteur se mettrait à agir pour faire descendre le mobile, et, par suite, pour l'éloigner à chaque instant davantage de sa situation initiale.
Le théorème que nous voulons démontrer est relatif aux forces qui satisfont à la condition que l(;Xdx-hYdy-\-Zdz) soit la différentielle exacte d'une certaine fonction des coordonnées, — ce qui est, avons-nous vu, le cas général des forces de la nature. — Dans une telle hypothèse, la variation de force vive d'un système, doué d'un mouvement quelconque, entre deux positions déterminées, est représenté par
^C^ii^ij^ij^'ivO — ^C^o>2/o»^oi^'ov)- Lorsque le système passe par une position telle qu'à ce moment précis les forces extérieures s'y trouvent en équilibre, la fonction cj>(^i,i/|,^|...) prend nécessairement une valeur maxima ou minima, puisque le travail élémentaire des forces motrices, qu'elles satisfassent ou non à la condition ci-dessus de la différentielle exacte, est alors égale à zéro. Cela posé, le théorème annoncé est le suivant :
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Si la fonction 9(^1, yi, 2^1, a?'^,.-0 ^'^t un maximum, la position correspondante est une position d'équilibre stable; c'est-à-dire que si le système, au lieu d'y passer avec une certaine vitesse qui Tentraîne au delà, s'y trouvait d'abord en repos, et qu'on l'en écartât très-peu, il tendrait inévitablement à y revenir.
Si au contraire cette fonction est un minimum, la position correspondante est une position d'équilibre instable.
Supposons donc que la fonction prenne une valeur maxima. Soient ^r^, i/y, r^, x\,., les coordonnées correspondant à la position d'équilibre. Imaginons qu'à partir de cette position les mobiles reçoivent de très-petites vitesses, en vertu desquelles, au bout d'un certain temps t, ils occupeiont de nouvelles positions dont les coordonnées a;,, yxiZ^^x\,., différeront fort peu des anciennes. Représentons par/>^ q, r, /)'... ces irès-légèrcs différences, en sorte que a?,=j?o-f-/), 2/1 ^yo-l- ^> ^1=^0 + ^' ;r',=:r'o -h /)'... Je prétends que ces quantités p^ q,r, p'... demeureront très-petites quelle que soit la longueur du temps qu'il plaira de considérer. D'où il résultera que les mobiles ne pourront que se mouvoir à droite et à gauche, dans de très-faibles limites, et linalement reprendront leurs positions premières, pour peu que quelque résistance, telle que le frottement, vienne graduellement amortir le mouvement.
En effet, la variation de force vive, entre les deux positions susdites, sera
= 9(^0-1-;^» 2/0+ 9»- ■•) — 9(^0» yo»^o»--0-
Si l'on développe le premier terme du second nombre suivant les puissances ascendantes de p, q, r,... on sait : 1° que, d'après la propriété des maxima et des minima , la somme des termes dépendant des premières puissances sera nulle ; T que la somme des termes du second degré pourra,
320 LIVRE m. — SYSTÈMES MATÉRIELS.
dans le cas du maximum, se décomposer en autant de carres, précédés du signe mo l n s, qu'W y a dans la fonction de variables indépendantes. Si donc on désigne par R la somme de tous les termes relatifs aux puissances supérieures à la seconde, il viendra :
A', B% C^.. représentant les carrés susdits, qui deviennent naturellement tous nuls en même temps que p, q, r,.,. et qui sont tous très-petits en même temps que ces dernières quantités.
Or, je dis que si les vitesses initiales V^ ont été choisies suffisamment petites , aucun des carrés A^, B^... ne pourra jamais être égal à l^m\^. Car si, à un certain moment, le plus grand de tous, le carré A^, par exemple, pouvait lui . être égal, on aurait :
2 i mVj = — (B^ +0^-1- ....) -h R.
Mais cette relation serait évidemment une absurdité : car si les vitesses Vq ont été prises suffisamment petites, les carrés B^,C%... tous inférieurs à 2{m\^^ qui est une quantité très-petite, sont eux-mêmes fort petits, et, par suite, p^ q, r, sont aussi petits qu'on le voudra. D'après cela, un seul de ces carrés B^, C%... qui ne renferment que les secondes puissances de/>^ q, r,.,, sera plus grand que le reste total R, composé de puissances supérieures à la seconde. Il en résulterait que l'^m V^^ qui est essentiellement positif, serait égal à une quantité négative, ce qui est absurde. Il demeure donc acquis qu'on peut imprimer à tous les mobiles des vitesses suffisamment petites, pour qu'ils ne s'éloignent jamais, quel que soit le temps écoulé, au delà de très-faibles distances de leurs positions primitives.
Si la fonction est un minimum, les carrés B% C^... sont.
d'après les règles précédemment invoquées, affectés du signe + au lieu de l*êlre du signe — . Alors la démonstration ci-dessus ne s'applique plus, et rien ne s'oppose à ce que ces carrés deviennent égaux à l{m\l, et même supérieurs an delà de toutes limites. Donc aussi les variations de coordonnées/?^ q, r,... peuvent prendre des valeurs infmiment croissantes, ce qui est Justement le cas de rinstabilité de l'équilibre.
Nous pouvons faire une application très-simple de ce théorème à un système de corps soumis uniquement à la pesanteur, et liés d'ailleurs entre eux d'une manière quelconque. Prenons l'axe des z vertical, et soit r, t:', tt"... les poids de ces différents corps; z, z* , z",... leurs coordonnées verticales relatives à la position d'équilibre du système. La quantité l(Xdaf-{-Ydy 4-Zrfz) se réduira à (7r+:r'-h7:"H-. ..)rf^, et la fonction (f correspondante sera (tt -Ht:' + ?:"+... y, laquelle, pour la position d'équilibre, aura la valeur 7r2^+7rV+7:'V+... L'équilibre sera stable si cette valeur est un maximum, et instable si elle est un minimum. Or, si II est le poids total du système, et Ç l'ordonnée verticale du centre de gravité, on devra avoir
Cela résulte de 7:=m^, 'n!=m'g,... ll=^^\g, et de la définition du centre de gravité, d'après laquelle
mz-^m'z -i- = MÇ.
La quantité IIÇ, qui représente la valeur de la fonction cp pour la position d'équilibre, montre que l'équilibre sera stable si II Ç est un maximum, c'est-à-dire si Ç est le plus grand possible, et que l'équilibre sera instable si ^ est un minimum. Or, la force II agissant de haut en bas, il faut compter les z de haut en bas. Donc la stabilité correspondra au cas oii le centre de gravité est le plus loin au-dessous du
plan des xtj^ c'ost-à-dîre quand il est le plus bas possible, et rinstabilité, au cas où il est le plus haut possible.
Équations du mouvement et de Téqullibre dans le eas de forées Instantanées.
150. — Nous avons déjà eu occasion déconsidérer des actions instantanées en traitant de Tintroduction et de la suppression brusque des liaisons d'un point matériel.
D'une manière générale on nomme forces instantanées des forces qui jouissent de la propriété d'imprimer des vitesses finies aux masses qu'elles sollicitent pendant un temps extrêmement court et le plus souvent inappréciable à nos organes. Cette circonstance implique que ces forces aient une très-grande intensité : car, si m est la masse qui reçoit la vitesse V au bout d'un temps très-court t, on aura la relation mV=PiT, en représentant par P| une valeur moyenne de la force, telle que, son action ayant lieu d'une manière existante pendant la même durée r, la vitesse communiquée soit précisément celle qui résulte de la force instantanée elle-même. Mais de cette relation on déduit
mV Pi = — , ce qui montre que, la durée de l'action étant trèscourte, la valeur moyenne de la force instantanée est trèsgrande.
Ainsi, considérées en elles-mêmes, les forces instantanées difiërcnt des forces ordinaires en ce qu'elles sont beaucoup plus intenses et beaucoup plus rapides.
Mais une autre différence, essentielle au point de vue du calcul, c'est qu'on ne connaît jamais cette intensité ni la loi de sa variation pendant sa durée. On ne peut donc pas faire figurer ces forces dans le calcul de la même manière que les autres. On y parvient en remarquant que ces forces
sont toujours assignées par la quantité de mouvement qu'elles sont susceptibles de produire. En d'autres termes,
on connaît la valeur de l'intégrale / Vdt, étendue à la du*^
rée T de l'action, valeur qui est précisément représentée par une certaine quantité de mouvement mV, assignée à prtort.
Ainsi, toutes les fois quil s'agira de faire figurer une force instantanée dans les équations, il faudra se rappeler qu'on connaît d'avance la vitesse qu'elle imprime à une certaine masse, supposée entièrement libre, mais qu'on ne connaît individuellement ni P ni t.
D'après cela, les équations du mouvement s'établiront fort Siisément de la manière suivante :
Reprenons les équations ( A ), ( A' ).. . .
et supposons que X, Y, Z, X'... y représentent les composantes de forces instantanées.
Bien que ces quantités ne soient pas directement connues, on n'en a pas moins le droit d'établir les équations ci-dessus, comme dans le cas de forces ordinaires, parce qu'il n'y a aucune raison de supposer que les lois générales de la mécanique ne s'appliquent pas ù ces forces spéciales. Rem'arquons que L, M, N, L'... sont des quantités du même ordre que X, Y,.. . car elles représentent les composantes des réactions instantanées des liens, qui se développent en correspondance des actions instantanées extérieures.
Pendant la durée des percussions ( on nomme ainsi ces actions instantanées) la position des points matériels ne change pas sensiblement, et on peut les regarder comme constantes.
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Intégrons chacune des équations ci-dessus par rapport au temps, pour la durée totale des percussions. Les premiers membres représenteront alors les quantités de mouvement engendrées séparément par les forces instantanées et par les réactions correspondantes sur les points matériels supposés libres; les seconds membres représenteront les quantités de mouvement acquises par les points matériels sous la double influence des forces et des liens auxquels ils sont effectivement soumis. Si donc nous désignons par v, u, w, v\,.. les vitesses inconnues acquises par les divers points du système après les percussions, et par a, b, c, a',.,, les vitesses con* nues qu'ils recevraient respectivement des forces iuslantabées, s'ils étaient libres, le^ équations intégrées pourront s'écrire :
ma + l Ldt=mv^ mb + f M(/f=ww, (I) *^"
^ me -\- j Nrfr = miv ,
(!') m'a'-h rV(lt=imv\
On a vu au n" 129 que les quantités L, M, N, L... représentent en réalité autant d'inconnues distinctes i\ i"... qu'il y a de liaisons ; et que, si l'on fait la substitution dans les équations du mouvement, on fait figurer chacune de ces inconnues, multipliée par une certaine fonction des coordonnées. Les intégrales ci-dessus représentent donc/> intégrales
distinctes, de la forme / ^idt , respectivement multipliées
par certaines fonctions des coordonnées. Ces fonctions sont en effet hors de l'intégration, puisque la position des mobiles est considérée comme ne changeant pas pendant la durée de la percussion. On peut éliminer ces p intégrales, traitées comme autant d'inconnues, entre les équations (I), (!')...
ci-dessus ; et on obtiendra 3m — p relations renfermant les 3/» inconnues v, u, w, v',,.. Maïs, d'un autre côté, ces vitesses doivent satisfaire aux liaisons du système. Si donc on diffcrentie par rapport au temps chacune des équations de liaisons,
on aura/) nouvelles relations, où flgureroni^ , t^ ,.•• c'est-
ù-direr/ii.... On aura ainsi finalement 37i équations pour déterminer les 3n \itesscs composantes, qui sont les incon* nues de la question. Quant aux coordonnées qui figurent aussi dans ces relations, elles ne sont point inconnues, puisque les percussions n'altèrent pas les positions des mobiles, et que celles-ci sont naturellement supposées connues au moment où les percussions commencent à agir.
Ainsi on déterminera les vitesses engendrées par des forces instantanées, absolument comme on détermine des vitesses, au bout d'un temps quelconque, produites par les forces ordinaires.
Pour le mouvement du système, qui fera suite aux percussions, nous n'avons rien à ajouter : car nous nous retrouverons dans le cas normal d'un système qui se meut dans de certaines conditions de liaisons, en vertu de certaines vi* tesses initiales, et qui peut d'ailleurs être ou non sollicité par des forces motrices.
Nous avons Implicitement admis, dans la théorie qui pré<cède, que toutes les forces étaient instantanées.
S'il y avait aussi des forces ordinaires , ce ne serait pas une difficulté; car, leur intensité étant très-faible par rapport aux percussions, on n'en tient aucun compte pendant la durée t; en sorte que les résultats déduits subsistent intégralement.
Les équations d'équilibre s'obtiennent avec la même fhcilité. Il suffit d'égaler à zéro les premiei*s membres des 3n— p équations du mouvement, ou de refaire le raisonnement connu sur les relations suivantes :
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l'a' 4- rV* = o ,
Quant aux conséquences générales, relatives tant au moutement qu'à Téquilibre, qu*on pourrait présenter sur les percussions, la mélhode est trop semblable à celle des forces ordinaires pour que nous croyions utile d*y revenir.
VliMréMes géaéraMX 8«r riBtra4«eti«B et la •«ppressioM braf^ae ëes llalsoBs 4*«b systèMM ée palais Bialérlels*
CHOCS ET EXPLOSIONS
• 151. — Jusqu'ici nous avons supposé que les liaisons géolaétriques du système existaient dès Torigine du monvement. Nous allons maintenant entrer dans des considéralions analogues à celles du n"* 113, c'est-à-dire examiner le cas où soudainement, pendant le mouvement des points malériels, ceux-ci se trouveraient assujettis à certaines liaisons nouvelles. C'est ce qui aurait lien, par exemple, pour deux points matériels, attachés aux exti*émités d'un fil flottant, et qui auraient des mouvements les éloignant de plus en plus Tun de l'autre. Tout à coup, la distance des deux points ayant atteint la limite de longueur du fil, celui-ci se tendra et produira une action brusque en vertu de laquelle le mouvement antérieur des deux points sera modifié de manière à rester désormais compatible avec leur distance devenue invariable.
Nous ne nous proposons pas de déterminer tous les élé-
ments du mouvement qui succède ainsi à un brusque phénomène d'introduction ou de suppression de liaisons dans l'intérieur d'un système géométrique. Nous voulons seulement démontrer deux théorèmes, relatifs à la force vive, et qui ne sont que la généralisation de ceux déjà démontres pour le point matériel unique. Conservons d'ailleurs pour chaque point les mêmes expressions de vitesse conse^'vee, perdue et gagnée. Les deux théorèmes en question sont les suivants :
1° Quelles que soient les liaisons brusquement introduites entre les points d'un système, ou entre ces points et des courbes ou des surfaces fixes, la force vive du système avant l'introduction est égale à la force vive après, plus la force vive correspondant à l'ensemble des vitesses perdues et gagnées par les divers points du système.
T Quelles que soient les liaisons brusquement supprimées, la force vive après la suppression est égale à la foice vive avant, plus la force vive correspondant à l'ensemble des vitesses perdues et gagnées par les divers points du système.
£u résumé, l'introduction de liaisons diminue la force vive, et la suppression l'augmente de la quantité qui correspond aux vitesses perdues et gagnées. Quant à ces vitesses elles-mêmes, elles sont, dans les deux cas, augmentées pour certains points, diminuées pour d'autres, mais contribuent toutes à la fois soit à la perte, soit au gain de la force vive totale du système.
152. — Introduction brnsqne de liaisons*. Nous examinerons successivement l'efTet produit par chacune des liaisons qui peuvent figurer dans la con^titution d'un système géométrique, et qui se réduisent à celles-ci : 1° tige ou fil invariable liés par les deux extrémités à deux points matériels-, 2' fil le long duquel certains points glissent librement. - Quant aux surfaces ou aux courbes fixes, nous
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n'avons pas besoin de nous en occuper, puisque le tlicoivnic est, on ce qui les concerne, démontré au n" U/i.
Soient donc en premier lieu deux points matériels M et j\r, douf's de vitesses qui, à un certain moment, sont dirigées suivant M V etM'V. Supposons que tout à coup ces deux points soient assujettis à rester désormais à la distance invariable M jM', où ils se trouvent actuellement. Cette introduction de liaison aura pour effet de transfor. mer les vitesses MV et M'V en ^ deux autres MV^, et M'V^, telles
que , pendant l'instant dt qui Yl suivra immédiatement Faddition de cette liaison, les deux mobiles arriveront respectivement aux positions N et N', lesquelles satisfont à la condition que la dislance NN' égale MM'.
Or, on peutconcevoirla vitesse V comme décomposée en deux Fiu. 27. autres, Tune dirigée suivant M 3»'
et égale à la vitesse conservée V^, Faulre dirigée suivant le prolongement du lien MM' et dont je représente la valeur par U. La vitesse V est ainsi la résultante de V^ et de U,
Le mouvement du mobile s'effectuerait tout naturellement suivant MN, si la vitesse Vj existait seule, au lieu de V. Mais puisque ce mouvement se produit effectivement, sous l'influence de la liaison introduite, il en résulte que cette introduction revient à anéantir subitement la vitesse U. Donc l'action de la liaison correspond à celle d'une Ibrce instantanée qui, pendant un temps extrêmement court, imprimerait une vitesse égale et contraire à la vitesse U.
Pareillement, pour le mobile M', on voit que la liaison revient à produire instantanément une vitesse égale et contraire à la vitesse U' qui, combinée avec VJ, redonne V.
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Cela posé, je dis que la somme des forces vives des deux points, après riiitroductioii de la liaison , est égale à la somme des forces vives primitives, diminuée de la somme des forces vives dues auxvitesses U etU', qui, dans la construction de la figure, sont toutes deux des vitesses perdues, maïs qui pourraient être, Tune perdue, Tautrc gagnée.
En effet, on a :
V = Vj + L*-^ — 2U V, cos (U, VJ ,
et par suite :
1 mV= ^ mVj + -; mU' — mUVj cos (U, Vj) (I)
de même
im'Y' = i m'y] + 1 m' U'^ — m'U' v; cos (L', v;) (2)
d'où, en ajoutant :
(3) ;-wV2+ im' V" = JmV{ -f- im' V'J + ' mU^^- i m'L'^ —
— mU V, cos (U, V,) - m'U'V; cos (U', v;).
Mais remarquons que l'action int<'rieure, développée par la liaison en M, au moment de l'introduction, est, comme on l'a déjà dit, égale et contraire à l'action développée en M'. Donc wiU et m'U', qui représentent respectivement les quantités de mouvement communiquées par ces deux actions aux deux mobiles, pendant la durée extrêmement courte de l'introduction, sont égales et de signes contraires. Les deux derniers termes de la précédente équation peuvent alors s'écrire :
mU[V, cos (U. V,) — v; cos (U', V;)] ;
or
Cette quantité devient donc :
mU dt
[mN. cos (M N , MM) — M'iN'. ces (WN', MM') | .
La quantité entre parenthèses est celle qui figure dans la démonstration du n° 141, et nous avons fait voir alors qu'elle est identiquement nulle. On peut la retrancher, et par suite la relation (3) se réduit à
'jinV 4- l m'V'2 = -; mVj + { 7n' VJ — (1 mU^ + ^ w' U'^) ;
ce qui est justement ce que nous voulions prouver.
On démontrerait d'une manière analogue , et en s'appuyant sur la seconde partie du même n" 141, que la relation ci-dessus a encore lieu lorsque certains points glissent le long d'un lil. Elle a donc lieu finalement pour rcnsemblc des points du système. Comme d'un autre côté elle se vérifie pour les cas d'assujettissements individuels, il en résulte qu'on peut écrire en général :
ou , ce qui revient au même :
N. B. Il est visible d'ailleurs que parmi les vitesses U quelques-unes peuvent être gagnées et non pet^dues. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si, la liaison étant une tige rigide, la vitesse M' T était dirigée au-dessous de M' V^. Mais le même résultat subsisterait toujours, comme il est facile de s'en convaincre.
Si l'on suppose les vitesses M V et M' V faisant entre elles un angle aigu, et qu'on prenne des tiges MM' de plus en plus courtes, on arrivera, à la limite, au choc immédiat de deux points matériels l'un contre l'autre, assujettis aprcs
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leur choc à rester au contact. Les résultats qui précèdent s'appliqueront intégralement à ce phénomène.
Donc, d'une manière générale, toutes les fois qu'entre les points matériels d'un système on introduit brusquement de nouvelles liaisons, ou quil survient des chocs entre des points qui restent au contact après le choc, il y a toujours perte de force vive, et cette perle est égale à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées par les divers points.
Il n'en est pas de même de la quantité totale de mouvement, qui ne change pas par suite de Tintroduction de liaisons mutelles, et qui ne varierait qu'autant qu'on introduirait des assujettissements individuels. Les réactions instantanées ou continues des liens , étant toujoui-s égales et de signes contraires, sont nécessairement sans influence sur la quantité de mouvement; ainsi, du reste, que nous l'avons examiné en détail aux numéros 130 et suivants. Il n'y a rien de surprenant à ce que la force vive change quand la quantité de mouvement ne change pas : cela tient à ce que la vitesse figure différemment dans chacune des deux expressions, et que des variations de sens contraires, qui se compensent dans des quantités prises à la première puissance, ne se compensent plus quand ou les prend à la seconde.
153. — Suppression brusque des llalsoas. Supposons actuellement qu'au lieu d'une introduction de liaisons on ait une suppression brusque ou une explosion, qui ait pour résultat de rompre violemment les liens et de lancer les iim>biles dans des directions quelconques , autres que celles qu'ils auraient respectivement suivies en veitu de leurs liaisons primitives. Je dis que dans ce cas il y aura toujours accroissement de force vive, et que ce gain sera égal à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées par les divers points matériels.
Soient en effet deux mobiles qui, d'abord assujettis à rester
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à la même dislance l'un de Tautrc au moyen d*un lien inva* riabic MM', sont tout à coup lances suivant des dii*ections quelconques M V^ et M' VJ, à la suite d'une rupture brusque de ce lien.
Désignons par V et V les vite&ses respectivement possédées par les mobiles avant Texplosion , vitesses en vertu
desquelles ils seraient venus au bout d'un instant di oc^ cupor des positions N et M', telles que NN' égale MM', si la liaison avait persisté dans le trajet
En raisonnant comme on Ta fait pour le choc , on verrait que l'explosion produit ieffet d'une force instantanée qui imprimerait aux mobiles, suivant la direction MM', des vitesses U et U', telles que les vitesses conservées \^ et Y\ soient respectivement les résultantes de ces vitesses U et U' composées avec les vitesses V et T.
Par suite on a :
imy] + { m'V'î = ;-mV* + \m'r^ + \ml}^ +im'U'' —
— mU[V cos (V,13) —y cos(V,U')].
Ou a mis ?nV en facteur commun , d'après la remarque déjà faite que mV et m'IJ' sont égaux et de signes contraires.
Or, nous venons de démontrer, au sujet de l'introduction brusque, que la quantité entre parenthèses est nulle. La proposition annoncée en résulte, et on retendrait sans difcttlté aux autres liaisons géométriques ainsi qu'au cas de deux points matériels, primitivement unis et au contact, et brusquement séparés à un certain moment.
Fig. 28.
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Finalement donc, toutes les fois que dans un système quelconque il se produit des ruptures brusques de liaisons ou des explosions entre les divers points de ce système, il y a gain de force vive, et ce gain est c'gal à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées par les divers points du système.
Ces phénomènes sont d*aiileurs sans aucune influence sur la quantité totale de mouvemeut.
CHAPITRE III
AUTRE MANIÈRE DE PRÉSENTHl LES RÉSULTATS ÉTABLIS DANS LE CHAPITRE PRÉCÉDENT, OU MÉTIKHffî DES MOUVEMENTS ' VIRTUELS.
15i!i. — Nous nous proposons ici d*appiiquer aux systèmes géométriques la méthode qui a fait Tobjet du cinquième chapitre du livre ii, et qui au fond ne diffère pas de celle qui a été employée dans le chapitre précodent. Elle repose sur le principe deg moments virtuels étendu aux assemblages quelconques de points matériels et consistant en ce que :
Dans tout mouvement d*un système géométrique libre ou assujetti, la somme des moments virtuels des forces extérieures est égale ù la somme des moments virtuels des forces conservées.
Quant aux systèmes dynamiques, l'usage de cette méthode est tout à fait sans intérêt, ainsi que nous le verrons plus loin. Il en est de ces systèmes comme du point matériel libre, au n° 117.
Nous allons d'abord reprendre, en les généralisant, les définitions posées dans le chapitre précité.
Définitions.
On nomme positions virtuelles des points matériels d'an système quelconque, les positions que pourraient occuper simultanément les points (le ce système, sans altérer les liaisons de toute nature auxquelles ils sont soumis; ou, eo d'autres termes , les positions compatibles avec TensenUe des liaisons du système.
On nomme de même motwemenU ou déplacements mr^ tuels des points , les mouTements simultanés dont les tra-* jectoires ne passeraient que par des positions virtuelles.
Ainsi :
Pour un système dynamique libre, tous les points de l'espace sont des positions virtuelles; car avec des forces d'intensité et de direction convenables on peut y amener simultanément tous les mobiles de ce système, sans altérer en rien leurs liaisons, qui se réduisent à de pures forces mu*tuelles qu'on peut toujours combattre par des actions extérieures suffisantes.
Au contraire, pour deux mobiles, par exemple, liés en-^ semble au moyen d'une tige invariable, les positions virtuelles seront restreintes à celles qui satisferont à la condition que la distance reste égale à la longueur de la tige de liaison $ en sorte que, si Tun des mobiles occupe déjà une certaine position déterminée, le mouvement virtuel de Tautre ne peut se produire que suivant la surface d'une sphère dont le centre serait le premier mobile, et le rayon la tige considérée. Si en outre l'un des mobiles est assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, il faudra que les positions virtuelles satisfassent a une nouvelle condition, consistant en ce que le mobile en question n'abandonne pas cette courbe ou cette surface.
Pareillement pour trois mobiles, dont deux liés aux extrémités d*un fil et le troisième glissant le long de ce fil, les positions virtuelles seront restreintes à toutes celles pour lesquelles la somme des deux distances demeure constante; et, si en outre les deux points matériels extrêmes sont invariablement fixes, les positions virtuelles du troisième se réduiront aux points d'un ellipsoïde , et ses trajectoires virtuelles à toutes les lignes qu*on pourra tracer sur celte surface.
N. B, Dorénavant, quand nous parlerons de positions virtuelles et de mouvements viituels , il sera entendu qu'il s'agit spécialement des positions infiniment voisines et des éléments rectilignes qui les joignent aux mobiles du système.
Quaut aux momenU virtueU, aux forces conservées, etc. , nous n'avons rien à ajouter à ce qui a déjà été convenu dans lenMlG.
Cela j[)osé, nous allons procéder à la démonstration du principe des moments virtuels.
155. — Soit donc un système quelconque, dynamique ou géométrique, libre ou assujetti. Soit m un point matériel de ce système, P sa force extérieure, I sa force intérieure, et X, Y, Z, L, M, N les composantes de ces deux forces suivant les axes de coordonnées. Soit enfin une droite quelconque, menée par le point m, et ^s une portion arbitraire de cette droite, dont les projections, suivant les axes, seront désignées par d;r, îy, ôz, de telle sorte que les angles de cette même droite auront respectivement pour cosinus
Ts' h' Ts'
Nous supposerons d'ailleurs, comme au n° 117, les quantités $Xf 3y, Szy Ss infiniment petites, ce qui n'altérera en rien la généralité de la position de cette droite.
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En s'appuyaot sur le même principe que dans le n° prëcitéy on établira la même relation (2), savoir .
X$x H- Y$y H- Ziz + L$x -+- M$y + Nîz = /dv ^ , du ^ , dw ^\
laquelle signifie que le moment de la force extérieure, plus le moment de la force intérieure, suivant une direction tout à fait quelconque, est égal au moment de la force conservée; proposition qui n'est que la transformation algébrique de celle qui exprime que dans le mouvement projeté suivant une droite quelconque la somme des composantes des forces extérieure et intérieure est égale à la masse du mobile multipliée par son accélération. Nous partons ainsi de la même base qui a servi à édifier les théoi*ies du chapitre précédent : nous devrons donc arriver exactement aux mêmes résultats.
Pour un autre point matériel m' on établira une relation tout à fait semblable. Si nous en faisons autant pour chacun des points du système, et que nous ajoutions ensemble toutes les relations ainsi obtenues, il viendra :
équation dans laquelle les directions de toutes les droites menées par les divers points sont absolument arbitraires. Si nous voulons que les moments considérés soient des moments virtueh^ il faut exprimer que les directions de ces droites sont celles de déplacements compatibles avec Fensemble des liaisons du système.
Quand le système est dynamique, toutes les directions sont virtuelles, ainsi qu'on Ta expliqué plus haut. Par couse-
qucnt, Sx, 5y, $z, Sx'.... peuvent avoir des valeurs tout à fait quelconques et indépendantes les unes des autres, ce qui exige, pour que Téquation ci-dessus soit constamment satisfaite, qu'on ait séparément pour chacune de ces quantités :
en sorte q.u'on i^etombe immédiatement sur les équations connues du mouvement des systèmes dynamiques ; aussi ne nous en occuperons-nous pas davantage.
Si au contraire le système est géométrique, toutes les di- 'rections ne sont pas virtuelles. Mais pour celles qui satisfont à cette condition, je dis que la somme des moments •correspondants, dus aux forces intérieures, est nécessairement nulle. Pour le démontrer, il suffît de refaire des raisonnements identiques à ceux qui ont déjà été présentés au n? li!ii, quand il s'est agi de faire voir que la somme des travaux élémentaires des forces intérieures est égale à zéro dans les systèmes géométriques libres ou assujettis. £n effet, tout ce que nous avons dit alors reposait sur les deux bases suivantes : 1° que les liaisons subsistaient intégralement au bout du déplacement considéré ; 2° que ce déplacement était infiniment petit. Or, ici les liaisons subsistent dans toutes les positions virtuelles du système, puisque c'est là la définition même des positions virtuelles. D'ailleurs, les lignes Sx, Sy, .... qui joignent ces positions virtuelles aux mobiles sont, par hypothèse, infiniment petites. Donc la même démonstration subsisterait pour fbire voir que la somme des moments virtuels des forces intérieures est nulle. Par suite l'équation (a) se réduit à ceile-ci :
(M) I{XSx^XSif-hZSz) = 2.m(^ Sx -h^Sy + ^ Szy
£lie exprime que la somme des moments virtuels des forces extérieures est égale à la somme des moments virtuels des forces conservées.
£lle est identique dans sa forme avec celle qui conviendrait .à un groupe de points matériels libres indépendants les uns des autres. Mais il y a dans le fond cette différence essentielle, que les droites Sxy dr^, ..., au lieu d'être menées dans l'espace d'une manière quelconque, ne représentent plus que des directions compatibles avec l'ensemble des liaisons du système. En sorte qu'il faut exprimer que les points de l'espace qui ont pour coordonnée* ^H-5j7,yH-5y,2rH-5z, z' + Sx'j sont des positions virtuelles, ou, en d'autres termes , que ces coordonnées satisfont aux équations de liaisons, aussi bien que les coordonnées or, y^ z, x\ .... elles-mêmes.
Soient donc /'=o, <p = o, X=o, .... les diverses équations de liaisons du système. Il faut y substituer x -{-èx^ ^ + ^^ 9 .... à la place de>r, y, .... ce qui nous donne :
^J, + ^ay-h^5z + ^d.'+ =o.
' dx
(N) /<te dy ^
<te^-"+ =°'
Ce système d'équations(N),réuni à l'équation (M), exprime les conditions de la question, puisque les droites par rapport auxquelles sont pris les moments des forces se trouvent assujetties à n'avoir que des directions de mouvements virtuels.
Les quantités ^or, ^^, iz^ Sx\ .... étani d'ailleurs quelconques, dans la limite des restrictions que nous venons d'indiquer , il faut en éliminer autant que possible entre
les équations (N) et (M), et ensuite annuler séparément le coefficient de chacune des quantités restantes. S*il y a p équations de liaisons, on pourra éliminer/) de ces quantités, ce qui réduira à Sn — p le nombre de celles qui continueront à figurer dans Féquation (M) ; et en égalant à zéro leurs coefficients, on aura 3n — p équations entre les forces extérieures et les coordonnées. Ce seront là les 3n — /i équations du mouvement, qui, réunies aux p équations de liaisons f:==. o, cp=o, .... permettront de résoudre complètement le problème.
Les 3n — p équations dH mouvement que nous obtenons ainsi sont identiques à celles qu'on trouvait par une autre méthode dans le chapitre précédent. On se rappelle, en effet, que le procédé de calcul consistait à exprimer L, M, N,.... en fonction des tensions du système et de leurs angles, entre les points deux à doux ; que ces tensions constituaient autant d'inconnues distinctes qu'il y avait d'équations de liaisons; qu'on éliminait entre les Zn équations (A), (A').... ces p inconnues, et qu'il restait finalement 3n — p relations entre les forces extérieures et les coordonnées. Or, quelle que soit la méthode suivie, on ne peut jamais arriver qu'à un même système d'équations provenant de l'élimination. Par conséquent, les 3n— p équations ne différent pas de celles déjà trouvées.
156. — Nous n'avons rien spécifié sur la manière de faire l'élimination des p quantités $a?, 5y, .... entre l'équation (M) et les équations (N). Il est certain, en eflct, que le résultat est parfaitement indépendant du mode de procéder; par conséquent, il n'y a pas lieu de s'en préoccuper au point de vue de la marche générale du raisonnement.
Mais les procédés de calcul, bien que donnant des résultats définitifs identiques, déterminent, dans la transition, certaines formes d'équations qui peuvent mettre en évidence des propriétés intéressantes à remarquer.
A cet effet employons, pour effectuer réliminatiou dont nous avons parlé, la méthode dite des coefficientM indéterminée, à laquelle nous avons déjà eu recours au n" 118. Cette méthode consiste, comme on s'en souvient, à multiplier chacune des équations par une constante indéterminée, à ajouter toutes les équations entre elles, et u déterminer ensuite ces constantes par la condition que les multiplicateurs des inconnues, qui contiennent nécessairement les constantes en question, soient séparément nuls.
Multiplions donc respectivement les équations (N) par des coefficients indéterminés X, fx, v, .... et ajoutons toutes ces équations avec Téquation (M); il vient alors :
Choisissons les indéterminées X, jut, v, .... de telle sorte que chacun des multiplicateurs de 5;r, 5y, .... soit nul. Il vient alors les Zn relations :
(I') l ^ -.àf d9 dw
„,,.<//■, rf<? . dv'
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Si entre ces ^n équations on élimine X, fx, v, .... il restera 8» — p relations entre les forces extérieures X, Y, Z, X', ... et les coordonnées. Ce seront précisément les 3/i — p équations du mouvement cherchées.
Sans effectuer cette élimination, nous allons déduire des équations (L) une conséquence intéressante.
Remarquons, en effet, qu'en représentant par L, M, N les trois composantes suivant les axes des forces de liaisons agissant sur le point m, parU, M', N', les composantes analogues pour le point m\ et ainsi de suite ; on a les Sn relations connues :
(A) X + L = mJ. Y+M = m^, z_i-N=m^,
(AO X'H-L'=m'^ •
En comparant ces relations, chacune à chacune, avec les relations (L), on voit que, les seconds membres étant égaux, les premiers doivent Têtre aussi, et que par suile on a :
'=^I+kS+
Considérons d'abord la première de ces relations. La quantité L , qui est la composante suivant Taxe des a? de la force totale des liaisons aboutissant au point m, est égale à la somme des composantes des forces qui représentent respectivement ces diverses liaisons : c'est donc là ce que
représente aussi le second membre. Or, le terme X -J- étant
le seul où figure Téquation de liaison /*= o , est aussi par conséquent le seul qui puisse représenter la force de liaison correspondant à cette équation /'=o et agissant au points.
Donc y^-f- est égal à la composante suivant Taxe des x
de la force intérieure en m due à la liaison f=o. Et ainsi de suite pour chacun des autres termes. La seconde équa-
tion montrerait pareillement que X -j- est égal à la compo^
santé suivant Taxe des y de la force intérieure en m due à la liaison f= o. Et de même pour tous les autres termes et pour toutes les autres équations.
Ainsi les trois quantités X ^ , X ^, l-J- représentent
respectivement les trois composantes suivant les axes de la
force intérieure en m due à la première liaison f= o. Sem-
blablement les trois quantités f* ;t-* , 1^ T^ > P- 7^ ^^"^ '^^
composantes de la liaison ({• = o ; etc., etc.
Par suite, les valeurs de ces diverses forces intérieures sont faciles à calculer; car, soit i la force intérieure agissant en m et due seulement à la première liaison /*= o : ou aura, en appelant a, ê, 7 ses trois angles avec les axes :
i cos a = X :/- , 1 ces 6 = X :/-, i ces y = X -,- ;
ax 'dy ' dz
d'où résulte
eu désignant abréviativement par H la quaniiié
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On a de même :
cos a = H -/- , cos S = H -3^ , cos 7 = H •:p-\ dx dy ' dz
On trouverait pareillement, pour le point m\ que la force intérieure t\ duc à la même liaison /'==o, donne lieu aux relations
i=^, cosa'=H'^, cosê'=H'^ 0087'= H' ^; H dx* dy ' dy
et ainsi de suite pour chaque liaison et pour chaque mobile. Coniéquenees,
1*- La constante indéterminée X est proportionnelle à la force intérieure due en chaque point à la liaison /'=o ; la constante fx est pareillement proportionnelle à la force intérieure due en chaque point à la liaison c^=o ; etc.
îi° La force intérieure i, qui agit en m par suite de la liaison /'=o, est normale à la surface qu'on obtiendrait, si, dans réquation f=^o^ on regardait toutes les coordonnées, excepté celles du point m , comme constantes , ou , en d'autres termes, si Ton regardait tous les points comme fixes et le point m comme seul mobile. C'est ce qui résulte des valeurs des cosinus des angles , qui sont justement celles qui conviennent à la normale de la surface en m , et qu'on a eu occasion de rappeler au 11° 101. Cette conséquence était, du reste, facile à prévoir: car le mobile m, par suite de sa liaison /'=o, se ti'ouve assujetti :
Soit à demeurer à une distance invariable d^nn antre mo-^
bile, ce qui Tobligc à se mouvoir sur la sphère dont celui-ci est le centre ;
Soit à glisser le long d'un fil dont les deux extrémités sont Invariablement liées à deux autres mobiles, ce qui Toblige à se mouvoir sur Téllipsoïde dont les deux derniers mobiles sont les foyers ;
Soit à demeurer sur quelque courbe ou surface donnée, indépendante des autres points.
Dans tous les cas, la force intérieure, due à la liaison, se trouve nécessairement normale à la surface représentée par réquation /'=o, où toutes les coordonnées, autres que celles du point m, seraient regardées comme constantes.
Z"* Les forces intérieures , dues à la même liaison dans différents points, sont numériquement égales et opposées deux à deux. En effet, Téquation /'=o, soit qu'elle exprime que la distance des deux points ?n et m reste constante, soit qu'elle exprime que ces deux points glissent le long d'un fil de telle manière que c'est la somme des distances partielles qui est constante, est nécessairement symétrique, au signe près, par rapport aux coordonnées ar, y, z^ et a?', y\ z' : car ces quantités figurent dans Téquation /'=o par des binômes, tels que (^—j:'). D'après cela, les quantités -j- et -T^,
seront égales et de signes contraires, et H et H' seront égaux. Donc les intensités de i et i\ dans les relations cidessus, seront égales , et les cosinus de leurs angles seront égaux et de signes contraires. Ainsi ces forces seront égales et opposées, et ne seront autre chose que la tension que nous avons déjà désignée par i' dans le n* 1 29. Les valeurs de
L, M, N, L' écrites ci-dessus mettent bien clairement
en évidence la véritable signification de ces quantités dans les équations du mouvement (A), (A'),.... On voit qu'elles représentent en chaque point la somme des composantes, suivant le même axe, de toutes les forces intérieures provc-
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naiU (les liaisons inuluelles aboulissaiit au même point. Si quoique mobile se trouve spécialement assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, la constante indéterminée par laquelle ou aura multiplié Téquation correspondante aura la même signification que plus baut, relativement à la réaction normale de cette courbe ou de cette surface.
157. —Actuellement revenons à Téquation générale des moments virtuels,
(M) l{X$x+\Sy + Z$z)=lm(^^$x+^$tj+^izY
et montrons comment elle se prête à toutes les déductions déjà obtenues dans le chapitre précédent.
1° — Propriétés de la quantité de mouvement et du eentre de gravité. Si le système est parfaitement libre , on peut prendre pour positions virtuelles des points matériels celles qui se trouveraient à rextrémité d'éléments rectilignes égaux et parallèles , menés dans des directions quelconques par ces divers points matériels. Car la figure géométrique affectée par ces positions est la même que celle qu'affectent les mobiles : par suite , les liaisons existant entre ces mobiles conviennent à ces positions. De telles positions virtuelles résulteraient de la translation de tout le système, parallèlement à lui-même, et sans en altérer aucunement la forme géométrique. Dans le cas où nous nous plaçons, les
quantités $x, Sx', sont égales entre elles ; de même Jy,
Jy',.... et de même aussi Szj Sz', L'équation des moments devient donc :
$xlX+$ylY+$zlZ=Sxlm^-\-Sylm^+Szlm'^^ .
Or, $x, $y, àz étant indépendants entre eux, puisque les
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éléments rectilignes peuvent être menés dans une direction quelconque, on doit avoir séparément :
Ces équations ne pourraient évidemment pas être obtenues sK y avait dans le système quelque mobile assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée. Car l'élément recliligne, mené par ce mobile dans une direction quelconque, sortirait de la courbe ou de la surface, et, par suite, Textrémité de cet élément ne constituerait pas pour le mobile en question une position virtuelle.
Les relations que nous venons de déduire étant identiques à celles du n° 130, on peut en tirer toutes les conséquences connues, relativement à la quantité de mouvement et au centre de gravité.
2° — Propriétés des aires. Si le système est toujours parfaitement libre, nous pouvons prendre pour positions virtuelles celles qui se trouveraient à l'extrémité d'éléments rectilignes, proportionnels à leurs distances respectives à une droite quelconque, et perpendiculaires à ces distances. Ces positions virtuelles sont, en d'autres termes, celles qui correspondraient à une rotation simultanée de tous les points matériels autour d'une droite quelconque, sans altérer la forme du système. Il est visible que, les relations géométriques entre ces positions étant les mêmes qu'entre les mobiles, les équations de liaisons seront satisfaites par ces nouvelles coordonnées. Or, dans une semblable hypothèse, les quantités ^jr, Sx\ dy, Sy'.... ont entre elles une certaine dépendance, que nous allons trouver.
Soit X, fx, y les angles d'une droite quelconque, menée par l'origine des coordonnées, et par rapport à laquelle on conçoit la rotaiion qui établit les positions virtuelles dont nous venons déparier. Toutes les quantités Ja-,dy,.... pour-
ront être exprimées en fonction de ces trois angles. En effet, 1° le déplacement $g possède une direction perpendiculaire à celle de la droite : donc le cosinus de Tangle est nul, ce qui s'exprime , comme on sait, par la relation :
(i) Sx cosX H- $y CCS |ui -h ^2 €08 V = o ;
2° La distance de la position virtuelle à Torigine est égale à la distance du mobile lui-même ; donc on a
{x 4- $xy -h (y 4- Syy+ (z-h Szy = x^ -hy^ -^ z^ ,
ce qui se réduit à
(2) x$x + ySy +2$z = o ,
Ces équations (1) et (2) permettent de trouver $Xj Jy, Sz en fonction d'une constante indéterminée h-, les valeurs sont :
$x= {z cos II — y cos v) A ; (a) $y = {xœsv — 2 cos X) A ; $z = (y cos X — a? cos fj,) h.
On aurait pour $x'j Sy, Sz' les valeurs analogues :
$x' = {z' cos fji — y' cos v) h' ; (a') $y' •= (x' cos V — 2' cos ).) A' ;
Sz' r= (y' cos X — x' cos f/) h'.
Avant de poursuivre, je remarque que les indéterminées h et A' sont égales. Cela résulte d'une condition que nous n'avons pas encore exprimée, et qui consiste en ce que les deux déplacements sont proportionnels à leurs distances à la droite, ou, ce qui revientau même, en ce que la longueur comprise entre les deux positions virtuelles est la même qu'entre les mobiles : ce qui donne, après réduction, l'équation :
(3) X $x'+ y $y' + z$z' + x'$x -^ y' $y -{- z' Sz = o
d'où l'on tire, en y remplaçant 5^?, 5y, 5z, $x\ $ij\ $2' par leurs valeurs ci-dessus :
(A' — A) { cosX (y'2:— 2'y)4-C0S ii{z'x'-x'z) -{- cmv{x'y^y'x) j = ,
relation qui né peut être satisfaite, pour des valeurs quelconques de \ fx, V, qu'autant que A' = A.
Pour chaque autre point du système, on trouverait un groupe semblable à (a), dans lequel figurerait toujours la même constante indéterminée A. Si maintenant on porte les valeurs de tous ces déplacements virtuels dans Téquation des moments, celle-ci devient, en supprimant la constante A commune à tous les termes :
cosvl{Yx - \y) 4- cos p2 (Xz — Zx) + cosX2(Zy-. Yz) =
. ^ fdiv du \
Pour que celte relation soit satisfaite, quels que soient X, [Xj y, il faut qu'on ait séparément :
2,(ÏX'^Xy) = lml^x^j^yj ; X(X.-Z., = I,» (*._$.);
équations qui ne sont autres que celles du n? 136, d'où sont déduites toutes les propriétés des moments et des aires.
On arrivei*ait plus simplement aux mêmes résultats, en remarquant que les positions virtuelles correspondant à une
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rolaiion du système, au lieu d'être établies par rapport à une droite quelconque, pourraient Tèlre par rapport à chacun des trois axes successivement. Car ce qui est vrai pour les trois axes est vrai pour une droite quelconque, et vice versa.
Supposons donc qu'on prenne d'abord pour positions virtuelles celles qui corrcspoudraient à une rotation autour de Taxe des x. Dans ce cas, on a pour le point matériel m :
de même pour le point matériel m' :
et ainsi de suite pour chacun des autres points.
Mais remarquons que la proportionnalité des déplacements 5*, J^V--- aux distances à Taxe des x donne :
^s = Il Vy"- + z" , J^' = A Vy'"- + 2" ,.
h étant une constante indéterminée. Par conséquent, les quantités ci-dessus deviennent ;
Jo; = o 5y == — hz ^z = hy
§x'=0 ôy'==: — hz' §z'=hy\
En faisant la substitution dans l'équation des moments virtuels, elle se réduit simplement à
On obtiendrait les deux autres relations en imaginant tour à tour une rotation par rapport a l'axe des ^et à l'axe des z.
f 30 — Théorénc! des forées vUes. On peut prendre pour déplaeemenl virtuel du système son déplacement eficetif pendant un temps infiniment petit. Car, au bout du temps dt, les positions réelles des points du système sont compatibles avec les liaisons, telles qu'elles existent à cet instant précis : mais ces liaisons sont elles-mêmes alors ce qu'elles étaient auparavant, puisqu'elles sont indépendantes du temps. Donc les liaisons avant le déplacement conviennent encore après, et, par suite, les éléments reclilignes, qui joignent ces positions voisines, sont des déplacements virtuels. Or, si Ton introduit cette hypothèse dans l'équation des moments virtuels, elle devient :
2(Xeir+Yrfy + Zrfz) = 2m (^rfx+^rfy + grfz) ;
ce qui est justement la relation connue des forces vives.
168. — Equilibre. Pour retrouver les propositions de l'équilibre, nous devons introduire dans l'équation des moments virtuels la définition que nous avons donnée de cet état particulier des forces appliquées au système, état qui consiste en ce que ces forces peuvent être introduites ou supprimées, sans que le mouvement ou le repos du système soit en aucune façon modifié.
Or, il est clair que, pour que les choses se passent ainsi, il faut de toute nécessité que le premier membre de Téquation des moments virtuels soit égal à zéro ; faute de quoi le second membre ne resterait pas le même, et, par suite, le mouvement changerait, selon qu'on supposerait les forces existant ou n'existant pas.
L'équation qui exprimera la condition d'équilibre sera donc celle-ci :
à laquelle il faut joindre, bien entendu, toutes les équations
(N) du 1)'' 155, puisque les quaniilés d^r, dy, au lieu
d'être absolumcut quelconques, sont assujetties à avoir des valeurs telles que toutes les équations de liaisons soient satisfaites par les coordonnées des positions correspondantes.
Pour que des forces appliquées à un système géométrique se fassent équilibre, il faut donc que la somme de leurs moments virtuels soit nulle. On peut aisément mettre en évidence les 3w — p conditions déjà trouvées, auxquelles les forces extérieures doivent satisfaire. Il suffit de reprendre le calcul fait ci-dessus pour établir les hn — p équations du mouvement; c'est-à-direqu*il suffit d'éliminer p quantités Ja?, 5y, Jr, ^x' au moyen des relations (N), de substituer leurs valeurs dans l'équation (E), et d'égaler ensuite à zéro les coefficients des 3n — p quantités restante^. Il reviendrait, d'ailleurs, au même d'aborder directement les 3«— p équations du mouvement , et d'annuler le premier membre de chacune d'elles. De quelque manière qu'on fasse le calcul, on aboutira nécessairement aux mêmes conditions que dans le chapitre précédent.
Il est bien visible que réciproquement, toutes les fois^que la somme des moments virtuels est nulle , les forces sont en équilibre : car l'équation (E) représente en réalité 3n— /i équations distinctes, qui ont précisément pour résultat d'annuler les premiers membres des 3n — p équations du mouvement. D'où il suit que le mouvement n'est pas changé, selon qu'on suppose les forces extérieures suppiimées ou établies dans le système.
On voit en même temps que, toutes les fois que les forces se font équilibre, on a :
ce qui signifie que la somme des moments virtuels des forces conservées est constamment nulle.
Ou iréprouYC aucune difllcultë ;i Urer de réquatiou (E) toutes les conséquences relatives à Téquilibre. Le théorème de d*Alembert s'établit de la manière suivante : Un système étant en mouvement sous ractiou de forces extérieures quelconques, établissons Téquation des moments virtuels (M) relative a ce mouvement, ei mettons en facteur commun chacun des coefficients $Xj Jy, Sz. Cette équation prend alors la forme :
Rien ne nous empêche de considérer X— m -r-j-, Y— m-vf,
if 2
Z — m --r^ comme représentant, pour chaque point, les trois
composantes d'une certaine force qui lui serait appliquée ; et, d'après ce qui vient d'être dit plus haut, on voit que ces nouvelles forces sont en équilibre sur le système. C'est ce qu'on énohce en disant que les forces extérieures font équilibre à des forces égales et contraires aux forces conservées ; ou que les forces perdues du système se font équilibre.
On présente souvent de cette manière la mécanique des systèmes de points matériels; c'est-à-dire qu'on commence par établir que, duns un système en équilibre, la somme des moments virtuels est nulle ; et on ramène ensuite les problèmes du mouvement aux problèmes de l'équilibre, en exprimant que l'équilibre a lieu pour les forces perdues du système , et que couséquemment la somme des. moments virtuels de ces dernières est égale à zéro. On nomme cette méthode eonibinaison du théorème de d'Alembert avec le principe des moments virtuelg. Mais malheureusement ce n'est là qu'une transformation factice des problèmes du mouvement ; car , malgré l'énoncé différent qu'on donne ainsi à l'équation (M), on ne fait pas autre chose en réalité qu'exprimer l'égalité entre la somme des moments virtuels
des forces extérieures, d'une part, et la somme des moments virtuels des forces conservées, d'autre part. Quant aux calculs, ils restent identiquement les mêmes : il est indifférent
en effet d'opérer l'élimination de $x, îy, Sz, au moyen
de l'équation (P) ou au moyen de l'équation (M), puisque ces deux équations se confondent l'une avec l'autre.
Nous croyons inutile de reproduire ici tout ce qu'on a déjà vu sur l'équilibre, et qui se déduirait évidemment du principe des moments virtuels, en raisonnant de la même manière que pour le mouvement.
159. — Introduetlon et rupture brusque des llalsous. Les théorèmes des n^ 151 et suivants se démontrent sans la moindre difficulté.
Examinons d'abord le cas de l'introduction de liaisons.
On peut toujours supposer qu'à partir du moment où l'introduction commence, et pendant la durée de l'introduction, aucune force extérieure ordinaire n'agit sur les points matériels, car l'action de ces forces disparaît devant celle des forces instantanées qui interviennent dans cette période.
L'équation des moments virtuels, à l'origine de l'introduction, sera donc :
Or nous pouvons prendre pour déplacement virtuel à cet instant, c'est-à-dire pour déplacement compatible avec l'état actuel des liaisons , un déplacement qui , après l'introduction, sera compatible avec le nouvel état du système; et notamment le déplacement effectif qui succède immédiatement à cette introduction : car, d'une part, la position des points matériels, avant et après, se trouve la même, puisque la durée de introduction est infiniment petite ; et, d'autre part, le déplacement effectif étant compatible avec les anciennes liaisons augmentées des nouvelles, e$t, à plus forte
raison, compatible avec les anciennes liaisons seulement. Si donc nous représentons ce déplacement effectif par dx^^ ^Vx'i d^\y nous aurons :
ou bien, Im i-^ ^^^ + "T^ ^" + "T^ ^^) = ^ •
Prenons Tintégrale par rapport au temps, pour la durée extrêmement petite de Fintroduction ; on aura , en représentant par v^yU^y w^ les composantes de la vitesse V4 qui succède immédiatement à Tintroduction :
en remarquant que, pendant cette durée, les quantités dx^y dy^y dz^ ne changent pas , et sont conséquemment hors de l'intégration.
Cela posé, soit U une vitesse dont les composantes suivant les axes soient respectivement égales à v—v^y u — w^, 11? — w^, La vitesse initiale V, qui a i?^ m et tr pour projections , est la résultante de la vitesse U et de la vitesse V^
dxt du. dz, ^qui a pour projections v^, u^ et iTi ou -tt^ > -^ » -7-* . U est
donc ce que nous avons nommé antérieurement la vitesse perdue, et V^ la vitesse conservée.
L'équation précédente devient, en introduisant ces notations :
-.2mUV, ^^. U ^v; U ^V, ÏÏ^y = 2mUV,cos(U, y,) .
D*un autre côté, puisque V est la résultante de tl et de V^, on a :
V» = L> + Vj + 2 U V, cos-(U, VJ .
et par suite, en multipliant par î^ m, et faisant la somme de toutes les relations analogues pour les divers points matériels du système :
1 1 m V« =2 i m Vj + 1 i m U* +2 mU V, C09 (U, V,) .
A cause du résultat précédent, celte équation se réduit à celte qu'on connaît déjà :
2 1 m V» = I i m Vj -h 2 i m U» .
On démontrerait de la même manière le théorème relatif à la rupture brusque des liaisons.
CHAPITRE PREMIER
160. — Jusqu'ici nous avons supposé que les axes de coordonnées auxquels on rapportait le mouvement étaient fixes dans l'espace ; en sorte que le mouvement des points matériels considérés était leur mouvement réel ou absolu. Par suite, les relations établies entre ces mouvements et les forces correspondantes étaient les relations qui leur convenaient véritablement, et qui permettaient de trouver la valeur des uns en fonction de celle des autres.
Il n'en serait plus ainsi si les axes de coordonnées étaient eux-mêmes doués d'un certain mouvement dans l'espace. Alors, pour un observateur placé sur ces axes et entraîné
avec eux , les points matériels pnraîtraient avoir un autre mouvement que celui qu'ils ont réellement. Ils pourraient même sembler se déplacer lorsqu'ils seraient au contraire absolument invariables. En d'autres termes, l'observateur dont nous parlons constaterait ce qu'on est convenu de nommer le mouvement relatif à^Q ces points matériels. Par suite, les relations qu'on établirait entre ce mouvement, tel que l'observation le manifeste directement, et les forces qui sollicitent les mobiles seraient essentieUement erronéesi et conviendraient, non aux forces réelles, mais aux forces qui semblent les mouvoir, et que pour cette raison on nomme forces apparentes.
AHisi, on appelle mouvement relatif à'nn point matériel ou d'un système de points, le mouvement qui s'effectue par rapport à des axes de coordonnées mobiles. On appelle forces apparentes celles qui semblent agir sur les points matériels, ou qui seraient capables de produire ce mouvement relatif envisagé comme un mouvement absolu.
Les forces réelles ne produisant pas le mouvement relatif, mais bien un mouvement réel qui diffère essentiellement de ce mouvement relatif, on appelle forces fictives les forces qui devraient être combinées avec les forces réelles pour engendrer le mouvement relatif traité comme un mouvement absolu. En d'autres termes, les forces^fictives sont des forces qui, combinées avec des forces réelles, conserveraient au mouvement des points matériels son même aspect , si les axes cessaient tout à coup d'être mobiles et devenaient de véritables axes fixes. Au moyen de l'introduction des forces fictives , l'observateur, entraîné tout à l'heure avec les axes mobiles, ne s'apercevrait pas qu'ils sont devenus fixes.
Les problèmes que le présent livre a pour objet de résoudre sont les deux suivants :
l"" Étant connu le mouvement des axes de coordonnées
mobiles, aiusi que le mouvement relatifdes points matériels, trouver les forces réelles qui les sollicitent;
2° Etant connu le mouvement des axes ainsi que les forces réelles qui sollicitent les points matériels, trouver leur mouvement relatif.
Subsidiairement, la solution de chacune de ces deux questions permettra de déterminer les forces fictives, ou, ce qui revient au même, le groupe des forces apparentes.
161. — Pour obtenir ces résultats, nous démontrerons un certain nombre de propositions préliminaires. Mais, dès maintenant, il est bon de faire sentir la haute utilité des problèmes que nous avons en vue. On peut dire qu'ils sont les seuls qui aient véritablement une portée objective, et que les livres précédents ont traité d'une pure abstraction, dont Tunique objet était de fournir une base aux déductions actuelles. Car, dans la nature entière, ou tout au moins dans notre système planétaire, il n'y a pas un seul point qui soit réellement fixe. La Terre, à la surface de laquelle s'accomplissent la plupart des mouvements qu'il nous importe d'étudier, est douée d'une rotation autour de son axe des pôles et d'un mouvement révolutif autour du Soleil. Cet astre luimême, qu'on avait longtemps cru immobile dans l'univers, est réellement emporté! dans l'espace avec une vitesse considérable, ^dont la valeur et l'exacte direction sont d'ailleurs encore inconnues. Il serait donc impossible de faire choix d'un système d'axes de coordonnées qui ne fût pas en mouvement. Nous sommes destinés à n'étudier jamais que des mouvements relatifs; ce qui rend extrêmement désirable de connaître les équations exactes qu'on peut établir entre ces mouvements et les forces réelles. Sans cela nous serions exposés à prendre pour une force réelle ce qui serait une force apparente, et, par suite, nous commettrions les plus grandes erreurs dans notre appréciation des propriétés mécaniques de la matière.
Si, malgré cet obstacle fondamental à Tétude directe des phénomènes du mouvement, nous avons pu établir la théorie des mouvements absolus, et, ce qui semble surprenant, la baser sur robservalion naturelle elle-même, c'est que, grâce aux énormes dimensions de notre planète par rapport aux positions relatives des mobiles que nous y considérons, on peut envisager généralement le mouvement des axes coordonnés comme identique à celui de tous ces corps euxmêmes : car les uns et les autres participent à la vitesse quelconque de la région terrestre qu'ils occupent : en sorte que ce mouvement commun n'influe pas sur les mouvements relatifs, ainsi que nous l'avons exposé dans notre loi fondamentale. D'où résulte que les équations qui conviennent aux forces et aux corps dans ces mouvements relatifs conviendraient encore si le globe était dans un repos absolu. Mais on conçoit que cette circonstance avantageuse ne se présente pas pour les mouvements à grande portée, comme ceux de l'astronomie. Si de leur observation on voulait déduire immédiatement les forces réelles correspondantes, on commettrait de grossières erreurs dues à l'influence du mouvement des axes auxquels on aurait coutume de les rapporter. La théorie du mouvement relatif est donc de première nécessité en astronomie. Dans les phénomènes terrestres euxmêmes, cette connaissance pourra être fort utile, non au point de vue du mouvement absolu, — comme nous l'avons expliqué plus haut, — mais au point de vue des mouvements que nous réalisons autour de nous, comparés les uns avec les autres. Pour n'en citer qu'un exemple, nous dirons que dans un corps solide réel, — où les molécules, comme on sait, ne restent pas à des distances invariables, mais subissent entre elles de très-petits déplacements, — il peut être fort intéressant d'étudier ces mouvements relatifs , abstraction faite du mouvement général du corps lui-même. La théorie que nous nous proposons d'établir permet d'ap-
précier la valeur des forces capables de ces petits déplacements.
162. — Comme dernières définitions, indispensables à ce qui va suivre, nous rappellerons certains termes, dont nous avons déjà fait usage, et dont il importe ici de préciser nettement le sens.
On nomme solide géométrique un système de forme invariable ou dans lequel les distances mutuelles des points restent constamment les mêmes. Ces solides sont dits géométriques par opposition aux corps solides naturels ou phygiques, dans lesquels les particules ne gardent point les mêmes distances relatives pendant le cours du mouvement. Les solides géométriques ont d'ailleurs une forme quel» conque, et les points matériels sont plus ou moins nombreux, plus ou moins espacés, sans aucune analogie nécessaire avec les corps effectifs.
Lorsque le mouvement d'un système invariable s'effectue de telle façon que tous les points matériels décrivent des trajectoires égales et parallèles, on désigne ce mouvement sous le nom de translation. Il est clair qu'en pareil cas la vitesse est la même pour tous les points : cette vitesse commune est fréquemment appelée vitesse de translation. On voit aisément qu'un solide géométrique ne saurait avoir de translation s'il possède quelque point fixe; et que, s'il y a quelque point assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, la translation ne peut avoir lieu que parallèlement à cette courbe ou à une ligne tracée sur cette surface. On voit également que toute droite menée arbitrairement dans le système se transporte parallèlement à ellemême.
Lorsque le mouvement du système consiste à tourner autour d'une droite, on nomme ce mouvement rotation. Dans ce cas, tous les points matériels décrivent des arcs de cercle parallèles , perpendiculaires à la droite fixe, et proportion-
iicls à leurs distances à cette droite. Oo peut exprimer la vitesse de tous les points en fonction de celle de Tuii d'eux : car la vitesse d*un point quelconque est égale à celle du point choisi, multipliée par le rapport des rayons. Ordinairement le point qu*on choisit est celui qui est situé à Tunité de distance, et ou désigne sa propre vitesse sous le nom de vitesse de rotation ou de vitesse angulaire. La vitesse d'un point est donc égale à la vitesse de rotation multipliée par le rayon du point considéré. — La vitesse angulaire elle-même, qui n'est que la vitesse absolue d'un certain point , est égale, d'après la définition générale du n° 4, à la limite du rapport de la longueur parcourue au temps, ou de l'arc décrit au temps, puisque, le point étant situé à l'unité de distance, l'arc et l'angle décrit ont la même valeur numérique. La droite fixe autour de laquelle tourne le solide se nomme axe de rotation. — On remarque immédiatement que, pour qu'un pareil mouvement puisse avoir lieu, il faut que le système n'ait d'autres points fixes ou assujettis que ceux qui se trouvent sur l'axe de rotation.
ProposilioB prentiére.
163. Lorsqu'un système invariable possède un point fixe, son mouvement, quel qu'il soit, consiste, à chaque instant, à tourner autour d'une certaine droite passant par ce point fixe.
Soit le point fixe du système, M et M' deux points quelconques, MV et MT' les directions de leurs vitesses à l'instant considéré. Pendant le temps infiniment petit suivant, la droite OM décrira un élément de surface conique, situé dans le plan des deux droites OM et MV ; et tous les points de cette droite parcourront des éléments rectilignes, contenus dans l'élément plan, parallèles entre eux et perpendi-
culaîres à la direction OM. Si donc on conçoit un plan mené par OM, normalement à l'élément plan décrit, et entraîné
dans le mouvement de la droite OM, tous les points de ce plan décriront des éléments rectilignes qui lui seront perpendiculaires ; ce qui montre que son mouvement doit consister à tourner autour d'une certaine droite passant par le point P'8. 29. et contenu dans ce plan
lui-même. On verrait, de la même manière, que le mouvement d'un second plan mené par OM', et normal au plan des deux droites OM' et M'Y', doit consister à tourner autour d'une certaine droite qu'il contient et qui passe par le point 0.
L'intersection des deux plans normaux est la seule droite autour de laquelle ils puissent tourner en même temps. Donc le système entier tourne autour de cette intersection, qui reste immobile à la fois dans le solide et dans l'espace, et qui est conséqucmment l'axe de rotation. Mais cela n'est vrai que pour un temps infiniment court; car, aussitôt après, OM et OM' décriront de nouveaux éléments de surfaces coniques qui ne seront pas dans les mêmes plans que les anciens. Par suite, les deux plans normaux n'auront plus les mêmes directions, et leur intersection changera, tout en continuant néanmoins de passer parie point fixe. Ainsi, pendant ce deuxième instant, ce sera un nouvel axe et une nouvelle rotation. La perpétuelle mobilité de l'axe lui a fait donner le nom à'axe instantané de rotation.
Le mouvement quelconque d'un système solide, assujetti à pirouetter autour d'un point fixe, se réalise donc par la succession d'une infinité de rotations de durées infiniment
petites, à chacune desquelles correspondent un axe instantané et une vitesse différente.
Cette conception est de même nature que celle de la translation d'un point unique. Pour se rendre compte de la trajectoire de ce point, on imagine qu'il décrit successivement une infinité d*éléments rectilignes dont l'ensemble constitue la courbe continue.
Remarque. — L'axe instantané change bien évidemment de position à la foi* dans le corps et dans l'espace, d'un instant à l'autre ; ou plutôt , c'est à chaque instant une nouvelle file de points immobiles du corps qui sert d'axe de rotation, et cet axe ne se confond pas, dans l'espace, avec la place qu'occupait l'ancienne file des points, puisque l'intersection des deux plans qui le déterminent a changé de direction. Ainsi, c'est une nouvelle ligne tracée dans le système, et cette ligne occupe une autre position. — Réciproquement, Taxe instantané ne peut rester le même dans le solide sans demeurer immobile dans l'espace.
16/i. — Le mouvement élémentaire d'un système invariable quelconque peut être décomposé en une translation
égale au mouvement absolu d'un de ses points , et une -^ rotation autour de ce point considéré comme un point fixe.
Suit M, M', M", ... des points du système, qui, dans le mouvement quelconque de celui-ci, parcourent, pendant tm temps infiniment potit, les éléments rectilignes M N,
Fig. SO.
M'N', M"W. .. et occupent conséqiiemmeni les positions N,N',N"....aubout de Tinstant ronsi'léré. J<* dis qu'on pi-ul amener tous ces poinis à ces diverses positions, en Imaginant qu'ils participent tous à une translation égale au mouvement de l'un d'eux, du point M, par exemple, et qu'ils effectuent, en outre, une rotation autour d'un axe instantané passant par ce même point. Prenons, en effet, M' m', M"m".... égaux et parallèles à MN. La seule translation du système, représentée pir MN, amènerait ces divei^ points en N,m',m",.... Mais d'un autre côté on sait que le système peut être amené de la position Nm'm".. . à la position NN'N''.... par une rotation autour d'une droite passant par le point N : car, par hypothèse, ces deux positions conviennent également à l'invariabilité de forme du système. Donc le système peut être amené de la position MM'M".... à la position NN'N".... 1** au moyen d'une translation égale au déplacement du point M ; 2° au moyen d'une rotation autour de ce point considéré comme fixe.
On peut continuer le même raisonnement pour tout le cours du mouvement, ei Ton voit que le mouvement total du solide, au l'Otit d'un temps quelconque, est représenté par uni* perpétuel e combinaison de translations égales aux déplacements d'un des points , et de rotations autour d'axes instantanés, entraînés par ce point le long de sa trajectoire absolue.
Memurque. — On peut varier à l'infini la combinaison d'une translation ei d'une rotation pour pi*oduiie le mouvement élémentaire effectif d'un solide géométrique : car le point choisi dans la démonstration qui précède, pour donner le mouvement de ttanslation, est piMS tout à fait arbitrairement, et rien n'empêche d'en prendre un autre à la place, pour lequel la translation et la rotation nécessairement différentes , se composeront toujours néanmoins en un même mouvemeni effectif du système.
366 UVRE IV. — MOm'EMENT RELATIF.
De plus amples développemeots seront donnés nitérieurement à ce sujet dans la Mécanique spéciale, quand nous nous occuperons en particulier des corps solides. Ce que nous présentons ici est uniquement destiné à IVtnde du mouvement relatif en général, ou plutôt doit nous permettre de tenir convenablement compte du déplacement des axes mobiles, qui constituent de véritables systèmes de forme invariable.
PrapMitira traisièMe.
165. — Lorsque les a\es de coordonnées mobiles possèdent une simple translation, le mouvement absolu d'un point matériel s'obtient en composant son mouvement relatif avec le mouvement des axes mobiles.
Soit M un point matériel, dont le mouvement est rapporté à un système d'axes OX, OY, OZ, doués euxmêmes d'une translation dans l'espace. Soit MN
. le mouvement absolu de ce
point matériel, pendant un
temps t, etOX, OT', OT
la position des axes mobiles au bout du même temps. Le mouvement relatif du point Fi?» 81- M sera son mouvement réel
observé des axes OX, O'Y', O'Z', comme si ceux-ci étaient restés fixes. On ne changera riei à l'aspect des choses, en imprimant à l'ensemble des axes et du point matériel un mouvement commun. Or, imprimons un mouvement qui ramène les axes à leur position primitive. Le point N se trouvera alors trans-
porté eam, qu'on détermine en menant Nm égal et parallèle à 00'. Le point m sera la position relative du point matériel au bout du temps /, c'est-à-dire sa position appréciée comme si les axes de coordonnées étaient restés fixes. Au lieu de ramener les axes en une fois après le mouvement MN, on peut supposer que le mouvement commun ait été introduit dès l'origioe, et de manière à maintenir constamment les axes à la même place, en sorte que le mouvement Mm se dessine graduellement aux yeux de Tobservateur, au lieu du mouvement réel qu'il ne peut constater directement.
D'où il ressort qu'à tout moment les choses se passent pour l'observateur comme si le mobile possédait, non son mouvement réel M N, mais une combinaison de ce mouvement avec un mouvement Nm égal et contraire à la translation des axes. En d'autres termes, le mouvement réel résulte de la composition du mouvement relatif avec la translation ; ou bien le mouvement relatif résulte de la composition du mouvement réel avec une translation inverse de celle des axes.
Conséquences.
1° A tout instant, la vitesse réelle est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse de translation.
2* Si Ton projette le mouvement absolu sur une droite quelconque, l'accélération de ce mouvement projeté est égale à la somme des accélérations de la vitesse relative et de la vitesse de translation, également projetées.
On peut dire aussi que l'accélération du mouvement relatif projeté est égale à la différence des accélérations de la vitesse réelle et de la vitesse de translation, également projetées. .
3^ Si la translation est uniforme, l'accélération du mou-
vement relatif projeté est égale à ruccélération du mouvement réel, également projeté.
k"* Si le mouvement réel est nul, le mouvement relatif est égal et contraire à la translation.
5"* Si le mouvement relatif est nul, c'est-à-dii*e si le point est en i*epos relatif, le mouvement réel est égal à la translation.
Proposition quatrième.
166. — Lorsque les axies de coordonnées mobiles possèdent une simple rotation, le mouvement absolu d'un point matériel s'obtient en composant son mouvement relatif avec la rotation des axes mobiles.
Soit M un point matériel
/T // ^^ ^^"^ ^^ mouvement c st rap-
porté à un système d'axes doués d'une rotation autour d'une certaine ligne fixe.
Soit IK cette droite fixe, "q k m N la courbe réelle, décrite
Fig. S2. par le point M, au bout du
temps /, et V IT l'angle dont le système des axes coordonnés a tourné tout d'une pièce autour de la ligne I K, au bout du mémo temps. La rotation est indifféremment variée ou uniforme. C'est celte rotation qui aura pour effet de dissimuler à l'observateur le véritable mouvement du point M, et de lui foire attribuer à ce point une position autre que N, à cause, précisément, de ce que le mouvement est rapporté aux axes comme si ceux-ci étaient fixes.
Rien ne nous empêche , dans la position actuelle du point matériel en N, de faire tourner le système des axes et de ce point matériel, supposés invariablement liés, d'un angle
NCm égal à VIT, mais engendré en sens coniraire, de telle sotte que, lorsque le point N est en m, la ligne TI coïncide avec VI, et, par suite, les axes mobiles sont remis dans leur position primitive comme si leur mouvement rotatoire n'avait pas existé. Il est clair que la rotation que nous im-^ primons actuellement aux axes et au point matériel ne change aucnne distance mutuelle, et par conséquent n'altère pas la position relative du point matériel par rapport aux axes mobiles. Le point m représente ainsi la position réelle N, appréciée par l'observateur comme si les axes étaient restés fixes.
Au lieu de ramener les axes en une fois après le mouvement MN, on peut supposer que la rotation commune soit imprimée d'une manière continue , au fur et à mesure du déplacement réel du point M, et de telle sorte que les axos de coordonnées soient constamment maintenus à la même place. Alors la trajectoire Mm se dessinera graduellement aux yeux de l'obseivnteur, et lui représentera la trajectoire réelle MN qn'il ne >oit pas directement.
Les choses se passent donc à tout moment pour l'observateur comme si le mobile possédait, au lieu de son mouvement réel , un autre mouvement résultant de la composition de ce mouvement réel avec un mouvement égal et contraire à hi rotation des axes. Ainsi le mouvement réel peut s'obtenir en composant le mouvement relatif avec la rotation; ou, ce qui revient au même, le mouvement relatif s'obtient en composant le mouvement réel avec une rotation inverse de celle des axes.
Conséquences,
1** A tout instant, la vitesse réelle est la résultante de Ja vitesse relative et de la vitesse de rotation. Nous ferons remarquer que cette vitesse de rotation dé-
peud à la fou et du mouveuieiU rotatolre des axes et du mouvement relatif. Eu effet, elle est égale, a chaque instant, à la vitesse angulaire muliipHée par la distaqce du point matériel à Taxe de rotation. Or, cette distance dépend uni-^ quement du déplacement relatif: car, si le déplacement relatif était nul, elle demeurerait constante.
2° Si l'on projette le mouvement absolu sur une droite quelconque, l'accélération de ce mouvement projeté est égale à la somme des accélérations de la vitesse relative et de la vitesse de rotation , également projetées (cette vitesse de rotation étant toujours, bien entendu, rapportée à la position du mobile relativement à la droite fixe).
On peut dire aussi que Taccélération du mouvement relatif projeté est égale à la différence des accélérations de la vitesse réelle et de la vitesse de rotation, également projetées.
â"" Si le mouvement réel est nul, le mouvement relatif est égal et contraire à la rotation : ce qui signifie que les objets semblent tourner autour de la droite fixe du même angle dont tournent les axes de coordonnées eux-méipes, mais en sens inverse.
C'est l'apparence qu'offre pei*pétuellement l'aspect du ciel. Les corps stellaires semblent tourner autour de l'axe terrestre, et décrire chaque jour une circonférence entière, quoique ce soit la terre qui, en réalité, tourne sur eilenBéme, et que les étoiles puissent être considérées conmie inimobiles. Les étoiles ont bien aussi un mouvement réel , mais , vu rextréme éloignement, ce mouvement n'influe pas sur le phénomène observé.
U° Si le mouvement relatif est nul , c'est-à-dire si le point est en repos relatif, le mouvement réel est égal à la rotation. C'est l'apparence qui se manifeste pour la plupart des objets autour de nous. Ils nous semblent immobiles , parce qu'ils participent réellement à notre propre rotation.
JRemurque. — Si le point matériel passe , à un certain
moment, par Taxe de rotation, la vitesse angulaire est nulle pour lui, à ce moment précis, et sa vitesse réelle est simplement égalé à sa vitesse relative.
Mais cet état ne dure qu'un instant, car, immédiatement après, le point matériel, par suite de son mouvement, quitte Taxe, et la vitesse de rotation se rétablit pour lui aussitôt. L'accélération qui , conséquemment, n'est pas nulle à cet instant, peut toujours être exprimée en fonction de la vitesse ^^^ relative et de la vitesse de rotation des axes à ce même instant. Car soit M la position du point matériel , ac-
M CI
Fig. 8s. tuellement sur l'axe de rota-
tion MI. Dans un temps infiniment petit dt , le point M viendra en N, en vertu de sa viiesse relative ; par suite de la rotation des axes, il décrira aussi , du point C comme centre, avec NC pour rayon, autour de l'axe Ml, un arc de cercle élémentaire, dont Tangle sera égal à cod/, en appelant iù la vitesse angulaire , et le rayon à Vr dt sin 5, en appelant V, la vitesse relative, et J l'angle NMC; en sorte que cet arc de cercle , qui est un infiniment petit du second ordre, a pour valeur coVr sin 5. dt^. D'un autre côté, si (j> est l'accélération, t un temps quelconque, et a l'arc parcouru pendant ce temps, on sait qu'on a en général :
(J=;-CfT^ ou 9=-;^.
Ici l'arc a est égal à wVr sin J. rf^% le temps t est égal à dt^ il en résulte : cp=2ù)Vr sin 5.
Proposition cinquième.
167, — Lorsque les axes de coordonnées mobiles possèdent un mouvement quelconque, le mouvement absolu d'un
point matériel s'obtient à chaque instant en composant son mouvement relatif avec €elui qu'il posséderait, s'il était tout ù coup invariablement lié aux axes mobiles.
£n effet, prenons le point géométrique qui coïncide actuellement avec la position effective du point matériel, et supposons-le invariablement lié aux axes mobiles. Le mouvement de ces derniers, qui constituent un système de forme invariable, pourra être décomposé en une translation égale au déplacement de ce point géométrique, et une rotation autour d'un axe instantané passant par ce même point. Nous nous trouvons ainsi dans le cas, à la fois de la proposition III et de la remarque de la proposition IV. Si donc nous imprimons aux axes mobiles un mouvement contraire de translation .et de rotation instantanées , qui les maintienne au repos , nous voyons que la place réelle occupée par le point matériel , au bout du temps dt^ est donnée par la composition de son déplacement relatif avec son déplacement A' entraînement ; en entendant par là le déplacement qui résulterait pour lui de sa soudaine liaison invariable avec les axes mobiles. Quant au mouvement de rotation instantanée, il n'influe pas sur la position du point matériel, puisque c'est un infiniment petit du second ordre par rapport à des infiniment petits du premier ordre, ainsi qu'on l'a vu dans la remarque précitée. Il n'entre en ligne de compte que pourTaccélération, qu'on a vue être représenlée par coTr sin J. Quant à la vitesse de rotation , elle est nulle à l'instant considéré, toujours pour le même moiif.
N, Ê, Nous désignerons désormais par le terme de rotation composée le mouvement qui résulte pour le point matériel de la rotation instantanée du système. L'épithète de composée est desiinée à rappeler que , tandis que la vitesse angulaire dépend uniquement du mouvement propre aux axes mobiles, le rayon de l'arc décrit dans cette rotaiion
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par le poiiil malériel considéré dépend de la grandeur et de la direction de sa vitesse relative.
Conttéquences.
1° A tout instant, la vitesse réel e est la résulante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement.
2^ Si Ton projette le mouvement absolu sur une droite quelconque, Faccélération de ce mouvement projeté est éga'e à la somme des accélérations des mouvements d'entraînement et de rotation composée, également projetés. On peut dire aussi que Faccélération du mou\ement relatif projeté est égale à la diflerence des accélérations des mouvements d'entraînement et de rotation composée, également projetés.
3' Si le mouvement des axes se réduit à une simple translation, la rotation instantanée est nulle : l'entraînement devient égal à la translation, et l'on retombe sur les conséquences du n*' 165.
k"* Si le mouvement se réduit à une simple rotation, on rapportera le mouvement des axes, non plus au mouvement du point supposé invariablement lié, mais au mouvement d'un point situé sur Taxe de rotation lui-même. Alors l'entraînement disparaît , et l'on retombe sur les conséquences du n" 166.
5° Si le mouvement relatif est nul, c'est-à-dire si le point malériel est en repos relatif, la rotation composée est constamment nulle, puisque ce point ne quitte pas l'axe de rotation instantanée, et, par suite, le mouvement réel se réduit au seul mouvement d'entraînement. Cela doii être, car alors le point matériel n'a évidemmeni pas d'autre mouvement que celui qui résulterait pour lui de sa liaison invariable avec le solide géométrique formé par les axes mobiles. Celle circonsiance se produit pour tous les corps placés autour
de nous, et en repos relatif. Les axes coordonnés , auxquels on rapporte leur mouvement, ne sont pas simplement animés d'une rotation provenant de la rotation de la lerre ellemême, mais aussi d'une translation, par suite de ce que la terre se transporte autour du soleil. Le mouvement de ces corps, qui nous semblent en repos, est égal, en réalité, à IVntraînement qu'ils subiraient, s'ils étaient invariablement liés aux axes de coordonnées terrestres.
6° Si le mouvemenl réel est nul, le mouvement relatif est égal et contraire à celui qui réMilte de rentraînemeni, et, en projection, l'accélération relative est égale à la différence d» s accélérations d'entraînement et de rotation composée.
Autres conséquences,
* 7" Si Ton ( onçoit une force capabh; de produire l'entraînement du point matériel, et une autre force capable de produire sa rotation composée, ces deux forces combinées avec celles qui produiraient le mouvemenl relatif auront pour résultante la force réelle.
Réciproquement, la force capable du mouvement relatif, ou ce que nous avons nommé la force apparente, est la résultante de la foj ce réelle et de deux forces fictives égales et contraires aux deux forces d'entraînement et de rotation composée.
8" Si Ton projette le tout sur une droite quelconque, la composante de la force réelle sera égale à la somme df's accélérations des mouvements relatifs, d entraînement et de rotation composée, multipliées par la masse du point matériel.
Rériproqucment, l'accélération du mouvemenl relatif sera égale à la composante de la force réelle, moins le produit de la masse par la somme des accélérations des mouvements d entraînement et de rotation composée.
Ce sont là justement les deux problèmes que nous avons indiqués au n° 160, et dont la solution ne nécessite plus que la connaissance des grandeurs et des directions des vitesses d'entraînement et de rotation composée. Il est visible qu'on pourra les obtenir en fonction : 1° de la position relative du point matériel, à l'instant considéré; 2° du mouvement propre aux axes de coordonnées mobiles. Dans les deux problèmes , on n'aura à déterminer qu'une seule catégorie d'inconnues, savoir : la ftjrce réelle pour le premier, et le mouvement relatif pour le second.
Le chapitre suivant a pour objet d'exprimer les vitesses d'entraînement et de roiaiion composée en fonction des coordonnées mobiles et du mouvement des axes, et, pur suite, de résoudre complètement les problèmes qu'on a énoncés.
Ou n'aura évidemment aucune difliculté pour étendre la solution au cas d'un système de points matériels. Car, pour chacun de ces points , considéré isolément , les vitesses d'entraînement et de rotation composée se déterminent de la même manière, c'est-à-dire en envisageant le mouvement qui résulterait pour ce point de sa liaison invariable avec les axes mobiles, et de la rotation instantanée du solide autour d'un axe passant parce point : c'est-à-dire que chaque point matériel aura son entraînement et sa rotation composée, difiTérents de l'entraînement et de la rotation com* posée des antres ; mais, pour chaque point, ces quantités pourront être exprimées séparément en fonction de la position relative de ce même point et du mouvement propre aux axes de coordonnées.
CHAPITRE
Étant connu le mouvement des axes de coordonnées mobiles , ainsi que le mouvement relatif des points matériels, trouver les forces réelles qui les 9oUicitent, ou, ce qui revient au même, trouver leur mouvement absolu ;
ou réciproquement :
Étant connu le mouvement des axiSy et les forces réelles qui sollicitent les points matériels, trouver leur mouvement relatif.
16S. — Ces deux problèmes n'en forment qu'un en réalité: aussi nous occuperons-nous, sans considération oxcinsive de Tnn d'eux, d'établir les relations qui existent entre les diverses quantités qui y figurent.
Soit OX, OY, OZ, trois axes de coordonnées rectangulaires absolument fixes dans l'espace, OrXr, OrYr, OrZr trois axes rectangulaires mobiles qui sont les axes de coordonnées du mouvement relatif. Le mouvement de ces axes
mobiles sera délcrminé par la coniiaissauce, à toul iustani, de la positioQ de leur origine el des angles qu'ils forment
respectivement avec les axes fixes. Nous désigne-»
rons donc par ^, », 2;, les coordonnées de cette ori* gine, et para, a\ a'\ h^ h\ b" et c^ c\ c" les cosinus des angles formés par chacun des trois axes ^ mobiles avec les trois axes fixes. On sait d'ailleurs que les valeurs de ces co« Fig. sa. sinus satisfont à certaines
équations de condition, qui sont :
iab + a!b' + a!'b" = o, |ca-hc'a'4-cV = o, \bc + b'c' + b"c" = o.
Le premier groupe exprime que la somme des carrés des cosinus des angles formés par un même axe mobile avec les trois axes rectangulaires fixes est égale à Tunité ; le second groupe exprime que les axes mobiles, deux à deux, forment des angles droits, c'est-à-dire constituent aussi un système d'axes rectangulaires. Les neuf cosinus ne représentent donc en réalité que trois variables distinctes.
Cela posé, soit m un point matériel quelconque du système, dynamique ou géométrique, que l'on considère. Désignoi^ par x, y^ z les coordonnées mÂ, AB et OB prises par rapport aux axes fixes , et par Xr, yr^ z, les coordonnées vikr , ArBr et Or Br pHscs par rapport aux axes mobiles. Les pnemières seront celles du mouvement absolu ou
réel, les secondes celles du mouvement relatif ou apparent. Soit enfin X, Y , Z et L, M , N les composantes suivant les axes fixes des forces intérieure et extérieure qui sollicitent le point m. Ce sont là les composantes de la force réelle totale; seulement on a mis en évidence les deux natures d*actlons qui la constituent.
Actuellement, il s*aglt de trouver, enti^e ces diverses quantités, des relations qui permettent de résoudre les problèmes qui se rapportent au mouvement relatif.
Les équations du mouvement absolu du point m sont, comme on sait, les suivantes :
Les coordonnées du mouvement absolu et celles du mouvement relatif, n'étant autres que les coordonnées d*un même point rapporté à deux systèmes d'axes rectangulaires différents, sont liées entre elles par les équations qui permettent de passer d'un système d'axes à un autre, équations qu'on a établies en géométrie analytique, et qui sont :
U = ?. -h «^r + %r -h CZr ,
(s) \y = in-\-a'xr-{-b'y 4- c'a:,, 2 = 5-4- a"xr-hb"yr -+- C"Zr .
Différentions deux fois, par rapport au temps, chstcune de ces trois équations, en remarquant que toutes les quantités qui y figurent doivent participer à la différentiation, puisque les coordonnées relatives, aussi bien que l'origine et la direction des axes mobiles, varient à la fois avec le temps. Si nous effectuons les calculs , et si m)us multiplions de part et d'autre par m^ il viendra, en tenant compte des équations (A):
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, (Px, , .(Py, , 'riA
„ /cii?r da' dy, db' . rf^:. dc'\ „ Idx, dà' dy, db" . dz, dc"\
+ ^'^{-dr'-dr-^w-dr-^w-df)''
relations fort simples en réalité et qui se déduisent immédiatement les unes des autres par suite de la symétrie des quantités.
Remarquons, avant d'aller plus loin, que ces équations (C) peuvent fournir la solution complète de la question : car elles expriment la force réelle totale ou le mouvement absolu en fonction de quantités qui dépendent exclusivement du mouvement relatif et du déplacement des axes mobiles ; en sorte que, si ces deux dernîei^s mouvements sont connus, le mouvement réel ou les forces qui le produisent s'en déduisent aussitôt; et réciproquement^ si le mouvement réel est connu, ainsi que le mouvement des axes, on en déduit le mouvement relatif du point matériel. D'ailleurs des relations analogues peuvent être écrites pour chaque autre point matériel du système : ce seront les mêmes valeurs de ^, yj, Ç, a^ A^....
et d'aulres valeurs de j?, y, z, Xr, yv> ^r, qui y figureront. On aura ainsi le mouvement total qu*on se propose de déterminer; et quant à la séparation des forces réelles en forces intérieures et en forces extérieures, elle s'effectuera comme il a été exposé dans le livre précédent, c'est-à-dire au moyen des équations de liaisons. Il n'y a donc théoriquement aucune difficulté.
168(6w). — Mais les équations (C), sous la forme qu'on vient de leur donner, ne révèlent rien directement sur la manière dont le mouvement relatif influe sur l'apparence da mouvement réel. Ces équations en fournissent la valeur algébrique, mais elles ne font point pénétrer, pour ainsi dire, dans la connaissance concrète du phénomène. Aussi, allonsuous leur faire subir certaines transformations qui puissent mettre les résultats en harmonie avec les propositions démontrées plus haut.
A cet effet, remarquons en premier lieu que si le point m^ au lieu d'avoir son mouvement propre indépendant des axes mobiles, était tout à coup invariablement lié avec ces axes, et avait pour seul mouvement celui qu'il recevrait alors de cette liaison, les valeurs de ses coordonnées absolues ne seraient plus les mêmes que précédemment ; mais, pour les obtenir , il suffirait de remonter aux valeurs (*) de a?, y, ^, et d'y supposer que les coordonnées relatives ^r, yr, Zv ne varient pas avec le temps. Car, dans cette hypothèse, la situation du point matériel par rapport aux axes mobiles ne change pas pendant le mouvement de ces derniers, ce qui revient à exprimer qu'il est invariablement lié avec eux. La force absolue capable de donner au point m un tel mouve-
' ,jt d}ji^ d}y d^z ,,
ment serait represent^^e par f^-Tjï^ ^^2' ^^;7T2 7 ces dérivées étant prises comme si Xr^ j/r, z, étaient indépendantes du temps dans les valeurs («), et comme si £, y;, Ç, a, a\ a'\ h,., en étaient seuls dépendants.
La différentiatîon, faite à ce point de vue, donne, pour les
, d^x d^y d^z valeurs de ^ , ^, -5^ :
(Pr,
di'
dt
r + yr-zjH-z,
rf<='
rfV dF
Zt
d}£ di^ ■
Ainsi, les quatre premiers termes des seconds membres des équations (C) représentent les composantes, suivant les axes fixes, d'une force capable de communiquer au point matériel le mouvement qu'il prendrait s'il était tout à coup invariablement lié aux axes mobiles, de manière à former avec eux un solide géométrique^ aux mouvements duquel il participerait dès lors exclusivement. Cette force, que nous avons déjà été amenés à considérer dans le premier chapitre, ' a reçu le nom de force d'entraînem&nt. Représentons-en les composantes par X« , Y< , Ze . Il vient en conséquence :
/ dxr d^^,dyr db^^^àz, dd\ ^"^Xdt ' dt'^ dt' dt '^It' dt)*'
IF
^^ \dt ' dt dt ' dt de ' dt )' Avant de pousser plus loin cette transformation, posons
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certains résultats algébriques qui nous servtroiil à simplifier les calculs. Si Ton différentie les six équations (1) qui expriment les conditions auxquelles satisfont, dans tous les cas, les cosinus, on en tire les six relations suivantes :
lada H- a'da! -\- a"da" = o ,
i adb -h a'db' -h à'db" = — {bda -h b'da' + b"da") ,
\cda-^ cda' + C'da" ^—{adc + a'dc' + a!'dc"),
\ cdc -h c'dc' H- c"dc" = o ,
i bdc + b'dc' + b"dd' = — {cdb + ddV + d'db") .
Pour abréger, nous écrirons :
ode + aW + a"dc" = qdt , bda-V-b'da!'+b"da" = rdti
Pj 9, r, étant des fonctions convenables du temps, telles que leurs intégrales soient égales aux intégrales totales des premiers membres. On peut considérer tous les cosinus comme dépendant exclusivement de ces trois quantités, puisque, selon notre remarque, les neuf cosinus ne représentent réellement que trois inconnues distinctes.
Reprenons maintenant la transformation des équations(D), qui se trouvera facilitée par les relations que nous venons d'écrire.
Multiplions respectivement ces équations (D) par a , a', a'\ et ajoutons-les membre à membre. Dans cette somme, le
terme -j^ ^ sera multiplié par a'-ho'^4-a"^, quantité qui
est égale à Funité ^ les termes ^^, ^% seront multipliés par ab-\-a'h''\-a"b"^ ac-{'a'c''\-a"o'\ quantités qui sont
nulles. Des réductions analogues se produiront dans les termes suivants, eu vertu des relations (2) et (3). Finalement, toutes les simplifications faites, Téquation deviendra :
a (X -h L) + a' {Y 4- M) + a"(Z + N) = aXe H- aT. + a"Z, +
Mais remarquons que, a, a', a'' étant les cosinus des angles formés par les trois axes fixes avec Taxe des jt mobiles, et X, Y,... étant les projections sur les mêmes axes fixes des forces extérieure et intérieure qui sollicitent le point m, le premier membre de cette équation représente la somme des projections sur Taxe des x mobiles de toutes les composantes de ces forces, c'est-à-dire la composante de ces forces elles-mêmes suivant cet axe. Pareillement, les trois premiers termes du second membre représentent la composante de la force d'entraînement , suivant le même axe des x mobiles. Désignons par a, ê, y, les angles de la force réelle extérieure avec les axes mobiles ; de même par X, |x, v, a, , Se , y. , les angles de la force réelle intérieure et de la force d'entraînement avec les mêmes axes. Désignons d'ailleurs par P, I et Pe ces trois forces, et par i?,, i/r, irr, les projections de la vitesse relative sur les axes mobiles. L'équation ci-dessus peut alors s'écrire :
m -jT = P ces a 4- I cos X — Pe cos «e — 2m {qwt — rur) .
Si les mêmes calculs qu'on vient de faire sur les équations (D),enles multipliant par a, a', a", sont répétés en les multipliant par À, b\ h'\ on obtiendra une équation semblable à la précédente et se rapportant à l'axe des y mobiles, au lieu de l'axe des x. Enfin, en multipliant par c, c', d' , on aura la relation concernant l'axe des z mobiles. Le système des équations (D) se trouvera ainsi remplac<'î par le suivant :
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m-7y = Pcosa-|-IcosX — PeCOsa» — 2m {^av- rw,),
(F) ^ m -j^ = P cos S 4- 1 cos y. — P^ cos oc — 2m (ry^ — ptiv),
m -jj^ c=Pcosy-i-Icosv — Pecosy. — 2m {pu, — ^r).
ir>9. — Nous allons déduire de ces équations plusieurs conséquences intéressantes.
1° Les premiers membres représentent les composantes suivant les axes mobiles d'une force capable de produire le mouvement du point matériel par rapport à ces axes considérés comme fixes. Celte force est donc ce que nous avons appelé la force apparente. L'ensemble des trois équations nous montre que la force apparente est la résultante de la force réelle ( extérieure et intérieure) et de deux forces fictives, dont Tune a été reconnue être égale et contraire à la force d'entraînement, et dont l'autre, conséquemment, ne peut qu'être égale et contraire à la force de rotation composée.
La valeur de la force d'entraînement est fournie par les expressions (^) : ses composantes suivant les axes fixes sont les suivantes :
Ces valeurs ne dépendent, à chaque instant, que delà position relative du mobile à ce même instant et des lois du mouvement dos axes mobiles par rapport aux axes fixes.
La force de rotation composée a pour projections sur les axes mobiles :
2m {qwr — rur) , 2m {rv, — pWr) , 2m {pu'r — qv,). Si donc ou la désigne par Pc, on a :
Pc = 2mi/iqii\ — 7niry -h (rv, — pw.y -h {pu, — qv.f .
Ces valeurs ne dépendent, à chaque instant, que de la vitesse relative du point matériel à ce même instant, et dos quantités />, g, r, c'est-à-dire des lois du mouvement des axes mobiles.
2° Les termes qui figurent dans les équations (F) représentent aussi bien les accélérations du mouvement projeté sur les axes que les composantes des forces correspondantes suivant les mêmes axes. On retrouve ainsi les résultats connus, savoir : que Taccélération du mouvement relatif projeté sur une direction quelconque est égale à Taccélération du mouvement réel moins les accélérations des mouvements d'entraînement et de rotation composée.
3« Représentons par «c, Se, 7c, les angles de la force de rotation composée avec les axes mobiles. Les équations (F) pourront se mettre définitivement sous la forme ;
m ~j^ = P CCS a 4- 1 cos A — Pc ces Oe — Pc ces ofc ,
(A,) < m -^l = P cos 6 -M cos |UL — Pe coà 6e — Pc cos 6c ,
wi -^ = P cos 7 4- I cos V — Pe cos 7c — Pc cos 7c.
Nous voyons d'après cela que le mouvement relatif d'un point matériel appartenant à un système quelconque peut être traité comme un mouvement absolu, pourvu qu'on ajoute aux forces réelles deux forces fictives égales et contraires aux forces d'entraînement et de rotation composée. En d'autres termes, entre les coordonnées relatives du point matériel et les composantes de toutes ces forces suivant les axes
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mobiles, il existe identiquement les mêmes relations qu'entre les coordonnées absolues et les composantes des forces motrices suivant les axes fixes.
170. — Ou peut donueri la valeur de la force de rotation composée une autre forme qui mette mieux en évidence la manière dont elle agit sur le point matériel.
Je remarque premièrement que la direction de cette force est perpendiculaire à deux droites qui feraient avec les axes mobiles des angles ayant respectivement pour cosinus les quantités :
Vr Ut Wr
Vv] -h u] + n) ' Vvl + u] -h w\ ' Vv\ -f- ul + wl'
et
Vp'-hq'-hf^' Vp^ + f + r'' V^+VTV^'
Il suffît, pour le démontrer, de chercher la valeur de Tangle que fait la direction de la force avec chacune de ces deux droites, et de vérifier que le cosinus est identiquement , nul. En effet, faisons le produit des cosinus, deux à deux, des angles formés respectivement par la force et par la première droite avec chacun des axes mobiles. Ce produit donne, comme on sait, le cosinus cherché : or, le numérateur est égal à
quantité qui se réduit identiquement à zéro, quand on effectue les calculs indiqués. On verrait de la même manière que le numérateur de la fraction qui exprime le second cosinus se réduit également à zéro.
Soit donc M la position du point matériel par rapport aux axes mobiles, à Torigine de Tinstant considéré, MVr la direction de la vitesse relative par rapport aux axes mobiles,
et MN la longueur du déplacement subi pendant Finstant
dt, en vertu de cette même vitesse et par rapport aux iÉémes axes mobiles. Soit enfin M I la position de la droite qui fait avec les mêmes axes mobiles des angles dont les cosinus
sont respectivement égaux à —7====== ==
Il est clair que la droite MVr, qui est la di-
rection de la vitesse l'clative, fait avec les axes mobiles des
Vf
angles dont les cosinus sont représentes par — 7- , ,
xy-1 ■ ' 2 . =^^ T7=r7==Tf==ï' ^^^ ^^"^ ^^8"^^ MVr et
M I sont donc celles dont on a parlé ci-dessus. Puisque la force que nous considérons en ce moment est perpendiculaire à leurs deux directions, elle est perpendiculaire aussi à leur plan ; donc son action sur le point matériel N se réduit à rélever normalement au-dessus de ce plan. Mais, pendant un temps infiniment petit, les quantités />, g, r peuvent être considérées comme constantes; par suite, la direction MI est aussi constante, ou, si l'on veut, cette droite reste immobile. Le mouvement imprimé par la force consiste donc ù décrire im arc de cercle infiniment petit, autour de M I comme axe, avec N(> comme rayon, et normalement au plan \'rMI. xAinsi, pour le point matériel considéré, la droite MI est Taxe instantané de rotation autour duquel tourne le système entier des axes mobiles, pendant le temps rf/, quand on conçoit le mouvement de ce système comme décomposé en une translation égale à Fentraînement du point, et en une rotation autour de ce même point. Actuelle-
ment, supposons que par le point M on mène deux systèmes d*axes coordonnés, l'un parallèle aux axes fixes, Tautre parallèle aux axes mobiles dans leur situation actuelle et invariablement lié avec eux. Les valeurs des angles a, a\ a" y b... conviendront à ces nouveaux axes, ainsi que les variations que subiront ces angles par suite de la rotation autour de M I. Les coordonnées du point N, par rapport à ces nouveaux axes mobiles, seront égales respectivement à
Vfdt , Urdt , Wtdt ,
puisque M N est la longueur parcourue, pendant Tinstant dt, avec la vitesse relative. Par conséquent, les coordonnées du même point N, par rapport aux nouveaux axes fixes, seront respectivement
{av, -i-bu,-\- cwr) dt , {a'vr -\- b'u, + c'av) dt ,
(a"Vr + 6"Wr -h c"Wr) dt.
Si nous voulons exprimer qu'il y a une rotation instantanée autour de Taxe INI 1, il faut difTérentier ces coordonnées du point N, en y regardant «, A, c, a'.. . comme dépendant seules du temps, et rr, w,... comme ne changeant pas. Soit iî la vitesse angulaire de rotation, et a, 6, y ses angles avec les nouveaux axes fixes : la vitesse absolue du point N sera 12. NC; et on aura, pour les trois axes :
«,., ,. f da db , dc\ ,
.,„ ,. s f fia' db' . dc'\ ,
>C . 12 . cos 6 =^v, ^-t- «, ^ + ,tv^) dt ;
^,^ ,, / da" db" dc"\ _,
NC.i).cosy=^.,-^+«,-^ + uv-^Jrf<.
Multiplions la première équation par a, la deuxième par «', la troisième par a", et ajoutons : la somme des premiers membres représentera la projection de la vitesse iî.NC
sur l'axe des x mobiles; la somme des seconds membres contiendra des quantiu^s qui figurent dans les relations du n" 168 (bis). Si Ton fait les réductions qu'on a indiquées à cette occasion, il viendra :
N(l . ù cos a, = {qwr — rw,) dt ,
en représentant par a, Fangle formé par la vitesse relative avec Taxe des x mobiles.
On obtiendra de la même manière :
NC . iî cos Sr = {rvt — pwr) dt , NC . îî cos 7r = {pu, — qVr) dt.
Faisons les carrés et ajoutons : nous aurons :
NC ,. . . .
"dt V{qiVr — rUrY + [rVr — pWrY + {pVr — ?IV)*.
Mais, si nous désignons par 5 l'angle formé par la vitesse relative MN avec l'axe instantané M I, il vient :
NC =3 MN . sin 5 = V,d< sln J ;
d'où, en substituant :
Î2 . Vr sin (î = \/{qWr — rurf -f- {rv, — pWrf -h (pwr — qVrY.
Par suite, la valeur précédemment trouvée de la force de rotation composée prend la forme
Pc = 2miîVrSin3;
ce qui nous montre que celte force est égale au double produit de la masse par la vitesse angulaire et par la vitesse relative projetée sur un plan perpendiculaire à Taxe instantané do rotation, et qu'elle est à la fois perpendiculaire à la direction de la vitesse relative et à celle de l'axe instantané. On pourrait trouver directement cette valeur par la considération géométrique déjà présentée dans la remarque du
Il" 166. Pendant la rotalion instantanée, on peut, en effet, regarder la force comme constante en grandeur et en direction ; si donc on désigne cette force par Pc et par e l'arc infiniment petit parcouru, on a
e=ï — rff% dou Pc = -7;2-,
ni ' ar
( L'arc € est un infiniment petit du deuxième ordi'e, puisque le rayon NC et l'angle décrit sont tous deux Infiniment petits. ) Or, e=ii^C.di = Ù\r s\ï\5,dt^ ; conséquemm^ant, comme plus haut, Pc= 2 wiiîV, sin $,
Cette méthode est, comme on voit, beaucoup plus simple; mais elle ne doit pas dispenser de la précédente, qui démontre l'identité de cette valeur de la force avec celle déjà trouvée sous une autre forme analytique.
Remarque. — On peut obtenir une valeur très-simple de la vitesse angulaire II En effet, on vient de trouver :
Or Vr = Vv\ + u\ H- w\ ,
sin J = l/l — cos^S.
Mais 5 étant l'angle des deux directions MI et MVr, on aura la valeur de son cosinus en faisant la somme des produits, deux à deux, des cosinus des angles que ces deux angles forment avec les axes. Donc, en ayant égard à la valeur ci-dessus de Vr , on trouve :
.«„ ^ pVr + qUr -f- rWr
ces r — ^ '-
et par suite :
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Si Ton substitue la valeur de Vr sin 5 dans la première relation , on obtient la valeur de lî, qui, toutes réductions faites, est la suivante :
Ainsi la vitesse angulaire autour de Taxe instantané de rotation est simplement fonction de />, ^, r, c'est-à-dire fonction des cosinus des angles que les axes mobiles forment avec les axes fixes.
On voit en même temps que les produits de cette vitesse par les cosinus des angles que fait Taxe instantané avec les axes mobiles sont respectivement égaux à />, g, r. Ces trois quantités représentent donc les projections, à tout instant, de la vitesse angulaire sur les axes mobiles.
Actuellement, reprenons les équations (Ar
m -Tj == P cos a + I cos A — Pe cos a.. — Pc ces «c ,
I d}y (Ar) \ m -^ = P cos 6 + I cos fjt — Pe cos 6. — Pc cos 6c ,
m --TY = P cos 7 + I cos y — Pe cos y^ — Pc cos 7c ;
et voyons ce que deviennent pour le mouvement relatif les différents théorèmes démontrés pour le mouvement absolu.
Nous rappellerons que dans les équations ci-dessus il n'y a plus de trace des axes fixes, et que toutes les quantités y sont estimées par rapport aux axes mobiles , en sorte que ces équations sont bien celles qui conviennent à un mouvement relatif dans lequel on fait complètement abstraction de la mobilité des axes, et où Ton agit exactement comme si Ton avait affaire à un mouvement absolu.
D'une manière générale, on voit que toutes les propriétés du mouvement réel peuvent être étendues au mouvement apparent, pourvu qu'on adjoigne constamment aux forces réelles
deux forces fictives égales et contraires à la force d'entraînement et à la force de rotation composée. Dès lors il n'y a aucune difficulté à approprier à ce nouveau mouvement tous les énoncés qui se rapportent a^i mouvement absolu. Nous pourrions donc nous dispenser d'entrer dans aucun détail à cet égard. Toutefois, nous passerons en revue les propriétés les plus importantes, autant pour familiariser l'esprit avec le mouvement relatif que pour faire ressortir un certain nombre de conséquences.
1° Quantité totale de mouYemcnt et centre de gravité d'un système, — Si l'on établit pour chaque point matériel des relations analogues au groupe (Ar), et qu'on ajoute ensuite toutes les équations concernant le même axe, on aura trois équations finales, dans lesquelles toutes les forces intérieures disparaîtront, car ces forces, étant égales et opposées deux à deux, donnent, suivant les axes mobiles aussi bien que suivant les axes fixes, des sommes algébriques de composantes identiquement nulles. En conséquence, la quantité totale de mouvement, projetée sur une direction quelconque, sera égale à la somme des impulsions des forces réelles extérieures et des forces fictives, projetées sur la même direction ; et le centre de gravité se mouvra comme si toutes les masses y étaient condensées, et toutes les forces extérieures et fictives transportées parallèlement à elles-mêmes. Si les forces extérieures sont elles-mêmes réciproques, ou plutôt si toutes les forces réelles se réduisent à des forces intérieures, ainsi que cela a lieu pour l'ensemble du système planétaire, la quantité totale de mouvement et le déplacement du centre de gravité, rapportés aux axes mobiles, seront dus aux seules forces fictives correspondant au mouvement de ces axes. C'est là ce qu'on doit observer quand on rapporte le centre de gravité du système solaire à des axes qui participent au mouvement terrestre.
2° Théorème des aires. — Il est pareillement évident
que les termes provenant des forces intérieures disparaissent , et que , si en outre les forces extérieures sont réciproques, la somme des masses respectivement multipliées par les projections des aires décrites sera égale à la somme des moments des projections des forces fictives.
3" Théorème des forces vives. — La variation élémentaire de la force vive de chaque point, estimée dans le mouvement relaiif, sera égale au travail élémentaire de toutes les forces, réelles et fictives, de ce point : ce travail étant pareillement estimé dans le mouvement relatif. £n effet, le travail de la force réelle extérieure aura pour expression Prf#rCOs(P,rf*r), en appelant dsr le déplacement relatif infmiment petit : celte expression pourra se mettre sous la forme PVrrf/cos(P,Vr); le travail de la force réelle intérieure s'écrira de même IVrrf^cos(I, Vr); celui de la première force fictive sera ~ P. Vrrf^cos(Pe , Vr) ; quant à celui de la force fictive égale et contraire à la force de rotation composée, il sera évidemment nul, puisque la direction de cette force est perpendiculaire à la direction de la vitesse relative : c'est du reste ce qu'on vérifierait également en multipliant respectivement par v^dt, u,dt, tcM les derniers termes des équations (Fr), et ajoutant, ce qui donne le travail de cette force : la somme des quantités ainsi formées se réduit à zéro. Finalement l'équation de la force vive d'un point matériel se simplifie et devient :
(Hr) rfimV? = jPcos(P,Vr) + Icos(r,Vr)— PeCOs(Po,V..) j Vr dt:
Par suite, l'équation des forces vives d'un système quelconque, dynamique ou géométrique, sera :
(L.) ld\mV=--ly,dt j Pcos(P,Vr)-Mcos (r,V..)— PeCos(Pe,V..) j ;
ce qui signifie que la variation élémentaire totale de la force vive relative d'un système quelconque est égale à la somme
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des trayaux élémentaires des forces réelles (e\lérieares et iniéiieures), el des forces fictives égales et contraires aux forces d^entrainement; ces travaux étant tons estimés dans le mouvement relatif comme sll s'agissait du mouvement absolu.
Si le système est géométrique, le terme du aux forces intérieures disparait, ainsi qu'on Ta démontré au n"" 1^1, par suite, réquation des forces vives devient :
(Gr) (11^, mVÎ = l\r (/r j P cos (P,V.) — P^ oos (Pe,Vr)
Ces relations ne diffèrent de celles qui se rapportent au mouvement absolu qu'en ce qu'on y introduit un terme dû au travail des forces fictives égales et contraires aux forces d'entrainement, c'est-à-dire égales et contraires aux forces qui seraient capables de produire le mouvement de chaque point s'il était tout à coup invariablement lié aux axes mobiles.
L'équation (Gr) ne convient qu'aux systèmes géométriques parfaitement libres. Je veux dire par là que, si quelque point s'y trouvait individuellement assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, le terme du an travail de cette force d'assujettissement ne disparaîtrait pas de l'équation. Ce travail, représenté par IVrrf^ cos (I, Vr), ne serait pas nul effectivement, parce que la direction de la force I, normale à la surface, n'est pas perpendiculaire à la direction de la vitesse relative, mais seulement à la direction de la vitesse réelle, qui est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. Dans le mouvement absolu, cette circonstance ne se produit pas, et le travail disparaît toujours dans l'équation des forces vives, parce que c'est précisément la vitesse réelle qui y figure.
L'équation de la force vive d'un point matériel, dans le mouvement relatif, nous permet d'apprécier ce que devient la même équation dans le mouvement absolu, lors(]|ue le
point est assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface qui, au lieu de rester fixe, est elle-même douée d'un certain mouvement dans Fespace. En effet, si Ton prend un système d'axes rectangulaires invariablement liés à la courbe ou à la surface, les équations de cette courbe ou de cette surface, relativement à ce système d'axes mobiles , seront les mêmes que dans le cas où tout est fixe. Or, nous pouvons rapporter le mouvement du point matériel aux axes mobiles, ce qui nous fait rentrer dans la théorie précédente du mouvement relatif. Il y aura donc lieu d'en appliquer les conséquences, et, par suite, d'établir l'équation (Hr) ; en remarquant que le terme dû à la force d'assujettiiïSement I disparaît, puisque, la vitesse relative s'exerçant suivant la courbe ou la surface , la direction de la force lui est perpendiculaire ; de sorte que la relation de la force vive, convenable au cas où la courbe ou surface d'assujettissement est mobile, est celle-ci :
d{ mVj = j P COS (P,Vr) — Pe ces (Pe,Vr) j Vr ^/f ;
dans laquelle Pe représente la force qui serait capable de produire l'entraînement du point matériel, si on le supposait tout à coup invariablement lié avec la courbe ou la surface mobile. Cette relation diffère, comme on voit, par suite de la présence de cette force fictive, de la^ relation qui convient à la fixité de l'assujettissement.
Remarque, — L'équation des forces vives peut être établie directement, par la considération des moments virtuels, et sans passer par les équations générales (Ar) d'où nous l'avons déduite.
En effet, remarquons que le mouvement absolu d'un point matériel peut être considéré comme résultant 1** de son mouvement relatif; 2" d'un mouvement égal à celui qu'il recevrait s'il était tout à coup lié d'une manière inva-
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fiable avet^ les axes mobiles. La vitesse absolue est la résaliaote, à chaque instant, de la vitesse relative et de la vitesse d'entraioenient. Soit V, W et W ces trois vitesses, r, li, ir, Tr, iif ir,, et r», m», tr* leurs composantes suivant trois a\es fixes : de sorte qu'on a :
r = r, -h r« , « = m, -+- m^ , tr = Wr 4- Wc .
Le principe des forces vives dans le mouvement absolu donne :
(I) </ i m V- = P V rfr cos (P,V) ;
en représentant pour abivger par la seule lettre P la résultante de toutes les forces, tant intérieures qu*extérieures, qui sollicitent le point m ; soit d*ailleui*s X, Y, Z les composantes de P. On peut remplacer Féquation ci-dessus par
(2) \ vdt 4- Y udt + Z mit = m {vdv + udu 4- wdiv) .
A cause des relations qui existent entre les trois vitesses, absolue, relative et d*entrainement, cette équation devient :
(3) Xiv dt -h Yi/.. dt -h Zir, dt -h Xiv dt 4- \u, dt + ZWr dî = i j dv , du , dw\
(, dvt j (/tie , dwA
m (fv dvr 4- Wr ^Mr 4" «v rfwv
Or, le mouvement d'entraînement est compatible avec l'état du point matériel, s'il est libre ou sll est assujetti à demeurer sur quelque courbe ou surface qui soit elle-même invariablement li(^e avec les axes mobiles. Dans ce cas, on peut prendre le mouvement d'entraînement pour déplace-
meut virtuel dans le mouvement absolu, et par suite on peut établir Téquation des moments virtuels :
Xvc dt 4- YMe dt 4- Ztt?c ^^ = ^ i^^^^^ + Y- w» dt -f-
, dw ,\
ce qui fait disparaître les trois premiers termes de chacun des membres de Téquation (3). La somme des trois termes restant dans le premier membre pourra s'écrire PVr dt cos (P, Vr). Quant aux autres termes du second membre, on a évidemment :
m (l\. dVr -h Ur dUr -\- Wr dWr) =
= d\m {vj. -f- w? -f- w?) = rfi m V? ;
a un autre côte, remarquons que ^ -77 » m-rrjm -7—
sont les projections , suivant les axes, de la force capable dlmprimer au point matériel son mouvement dentraînement : en appelant celte force Pe, les trois termes qui s*y rapportent pourront s'écrire PcVrrf^ cos (Pc , Vr). En sorte que réquation (3) devient :
P V.. dt cos (P,Vr) =d^m V? 4- PeV, dt cos (Pe,Vr) ,
d'où Ton déduit la relation déjà trouvée :
rf± m V? = j P cos (P,V..) — Pe cos (Pe,Vr) j Vr t/( .
On passe de là aisément au cas d'un système géométrique parfaitement libre : car le mouvement d'entraînement d'un point quelconque peut toujours être pris pour mouvement virtuel : il est compatible avec les liaisons du système, puisque, celui-ci étant supposé libre, rien n'empêche de le faire participer, à un moment donné, an mouvement des axes mobiles. Au contraire, s'il existait quelque point indi-
viduelleraciit assujetti à demeurer sur une courbe ou sur une surface donnée, la démonstration ne s*âppliquerait plus; car le mouvement du système conçu à un certain moment comme invariablement lié avec les axes ne serait plus compatible avec l'état des liaisons, à cause de rassujeltissement supposé. Nous retrouvons donc ici la même remarque présentée plus haut, relativement au travail de la force intérieure d'assujettissement, qui ne disparait pas de réquation des forces vives. Le seul cas oii, malgré les assujettissements individuels, la démonstration ci-dessus s'appliquerait toujours, et où, par conséquent, le travail des forces intérieures correspondantes ne figurerait pas, serait évidemment celui où toutes les courbes et surfaces d'assujettissement, au lieu d'être fixes, auraient le même mouvement que les axes : car, par suite de cette circonstance, . l'entraînement continue a être compatible avec l'état des liaisons. C'est justement le cas examiné plus haut, de la force vive d'un point matériel glissant sur une courbe ou sur une surface en mouvement.
172. — Il est iniéressanl de voir ce que deviennent les théories que nous venons de présenter, lorsque les axes mobiles, au lieu d'avoir le mouvement le plus général que nous leur avons supposé, ne possèdent qu'une simple translation, qui, conséqucmmenl, n'altère pas leur direction primitive dans toute la suite de leur déplacement.
Les équations du mouvement relatif sont dans cette hypothèse :
/ (Pxr „ . T -i ^'^
I wi -TT- = P cos « 4- I cos A — m -r^ ,
(Ar) m -^ = PcosS + Icosfz-7/i^,
f à'^z, ,^ . ^ dX
\m -jY = P cos y 4- I cos y — m ~.
£n effet, la force de rotation composée disparaît; quant à la force d'entraînement, elle est, pour chaque point, égale à la masse multipliée par Taccélération de la translation commune, ou multipliée par Taccéléralion du déplacement de Torigine des axes mobiles, dont nous désignons les coordonnées par ?, y), Ç.
Rien n'empêche de prendre les axes fixes parallèles à la direction constante des axes mobiles : alors les composantes des forces seront les mêmes par rapport a Tun ou l'autre système d'axes. Les équations ci-dessus peuvent alors s'écrire :
(Pxr ^r , et
m -r„- = Z + N — w» TT • dt^ dO-
On voit qu'elles ne diffèrent de celles du mouvement absolu que par la présence du dernier terme. Pour que l'identité fut complète, il faudrait qu'on eût :
clP\ __ dh __ d^^ __
d'où l = ct^ r, = c'ty Ç = c"t ,
Cj c et c" étant des constantes. Ainsi, quand la translation des axes est un mouvement rectiligne et uniforme, les équations du mouvement relatif sont identiques à celles du mouvement absolu. On ne doit pas s'en étonner, car les accélérations suivant les coordonnées sont les mêmes dans les deux mouvements, puisqu'à chaque instant les coordonnées absolues sont égales aux coordonnées relatives augmentées respectivement de quantités proportionnelles à la première puissance du temps.
On déduit de la dernière forme donnée aux équations (A ) diverses conséquences.
Les équations du centre de gravité sont :
di^ dt^ dt^ '
M îÇ^ * = I m ^ = 2 Z - 31 ^ ; di^ di^ dt^
en représentant par M la masse totale et par x^, y^, 2, les cooîxionnées relatives du centre de gravité. Nous voyons donc que le mouvement relatif du centre de gravité a lieu comme si toutes les masses étaient condensées en ce point, et qu'elles y fussent sollicitées par toutes les forces du système, auxquelles on ajouterait une force égale [et contraire à celle qui pourrait communiquer à cette masse totale le mouvement de Torigine des coordonnées.
Si les forces iwlles sont nulles, le mouvement du centre de gravité ne sera pas nul ou uniforme , comme lorsqu'on le rapporte à des axes fixes, mais il sera égal et contraire à la translation de Torigine des coordonnées. Il serait nul ou uniforme, dans le mouvement relatif comme dans le mouvement absolu, si la translation des axes étiiit elle-même rectiligne et uniforme.
Voyons également ce que devient le théorème des aires dans le cas d'une simple translation. Les équations dififèreront de celles du mouvement absolu, en ce qu'il faudra ajouter aux moments des forces extérieures réelles les moments des forces égales et contraires aux forces de translation. Pour réquation qui se rapporte au plan des xy^ par exemple, il
faudrait introduire le terme— -//i( ^jTr — ^y, J, lequel
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peut se meltre sous la forme — f ^ Imx, — ^ ^//ij^r J.
Il en sera de même pour Jes deu\ autres équations ; en sorte que les relations des aires deviendront les suivantes : ,
i (Z yr — Y^O -- [^ Imyr — ^ Imzj = Im — ^ ;
Xr , X'r , /."r désignaut les projections des aires décrites
sur les plans de coordonnées mobiles. Ces équations seront
identiques ù celles qui conviennent au mouvement absolu,
si les termes dus aux forces de translation sont nuls, ce qui
peut avoir lieu d'une de ces trois manières^
1° Quand la translation est rectiligne et uniforme; parce
d'^'i dH dX . . ^. .^ „ qu alors -jr^^ii-rfi sont individuellement égaux a zéro.
2" Quand Toriginc des coordonnées mobiles coïncide constamment avec le centre de gravité du système ; parce qu'alors, en vertu des propriétés connues du centre de gravité, on a : ImXt =o, 2my, =o, ImZf =o.
3° Quand la force qui pourrait produire la translation de
l'origine des coordonnées est dirigée constamment vers le
centre de gravité; parce que cette force étant, dans tons les
„ . d'^l dH d% ^ . ,.
cas, proportionnelle a -ni» ^i ^2>"^^'*^*^yP^^"^s^^^^'»^"^
à dire qu'on a :
dt^ _ di^ _ de
m représentant par x^y y,, r„ les coordonnées relatives du
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ceotre de gravité. Mais, M étant la masse totale, les théorèmes coomis donnent :
M J», = ImT, , My, = 2my, , Mz^ = Itm,,
Les relations ci-dessiis peuvent donc se mettre sous la forme :
^ ith. d^
di^ dt' dt"
ce qui annule évidemment les moments des forces de translation.
En BOUS résumant, on voit que, lorsque les axes mobiles se transportent parallèlement à eux-mêmes, d'un mouvement recliligue et uniforme, les équations du mouvement relatif et les propriétés qui s'en déduisent sont identiquement les mêmes que dans le mouvement absolu; et que, lorsque, la translation des axes étant quelconque, on place Torigine de leurs coordonnées au centre de gravité, les équations des aires subsistent encore intégralement.
Ces conséquences sont applicables à un système d'axes mobiles placés au centre de la terre, pendant un temps assez court pour qu'on puisse regarder le mouvement de ce centre comme rectiligne et uniforme. Les équations du mouvement d'un système de points matériels, rapportés à de pareils axes pendant cette période, ne diffèrent pas dans leur forme des équations qui conviennent à des axes absolument fixes.
De l'erreur eommise dans l'appréclatioB des forces vives qaand on nésH^e les monvements relatifs d'an système.
173. — La théorie des forces vives dans le mouvement relatif nous permet de déduire «ne conséquence fort impof-
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tante que nous allons exposer, et dont nous indiquerons la principale application.
Supposons que dans un système quelconque de points matériels en mouvement on introduise subitement des liaisons telles que tous ces points soient désormais assujettis à demeurer à des distances invariables les uns des autres, c'est-à-dire à constituer un solide géométrique. C'est ce qu'on nomme abréviativement solidifier le système. La force vive du système avant la solidification est, comme on sait, égale à la force vive après, plus la force vive due aux vitesses perdues ou gagnées par suite de la solidification (n° 152). Soit donc, pour un point quelconque, V la vitesse avant, Ve la vitesse après et Vr la vitesse perdue ou gagnée ; on a :
ou bien rf2imV2 = d2imVî-f-d2imV^
D'un autre côté , concevons trois axes mobiles , dont le mouvement soit à chaque instant celui que prendrait le système des points matériels, s'il était tout à coup solidifié. Cette concordance est toujours possible, puisque les trois axes constituent de leur côté un solide géométrique. Le mouvement des points matériels avant la solidification, par rapport à ces axes mobiles, est précisément le mouvement perdu ou gagné par la solidification : c'est aussi ce que nous avons nommé plus haut mouvement relatif. Quant au mouvement du système, après la solidification, c'est ce que nous avons appelé mouvement d'entraînement , c'est-à-dire le mouvement que recevrait chaque point matériel, si tout à coup, dans la position où il se trouve, il était invariablement lié aux axes mobiles : car, par une telle liaison, opérée en chaque point, le système se trouve solidifié. Nous aurons donc, d'après ce qui a été démontré au troisième paragraphe
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du n* 171, en supposant dVi Heurs le système parfaitement libre :
(G,) (il { m y\ = lYrdt [V cos (P, V.) — P. cos (Pe, V.)].
Nous pouvons négliger ici le travail dû aux forces intérieures des liaisons mutuelles, si nous admettons qu'on évalue la force vive pour des époques où les points matériels repassent par des positions telles que leurs distances redeviennent les mêmes qu'auparavant ; ou si le système est à Ihiisons giH)métriques.
l.oinhinons cette équation avec la pi*écédente; on en ihHhiil :
Jl \ mV; = dli mV* — dl{ m\] = c^ rfi i iwV- — l\,dt [P cos (P. V.) — P. cos (Pe, Vj].
\)m sjMi «fdiiileiirs que, dans le mouvement absolu,
rf:E ; ■• V* = l\dt P cos (P, V) .
\>«v lll^<<$^pMMrs. esealettenl le travail des forces de liai* ^•MJv. m>^\^»in jn i i W« «utees resliiciioiis que plus haut. i\ ^vMi#|i^4^ ^Vmv J kf m ièrps ëqnatioiis :
4)l,,^X - ^>i ^i ro»:p.T — ivifrpa» ;p,T.^ — V ff |x X n'^th >U) ;rrsf>IUkMie ^ \% rt de V« , sa projection >a«N \ti Mi^^u^i ^ ^^ ing^- r <t$c «r^saAe à ta tomic des pro-
X xVsv^fv. X .• X . hNïs^ ï\. V. ^ L V n nMii ^ ctidessBs se
^\\ii|K«%\^»K ^vtv ^rlHtûu irv^r 4*^fllk' '^ M <euMiffaii pour v« \\vsv%i\: >«^K|i<v <rHR< ljWi«o! Ui ^ilhSsie .lÉiDfAf dfl point
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P étant la force réelle qui le sollicite. Ce système, qui serait précisément le système précédent solidifié à un moment donnée aurait pour équation des forces vives :
(2) dlim \l =l\,dtP cos (P, V.) .
Il résulte de ce rappi-ochement que, si, dans un système quelconque, on prend pour équation des forces vives réelles réquation (2), c'est-à-dire si Ton assimile le syslème quelconque à un système constamment solide, on commet, entre deux époques pour lesquelles les distances mutuelles des points redeviennent les mêmes , une erreur représentée par rintpgrale, prise entre ces époques, du dernier terme de réquation (1), lequel exprime le travail de la force d*entf aînement estimé dans le mouvement relatif.
Si les déplacements relatifs des points matériels sont assez petits pour n'être pas aperçus par nous, le mouvement apparent du système n'est autre chose que le mouvement qu'il aurait, s'il était réellement solidifié , c'est-à-dire invariable* ment lié à des axes mobiles. Ce sont les vitesses des points dans ce mouvement apparent qui figurent dans l'équation (2). L'erreur commise provient de ce qu'on néglige les très-petits déplacements relatifs qui ont lieu réellement en même temps que le mouvement d'ensemble, et qui s'exercent par rapport aux axes mobiles, invariablement liés au système conçu tout à coup comme solidifié. Nous verrons dans la Mécanique spéciale, à l'occasion des corps solides physiques, dans quel cas le travail dû à la force d'entraînement et à la vitesse relative est tout à fait négligeable dans le calcul.
Remarque. — Il est presque superflu d'ajouter que, si l'on évaluait la force vive entre des époques pour lesquelles les points ne repasseraient pas par le« mêmes distances mutuelles, il y aurait à tenir compte du travail des forces intérieui'es, lequel dépend, comme on sait, de l'écartement ou
irm r». — wsk^vêêsw icLiTir.
éà nopn«!iiPSP«c •Ip« fiMb KiterKif . liais, lorsque les ■rw> i' .« fc ' tt m r'feifiih' itiof «no-fctËts, «• peat toojoors adnt^rcve pie ji «inuciim 4^ Ji iwifif aloiae pas seosibleokhc i^ir .* ^HfiJiLiciiML 'iit ^ i4ce1^ ^e. On sait, en effet ^ lU , TiB», R. -^^jot 11 liTî!!? witoi^il^ et r la distance, le mvaîl »» w ii! i< air i* •*;*€ ««fiii" par IMr, ef« par soite, le invafi i^iifr» ^«^n •«w^pK^ «tfg lr iQ <w f < s sera représenté par 1% .Ar. f« •i»»*ÛBaac par R. I ntmisil^ BMiyenne, et par Ar b varûDA* <(fc( fecare («tre ks de«x époqves ooD^idérées. SiV^myfmt ^yuAtét :^«m^B»Cese«t b Béne forme, on poom c« lenae. pcbqae Ar est li é s p e tit av bout d\iii très Um^.
Qaam asx forces drassajetûsscBeol, c'est-a-dire celles qoi proTieDaenl de robli^stioB iMfiridBelle des points à de- ■eorer s«r des oovrties cm des sorbces données, elles n'introdairont ancnn terne dans Féqnatîon des forces vives, si les flMNnrenents rebtifs sont assez petits pour que le système ait Ympp&remee dfnn solide géométriqne. Car cette assimibtion implique que le mouvement du système réel , conçu tout à coup comme solidifié, est compatible avec ses liaisons effectives. Le travail des forces intérieures disparaît donc, ainsi qu*on Ta dénnontré au n** 171. Mais si, an contraire, les mouvements relatifs avaient des grandeurs quelconques, il ne serait plus eiLact de dire qoe le mouvement da système solidifié est compatible avec ses liaisons. Les forces d'assujettissement donneraient lieu à un terme de la forme 2IVe dt cos (I, Ve) lequel s'ajouterait au dernier terme de la relation (1) ci-dessus, ponr représenter l'erreur totale qu'on commettrait, en assimilant le système à un solide géométrique, dans l'appréciation de ses forces vives réelfes.
CHAPITRE PREMIEB
MOMENTS DINERTIE, AXES ET CENTRES DINERTIE.
Les théorèmes que nous nous proposons de démontrer dans cet appendice sont purement géométriques, c'est-àdire tout à fait indépendants des considérations du mouvement, lis sont destinés à fournir des résultats qui trouveront leur principale application dans la mécanique spéciale.
Définitions, 17/i. — On nomme moment d'inerfîe d'un point matériel
par rapport à une droite le produit de ia masse de ce point par le carré de sa distance à cette droite.
Conune on le voit, le mot inertie employé dans cette expression n'a aucun rapport avec le sens qu'il reçoit dans la lot d'inertie, ni avec la locution vicieuse dVwer/«^ delà matière. Il est fâcheux qu'on ait ainsi dérivé le sens véritable du mot, ou plutôt qu'on ait fini par ne lui en donner aucun ; car il est visible qu'au point de vue de l'étymologie l'expression moment d'inertie ne signifie absolument plus rien. Il eut été bien préférable qu'on se servît d'un terme entièrement nouveau pour désigner ce produit, ou que, si on voulait le rattacher à d'autres mots déjà connus, on adoptât une locution composée avec ceux de muasse et de rotation: car nous verrons plus tard, dans la Mécanique spéciale^ que, lorsqu'on fait tourner un point matériel autour d'un axe fixe auquel il est invariablement lié, le produit ci-dessus joue, dans cette rotation, le même rôle que la masse dans le mouvement ordinaire. Mais, pour ne pas déroger aux usages reçus, nous garderons l'expression de moment d'inertie, en insistant sur ce qu'il ne faut chercher à rattacher ici au mot d'inertie aucun sens déjà connu.
Réciproquement, on appelle axe d'inertie la droite par rapport à laquelle on prend le moment d'inertie. Il y a une infinité d'axes d'inertie, comme il y a une infinité de moments d'inertie.
Si l'on est amené à considérer spécialement des axes d'inertie qui se coupent en un même point, on nomme ce point centre d'inertie.
Pour un groupe de points matériels, distribués d'une manière quelconque dans l'espace, indépendants ou liés entre eux, on nomme moment d'inertie du groupe, par rapporta une droite, la §omnie des moments d'inertie de tous les points par rapport à cette droite. De sorte que, si m, m', w".... sont les masses de divers points, r, r , r", leui*s
distances respectives à Taxe d'inertie, le moment d'inertie total sera égal à mr^ H- m'r'* H- m" r"^ -h..., quantité qu'on représente ordinairement par Imr^,
La grandeur du moment d'inertie varie évidemment avec la position de la droite. On conçoit dès lors qu'entre cette position et la grandeur du moment correspondant il puisse y avoir des relations intéressantes à connaître. C'est justement là l'objet des théorèmes renfermés dans le présent chapitre.
Remarque, — Le moment d'inertie ne varie pas lorsque les points matériels, au lieu de consener leurs situations actuelles, tournent d'une manière quelconque autour de l'axe d'inertie, de manière à décrire des cercles perpendiculaires à cet axe. Car, toutes les distances restant alors les mêmes, les produits mr^^ tnr"^,,, conservent leurs valeurs primitives.
Proposition première.
175. — Le moment d'inertie d'un groupe de points matériels , par rapport à un axe quelconque , est égal au moment d'inertie pris par rapport à un axe parallèle passant par le centre de gravité du groupe, plus le produit obtenu en multipliant la masse totale par le carré de la distance des deux axes, ou, ce qui revient au même, par le carré de la distance du centre de gravité au premier axe.
Plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité, et prenons pour axe des z une droite parallèle à l'axe d'inertie donné.
Soit donc OX, OY, OZ les axes de coordonnées, AB l'axe d'inertie parallèle à OZ, et M un point matériel, de masse m.
Le moment d'inertie du système, par rapport à A B, est égal à la somme des produits analogues à m M 1', M I étant
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la |>eq)eudiculaîre abaissée surAB. Le moiBeDt d'inertie par
rapport à OZ est la somme
des produits analogues à MK', MK étant la perpen-
diculaire abaissée sur OZ. U s'agit de faire voir que :
QC
-^ -f- M . KÏ^ ,
M étant la niasse totale et
K I la distance des deux axes
Fig
. Sd
parallèles.
En effet , soit x, y^ z les coordonnées du point M, et a, g celles du point A on Taxe A B coupe le plan des ory. On a :
STl' = PÂ' = (^ — (^Y -h (y - ê)-' = a;2 -f- y2 4. «2 _|_ g2 «.
25u; — 2êy = MK' -f- KÎ* — 2aaî — 26y , à cause de x'-\-y'=m^ , et a^ -+- 6^ = KÎ' .
£u multipliant par la niasse ?n, il vient :
Faisant la somme de toutes les relations analogues pour les divers points matériels, on obtient :
2m MÏ* = 2 m MK* -|- M . Kp — 2«2?na? — 2g 2 wy.
Mais, puisque Torigine des coordonnées est au centre de gravité, les sommes 2m^, 2my sont nulles, ainsi qu'on Ta démontré au commencement du livre Ht. Donc, enfin, on a la relation annoncée, qu'on écrit ordinairement sous la forme :
(^) l.mi'' = 2mR» -f- Ma» ,
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en désignant par r ia distance à un a\e quelconque, par R la distance à un axe parallèle passant par le centre de gravité, et par a la distance des deux axes.
Pour tout autre axe d'inertie parallèle au précédent, le nouveau moment sera égal à 2mR^, qui ne change pas, plus Ma^, où a seul a changé.
On représente généralement la quantité 2mR*, constante pour tous les axes parallèles, par M.K^ : ce qui fait que la proposition ci-dessus est exprimée par la relation :
Consequenceê.
i"* Parmi tous les moments d'inertie relatifs à des axes parallèles, celui qui est pris par rapport à Taxe passant par le centre de gravité est un minimum,
2** Les moments d'inertie pris par rapport à des axes parallèles également distants du centre de gravité sont tous égaux entre eux.
S° La différence des moments d'inertie pour deux axes parallèles quelconques est égale à la masse totale multipliée par la différence des carrés des distances du centre de gravité aux deux axes.
li° Si le moment d'inertie est, comme on vient de voir, susceptible d'un minimum, il ne l'est pas d'un maximum : car en prenant l'axe suffisamment éloigné du centre de gravité, on peut faire croître au delà de toute limite le terme correspondant à la distance des deux axes parallèles.
Remarque. — Nous avons dit plus haut qu'on représentait habituellement par M.K^ le moment d'inertie ImR^ par rapport à un axe quelconque. La longueur K est cntière-
ment déterminée, puisqu'elle est égale à —-^Tï—. Il est aisé
kï2
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de voir que si tous les points matériels du groupe considéré étaient distribués sur une surface cylindrique de révolution, dont l'axe serait Taxe d'inertie supposé et le rayon la longueur K, leur moment d'inertie serait encore égal à M R^ ou 2mK^. Ainsi, K est le rayon d'un cylindre de révolution tel que, si toute la masse y était répartie d'une manière quelconque, le moment d'inertie serait le même que pour le groupe donné. Cette longueur K a reçu quelquefois le nom de rayon de giratian. Nous en verrons plus tard le motif.
Proposition deuxième.
176. — Le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque est égal à la somme des moments d'inertie par rapport a trois droites rectangulaires menées par un même point de cet axe, respectivement multipliés par le carré du cosinus de l'angle correspondant, moins les doubles sommes des rectangles interceptés sur ces droites respectivement multipliées par les produits des cosinus correspondants, deux à deux.
Soit A B un axe d'inertie quelconque, et OX, OY, OZ trois droites rectangulaires menées par un même point de cet axe, et faisant avec lui des angles a, ê, y. Soit M un point matériel du groupe, et a?, y, z les longueurs interceptées par ce point ^ sur ces trois droites comme axes de coordonnées. Représentons par L le moment d'inertie du système par rapport à l'axe AB, et par a. A, c les moments d'inertie par rapport aux droites OX,OY,OZ.
Fig. 37.
Jo (lis qu'on aura :
(c) L = a cos^a -h b cos'o 4- c cos^y — 2 cos « cos S2! wLry — — 2 cos a cos 7 2 wia:2: — 2 cos ê cos y 1 myz •
En effet, le carré de la distance M I d'un point quelconque à Taxe AB a pour valeur :
Ôm' . sin- MOI = Ô>ï' (1 — cos^ MOI) ;
mais
cos MOI = ^ <^s « + ^ ces g -h ^ cos y.
En substituant, il vient :
Ml^ z= OM^ — (a7C0sa + y cosê + 2:cos7)^=a;^-|-2/^H-2^ — — (x cos a + y cos S -h 2 cos 7)^.
. Développons le carré indiqué dans le second membre. L'équation peut alors se mettre sous la forme :
MÏ^ = a?2 (I — cos^a) 4- 2/M* — cos^ ê) -|- ;^2 (i — cos^ 7) — — 2xy cos a cos c — 2xz cos a cos 7 — 2yz cos 6 cos 7 .
Mais on sait qu'entre les angles a, ê, 7 existe la relation rosV. -f-cos^6H-cos^7=l. Par conséquent, on peut, dans cette équation, remplacer
1 — cosV.
par
cos^ê H- cos*^7 ;
1 — cos^S
par
cos^a + COS27 ;
1 — cos^7
par
cos^a H- cos^o.
Si nous faisons la substitution et si nous mettons en facteur commun chacun des carrés des cosinus, nous obtiendrons :
— 2xy cos a cos ê — 2xz cos a cos 7 — 2yz cos S cos 7 •
^utiQiiitiUf lue «c fil iHûtun^ juitfflme et umâes les éqoa-
V <!*nf 1» iroit> luifïkff^ ^ ^ '. "Mai cosstaats pour tODS i» pÊÊÊÊÊ^ fi 4PBR. ^v fMiMiffM, «■ pot Mettre leurs niiûuih> biiT^ du «îpH 2. ;
jT <^KKe2.flB jr^r^' Tflppewte' fe» ■ûf t dlaertie, pris fiiir noQtiin i» ifi àriùkt i^TL <'«t-â i fc i t la qpaBlitë désignée
Oaa Ty^ttiuii Jtiat^ ptraêtt aîKî et tnwver la YSlenr du iMflimi i^matàt jKHD SB x%!fr ifekiii«q»e possaot par m paiM ÀouK*. ^paaaâ {a cfiasaii ks WÊamteuts pour trois dM»<4> q»e4o»^f^ fOtsBiBt par le Mae poiat el rectan-
176 Aht . — Jb«ifcailiB»éédHwde€ctteproposîtîoB«ne
C0wieric«> qaV4i BMse par le poîat O aotaiit d'axes dîner* lie qÊt'iM le T{«df:i. et presoss sn* diacnn des axes une lo^vear 0\ e^ale a rawtê dirbêe par le nombre qni repré- MJH la ncûe cmee dn ■ w wtn t dlnertie correspondant. Tossles poials X ainsi obmns appartiendront à la snrface dTnn eUipsc^ide dont le centnf est placé an point O on an centre des moments
En effet, soit r« r, T les coordonnées d^'im quelconque de ces points X, et L le moment dlnertie ponr Taxe correspondant A B.
On a d*abord :
• "*^=A' "«^=uk- '^"y=^'
mai», par hypothèse, ON = -y= ; donc
cosoL = l l/L , cos o = y; \/l , cos y = Ç \/L .
Pour avoir le lieu des points N, il faut, entre ces tisois relations et Féquation (e) qui donne la valeur de L, éliminer les angles a, S, 7, qui varient d'un axe d'inertie à l'autre.
En icûsant la substitution des valeurs des cosinus dans réquation (^•), on voit que L disparaît comme facteur commun aux deux membres, et il reste entre ?, y;, Ç la relation suivante :
Cette équation est celle d'une surface du second degré^ dont le centre est en 0^ puisque les termes du premier degré manquent. Il est visible, en outre, que cette surface ne peut être qu'un ellipsoïde : car, la valeur L étant toujours positive et finie, la longueur du rayon vecteur, égale à r7j=, est
elle-même réelle et finie. Donc la surface ne peut être un paraboloïde, ni un hyperboloïde à une ou deux nappes.
Nous nommeiX)ns désormais cet ellipsoïde ellipsoïde central, afin de rappeler qu'il a pour centre le centre d'inertie.
Le point étant arbitrairement choisi, on voit qu'à chaque point de l'espace correspond, pour un même système de points matériels, un ellipsoïde central différent, pour lequel les rayons vecteurs sont déterminés par les valeurs des moments d'inertie relatifs aux divers axes qui passent par ce point. Pour chacun de ces ellipsoïdes, les longueurs des droites menées du centre aux divers points de la surface nous fournissent une image très-nette des rapports de grandeur qui existent entre les moments d'inertie relatifs aux différents axes qui se croisent à ce centre.
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PropoNilioB tr«li$lêBie.
177. —Par tout point de l'espace, on peul toujoars mener trois axes d*inertie rectangulaires tels qu'en appelant x, y, 2 les coordonnées d'un point matériel quelconque du systèfne, par rapport a ces axes, on fasse évanoair les sommes des rectangles Imry^ ItnrZy Imyz.
En effet, choisissons pour les axes en question les trois droites rectangulaires qiron nomme en gëonëtrie axti friMCêpaux de lellipsoïde représenté par réqnation V. Ou sait que ces lignes jouissent de la propriété, qn'en les primant |>our axes de coordonnées de la surface^ les reclangks des coordonnées de celte snrface disparaissent do l\S|Wiliou qai la représente : c'est-à-dire que leurs coelfi- «^*^l« s^^t sèpan^ulettl nuls. Mais, puisque ces axes de coor- Amu^^'s «te rellip(<<^le Mj^tt sup|w)^.r> être pris aussi pour 5i\es «iW t\Hi^',ViHiu^'^f< du système. îl en résuhe que les eoeffi- ^'Wnis ^W^ <«sjiis rwtandiK dans rét:{uaiion >] déviennenl y«vvt:s4Hittk*«C Krs v«u:ï»tités Imjrtf^ -«y-- Imxz. tk?nv ces
Ces a\<f^ $vv«ii>-'<i:^uKS f^nKfpaax «le THIiiRMHde central r»«< «»,»*»ttK'S viwrvi» TtnittxffMmLf é^imirwtie^ Ils jowssent de k* jrtvwîn,'^' ;;.\^^ s. :ir ^f^ ^rtfo^i ç^oar a\«?s de eoonlonnées
vi|Mi»:$vHi< ulUtfI^ a x-!>lf*fr Ai: mmeiK «foKttM- par r^iport à HM >Jtvr >(<iv'^^:von«ic ■!" rsc f jiî!t!iirs n^sî^fc' «fae ces axes y««^^iAtM.\ /*ii!k'r«?i/ >^;iic l*^^ ^-«iih> ou^ Tiior EU MMBe poiot ^N !;v«ha*vVv >ctfr>iaîî5sv»u* i ;ttaM ruintiiiiiaL çœ î5«f»e, pour un #i;VK' AAiii .. ri IX : (tifte^ ^straj: itlîniftiùâ; «nncrri. et que
que sera ainsi fonciion des moments d'inertie pris par rapport aux axes principaux. Si Ton désigne ces moments respectivement par A, 15, C, la valeur de L sera fournie par lu relation :
(m) L == A cos'a 4- B cos^o -f- C cos^y ,
dans laquelle a, 6, y représentent désormais les angles formes par Taxe quelconque avec les trois axes d'inertie principaux.
Par analogie, les moments A, B, C ont reçu le nom de niofnen ts (V inertie prin cipaux.
Quant à l'équation de l'ellipsoïde central, elle se simplifie également avec ce choix de coordonnées, et prend la forme :
(e) Ar--hB-/i^ + Cr" = l;
et il ne faut pas perdre de vue que les coordonnées H, /i, Ç sont prises actuellement par rapport aux axes principaux.
Conséquences,
V Quand les trois moment^s principaux sont égaux entre eux, tous les autres sont égaux aussi au moment principal. Car, si A=B=C, il en résulte L=A (cos'^a-l-cos'^S-h cos^7)=A.
L'ellipsoïde central est alors une sphère, représentée par
l'équation i^-hYr'\-K^^-j-, et dont le rayon est égal a r7~.
2» Quand deux des moments principaux sont égaux entre eux, toutes les droites qui forment le même angle avec l'axe du moment inégal donnent lieu à des moments égaux. Car si, dans la valeur de L, on suppose A= B, il vient L = A(cos-a4-cos2ê)-|-Ccos'-7=Asin-7+Ccos'v. La valeur de L ne dépend plus que de celle de 7.
Dans ce cas, rellipsoide central est de révoluUon, et il y a une infinité d'axes priucipanx pour un même point de Tespace. Seulement tous ces systèmes d'axes principaux ont un axe commun, qui est Taxe du moment inégal.
ProposllioB quatrième.
178. — Parmi tous les moments d'inertie, pris par rapport à des axes quelconques qui se croisent en uu même point de l'espace, le plus grand et le plus petit possible sont toujoui's deux des moments d'inertie principaux.
La démonstration ne peut porter sur le cas où les moments principaux seraient égaux : car on sait qu'alors tous les autres moments seraient aussi égaux. Supposons donc les moments principaux inégaux, et, par exemple, A>B>C. Je dis que A sera le moment maximum, entre tous les moments possibles, relatifs au même centre, et C le moment minimum.
La relation (m) du n" précédent peut s'écrire :
L = A — (A — B) cos^g — (A — C) cos^y.*
Les deux derniers termes étant essentiellement négatifs, d'après les hypothèses faites sur les trois moments principaux, il en résuie L < A. Ainsi A est un maximum.
Nous ferons voir de la même manière que L est toijyours moindre que C, ou que C est un minimum. Nous n'avons qu'à écrire la relation sous la forme :
L = C -h (A — C) cos^a -h (B — C) cos^é ,
dans laquelle les deux derniers termes sont essçntiellenieut positifs.
Cette propriété des moments d'inertie peut servir à démontrer qu'il n'y a qu'un seul système d'axes principaux.
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Car, s'il pou\ait y en avoir deux, on répéterait les mêmes raisonnements pour chacun d'eux, et Ton prouverait ainsi qu'il y a, de part et d'autre, un moment d'inertie qui est le plus grand de tous : résultat dont l'absurdité ne cesse que si ces deux moments sont égaux, c'est-à-dire si les deux axes principaux correspondants se confondent.
Remarque, — La propriété du maximum et du minimum fournit un moyen algébrique de trouver les axes principaux que nous avons déterminés par des considérations géométriques.
Reprenons, en eflct, la valeur générale d'un moment d'inertie quelconque, en fonction des coordonnées, et sans présupposer les moments principaux. Cette valeur trouvée au n° 176 est :
(C) L = a cos'a + b cos*c -f- c cos^y — 2 cos a cos c i! nixy — — 2 cos a ces y^mxz — 2 cos S cos y 2 myz.
Cherchons les directions des lignes par rapport auxquelles doit être pris le moment L, pour que sa valeur soit un maximum ou un minimum. On connaîtra ces directions t)ar ce caractère, que la valeur L ne variera pas, quand on fera varier très-peu dans l'équation ci-dessus les valeurs a, ê, y. C'est la théorie connue des maxima et des miniuia. Différentions donc successivement, par rapport à a, 6, y, cette équation mise préalablement sous la forme :
L (cos'a 4- cos'ê -f- cos'y) = a cos'a -\- b cos^S 4- c cos^y — — 2/* cos « cos S — 2</ cos a cos y — 2/t cos S cos y,
en représentant, pour abréger, par /*, </, // les sommes des rectangles. La différentiation, efleetuéc en regardant L comme constant, fournit les trois relations :
(L — a) cos a -h /* cos c -I- ^ cos y = o , /"cosa -h (L — é) cos c 4- ^ ces y ^= o , g cos Cf. -+- Il cos c -h (L — c) cos y = o ,
auxquelles doivent satisfaire les valeurs de a, 6, y et L qui répondent au maximum et au minimum. On tire de là, par une élimination convenable, Téquation suivante, qui ne contient que L, et qui est du troisième degré par rapport à cette inconnue :
(2) (L-a)(L — 6)(L— c)-(L-.a)A^— (L-ft)^»— (L— c)/2 4-2/5fA==o.
L*une des trois racines donnera le maximum, Tautre le minimum, et la troisième, qui ne peut être, conséquemment, ni un maximum ni un minimum, sera intermédiaire enti*e les deux. Chacune de ces racines correspondra à un ceitain système de valeurs pour les angles a, 6, y : car il serait facile, au moyen des relations (1), d'exprimer leur cosinus en fonction de L. Ainsi chacune des trois valeurs du moment, fournies par Téquation du troisième degré, déterminera une direction d*axe correspondante.
Remarquons qu'on pourrait supposer que les directions dont il s'agit coïncident avec les axes coordonnés, si Ton admettait dans l'équation (2) :
Car il est bien visible qu'alors cette équation serait satisfaite en donnant à L une quelconque des trois valeui-s a, by c. Ainsi, la condition pour que trois axes de coordonnées rectangulaires soient des axes principaux , est exprimée par :
2 mxy = o , ^ nucz = o , 2 inyz = o .
C'est justement là ce qu'on a déjà trouvé par l'autre méthode.
Propositinii einqaiènie.
179. — Les points de l'espace pour lesquels les axes principaux d'un système sont parallèles chacun à chacun sont symétriquement placés par rapport au centre de gravité. Soit un point de l'espace, et OA, OB et OC les trois axes principaux d'un système matériel, relativement à ce point.
Prenons pour axes de coordonnées trois droites GX, GY et GZ, parallèles aux axes principaux, et placéesau centre de gravité du système. Soit /), g, r les coordon- 7V nées du point 0, et Xy y, z celles d'un point quelconque M du système. Les coordonnées , par rap- X port aux axes principaux, seront
Les conditions qui expriment que Fig. M. les axes OA, OB et OC sont prin-
cipaux , sont , comme on sait , les suivantes :
2m (x — p) (y — <7) = G , lm{x — p) {z ^r) = o j 2m (y — <7) (z— r) =0.
Développons et mettons en dehors du signe 1 les quantités />, ç, r, qui sont les mêmes pour tous les points. Soit d'ailleurs M la masse totale du système. Les relations ci-desfsus deviendront :
iMpq -+- ^mxy — qlmx — plmy = o ,
(1) JMpr-l- linxz — rlmx — plmz = o ,
(i\I^r -h Imyz — rlmy — qlrtiz = o.
Mais, puisque est au rentre de gravité, les quantités ^mxylmy^ Imz sont séparément nulles. Ceséguations se réduisent donc aux suivantes :
VLpq -{-linxy = o y }i\pr + ^10x2^=0 ^ M9r-|-2wy2:=o,
clans lesquelles la masse totale et les sommes des rectangles sont entièrement indépendantes de la position du point 0. On ne peut évidemment y satisfaire que par les valeui^s actuelles de^, g, r, ou par des valeurs égales et de signes contraires, dont les produits deux à deux seront les mêmes.
Donc, les deux systèmes d'axes principaux parallèles sont relatifs à deux points de Tespace tels que la droite qui les joint est divisée en deux parties égales par le centre de gravité.
ProposltloD sixième.
180. — Si, par un point quelconque pris sur l'un des axes principaux relatifs au centre de gravité, on mène deux droites parallèles aux deux autres 4ixes, ces deux droites, avec le premier axe choisi, constitueront un système d'abcs principaux relatifs au point considéré.
Reprenons, en effet, les relations (1) du numéro précédent, qui expriment les conditions des axes principaux pour un point quelconque de l'espace.
Dans le cas où les axes de coordonnées GX, GY etGZ sont les axes d'inertie principaux relatifs au centre de grfl* vite G, les sommes des rectangles, 2mxyy Itnxzy Imytj sont séparément nulles. En sorte que les relations (1) se réduisent à celles-ci :
Mpq:=Oy Mpr=o, M7r==o,
lesquelles sont identiquement satisfaites, pourvu que deux des trois quantités />, g, r, soient nulles à la fois, c'est-àdire pourvu que le point soit pris sur Tuu des axes principaux. — Il est d'ailleurs visible que celte condition, qui est suffisante, est en mi^me temps nécessaire.
Pmpofiltiiiii septième.
181. — Loi^sque deux des moments d'inertie principaux, relatifs au centre de gravité, sont égaux entre eux et moindres que le troisième, il y a toujours dans l'espace deux points pour lesquels les trois moments principaux sont égaux entre eux. Ces deux points sont d'ailleurs situés sur Taxe principal correspondant au moment inégal, et à égale distance, d'un côté et de l'autre, de ce centre de gravité.
Pour le démontrer, je dis en premier lieu que tout point pour lequel les trois moments d'inertie principaux sont égaux est nécessairement placé sur l'un des axes principaux relatifs an centre de gravité. En effet, on peut, par le point en question, mener trois droites parallèles aux axes principaux du centre; mais ces droites seront elles-mêmes des axes principaux pour le point où on les a menées : car, les trois moments d'inertie principaux ayant été supposés égaux en ce point, il en résulte que toute ligne qui y passe est un axe principal. Ainsi, nous voyons d'abord que les trois droites menées par le point parallèlement aux axes principaux dit centre de gravité sont elles-mêmes des axes principaux relatifs à ce point. D'un antre côté, le parallélisme de ces axes principaux avec ceux du centre implique, d'après la proposition précédente, que le point est situé sur Tun des axes relatifs au centre.
En second lieu, je dis que, si les trois moments d'inertie sont égaux pour le point dont nous parlons, il y en aura né«
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oessairement deux égaux aussi pour le centre do gravité. En effet, soit A, B, C les moments principaux du centre. Remarquons que le point donné est sur Tun des axes principaux du centre, surFaxe relatif au moment A, par exemple. Par conséquent, si A' est la valeur commune des trois moments pour ce point, on a tout d'abord A' = A. Mais, on outre, si Ton désigne par p la distance du point au centre de gravité, on voit qu'en vertu des relations existant enire les moments pris pour des axes parallèles ( n° 175 ) on peut écrire :
A'= A = B -f- Mp* , A'= A = C -F Mp^ ; d'où résulte :
On voit donc que, dans le cas où deux moments sont égaux et moindres que le troisième, il existe sur l'axe de ce troisième deux points symétriquement placés par rapport au centre de gravité, pour lesquels les trois moments principaux sont égaux.
Cette proposition pourrait être formulée d'une autre manière, eu disant qu'il y a deux points de l'espace dont l'ellipsoïde central se réduit à une sphère, lorsque l'ellipsoïde central relatif au centre de gravité est de révolution autour de son plus petit axe.
Conséquence. — Si les trois moments principaux du centre sont égaux, la valeur ci-dessus dep est nulle, et, par suite, les; deux points en question se réduisent à un seul, qui n'est autre que le centre de gravité lui-même.
D'INERTIE DES SYSTÈMES A POINTS MATÉRIELS
TRÈS-RAPPROCHÊS.
182. — Nous avons déjà indiqué, au n" 12G, comment on procédait théoriquement pour trouver le centre de gravité d'un nombre quelconque de points matériels. La méthode générale consiste à former pour chaque point le produit analogue a mx^ et à diviser ensuite la somme de tous ces produits par la masse totale, pour avoir lu distance du centre de gravité au plan par rapport auquel les distances x sont évaluées. On peut aussi ramener la recherche à celle de deux points matériels seulement, en commençant par déterminer le centre de deux points, puis le centre d'un troisième avec les deux premiers réunis à leur centre ; et ainsi de suite.
On procède d'une manière analogue pour les moments d'inertie. On forme tous les produits wr^, r désignant la distance de chaque point à Taxe d'inertie. La somme de ces quantités donne la valeur du moment total par rapport à cet axe.
Mais il est visible que cette méthode, tant pour les centres de gravité que pour les moments d'inertie, toujours siifii-
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sanfo en théorie, est vérilablement illusoire en pratique. Car, clans les cas réels qu'on est amené à considérer, on ne connaît ni le nombre des points matériels ni leur situation exacte. Ils échappent, en effet, par leurs faibles dimensions, à toute investigation directe. Le procédé ne serait applicable qu'à des corps finis, envisagés séparément comme des points matériels par rapport à Tensemble du système qu'ils constituent, et pour chacun desquels on connaîtrait déjà le centre de gravité ou le moment d'inertie, suivant les cas. Ces corps étant, en effet, en nombre très-limité dans un même système, et leur position étant nettement discernable, on pourrait, au moyen de la méthode générale, trouver le centre de gravité ou le moment d'inertie de l'ensemble. Mais ce n'est là, comme on voit, qu'un accessoire qui nécessite la connaissance préalable relative à chacun de ces corps isolément, pour lequel le procédé général est totalement inapplicable.
Cette difficulté disparaît pour tous les corps théoriques conçus commç absolument continus, c'est-à-dire dans lesquels on supposerait que la matière s'étend sans aucune séparation, sans aucuns vides ou pores interposés entre les parties matérielles. La question est alors ramenée à de pures recherches de calcul intégral, comme nous le montrerons amplement par la suite. II est donc très-naturel d'examiner si l'on ne pourrait pas utiliser ces résultats pour les corps réels, qui sont tous discontinus ou constitués en systèmes dynamiques dans lesquels les points matériels se trouvent toujours séparés les uns des autres. Les distances qui existent entre eux sont d'ailleurs, dans tous les cas, extrêmement petites, ce qui ne veut pas dire qu'elles sont négligeables par rapport aux dimensions des particules : on admet au contraire qu'elles sont du même ordre ; seuleniénf les unes et les autres sont très-faibles devant lés dimensions totales du système.
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L'analyse a établi cette vérité bien importante, que les centres de gravité et les moments d'inertie peuvent, dans les corps réels, être recherchés par les mêmes procédés de calcul intégral que dans les corps continus fictifs. C'est ce que nous allons démontrer, au moyen d'une proposition plus générale, qui convient non-seulement aux centres de gravité et aux moments d'inertie, mais encore à toute recherche dans laquelle on est amené à fîiire une somme de termes obtenus en multipliant la masse de chaque point matériel par une certaine fonction de ses coordonnées.
Proposition.
i8S. — Lorsqu'un système est formé de points matériels très-rapprochés, on peut le traiter comme un corps absolument plein, dans toutes les questions où Ton a à considérer les produits des masses des points par certaines fonctions de leurs coordonnées respectives.
En effet, supposons un corps absolument plein, et concevons-le décomposé en fin certain nombre de volumes t?, v\ v"... Soit p, p',p"... la densité moyenne dans chacun de ces volumes : les masses seront respectivement égales à pr, p'i?', pt?...
Actuellement, imaginons que chacune de ces parties soit remplacée par un point matériel de même masse qu'elle et placé à son centre de gravité : l'ensemble de tous ces points matériels constituera un système dans lequel les vides seront en rapport des dimensions de ces volumes v, v\v",..
Soit U une certaine fonction des coordonnées d'un point quelconque du corps.
Pour la solution d'une question telle que la recherche du centre de gravité, du moment d'inertie, ou pour toute autre analogue, on sera conduit, dans le système composé des points matériels pt?, pV, p'V,... à effectuer une somme de
termes ^prlJ, dans laquelle p, v et U varieront de valeur d'un point matériel à l'autre.
La même question, relative au corps absolument plein,
conduira à effectuer une intégrale / pdv. U , étendue à tout
le volume du corps, et dans laquelle p et U varieront, nonseulement d'une partie à l'autre, comme dans le système, mais aussi d'un point géométrique à l'autre dans une même partie.
La différence entre l'intégrale / prfrU et la somme IpvV
représente l'erreur commise en considérant le système comme un corps plein. Il s'agit de montrer que cette erreur est négligeable, lorsque les points matériels du système sont très-rapprocliés.
L'intégrale / pUrfr est égale à l'intégrale définie, prise
entre les limites correspondant à la première partie, plus l'intégrale prise de même pour la seconde partie, plus celle de la troisième; et ainsi de suile pour chaque partie.
Pour une partie quelconque, soit U, la valeur de la fonction U quand les coordonnées y sont celles du centre de gravité de cette partie. Dans toute l'étendue d'une même pallie, on peut toujours développer U suivant une série de termes U|-f-aw-|-cw' +.... où a représente une certaine fonction, au premier degré, des différences qui existent entre les coordonnées du centre de gravité et celles du point considéré, ê une fonction, au second degré, des mêmes différences...; M, !#'..., des fonctions des coordonnées elles-mêmes du centime de gravité. Si nous négligeons les termes affectés des différences au second degré, vu leur petitesse par rapport à ceux du premier degré, l'intégrale
f^ydry étendue à la partie considérée, sera égale à
pl'U, -f- / fio^ttdv.
Le terme analogue de la somme relalive au système des points matériels sera simplement :
prU,.
La quantité i ^oLudv est donc Texpression de Terreur commise, en ce qui concerne la partie v. Cette erreur sera évidemment accrue si Ton donne le même signe à a, dans toute rétendue de la partie, et si, en outre, on lui attribue constamment la plus grande valeur a^ qu'elle puisse y atteindre.
L'erreur exacte est donc moindre que / ^oi(udv ou que
L'intégrale / ^udv est d'ailleurs elle-même une quantité
de la forme ^vu^y i/, étant une certaine valeur moyenne de la fonction u dans toute l'étendue de la partie. De sorte que, finalement, l'erreur susdite est moindre que
En raisonnant pour les autres parties comme nous venons de le faire pour l'une quelconque d'entre elles, on voit que l'erreur totale commise dans l'assimilation du système avec le coi^ps plein sera moindre que :
«^pt?M, -h ajpVw; 4- a;'p"t?X' + ....;
somme de termes qui sera évidemment moindre que celle qu'on obtiendrait en y donnant partout à ol^ et à u^ les plus
430 APPENDICE. -^THÉOUEMES GÉOMÉTRIQUES.
grandes valeurs «/'^^ et i/,^"' qu'elles y reçoivent efifecliveineiit. Or Ton aurait ainsi :
«;"'Ml"^(pt,^-pV^-pV'-^ ),
ou M «>;-';
en représentant par M la masse totale du corps ou du système.
Mais M est une quantité finie : de même t//"' est nécessairement fini, puisque c'est une certaine valeur qu'acquiert la fonction te, qui est toujours finie. Au contraire, a^^"' qui est une fonction au premier degré, des différences qui existent entre les coordoimées de deux points d'une même partie, peut avoir une valeur indéfiniment décroissante, si les parties sont prises de plus en plus petites.
Ainsi, quand on traite un corps plein comme un corps discontinu, on commet une erreur dont la grandeur dépend des dimensions des parties entre lesquelles on le conçoit séparé ; et réciproquement, si Ton traite un corps discontinu comme un corps plein, on commet une erreur qui dépend des dimensions des parties renfermant de la matière, qu'on peut considérer dans ce corps. D'où il suit que le degré d'approximation est marqué par les dimensions au-dessous desquelles les parties rtublies dans le corps cesseraient de contenir de la matière. En d'autres termes, l'approximation dépend de l'espacement réel qui existe entre les points matériels du système.
Dans les corps naturels soit liquides, soit solides, etc., l'espacement des points matériels paraît être extrêmement faible, par rapport aux dimensions des corps eux- mêmes. Il y aura donc lieu d'appliquer à la recherche de leurs centres de gravité et de leurs moments d'inertie les procédés de calcul intégral dont nous nous serons servis pour les corps pleins.
Renvarque, — La démonstration repose sur ce que la
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valeur de w, en passant d'un point à un autre de laincnie partie, est toujours finie. Cela signifie que les variations de U, pour d'assez faibles variations des coordonnées, ne sont Jamais très-grandes. Il pourrait y avoir telles fonctions des coordonnées pour lesquelles cela n'eût pas lieu; mais ces fonctions ne sont évidemment pas du genre de celles qui correspondent aux questions que nous avons eu vue, lesquelles se réduisent à la masse multipliée par certaines puissauces des coordonnées.
Reeherehe des eenlres de gravilé,
184. -r- Corps solides* -r- Concevons qu'on décompose le volume du corps en une infinité de petits parallélipipèdes rectangles obtenus en faisant passer une infinité de plans parallèles aux trois plans coordonnés.
La densité du corps sera généralement variable d'un point à rautre, et soit p cette densité qui est une fonction des coordonnées. La masse d'un des petits parallélipipèdes ainsi formés sera exprimée par pdxdydzj en représentant par doff dtfj dzy ses trois dimensions infiniment petites. Le moment de cette masse par rapport aux trois plans coordonnés sera : orp dx dydzj pour le plan des yz,yp dx dy dz pour le plan des xz y et zpdx dy dz pour le plan des xy.
Les intégrales de ces trois quantités, étendues au corps tout entier, et prises par conséquent dans les trois sens, représenteront les sommes, à la limite, des moments de toutes les particules matérielles infiniment petites, entre lesquelles on peut concevoir le corps décomposé. En divisant ces intégrales définies par la masse totale du corps, on obtiendra les distances du centre de gravité aux trois plans coordonnés, c'est-à-dire les coordonnées de ce centre. Elles seront donc fournies par les trois relations suivantes :
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5Lr, .= / I / ùxdxdydz^ %!=/ I \\ydxdydz, Mz, = ( ( I ^ûzdxdydz;
dans lesquelles jt^ et j^i , y^ et y, , r^ et z^ , désignent respectivement les limites, dans les trois sens, entre lesquelles doivent être étendues les triples intégrales définies, pour comprendre la masse entière du corps donné. Ce sont les mêmes intégrations que celles qu'on a vues en géométrie pour trouver le volume d*un coi*ps. Les quantités à intégrer diffèrent d'ailleurs en ce qu'ici elles contiennent de plus p et ;r, on p et y, ou p et Zj dont Tune est relative à la densité et exprime par conséquent qu'on s'occupe de la masse au Heu du volume, et dont l'autre exprime qu'il s'agit du moment par rapport aux plans coordonnés.
Quant à la masse totale M, qui figure dans les relations précédentes, on peut supposer ou qu'elle est connue a priori, ou qu'elle résulte de la connaissance de la densité et du volume. Dans ce dernier cas, sa valeur est évidemment exprimée par :
I I ùdxdydz.
Lorsque le corps considéré est du nombre de ceux qu'on nomme homogènes, c'est-à-dire lorsque la densité est constante dans toute son étendue, les relations précédentes se simplifient, parce que p peut sortir de sous les signes / . Si l'on représente abréviativemcnt par V le volume total du corps.
qui est égal à 1 / 1 dxdydz, on a
f^oJVoJt^
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La méthode que nous Tenons de présenter est absoloment générale, ponr tons les corps on anas qnetcooqnes de ma* tière dans lesquels les particnles sont sufiisamaient rapprochées. La déteimination dn centre de grarité ne dépendra que de la connaissance de la loi suivant bqnelle varie la densité, et de la connaissance des limites entre lesquelles devront être prises les intégrales ci-dessus, limites qui seront évidemment Ibumies par la forme de la surfiice dn corps. Quant à Fétat physique dn corps, solide, liquide ou autre , il n'a aucune influence sur la position du centre de gravité.
On ne devra pas perdre de vne que, d'après les propositions démontrées an commencement du livre III, la recherche pourra, dans bien des cas, être abn'*gée, lorsque la configuration du corps décèlera immédiatement un ou plusieurs plans moyens, dans lesquels, par consr'^quent, le centre devra se trouver.
185. — Avant de poursuivre nous parierons de ce qu*on nomme centres de gratité des surfaces ou des lignes, dont la connaissance facilite beaucoup celle des centres de gravité des volumes.
Quelques explications sont nécessaires à cet égard. On ne se rend pas bien compte, en effet, de ce que peut être le centre d'une ligne ou d'une surface, puisque, d'après leur définition géométrique, ces objets sont immatériels, et que, conséquemment, la notion du centre de gravité, invinciblement liée à celle de masse, n'a plus aucun sens immédiat.
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Voici ce qu'on doit entendre par de semblables expressions: Le centre de gravité d'une surface n'est autre que celui d'un solide infiniment mince compris entre la surface donnée et une autre égale et parallèle qui en serait infiniment voisine. La question se trouve donc ramenée à celle des solides euxmêmes, et on la résoudra par des intégrations semblables, mais plus simples en ce (|u'elles ne seront étendues qu'à deux sens au lieu de l'être à trois. Les relations s'établissent d'ailleurs sans la moindre difficulté. En effet, soit e l'épaisseur infiniment petite du corps superficiel, p la densité constante. Si l'on décompose la surface en éléments par une série de plans infiniment rapprochés, parallèles à deux des plans coordonnés, ceux des xz et des yz, par exemple. Taire de chacun de ces éléments sera exprimée, comme on Ta vu en géométrie, par dzdy l^l-f-p^H-g*, où p et g désignent les dérivées partielles de z par rapport à a? et par rapport à y dans l'équation de la surface z=:/'(^, y). La masse comprise sous l'élément superficiel considéré, qui a pour épaisseur e , sera égale à pe dx dy i^i 4-/)* -f- ç* ; et son moment par rapport à chacun des trois plans coordonnés s'obtiendra en multipliant cette expression successivement par 4?, y et z. La masse totale sera égale à l'aire totale multipliée par pe : soit A cette aire, x, y, z les coordonnées du centre de gravité, on aura, en efiTaçant p£ commun aux deux membres :
' I xdxdyY^i-^p^+ ^*,
Kz, = r^T'zdxdy l/l-hp»-+ f.
Quant à l'aire A, on peut supposer ou qu'elle est conaue
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à priori ou qu^eile résulte de Téquation de la surface ; dans ce dernier cas, la formule qui Texprîme est, comme on sait :
A = r^T'àx dy v/TTyTY .
Disons maintenant quelques mots des centres de gravité des lignes.
On arrive à cette conception d'une manière tout à fait analogue, en imaginant que le corps soit non-seulement compris entre deux surfaces infiniment voisines, mais même qu'il se réduise à un simple filet obtenu en faisant passer deux nouvelles surfaces, également très-voisines et normales aux précédentes. On fait alors abstraction de deux dimensions du corps, et, en raisonnant comme précédemment, on voit que les formules qui déterminent les coordonnées du centre de gravité sont les suivantes :
Lx^= xds = \ xydx^ + dy^ + dz^ ,
Ly, = r^yds = r'yVdx^ + dy^^dz^,
hz^ = r'zds= f% Vdx" -4- dy^ -\- dz" ;
Jx^ JXq
dans lesquelles L , qui représente la longueur totale de la ligne, est fourni par la relation :
L = r^ds = rVdx''^dy'-\-dz\
Jx^ JXq
Les différentielles dy et dz sont, bien entendu, connues en fonction de dx^ puisque, d'après les équations de la ligne, on doit avoir y = /*(a?), 2^=çj>(a?).
Lorsque la surface ou la ligne considérée sera conte-
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dam; wn ]ibn. la rf*dM*rolio prémk^t^ se rëdwira à drtcrmiiier fîeiil<*iii(*iil dt^u\ roordaiiiK^ : <^r il est bien f''vid**iil qiraU>T*s le (•cuire dt- [nnivité sei-n sitiK- dans le plm.
Oh w iviid rimqiU' utsciiicul de ce que la coiioaissance du (tniiif de*. sii!iîic<»s. ]ini cxcmjilc, p(^ii! aider à celle des vokme^ CtA ce qui an-îve satamiiieiit pc«r tous Us voloines pTit»aiaiiqu(^. Caf il isl visihW' que le plan parall» le an irèu*s cj patiKaui ^ojt le ceawe ôv p:avîié du polygone 4e la hkkt eia tiu jilan moyen do i.(itiâe. Il est donc utile de MPiHiii- dêieniiiiKT d alKit'd le c^'utre de cette base.
5otts r<*?«iiDdrof»s les pndilèjiies {Ofticuliers sur les cen- IK»* djui^ l'urdiv suivant : 1* ceolnps de gravilê des lignes; T cflBirei» dfs snKac^'S; S" centres des volumes. Xous emfioierciss. sbîi-idi les cas, soit la mcHliode générale, soit des procédt^ ntKHDHrïques directs.
fMtfOcalicr».
1^ ^ Cmlrec die ^im^ilê de ^«ei^aes li^naes sfé-
99mU r^ — /'«V^^ érffife. — Il est évident que le centi-e de
gra>iîe d^uoe drcûit^ est en son milieu.
Li^M^ iristr finrmmiff mm triangle. — Soit ABC le
tiiaiigle. Les centres de gi-nvilé
di*s trois cùii^ sont respect ivemeiU
en D, E, F, milieux de ces mêmes
cAtés. En chacun des centres on
D»_ ^ E peut concevoir un point matériel,
^ de masse proportionnelle an côté
H ^. correspondant: il ne reste pins qu'à
/ _^ 2. chercher le centre de gravité de
^ y Q, ces trois masses. Soit H le centime
^^^' ^^' de gravité des deux masses E et F.
Le centre de gravité définitif sera nécessairement sur la ligne
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DH. Or, le point II divisant la ligne E F d'une manière invei'^ sèment proportionnelle aux deux masses E et F, et eelles-ci étant elles-mêmes proporlionnelles aux deux côlés AC et BC, on aura :
EH ^ BC "^ BF "^ DD
doue la ligne DH est la bisseciricc de l'angle EDF. On démontrerait de même que le centre de gravité cherché est sur la bissectrice des deux autres angles DE F et DFE : donc il est au point de rencontre de ces trois bissectrices. Mais il est à remarquer que ce point de rencontre est en même temps le centre du cercle inscrit au triangle EDF. On peut donc dire que le cenlre de gravité d'un contour triangulaire ABC est le centre du cercle inscrit au triangle qu'on forme enjoignant les milieux des côtés du premier.
Ligne brisée polygonale. — On cherche sans difliculté le cenlre de gravité des deux premiers côtés, puis le centre de gravité du point matériel ainsi obtenu avec le troisième côté, puis avec le quatrième; et ainsi de suite. VI Arc de cercle. — Soit
ABCl'arc de cercle. Prenons
\ pour axes de coordonnées
- - deux droites rectangulaires
^ / " menées par le centre, et dont
^ Tune OX coupe Tare eu son
Pig. i,o. milieu. Le centre de gravité
sera, à cause de la symétrie, situé sur la ligne OX : il ne
reste plus qu'à trouver sa dislance au centre. Soit x^ cette
distance. La formule générale à employer est
Lx^=^ \ x(ls= j xdx\J\-A--^,'
Les deux limites de l'intégrale sont ici les mêmes, puisque
le» o^iid» ^f%trr^mf^ C **t \ ont la mhne ^âneisse OD, que je feprmente pur 'f .
L>f{iiacûiB tin (!t«rd«» rapporté à de pareib axes de coor-
dQnneeîHîiaiit 7*^-4^ x^^r^, oa ;à -^,=— , et, par suite, ••^ 5~
Dom: nuct^grole indefiaie est éî^ak à f »>^ ^ ^ » ou bien
irlV— ;»*.
Finnoi» rintégraiie déliBie; ce q«i se fût eo remplaçant ;r pw «r ^t retrancftaAC la preanère quantité de la seconde. Cette sosstractHM se i:hamgt ea addilion, puisque 3f est négatif pour la partie aa-desso«s A B^ d*oti résulte le change- ■ent de si^ne du radicaL II fout en définitive doubler le résultat ; ce qui donne :
Lx, = 2rV/r^-aS doà x, = ^Vf- — a^ = ^;
tm désignant par e la corde, égale à 2 W^H — a^.
La distance cherdiée da centre de gravité au centre du cercle est donc une quatrième proportionnelle au rayon, à la corde et à Tare rectifié.
187. — CcBtrcn ém gravité de ^««l^aes svrfaees spéelales. — Triangle. — Soit ABC le triangle. Concevons-le décomposé en une infinité de bandes infiniment petites , au moyen de la séiie de lignes ik , tk\., parallèles à BC Chacune de ces petites bandes a évidem- /^ . _ -_ . __ r£EIzEz! ^t ment son centre de gravité en U l> C son milieu. Par conséquent, le
centre de gravité de leur ensemble ou de la surface du triangle ABC sera situé quelque
pari sur la ligne AD, menée du sommet A au milieu de la base BC. Ou démontrerail de la même manière qu'il est situé sur les deux autres lignes menées des sommets B et C aux milieux des côtés opposés. Donc ce centre est au point de rencontre des trois médianes, ou, ce qui revient au même, sur Tune des médianes, et au tiers de sa longueur à partir de la base.
11 est à remarquer qu'on arriverait au même résultat, si, au lieu du triangle ABC, on avait trois points matériels égaux, respectivement placés aux trois sommets. Car le centre de gravité des deux premiers B et C serait évidemment au milieu de la ligne BC qui les joint; et le centre de ces deux premiers avec le troisième serait quelque part sur la ligne AD.
Polygone. — Un polygone pourra se décomposer en triangles, et rien n'empêchera de trouver, par la méthode précédente, le centre do gravité de chaque triangle; puis on cherchera le centre final de tous les centres partiels ainsi obtenus.
Parallélogramme» — Si on a le parallélogramme A B D C, il sufiit de le décomposer en deux triangles par la diagonale
A ^ -pzyB BC. Le centre de gravité
de chacun de ces triangles sera sur la ligne qui joint le sommet A ou D au milieu de la base , c'est-à-dire sur Fig. 42. la deuxième diagonale A D.
Mais ces deux triangles étant symétriques , leurs centres seront à égale dislance du point I, et, par suite, le centre de gravité final sera en ce point I lui-même, c'est-à-dire à l'intersection des deux diagonales.
Trapèze. — Soit le trapèze ABC. Le raisonnement présenté ci-dessus pour le triangle prouverait d'abord que le centre de gravité est quelque part sur la ligne E F qui joint
khù APfESmCt. — THÊDftËHES GtoMfcTBIQiES.
|es milieax des deux côtés parallèles. Si l'on Teut ensaîte
détenniiier le point précis G où il se irooTe sar cette ligne, il suffit de prendre les centres g et g des deux triangles ADB, CDB, dans lesquels le [trapèze ~f Q est divisé. Le centre de gravité
^'f' ^ final devant être sur la ligne gg
est nécessairement au point G, intersection de gg' avec F, F. 11 est facile d'avoir le rappoil des den\ longueurs £G, F G. En effet, les deux triangles ayant même hauteur sont proportionnels à leurs bases A B, C D ; et le trapèze, qui en est la somme, sera proportionnel à la somme de ces bases. Exprimons que, d*après les propriétés connues du centre de gravité, le moment du trapèze est égal à la somme des moments des deux triangles par rapport au plan mené suivant A B, perpendiculairement à la figure ; et de même par rapport au plan mené suivant CD perpendiculairement à la figure. Soit h la hauteur du trapèze et x et x les distances du point G aux deux bases. Les distances de g et de g' à la base
A B seront respectivement égales à - A et ^ A ; de même les
distances de g et de g' k CD seront respectivement égales à
- A et - A. Par conséqnei
il s*agit pourront s*écrire :
(AB + CD) a: = ^. AB H- y CD .
(AB H- CD) a;' = ^ . AB + ^ CD;
doit, en divisant membre à membre :
X __ AB-F2CD a;'"~2AB + CD*
- A et - A. Par conséquent, les relations des moments dont
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Or le rapportée x ikx' est le même que celui de EG àFG.
Secteur de cercle, — Il est -visible, d'une part, que le centre de gravité sera sur le rayon qui divise le secteur par moitiés. D'autre part, on peut décomposer ce secteur en une infinité de petits triangles, ayant pour sommet commun le centre du cercle et pour bases les éléments consécutifs de Tare du secteur. Chacun de ces triangles ayant son centre de gravité aux deux tiers du rayon , le centre général s'obtiendra en composant tous ces centres partiels, ce qui revient ù chercher le centre de gravité de l'arc de cercle décrit avec un rayon égal aux deux tiers de celui du secleur. En sorte que, si c, r etL sont la corde, le rayon et la longueur de Tare qui sert de base au secteur, la distance du centre de gravité au centre du cercle sera égale à
3 3 2 rc
Segment de cercle, — Le segment est la différence entre le secteur et le triangle qui a pour base la corde. Les aires de ces trois surfaces sont respectivement égales à :
D'ailleurs, leurs centres de gravité étant tous sur le rayon médian, on peut appliquer la relation des moments, pris par rapport au centre du cercle, pourndétcrminerla distance du centre de gravité du segment. Cette relation donne :
X X [ 0*L — ac) = - -j- X i rL — ^ a X ï oc.
On en déduit :
3 rh — ac 6(rL— ac)
. — Pmé/e/ipépt^e. — H «»i€ èviiieat que tous les fktim tûi^Diiainc «m li» pian» iBOTen». Piv rooséqnent, le «mim 'ie i^mriie « amnFe a Leur imefKctkNir cmi, ce qui remji c m OMDP. jn poini: de noHOMMre de todes les diago-
Primme. — Q eat am&i ««▼ident «pK le centre de gravité se mm^é^nt MIT la ligne <pit ]oac tes centres de gravité des dnni b iwftn ^ ec an milien de cette Hgne. Cela résulte de ce 00^m pent démaip«Mer le âolide en nne infinité de prismes i nân i m g n t peths par one série de pians paralièies aux bases.
P^amide. — Le plan aené par le sommet et la ligne médiane de la base est éndemment nn plan moyen : car on pent décomposer la pyramide en nne série de prismes infinimi^nt petiri^ par des plans infiniment rapprochés parallèles k la l'HSf?, Le même raisonoement pouvant se répéter pour un commet quelconque et la base opposée, il s'ensuit que le centrer de gravité de la pyramide est au point d'intersection de Un\% ces plans moyens. Il est d'ailleurs facile de conclure, de la similitude des triangles ainsi formés, que ce centre se Irativn nitué, au-dessous de la base, à une distance égale au qimrt de la hauteur de la pyramide.
Ou peut din^ aussi que le centre de gravité est au milieu de lu ll|tne(|ui Joint deux arêtes opposées.
Moim UYOUK tacilemont admis que la pyramide était trian- ||MlMllt«,
S) p\\%^ t^ltiil polygonale, on vendait aisément qne le centre if^\ ^\\\»S »Mr lii ligue qui joint le sommet an centre de gra- \ilo du )Hik|\)s\Mii> de la bas^s et à une distance, au-dessus sh^ vvMv l^^H^t iif$\s> ^u quart iW la hauteur.
i V^*W* <^ . ir^Hif. - Leurti^ centres de gravité se concluent ^^\'^H^t^ vtv vvu\ du (>ri!snie cl iW la pyrunide, en cons^VvK^A^m VN\v H^iUK'ts vvtUttM^ A» pràmes on des pyramides
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Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce genre de recherches. Les figures que nous venons d'examiner, et pour lesquelles on peut la plupart du temps déterminer la position du centre par des procédés géométriques fort simples qui dispensent des procédés plus compliqués de l'analyse, suffisent presque entièrement aux besoins pratiques. Quant aux autres corps, qui ne sont pas compris dans la précédente énumération, on pourra, lorsque les considérations géométriques n'y pourvoiront pas, employer les méthodes générales que nous avons exposées. Nous admettrons donc dès maintenant que le problème des centres de gravité est complètement résolu pour tous les corps réels que le rapprochement de leurs molécules permet d'assimiler à des corps pleins, et qui sont d'ailleurs susceptibles par la nature de leurs formes d'être exprimés par des formules analytiques.
Avant de quitter ce sujet, nous démontrerons un théorème important, dit théorème de Guldin, du nom de son inventeur, et qui fournit un moyen précieux pour mesurer les surfaces ou les volumes de révolution par la connaissance des centres de gravité des lignes ou des aires planes qui les engendrent.
THÉORÈME DE GULDIN.
189. — L'aire de la surface engendrée par une courbe plane tournant autour d'une droite quelconque située dans son plan est égale à la longueur de la courbe génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Le volume engendré par une surface plane tonrngnt autour d'une droite quelconque située dans son plan est égal à l'aire de la surface génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Rapportons la courbe génératrice à deux axes de coor-
éuuum^ rctcxâuijniuuit?K. uuui luiu otûm desx^ par exemple, lauiiiciLh ;i\eL in aruiLi uuuiui de liiqutyit* la rêvolutioo s ef-
iiSCtIK:.
Uii }*eiii cuiâi^t'Viiii ^iiL- tai fioriiiae isàiÇfmàrte soit dëconi' IMiMH t!L iiut iiitulilt' ik 2uiit> Ji^iûiDtiut petites, aa moyen ée |iiaiiit> }fe^}•eudu:uiaire^ ;i Iiikt- ik^ x. Lk «arCaice élémeotaiirt l' mit quehuiiiqiK ùt c^es ziiues ajim pôor mesui*e la ciiruukît'fiiK^e gui lui !»en de iiatic muJii}Alit^ par 1 elêmeut À' hi eiiuriM. ('<*si-ii-din' trn/Al*. La suHacc totale sobûendni diiuc eL ]ir(*uaiii I iuie^^raik'
/ I-^ f.v ou -- J .%ii/^,
4«U'iidiie ;iu\ ijuiilir> de ia iuiniiK' ^rtTfiei:;ili*ioe.
Maif^ eu ^t^itit do thetHYHiK de» noneat^, si l'on repre- M3UU- fiai L la idicfrtte&i ée la coui^, el par y, la distauce et um <xfliii^ de smvkht a lue des x^ ob awa :
Ulmk Isi MirfiK^ eu qiMSiioD sera <*^le a ?zy,.L, ce qui est prt^iseiDeiil la fi*rmiile ani»aiic(*<'.
Onaot aa T<i)iise eageodiv par nae aire plane, ou |>eul Iw appliqvcT un râîsoBi»enK*Dt analogue. En effet, supposous d'abord qne Taire geaératrîce soit comprise entre uuc ciMvbe H la droite aotow de laqneile la roution s effectue. Le vi^lome pent être décomposé en one infinité de petits cylindres, aa moyen de plans pefpendktilaires à lue des je. CluKruu de ces cy lîndres élémentaires aara pour mesnre le cerch^qni lui sert de Uase multiplié par la hauteur, c'est-àdire TTjr.iLr. Le volume total >oiMiendra doue en pivuaiit llntégrale
étendue aux limites de l'nire, que nous supposerons terminée par deux coordonnées.
Mais, en vertu du théorème des moments, si A désîp^ne Taire génératrice et y, Tordonnée de son cenire de gravité, on a :
ydx X !,y=^\y^
Donc le volume en question peut être mis sous la forme annoncée 27:1/1.. \.
Si Taire génératrice est absolument quelconque, c'est-àdire comprise, par exemple, entre deux parties de courbe el deux ordonnées, une démonstration semblable s'appliquera encore. Car décomposons-la en une infinité de rectangles élémentaires par deux systèmes de lignes parallèles aux X et aux y. Chacun de ces rectangles aura pour expression dxdy. et en tournant il décrit un anneau infiniment petit, dont le rayon est y, qui est, par conséquent, égal à 'Hr.ydxdy. Le volume lotal sera donné par Tintf^grale double
M ^Tzy.dxdy,
étendue aux limites, dans les deux sens, de Taire génératrice. Mais, d'après les moments, on a :
f fydxdy = Sy, ,
donc le volume considéré est représenté par27ry,.A.
Si la révolution de la courbe ou de Taire n'est pas complète, on pourra toujours avoir la surface ou le volume correspondant à la fraction de tour effectuée, en multipliant la courbe ou Taire génératrice par la fraction de circonférence décrite par le cenire de gravité.
l^*" Conséqvence. — Dans la rotation infiniment petite
Ué AHHWil, — IBÉOSfeHES GiOtflBiQrBS.
#«Be ifMr <« d'âne ftvfMe sMâmr de soa axe instanuné, raire o« le Tolaoke ÎLinineat pefit ençnidré se mesure par b ligBe CM b MiKace e« iioaTeaeat maitipUëe [>ar Tare ■Jaiii «t petit décrit par le ccaire de gravité.
^ CùmsêqMenétt. — Lorsque, réciproquement , on connaît à friori la surlace on le Tolnme de réTolution engendré par b ligne ou par l'aire, ainsi que b longuenr de cette ligne ou de cette aire, on en peut conclure la distance du centre de graTîté a la droite autour de laquelle b rotation s'effectue.
Bcdierelie des ■i> Mi cate d^lsertle et dies axes priaelpavs.
190. — Les considérations déTeloppées aux n*"' 184 et suivants, pour la recherche générale des centres de gravité, doivent trouver ici leur application. Seulement les fo^ mules qu*on en déduira seront moins simples, puisque, au lieu d*avoir à opérer sur le produit de la masse de chaque point par sa distance à un pian, il s'agira du produit de la masse par le carré de la distance à une droite, de telle sorte que les intégrales porteront sur r^dm.
Occupons-nous donc des formules relatives aux moments dlnerlie.
Corps solides. — Proposous>nous de trouver les moments d'inertie par rapport à trois axes rectangulaires. Celte recherche suffira évidemment pour chaque corps donné, puisque la connaissance de ces trois moments permet de déduire celle d'un moment quelconque pour une droite passant par le même point, et de là pour toute droite parallèle située comme on voudra dans l'espace.
Prenons les trois axes d'inertie en question pour axes de coordonnées. Décomposons comme précédemment le volume du corps en une inflnité de petits parallélipipèdes rectan-
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gles, au moyen de plans parallèles aux plans coordonnés. Soit p la densiié variable, en un point quelconque. La masse d'ufi de ces parallélipipèdes élémentaires ainsi formés sera égale à fdxdydz. Le carré de sa dislance à Tun des trois axes, celui des Xj par exemple, sera égal à y*+^^ : par suite, son moment d'inertie, par rapport au même axe, sera piy^-{-z^)dxdydz. L'intégrale de cette quantité, étendue au corps tout entier, c'est-à-dire dans les trois sens, représentera la somme, à la limite, des moments d'inertie de toutes les particules matéiielles infiniment petites entre lesquelles on peut concevoir le corps décomposé. Si l'on appelle A le moment d'inertie du corps, par rapport à l'axe des a?, on aura donc :
A = n^r^T'o {y^ + z^) dxdydz.
On obtiendrait de même, pour les deux autres moments BetC:
B = / ""'r^r^p {x^ + z^) dx dy dz ,
C = / \'\p {x^ + y^) dx dy dz .
JxoJyQjzQ
Lorsque le corps est homogène, les formules précédentes peuvent se simplifier. En effet, p sort de sous les signes d'intégration, et, si nous considérons , par exemple, la valeur de A, nous voyons que x n'y figure que par sa différentielle. On peut commencer par intégrer par rapport à cette coordonnée; car l'ordre des trois intégrations successives es( tout à fait arbitraire. Mais si on intègre par rapport à x^ en regardant y ti z comme constantes, l'intégrale indéfinie
' dx sera représentée par x^—^x^^ quantité dans laquelle, bien entendu, x^ et x^ sont des fonctions de y et de z^ four-
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nies par IVqualion de la surface sous laquelle est compris le corps, et qui inteniendront couséquemoient pour les intégrations uUcriouros prises par rapport à y et à r. La valeur de A, et-pareillement celles de 6 et de C peuvent ainsi se mettre sous la forme :
A = f rT\^i - ^o) iy' 4- ^') rfy dz ,
C = p P' r\z, — z,) (.r* 4- if) dx dy .
Il n\ a pas lieu, comme pour le contre de gravité, d'élandre aux surfaces cl aux ligues la recherche que nous venons d'exposer pour les solides : car, les massses des surfaces et
des lignes étant infiniment petites, l'intégrale / r^dm est
elle-même infmiment petite, et, par suite, le moment d'inerlie n'a plus aucun sens. Au contraire, pour les centres de gravité la position du point cherché ne dépend pas de Tinté-
grale j xdm, mais du rapport de cette intégrale à la masse
totale / dm, rapport qui n'est pas infiniment petit, et qui,
conséquemmeni, assigne des coordonnées géométriques au centre de gravité
Les moments d'inertie une fois trouvés pour trois axes rectangulaires menés par un point quelconque, on déterminera sans difficulté, d'après les théorèmes démontrés dans la première partie de cet appendice, la position des axes principaux relatifs à ce point, ainsi que la valeur des moments principaux. De là on passera, au moyen des mêmes théorèmes, à la connaissance des momenls et des axes principaux relatifs à tout autre point du solide, et spécialement à
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la connaissance de ces quantités prises pour le centre de gravité lui-même.
Appliquons la méthode générale ci-dessus à quelques solides particuliers.
191. — Moments dMaertle d an p«r«llélipipè4e par rapport à sea trola arétca contigaèa. Soit ABC un
parallétipipède rectangle * pour lequel nous nous proposons de trouver les trois moments d'inertie correspondant aux arêtes OA, OB, OC. Prenons ces arêtes pour axes rectangulaires de coordonnées, et divisons le . parallélipipède en une infinité d'éléments, au moyen de trois séries de plans respectivement parallèles aux F'8. w. faces OAB, OAC, OBG.
Soit M un de ces éléments dont la masse sera exprimée par ùdxdydz.
Si nous voulons avoir le moment d'inertie du solide par rapport à Taxe OA, il faut former le moment du point matériel M, et intégrer suivant les trois dimensions. Or le moment de M est égal à ç(^y^-\-2^)dxdydz. Cherchons donc l'intégrale triple
pfff{y^-{-z^)dxdydz.
laquelle, comme on sait, se ramène immédiatement à l'intégrale double
paJJ(y^ + z')dydz,
en intéd^nt d*abord par rapport à Xy depuis x = o jusqu'à ^=0 A=a. Nous intégrerons ensuite successivement : i'^par rapport à y, depuis y = o jusqu'à y = 0B = 4; 2" par rapport à tj depuis z=o jusqu'à z=OC^c. Ces opérations n'offrent aucune difficulté, et Ton obtient pour le moment dnrché :
ilemarquons que pabc représente la masse totale M du parallélipipède : désignons respectivement par A, B, C, les moments relatif^ à OA, OB, OC; les valeurs de ces trois moments seront les suivantes :
On vérifie aisément : i° que , de ces trois moments, le plus grand etii celui qui est pris par rapport à la plus petite arête, et vice versa; T que le plus grand des trois est en même temps le maximum de tous ceux qui pourraient être formés pour les diverses droites menées par le point O, et que le plus petit des trois est un minimum. D'où il suit que
ces trois moments A, B, C sont les trois moments ^ principaux du point O; et
les trois arêtes OA, OB, 7^r-4r OC, les trois axes principaux relatifs à ce point.
Moment d'inertie d'un ellipsoïde par rapport à ses axes ge'ometriques ^'8* •^^ principaux. — Soit a,
bj e, les longueurs des demi-axes de figure de rellipsoïde.
En les prenaut pour axes de coordonnées, l'équation de la surface «era celle-ci :
Donc, dans Tintégrale triple générale,
pjjj (y*+ ^*) dx dy dz,
il faudra intégrer d'abord par rapport à j^, entre les valeurs extrêmes — a et + a, et remplacer x^ et x^ par leurs expressions, fonction de y et de z^ fournies par l'éqfuation de la surface. On obtient pour le résultat de cette première intégration :
2ap jj(y*-f-z*)^l -|^ - Ç, dy dz,
ou bien, en séparant les deux parties correspondant au facteur (y* -f-^r'-) :
(2) 2apffz'dz]Ji _ |1 ^ ^ rfy -H
^apfJy'dy^^/i^Ç - ^ dz.
Pour effectuer l'intégration de la première partie, on emploie un des artifices connus de l'analyse : on représente la
quantité b^ -j- par le carré d'une inconnue auxiliaire r,
et alors l'intégrale de cette première partie peut être écrite ;
les quantités — r et + r étant les limites extrêmes de la va-
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leor dr y. Ces deuiL limites résalleoi, en effet, de FiDspectioR
4e r«|«ation —. -H fr= 1 , laKfiielle est rehitiTe à la section de
l^dlipsoide par le plan des yr.
Mais Ion sait que j VV— f'rff, dans laquelle y est
mde regardée oomme raiiable, représente la moitié de Taire £mn cercle d^n ra^on égal à r, dont la valeor est
Llntégrale précédente se réduit à
La valeur de la première partie de Texpressiou (2) est donc
égale à ——-j — - La valeur de la seconde partie s*en de-
duit immédiatement, en remarquant que, pour passer de Tune à Tantre, il suffit de remplacer z par y et e par b. Cette
seconde valeur est \ — .
Finalement, le moment d'inertie par rapport à Taxe OA
Désii;nons respectivement par A, B, C les trois moments par rapport à OA, OB, OC, et remarquons que la masse to-
taie M de l'ellipsoïde est exprimée par tt Tipaifre. Les valeui*s
des moments seront les suivantes :
Comme conséquence, on voit <iiie le moment d'inertie d'une sphère homogène, par rapport à Tun quelconque de ses diamètres, est représenté par
en appelant r le rayon de la sphère.
D'après cela, le moment d'une couche sphérique comprise entre les deux surfaces de rayons R et r, aura pour valeur :
-r-^ (R^ — r*) , si la couche est homogène ;
-«- I pr*ar, si la couche est hétérogène dans le sens du *^^ rayon, tout en étant homogène sur une
même surface.
Remarque, — On aurait pu trouver directement le moment d'inertie d'une sphère, sans passer par celui de Tellipsolde, en décomposant son volume eu une infinité de couches concentriques infiniment minces. C'est la même méthode qui fournit le moment d'inertie d'une couche finie, dont nous venons précisément de donner la valeur quelques lignes plus haut.
192. — Moment dHnertie des solides de révolution par rapport à leur a^e. On peut obtenir très-aisément et par une seule intégration le moment d'inertie d'un solide de révolution par rapport à son axe, et conséquemment aussi par rapport à toute droite parallèle à cet axe. C'est un des cas qui se présentent le plus souvent dans la mécanique ap*pliquée.
Commençons par chercher le moment d'inertie d'un cylindre à base circulaire AB, et dont l'axe, perpendiculaire en au plan de la figure, a une hauteur quelconque h. On
JkX
et Tolsnies aDoninllniiiient «a ^ b w i Cat€ intérieure de cet auieaa. Son vo- Lone sera égal à iizxdx.h, ^ maà&e à iKùk.xdx. et Mil Bonent dlnertie , par rapfkort à Taxe 0, à
Pour avoir le moment d'i- ■ertie total, il faudra prendre 1 Intégrale
2iipA I jc^dx^
^ *•- entre les limites a? = o et
mmm-^r , r étant le rayes OA de la base. Ce momait sera donc égal à
^TTpAr*.
Artuallanent considérons un solide de révolution quelaanqui^i engendré par la courbe EF tournant autour d'un
U IM
certain axe OX. On peut diviser ce volume en une infinité de petits cylindres, tels que celui qui a pour base le cercle de rayon MP=y et pour hauteur PIs=d!jr. Le moment dlnertie de ce petit cylindre ea égal à î irpy**». Pour avoir lo moBWBt diaertie
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i7rpJy*(tF,
depuis la valeura?=OH=a?o, jusqu'à ^=0K=»if4. De telle sorte que le moment d*inertie cherché est représenté par
Il ne faut pas perdre de vue que y est une certaine fonction de ar, fournie par Téquation , y=f(^x) , de la courbe génératrice.
Si la ligne EF se réduit à une droite, parallèle à Taxe, — ce qui est précisément le cas du cylindre droit à base circulaire que nous avons examiné plus haut, — y est une quantité constante, égale au rayon r de la base, et l'intégrale devient simplement
dx= i Trpr* [x^ — a?o) = sTTpr**.
h étant la hauteur HK du cylindre. Un retrouve ainsi la valeur déjà connue.
Si la ligne EF est une droite inclinée à la base, ce qui fournit un cône circulaire ou un tronc de cône , selon que cette droite est prolongée jusqu'à la rencontre de Taxe ou arrêtée à une certaine distance, Téquation de la ligne génératrice se réduit à y=ax, et la valeur du moment d'inertie devient :
-Po TTpar^ , pour le cône entier de rayon r ; r77rpa(R'^ — r**) , pour le tronc du cône de rayons R ei r.
Si EF est un demi-cercle, son équation, dans la position
' it* AiMw *fcC sf =: îrr — or*. Eo portant cette valeur r— ( Il lè . ^ (àJtt étne prise depuis x=zo jusqii*à X = ±r. <:• w ïMÉi' MT b valeur connue du moment d'iner-
.Va«s m BBli^plkmMB» pas davantage ces exemples, qui ■oatnni MMiUiiti— ent avec quelle facilité s'obtiennent le*^ w)«e«ts dlMeffûe ie$ solides les plus usuels.
ri3C W LA MGCA?fIQUE GÉNÉRALE.
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