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DE
DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Cet ouvrage est, comme le Traité d'Analyse publié en 1854, la reproduction plus ou moins fidèle des leçons de mécanique que je donne à la faculté des sciences de FUniversité de Gand , leçons que, pour la commodité de mes auditeurs, j'avais dès Tannée 1838 fait autographier pour leur être journellement distribuées. Cette date indique suffisamment que cet ouvrage était composé bien avant que des géomètres eussent agité au sein de l'Institut de France et dans le conseil impérial de Tinstruction publique la question de savoir s'il est plus avantageux pour la science de subordonner la théorie de l'équilibre des corps à celle de leur mouvement, ou si au contraire, il est préférable de fonder la dynamique sur la statique. Malgré l'autorité des hommes distingués (jui
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• ont cru devoir user de leur influence pour faire réformer dans l'en* seignement ofliciel un mode d'exposition de la mécanique consacré par plus d'un siècle d'expérience, je n'ai pas cru devoir modifier ' celui que j'avais suivi jusqu'aujourd'hui. Cette détermination se fonde sur plusieurs motifs également puissants à mes yeux. Premièrement, l'ancienne marche présente l'avantage de procéder (lu simple au composé , puisqu'elle commence par faire abstraction de l'idée complexe du temps et du mouvement, et qu'elle procède suivant l'ordre des inventions; elle est donc celle qui convient le mieux au point de vue didactique. En second lieu , la statique est une branche de science qui n'emprunte à aucune autre ses principes fondamentaux et que par conséquent, sous le rapport de la perfection et de l'abstraction, on peut comparer jusqu'à un certain point aux mathématiques pures, tandis que la dynamique ne fait que soumettre au calcul les propriétés physiques de la matière , propriétés qui d'ailleurs ne sont pas susceptibles de démonstration directe et ne reposent que sur des hypothèses. Faire intervenir la dynamique dans l'exposition des principes de l'équilibre, c'est donc ôter bénévolement une de ses qualités les plus précieuses à la statique, qui par la nature de son objet et sa manière de procéder, établit en quelque sorte dans l'enchainement des sciences mathématiques la transition entre les mathématiques pures et les mathématiques appliquées.
Si pour ces motifs et pour d'autres encore qu'il est inutile de rappeler ici , nous croyons devoir, dans un traité purement rationnel , donner la préférence à l'ancienne méthode , ce n'est pas que nous refusions d'une manière absolue de reconnaître certains avantages à l'innovation qu'on veut introduire dans l'enseignement. Ainsi ces avantages nous paraissent incontestables quand il s'agit de l'étude de la mécanique appliquée aux machines ; là en effet la marche didactique et la recherche des conditions
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d*équilibre n'ont qu'une importance secondaire, et la priorité! donnée à la dynamique permet d'aborder^ immédiatement les questions de mouvement qui forment le but de cette science, et de reléguer parmi les corollaires celles bien moins importantes qui se rapportent à Téquilibre.
Dans les polémiques auxquelles a donné lieu la question qui nous occupe, il semble qu'on n'a pas attaché assez d'importance à cette distinction entre le but final de la mécanique rationnelle et celui de la mécanique appliquée, et c'est là en grande partie sans nul doute, la cause de la confusion qui s'est introduite dans les discussions parfois si animées dont l'appréciation de l'utilité de cette réforme a été l'objet. Carnot lui-même qui, dans ses Principes fondamentaux de l'équilibre et du mouvement^ semble au premier abord donner raison aux novateurs , ne fait en réalité que confirmer cette remarque, puisque son savant ouvrage, dont la première édition portait le titre d'Essai sur les machines en général, est plutôt destiné à servir d'introduction à un traité de mécanique appliquée qu'à former les préliminaires d'un traité général.
Ces observations étaient nécessaires pour me justifier du reproche que l'on aurait pu m'adresser de n'avoir pas adopté l'ordre nouveau présenté par quelques auteurs comme constituant un véritable progrès. Du reste, de même que la préférence donnée à la considération des limites dans mon Traité d'analyse^ ne m'a pas empêché de faire un fréquent usage de considérations empruntées à la théorie infinitésimale , je n'ai pas hésité à faire intervenir l'idée de mouvement dans la statique toutes les fois que celle-ci m'a paru avoir à y gagner sous le rapport de la lucidité; mais il est bien entendu que cette immixtion n'a jamais eu Ueu qu'à titre d'éclaircissement.
Pour ce qui est de la méthode suivie dans ce traité, j'ai donné
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en général la préférence à celle qui emprunte à l'analyse le secours de ses signes et de ses transformations, comme présentant sur la méthode géométrique ordinairement plus expéditive, il est vrai, le grand avantage de mieux se graver dans la mémoire et de se prêter avec plus de facilité aux applications des principes généraux, ainsi qu'à des recherches ultérieures. Je crois du reste inutile d'entrer dans plus de développements sur le plan que j'ai adopté. Un coup d'œil jeté sur la table des matières le fera suffisamment connaître. Je me borne ici à déclarer qu'en publiant ce livre par la voie de l'autographie d'abord, et ensuite par l'impression typographique, mon seul but a été de faciliter à mes élèves, autant qu'il dépendait de moi et sans aucune préoccupation personnelle, l'intelligence de la branche la plus importante et la plus difficile de leurs études. Une expérience de près de vingt années me permet d'espérer que mon but n'a pas été complètement manqué.
TRAITÉ
DE
Définitions. Matière. Corps. Espace. Volume. Masse. Point matériel. Corps solide. Corps fluide. Repos. Mouvement. -— Principe de Tinertic de la matière. Forces. Leur représentation. Leurs rapports. — Equilibre. Objet de la mécanique. -~ Axiomes fondamentaux. Résultante. Composantes. — Composition des forces. Parallélogramme des forces. — Démonstration analytique du parallélogramme des forces. — Autre démonstration imitée de celle de Simon Steven. — Conséquences immédiates du parallélogramme des forces. Leur décomposition. — Parallélipipède des forces. — Résultante d*un nombre quelconque de forces appliquées en un même point. — Expression analytique de cette résultante. — Théorème sur les forces estimées suivant une direction donnée. — Théorème sur le moment d*une résultante par rapport à un axe. — Théorème sur le moment d^une résultante par rapport à un point. Signes des moments. — Equilibre de forces appliquées en un même point.
1. Définitions. Matière, Corps. Espace. Volume. Masse. Point matériel. Corps solide. Corps fluide. Repos. Mouvement. — On donne le nom de matière à tout ce qui est capable d*affecter l'un de nos sens. Une portion limitée de matière ayant une forme déterminée prend le nom de corps. Le mot espace pris dans un sens absolu est employé
pour désigner une étendue sans bornes dans laquelle on fait abstraction de la matière qui peut s'y trouver. La portion de Tespace renfermée entre les limites d'un corps forme le volume de ce corps, et sa masse est la quantité de matière que renferme son volume. Si le corps a dans tous les sens des dimensions infiniment petites, il forme, quelle que soit sa masse, ce qu'on appelle un point matériel. Un corps peut être considéré comme composé de points matériels juxta-posés. Si tous ces points sont liés entre eux d'une manière invariable, ils forment t/n corps solide; si, au contraire, ils n'ont entre eux aucune adhérence, le corps est à\i fluide.
Lorsqu'un corps occupe constamment la même position dans l'espace, on dit qu'il est en repos; il est au contraire en mouvement si celte position varie à chaque instant. L'état de repos ou de mouvement d'un corps ne peut être reconnu qu'en rapportant sa position à certains points dont l'immobilité soit certaine. Or, on ne connaît dans l'espace aucun point semblable; il est donc impossible de constater le mouvement ou le repos absolus d'un corps ou d'un point; on doit se borner h rapporter la position d'un corps à certains points considérés comme fixes, quoiqu'ils ne le soient probablement pas, et h reconnaître l'état de repos ou de mouvement relatifs du corps.
2. Principe de l'inertie de la matière. Forces. Leur représentation. Leurs rapports. — La matière est susceptible de repos et de mouvement, mais elle ne peut d'elle-même changer ou modifier son état. Ce principe fondamental, qui constitue le principe de l'inertie des corps doit être considéré comme une des données les plus certaines de l'expérience. La cause, quelle qu'elle soit^ qui change ou qui est capable de changer l'état de repos ou de mouvement d'un corps, se nomme force. Le mode suivant lequel celle-ci transmet son action au corps nous est totalement inconnu. On ne peut apprécier une force que par l'effet qu'elle produit; aussi sont-elles pour nous identiques, lorsque les effets sont identiques, et nous devons considérer deux forces comme égales et opposées si elles s'entre-détruisent.
L'ensemble de toutes les connaissances que l'on possède en mécanique prouve d'une manière incontestable que, lorsque plusieurs forces agissent simultanément et dans le même sens sur un corps, chacune produit son effet comme si elle agissait isolément; c'est pourquoi la force unique qui produirait le même effet que deux, trois, etc., forces identiques réunies, est dite double, triple, etc., de chacune de celles-ci, ce qui permet d'établir des rapports entre des forces, comme pour des grandeurs géométriques ; ainsi, en représentant par un nombre ou par
une droite une certaine force prise pour unité ou pour ternie de comparaison, toutes les forces pourront être exprimées soit par des nombres, soit par des droites. Il y a deux choses h considérer dans une force, son intensité, c'est-à-dire, soa rapport & la force prise pour unité, et sa direction qui n*esl autre chose que la ligne droite qu'elle tend à faire parcourir à un point matériel auquel elle serait appliquée. 11 suit de là qu'une ligne droite peut servir à représenter complètement une force, car la longueur de la droite servira de mesure à son intensité et la direction de la droite indiquera la direction de la force. Oa voit donc que les différentes manières de Gxer la position et la longueur d'une droite en géométrie analytique pourront servir à indiquer la grandeur et la direction d'une force dans l'espace. Le moyen le plus simple consiste à mener dans l'espace trois axes rectangulaires que l'on considère comme immobiles; on donne les coordonnées de l'une des extrémités de la droite, laquelle forme le point d'application de la force ; sà direction sera donnée par les angles que forme cette droite avec les trois axes, en prenant ces angles entre les axes positifs et la droite prolongée dans le sens de l'action de la force. L'intensité sera exprimée par la longueur de la droite.
5. Équilibre, Objet de la mécanique, — Si plusieurs forces agissent simultanément sur un corps ou sur un point matériel, il arrive ou que le corps reste immobile ou qu'il se met en mouvement. Dans le premier cas, les forces s'entre-détruisent et on dit qu'ef/e^ se font équilibre. Dans le second cas, le corps tend à prendre un mouvement qui dépend des rapports de grandeur et de position entre ces forces. On appelle en général mécanique la science de l'équilibre et du mouvement. Elle se divise en mécanique proprement dite et en Hydraulique^ suivant qu'elle concerne le mouvement de corps solides ou de corps liquides. La mécanique proprement dite se divise elle-même en statique et en dynamique^ la première s'occupe des lois de l'équilibre, la seconde, des lois du mouvement des corps non fluides.
4. Axiomes fondamentaux. Résultante. Composantes, — Les principes de la statique ne sont que les conséquences de quelques axiomes fondamentaux que nous allons énumérer.
i** Lorsqu'un système est en équilibre sous l'action de certaines forces, on peut sans rompre cet équilibre, rendre fîxes quelques-uns des points du système.
2° On peut, aux forces appliquées à un système de forme invariable, en joindre d'autres ou supprimer certaines forces, pourvu que celles-ci appliquées seules, se fassent équilibre.
5*" Une force peut être considérée comme appliquée en un point quelconque de sa direction^ pourvu que tous ces points soient liés entre eux d'une manière invariable, puisque le déplacement communiqué à Tun d*eux dans le sens de la force se transmettra sans altération à tous les autres points.
Il suit de là que deux forces égales et opposées P etF (Gg. i), se font équilibre si elles sont appliquées à des points A et B liés invariablement entre eux, car la force V pourra être transportée de B en A où elle détruit la force P.
4*" Si un système de forces appliquées à un corps est tel que par rintroduction d'une nouvelle force P on peut produire l'équilibre, ces premières forces pourront être remplacées par une force unique V égale et directement opposée à P; car si Ton introduit les deux forces P et P' qui se détruisent, on n'aura rien changé et comme, par hypothèse, P fait équilibre au système, on pourra, d'après ce qu'on vient de voir, supprimer P ainsi que les forces données et il ne restera que la seule force P'. Cette force unique capable du même effet qu'un système de forces se nomme résultante du système. Ces forces primitives prennent elles-mêmes le nom de composantes,
5"* Si plusieurs forces sont appliquées à un même point matériel et dirigées dans un même sens, la résultante est égale à la somme de ces forces. Cela résulte de l'hypothèse que nous avons faite (N** 2) sur le mode d'action des forces.
6"" Si deux forces P et P' appliquées & un même point agissent dans des sens directement opposés, la résultante est égale à la différence P — P' de ces forces et agit dans le sens de la plus grande P ; en effet cette dernière peut être remplacée par deux forces dont l'une soit égale à la plus petite P' et l'autre égale à la différence P — P'; si donc on supprime les deux forces P' qui se font équilibre, il ne restera que la force P — P' qui sera par conséquent la résultante.
Il suit de là que la résultante d'un système de forces agissant sur un point matériel suivant une même droite dans les deux directions opposées, est égale à la somme des forces qui agissent dans un sens moins la somme des forces qui agissent dans le sens opposé.
7^ Si deux forces non en équilibre agissent simultanément sur un point matériel, ces deux forces ont une résultante; car il est évident que le point tendra à se déplacer dans une certaine direction, et que par conséquent une force convenable empêchera ce déplacement et maintiendra l'équilibre. Cette force prise en sens inverse est donc la résultante. (Voir 4".)
Celle-ci est renfermée dans le plan qui contient les deux forces; car il n'y a pas de motif pour qu'elle soit placée plutôt d'un côté que de l'autre de ce plan , attendu que tout est symétrique de part et d'autre. Elle est aussi dirigée dans l'angle formé par les directions des deux forces P et Q; en effet, si R (fig. â) pouvait être cette résultante, une force R' égale et directement opposée à R ferait équilibre à P et Q et en rendant fixe un point O du système lié au point A et pris entre R et P, l'équilibre devrait encore exister (voir i*"), ce qui évidemment n'a pas lieu, puisque R', P et Q tendent à faire tourner A autour de O dans le même sens. Si les deux composantes étaient égales, la résultante devrait diviser en deux parties égales l'angle formé par ces forces, puisqu'il n'y aurait pas de motif pour qu'elle se rapprochât de l'une des forces plus que de l'autre.
5. Compoiition des forces. Parallélogramme des forces. — On appelle composition des forces, l'opération par laquelle on détermine la résultante d'un système de forces, et décomposition^ l'opération inverse ayant pour objet de remplacer une force unique par plusieurs forces capables du même effet. La composition des forces est fondée sur le théorème suivant : Si la résultante de deux forces PetQ formant entre elles un angle a ainsi que celle de deux forces P et Q' formant entre elles le même angle, sont dirigées toutes deux suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces forces, la résultante des deux forces P et Q + Q' sera aussi dirigée suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux dernières forces; en effet si l'on représente par AB, AC et CD (fig. 5), les trois forces P, Q et Q' et qu'on construise les parallélogrammes CABË et DCEF, la résultante de AB et AC sera dirigée par hypothèse suivant AE, son point d'application pourra être transporté du point A au point E et si l'on construit le parallélogramme EGKH égal à ABEC, la résultante dirigée suivant EK pourra être remplacée par les deux forces £G et EH que l'on pourra concevoir appliquées l'une au point F et représentée par FL, l'autre au point C et représentée par CE. Les deux forces CE et FL tiendront donc lieu des deux forces AB et AC ; mais la résultante P'' de CE et CD est dirigée par hypothèse suivant CF et peut être appliquée au point F; les trois forces AB, AC et CD ou P, Q et Q' sont donc remplacées par cette dernière F' et par la force FL appliquées toutes deux au point F et ayant par conséquent une résultante qui passe par ce point; la résultante de P, Q et Q' est donc dirigée suivant AF qui est la diagonale du parallélogramme construit sur P et Q + Q'.
On conclut de là que la résultante de deux forces qui sont entre elles
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dans le rapport de deux nombres entiers, est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces ; en effet la proposition est évidente pour deux forces égales P et P, elle est donc vraie pour le système des forces P et âP en vertu du théorème qu'on vient de démontrer. La proposition étant vraie pour P et 2P d'une part et pour P et P d'une autre part, est vériGée pour P et 5P et ainsi de suite jusqu'à P et nP. De même la proposition étant vérifiée pour nP et P et pour nP et P, le sera pour nP et 2P et par conséquent pour nP et 5P et en général pour nP et mP, m et n étant deux nombres entiers quelconques.
11 en est de même quand les forces sont dans un rapport incommensurable; car si la résultante de AC et AB (fig. 4) pouvait être dirigée suivant AË, en divisant AB en parties égales plus petites que DE et en portant un certain nombre de ces parties sur BD, un point de division tomberait entre £ et D et l'on formerait un parallélogramme AceB dans lequel les côtés Ac et AB seraient commensurables; la résultante de AB et Ac est donc dirigée suivant Ae; la résultante de cette dernière et de Ce, résultante qui n'est autre que celle de AB et AC, serait donc dirigée suivant AE, ce qui n'est pas possible puisqu'elle doit être comprise dans l'angle CAe formé par les deux forces. On démontrerait de la même manière que la résultante ne peut pas venir rencontrer le cdté CD entre les points C et D; elle est donc dirigée suivant la diagonale AD.
11 reste encore à trouver la grandeur de la résultante dont on vient de fixer la direction; à cet effet observons que si R est la résultante de P et Q (fig. 5), une force R' égale et directement opposée & R leur fera équilibre; d'où il suit que Q fera équilibre à P et R' et que par conséquent le prolongement AC^ de AC sera la direction de la résultante de P et R'. R' <Ioit donc être tel que AC'soit la direction de la diagonale du parallélogramme construit sur AB et sur R'; il suit de là que si l'on mène BC parallèle à R et CD' parallèle à AB, AD' représentera la valeur de R' ou de R; or à cause des parallélogrammes ÂBC'D' et ADBC, AD' est égal à BC et BC à AD; donc AD' est égal à AD, <;'est-à-dire que la résultante de deux forces appliquées à un point, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur ces forces.
6. Démonstration analytique du parallélogramme des forces, — Cette proposition importante qui est due à Simon Steven et qui constitue le théorème du parallélogramme des forces, peut être démontrée par des considérations purement analytiques de la manière suivante : soient X et Y (fig. 6), deux forces appliquées au point 0 et dirigées sui-
vant deux droites formant un angle droit, ou en d'autres termes, deux forces orthogonales^ et soit R leur résultante faisant Tangle a avee X. Il est évident que les valeurs de R et de a dépendent de X et de Y et que par conséquent en désignant par /*, F, vp et 9 des fonctions de forme inconnue, on doit avoir
et en éliminant Y entre ces équations, il viendra
R=rvKX, a), d'où X = cp(R, a).
D'autre part, si les forces X et Y sont doublées ou triplées, la résultante R sera elle-même visiblement doublée ou triplée en conservant la même direction et, en général, si les forces X et Y croissent ou décroissent dans le même rapport n, la résultante R croîtra ou décroîtra dans la même proportion en conservant la même direction. II suit de là que si dans l'équation précédente on change X en nX, a restant invariable, R doit se changer en fiR et que par conséquent on doit avoir (*)
nX ou wcp (R, a) = 9 (nR, a),
ce qui n'est possible qu'à la condition que 9 (R, a) soit de la forme R9a; on doit donc avoir
En changeant a en ~ — a et X en Y, on aura de même
Cela posé, par le point d'application 0 (fig. 7), faisons passer trois axes rectangulaires et proposons-nous de déterminer la résultante R de trois forces X, Y, Z dirigées suivant ces trois axes. Pour cela on déterminera d'abord la résultante r des deux forces (X, Y), puis on cherchera la résul-
(*) Comme le second membre reste le même en changeant n en R et R en n, il en doit être de même du premier ; on doit donc avoir
«y(R,a) = Rf(n,a)
et par conséquent en faisant n égal à Punitc
X = «p (R, a) = R-sp (ï , a) ^ R^a.
tante R de r et de Z. Or si l'on désigne par a et z les angles que font r avec X et R avec Z, on doit avoir visiblement
et par conséquent
X=R(pa(py-zV
D'un autre côté, si Ton commence par chercher la résultante r' de Y et Z, et qu'ensuite on détermine la résultante R de r' et de X, on trouvera, en désignant par x l'angle formé par R avec X,
X = Rçpx.
En égalant ces deux valeurs de X on est conduit à la relation
cpa: = cpa(p ( - — z) (i)
Telle est l'équation de condition qui caractérise la fonction 9 et qui
va nous servir à déterminer sa forme. Remarquons que l'angle trièdre
OXRr rectangle en r donne entre les mêmes angles x, a et z cette
autre relation
cosx=3COS a sinz; (2)
or, si la relation (i) était distincte de cette dernière , on pourrait de ces deux équations tirer les valeurs de a; et de z en fonction de a , résultat absurde , puisque en laissant X et Y invariables et faisant changer Z, a ne changera pas , tandis que oc et z changeront visiblement de valeur. Les deux relations
(px == (paç ( z\ et cos x = cos a sin z
devant subsister en même temps et les angles x et z ne pouvant pas être exprimés en fonction de a, les fonctions çx, <pa et (pf z j ne
peuvent être que cos x, cos a et cos ( z ) = sin z(*) , ou plus
(*) Il est à remarquer que Péquation (t) serait identique et que par conséquent réquation (2) serait unique si la fonction 7 pouvait être constante et égale à Tunité;
mais cela n^est pas admissible, car ^a et ^1-^ — al auraient cette même valeur
constante, et par conséquent X et Y devraient être égaux, puisque Ton a
géDéralement (px doit être donnée par (cos xY^ ce qui fait prendre à la première équation la forme
(cos x)« = (cos a)*» (sin z)",
qui rentre en. effet dans la seconde en élevant les deux membres de celle-ci à la puissance a. L*exposant a se détermine en observant que si l'on décompose une force R (fig. 8) en deux forces orthogonales X et Y et qu'on décompose ensuite les forces X et Y en deux autres dirigées suivant leur résultante ÂR et suivant une perpendiculaire RG, les composantes suivant RG doivent être égales et opposées , et les deux composantes suivant ÂR réunies, doivent être égales à R. Les forces X et Y sont en effet égales à R (cos x)^ et R (sin x]", leurs composantes suivant RG sont toutes deux R(cosx)'' (sin x)% et les deux composantes suivant AR sont
R (cos xY (cos x)* et R (sin x)* (sin x)* ;
on doit donc avoir pour toute valeur de x, en supprimant le facteur commun R ,
(cos x)*" -i- (sin x)*« = i .
Pour X égal à 7 > sin x et cos x sont égaux à —-prei l'équation devient
— =1 d'où 2«==2, 2«
ce qui fait voir que a est égal à l'unité et que par conséquent (px=cosx. Les deux composantes X et Y de R (fig. 6) sont donc
XssRcosa, Ys=Rsina«
et comme on tire de là
X«-+-Y* = RS tanga = -,
on voit que la résultante de deux forces orthogonales est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du rectangle construit sur ces forces.
Le théorème peut être ensuite étendu à deux forces P et Q formant un angle quelconque RAG (fig. 9) en observant que si Ton décompose la force P représentée par AB en deux autres AE et AF dirigées l'une suivant la force Q et l'autre suivant une pcrpendi-
culairc AF, la résultante de P et Q sera la même que celle de AF et de AG + AE ou AG + GG = AG, résultante qui est représentée par la diagonale AD du rectangle FAGD; or AD est aussi la diagonale du parallélogramme construit sur P et Q, car en menant la droite GD on forme un triangle rectangle DGG qui est égal au triangle BAF, puisque DG et GG = AE sont égaux à AF et BF <= AE, d'où il résulte que DG est égal et parallèle à AB et par conséquent que BAGD est un parallélogramme construit sur AB et AG.
7. Autre démonstration imitée de celle de Simon Steven. — Gette proposition fondamentale du parallélogramme des forces peut aussi se déduire fort simplement des circonstances de Téquilibre d'une chaîne sur un plan incliné; en effet ABG (fig. 10) étant un triangle rectangle dans lequel BG est vertical, il est visible qu'une chaîne uniformément pesante et continue GADBG restera en équilibre, ce qu'on peut considérer soit comme un principe d'expérience, soit comme une conséquence de cette remarque qu'un mouvement, s'il avait lieu , serait sans effet et sans cause , puisqu'il ne ferait que placer la chaîne dans des circonstances toujours identiques. Gela posé, le point G de la chaîne est tiré d'un côté par la partie GA tendant à glisser le long du plan incliné et par la tension en A de la partie pendante AD, et de l'autre côté par le poids de GB et la tension de BDA en B. Or, AB étant horizontal, ADB se compose de deux parties symétriques AD et BD et les deux tensions extrêmes en A et en B sont égales. La traction sur G due au poids de GA est donc égale au poids de GB. L'équilibre subsistera encore si l'on concentre en un point M et en un point M' les masses de ces deux parties de la chaîne et qu'on les lie entre elles par un fil mathématique MG^^. La tension du fil MG est évidemment la composante du poids P de M suivant AG, composante qui est Pcpa (N° 6), a désignant l'angle G; la tension du côté GB est représentée par le poids Q de BG; on a donc
Q Q = P(pa , (f a = - »
cl comme P et Q sont proportionnels à AG et BG et que le rapport
BG
•7— est égal au cosinus de a, on trouve, comme dans la démonstra- AC
lion analytique,
cpât = cos a.
STATIQUE. i I
8. Conséquences immédiates du parallélogramme des forces. Leur décomposition, — 11 résulte du théorème précédent que deux composantes quelconques et leur résultante sont représentées par les trois côtés d'un triangle ABD (fig. 5) et que Ton a par conséquent la proportion
P : Q : R = sin BDA : sin BAD : sin ABD ou bien
P : Q : R == sin DAC : sin BAD : sin BAC,
en remarquant que les angles ÂBD et BAC sont supplémentaires et ont le même sinus. Cette proportion apprend que chacune de ces trois forces est proportionnelle au sinus de l'angle formé par les deux autres.
On voit aussi que si trois forces P, Q, R se font équilibre autour d'un point A (fig. il), il faut que R soit égal et directement opposé à la résultante R' des forces P etQ, c'est-à-dire, à la diagonale Al) du parallélogramme construit sur AB et AC, et comme on a
p : Q : R' = sin DAC : sin BAD : sin BAC,
il vient aussi , en remarquant que les aiigles supplémentaires ont le même sinus,
P : Q : R -= sin QAR : sin PAR : sin PAQ,
c'est-à-dire, que lorsque trois forces se font équilibre autour d*un point, elles sont toutes trois renfermées dans un même plan et chacune d'elles est proportionnelle au sinus de l'angle formé par les deux autres.
Le triangle ABD donne l'expression analytique de la résultante de deux forces, car on a
AD« =3 AB« -4- BD« — 2AB.BD cos ABD,
ou bien en remarquant que les angles supplémentaires ABD et BAC c'est-à-dire a ont les cosinus égaux et de signe contraire ,
R« = P« -h Q« -H 2PQ cos a.
Si l'angle a était droit, cette valeur se réduirait à P- -*- Q*. La décomposition d'une force R' en deux autres dirigées suivant deux droites données AB et AC s'effectue en construisant le parallélo-
iâ
gramme BÂGD. La valeur des composantes résulte aussi de la proportion démontrée au numéro précédent, savoir
P : R' = sin DAC : sin BAC, Q : R' = sin BAD : sin BAC,
d'où l'on lire •
sin PAC sin BAD
sin BAC ^ sin BAC '
Si l'angle BAC est droit et qu'on représente par a l'angle BAD , les valeurs précédentes se réduisent à
R' cos a 9 R' sin a,
9. Parallélipipède des forces. — Si trois forces P, P', P", (fig. 42) représentées par les droites AB, AC et AD non renfermées dans un même plan , agissent sur un point A , on trouvera leur résultante en composant d'abord les deux forces P et F, c'est-à-dire en les remplaçant par leur résultante Q représentée par la diagonale AE; puis en cherchant la résultante des deux forces Q et V ou AE et AD, résultante qui est la diagonale AF du parallélogramme ADFË ; mais AF est visiblement la diagonale du parallélipipède construit sur AB, AC et AD; d'où résulte ce théorème plus général : /a résultante de trois forces qui agissent sur un point est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélipipède construit sur ces forces.
Ce théorème permet de décomposer une force donnée R en trois autres dirigées suivant trois droites données passant par un point situé sur la direction de la force ; il suffit pour cela de construire le parallélipipède ayant AF pour diagonale et les trois droites indéfinies, pour arêtes con ligues. La valeur des trois composantes prend une forme très simple lorsque les droites données sont perpendiculaires entre elles ou lorsque le parallélipipède est rectangle; en représentant par (a, p, y) les angles formés par ces droites avec la force, le triangle ADF sera évidemment rectangle en D et l'on aura
AD = AF cos DAF ou P" = R cos y.
On a de même
P = R cos a, P' == R cos (3.
Uoe propriété connue des parallélipipèdcs rectangles donne aussi la relation
à laquelle on est conduit par les valeurs précédentes en remarquant que Ton a
pî 4- p/î ^ p"4 = R« (cos«a -4- C0S*(3 4- COS*'/),
et que les trois angles (a, ^, y) que forme une même droite avec un système de trois droites rectangulaires, ont toujours entre eux la relation
cos*a -H cos*(3 -♦- cos *y s= 4 .
iO. Résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées en un point. — Ce qui précède suffit pour déterminer géométriquement la résullante d'un nombre quelconque de forces P, F, P", P'", etc. appliquées en un point dans des directions quelconques; pour cela on composera d'abord deux forces P et P' en une seule Q; on composera ensuite la résultante Q avec une troisième force P", ce qui donnera une nouvelle résultante Q' que l'on composera avec une quatrième force P"' et ainsi de suite. On arrivera ainsi à la résultante de tout le système. En effectuant ces opérations successives, on est conduit à une construction fort simple de la résultante R; car si l'on remarque que
BD, DF, FH (fig. i5) sont égaux et parallèles à AG, AE, AG ou
Vy V\ P"^..., on voit que pour obtenir la résultante AH, il faudra construire le polygone gaucbe ABDFH dans lequel un des côtés AB est une des forces et les autres côtés sont égaux et parallèles aux autres forces du système; le côté AH qui ferme le polygone représente la résultante. L'ordre suivant lequel se succèdent ces côtés est indifférent, puisque l'ordre suivant lequel on effectue les compositions successives des forces est lui-même arbitraire; si le polygone était fermé ou si le dernier point H tombait en A, la résultante serait nulle et il y aurait équilibre.
ii. Expression analytique de cette résultante. — L'expression de cette résullante pourrait être trouvée en fonction des composantes et des angles qu'elles forment entre elles; mais on y arrive d'une manière plus simple en rapportant toutes les forces à trois axes rectangulaires; en effet si (a, (3, y), (a', (3', /), (a", (3", /')..•• représentent les angles formés par les forces P, P', P".... (fig. i4) avec trois axes
rectangulaires fixes, on pourra (iN* 9) décomposer chaque force
P»P'>P" en trois autres (Pcosa, Pcos(3, Pcosy), (P'cosa',
P'cos(3', P'cos/), (P"cosa" ) dirigées suivant les trois axes, et
en faisant
X = Pco8a -^ P'cos a' -+- , Y=Pcos (3 ■+- P'cos (3' -4- ,
Z = Pcosy -h P'cosy' -f-
tout le système sera remplacé par les trois forces X, Y, Z; si donc R est la résultante et a, 6, c les angles qu'elle forme avec les axes , on aura
R*=X«-hY*-*-Z« = (Pcosa-hetc.)* + (Pcos(3+etc.)'+(Pcos7-+-etc.)*, Rcoso rr Pcosa-t-P'co8a'-*-elc., Rcos6=Pcos(3-^P'cosP'-*-etc.,
R cos c = P cos y -i- P' cos 7' -♦- etc. d'où Ton tire
P cos a H- P' cos al -h etc. . P cos 0 -♦- P'cos S' -h etc.
cosa = , cos 6= î- »
P cos y H- P' cos y' -h etc.
cos c = ' '-
Ces équations déterminent l'intensité de la résultante et les angles qu'elle fait avec les trois axes. Il est visible que les différents termes qui forment les valeurs de X, Y, Z sont positifs ou négatifs selon que
les angles (a, (3, y), [ai ) sont aigus ou obtus, ou ce qui revient au
même, selon que ces composantes sont dirigées dans le sens des axes positifs ou négatifs.
Si toutes les forces étaient renfermées dans un même plan, en le prenant pour plag des XY, les composantes parallèles à l'axe des Z disparaîtraient évidemment et les équations précédentes deviendraient
R==j/X«-+-Y«=|/(Pcosa-4-Fcosa'-*-etc.)«-*-(PcosP-hP'cos(3'-^ctc.)S
P cos a -h P' cos a' -+- etc. , P cos S -4- P' cos S' -*- etc.
cos a = 5 cos 0 = ■ =; — '
ou plutôt, en observant que les angles (a, (3j, (a', (3').... (a, 6) sont complémentaires et que par conséquent les cosinus de |3, j3'. .. b sont égaux aux sinus de a, a'.... a,
R =r |/(Pcos a -4- F cos a' -4- etc.)* -4- (P sin a -4- P' sin a' -4- etc.)*,
P cos a -H P'cos a! -4- etc. . P sin a -4- P' sin cd -»- etc. cos a == > sm a =
On peut aussi faire dépendre de la théorie du centre des moyennes distances la détermination de la résultante d'un système de forces P,P',P".... appliquées en un môme point; en effet les extrémités de ces forces qui font avec trois axes rectangulaires des angles (a, (3, y), (a'...), ont pour coordonnées (P cos a, P cos |3, P cos y), (P' cos û/....) ; <*n désignant donc par (x, ly, z) les coordonnées du centre des moyennes distances de leurs extrémités et par n le nombre de forces, on aura diaprés la définition des moyennes distances ,
2P cos a 2P cos S 2P cos v
Joignons par une droite le centre des moyennes distances à l'origine; celte droite fera avec les axes des angles ayant pour cosinus
2P cos a
•, etc.
/(2P cos a)» + {19 cos (3)« -*- (2P cos 7)* et elle aura pour longueur
,/Zr—rrrZÏ |/(^P cQS «)* + (2P cos P)« -t- {IpT^* ^ -^ n
En comparant ces résultats à ce qui a été dit plus haut sur la résultante d'un système de forces appliquées à un même points on est conduit à ce théorème : La résultante de n forces appliquées en un inéme point est représentée par n fois la droite qui joint le point commun d'application au centre des moyennes distances des extrémités de chacune de ces forces.
On verra plus loin (N*" 55) comment ce théorème se généralise lorsque les forces ne sont pas appliquées en un même point.
42. Théorème sur les forces estimées suivant une direction donnée. — Si l'on décompose une force en deux autres, l'une dirigée suivant une parallèle à une droite donnée et l'autre renfermée dans un plan perpendiculaire y la première composante, qui n'est autre que la projection orthogonale de la force sur cette droite, est dite force estiniée suivant la direction donnée; et l'autre composante, qui est la projection de la force sur un plan perpendiculaire à la droite, est dite force estimée normalement à la droite. En représentant donc par a l'angle formé par P avec une droite, Pcosa sera l'expression de P estimée suivant la droite et P sin a l'expression de la seconde compo-
santé. Il résulte de là que dans Téquation du numéro précédent, savoir:
R cos a = P cos a -1- F cos a' -♦- etc.,
le premier membre représente la résultante R ^estimée suivant l'axe des X et P cos a, P'cos (/.... représentent les forces P, V etc. estimées suivant le même axe. Comme cet axe est pris dans une direction arbitraire^ on conclut de cette équation que pour un système de forces appliquées à un pointy la somme des composantes estimées suivant une droite (Quelconque est égale à la résultante estimée suivant la même droite. Il est visible aussi que la projection de la résultante R sur le plan YZ est aussi la résultante de toutes les forces représentant les projections des forces P, P'.... de Tespace sur ce plan; car si Ton applique la résultante R en sens inverse, il y aura équilibre autour du point; si ensuite on décompose toutes les forces y compris la résultante prise en sens inverse, en deux autres, les unes renfermées dans Taxe des X et les autres renfermées dans le plan YZ, les premières se feront équilibre, puisque la composante de la résultante suivant Taxe sera la même que précédemment, mais en sens inverse, et en supprimant ces composantes en équilibre il ne restera que les composantes renfermées dans le plan YZ, qui devront donc aussi se faire équilibre entre elles; d'où il suit que la composante normale de la résultante R tiendra lieu des composantes normales des forces P, P', P"...
i5. Théorème sur le moment d'une résultante par rapport à un axe, — Il existe entre les composantes P, P'.... et la résultante R estimées normalement à un axe, une relation importante; soit CC (fig. i5) cet axe et P l'une des forces appliquées au point A et faisant avec CC ou avec une parallèle AX, un angle PAX désigné par a. Si l'on prend pour axes coordonnés la droite AX, la perpendiculaire AY sur ce et une perpendiculaire AZ sur le plan XAY, on a d'après ce qu'on vient de voir et en conservant aux lettres la même signification que plus haut,
Rcos6=Pcos(34-P'cosP'-Hetc., Rcosc=Pcosy-*-P'cosy'-t-etc..(i)
mais ces composantes des forces R, P, F,... suivant les axes des Y et des Z peuvent être obtenues d'une autre manière; si l'on décompose P en deux forces q ei (f dirigées l'une suivant l'axe des X et l'autre perpendiculairement à cet axe, on aura
q =sPcosa, g' = Psin a; et il est visible que (f renfermé dans le plan des YZ, pourra être
décomposé eu deux forces suivant les axes des Y et Z, qui ne seront autres que P cos ^ et P cos y. En représentant donc par e Tangle qr'AY que forme avec Taxe des Y la force 9', les deux composantes de €( seront 9' cos e et ((ûvl e; on a par conséquent
P cos P = (( cos e, P cos y = 9^ sin e ,
ou en remplaçant (f par sa valeur donnée plus haut,
P cos (3 = P sin Cf. cos £, P cos y ^= P sin a sin e.
Si Ton représente par e, s', e" les quantités analogues à e pour R, P', P".. ., la seconde des deux équations (i) devient
R sin a sin e = P sin a sin s 4- P' sin a' sin s' -h etc.
Pour interpréter géométriquement cette relation, multiplions les deux membres par OA = A et remarquons que OB perpendiculaire sur 9' est égal à Asin i\ il vient donc, en désignant OB par pet par r,p',j}'^... les quantités analogues pour R^ P', P" ,
rR sin a = pP sin a -t- p'P' sin a' -♦- etc.,
p ou OB est la plus courte distance de l'axe CC et de la force P, car on sait que si par Tune des droites AP on fait passer un plan PAX parallèle à la seconde GC, la plus courte distance est égale à la perpendiculaire OB abaissée d'un point 0 de GC sur ce plan. On appelle moment d'une force par rapport d un axe le produit de cette force estimée normalement à l'axe par la plus courte distance de la force à l'axe; on voit donc que l'équation précédente conduit à ce théorème : la somme des moments par rapport à un axe d'un système de forces appliquées à un point est égale au moment de la résultante par rapport au même axe,
14. Théorème sur le moment d'une résultante par rapport d un point. Signes des moments, — Si toutes les forces étaient renfermées dans un même plan, en prenant l'axe GG^ perpendiculaire à ce plan, il est évident que les angles a, a, a'.... seraient droits et l'équation précédente deviendrait
Rr = Pp -^ P'P' -^ etc.,
dans laquelle r^p^p' seraient évidemment les perpendiculaires
abaissées du point 0 (fig. 16), intersection de l'axe et du plan des forces, sur les forces R, P, P'.... Un produit de la forme Pp se nomme moment de la force P par rapport au point 0 qui prend le nom de
centre des moments; on voit donc que, pour des forces renfermées dans un même plan et appliquées à un même points le moment de la résultante par rapport à un point renfermé dans ce plan^ est égal d la somme des moments des composantes.
11 suit des deux théorèmes précédents : i* que pour des forces appliquées en un même point et dirigées d'une manière quelconque dans l'espace , la somme des moments par rapport à un axe est égale à zéro, quand l'axe des moments est rencontré par la résultante ou quand la résultante est nulle; 2" que pour des forces renfermées dans un même plan, la somme des moments par rapport à un point est nulle, si le centre des moments est placé dans la direction de la résultante ou si la résultante est nulle, car dans l'un et l'autre cas, on a Rr = 0.
Il est a remarquer que les moments des forces dans les relations précédentes peuvent être positifs ou négatifs; ce qui dépend du signe des différents termes P cos y, P' cos y'.... de l'équation
R cos c = P cos y -4- P'cos 7' -4- etc.
dont on s'est servi ; or ces termes sont positifs ou négatifs selon que les composantes Pcosy, Fcosy'.... sont dirigées dans le sens des Z positifs ou dans le sens des Z négatifs; c'est donc cette circonstance qui détermine le signe du moment de chaque force. On peut rendre l'observatioD du signe très facile par la remarque que les composantes positives tendent à faire tourner le point A autour de Taxe CC dans un sens, tandis que les composantes négatives tendent à le faire tourner en sens contraire; on doit donc énoncer le principe des moments de cette manière : Le moment de la résultante d'un système par rapport à un axe est égal à la somme arithmétique des moments des forces qui tendent à faire tourner le point matériel dans un senSy moins la somme arithmétique des moments des forces qui tendent à faire tourner en sens inverse.
15. Équilibre de forces appliquées en un même point. — Pour qu'il y ait équilibre entre les forces P, F, F'.... appliquées à un même point, il faut et il suffit que la résultante soit nulle ou que l'on ait
Les conditions d'équilibre entre les forces sont donc données par les trois équations
OU bien
Pcos a -+- P'cos a' -h etc. =0, Pcos ^ -*- P'cos (3' -♦- etc. = 0,
Pcos y -♦- P' cos y' -*- etc. == 0.
Si les forces iStaîeat renfermées dans un même plan (N° i5), les conditions d'équilibre se réduiraient aux deux suivantes
Pcos a -♦- P'cos a' -«- etc. = 0 , Psin a -4- P'sin a' -*- etc. = 0.
Il résulte aussi du théorème démontré au N<* ii que la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre du système de forces appliquées en un point, est que le centre des moyennes distances des extrémités de toutes les forces se confonde avec le point unique d'application.
RésuIUiDte de deux forces parallèles agissant dans le même sens. — Décomposition des forces parallèles. Résultante de deux forces parallèles agissant dans des sens différents. — Couples. — Résultante d*un système de forces parallèles. — Théorème sur le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un plan. — Moment de la résultante d*un système de forces parallèles. — Détermination analytique de la résultante d*un système de forces parallèles. — Équilibre de forces parallèles.
i6. Résultante de deux forces parallèles agissant dans le même sens, — Considérons deux forces P et P' parallèles et agissant sur deux points A et A' (tig. 17), liés entre eux d^une manière invariable par une droite AA', et proposons-nous de trouver leur résultante ; pour cela décomposons la force P représentée par Aa en deux autres Q et 9 choisies de manière que Tune des composantes q soit représentée par la moitié AB de A A'. Si Ton fait la même décomposition du côté de P', les deux forces P et F se trouveront remplacées par les quatre forces Q, Q', q et 9' qui se réduisent aux deux forces Q et Q', puisque les composantes q et q^ se détruisent comme étant égales, directement opposées et appliquées à deux points A et A' liés invariablement entre eux. La résultante de Q et Q' est donc aussi la résultante cherchée de P et P'. Prolongeons les droites Ac et AV jusqu'en C et transportons-y les points d'application des forces Q el Q'. Si par le point C on mène des parallèles à P et à AA' et qu'on y applique suivant q'' 9"' deux forces q" et y'" égales à AB, la résultante de Q et de qr" sera une force P dirigée suivant CD, comme la résultante de Q et de AB était P représentée par A a. De même la résultante de Q' el de q^^' est une force P' dirigée aussi suivant CD. On voit donc que la résultante de Q et Q'
et par conséquent celle de P et P' est une force R égale à P -«- F dirigée suivant la parallèle CD. Pour que cette résultante soit entièrement déterminée, il reste encore à fixer la position du point D; remarquons à cet effet que les triangles Aac et ADC ainsi que AV(/ et A'GD sont semblables deux à deux, et Ton a
Aa : ac = CD : DA, aV : AV = A'D : CD,
d'où Ton tire , en égalant les deux valeurs de CD et observant que ae et u'cf sont égaux à la moitié de AA',
AD:A'D = AV:Ao = P':P.
Il résulte de ce qui précède que la résultante de deux forces parallèles est parallèle aux composantes, est égale à leur somme et divise la droite qui joint les points d^application en parties réciproquement proportionnelles aux deux forces.
Ce théorème peut être déduit de celui qui a été démontré sur la composition des forces qui concourent en un même point; il suffît pour cela de remarquer que si les forces P et P' concourent sous un angle a, la résultante sera donnée par Téquatîon (N° 8]
R« = P« -f- F« + 2PF cos a
qui, lorsque les forces sont parallèles ou lorsque a est nul, devient
R« = p« -t- P'« ^ 2PF ou R = P-*-P'.
La résultante est donc égale à la somme des composantes. L'inclinaison a de cette résultante sur la force F est donnée par Téquation
P sin a sin a == — - — R
qui apprend que a est nul quand a==0, d'où Ton conclut que la résultante est parallèle aux composantes. Enfin comme le point D est situé sur la résultante, la somme des moments des forces P et F par rapport à ce point est nulle (N"" 14); on doit donc avoir
P.Drf-^F.Dd' = 0,
ou plutôt, en tenant compte des signes des moments (voir N° 14),
P.Dd = F.Dd' d'où P;P' = Dd':Drf,
qui devient à cause de la similitude évidente des triangles ADd et A'Dd',
P : P' : R = A'D : AD : AA
c'est-à-dire que dans un système composé de deux forces parallèles agissant dans le même sens et de leur résultante^ chaque force est proportionnelle d la partie de la droite AA' comprise entre les deux autres. Il est à remarquer que cette proportioo est indépendante de la direction commune des forces , de sorte que la position du point d'application D de la résultante resterait la même si les forces sans cesser d*élre parallèles, tournaient autour des points A et A'. Ce point prend pour ce motif le nom de centre des deux forces parallèles.
17. Décomposition des forces parallèles. Résultante de deux forces parallèles qui agissent dans des sens différents. — La décomposition d'une force donnée R en deux autres P et F parallèles et appliquées en deux points donnés A et A' est facile au moyen de la proportion précédente; car des proportions
P:R=A'D:AA' et P':R = AD:AA' on tire
A'D -=-^ AD
Considérons deux forces parallèles P et P' appliquées aux deux points A, B (6g. iS) et agissant en sens contraire. Si P est la plus grande, on pourra décomposer P en deux forces parallèles p' et R de manière que la première soit appliquée au point B et égale à P'. D'après ce qui précède, la seconde composante R sera donnée par les deux équations
R = P-P' Cl AD==^.AB=j;^.AB,
et comme les forces P et p' se détruisent, R sera la résultante du système; on voit donc que la résultante de deux forces parallèles et agissant en sens contraire est parallèle aux composantes, agit dans le sens de la plus grande des deux et est égale d leur différence. Le point d'application de cette résultante se détermine par l'équation
AD=.p^AB;
le point est donc indépendant de la direction commune des forces Pet F, comme dans le cas où elles agissent dans le même sens. La valeur de AD donne lieu & la proportion
F:P:R= AD:BD:AB
ce qui apprend que chacune des trois forces est encore proportionnelle à la droite qui sépare les deux autres^ comme dans le cas où les forces P et Vagissaient dans le même sens.
18. Couples, — Si les forces P et F étaient égales entre elles, il viendrait
R=;0 et AD = -;
on voit donc que la résultante est alors une force nulle appliquée à une distance infinie; ce résultat symbolique indique qu'un semblable système composé de deux forces égales^ parallèles et agissant en sens inverse ne peut avoir une résultante^ c'est-à-dire, qu'il ne peut être remplacé par une force unique ; et en effet si l'on pouvait admettre l'existence d'une résultante dirigée suivant une certaine droite, comme on pourrait, à cause de la symétrie de la figure, trouver une autre droite placée de la même^ manière que la première, il n'y aurait pas de motif pour que la résultante fut plutôt dirigée suivant l'une de ces droites que suivant l'autre.
Le système de deux forces parallèles, égales et agissant en sens inverse se nomme couple,
\9. Résultante d'un système de forces parallèles. — La détermination de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles
P, P', P", P'" appliquées à des points liés invariablement entre
eux, est une conséquence de ce qu'on vient de voir; en effet on peut trouver la résultante des deux forces P et F, laquelle est égale à leur
somme ou à leur différence selon qu'elles sont dirigées dans le même sens ou en sens opposé; on composera ensuite cette résultante partielle ayec la force F' el la nouyelle résultante, qui est aussi celle de P, F et P", sera encore égale à la somme ou à la différence de ses composantes. Après avoir étendu cette opération à toutes les forces du système, on connaîtra de grandeur et de position la résultante finale. Il résulte évidemment de ce qu'on vient de voir que la résultante d'un système de forces parallèles est égale & la somme de toutes les forces qui agissent dans un sens moins la somme des forces qui agissent en sens inverse, ou plutôt en considérant ces dernières comme négatives, la résultante est égale à la somme algébrique des composantes.
La position du point d'application 0 de la résultante que l'on détermine par des opérations successives, est indépendante de la direction des forces ; car on n'a pas eu égard à cette direction dans les constructions qui y ont conduit; c'est pourquoi on lui a donné le nom de centre des forces parallèles.
20. Théorème sur le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un plan. — La recherche du centre d'un système de forces parallèles est facilitée par la considération des moments* On appelle moment d'une force par rapport à un plan, le produit de la force par la perpendiculaire abaissée de son point d'application sur ce plan; si donc P et F sont des forces parallèles appliquées aux points A et B (fig. 49) et si B6, Aa sont des perpendiculaires abaissées sur le plan MN, P.Aa et P'.Bb sont les moments de P et P' par rapport au plan MN. Il existe entre les moments de forces parallèles et le moment de la résultante une relation très simple. Soit R la résultante de P et F; si Ton multiplie les deux membres de l'équation
par Aa, il vient
R.Aa==P.Aa-*-F.Aa;
mais on a la proportion
R:F=AB:AC = B6':C(/ d'où R-W^ P'.B6';
en ajoutant cette équation à la précédente membre à membre, il vient
R.Cc = P.Aa-+-P'.B6
ce qui apprend que le moment de la résultante par rapport au plan MN est égal à la somme des moments des composantes.
STATIQUE. â5
Si les deux composantes agissaient en sens inverse, on ferait usage de l'équation R = P — V et on trouverait que le moment de la résultante est égal à la différence des moments des composantes.
Si le plan MN passait entre les points A et B, de manière que les perpendiculaires B6 et Aa fussent placées des deux côtés du plan MN, en suivant la même marche que plus haut on trouverait pour le cas où les composantes sont dirigées dans le même sens, que le moment de la résultante est égal à la différence des moments des composantes; et enfin, le plan conservant la même position, si les forces Pet F agissaient en sens inverse, le moment de la résultante serait égal à la somme des moments des composantes.
On peut résumer en une règle générale la loi que suit le changement de signes des moments; car si Ton considère les forces P et P' comme appliquées aux extrémités des droites Aa et B6 fixées perpendiculairement au plan MN, il est visible que dans les différentes équations qui précèdent, les moments positifs correspondront aux cas où ces forces tendent à renverser le plan MN de gauche à droite et les moments négatifs aux cas où les forces tendent à le renverser du côté opposé. On pourrait donc énoncer le théorème des moments de cette manière : le moment de la résultante de deux forces parallèles par rapport à un plan est égal d la somme des momsnts des composantes, en regardant comme positifs les moments des forces qui tendent à renverser le plan du côté de la résultante^ et comme négatifs ceux qui tendent d le renverser du côté opposé.
Les différents cas peuvent encore être renfermés dans une même équation comme il suit : représentons par x, x', r les perpendiculaires abaissées des points A, B, G sur le plan MN; l'équation des moments deviendra
Rr = Px -4- Fx',
et si Ton considère x, x', r comme des coordonnées ordinaires, c* est-àdire, comme changeant de signes lorsque le point passe d'un côté à l'autre du plan MN, et si l'on prend P et P' positives ou négatives selon qu'elles agissent dans un sens ou dans l'autre, il est facile de s'assurer que les seuls changements de signes des forces et des coordonnées suffiront pour rendre l'équation des moments applicable à tous les cas possibles.
21. Moment de la résultante d'un système de forces parallèles. — Le théorème des moments démontré pour deux forces peut être étendu & un nombre quelconque de forces; en effet, P, P', P", P'"....
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étant les forces parallèles, (xyz), (xY^'), (a/yV). ... les coordonnées de leurs points d'application, si Ton désigne par R' la résultante de P, F, par R" la résultante de R', P" ou de P, P', F', par R'" la résultante de R", F" ou de P, P', F', F" etc., et enfin par R la résultante de toutes les forces et par {abc)^ [alVd), (a"6V).... les coordonnées des points d'application de R, R', R'' , on aura cette suite d'égalités,
RV = Px -+- ^3f, Wh' = Py -+- P'j/', RV = Pi? -4- P V,
R" =:i R' -^ P" == P ^ F + P", R' V = R'a' -4- F V = Px -4- P V -*- F V,
R"6"==etc. R"c"=elc.
R'" = R" + F"= p ^- F -+- F' -*- P'", R'"a'"=R"a" -4- P" V"=Pa; -4- P V -4- P V -4- P' V, R'"6'"=ctc. R"V"=e te.
et enfin
R = p H- F -4- F' -4- etc.
Ra = Px -4- Fx' -4- etc.
R6 == Py ^ V'y' -H etc.
Rc = Pz -4- PV -4- etc.
c'est-à-dire que la résultante est égale d la somme algébrique des composantes et que le moment de la résultante par rapport à l'un des trois plans coordonnés est égal à la somme des moments des composantes,
22. Détermination analytique de la résultante d*un système de forces parallèles. — Ces équations fournissent un moyen de déterminer immédiatement le point d'application de la résultante, ou le centre des forces parallèles ; car on en tire
Px -4- Fx' -4- etc
P'x' -4- etc. Py -4- Py -H etc. ^Pz -4-PV-4-etc.
F-4-clc. ' ■"" P-4-F-4-etc. ^"~ P -4- P' -4- etc.
Ces valeurs sont remarquables en ce qu'elles ne dépendent que de la grandeur des forces composantes et de leurs points d'application et nullement de la direction commune de ces forces ; de sorte que si, sans changer les intensités et les points d'application, on faisait varier leur direction commune, la position du point d'application de la nouvelle résultante resterait la même, ainsi qu'on l'a déjà reconnu (N"" 19).
Si toutes les forces ayaient leurs points d*applicatioii placés dans un même plan, en prenant celui-ci pour plan des XY, tous les z seraient nuls et par conséquent c, ce qui apprend que le centre des forces parallèles serait lui-même renfermé dans ce plan et les deux premières équations suffiraient pour déterminer la position du centre.
Si toutes les forces parallèles étaient appliquées à une même droite, une seule équation suffirait pour déterminer le point d'application de la résultante, car en prenant cette droite pour axe des X, les y et les z seraient nuls et par conséquent 6 et c ; il suffirait donc de poser
_ Px -+- P'x' -f- etc.
" "" P -+- P' -H etc. '
23. Équilibre de forces parallèles. — Proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre d'un système de forces P, F, P".... parallèles et appliquées aux points (xyz), (a/yz'), (a/'t/'V) liés invariablement entre eux. Si Ton détermine la résultante R' de toutes les forces qui agissent dans un sens et la résultante R" de toutes celles qui agissent en sens contraire, il est visible qu'il faut pour l'équilibre que ces deux résultantes partielles soient égales et directement opposées. La première condition exige que la somme des forces qui agissent dans un sens soit égale à la somme des forces qui agissent du côté opposé, ou plutôt, que la somme totale soit nulle, en prenant négativement les forces qui agissent en sens inverse des forces positives; c'est-à-dire qu'on doit avoir
P -+- F -*- P" H- etc. = 0.
Pour exprimer la seconde condition , supposons les plans des XZ et des YZ parallèles à la direction commune des forces; en représentant par (a'bV) les coordonnées du point d'application de la résultante partielle R' et par (a'V'd') celles de la résultante partielle R", on sait que l'on a
Px -4- etc. -, Py -I- etc.
„ PV-i-etc, ,„ Fw'-f-etc.
et pour que les deux forces R' et R" soient directement opposées, il faut et il suffit que les deux points d'application soient renfermés dans
une même droite parallèle à Taxe des Z, ce qui exige que d et 6' soient égaux à d* et V\ c'est-à-dire qu'on doit avoir
Pa: -H etc. PV -*- elc. Py -*- etc. P'y' -*- etc.
et en observant que R' et R" sont égaux et de signe contraire, ces deux équations reviennent à
Px -4- Fa/ -*- elc. =0, Py -i- P'y' -h elc. « 0.
On voit que pour l'équilibre de forces parallèles, il faut que la somme algébrique de toutes les forces soit nulle ainsi que la somme algébrique des moments par rapport aux plans des XZ et des YZ menés parallèlement à la direction des forces.
Gomme ces dernières équations n'ont servi qu'à exprimer que les points d'application des deux résultantes partielles sont renfermés dans une même droite parallèle aux forces, il est visible que les plans des XZ et des YZ ne doivent pas être perpendiculaires entre eux et qu'il suffit que la somme des moments des forces soit nulle par rapport à deux plans quelconques parallèles à la direction commune des forces, pourvu que ces plans ne soient pas parallèles entre eux.
Si cette dernière condition n'était pas satisfaite, les deux résultantes partielles R' et R'' ne seraient pas directement opposées et le système se réduirait à un couple.
Moment d*un couple. — Transformation des couples. — Composition et décomposition des couples renfermés dans des plans parallèles. — Composition et décomposition des couples renfermés\dans des plans quelconques. — Théorème général sur la composition des cAiples. Tétraèdre des couples. — Compositiou et décomposition des couples dans Pespace. — Couple résultant. Condition d'équilibre d*un système de couples. — Théorèmes sur la composition d*un couple et d*une force.
24. Moment d'un couple, — Gomme les couples doivent jouer un rôle important dans le reste de la statique, nous examinerons les différentes transformations qu'on peut leur faire subir, afin d'en déduire les lois de leur composition et les conditions de leur équilibre.
Nous avons appelé couple le système de deux forces parallèles (P, — P) égales et agissant en sens inverse; la perpendiculaire commune aux deux forces ou leur plus courte distance forme son brcts et le produit de ce bras par l'une des forces se nomme lé moment du couple. Si, sans changer le bras, on applique les deux forces en sens inverse, le moment restera le même, mais les deux couples seront essentiellement différents, puisque l'un tend visiblement à faire tourner dans un sens le système auquel il est appliqué, tandis que l'autre tend à le faire tourner en sens inverse. Il importe donc de distinguer le sens dans lequel agit un couple.
25. Transformation des couples. — Un couple dont les deux forces sont représentées par deux côtés opposés d'un parallélogramme peut être remplacé par un autre couple dont les forces sont représentées par les deux autres côtés opposés du même parallélogramme,
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pourvu que ce dernier couple tende à agir dans le même sens que ]e premier; en effet BÂ et DG (fig. 20) représentant les deux forces égales — P et P, on peut appliquer suivant AD et BG deux forces Q et — Q> 7 et — q égales deux à deux et directement opposées, représentées les unes par AD et les autres par BG et si Ton détermine les résultantes R' et R" de — P et — Q d'une part, et de P et 9 d'autre part, en construisant les parallélogrammes Aaa"a' et Gc</V évidemment égaux à ABGD^ il est visible que le couple (P, — P) sera remplacé par les quatre forces R', R'', Q et — ç, et comme les deux premières sont visiblement égaies et directement opposées, on pourra les supprimer et le couple (P, — P) sera remplacé par le couple (Q, — q)y ce qui vérifie la proposition énoncée.
il résulte de celte transformation qu'un couple peut être remplacé par un autre couple quelconque renfermé dans le même plan , pourvu que les deux moments soient égaux et qu'ils agissent tous deux dans le même sens ; car si (P, — P) est le couple donné et qu'on prolonge les directions des forces jusqu'à la rencontre de deux droites parallèles quelconques ah et cd (fig. 21), on formera un parallélogramme ahdc dans lequel les côtés ca et hd peuvent représenter les forces P et — P; le couple peut donc être remplacé par un couple formé de ah et de que nous désignerons par (Q, — Q) ayant GD pour bras et comme on a visiblement
oc.AB = a6.GD ou P.AB = Q.GD,
le nouveau couple situé d'une manière quelconque dans le plan du premier, est seulement assujetti à avoir le même moment.
Puisque les couples renfermés dans le même plan qui ont le même moment et qui agissent dans le même sens sont équivalents, on conclut de là qu'un couple est déterminé par son moment, son plan et le sens de son action.
Un couple peut aussi être remplacé dans son plan par trois forces représentées par les trois côtés d'un triangle quelconque dont l'aire soit la moitié du moment du couple, pourvu que ces trois forces tendent à faire tourner le triangle dans le même sens que le couple ; en effet si ABG (fig. 22) est ce triangle et P, P', P" les trois forces, en prenant BE égal à AB ou P et construisant le parallélogramme BGFE, on remplacera les trois forces P, F, P'' par les deux forces P'' ou GA et BF qui forment un couple dont le moment est GA.BD équivalent au double de l'aire du triangle.
Cette proposition n*est qu'un cas particulier d*un théorème beaucoup plus général qu'on peut énoncer de cette manière : un système de forces représentées par les côtés (Vun polygone plan et tendant toutes à faire tourner celui-ci dans le même sens, est équivalent à un couple ayant un moment égal au double de l'aire du polygone. On le démontre en décomposant le polygone en triangles.
Il suit de là qu'un couple peut être transporté partout où l'on veut dans un plan parallèle et invariablement attaché au premier couple; car si on le transforme d'abord en un système triangulaire (P, P', P") ou ABC (fîg. 23), que l'on construise sur ce triangle un prisme triangulaire quelconque ABC A'B'C et que dans la direction de chaque arête latérale on applique les forces égales et opposées deux à deux (Q et — Q, Q' et — Q', Q" et — Q") représentées par la longueur de ces arêtes, les forces Q'' et — Q formeront un couple représenté par les côtés ce et A'A du parallélogramme AC; ce couple peut par conséquent être remplacé par un autre couple dont les deux forces seront représentées d'une part par AC qui détruit P" et par C'A' ou p'\ De même le couple (Q', — Q") peut être remplacé par deux forces CB et B'C, la première égale et opposée à P' et la seconde représentée par B'C ou p\ En faisant la même transformation sur le couple (Q, — Q') on trouve que les forces dirigées suivant les arêtes parallèles disparaissent et que le système triangulaire (P, P', P") est remplacé par les forces (p, p', p") formant un triangle A'B'C égal au premier, et que par conséquent le couple auquel on a substitué le système ABC peut être remplacé par un couple de même moment et renfermé dans la base supérieure du prisme, c'est-à-dire dans un plan parallèle quelconque.
26. Composition et décomposition des couples renfermés dans des plans parallèles. — Ce qui précède conduit immédiatement aux lois de la composition et de la décomposition des couples renfermés dans un même plan ou dans des plans parallèles. Supposons qu'ils agissent tous dans le même sens, et représentons par M, M', M" etc., leurs moments. On pourra les transporter dans un même plan et faire en sorte qu'ils aient tous un bras égal à p; alors les forces de ces couples
seront—» — j — et si 1 on dispose les nouveaux couples de ma-
nière à ce qu'ils aient un bras commun p, il est visible que ces diffé-
rentes forces devront s'ajouter et formeront un couple résultant ayant
pour bras p et pour forces — \ \ ; le moment du couple
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La position du plan qui contient ce couple résultant peut être fixée au moyen de l'angle cka qu'il forme avec le plan ÂC du couple L, et la râleur de cet angle s'obtient en remarquant que dans le triangle akc on a
ac: Ac = sin akc : sin kac,
d'où l'on tire, attendu que les angles kac et akb ont le même sinus,
. p . L' sin a
sin akc ===-:n" s*" * = — •
M i/L« + L'« H- 2LL' cos a
Il résulte de la proportion précédente qu'il existe entre les trois couples places autour du bras commun AB et dont l'un est le couple résultant des deux autres, cette relation que le moment de chacun d'eux est proportionnel au sinus de l'angle formé par le plan des deux autres. Cette proportion, analogue à celle que l'on a trouvée pour les simples forces, sert à décomposer un couple donné en deux autres renfermés dans deux plans donnés ÂC et ÂF, pourvu que l'intersection de ceux-ci soit parallèle au plan du couple donné; car on peut par l'intersection âB faire passer un plan parallèle au couple, que l'on y transportera de manière & lui donner la position (R', R''), et en désignant par a et ^ les angles DÂc et EAc des deux plans AC et AF avec le plan du couple donné (R', R"), la proportion que l'on vient d'indiquer entre les moments des trois couples et les sinus des angles que forment leurs plans conduit aux valeurs suivantes des deux couples composants (P, -P), (P', -P'),
Sin (a H- p) sin (a ■+• p)
Si l'angle DAE que forment les deux plans est droit, les moments des couples composants (P, — P) et (P', — P') deviennent
M cos |3 et M sin |3.
Dans les formules précédentes nous avons désigné par a l'angle formé par les plans de deux couples; mais rien n'indique que a est l'angle aigu ou son supplément, et ce n'est qu'après avoir disposé les couples comme on Ta fait dans la figure 24 que toute incertitude cesse d'exister. On peut sans construire la figure, fixer la nature de l'angle a, en remarquant que l'inclinaison de deux plans ayant pour
mesure Tangle forme par deux perpendiculaires élevées sur ces plans, il suffit d'élever ces perpendiculaires sur le plan de chaque couple, en choisissant la face de manière que ces deux couples paraissent tendre à produire autour d'elles un mouvement de rotation dans un même sens, quand on place l'œil en un point de cette perpendiculaire. On reconnaît sans peine qu'alors l'angle formé par ces deux perpendiculaires prolongées Indéfiniment, perpendiculaires que Ton nomme axes du couple^ n'est autre que l'angle a qu'il convient d'introduire dans nos formules.
Ce qui précède permet de déterminer géométriquement le couple résultant d'un système de couples L, L', L", L'", etc. renfermés dans des plans quelconques; h cet effet on composera d'abord les couples L et L' comme on l'a vu au commencement de ce numéro; puis on composera le couple résultant avec L'' et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un couple unique.
28. Théorème général sur la composition des couples. Tétraèdre des couples. — On peut déterminer la grandeur et la position du couple résultant sans passer par toutes ces opérations successives, en se fondant sur le théorème suivant : trois couples renfermés dans trois faces d*un tétraèdre et représentés par les aires de ces trois faces ont pour couple résultant un couple renfermé dans lu quatrième face et représenté par l'aire de cette face, pourvu que les axes des couples composants soient dirigés tous trois vers l'intérieur ou tous trois vers l'extérieur du tétraèdre, celui du couple résultant devant être dirigé vers l'extérieur dans le premier cas et vers l'intérieur dans le second.
En effet on a vu (N® 23) que trois forces P, P', P" représentées par les trois côtés du triangle ABC (fig. 25) tiennent lieu d'un couple dont le moment est double de l'aire de ce triangle. Or si au système triangulaire ABC on ajoute des forces égales et opposées deux à deux Q et — Q, (y et — Q', Q" et — Q" représentées par les arêtes BD, CD, AD d'une pyramide triangulaire ABCD ayant ABC pour base^ il est visible que toutes les forces de la figure, y compris celles de la base, pourront se décomposer en trois groupes Q', P, — Q d'une part, Q, P', — Q", d'autre part, et enfin Q", P", — Q', représentés chacun par les trois côtés des triangles qui forment les trois faces latérales du tétraèdre, ce qui vérifie la proposition. Il est h remarquer qu'un œil placé dans l'intérieur du tétraèdre verrait le système triangulaire de la base tourner de droite à gauche, tandis que les systèmes latéraux sembleraient tourner de gauche u droite ainsi que le porte l'énoncé.
29. Composition et décomposition des couples dans l'espace» — Ce théorème, qui est pour les couples ce qu*cst pour les forces le Ihéorètne du parallélipipède des forces, permet de déterminer le couple résultant de trois couples donnés, renfermés dans trois plans donnés; car ceux-ci en se coupant formeront huit angles trièdres parmi lesquels on choisira celui pour lequel les trois axes des couples sont dirigés tous trois vers Tintérieur ou vers l'extérieur , et il suffira de déterminer les longueurs des trois arêtes, de manière que les aires des trois triangles qu'ils forment soient égales aux moments L, M et N des couples. Or, si Ton désigne par l, m, n les angles formés par ces arêtes prises deux à deux et par or, y, z leurs longueurs inconnues, on aura pour conditions, attendu que l'aire d'un triangle se mesure par la moitié du produit de deux côtés par le sinus de l'angle compris,
xysinn = 2N, x2sinm = 2M, yzsiu/==2L,
qui suffisent pour déterminer les valeurs de x, y, z. Le triangle formé par les extrémités des trois arêtes fera connaître le couple résultant.
Lorsque les trois plans des couples composants forment un système de plans rectangulaires AOG, AOB et GOB (fîg. 26), il existe entre le moment du couple résultant représenté par le triangle ACE et les moments des trois couples composants représentés par les aires des triangles AOC, BOC, AOB, une relation très simple; chacun de ces derniers forme la projection orthogonale de Taire ABC sur chacun des trois plans, de sorte que si l'on désigne par W le moment du couple résultant ou l'aire du triangle ABC et par (a, (3,)^) les angles formés par le plan ABC avec chacun des trois plans rectangulaires, ou ce qui revient au même, les angles formés par l'axe du couple résultant avec les axes des couples composants, qui se confondent avec les axes X, Y, Z, les moments de ceux-ci seront donnés respectivement par (*) W cos a, W cos (3, W cos y.
11 suit de là qu'un couple situé dans l'espace peut être remplacé par trois couples renfermés dans trois plans rectangulaires, car on peut toujours mener un plan parallèle h celui du couple de manière
(*) La propositioo dout on fait usage ici se démontre en remarquant que si CD est la hauteur du triangle ÂBC, CD sera aussi la hauteur du triangle AOB et Paire
de celui-ci sera représentée par -AB.OD ou ~AB.CD. cosCDO, c'est-à-dire,
W cos 7.
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à former un triangle ABC équivalent à la moitié de son moment W^ et remplacer par conséquent le couple par un système triangulaire ABC^ lequel k son tour est décomposable en trois couples W cos a, W cos (3, W cos y.
On voit aussi qu'en désignant ces couples composants par L, M et N) on aura
W=a ^L* -h M* -h N*, cosa = — ■> cos(3 = — , cosy = — »
k cause de la relation
cos* a -*- cob*P H- cos*y = 1.
Ces équations serviront k déterminer le couple résultant W et son inclinaison sur les trois plans reclangulaires, lorsque les trois couples composants L, M, N seront donnés. Il est à remarquer que les couples composants L^ M et N ont les signes de cos a, cos (3, cos y et tendent en effet à faire tourner dans un sens ou dans Tautre, suivant que ces angles sont aigus ou obtus.
50. Couple résultant. — Ce qui précède permet de trouver la valeur et la position du couple résultant d'un système de couples donné; car si Ton mène trois plans coordonnés rectangulaires et qu'on rapporte les positions des couples k ces plans ^ on pourra décomposer chaque couple en trois autres renfermés dans les trois plans coordonnés, et les réduire tous k trois couples.L, M, N, renfermés dans ces plans. En désignant par Pj9, P'p',.... les moments des couples donnés et par (a,P,y)j («', ^, /) leurs inclinaisons sur les plans coordonnés, on aura
L=^Pp cos a. -^ Vfl cos al -+- etc.
M = Pp cos P -^ Py cos P' -+- etc.
N = Vp cos y -i- P'p' cos / -*- etc.,
et si Rr est le couple résultant et (X, ^, j^), les angles qui y correspondent, il viendra
cos/ = -. cosf. = j^« ^^^^ = r;"
51. Conditions d'équilibre d'un système de couples. — Les conditions d'équilibre d'un système de couples sont faciles à déduire de ce
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qui précède; en effet, il est évident qu'il faut pour l'équilibre de deux couples, qu'ils soient renfermés dans un même plan, qu'ils aient le uiéme moment et qu'ils soient de signes contraires, puisqu'on peut alors, en leur donnant le même bras de levier^ les disposer de manière que les forces se détruisent deux à deux. D'où il suit que, pour qu'il y ait équilibre dans un système de couples quelconque, il faut que l'un des couples soit égal et directement contraire au couple résultant de tous les autres et par conséquent, que les trois projections d'un couple quelconque sur trois plans rectangulaires soient égales et contraires aux trois projections de ce couple résultant; ou plutôt, il faut que la somme algébrique des projections de ces deux couples soit nulle dans chaque plan coordonné; il est donc nécessaire pour l'équilibre que la somme algébrique des projections de tous les couples de l'espace sur trois plans rectangulaires soit nulle, c'est-à-dire qu'on doit avoir
Pj9 cos CL -H P'p' cos a' -h etc. = 0, Pp cos (3 -♦- P'p' cos j3' H- etc. =• 0,
Pp cos y H- Fp' cos y' -♦- etc. = 0,
Ce résultat est d'ailleurs confirmé par la remarque que, pour l'équilibre, il faut que le couple résultant Rr soit nul, ce qui conduit à l'équation
laquelle se décompose dans les trois qui précèdent.
52. Théorèmes sur la composition d'un couple et d'une force. — La combinaison d'un couple avec une force donne lieu à plusieurs théorèmes qui seront utiles par la suite. Un couple et une force P renfermés dans un même plan ou dans des plans parallèles, peuvent toujours être remplacés par une force unique égale et parallèle à P (fîg. 27); car on peut toujours transformer le couple donné en un autre dont les forces P' et P" soient égales à P et placer celui-ci de manière que l'une F des deux forces détruise P. Dans cette position l'autre force P" du couple sera la résultante du système, qui est visiblement égale et parallèle à P.
Réciproquement une force P" appliquée en B peut toujours être remplacée par une force égale et parallèle P, appliquée en un point
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quelconque A lié au premier, et par un couple égal au produit de P par la distance de P" à P; car en appliquant en A deux forces P et P' opposées entre elles, parallèles et égaies à P", le système pourra être considéré comme composé d'une force unique P égale et parallèle à P" et d'un couple (P', P").
Un couple (P, — P) et une force Q non renfermés dans des plans parallèles, peuvent être remplacés d'une infinité de manières par deux forces non renfermées dans un même plan; car le couple peut être transporté parallèlement à lui-même, de manière que Tune — P de ses forces vienne rencontrer la force Q, et la résultante R des deux forces — P et Q formera avec P le système des deux forces indiqué. On pourrait même assujettir Tune des deux forces à passer par un point donné; il suffirait pour cela de transporter le couple dans un plan parallèle passant par ce point et d'y disposer le couple de manière que l'une des forces passât par le point donné et que l'autre vint couper la force donnée. Ces systèmes en nombre infini de deux forces R et P qu'on peut substituer au couple (P, — P) et à Q jouissent d'une propriété curieuse que nous démontrerons au N« 57.
Réciproquement deux forces P et Q non renfermées dans un môme plan peuvent être remplacées d'une infinité de manières par un couple et une force non renfermée dans le plan de celui-ci ; en effet l'une des deux forces Q peut être décomposée en deux autres, dont l'une soit égale et parallèle à P et forme avec celle-ci un couple. La seconde composante jointe à ce couple, remplacera donc les deux forces données. On vient de voir que ce dernier système peut être remplacé d'une infinité de manières par deux forces non renfermées dans un même plan et que Tune des deux peut être assujettie à passer par un point donné. 11 suit de là qu'un système de deux forces peut être remplacé d'une infinité de manières par d'autres systèmes équivalents de deux forces et que Tune des deux peut être assujettie à passer par un point donné.
Un système de deux forces P et P' non renfermées dans un même plan ne peut avoir une résultante; en effet, si R était cette résultante (fig. 28), en Introduisant dans le système un axe fixe AB, l'effet de cette résultante devrait être le même que celui des deux composantes; or cela n'est pas possible, car si l'on mène cet axe AB de manière qu'il rencontre P et P' sans rencontrer R, ce qui est toujours possible quand les trois forces ne sont pas dans un même plan, la
force R ne sera pas détruite par la résistance de Taxe et produira un certain effet, tandis que les composantes P et F sont détruites.
Les forces quelconques P et P' ne peuvent pas non plus être en équilibre, k moins qu'elles ne soient toutes deux nulles; car Tune des deux devrait être égale et opposée k Tautre.
Il suit de là qu'un système composé d'une force et d'un couple non renfermés dans des plans parallèles ne saurait avoir une résultante unique, puisqu'il peut être remplacé par deux forces non situées dans le même plan et que ces dernières ne sont en équilibre que si elles sont toutes deux nulles, ce qui exige que la force unique et le couple soient nuls séparément pour que l'équilibre soit possible.
Enfin il résulte de ce qui précède que trois forces non renfermées dans un même plan ne sauraient être en équilibre à moins d'être toutes trois nulles; car l'une d'elles devrait être égale et opposée k la résullantc des deux autres (N** 4.4*"), ce qui les suppose toutes trois dans un même plan.
Composition des forces dans Pespace. Réduction à une force unique et à un couple. — Inclinaison de la force unique sur le couple. Couple principal. Force unique principale. — Condition pour qu'il y ait une résultante. Théorème sur le moment de cette résultante. — Autre théorème sur les moments. Axe du plus grand moment passant par un point. Axe du plus petit moment absolu. — Propriété d*uu système composé d'une force unique et d'un couple ou de deux forces non renfermées dans un même plan. — Composition des forces renfermées dans un même plan. — Conditions d'équilibre d'un système de forces.
55. Composition des forces dans V espace. Réduction à une force unique et à un couple. — Considérons un système de forces appliquées h différents points liés invariablement entre eux. 11 résulte de ce qu'on a vu à la fin du N'' 52, que Ton peut transporter toutes les forces en un même point pris arbitrairement, en introduisant autant de couples qu'il y a de forces; or toutes les forces appliquées en un même point ont une résultante unique et tous les couples sont aussi susceptibles d'un couple résultant; d'où il suit : i"" qu'un système de forces peut en général être remplacé par une force unique et par un couple ; 2*" que pour qu'un système soit en équilibre, il faut que cette force unique et ce couple soient nuls séparément (fin du N"* 52); 5'' que le système ne sera pas susceptible en général d'avoir une résultants unique, à moins que le couple et la force unique ne soient renfermés dans des plans parallèles; 4"" qu'un système de forces est réductible d'une infinité de manières à deux forces qui en général ne se rencontrent pas (N° 52).
Pour trouver l'expression analytique de la force unique et du couple.
rapportons les forces du système à trois axes rectangulaires. Soit M (fig. 29) le point d'application de la force P, (x, y, z) les coordonnées de ce point, et (a, (3, y) les angles que fait la force P avec les trois axes; les trois composantes (p, p', p") de P sont P cos a, P cos (3, P cos y ; mais la force p peut être transportée parallèlement à elle-même au point B, moyennant un couple représenté par p X MB ou zPcosa renfermé dans un plan parallèle au plan des XZ (commencement du N"" 3â) et par conséquent dans le plan même des XZ. Cette même force p appliquée au point B peut ensuite être transportée parallèlement à elle-même dans Taxe des X ou au point Â, en introduisant un couple exprimé par pBE ou yP cos a et renfermé dans le plan des XY. Si l'on transporte de la même manière les forces p' et p" à l'origine A , on obtiendra dans chaque plan coordonné deux couples représentés par xP cos (3 et yPcosa pour XY, xPcosy et zPcosa pour XZ, yP cos y et zP cos (3 pour YZ. En réunissant ceux qui sont renfermés dans le même plan, et prenant positivement celui qui tend à faire tourner la figure autour de l'axe des X dans le sens YZ, autour de l'axe des Y dans le sens ZX, autour de l'axe des Z dans le sens XY, c'est-à-dire ceux qui ont pour axes les axes positifs des (X, Y, Z), et négativement ceux qui agissent en sens inverse, tous les couples se réduiront à trois, dont les moments seront xPcos(3 — t/Pcosa, zP cos a — xP cos y, yP cos y — zP cos (3.
Tels sont les moments des trois couples qu'il faut introduire dans les trois plans coordonnés, lorsqu'on transporte la force P, ou ses trois composantes (p^p^^p") du point M au point A parallèlement à ellemême.
Observons que, d'après ce qu'on a vu au N° 15, le moment de la force P par rapport à l'axe des Z est égal à la somme des moments de (p, p', p"), somme qui est visiblement xP cos (3 — yP cos a. On reconnaît de la même manière que les moments de P par rapport aux deux autres axes sont zP cos a ~ xP cos y et r/P cos y — zP cos (3; d'où il suit qu'une force appliquée en un point quelconque de l'espace peut être remplacée par trois forces dirigées suivant les axes et trois couples renfermés dans les trois plans coordonnés^ les forces étant égales aux projections de la force de V espace sur les axes , et les moments des couples étant égaux atix moments de la force de r espace par rapport aux trois axes.
H suit de là que si par un point quelconque considéré comme lié au reste du système on mène trois axes rectangulaires, on pourra
transporter toutes les forces parallèlemeot à elles-mêmes eo ce point et si l'on représente par [xyz)j {a/y'z% etc. les coordonnées des points d'application des forces P, P'...., et par {a^)^ («'(S'y').... les angles que celles-ci forment avec les axes, toutes les forces de l'espace seront remplacées par trois forces (X, Y, Z) renfermées dans les trois axes et données par les équations
X =» P cos a + Fcos a! h- etc., Y = P cos (3 -4- F cos (^ + etc.,
Z =3 P cos y -♦- F cos y' -4- etc.,
et par trois couples L, M et N renfermés dans les trois plans coordonnés et donnés par
L =s P (y cos y — a: cos (3) -h P'(j/'cos y' — z'cos (ï) -i- etc.
M =s P (z cos a — X cos y) -*- P' (z' cos a' — a/ cos y') -4- etc.
N = P (x cos P — y cos«) -h F(x'cos (3' — y' cos a') -+- etc.
Or les trois forces (X, Y, Z) peuvent être remplacées par une résul-
lante R égale à \/X* -+- Y* -4- Z*, faisant avec les trois axes des angles a, 6 et c déterminés par
cosa=— -» cos6=~» cosc==^; R R R
d'un autre côté, les trois couples sont équivalents à un couple unique
et formant avec les plans coordonnés des angles /, m et n donnés par
cos 6 e= — > cos m =s — > cos n = -^ ;
toutes les forces seront donc remplacées par cette force unique R et ce couple W.
D'après ce qu'on vient de voir, (L, M, N) représentent évidemment les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes.
On peut conclure des résultats précédents que la force unique à laquelle est réductible un système de forces quelconques en nombre n, est égale à n fois la droite menée du centre des moyennes distances des points d'application des forces au centre des moyennes distances de leurs extrémités^ et lui est parallèle. Cette proposition se démontre en suivant une marche analogue à celle qui a été indiquée à la fin du NMi.
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54. Inclinaison de la force unique sur le couple. Couple principal, force unique principale. — En représentaot par S Tangle formé par le plan du couple W avec la force R et en observant que cet angle est complémentaire de celui que forme la force avec une normale au plan, on trouve
sin S = cos a cos / -♦- cos 6 cos m h- cos c cos n
et par conséquent,
XL -♦- YM H- ZN
sin
l/^l^^Y^Tz^ l/lJTWTW*
Comme l'origine des coordonnées est arbitraire , le système d'un couple et d'une force unique passant par l'origine, qu'on substitue aux forces données^ est indéterminé; mais il y en a un qui est unique et par conséquent déterminé; c'est celui où le plan du couple est perpendiculaire à la force. Pour le trouver , transportons la résultante R ou bien ses trois composantes (X, Y, Z) parallèlement à elle-même en un point ayant pour coordonnées (x, , y, , z,). 11 faudra pour cela introduire trois couples (*)
Yz, — Zy, , Zx, — Xz, , Xy, — Yx,
qui devront être joints h (L, M, N), de sorte que le système sera ramené à une force unique R appliquée en {x, y, z,) et k trois couples
L -+. Yz,— Zy,= L', M -^ Zx.—Xz, = M', N h- Xy, — Yx, = N
Le couple résultant de L', M', N' fait avec la nouvelle force R un angle ^ donné par
. . XL' -H YM' -+- ZN'
sino =
Pour que cet angle soit droit, les coordonnées (x,, y,, z,) doivent satisfaire à l'équation
j/X* H. Y« H- Z* /L'* -+- M" -+. N'« = XL' -*- YM'-^ZN'
qu'on peut mettre sous la forme
(XM' — YL7 -+- (YN' — ZM')* -4- (ZL' — XN'j^ =: 0
{*) Si la force R était transportée du poiat (Xfyf z,) à Torigine, les trois couples à introduire seraient, d*après ce qu*on a vu, Zy; — Yzf etc. Ici la force est transportée de Porigine au point {x, y, Zf) \ les couples doivent donc être les mêmes , mais de signes contraires.
et qui se décompose en trois
XM' — YL' = 0, YN' — ZM' = 0, ZV - XN' = 0
dont l'une est visiblement comprise dans les deux autres. Elles deviennent en remplaçant L', M' et N' par leur valeur,
XM -+- XZj, — \\ — YL — Y% -+. YZy, = 0,
YN -♦- YXy, — Y«x, — ZM — Z«x, -*- ZXz, = 0,
ZL -*- ZYz, — Z^y, — XN — X«y, -h XYx, = 0.
En éliminant x, entre la 1" et la 3"*°, puis z, entre la 2'°'' et la 5°»', et y, entre la i'*' et la 2*"", on remplace ces trois équations par les trois suivantes .7 .Y ï yXL-4-YMH-ZN XLi-YMh-ZN
XL-+-YM-+.ZN
Chacune d'elles est, comme on vient de le voir, comprise dans les deux autres; elles se réduisent donc à deux qui sont les équations d'une ligne droite unique contenant tous les points d'application (x,, y,iZ,) de la force, c'est-à-dire la force elle-même.
Le moment du couple perpendiculaire à cette droite est représenté par
|/L'* -♦- M'« 4- N'« = |/(L -+- Y«,— Zy,)« -^ (M + Zx,— Xz,)* -^ (N ^ Xy,— Yx,)«.
En tenant compte des trois équations qui précèdent, cette valeur se
réduit à
XL -H YM -^ ZN
Le couple qu'on vient de déterminer se nomme couple principal ou couple central et la force unique conjuguée prend le nom de force unique principale ou force centrale. L'inclinaison du couple principal sur les plans coordonnés est connue puisqu'il est perpendiculaire sur la droite dont on vient de trouver les équations. En désignant par (X, ^, v) les trois angles, on trouve
cos i = — 9 COS /X
COî) y = — -===:r •
/X»+.Y«-hZ*
55. Condition pour qu'il y ait une résultante. Théorème sur le moment de cette résultante. — Ce qu*on vient de voir fait connaître la condition pour qu'un système de forces ait une résultante; car il est nécessaire et il suffit pour cela (N^ 52) que la force et le couple soient renfermés dans des plans parallèles, ce qui exige que d soit nul, c'est-à-dire qu'on doit avoir (commencement du N*" 54)
XL -^ YM -*- ZN
On voit que le couple principal dont on vient de parler doit être nul. Alors la force perpendiculaire existant seule se trouve être la résultante du système; les trois équations du numéro précédent qui deviennent
x,Y-y,X = N, zpL-x;e = M, y,Z-z,Y = L
sont donc les équations de cette résultante. Il est k remarquer que la condition
XL -H YM -^ ZN
pour l'existence d'une résultante n'est suffisante que si X, Y, Z ne sont pas nuls; car dans le cas contraire, des six quantités X, Y, Z, L, M, N, il resterait les trois couples qui seraient réductibles à un couple
j/L* -♦- m* -4- N*. 11 est visible d'ailleurs qu'alors
XL H- YM -H ZN
sm
S ou
|/X*-+. Y«-4- Z« j/iÂ^M« -*- N*
qui doit être nul pour qu'il y ait une résultante, prend la forme •- •
S'il y a une résultante, X, Y, Z sont ses composantes; or on a vu (milieu du N° 55) que les premiers membres des trois équations de la résultante sont ses moments par rapport aux trois axes, et que les seconds membres L, M, N sont les sommes des moments des composantes par rapport aux mêmes axes ; ces équations apprennent donc que lorsqu'un système de forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace a une résultante unique, le moment de cette résultante par rapport à l'un des trois axes et par conséquent par rapport à une droite quelconque est égal à la somme des moments des composantes.
56. Autres théorèmes sur les moments. Axe du plus grand moment passant par un point. Axe du plus petit moment absolu. — Connaissant les moments /, m, n d'une force P par rapport à trois axes rectangulaires, on peut trouver le moment u de la même force par rapport k une droite quelconque passant par Torigine et faisant avec eux des angles (a, b, c) ; car si (x, y, z), (a, (3, y) fixent le point d'application de P et sa direction^ on sait que Ton a (N** 53)
l=P (y cosy — z cos P)
tn s= P (z cos a — x cos y)
n =3 P (x cos (3 — y cos a).
I)*un autre côté^ on démontre en analyse géométrique (analyse appliquée à la géométrie par Leroy, N° 64) que la plus courte distance de la force à la droite mentionnée plus haut est représentée par
^ {y cos y— z cos (3) cos a-^-iz cos a — x cos y) cos 5 -h (x cos (3— y cos a) cos c
sin 6
0 étant l'angle de la droite et de la force. Le moment de la force par rapport à la droite, c'est-à-dire Pd sin 6, est donc donné par
u =P (y cos y — z cos j3) cos a -*- P (z cos a — x cos y) cos 6
-h P (x cos (3 — y cos a) cos c ,
ce qui revient à
ti = ; cos a + m cos 6 + n cos c.
Cette équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le moment de la force P par rapport à la droite, lorsqu'on fait varier les angles (a, b, c). Si l'on demande la direction de la droite pour laquelle ce moment est un maximum, il faudra considérer u comme fonction des deux variables indépendantes a et 6, après qu'on aura éliminé c au moyen de l'équation
cos'o -*- cos'6 H- cos*c = 1 .
On trouve ainsi pour le maximum de u,
cosa== — > cos 6= — 9 cosc= — -,
11 suit de là que si Ton désigne par {l,min)j [l\m\n')j {l"...) les moments par rapport aux. trois axes, des forces P, F, P".... d'un système, et par u, u', v!\... leurs moments par rapport à une droite passant par Torigine, on aura
u es / cos a -^ tn 008 6 -t- n cos c
u' = t cos a + m' cos 5 -♦- n' cos c, w"= etc.
et par conséquent pour la somme U des moments des forces du système par rapport à cette droite, (L, M et N) étant les sommes des moments par rapport aux axes,
U =i L cos a -♦- M cos 6 -♦- N cos c.
On trouvera comme plus haut les valeurs de (a, 6, c) qui rendent U maximum. Ces valeurs sont
cosa= — y cos 5 = etc. U = |/l*-^ M*-*-N*.
Il est à remarquer que si Ton réduit toutes les forces du système à une force unique passant par Torigine et à un couple (N"" 35), les inclinaisons du couple sur les plans coordonnés se confondent avec les inclinaisons sur les trois axes, de la droite de la plus grande somme de moments et que cette somme est égale au moment du couple. Il suit de là que cette droite est perpendiculaire au plan du couple et que par conséquent pour fixer Taxe qui représente la droite de la plus grande somme de moments passant par un point donné, il suffit de remplacer toutes les forces par un couple et par une force passant par le point donné et d'abaisser une perpendiculaire sur le plan du couple. En second lieu si dans l'expression de U on remplace cos a, cos 6,
cos c par > etc., c'est-à-dire si l'on prend pour axe
des moments la force unique passant par l'origine, il vient
,, LX -*- MY -*- NZ
|/x«Ty«Tz«
on voit par là que la somme des moments des forces par rapport à fune des forces uniques auxquelles le système est réductible est égale au moment du couple principal. Comme celui-ci est indépendant de la direction des axes coordonnés, sa valeur doit être invariable, bien
q6e les quantités (X, Y, Z], (L, M, N) qui y entrent changent de grandeur avee la position des axes coordonnés. La somme des moments des forces d'un système par rapport à l'une des forces uniques auxquelles le système est réductible est donc invariable. On sait que toutes ces forces sont parallèles entre elles. Comme les valeurs de (L, M, N) changent avec la position de Tori-
ginCy le moment minimum ou maximum |/L* -+- M* -4- N* change aussi avec la position de l'origine par laquelle Taxe des moments doit passer. Proposons-nous de trouver le point de l'espace où doit se trouver Torigine pour que ce moment maximum soit le plus grand ou le plus petit possible, ce qui fera connaître Taxe du plus grand moment absolu. Si l'on transporte les axes coordonnés parallèlement k euxmêmes en un point ayant pour coordonnées (x,, y,, z,), les couples (L, M, N), relatifs à la première origine, deviendront (L^ M', N') ayant pour valeurs (N*» 34)
V= L -♦- Yz,— Zy„ M'= M H- Zx,— Xz„ N'= N -+- Xy,— Yx,.
La question se réduit donc k trouver les valeurs de (^m Vm ^^V^^î ^^^^
dent maximum ou minimum la quantité yV* -+■ M'* -♦- N'*. La théorie des maxlma ou minima conduit aux équations de condition
(L -4- Yz,— Zy,) Y — (M -4- Zx, - Xz,) X = 0, (N + Xy, - Yx,) X - (L + Yz,-Zy,) Z = 0, (M ^ Zx, — Xz,) Z — (N -4- Xy,— Yx,) Y = 0,
qui, en éliminant de chaque équation une des trois coordonnées, deviennent
. ^ XL -4- YM -+. ZN Zy,— Yz,= L — X yt^Y^-i-Z» ' ^^^'' ®'^'
Ces trois équations sont les mêmes que celles que nous avons trouvées au N"* 54. L'une d'elles est comprise dans les deux autres; la position de la nouvelle origine n'est donc pas déterminée par ces équations qui représentent une droite renfermant tous les points par lesquels passe Taxe qui donne un maximum ou un minimum absolu; elles sont donc les équations de l'axe lui-même qui se confond ainsi avec la force unique principale du N" 34. La valeur du moment devient alors
LX ^ MY -4- NZ
Le calcul différentiel apprend que celte valeur répond h un minimum. Ce moment minimum se confond avec le couple principal du N" 54.
57. Propriété d'un système composé d'une force unique et d'un couple ou de deux forces non renfermées dans le même plan. — Gomme la force et le couple perpendiculaire qu'on substitue à un système de
. , LX-^ MY 4- NZ /zrz — ■-- — -
forces sont uniques, les quantités — et j/X* h- y* -+- Z*
sont invariables pour un même système, quelle que soit la direction des axes coordonnés; le produit LX + MY + NZ est donc aussi invariable pour toute direction des axes, bien que X, Y, Z, L, M et N changent de valeurs. Il suit de là que, de quelque manière que Ton transforme un système de forces en un couple W et une force unique R, le produit du moment du couple par la projection de la force sur Taxe
du couple est une quantité invariable; car |/X* -t- Y* -+- Z* sin $ est
cette projection, (/L*-hM*-+-N* est le moment du couple, et il résulte de la valeur de sin S trouvée au commencement du N" 54, que Ton a
j/L* h- m* -f- N* i/X* + Y« -4- Z* sin (î = XL + YM + ZN
dont le second membre est invariable comme on vient de le voir.
On conclut aussi de là que tous les systèmes de deux forces auxquels est réductible un système donné (N° 52, 4"*) forment les arêtes opposées de tétraèdres équivalents; en effet il résulte de la propriété qu'on vient de démontrer que si AD (fig. 50) est la force unique et ABC le couple triangulaire auxquels le système est réductible, en construisant le tétraèdre DABC, son volume sera constant , puisque la projection de la force AD sur Taxe du couple n'est autre chose que la hauteur Do du tétraèdre et que le produit invariable de l'aire ABC par la projection Do représente le triple du volume. Or, si l'on détermine d'une part In résultante AF ou R de AD et de CA == AE = P" et d'autre part, celle de BC et de AB = BG = P, c'est-à-dire BH ou R', tout le système se trouvera réduit aux deux forces AF et BH, et il est visible que si l'on construit le tétraèdre ayant ces droites pour arêtes opposées, son volume sera le même que celui de DABC, puisqu'il aura pour base le triangle AHB équivalent à ACB comme ayant même base AB et des hauteurs égales et qu'il aura pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point F sur le plan ABC, perpendiculaire qui est égale à celle qui est abaissée du point D, puisque DF parallèle à A£ Test aussi au plan ABC.
On démontre encore très facilement le théorème suivant : un
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système de deux forces peut être remplacé par une force unique et un système triangulaire^ la force étant représentée par le double de la droite qui joint les milieux des distances des deux points d^ application et des deux extrémités de ces forces et le système triangulaire étant représenté par la moitié du triangle formé par deux parallèles à ces deux distances menées par un même point.
58. Composition de forces renfermées dans un même plan. — Lorsque toutes les forces sont renfermées dans un même plan , en prenant celui-ci pour plan des (X, Y), les angles (y, /, /') seront
droits, les coordonnées (z, z^^ zf^) seront nulles, les angles a et |3,
a' et (3^, a'^ et (3".... seront complémentaires deux à deux, et les valeurs de (X, Y, Z), {L, M, N) deviendront
X = Pcos a -♦- P'cos a' etc. , Y == Psin a -*- P'sin af -4- etc.
N = P (x sin a — y cos a) 4- P'(a/ sin a' — y cos </) -*- etc.
Le couple N, qui est la somme des moments des forces par rapport à Taxe des Z, représente visiblement ici la somme des moments des forces par rapport à l'origine des coordonnées. La condition pour qu'il y ait une résultante, savoir :
LX -4- MY -*- NZ
est satisfaite par ces valeurs de Z, L et M; il y a donc une résultante, pourvu que X et Y ne soient pas nuls (N"" 55), et l'équation de cette résultante est de la forme (commencement du N"" 55)
59. Conditions d'équilibre d'un système de forces. — Pour qu'il y ait équilibre dans un système de forme invariable, il faut et il suffît que la force unique et le couple soient nuls séparément (fin du N'' 52); il faut donc et il suffit que l'on ait
X« -^ Y« -4- Z« = 0 , L« -^ M« -^ N* == 0 , <^^ ^ui ne peut avoir lieu à moins que l'on n'ait les six équations
P ^^ojs premières expriment que les sommes des composantes des
^^^ suivant trois axes rectangulaires sont nulles, et les trois dernières
que les sommes des moments des forces par rapport à ces axes sont aussi nulles. Il résulte aussi visiblement du théorème énoncé à la fin du N"* 55, qu'une des conditions d'équilibre du système de forces est que le centre des moyennes dislances des points d'application des forces et le centre de leurs extrémités se confondent.
Quand toutes les forces sont renfermées dans le plan des (X^ Y), comme Z, L, M sont nuls d'eux-mêmes, il suffît pour s'assurer de l'équilibre de vérifier les trois équations de condition
c'est-à-dire que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un système de forces renfermées dans un même plan soit en équilibre, sont l"* que la somme des composantes suivant deux axes rectangulaires soit nulle , et â° que la somme des moments des forces par rapport à un point quelconque du plan soit nulle.
Composantes d'une forée appliquée à un point qui ne peut que glisser sur une surface. — Equilibre d*un point matériel sur une surface. — Composantes d*une force appliquée à un point qui ne peut que glisser sur une courbe. — Équilibre d*un point sur une courbe. — Equilibre d*un système rigide ayant un point fixe. Pression sur ce point. — Équilibre d'un système rigide traversé par un axe fixe. Pressions supportées par cet axe. — Pressions supportées par deux points fixes. — Équilibre d*un corps traversé par un point fixe. — Équilibre d*un corps ap* puyé sur un plan par un ou par deux de ses points. — Équilibre d*un corps appuyé sur un plan par trois points. — Pression que supporte chaque point d*appui. — Équilibre d*un corps ayant des points d*appui contre plusieurs surfaces.
40. Composantes d'une force appliquée à un point qui ne peut que glisser sur une surface, — Supposons le point matériel auquel est appliqué une force R astreint à demeurer sur une surface donnée. Si Ton décompose la force R en deux autres, Tune dirigée suivant la normale à la surface et Tautre renfermée dans le plan tangent, il est évident que la première composante sera détruite par la résistance de la surface et mesurera la pression qu'elle supporte. La seconde fera glisser le point sur la surface. Proposons-nous d'évaluer ces deux composantes et de fixer leur direction. Soit
réquation de la surface ; une normale en un point (x, y, z) fait avec trois axes rectangulaires des angles f g, h tels que Ton a
dF d¥ dF dF
dx dx dy dz
cos/-^ . ,, .—-==.-^^ cos9 = — , cosfc = —
//c/F\« /r/FV f^^\
RsinX = Rj/
en prenant le signe plus pour cette normale prolongée dans un sens et le signe moins pour la même normale prolongée dans l'autre sens. Si donc on représente par a, 6, c, X les angles que fait la force R avec les axes positifs et avec la normale à la surface , on aura , en désignant par (X, Y, Z) les trois composantes de R ,
R = j/X* -*- Y* -+- Z*, cos a = — j cos 6 = — > cos c = - >
dF dF dF X— -4- Y— -+- Z— ^ r , , dx dif dz ,
cos A = cos a cos / -+- cos b cos o-h cos c cos h = . ' >
' ^ dbRV
la composante normale est donc exprimée par
dF dF dF
„ . dx dy dz
R cos A = 7-^ 1
db V
et il vient pour la seconde composante ,
./fx^-Yl^Y^^Z^--X^Y-.fY^-zl^Y
=Ri/i-cosn= V \ ^y ^^/ \ ^^ ^v \ ^^ ^y/ .
Pour avoir les angles {S, 5', ô") que fait cette seconde composante avec les axes, angles qui fixent la direction suivant laquelle le point tend à glisser sur la surface y remarquons que si Ton décompose la composante normale RcosX et cette dernière R sin X suivant les trois axes, on doit retrouver des forces équivalentes aux composantes (X, Y, Z) de R; on doit donc avoir
d'où
X e= R cos X . cos /" -*- R sin X . cos 5 ,
dF dF dF X — -hY — -hZ — X dx dy^ dz dF
. R RV« dx
cos 0 == : — ;
sin A \ dy dxjdy \ dx dzj dz
_._,r /TT^F « àF\* / dF ^d¥\* /^dF ,dF\*
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On trouvera de même
cos
/y — - Z -^— -/"x- - Y — ^— \ dz dyjdz \ dy dxj dx
dF\*
COS
\ dx dz) dx \ dz dyj dy
41. Équilibre d'un point matériel sur une surface. — Pour que le point matériel soit en équilibre, il faut et il suffit que la composante tangentielle RsinX du numéro précédent soit nulle, puisque la composante normale est détruite par la résistance de la surface et que l'autre composante détermine un glissement si elle n'est pas nulle; on doit donc avoir
/'xî^-Y^Y+('z^-X^Y+(^YÎ^-Z^Y=0, \ dy dx) \ dx dz) \ dz dy)
équation qui exige que Ton ait séparément
Xf-Y^=0, Z^-X^=0, Y^-Z^^=0.
dy dx dx dz dz dy
Ces équations de condition suffisent pour assurer l'équilibre si le point matériel ne peut pas quitter la surface ; mais s'il est seulement astreint à glisser sur l'une ou l'autre face, il faudra s'assurer par rinspection du signe de cos i que la force R comprime le point contre la surface et ne tend pas à l'en détacher.
II est à remarquer que l'une des trois équations est renfermée dans les deux autres; car en éliminant X entre les deux premières, on trouve la troisième. Les conditions d'équilibre |se réduisent donc à deux de ces trois équations.
La composante normale R cos A détruite par la résistance de la surface est la mesure de cette résistance à laquelle on donne le nom de pression.
Il pourrait se faire que le point matériel ne fût pas en équilibre en un point donné (x, y, z) et qu'il le fût en un autre point, en y trans-
portant la force parallèlement à elle-même. Si l'on se propose de déterminer le point (x, y, z) de la surface où il y aurait équilibre, il suffirait de poser deux des trois équations précédentes en y ajoutant la relation F = 0 et d'en tirer les valeurs de (x, y^ z). On reconnaît que le point ainsi trouvé est celui où la force R est normale à la surface.
42. Composantes d'une force appliquée d un point qui ne peut que glisser sur une courbe. — Considérons maintenant un point matériel astreinte rester sur une ligne courbe; en décomposant la force R en 'deux forces, Tune dirigée suivant la tangente et l'autre renfermée dans le plan normal , cette seconde composante sera détruite par la résistance de la courbe et mesurera la pression qu'elle éprouve. La première composante seule fera glisser le point; or si l'on représente par ix l'angle formé par la force avec la tangente à la courbe et si l'on remarque que les cosinus des angles que forme la
dx dy dz ., .
tansente avec les axes sont -;- > -~ et -r-* il vient ^ ds ds ds
dx , dy dz Xdx -*- Yrfy -4- Zdz
cos a = cos a -r- -♦- cos 6 -;^ -4- cos c T-== Trr '
^ ds ds ds Ras
La composante suivant la tangente est donc
« ^.dx ^,dy „dz
R cos a =3 X— -♦- Y -z^ -f- Z-7- .
ds ds ds
La composante normale est
y \ ds dsj \ ds dsj \ ds dsj .
Cette dernière transformée s'obtient en réduisant au dénominateur commun ds^ les premiers termes placés sous le radical et en remplaçant cf«* par sa valeur dx* -*- rft/' -♦- d;j*. '^
On déterminera comme au N"" 40 les angles que fait cette composante normale avec les axes et par conséquent la direction de la pression.
45. Équilibre d'un point sur une courbe. — Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que la composante dans le sens de la tan-
gente soit nulle, puisque Taulre composante est détruite dans tous les cas par la résistance de la courbe; on a donc pour condition d'équilibre,
^ dx ^, dy „dz as as as
Celle-ci, jointe aux deux équations de la courbe, peut aussi servir à déterminer le lieu de la courbe où le point serait en équilibre; il suffit de tirer de ces trois équations les valeurs de (x, y, z).
44. Equilibre d*un système rigide ayant un point fixe. Pression sur ce point. — Concevons un système rigide n'ayant que la liberté de tourner autour d'un point fixe. En menant par ce point trois axes rectangulaires et remplaçant, comme on l'a vu au N"" 55, tout le système par trois forces (X, Y, Z) et trois couples (L, M, N), il est clair que les trois forces seront détruites par la résistance du point fixe; les six équations d'équilibre se réduiront donc aux trois suivantes
qui sont par conséquent les conditions d'équilibre, quelles que soient les valeurs de (X, Y, Z). Ces forces déterminent sur ce point une
pression R qm est représentée par j/X* -*- Y* h- Z* et dont la direction est donnée par
cos a = -- 9 cos 6 = ~ » cos c =a — • K R K
45. Equilibre d'un système rigide traversé par un axe fixe. Pressions supportées par cet axe. — Si le corps était traversé par un axe fixe, en prenant celui-ci pour axe des Z, il est évident que les forces (X, Y) perpendiculaires à cet axe seraient détruites par sa résistance. Il en serait de même des couples L et M, puisque ces couples renfermés dans les plans des XZ et YZ peuvent être tournés dans leur plan de manière à avoir les forces perpendiculaires à l'axe desZ; les forces du système se réduiraient donc à la force Z, qui tend à faire glisser le système rigide le long de l'axe des Z, et au couple N représentant la somme des moments des forces par rapport à cet axe, l'effet de ce couple étant évidemment de faire tourner le système autour de l'axe. Les six équations d'équilibre se réduisent dans ce cas aux deux suivantes
Z = 0 et N = 0
OU simplement k
si le système ne peut pas glisser le long de Taxe , c'est-h-dire qu'il suffit que la somme des moments des forces par rapport à cet axe soit nulle.
Les deux forces et les deux couples qui ne sont pas nuls, mais qui viennent se détruire ûontre Taxe , y déterminent deux pressions parallèles aux axes des X et des Y, et représentées Tune par X, l'autre par Y, puisque la force X (fig. 31) et le couple M ou (Q, — Q) renfermés dans le plan XZ sont réductibles (N° 52) à une force unique égale et parallèle à X et qu'il en est de même de Y composé avec le couple L ou (P, — P). Les points d'application A et B de ces deux pressions se déterminent en remarquant que dans le couple (Q, — Q), si
l'on prend Q égal à X, le bras AO sera ~ , et comme X et — Q sedétruisent, A sera le point d'application de la force unique Q = X. On voit de la même manière que le point B Gxé par OB = — — est le point d'application de la pression P = Y parallèle à l'axe des Y.
Comme la position de l'origine 0 dans l'axe des Z, et les directions des axes des X et des Y sont arbitraires, il en résulte que les positions des points A et B, les valeurs de X et Y, ainsi que leur direction, sont indéterminées, c'est-à-dire que la double pression éprouvée par l'axe peut être représentée par un nombre inGni de systèmes de deux forces. Il n'en serait plus de même si les deux points d'application étaient donnés, comme cela a lieu lorsque l'axe est fixé au moyen de deux anneaux A et B (fig. 53). Alors pour déterminer les pressions de l'axe contre ces anneaux , on prendra le point A pour origine, on remplacera le couple L par un couple (P* — P) ^P"^ ^^ ^u ^ P^"^ bras et le couple M par (9, — q).
De cette manière les forces p et a seront égales à - et — et les pres-
sions aux points A et B seront les résultantes deY+p et X — q pour l'une et de f et — p pour l'autre. Ces deux pressions sont
il 1 i L et — faisant avec l'axe des X des
aX — M M
angles dont les cosinus sont ■ et
|/(oX — M)« -t- (oY -*- L)« j/I^TSn
46. Pressions supportées par deux points fixes. — On déterminerait de la même manière les conditions d'équilibre d'un système dans lequel il y a deux points fixes A et B , ainsi que les pressions qu'ils supportent. Les conditions d'équilibre, en prenant pour axe des Z la droite qui joint ces deux points, se réduisent à N==0, c'est-à-dire que la somme des moments des forces par rapport à cette droite doit être nulle. Quant aux pressions qu'ils supportent, on déterminera comme au numéro précédent les pressions exercées aux points A et B perpendiculairement à AB ; mais comme Z n'est pas nul et qu'il est détruit par la résistance des points A et B dans la direction AB, il en résultera une nouvelle pression qu'il faudra composer avec les pressions normales à AB pour avoir les pressions totales en A et en B. Or il faudrait d'abord savoir quelle portion de cette force Z est détruite par chacun des points fixes. C'est ce que les données de la question ne font pas connaître; on sait seulement que les deux pressions réunies sont égales à Z. Les pressions totales que supportent ces deux points sont donc indéterminées, du moins dans l'état actuel de la science.
47. Equilibre d'un corps traversé par un plan fixe. — Si le corps est traversé par un plan fixe le long duquel il a la liberté de glisser, il est clair qu'en prenant ce plan pour celui des (XY), la force Z et les couples L et M, dont on peut diriger les forces perpendiculairement à ce plan, seront détruites par sa résistance, de sorte que le corps ne sera soumis qu'aux forces X et Y et au couple N; les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre sont donc
c'est-à-dire qu'il faut pour l'équilibre du système que les sommes des composantes parallèles à deux axes rectangulaires menés dans le plan soient nulles ainsi que la somme des moments par rapport à une perpendiculaire quelconque au plan. Quant à la pression qu'éprouve le plan des (XY), si on dispose les deux couples L et M de manière que l'une des deux forces vienne se placer dans l'axe des Z, ces couples deviendront (p, — />), (qr, — ?)> et la résultante des trois forces parallèles Z-k-q — p, p et — q agissant aux points 0, A et B (fig. 55) sera la pression cherchée. La somme totale étant Z, celle-ci représente la pression totale, et si a et 6 sont les deux coordonnées du point d'application G de la résultante, la théorie des moments donne
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48. Equilibre d'un corps appuyé sur un plan par un ou par deux de ses points. — Si le système rigide n'était appuyé sur le plan des (XY) que par un point, en prenant le point d*appui pour origine, la force Z serait détruite et toutes les forces seraient réduites aux deux forces X, Y et aux trois couples L, M et N. Z mesurerait évidemment la pression et les conditions d'équilibre se réduiraient aux cinq suivantes
Le signe de la force Z fera connaître le sens de cette pression.
Si le système élait simplement appuyé sur le plan et pouvait s'en détacher, l'équilibre ne serait assuré que si la force Z ne tendait pas à soulever le point d'appui, ce que le signe de Z fera toujours connaître.
Si le système rigide était retenu sur un plan par deux points A etB(fig. 54) qui ont la liberté de glisser en tous sens, en prenant encore le plan pour celui des (XY) et en supposant les deux points placés l'un à l'origine et l'autre dans Taxe des X , il est clair que la force Z et le couple (9, — 9] ou M seraient détruits parla résistance du plan. Toutes les forces se réduiraient donc aux deux forces (X, Y) cl aux deux couples (L, N) qui devront être nuls pour l'équilibre.
Les pressions que supportent chacun des deux points d'appui A et B
sont, d'une part Z -*- 7 et d'autre part — q^ c'est-à-dire, Zh — et 1
en désignant par a l'intervalle AB. Si le corps est simplement appuyé
sur le plan XY, il est nécessaire de s'assurer que ces deux forces ne
lendent pas a soulever les points d'appui, ce qu'on reconnaîtra par
leurs signes.
49. Équilibre d'un corps appuyé sur un plan par trois points, — Considérons enfin le cas où le système rigide est appuyé par trois points sur le plan fixe des (XY); toutes les forces perpendiculaires h ce plan, c'est-à-dire Z et les couples L et M, seront détruites par la résistance du plan, et les autres se réduiront au couple N et aux deux forces (X, Y), en sorte qu'il suffira pour l'équilibre d'avoir
La force Z et les deux couples (L, M) produisent une pression dont la valeur Z et le point d'application G (fig. 53) se déterminent comme au N*" 47. Les coordonnées a et b du point G sont
Quand les points d*appui peuvent élre soulevés, avant de pouvoir affirmer que l'équilibre a lieu lorsque (N, X, Y) sont nuls, il est nécessaire de s'assurer d'abord que la force Z produit une pression, ce qui n'a lieu que si Z est négatif, et en second lieu il faut s'assurer que le point d'application G est placé dans l'intérieur du triangle formé par les trois points d'appui ; car dans le cas contraire il est clair que le système rigide chavirerait en tournant autour de l'une des droites qui joignent deux à deux les points d'appui. Si la position des trois points d'appui est donnée par ses coordonnées (x, y), (a/, y/) et (x", y"), cette seconde condition exige que les coordonnées (a, 6) du point G fassent prendre le même signe aux trois polynômes
On est conduit à ces inégalités en observant que si par le point G qui a (a, 6) pour coordonnées, on mène une parallèle à l'axe des Y, celle-ci rencontre les trois côtés du triangle en trois points dont Vy est supérieur ou inférieur à h pour un côté et moindre ou plus grand que 6 pour les deux autres. Ces trois valeurs de y résultent des équations des trois côtés du triangle, équations connues puisque les côtés sont des droites passant chacune par deux points donnés.
ÎJO. Pression que supporte chaque point d'appui. — La force Z est la pression totale exercée sur le plan fixe, laquelle se répartit entre les trois points d'appui; en désignant les trois composantes par (p,p',p"), ]a théorie des moments des forces parallèles fournit les équations suivantes
Z = /?-+-// -h /j", Za = px -+- pW -^ p''x", Zb=py-^ p'y' -^ fy''
qui, étant résolues, donnent les valeurs de p, />', p''. Ces valeurs doivent élre positives pour qu'il y ait pression dans les trois points, ou pour que le point d'application tombe dans l'intérieur du triangle. On retrouve ainsi les trois conditions du numéro précédent. Si les trois points d'appui étaient renfermés dans une même ligne droite, celle-ci devrait contenir le point G; en la prenant pour axe des X, on aurait y=sO, y'=0, y=0, 6=0, et les trois équations précédentes se réduiraient à ces deux-ci
Z == p -♦- p' -h p", Za = px -t- pV -v p"x",
qui sont insuffisantes pour déterminer les trois inconnues p, p\ p". On voit que ie problème est alors indéterminé. Il en serait de même si le nombre de points d'appui était supérieur à trois , placés ou non en ligne droite. II est en effet à remarquer que lorsque trois points d'appui sont rangés en ligne droite, ou lorsque le nombre de points d'appui, d'ailleurs quelconque, est supérieur à trois, la répartition de la pression totale entre les différents points d'appui dépend du degré de rigidité du système, et qu'il est par conséquent nécessaire, pour que les pressions soient déterminées, d'exprimer par des équations cette parfaite rigidité. Ces équations, si elles étaient connues, jointes aux trois précédentes , donneraient la solution complète de la question.
51. Équilibre d'un corps ayant des points d'appui contre plusieurs surfaces. — Pour qu'un système rigide, soumis à l'action d'une ou plusieurs forces et appuyé par plusieurs points contre des surfaces, reste en équilibre, il faut et il suffit que toutes les forces soient réductibles à des forces normales aux surfaces . passant par les points d'appui et comprimant les points d'appui contre les surfaces. 11 est d'abord évident que cette condition suffit, puisque toutes les forces seront alors détruites; en outre elle est nécessaire, car si les forces se font équilibre sur les surfaces, elles se feront encore équilibre en supprimant ces surfaces et introduisant des forces P, Q, R etc. égales et directement opposées aux pressions. Les forces du système font donc équilibre à (P, Q, R...) et sont par conséquent réductibles aux forces ( — P, — Q, — R...)« Cette dernière remarque peut servir à déterminer les valeurs des pressions et les positions des points d'appui; car en joignant aux forces du système les forces inconnues P, Q, R. .. normales aux surfaces, le système pourra être considéré comme entièrement libre et en équilibre; les forces devront donc (N** 59) satisfaire à six équations qui seront autant de relations nécessaires entre les pressions inconnues et les coordonnées des points d'appui, qui serviront k déterminer les inconnues de la question.
A ces six équations doivent être jointes les différentes équations qui expriment les conditions de liaison du système.
Si le nombre total d'équations de condition était supérieur à celui des inconnues, l'équilibre serait généralement impossible dans les conditions assignées et celles-ci devraient être modifiées; par exemple, la forme ou la position de la surface qui sert d'appui devra être assujettie à certaines conditions, comme cela a lieu dans l'exemple suivant : proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre d'une droite
AB (fig. 55), portant un poids en G et appuyée contre deux plans inclinés CD et CE. Ces plans doivent se couper en C suivant une droite horizontale, car le poids et les deux pressions P et Q en A et B doivent être renfermés dans un même plan pour que la force soit décomposable dans les deux forces P et Q, et ce plan devant contenir une verticale et une normale à chacun des deux plans donnés, est évidemment vertical et perpendiculaire à rintersection C, qui par conséquent doit être horizontale. De plus il faut, pour que la décomposition du poids en deux forces P et Q dirigées suivant FA et FB soit possible, qu'en élevant en A et B les normales AF et BF leur point de rencontre F se trouve sur la verticale GF passant par le point G de la droite. Ces conditions suffisent pour fixer géométriquement la position d'équilibre de la droite AB; désignons en effet AG et GB par m et /} ; d'un point quelconque 0 (fig. 56) abaissons les perpendiculaires OP, OQ et la verticale OZ et par P menons PR de manière que l'on ait
PS ; SR = m : n
(ce que l'on fait en divisant PO en A, en parties proportionnelles à m et fi, menant ensuite AS parallèle à OR et joignant les points P et S). Si l'on mène ensuite ab parallèle à PR et égale à la droite donnée AB de l'autre figure, cette dernière sera dans la position d'équilibre; car en élevant les normales ao, bo et la vertic4ile oz, on aura deux figures semblables PORS et aobs', le point s se confond donc avec G, à cause de la position du point S sur PR. On aura une seconde solution de la question en substituant le point Q au point P dans la construction précédente.
On obtiendra les valeurs des distances Ca, C& et de l'angle Ca6, eu considérant les triangles aos^ bos et Cab. On trouve ainsi
cosc
sin a sin 3 tang a =
sine
sin (3
(m H- n)( -r-^-^- — cos c ) \sin p sin a /
sinc\/ T-r--*--:-r^-^2-: r-^cosc
y sin* a sin*p sinasinp
m -4- n) ( -: — -^ -r— ;5C0s c ) \Sin a sin p /
Sinc\/ -4- -7--^ -h 2- r— 7.C0SC
V sin* a sin*
mn sin* |3 sin a sin |3
Dans ces formules, x, y, a, c, a et (3 représculent les distances Ca et C6, les angles Cab et aCh et les inclinaisons aCH et bCR des plans sur rhorizon HR.
Occupons-nous encore du problème suivant : Une droite AB (Gg. 57) est appuyée sur une horizontale AC et contre une verticale GB. Elle porte en G un poids P. On demande quel effort Q il faudra exercer en A suivant AG pour empêcher ce point de glisser.
11 faut que les forces qui agissent sur la droite AB puissent se décomposer en deux forces perpendiculaires aux deux plans en A et en B. La résultante R des deux forces P et Q ou Da et Db transportées en D doit pour cela passer par le point de rencontre Ë des deux perpendiculaires AE et BE, ce qui exige que Ton ait
«. ^ . -, . ^ .. » ^ ^AD ^AG.AG P:Q = AE:AD, d'où Q = P êc ^^ÂbTbC '
à cause de la proportion
AD:AG = AG:AB
Enfin si une sphère homogène pesante est en équilibre dans Tintérieur d*un angle trièdre tourné vers le haut, il est visible que, dès que la sphère sera en contact avec les trois plans, les trois pressions seront renfermées dans trois rayons perpendiculaires aux trois plans du trièdre et par conséquent, en considérant le poids de la sphère comme une force verticale appliquée au centre, cette force pourra être décomposée en trois autres dirigées suivant ces trois rayons, ce qui assure l'équilibre. On détermine les pressions en construisant un parallélipipède dont les trois arêtes soient dirigées suivant trois perpendiculaires aux faces du trièdre et qui ait le poids pour diagonale.
Si la sphère pesante n'était pas homogène, la force verticale représentant le poids ne serait plus dirigée vers le centre dans toutes les positions, tandis que les pressions sont toujours dirigées dans le sens de trois rayons. La décomposition ne pourrait donc pas toujours avoir lieu et par conséquent il n'y aurait pas toujours équilibre. Gela n'arrivera que lorsque la sphère aura été tournée de telle manière que la force verticale qui représente le poids, passera par le centre.
Considérations générales sur les centres de gravité. — Détermination physique du centre de gravité. — Centre de gravité d*un système de corps. Centre de figure. — Centre de gravité d'une ligne courbe. — Centre de gravité d'une surface courbe. Surface plane. Triangle. — Centre de gravité d'un secteur de cercle. Segment de cercle. — Centre de gravité d'une surface de révolution. — Centre de gravité d'un corps de forme quelconque. — Centre de gravité de certains corps de forme particulière. — Centre de gravité du tétraèdre. — Centre de gravité du secteur sphérique. — Usage de la théorie du centre de gravité en géométrie. — Théorèmes de Guldin.
52. Considérations générales sur le centre de gravité. — La pesanteur ou gravité est la force en vertu de laquelle tous les corps tendent à se précipiter vers le centre de la terre. Cette force attractive qui agit sur toutes les molécules d'un corps est donc dirigée normalement à la surface de la terre supposée sphérique. Il suit de là que ces forces ne sont pas rigoureusement parallèles pour les différents éléments d*un même corps; mais la petitesse de celui-ci, relativement aux dimensions du globe terrestre, permet d'admettre sans erreur sensible que la direction de la pesanteur pour tous les points d'un même corps reste parallèle.
On verra plus loin que l'intensité de la pesanteur varie avec la latitude et avec la distance au centre de la terre ; mais comme les variations ne sont appréciables que pour de grandes différences en latitude et en hauteur, on peut la regarder comme constante pour tous les points d'un même corps.
Remplaçons par leur résullantc les attractions exercées par la terre sur toutes les molécules dans lesquelles un corps pesant de forme quelconque peut être divisé; comme ces composantes sont parallèles entre elles et verticales, leur résultante est elle-même verticale, égale à leur somme et appliquée au centre des forces parallèles. Cette force unique s*appelle ici poids du corps et le centre des forces parallèles prend le nom de centre de gravité. Il suit de là que le poids d'un corps est indépendant de sa forme et ne dépend que du nombre de ses éléments, c'est-à-dire de sa masse. On voit aussi que si Ton compare différents corps homogènes entre eux^ les poids seront proportionnels aux volumes, puisqu'en les concevant divisés en molécules identiques, les poids seront proportionnels aux nombres de molécules , proportionnels eux-mêmes aux volumes.
L'observation fait voir que des corps sous le même volume n*ont pas toujours le même poids; la force attractive de la terre n'est donc pas la même pour un même volume pris dans tous les corps. Quelle que soit la cause de cette différence, on l'attribue à ce que sous un même volume les différents corps ne contiennent pas la même quantité de matière ou la même masse. Deux masses sont considérées comme égales si leurs poids sont les mêmes, en sorte qu'on peut juger de la masse d'un corps par son poids.
Il résulte de là que si Ton nomme P, M, g le poids, la masse et le
poids de l'unité de masse que nous appellerons gravité, ou plutôt le
nombre d'unités de poids contenu dans un corps, le nombre d'unités
de masse et le nombre d'unités de poids qui agit sur l'unité de masse^
on aura
P = Mg.
Pour les corps homogènes on peut aussi, d'après ce qu'on a vu plus haut, poser
P, &> et V étant le poids du corps, le poids de son unité de volume ou sa pesanteur spécifique^ et son volume ou le nombre d'unités de volume qu'il renferme. Si l'on représente par D la masse d'un corps homogène sous l'unité de volume ou la densité^ on aura aussi
M = DV
et par conséquent
Telles sont les relations qui existent entre P, M, V, g, D et o).
53. Déterminaîion physique du centre de gravité, — Il résulte de la définition que nous avons donnée plus haut du centre de gravité que si ce point est rendu fixe, le corps soumis k la seule action de la pesanteur restera en équilibre dans toutes les positions. On voit aussi que, quand un corps a un point fixe, autre que le centre de gravité, il faut pour Téquilibre que ce point et le centre de gravité soient situés dans une même verticale; si donc on suspend un corps pesant par un fil attaché à l'un de ses points, ce fil prolongé par la pensée devra passer par le centre de gravité, quand le corps sera immobile. Cette remarque fournit un moyen pour déterminer expérimentalement le centre de gravité d'un corps, quelles que soient sa forme et sa nature, puisqu'il suffit de le suspendre dans deux positions pour connaître deux droites renfermant ce centre.
Gomme la résultante produit le même effet que les composantes, on peut dans toutes les questions d'équilibre, faire abstraction de la pesanteur des différentes parties d'un corps, en joignant aux forces qui lui sont appliquées une force égale à son poids et appliquée au centre de gravité.
54. Centre de gravité d'un système de corps. Centre de figure. — Lorsqu'on connaît les centres de gravité G' et G" de deux parties d'un corps et leurs poids respectifs F et F', il est facile de déterminer le centre de gravité G du corps entier; car si l'on joint ces deux points G' et G" par une droite, on peut considérer les poids P' et P" des deux parties comme des forces parallèles appliquées aux extrémités de la droite G'G", et une proportion suffira pour déterminer le point d'application G de la résultante ou du poids total. De même si l'on connaît le centre de gravité G du corps entier et celui G^ de l'une des parties, ainsi que les poids P et P' du corps entier et de l'une des parties, il sera facile de déterminer le centre de gravité de l'autre partie, puisqu'il suffira de décomposer la force P en deux autres forces parallèles dont l'une soit P' appliquée en G^ En général si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont on connaît les poids et les centres de gravité, une composition de forces parallèles représentant ces poids fera connaître le centre des forces parallèles ou le centre de gravité du corps entier. En faisant usage de la théorie des moments et en désignant par p, p', p".... les poids des différentes parties du corps, par (xt/z), {a/y'zf)y (a/yV).... les coordonnées de leurs centres de gravité, par P le poids du corps entier, et par (x, y, z,) les coordonnées du centre de gravité du corps entier,
on aura
px -f- p'x' -+■ p'V -+- etc. py -♦- p'y^ -*- etc.
pz -+- p'z' -H etc. ^ , „
Zf = - i-— J P = /i -H p + p" -+- etc.
Les remarques faites au N® ^2 sur la position du centre des forces parallèles dans certains cas particuliers sont applicables au centre de gravité. Ainsi si les centres de gravité des différentes parties dans lesquelles un corps peut être décomposé sont renfermés dans un même plan , le centre de gravité du système sera aussi situé dans ce plan. Si tous les centres de gravité sont dans une même ligne droite, celle ci contiendra aussi le centre de gravité cherché. Gomme on a toujours
p = mg, p' = m'g, P = M,9,
on peut remplacer p, p'.... P par leur valeur et supprimer le facteur commun g\ on voit donc que [x, y, zj ne dépendent que des masses et sont indépendants de l'intensité de la gravité; il en est donc ainsi de la position du centre de gravité.
Si les corps sont homogènes et ont la même pesanteur spéci- (ique &), on a
P = oi)V, p «==&>!;, p'=wt/....,
et les valeurs de (x^ y^ z^) deviennent
, ,, vx -+- t/x' -+- t/V -4- etc. V=ii;-4-i/-+-i/'-+- etc., Xf == >
vu -4- l/t/' -+- V"v" -♦- etc. VZ -4- t/z' -4- t?"z" -4- CtC.
Les produits Vx, vx, vy etc. se nomment par analogie moments des volumes V, v.... par rapport aux plans coordonnés. On voit que les coordonnées (x, y, z,) du centre de gravité ne dépendent plus dans ce cas que des volumes des différentes parties du système et nullement de la densité de la matière; il resterait donc le même si la matière disparaissait. On le nomme alors centre défigure du volume ou centre des moyennes distances, et si on le nomme encore quelquefois centre de gravité, c'est que par la pensée on y introduit de la matière en la répartissant uniformément dans le volume. Ainsi quand on cherchera le centre de
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gravité d'une figure géométrique, on pourra substituer à celle-ci un corps homogène ayant cette figure géométrique pour limite. S'il s'agit du centre de gravité d'une surface, on pourra considérer celle-ci comme matérielle en lui donnant une épaisseur uniforme et infiniment petite. S'il s'agit d'une ligne^ on pourra y substituer un corps homogène ayant une largeur et une épaisseur infiniment petites et uniformes.
Le centre de gravité ou le centre de figure est souvent connu sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours à une opération pour le déterminer. C'est ainsi que pour la sphère, l'ellipsoïde de révolution, le parallélipipèdc, le cylindre droit, etc., la symétrie fait immédiatement connaître la position de ce point, pourvu que ces corps soient homogènes. Il en est de même de la ligne droite, de la circonférence et de l'aire du cercle, de la surface de l'ellipsoïde, du parallélogramme ainsi que de toute figure ayant un centre, c'est-à-dire dans laquelle toute droite passant par un point y est divisée en deux parties égales.
Connaissant le centre de gravité d'une droite, il est facile de déterminer le centre de gravité du contour d'un polygone, puisqu'on peut remplacer les poids des côtés par des poids proportionnels aux longueurs des côtés, appliqués aux milieux de ces côtés.
Si l'on connaissait le centre de gravité d'un triangle et d'un tétraèdre, on déterminerait facilement le centre de gravité de l'aire d'un polygone et du volume d'un polyèdre , puisqu'on pourrait décomposer ceux-ci en triangles et en tétraèdres que l'on remplacerait par des poids pro* portion nels à leurs aires ou à leurs volumes et appliqués à leurs centres de gravité respectifs. Pour les figures autres que les précédentes, on est en général obligé d'avoir recours au calcul.
55. Centre de gravité d'une ligne courbe. — Occupons-nous d'abord des centres de gravité des lignes courbes et désignons par s un arc quelconque d'une courbe compté à partir d'un certain point fixe A jusqu'au point quelconque M dont les coordonnées sont (x y z). Soit ds l'élément de la courbe qui termine l'arc au point (x y z); les coordonnées de ds sont donc (x, y, z). Appelons { la longueur de la partie de la courbe dont on veut avoir le centre de gravité {x, j/fZ,)^ et a^ et ^' les valeurs de s aux deux extrémités de {. Les moments de l'élément ds par rapport aux trois plans coordonnés sont xds, ydSyZds\ les sommes de ces moments étendues à la portion / de la courbe, c'estù-^dire prises entre les limites s' et s"j sont donc
.5" ,S" fS"
\ xds, \ yds, \ zds.
is" h' h'
Ces intégrales déGnies représentent les sommes des moments des éléments ds; or on sait (N® 54) que pour un eorps quelconque chacune de ces sommes est égale au moment du corps entier qui ici est Tare /; on à donc
f5" /•«" fS"
/x, = 1 xds , ly,= \ yds , iz/ = 1 zds, Jsf h' Js^
ou bien en remplaçant ds par sa valeur et en désignant par (n/, y', «'), (x", y", 2") les coordonnées des deux extrémités de Tare /,
te,= 5%y/lH-(gJ-.(gyrfz. /y,= e.c.
dx d'où Ton tire les valeurs de (x^y^z,) en remplaçant Xfty,z,— >
ilz
dy
-p-par leurs valeurs en z tirées des deux équations de la courbe, et en
déterminant / par la formule
'HV-(ë)'*(i)*-
Si au lieu de Télément linéaire ds de la courbe on avait introduit dans ces équations le volume de Télémcnt matériel représenté par (ùds, cd désignant Taire d'une section transversale de la courbe, {aurait dû être remplacé par co/, ds par oidsy et le facteur constant co disparaîtrait comme facteur commun.
Pour un arc d'hélice dont les équations sont (voir Cours d'analyse j 2™'' édition, N» 9i)
il vient
a; s= r sin — > t/ = r cos — > ar av
fxds ri/1-HO-f . z , r^yi-^a^/ z' z"\
'^~ =-^- \ sin — az= — - — ; ( cos cos~ )
/ al ) ar ^ \ «'* «V
xi—u" x"— a/ z'-+-z" '
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Lorsque la courbe est plane, on sait (milieu de 54) que son plan consent le centre de gravité de la courbe, et eu prenant ce plan pour celui des (XYj, les deux premières équations suffiront pour déterminer ce point. On trouve alors
"'-Ùk/
Prenons pour exemple la cycloïde. Son équation différentielle est (voir le Traité d'analyse â™* édition, N° 61)
ydy
dx =
/2at/ — 1/«
Pour simplifier les résultats, transportons Torigine des coordonnées au sommet, en remplaçant x e% y par ai: — y et âa — x, ce qui transforme Téquation dans la suivante
- (î2a — x) dx
dy= ,
y^ax—x^ et Ton trouve
<=( \/-^(ix=2/iï^(x'''~x''^^
x%/ — dx = l /2âx dx =3- /â^(a/'' — x'V , X ▼ ^ X
fX" /^ .x" _,
/«/,= ! y W —dx=j/2al f/x ''dx
= /â^rây'x" * -+- ^ (2a — x") * -2yx' * — ^ (2a — xV I •
Cette dernière valeur s'obtient en intégrant par parties la différen*
tielle t/.x *dx et en remplaçant dy par sa valeur tirée de Téquation
différentielle de la courbe.
Si la courbe plane était symétrique des deux côtés d'une droite , celle-ci renfermerait nécessairement le centre de gravité, et en la prenant pour axe des Y, la seconde équation suffirait pour fixer la position de ce point. Prenons pour exemple un arc de cercle ÂB (fig. 58] d*un rayon r. L'axe des Y étant la perpendiculaire OC sur la corde ÂB représentée par Sj/, les valeurs extrêmes de x seront -h ar et — a/, et la position du centre de gravité G sera donnée par
dans laquelle / désigne Tare ÂB. Cette valeur apprend que la distance 00 est une quatrième proportionnelle entre /, r et la corde 2x'.
56. Centre de gravité d'une surface courbe. Surface plane. Triangle, — On sait qu'en représentant par [xyz) les coordonnées d'un point d'une surface rapportée à des axes rectangulaires, l'élément de celle-ci
est dxdy \ / i -^ ( — ) -+-( — ); si donc on représente par X la portion de surface dont on cherche le centre de gravité, on aura
les limites de l'intégrale double étant celles de la surface X. Le moment de cet élément par rapport au plan des YZ est
xrfxrfyY/^-(|J-(|y'
et si l'on représente par (x,t/,z,) les coordonnées du centre de gravité de X, on aura en étendant l'intégrale double à la surface A entière,
Xx, = //x d.dy y/ i -H (g)V (g)* .
On aura de même
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Si la surface avait ëlc considérée comme matérielle et par conséquent comme ayant une épaisseur uniforme très petite u, il aurait fallu rem-
placer Télément superficiel dxdy \/ ^"^{t~) '*"(t') P*** ^é^é-
ment de volume w dxdy \/ ^'+'(j")-+'("7") j^' comme à la
surface X il faudrait substituer le volume (oX, il est visible que le
facteur commun eo pourrait être supprimé et que rien ne serait changé
aux valeurs de (x,y,z,). *
Quand la surface est plane^ si Ton prend son plan pour celui des (XY),
dz dz les quantités z* z,, -r-ct-r- sont nulles, et il vient, en étendant les in-
dx dy
tégrales doubles à la surface plane entière,
^ =ffdjcdyy hc, =ffxdxdy, hj, ^ffydxdy.
Supposons, par exemple, qu'on veuille connaître le centre de gravité de la surface plane BMGM' (lig. 59). Pour fixer les limites des intégrales, je remarque qu'à une même abscisse x ouÂP correspondent deux ordonnées PM et PM' ou y et y' et que l'intégration par rapport à y doit par conséquent cire effectuée depuis y = MPJusqu'à y -=M'P=y' et ensuite celle par rapport à x, depuis x = AB' = a jusqu'à x = AC = ^; or les valeurs précédentes peuvent être mises sous la forme
A = /(/x/dy, )jc, = /xdx/dy, Ay, == / dx / ydy ; il vient donc
±—^dx.
Après avoir remplacé y et y' par leur valeur en x, il faudra intégrer de nouveau depuis a jusqu'à |3, et il viendra enfin
> = \ [y — lf)àx, lx,^\ (y— yOa:rfx, Xy,= j i^— ^rfx,
qui serviront à déterminer les valeurs de x, et de y,. Si la surface MM'N'N (fig. 40) était limitée par deux courbes quelconques MM' et NN' et deux ordonnées MP et M'F, les équations précédentes seraient encore applicables et il faudrait tirer des équations des deux courbes
les valeurs de y et y' en fonction de x et intégrer ensuite entre les limites a et (3 ou OP et OF.
Quand la courbe NN'se confond avec Taxe desX dont l'équation est y = 0, il vient pour la surface MM'PP'i
i = l ydx, >Jc,= l xydx, ly, = -\ y^dx.
On parvient directement à ces formules en concevant la surface MM'N'N divisée en un nombre infini de bandes infiniment minces mtnln'n^ dont Taire est mesurée par (y — yf) dxy et dont la somme 1 est représentée par l'intégrale
\ (y-y')dx.
Comme les moments de la bande mm^n'n par rapport aux axes des Y et des X sont (y — y') dx h- Op = (y — \/) xdx et (y — y') rfx ^ — ^
= (y — y') ^^ -^^-^ =^ T^ rfx, on a aussi
'>^, = f{y — '!f)xdx et ).y, == i ^_£-dx.
Appliquons ces formules à la détermination du centre de gravité d'un triangle OMN (fig. 41). Si l'on prend le sommet 0 pour origine et la perpendiculaire OP sur MN pour axe des X , cette recherche se réduit à trouver le centre de gravité de l'aire comprise entre les lignes OM et ON limitées en 0 et en MP ; posons donc
Op = x, pm = y, pn=^y\ OP=:A, MP=6, NP=6';
les équations des deux lignes OM et ON seront
et il viendra en substituant et en intégrant,
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On conclut snns peine de ces valeurs de x, et y, que le centre de gravite G est pincé sur la droite qui joint le point 0 au milieu A de la base MN et aux deux tiers de OA à partir du point 0. La même proposition peut être dëmontrëe sans calcul intégral; en effet si Ton conçoit le triangle OMN divisé en tranches infiniment minces telles que mn parallèles à la base MN , les milieux de toutes ces tranches seront évidemment placés sur la droite OA qui joint le sommet 0 au milieu A de la base MN; d'où Ton est en droit de conclure (N"* 54) que le centre de gravité du triangle OMN est placé lui-même dans cette droite OA , puisque les milieux de mn ne sont autre chose que les centres de gravité de ces tranches. En second lieu, en joignant les sommets A et B (fig. 42) aux milieux D et E des côtés opposés, les deux droites AD et BE devant contenir le centre de gravité, celui-ci est déterminé par Tintersection G; or si Ton joint les points E et D, la droite ED est parallèle à AB, parce qu'elle coupe AC et BC en parties proportionnelles, les triangles EDG et AGB sont donc semblables et comme ED est la moitié de AB, DG est aussi la moitié de AG, comme on l'avait déjà vu.
Ce qu'on vient de voir donne lieu k deux remarques qui peuvent être utiles. Si l'on suppose le triangle ABC sans pesanteur et qu'aux trois sommets A, B et G on place trois sphères homogènes égales, le centre de gravité de l'ensemble de ces sphères coïncide avec celui du triangle; car la résultante des poids C et B est un poids double placé au milieu D de CB, et la résultante de A et du poids double D divise AD dans le rapport de 2 à 1.
La seconde remarque consiste en ce que, si l'on rapporte les sommets du triangle à deux axes rectangulaires renfermés dans son plan, les coordonnées du centre de gravité sont les moyennes arithmétiques des coordonnées des trois sommets, ce qui se démontre très facilement en égalant la somme des moments des (rois poids égaux au moment de la résultante. G'est cette propriété qui a fait donner quelquefois au centre de figure le nom de centre des moyennes distances.
57. Centre de gravité d'un secteur de cercle. Segment de cercle. — On conclut aussi de là la position du centre de gravité du secteur de cercle AOB (fig. 45); car si on le divise en un nombre infini de triangles égaux et infiniment petits, ayant pour sommet commun le centre 0 et pour bases les éléments égaux composant Tare de cercle AB, tous ces triangles auront évidemment leurs centres de gravité répartis uniformément sur un arc de cercle CD décrit du point 0 avec un ravon
égal aux deux tiers de OÂ. En remplaçaiil donc les triangles, considérés comme pesanls, par des poids équivalents placés à leur centre de gravité, il est clair que tous ces poids réunis formeront un arc pesant CD dont le centre de gravité G coïncidera avec celui du secteur. Or ou a vu (N* 55) que
OC . corde CD
arc CD
on a donc aussi, en remplaçant OC, arc CD et corde CD par leurs va-
leurs-OA, -corde AB, -arcAB,
^^ 2 0A.cordeAB 3 arc. AB
Pour avoir le centre de gravité du segment de cercle ABFA placé évidemment dans la flèche OF, désignons par x, x^ x" les distances au point 0 des centres de gravité du triangle ABO, du segment AFBA et du secteur AOBF, et par S, S' et S" les surfaces de ces trois figures. En les considérant comme remplacées par des poids proportionnels appliqués aux centres de gravité respectifs renfermés tous trois dans OF, la théorie des moments donne
SxH-SV==SV; or on a évidemment
S" = S-+-S', x=-OH=-A, S=-A. cordeAB=-Ac,
S"=l0A.arcAB = ^a/, x" = — -• 2 2 3^
En substituant ces valeurs dans Téquation des moments, on trouve
4a' sin' — , _ 2c (o' — h^) _ ^ çg ^ i 2a_
^ "~ Zlal—hc) "" 6 al'-kc'^ 3 , . / '
^ ' l — asin-
Cette dernière valeur s'obtient en remarquant que Ton a
c = 2a sin —- ) A = a cos ^r- • 2a 2a
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58. Centre de gravité d'une surface de 7'évolution, — Lorsque la surface est de révolution et limitée par deux plans perpendiculaires k Taxe de figure, on a déjSi vu (N"" 54) que le centre de gravité est placé dans cet axe, et on détermine sa position Sans avoir recours aux formules générales, par les considérations suivantes : soit S une portion d'une semblable surface comprise entre deux plans perpendiculaires à Taxe que nous prendrons pour axe des X; appelons a, ^ et les x, distances de ces deux plans et du centre de gravité à Torigine des coordonnées, et décomposons l'arc de la courbe génératrice s en éléments ds ; chacun de ces éléments en tournant autour de Taxe des X engendre une zàne circulaire ayant y pour rayon et dont la surface dS est représentée {Traité d'analyse 2'"<' édition, N"" i54) par
rfS = ^nyds =» âîryrf on a donc
s_2.jV07M.
et comme toutes ces zdnes symétriques autour de Taxe des X ont leurs centres de gravité placés dans cet axe, celui-ci contient aussi le centre de gravité de la surface entière, dont la distance x, à l'origine se trouvera en égalant le moment de la surface entière à la somme des moments des zones, c'est-à-dire en posant
Sx,= 2.j^Wxy/77^
L'intégration pourra se faire lorsqu'on aura remplacé y par sa valeur tirée de l'équation de la courbe génératrice.
Appliquons cette formule à la recherche du centre de gravité d'une zone sphérique. On trouve dans ce cas
y = |/a«— xS S = î27r\ [/g» — x* — - = 27ra (3 — a),
* Sx,= 27rf xy— =-7ra(l3*-a*), a:, = i(p + a), J a, *f
c'est-à-dire que le cenlre de gravité se trouve au milieu de la hauteur de la zone.
Proposons-nous encore de trouver le centre de gravite d'une zone de la surface décrite par une cycloïde tournant autour de son petit axe. On sait que l'équation de la cycloïde rapportée à son sommet est
, (2a — x) dx j/2ax — X*
et on trouve, en intégrant par parties et désignant par xy et x'^y" les
valeurs extrêmes de (x, t/], et par U la différence des valeurs de
U correspondant à deux limites xf et x'',
C^' /ia /— r^' -1
S = 27rl ydx\/ — =27rj/2aV yx *dx
= 47rj/2o yx*H--(2a — x)* ,
/•x" /^ fX" 1
Sx, = 27r\ xy\/ — rfx => 27r |/2â i yx*dx Jx' V ^ Jx'^
ra 1 2 1 "ix" L r - 2 -/A \~I
En considérant un cône droit comme engendré par une droite tournant autour de Taxe des X, on reconnaît que le centre de gravite de sa surface est placé dans l'axe, à un tiers de la hauteur à partir de la base.
On arrive au même résultat en considérant la surface conique comme composée d'un nombre infini de triangles ayant pour sommet commun le sommet du cône et pour bases les éléments égaux qui composent la circonférence du cercle servant de base au cône. Tous ces triangles ont leurs centres de gravité placés aux deux tiers de la hauteur de ces triangles, à partir du sommet ; tous les centres de gravité sont donc distribués uniformément le long d'une circonférence tracée sur la surface conique, distante du sommet des deux
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tiers de son côté. On peut donc remplacer le poids de cette surface par le poids de ce cercle dont le centre est le centre de gravité du cône.
59. Centre de gravité d'un corps de forme quelconque. — Proposons-nous maintenant de trouver le centre de gravité d'un corps de forme quelconque. Appelons M sa masse qui peut être homogène ou hétérogène; divisons-la par des plans parallèles aux plans coordonnés en un nombre infini d'éléments infiniment petits dm et désignons par {xyz) les coordonnées de Tun de ces éléments, par p sa densité et par dv son volume, c'est-à-dire dxdydz. Les moments de dm par rapport aux trois plans coordonnés seront xdm^ ydm ^ zdm^ ou, en observant que dm est égal à pdv (N** 5â), pxdxdydzy pydxdydz^ pzdxdydz^ et les sommes des moments de tous les éléments seront représentées par les trois intégrales triples
/// pxdxdydz , /// py dxdydz , /// pzdxdydz ,
les limites de ces intégrales étant prises de manière à embrasser le corps entier.
Si l'on appelle [x^y, z,) les coordonnées du centre de gravité, ces moments doivent être égaux à Mx,, My, , Mz, (N"" 54); on a donc
M = /// pdxdydz , Mx, = /// pxdxdydz ,
^y, ^ /// ?y dxdydz , M«, = /// pzdxdydz.
Si le corps est hétérogène et si la densité varie d'une manière continue, p sera fonction de [xyz). Si le corps est homogène, p sera constant et pourra sortir des signes d'intégration, M pourra être remplacé par pV, V désignant le volume du corps, et il viendra
y =fff dxdydz, \x,^fffxdxdydz, \y,==^ fffydxdydz,
yz,=fffzdxdydz.
La marche à suivre pour effectuer ces intégrations est la même que celle qui conduit aux cubatures des corps quelconques [Traité d'analyse^"^^ édition, N" 156). Ainsi, si l'on cherche le centre de gravité d'un corps limité par une surface plane ayant pour équation
2 =3 ox + 6 1/ -f- c ,
par les trois plans coordonnés et par deux plans parallèles aux XZ el YZ et distants de y' et x', on trouve
V-=^xy(ax'+6yH-2c
60. Centre de gravité de certains corps de forme particulière. — Lorsqu'un corps peut être décomposé en éléments de forme connue ayant leurs centres de gravité respectifs sur une même droite, une intégrale simple suffit pour déterminer son centre de gravité; en effet on conclut de cette circonstance que le centre de gravité du corps entier est placé dans cette droite, et si l'on désigne par dm la masse de Tun de ces éléments, par x la distance de son centre de gravité à l'origine, par M la masse du corps entier, et par x, la distance du centre de gravité de celui-ci à l'origine, on a
M == yrfwt , Mx, = fxdm ,
intégration qu'on pourra effectuer dès qu'on connaîtra la loi suivant laquelle varie dm avec x. Qu'il s'agisse, par exemple, de trouver le centre de gravité du corps de révolution engendré par l'aire MM' NN' (fig. 40) limitée par deux courbes MM' et NN' et deux ordonnées MP et M'P', tournant autour de l'axe des X. Si l'on divise ce corps en tranches circulaires mm'n'n^ d'une épaisseur pp' ou dx et ayant leur centre de gravité en p, en désignant par (xt^) les coordonnées du point m et par (x?^') les coordonnées de n, le volume de cette tranche sera tt (y' — y'*) dx, la masse p?: (y* — y'*) rfx, et le moment pTTx (y' — y^) dx\ il vient donc, en désignant par a et |3 les abscisses extrêmes de OP et OP',
M=p7ri (y^-y'')dx,
Mx, = p?: i X (y* — y"j dx, Jeu.
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Ces intégrations pourront être effectuées dès qu'on connaîtra les valeurs de y et y' en fonction de x , c'est-à-dire dès que les courbes MM' et NN' seront données. Si la courbe NN' se confondait avec Taxe PFy il faudrait faire yf nul, et le centre de gravité du corps engendré par MM' FP serait déterminé au moyen des deux équations
M = pTT V y^dXj Mx, = pîr I xy^dx.
Le même procédé fait connaître la position du centre de gravité d*un cône à base quelconque ou d'une pyramide homogène. Il est évident que si on la divise en tranches infiniment minces et parallèles à la base, toutes ces tranches seront semblables et auront leurs centres de gravité respectifs placés sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, puisque toutes ces sections parallèles sont rencontrées par cette droite dans des points homologues. Or, si l'on désigne par B la base, par X l'aire d'une section quelconque ayant son centre de gravité distant du sommet d'une quantité X, et par h la droite menée du centre de gravité de la base au sommet de la pyramide, comme les aires des sections semblables sont proportionnelles aux carrés des droites homologues, il vient
B:X = A«:x« d'où X=~x«.
hr
En désignant par dx la portion de la droite h conlprise entre deux sections consécutives et par a l'angle constant que forme cette droite h avec toutes les sections parallèles, sin a.e/x sera l'épaisseur, de la tranche, X sin cndx son volume, pX sin adx sa masse et pXx sin adx le moment de sa masse par rapport au sommet. On aura donc
f* , pB f* , pB
M = V pXsin aax = ^8in a V x-crx = !^A sin a,
Jq '^ Jo ^
Mx, = V pXx sin adx = P 7^ sin a I x'dx = p - A« sin a,
et par conséquent
x,==îfc.
c'est-à-dire que le centre de gravité d'un corps pyramidal est placé sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, aux trois quarts de la longueur de cette droite à partir du sommet,
6i. Centre de gravité du tétraèdre. — La proposition précédente peut être démontrée sans calcul intégral par des considérations purement géométriques; en effet, dans le tétraèdre A BCD (fig. 44), le centre de gravité se trouve (d'après ce qu'on vient de voir, N° 60) sur la droite qui joint un des sommets D ou C au centre de gravité F ou F' de la face triangulaire opposée; il se trouve donc placé au point d'intersection G de ces deux droites. Or, si l'on mène la droite FF', celle-ci sçra parallèle à CD, parce que, par hypothèse, EC et ED sont triples de FE et F'E; d'où il résulte que CD est triple de FF', et comme les triangles DGC et FGF' sont semblables, DG est aussi triple de GF, ce qui vérifie pour la pyramide triangulaire la proposition énoncée à la fin du numéro précédent. On étend ensuite la démonstration à une pyramide homogène k base quelconque, en remarquant que si l'on divise la base en triangles et par suite la pyramide en tétraèdres ayant pour bases ces triangles, les centres de gravité des tétraèdres seront tous renfermés, d'après ce qu'on vient de voir, dans un plan parallèle à la base et distant de celle-ci du quart de la hauteur de la pyramide; ce plan contient donc le centre de gravité cherché. D'un autre côté, en concevant la pyramide divisée en tranches parallèles à la base^ on fera voir comme au numéro précédent que le centre de gravité est renfermé dans la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base ; d'où il résulte que ce point est déterminé par l'intersection de cette droite et du plan parallèle^ point qui occupe évidemment la position indiquée à la fin du numéro précédent. Enfin comme celte proposition est indépendante du nombre de cdtés du polygone qui forme la base de la pyramide, elle sera vraie encore à la limite, lorsque le polygone deviendra une courbe quelconque.
En suivant la même marche qu'à la fin du N*" 56, on conclut facilement du théorème sur le centre de gravité du tétraèdre les propositions suivantes : Si aux quatre sommets d'un tétraèdre homogène on place quatre sphères égales, le centre de gravité de ces quatre sphères se confond avec celui du tétraèdre.
Le centre de gravité du tétraèdre est placé au milieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées.
Les trois droites qui joignent deux à deux les milieux des arêtes opposées d'un tétraèdre viennent passer par un même point qui n'est
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avtre que U centre de gravité et s'y coupent mutuelUment en deux parties égatet.
La distance du centre de gravité à un plan est égale d la moyenne arilhtnélique des distances des quatre sommets d ce plan.
63. Centre de gravité du secteur iphérique. — On peut trouver sans calcul le centre de gravité d'un Ecclenr spbërîque, car si l'on conçoit la zâne sphërique divisée en un nombre infini de Tacettes infiniment petites équivalentes, et par suite, le secteur spliérique lui-même décomposé en un nombre infini de pyramides équivalentes, ayant pour bases les éléments dans lesquels la z&ne a été divisée et pour sommet commun le centre de la sphère, ces pyramides auront évidemment leurs ceutres de gravité placés dans les rayons menés aux centres des différentes facettes, aux trois quarts de ces rayons à partir du sommet; ces centres sont donc répartis uDiformémenl sur une xdnesphérique concentrique à la première et ayant un rayon égal aux trois quarts de celui du secteur et si l'on remplace par la pensée chaque pyramide par un point matériel pesant appliqué à son centre de gravité , tous ces points matériels formeront une idne spfaértque pesante dont le centre de gravité se confondra avec celui du secteur. La recherche do centre de gravité d'un secteur sphérique est ainsi ramenée h la détermination du centre de gravité d'une zdne sphérique semblable i la zdnc donuée et ayant un rayon égal aux trois quarts de celui du secteur.
Connaissant le centre de gravité d'un secteur sphérique homogène,
on en déduit le centre de gravité d'un segment sphérique; en effet g
étant le centre de gravité du cAne OAB (fig. 4S} , g' celui du secteur
sphérique OACB ou pluldt de la adne aeb qui en lient lieu et dont
le rayon forme les trois quarts de OA, e( ^' celui du segment ACBA ,
si l'on considère le cAne, le secteur et le segment comme remplacés
iu>i> A^ luiiiic Ânningients suspcudus k leurs centres de gravité respee-
j poids du secteur suspendu en </' sera égal \ la
« des poids du cdne et du segment suspendus en g
ut par V, V et V" les valeurs de ces trois corps,
V" = V' — V Off'.V'^Oj.V-t-Oj-.V",
d'où l'on tire
Og"=
(0,H-;gc)v>-|0D.V
en remarquant que g, est au milieu de gc et que Og et gc sont égaux
à-OD et -DC.
63. Usage de la théorie du centre de gravité en géométrie. Théorèmes de Guldin. — La théorie du centre de gravité est utile en géométrie pour mesurer les surfaces et les volumes des corps de révolution; en effet, en désignant par (x,y) les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe plane et par ds Télément de cette courbe, on sait que la surface S du corps de révolution, engendrée par la rotation de cette courbe autour de Taie des X, a pour expression
S «= âTT i ydsy
ix! et x'' étant les abscisses des deux points extrêmes de la courbe génératrice; or si Ton détermine l'ordonnée y, du centre de gravité de cette courbe, on a aussi (N"" 59)
iy.=\
yds,
l étant la longueur de l'arc de courbe. En rapprochant ces deux équations, on trouve
S = 27ry,/;
la surface de révolution est donc égale au produit de la circonférence 2ny, que décrit le centre de gravité de la courbe par la longueur l de cette courbe.
Si l'on fait tourner autour de l'axe des X la surface plane MM'N'N (fig. 40) comprise entre deux courbes et limitée par deux ordonnées correspondant aux abscisses x et a/', on obtient un corps de révolution dont le volume a pour expression (voir le Traité d'analyse 2"»« édition, NH 53)
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Or, en désignant par y, l'ordonnée du centre de gravité de la surface plane comprise entre les deux courbes et par S cette surface, on a aussi
la valeur de V devient donc
c'est-à-dire que le volume d'un corps de révolution est donné par le produit de la surface plane génératrice S par la circonférence ^Tzy, que décrit son centre de gravité.
Les deux théorèmes qui précèdent sont dus au géomètre Guldin et en portent le nom. On appelle méthode centrobarique cette manière de faire dépendre la mesure d'une surface et d'un volume, de la position de leur centre de gravité.
On peut aussi faire dépendre le volume d'un prisme droit tronqué ou d'un cylindre droit tronqué, de la position du centre de gravité de la base; en effet, si l'on divise cette base en éléments quelconques e et qu'on conçoive le corps divisé lui-même en prismes ayant les e pour bases et z pour hauteur, le volume de l'un des prismes élémentaires sera zs et le volume entier V ,
D'un autre cdté, si l'on désigne par 6 Tinclinaison de la base oblique
supérieure du prisme sur la base inférieure, r sera la section
'^ ^ cos 0
oblique de l'un des prismes élémentaires ayant s pour base, et r-
son moment par rapport à la base; en désignant donc par B' l'aire de cette base oblique et par z, la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur la base inférieure, on aura
B'Z, B= \ — 1-= '^fzt = T->
j cos 0 cos 0 cos G
et par conséquent
V = ie,B'cos0,
OU plutôt en désignant par B la base inférieure,
V = Bz,
c'est-à-dire, que le volume d'un prisme ou cylindre droit tronqué est donné par le produit de l'aire de la base par la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de la base oblique sur l'autre b<ise»
Il est à remarquer que le centre de gravité de la base oblique se projette sur la base droite au centre de gravité de cette dernière, ce qui se démontre facilement en cherchant les distances des centres de gravité de ces deux bases à deux plans XZ et YZ parallèles aux génératrices du cylindre et Ton conclut de là que le volume d'un cylindre tronqué par les deux extrémités est donné par le produit de sa section droite par la distance des centres de gravité des deux bases.
Équilibre d*un système de forme variable. Polygone funiculaire. — Propriétés du polygone funiculaire. — Equation de la chaînette. — Propriétés de la chaînette. — Cas où la chaîne est de grosseur variable. — Equilibre d*un fil ayant tous ses points soumis à Taction de forces quelconques. — Equilibre d*un fil tendu sur une surface. Pression.
64. Équilibre d'un système de forme variable. Polygone funiculaire, — Lorsque le système de points auxquels sont appliquées les forces est de forme variable^ les six équations du N"" 39, savoir
doivent encore avoir lieu quand 11 y a équilibre ; car quel que soit le mode de liaisons ^ on ne changera rien à la forme du système en équilibre ni à la valeur des forces, en supposant qu'il devienne tout a coup rigide, auquel cas on sait que les six équations précédentes doivent exister; mais elles ne suiHsent plus comme dans le cas de la rigidité pour assurer Fimmobilité. Il faut alors exprimer que réquilibre a lieu dans toutes les parties du système, c*est-i-dire poser les six équations pour chaque partie rigide ou même pour une portion quelconque du système variable, en rangeant parmi les forces les tensions provenant des liaisons de cette portion avec le reste du système.
Prenons pour exemple le polygone funiculaire. On donne ce nom à un système dans lequel les points d'application des forces sont réunis par des droites inextensibles , parfaitement flexibles et sans
pesanteur, que Ton nomme cordons. Les points d'application des forces placés aux sommets des angles du polygone prennent alors le nom de nœuds. Les forces du système réagissent les unes sur les autres par rintermédiaire des cordons et il en résulte dans ceux-ci des tractions en sens inverse et égales entre elles qui prennent le nom de tensions.
Considérons un polygone funiculaire ÂBC (fig. 46) sur lequel agissent les forces Q, Q', P, F, F'; soient ty t! les tensions de AB et BC. Pour qu*il y ait équilibre dans le polygone, il faut et il suffit qu'il y ait équilibre autour de chaque nœud entre les forces P, Q et t pour A, entre f, P' et (' pour B etc. En rapportant le polygone à trois axes rectangulaires, on a donc en général pour chaque nœud six équations d'équilibre qui se réduisent ici aux trois premières, parce que chaque groupe de forces est appliqué en un même point (N*^ 15), et ces trois équations de condition
établissent des relations nécessaires entre les forces, les tensions des
cordons et les trois angles formés par les forces et les cordons avec
les trois axes. A ces équations, qui sont en nombre Zn s'il y a n nœuds,
il faut joindre celles qui expriment que la somme des carrés des cosinus
des trois angles formés par une droite avec les trois axes est égale k
l'unité, équations qui sont au nombre de 2n + i^ puisque le nombre
de forces et de cordons est de 2/1 + i. On dispose ainsi de 5n + 4
équations pour déterminer les valeurs des inconnues dont le nombre
devra être aussi de 5n -f- 4, parmi lesquelles ne peuvent se trouver
les longueurs des cordons, puisque les équations ne contiennent pas
ces longueurs. Ces 5n -4- 1 équations renferment 8n -i- 4 quantités,
savoir n + 2 forces, n — 1 tensions et 6n + 5 angles, et celles-ci se
réduisent à 8n h- 5 quantités distinctes, attendu que les équations
X = 0, Y = 0, Z = 0 contenant les facteurs P, P'.... <, t'.... dans
tous les termes, on pourra les diviser par P et elles ne contiendront
P' P" t plus que les rapports --9 ~d""d ^"^ ^^^^ ^° nombre 2n au
lieu de 2n + I. On pourra donc en général disposer de 5n-H 2 de ces quantités et les valeurs des 5it-i- i autres résulteront de la résolution des équations.
Si le polygone était attaché par ses deux extrémités à des points fixes AI et N, les forces Q et Q' seraient les tensions des côtés extrêmes du
88 CBAPÏTRE VII.
polygone ou les pressions supportées par les points de suspension. Si quelques-uns des nœuds étaient remplacés par des anneaux ayant la liberté de glisser le long des cordons, il faudrait aux 5n + i équations précédentes ajouter pour chaque anneau les conditions
t == f , etc.
car il est clair que la tension doit dans ce cas être la même des deux cAtés de Tanneau pour qu'il n'y ait pas glissement. Ces nouvelles équations de condition, auxquelles le polygone doit satisfaire^ diminueront le nombre 5n +2 de quantités disponibles. Si, par exemple, le nombre de nœuds est de deux et s'ils sont remplacés par deux anneaux, comme dans la figure 67, il y aura en tout 15 équations , en y comprenant les deux suivantes
Gomme ces équations contiennent i9 quantités, on pourra^ en général^ donner telle valeur que Ton voudra à 6 de ces quantités et les valeurs des i5 autres résulteront de la résolution des 45 équations.
63. Propriétés du polygone funiculaire, — On peut, sans avoir recours à la résolution générale de ces 5n + i équations , reconnaître certaines propriétés des polygones funiculaires. On peut, par exemple, déterminer les tensions des différents cordons , connaissant la force extrême Q et les angles formés par les forces avec les côtés; en effet pour qu'il y ait équilibre autour de chacun des points A, B, C...., chaque force doit être égale et opposée à la résultante des tensions des deux cordons; on doit donc avoir (N° 8) cette suite de proportions (a, &, r), (a', 6', c') ayant la signification indiquée dans la figure 46,
Q : ( = sin a^ i sin a < : t' = sin 6' : sin 6
i : Q' rr^r siu c' : sin c
qui font connaître les rapports de toutes les tensions {, i\ (''.... Q'à la force Q.
11 est à remarquer du reste que l'équilibre du polygone étant indépendant de la longueur des cordons, on peut rendre nulle par la pensée la longueur de quelques-uns d'entre eux, ce qui revient à considérer les forces Q, P, P'.... d'une partie du polygone comme appliquées en un même point B, et la tension (' qui agit sur ce point
STAliQUE. 8!)
le maintiendra en équilibre. De la résulte ce théorème : la tension dt chaque cordon est égale et directement opposée à la résultante de toutes les forces appliquées d*un même côté du cordon et transportées parallèlement d elles-mêmes en un même point. On voit aussi que si toutes les forces , y compris les deux forces extrêmes Q et Q', sont transportées parallèlement à elles-mêmes en un point, toutes ces forces s'y feront équilibre.
En multipliant terme à terme toutes ces proportions, il vient
Q : Q' = sin a', sin 6^ sine'.... : sin a sin 6 sin c. . . .
Le rapport de Q à Q' ne dépend donc pas directement des forces P, F..., mais bien des angles (a, 6, c), (a', 6', &)... Si P, P', P"... étaient des poids ^ les cordons seraient renfermés dans un même plan vertical; car le plan qui contient les trois forces en équilibre P, Q et < serait vertical puisqu'il contient la force verticale P. De même le plan qui contient t, P et t' serait vertical pour le même motif et se confondrait avec le précédent, puisqu'ils contiennent tous deux la droite AB et ainsi de suite. Il résulterait aussi du parallélisme des forces P, P'.... que l'on aurait
sina'=6in6, sin 6' =3 sine etc.
ce qui réduirait la proportion précédente à la forme
Q : Q'= sine': sin a,
c'est-à-dire qu'alors les forces Q et Q! sont dans le rapport inverse des sinus des angles formés par Q et Q' avec une verticale. On tiro delà
Qsin a = (y sin c'
qui signifie que si l'on décompose les tensions extrêmes Q et Q' en deux forces, l'une horizontale et l'autre verticale, les composantes horizontales de Q et de Q' sont égales.
66. Équation de la chaînette. — Revenons au polygone funiculaire en équilibre (fig. 46). En divisant toutes les forces en deux groupes Q, Q' et P, P', P"..., on peut considérer chaque groupe comme faisant' équilibre à l'autre, ce qui aura encore lieu si, sans rien changer aux forces, on suppose que le polygone devienne rigide ou de forme invariable; mais alors les forces P, F, F'.... peuvent être composées entre elles, et dans le cas où elles ont une résultante, celle-ci fera équilibre aux deux tensions extrêmes Q et Q'; d'où il suit que dans ce cas ces
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cordons extrêmes cl la résultante prolongés doivent passer par un même point. L*hypothèse de Texistence d*une résultante se réalise lorsque toutes les forces P, P', P".... sont parallèles entre elles, et par conséquent lorsqu'elles représentent des poids suspendus à différents points d'un cordon ; mais la résultante de plusieurs poids attachés h un système de forme invariable est un poids unique égal à la somme des premiers et suspendu au centre de gravité de l'ensemble de ces poids; on voit donc que les deux cordons extrêmes prolongés doivent se rencontrer en un point placé dans la verticale passant par le centre de gravité des poids.
Une chaîne pesante et parfaitement flexible, suspendue par ses deux extrémités^ pouvant être considérée comme un polygone mathématique composé d'un nombre infini de côtés garnis de poids, il s'en suit que si une chaîne est suspendue en deux points A et M (fig. 47), et qu'on mène en ces points les tangentes à la courbe que forme la chaîne en équilibre, ces deux tangentes extrêmes, qui représentent les deux éléments extrêmes de la courbe ou les deux cordons extrêmes du polygone funiculaire, devront se rencontrer en un point E placé dans la verticale EG passant par le centre de gravité G de tous les poids, c'est-à-dire de la chaîne pesante, et si l'on désigne par T et t les pressions exercées sur les points de suspension Â et M ou les tensions des deux éléments extrêmes, et par P le poids d6 la chaîne AM, comme les forces T, f et P doivent se faire équilibre autour du point E, on devra avoir la proportion
« : P = sin AEP : sin AEM = sin AEG : sin AEM.
Cette propriété peut servir à déterminer la forme de la courbe formée par une chaîne en équilibre suspendue par ses deux extrémités A et B, connaissant la loi suivant laquelle varie sa grosseur^ c'est-àdire connaissant la nature de la chaîne. Supposons-la d'abord uniformément pesante. Soit M un point quelconque de la chaîne, ayant pour coordonnées (x, y); il est évident que quand on le rend fixe, la forme et les tensions extrêmes de la partie AM ne changent pas ; si donc G est le centre de gravité de l'arc AM ou s, en désignant par (a/, j/) les coordonnées d'un point quelconque de cet arc , l'abscisse
*x x'ds
du centre de gravité G est égal à — (N^'SS), et l'abscissedu point
(le reucontre des tangentes AT et Mf, dont les équations sont
on désignant par a la tangente de Tangle EAX, est égale a
dy dx
11 résulte de la propriété qu*on vient de démontrer que Ton a
8 _dy
dx
çX
dans laquelle \ jfds est une fonction de x.
Cette relation , exprimant une propriété commune à tous les points de la courbe, est l'équation de la chaîne. On la met sous une forme plus simple de la manière suivante : dérivons après avoir multiplié par s; il vient
ds ^ dx ds \ dx) dx* V dxj dx^
dx dy dx / _^Y
dx \ dx)
dHj
ds dx*
dx
s dy
dx d'où Ton tire en intégrant
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Pour éliminer Tare s, on dérive de nouveau en remplaçant
^parY/l-^(|J,etUvi
lent
puis en multipliant par dy et intégrant.
c^= ± (/(y - cd)* - c» (3)
Le signe supérieur doit être employé pour la branche AC et le signe
inférieur pour la branche GB^ puisque-^^est positif dans la première
dx
et négatif dans la seconde.
On détermine (/ en remarquant qu'au point A on a
ec qui conduit à
d = |/ï"Tô* (4)
On peut déjà voir que la courbe est rectîfiable; car en substituant la
valeur (5) de -p dans Texpression (2) de s, il vient
« = ac =F l/{y — c(i)*— c* (5)
En intégrant Téquation différentielle (5) et déterminant la nouvelle constante par la condition que x et y soient nuls tous deux au point A,
il vient après avoir remplacé (/cl* — i par a,
x=^clos"^-^=P^}"^-y^'-'' (6).
c(d — tt)
Cette équation delà chaînette contient encore la constante arbitraire c et la constante inconnue a. On les détermine en remarquant que si /
est la longueur totale de la chaîne et (a/' y") les coordonnées du second point de suspension B, les équations (5) et (6) donnent pour ce point»
qu'il faudra résoudre par approximation pour en tirer les valeurs de c
et de a.
dy Les deux coordonnées du sommet G de la courbe, pour lequel ;i^.est
nul, se déduisent de (3) et (6) et sont — c log (d — o) et cd — c. En y transportant- Torigine des coordonnées et changeant la direction de Taxe Y, l'équation devient
d'où l'on lire en passant des logarithmes aux nombres, isolant le radical et élevant au carré,
ou
La courbe dont on vient de trouver l'équation se nomme chaînette, 67. Propriétés de la chaînette. — Si T est la tension eu A, t la tension en M, et p le poids de l'unité de longueur de chaîne, ps sera le poids fi de la chaîne AM, et il résulte de ce que T, f et P se font équilibre autour du point E (N^" 66) que Ton a
t :jp5==sin AEG: sin AEM = cosEAX : sin AEF;
mais le triangle AEF donne
Ung AEF = Ung (EFX — EAX) =
dx d'où Ton tire, en tenant compte des équations (2) et (5),
,i,.AEF = ^
dy\ |/l -»- a' (cd — y)
et la proportion donne, en remarquant que cos ËAX est égal à
qui fait connaître la tension en chaque point de la chaînette.
£n faisant y nul, on trouve pour la tension T au premier point do suspension ,
T = pcd = pc (/l -4- a* ,
tension qui sera connue quand on aura déterminé les constantes c et a. La valeur de t prend ainsi la forme
Comme py est le poids d'une chaîne de la longueur y et que Torigine des coordonnées peut être considérée comme placée en un point quelconque de la courbe, cette équation apprend que la tension en un point de la chaînette est d'autant moindre que celui-ci est plus bas et que la différence de tension est égale au poids d'un bout de chaîne égal à la différence de niveau des deux points. Au point le plus bas, 1/ est égal k cd — c ; la tension s'y réduit donc à pc.
68. Cas oiï la chaîne est de grosseur variable. — Nous avons supposé la chaîne uniformément pesante et par conséquent le poids de chaque élément ou de chaque chaînon proportionnel h sa longueur ds. Si l'on suppose que les poids des chaînons ds varient suivant une loi quelconque, ds et « devront dans l'équation (i) être remplacés par pds el par fpdsy p étant une fonction qui désigne le poids de l'unité de longueur de la chaîne à l'extrémité de l'arec. Supposons, par exemple, le poids de chaque élément proportionne] à sa projection
horizontale dj/, V— devra être égal à une constante A, et l'équation
dx
générale (1) deviendra
}L ou-= = — , d'où ax = î2y— x-^
X 2 rfy "^ dx
hdx' «
dx
que l'on intégrera par la méthode des différentielles homogènes , on hien en récrivant sous cette forme
ax* , 2xy(/x — x'rfy 1^ ^ J^ '
et remarquant que le second membre est la différentielle de — que nous égalerons à z\ Téquation devient alors
dz =^ az^-^t
d*où Ton lire
z~* = ax~' — c ou bien y=zax — ex*.
La courbe d'équilibre est donc une parabole dont l'axe est vertical. Les constantes a et c se déterminent par la condition que si (x", i/") sont les coordonnées connues du second point de suspension, on doit avoir
y'=ox"— cx"«, et que si / est la longueur connue de la chaîne, on a
l=:i ^'^V/ ^ "^ v/) ""( rfa; |/i 4- (a — 2cx)«
_ _ M 1 //l -4- (g ^ ^ca/y + g - 2cx^^ \
-f. (a — 2cx") |/1 H- (a — 2cx")* — a /i h- a* ) .
La tension en un point quelconque s^obtient en remarquant que le poids de la chaîne depuis l'origine jusqu'à x est J^hdx ou Ax, et qu'on a comme au N° 67,
rfv
, i dx
t : nx =
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d'où
/i -f- (g ~ 2cx)^ "~ 2c
69. Équilibre d'un fil ayant tous ses points soumis à l'action de forces quelconques. — Proposons-nous encore de déterminer la forme d'équilibre d'un fil parfaitement flexible et inextensible, dont tous les éléments sont soumis à des forces quelconques. Pour qu'il y ait équilibre, il est nécessaire et suffisant que la tension t (fig. 48] en un point quelconque M ou (x, y, z) fasse équilibre à toutes les forces qui agissent sur la porlion OM du fil, puisqu'il faut et qu'il suffit que les forces appliquées à une partie OM se fassent équilibre (1°' § du N"" 64). Toutes les forces appli(|uées à OM, savoir les deux tensions extrêmes T, t et les forces intermédiaires, doivent donc satisfaire aux six équations d'équilibre. Représentons par (X, Y, Z] les forces qui agissent sur le point M et rapportées à l'unité de longueur du fil et par (a, b, c) les angles formés par T avec les axes; les trois équations d'équilibre sont, en remarquant que t est dirigé suivant la tangente au point (x, y, z) , (3"'« § du N'» 64)
dx du
Tcosa-^fXds + '^ = 0, T cos 6 -f-/Yrfs -*- «■^=0,
T cos c -t- /Zrf« -+- 1-^ = 0 (1)
as
les intégrales étant prises depuis 0 jusqu'à M ou (x, y, z]. Â ces trois équations il faudrait joindre les trois équations d'équilibre de rotation qui ici sont visiblement, en plaçant l'origine des coordonnées à l'extrémité 0,
y(Yz — Zy) ds -4- l-r-^ — 'tT^ ^^^' ®^^'' ®^^*
dans lesquelles les intégrales sont prises depuis 0 jusqu'à (x, y, z) et sont par conséquent des fonctions de ces variables; mais si on les différencie, il vient
et en remplaçant d ( t— j > ^( ^t* ) P^^ '^^^ valeur tirée des trois
équations (i), après qu'on les a différenciées, on reconnaît que ces équations sont identiquement satisfaites et sont par conséquent comprises dans les trois premières, qui suffisent pour assurer Téquilibre.
En différenciant celles-ci, puis multipliant respectivement par — y
dy dz
•-p et -r- et les ajoutant ensuite membre à membre, on trouve
rf« = — (Xdx -♦- Ydy -h Zdz) ,
parce que Ton a
(rfxV /^y\* A^A* M . dx ,dx dy ,du dz ,dz
On tire de là en intégrant,
t = C — /(Xrfx H- Ydy -t- Zdz) (2),
qui donne la valeur de la tension toutes les fois que Xdx -hYdy + Zdz
est la différentielle exacte d'une fonction des trois variables (x, y, z).
Les équations de la courbe s'obtiennent alors en éliminant i entre les
équations (i) et (2).
Si Ton suppose les forces (X, Y, Z) réduites à des poids répartis le
long du fil, en prenant l'axe des Z vertical, on fera X et Y nuls, on
dv remplacera Z par » si la chaîne est uniformément pesante, ou par h-^
ds
si le poids des chaînons est proportionnel, comme plus haut, à sa projection horizontale, et on sera conduit à l'équation de Tune des chainettes trouvées précédemment. Il suffira de remarquer que les deux premières équations (1) deviennent
dx . dv
T cos a = — «-7- » T cos 6 = ■— t-f-^
as as
d'où l'on tire
dy cos 6 cos 6
-^=a et y=s x-HC,
dx cos a cos a
qui apprend que la projection de la courbe dans le plan horizontal XY est une ligne droite, c'est-à-dire que la courbe est renfermée dans un plan vertical que Ton prendra pour plan des XZ en faisant y et cos h nuls. Dans le premier cas/Zds de (i) devient ps et hx dans le second,
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et en éliminant ( entre la première et la troisième des équations (1), on trouvera sans peine les équations des deux chaînettes. L'équation (2) donne dans le premier cas ( == C — pz. Dans le second, la formule (2) ne peut plus servir, mais la première équation (i) donnera la valeur de t en remplaçant ds par sa valeur tirée de l'équation de la courbe. 70. Équilibre d'un fil tendu sur une surface. Pression. — Si les forces sont partout dirigées suivant le rayon de courbure de la courbe prolongé vers sa partie convexe, p étant le rayon de courbure et P la force rapportée à l'unité de longueur du fil, et qui mesure l'intensité de celte force, on a
ds \ds/ ds \ds/ ds \ds/
parce que les cosinus des angles formés avec les axes par un rayon de courbure prolongé vers la partie concave sont représentés par
iiî}
etc. (Traité d^analyse^ â*"* édition N" 86) ; on a donc dans as y
ce cas,
/dx ,dx dy j dy dz dz\
"~ " \ds ds ds ds ds dsj
et par conséquent, en observant que la parentlièse est nulle ,
(/fsaO et f = const.,
c'est-à-dire que la tension d'un semblable fil est la même dans toute son étendue. En différcntiant l'une des trois équations d'équilibre du N" 69, et remplaçant X par sa valeur précédente, on trouve
.dx ^ jdx ^ ,, . rv ^
td- Pprf— =0, d'où P = -.
ds ^ ds p
La force normale doit donc être inversement proportionnelle au rayon de courbure, pour que l'équilibre soit possible. Pour ce qui est de la forme de la courbe, les trois équations (1) sont identiquement satisfaites par ces valeurs de P et f, et par conséquent l'équilibre a lieu quelle que soit cette forme.
Réciproquement, si la tension t est constante^ les trois équations (1) différenciées deviennent
4rf^=_x, 4d$^=-y, 44'=-^'
ds ds ds ds ds ds
d'où ]*ou conclut sans peine que la résultante de (X, Y, Z), c'cst-à-dirc la force P, fait avec les axes les mêmes angles que le rayon de courbure (voir le Traité d'analyse 2"»« édition N" 86) et qu'elle est inversement proportionnelle au rayon de courbure. On voit donc que pour que la tension soit partout la même, la force doit être en chaque point dirigée dans le sens du rayon de courbure et doit être inversement proportionnelle à ce rayon.
Ces propositions conduisent aux propriétés d'un fil tendu sur une surface, et à la forme qu'il doit prendre pour y être en équilibre ; en effet la surface exerçant en chaque point du fil une pression normale à la surface, si l'on représente l'intensité de cette pression par P, ses composantes suivant les axes, c'est-à-dire (X,Y,Z),sont représentées par
à cause des valeurs connues des cosinus des angles formés par une normale avec les axes. (Voir N« i07 du Traité ttanalyse â""" édition). En substituant ces valeurs dans l'équation (2) du numéro précédent, il vient
(U = — ipdjc -f- qdy — dz),
cl par conséquent
dt = 0 ou f -= const. ,
parce que en différenliant l'équation de la surface, on trouve
dz = pdx + qdy.
On voit donc que la tension d'un semblable fil est partout la même. Or, il résulte du paragraphe précédent que si la tension est constante, la force doit être partout dirigée suivant le rayon de courbure de la courbe et doit être inversement proportionnelle à ce rayon de courbure; la courbe inconnue que forme sur la surface le fil tendu est donc telle qu'en chaque point son rayon de courbure est normal à la surface, et la pression contre cette surface est en chaque point inversement proportionnelle au rayon de courbure du fil , c'est-à-dire au rayon de courbure de la section normale de la surface, faite suivant la tangente au fil. Cette propriété caractérise ciitiëremcnt la courbe formée par le fil.
Si l'on différentie les trois équations d'équilibre, qu'on remplace (X, Y, Z) par les valeurs précédentes et qu'on élimine P en divisant Tune par l'autre deux de ces équations, on trouve pour l'une des équations différentielles de la courbe,
£n représentant par u = 0 l'équation de la surface et en remarquant que l'on a
du
du
dx
du '
du
dz
dz
cette équation devient
dx \d8/ dy \ds/
dont l'intégrale jointe à l'équation de la surface sur laquelle le fîl est tendu représente la courbe cherchée. (Voir pour les applications les N»' 279 et 280 du Cours d'analyse, 2™° édition.)
On arrive h ces conclusions directement et sans calcul en observant que, puisque les deux tensions t et t^ (fig. 49) des deux éléments qui aboutissent en M, font équilibre à la pression Pds normale à la surface, le plan de ces deux éléments, c'est-à-dire le plan osculateur doit contenir Pds et par conséquent être lui-même normal à cette surface. D'un autre côté Pds étant la pression totale exercée sur l'élément ds^ on doit avoir, en désignant par*/] l'angle de courbure en M ou l'angle formé par ( et t\
t : Vdë == sin PMt' : sin /Mf' = i : sin (tt — 73) = 1 : sin /j == 1 : /j,
d'où l'an tire en tenant compte de la valeur d'un angle de courbure {Traité d'analyse, 2'"*^ édition N«' 84 et 86),
ds p
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7i. Définition des machines. Machines simples et composées. — On appelle machine tout appareil destiné à transmettre l'action d'une force, en la modifiant dans sa direction ou dans son intensité. Un semblable effet s'obtient en général en appliquant la force à un corps gêné dans ses mouvements par un obstacle. En statique, on considère les machines comme servant à faire équilibre à une force au moyen d'une autre force qui ne lui est pas égale et directement opposée. La première force se nomme résistance, la seconde puissance.
Les machines simples sont celles dans lesquelles il n'y a qu'un seul point fixe ou un seul obstacle. S'il y en a plusieurs, les machines sont dites composées. Les machines simples sont le levier, le plan incliné et la corde. Les machines composées résultent de la réunion de plusieurs machines simples, réagissant les unes sur les autres cl sont en nombre illimité.
Proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre entre la puissance et la résistance dans les différentes machines, en faisant abstraction des circonstances physiques qui peuvent influer sur l'équilibre, comme le frottement, la résistance de l'air, etc.
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72. Levier, Conditions d'équilibre. — Occupons-nous d'abord du levier. Un levier est, dans le sens le plus général, un corps solide de forme quelconque, ayant un de ses points fixe, que Ton nomme point d'appui. Ordinairement ce corps a une forme prismatique et il est droit ou courbe. Nous le supposerons d'abord réduit à son axe et nous appellerons levier mathématique une ligne inflexible et sans pesanteur, mobile autour de Fun de ses points. Si deux forces P et Q agissent sur ce levier, il suffit pour l'équilibre qu'elles aient une résultante et que celle-ci passe par le point fixe, puisque cette résultante sera détruite par la résistance de ce point. De plus, cette condition est nécessaire, car si l'on introduit une troisième force représentant la résistance du point d'appui, on pourra supposer le levier entièrement libre et les trois forces ne pourront se faire équilibre à moins que deux d'entre elles, P et Q, n'aient une résultante égale et opposée à la résistance du point. Cette condition nécessaire et suffisante exige 1** que les deux forces et le point soient renfermés dans un même plan, et 2° que les moments des forces par rapport au point fixe soient égaux et de signes contraires, puisque ce point appartient à la résultante (N*» 14).
Si le levier avait la faculté de glisser sur le point fixe, il faudrait en outre que la direction de la résultante fut normale au levier, afin que celui>ci ne glissât pas sur ce point.
Quand le levier est droit et que les forces qui agissent sur lui sont parallèles, par exemple, quand ce sont des poids, les conditions d'équilibre prennent une forme très simple. 0 étant le point d'appui (fig. 50, 5f, 52), P la puissance, Q la résistance, et aO, 60 les perpendiculaires abaissées sur les forces, il faut dans les trois cas que les trois points Â, B, 0 soient renfermés dans un même plan contenant les forces P et Q et que Ton ait
P.0a = Q.06 ou P:Q = 06:0a = 0B:0A.
F^es distances OA et OB du point fixe aux points d'application des forces se nomment bras de levier^ on voit donc que les deux forces doivent être dans le rapport inverse des bras du levier.
Dans le cas général , lorsque des forces en nombre quelconque et dirigées dans des sens quelconques sont appliquées au levier, la condition d'équilibre consiste encore en ce que toutes ces forces doivent avoir une résultante unique passant par le point fixe; en prenant donc
ce point pour origine des coordonnées et rapportant ces forces à trois axes rectangulaires, comme elles sont réductibles à trois forces (X, Y,Z) renfermées dans les trois axes, et à trois couples (L, M, N) renfermés dans les trois plans coordonnés, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elles soient réductibles à une force unique, et par conséquent pour assurer Téquilibre sont
quelles que soient les forces (X, Y, Z), et celles-ci déterminent une
pression représentée par j/X* ■+- Y' -h Z*. On voit par là que la pression est la même que si toutes les forces étaient transportées parallèlement à elles-mêmes au point d*appui.
Si l'on tient compte du poids du levier, il faut considérer ce poids comme une force verticale appliquée au centre de gravité du levier.
75. Théorie des balances. — La théorie de l'équilibre des leviers est surtout utile pour établir les conditions d'équilibre de la plupart des balances. On donne ce nom aux machines destinées à mesurer les forces et particulièrement celles qui proviennent de l'action de la gravité, c'est-à-dire les poids des corps. La plupart de ces machines sont composées de leviers diversement combinés. Nous examinerons successivement les principales.
La balance ordinaire se compose d'un levier droit AB (fig. 5i) qu'on nomme /lean, dont les deux bras sont identiques et dans lequel le point d'appui est placé entre les deux forces. Aux extrémités du levier sont suspendus des plateaux de même poids, sur lesquels on place d'un côté le corps qu'on veut peser , et de l'autre des poids connus qui doivent servir de mesure. Gomme les deux bras de levier sont égaux, il faut pour l'équilibre que les deux poids augmentés des plateaux soient égaux, et si les plateaux ont la même pesanteur, les poids eux-mêmes devront être égaux.
Lorsqu'une balance est en équilibre sous l'action de deux poids , on est assuré que ceux-ci sont égaux, si l'on est certain i** que les bras de levier sont égaux et 2"" que le centre de gravité de la balance, y compris les plateaux, lorsqu'elle est vide, est placé dans un plan vertical passant par l'axe de suspension ; en effet si la seconde condition est satisfaite, le poids de la balance ne contribuera pas à l'équilibre, puisqu'il sera supporté par l'axe; l'équilibre aura donc lieu entre P et Q, et on aura, p e\ q étant les longueurs des bras du fléau,
Vp = Qq.
Si donc les bras p et q sont égaux, les poids P et Q devront Tétrc aussi.
On s'assure de la seconde condition en vérifiant que la balance est en équilibre à vide. Pour la première condition, on pourra s*en assurer en vérifiant que l'équilibre subsiste encore en changeant de plateau les deux poids; en effet le premier équilibre exige que Ton ait
et le second entraine l'égalité
Qp = ?q, d'où l'on tire, en multipliant membre à membre,
p« = f/' et p = 9
74. Balance romaine* — Dans la balance ordinaire, les bras de
levier sont constants et le poids servant à mesurer est variable.
Dans la balance romaine la longueur de l'un des bras de levier est
variable et le poids qui sert à mesurer est constant. Celte balance se
compose d'un levier AC (fig. 54) ayant son point fixe en 0. En A est
suspendu un plateau dans lequel on place le corps P qu'on veut peser.
Au bras OC on suspend un poids invariable Q et on avance ou recule
le point de suspension R jusqu'à ce qu'il y ait équilibre; alors on
apprécie le poids de l'objet P par la position du point B sur le bras OC,
où sont gravés des nombres indiquant les valeurs de P pour chaque
position de B. Si le levier était mathématique ou sans pesanteur, la
détermination de ces nombres serait facile, puisqu'on aurait pour
l'équilibre
OB P:Q = OB:OA d'où P = — -Q.
OA
On voit donc qu'en prenant Q pour unité de poids, et faisant OB = OA, on devrait marquer 1 au point B; en prenant OB = âOA on marquerait en B, â etc. Cette construction conviendrait encore pour un fléau matériel si le centre de gravité de ce fléau, y compris le plateau, était placé dans une verticale passant par 0, ou si la balance privée des poids P et Q était en équilibre; mais comme OC est beaucoup plus long que OA , il est diflicile de remplir cette condition , et il est nécessaire de tenir compte de la position du centre de gravité et du poids de l'instrument y compris le plateau. Soient R ce poids et G son centre
(le gravité; pour qu'il y ait équilibre, ou pour que la résultante de P, Q et R passe par le point 0, on doit avoir
O'B ^ OA
d'où l'on conclut que l'échelle se construit en portant sur (VC, h partir du point 0', des divisions égales à OA et en les marquant des nombres i, 2, 5....; car si l'on prend encore Q pour unité de poids, cette équation apprend que P est égal à i, jt, 3.... quand O'B est égal à OA, est double de OA, etc.
7S. Théorie du peson. — Le peson se compose d'un levier coudé à angle droit BOA (fîg. 54), mobile autour d'un axe horizontal en 0 et porté par un pied vertical OC. Le bras OB porte en F un poids constant Q et i l'extrémité A est suspendu un plateau portant l'objet P que l'on veut peser. 11 est clair que, dans une certaine position , les deux poids P et Q se feront équilibre, et qu'alors le bras OB approchera d'autant plus de l'horizontale OD que P sera plus grand. On peut donc juger de la valeur de P par l'angle BOE dans la position d'équilibre et à chaque valeur de l'angle BOE répond une valeur de P que l'on pourra marquer d'avance sur un quart de cercle fixe DE. Pour construire cette graduation, remarquons que si le levier et le plateau vide étaient sans pesanteur, le poids Q entraînerait OB dans la position verticale 0£, et si Ton place ensuite un corps P dans le plateau, comme les moments de P et Q doivent être égaux par rapport au point 0, on aura
Q . F6 = P. Aa, ou bien Q . FO . sin BOE = P. 0 A sin AOE,
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qui devient
Q.FO.langBOE = P.OA,
parce que Tangle BOA est droit par hypothèse. On tire de là
^^r. P OA
tangBOE = -._,
et en donnant successivement à P les valeurs 1, 2, 5.... kilogrammes, on connaîtra les valeurs correspondantes de l'angle BOE que Ton portera sur le quart de cercle £D, en indiquant en B la valeur du poids P. Mais les choses ne se passent pas ainsi en rëalitë; le poids du bras de levier OA et du plateau vide écarte OB de la position verticale OE et le place, h vide, dans une position Od que Ton marquera sur le limbe ED. On peut concevoir cet effet comme obtenu par un certain poids p suspendu en A, et faire abstraction de la pesanteur du bras OA ; alors si Ton désigne par a Tangle connu dOE, il viendra en remplaçant P parp,
p OA , FO
tanga=^. — , d'où p = Q^Unga,
et lorsqu'un corps P sera placé dans le plateau , il faudra considérer celui-ci comme portant en réalité la charge P + p, de sorte que l'on aura
„^^ P-hp OA P OA Ung BOE=-^ . - = - . — -.- tanga.
Cette équation fait connaître la loi de la graduation du limbe DE, et conduit à une construction géométrique très simple. Si on la met sous la forme
tang BOE — tang a _ i OA
P —QÔÊ'
comme le second membre est constant, on voit que tang BOE — tang a est proportionnel au poids P, et que par conséquent, en prenant OE pour rayon des tables trigonométriques, ce ou tang BOE — tang a est proportionnel au poids P; d'où il suit que si l'on marque sur la tangente EH les points c et ^ correspondants à une charge nulle et à une charge d'un kilogramme, les points correspondants à des charges de 2, 5.... kilogrammes se trouveront en portant à la suite de cg des
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longueurs égales h cg. La graduation du limbe s'effectue en joignant le centre 0 à ces différents points de division.
76. Équilibre des poulies. — On appelle poulie une roue traversée par un axe fixe autour duquel elle a la liberté de tourner, et dont la circonférence est creusée en gorge pour recevoir un cordon aux extrémités duquel sont appliquées la puissance et la résistance dans un plan perpendiculaire à Taxe. Quand la poulie est immobile, on peut la réduire i un levier coudé AOB (fig. 55) dont les deux bras sont égaux et aux extrémités desquels les deux forces P et Q agiraient normalement; car on peut, sans troubler Téquiiibre, considérer les parties extrêmes du cordon comme fixées aux points de contact A et B, puis supprimer toutes les parties de la poulie qui ne contribuent pas immédiatement à l'équilibre, et ne conserver par la pensée que les deux rayons qui aboutissent à ces points. Comme les moments par rapport au point 0, P. AO et Q.BO sont égaux quand il y a équilibre, on voit que les forces P et Q doivent être égales. Si la poulie n'élait pas circulaire, régalité des deux forces serait encore nécessaire pour Téquilibre^ pourvu que Ton fit abstraction du frottement qu'exerce la corde dans la gorge; car les forces étant inégales, il est évident que la plus grande des deux enlrainerait le cordon en le faisant glisser. L'égalité des forces est donc nécessaire autant que l'égalité des moments. D'où il suit que l'équilibre d'une poulie non circulaire n'est possible que dans les positions où les cordons sont à égale distance de l'axe. La pression que supporte l'axe 0 est représentée par la résultante de ces deux forces, résultante qui divise l'angle AGB en deux parties égales et est égale à
j/P«-4- Q*4- 2PQ cos a == P 1/2 (1 + cos a) = 2Pcos- a=^ P,
OA
en représentant par a l'angle formé par les directions de P et Q. Si les cordons sont parallèles, a est nul et la pression devient 2P.
77. Poulie mobile. — Dans la poulie proprement dite l'axe est fixe. Quand l'axe est lui-même mobile, on obtient une autre machine il'iie poulie mobile, dans laquelle la puissance et la résistance sont disposées d'une autre manière. A l'axe 0 (fig. 56) de la poulie est appliquée la résistance R par l'intermédiaire d'une pièce 00' appelée chappe. L'une des extrémités du cordon est fixée en A, et à l'autre extrémité est appliquée la puissance P, de manière que les deux cordons et la résistance soient renfermés dans un même plan. Pour
trouver les conditions d'équilibre, remarquons que si la machine est immobile y on peut sans troubler l'équilibre rendre Taxe o fixe et substituer au point fixe A une force Q équivalente i la pression qu'éprouve ce point. Dans cette hypothèse la machine devient une poulie fixe dont l'axe supporte une pression représentée par R; or Ton a vu (N"" 76) i° que les forces P et Q sont égales , ^ que la direction de R divise en deux parties égales l'angle formé par Pa et Qa% et enfin 5"* que R est donné par
1 aa' R=ÎPcos-a=— Pj â ao
d'où il suit que l'on a
P : R = ao : aa\
c'est-à-dire que dans la poulie mobile, i"* /a puissance est à la résistance comme le rayon de la poulie est à la sous-tendante de l'arc de la poulie embrassé par le cordon et 2"* la tension supportée par le point fixe A est égale à la puissance P.
On construit des machines composées de plusieurs poulies mobiles, réagissant les unes sur les autres, comme l'indique la figure 57. En désignant par J, If les tensions des cordons ao' et cfo'', la première poulie mobile o sera en équilibre sous l'action des forces P et t, la bcconde o', sous l'action de t et f^ et la troisième o", sous l'action de 1' et Q ; on a donc les proportions
P : f = a6 : ao, ( : «'= de : do^, t':Q = gh: go",
d'où l'on tire, eu multipliant termes à termes,
P :Q z= ab . de ,gh : ao , do'. go".
Cette proportion apprend que dans une semblable machine, lu puissance est à la résistance comme le produit des sous-tendantes des arcs embrassés par les cordons est au produit des rayons des poulies.
On déduit aussi des proportions précédentes les valeurs des tensions ( et (' des cordons, et par conséquent des efforts auxquels les points fixes Cy feik doivent résister. Si les cordon§ sont parallèles, les soustendantes deviennent des diamètres, et la proportion précédente devient
OU gënëralement, n étant le nombre de poulies mobiles,
78. Équilibre du moufle. — On appelle moufle (fig. 58) un système de plusieurs poulies ayant un axe commun, ou ayant leurs axes portés par la même chappe. Les machines dans la composition desquelles entre le moufle en contiennent ordinairement deux, dont l'un est attaché à un point fixe et Tautre est mobile. Un même cordon fixé par l'une de ses extrémités à l'une des chappes passe alternativement dans la gorge de l'une des poulies fixes et de l'une des poulies mobiles; à l'autre extrémité est appliquée la résistance Q destinée à faire équilibre à une puissance P appliquée à la chappe mobile. Pour trouver les conditions d'équilibre, il suffît de remarquer que d'une part, si Ton fait abstraction du frottement, le cordon étant unique doit être également tendu dans toutes ses parties, et que d'un autre côté, la machine étant immobile, on peut sans troubler l'équilibre considérer les poulies mobiles comme attachées à leur chappe commune; alors la force P sera tenue en équilibre par les tensions de tous les cordons qui aboutissent à cette chappe; si donc on suppose ces cordons parallèles entre eux et en nombre n, comme la tension commune est Q, la résultante des tensions agissant parallèlement sur la chappe mobile sera »Q, et l'on aura
P = «Q, ou Q :P = i :n,
c'est-à-dire que dans le moufle la puissance est à la résistance comme Cunité est au nombre de cordons qui aboutissent à la chappe mobile.
79. Équilibre du treuil, — Le tour ou treuil est un appareil composé d'un cylindre ordinairement horizontal AB (fig. 59), mobile autour de son axe dont les extrémités se nomment tourillons^ et d'une grande poulie CD ayant son centre placé dans l'axe du cylindre et son plan perpendiculaire à cet axe. Dans la gorge de cette poulie, à laquelle on donne le nom de roue^ est fixé un cordon à l'extrémité duquel on applique la résistance Q. Sur le cylindre, qu'on nomme arbre^ s'enroule jen sens inverse un autre cordon portant un poids P qui tient lieu de puissance et faisant avec AB un angle droit. Pour trouver le rapport entre P et Q nécessaire pour l'équilibre, remarquons que cet appareil étant un corps «solide mobile autour d'un axe, il résulte du N*" 45 que les moments des forces qui tendent à le faire tourner en sens inverse doivent être égaux; on a donc pour condition d'équilibre
Q.oE = P.o'F, ou P:Q = oE:o'F,
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c'esl-à-dire que la puissance est à la résistance comme le rayon de la roue est au rayon de Varhre.
Les pressions que supportent les deux tourillons A et B se déterminent en remarquant que les forces P et Q peuvent être transportées parallèlement à elles-mêmes en F et Q', en introduisant deux couples P.o'F et Q.oE perpendiculaires à Taxe, couples qui sont égaux et de signes contraires quand il y a équilibre. L'axe n'éprouve donc d'autre pression que celle qui provient de P' et de Q' agissant en o' et o. Décomposons chacune de ces deux forces en deux autres parallèles et appliquées en A et B; les résultantes des deux composantes qui agissent sur chacun de ces points seront les pressions des tourillons.
Si les cordes qui s'enroulent sur l'arbre et sur la roue avaient des diamètres sensibles, il faudrait aux rayons de l'arbre et de la roue ajouter le rayon de la corde afin de réduire celle-ci à son axe.
La résistance n'est pas toujours transmise h la machine au moyen d'une corde qui s'enroule sur la roue; souvent cette force est appliquée à un levier encastré dans l'arbre et figurant un rayon de cette roue. Lorsque la force est perpendiculaire à ce levier et renfermée dans un plan perpendiculaire à l'arbre, la proportion précédente doit être maintenue; dans le cas contraire la résistance Q est la composante estimée normalement à l'axe et la plus courte distance de cette force à l'axe tient lieu de levier.
80. Équilibre d'un système de treuils, — La condition d'équilibre d'un appareil composé d'un système de treuils réagissant les uns sur les autres, comme l'indique la figure 60^ s'obtient en remarquant que l'équilibre doit exister dans chaque treuil en particulier; si donc on désigne par teitf les tensions des cordons ce et fh , les forces P et {, t et t', t' et Q devront se faire équilibre autour de chaque treuil, ce qui exige que l'on ait
p : « == ac : a6 , t:t' = df: rfe, t' : Q =- gi i gh ^
d'où l'on tire en multipliant
p : Q = ac . df.gi : ab.de.gh,
c'est-à-dire que la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des arbres est au produit des rayons des roues.
81. Équilibre d'un système de leviers. — Proposons-nous de chercher les conditions d'équilibre d'une machine composée d'un assemblage de leviers droits ou coudés AB, BC, CD (fig. 61), réagis-
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sant les uns sur les autres, et ayant pour points d*appui 0, 0', 0". Si Ton désigne par P el Q la puissance et la résistance qu'on supposera perpendiculaires à OA et 0"D, et par ( et f les pressions exercées en B et C par le bras d'un levier sur celui du levier suivant, pressions que nous supposerons dirigées perpendiculairement à OB et O'B , O'C etO"C, on doit pour assurer l'équilibre de chaque levier avoir les proportions suivantes :
P : ( = OB : OA, ( : t'= O'C : O'B, t' : Q = 0"D : 0"C.
En les multipliant, on trouve
P : Q = OB . O'C . 0"D : 0 A . O'B . 0"C
c'est à-dire que la puissance est à la résistance comme le produit des bras de levier placés du côté de la résistance est au produit des bras de levier placés du côté de la puissance.
Les proportions précédentes donnent aussi les valeurs des pressions t el «'.
82. Equilibre d'un système de roues dentées. — On appelle roue dentée un cercle matériel d'une certaine épaisseur, mobile autour de son axe et ayant sa circonférence garnie de filets saillants ou dents disposés régulièrement de manière à engrener avec les filets ou dents d'une roue juxta-posée. Ordinairement une roue dentée fait corps avec une seconde roue concentrique et d'un rayon plus petit appelée pignon. Considérons l'appareil représenté par la figure 62, dans lequel la première roue dentée est remplacée par une grande poulie dans la gorge de laquelle est enroulé un cordon tiré par la résistance Q. Le dernier pignon est aussi remplacé par un arbre autour duquel est enroulé un autre cordon portant un poids P ou la puissance. Le rapport nécessaire entre P et Q pour qu'il y ait équilibre se trouve en remarquant que si l'on supprime par la pensée toutes les parties matérielles qui ne servent pas immédiatement à maintenir l'équilibre, l'appareil se réduit à un système de leviers oa', a^a'', d^a"' droits ou coudés, ayant leurs points d'appui en c, c', c" et réagissant les uns sur les autres comme au N° 8i. On a donc la proportion
P : Q = ac . a'd. d'^' ; col. da". d'à"',
c'est-à-dire que dans un système de roues dentées en équilibre, la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des roues est au produit des rayorts des pignons.
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85. Équilibre daim le cric. — Le crtc, que l'on emploie pour soulever de grands fardeaux, est composé d'une barre de fer AB (fig. 65) garnie de dents qui engrènent avec celles d'un pignon F, tournant autour d'un axe F au moyen d'une manivelle G. La barre et le pignon sont ordinairement renfermés dans une boite ou châsse CD. Le fardeau ou la puissance P se place sur la tète Â de la barre ou sur le crochet ou pied de biche B situé à l'autre extrémité, et le pignon en tournant avec la manivelle, à laquelle on applique la résistance Q, soulève la barre et par suite le fardeau. On trouve le rapport de la puissance à la résistance pour l'équilibre, ep remarquant que le fardeau agit sur le pignon de la même manière que s'il était suspendu k l'extrémité d'un cordon enroulé sur ce pignon, et la puissance appliquée à la manivelle peut être considérée comme agissant tangentiellement à une roue ayant GF pour rayon. De cette manière, le cric se trouve transformé en un tour, et le rapport de la puissance à la résistance est donné par le rapport du rayon de la roue ou de la manivelle au rayon du pignon.
On donne plus de puissance à cette machine, en plaçant entre le pignon de la manivelle et la barre une roue dentée munie de son pignon. La machine, qui prend alors le nom de cric composé (fig. 64), peut élre comparée k un système de roues dentées, et il est visible que le rapport de la puissance à la résistance est égal au rapport du produit des rayons de la roue et de la manivelle au produit des rayons des deux pignons.
84. Équilibre des cordes. — Une corde mathématique est une ligne inextensible, parfaitement flexible en tout sens, sans épaisseur et sans pesanteur. Pour qu'une corde devienne une machine dans l'acception donnée à ce mot (N** 71), il faut que l'un de ses points soit rendu fixe ou du moins soit gêné par un obstacle. Soit donc 0 un point fixe auquel est liée la corde BAC (fig. 65) au moyen de la corde AO. Aux points B et C sont appliquées la puissance P et la résistance Q. Pour qu'il y ait équilibre, il faut qu'en désignant par ( la tension du cordon AO, les trois forces P, Q et f se fassent équilibre autour du point A, ce qui exige que l'on ait
p : Q : ( =» sin CAO : sin BAO : sin BAC.
Cette double proportion fait connaître la tension ( et le rapport de PàQ.
Si la corde BAC, au lieu d'être attachée à la corde AO au point A,
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avait la liberté de glisser dans un anneau ou dans un nœud A, les proportions précédentes ne suffiraient plus pour assurer l'équilibre; il faudrait en outre que les forces P et Q fussent égales pour que- la corde ne glissât pas dans Tanneau. Cette double proportion apprend qu'alors la droite ÂO divise l'angle BAC en deux parties égales, et que la tension t est égale & P multiplié par le rapport du sinus de BAC ou a au sinus de la moitié de cet angle, c'est-à-dire que t est égal h
2P cos- a.
85. Problèmes. — Ce qui précède donne immédiatement la solution du problème suivant, qui n'est qu'un cas particulier de la théorie du polygone funiculaire, auquel on donne aussi le nom de machine funiculaire. Une corde est attachée aux deux points fixes A et B et en un point C de cette corde est suspendu un poids P. On demande la position d'équilibre ainsi que les tensions t et i' (fîg. 66) qu'éprouvent les cordes AC et BC, c'est-à-dire les pressions sur les points de suspension A et B. Comme les tensions { et V font équilibre à P, ces trois forces, c'est-à-dire les deux cordons et P doivent se trouver dans un même plan, lequel est vertical puisque P est un poids. Cela posé, si dans ce plan on mène la verticale A Y et l'horizontale AX, la forme d'équilibre sera donnée par l'angle BAX, puisque le triangle ABC est donné par ses (rois côtés, et cet angle est connu puisqu^on donne les coordonnées du point de suspension B. Quand aux tensions t et (', comme on doit pour l'équilibre avoir les proportions
« : P = sin PCB : sin ACB, t' : P = sin PCA : sin ACB,
celles-ci donneront les valeurs de t et i\ car l'angle ACB se déduit du triangle ABC, l'angle PCA est égal à l'angle connu CAX augmenté d'un angle droit, et l'angle PCB est le supplément à quatre angles droits des angles connus PCA et ACB.
Si le poids P, au lieu d'être attaché au point C de la corde ACB, était suspendu à un anneau ayant la liberté de glisser sur cette corde, il faudrait, comme on Ta vu, ajouter aux deux proportions la condition que les forces t et t' sont égales, ou que la droite CP divise l'angle ACB en deux parties égales. La position du point C sera ainsi complètement déterminée, car si l'on désigne par (x, t/) ses coordonnées rapportées à l'horizontale AX et à la verticale AY, et par (a, b) les coordonnées connues de B, on aura pour exprimer que la corde ACB
a une longueur invariable /,
j/ô^ry* H- /(x — a)«-+-{y — 6)* = /,
et pour exprimer que la verticale CP divise l'angle ACB en deux parties égales ou que les droites AG et CB font avec Taxe des Y des angles égaux,
Ces deux équations résolues par rapport h x eiy feront connaître la position du point C.
Il est à remarquer que ce point, lorsqu'il se déplace , décrit une ellipse qui a A et B pour foyers et AC et BG pour rayons vecteurs. Gomme la verticale GP divise l'angle AGB des rayons vecteurs en deux parties égales, cette verticale est une normale à l'ellipse et par conséquent la tangente en G est horizontale. On voit donc que le poids s'arrêtera au point le plus bas possible.
Appliquons encore la théorie de l'équilibre des cordes à la solution du problème suivant : une corde ABGD (fig. 67) est attachée en A et D et porte deux poids P et P' suspendus aux nœuds B et G. Trouver sa forme d'équilibre.
Désignons par /, l\ l" les longueurs des trois cordons , par a, a', a" leurs inclinaisons sur une verticale, et par tn et n la distance horizontale AD' des points A et D et leur différence de niveau DD'. On a vu (N® 65) que le polygone est renfermé dans un plan vertical. De plus comme la somme algébrique des projections horizontales et verticales des cordons est égale à AD' et DD', on a
/ sin a -i- /' sin a' -+- Z" sin a" =« m ,
/ cos a -t- /' cos a' -h /" cos o" = n.
En outre les conditions d'équilibre des nœuds B et G fournissent les proportions suivantes, t étant la tension du cordon BG,
P : f = sin (a' — a) : sin a, t : P' = sin a" : sin (a" — * a').
Ges quatre équations feront connaître les valeurs de t et a, a', a" qui déterminent la forme du polygone. Les proportions
Q : * = sin o' ; sin a, Q' : f = sin a' : sin a"
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feront ensuite connaître les tensions Q et Q' des cordons extrêmes UA et CD.
Si le poids F était inconnu et qu*on demandât la valeur qu*il devrait avoir pour que le cordon fiC eût une inclinaison donnée, pour qu'il fût
horizontal, par exemple, on ferait o! égal à - » et les quatre équations
étant résolues donneraient les valeurs de a, q1\ t et P'.
Si BC était une droite rigide portant en E un poids R, on décomposerait R en deux poids P et P' appliqués en B et G^ savoir
CE„ ^, BE
et en substituant leur valeur dans les quatre équations précédentes, on déduirait de celles-ci les valeurs des quatre inconnues a, a', a" et t.
Enfin si Ton demandait de déterminer la position que doit avoir le point E sur la droite rigide BC pour que cette droite ait une inclinaison donnée, pour qu'elle soit horizontale par exemple, on ferait a' égal à un angle droit, et en remplaçant P et P' par les valeurs données plus haut, la distance BE deviendrait la quatrième inconnue.
86. Équilibre sur un plan incliné, — La machine à laquelle on donne le nom de plan incliné se compose d'un plan sur lequel est appuyé un corps soumis à l'action de deux forces qui se font équilibre. Si le corps n'est appuyé qu'en un seul de ses points, il faut évidemment et il suiBt pour l'équilibre que la résultante des deux forces soit normale au plan au point d'appui , et tende à presser le corps contre le plan, ce qui exige i"* que les deux forces et la normale élevée sur le plan au point d'appui soient renfermées dans un même plan, 2" que le point de rencontre des deux forces soit renfermé dans la normale, et 5° que les moments des deux forces soient égaux par rapport au point d'appin qui doit être un des points de la résultante. Il suit de là que si AB (fig. 68) représente le plan incliné, P et Q les deux forces et C le point d'appui, le plan de la figure étant celui qui contient les deux forces et la normale CD au plan AB, on doit avoir pour l'équilibre
P.Cp = Q.C9,
ou bien, en désignant par a et |3 les inclinaisons de P et Q sur la normale CD et remplaçant Cp et Cq par leur valeur tirée des triangles rectangles DCp et DCgf,
P sin a = Q sin (3.
Celte équation de condition de l'équilibre entre la puissance P et la résistance Q exprime évidemment que ces forces estimées parallèlement au plan sont égales et directement opposées. La pression que supporte le plan est la résultante de P et Q dirigée suivant CD. Cette résultante peut s'obtenir en décomposant P et Q respectivement en deux forces dirigées suivant DC et ttf-, la somme des composantes suivant I)C ou
P cos a -+- Q cos |3
représente la pression, tandis que les deux autres se détruisent. Ordinairement l'une des deux forces, la résistance Q (6g. 69) par exemple^ est le poids même du corps appliqué à son centre de gravité G. Alors le plan AB devient un plan incliné sur l'horizon AH et les conditions d'équilibre peuvent se modifier de la manière suivante : 1** la puissance P et le centre de gravité G doivent être renfermés dans un plan vertical perpendiculaire au plan incliné, ou, ce qui revient au même, le plan qui contient la force P et le centre de gravité doit être perpendiculaire à l'intersection A du plan incliné et du plan horizontal; â'^ Le point de rencontre de P et de la verticale Q passant par le centre de gravité doit être contenu dans la normale élevée sur le plan au point d'appui C^ et 5" on doit avoir
Psin a = Qsin (3,
a et (3 étant les inclinaisons de P et de Q sur la normale CD. II est visible que (3 est aussi l'inclinaison A du plan sur l'horizon.
Si l'on suppose successivement la puissance P horizontale et parallèle au plan incliné, l'angle a devient complémentaire de (3 dans le premier cas, et droit dans le second; la troisième condition d'équilibre prend donc l'une ou l'autre des deux formes
Pcos|3 = Qsin(3, ou P = Qsin(3.
£n construisant le triangle rectangle ABU dans lequel AB, AH etBH se nomment longueur^ base et hauteur du plan incliné^ ces équations deviennent en remplaçant (3 par sa valeur tirée de ce triangle,
q~ah' q~"âb'
c'e&t-à-dlre que dans le premier cas la puissance est à la résistance
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OU au poids comme la hauteur du plan incliné est à sa base. Dans le second, la puissance est au poids comme la hauteur est à la longueur.
Lorsque le corps, au lieu d'être appuyé par un seul point contre le plan incliné, Test par plusieurs points ou par une base d'une certaine étendue, il faut et il suffît pour l'équilibre que la puissance et la résistance aient une résultante normale au plan et que celle-ci tombe dans l'intérieur de la base. Si la résistance est le poids même du corps, la première condition exige que la puissance et le centre de gravité soient renfermés dans un plan perpendiculaire à l'intersection A du plan incliné et de l'horizon. La seconde condition exige que la normale abaissée du point de rencontre de P et de Q sur le plan tombe dans l'intérieur de la base. La proportion entre le poids et la force P reste la même que ci-dessus.
Si un point matériel pesant m ayant un poids Q ne pouvait que glisser le long d'une courbe donnée AB (fig. 70), et qu'il fût retenu en équilibre par une force P, il faudrait pour l'équilibre que la résultante de Q et P fût normale à la courbe, et par conséquent h sa tangente ttf au point m, c'est-à-dire que les composantes de Q et de P dans le sens de la tangente fussent égales et opposées (N" 45), condition qui peut servir à trouver les rapports de grandeur et de position de la force P et du poids Q. Dans l'hypothèse où P serait renferme dans le plan vertical passant par la tangente tt', les conditions d'équilibre seraient celles qui ont été trouvées au commencement de cet article, et en désignant comme plus haut par |3 l'inclinaison de tt' sur l'horizon, on aurait
P == Q sin p, ou P = Q tang (3,
selon que P est parallèle à ttf ou dirigé horizontalement.
87. Équilibre dans la vis. — Passons à la recherche des conditions d'équilibre dans la vis. La vis^ considérée comme machine, se compose d'une vis proprement dite et de son écrou. Rappelons-nous que la vis proprement dite se compose d'un cylindre à base circulaire revêtu d'un filet saillant adhérant à la surface et tourné en hélice, dont la construction peut se concevoir de cette manière : on trace sur la surface convexe une hélice (voir le Traité d'analyse^ N"" 91 , 2*°" édition) et l'on fait glisser un polygone le long de celte courbe, de manière que l'un des sommets y étant appuyé et le côté adjacent restant appliqué contre la surface, le plan du polygone passe constam-
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ment par l'axe du cylindre. Ce polygone, qui est ordinairement un rectangle ou un triangle, engendre ainsi le ûlet saillant. Le pas de vis est l'intervalle entre deux filets consécutifs.
On nomme écrou un corps de forme quelconque percé d'un orifice circulaire de même diamètre que le cylindre, et dont la paroi intérieure porte en creux une rainure ou filet rentrant dans lequel s'adapte exactement le filet saillant de la vis, de sorte que l'écrou ne peut avancer qu'en tournant autour du cylindre. La vis proprement dite (fig. 7i) est ordinairement rendue fixe par l'une de ses extrémités et une pression est exercée sur l'écrou parallèlement à l'axe de la vis* Cette pression tend & déplacer l'écrou, en le faisant tourner autour de la vis; une seconde force est donc nécessaire pour empêcher l'écrou détourner, et c'est le rapport entre ces deux forces qu'il s'agit de déterminer. Supposons la vis verticale, et remarquons que si un point matériel pesant m est placé sur la face supérieure du filet et assujetti soit par un fil horizontal Om, soit de toute autre manière, à rester à la même distance de l'axe 00', ce point m glissera en vertu de son poids Q le long de la face du filet, en décrivant une hélice ÂmB ayant le même pas que l'hélice primitive tracée sur le cylindre. Pour empêcher ce glissement le long de la courbe AmB, l'intervention d'une force P sera nécessaire et si l'on suppose celle-ci dirigée horizontalement et perpendiculairement au rayon Om, on devra avoir pour l'équilibre (voir le N» 86)
p : Q = lang a : 1 ,
a étant Tangle formé par la verticale Q avec une normale h la courbe AB et renfermée dans le plan de P et Q, ou, ce qui revient au même, a étant l'angle constant formé par les tangentes de l'hélice AB avec la base du cylindre; on a donc, en désignant par p le pas de l'hélice et par r le rayon du cylindre sur lequel se trouve tracé AB (voir le TraiU d'analyse, N» 91, 2'"'= édition),
P : Q = P : 27rr.
Si le point matériel pesant m, au lieu d'être retenu directement par une force P, était appuyé contre un levier horizontal OC ayant son point d'appui dans l'axe en 0, et qu'une puissance P' parallèle à P fut appliquée à l'extrémité de ce levier en C, en désignant par P la pression horizontale du point m contre le levier, on aurait d'une part
P:Q = p:27rr,
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et d'un autre côté»
P':P = r:OC,
d'où Ton tire en loullîpliant,
P': Q=p.r : 27r.r.OC.
Dans cette proportion r disparait , et il vient en désignant par / le levier OC,
c'est-à-dire que la puissance est d la résistance comme le pas de la vis est à la circonférence qui a le levier pour rayon.
Considérons maintenant une vis avec son écrou (fîg. 72). Supposons la vis verticale et sur Técrou plaçons un poids ou une résistance Q, et adaptons y un levier oC prolongé par la pensée jusqu'à l'axe du cylindre en o. Le poids, que nous supposerons réduit à un point matériel, peut être transporté en un point quelconque de l'écrou; car on sait qu'on peut effectuer cette translation en introduisant un certain couple dont le plan est ici vertical et par conséquent parallèle à l'axe oo' du cylindre ; ce couple peut donc être transporté dans un plan passant par cet axe fixe contre lequel les forces viennent se détruire.
Il est visible aussi que, pendant la rotation de l'écrou, un point quelconque de cet écrou ou du levier tend à décrire une hélice ayant le même pas que celle tracée sur le cylindre.
Cela posé^ si l'on transporte le poids Q en un point quelconque a du levier, on pourra faire abstraction de l'écrou et considérer le poids comme remplacé par un point matériel pesant a assujetti à glisser sur une hélice, tandis qu'une force P agissant horizontalement à l'extrémité du levier oaC s'o|)pose à ce glissement. Or, on vient de voir que l'on a la proportion
d'où il résulte que dans la vis la puissance est à la résistance dans le rapport du pas de la vis à la circonférence ayant le levier pour rayon. Le plus souvent le poids Q est remplace par une pression exercée par l'écrou sur un corps placé entre lui et le plan fixe AU. Celte pression tient alors lieu de puissance. Si l'écrou, au lieu d'être mobile, était rendu fixe, et que l'on fît tourner la vis au moyen d'un levier encastré, il est visible que ce rapport ne serait pas changé.
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88. Vis $an$ fin, — La rû tans fin se compose d'uoe vis sans ëeroo AB (fig. 73), portant uo filet saillant en hélice, et mobile autour de deux toarillons A et B; elle est munie d'une manivelle sur laquelle agit la puissance P. Contre la vis et dans le plan de son axe est placée une roue dentée fixe, dont les dents viennent s'appuyer contre le filet saillant de la vis, qui ne peut tourner sans que le filet ne fasse avancer la dent en la pressant, et par conséquent ne fasse tourner la roue ; de sorte que si l'on adapte à celle-ci un arbre horizontal bc et qu'un poids Q soit suspendu à une corde s'cnroulant sur l'arbre , la rotation de la manivelle déterminera l'ascension du poids Q. On trouve le rapport entre P et Q en remarquant que si P' est la pression exercée en a par la dent contre le filet de la vis parallèlement à son axe, p le pas de lavis, / le rayon de la manivelle, R et r les rayons de la roue et de l'arbre, on a par suite de l'équilibre de la vis,
P:P' = p:27:/, et par suite de l'équilibre du treuil,
P':Q = r:R, d'où Ton lire en multipliant,
p : Q = pr : âr/R.
89. Équilibre dans le coin. — On appelle coin un prisme triangulaire que l'on introduit au moyen d'une force appliquée à Tune de ses faces entre les deux parties d'un corps que l'on veut écarter. Les instruments tranchants sont donc de véritables coins. Soit MN (fig. 74) un corps quelconque, BEC une ouverture ou une fente, dans laquelle on introduit le prisme ou coin abc. Une force P agissant en un point A de la face ac ou télé du coin déterminera en B et C des pressions Q et Q' normales aux faces ou côtés ab et 6c, qui tendront à écarter les parties BM et CN du corps. Pour trouver les valeurs de ces pressions et les positions que doivent avoir les points A, B et C, remarquons que les trois forces P, Q, Q' devant se faire équilibre sur le coin, doivent être renfermées dans un même plan perpendiculaire aux arêtes du coin puisqu'il contient trois normales aux trois faces, et doivent passer par un même point D. Il faut donc que les points d'appui B, C et le point d'application A soient renfermés dans un semblable plan et soient les pieds des perpendiculaires abaissées
d'un même point D sur les trois côtés du triangle abc. Comme chacune des trois forces est proportionnelle au sinus de Tangle formé par les deux autres, et que ces angles sont les suppléments des trois angles a, 6, c, ce qui résulte de la considération des quadrilatères BDC6, ADCc, ADBa dans lesquels deux angles sont droits, on a la proportion
p : Q : Q' = sin 6 : sin c : sin a,
et par conséquent
P :Q:Q' = ac : ab:bc
qui fait connailre les deux pressions. On voit qu'elles sont d'autant plus considérables que la tète ac est plus petite ou que l'angle 6 est plus aigu.
Vitesse virtuelle. Moment virtuel. Démonstration du principe des vitesses virtuelles. — Principe des vitesses virtuelles dans un système à ressorts. — Réciproque du principe des vitesses virtuelles. — Démonstration a priori au principe des vitesses virtuelles. — Propositions fondamentales de la statique déduites du principe des vitesses virtuelles. — Principe des vitesses virtuelles dans les machines. — Applications à la recherche de quelques courbes d'équilibre. — Méthode analytique pour appliquer d*une manière générale le principe des vitesses virtuelles. — Maximum et minimum dans les positions d'équilibre. Condition d'équilibre dans les machines a poids.
90. Vitesse virtuelle. Af ornent virtuel. Démonstration du principe des vitesses virtuelles. — Les condîtioDS d'équilibre trouvées précédemment pour des forces appliquées soit à un système de points liés entre eux d'une manière invariable, soit à une machine, peuvent se résumer en une seule équation de condition qui les renferme toutes; cette condition générale, à laquelle on a donné le nom de principe des vitesses virtuelles^ consiste en ce que, si à un système de forces en équilibre réunies par des liens inextensibles on imprime un déplacement infiniment petit quelconque compatible avec les conditions des liaisons^ les points d'application de chaque force décriront de petites lignes telles que la somme des produits des forces par la projection de chacune de ces lignes sur la direction de la force sera égale à zéro. On nomme vitesse virtuelle d'une force le déplacement infiniment petit de son point d'application , et moment virtuel le produit de la force par la projection de la vitesse virtuelle suiiea direction. Ce moment est positif si la projection tombe sur la direction de la force, et négatif
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si elle tombe sur le prolongement ou en d'autres termes , comme la projection de la vitesse virtuelle n'est autre chose que la quantité dont le point d'application de la force avance ou recule pendant le déplacement virtuel, on prend positivement les moments virtuels des forces qui avancent et négativement ceux des forces qui reculent, cl le principe général consiste en ce que la somme algébrique des moments virtuels d'un système de forces en équilibre est toujours nulle.
Pour le démontrer d'une manière générale , considérons d'abord le cas où toutes les forces sont appliquées à un même point» Si l'on imprime à celui-ci une vitesse virtuelle Ss et qu'on désigne par a, a! y etc., et a les angles formés par les forces P, P', etc. et par leur résultante R avec la direction de dsy comme la résultante estimée dans une direction est égale à la somme des composantes estimées dans la même direction (N"" 12), on a
R oos o = P cos a -^ etc. ,
et en multipliant par dsy
Rds cos a = PSs cos a 4- etc. ;
mais 05 cos a, odcosa, etc. ne sont autre chose que les projections de ds sur R, P^ P',etc. ; en désignant donc celles-ci par Sr^ djp, dp^y etc., on aura
R5r = V$p -*- P'd/)' -^ etc. = IP$p.
Si le point d'application commun est entièrement libre , il faut pour l'équilibre que R soit nul; on a donc dans ce cas
iPdp = 0.
Si le point n'est pas libre , mais assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe, la résultante ne devra pas être nulle, mais devra être normale à la surface ou à la courbe, et comme le seul déplacement compatible avec cette condition est dirigé suivant la tangente à la courbe décrite et par conséquent perpendiculaire à la direction de R, la projection Sr sera nulle et on aura également
lV$p « 0.
En second lieu, le principe des vitesses virtuelles se vérifie aussi dans un système de deux forces égales T et T' opposées et appliquées aux
extrémités d'un fil inextensible, c'est-à-dire que si AB (fig. 75) et Â'fi' représentent le fil avant et après le déplacement, on doit avoir
T.Aa-+-T'.B5=0;
en effet, si a est l'angle infiniment petit que forme A'B' avec AB, comme ab est la projection de A'B' sur AB, on a
ab = A'B' cos a , ou plutôt
ab = A'B',
parce qua le cosinus d'un angle infiniment petit est égal à l'unité, aux infiniment petits près du second ordre; or, à cause de l'inextensibilité du fil, les longueurs AB et A'B' sont égales; on a donc aussi
a& = AB et par suite Aa = B69
c'est-à-dire que Aa et B6 sont égaux et de signes contraires, ce qui vérifie l'équation des vitesses virtuelles précédentes. En troisième lieu , l'équation des vitesses virtuelles se vérifie encore lorsque deux forces T et T'(fig. 76J se font équilibre par l'intermédiaire d'un cordon inextensible AOB passant dans un anneau ou sur une poulie placée en 0; en effet, on sait que pour l'équilibre les deux forces T et T' doivent être égales, et en outre , si le déplacement virtuel amène le point A en A' et le point B en B', on aura
Oa = OA' cos A'Oa = OA', 06 =» OB' cos 60B' == OB',
parce que les angles A'OA et B'OB sont infiniment petits. Il suit de là que
A'O -*- OB' = aO -+- 06,
et comme AO + BO est égal à A'O -i- B'O à cause de l'incxtcnsibilité du fil, on a aussi
aO-H06 = AO-4-OB,
et par suite
AO— aO = 06 — OB, ou bien Aa = B6,
ce qui vérifie l'équation des vitesses virtuelles.
11 suit de là que, si aux deux extrémités A et B d'un cordon inextensible on applique des forces en nombre quelconque en équilibre,
réqualion des vitesses virtuelles se vérifiera pour toutes ces forces; en effet la tension T' du cordon, transportée par la pensée au point A, fait visiblement équilibre à toutes les forces appliquées en ce point; la somme totale de leurs moments virtuels est donc nulle, et le moment virtuel de T' est égal à la somme des moments des forces pris avec des signes contraires. Pour le même motif le moment virtuel de T est égal à la somme des moments des forces appliquées en B pris avec des signes contraires; or la somme des moments virtuels de T et de T' est nulle quand le fil est inextensible; la somme des moments virtuels des forces appliquées en A et en B est donc nulle.
Si dans les deux cas que nous venons d'examiner, le cordon n'était pas inextensible, mais était élastique et formait ressort, la somme des moments virtuels T. Aa + T'. B6 n'aurait pas été nulle, et en la mettant sous la forme T(Aa + B6), Aa h- B6 serait l'allongement dr du fil pendant le déplacement virtuel et cette sommC; formant le moment virtuel du ressort^ deviendrait
T(ÎT,
c'est-à-dire la tension du ressort multipliée par son allongement; de sorte que, en rétablissant les forces en nombre quelconque appliquées aux deux extrémités du cordon et qui produisent sa tension, la somme de leurs moments virtuels ne serait pas égale à zéro comme dans le cas de l'inextensibilité, mais c'est celle somme augmentée du moment virtuel de la tension qui serait nulle.
Considérons maintenant un système de forces quelconques, réagissant les unes sur les autres soit au moyen de corps invariables liés entre eux, soit au moyen de fils inextensibles, libres ou passant sur des poulies ou dans des anneaux, le système ayant quelques-uns de ses points assujettis & glisser sur des courbes ou des surfaces. On peut toujours par la pensée supprimer les corps invariables en les remplaçant par des liens invariables unissant les points d'application des forces. Cela posé, pour que l'équilibre ait lieu dans tout le système, il faut que les forces qui agissent sur chaque nœud , y compris les tensions des liens substitués aux corps ^ des cordons qui lient les différents corps, et les pressions des courbes ou des surfaces, se fassent équilibre. Si donc on désigne par P, P.... les forces proprement dites qui agissent sur le premier nœud, par T.... les tensions des cordons qui y aboutissent, et par II la pression d'une surface ou d'une courbe contre les points d'appui, on doit avoir
l?dp -H ITSt -4- n^ÎTr = 0.
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Autour des autres nœuds ou aura de même
et par conséquent en additionnant,
IPSp -f. 2P'Jp' ^- 2P"V -4- 2Ta( -h ir^t' -♦-
-f- n^TT -f- n'(Î7r' -4- etc. c= 0.
Or dans les sommes des moments virtuels des tensions des cordons, chaque tension est comprise deux fois, et il résulte de ce qui précède que ces sommes partielles prises deux à deux sont nulles, aussi bien pour les liens fictifs substitués aux corps que pour les cordons inextensibles qui unissent ces corps. On a vu aussi que les moments virtuels des pressions IIott, TI'St:^, etc. sont égaux à zéro, si la surface est fixe et dépourvue d'élasticité, et si les points d'appui ne peuvent pas s'en séparer; l'équation précédente se réduit donc à
l?op H- IPSp' -+- etc. = 0,
ce qui est conforme à l'énoncé du principe.
Quand les points sont seulement appuyés sur les surfaces ou les courbes, un soulèvement des points d'appui est un des mouvements virtuels possibles; les forces II peuvent donc prendre des déplacements virtuels Sn dirigés dans le sens des forces II, II'.... et les moments II^tt sont nécessairement positifs; l'équation devient donc
iPSp -+- 2PV -H etc. = — (IltÎTr ^ ïI'^t:' -♦- etc.).
On voit que dans ce cas la somme des moments virtuels des forces motrices P, F.... n'est plus nulle, mais qu'elle est toujours négative quand les forces se font équilibre avec l'aide de surfaces d'appui ou de courbes.
91 . Principe des vitesses virtuelles dans un système d ressorts. — Si les cordons au lieu d'être inextensibles étaient élastiques, les sommes des moments virtuels des tensions ne seraient plus nulles deux à deux, jnais, d'après la remarque du numéro précédent, deviendraient
T^r, VSt' ,
en désignant par ^r, dr' les allongements virtuels de ces cordons.
L'ëquatîon des vitesses virtuelles prend alors la forme suivante
l?Sp -«-2T(îr = 0,
d'où il résulte que, lorsqu'il existe dans le système en équilibre des ressorts ou fils élastiques, l'équation des vitesses virtuelles subsiste encore pourvu que les tensions des fils ou ressorts soient rangées au nombre des forces, et que l'on prenne pour leurs moments virtuels le produit de la tension du ressort par son allongement virtuel.
92. Réciproque du principe des vitesses virtuelles. — La réciproque de cette proposition est également vraie, pourvu que le système soit h liens inextensibles, c'est-à-dire que, si le principe des vitesses virtuelles se vérifie dans un système de forces sans ressorts , ces forces sont en équilibre; en effet si cela n'était pas, le déplacement aurait lieu spontanément d'une certaine manière, et il est évident qu'en introduisant des forces convenables Q, Q', Q''.... dans le sens inverse du déplacement spontané de chaque points on maintiendra l'équilibre, et l'équation des vitesses virtuelles devra avoir lieu dans le nouveau système de forces, pour un déplacement quelconque possible, et par conséquent pour le déplacement spontané précédent ; on aurait donc,
l?$p -+- IQdq = 0, et comme, par hypothèse iPSp est nul, on devrait avoir
ce qui ne peut avoir lieu à moins que les forces Q, QS Q'' ne
soient nulles; car il résulte du mode d'action de ces forces en sens inverse du déplacement du point d'application que tous les moments virtuels QSq, Q^$q'.,., sont de même signe et que par conséquent la somme ne peut être nulle sans que chaque moment soit nul séparément. Il est visible que si les forces Q, Q'.... introduites pour maintenir l'équilibre sont nulles, cela indique que le système primitif était en équilibre.
93. Démonstration à priori du principe des vitesses virtuelles, — La démonstration précédente est fondée sur la loi de la composition des forces. Les considérations suivantes conduisent à une démonstration a prtort, c'est-à-dire indépendante de toute notion de statique, du moins pour le cas où le système est à liens inextensibles. Soit
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ABCDE (fig. 77) un polygone renfermé dans un plan vertical; sur ce polygone faisons passer une chaîne sans fin uniformément pesante et parfaitement flexible ABGDEFA ; celle-ci restera en équilibre, car la cause qui ferait tourner la chaîne serait une cause sans effet, puisque malgré le mouvement, le système se présenterait toujours dans des circonstances identiques. Supposons de plus AE horizontal ; alors la partie pendante AFË de la chaîne sera formée de deux parties symétriques et les tensions en A et F seront par conséquent égales; d*oii il résulte qu'en la supprimant, la partie de la chaîne ABCDE sera encore en équilibre, quelle que soit la forme du polygone. Réciproquement si la chaîne ABCDE est en équilibre sur le polygone, on doit en conclure que les extrémités A et E sont placées au même niveau, car si cela n'était pas, si par exemple la droite EA' différente de £A était horizontale, la chaîne A'BCDE serait aussi en équilibre et on serait conduit à cette conséquence absurde, que la partie AA' devrait se maintenir par son propre poids sur le plan AB. La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre est donc celle qui exprime que la somme des projections sur une verticale MN des côtés du polygone situés à droite du point culminant C est égale à la somme des projections des côtés placés à gauche , c'est-à-dire qu'en désignant par
a, a', a'' les angles formés avec une horizontale par les côtés
/, {', r prolongés dans le même sens, la condition d'équilibre
nécessaire et suffisante est exprimée par l'équation
i sin a -4- V sin a! h- T sin a" -+- etc. = 0.
Lorsque cette somme n'est pas nulle, une valeur positive indique que la projection verticale de la partie ABC l'emporte sur la projection de CDE, ce qui détermine un mouvement de la chaîne dans le sens EDCBA; une valeur négative correspondant à un mouvement eu sens inverse.
Concevons la chaîne comme composée de chaînons juxta^posés et enfilés par un cordon parfaitement flexible ABCDE, comme des grains de chapelet. Il est évident que l'équilibre ne sera pas troublé quand tous les chaînons appuyés sur un même côté du polygone seront remplacés par des poids uniques P, P', P", P'", égaux à la somme des chaînons; d'où il suit que des poids P, P', P", P'", appuyés sur les côtés du polygone ABCDE, proportionnels à ces côtés et liés par un fil ABCDE, resteront en équilibre.
Cela posé, si dans un système de forces on substitue à celles-ci
des poids équivalents suspendus à des fils verticaux passant dans des poulies de renvoi c, e^, c".... convenablement disposées dans un même plan vertical , l'équilibre subsistera encore, et un mouvement virtuel imprimé au système fera monter et descendre ces poids P, P'.... de quantités infiniment petites égales aux déplacements virtuels dp, dj/.., des forces. Or, on peut toujours construire un polygone plan ABGDE ayant ses côtés proportionnels aux poids ou aux forces P, P'...., et faisant avec l'horizon des angles ayant pour sinus -p-^ -4--** "9 ds étant
as ds
quelconque mais supérieur h tous les dp, dp\,,,; alors si l'on dispose chaque poulie de renvoi au-dessus du côté correspondant du polygone, et que l'on fixe la longueur du cordon de suspension de manière que les poids touchent respectivement ces côtés, il est clair qu'en concevant tous les poids reliés par un fil continu ABGDE, un glissement ds de ce fil sur le polygone fera descendre chaque poids de la même quantité dp que lorsqu'il était libre, puisque le glissement de P le long du côté
étant ds, la projection verticale est ds X -4- ou dp, de sorte que le
déplacement virtuel restera identiquement le même, soit que les poids ou les forces agissent indépendamment les uns des autres, ou que les forces forment un tout continu composé d'un cordon appuyé sur le polygone et portant des poids distribués sur tous ses côtés; or on a vu qu'il y a équilibre dans ce cordon si les poids sont proportionnels aux côtés {, /', r..., et si l'on a
Isina -*- P s'iQ a' -♦- /"sina" -*- ==0;
en remplaçant donc /,/',/" par P, P', P"...., et sin a, sin a'
par-T-,9 -r- 9 î^ y ^^^^ équilibre dans le système si Ton a
dsi ds
ds ds ds
qui se réduit à l'équation des vitesses virtuelles
Pdp -H Frf/ -f- P"dp" -4- etc. = 0.
Réciproquement^ s'il y a équilibre, l'équation des vitesses virtuelles doit avoir lieu, puisque l'on a vu que la première de ces trois équations doit alors exister^ et si l'équilibre est rompu^ le mouvement
de la chaine aura lieu dans le sens EDCBA ou dans le sens inverse, suivant que cette somme sera positive ou négative.
Observons que Ton a supposé la chaine libre de glisser dans les deux sens et par conséquent le système libre d'effectuer son déplacement virtuel dans les deux sens opposés. Si le déplacement n'était libre que dans le sens EDCBA, par exemple, il suffirait d'exprimer que la partie ABC de la chaine ne peut entraîner la partie CDE, ou que le point A n'est pas placé plus bas que le point £, ce qui conduit i la condition
/ sin a -4- /' sin d -♦- /" sin o" -*- etc. < 0
et par conséquent ,
Prfp -H P'rfp' H- P"dp" -*- etc. < 0.
On voit par là que, si le système ne peut être déplacé que dans un sens, sans pouvoir être déplacé dans le sens inverse, il suffit pour assurer l'équilibre que la somme des moments virtuels soit négative.
94. Propositions fondamentales de la statique déduites du principe des vitesses virtuelles, — On déduit du principe des vitesses virtuelles toutes les propositions de la statique relatives aux conditions d'équilibre et à la composition des forces. Nous nous bornerons aux théorèmes fondamentaux en commençant par le parallélogramme des forces.
Considérons trois forces P, Q, R en équilibre autour d'un point. On doit avoir pour un déplacement quelconque de ce point,
P(/p-+- Qdq -+- Rdr = 0;
or, si le déplacement se fait perpendiculairement au plan de deux forces P et Q, dp et dq sont nuls, et il vient
Rrfr = 0, d'on il suit que
rfr = 0,
ce qui n'a lieu que si le déplacement est aussi perpendiculaire à R, ou bien si P, Q, R sont renfermés dans un même plan. En second lieu si le déplacement se fait perpendiculairement à l'une R des trois forces et dans le plan qui les contient toutes trois, dr sera nul et on aura simplement
Pdp -f-Qrfç^O,
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OU bien en appelant dn la vitesse virtuelle du point, et (a, |3, y) les angles compris entre Q et R, P et R, P et Q ,
Plis . sin (3 -4- Qrf« . sin a = 0 , d'où l'on tire
P sin P = Q sin a, et P : Q =» sin a : sin (3,
On trouvera de même après un dëplaccment virtuel perpendiculaire àQ,
P : R = sin a: sin y;
d'où l'on conclut que chaque force est proportionnelle au sinus de l'angle formé par les deux autreSv II est facile de conclure de là que l'une des trois forces est égale et directement opposée à la diagonale du parallélogramme construit sur les deux autres forces.
Pour trouver les conditions d'équilibre d'un système de forces appliquées à un point, on remarquera que si ce point se déplace d'une quantité ds faisant des angles (a, 6, c) avec trois axes rectangulaires
fixes, et si l'on désigne par dp, dp' les projections de $8 sur
P, P', P"...., on doit avoir
Pdp -H P'dp' -f- etc. = 0 ;
or si (a, j3, y), (a', (y, /). . sont les angles formés par P, P'... avec ces axes, les cosinus des angles formés par Ss avec P, F... sont donnés par
cos a cos a + cos 6 cos ^ -i- cos c cos y,
cos o cos a' -f- cos 5 cos (3' ■+■ cos c cos /,
les projections dp, dp'.... de la vitesse virtuelle sont donc $8 (cos a cos a H- cos 6 cos (3 + cos c cos y ) , . . . . et l'équation des vitesses virtuelles devient
IPds {cos a cos a -+- cos 6 cos ^ -h cos c cos y) *=» 0 , que Ton peut écrire de cette manière :
d« cos o2P cos a -^ $8 cos 52P cos ^ -*- is cos c2P cos y = 0,
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OU bien ea dësignant par (dx, dy, dz) les projections de Ss sur les trois axes, c'est-à-dire, ds cos a, ds cos 6, Ss cos c,
<îx2P cos a -♦- ^y2P cos P -*- 5z2P cos y = 0.
Cette équation, devant avoir lieu pour toute direction de $8, doit subsister pour toute valeur de Sx, dy, $z; elle se décompose donc dans les trois suivantes
2Pcosa = 0, 2P cos (3 = 0, 2Pcosy = 0,
qui sont en effet les équations d'équilibre trouvées précédemment.
On trouve les conditions d'équilibre d'un point matériel tiré par la force R, et assujetti à demeurer sur une surface, en remarquant que la vitesse virtuelle Ss doit être placée sur la surface ou dans le plan tangent, puisque le point ne peut pas sortir de la surface; désignant donc par a l'angle formé par R avec ôsj comme l'équation des vitesses virtuelles est
R^«coso = 0,
on en conclut que cos a est nul, ou que a est droit pour tous les déplacements virtuels, c'est-à-dire que la force R est normale à toutes les lignes tracées sur la surface autour du point d'application; la force est donc normale à la surface.
Si le point matériel est assujetti à rester sur une courbe, la vitesse virtuelle sera un élément de cette courbe et l'on trouvera comme plus haut
R^5cosa = 0, ou cosa=sO, et a = ;r»
qui exprime que R est normal à la courbe.
On sait que lorsque des forces ont une résultante, le moment de celle-ci par rapport à un axe quelconque est égal à la somme des moments des composantes (N** 35) , ou bien, comme cette résultante prise en sens inverse maintient le système en équilibre, la somme totale des moments par rapport à un axe , d'un système de forces en équilibre est égale à zéro. Pour démontrer ce théorème par le principe des vitesses virtuelles, décomposons chaque force P en deux autres Pcosd et Psind, l'une parallèle à l'axe et l'autre perpendiculaire, puis imprimons au système une rotation &> autour de Taxe. Chaque point d'application aura une vitesse virtuelle perpendiculaire
h l'axe et par conséquent aux composantes parallèles Pcos d qui n'auront pas de moment virtuel; quant aux composantes Psin d, si Ton désigne par p la distance de la force P à Taxe , la rotation &) fera avancer cette composante d'une quantité po), le moment virtuel sera donc /}a>Psin $ et l'équation des vitesses virtuelles deviendra
2p(«)Psin 5 = 0,
ou plutôt, en remarquant que la rotation co est la même pour tout le système,
(ùlPp sin 5 = 0 , c'est-à-dire iPp sin 5 = 0,
qui est le théorème énoncé plus haut, puisque Pp sin d est le moment de P par rapport à l'axe.
Enfin on trouve les conditions d'équilibre de forces appliquées à un système de forme invariable en lui imprimant successivement six déplacements virtuels, les trois premiers parallèlement à chacun des trois axes rectangulaires auxquels on rapporte les points du système, et les trois autres, autour de ces trois axes. Si {a, p, y') sont les angles formés par P avec les axes coordonnés, cette force pourra être remplacée par les trois composantes Pcos a, Pcos|3^ Pcos y, et dans le déplacement virtuel e parallèle à l'axe X, la composante Pcos a aura seule un moment virtuel qui sera eP cos a ; la somme est donc 2eP cos a, ou plutôt e2Pcos (Xj parce que ce déplacement e est le même pour toutes les forces. Comme elles sont en équilibre, on doit avoir
e2P cos a = 0, et par conséquent 2P cos a = 0.
Les déplacements virtuels parallèles aux axes Y et Z conduiront aux deux autres équations d'équilibre dites de translation
2P cos P = 0 , 2P cos y = 0 .
Quant aux déplacements virtuels autour des trois axes^ on vient de voir que les équations auxquelles on est conduit expriment que les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes sont nulles. On sait que ces sommes sont données par 2P(zcosP — y cos y], 2P (x cos y — z cos a) , 2P (y cos a — x cos |3) , et par conséquent les trois équations d'équilibre dites de rotation sont
2P {z cos P — y cos y) = 0, 2P (x cos y — z cos a) = 0 ,
2P(t/ cos a — X cos P) = 0.
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Observons que le nombre d'équations d'équilibre ne saurait être supérieur à 6, et que par conséquent de nouveaux déplacements virtuels ne peuvent conduire k d'autres équations de condition, quand le système est de forme invariable; en effet si le système se compose de n points d'application de forces, il faut et il suffît^ pour que l'équilibre soit assuré, que les 5ii coordonnées de ces points soient constantes et déterminées; on doit donc avoir 3n équations de condition entre ces coordonnées et on ne saurait en avoir un plus grand nombre. Or la condition de l'invariabilité de la forme du système est exprimée au moyen de 3f» — 6 équations de condition exprimant d^abord que trois quelconques des points sont entre eux à des distances invariables, ce qui donne lieu à 5 équations, et que les n — 3 autres points sont à des distances invariables des 3 premiers, ce qui donne encore 3(n — 3) ou on — 9 équations, et par conséquent en en tout 3n — 6. On ne peut donc à ces 3n — 6 équations en ajouter au-delà de 6 nouvelles, et celles-ci suffiront pour que les coordonnées des n points soient déterminées.
La même marcbe conduit aux conditions d'équilibre d'un système de forces parallèles, mais les six équations se simplifient; en effet si les forces sont parallèles, les angles (a, (3, y) sont les mêmes pour toutes les forces, les trois équations d'équilibre de translation deviennent donc
cos (xlP = 0, cos piP = 0, cos ylP « 0 ,
qui se réduisent à
iP = 0;
quant aux équations d'équilibre de rotation, elles deviennent
cos p2Pz — cos y2Py = 0,
cos y2Px — cos a2Pz = 0,
cos a2Py — cos (32Px = 0 ,
dont l'une est visiblement comprise dans les deux autres. Ces équations d'équilibre ont plus de généralité que celles que l'on a trouvées au N" 23; mais on retrouve ces dernières en supposant le plan des XY perpendiculaire aux forces, car alors a et P sont des angles droits, y est nul et les deux premières équations se réduisent à
2Py = 0, iPx = 0.
95. Principe des vitesses virtuelles dans les machiîies , — L'cquatioii générale des vitesses virtuelles prend une forme très simple dans les machines qui ne contiennent aucun ressort, et dans lesquelles les cordons, s*il y en a, sont inextensibles; en effet, toutes les fois que les forces qui s*y font équilibre se réduisent à une puissance P et une résistance Q, le principe donne
P$p -^ Q(îi/=0, ou
p : Q = (îç : 5p.
Dans cette proportion ip et dq sont les quantités infiniment petites dont les forces P et Q avancent ou reculent lorsqu'on écarte très peu la machine de sa position d*équilibre. Comme les variations Sp et $q doivent être de signe contraire pour que le second membre soit positif comme le premier, on voit que si Tune des forces avance, l'autre doit reculer, et les deux forces en équilibre sont dans le rapport inverse des quantités infiniment petites dont elles avancent ou reculent.
En désignant par dt le temps pendant lequel se sont effectués les déplacements Sp et dç, cette équation peut aussi se mettre sous la forme
^ dt dt
Sp Sa On verra plus loin {N° 102) que "f^ et -^ sont les vitesses avec lesquelles les espaces 9p et âq ont été parcourus : d'où il suit que, dans une machine en équilibre les deux forces sont dans le rapport inverse des vitesses avec lesquelles elles tendent à avancer ou à reculer quand on dérange infiniment peu cet équilibre. C'est cette propriété qui a fait dire que dans une machine on perd en vitesse ce que l'on gagne en force. C'est aussi cette propriété qui a mis les géomètres sur la voie du principe général dont nous nous occupons. On en déduit fort simplement le rapport de la puissance à la résistance, sans connaître la composition d'une machine, puisqu'il suffit de mesurer les variations $p et Sq.
On peut aussi en déduire toutes les conditions d'équilibre qu'on vient de trouver pour les machiues. S'il s'agit du levier AOB (fig. 78) et des deux forces P et Q, imprimons lui un déplacement virtuel
autour d'une droite quelconque OB' passant par le point fixe 0 et rencontrant la force Q en B'; la vitesse virtuelle de Q sera visiblement nulle, et Téquation des vitesses virtuelles se réduira à
P<îp = 0, d'où $p = 0.
Pour que la projection Sp sur P soit nulle ou pour que la force P n'avance pas, il est nécessaire que P soit coupé par toutes les droites telles que OB', et par conséquent il faut que P soit renfermé dans le plan qui contient la force Q et le point 0; les deux forces et le point fixe doivent donc être renfermés dans un même plan. En second lieu, si l'on abaisse du point 0 les perpendiculaires Op et Oq sur les directions des forces, et qu'on fasse tourner le système autour de 0 dans le plan de ces forces, P reculera de pp', Q avancera de qq'y et l'équation générale devient
P.pp'-Q^qq' = 0]
or, en désignant par (ù l'angle de rotation infiniment petit pOp' ou qOq\ et par p eiq les deux perpendiculaires Op et Oq, on a
pp'^p.(ù, qq'^q.cùi d'où il résulte que
V.p.cù — Q.ç.wsaO, ou P.p=Q.qf
comme on l'a trouvé plus haut.
Pour le moufle, il est visible que, si la résistance P (fig. 58) descend d'une quantité e, le cordon qui enveloppe les poulies s'allongera de n.e, n étant le nombre de cordons aboutissant à la chape mobile, et il viendra
Q/î£ — Pe := 0 , d'où P = tiQ.
Dans le treuil (fig. 59], en imprimant à la machine un mouvement de rotation très petit cù autour de l'axe, la corde de P s'enroulera sur l'arbre de rayon r d'une quantité c^r, la corde de Q se déroulera de ojR^ et il viendra comme au N'' 79,
Q.Rw— Pr« = 0, d'où QR = P.r.
Pour trouver les conditions d'équilibre d'un corps appuyé par un de ses points C sur le plan incliné (fig. 68), menons par le point C un nxe quelconque qui vienne rencontrer la force P et imprimons
un mouvement virtuel autour de cette droite. Le moment virtuel de P sera nul, et comme la somme des moments virtuels de P et de Q est égale à zéro^ le moment de Q devra aussi être nul, ce qui ne peut arriver que si tous les axes qui rencontrent P rencontrent aussi la force Q, ce qui exige que les deux forces et le point 0 soient renfermés dans un même plan. En second lieu, de Tun des points de la force Q abaissons une normale sur le plan AB, et imprimons un déplacement virtuel autour de celte normale. Il en résultera un glissement du point d'appui G sur le plan, et comme le moment virtuel de Q est nul, celui de P devra Tétre également, ce qui exige que P soit rencontré par cette normale, et par conséquent, que les forces P et Q soient renfermées dans un plan normal au plan AB, plan qui, comme on Ta déjà vu, doit passer par G. En troisième lieu, si au point G on élève sur le plan AB une normale jusqu'à la force Q, que par le point de rencontre D on mène une droite perpendiculaire au plan qui contient P, Q et G, et que Ton imprime au système un mouvement de rotation autour de cette perpendiculaire, le moment virtuel de Q sera nul, et par conséquent celui de P qui ne pourra ni avancer ni reculer, .ce qui exige que P rencontre Taxe de rotation et vienne passer par le point D, d'où il résulte que le point de rencontre des deux forces doit se trouver dans la normale élevée au point d'appui sur le plan incliné. En quatrième lieu, si l'on communique au système un mouvement virtuel autour du point G dans le plan QDP, en désignant par (ù le déplacement angulaire et par p ei q les perpendiculaires Cp et Gg, Q avancera de ^.(o, P reculera de p.co, et l'équation générale devient
Q.9.G1) — P.p.G) = 0, d'où Q,qf = P.p,
qui est la quatrième condition d'équilibre.
Enfin , si dans la vis (fig. 72) on fait faire k l'écrou une fraction G de révolution^ le point G décrira une portion 6 de la circonférence qui a pour rayon oG ou /, c'est-à-dire, que la force P avancera de âTT.Gf, l'écrou montera d'une portion 0 d'un pas de vis, c'est-à-dire que le poids Q reculera de Gp, et le principe général donne
P.SttG./ — Q.G.p = 0, d'où P:Q = p:27rZ.
9G. Applications à la recherche de quelques courbes d'équilibre. — Appliquons encore le principe des vitesses virtuelles à la solution du
problème suivant : aux deux extrémités d'un fil inextensible PÂQ passant sur une poulie A (fig. 79) sont attachés des poids P et Q. L'un des deux P est assujetti d glisser sur une courbe donnée BC. On demande quelle doit être la courbe DE pour que le poids Q glissant sur celle-ci fasse constamment équilibre à P.
En désignant par p et q les distances Pp et Qq des deux poids à une horizontale HH' passant par â, la condition d'équilibre sera
PSp -^ Qiq = 0.
Comme cette équation doit exister pour toutes les positions des poids ou pour toutes les valeurs successives de Sp et iq^ on pourra considérer son premier membre comme une différentielle qui est constamment nulle, et en intégrant on aura
Si Ton désigne par r et r^ les rayons vecteurs AP et AQ des deux courbes, par t eilf les angles PAH et QAH' et par / la longueur totale PAQ du cordon, on aura visiblement
p = rsin(, q^^r^slofy r-t-r'^s/; réqualion d'équilibre devient donc
P{l — f^) sin ( -+- Qf^ sin «' = C , OU; si ( == (pr est l'équation polaire de BC,
P(/— r') sin (p (/ — r') -f- Q/sin f = C.
Cette relation entre r' et (' représente l'équation polaire finie de la courbe DE. La constante arbitraire C dépend de la valeur de la verti-
cale AD, c'est-à-dire de la valeur de r' correspondant à f =- tt.
Si la courbe BC est un arc de cercle ayant son centre en 0, et ayant OA =3 a pour rayon, l'équation polaire ( = cpr prend la forme
X =3 arc sin — - ; 2a
/ — r' la fonction cp {/ — r') devient donc arc sin — ^ — » et on trouve pour
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Inéquation finie de la courbe DE,
Quand on déte^mine la constante C de manière que AD soit nul, et qu'on fait / égal à a (/ï et - égal à [/2^ il vient
r'=^fl — o^sin t' j = 2a /â (i — sin f),
qui est, comme on peut s'en assurer, l'équation de Tépicycloîde engendrée par un point du cercle du rayon a ^2 roulant sur un auti*e cercle de même grandeur.
Ce problème trouve son application dans la théorie de la construction des ponts-levis. Le cercle AB est celui que décrit rextrcmité P d'un pont-levis OP (fig. 80), à laquelle est attachée une chaîne PAQ passant sur une poulie A, et tirée par un contre-poids Q glissant sur l'épicycloîde AE qui est connue sous le nom de sùiusoïde. Le poids P représente la composante du poids R du pont mobile, appliqué au centre de gravité G, et décomposé en deux autres appliqués en P et en 0. Cette dernière est détruite par la résistance du point fixe O.
Le pont-levis OA (fig. 81) peut aussi être maintenu en équilibre au moyen d'un parallélogramme à charnières RCOD dont un côté BD prolongé d'une quantité DQ égale à DO porte à son extrémité un contre* poids Q glissant contre la culée OQ du pont. La condition d'équilibre
Rrfr — Qdç = 0
conduit, comme plus haut, à l'intégrale
Rr ^ Qqr = C ,
parce que l'équilibre doit subsister dans toutes les positions, et cette équation se réduit à
Rr — Q<jf = 0,
parce que, quand le tablier est horizontal, r et 9, c'est-à-dire GU et OQ, sont visiblement nuls. Le triangle GHO donne, en désignant GO par { et l'angle GOH par 6 y
r= / sinG.
i40 CHAPITRE IX.
Le triangle isocèle ODQ donne, en désignant OD ou BC par a, et en remarquant que Tangle DOQ égal à DQO est complémentaire de OaQ lequel est égal à GOH ou 6 ,
g == OQ == 20rf = 2o sin 6.
L'équation d'équilibre devient en substituant,
R 2a R/ sin 9 = Q. 2a sin 9, ou — = --,
qui en effet est satisfaite indépendamment de toute valeur de 9. Remarquons que, puisque dans le triangle rectangle aOQ les distances DQ et DO sont égales, il faut que aD soit aussi égal à ces droites. La longueur de Qa est donc invariable et égale à 2a, ce qui apprend que le point a de la tringle BQ reste constamment dans une droite horizontale Oa.
97. Méthode analytique pour appliquer d'une manière générale le principe des vitesses virtuelles. — Les conditions d'équilibre d'un système de forces de forme quelconque se déduisent de l'équation des vitesses virtuelles d'une manière analytique très générale. Remplaçons P par ses composantes X, Y, Z parallèles à trois axes fixes; si x,yi z sont les coordonnées du point d'application de P, un déplacement virtuel de ce point fera prendre à x, y, z les accroissements $Xf Sy^ Szy les moments virtuels de X, Y, Z seront Xdxy Ydy^ Z^z, et l'équation des vitesses virtuelles prendra la forme suivante :
2 {XSx -t- Ydy -4- ZSz) -t- lT$t = 0,
le signe 2 désignant une somme de même nature, étendue à toutes les
forces P> P', P" Les variations (îx, dy^ dz^ Sx'.,.. $ty $f.... ne sont
assujetties dans cette équation qu'à la seule condition d'être compatibles avec les conditions de liaisons des différents points du système. Ces conditions sont en général exprimées par des équations
les unes de la forme
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et exprimant que les distances /... des points (.x,y, z) et (x',y', xf) etc., sont invariables, ou que la distance des points (jr, t/, z) et (x", y'', js'') est égale au cordon élastique ( etc., d'autres de la forme
/•(x,y,iï)=0, fV,i/,zf)^0
exprimant que certains points (x, y^ z], {x\ y', £) doivent glisser
sur des surfaces données, etc. Les déplacements des différents points d'application , pour être compatibles avec les conditions des liaisons, devront donc satisfaire aux équations
dh ^ dL ^ dL ^ dh ^ ,
-r-OX -I- j-Oy -^ -r-OZ -^ T-7OX H- CtC. = 0,
dx dy ^ dz dsf
rfM. dM.
-r- OX -h -T-OV ■*- etc. s= 0 ,
dx dy ^
dx dy ^ dz
t5t = (x — x") {Sx - (îx") -^{y — y") ($y — $y") -h (z-zf') [Sz^dzf')
que Ton obtient en donnant à x, y, z^ ^9 y' y s',.... f, t'.... dansL, M.... les accroissements dx, 5y, Sz,... St, c'est-à-dire, en prenant les différentielles de
avec la caractéristique $. Si l'on remplace les dt en fonction de Sxydxf',,., et qu'on élimine le plus grand nombre possible de variations dx, $yy dz, dx'.... entre ces dernières équations différentielles et l'équation des vitesses virtuelles, celle-ci prendra la forme
Qdx -4- R$y -4- SSz -f- etc. = 0,
dans laquelle les variations restantes dx, dy, dz, dx' etc. ne seront plus soumises à aucune condition, et seront par conséquent arbitraires. Il résulte de là que les coefficients Q, R, S... devront être nuls séparément, puisqu'on pourra supposer successivement toutes ces variations nulles à l'exception d'une seule dx, et qu'alors le produit Qdx ne pourra être nul que par le fait de Q. Les conditions d'équilibre seront donc
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Ces équations expriment des relations nécessaires pour l'équilibre
entre les coordonnées, les forces X, Y, Z et les tensions T, T'
A ces équations il faut en joindre d'autres de la forme
exprimant la loi qui lie la tension du ressort à son allongement, loi qui doit être donnée. On aura ainsi toutes les équations nécessaires pour déterminer les coordonnées en fonction des forces, ou pour fixer la forme d'équilibre du système.
Comme cette méthode générale trouve ses principales applications en dynamique 9 nous nous bornerons à l'appliquer & la solution du problème suivant : un poids P est suspendu par quatre fils obliques ^ f, t", t!" attachés à des points fixes A, B, C, D de l'espace; on demande la position d'équilibre du poids P, sachant que ces fils sont élastiques et connaissant leur loi d'élasticité.
Prenons le point A pour origine des coordonnées et désignons par (aVcf), (a"6V'), (a'^W"), [xyz) les coordonnées des points B, C, D et P, par T, T', T", T'" les tensions des quatre cordons et par ^ t\ t", t'" leurs longueurs. L'équation des vitesses virtuelles donne en prenant Taxe des Z vertical ,
P^z -«- Tdt -^ Tôf -f. T"5t" -4- r"dr =0;
à cette équation il faut joindre les équations de condition
t'î = (x — a')« -^ (y — by -4- (z — (/)% r« == (a: - ay -^ {y - Vf +■ (z - c")S r« = (x — a"7 + (y - Vy 4- (z - d'y, qui donnent en différenciant,
tSt = x$x -t- y$y -f- z(îz,.... (i)
t'àt' == (a; — aO^a? -H (y — V)$y -^ (z — </) $z,
r(ît"=-(x — a'')$x H- (y — W) Sy-^-iz — (f')dzy
t!"$t!" = (x — a'") (îx -4- (y - 6'") ây-i-{z — c'") $z.
Si dans l'équation des vitesses virtuelles on remplace St^ Sf, Si"j St^" par leur valeur, et qu'on égale à zéro les coefficients des trois variations indéterminées dx, dy, dz, on sera conduit aux équations suivantes :
rp rrtf n^ff rpf//
_ ^ + _ (X _ a') + ^ (X - a") -»- -js; (X - a'") = 0,....(2)
rp fp/ nnff ip/;/
jy+i-(y-6') + i^(y-6")-»--p;^(t,-n=0.
Aux sept équations (i) et (2) joignons les quatre équations qui expriment la loi de l'élasticité des fils, savoir
t = (pT, «' = cp'TS (" = cf/'T", r = (p"T'" (3)
et l'on disposera de 4i équations pour déterminer les valeurs des 41 inconnues ac, y, z, (, «', t\ ('", T, T'> T", T'".
En admettant que les allongements des fils soient proportionnels à leur tension^ et en désignant par /, /', f, T' leurs longueurs avant qu'ils ne soient tendus, on devra poser
e=/(i-hGT), «'=i'(i-«-eT), t"=r(i-4-9"T"), t'"=r(i-4-e'"T'"),
Si l'on suppose l'élasticité proportionnelle à la longueur des fils,- on posera
Dans ce dernier cas on trouve pour x, y, z, les valeurs suivantes :
o'G' -H a"e" -4- o'"G'" Wj^^V^V^j^^^_y^
^= 0^0' + 9"^ G'" ' 2^=^ 0-hG'-^G"-^G'" '
Il est remarquable que, quel que soit le nombre de fils et la loi de leur élasticité, le problème dont on vient de s'occuper est entièrement déterminé, pourvu que les fils soient élastiques, tandis que si les fils avaient été inextensibles, le nombre d'équations aurait été insuffisant
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et le problème aurait été indéterminé. Celte question est visiblement de la même nature que celle des pressions sur les points fixes, dont on s'est occupé au N** 50.
98. Maximum et minimum dans les positions d'équilibre. Conditions d^équilibre dans les machines à poids. — Lorsque dans l'équation des vitesses' virtuelles
l{XSx + Ydy -4- Z$z) -f- lT3t = 0,
la somme {Xdx -+- Y$y -+- ZSz) -+- (X'Jx' -*- ¥%'-♦- Z'dxf] -h etc. est une
différentielle exacte d'une fonction cp (x, y^ z^ a/, y, z' ) des
variables (xt/z), {x^y'z') etc. considérées comme indépendantes, Téquation des vitesses virtuelles sera une différentielle totale exacte, puisque les tensions T sont toujours des fonctions des longueurs ( des liens élastiques, et l'égalité à zéro de cette différentielle exprime que la somme de fonctions
est un maximum ou un minimum , c'est-à-dire que les valeurs des coordonnées (x, y, z), etc. dans la position d'équilibre du système correspondent au maximum ou au minimum de cette somme de fonctions. On voit par là comment une question d'équilibre peut se transformer en une question de maximum et réciproquement.
Lorsque toutes les forces du système se réduisent à des poids pouvant s'appuyer sur des surfaces inflexibles, et que les liens sont privés d'élasticité, en prenant l'axe des Z vertical l'équation des vitesses virtuelles devient
2mgSz = 0 , ou g2mSz = 0.
Comme ImSz est la différentielle exacte de Imz correspondant à un déplacement quelconque, cette équation exprime que 2mz est, dans la position d'équilibre, un maximum ou un minimum relativement à toutes les positions voisines ; or si l'on désigne par z, l'ordonnée du centre de gravité des masses m, m',.... on sait que l'on a
Imz
l'équilibre dans cette machine à poids a donc lieu lorsque z^ est maximum ou minimum, c'est-à-dire, lorsque le centre de gravité des
poids est le plus haut ou le plus bas possible. Ainsi un corps pesant de forme quelconque, dépourvu d'élasticité et appuyé sur une ou plusieurs surfaces, est en équilibre, lorsque de quelque manière qu'on le mette en mouvement dans tous les sens^ le centre de gravité ne fait que monter ou ne fait que descendre. Si le corps ou les surfaces qui servent d'appui étaient élastiques, cette proposition ne serait plus généralement vraie.
On dit qu'un équilibre est stable ou instable, lorsqu'on dérangeant le système de la position d'équilibre, celui-ci tend à y revenir ou à s'en éloigner indéfiniment. Il suit de là qu'en général le maximum correspond à un état d'équilibre stable et le minimum à un état d'équilibre non slable, car si z^ est maximum, c'est-à-dire si le centre de gravité des poids est le plus bas possible d'une part, ou si d'autre part, il est le plus haut possible, on peut admettre qu'une légère perturbation fera descendre indéfiniment le centre de gravité s'il est le plus haut possible, et n'imprimera au système que de légères oscillations si le centre est le plus bas possible.
Gomme toute force, quelle que soit sa cause, peut être remplacée par des poids, au moyen de poulies de renvoi, il en résulte que Ton peut dire d'une manière générale que l'équilibre est stable ou instable
suivant que 9 (x, y, z, a/ ) -+- 2^f est maximum ou minimum.
Nous reviendrons du reste, en dynamique, sur ce principe, pour le démontrer d'une manière plus rigoureuse.
Allraction d^une couche sphérique homogène sur un point extérieur. Attraction d'une sphère sur une sphère. — Attraction d^unc couche sphérique sur un point placé dans Tintérieur. — Attraction de deux corps quelconques.
99. Attraction d'une couche sphérique homogène sur un point extérieur. Attraction d'une sphère sur une sphère. — On a besoin de connaître en dynamique les actions que deux corps exercent l'un sur Taulre par leurs attractions mutuelles; admettons donc par anticipation que toutes les molécules d'un corps sont attirées par les molécules d'un autre corps, et que l'intensité de cette force attractive est inversement proportionnelle au carré des distances et directement proportionnelle aux masses des molécules attirantes. En désignant par k l'intensité de l'attraction de deux points matériels d'une masse égale k l'unité et placés k l'unité de distance, l'attraction d'un point matériel d'une masse m sur l'unité de masse sera par conséquent km et l'attraction de m sur un point d'une masse m' k l'unité de distance sera kmm\
kttlfn
qui deviendra — j^ lorsqu'ils seront placés k la distance l. Cela posé,
proposons-nous de déterminer l'attraction qu'exerce une couche sphérique homogène d'une épaisseur très petite et uniforme ABA'C (fig.82) sur un point matériel M d'une masse M placée à l'extérieur. Divisons la couche en tranches circulaires AA' d'une largeur infiniment petite dx perpendiculaire k la droite MO que l'on prend pour axe des X.
STATIQUE. i47
/ étant la distance MA , raltraction d'un clément dm de cet anneau
kMldm . . . „ IV
sur M est — j^ et sa composante suivant 1 axe des X,
kMdm MD kMdm x __kMxdm ~ir' ' MA "^ /« ' 7 /»
La composante de Tattraclion de Tanneau entier s'obtient visiblement
en additionnant toutes les valeurs précédentes relatives i tous les
i^Mx éléments dm du même anneau; elle est donc — ,-— 2dm^ Or en
désignant par p la densité de la couche, par £ son épaisseur, par y
l'ordonnée AD, par a la distance MO, par r le rayon OC, et par ds
la portion de l'arc de cercle BAC comprise dans la largeur de Tau-
neau A A', sa longueur sera ârrt/, l'aire de sa section, ids et sa masse
ou ^dmy ^pizyeds, La composante de l'attraction devient donc
^pnkMxyeds _ ^ lm-^ j/r* — (x — o)* ds
'' (2ax -h r' — a*)*
ou, en remplaçant ds par sa valeur tirée de l'équation du cercle BAC,
xdx 2p7r*Mr£ ^^ ^ (I)
(2ax-+-r« — a«)*
Pour ce qui est des composantes de l'attraction perpendiculaires à
Taxe des X, la symétrie de l'anneau autour de cet axe fait que ces
composantes s'entredétruisent et que par conséquent il ne faut pas y
avoir égard* L'attraction de la couche sphérique entière s'obtient en
prenant la somme des valeurs précédentes depuis le point B jusqu'au
point C, c'est-à-dire en l'intégrant depuis x = a —r jusqu'à X'= a-v-r;
on trouve ainsi
4p7rfcMr*£
En désignant par M' la masse de la couche sphérique, on a
M's= 4p7rr'£, ce qui fait prendre à la valeur de l'attraction la forme
qui se confond avec celle qu'exercerait un point d'une masse M' sur une masse M placée à la distance a. D'où Ton conclut que Vatlraetion d'une couche sphérique homogène sur un point matériel M extérieur est la même que si sa masse W était concentrée dans son centre.
Il résulte de là que, si une sphère est composée de couches concentriques et homogènes^ son attraction sur un point matériel extérieur est la même que si la masse de la sphère était concentrée dans son centre y quelle que soit du reste la loi suivant laquelle varient les densités des couches.
Comme le produit — — représente à la fois l'attraction de la masse m
sur m' et l'attraction de m' sur fit^ il est visible que les théorèmes précédents régissent aussi l'attraction qu'exerce un point matériel sur une sphère. On voit aussi que si deux sphères de masse M et M' composées de couches homogènes s'attirent mutuellement, chaque clément de M est attiré par l'autre sphère comme si la masse M' était concentrée dans son centre, et comme le point matériel W placé au centre attire aussi la sphère M de la même manière que si sa masse M était concentrée dans son centre, on est conduit à ce théorème général : deux sphères homogènes ou composées de couches homogènes s'attirent mutuellement de la même manière que si leurs masses étaient concentrées dans leurs centres,
iOO. Attraction d'une couche sphérique sur un point placé dans l'intérieur, — L'attraction d'une couche sphérique homogène sur un point matériel prend une valeur remarquable lorsque ce point est placé dans l'intérieur de la couche, en m par exemple; en prenant alors l'intégrale de l'âtlraclion élémentaire précédente (i), d'abord depuis l'origine des coordonnées m jusqu'à C, c'csl-à-dire depuis x=0 jusqu'à x = a -f- r, et ensuite depuis m jusqu'à B, c'est-à-dire depuis X = 0 jusqu'à x= — (r — a), on aura d'une part l'attraction exercée sur m par les tranches qui composent la portion aACAV de la couche sphérique, et d'autre part l'attraction de la partie aBa'. Or on trouve que ces intégrales sont égales et de signes contraires; les attractions exercées par les éléments de la couche sphérique sur m s'entredct misent donc, et l'on est conduit à ce théorème : un point matériel placé dans IHniérieur d'une couche sphérique homogène n'éprouve aucune attraction de la part de cette couche,
11 est visible que ce théorème subsiste quelle que soit l'épaisseur uniforme de la couche sphérique, pourvu qu'elle se compose de
couches homogènes superposées, puisque aucune de ces dernières n'exerce d'action sur le point matériel. On conclut aussi de ce théorème qu'un point placé dans l'intérieur d'une sphère pleine, composée de couches homogènes, n'éprouve aucune attraction de la part des couches supérieures ou placées entre le point et la surface; il est donc attiré vers le centre de la même manière que si ces couches étaient supprimées et que le reste de la sphère fût concentré dans son centre. Le théorème énoncé plus haut peut être démontré sans calcul par des considérations géométriques très élémentaires, qui permettent de l'étendre à une couche ellipsoïdale uniformément épaisse et de grandeur quelconque; en effet si par le point M (fig. 83) on fait passer un cône infiniment mince , celui-ci interceptera deux portions infiniment petites abcd et a'h'dd! de la couche, dont les attractions sur m sont égales et opposées; car en désignant par m et m' leurs masses et par r
et r les distances Ma et Mo , ces attractions sont — r— et — rr-i or
il résulte d'une propriété connue des ellipsoïdes concentriques , semhlables et semblablement disposés, que les longueurs ac et aV interceptées sont égales; les masses élémentaires m et m' de forme cylindrique ont donc la même longueur; d'un autre côté, les aires des sections de ces éléments sont visiblement proportionnelles aux carrés des distances Ma et Ma^ parce que dans des cônes semblables les aires des bases sont entre elles comme les carrés des distances au sommet; on voit donc que les masses m et m' sont dans le rapport de r* à r'*, c'est-à-dire que
m in!
et que par conséquent les deux attractions sont égales. Gomme il en est de même des attractions des éléments placés dans deux directions opposées quelconques, on en conclut que la couche entière n'exerce aucune action sur le point M.
iOi. Attraction de deux corps quelconques. — Quand deux corps sont placés à des distances très grandes relalivement à leurs dimensions , ils s'attirent sensiblement de la même manière que si leurs masses étaient concentrées dans leurs centres de gravité; en effet, si par le centre de gravité G de l'un des corps on fait passer trois axes rectangulaires, l'attraction d'un point |ul (fig. 84) de l'autre corps
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sur un point m du premier ayant une masse dm sera -^ — ou bien
en désignant par (a, 6, c) et (oc, y, z) les coordonnées des points fx
et m y
kfidm
et les composantes suivant les trois axes seront, en multipliant par a — X b — y c — z
ku.dm
-j^ — 5 kadm — ^~- > kiidm —j^ — » ou kiidm [a — x) /""', etc.
En représentant (jlG ou ^/a'-4-6*-+-c* par R et i/iG ou |/x*-»-y*-+-z* par r, on a
/* = (a — x)« -^ (6 — y)« -f- (c — «)« = R' — 2ax — 26y — 2cz -+- r*,
ou simplement
/«== R« — 2(ax -^ 6y -+- cz) ,
parce que r est, par hypothèse, petit relativement à R. On tire de là,
vn élevant les deux membres à la puissance — --et se bornant aux
x y z termes de première puissance en ^ 9 ^> — > attendu que ces coor-
données sont des quantités petites relativement à R,
Les composantes de l'attraction du point ^ deviennent donc
ku j , . /. ^ ax -i- by -^ cz\
^ dm (a — x) I i + 3 ~ j > etc. etc.,
cl en négligeant x^y^z devant o, 6, c, dans a — x, 6 — y, c — z, -^o^dm -t- -— j (a'x -*- o6y -♦- acz) rfm, etc., etc.
Les composantes de l'attraction du point M sur le corps G entier sont donc
—-fdni H- -:^{a^f'X:dm -4- abfydm -4- ac/zdm)^ etc. etc. R* R
STATIQUE. i'il
En désignant par M la masse du corps G entier au f dm^ et en remarquant que les intégrales ou les sommes de moments fxdniy fydm, fzdm sont nulles, parce que les axes passent par le centre de gravité G, ces composantes deviennent
A'Maa /;M|!xb A:Mp.c et leur résultante a pour valeur
et fait avec les axes des angles ayant pour cosinus
abc
|/a«Hh6M^ (/a*-^6--+-c« (/a*H-6«H-c*
d'où Ton conclut que l'attraction du point matériel /x sur le corps G entier, et par conséquent l'attraction du corps sur le point |ul est la même que si le corps avait sa masse concentrée dans son centre de gravité G. Comme il en est de même de l'attraction exercée sur tous les éléments |x du deuxième corps, il est visible que le théorème se trouve complètement démontré. On arrive au même résultat en remarquant que, puisqi^e les deux corps sont placés à des distances très grandes relativement à leurs dimensions , les droites menées d'un point u d'un des corps à tous les points matériels m de l'aulre sont sensiblement parallèles et égales; d'où il résulte que les intensités des attractions sont aussi sensiblement égales, comme pour les attractions des points d'un corps par le centre de la terre^ auxquelles on peut les assimiler. Elles peuvent donc être remplacées par une attraction unique dirigée suivant |:xG et l'on peut concentrer en G toute la masse M. On reconnaît de la môme manière que l'attraction de M placé en G sur le corps p entier a lieu de la même manière que si toute la masse du corps frétait aussi concentrée dans son centre de gravité.
Moiivemenl. Temps. Mouvement uniforme. Vitesse. — Inertie de la matière. Force d^inertic ou de réaction. Sa loi. — Masse des corps. Mesure de Tinertie. Quantité de mouvement. — Egalité de Faction et de la réaction. Proportionnalité des forces et des vitesses qu*elles engendrent dans un même instant. Parallélogramme des vitesses. Vitesses uniformément accélérées ou retardées. Chute des corps graves.
— Pression. Sa mesure. Mesure d^une masse en kilogrammes. Unité de masse.
— Forces continues. Forces instantanées ou de percussion. Leur mesure.
102. Mouvement. Temps. Mouvement uniforme. Vitesse. — La dynamique est la partie de la mécanique qui traite du mouvement des corps. Un corps est dit en mouvement quand il occupe successivement différentes positions. Cette succession de positions entraîne Tidéc du temps comme conséquence de la non simultanéité. Pour le mesurer, il est nécessaire de convenir de ce qu'on entend par temps égaux; nous considérerons donc comme égaux les temps employés par un même corps ou par deux corps identiques et placés dans les mêmes circonstances, pour parcourir des espaces égaux. De là résulte la notion de rapport entre deux temps ; car si Tespace parcouru dans les mêmes circonstances est double, le temps sera double etc. Pour reconnaître le mouvement d*un corps, on rapporte sa position » d*autres corps considérés comme fixes. S'ils le sont en effet, le mouvement observé est dit absolu; s'ils sont eux-mêmes en mouvement, le
premier corps n'aura qu'un mouvement relatifs ou du moins son mouvement relatif sera seul appréciable.
Pour simplifier les Idées, et ne pas devoir tenir compte de la forme du corps 9 nous le supposerons d*abord réduit à un point matériel dans lequel toute la matière sera concentrée.
On dit que le mouvement absolu ou relatif d'un point matériel est uniforme y si ce mouvement reste identiquement le même & chaque instant; dans le cas contraire, il est dit varié. Il résulte de là que dans le mouvement uniforme les espaces parcourus sont proportionnels aux temps employés à les parcourir. Le mouvement uniforme peut donc servir de mesure au temps.
On appelle vitesse^ dans les mouvements uniformes , le rapport de l'espace parcouru au temps employé à le parcourir, ou plus exactement, l'espace parcouru divisé par le nombre d'unités de temps employées à le parcourir; en désignant donc par v, e, ( la vitesse, l'espace et le temps, on a
que l'on écrit pour abréger de cette manière :
Si ( était égal ii l'unité, il viendrait v = e\ on voit donc que, dans les mouvements uniformes^ la vitesse est aussi V espace parcouru pendant V unité de temps»
Nous prendrons dorénavant pour, unité de temps la seconde sexagésimale et pour unité de longueur le mètre.
On conclut de l'équation précédente que l'espace parcouru par un point matériel est égal au produit de la vitesse par le temps employé à le parcourir ou plutôt, par le nombre d'unités de temps. Si avant de compter le temps ty le point matériel avait déjà parcouru l'espace a, on aurait évidemment
e =» a + Vf .
Comme dans l'équation t?:^ — 9 l'espace e est quelconque, la vitesse
est aussi représentée par la limite du rapport de l'espace parcouru au temps employé à le parcourir, ou en d'autres termes ^ en désignant
par de l'espace iofiolment polit parcouru dans un temps dt infiniment
petit, on a aussi
de v = — .
. dt
Si le mouvement était varié, le rapport- ne ferait plus connaître que
la vitesse moyenne pendant le temps t; mais si cette vitesse varie d'une manière continue, on peut, suivant l'esprit du calcul différentiel, considérer l'espace parcouru comme composé d'éléments inégaux
de parcourus pendant un même intervalle de temps dtj et le rapport—
sera l'expression de la vitesse avec laquelle l'espace de a été parcouru,
et par conséquent la vitesse du point matériel à l'époque marquée ty de sorte que l'on aura dans tous les mouvements possibles continus^
de dt
i05. Inertie de ta matière. Force dHnertie ou de réaction. Sa loi. — La mécanique est fondée sur deux propriétés générales de la matière, savoir : Vinertie de la matière et Végalité de faction et de la réaction. Occupons-nous d'abord de la première.
L'expérience journalière nous apprend qu'un corps en mouvement tend k conserver sans altération la vitesse dont il est animé, ainsi que la direction rectiligne de cette vitesse, et qu'il ne peut changer de lui-même son état de repos ou de mouvement. Ainsi un corps étant en repos, l'intervention d'une cause extérieure, c'est-à-dire d'une force, est indispensable pour le mettre en mouvement, et s'il est en mouvement^ il faut une cause étrangère à la matière ou une force pour accélérer, retarder ou modifier d'une manière quelconque ce mouvement. C'est dans cette propriété que consiste Vinertie de la matière.
Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates de cette propriété : l"* Si le mouvement d'un corps est varié, soit dans sa vitesse, soit dans sa direction, une cause extérieure agit nécessairement sur lui; 2"* si cette cause extérieure cesse tout à coup d'agir, le corps devra prendre, à partir de cet instant, un mouvement uniforme et rectiligne; 5® si ces causes extérieures font décrire avec une vitesse quelconque une courbe au point matériel, et
qu'elles cessent tout à coup d'agir, ce point devra suivre d*un mouvement uniforme la tangente à la courbe au point où il se trouvait lorsqu'il a été soustrait à ces actions étrangères, puisque le dernier clément de la courbe représente la direction de la vitesse au moment où ces actions ont cessé leur effet.
L'inertie des corps se manifeste par la résistance qu'ils opposent à tout cbangement d'état. Cette résistance, qui s'évanouit aussitôt que le cbangement est produit, a été nommée force d^ inertie ou plu là t, réaction due à l'inertie.
La loi suivant laquelle se développe cette résistance ou celte réaction n'est guère susceptible de démonstration d priori^ on est forcé d'admettre une bypothèse dont l'exactitude ne tarde pas, du reste, à devenir aussi incontestable que les axiomes qui servent de fondement aux mathématiques pures, à cause de la facilité avec laquelle elle rend compte de toutes circonstances qui accompagnent le mouvement des corps et surtout de l'accord parfait que l'on a constamment remarqué entre les résultats des observations et ceux déduits de cette hypothèse par le calcul. Celle-ci consiste en ce que toute vitesse dv communiquée pendant un temps dt à un corps en repos ou en mouvement dans une direction quelconque y fait naître instantanément une réaction opposée ou force d'inertie proportionnelle à cette vtlesse dv et indépendante de Vétat actuel de mouvement du corps, c'est-à-dire que la réaction d'un corps est à chaque instant proportionnelle à la vitesse dv engendrée pendant un élément de temps dt^ quel que soit l'état de mouvement antérieur du corps.
i04. Masse des corps. Mesure de l'inertie. Quantité de mouvement. — Tous les corps n'opposent pas la même résistance à un changement d'état même identique, c'est-à-dire que la résistance due à l'inertie n'est pas la même dans tous les corps. Cette circonstance ne peut provenir que de ce qu'ils ne renferment pas la même quantité de matière inerte que nous appellerons masse. Il existe donc une dépendance entre la masse d'un corps et la réaction instantanée qu'il oppose à tout changement d'état. Comme nous n'avons aucun moyen pour apprécier la masse absolue des corps et que les différences entre les masses ne se manifestent à nos sens que par ce plus ou moins de résistance, il est naturel de regarder deux masses comme égales, lorsque les réactions instantanées qu'elles opposent à un même accroissement de vitesse sont elles-mêmes égales. Il suit de là qu'une masse double opposera une réaction double, puisqu'on pourra consi-
dërer cette masse double comme composée de deux masses identiques Juxta-posëes. En général les réactions instantanées que deux points matériels opposent à un même accroissement de vitesse sont proportionnelles aux masses de ces points.
En rapprochant cette proportion de Thypothcse admise plus haut, on voit que les réactions R et R' de deux points matériels de masses m et m', dont les vitesses augmentent de dv et dt/ dans un instant dt, isont proportionnelles aux produits des masses par les accroissements des vitesses, c'est-à-dire que Ton a
R : R' =: mdv : m'dt/,
ou plutôt, en divisant par dt pour n'avoir à considérer que des
quantités finies ,
_ „, dv ,d%f
les réactions de deux points matériels sont donc à chaque instant
proportionnelles aux produits des masses par les dérivées des vitesses
prises par rapport au temps.
Si l'on choisit pour terme de comparaison un point matériel idéal
ayant une masse m' égale à l'unité et acquérant dans chaque unité de
dt/ temps un accroissement de vitesse égal à l'unité, --r- sera cette
unité, R' sera l'unité de réaction, et la proportion précédente deviendra
dy R_m dt T"~T 1
que pour abréger nous écrirons de cette manière :
dt
On peut donc dire qu'une réaction se mesure par le produit de la masse par la dérivée de la vitesse prise par rapport au temps, pourvu que Ton entende par là que le nombre d'unités de réaction est représenté par le nombre d'unités contenues dans la masse, multiplié par le nombre d'unités de vitesse contenues dans -j •
Si le mouvement de m était tel que -j- fût constant, ou que la
vitesse v prit des accroissements égaux dans chaque intervalle dt,
dv la dérivée-r- exprimerait évidemment la vitesse gagnée dans Tunité
de temps, que nous désignerons par t?, et il viendrait
c'est-à-dire qu'alors la réaction se mesure par le produit de la masse par la vitesse acquise pendant l'unité de temps.
Le produit d'une masse par sa vitesse se nomme quantité de mou* vement. On voit donc qu'une réaction se mesure dans ce dernier cas par la quantité de mouvement communiquée j)endant l'unité de temps.
On a vu plus haut que la vitesse v est représentée par la dérivée
■j y il suit de là que la force de réaction est aussi exprimée par
d^e du
m—, et que par conséquent la dérivée du second ordre -r-j mesure la
réaction d'une portion de la masse égale à Vunité,
i05. Égalité de l'action et de la réaction. Proportionnalité des forces et des vitesses qu'elles engendrent dans un même instant. Parallélogramme des vitesses. — La seconde propriété générale qui sert de fondement à la mécanique, ou te principe de l'égalité de l'action et de la réaction^ consiste en ce que la réaction due à l'inertie est toujours égale et opposée à la force qui a produit le changement d'état. C'est encore l'expérience confirmée par l'accord parfait des données du calcul fondé sur ce principe et des résultats des observations, qui légitime l'adoption de cette loi générale.
Il résulte de ces deux principes combinés, qu'une force motrice comme
une force d'inertie se mesure par le produit m-j-y ou, si la force
at
est constante, par le produit mv de la masse du point matériel sur lequel elle agit par la vitesse qu'elle engendre dans l'unité de temps, et que par conséquent deux forces sont proportionnelles aux vitesses qu'elles communiquent à un même point matériel pendant l'unité de temps ou plus généralement, pendant un même instant dt.
On conclut de là qu'on peut appliquer à ces vitesses les principes de la composition et de la décomposition des forces, puisque celles-ci pourront être représentées par les vitesses qu'elles engendrent. Ainsi si un point matériel est soumis à l'action de deux forces simultanées P et P' formant un angle a, et capables de lui communiquer chacune
iaS CHAPITRE XI.
séparément les vitesses v et t?' en agissant pendant Tunité de temps, ce point matériel prendra une vitesse qui sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les (Jeux vitesses composantes v et t/. C'est en cela que consiste le principe du parallélogramme des vitesses. De même si plusieurs forces agissent ensemble ou successivement sur un point matériel suivant la même droite, la vitesse finale sera égale à la somme des vitesses qu'auraient engendrées ces forces, si elles avaient agi successivement; et si Ton décompose une force suivant trois axes rectangulaires, la composante suivant chaque axe n'aura aucune influence sur la vitesse du point matériel parallèlement à chacun des deux autres axes, de sorte que le mouvement parallèlement à chacun d'eux sera le même que si le point était mû par chaque composante séparément.
106. Vitesses uniformément accélérées ou retardées. Chute des corps graves. — Il résulte aussi de ce qui précède, qu'une force constante agissant d'une manière continue doit engendrer une vi' tesse uniformément accélérée^ c'est-à-dire, qui augmente proportionnellement au temps ; en effet, si 6 est la vitesse engendrée pendant la première unité de temps^ 6 sera aussi la vitesse engendrée pendant la seconde unité et la vitesse totale sera 26; elle sera de même
56, 46 à la fin de la troisième, de la quatrième unité, et enfin
après un nombre t d'unités ou de fractions d'unité, c'est-à-dire après un temps t, cette vitesse v sera v^=bt proportionnelle au temps. Si un point matériel animé d'une vitesse uniforme a est tout à coup soumis à l'action d'une force constante dirigée dans le sens de la vitesse ou dans un sens directement opposé, et qu'on représente par 6 la vitesse que cette force engendre dans l'unité de temps, la vitesse v du point matériel sera au bout du temps t dans l'un ou Tautre cas,
v^^a-^-bt ou vs=a — ht.
Dans le second cas, la vitesse est dite uniformément retardée.
Réciproquement, si l'on s'est assuré qu'un point matériel est animé d'une vitesse uniformément accélérée, on doit en conclure que la force qui agit est constante, puisque dans chaque unité ou portion d'unité la vitesse engendrée sera la même et qu'il n'y a que les forces constantes qui engendrent dans chaque instant des vitesses égales. Lorsque la force motrice est constante, si l'on désigne par u la vitesse engendrée pendant l'unité de temps^ mu sera la mesure de la réaction de la masse m, et par conséquent représentera la valeur de la force motrice»
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La chute des corps en vertu de l'action de la pesanteur offre un exemple d'un mouvement uniformément accéléré. On reconnaît par expérience que les vitesses croissent proportionnellement au temps; d'où l'on conclut que l'action qu'exerce la terre sur un corps est une force sensiblement constante pendant la durée du mouvement. On trouve à Paris 6 = 9"*,809, que l'on représente par g. En supposant le corps lancé de bas en haut avec une vitesse initiale a, on aura à une époque quelconque t du mouvement,
V = a — gt.
i07. Pression. Sa mesure. Mesure d'une masse en kilogrammes. Unité de masse. Lorsqu'une force, que nous supposerons constante, agit sur un point matériel retenu par un obstacle fixe, elle détermine dans cet obstacle une réaction appelée pression^ et qui est évidemment proportionnelle à la force comprimante, et par conséquent à la quantité de mouvement que celle-ci engendrerait dans l'unité de temps si le point était libre; de sorte que^ si P et P' sont deux pressions exercées par des masses m et m' soumises à l'action de forces constantes qui engendreraient les vitesses t? et t/ dans l'unité de temps si ces points étaient libres, on aura la proportion
P mv
qui devient^ en prenant pour unité de pression F celle qui est exercée par l'unité de masse m' animée d'une force qui ferait prendre l'unité de vitesse r' dans l'unité de temps,
7=—7> ou Pz=tnv,
et qui signifie que le nombre d'unités de pression est égal au nombre d'unités comprises dans la masse, multiplié par le nombre d'unités de vitesse que la force engendrerait dans l'unité de temps.
Cette équation permet de mesurer le nombre d'unités de masse contenues dans un corps; en effet, si l'on suppose que la pression provienne de la pesanteur, pression qui prend alors le nom particulier de poidSj V sera, comme on l'a vu (N® 104], égal à ^ et en prenant pour unité de pression celle qu'exerce un décimètre cube d'eau distillée et amenée à son plus grand degré de condensation, c'est-à-dire le kilogramme, P sera exprimé en kilogrammes et donné par les balances, et il viendra :
c'est-à-dire que le nombre d'anités de masse qui entre dans un corps est égal & son poids exprimé en kilogrammes, divisé par 9,809.
Pour ce qui est de l'unité de masse p qui maintenant cesse d'être arbitraire, on la détermine en remarquant que, d'une part, l'unité de pression est celle que produit l'unité de masse soumise à une force capable d'engendrer l'unité de vitesse dans l'unité de temps, c'est-àdire qu'elle est égale à p.i% et que, d'un autre côté, l'unité de pression est aussi le kilogramme ou la pression produite par la masse ûL d'un décimètre cube d'eau soumise à l'action de la pesanteur ou d'une force qui engendre une vitesse g dans l'unité de temps, c'est-àdire que cette unité de pression est aussi égale à a, g; on a donc, en égalant ces deux valeurs de l'unité de pression ,
a.gf = fA.l% d'où fjis=!a^>
c'est-à-dire que l'unité de masse est représentée par la masse d'un décimètre cube d'eau prise 9,809 fois.
108. Forces continues. Forces instantanées ou de percussion. Leur mesure, — Les géomètres, trompés par certaines apparences, ont longtemps admis l'existence de deux espèces de forces, les unes n'agissant que pendant un instant et produisant instantanément une quantité de mouvement finie, les autres agissant pendant un temps plus ou moins long et ne produisant une vitesse finie que dans un temps fini. Les forces provenant des percussions étaient rangées dans la première catégorie ; la pesanteur et les forces d'attraction l'étaient dans la seconde. Plus tard, lorsqu'on s'est formé une idée plus juste .du principe de continuité, on a reconnu que cette distinction n'était pas fondée : qu'il était impossible qu'une force quelconque, à moins qu'elle ne fût infiniment grande, produisit une quantité de mouvement finie dans un temps infiniment petit ou dans un instant : que la quantité de mouvement obtenue au moyen d'une percussion, considérée à tort autrefois comme engendrée instantanément, est en réalité engendrée dans un temps qui, sans être infiniment peCit, est cependant trop minime pour être facilement appréciable, et enfin que pendant ce temps, les deux corps, quelque durs qu'on les suppose, se compriment plus ou moins en s'applatissant, et se transmettent de l'un à l'autre et d'une manière continue une partie de leur vitesse jusqu'à ce que la compression soit terminée, ce qui arrive lorsque les deux corps ont pris des vitesses égales dans le sens de la percussion.
Il est donc plus exact de considérer les forces dites instantanées comme Réagissant que pendant un temps extrêmement court, qui leur suffit cependant pour produire des quantités de mouvement finies, parce que les forces de cette nature sont incomparablement plus grandes que celles qui proviennent des attractions , etc. Comme on ne compare que des objets de même ordre de grandeur , on ne peut établir de rapports entre ces deux espèces de forces. On se borne à comparer entre elles les forces provenant de percussions, et dans Timpossibilité où Ton est d'apprécier avec un peu d*exactitude la durée du phénomène, on prend pour leur mesure et pour mesure de Tinertie, le produit de la masse du point matériel sur lequel agit cette force par la vitesse engendrée pendant la durée de la compression, quelle que soit celte durée, que Ton suppose la même dans toutes les percussions.
Théorie du mouvement rectiligne d^uii point matériel. Équation différentielle du mouvement. Force accélératrice. — Lois de la chute des corps pesants. — Problèmes.
i09. Théorie du mouvement rectiligne d'un point matériel. Équation différentielle du mouvement. Force accélératrice. ^ Pour qu'un point matériel décrive une Jigne droite, il faut que la force qui agit sur lui, ou plutôt la résultante des forces auxquelles il est soumis, soit dirigée constamment suivant celte droite. La théorie du mouvement rectiligne consiste à déterminer à chaque instant la position du point matériel sur cette droite et les circonstances de son mouvement, connaissant la force qui le fait mouvoir, ou à trouver cette dernière, connaissant les circonstances du mouvement. Soient x la distance, au bout du temps t, du point matériel m à un point fixe pris sur la
droite qu'il décrit, et 9 la force motrice; comme m— est Texpression
générale de la force d'inertie qui, d'après ce qu'on a vu (N*» i04), est égale à la forée motrice, on a
dv
dt ^
Cette équation, qui exprime la loi suivant laquelle s'engendre la vitesse, est dite Véquation différentielle du mouvement. Commet? est
dx donné par-^-» on peut la mettre sous la forme dt
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dans laquelle — est évidemment Ja force qui, en agissant sur Tunité de
masse, lui communique le même mouvement que la force 9 commu-
cp iiiqne h la masse m. La force -^ rapportée ainsi h Tunité de masse se
nomme force accélératrice ^ pour la distinguer de la force motrice 9
qui agit sur la masse entière m.
Si la force 9 est connue, on déduira de celte équation par deux in-
dx tégrations successives , les valeurs de ^- et de x en fonction de t. Si
dt
au contraire la position du point matériel est connue & chaque instant,
c'est-i-dire si Ton connaît x en fonction du temps, ou x== fty on eu
déduira par deux différentiations successives, la valeur de — » et par
suite la force motrice 9. Dans le premier de ces cas, Tintégrale finale renferme deux constantes arbitraires qu'il faudra déterminer au moyen <]es circonstances initiales du mouvement, comme on le verra dans les applications suivantes.
On tire aussi de l'une des équations précédentes,
mdv = (pdt, et mv — mVa = /(fdt,
l'intégrale devant être prise entre les époques où les vitesses du point mobile sont Vo et v. Dans la mécanique appliquée, (^^dt se nomme impulsion élémentaire de la force 9 et y* (pdt est son impulsion totale pendant le temps compris entre les limites de l'intégrale. Cette équation apprend donc qu'entre deux époques du mouvement d'un point matériel, r accroissement de la quantité de mouvement est égal' d l'impulsion de la force motrice.
110. Lois de la chute des corps pesants. — Proposons-nous de déterminer les circonstances du mouvement d'un corps pesant tombant verticalement dans le vide, x étant la distance verticale du point matériel à un point fixe, et mg la mesure de la pesanteur ou de la force motrice, on a
-, = mg, ou -7;^=»;
d^ù l'un tire en intégrant,
dx ^ Qt-
-— ou v = qt'^C, x=^-f- Ci -f- D.
dt :/ ' 2
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Pour déterminer les constantes C et D, observons qu'en faisant t égal à zéro, V et X se réduisent h ces deux constantes qui représentent par conséquent la vitesse et la distance au point fixe, lorsque le temps t commence à être compté. Si ces valeurs initiales sont nulles, c'est-àdire si le point matériel part du repos et que le temps commence à compter au moment où le point quitte l'origine, il viendra
On voit donc que les vitesses seront alors à chaque instant proportionnelles au temps, et les espaces parcourus, proportionnels aux carrés des temps. En éliminant le temps t entre ces deux équations , on trouve
V* = 2gfx et v = j/2gx
qui donne la vitesse correspondant à chaque hauteur x de la chute. Dans cette équation v s'appelle la vitesse due à la hauteur x de la chute. Cette vitesse est proportionnelle à la racine carrée de la hauteur.
Si le point matériel est lancé de bas en haut, en comptant les x vers le haut à partir d'un point fixe, la force motrice mg agira en sens inverse, et sera négative; on aura donc
rf*x d^x
d'où l'on tire en intégrant,
dx i
v=—=^^gt^C, x=^-jr»-t.C( + D,
dans lesquelles C est la valeur de v correspondant à t = 0, c'est-à-dire la vitesse initiale de projection, et D, la hauteur du point matériel audessus du point fixe à l'instant où le temps t commence à compter. D sera nul si l'on fait coïncider les commencements du temps et de la distance.
On déduit de la première de ces valeurs, la durée du mouvement ascensionnel, car ce mouvement durera jusqu'à ce que l'on ait v = 0, et il vient alors
— ai-f-C = 0 d'où t=-.
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Quant à la hauteur de l'ascension due à une vitesse de projection C, on l'obtiendra en remplaçant t par la valeur précédente dans l'expression de Xj et il viendra
On a trouvé précédemment pour le cas d'un point matériel pesant qui tombe librement,
v = gt et u* = 2^x , et par conséquent
En rapprochant ces valeurs des précédentes , on voit qu'un point matériel pesant, lancé verticalement de bas en haut, s'élève à la hauteur d'où il devrait tomber pour acquérir une vitesse égale à la vitesse de projection, et la durée de l'élévation est la même que celle de la chute. De plus, en éliminant ( entre les valeurs de t? et de a?, dans le cas de l'ascension , on trouve pour la vitesse correspondant à une hauteur x mesurée de bas en haut,
V = db |/C* — 2gx ,
d'où Ton conclut que, en chaque point de la verticale, la vitesse du mobile est la même en montant et en descendant, car après avoir
atteint la hauteur — 9 sa vitesse en descendant, après avoir parcouru
l'espace a/ égal à :r x, sera
|/2jxS ou /C* — 2gx.
Si le point matériel pesant était assujetti k glisser sans frottement sur une droite inclinée d'un angle a sur l'horizon, il est visible que la force motrice mg se décomposerait à chaque instant en deux forces m^cosa et mg.sinay la première perpendiculaire à la droite, est détruite par sa résistance et mesure une pression, la seconde renfermée dans cette droite, détermine le mouvement; si donc on représente par X la distance & une époque quelconque ( du point matériel
h UD point fixe, comptée sur cette droite, Téqualion différentielle du mouvement sera
»t^ = »wgfsina,
d*où l'on tire en intégrant,
— > ou 17 = jsin a.( -H C, et x =g sîn a- - -+- C( -♦- D.
Kn faisant (=^0 dans ces deux intégrales, on voit que les constantes arbitraires C et D sont encore les valeurs initiales de la vitesse et de la distance x, et si Ton compare ces valeurs k celles qui ont été trouvées pour la chute verticale des corps graves, il est visible que les lois du mouvement sont identiquement les mêmes en changeant la gravité g en g sin a.
Lorsque les valeurs initiales de la vitesse et de la distancée Torigine sont nulles, ces équations se réduisent à
t; = ^(sina et x = 3— sin a ou v* = 2jfx sin a.
Si AE (fîg. 85) est une verticale, AG la direction du mouvement, et. AB l'espace x parcouru pendant le temps t , en abaissant la perpendiculaire BD sur AE et faisant AD == A, on a '
A = AB . sin ABD = x sin a,
et par conséquent
t;« = 2gh ;
or si le point matériel était tombé librement de A en D^ sa vitesse
acquise serait aussi y^gh\ d'où il suit que la vitesse acquise à chaque instant par un point matériel glissant le long d'une oblique, est égale à la vitesse qui serait due à la hauteur de la chute estimée dans le sens vertical. Cette propriété n'est qu'un cas particulier d'une propriété plus générale qui sera démontrée plus loin.
Ou tire aussi de l'une des équations précédentes, pour la durée de la descente de A en B ,
/ 2x y gfsina
et si Ton décrit le demi-cercle ADE ayant son centre dnns la verticale AE, on aura pour la dnrëe de la chute de A en E,
VT
1 • in AB
OU bien, en remarquant que AE >
sin AEB sin a
y g sin a
On voit donc que la durée de la descente le long de la corde AB est la même que la durée de la chute de A en £. Il suit de là que le temps de la descente est le même pour toutes les cordes partant du point A. Cette durée est aussi la même pour toutes les cordes supplémenUûres BE, car elle est, d'après ce qu'on vient de voir,
AE
Si le point matériel éprouvait en glissant le long de Toblique AB une résistance due au frottement, il faudrait de la force motrice provenant de la pesanteur, retrancher celle qui provient du frottement. L'expérience apprend que cette force est toujours représentée par une portion invariable de la pression, c'est-à-dire qu'elle lui est proportionnelle; on a donc^ en désignant par /* /e coefficitnt du frottement,
d*x m -r-j = mg sin a. — mfg cos a
dont les intégrales font connaître toutes les circonstances du mouvement.
Si, outre le frottement, on avait égard à la résistance de l'air atmosphérique, que l'expérience a prouvé être proportionnelle au carré de la vitesse, il faudrait de la force motrice précédente, retrancher un terme de la forme nv^, n étant un coefficient constant qui ne dépend que de la nature de l'air, de sa densité que nous supposerons constante et de la forme du point matériel ; l'équation diffé-
renttelle du mouvement serait donc
ut
Pour intégrer, on la met sous la forme
— =m(3sina — /ijfcosa) — nv% d'où d^ == - (A»— v«) '
en posant
m (5 sin a — /jf cos a) = nfc*.
L'intégration donne, en faisant la constante arbitraire égale à zéro pour que la vitesse soit nulle avec le temps ,
knt knt
ik -H V „ , , . , ,._. dx e « — e «
' = 2fai*'^rr-v' ^'^"^' c'est-à-dire -^ = *— ^ ..
et en intégrant une seconde fois en faisant commencer x avec «,
X ==— log-( e "• -i- e •* j'
Cette équation donne l'espace parcouru à une époque quelconque t. On peut aussi obtenir l'expression de la vitesse en fonction de Tespacc parcouru; il suffit pour cela de remplacer t par sa valeur en v dans la dernière équation , et il vient
x==— log — % d'où t;* = fc'(4 — e~"»)'
Tandis que l'espace parcouru x augmente, le terme e "» ou — iiiT"^*'*
e "* en diminuant, et finit par être négligeable devant l'unité; l'expression
j L j j 1 1 j # /(osina — /ifcosa)m de t? approche donc de plus en plus de « ou % / -^ '-^ — 5
c'est-à-dire que la vitesse tend continuellement vers l'uniformité.
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Si Ton fait ol égal è--dans les formules précédentes, ce qui donne
k = \/ —} et qu'on fasse ensuite n nul, on doit retrouver pour x
et V les valeurs obtenues plus haut pour le cas de la chute des corps graves dans le vide. C'est en effet ce qui arrive quand on développe en
2«i Lut int ■/"* l/"^
séries les exponentielles c"*,c"*ete"*,ouc "«ete "*,
ainsi que les logarithmes. La dernière valeur de v, par exemple, devient alors
/ma /S/îx
etc
/77 nx^ 2n«ji5 \
% / 2o ( X 1 etc. I
et e*iï faisant n = 0,
i; = |/2jx, ou t;* = 25fx.
Si le mouvement avait lieu en montant, la composante de la pesanteur g sin ce serait négative ainsi que les résistances dues au frottement çt à la présence de l'air, attendu que ces deux forces sont toujours opposées au mouvement; l'équation différentielle serait donc
d*x ni-r-^== — m [g sin a -+- /gf cos a) — »v*,
et en faisant
m (g sin a -^ fg cos a) == nfc* ,
on pourrait mettre l'équation sous la forme
, m dv
n A' -ht* On en tire, en représentant par a la vitesse initiale ou la vitesse de
projection
e = _|arctang-7 — arctangyj» dou tang — =A
nk( k k\ ^ m ar -♦- A*
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et
nkl nkt , . nkl
a — k lanff — o cos k sin —
nkt . nkt , nkt
k H- a tanff — a sin \- k cos —
*' fw m m
Si Von remplace v par --r- , et qu*on intègre une seconde fois, on trouve
en supposant que x := 0 quand t c= 0, et en remarquant que le numérateur est la dérivée du dénominateur,
x=^log(
nkt a . nkt\
cos h 7 sin — I
nkt
En remplaçant sin — et cos — par leurs valeurs
mm / nkt
i+tang* — m
- , et tenant compte de la valeur de tang — trouvée nkt *"
h tang
plus haut, il Tient aussi
Gomme l'ascension n*est terminée que lorsque la vitesse est nulle, on en trouvera la durée et l'étendue en égalant k zéro la vitesse, c'est-àdire en posant
nkt , . nkt ^ „ ^ . nkt a ma
a cos A:sm — =0, d ou tang — =«t et f==— rare langT »
m m "^ m k nk ^ k
x = £log(l^.^^
Ces formules font connaître les lois du mouvement ascensionnel d'un point matériel suivant une verticale, en égalante à ~ » ce qui fait
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prendre k k\à valeur
Si l*on fait eosuîle n ëgal k zéro , on doit retrouver les formules du mouvement ascensionnel dans le vide, ce qui arrive en effet en développant en séries le sinus et le cosinus ainsi que le logarithme, développements dont on peut toujours faire usage, puisque ces séries sont toujours convergentes, (rrat^éd'anatj/^e, 2°*" édition, N° 36.)
Nous avons supposé la gravité g constante dans les formules précédentes , ce qui n*est permis que pour des hauteurs de chute tris petites relativement au rayon de la terre. Pour des espaces illimités ^ il faut tenir compte de la variation de la pesanteur avec la distance au centre de la terre. On verra plus loin que Tintensîté de la gravité varie dans le rapport inverse du carré de la distance au centre; si donc g est la gravité à la surface de la terre^ ou à une distance r du centre, la gravité à une hauteur x au-dessus
de la surface ou à une distance r-Hx du centre, sera 7-^ — rrj qu'il
faudra substituer à g dans Téquation différentielle du mouvement. Celle-ci devient en rendant le mouvement vertical ^ c'est-à-dire en
faisant «=-»
(f*x mqr^
Si Ton suppose n constant, ce qui revient à considérer Pair comme étant partout identique, on intégrera en remarquant que
(/*x dv vdv dx , rfx
n^^irii' p^'^'^'ï"^ fr'' '' ^'-
et on remplacera ensuite v^ par une nouvelle variable z. On sera conduit ainsi à une équation différentielle linéaire du premier ordre. Quand on tient compte de la variation de la densité de l'air atmosphérique aux différentes hauteurs, on remarquera que le coefficient n est, comme on le verra plus loin, proportionnel à la densité de
l'air, laquelle est pour une hauteur x, représentée par pe p ^ p étant
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la densité à l'origine; le coefficient n devra donc être remplacé par
n'pe p dans laquelle n' est un certain facteur indépendant de la densité; Téquatîon différentielle du mouvement devient alors
d*x tngr^ -.^'
or (x -h r)^ '^
£n supposant retendue du déplacement assez petite pour qu'on puisse regarder la gravité comme constante, l'équation du mouvement prend la forme
m -T-Y«= — mg H- n^pe p r«
qui se déduit d'ailleurs de la précédente en remarquant que l'on a •• X x^ r* . X _x*
^^ •; rT = i— 2--t-3-- — etc. ,
(r -t- xr r r*
= 4 H-T—etc. ..
et que, quand x est petit relativement au rayon r de la terre, le second membre se réduit sensiblement à l'unité.
Cette dernière équation différentielle s'intègre en observant que
d'x vdv
-jY=-r— , et en remplaçant v* par une nouvelle variable z; elle devient alors linéaire et du premier ordre; mais la quadrature ne peut être effectuée que par approximation.
En tenant compte de la variation de la pesanteur, les lois du mouvement d'un point matériel dans le vide sont données par
d*x tnjfr*
d'où l'on tire, en multipliant les deux membres par 2(/x,
2(ir* ou t* = — ^ h C.
Une seconde intégration fera connaître x en fonction de t,
111. Problèmes, — Occupons-nous encore du problème suivant : déterminer le mouvement d'un point matériel m soumis à Inaction de deux forces répulsives émanant de deux points fixes A et B de la
droite AmB, l'intensité de ces forces étant inversement proportiotinelle
aux distances mÂ et mB du point m aux points fixes.
En représentant par a et 6 les intensités des deux forces agissant
à Tunité de distance et sur Tunité de masse, elles deviendront à
a b des distances respectives x et l — x^ égales à - et -. 5 de sorte
que réquation différentielle du mouvement sera
rf*x a b
d*où Ton tire en multipliant les deux membres par dx et intégrant, f — j =2alogxH-261og(/ — x) -*- 2 logC = 21og jCx«(/~-x)*j •
Si l'on représente par e la distance initiale du point matériel au
dx point A, et qu'on détermine C par la condition que — ou la vitesse
soit nulle lorsque x est égal à e, il viendra et par conséquent
dx
-7-» ou t;
dt
\/H(S)XT^)^ <•'•
La relation entre l'espace parcouru et le temps s'obtient en effectuant une deuxième intégration. Quoiqu'on ne puisse trouver cette intégrale sous forme finie, on reconnaît cependant que le point matériel m oscille indéfiniment entre deux points fixes C et C placés entre A ctB; car dans les points où la vitesse change de direction, celle-ci doit être nulle; les valeurs correspondantes de x sont donc données par l'équation
CKrH)'--
que l'on peut mettre sous la forme
x^ (/— x) = e^ (/— e), ou x»+* — /x" h- e'*(/ — e) = 0.
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eo remplaçant y pai* ^ 9 et il est visible que cette dernière donne
pour X deux valeurs positives au plus, puisque Téquation ne présente que deux variations de signes ; d*où il résulte que m oscillera indéfiniment entre deux points fixes C et Cy dont l'un n*est autre que le point de départ correspondant k x = e. Quant aux solutions négatives, s'il y en avait, elles seraient évidemment étrangères à la question de mécanique, car pour que x put devenir négatif, il faudrait que pendant le mouvement il passât par zéro, ce qui ferait prendre à la vitesse une valeur imaginaire.
11 y a une position où le point matériel resterait immobile si on l'y plaçait sans vitesse initiale. C'est évidemment celle où les deux forces motrices sont égales ; sa position est donc donnée par l'équation
a 6 al
0, dou x =
Si l'on cherche le lieu où la vitesse est un maximum , on trouve qu'il
coïncide avec le point précédent.
L'intégration de (i) devient possible lorsque le point matériel ne
s'écarte que très peu de la position d'équilibre, c'est-à-dire du point
al al
donné par a:«= rî car si l'on remplace e par r« — s, et x
al par ^ -t- z, s et z étant des quantités très petites, l'équation diffé-
cl en développant en série, suivant les puissances ascendantes de z et de £^ les logarithmes de p + z, p — Sy l — p — z, l — p -+- e, il vient, en bornant les développements aux termes de seconde puissance de z et de £,
dt y abl^ ^
dont l'intégrale est
. z ^ /[a-^by arcsin-=f%/ ., .
e y l^ab
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la constante arbitraire étant déterminée par la condition que t soit nul quand z = 0. On tire de là
E,sineY/"-7i
'«a6 11 est visible que z, ou Técart de la position d*équilibre passera par
les valeurs 0, h- e, 0, — e, 0, -♦- e, etc., lorsque t\/ ""— — -^ sera
égal à 0, ^9 ^> ~^' ^^^''y ^*o^ >^ résulte que le point matériel m
fera une suite indéfinie d^oscillations dont la durée uniforme est
^ V (q ^ bf ' ^" V (ôTôp" proportion-
nelle à la distance des deux points A et B.
Le mouvement qu'on vient de déterminer est celui que prend une sphère placée dans un tube cylindrique de même diamètre, fermé aux deux extrémités et rempli d'air atmosphérique des deux côtés de la sphère. La force élastique de Tair augmentant proportionnellement à la compression , il est visible que la sphère est soumise à l'action de deux forces répulsives inversement proportionnelles aux distances aux deux extrémités du tube, et si on la place de manière à comprimer fortement l'air placé d'un côté et qu'on l'abandonne ensuite à ellemême, elle oscillera comme on vient de le voir entre deux positions fixes C et C.
Si l'on tenait compte du frottement exercé par la sphère contre les parois du tube, en représentant par /'cette force rapportée à l'unité de masse, c'est-à-dire en représentant par mf la force totale du frottement, l'équation différentielle du mouvement deviendrait
dont l'intégrale première est
/î^y = 2a log ai -*- Î26 log (/ — x) — 2/x -»- C , ou, en déterminant la constante arbitraire comme plus haut.
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Celle valeur donne lieu k une discussion semblable a celle qui précède,
et on reconnaît que le point matériel effectue une suite d'oscillations
dont Tamplitude va constamment en diminuant.
Si le point ne s*écarte que très peu de la position d'équilibre don-
al née par x= j^ €" remplaçant comme plus haut e et x par
qI al r — £ et r -4- z, £ ct z scrout dcs quantités très petites, et
la valeur de v devient
L'étendue ou Tamplitude de la première oscillation se détermine en remarquant que dans les deux moments extrêmes la vitesse v est nulle; on a donc pour ces deux instants,
La première équation donne — £ pour l'écart à gauche au commencement de l'oscillation; la seconde donne pour z, £ — r-^ — rrr^ui est
l'écart à droite. Il résulte de là que, dans chaque oscillation à droite ou à gauche, l'écart du point matériel de la position d'équilibre diminue
de r^ — r-T ' puisqu'on voit que cette diminution est indépendante de£.
Remarquons aussi que pour que la valeur de v soit réelle, c'est-àdire pour qu'il y ait commencement de mouvement après que le point a été écarté de la position d'équilibre d'une quantité e, il faut que pour cet instant l'on ait
i^(£-z)-2/'>0, ou £>^-l-^^Z,
et comme z a dans ce moment la valeur — £, on doit nécessairement
avoir
^ 2/a6i« ^ fabl^
£ > 7-^ — r% — £ ou £ >
(tt -+-6;' ^ (« -*- ^j' '
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d'où il suit que pour que le point se incite en mouvement, il doit éire écarlë de la position d'équilibre d'une quantité supérieure à
— ; sinon le point reste immobile. Comme l'écart diminue de
j—t à chaque oscillation à droite ou à sauche, on voit que le
nombre d'oscillations à droite ou à gauche comptées depuis l'instant où le point a été écarté d'une quantité £, jusqu'au moment du repos,
OU jusqu^à ce que l'écart devienne moindre que-r-^ r--> est donné
P*"* .^r n^ ==' ^z- ii> ' g> OU plutôt par le nombre entier immé- 2/a6/* 2/b6/*
diatement inférieur.
11 résulte aussi de la discussion de la valeur de v, que si le point
mobile est écarté de la position d'équilibre d'une quantité e =
la vitesse se réduit à t? = \/t -♦-«%/ — —, — (/ — z\ d'où il résulte
que z ne peut pas prendre une valeur positive, c'est-à-dire que le point glissera jusqu'à la position d'équilibre et s'y arrêtera. Si £ est
compris entre -r-^ — yr- et 7^ p— ou est égal a --^ r— -♦- 0, la
*^ (a -4- 6)' (a -♦- 6)' ° (a -+- hf
valeur de t? devient i/z-t- e % / ^% / —z — l-^ 6 i;
d'où il suit que z doit rester négatif et ne peut dépasser—^ — ïTl^^*^
le point ne parcourra donc qu'un espace écal à — — . h G
Enfin, en intégrant l'équation différentielle qui donne la valeur de
dz ,
i depuis ( e= 0 correspondant a z == — s, on trouve pour intégrale
dt
(o -+- 6)» V (a + 6jV V «t'*
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5tfabP Comme à la fin de roscillation, z est égal à e — 7—^ — r— ' on trouve
pour la durée T d*une oscillation entière,
et T = tt/ % / ^ ; —
Cette valeur étant indépendante de l'écart s , il en résulte que toutes les oscillations ont la même durée, quelle que soit Tamplituda. Cette durée est aussi indépendante du frottement. La durée totale du mouvement du point matériel est représentée par le produit de T par
le nombre d'oscillations, ou par le produit de nl\/ par le
(a -4- 6)5 plus grand nombre entier contenu dans s, c'est-à-dire qu'elle
est sensiblement égale à â/yX/
Si le tube était ouvert a Tune de ses extrémités, il faudrait faire 6 =s 0, et on aurait pour la vitesse
Y/2Iog('îY-2/-(x-e)
dont le maximum correspond à
Telle est évidemment la longueur qu'il faut donner au tube pour que la sphère soit lancée au dehors avec la plus grande vitesse possible, puisque la vitesse maxima, acquise au moment où le projectile sortira du tube, est celle qu'il conserverait indéfiniment dans le vide sans l'action de la pesanteur.
CILVPITRE XIII.
Théorie du mouvemeiU curviligne. — Propriétés du mouvement curviligne. Loi des aires. — Equation des forces vives. — Équation du mouvement relatif. — Loi des aires dans les mouvements relatifs. — Equation des forces vives dans les mouvements relatifs. — Force tangcnticlle. Force centrifuge. — Mouvement parabolique. — Mouvement elliptique. — Mouvement elliptique relatif. — Mouvement d'un point matériel dans Tair.
il2. Théorie du mouvement curviligne. — Un mouvement curviligne e$t celui que prend un point matériel qui décrit une certaine courbe dans Tespace en vertu des forces qui Taniment. Pour se rendre compte de la génération d*un semblable mouvement, supposons qu'à une époque quelconque le point matériel arrivé en a soit animé d'une certaine vitesse v dans la direction ab (fig. 86); si aucune force extérieure ne vient agir sur lui, il conservera à cause de son inertie, sa vitesse et la direction de son mouvement; mais si, arrivé en 6 après un temps dty une force accélératrice cp vient agir dans la direction bc pendant un instant dt^ celle-ci engendrera une vitesse (pdt suivant 6c et le point mobile prendra une vitesse qui sera la résultante i/ dev Suivant 6e et de (pdl. et au bout du temps dt il arrivera en d sur cette résultante. Là, s'il reçoit une nouvelle impulsion 9' suivant (f/*, il suivra la diagonale du parallélogramme construit sur (p^dt et sur t/, et ainsi de suite; le point matériel décrira ainsi le polygone ou plutôt la courbe bdk,...
La théorie du mouvement curviligne consiste principalement dans la détermination de la position que le point occupe à chaque instant
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dans TespBce, ainsi que de la courbe ou trajectoire qu'il décrit. On
voit donc qu'en rapportant la position du point matériel à trois plans
rectangulaires et en représentant par (x, y, z) les trois coordonnées de
sa position au bout du temps t, cette théorie a pour but de trouver les
valeurs de ces coordonnées en fonction de t. L'élimination de t entre
deux des trois équations donnera lieu à deux équations entre deux des
coordonnées, qui seront évidemment les équations des projections de
la trajectoire sur deux de ces plans.
Comme dans Tintervalle dt, ces coordonnées augmenlentde(rfx,dî/,dz),
dx dy dz ,
il en résulte que -t-' -tt» -77 sont a 1 instant ( les vitesses du point
dt dt dt "^
matériel dans le sens des trois axes ou les composantes suivant les
axes de la vitesse dans l'espace , laquelle est par conséquent repré-
ds ou l'élément de la courbe décrite est égal à j/dx* -4- dy^ -t- rfz*.
Représentons par (X, Y, Z) les trois composantes de la force motrice
suivant les axes; comme cette force est égale et opposée à la réaction ,
il est clair que les trois composantes (X, Y, Z) de la première sont égales
et opposées aux trois composantes de cette dernière ; or une force de
dv , .
réaction étant représentée par m-j-y la réaction dans le sens de l'axe
sen tée
\dtj d^x
des X est donnée par m — ^ — ^— > ou w-j-y» en prenant le temps t
pour variable indépendante, et l'on est conduit aux trois équations
rf*x ,, d^u ,, d^z
qui formeut les équations du mouvement du point matériel m, parce que leur ensemble représente la loi du mouvement du point matériel dans l'espace.
Si (X, Y, Z) sont respectivement fonctions de (x, !/,«), on pourra intégrer séparément ces trois équations en multipliant les deux membres par 2dx, 2dyy 2dz; car il viendra
m( — ) =2/Zdz-t-C",
d'où Ton tirera, en représentant par cpx, (p'i/, 9"^ les seconds membres de ces équations,
|/(px |/(p'y /9"z
et une nouvelle quadrature donnera
En éliminant t entre deux de ces équations, on aura les projections de la trajectoire sur les plans coordonnés.
Si (X, Y, Z) étaient donnés en fonction de /, ou trouverait aussi immédiatement par de simples quadratures, les équations de la trajectoire; car en multipliant par dt et intégrant, il vient
puis mx = / 'T^uii -t- ly, my = / (f^'tdt -^ IV, mz = / (f^"tdl -+- D".
Par l'élimination de f, on obtiendrait ensuite les équations des projections de la trajectoire.
Les intégrations précédentes ne seraient plus possibles immédiatement si les forces motrices (X, Y, Z) étaient fonctions d'une ou plusieurs variables, autres que celles indiquées plus haut; dans ce cas, il faudrait considérer les trois équations du mouvement comme formant un système d'équations différentielles simultanées, et on les intégrerait soit en les combinant de manière à séparer les variables, soit en employant la méthode générale indiquée dans le Traité d'analyse 2™« édition, N*» 244.
Les trois intégrales premières font connaître les composantes de la
vitesse -7- » - > -r-» et par suite la vitesse elle-même. Elles déterdt dt dt ^
minent aussi la direction du mouvement dans l'espace à une époque
quelconque, c'est-à-dire la direction de la tangente à la trajectoire,
car on sait que les cosinus des angles que forme la tangente à une
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1 • . / s 1 . dx (ly dz
courbe au |)oinl (x, y, 2) avec les trois axes sont -r-» -^ » -7-^ que I ou
ds ds ds
dx d\j dz peut écrire sous la forme -j— ' -^ — ' -j- » et qui reviennent a
1à c/Ï li
dx
Tt
etc.
Les équations du mouvement d'un point matériel mises sous la forme
nid ( — - ) = Xrff, elc. etc.
apprennent que raccroisscment élémentaire de la quantité de mouvement estimée suivant une direction quelconque est égal a Timpulsion élémentaire de la force motrice estimée suivant cette direction (voir la fin du N° 109). En intégrant on arrive à la même égalité entre les accroissements finis des quantités de mouvement et des impulsions.
115. Propriétés du mouvemefit curviligne. Loi des aires. — On déduit des équations générales du mouvement d'un point matériel plusieurs lois ou propriétés qui ne sont que des .cas particuliers de propriétés plus générales que nous démontrerons lorsque nous nous occuperons du mouvement d'un système de points matériels.
Si l'on combine deux h deux par voie de soustraction les équations du mouvement
d(* ' di^ ' d«« '
après les avoir multipliées respectivement par y et par z, par y et par Xy par x et par t/, on en déduit
or les seconds membres, sont nuls si la force motrice dont (X, Y, Z) sont les composantes, est dirigée constamment vers Torigine fixe des coordonnées, si^ par exemple, cette force résulte d'une attraction ou d'une répulsion émanant de ce point; car ces seconds membres sont les moments de la force par rapport aux trois axes, moments qui sont nuls quand la force rencontre les trois axes ou passe par l'origine. Les seconds membres sont encore nuls lorsque le point matériel n'est soumis à l'action d'aucune force motrice, c'est-à-dire lorsque (X, Y, Z) sont nuls; dans l'un ou l'autre cas on a donc :
yd'z — zd*y zd^x — xd^z xd^y — yd^x
dT* ^"' dT^ ^^' d^ ^^'
et si l'on intègre après avoir multiplié par dt, en remarquant que les numérateurs sont les différentielles de
ydz — zrfy , zdx — xdz, xdy — ydx, on trouve
y^zj-zdy _^ zdx — xdz __ ^, xdy " ydx _ ^
dt -^^ dt ^'' di ^'
qui tiennent lieu des trois intégrales premières des équations du mouvement.
Les trois constantes arbitraires sont déterminées quand on connaît le point de départ du point matériel, ainsi que la vitesse initiale et sa direction; car on connaîtra dans ce cas les valeurs de x, t/, z,
dx dy dz , . , , ,
-r j -T^ et -7- q"i entrent dans les premiers membres de ces trois
dî dt dt ^ *
équations.
Si l'on multiplie les deux membres respectivement par (z, t/, x),
on trouve on additionnant,
Cx-4- C'y H- C"2 = 0,
qui fait voir que les coordonnées de la trajectoire satisfont à l'équation d'un plan passant par l'origine^ c'est-à-dire que la trajectoire est plane, ce qui du reste est évident, puisque si la force passe par l'origine, il n'y a aucun motif pour que le point matériel sorte du plan passant par la direction de la vitesse de projection primitive et par le centre d'attraction.
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Pour interpréter les trois équations différentielles qui précèdent, considérons la troisième se rapportant évidemment h la projection de la trajectoire sur le plan des XY; elle donne, en intégrant une seconde fois et en faisant commencer Tintégrale avec le temps, ce qui fait disparaître la nouvelle constante arbitraire,
xdy — ydx = C"dt , / (xdy — ydx) = C't.
Si Ton passe des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires r et 6, en prenant Torigine pour pôle et en comptant les angles à partir de Taxe des X, on aura
x = rcos0, y = rsinO,
et rintégrale devient
/rMe = C"(.
On sait que Taire élémentaire comprise entre deux rayons vecteurs
faisant un angle c{6, est représentée par-r^ctO et que, par conséquent
l'aire /" que décrit le rayon vecteur pendant le temps ( est exprimée
par- y* r*r/9; d'où il résulte que l'on a
À" = îc"t,
c'est-à-dire que l'aire X" est proportionnelle au temps t. Les deux autres différentielles conduisent aussi aux relations
Il suit de là, que, lorsqu'un point matériel en mouvement n'est soumis qu'à l'action d'une force dirigée vers un point fixe, la trajectoire est toujours renfermée dans un plan passant par ce point, et le mouvement a lieu de manière que les aires que décrivent les trois projections du rayon vecteur de V espace sur les trois plans coordonnés sont proportionnelles au temps employé à décrire ces aires, le centre des aires étant placé à l'origine^ qui est le centre d'attraction.
En rcprésentaal par L l'aire plane que décrit le rayon vecteur de l'espace et dont A, A', X" sont les projections, on sait qu'on a
et par conséquent,
c*est-à-dirc que cette aire de Tcspacc est aussi proportionnelle au temps employé à la décrire.
Les trois intégrales premières auxquelles nous avons été conduits plus haut, savoir
xrfy — ydx
dt
= C, etc., etc.
ont aussi une signification géométrique fort simple; comme— 9 --^9
-r-sont les composantes de la vitesse du point matériel, x--^ — y --^-etc. dt ai dt
etc., sont les moments de cette vitesse par rapport aux axes, de même que xY — yX, etc., etc. sont les moments de la force (XYZ) et ces trois intégrales premières expriment que les moments de la vitesse du point par rapport aux axes sont invariables.
Réciproquement, si cette loi des aires se vérifie dans le mouvement curviligne d'un point matériel, on doit en conclure que ce point eét soumis à l'action d'une force dirigée vers l'origine des coordonnées, car si l'on dérive deux fois les trois équations qui expriment cette loi, on est conduit aux suivantes
d^y d^x ^ a:^— y-^ = 0,etc.,ctc.
qu'on peut remplacer par
xY — yX = 0, etc., etc.
à cause des équations du mouvement d'un point matériel. Ces dernières équations expriment que les moments de la force motrice par rapport aux axes sont nuls^ ce qui ne peut avoir lieu que si la force est dirigée vers l'origine.
Les équations du commencement de ce numéro étant multipliées par dt^ peuvent être mises sous la forme
m/^xd--^ j — yrff — j=xYf/( — t/Xd^ etc., etc.
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Le premier membre est le moment par rapport à un axe de l'accroissement élémentaire mdv de la quantité de mouvement; le second représente le moment de l'impulsion élémentaire Rdt dont Xdt et Ydt sont les composantes. Si Ton prend les intégrales ou les sommes des deux membres entre deux époques du mouvement, Tintégrale du
premier membre est m ( x-^ — y-j- ) représentant le moment do la
quantité de mouvement mv du point, et Ton est conduit à ce résultat que r accroissement total du moment de la quantité de mouvement par rapport d un axe, pour un temps quelconque est égal à la somme des moments des impulsions élémentaires pour chaque instant dt,
ii4. Équation des forces vives. — Multiplions les trois équations du mouvement respectivement par 2 Jx, ^dy, ^dz ; il vient en les ajoutant,
f^^dx + 2^ dy -*- 2 J, dz^ = 2 [Xdx -i- Ydy -*- Zdz).
Or le premier membre peut être mis sous la forme
2c/xd«x -^ 2dt/d't/ -t- ^dzd'^z ~dT^ '
et le numérateur n'est au Ire chose que la différentielle de dx* -*- dy' -♦- dz', c'est-à-dire de ds* ; on a donc
m?^^=: 2(Xdx + Ydy -^ Zdz) ,
ds et en intégrant et remarquant que -r- est la vitesse v du point matériel)
rd«\* -- ) , ou wv* = C +^f{Xdx -1- Ydy -*- Zdz).
Cette équation peut servir à déterminer à chaque instant la vitesse en fonction des forces motrices (X, Y, Z), pourvu que ces forces ne soient que des fonctions des variables (x, y, z) dont les différentielles dx, dy, dz entrent sous le signe d'intégration et que le trinôme Xdx + Ydy -^ Zdz soit une différentielle totale exacte d'une fonction de trois variables indépendantes (x, y, z), ce qui exige que l'on ait
^^^ ^^— ^— ^ dy dx dz dy dz dx
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ainsi qu'on l'a vu dans le Calcul intégral (N"" âiO), 2'"<' édition. Si (Xy Y, Z) contenaient d'autres variables que (x, y, z), ou si ce trinôme n'ëtait pas une différentielle totale exacte, l'intégration serait impossible, l'expression précédente serait complètement illusoire et la vitesse ne pourrait être exprimée par une fonction de trois variables indépendantes (or, y, z).
La constante arbitraire est déterminée si l'on connaît la vitesse Vo du point matériel au premier instant du mouvement; car en prenant l'intégrale depuis cet instant^ on a
C = mvo^ et par conséquent
mv» — mvo^ = 2/(Xe/x -h Ydtj -f- Zdz),
l'intégrale étant prise depuis le point où la vitesse est Vo jusqu'à celui où elle est v. Cette équation peut être mise sous une forme plus simple ; si R est la résultante de (X, Y, Z), le système des forcea (X^ Y, Z) et — R sera en équilibre autour du point m; en désignant donc par dr la projection du déplacement virtuel de — R correspondant aux déplacements dx, dy^ dz de (X, Y, Z), le principe des vitesses virtuelles donne
Xdx H- Ydy -+- Zdz — Rdr == 0,
qui fait prendre à l'équation supérieure la forme
wi?* — mvo'^ = 2 y Rdr.
Cette équation , comme la première , ne peut être employée k déterminer la valeur de v que si Rdr est une différentielle exacte, c'est-àdire si R est fonction de r, ce qui a lieu si r est la distance du point m à un point fixe et si R étant fonction de r est constamment dirigée vers ce point fixe.
Cette relation entre la vitesse et la force motrice ne renferme aucune trace de la direction des axes coordonnés et en est par conséquent entièrement indépendante. Pour énoncer la propriété qu'elle exprime, il est nécessaire de convenir de quelques nouvelles définitions. On appelle /brce mVe d'un corps en mouvement, le produit de sa masse par le carré de sa vitesse, et quantité d*action élémentaire développée par une force R, le produit de l'effort exercé par cette force et de l'espace infiniment petit dr parcouru par le point d'appli-
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cation de cette force ou par le point matériel, dans la direction de la force. L'intégrale f Rdr prise entre deux époques du mouvement est par conséquent la somme des quantités d'action élémentaire , ou simplement la quantité d'action développée entre ces deux époques, et l'équation précédente exprime que, entre deux époques quelconques^ l'accroissement de force vive d'un point matériel est égal au double de la quantité d'action que produit la force motrice,
11 est à remarquer que la force vive gagnée ou mv* — mr©* n'est autre chose que le double de la quantité d'action due aux forces d'inertie, puisqu'il résulte du commencement de ce numéro, que tnv* — mvo^ est l'intégrale de la somme des quantités d'action
rf(* dt^ ^ dt* '
r équation des forces vives ne fait donc qu'exprimer l'égalité des quantités d'action fournies par la force motrice et par sa réaction dans un même intervalle de temps.
La relation que l'on vient de trouver entre la force vive d'un point matériel et la quantité d'action développée par la force motrice est connue sous le nom d'équation des forces vives pour un point matériel. On verra plus loin le parti que l'on peut en tirer dans la mécanique appliquée à laquelle elle sert en quelque sorte de fondement; bornons-nous pour le moment à remarquer que comme l'intégrale du second membre ne peut être obtenue que lorsque la force est donnée en fonction de r, comme cela a lieu si R est une force dirigée vers un point fixe et fonction de la distance r à ce point, la quantité de force vive est alors représentée par une fonction de la distance r et toutes les fois que celle-ci passera par la même valeur, la force vive redeviendra la même, du moins généralement^ quelle que soit la trajectoire parcourue. C'est dans cette propriété que consiste la conservation de la force vive pour un point matériel. Elle ne subsisterait plus si R dépendait d'une autre variable que r, puisque dans ce cas l'équation précédente ne pourrait plus servir à déterminer la vitesse, attendu ((ue l'intégrale de Rr/r n'existerait plus et que quand bien même elle existerait, elle ne serait plus fonction de la seule variable r.
115. Équations du mouvement relatif. — Les équations précédentes se rapportent toutes au mouvement d'un point matériel rapporté ù des axes fixes, c'estrà<dire qu'elles font connaître le mouvement absolu d'un point dans l'espace. Si l'origine était mobile, les coordonnées xfy y, z' du point rapporté à ces axes, ne donneraient plus
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la position absolue dans Tespace, mais sa position par rapport aux axes mobiles, c'est-à-dire sa position relative.
De même -7- > -r- » -i-Qui expriment les accroissements de a/, t/',z' dt dt dt^ ^ '^
dans l'unité de temps, seraient les vitesses avec lesquelles le point s'éloigne des plans Y'Z', X'Z', X'Y' ou les vitesses relatives parallèlement aux axes, et y / ( — ) -^("f") "*"(t) ^6?**^^®"^^^^*' '^ ^*"
d^jf (/*«/' c/*/ tesse relative. Enfin m —r— » w -rr » 'w -r-^-seraient (c« /brcc« d'inertie
dt^ ar ar
re/afti;e«, puisque en les mettant sous la forme — ^-7- > etc.,
on voit qu'elles représentent les accroissements des quantités de mouvement relatif dans l'unité de temps.
Le mouvement relatif se nomme aussi mouvement apparent, parce que c'est celui qu'apercevrait un observateur placé à l'origine mobile, qui ne tiendrait pas compte de son déplacement propre.
Nous nous bornerons ici et dans ce qui sera dit plus loin sur le mouvement relatif, à tenir compte du déplacement de l'origine en supposant que ce point ne tourne pas autour de lui-même , ou que les axes (X', Y', Z') restent parallèles aux axes fixes (X, Y, Z).
En désignant par (xyz) et (a 6 c) les coordonnées du point m et de l'origine mobile 0 rapportées à des axes fixes (X, Y, Z) (fig. 87), on a visiblement
dx' dx da
7 etc., etc.
dt dt dt d«x' d«x d'à
rf(« dt^ d(«
9 etc. etc.
d'où il résulte que les coordonnées, les vitesses et les forces d'inertie relatives sont égales aux différences des coordonnées absolues, des vitesses absolues et des forces d'inertie absolues du point et de l'origine mobiles.
La différentielle x'dy' — t/'rfx' et par conséquent son intégrale ont aussi des significations différentes de celles trouvées pour le cas des
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axes fixes, car o et m étant les projections des positions de Torigine mobile o (fig. 87) et du point m à une époque t, o' et m! les mêmes posilions après un temps dt, si Ton désigne mo par r', par 9' Tinclinaison moX' de mo sur Taxe des X' et par (x'^) les coordonnées de m relatives aux axes X' et Y', on trouvera comme plus haut
x' = r'cos9', y' = r'sin6', et par suite
x'rfy' - t/'da/ = r'^rfO' ;
or si par o on mène m"o parallèle à m'o\ comme d& est Taccroissement de B' dans le temps dty dB* représente T^nglc monil\ et par conséquent les deux membres de cette équation représentent le double de Taire du secteur mom" correspondant à un déplacement mm'^ du point matériel , déplacement qui n'est autre chose que son déplacement apparent par rapport aux axes X^' dans le temps dty ou plutôt m projection dans le plan XY, tandis que mm! est son déplacement effectif dans l'espace. Cette aire est dite pour ce motif projection de l'aire apparente décrite par le rayon vecteur et l'intégrale de a/rfy' — y^dx^ est la somme de ces aires apparentes décrites par le rayon vecteur dans chaque instant dt qui sépare les deux limites de l'intégrale, c'est-à-dire la projection de l'aire apparente totale.
Quand on connaît les mouvements absolus du point matériel mobile m et de l'origine mobile o, il est facile de trouver toutes les circonstances du mouvement relatif; car si l'origine est elle-même un point matériel mobile m' dont le mouvement absolu est dû aux forces motrices (A,B,C) et si (X, Y, Z) sont les forces motrices qui déterminent le mouvement absolu du point m, les équations des mouvements absolus des deux points seront
d*x d*t/ dH
dt^ ' de* 'de* ^ '
d'où l'on déduit en divisant par m et m' et retranchant membre à membre,
d'jc' X A
dy Y B
di^ m m''
dt* ^ m m' '
dt*
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à cause des valeurs trouvées plus haut pour (a/, y\ z'). Ces équations sont celles du mouvement relatif, parce qu'elles donnent, étant intégrées, les valeurs des coordonnées relatives (x', y', z').
Les binômes ;, etc. sont les trois composantes de la force
mm ri
accélératrice relative^ et. leur résultante est la force relative. Il est visible que celle-ci n'est autre chose que la résultante des deux forces agissant sur le point mobile et sur l'origine mobile, cette dernière étant transportée au point mobile parallèlement à elle-même et prise en sens inverse.
Si l'origine mobile, au lieu d'être un point matériel soumis à l'action d'une force, était un point géométrique ayant dans l'espace un mouvement connu, (a, 6, c) seraient des fonctions connues (9, cp', cp") du temps t, c'est-à-dire que l'on aurait
d*b dy
d*c dY
dt* dp *
rft' dt*
et on serait conduit aux équations suivantes du mouvement relatif,
c[V_X_d«9 dy Z_îîV d'g' _ Z d«9^^ "rfi«""m di*' dt^^m di^ ' dt^'^m dl^
qui, étant intégrées, feront connaître les coordonnées relatives (a/, y, z']. En désignant par (X', Y', Z') les trois composantes de la force accélératrice relative, ces équations prennent la forme
dV dW dH'
entièrement semblables à celles du mouvement absolu.
On conclut de là, comme à la fin du N"" i09, qu'entre deux époques du mouvement, l'accroissement de la quantité de mouvement relatif suivant une direction quelconque est égal à l'impulsion de la force motrice relative décomposée suivant cette direction.
146. Loi des aires dans les mouvements relatifs. — En combinant deux à deux les équations (5) comme ati N° il 5, on est conduit aux suivantes. ...(4)
,dy .dV ,_., ,-.,
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De la parfaite similitude de ces équations avec celles que nous avons trouvées (N° \\Z) pour le mouvemenl absolu, il faut conclure que si la force relative du point m est constamment dirigée vers Torigine mobile o, la loi des aires apparentes décrites par le rayon vecteur proportionnelles au temps, doit se vérifier dans les mouvements relatifs, et pour des forces motrices relatives quelconques, Y accroissement de la quantité de mouvement relatif par rapport à une droite quelconque est égal à la somme des moments des impulsions élémentaires relatives^ comme à la fin du N° ii5.
Réciproquement, si la loi des aires apparentes s'observe dans le mouvement relatif d*un point matériel , on doit en conclure que la force relative est dirigée vers Torigine mobile des coordonnées, car en dérivant deux fois les trois équations qui expriment cette propriété, on trouve que les premiers membres des équations (4), et par conséquent les seconds membres doivent être nuls, ce qui indique que la force relative passe par Torigine.
L'hypothèse que nous avons faite sur la force relative supposée constamment dirigée vers l'origine mobile, se réalise dans différents cas. Cette circonstance se présente évidemment lorsque la force qui agit sur chacun des deux points matériels est dirigée vers l'autre point, et que Tun des deux est pris pour origine mobile, comme cela a lieu quand on cherche le mouvement relatif d'un point par rapport à l'autre, les deux points n'étant soumis qu'à des attractions mutuelles. L'hypothèse se vérifie encore lorsqu'un point matériel m est soumis à l'action d'une force (XYZ) constamment dirigée vers l'origine mobile, pourvu que cette origine n'ait dans l'espace qu'un mouvement rectilignc et uniforme, car cela suppose nulles les forces (A, B, C), et les forces relatives (X', Y', Z') se réduiront à la force motrice (XYZ) passant par l'origine mobile.
L'hypothèse se réalise visiblement encore lorsque les deux points étant soumis à leur action mutuelle, celui des deux qui lient lieu d'origine a reçu dans l'espace un mouvement rectilignc et uniforme.
Il résulte de ce qui précède que lorsqu'un point matériel mobile est soumis à l'action d'une force constamment dirigée vers une origine
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ayant dans l'espace un mouvement rectiligne et uniforme, la trajectoire relative du point matériel est une courbe plane ^ Caire relative décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps employé à la décrire, et tes projections de ces aires Hur les plans coordonnés sont proportionnelles au temps. Les mêmes propriétés subsistent lorsque deux points matériels sont soumis à leurs actions mutuelles^ et que Vun des deux tient lieu d'origine des coordonnées.
Dans ce dernier cas, si Tune des forces est la réaction de Tautre, les forces motrices Â et X, B et Y, G et Z sont égales et de signes contraires et les équations du mouvement relatif (2) du N° i15 deviennent, en prenant (X, Y, Z) négatifs parce que ce sont des forces d'attraction vers l'origine,
d*jc' m -^ »w' d^y' ^ m -f- m' d-z' m -^ m'
ou plutôt, en désignant par R' la force qui agit entre les deux points,
x' v' zf
par r' leur distance, et par conséquent par — R'-r» — R'^ ? — R'— »
les composantes delà force suivant les axes,. ...(7)
rfV m -i-m' x' d*t/' m -f- wi' y'
"dF ^^7 ' ^IF ^HT' ? '
dt* m' r
ii7. Équation des forces vives dans les mouvements relatifs.— En multipliant respectivement par 2dx', âd^, 2dz' les trois équations du mouvement relatif (2) N° il 5, il vient
/ (/'x' rf*v' rf'jr' \
Son intégration conduit à la suivante
où le premier membre est le carré de la vitesse relative multipliée
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par la niasse, et si Ton prend Tintégrale depuis le moment où la vitesse est vj jusqu'à celui où elle est t/, on trouve
Cette équation des forces vives relatives est de même forme que celle des forces vives absolues et exprime des propriétés analogues. Ainsi 1** la vitesse relative restera invariablement la même, si les forces relatives sont nulles; 2<* la vitesse relative variable reprendra la même valeur toutes les fois que le point matériel repassera par la même position relative, pourvu que le trinôme différentiel soit la différentielle exacte d'une fonction des trois variables (a/, f/y z^) considérées comme indépendantes, ce qui a toujours lieu lorsque la force relative est dirigée vers l'origine mobile et est fonction de la distance à ce point. S'il s'agit, par exemple, du mouvement relatif de deux points matériels, soumis à des attractions mutuelles, dont l'une est la réaction de l'autre, on a vu au numéro précédent que (X', Y', Z') sont égaux
à j — 3^'> ^^^'J ^^^'f ®' l'équation des forces vives devient
mi/- — wîiv' = z — /R' ( , / )
ou plutôt à cause de r'* = x" -f- y" -4- «'*,
mv'« — mvj^ = 2 — -—fWdf',
et l'intégration sera possible si R' est fonction du rayon vecteur r'.
H8. Force tangeniielle. Force infléchissante. Force d'inertie tangentielle. Force centrifuge. — A une époque quelconque du mouvement curviligne d'un point matériel, décomposons la force qui agit sur lui en deux autres. Tune dirigée suivant la tangente à la trajectoire et l'autre perpendiculaire à cette direction. La première composante nommée force iangentielle tend à accélérer le mouvement du point matériel dans le sens de la courbe, la seconde n'a d'autre effet que de faire dévier à chaque instant le point matériel de la direction rectiligne, et a été nommée par quelques auteurs force infléchissante, mais est plus généralement connue sous le nom de force centripète.
La force de réaction due à l'inertie du point matériel donne lieu à la même décomposition. La première composante est la réaction tan-
gentielUf et la seconde est connue sous le nom de force ou réaction centrifuge. Cette dernière représente Teffort que fait le point matériel en vertu de son inertie, pour conserver le mouvement rectiligne dans le sens de la tangente, tandis que la réaction tangentielle représente reffort que fait le point matériel pour conserver un mouvement uniforme suivant la tangente.
Nous ne nous arrêterons pas à chercher les valeurs de la force tangentielle et de la force centripète; bornons-nous à déterminer les réactions de ces deux composantes, c'est-à-dire la réaction tangentielle et la force centrifuge; pour cela observons que, puisque
dx dy dz
-7-9 —9 -r- sont les cosinus des angles que fait une tangente a la
trajectoire avec les trois axes, on a pour la somme des compo-
d^x d'w d^z santés de wi-t-^j '^T/ï' wi — suivant la tangente, ou pour rmer-
tie tangentielle,
^ d*x dx d*v dy d^z dz
T s= m -7-: -r -ï- m -~ -r "+- ^1 -7-s — » rf(* ds di^ ds dt^
qui se réduit a
^ d^8 dv
en observant que Téquation
donne par la différeuliation,
dsdh = dxd^x -*- dydhj -h dzd^z»
Cette valeur s'accorde avec ce qu'on a vu (N* i04), qu'une force de réaction dans le sens du mouvement d'un point matériel est représentée par le produit de la masse par la dérivée de la vitesse par rapport au temps, et l'on voit que cette valeur subsiste encore dans le mouvement curviligne.
Quant à la force centrifuge, en la représentant par /*, et par (X, ^, v), les angles qu'elle fait avec les axes , si Ton observe que la réaction tangentielle et la réaction ou la force centrifuge décomposées suivant
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les trois axes doivent reproduire les forces de réaction m -7-r » m -7^ >
at^ al*
dH m-z-:9 00 aura :
dt*
d^s dx ^ ^ rf'v dh dy ^
dH d^s dz .
Pour tirer de là les valeurs de /*, X, ^i^ v, on mettra ces équations sous la forme
^ , ds dad^x — dxd^s ds , /dx\
/cos A=2 m-rr T-5 =tn-7-ra( —- 1»
' dt* ds* dt* \dsj
' ^ dt* \d8j ' dt" \d8j
et si Ton additionne membre à membre après les avoir élevées au carré, en remarquant que
cos*X -4- cos'/x-i- cos*j/ = i , on trouvera
ds
' dl*
V('ÎW£j<'tj-
On sait qu'on a pour expression du rayon de courbure {Traité d'analyse, â"»" édition, N° 86)
//d^xy /d^yy /d^zy
ds
la valeur de /'devient donc
dans laquelle v est la vitesse du point matériel. On voit que la force ou réaction centrifuge en un point quelconque de la trajectoire est représentée par la force vive du point matériel divisée par le rayon de courbure de la courbe. Si on remplace fpsiv sa valeur, on trouve pour déterminer (/, p, y),
'^'^-HsKty '''^'='^i^{îy ''""-Hs'iï)-
Ces valeurs sont celles des cosinus des angles que fait le rayon de courbure de la trajectoire avec les axes; la force centrifuge est donc dirigée dans le sens du rayon de courbure. C'est cette propriété qui a fait donner son nom à cette force, parce qu'elle parait tendre à éloigner le point matériel du centre de l'arc qu'il décrit.
On peut arriver à cette expression de la force centrifuge, ou plutôt de la force centripète qui lui est égale et opposée, d'une manière fort simple en observant que le point malériel tend par son inertie à continuer à se mouvoir suivant la tangente MT (fig. 88), prolongement de l'élément mM de la trajectoire, tandis que, par l'effet des forces motrices, il décrit l'arc MM' =» ds dans le temps dt; si donc par la tangente MT et l'élément MM', c'est-à-dire par deux éléments consécutifs de la courbe, on fait passer le plan osculateur, une normale MO à la tangente MT renfermée dans ce plan fixera la direction du rayon de courbure, et la force centripète aura pour effet d'écarter le point M de la direction rectiligne MT qu'il avait au point M, ou ce qui revient au même, de le déplacer dans le sens du rayon de courbure MO d'une quantité Ma, que l'on obtient en menant M'a parallèlement & MT; or pendant le temps dt la force motrice /' qui fait parcourir l'espace Ma peut être supposée constante, et on sait (voir N"* 110) que l'espace parcouru est égal à la moitié de la force
f accélératrice — multipliée par le carré du temps, c'est-à-dire que l'on a m
i f 2Ma
et en considérant MM' comme un arc de cercle ayant pour rayon MO ou pour diamètre MC, la corde MM' qui se confond avec l'arc, sera
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moyenne proportionnelle entre le diamètre MG et le segment adjacent Ma ; d'où il suit que Ton a
• Mo=-— —- = — -j MC 2p
ce qui conduit à la valeur de /* trouvée plus haut.
H9. Application au mouvement parabolique d'un point matériel pesant, — Appliquons nos formules à quelques exemples. Considérons en premier lieu le mouvement curviligne d'un point matériel pesant m lancé dans l'espace supposé vide d'air, avec une vitesse initiale donnée; la force motrice due à la pesanteur étant mg^ si {a, p, y) représentent les angles formés par la direction de cette force, ou la verticale avec les trois axes pris du côté positif, ses trois composantes seront mg cos a, mg cos |3, mg cos y, et les équations du mouvement deviendront
rf*x d^u d^z
m ,- = mg cos a, m -7-| = mg cos (3, m ^ = mg cos y ,
d*oii l'on lire
dx du ^ dz
■-^= gl cos ce + C, -^ = 5f( cos p 4- C, -^ =^ gt cos y -^ C\
x==-gt^ cos a H- Cï -*- D, y =-gt^ cos (3 -+- C'^ -t- D',
z=^gt^' COS y 4- C"« -+- D".
Les trois premières font connaître les vitesses dans le sens des trois axes, et leur résultante est la vitesse dans l'espace à une époque quelconque t. Les constantes arbitraires C, G', G" sont évidemment les vitesses initiales suivant les axes, ou lorsque t = 0; si donc kesi la vitesse initiale et (a, 6, c) les angles que forme sa direction avec les axes, on devra faire
G = ^ cos a, C = k cos b, C" == fc cos c.
Les valeurs de (x, y, z) font connaître à chaque instant la position du point matériel. Les constantes D, D', D" sont les valeurs de (x, y, z) lorsque f = 0, c'est-à-dire que ce sont les coordonnées à l'époque initiale. En éliminant successivement t entre deux de ces trois équations, on obtient des relations entre x et y^ y et z, x et z qui sont les
équations des projections de la trajectoire sur les plans coordonnés.
Remarquons que, puisque -y-^ » -y^ » — sont constants, les déri-
d^x d^y rf'z Tées ^-j9 -~ > — sont nulles; d'où il suit qu'elles rendent identique
réquation de condition suivante :
(d^ydH — dHd^y) dx + {dHd^x — d^xdH) dy ^ {d*jcrf'y — d^yd^x) dz = 0,
qu'on peut mettre sous la forme
/(V^d^ dHdhj\dx /dH d^ d'^x d^\dy /d^x d^y d^y d^x\ dz \d^ dt^'^di^'d^jTt'^ \p 'dF~"d? dl'^ Jli'^ \dl^ IT^ '^ IF dï^ J dt '
et qui exprime (voir le Traité d'analyse, 2* édition N° 90) que la courbe de l'espace est plane; et en effet, si l'on prend pour origine le point de départ du point matériel, pour axe des Y la verticale dirigée vers le haut, et pour plan des XY celui qui contient la direction de la vitesse de projection ou de la vitesse initiale, il faudra faire
ce qui réduit les intégrales précédentes à
> dx , dy i . dz ^
dt ^ ' dt ^ ' dt '
a:=ft^cosa, y = — -gt^ -^ kt sïn a, 2=^0.
La dernière fait voir que la trajectoire est entièrement renfermée dans le plan des XY. En éliminant t, on trouve pour son équation,
w = X tang a — - ,, "^ , x* -^ ^ 2k^ cos« o
qui appartient à une parabole. En faisant y = 0, on est conduit (fig. 89) à
AB = 2 — sin a cos a = — sin 2a.
On voit que cette distance ÂB, que l'on appelle amplitudey est la plus grande possible lorsque sin 2a =» 1 , c'est-à-dire pour a égal à 45
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dcgrës. Si l'on tire de Féquation la valeur de-~ , on trouve
dy gx
dx A* cos* a
et au point A,
dy ^=tanga,
d'où Ton conclut que la tangente à la trajectoire au point de départ est représentée par la direction de la vitesse initiale. En égalant -p u zéro, pour avoir le point C le plus élevé de la trajectoire, on trouve
AD == — 8in a coso = -:r-» CD ==---sin'a. g 2 ^2g
Transportons l'origine des coordonnées au point C, ce qui se fera en
remplaçant x et y par x n — sin acos a et y + --sin*a; l'équation
devient
1 jfX*
^"""2 A»cos*a' ou, en changeant la direction de l'axe des Y,
i gx^
2 k^ cos* a
On voit par cette équation que la trajectoire décrite par un point matériel pesant lancé dans le vide, est une parabole dont l'axe est vertical.
On trouve pour la vitesse du point matériel,
qui prouve que les branches ascendantes et descendantes de la parabole sont parcourues avec des vitesses égales dans un même niveau.
On peut déduire de l'amplitude AB^=l la vitesse de projection, connaissant l'angle de projection a ou TAB; car on a
sin 2a
On voit aussi qu'avec la même vitesse de projection, on peut atteindre la même amplitude sous deux inclinaisons différentes a et a' de la vitesse de projection; car il suffît que l'on ait
sin 2a == sin 2a', ce qui exige que
2a = TT — 2a' ou a -+- a' = - %
c'est-à-dire que les deux inclinaisons qui donnent la même amplitude sont complémentaires.
Si l'on voulait connaître l'angle sous lequel le point matériel doit être lancé avec une vitesse déterminée ky pour atteindre un but connu E, il suffirait de remarquer que les coordonnées {xfy') de ce point doivent satisfaire à l'équation de la trajectoire, ce qui donne
y = x'langa-^-j^^
cos* a
d'où il faudra tirer la valeur de a.
On aura l'enveloppe de toutes les trajectoires obtenues en lançant le point matériel en A sous toutes les inclinaisons possibles et avec une vitesse initiale constante, en prenant la dérivée de l'équation générale des trajectoires par rapport a a, et éliminant cette quantité entre la dérivée et l'équation primitive. Ou trouve ainsi pour l'équation de celte enveloppe ,
, A* 2fc^-
équation qui forme la limite des points qu'il est possible d'atteindre avec une vitesse de projection constante k. Cette équation appartient à une parabole dont l'axe se confond avec l'axe des Y, et dont le foyer est placé à l'origine A.
120. Application au mouvement elliptique. — Pour seconde application, cherchons le mouvement d'un point matériel attiré par un point fixe M avec une intensité qui varie dans le rapport inverse du carré de sa distance à M.
£n prenant le point fixe pour origine des coordonnées, et représentant par {x,yyz) les trois coordonnées du point matériel à une époque quelconque I et par r sa distance h l'origine, l'intensité de l'attraction
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surrunîtëdemassecst-;^ (N*» 99), et comme celle droite r fait avec
les axes des angles dont les cosinus sont | -» -» - ] 9 les trois corn-
\r r ry
posantes de la force accélératrice dirigée vers Torigine sont exprimées
kMx km kMz par — » ^9 —; on a donc pour les équations du
mouvement^ en remarquant que r = j/x* -h y* -♦- i*, savoir :
d'x kMx
rf*y kMy dH ^Ms
Aucune de ces équations n'est intégrable isolément; ce n'est qu'en les combinant d'une manière convenable que l'on parvient à trouver leurs intégrales. La combinaison qui a conduit à la loi des aires donne
ci*t/ d*x ^ d^z rf*y ^ rf*x (/*j3
^rfii-î'dr*-"' ^dP-^dii^^**' ^rfr«-*dr«=«'
d'où l'on tire en mullipliant par di et en intégrant ensuite chaque terme par parties »
dy dx „ dz dy dx dz
dt ^ dt ' ^ dt di ' dt dt
qui forment les trois intégrales premières. Elles ne sont autres que celles fournies par le principe des aires, qui devait évidemment se vérifier dans cet exemple. On déduit aussi de ces intégrales l'équation du plan dans lequel est renfermée la trajectoire, équation qui est
ex -4- c'y -♦- d^z = 0.
La position de ce plan fixée par les valeurs de (c, (/, (/') se détermine par la condition que le point matériel placé primitivement au point {xf, y', zf)^ ait reçu une vitesse d'impulsion fi dirigée suivant une droite faisant avec les axes des angles (a, |3, y); comme les valeurs
initiales de -7-9 -^9 --9 composantes de la vitesse suivant les axes,
dt dt dt *^ '
DYNAMIQUE. â03'
sont |ui cos a, ti cos {3, a cas )/, on a x'ucos (3 — j/iicos (X=€f\ y'fjL cos y — z'p. cos [3=c, z'|ul cos ol—x!^ cosy=cfy et réquatioD du plan devient
0/(2 cos jB — y cos y)-*-y' (x cos y — z cos a) -hz' (y cos a — a: cos (3) =0.
On vient de voir que la trajectoire du point matériel est plane; cette circonstance permet de réduire à deux les équations du mouvement en prenant pour plan des (X, Y) le plan même de la trajectoire. Il vient alors, puisque le z est constamment nul^
d'x kMx d^y kMy
d*où Fou tire comme ci-dessus,
d*ti d*x ^ dti dx
x-rr — !/-7T = 0 et x^— y — = C dl« -^ de* di -^ dt
qui est une des intégrales premières des deux équations (i)du mouvement. On obtient l'autre intégrale première en multipliant (1) respectivement par 2dx et âdy et en les ajoutant; on trouve en effet
r., dH ^ , d'y , „ âxdx -4- 2y dy
2dx -r-r- H- 2dy -ï^ = - AM %-^i
de' ^ di* , , j.^
et en intégrant,
Vde/ VrfV i/x« + y'
Cette équation qui n'est autre que celle fournie par le principe des forces vives fait connaître la vitesse du point matériel à une époque quelconque, puisque le premier membre représente le carré de cette vitesse.
L'intégration des deux équations
dy dx ^ , /dx\' /dy\ 2iM _,
x-f.— y — = C et I T- I -*-( -^ 1 == — . — ^^'
dt ^ di \dij \dij /x'-4-y*
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qui doit nous conduire k la solution complète du problème, présente des longueurs que Ton évite en transformant les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires; on sait en effet qu'on a , en comptant l*angle yi k partir de Taxe des X et en conservant la même origine,
xsssrcos/j, y = rsiny),
d'où Ton tire
dx dr , dri du dr dri
dt dt dt dt dt di
et nos deux équations différentielles deviennent par la substitution ,
En éliminant dt^ il vient
Cf/r
r/C'r*-+-î2/cMr— C«
que Ton peut intégrer par la méthode générale des fonctions irrationnelles, ou plus simplement, en remplaçant r par une nouvelle varia-
ble - • On trouve ainsi :
ifcM yj = E — arc cos ^==r = E — arc cos
A^VI* ri/C'C*-+-/;«M»
et par conséquent
, ^, /cMr — C« C* cosfT]— E)= -> ou r = :
r ]/aO -+- k^ M* kM — j/fe*M*-+-C'C* cos (/] - E)
L'équation polaire d'une section conique rapportée à l'un de ses
foyers est
i — c cos e
dans laquelle r est le rayon vecteur, i Tangle qu'il fait avec le grand
axe, a le demi grand axe et e rexcentricité ou la distance des foyers divisée par le grand axe. On voit donc que la trajectoire est une semblable courbe dans laquelle a et e ont les valeurs suivantes :
d ou a = — — > e
Pour rendre les deux valeurs de r identiques, on doit poser
Ê = y) — E, ou •/] = e -4- E
dans laquelle les angles /] et £ sont comptés, le premier à partir de Tancien axe des X et le second h partir du grand diamètre de la section conique; on voit donc que la constante arbitraire E représente Tinclinaison du grand axe de la courbe sur Taxe des X. On sait que cette courbe est une elli|)se, une parabole ou une hyperbole suivant que Ton a a<i,e=»l, ou 6^1; on aura donc Tune de ces trois courbes selon que C sera négatif, nul ou positif, puisque Ton a trouvé
Les valeurs des trois constantes arbitraires C, C et E se déduisent de la position et de la vitesse initiales du point matériel.
Pour déterminer la durée d'une révolution elliptique, on élimine dfi au lieu di entre les équations (2), après avoir remplacé C par — C pour que le mouvement soit elliptique. On trouve ainsi en remplaçant G et G' par leur valeur donnée plus haut.
rdr rdr / a rdr
dtz= = — = \/ "»
et en remplaçant a — r par u.
Îudu adu I
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dont rinlégrale indéfinie est
arc sin h i/a*e* — (o — r)* -+- D > >
ae V / i
cl l*intëgrale définie prise depuis un sommet de Tellipse jusqu'à l'autre, c'est-à-dire depuis r = a{i -ne) jusqu'à r = a (i — e), donne
7ra*
La durée d'une révolution elliptique est donc égale à Si on
|/ÂM change le signe de C ou si on le rend nul, c'est-à-dire si le mouvement est hyperbolique ou parabolique, on trouve pour la durée une valeur imaginaire ou une valeur infinie, ce qui indique que dans les deux cas la révolution ne se termine jamais. Il résulte de ces équations que, lorsqu'un point matériel mobile est attiré vers un point fixe par une force inversement proportionnelle au carré de la distance, i** la trajectoire est une courbe plane; S"" l'aire décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps employé à la décrire; 5® la trajectoire est une section conique dont le point fixe est le foyer, et 4"* quand les mouvements sont elliptiques, les carrés des temps des révolutions de deux points matériels attirés par le même point fixe, sont entre eux comme les cubes des grands axes des ellipses décrites, puisque pour un autre point matériel tournant autour du même centre M on aurait
/tM
i!21. Mouvement elliptique relatif. — Si le centre d'attraction, au lieu d'être fixe, était lui-même un point matériel M mobile soumis à Tattraction réciproque du point m, et qu'on voulût connaître le mouvement de l'un m des deux points relativement à l'autre M, ou le mouvement apparent de m pour un observateur placé eu M, on poserait, d'après ce qui a été dit à la fin du N° ii6, les équations du mouvement relatif
en remplaçant Taltraction mutuelle R' par — ï— (N° 99), ce qui leur
fait prendre la forme
— * = — A(mH.M) — , etc., elc,
qui sont identiquement les mêmes que celles que nous avons obtenues (commencement du N° 120) pour le mouvement absolu, si ce n'est que M se trouve remplacé par M + m. Il résulte de cette observation, 4° que la trajectoire apparente est une courbe plane passant par le centre mobile M et ayant pour équation
00/-+- cy -4-CV = 0;
2" que celte trajectoire apparente est une section conique dont le foyer est placé au point M; 5" que le demi grand axe apparent, Texceutricité et la durée d'une révolution apparente sont donnés par
' '''=\/'-^F(ëb' '"'^-''''kïé
On avait déjà vu (N° 116) que Taire apparente décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au temps employé à la décrire. Les lois du mouvement elliptique apparent sont donc les mêmes que celles du mouvement elliptique absolu. La quatrième loi est la seule qui ne se vérifie pas complètement, puisque pour deux points matériels m et m' tournant autour de M mobile, on a pour les durées respectives des révolutions,
K (M -f- m) ' K (M -4- w') et par conséquent
qui diffère essentiellement de la proportion
T* : T,« = a'' : o/^ trouvée plus baut quand le centre attirant était fixe.
Cependant lorsque les masses m et m' sont très petites relativement à M, ces deux proportions se confondent sensiblement.
122. Application au mouvement d'un point matériel pesant dans l'air. — Pour dernière application, proposons-nous de déterminer la trajectoire d'un point matériel pesant lancé dans l'espace avec une vitesse de projection donnée^ en ayant égard à la résistance que l'air oppose à son mouvement. On a vu (N** 119) que si Ton ne tient pas compte de cette résistance, la trajectoire est renfermée dans un plan vertical. La résistance de l'air, qui est constamment dirigée en sens inverse du mouvement du point, et qui est par conséquent contenue entièrement dans ce plan vertical, ne saurait donc en faire sortir le point mobile qui décrira encore une trajectoire renfermée dans un plan vertical passant par la direction de la vitesse de projection. Prenons la verticale du point de départ pour axe des Y, et pour axe des X la projection de la direction de la vitesse initiale sur un plan horizontal (fig. 90). En représentant par m et R la masse du point matériel et la résistance de l'air, et par <x l'angle que forme avec l'axe des X la tangente à la courbe ou la direction de R, les deux équations du mouvement sont
m-j-j = — R cos a, m y^ = — mg — R sm a,
et en remarquant que
dx . dy
cos a =-7-, sina=-p, ds ds
elles deviennent
d*x Rrfx d^y ^ Rdy
dt^ m d« ' rf(* ^ mds
Il a été reconnu par expérience que, pour un même corps^ la résistance de l'air est proportionnelle au carré delà vitesse et à la densité de Tair, du moins lorsque la vitesse est considérable, comme celle d'un boulet lancé par une bouche à feu ; si donc on suppose la densité constante
dans toute l'étendue de la trajectoire, le coefficient — pourra être re-
présenté par pv', ^ étant un facteur constant pour un même corps,
mais dépendant de sa forme et de la densité de l'air; les équations du
mouvement deviennent donc, en observant que la vitesse v est exprimée par -p »
dt
d}x ds dx d'^y ds dy
Telles sont les équations simultanées qu'il s'agit d'intégrer. La première mise sous la forme
'dt
dx Ht
= — uds
donne immédiatement en l'intégrant,
dx log— = — /uw-t- logC, dx = Ce~^dt (2)
La constante arbitraire C se détermine en remarquant qu'à l'origine
dx
-r- est la composante suivant l'axe des X de la vitesse de projection ,
c^est-à-dire fccosa; on a donc, en faisant ê nul,
C s» fc cos a.
La seconde équation différentielle n'est pas intégrable immédiatement; mais si l'on introduit une nouvelle variable p, représentant la dérivée-^ ou la tangente trigonométrique de l'inclinaison de la touchante
à la trajectoire sur l'axe des X, inclinaison qui varie avec le temps, on trouve
rfy dx dy = pdx ou f^=P^^^
d'où l'on lire en dérivant par rapport au temps,
d*y ' rf'x dp dx lî^^^dï^'^Tt Tt'
//î ii d^x En substituant à-7T> -tt leur valeur (1), il vient
dp dx '
dt dt ^ ^ '
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et après avoir éliminé dl entre (2) et (5),
^P^-le^ (4)
On a aussi
ds = dx j/4 -h jî*,
le radical devant être pris avec le signe plus , parce que « et x croissent ensemble; si donc on élimine dx entre ces dernières, il vient
l/i ^p^dp=^^e^^ds, dans laquelle les variables p ti s sont séparées. L'intégration donne
ip(/ÏT7H-llog(p + j/T;:7) = C'-^,e*f" (5)
G' se détermine par la condition qu'à l'origine s est nul, et p ou
-p- égal à tang a, ce qui donne dx
\ j \ / flf
C' = - tangaj/i -*- tang'a-H -log(tanga -♦- |/i -h tang*a) -h 5-^'
En éliminant % entre les équations (4) et (5), on trouve
fjidx = -:^:^:: ^? — := (6)
p j/lTp* -4- log (p H- j/l -*- p') — 2C'
Ou trouve aussi, en remarquant que dy est égal à prfx,
f«iy = — = ^'P ^ (7)
py\ -4- p* -♦- log (p -4- j/1 -*- p*) — 2C'
et enfin, en remplaçant dx par sa valeur (6) dans l'équation
dp dx
il vient
l/^di=^ -^^ i (8)
[2C' — p j/TTp^ — log (p H- 1/4 H- p»)]*
On prend ici le signe moins du radical pour que le second membre soit positif comme le premier, attendu qu'il résulte de l'équation (2)
que dx est toujours positif, et de Téqualion (5) que dx et dp sont de signes contraires.
Ces trois dernières équations différentielles, lorsque les quadratures seront effectuées, feront connaître x, y et f en fonction de p, et des éliminations successives conduiront à des relations entre a:, t et t/, f qui serviront à fixer à chaque instant la position du point matériel. Une élimination de t entre les valeurs de x et de y donnera aussi réquation de la courbe. Ces différentielles ne sont pas intégrables complètement; on ne peut trouver leurs intégrales que par les méthodes d'approximation. ^
Si l'on divise les équations (6) et (7) membre à membre par (8) , on trouve
S= V ? [2c'-p|/n:7-iog(p + j/i + p«)]'%
^= \/^H [2C' -p/l+p*- log (p + /l + p*)] " s
dt
d'où l'on déduit la vitesse v du point matériel ,
S)'KS
Si dans (6) et (7) on remplace C par sa valeur mise sous la forme
C'=/+ -1-, 2fjtC«
et qu'après avoir fait les réductions , on rende [j. égal à zéro, ce qui revient à supprimer la résistance de l'air, ces équations deviennent :
dx = ---rfp, rff^==— — prfp,
et en éliminant p entre les deux intégrales, on retrouve l'équation parabolique du N* 119 ,
y = xtanga-^x«.
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Quand le point matériel est lancé sous un angle fort petit et que l'on ne considère que la partie AGB de la trajectoire placée au-dessus de l'axe des X, il est visible que ce point ne s'écarte que très peu de
la ligne horizontale; la dérivée p ou -p qui représente la tangente
trigonométrique de l'angle que forme avec l'horizon une touchante à la courbe, reste donc elle-même très petite dans toute cette partie de la trajectoire^ et les équations (6), (7) et (8) se réduisent aux suivantes, en se bornant au premier terme du développement de
log (p -+- |/l -*- p') ou lo| (4 -♦- p)y c'est-à-dire p,
^ ^ (c'-pr
qui ont pour intégrales
2p: H- D = log (C — p), âfxy-*- iy = p h- C'log(C' — p),
Les constantes arbitraires se déterminent par la condition qu'à l'origine les variables x, y ei t sont nulles et que p devient tang a ; quant à C qui' a été déterminé précédemment, sa valeur se réduit, pour un angle de projection a très petit, à la suivante :
C = tanff a h — ^ • ^ 2fxC»
En éliminant p entr^lcs deux premières intégrales, on trouve pour équation de la trajectoire,
ou plutôt, en observant que G =» fc cos a se réduit à k pour un angle a très petit.
On connaîtra à chaque instant la position du point matériel dans la trajectoire, en éliminant p entre la première et la troisième intégrale ci-dessus. On trouve ainsi
t= — , et x = -log (Ajxt H- 1).
Moavcmcnt d*un point matériel sur anc courbe ou sur une surface données. — Propriétés de ce mouvement. Equations des forces vives. Principe de la conservation des forces vives. Force d'inertie taugcntiellc. — Pression contre la courbe. Force centrifuge. Force centripète. Cause de Tinégalité de la pesanteur. — Mouvement d*un point matériel sur une surface donnée. — Pression sur la surface. — Mouvement d'un point matériel pesant sur une courbe. Mouvement en ayant égard à la résistance de Pair et au frottement. — Mouvement d'un point dans un cercle vertical. Pendule simple. Isochronisme des oscillations. — Oscillations du pendule dans Pair. Mesure de la gravité au moyen du pendule. — Mouvement sur la cycloîde. — La cycloîde est la seule courbe tautochrone. — Mouvement d'un point matériel pesant sur une surface sphériquc. Pendule à oscillations coniques. — Mouvement d'un point matériel pesant sur une surface quelconque. — Mouvement relatif sur une courbe en mouvement.
125. Mouvement d'un point matériel sur une courbe ou sur une surface données, — Lorsqu'un point matériel m soumis à l'action de certaines forces, est assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe données, il exerce à chaque instant une certaine pression normale contre la surface ou la courbe et celles-ci opposent h leur tour au point matériel une certaine résistance, qui n'est autre chose que la réaction de la pression, et lui est par conséquent égale et directement opposée. En représentant cette résistance inconnue par N dirigée normalement à la surface ou à la courbe, le point matériel se mettra en mouvement de la même manière que s'il était libre et qu'une force N fût jointe aux forces (X, Y, Z). Si (/, m, n) sont les angles que forme N avec les axes, les composantes totales des forces suivant ces axes seront
X + N C08 /, Y -*- N cos m, Z -*- N cos n,
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et on aura pour les équations du mouvement du point matériel considère comme libre,
m-jj=^X H- N cos /, '" "jT~ "^ "*" ^ ^^^ *^* » t/i — s=Z -4- Ncos n (i)
Considérons en premier lieu le mouvement sur une courbe donnée. 11 faudra, aux trois équations précédentes, joindre les deux équations de la courbe dans Tespace, ainsi que les deux relations suivantes :
-;- cos / -*- -~ COS m -+- -r-cos n==»Oj cos^/-+- cos- w + cos*n = i (2)
ils as as
qui expriment que la force N est normale à la courbe et que les angles /, ni, n appartiennent à une même droite. Ces sept équations simultanées, convenablement combinées et intégrées, serviront à déterminer les valeurs des sept quantités (x, y, z), (/, m, n) et N en fonction de t, c'est-à-dire qu'elles feront connaître à chaque instant la position du point matériel, la direction de la pression qu'il exerce sur la courbe et la valeur de cette pression.
124. Propriétés de ce mouvement. Equation des forces vives. Principe de la conservation des forces vives. — Ces calculs ne peuvent être effectués que dans chaque cas pris en particulier, c'est-à-dire quand la forme de la courbe et la valeur des forces motrices sont connues; cependant tout en laissant à ces équations leur généralité, on en déduit certaines propriétés communes à tous les mouvements sur une courbe.
Multiplions respectivement les équations (i) par dx, dy^ dz et jijoutons-les ensuite membre à membre; il vient
/dx d*x dy d^y dz dH\ \dt 'di "^ Tt'dt "*" dt ItJ
= Xdx -+- Ydy -t- Zdz -*- N (dx cos l -^ dy cos m -+- dz cos n).
Si l'on observe que de la formule
rfs' = rfx* + dy^ -4- rfz", on déduit
dsd^s = dxd^x -+- dyd^y -h dzd^z,
et qu'on ait égard à la première des équations (2), l'équation précédente se réduit à
-rdljj = Xrfx + Yrfy -*- Zdz, et Ton trouve en intégrant,
fit ( j j , ou mu« = 2/ [Xdx -*- Ydy -+- Zdz) -+- C,
et en prenant l'intégrale depuis le point où la vitesse était Vo jusqu'à celui où la vitesse est v, il vient
mi?« — iwvp» = 2/(Xrfx -+- Ydy -^ Zdz) (5)
Xdx -h Ydy -k- Zdz représente ici, comme au N" 114, la quantité d'action élémentaire de la force motrice et l'équation précédente appelée équation des forces vives, exprime que l'accroissement de la force vive entre deux positions est égal au double de la quantité d'action de la force motrice entre ces deux positions.
Elle fait aussi connaître la vitesse en un point quelconque de la courbe, pourvu que Xdx + Ydy + Zdz soit une différentielle exacte, circonstance qui se présente toujours si les forces motrices sont des fonctions d'une ou plusieurs des variables [x, y, z), ou si elles sont constantes; car au moyen des deux équations de la courbe, on pourra éliminer x, f/, cfx, dy^ et la différentielle qui restera à intégrer sera de la forme c^zdz. Cette équation pourra alors servir à fixer à chaque instant la position du point matériel , car on en tirera la valeur de v
en fonction de z, et comme v = -r y il viendra
(It
«- = dtz. d ou dt = ~ i (t ^ '|z
or, on sait que
si donc on tire des deux équations de la courbe les valeurs de -—- et de
dz
~ en fonction de r, la valeur de ds prendra la forme dz
ds ~ dz ^'zdz ,
la différentielle précédente deviendra
et une quadrature fera connaître la relation entre le temps t et l'ordonnée z du point de la courbe. Comme dt est toujours posilir, il faudra prendre celui des deux signes qui rend le second membre positif.
Lorsque les valeurs de (X, Y, Z) sont telles que Kdx -*- Ydy -*- Zdz forme une différentielle exacte d'une fonction de trois variables {x^y^z) considérées comme indépendantes, ce qui suppose (voir le Traité d'analyse, 2" édition, N* 2i0) que Ton a
rfX^dY rfX^dZ dY_dZ ' ,^v dy dx dz dx dz dy
l'équation (3) prend la forme
mv* — mvo^ = 29 (x, y, z) — 2(p (Jo, yo, Zo) (5)
9 (x, y, z) désignant l'intégrale de Xdx -t-Ydy + Zrfz et (Xo, yo, «o), les valeurs de (x, y,.z} correspondant au point où la vitesse est Vo. On voit que dans ce cas, la valeur de la vitesse s'obtient sans faire usage des équations de la courbe et qu'elle est donnée en fonction de (x,y,z) etde(Xo, yo9 Zo)^ c'est-à-dire en fonction des coordonnées du point de départ et du point d'arrivée, sans tenir compte de la courbe. La vitesse redeviendra donc la même quelle que soit la courbe décrite, toutes les fois que le point matériel reviendra au même endroit, ou plus généralement, toutes les fois que le point mobile atteindra la surface qui a pour équation
9 (^j Hi ^) = const.
surface qui est connue sous le nom de surface de niveau. C'est dans cette propriété que consiste le principe de la conservation des forces vives.
Mais si pour intégrer Xdx -¥- Ydy + Zclz, on doit faire usage des équations de la courbe, c'est-à-dire si ce trinôme n'est différentielle exacte qu'en considérant x et y comme fonctions de 2, la vitesse peut ne plus reprendre la même valeur quand le point matériel repassera au même endroit, quoique v soit donné en fonction de z; en effet comme on peut exprimer en fonction de z un arc s de la courbe décrite, on pourra aussi exprimer l'intégrale du trinôme et par suite.
la vitesse en fonction de Tare parcouru «, et comme celui-ci est toujours croissant, on voit que v pourra n'avoir pas la même valeur quand le mobile reviendra au même point. C*est ce qui arrive quand la courbe présente certaines solutions de continuité ou certains points singuliers.
Il résulte de là que si le mobile animé des mêmes forces motrices, glisse dans les deux sens le long de la courbe, le temps employé à parcourir un arc déterminé est le même quand le principe de la conservation des forces vives se vérifie, ou plus généralement, quand la vitesse reprend périodiquement la même valeur en chaque point, puisque tous les éléments de la courbe sont alors parcourus avec la même vitesse, c'est-à-dire dans un même temps dans les deux sens; mais cette durée n*est plus la même quand le principe des forces vives ne se vérifie pas.
Quand les forces (X, Y, Z) sont nulles, il vient
mv^ = mvo^^ ou t? = Vo
qui apprend que, lorsqu'un point matériel se meut sur une courbe, en vertu d'une vitesse initiale et sans force motrice, la vitesse reste constante.
Si Xdx + ^dy + Zdz ne pouvait devenir une différentielle exacte, même en faisant usage des équations de la courbe, c'est-à-dire si (X, Y, Z) étaient fonctions de variables autres que (x, y, 2), l'équation des forces vives (5) ne pourrait plus servir à déterminer directement la vitesse, ou du moins, elle devrait être mise sous une autre forme comme on le verra bientôt (N<* 150).
En désignant par ds l'élément de la courbe parcouru pendant l'instant dt^ l'équation (5) peut être écrite ainsi :
mais X -7- -♦- Y -—■ -^ Z-r- est la somme T des composantes de (X, Y, Z) ds ds ds r V /
dans le sens delà tangente, ou la force tangentielle, puisque -p sont
les cosinus des angles formés par la tangente avec les axes; l'équation
devient donc
mv^-- mVo^=^^fTdSj
dans laquelle il est visible que Tds est la quantité d'action élémentaire développée par T pendant l'instant dt. £n désignant par R la résul-
tante de (X, Y, Z , ou pcul aussi, d'après ce qu'on a vu au N® 114, mettre Téquation (5) sous la forme
et on en lire, comme au N** 114, la conséquence que le principe de la conservation des forces vives se vérifie toutes les fois que la force motrice R émane d'un point fixe, et est fonction de la dislance r du mobile à ce point.
125. Force d'inertie tangentielle, — On sait que w-r-^i ^ÂTi '
fpz m-r^ représentent les forces d'inertie de la masse m dans le sens
des trois axes. Si l'on prend les composantes de ces trois forces
suivant la tangente, ce qui se fait en les multipliant respective-
dx du dz ment par -j-» -^> -7-» et qu'on les ajoute, il vient pour la force
d'inertie tangentielle,
dxd^x -+■ dyd^y -♦- dzdH
dsdt
d^8 qui se réduit à m -7-7 9 h cause de la différentielle de
or
ds^ = djc* -H dy^ -f- rfi*.
Cette expression de la force d'inertie tangentielle est la même que
celle qui a été trouvée (N' 118) pour le cas du mouvement libre. Gomme
la force d'inertie estimée dans une direction quelconque est toujours
égale et opposée à la force motrice estimée dans la même direction, il
faut que la somme des composantes de (X, Y, Z) suivant la tangente
dV$ soit égale h m~' C'est en effet ce que Ton trouve en différenciant
les deux membres de (5) ; car il vient
mvdv = X(/x -+- Ydy ■+■ Zdz ,
et en remarquant que v est égal a--^ )
d's dx dy dz
dl^ ds ds ds
dans laquelle le second membre est la force motrice tangentielle T (N" 124J. On conclut de celte équation que le point matériel se meut
le long de la courbe de la méaie manière qu'il se mouvrait le long d'une droite dans le sens de laquelle agirait une force égale à la force tangentielle.
126. Pression contre la courbe. Force centrifuge. Force centripète. Cause de Vinégalité de la pesanteur. — Pour déterminer la pression du point matériel contre la courbe , au lieu de résoudre immédiatement les équations (i) et d*en tirer les valeurs de N, /, m, n, nous ferons d'abord subira la force motrice une transformation qui conduira à une expression plus simple de N et servira en même temps à démontrer une propriété importante de celte réaction. La force motrice dont (X, Y, Z) sont les trois composantes, peut être remplacée par deux forces T et P, l'une dirigée à chaque instant suivant la tangente, et l'autre suivant une normale à la tangente. La première, comme on l'a déjà vu, est donnée par
T — V^^ v^y 7^^« ds ds ds '
quant à la seconde, on l'obtiendra en remarquant que les composantci
de T et de P suivant les axes doivent reproduire les forces (X, Y, Z),
c'est-à-dire que l'on a, (a, 6, c) étant les angles que forme P avec les
axes,
dx du dz
T — -f- P cos a == X, T"f -*- P cos 6 =» Y, T -7- -^ P cos c == Z, ds ds ds
cos* a -h cos* 6 -H cos * c = i ,
qui feront connaître P, a, 6, c. Concevons donc le point matériel mù par les forces T et P ; les équations du mouvement du xN° 123 de< viendront
d^x dx d*u du
m-r-r=T-r- -*- Pcosa-f-Ncos/, m-r-T=T ---4-Pcos6 -4-Ncos m, d(» ds dt* ds
d^z dz m -r-r = T -T- -*- P cos c -h N cos », dt* ds
d'où l'on tire les composantes de la réaction N suivant les axes :
N cos / = m -rs — T -r P cos a, N cos m = etc.
dt* ds
et en changeant les signes, on aura les composantes de la pression
sur la courbe. Comme la force tangentielle T est égale à sa réaction
dH m-7-j et que
dx dsd^x — dxd^s
ds ds
ces composantes de la pression sont
ds j/dx\ ^ ds j/dy\
— m-— (f( ^ 1 H- P cosc.
dt^
II résulte de ces valeurs que les trois composantes de N suivant les axes se composent des trois forces
ds ./dx\ ds jfdy\ ds ./dzK
augmentées respectivement de
Pcosa, Pcos6y Pcosc (8)
c'est-à-dire que N est la résultante des deux forces dont (7) et (8) sont les composantes. Or ces dernières (8) représentent la composante normale P de la force motrice; quant aux trois autres (7), elles sont évidemment les composantes suivant les axes d'une force unique
ds dt^
v/Kë)P[<t)T44:)]"
faisant avec ceux-ci des angles ayant respectivement pour cosinus :
Si Ton rapproche ces valeui*s de celles qui ont été trouvées dans le cours d'analyse pour le rayon de courbure p d*une courbe et sa dircctiouy on reconnaît que cette dernière force est dirigée h chaque instant dans le sens du prolongement du rayon de courbure de la courbe sur laquelle glisse le point matériel, et que celte force est représentée par
mu*
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11 résulte de là que la pression totale N qu'ëprouve la courbe est la résultante de la composante normale P de la force motrice, et d*une
deuxième force dirigée dans le prolongement du rayon decourbure.
Cette seconde pression qui ne llépend que de la vitesse du point matériel et du rayon de courbure de la courbe, se nomme force centrifuge comme dans le mouvement d'un point libre, et la pression totale qu'éprouve la courbe est la résultante de la force centrifuge du point matériel et de la pression due à la force motrice. La réaction de la force centrifuge, c'est-à-dire la résistance qu'oppose la courbe, se nomme aussi force centripète et représente la pression de la courbe contre le point matériel due à la vitesse de ce point.
La valeur de la force centripète ou de son égale, la force centrifuge,
s'obtient sans calcul en remarquant que si v est la vitesse avec
laquelle est parcouru l'élément ab ou la tangente at de la courbe
(fîg. 91] et s l'angle de courbure ibt^, lorsque le point matériel
arrivé au point 6 passera de l'élément ab sur l'élément 6c, cette
vitesse se décomposera en deux, la première dirigée suivant 6c et
égale à vcose, qui n'est autre que la vitesse tangentielle , , et la
seconde perpendiculaire à 6c et égale à v sin e , renfermée dans le
plan de ab et de 6c ou dans le plan osculateur, et par conséquent
dirigée en sens inverse du rayon de courbure. Cette seconde vitesse
est détruite à chaque passage d'un élément de la courbe sur l'élément
suivant, c'est-à-dire pendant le temps dt, et comme toute vitesse
est engendrée ou détruite par une force , on voit que le passage du
point matériel d'un élément sur un autre donne naissance à une force
centripète, dirigée vers le centre de courbure, et qui a pour mesure le
produit de la masse par la vitesse engendrée ou détruite pendant
,, ., . , , , * 1 j. mv sin £ mve „ , ,
I unité de temps, c est-à-dire par — = -j—; or 1 angle de cour-
ds bure est représenté par — ; l'expression de la force centripète, et par
„ , • ^ .^ , . ^ mv ds mv^
conséquent celle de la force centrifuge devient donc p f ou •
p at p
Quanta la première composante de la vitesse, ou vcose, comme
l'angle £ est infiniment petit, cos £ est égal à l'unité, et la vitesse se
réduit à v, ce qui prouve que la vitesse du point matériel dans le sens
de la courbe ne change pas de valeur au passage d'un élément à un
autre, c'est-à-dire que la vitesse reste constante^ en supposant bien
cnteodu, qu'aucune force motrice n'agisse sur le point matériel, et qu'il ne se meuve qu'en vertu de la vitesse acquise. C'est ce que nous avions déjà démontré au N*" 124,
Il résulte de la valeur de la force centrifuge qu'on vient de trouver, que si un point matériel de masse m décrit d'un mouvement uniforme un cercle de rayon r, et achève sa révolution dans un temps t^ la force centrifuge est représentée par
c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle au rayon du cercle décrit et inversement proportionnelle au carré du temps de la révolution. Cette expression fait connaître en kilogrammes la tension qu'éprouve un fil portant à l'une de ses extrémités une masse m que l'on fait tourner dans un cercle, tandis que l'autre extrémité du fil est fixe; il suffit de remplacer r par la longueur du fil et t par la durée d'une révolution exprimée en secondes; quant à la masse, on la remplacera par le nombre de kilogrammes qu'elle pèse, divisé par g. On fait abstraction ici de la partie de la tension du fil due à l'action de la pesanteur de m.
Le mouvement de rotation de la terre autour de son axe engendre dans un corps placé à la surface de la terre, une force centrifuge qui modifie sensiblement l'intensité et la direction de la pesanteur et fait que celle-ci n'est pas la même dans tous les points de la surface; en effet si r est le rayon de la terre supposée sphérique, PP' étant la ligne des pôles (fig. 92), un point matériel placé en A décrit pendant le temps t d'une révolution, une circonférence de cercle ayant pour diamètre la perpendiculaire AB sur PP', et ce mouvement circulaire donne lieu à une force centrifuge dirigée dans le prolongement AC
r' de AB, égale à 47r'm--9 r' étant le rayon AO', expression qui devient
r sin ô 47r'm — - — > en représentant par 0 l'angle AOP, c'est-à-dire la
distance angulaire AP du point A au pôle ou le complément de la latitude; le poids du point matériel A, c'est-à-dire la force qu'il faut vaincre pour empêcher le corps m de tomber, est donc la résultante des deux forces AD et AC représentant l'une la pesanteur telle qu'elle serait sans la rotation, et l'autre la force centrifuge.
En désignant par G et ^ les inlensités de la gravité sans la rotation et avec la rotation, le parallélogramme ACED donne
gf« = G*-t-/47r«— — j — 2Gf 47r*— — jsinG, d'où Ton tire en négligeant le carré de la force centrifuge
et en développant le binôme et conservant les deux premiers termes,
r sin'ô
La gravité g prend sa. moindre valeur lorsque sin G devient Tunilé, c'est-à-dire sous Téquateur; on trouve alors que la force centrifuge
forme— -—de la sravité observée. Si Ton voulait connaître la vitesse de 289 ^
rotation que devrait avoir la terre pour que la gravité fût nulle sous
réquateur, il faudrait faire g égal à zéro, remplacer sin 6 par l'unité
et tirer de l'équation la valeur de t. On trouve ainsi, que la vitesse
de rotation devrait être 17 fois plus rapide.
I -^ P cos
cosm =
=b j/i -4- p« -4- 7* dz |/l -h p« H- 7*
cos n =
qui expriment que la réaction N est dirigée suivant la normale à la surface , les radicaux étant pris avec le signe supérieur ou avec le signe inférieur suivant que la normale est prolongée vers le côté concave ou vers le côté convexe de la surface.
Ces sept équations serviront, comme plus haut, à déterminera, y, z, N, l^m^n, en fonction de t et par conséquent, k trouver toutes les circonstances du mouvement. La courbe que décrit le point matériel sur la surface se trouve de la manière suivante : en éliminant N, (/, m, n) entre les trois équations (1) on trouve
/d^x d^z\ ^ ^ /d^y dH\ ^ ^
L'équation différentielle de la surface est de la forme
dz s= pdx -f- qdy.
Différencions la en laissant dx et dy variables et en désignant par
, , j. . . .. „ rf^ dz d^z dH d*z
V^q^TySyt les dérivées partielles -j- » -r-j -=— j -r— r-» -r-:; on
dx dy , dx* dxdy dy^
trouve
d«z = pd'x -+- qd^y -t- rdx* •+• ^sdxdy ■+■ tdy^^
et en éliminant d^z il vient
[,. _, rf*x d*y /dx\* ^ dx dy
dt dt
KS
qZ.
Si Ton intégre ces deux équations différentielles simultanées en x, y et f, après avoir remplacé X, Y, Z, p, q, r, s, f par leurs valeurs connues en X, y et le temps, on obtiendra x et t/ en fonction du temps, et rélimination de cette dernière variable conduira à une relation entre x et y qui représentera la projection de la courbe cherchée sur le plan XY. £n éliminant successivement x et t/ entre cette équation et celle de la surface, on trouvera les projections de la courbe sur les deux autres plans coordonnés.
Il est visible que les circonstances du mouvement du point matériel resteraient les mêmes si on l'assujettissait à demeurer sur la courbe qu'on vient de déterminer, au lieu de le faire glisser sur la surface;
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en désignant donc par v la vitesse à une dpoque quelconque, par R la rcsultante des forces motrices, et par dr la projection du déplacement virtuel de R lorsque le point matériel avance de ds dans le sens de la trajectoire, c'est-à-dire la projection de rf* surR, on aura comme au(NM24),
mv^ — mvo* == 2f{Xdx -*- Yrfy -h Zdz) = 2fRdr,
ou, en représentant par T la composante de R dans le sens de la tangente à la trajectoire^ \
mv^'—niVo^^2f'Tds.
On conclut de la première de ces valeurs, 1'' que le principe de la conservation des forces vives subsiste dans le mouvement d'un point matériel sur une surface, si la force R est dirigée vers un point fixe, et est fonction de la distance r à ce point, ou si Xdx h- Yc^y + Zdz est une différentielle exacte d'une fonction des trois variables indépendantes (x, y, z); 2^ que la vitesse reste invariable si le point n*est soumis à racllon d'aucune force motrice, et 3® que la vitesse reste aussi invariable si la force motrice R est partout normale à la surface, puisque rélément ds est alors perpendiculaire à R, et que sa projection dr sur R est nulle.
128. Pression sur la surface, — Les trois équations différentielles du mouvement du N"" 125 font aussi connaître la pression du point matériel contre la surface; car si Ton multiplie respectivement les deux membres par cos t, cosm, cosfi et qu'on les ajoute membre à membre, en remarquant que
cos' / -*- cos* m -+■ cos^ n = 1 ,
on trouve pour la pression N' du point contre la surface, pression qui est égale et opposée à celle de la surface contre le point,
N = (X cos / -*- Y cos w -f- Z cos n)
fdH , rf*y dH \
— ml -rr cos / -f- -r^cos m -♦- -rrcos n 1 • \di^ dl^ dt^ J
Celte pression se compose de deux parties, la première
X cos / -f- Y cos m -+- Z cos n
Tcpréscnle la somme P des composantes de (X, Y, Z), ou la composante de R suivant la normale à la surface; la seconde partie représente
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également la composante de la force d*inertie suivant la direction de la pression. En y remplaçant cos /, cos m, cos n par leurs valeurs (N"» 127), elle devient
^ dt^'^^ dt^ dt* — m —
do. |/i -*- p* -♦- ^*
OU, en ayant égard k la valeur de d*^onnéc plus haut (N« 127),
1 rdx* ■+■ ^sdxdy -♦- tdy^ m-r-r ^ — ^ ;
«^ dt |/l H- p» -h </«
or, si Ton désigne par p le rayon de courbure de la section normale de la surface qui a la même tangente que la trajectoire, on a vu dans le Cours d'analyse, 2"" édition (N" 111) que Ton a
± [/1 -h p* >f- 9^ zt ds^ |/ 1 -♦- p* -4- ç* ^
r cos* a -t- 2s cos a cos (3 -f- < cos* |3 rdx* -f- 2sdxdy -h ^/y* '
la seconde partie de la valeur de N devient donc
1 rffi* . ♦wv* p cir p
et Ton trouve enfin
mt?*
c'est-à-dire que la pression totale N du point contre la surface est représentée par la pression P due aux forces motrices, augmentée ou diminuée d'une autre pression qui ne dépend que de la vitesse et de la courbure de la surface dans le sens du mouvement. Celte seconde pression est une véritable force centrifuge engendrée par le mouvement sur la surface, ayant une valeur analogue à celle qu'on a trouvée dans le cas du mouvement sur une courbe. On peut donnera l'expression de cette force centrifuge une autre forme; si p' est le rayon de courbure de la trajectoire décrite par le point matériel sur la surface, trajectoire dont on a trouvé plus haut les équations (N*> 127), et si l'on désigne par 6 l'angle compris entre le plan osculateur au point (x, t/, z) de cette courbe et la normale à la surface , on sait que l'on a (voir le Traité d'analyse, 2«» édition, N» 1 1 1) ,
p' == p cos G ,
et la pression devient
Pi— -.cos9, P c'est-à-dire que la force centrifuge qui presse le point matériel contre
la surface est égale à la force centrifuge — ;» telle qu'elle résulte du
mouvement du point matériel dans la courbe qu'il décrit sur la surface, multipliée par le cosinus de l'angle formé par le plan osculateur de la trajectoire avec la normale à la surface.
Ce résultat devient évident si l'on remarque qu'en supprimant par la pensée la surface et en assujettissant le point matériel à demeurer sur la courbe décrite, les circonstances du mouvement resteront les mêmes; or le mouvement curviligne donne lieu à une force ccntri-
wtv* fuge —p dirigée dans le sens du rayon de courbure de la trajectoire,
et si l'on décompose cette force en deux autres, l'une normale à la surface et la seconde tangenticlle, la première seule déterminera une pression sur la surface, qu'il faudra ajouter à celle qui provient des forces motrices; en représentant donc par G l'angle formé par le rayon de courbure de la trajectoire avec la normale à la surface, cette composante normale sera, comme plus haut, --7- cos 0.
La seconde composante de — p- qui est — r-sîn 6, donne lieu à une
remarque importante. Cette composante étant évidemment renfermée
dans le plan passant par le rayon de courbure de la trajectoire et par la normale à la surface , est elle-même normale à la trajectoire et comme elle est perpendiculaire à la normale de la surface, elle est à la fois renfermée dans le plan tangent à la surface et perpendiculaire à l'élément que décrit à chaque instant le point matériel. Cette composante de la force centrifuge est^ comme toutes les forces d'inertie, égale à la composante des forces motrices estimée dans cette direction. 11 suit de là, que si l'on décompose la force motrice R qui agit sur le point matériel en trois autres, l'une T dirigée suivant la tangente à la trajectoire, la seconde P dirigée suivant la normale à la surface, et la troisième Q perpendiculaire aux deux autres, on devra avoir
—7- sin 0 = Q ,
attendu que la force N n'a pas de composante dans le sens de Q.
La composante transversale Q est nulle, i"" lorsque le point matériel n'est mu par aucune force motrice; 3^" lorsque la force motrice est constamment normale à la surface ou lorsqu'elle se réduit à P; 5° lorsque la force motrice est dirigée suivant la tangente à la trajectoire, c'est-à-dire lorsqu'elle se réduit à T^ comme cela arrive lorsque ces forces proviennent du frottement contre la surface ou de la résistance de l'air ; et 4° enfin lorsque la force motrice est réduite à T et P, c'est-à-dire lorsqu'elle se compose h chaque instant d'une pression et d'une force langenticlle. Dans les différents cas qu'on vient d'énumérer, on doit donc avoir
— r sin 0=0,
et par conséquent
sin9==0, ou 6 = 0,
ce qui indique que lorsqu'un point matériel glisse sur une surface en vertu de l'une des forces qu'on vient d'indiquer, la trajectoire est telle que l'angle formé par son plan osculatcur avec la normale à la surface est constamment nul^ ou en d'autres termes, que le plan osculatcur de la trajectoire est partout normal à la surface. Une semblable courbe, connue sous le nom de ligne géodésique, tracée sur une surface, jouit de propriétés importantes. Elle est (voir le Traité d'analyse, 2°*° édition^ N*" 279) la plus courte ou la plus longue qu'on puisse tracer sur la surface entre deux de ses points; elle est aussi celle que l'on obtiendrait en appliquant sur la surface un fil tendu. C'est aussi la courbe suivant laquelle on pourrait appliquer sur la surface sans duplicalurc ni déchirure, une bande d'une largeur très petite. Enfin pour la surface de la terre, c'est la ligne que Ton y tracerait, en prenant un alignement avec des jalons vertkaux.
129. Mouvement d'un point matériel pesant sur une courbe. — Appliquons les principes précédents au mouvement d'un point matériel sur une courbe donnée^ la gravité étant la seule force motrice. Si l'on prend l'axe des Z vertical et dirigé vers le bas, les trois équations du mouvement se réduisent à
ci*x d*t/ d^z
m -— == N cos /, m-77- = N cos m , tw -r-r = mo -4- N cos ;i, c/(* c/r or
et l'équation des forces vives devient
v* = v,* + 2gf(z — A) (1)
h étant la valeur de z correspondant à la vitesse iniliale Vo.
Cette équation fait connaître In vitesse du point matériel en chaque point de la courbe. Pour connaître sa position à une époque quel-
conque, on remplacera v par -j- 9 ce qui donnera -f = i/vo* -H 2j (z — A) , d'où lit ==
d^ l/vo^ -♦- 2flf (« — h)
et comme on a
et que -=- et -r- se déduisent en fonction de z^ des deux équalions de dz dz
la courbe mises sous la forme
il viendra enûn
dt = ±: dz^ ^ ^ --^ — ^ — (2)
|/Vo' -4- 2flf (z — A)
et une quadrature donnera la valeur de t en fonction de z, et par
suite, z en fonction du y^mps, c'est-à-dire que la position du mobile
sera connue à chaque instant. En substituant cette voleur de z dans
l'expression de la vitesse^ on connaîtra aussi la vitesse aux diiïérentcs
époques du mouvement, dt étant toujours positif, il faut prendre
celui des deux signes qui rend dt positif; il faut donc prendre le signe
plus ou le signe moins selon que le point matériel descend ou monte.
L'équation *.
m»* — mVo^ = "Img (z — h) ,
indépendamment du principe de la conservation des forces vives qu'elle exprime, fait connaître plusieurs circonstances du mouvement. On voit d'abord que l'accroissement de force vive d'un point matériel pesant glissant sur une courbe donnée, est indépendant de la forme de cette courbe et qu'il est égal au double du poids 2m^ du point matériel multiplié par la hauteur verticale z — A de la chute^ ce produit représentant ici le double de la quantité d'action de la pesanteur. La même équation, mise sous la forme
V = [/vo^ -+- 23 (z — A) ,
apprend aussi que la vitesse acquise en glissant sur la courbe est la même que si le point matériel était tombé verticalement d*une hauleur z — h avec une vitesse initiale Vo', car en appliquant Féquation des forces vives à ce mouvement vertical, on trouve aussi
lîiv* — mVo^ = 2mgf (z — A) et u = \/vo^ -*- 2jf (« — h).
On voit par là que si un point matériel est lancé au point C (fig. 95] , suivant la tangente GT à la courbe GB avec une vitesse Vo, il glissera le long de la courbe de manière que la vitesse aux différentes hauteurs passera par les mêmes valeurs que s'il avait été lancé verticalement au point G avec la même vitesse initiale Vo. La hauteur à laquelle il s'élèvera en glissant le long de la courbe est donc la même que celle à laquelle il se serait élevé verticalement. Il suit aussi de là que si un point matériel se meut sur une courbe quelconque ÂEGB, et qu'on l'abandonne à Taclion de la pesanteur en Â, ce point matériel, après être descendu le long de la branche AE^ remontera le long de la branche Efi jusqu'au point B placé au niveau du point A, pourvu que la courbe soit continue, c'est-à-dire pourvu que deux tangentes consécutives forment partout un angle infiniment petit; car si E est le point le plus bas de la courbe, on a vu que lorsque le point matériel arrivera en E, il aura acquis la même vitesse que s'il était tombé verticalement de F en E ; il montera don^ dans la branche ascendante EB avec cette vitesse de projection et s'élèvera jusqu'au niveau du point F qui est le même que celui du point A. Après s'être arrêté on B, il redescendra pour remonter dans l'autre branche jusqu'en A , en continuant indéfiniment ce mouvement d'oscillation.
Il est à remarquer que , d'après ce qu'on a vu au N"* i24, la durée de l'oscillation de A en B est la même que la durée de l'oscillation de B en A, et que le temps employé à descendre de A en E est le même que celui employé à remonter de E en A.
Si la courbe était entièrement fermée et que le point matériel fût lancé au point G suivant la tangente GT avec une vitesse supérieure à celle nécessaire pour monter jusqu'au point le plus élevé G, le point matériel dépasserait le point culminant G pour descendre le long de la branche GAE, remonter ensuite la branche ascendante EGBG et continuer indéfiniment ce mouvement de circulation.
En cherchant la courbe plane suivant laquelle devrait descendre un point matériel pesant pour que la vitesse c dans le sens vertical
dz OU -r- fût constante, on trouverait sans peine pour son équation dt
Sgz!^ == 9cV«.
150. Mouvement du point matériel pesant en ayant égard à la résistance de Vair et au frottement, — Si le point matériel pesant se mouvait dans un milieu résistant, il faudrait avoir égard à cette résistance que l'expérience a prouvé être proportionnelle au carré de la vitesse, et en observant que cette force est toujours dirigée suivant la tangente et en sens inverse du mouvement, Téquation différentiel le des forces vives prend la forme
mvdv = mgdz — nv*ds [i)
k cause des relations
cos Idx -H cos mdy -^ cos ndz = 0,
ds* = dx' -H dy^ ■+■ rfi*.
On voit que le principe de la conservation des forces vives ne subsiste plus, attendu que le second membre n'est pas une différentielle exacte d'une fonction des trois variables indépendantes (x, y, z); cependant si Ton intègre depuis z<, jusqu'à z, on trouve
mv^ — mvo* = 2m jf {z — z„) — ^nfv^ds.
Celte équation, sans donner la valeur de mv^, indique que lorsque le mobile revient au point de départ, c'est-à-dire quand z — Zo est nul, mv* — mvo^ ne le sera pas et le mobile ne reprendra pas sa valeur primitive Vo.
Pour déduire de l'équation des forces vives la valeur de la vitesse et les autres circonstances du mouvement, des deux équations delà
courbe
x='(pz, y = ^z,
dx dy on tire les valeurs de — et -~> au moyen desquelles on exprime ds
en fonction de z,
et l'équation (1) devient, en remplaçant t?* par la variable u,
mdu ±: ^nu xj 1 -4- ( -p ) "*"( "7 ) ^^ = âmjfdz.
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équation dilTércnticlIc du premier degré cl du premier ordre , dont
rinlégralc donnera u et par suite la vitesse v en fonction de z. Si Ton
ds désigne eelte valeur par Fz, et qu'on remplace v par-r > on trouvera
, ds , «f ==— -=s az
et une nouvelle quadrature conduira à une relation entre z et t, relation qui servira à fixer à chaque instant la position du point matériel. De ce que v est donné en fonction de z, on ne peut pas conclure que la vitesse redeviendsa nécessairement la même toutes les fois que le point matériel reviendra au même endroit, car on peut exprimer Tares parcouru par le point matériel en fonction de z et par conséquent v en fonction de s, et comme cette dernière variable est constamment croissante, la valeur de v ne redeviendra pas la même.
Si Ton avait égard au frottement du point matériel contre la courbe, en désignant par f\c coefficient du frottement, les trois composantes du frottement toujours dirigé suivant la tangente, en sens inverse du
mouvement, seraient — fN-r-» — /"N-r^i — f^-r et l'équation
ds ' ds ' ds
différentielle des forces vives deviendrait
mvdv = mgdz — f^ds (2)
Le principe de la conservation des forces vives ne se vériûe pas non plus dans cet exemple, puisque le second membre n'est pas une différentielle exacte en [x, y, z), et on reconnaît comme plus haut qu'il y a perle de vitesse toutes les fois que le point revient au même endroit. Pour intégrer d'une manière complète, on remarquera que la pression totale est la résultante de la force centrifuge et de la pression P due aux forces motrices; on cherchera donc l'expression du rayon de courbure et les angles qu'il fait avec les axes, d'où l'on conclura les composantes suivant les axes de la force centrifuge en fonction de v et de z; on cherchera ensuite les composantes de P que l'on suppose fonction de (x, y, z) ou plutôt de z seul, puisque x et t/ sont donnés en fonction de z par les équations de la courbe; puis on déterminera la résultante N de la force centrifuge et de P, pour laquelle on trouvera évidemment une fonction de i? et de z. En remplaçant N par cette valeur dans l'équation (2), on est conduit à une équation diffé-
renlielle à deux variables v et z qu'il faut intégrer pour avoir la
vitesse v,
iZ\ . Mouvement d*unpoint matériel pesant dans un cercle vertical. Pendule simple. Isochronisme des oscillations. — Si la courbe donnée est un cercle vertical d'un rayon r, on pourra le supposer renfermé dans le plan des XZ (fig. 94) et les équations de la courbe deviendront, en plaçant l'origine au point le plus bas A ,
X = |/2rir — «', y = 0.
Après avoir substitué ces valeurs dans (i) et (2) du N« 129, il vient en dirigeant vers le haut l'axe des Z positifs, ou en changeant les signes
de h et de z^
dbrdz
v* = v,î ^- 2gf (A — «) et dt=
l/2rz — z* yvo^ -4- 2gh — 2gz
dans lesquelles h est la hauteur verticale AC du point de départ B, et Vo la vitesse initiale au point B. Cette différentielle n'est intégrable sous forme finie qu'en faisant usage des fonctions elliptiques. Supposons la vitesse initiale Vo nulle; pour intégrer par approximation, on mettra la valeur de dt sous la forme
dz dt
v/'-svA—
puis développant en série le facteur > il vient
et l'on sait que cette série est convergente pour z plus petit que 2r. On trouve en substituant,
/ r ( dz \ zdz 3 z*rfz ^ 1
dans laquelle tous les termes sont intégrables; le temps C est donc
exprimable en fonction de z au moyen d*unc série qui est elle-même
convergente (fin du N** i46 du Cours d'analyse^ 2"*' édition). Gomme
dz est négatif pendant la descente et positif quand le point matériel
monte, il faudra, d'après ce qu'on a vu (N® 129), prendre le signe —
dans le premier cas et le signe + dans le second. Si l'on suppose la
hauteur AC du point de départ B très petite relativement au rayon
du cercle ; le rapport - toujours inférieur à - sera une fraction très
petite, et la série précédente sera assez convergente pour que le premier terme donne une valeur approchée de t; on trouve, dans cette hypothèse^ en intégrant depuis z = A,
A^ /2z A = \ / T- arc cos I -; \ i
d'où l'on peut tirer la valeur de z en fonction de (, ce qui fera connaître la position du point matériel à chaque instant. En faisant z nul, on aura le temps de la descente du point B au point A, qui est
/ r TT /r
On a vu que le point matériel arrivé en A continue son mouvement, cl remonte jusqu'en B' au niveau du point B; la durée de cette ascension est donnée par la même équation différentielle prise avec le signe + et intégrée depuis z^=0 jusqu'à z == A, ce qui conduit
à la même intégrale définie r \ / ~ s de sorte que la durée du mou-
vement depuis B jusqu'en B
' est TT % / - V 9
durée uniforme est
On sait que le point matériel , après s'être arrêté en B', retourne ensuite eu B, et que le temps de ce retour est le même que celui du premier trajet; il fera donc une suite indéfinie d'oscillations dont la
Cette valeur est remarquable en ce qu'elle est indépendante de l'étendue de l'arc BB', pourvu que cet arc soit très petit.
La pression que supporte le cercle, s'obtient facilement en remarquant que la composante du poids mg du point matériel suivant la normale à la courbe, c'est-à-dire suivant le rayon OM (fig. 95) est
ON r — 2 mg . cos jfMo ou mg cos MOA = »W5f-— = mg En joignant
cette pression à celle qui est due à la force centrifuge, laquelle est
mv* 2mûf(A — z) • . . i
= — zi L, on aura pour la pression totale
On appelle pendule simple ou mathématique ^ un instrument idéal composé d'un point matériel pesant suspendu à Texlrémité d'un fil inextensible, inflexible et sans masse, dont l'autre extrémité est fixe.
Il est clair que si l'on abandonne ce pendule à l'action de la pesanteur, après l'avoir écarté de la position verticale, il tendra à y revenir par une suite d'oscillations pendant lesquelles le point matériel demeurera sur une circonférence de cercle d'un rayon égal à la longueur du pendule, de sorte que les circonstances du mouvement de ce point seront les mêmes que s'il était assujetti à glisser sur un arc de cercle vertical; les oscillations de ce pendule suivent par conséquent les même lois que le mouvement du point matériel pesant dans le cercle^
c'est-à-dire que leur durée est aussi exprimée par t: % / -,etest
indépendante de Vamplitude des oscillations qui sont dites pour ce motif isochrones.
Cette valeur de la durée d'une oscillation nous apprend que, pour doux pendules de longueur différente, oscillant dans des lieux où la gravité est la même, les durées des oscillations sont proportionnelles aux racines carrées des longueurs des pendules, et que si l'intensité de la gravité est différente dans les deux lieux, les longueurs étant les mêmes, les durées sont inversement proportionnelles aux racines carrées des gravités.
Ces lois ne subsistent que pour des oscillations d'une étendue très
petite : l'isochronisme cesserait d'exister pour des oscillations d'une
certaine étendue; car si dans le développement de dt en série, on
z lient compte des termes multipliés par - > en négligeant le carré
de cette fraction, il faudra avoir égard au second terme de la série et la durée d'une oscillation deviendra
'\/î('*ld'
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elle cesse donc d'être indépendante de A. Il est visible du reste que,
puisque %/ - est facteur commun dans le dëveloppement de dt^ cl
que g n'entre pas dans la sërie, les durées des oscillations resteront inversement proportionnelles aux racines carrées Jdes gravités, pourvu que A et r aient toujours les mêmes valeurs.
La tension qu'éprouve à chaque instant le fil du pendule est évidemment égale à la pression supportée par le cercle, pression que nous avons déterminée plus haut.
132. Oscillations du pendule dans l'air. Mesure de la gravité au moyen du pendule. — Si les oscillations se faisaient dans l'air atmosphérique, il faudrait tenir compte de la résistance que ce milieu oppose au mouvement du point matériel. Représentons cette force par <p; en égalant la force tangentielle à sa réaction, on est conduit h cette relation
dtg fn—=fng siu a — (p (1)
dans laquelle a est l'angle MOA, et iwgfsina la composante de la pesanteur du point matériel dans le sens de la tangente M(. Comme on a, B étant le point de départ,
s « BA — AM c= rp — ra ,
on a aussi
ds^^-^ rda, et d*s = — rd^a. , ce qui fait prendre à (i) la forme
On a reconnu que pour de petites vitesses, la résistance de l'air est sensiblement proportionnelle à la simple vitesse; 00 peut donc poser
ds da
dt dt
et si l'on suppose l'amplitude très petite, a restera très petit, sin a pourra être remplacé par a, et l'équation différentielle (1) deviendra
d^cf, n da. a
dt^ m dt r '
qui est une équation dérivée linéaire à coefficients constants. Son intégrale est
a = fc cos ta \/ - -*- C sin *«%/-)
dans laquelle a lient lieu de % / 1 — — ^•
On détermine les constantes C et C par la condition que pour
{ = 0, on ait à la fois a = 3 et -=- ou r=0. On trouve ainsi
^ dt
C«(ï et C' = ^\A.
^ 2ma V g
A la fin de chaque oscillation, a atteint une valeur maximum que Ton
détermine en faisant
dcc dt
On a ainsi, en représentant par i' les valeurs de ( qui correspondent à ces instants,
sin t'a %/ ^ «= 0, d*où tfa %/ ? = ^tt ,
k étant un nombre entier quelconque. Les différentes valeurs de (' sont donc
0, ix/ï, ^./l, !5»/î:
etc.
TT / T
et par conséquent la durée de chaque oscillation est>-\/ - ; d*où il
résulte que les oscillations sont encore isochrones, mais leur durée
comparée à ce qui se passe dans le vide, est augmentée dans le rapport
de a ou \/ i — - — -- à l'unité. Quant à l'amplitude des oscillations, V knvg
on a, en remplaçant successivement t par chacune des valeurs précédentes dans la valeur générale de a,
a = p, a = i-—, ae= » a= ^-—zr etc.
«Tt |/r »ii7r|/r SiilT . /r
A'tma g Aima g 0%ina g
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d'où Ton conclut que les amplitudes à droite et à gauche de la vcrlil'ule diminuent suivant une j[)rogression géométrique. Ces différents résultats sont conQrmés par Texpérieuce, ce qui justifie riijpothèse de la proportionnalité de la résistance de Tair à la première puissance
de la vitesse. L'expérience prouve aussi que o ou % / 1 — - — r-> ne
y 4wi*gf
diffère de Tunité que d'une fraction insensible, et que, par conséquent, lorsque les oscillations sont très petites, la résistance de l'air ne change pas sensiblement leur durée.
Les oscillations du pendule offrent le moyen le plus commode et le plus exact pour mesurer l'intensité de la gravité 9, car la durée d'une oscillation s'observe avec une grande exactitude en prenant la moyenne de la durée d'un grand nombre d'oscillations, et l'on sait qu'on a sensiblement pour des amplitudes très petites.
rTT*
d'où 5 = ^,
Il est h remarquer que cette théorie ne se rapporte qu'au pendule simple ou mathématique. On verra plus loin comment les résultats qu'on vient d'obtenir, étant convenablement modifiés, représentent les lois des oscillations d'un pendule quelconque.
435. Mouvement sur la cycloïde. — Cherchons encore le mouvement d'un point matériel pesant sur la cycloïde. Gomme on a eu général (N» 1Î29)
, ds
et que Ton a dans la cycloïde,
rf5 = zfcj/2â
dy
la valeur àodt devient, en transportant l'origine du point B' (fig. 9G) au point A, ce qui se fait en posant y = 2a — z.
/o dz
V 9 i/hz — z*
Il est visible qu'il faut prendre celui des deux signes qui rend 4^ positif, c'est-à-dire qu'il faut prendre le sigue — quand le point
matériel descend et le signe -h quand il monte, puisque dans le premier cas, dz est négatif, tandis qu'il est positif dans le second. En intégrant, il vient c^mme plus haut.
On déterminera la constante G par la condition que t soit nul quand z est égal à A; il vient donc quand le point matériel descend ,
Y/^rccos(^J-l)
qui fait connaître la durée de la descente depuis le point fixe C jusqu'au point M. En faisant z nul, on trouve pour la durée de la descente de G en A,
Gelte valeur est indépendante de h et par conséquent, du point de départ G; d'où résulte cette propriété remarquable que, quel que soit ce poiut, la durée de la descente jusqu'en A est toujours la même, en sorte que si Ton place des points matériels pesants en différents endroits de Tare AB, et qu'on les abandonne en même temps à euxmêmes, ils arriveront tous ensemble en A. G'est en cela que consiste le iautochronisme de cette courbe qui elle-même est dite tautochrone.
On a vu (N° 129) que le point matériel arrivé en A, continue son mouvement en s'élevant jusqu'en G' au niveau du point G, pour redescendre ensuite de G' vers A ; comme les deux branches BA et B'A sont symétriques, la durée de la descente de G' en A est la même que
celle de la descente de G en A, c'est-à-dire qu'elle est tt \/ - ; or,
^ 9 on sait (N*" i22), que la durée du mouvement de A en G' est la même
que celle de la descente de G' en A; la durée de l'ascension de A en
G' est donc aussi ttV/ - , et par conséquent le temps d'une oscillation totale de G en G' ou de G' en G, quelle que soit son amplitude,
est représentée par
On voit que la loi des oscillations est la même que dans un pendule simple d'une longueur égale à ia, sans qu'il soit nécessaire de limiter, comme dans le cercle, l'étendue des oscillations.
La propriété de Tisochronisme des oscillations dans le cercle est une conséquence de cette propriété de la cycloide, car si l'on décrit le cercle osculateur au point le plus bas de la cycloïde, une portion très petite du cercle, ajant 4a pour rayon, s'y confondra avec un arc de cette courbe. On voit aussi que l'isochronisme subsisterait encore si l'on remplaçait le cercle par toute autre courbe.
11 est visible que la propriété précédente subsiste, si la cycloïde au lieu de rester plane, est enroulée sur un cylindre vertical à base quelconque, pourvu que les ordonnées verticales z de la courbe restent verticales sur le cylindre; en effet, toutes les équations dont on vient de faire usage, peuvent servir pour déterminer le mouvement sur une courbe à double courbure, et comme elles ne contiennent que les variables z, s et f, qui ne changent pas de grandeur lorsque le plan de la courbe est enroulé sur le cylindre, les résultats obtenus ne seront pas altérés par cette transformation.
La propriété de la cycloïde a été mise à profit pour construire un pendule dont l'isochronisme, ou l'égalité de durée des oscillations, fût indépendante de l'amplitude; on réunit au point D deux demi-arcs de cycloïde DB et DB' égaux et h ordonnées verticales; on y suspend un fil flexible DA d'une longueur égale à deux diamètres du cercle générateur de la cycloïde, et à l'extrémité A on suspend un point matériel. Si l'on écarte le fil DA de la position verticale dans le plan de la courbe, il s'enroulera alternativement contre les arcs DB et DG, et l'extrémité décrira une cycloïde égale à sa développée DB; le point matériel G oscillera donc en suivant les lois indiquées plus haut. Get appareil porte le nom de pendule cycloïdaL
154. La cycloïde est la seule courbe tautochrone. — 11 est facile de reconnaître que la cycloïde est la seule courbe plane tautochrone; en effet, quelle que soit la courbe AB plane et verticale, si h est l'ordonnée du point de départ G, on aura en un point quelconque M,
/ds\^
\7/ ^" v« = 25f(A— z), dVi rfe= ^^
i ds
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et en prenant Tinlëgrale depuis r = ft jusqu'à z«=0, on aura pour le temps de la descente de C en A ,
ds Tz
dz.
Pour que la courbe soit tautochrone, il faut que cette intégrale définie soit indépendante de A; or si Ton remplace z par une nouTelle variable z', de manière que
z=s hz!j
comme pour 2«=0 et pour z = A, il vient «' = 0 et z' = 4, il est
visible qu'après la substitution, Tintcgrale définie devra être prise
entre les limites 1 et 0, de sorte que, en représentant par |7 ce que
d$ devient la dérivée -y après la substitution de hz' à z, on aura
dz
]/T fO pdzf
j/2j Ji i/i-z^
ds La dérivée -^ étant évidemment une fonction de z, peut être condz
çue développée suivant les puissances de cette variable, de manière à
avoir
-— = az« -♦- bzP -*- etc, = ah^z'^ -+- bhPïP ■+■ etc. dz
oLy p.... étant tous différents, et il vient en substituant,
T=- —\ah «\ f bh^ M -f- etc.
dz/5?5 f h i/i—z' J\ |/i — z'
= aAA"^ -4- 6BA^^» etc. -\-
/•O zf^dz'
Nous avons désigné par A, B .... les intégrales définies l . '
•0 z!Nz!
= qui sont visiblement indépendantes de A et ne sont pas
$u zr
iiullcsy puisque les différentielles restant toujours de même signe, leurs sommes ou intégrales définies ne sauraient être nulles. La valeur de
T ne sera donc indépendante de h que si un des exposants ^-i- - est
égal à zéro ainsi que les eoeifîcients b, c, d des autres intégrales,
ds ce qui fait prendre à T et à -;- les valeurs :
dz
•-, a Ç^ dz' an ds -r a
1=5 —=r\ — -g= — :izr» ■T-=a^ ==
ds La seconde équation appartient à une cycloïde, car en remplaçant -j-
par %/ i ^ (-^\ et o« par 2r,
on trouve
/ir^
rfx == \ / '^ dz
qui appartient & une cycloîde ayant son sommet à Torigine, son axe horizontal et 2r pour diamètre du cercle générateur.
H ne saurait non plus y avoir d*autre courbe tautochrone parmi les courbes gauches ou parmi les courbes planes non verticales, car en les considérant dans le cylindre qui les projette sur un plan horizontal, il est visible (voir la fin du numéro précédent) que le tautochronisme de la courbe de Tespace entraine le tautochronisme de la courbe formée par le développement dans un plan vertical de la surface cylindrique projetante, et comme cette courbe ne peut être qu'une cycloîde, il en résulte que les seules courbes tautochrones à double courbure sont celles qui sont formées par des cycloïdes horizontales enroulées sur des cylindres verticaux.
135. Mouvement d'un point matériel pesant sur une surface sphérique. Pendule d oscillations coniques. — Appliquons encore nos formules à la détermination du mouvement d'un point matériel pesant sur une surface sphérique. En prenant pour origine le centre de la sphère et pour axe des z la verticale dirigée vers le bas, l'équation de la surface prend la forme
DYNAUIQUE.
(1*011 l'on tire
NM
cos / (= —
-i cos m =
co8n =
les
équations
du mouvement du N"*
125 deviennent
rf«x "^di-"
dhj
mg —
et les formules des N*»» 127 et 128 donnent pour N et pour v les valeurs suivantes, v^ ci h étant les valeurs initiales de v et de 2 ,
r«-r„«==2ff(z-A), N^mgf-H- — =-^f 5z - 2A -♦-— V
Si Ton remplace N par sa valeur dans la troisième équation différen»
tielle, qu'on en multiplie les deux membres par ^dz et qu'on intègre,
on trouve
t rdz dt= — (1)
j/C -h ^gr^z -H {^gh — Vo*)z^ — 2gf««
L'intégration de cette équation n'est pas possible en quantités finies sans l'emploi des fonctions elliptiques , et il en est par conséquent de même des deux autres équations du mouvement, dans lesquelles N et z devraient d'abord être remplacés par leurs valeurs en t tirées de l'intégrale de l'équation précédente. Bornons-nous à examiner le cas où le point matériel lancé avec une vitesse initiale Vo très faible, s'écarte très peu du point le plus bas A placé dans l'axe des Z (fig. 94). Alors z et A diffèrent peu de r, la valeur de N se réduit sensiblement à la constante mg^ et les deux premières équations différentielles deviennent
dl* r * dt^ r^
En multipliant respectivement les deux membres par 2dx et 2e{y , on trouve pour intégrales, a* et 6^ étant deux constantes arbitraires,
d'où l'on tire
xAdi — -^^, xAdi — jg^,
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lesquelles ont pour intégrales ,
ou bien,
%/ ? ( = are sin - » % / -{i — t') = are sin ^ , X = a sin « % / ^ , y = 6 sin (f — f) % / ? •
Dans la première, la constante est déterminée de manière que le temps commence à compter au moment où le point traverse le plan des YZ, c'est*à-dire quand x est nul, et dans la seconde la constante f est la valeur de t qui correspond à y = 0, c*esl4-dire que (' est le temps qui s'est écoulé depuis le moment du passage du point matériel par le plan YZ jusqu'à son passage par le plan XZ.
En éliminant le temps t entre ces deux équations , on trouve pour projection de la trajectoire dans le plan horizontal XY,
Elle appartient & une ellipse dont le centre est dans l'axe vertical des Z. Gomme la direction de l'axe des X est arbitraire, on peut faire en sorte qu'elle coïncide avec la direction du diamètre principal; dans ce cas le produit xy doit disparaître de l'équation, ce qui ne peut arriver
que par l'évanouissement du facteur cos f \/ ^ ; on a donc alors
cos«'y/i'==0, d'où *'y/f = | et f^^-y/^ ce qui réduit la valeur de y à la forme suivante :
Comme i' est la durée du passage du point matériel de l'axe des X à l'axe des Y, et que dans cette nouvelle position des axes, la courbe est coupée en quatre parties symétriques, il est visible que la durée d'une
révolution complète est donnée par itf ou 2?:% / - et l'equation
: % / - et Véi V 9
de Tellipsc se réduit à
La loi suivant laquelle le point matériel tourne dans cette ellipse s'obtient en remarquant que, - étant la tangente de l'angle yj formé
avec l'axe des X par le rayon mené à la projection du point matériel, SI Ton donne à t' la valeur qu'on vient d'indiquer, ce rapport fera connaître en fonction du temps l'angle formé par ce rayon avec le diamètre principal de l'ellipse. On trouve
6 eos t
- = langy;«= —
asin t
-cot(\/ a y r
Celte équation confirme ce que nous avons dit plus haut de la durée 4(' d'une révolution.
Au lieu de faire mouvoir le point matériel sur une surface sphérique, on peut le concevoir lié au centre de la sphère par un fil inextensible et sans pesanteur, et mis en mouvement avec une vitesse initiale très petite dirigée d'une manière quelconque. L'appareil prend alors le nom de pendule malhématique à oscillations coniques ^ et les luis de son mouvement sont représentées par les formules précédentes. On voit donc qu'un semblable pendule à oscillations très petites décrit un cône à base elliptique dont l'axe se confond avec la verticale passant par le point de suspension, et que la durée d'une oscillation coni-
Vh-
que est donnée par 27r% / -, c'est-à-dire qu'elle est invariable et
V 9 la même que si le pendule oscillait dans un plan vertical. La forme de
l'ellipse dépend des valeurs des deux constantes arbitraires a et b,
qui dépendent elles-mêmes des valeurs initiales connues des deux
dx dy composantes -r- » -^ de la vitesse et des coordonnées x, y.
Si l'on suppose le point matériel pesant assujetti à glisser sur la surface engendrée par la rotation d'une cycloïde verticale autour de son ordonnée maximum, on trouve sans peine en suivant la même
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marche que pour la sphère, que Téquatioa différentielle (1) est alors intégrable et conduit à une relation de la forme
m -4- nsln* i
Les valeurs de x et y ne peuvent pas être exprimées en fonction de t d'une manière aussi simple; mais il résulte suffisamment de l'intégrale précédente que les oscillations verticales sur cette surface sont isochrones quelle que soit l'amplitude^ puisque, après des inter-
Vi' '"
valles de temps égaux à tt % / — , la valeur de z redevient la même
V 9 et que par conséquent le point mobile revient à la même hauteur
au-dessus du point le plus bas.
Si le point matériel pesant se meut sur une surface quelconque
donnée t/ = 0, en prenant l'axe des X vertical et dirigé vers le haut,
les composantes Y et Z de la force motrice seront nulles, X sera égal
à — mgj et la seconde des équations différentielles de la trajectoire
du N° 127 deviendra
d dt
^-?S=='' c/est-à-dire d(|) - 7^ (|) ==0,
(/ indiquant une différentiation totale. Or le principe des forces vives donne, en représentant par h Vx du point de départ, et en supposant nulle la vitesse initiale,
— - = j/â^ ^/h — X ou df =
l'équation précédente devient donc
du cl en remplaçant 7 ou y- par —^ tirée de l'cqualion de la sur-
dy du
dz
face, elle prend la forme
Si Ton développe les deux différentielles, on est conduit à Téquatioii suivante, ciléc au N" 28i du Traité d'analyse, 2"»* édition,
du rfF
/^y\ au /dz\ dx J du dy du dzl
\dijly \j8j''^(h-x)(lid^'^lhjTs\^ '
Quand ti == 0 représente un plan donné par l'équation
-r-et-;-sont égaux à a et b, et Téquation diff^crenticUe mise sous la dy dz
forme
. ,dy jdz
hd-f—ad-r .
ds as dx
dy_ dz 2(fc — x) ds ds
et intégrée, donne
La constante arbitraire C se détermine en remarquant qu'au point de départ, [/h — x est nul, ce qui exige que C le soit aussi. 11 vient donc
bdy — adz = 0, d'ou^ by — az = D
qui est réquation de la projection de la trajectoire dans le plan horizontal. Elle représente une perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné. Les autres circonstances du mouvement le long de cette droite résultent de ce qu'on a vu au N*" i 10.
136. Mouvement relatif sur une courbe en mouvement. — Si pendant qu'un point matériel glisse le long d'une courbe donnée, en vertu de certaines forces motrices, cette courbe est mise elle-même en mouvement, les circonstances du mouvement du point matériel le long de la courbe ou le mouvement relatif se déterminent comme il suit : concevons la courbe rapportée à deux systèmes d'axes rectangulaires, l'un (xyz) fixe dans l'espace, et l'autre (x^ y^ z') mobile et invariablement lié à la courbe dont la forme est donnée par les équations
af^fz', j/' = Fs'....(1)
et dont la position dans Tespace est donnée au moyen de la position des axes (X\ Y', Z') relativement aux axes immobiles (X, Y, Z).
Dans les relations connues entre les deux systèmes de coordonnées d'un même point, savoir
y = m H- aV H- ty -4- (/^e'. . . . (2)
les coefficients a, b, c, a'... /, m, n qui fixent cette position d'un système d'axes par rapport à l'autre, sont donc des fonctions données du temps {. Dérivons deux fois ces équations par rapport à i. Comme les forces qui agissent sur le point sont les forces accélératrices (X, Y,Z) et les composantes delà pression Nde la courbe mobile, les équations du mouvement absolu sont
---_==X -h Ncos/, -~j = \ -4- Ncosu, 3-r-=^Z H- Ncosy rft* di^ al*
dans lesquelles (X, fjt., y] fixent la direction de cette pression, et l'on aura NcosX = -X..a^H-6-^-4.c^H.2^--4.2^^ ^ de dz' d^a , d^b , d*c , dH
dl d« d(« d(« ^ dt» d/«
N cos jEx =s etc., N cos y = etc.. . (3)
auxquelles il faut joindre la condition que pour chaque instant la pression est normale à la courbe donnée considérée comme fixe, condition qui est exprimée par
d'xcos X -4- d'y cosfx -4- d'zcosy = 0.... (4)
d' désignant les différentielles de x, y, z prises dans (2) en supposant
le temps t constant, c'esl-à-dirc /, a, 6, c^a! restant invariables.
Si l'on multiplie les équations (3) respectivement par d'x, d'y, d'z et qu'on les ajoute, N disparait à cause de l'équation (4), ct après avoir remplacé x', y' et d'x, d'y y d^z par leurs valeurs tirées de (i) et (2) et
remplacé a, 6... -7- •••-7-^ par leurs valeurs données en <, on est
conduit à une équation dérivée linéaire du second ordre entre ^ et (, dont rintégrale fera connaître le mouvement du point relativement à la courbe, ou le mouvement relatif. Le mouvement absolu se détermine en remplaçant (x', y\ z') par leurs valeurs en t dans (2), et la pression N s'obtient en additionnant les équations (3) après les avoir élevées au carré et après avoir remplacé (j/, y', jz'} par leurs valeurs en I.
Si, par exemple, on demande le mouvement relatif d'un point pesant le long d'une courbe plane et verticale qui se meut en conservant ses axes (X', V) parallèles aux axes fixes (X, Y)^ on posera
et l'équation du mouvement apparent devient /rfV dH\ . /dV d«n\
Supposons que la eourbe directrice du point pesant obéisse elle-même avec les axes (X', Z') i l'action de la pesanteur sans tourner, on aura
et l'équatiou précédente devient
t/dv' == 0 d'où t/ =3 const.
On voit que le mouvement relatif du point sera un mouvement uniforme le long de la courbe.
Quand l'origine mobile a un mouvement rectiligne et uniforme dans une direction quelconque, les axes (X^ Z') restant parallèles i(
dH d*n eux-mêmes, les dérivées -r-r» -rr sont nulles et on trouve
dl* ar
qui apprend qu'alors le mouvement relatif est le même que s'il était absolu.
Enfin, si la courbe a un mouvement de rotation autour de l'axe des Y' confondu avec l'axe fixe Y, on posera
X = aa/ -*- cz', X = j/ cos a — z' sin a ,
ou plutôt z = a'V-i- cV, z = a/ sin a -H z' cos a ,
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d'où
d'x --= rfac' cos a — rfz' sin a ,
rf'c tf= dx' sin a -t- dz' cos a,
et réqualion du mouvement relatif en (a/, jz', <] du point pesant m indiquée plus haut devient, en remarquant que / et n restent constants,
dt,
^da/-H ^dz'=-. jdz'H- (x'rfx'+z'rfz')r~Y-f-(2'dx'— a/rfz')^
d*a Quand le mouvement de rotation de Taxe des X' est uniforme, «rv ^^^
ai*
nul. En désignant par v' la vitesse relative et intégrant depuis vj
jusqu'à v', on trouve
v'» - Va'* = 29 (ft -- z) -H ««(a/* -+- z'«) = 23 (A — z) -*. co« (/» — t') ,
dans laquelle o) est la vitesse de rotation, / et /<, les distances à Taxe de rotation, et h — z la hauteur totale et absolue de la chute du point mobile. En désignant par (x^', zj) les valeurs initiales de {x\ z'), on a
h c=a xj sin a -h zJ cos a, z = a/ sin a -+- z' cos a ,
et en substituant on trouve aussi
v'* — Vo'' = &)• (/' — /o') -H âjf (Xo' sin ao -4- zj cos ao),
— 2gf (x' sin a -4- z' cos a ).
On est conduit à un principe général pour la détermination des mouvements relatifs d'un point matériel en remarquant que le déplacement des axes mobiles modifie le mouvement du point mobile et par conséquent produit le même effet qu'une certaine force F agissant directement sur le point; si donc on détruit cette force en introduisant une force F' égale et contraire, le point cessera d'être entraîné par les axes mobiles (X', Z') bien que ceux-ci conservent leur mouvement, et ils se comporteront par rapport au point comme s'ils étaient fixes, et comme si le point n'était mû que par la force motrice proprement dite P. L'équation des forces vives, qui alors deviennent des forces vives absolues, prend la forme
mu'« — muo'* = 2 / Prfp -4- 2 / T'rfC qui fait voir que pour avoir la force vive par rapport aux axes
mobiles, il faut ajouter à la quantité d'action f Pdp de la force ^notrice prise par rapport aux axes (X\ Z'), la quantité d'action fVdf prise par rapport aux mêmes axes^ d'une force égale et opposée à celle qui animerait le point si la force P n'existait pas ou si le point était invariablement lié aux axes (X^ Z'}.
En désignant par mi2'^ la force vive engendrée par la force T^ il vient
mû'«-mî2.« = 2/rd(',
cl Ton trouve
fwt/« — mvj^ = 2/Prfp + mi2'* — mQJ^.
Le problème précédent vérifie ce résultat, car la vitesse de rotation eo de la figure autour de Taxe Y' a pour effet de communiquer au point m la vitesse cùI et la quantité de force vive mu*/^ — mco^/o'. Cette quantité mi2* — mQJ^ se nomme force vive de l'entrainement.
Lois de Kepler dans le mouvemeut des planètes. Principe de la gravitation universelle. — Mouvement des satellites autour des planètes. — Masse des planètes. Masse de la terre. — Densité moyenne de la terre. Méthode de Bouguer. Méthode de Cavendisch.
i37. Lois de Kepler dans le mouvement des planètes. Principe de la gravitation universelle. — Le mouvement curviligne que prennent autour du soleil tous les corps de notre système planétaire prouve qu'ils obéissent à certaines forces qui les font dévier à chaque instant de leur direction rccliligne. Si ces forces nous étaient connues, la détermination des mouvements des corps célestes ne dépendrait plus que de la solution d'un grand problème de mécanique. Mais rien ne nous fait connaître à priori leur direction et leur intensité, et elles ne laissent d'autres traces de leur présence que les effets qu'elles produisent; c'est donc dans ces effets mêmes, c'est-à-dire dans la nature et les lois du mouvement des planètes qu'il faut chercher les données nécessaires pour remonter à la cause invisible qui maintient les planètes dans leur orbite.
Les lois générales de ces mouvements, découvertes par Kepler, sont éminemment propres à cet usage. Cet astt'onome^ par une longue suite d'observations, reconnut que les mouvements des planètes autour du soleil sont assujettis à certaines lois géométriques connues sous le nom de lois de Kepler, et qui consistent en ce que : {''tes orbites
réelles ou apparentes des planètes sont des courbes planes^ et les aires décrites autour du soleil par les rayons vecteurs des planètes sont proportionnelles aux temps employés à les décrire.
2^ Les orbites réelles ou apparentes sont des ellipses dont le centre du soleil Dccupe un des fo y ers.
o"" Les carrés des temps des révolutions des planètes sont sensiblement proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites.
Remarquons que ces lois sont prëcisémeal celles que nous avons trouvées (N**' i20 et 121) pour le mouvement d'un point matériel attiré par un autre point fixe ou mobile, avec une force inversement proportionnelle au ciirré de la distance. Kepler et les astronomes con* tcmporains ne virent pas immédiatement tout le parti qu'il était possible de tirer de celte découverte qui resta longtemps stérile ; il était réservé à Newton de déduire de ces données la loi de l'attraction du soleil sur les planètes, et par suite, en généralisant, le principe de la gravitation universelle. Examinons par quelle série de raisonnements il arriva à une semblable conclusion.
D'après la première des trois lois de Kepler, le mouvement d'une planète autour du soleil se fait de manière que les aires apparentes décrites par son rayon vecteur, sont proportionnelles aux temps employés à les décrire. Il résulte de là (N** il 6] que«la force relative qui agit sur la planète est nécessairement dirigée vers le centre des aires, c'est-à-dire que la force est dirigée vers le centre du soleil fixe ou mobile.
La deuxième loi de Kepler apprend que les orbites réelles ou apparentes des planètes sont des ellipses dont le soleil occupe l'un des foyers. 11 suit de là que, si l'on désigne par r' le rayon vecteur de la planète, par co l'angle qu'il fait avec le grand axe 2a de Tellipse, et par e l'excentricité ou le rapport de la distance des foyers au grand axe, on a d'après l'équation polaire de l'ellipse,
i -H e cos 0)
Mais si l'on désigne par R' l'action mutuelle du soleil et de la planète ayant des masses M et m, on a vu (N"" il 7) que l'équation des forces vives dans le mouvement relatif donne
t/« — v'o' = 2 -— / R'rfr', ou ( — ) — t?'„* = 2 -— /RV/r'
Mm ^ ' \dtj Mm ^
dans laquelle dr^ est la différentielle du rayon vecteur r'. On sait par la théorie des courbes polaires, que Ton a
cl si Ton tire de Téquation polaire de Fellipse la valeur de dr' en éliminant cos (ù, il vient
réquation des forces vives devient ainsi
/dw\* r" / r'\ M -4- w
\d(/a(l— e*)\ ay Mtw -^
On a vu aussi dans la théorie des courbes polaires que l'aire élémen-
taire comprise entre deux rayons vecteurs consécutifs est-Wr/eo; en
désignant donc par G le rapport constant des aires décrites aux temps employés à les décrire, la première loi de Kepler fournit l'équation suivante :
ce qui réduit l'équation des forces vives à la suivante :
aH-e*)\/ a) """^ Mm •^"'" ' et si Ton différentie les deux membres, il vient enfin
4C« Mm i
d'où l'on conclut que l'attraction doit être inversement proportionnelle au carré de la distance r\ Le signe négatif de R' indique que cette force est dirigée vers le centre d'attraction, c'est-à-dire, vers le soleil. En divisant la force motrice R' par la masse m de la planète, on a pour expression de la force accélératrice ou de la force attractive que le soleil exerce sur l'unité de masse de la planète et a l'unité de distance,
On conclut de la troisième loi de Kepler que cette force attractive a la même intensité pour toutes les planètes; en effet, pour une autre planète m' elle sera représentée par
et comme G et G' sont les rapports constants entre les aires décrites et les temps employés à les décrire, ils représentent aussi les rapports entre les aires des ellipses entières et les temps T et T' des révolutions; on a donc
ti s=a — , C = ■ =;; »
ce qui fait prendre aux expressions des deux forces les formes
• 47r' -— et n : 47r* -— j
et ces forces sont égales, puisque la troisième loi de Kepler^ qui n'est qu'approchée, donne
ou plus exactement,
qui ne diffère de l'autre que d'une quantité insensible , à cause de la petitesse de m et de m' par rapport à M pour tous les corps de notre système planétaire. D'où l'on conclut que la force émanant du soleil qui retient les planètes dans leur orbite, est d'égale intensité pour des masses équivalentes placées à des distances égales, et est proportionnelle aux masses sur lesquelles elle agit, comme la pesanteur k la
surface de la terre. En représentant par K le facteur-- —qu'on
M -t- fit 1'
vient de voir être invariable pour toutes les planètes, l'attraction du
KMfM
soleil sur la planète devient — —• K se nomme le coefficient de la
gravitation universelle.
11 est à remarquer, i« que les lois de Kepler s'étendent au mouvement des comètes autour du soleil et au mouvement des satellites autour des planètes; 2° que l'on n'a pu rendre compte de certaines
perturbations observées dans le mouvement des planètes, qu'en les supposant soumises entre elles à des attractions mutuelles du même genre que celles qu'exerce le soleil sur les planètes; et 5® que l'expérience a fait reconnaître que deux corps placés à la surface de la terre s'attirent aussi mutuellement avec une intensité proportionnelle à leur masse et inversement proportionnelle au carré de leur distance. On est ainsi conduit à considérer tous les corps qui existent dans l'univers comme doués d'une force d'attraction sur les autres corps, dont la pesanteur n'est qu'un cas particulier et dont l'intensité est proportionnelle à la masse attirée et inversement proportionnelle au carré de sa distance.
Telle est la force qui régit le mouvement des astres comme celui du moindre corps terrestre, et en soumettant son action au calcul, toutes les lois du système du monde ne sont plus que des conséquences du principe d^attraction ou de la gravitation universelle,
438. Mouvement des satellites autour des planètes, — Nous avons dit que le mouvement d'un satellite autour de sa planète suit les mêmes lois que le mouvement d'une planète autour du soleil. Cela serait rigoureusement vrai si le satellite n'était soumis qu'à la seule attraction de sa planète; mais outre cette force attractive, il éprouve, ainsi que la planète, l'action du soleil qui altère plus ou moins son mouvement elliptique. Les équations différentielles du mouvement du satellite s'obtiennent de la manière suivante :
Soient M, m, m! (fig. 97) les masses du soleil S, de la planète P et
du satellite s, concentrées au centre de ces sphères, R, R', r les
distances de la planète au soleil, du satellite au soleil et du satellite
à la planète. Par les centres du soleil et de la planète faisons passer
des axes rectangulaires parallèles et de direction invariable, quoique
mobiles, et désignons par (x, y, z) et (j/, y', z!) les coordonnées de la
planète et du satellite par rapport au soleil; xf — x, i/ — y, z' — z
seront les coordonnées du satellite par rapport à la planète. Les
actions mutuelles du soleil et de la planète, du soleil et du satellite
,. , , , , , , KMm KMm! ,
seront, daprès le numéro précèdent, — „t- et ^.^ > les lorces 7 1 R^ R''
relatives qui agissent sur la planète et sur le satellite deviendront (fin
. ^T ,-.xM-+-w KMm M-t-m' KMm'
du NMi6 — -r- et — -^rj^- , et les composantes
suivant les axes de ces forces auront pour valeurs
— Km(M -+- w)^, — Km(M -♦- wi)-^> — Km(M -^ *^)ke^
-K»n'(M+m')^. - K»i'(M -h m')^, -Km'(M + m')^.
D*un autre côte, les actions mutuelles du satellite s sur la planète P, et de la planète P sur le satellite s sont — ^ dont les composantes parallèles aux axes sont
af — X if — V ^ — z
Kmm! -— , Kmm- — r-^ i Kmm' — -— »
••3 mmO tmo
__ Krnm' — -— , — K mm' ^ — — =^ » — Kmm' — -— ;
on a donc pour les équations du mouvement relatif de la planète et du satellite par rapport au soleil ,
m -T-r= — Km (M -4- m)— - -i- Kmm' — - — y m^= — Km(M + m) J^ -i- Kmmf^^^ ,
rf'z z z' "~~" z
m -7^= — Km(M -*- m)—- + Kmm' — -- (4)
d^j/ ûif fl/ ""^ X
m'— = - Km' (M + m') — -Kmm'— ^ ,
m'^'= — Km'(M + m') 1^ — Kmm'^-=1^ , dt* R' r^
m'^ = - Km' (M + m') — — Kmm' — -^ (2)
Ces six équations, lorsqu'elles seront intégrées, feront connaître X, y, z, a/, y', 2' en fonction de t, c'est-à-dire qu'elles fixeront à chaque instant la position de la planète et de son satellite par rapport au soleil. Ce problème est connu sous le nom de problème des trois corps. Ces intégrations, qui ne peuvent d'ailleurs se faire que par approximation, nous écarteraient trop de notre but pour que nous puissions nous y arrêter; nous nous bornerons à tirer quelques conséquences générales des équations différentielles mêmes. Remarquons d'abord que la présence du satellite altère le mouvement
<!c la planète aulour du soleil; car les équalions du mouvement de la planète privée de satellite seraient :
d*x X cPy , y
'''IF Km(M-i-i«)-, m^=~Km(M + m)|-3,
mais cette altération est fort petite, puisque le terme qui a disparu
dans la valeur de m-i-^» etc. contient le facteur m et que la masse
ar
d'un satellite est extrêmement petite en comparaison des masses M
et m du soleil et de ta planète; de sorte que la présence du satellite
ne fera dévier la planète que très peu de sou orbite elliptique.
Pour ce qui concerne le satellite, remarquons que s'il n'avait été
soumis qu'à l'attraction — - — de sa planète, comme les composantes
relatives de cette force sont — Km' (m -h m') — - — etc., etc., les
équations de son mouvement relatif auraient été, attendu que af — a;, y' — y, 2' — Zj sont les coordonnées du satellite rapportées au centre d'attraction qui est la planète,
di [jI — x\ x' — X
iW ^^, ^ = — Km' (m H- m') — — ,
dilz'-^z) z^--z
m'— i-j— ^=» - Km' (m ^- m')
rft« ' ' r
ou bien
rfV d^z zf'-z
Si l'on retranche membre à membre les équations (1) de (2) après avoir supprimé les facteurs m et m', il vient
d*a/ rf'x . 0^ — X .. ocf 'X
d'y' cr-y
(il* dt^
= etc.... (4)
qui diffèrent essentiellement des précédentes (5); le mouvement du satellite autour de la planète est donc altéré par l'attraction du soleil, ce qui du reste devait évidemment arriver; mais il est facile de voir que cette altération n*est aussi que fort petite; car la distance Ps étant pour tous les satellites connus, fort petite relativement aux distances PS et aS, l'attraction relative exercée par le soleil sur l'unité de masse du satellite se confond en grandeur et en direction avec celle qui est exercée sur Tunité de masse de la planète, c'est-à-dire que les composantes suivant les axes de ces deux forces sont sensiblement égales; or ces deux forces relatives ont, d'après ce qu'on vient de voir, pour composantes rapportées aux unités de masse des deux corps ,
K(M-H m) — etc., etc., et K(M-i-m')— -etc., etc. ; les équations(4) R R
ne diffèrent donc que très peu des équations (5); d'où il résulte que
le mouvement relatif du satellite autour de sa planète ne diffère que
très peu de ce que serait ce mouvement si la planète et son satellite
existaient seuls dans l'espace, c'est-à-dire que ce dernier décrit, à
fort peu près, une ellipse dont la planète occupe un des foyers.
Les différentes planètes, comme on l'a déjà dit, exercent aussi les unes sur les autres et sur les satellites, des attractions qui se combinent avec celle du soleil. Ces actions sont constatées par les perturbations qu'elles produisent dans le mouvement elliptique; de sorte que le mouvement elliptique des planètes et des satellites ne doit être considéré que comme une première approximation, qui devra subir ensuite des corrections nombreuses , mais en général assez petites, dont la détermination, analogue à celle que nous venons d'indiquer pour un satellite, fait un des principaux objets de la mécanique céleste.
i59. Masse des planètes. Masse de la terre, — Le principe de lu gravitation universelle conduit facilement à la détermination des rapports entre les masses des planètes qui ont un satellite et celle du soleil; en effet, on tire de la valeur de K (N" 137),
On a vu aussi que le satellite se meut autour de la planète à fort peu
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près comme la plaoète autour du soleil, et que par conséquent, en représentant par qI et T' le demi grand axe de Torbite du satellite et la durée de sa révolution, on doit avoir
Ces deux équations donnent
m-^-m' tt'^T*
et, comme la masse d*une planète est fort petite relativement à celle du soleil, ainsi que celle du satellite relativement à sa planète, l'équation précédente se réduit sensiblement à
qui donne le rapport cherché.
Cette méthode est peu exacte pour déterminer la masse de la terre, parce que la masse de la lune est trop considérable pour qu'on puisse négliger m! devant m. La connaissance de la pesanteur à la surface de la terre fournit un autre moyen plus précis pour mesurer sa masse; en désignant par r le rayon de la terre supposée sphérique et homogène, l'attraction que sa masse m qu'on peut concevoir concentrée dans son centre, exerce à la distance r du centre sur l'unité de masse, est, comme on sait, représentée par
Km
or, cette attraction qui n'est autre chose que la gravité à la surface de la terre, corrigée de l'efTet de la force centrifuge, est donnée par l'expérience (N"^ 126); si donc on la désigne par G, on aura
Kw ^ r*
d'un autre côté, la révolution de la terre autour du soleil étant sensiblement la même que si la lune n'existait pas, ainsi qu'on l'a vu au N"" 138, conduit à la relation
K(M -Hm) = 47:'-;
on a donc en éliminant K,
m "" Gr«T« On a trouvé de cette manière,
Connaissant le rapport de la masse de la terre à celle du soleil , il est facile de trouver le rapport de la masse d'une planète quelconque a celle de la terre; car pour une planète quelconque t^i' on a
et en remplaçant K par sa valeur tirée de l'expression précédente de G,
"m~"Gr*r«"~m'
La masse de la lune se déduit de son action sur les eaux de la mer dans les marées, et celle des autres satellites résulte des perturbations que produit leur attraction sur les autres satellites.
140. Densité moyenne de la terre. Méthode de Bouguer. Méthode de Cavendisch. — Cette formule donnerait les masses de toutes les planètes, si celle de la terre était connue. Cette dernière a été déterminée en observant les déviations qu'un fil à plomb éprouve dans le voisinage d'une baute montagne, par suite de l'attraction que sa masse exerce sur la masse du fil à plomb. Soit aBO (fig. 98) la verticale élevée en un point fi de la surface de la terre, au pied d'une montagne M; si au point a on suspend un fil à plomb, ce fil qui, sans ce voisinage, suivrait la verticale afi, s'inclinera vers la montagne et prendra la position am, à cause de l'attraction que celle-ci exerce sur la masse de plomb m, attraction qui^ d'après ce qu'on a vu en Statique (N* 101), est dirigée vers son centre de gravité G. Connaissant par l'observation l'angle de déviation Bam on en déduit le rapport de la masse de la terre à la masse de la montagne donnée par l'observation ; en effet, si l'on conçoit le point m joint au centre de la terre par la verticale mO et au centre de gravité G de la montagne, par la droite mG, la résultante des deux attractions dirigées sui-
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vant mO et mG devra, dans l'état d'équilibre du fil à plomb, être dirigée suivant am; en représentant donc par M la masse de la terre, par m celle de la montagne, par p la masse de plomb placée en »(, par r le rayon mO de la terre et par l la distance mG du lieu d'observation au centre de gravité G, les attractions suivant mO et mG
KaM Kam seront -^-r— et —^ — > et 1 on aura
,, : -~~ == sin AmO : sin AmG, /• r'
d'où l'on tire, en représentant par a l'angle amG qu'on détermine par l'observation, et par e l'angle AmO qui, à cause de la longueur de mO, est égal h l'angle de déviation AaO ,
M r' sin a
m /* sin e
Cette équation fait connaître la masse de la terre, connaissant la masse de la montagne. On déduit de là la densité moyenne de la terre; car en la désignant par D, par d celle de la montagne dont on connaît la constitution, et par V et v les volumes de ces deux masses, il vient
M = VD, m = vrf, et par conséquent
D r^v sin a Z v sin a d l*V sin e 4 tt/V sin e
Bouguer a trouvé de cette manière que la densité moyenne de la terre est égale à environ 5 fois celle de l'eau,
La densité moyenne de la terre a été déterminée avec une plus grande précision par un autre procédé dû à Cavendisch. A un fil vertical très délié, suspendons par le milieu A (fig 99) et dans une position horizontale, une verge BB' terminée par deux sphères métalliques identiques B et B'. Cette verge abandonnée à elle-même et n'obéissant qu'à la force de torsion du fil, s'arrêtera dans une certaine position BB', et si on l'en écarte, elle y reviendra en faisant une suite d'oscillations ducs à l'action de la torsion qu'aura éprouvée le fil de suspension. Concevons que Ton place deux sphères métalliques égales et de même matière D et IV dans des positions identiques, de manière que les centres soient placés à des distances égales BD et B'D' prises
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sur les perpendiculaires horizontales élevées aux deux extrémités B et B' de la verge BB'; les attractions exercées par les masses m de ces sphères sur les masses [i placées en B et B', feront dévier la verge BB' qui tournera autour du point A et s'arrêtera dans une position voisine CC, pour laquelle l'attraction de D et IV fera équilibre h la force de torsion du fil de suspension, force qui, quand elle agissait seule, tendait à ramener la verge CC dans la position BB'. Si Ton replace la verge CC dans la position BB' et qu'on l'abandonne ensuite à elle-même, elle fera une suite d'oscillations dont la durée et l'amplitude vont nous faire connaître le rapport de la masse m à la masse de la terre; en effet, considérons le mouvement de l'un des deux points B ou B', de B par exemple, et supposons que ce point se meuve dans la perpendiculaire BD , ce qui est permis , vu la petitesse des oscillations. En représentant par x la distance du centre de la masse (i au point fixe B à une époque quelconque du mouvement et par a la distance BD , l'attraction de [i sur m sera à une époque quelconque,
Kfxm
si donc 0) est l'effort que fait la force de torsion du fil pour ramener la masse fx à sa position B^ on aura pour l'équation du mouvement de la masse /x,
d^x K juim
L'attraction de la sphère D sur la sphère B' est ici négligée comme n'ayant qu'un effet insensible.
L'expérience apprend que la force o) est proportionnelle à l'angle de torsion, en sorte que si e est l'angle que fait à une époque quelconque la verge avec BB', la valeur de la force de torsion go sera de la forme 12e. D'un autre côté, on a évidemment, r étant la distance CA,
X = rt; l'équation du mouvement devient donc
dh Km Qe
dt* (a — r£)« ij.
ou, en développant en série la fraction ^r et en se bornant aux
(a — rs)*
deux premiers termes^ parce que rz est très pclit en comparaison de a.
dhKm /Û 2Km\
Le facteur binôme qui multipliée, est toujours positif; car il est visible que la valeur de Tangle e correspondant à la position où la force de torsion fait équilibre à la force d'attraction , s'obtient en égalant à zéro la force motrice totale ou en posant
Km
[Cm __ /^ 2K»i\ ^ _
et comme cette valeur de e doit être visiblement positive, il en résulte que le binôme ne peut être que positif, Téquation est donc de la forme
L'intégrale de cette équation différentielle du premier degré et du second ordre, à coefficients constants, est
e =zL^ -^ C sin qt h- C cos qt.
Si on détermine les constantes G et G' par la condition que lorsque le temps ( commence, c'est-à-dire à l'époque initiale, l'angle variable e
et la vitesse -7- ou r -r sont nuls, il viendra dt ai
£ = ^ — i--cosot=»^(i —cos on»
qui fait connaître la loi du mouvement de la verge BB'. Il est visible que celle-ci prend un mouvement oscillatoire qui s'étend depuis s =^ 0
p' jusqu'à £ = 2^9 c'est-à-dire que l'amplitude des oscillations est
»* 2— que nous désignerons par a; quant à la durée isochrone V d'une
oscillation, elle est donnée par
COS <!('== — i, d'où g(' =» TT et r = - •
Supposons que Foo ait observé cette amplitude a et la durée ('; on aura en remplaçant p et q par leur valeur,
Rmi
" - - ii 2Km '
2Ktn 7r«
d'où, en cliininant ii ,
SRm
mais on a vu plus haut que Ton a, M étant la masse de la terre, R son rayon et G la pesanteur telle qu'elle serait sans la rotation ,
KM
Si Ton tire de là la valeur de K pour la substituer dans l'équation précédente, il viendra enfin
m""2GRV*'
qui fait connaître le rapport entre la masse m et la masse M de la terre et par suite, le rapport entre les densités. Gavendisch a trouvé ainsi que la densité de la terre est égale à 5 7a fois celle de l'eau.
.Mouvement d'un syslômc de points matériels liés entre eux d'une mnnièpc quelconque. Principe de D'Alembcrt. — Principe de D'Alembert modifié pour le cas d'une percussion. — Applications à différents exemples.
14i. Mouvement (Vt/n système de points matériels liés entre eux d'une manière quelconque. Principe de D'Alembert. — Le problème général de la dynamique consiste à déterminer le mouvement des différents points matériels d'un système, connaissant les forces dont chacun de CCS points est animé, ainsi que les liaisons inextensibles ou variables qui existent entre eux. 11 est visible que le mouvement effectif de chaque point est produit par la résultante des forces motrices qui agissent sur lui, et des forces intérieures qui naissent des liaisons; si donc on pouvait déterminer les valeurs et les directions de ces forces intérieures, on pourrait considérer chaque point matériel comme isolé et poser les équations différentielles de son mouvement comme on Ta vu aux chapitres Xlll et XIV. Cette marche a Tinconvénient d'exiger le plus souvent une méthode différente pour la mise en équation de chaque problème; mais une remarque fort simple conduit ù une solution générale et uniforme pour toutes les questions de dynamique. Considérons un système de points matériels m, m\ m", etc. soumis & Taction de forces motrices et à certaines actions mutuelles résultant soit des attractions entre ces points, soit de leurs liaisons par des fils extensibles ou inextensibles. Appelons ces dernières, forces intérieures du système, pour les distinguer des forces motrices
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proprement dites, que nous appellerons forces extérieures; le mouvement de chaque point matériel résultera de la combinaison des forces intérieures et extérieures auxquelles il est soumis; de sorte que sa réaction sera toujours égale et opposée à la résultante de celles-ci, et par conséquent il y aura à chaque instant équilibre autour de chaque point entre les forces extérieures, les forces intérieures et les réactions dues à rinertie. En réunissant tous les systèmes de forces en équilibre autour de chaque point du système, on voit qu*i7i/ a équilU bre au moyen des liaisons entre toutes les forces extérieures, les forces intérieures et les forces d'inertie ^ puisque la réunion de plusieurs groupes de forces en équilibre forme évidemment un système en équilibre.
Si les liens qui unissent les points du système sont inextensibles, la relation précédente se simplifie, car les forces intérieures se présentent alors par couples de forces égales, opposées et agissant aux deux extrémités de droites inextensibles; elles se font donc équilibre deux à deux et Ton est alors conduit à cette propositon : dans un système de points matériels en mouvement à liens inextensibles, il y a à chaque instant équilibre par l'intermédiaire des liaisons^ entre les forces extérieures qui agissent sur le système et les réactions dues à l'inertie.
Si quelques uns des points matériels étaient assujettis à demeurer sur des surfaces ou sur des courbes données, ces surfaces ou ces courbes exerceraient contre les points matériels des pressions normales qu*il faudrait ranger parmi les forces extérieures qui concourent h réquilibre précédent.
On a vu plus haut que dans un système quelconque en mouvement, il y a nécessairement équilibre entre les forces extérieures, les forces intérieures et les réactions, et Ton vient de voir que dans un système dont les liens sont inextensibles, l'équilibre existe entre les forces extérieures et les réactions. En rapprochant ces deux propositions, on est conduite ce principe, du reste évident, qu't7 y a équilibre dans ces derniers systèmes, entre les forces intérieures qui naissent des liaisons, c'est-à-dire entre les tensions intérieures.
Ces conditions d'équilibre mises en équations et jointes à celles qui expriment les divers modes de liaisons, font connaître toutes les circonstances du mouvement de chaque partie du système.
Il est visible que les équations du mouvement d*un point matériel unique, données aux chapitres XII et XIII ne sont qu'un cas particulier des précédentes, puisqu'elles ne font qu'exprimer l'égalité de la
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force motrice et de la force d'iaertie appliquées à un même point.
C'est à D*Alembert que Ton doit la remarque importante qui précède, et qui a Tavantage de transformer toute question de mouvement en un problème d'équilibre. On lui a donné le nom de principe de D'Alembert. Ordinairement on le présente sous une forme un peu différente : R étant la force qui devrait agir sur un des points m pour lui communiquer le mouvement effectif qu'il prend par suite de ses liaisons , on sait que la force d'inertie est égale et opposée à R et si l'on nomme cette force R force effective^ le premier énoncé du principe pourra être remplacé par le suivant : il y a à chaque instant équilibre entre les forces motrices intérieures et extérieures et les forces effectives^ ces dernières étant prises en sens inverse. Lorsque les liens intérieurs sont inextensibles, les forces intérieures disparaissent et alors t7 y a équilibre entre les forces motrices extérieures et les forces effectives prises en sens inverse. Enfin si dans le cas de liens inextensibles, on décompose autour de chaque point, la force motrice extérieure en deux autres forces dont l'une soit la force effective ellemême, et si l'on appelle force perdue la deuxième composante qui se trouve ainsi entièrement déterminée , la première composante sera détruite par la force effective prise en sens inverse, et le dernier énoncé pourra être remplacé par celui-ci :il y a équilibre à chaque instant entre toutes les forces perdues.
Ce dernier système de forces en équilibre est identique avec celui mentionné plus haut, des forces intérieures provenant des liaisons inextensibles; car si P est la force motrice (fig. 100] qui agit sur le point M, T la force intérieure provenant de la liaison du point M à un autre point du système, R la résultante de P et T, R sera la force effective, et il est visible que si l'on décompose P en deux autres forces Ma, Me' dont l'une soit la force effective R, la seconde composante Mcf = T nommée force perdue, est égale et opposée à T et n'est par conséquent que la tension du cordon qui aboutit au point M. Il est donc indifférent de dire que les forces perdues ou que les forces intérieures provenant des tensions délions inextensibles, se font équilibre.
142. Principe de D*Alembert modifié pour le cas d'une percussion. — Le principe général énoncé plus haut serait encore vrai si pendant le mouvement il s'opérait des changements brusques dans les vitesses par suite de percussions simultanées soit entre les points matériels du système soit entre ceux-ci et des corps extérieurs; on sait, en effet, que les percussions développent de véritables forces motrices
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auxquelles s'applique par conséquent tout ce qui a été dit au numéro précédent cl qui ne diffèrent des forces motrices ordinaires qu'en ce qu'elles sont incomparablement plus considérables, ce qui est cause que 9 quoique n'agissant que pendant un temps très court, que nous supposerons égal pour toutes, ce temps leur suffît pour engendrer des vitesses et par suite, des réactions finies. Pendant ces percussions tous les corps choqués se compriment plus ou moins; il faut donc considérer le lien fictif suivant lequel se transmet l'action mutuelle pendant la percussion, comme variable de longueur ou élastique, et il y aura à chaque instant équilibre entre les forces extérieures, les forces intérieures et les forces d'inertie , en rangeant parmi les forces extérieures celles qui résultent des percussions contre des obstacles ou des corps extérieurs, et parmi les forces intérieures celles qui naissent des percussions entre les corps du système ; or la durée extrêmement petite des percussions permet de simplifier le système de ces forces en équilibre; en effet dans l'instant qui précède le moment où commencent toutes les percussions , il y a équilibre entre les forces intérieures, les forces extérieures et les forces d'inertie telles qu'elles sont à cet instant. Immédiatement après la percussion, il y a encore équilibre entre les forces de même nom ; or pendant leur durée extrêmement petite, à ces forces intérieures et extérieures, et à ces forces d'inertie sont venues se joindre les forces engendrées par les percussions , sans que les forces motrices proprement dites aient eu le temps de changer de grandeur; il est donc visible que le système en équilibre après les percussions se composera du système tel qu'il était avant, augmenté des forces de percussion et des forces d'inertie qu'elles engendrent, et si l'on supprime dans ce second système les forces primitivement en équilibre, on voit qu'il y a équilibre entre les percussions ou plutôly entre les forces motrices qui leur servent de mesure et les forces d'inertie qu'elles déterminent.
i4d. Applications à différents exemples — Appliquons les principes précédents à la solution de quelques problèmes de dynamique.
Proposons-nous de déterminer le mouvement de deux points matériels pesants m et m' (fig. 101), liés par un fil mKm' flexible^ inextensible et sans pesanteur, ces points étant assujettis à glisser sur deux droites AB et AC renfermées dans un plan vertical et le fil devant glisser sur une poulie placée au point de rencontre A des deux droites.
Si m et m' sont les masses de ces deux points et a et |3 les inclinaisons B et C des deux droites sur l'horizon fiC, en désignant par v la
vitesse avec laquelle le point m descend le long de AB, sa force
dv d*lnertie sera m -r- agissant dans le sens fiA et comme la vitesse de m'
dt
est la même que celle de m, mais dirigée de G vers A, la force d'inertie
dv de m! sera aussi m' -7- dirigée dans le sens AG. D'après le principe de
D'Alembert modifié pour les systèmes à liens inextensibles, il y a à
chaque instant équilibre entre les forces intérieures ou les tensions
qui naissent des liaisons; les tensions des cordons Am' et Ain passant
sur une poulie doivent donc être égales; or la tension en m est égale
à la composante du poids mg dans le sens AB ou mg sin a diminuée
dv de la force d'inertie ni—y parce que celle-ci agit en remontant. La
tension en m' est de même m'g sin (3 + w'-j-; on a donc pour condition d'équilibre des forces intérieures, ou pour équation du mouvement du système,
dv , . o ,dv mg sin a, — wi-7- = mg sin p -h m' -7- >
d'où
dt? /m sin a — m' sin 13\
ci en intégrant et représentant par xla distance Am,
dx nt sin a — m! sin S
t; ou -r- = 5f ; -t-^C
dt m H- m'
1 m sin a — m'sinâ. ^ ^ X = - 0 ; ^ «« -h et 4- D.
Ges valeurs comparées à celles obtenues (N** 110) pour la chute des corps pesants, font voir que les lois du mouvement du point m sont les mêmes que celles d'un point matériel pesant tombant verticalement en vertu de la pesanteur, l'intensité g de la gravité étant réduite à
nt sin a — m' sin S
dv On obtient la tension du fil mkm! en remplaçant -r- par sa valeur
dans Tcxprcssion difîdrcnlielle nig sin a — m— de celle Icnsion, el on trouve
q :(sin a -h sm p).
On voil que celte tension est constante pendant toute la durée du mouvement.
Si les deux droites deviennent verticales, le système se réduit h deux points matériels suspendus verticalement aux extrémités d'un cordon passant sur une poulie, et les intégrales précédentes deviennent, en supposant nulles la vitesse initiale et la valeur initiale de x,
v«o -t a? = --a tP
qui apprennent que le point m descend verticalement de la même manière que s'il obéissait librement à la gravité, Tintensité de
celle-ci étant diminuée dans le rapport de q à q , • On voit par
là qu'en prenant les masses m et w! peu différentes entre elles, on pourra ralentir autant que Ton voudra leur mouvement, ce qui permettra d'en observer toutes les circonstances pour en déduire les lois de la chute des corps graves. C'est cette remarque qui a donné lieu à la construction de la machine d'Atwood.
Si dans le problème précédent, le fil était extensible, l'équilibre aurait lieu entre : 1"» les forces extérieures, c'est-à-dire la gravité ma et la pression mh de la droite contre le point, 2"^ les forces intérieures ou la tension T du cordon mÂm' et Z^ les forces d'inertie; or la résultante du poids ma et de la pression mh est md qui est
égale à mg sin a, et l'inertie est encore — m -y- ; les forces qui agissent
en m sont donc mg sin a, — w -7- , et — T dirigéessuivantAnt. De même
en désignant par t/ la vitesse de m'j la force qui agit en m' est aussi
ni'^sin (3 — m'— T', 1/ étant différente de v parce que le fil n'a plus
une longueur invariable. Comme un ressort tendu est également tiré par les deux bouts, et que l'équilibre n'est possible entre ces deux
groupes de forces lices par un fil extensible, qu'en admettant que l'équilibre a lieu dans chaque groupe, on doit avoir
T = T', tng sin a — m ^— T = 0, m'g sin p - m'-^ T' = 0.
On tire des deux dernières
dv , . n ,cft/
tng sin a — m-r- = m g sin p — ^« "7">
ut uv
mais d'un autre côté , si l'on désigne par xf la distance m'A et qu*on suppose la tension du fil proportionnelle à son allongement, { étant la longueur totale du fil quand il n'est pas tendu et jx le coefficient de Textensibilité ou l'allongement de l'unité de longueur du fil soumis h une tension égale à l'unité, on aura aussi
X -t- a/ = / -4- iiCï = 1 -¥- (dlmg sin a, — m -j- j
d'où l'on tire en différcntiant par rapport au temps,
rf*x rfV , d^v dv dv' , d^v
_+_.= _„i,„_, ou _H--=-f./m— .
dv' Si l'on élimine — entre cette équation et la première, il vient
dv ulmm' dH _ m sin a — m' sin j3 cPo ^ _ n
rfe'^'m-f-m' dF^^ m-^.m' ^" IT^'^ dt'^ ' .
dont l'intégrale fera connaître v en fonction de f ; et en remplaçant v
dx par-7-> une nouvelle intégration donnera x en fonction de t. Cette
équation linéaire et à coefficients constants a pour intégrales v = D -+- Bf -*- M |/Â cos -— - -*- N j/Tsin
x = E -^ Dt-f--B^^-f- AMsin— 3~ ANcos — »
M, N, D, E, étant quatre constantes arbitraires que l'on détermine en observant que si V, V, e et L sont les valeurs initiales des vitesses
des points m et m', de x et de la longueur x + x' du fil, on a en
faisant ( nul dans la valeur de x, de v et dans celle de x + x' après
dx dxf avoir dérivé, aOn de former la valeur de -;--+- -7-== v -f- 1/,
dt di
V = D + M|/a, V -*- V == -^ mu/,
e =r E — AN, L = Z 4- twfxi(</ sin a — B — N).
Proposons- nous de déterminer le mouvement des deux points matériels précédents, en tenant compte de la masse de la chaîne mkm! supposée parfaitement flexible et inextensible. Soient / la longueur mk.m' de la chaîne supposée uniforme, u. la masse comprise dans Tunité de longueur, x la distance Âm, et v la vitesse du point m supposée dirigée dans le sens ÂB. D'après le principe de D'Alcmbert, il 7 a équilibre entre toutes les forces intérieures qui naissent des liaisons des points matériels. Ces forces se composent des actions et réactions réciproques des éléments de la chaîne contenus dans Am et Am' y compris la tension au point A, et comme ces actions et réactions entre chaque élément se détruisent, il suffira pour Téquilibre d'exprimer que la tension au point A dans le sens Am est égale à la tension dans le sens Am', c'est-à-dire que les forces dirigées suivant A m sont égales aux forces dirigées suivant Am'. Les premières se composent du poids du point m et de la chaîne Am estimée dans le sens AB, ou {mg + lucg) sin a, diminué de la force d'inertie de cette masse Am,
qui est (m -+- |!Jut)-7-« La force qui agit suivant Am' est
[m'sf + (x(/ — x)3]sin(3-f- [m'-^-f^l/ — x)]— ; on a donc l'équation
[mg -4- ifjxg) sin a — {m'\- yjc) —
= [w'ff -^ p(^ — x)g] sin (3 -\- [m' -i- u. [l — ar)] ^ ,
d'où l'on lire
dv d*x m sin a — m'sin|3 — jx/sin (3 ■*- px(sîn a-t-sin(3)
di rf(* ^ m -f- m' H- [f.1
Si l'on représente par P, F et p les poids des masses m, m' et de l'unité de longueur de la chaîne, cette valeur deviendra, en supposant
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les deux droites verticales, c'est-à-dire, lorsque les deux poids pendront librement aux extrémités d'une cliainc passant sur une poulie,
En multipliant les deux membres par âe/x et intégrant, on con-
, dx
naîtra la vitesse -7- ; une seconde intégration conduira à la valeur de x
dt
en fonction de t.
Résolvons encore le problème suivant : aux deux extrémités B et B' (fig. i02) d'un cordon inextensible et supposé sans pesa/iteur BAA'B' passant sur une poulie^ sont suspendus deux corps de forme prismatique BD et B'D' de densités connues ^ et ces corps plongent en partie dans des vases remplis de liquides dont les niveaux constants sont G et C ; on demande de déterminer les lois du mouvement de ces corps.
Soient x la distance variable AB, / la longueur BAA'B', a la hauteur constante AC, h la longueur BD, w la base de ce cylindre, m la masse de Tunité de longueur^ p le poids de l'unité de volume du liquide, et employons les mêmes lettres accentuées pour représenter les quantités analogues du côté B'D'. Pour exprimer qu'il y a équilibre entre les forces qui proviennent des liaisons ou entre les tensions, il faudra égaler les forces qui agissent sur le point B à celles qui agissent en B'; or la tension en B se compose du poids du cylindre BD, diminué du poids que lui fait perdre la pression de Teau, et diminué de la force d'inertie; cette tension sera donc ^ en remarquant qu'un corps perd dans l'eau une partie de son poids égale au poids du volume d'eau déplacé^
mgh — {h — a -t- x) «p — mh-j' = m'gh! — (/*' — a' -*- a:') o/p' -v- m'A' -j- 1
lit at
d'où l'on tire, en remarquant que a; -h a:'= /,
dv d^x mgh — m'gW-\'[W — o'-t- 1 — xjo'p' — (A— a -4-x)&)p
di lît^"^ mh -t- m'/i' '
que l'on intégrera complètement comme dans l'exemple précédent; le mouvement est donc de la même nature.
Si l'on tenait compte de la résistance que le fluide oppose à la descente de BD, il faudrait considérer cette résistance comme une force motrice extérieure agissant dans le sens DB, et par conséquent la retrancher des autres forces qui agissent en B. En supposant la résistance pro-
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porlioiincllc au carré de la vitesse, elle aura nv* pour expression, et réquation précëdente deviendra
mgk — (A— o-t-x)û)p — tnh-z nv'^=^m!gh!^[W — a'-+-x')&)y 4-*w'A' — •
On intégrera cette équation différentielle qui contient trois variables x, V et t, en remarquant que
dx , dx
-— = y d ou ai =^ — f dt V
dont la substitution fera prendre à Téquation différentielle la forme
[mh -4- m!W) vdv -+■ wu* dx = (A -♦- Bx) dx ,
qui deviendra une équation linéaire du premier ordre^ après qu'on aura remplacé v* par une nouvelle variable u.
Nous terminerons ces applications par le problème qui suit : Déterminer le mouvement que prennent deux chaînes BCl) et B'C'D' (fig. 105) suspendues aux deux extrémités B et B' d'un cordon sans pesanteur passant sur une poulie ^ les extrémités de ces chaînes se reposant sur des plans horizontaux CD et CD'.
Posons AB = x, AC = tt, A'B' = x', A'C' = a', AB-4-A'B' = i, m et m' étant les masses de Tunité de longueur des deux chaînes. Supposons que ce soit la chaîne BC qui descende; il est visible qu'à chaque instant un élément de la chaîne d'une longueur dx se détachera du plan CD' et prendra une vitesse v ou une quantité de mouvement m'vdx dans le temps dt; cet élément acquerrait donc, dans
l'unité de temps, la quantité de mouvement —z Telle est la nie-
sure de l'effort exercé au point C pour soulever un élément de CD'
de la chaîne. Par suite de la réaction de cet effort, la chaîne B'C
dx éprouve une tension dirigée de haut en bas et égale à m'v-j-; or
d'après le principe de D'Alcmbert, il y a équilibre entre les tensions
intérieures, c'est-à-dire que les forces qui agissent en B sont égales
à celles qui agissent en B'. La force appliquée en B est le poids de BG
diminué de sa force d'inertie. En B' c'est le poids de B'C augmenté
dx de son inertie et de la réaction de mv-r-] on a donc
dt
dv dv dx
m [a — x) g — m{a ^ x)— = m' {a' — x'jg-h m'{a'^ a/)-y--+- w^'^-t: >
OU bien, en remarquant que
dx , ,
dt *
ma -t- m'/ — m'a' — (m -h m'j a:
^ ma -+- m'a' — m'I — [m — m') x
Quand on aura remplacé v* par une nouvelle variable u, celte équation (liiTérentielle sera du premier degré et du premier ordre, et son intégration sera ramenée à une quadrature.
Si les deux chaînes avaient un poids uniforme et qu'elles formassent les extrémités d'une chaîne continue passant sur la poulie que nous réduirons à son axe, on trouverait, en désignant par x la distance
dx d'un chaînon quelconque B au point A, en remplaçant -r- par v et
(it
égalant les tensions en Â et en A',
rfv , ,dv dx ,. . {a-+-a')(/u
«(/ — a-7-==a^-4- a'-j--t- v— j ou bien a/ =
dt ^ dt di (a — a')3 — v^
qui a pour intégrales, en faisant commencer t? et x avec le temps,
v = |/la-a')(/-
x-=(a+ a'jlog-\ c «-^«' H-e «■*"'*'
On voit qu'après un certain temps, la vitesse est sensiblement uni-
fornic et égale à j/(tt — a') g.
Dans les problèmes précédents, on n'a pas tenu compte de l'inertie de la poulie.
Mouvement d'un syslcmc de forme invariable autour d'un axe fixe. Pressions supportées par Taxe. — Calcul des moments d'inertie. — Calcul des moments conjugués. — Théorèmes sur les moments d'inertie. Ellipsoïde central. — Axes principaux d'inertie. — Théorèmes sur les moments conjugués. — Propriété des ellipsoïdes centraux d'inertie. ~ Mouvement sans forces motrices d'un corps solide autour d'un axe fixe. Vitesse angulaire. Pression sur l'axe. — Axes permanents de rotation. — Vitesse de rotation due à une percussion. Direction et mesure de la percussion. — Cas où les corps choquants s'attachent au corps choqué. — Cas où le corps choquant se sépare du corps choqué. — Percussion éprouvée par Taxe. — Centre de percussion normale à l'axe fixe. — Centre de percussion oblique à l'axe fixe. Théorème général sur les centres de percussion. — Mouvement d'un corps pesant autour d'un axe horizontal. — Oscillations d'un pendule composé. Centre d'oscillations. Propriété de ce point. — Moments d'inertie déterminés expérimentalement. Application au pendule balistique et au mouvement du treuil.
144. Mouvement d'un système de forme invariable autour d'un axe fixe. Pressions supportées par l'axe, — Pour déterminer le mouvement autour d'un axe fixe , d'un système de points matériels liés entre eux d'une manière invariable et soumis aux actions de forces motrices quelconques, représentons par m la masse de l'un de ces points, par (ar,y,?) ses coordonnées, par (X, Y,Z) les forces motrices qui y sont appliquées parallèlement aux axes fixes, et employons les mêmes lettres accentuées pour représenter les quantités analogues pour les autres points. L'axe de rotation , que nous prendrons pour axe des Z, peut être rendu immobile en fixant deux quelconques de ses points; ces
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<Icux points fixes cprouveront alors des pressions dans certaines direclions inconnues, et si on les décompose en trois autres parallèlement aux axes, il est visible qu'on aura deux pressions parallèles à chaque axe, lesquelles pourront être composées deux à deux eu une seule, de sorte que les pressions éprouvées par Taxe fixe, et par conséquent les réactions de Taxe fixe contre le système pourront généralement être représentées par trois forces P, Q, R appliquées & Taxe de rotation et parallèles aux axes des (X, Y, Z}, cette dernière R étant renfermée dans Taxe même, et les deux autres étant appliquées en des points de Taxe des Z placés à des distances inconnues de Torigine, représentées parpetqr. En introduisant ces trois forces dans le système, on peut ne plus tenir compte de la fixité de l'axe, et le considérer comme entièrementlibre.Or, d'aprèsle principedcD'AIembcrt, ily a équilibre entre les forces d'inertie des diiïérents points et les forces motrices extérieures, en comprenant parmi ces dernières les trois forces P, Q, R. Pour un des points m du sysième, les forces motrices sont (X, Y, Z), et
les forces d inertie parallèles aux axes sont *w-ty> ''*~r7' ^^TT
Qtl Cllr dl
agissant en sens inverse; puisque ces forces jointes à P, Q, R, se font équilibre dans le système, elles doivent satisfaire aux six équations d'équilibre trouvées en statique; si donc on emploie le signe 2 pour désigner une somme de quantités de même nature, relatives aux différents points du système, on doit avoir :
ifz —
lesquelles, jointes aux conditions qui expriment que le système est de forme invariable, feront connaître toutes les circonstances du mouvement ainsi que les pressions P, Q, R supportées par l'axe.
Pour exprimer que le système est de forme invariulile, par Taxe de rotation et un point détermine du système, le centre de gravite, par exemple, faisons passer un plan que nous prendrons pour, celui des (X^ZJ. Un plan perpendiculaire h celui-ci et passant par Taxe sera le plan coordonne des (Y, Z,), et Tancien plan des (XY) qui jusqu'ici est arbitraire, sera le plan des (X, Y,). Si (x„ y„ «,) sont les coordonnées du point m relativement à ces nouveaux axes, (x/, f//, z/) les coordonnées de i;/, etc. , il faudra pour indiquer Tinvariabilitc du système, exprimer que ces nouvelles coordonnées sont invariables par rapport au temps; h cet effet remarquons que comme l'origine et Taxe des Z n'ont pas changé, on a
z = 5„ z' => z/, etc.
Quant aux coordonnées x, et y,^ en désignant par 77 l'angle formé par le plan des (XZ) avec le plan des [X^Z,], ou l'angle formé par l'axe des X^ avec l'ancien axe des X, on sait qu'il existe entre les anciennes coordonnées et les nouvelles les relations
z = z„ x = x, cosy] — y, sinyj, y =sx, sinyj -h y, cos/î;
d'où l'on tire, en différenliant par rapport au temps et en remarquant que (x,, y^, z^) etc. doivent être invariables^ tandis que l'angle y] varie avec le temps,
rf'z rf'z, rf*x d» cos yj rf' sin /j
(/*y ci' sin /] d* cos y}
dsinyj dri rf* sin yj c/*yî
— ; — =cosy/-7-5 — r- — = cosyî-r dt di dt^ dt
n . /dny
--sm,(^~j.
Si l'on substitue ces valeurs dans les six équations d'équilibre,
. d* sin yj d* cos y) , ^
en observant que — j-z — et — r-r— > etc. sont des facteurs communs
* di* di*
constants pour tous les points du système sous les signes 2, et qu'on
représente par r, r', etc. les distances des points m, m\ etc. à l'axe
des Z, ces équations deviendront :
_ ^__ d*cosy]„ d'siny;.,
di* ' di* ''"
„ rf'sin*!, «i*cos>i„
R = _2Z '^^'l ^ ^ (Ya: - Xy) 2(Yx-Xy) ' dl* lm{x* + y*)~~ Imr* '
V /» V \ rf* sin ri rf* cos » _
l(Zy — Yz) -^— ^^ 2mr/r, + _^^2mz,y,
— l{Xz — Zx)-t- — ^^ 2»t?,a-, -^ 1mz,y,
Les valeurs de P et de Q se simplifient, si l'on observe que, Zmx, et 2myf étant les sommes des moments des points matériels par rapport aux plans des (Y^Z,) et des (X, Z^), la seconde somme est nulle, puisque le centre de gravité est renfermé dans le second plan, et la première somme devient Ml en représentant par M la masse totale du système et par / la distance de son centre de gravité à Taxe. Les trois premières équations se réduisent donc à
^^^iX^Ml'^ (i)
Q^^2Y^Ml^^ (2)
Quant aux trois dernières, remarquons que les sommes 2 [Yx — Xy), 2 (Xz — Zx) et 1 [Zy — Yz) ne sont autre chose que les sommes des moments des forces motrices par rapport aux axes des (Z, Y, X), c*està-dire, les sommes des produits des composantes des forces estimées normalement à Taxe, par leur distance à Taxe; en les désignant donc par U", U', U, les trois dernières équations deviennent, en tenant compte des réductions faites dans les valeurs de P et de Q,
_,, d*cosyî« d^sinri-,
U' j^ Imz^, + ^^^ lmz,y,
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d* sin *i „ d* cos y) „
U + —rj^ latz^, + lniz,y,
L'ëqualion (4) (ftant intégrée, fera connaître h chaque instant Tangle y], et en substituant sa valeur dans les cinq autres, on aura à chaque instant les trois pressions P, Q et R, ainsi que p et f en fonction du temps.
Si le système, au lieu d*étre composé de points matériels isolés et liés entre eux, formait un corps solide continu, on diviserait ce corps en éléments infiniment petits^ et en représentant par (x,l/,Zf) les coordonnées de Tun quelconque dm de ces éléments et par r sa distance & Taxe de rotation, les produits mr*, n^^f^n ^hVt seraient remplacés par r'^dm, zpc,dm, z,y,dmy les sommes I^r^ilm, 2z^,dtn, IéZ,y,dm qui seraient alors de véritables intégrales définies s*élendant au corps entier, devraient être désignées par fr^dm, fz^fdm, Jz/y^dm et il faudrait commencer par déterminer les valeurs de ces trois intégrales qui dépendent de la forme et de la nature du corps en mouvement.
145. Calcul des moments dHnertie. — La première des trois intégrales définies précédentes J*r^dm, représente la somme des produits de tous les éléments du corps par le carré de leur distance à Taxe de rotation et a été nommée moment d^inertie du corps par rapport à cet axe, parce quMI est le coefficient qui entre dans l'expression de la somme des moments des forces d'inertie par rapport à Taxe. Pour calculer sa valeur, on concevra la masse partagée en parallélipipèdes infiniment petits, par des plans parallèles aux plans coordonnés et distants les uns des autres de dx, dy^ dz\ le volume de Tun de ces parallélipipèdes est représenté par dx.dy.dz^ sa masse c/m l'est par pdx dy dz, en appelant p la densité de cet élément, et le moment d'inertie du corps par /pr^dx dy dz, ou plutôt par Tintégrale triple
fffçr^dxdydz,
cette intégrale étant étendue aux trois dimensions du corps entier. Si la densité est la même partout et que l'on prenne le moment d'inertie
par rapport à l'axe des Z, la distance r est égale à |/x'"-h y' et l'expression précédente devient
p///(^' -^ y') rfj^ rfy d^ = 9fil^fdyf{x^ ^ y^) dx,
les limites de chacuoe de ces intégrales devant être prises de manière h étendre la somme au corps entier. La marche à suivre pour intégrer est du reste la même que pour déterminer le volume ou la surface d'un corps donné (N°' 156 et 157 du Traité d'analyse y 2"" édition). Si le corps est un parallélipipède rectangle homogène et qu'on veuille avoir le moment d'inertie par rapport à l'une des trois arêtes, en désignant par (a, 6, c) les trois dimensions ,*. les trois intégrales devront être prises entre les limites 0 et a, 0 et 6 , 0 et c, et Ton trouve, en désignant par (Â, B, C) les moments d'inertie par rapport aux trois arêtes^
ou bien, M étant la masse du corps,
Pour le moment d'inertie d'un ellipsoïde homogène par rapport a l'un de ses trois diamètres principaux (2a, 26, 2c), on trouve :
A ==p— a6c(6* -H c'), B = p— a6c{a' 4- c*), C = etc.,
OU bien, en désignant par M la masse de l'ellipsoïde,
A = ? (6« + c*), B = etc.
Le moment d'inertie d'un cercle de rayon r et d'une épaisseur e, par rapport à une perpendiculaire à son plan passant par le centre , est égal à
-pTTsr».
Si un corps est de révolution , une seule intégration fait connaître son moment d'inertie par rapport à l'axe ^ comme dans la recherche du volume des corps de révolution; car si on le divise en tranches circulaires, le moment d'inertie de ces tranches est, d'après ce qui pré-
cède, égal à-p7:r*(/x = -p7r(/a:)*rfx et le moment d'inertie total sera
l'intégrale définie de cette différentielle. On trouve ainsi pour le
momeat d'inertie d*un cane droit à base circulaire, par rapport à son axe, a et A étant l*angle au sommet et la hauteur,
— PTtA» lang* a =— A* tang» a,
et M-^r^ pour le moment d'inertie d'une sphère par rapporta un
diamètre.
146. Calcul des moments conjugués. — Les deux autres intégrales f xzdm et fzydm^ ainsi q\xQ J^xydm qui se présentera plus loin et que nous nommerons moments conjugués par rapport aux plans (XZ)^ etc., s'obtiennent par des moyens analogues; ain|i on mettra la première sous la forme
p fff oczdxdy dz ==^ p f xdx f dy f zdz ,
et les intégrations seront effectuées, comme pour les cubatures, de manière à les étendre à tous les éléments du corps. Si celui-ci est un parallélipipède rectangle homogène et que les plans coordonnés soient ses trois faces conligues, les limites des trois intégrales seront évidemment 0 et c^ 0 et 6, 0 et a, et on trouvera pour intégrale finale,
/ xzdm = yyy* pj« dx dy dz=sp — — = -r ac.
Les deux autres intégrales sont :
--bc et -r-ah.
On trouvera de même pour une sphère homogène ayant son centre placé en un point qui a pour coordonnées a, 6, c,
fxzdm = -pTiacr^ = Mac, fyzdm = M6c, fxydm = Ma6.
On obtiendrait, comme plus haut, les valeurs de ces intégrales dans l'ellipsoïde rapporté à son centre et à ses diamètres principaux (2a, 26, 2c) ; mais il est facile de reconnaître sans calcul que celles-ci sont nulles; eu effet il est visible que, à cause de la symétrie de l'ellipsoïde par rapport au plan des (XZ), chaque élément ayant pour coordonnées (x, y, z) sera symétrique avec un autre élément ayant pour coordonnées (x, — y, s), de sorte que si les différentielles yzdm et yxdm sont positives pour l'un, elles seront négatives pour l'autre;
les sommes fyzdm cl fyxdm se composeront donc de suites infinies de termes qui se détruiront deux à deux. En faisant la même remarque sur l'un des plans des (YZ) ou des (XY), on reconnaît que la troisième intégrale est aussi nulle. On voit par là que les deux intégrales /xyt/m et fyzdm sont nulles si le plan (XZ) divise le corps en deux parties symétriques, et que les trois intégrales sont nulles quand deux des trois plans coordonnés divisent le corps en deux parties symétriques.
147. Théorèmes sur les moments d'inertie. Ellipsoïde des moments d'inertie, — La recherche des moments d'inertie par rapport à un axe donné peut être facilitée au moyen de quelques théorèmes que nous allons démontrer.
Connaissant'le moment d'inertie par rapport à un axe passant par le centre de gravité d'un corps, on connaît immédiatement le moment par rapport à un axe parallèle au premier; en effet, si l'on suppose que ces deux droites soient les axes des Z et des Z' dans deux systèmes d'axes coordonnés rectangulaires (XYZ) et (X'Y'Z') parallèles entre eux, en représentant par (a, 6, c) les coordonnées de la première origine par rapport aux seconds axes, on a pour un point quelconque du corps,
cl pour le moment d'inertie par rapport à l'axe Z' ou /{scf^ -»- y'*) rfm,
/(j/î ^. y'«) dm ==/[(jp -h a)« -*- (y -*- 6)*] dm^f (x* -*- y^j dm
-4- (a* -+- h^)J dm -h ^afxdm -4- % fydm^
ou bien, en désignant par X, Y les distances du centre de gravité aux plans des YZ et des XZ, et par M la masse du corps,
/(a/« -t- y'*) rfm =/,x» -h y«) dm -»- M (a' -+- 6«) -4- 'âaMX 4- 25MY.
Gomme l'axe des Z contient, par hypothèse, le centre de gravité, les distances X et Y sont nulles et cette valeur se réduit à
/ (a/* -+- y'«) dm=-f (x« + y«) dm h- {a« -h 6«) M ;
or les deux intégrales de cette équation sont les moments d'inertie par rapport aux axes des Z' et Z, et si l'on suppose la masse entière concentrée dans son centre de gravité, le troisième terme représente le moment d'inertie de ce point matériel par rapport à Taxe Z'. De là résulte ce théorème : le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque est égal au moment d'inertie par rapport à une parallèle
passant par le centre de gravité^ augmenté du moment d'inertie par rapport à l'axe donnée du corps entier supposé concentré en ce point. En représentaol par MK^ le moment d'inertie par rapport à Taxe qui passe par le centre de gravité et par r la distance de Taxe parallèle, le moment d'inertie par rapport à celui-ci devient
Il résulte de là que, parmi tous les axes parallèles, celui qui passe par le centre de gravité a le plus petit moment d'inertie, et que tous (es <u:es parallèles également distants de ce points ont le même moment.
On peut aussi exprimer le moment d'inertie par rapport à une droite quelconque passant par l'origine, en fonction des moments d'inertie pris par rapport à trois axes rectangulaires et des trois moments conjugués fxzdm^ fxydm^ fyzdm^ connaissant les angles que forme la droite avec les axes rectangulaires; en effet, si l'on désigne par (x^y^z) les coordonnées d'un point quelconque du corps par rapport à ces axes, et qu'on considère la droite donnée comme étant l'axe des Z' d'un nouveau système d'axes rectangulaires des (X' Y'Z') ayant la même origine que le premier système, [x! y' z*) étant les coordonnées du même point par rapport aux nouveaux axes^ un sait que l'on a
a/ = ax -+- a'y -♦- a"^,
y' = 6x -*- Vy -h 6"z,
z! ==cx •\- dy •\- d'z^
dans lesquelles (a 6 c),. (a' 6' c'), {a" b" d') sont les cosinus des angles formés par les axes (X', Y', Z') avec l'axe des X, avec l'axe des Y et avec l'axe des Z, et comme le moment d'inertie par rapport à l'axe des Z' est représenté par f (a/* -t- yf^) dnty ce moment est égal à
Ka«x* -*- o'*y« -^ a"*x* -h 2aa'xy -^ î2a o"xz + ^a'a"yz -+- 6«j«\ -+- 6'»y* -h 6"*z« -f- 266'xy -i- 266"xz -^ 26'6"yz /
On sait que les cosinus (a, a', a"), (6, 6', 6''), etc. ont entre eux les relations
aa' -+- 66' -+- cd = 0, ao" h- 66" -*- cd' = 0, a'a" -4- 6'6" •+- cV = 0,
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qui donoent a« -H 6« = c'* + </'•, a'* -4- 6'* = c« -+- c"S a"« -*- 6"* = c« -*- (/« ao' H- 66' == — cd, aa" -4- 66" == — cd', a' a!' -+- 6'6" = - dd\
L'intëgralc devient donc
^- ^cd fxydm — ^cd' fxzdm — ^dd' fyzdm\
si donc on représente par V le moment d'inertie cherché, par (Â, B, C) les moments d'inertie par rapport aux trois axes rectangulaires des (X, Y, Z), par (P, Q, R) les trois intégrales fyzdm^ f xzdm, f xydniy et par (a, |3, y) les angles que forme la droite avec les axes des (X, Y, Z), il viendra
V = A cos* a -+- B cos* j3 4- C cos*y — 2R cos a cos (3 — 2Q cos a cos y
— 2P cos P cos y.
Cette équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le moment d*incrtle en passant d*un axe à un autre autour d'un point. Cette loi peut être rendue sensible par une construction géométrique : portons sur toutes les droites qui passent par Torigine et h partir de ce point, une longueur inversement proportionnelle à la racine carrée du moment d'inertie correspondant, c'est-à-dire, prenons sur la droite qui
fait avec les axes des angles (a, (3, y), une longueur égale à — — -i
n étant une constante quelconque; les coordonnées (x, t/, z) de l'extrémité de cette longueur, seront
x = — =-cosa, v = — ::r-cosp, z = — zr-cosv,
et si l'on substitue les valeurs de cos a, cos |3, cos y tirées de celles-ci dans l'expression de V, il viendra pour l'équation de la surface formée par les extrémités de toutes ces droites,
«« = Ax* -^ By« -^ C«* - 2Rxy — 2Qxz — 2Pyz ,
équation qui appartient à un ellipsoïde ayant son centre placé à l'origine. D'où il résulte que les moments d'inertie d'un corps par rapport aux différentes droites qui passent par un même point, sont inverse-
ment proportionnels aux carrés des rayons (Vun certain ellipsoïde déterminé pour chaque point.
Cet ellipsoïde a été appelé ellipsoïde des moments d'inertie.
148. Axes principaux d'inertie. — On sait que dans tout ellipsoïde il y a trois diamètres perpendiculaires entre eux qui sont tels que si on les prend pour axes coordonnés, l'équation de la surface se réduit à la forme
Ces trois diamètres se nomnoent diamètres principaux de l'ellipsoïde» On sait aussi que si Ton cherche les plus grands et les plus petits rayons d'un ellipsoïde, on trouve pour triple solution les trois diamètres principaux. Il est visible que, pour que les trois axes coordonnés auxquels Tellipsoïde des moments d'inertie a été rapporté, deviennent les diamètres principaux, il faut et il sufiit que les coefiîcients (P, Q, Rj soient nuls dans l'équation de l'ellipsoïde central. (A, B, C) seront alors les moments d'inertie du corps pris par rapport h ces trois diamètres qui prennent ici le nom d'axes principaux d'inertie^ tandis que ces moments seront des moments d'inertie principaux. On voit que ce qui caractérise ces trois axes principaux relatifs à un point d'un corps, à l'exclusion de tout autre système d'axes rectangulaires passant par ce point, c'est que les trois intégrales (P, Q, R) ou
y xy dm , y xzdm , y* yzdm
étendues au corps entier, sont nulles relativement à ces axes. Pour un point donné, il ne peut y avoir plus d'un système de trois axes principaux d'inertie^ parce que dans un ellipsoïde, il n'y a qu'un système de diamètres principaux rectangulaires, et ces moments d'inertie principaux jouissent de la propriété d'être les plus grands ou les plus petits possibles pour un même point.
On démontre dans l'analyse géométrique que lorsque l'équation de l'ellipsoïde se réduit à la forme
n« = Ax« -H Bî/« -^ Cz« — 2Rxy,
cette surface se trouve rapportée à trois axes, parmi lesquels l'axe des Z est un diamètre principal ; or, pour que l'équation générale du N** i47 prenne la forme précédente, il faut que P et Q soient nuls^ c'est-à-dire, que l'on ait
y xzdm = 0, y yzdm = 0 ;
d'où il rcsuUe que les deux équations précédentes indiquent que Taxe des Z est un axe principal d'inertie relativement à l'origine.
Connaissant les valeurs des trois moments d'inertie (A, B, C) d'un corps par rapport à trois axes rectangulaires quelconques passant par un point, ainsi que les trois intégrales que nous avons désignées par (P, Q,R), il est facile de déterminer les directions des trois axes d'inertie principaux passant par ce point, et les valeurs des moments d'inertie qui s'y rapportent. 11 suffit pour cela de trouver, en grandeur et en position, les trois diamètres principaux de l'ellipsoïde dont on a trouvé l'équation au numéro précédent, "problème qui est du ressort de la géométrie analytique.
Puisque les trois intégrales (P, Q, R) sont nulles lorsque le corps est rapporté aux trois axes principaux d'inertie passant par un point quelconque, il résulte de la valeur de V trouvée plus haut, qu'en représentant par (Â, B, G] les moments d'inertie principaux relatifs à un point quelconque, et par (a, |3, y) les angles que fait avec ces axes une droite quelconque passant par le même point, le moment d'inertie par rapport à cette droite est
V = A cos* a -4- B cos* |3 -i- C cos* y.
Cette formule, jointe à celle démontrée au commencement du N"* 147, suffit pour calculer le moment d'inertie par rapport à une droite quelconque donnée, connaissant les trois moments d'inertie principaux par rapport au centre de gravité du corps et la position de la droite par rapport à ces trois axes principaux; car la formule
V = A cos* a -♦- B cos' (3 h- C cos* y
fera connaître le moment d'inertie par rapport k une parallèle k la droite donnée, passant parle centre de gravité, et l'expression
V-t-Mr
dans laquelle M est la masse du corps et r la distance entre les deux parallèles, ou entre la droite donnée et le centre de gravité, donnera le moment d'inertie cherché.
149. Théorèmes sur les moments conjugués. — On peut aussi trouver immédiatement les valeurs des trois intégrales
fxydm^ J^xzdni, fyzdm
prises par rapport à trois axes rectangulaires quelconques donnés, connaissant les moments d'inertie principaux relativement au centre
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de gravité et les positions relatives de ces deux systèmes d'axes; en effet, en désignant par (a/, y', z!) les coordonnées d'un point quelconque par rapport aux axes principaux du centre de gravité, par (x, y, z) les coordonnées du même point par rapport aux axes rectangulaires donnés, et par (/, m, n) les coordonnées du centre de gravité par rapport à ces derniers, on sait que l'on passe d'un système d'axes rectangulaires à l'autre par les formules
X = / -4- oa/ -h 6^ -*- cz', y = m + aV -f 6y -4- cfzf,
dans lesquelles (a, 6, c), [a\ b\ cf], etc. ont la signification indiquée au N° 147; si donc on substitue à (x, y, z) ces valeurs, en observant que les axes des (X', Y', Z') étant principaux, on doit avoir
/x'î/'dm = 0, /x'z'rfm = 0, /yVdm = 0,
et que les plans des (X'Y', X'Z', Y'Z^ contenant le centre de gravité du corps, il faut que Ton ait
/ a/rfm = 0, / y'dm = 0, fz^dm = 0 , on trouvera, toutes réductions faites,
f xydm = M/m -♦- aa* fT^^dm -4- hV fy'^dm -+- cd fzlHm^
ou bien, en remplaçant les produits aa\ bl/, cd par leur valeur tirée de la relation
aa! -h 66' -*- ce/ «= 0,
/ xydm ==» mm — aa' /(y* -*- «") dm — 66' / (x'* + z'*) dm
— ce' /(^* -+-!/'*)«''".
Les trois intégrales du second membre ne sont autre chose que les moments principaux d'inertie (A, B, G) relatifs au centre de gravité; on a donc
/ xydm = Mim — Aaa' — B66' — Ccc',
ou plutôt, (a, p, y) et (a', (3', /) étant les angles formés par les axes des (X', Y', Z') avec X et avec Y,
fxydm = Wm — A cos a cos a' — B cos (3 cos P' — C cos y cos /....(l)
Une marche semblable conduira aux valeurs suivantes de fxzdm et deyt/zdm,
fxzdm = M/n — A cos a cos a" — B cos (3 cos (3" — C cos }/cos /'J fyzdm = Mmn — A cos a! cos a" — B cos j3' cos (3" — C cos / cos /') ' ^
Ces trois intégrales prennent une forme très simple, lorsque les trois moments d'inertie principaux du centre de gravité sont égaux. Elles se réduisent alors à
f xydm = M/m, f xzdm = M/n, fyzdm = Mnm (2)
à cause des relations
au! -+- 66' -^ ce' = 0, etc.
c'esl-à-dire,
cos a cos a' -+- cos j3 cos j3' -h cos y cos / = 0 , cos a cos a" -4- cos |3 cos (3" -♦- cos y cos y" = 0 , cos a' cos a" -+- cos f3'cos j3" + cos /cos y"^= 0.
Ces valeurs coïncident avec celles que nous avons trouvées (N° 446) pour la sphère, dans laquelle les trois moments d*inertie principaux du centre sont en effet égaux.
En égalant à zéro les valeurs générales qu'on vient de trouver pour fxydm, fxzdmy fyzdm, on est conduite trois équations qui servent à résoudre ce problème : une droite étant donnée de position par rapport aux trois axes principaux du centre de gravité^ trouver le point de cette droite pour lequel elle est axe d'inertie principal ^ et trouver la condition à laquelle elle doit satisfaire pour qu'un semblable point puisse exister sur cette droite.
On trouve ainsi ^'^ que les seules droites qui jouissent de la propriété d*étre axes d'inertie principaux relativement à Fun de leurs points, sont les parallèles à un des rayons de l'ellipsoïde central du centre de gravité, renfermées dans le plan qui projette ce rayon orthogonalement sur son plan diamétral conjugué.
Sans nous arrêter à cette recherche, remarquons que dans le cas où les trois moments principaux du centre de gravité sont égaux, si Ton abaisse une perpendiculaire du centre de gravité sur la droite donnée, celle-ci, ainsi que la perpendiculaire, seront des axes prin-
(I) Voir un mémoire sur ce sujet dans le Recueil des Mémoires de V Académie royale des Sciences de Belgique, lomc XXI.
cipaux relativement au pied, puisqu'en prenant la droite donnée pour axe des Z et la perpendiculaire pour axe des X, les deux coordonnées m et n du centre de gravité seront nulles et par conséquent les trois intégrales (2).
Si les nouveaux axes coordonnés étaient parallèles aux axes principaux du centre de gravité» les angles (3, y, a', /, a'', (3^' seraient droits et il viendrait encore
f xydm = M/m , J* xzdm = M/n , J* i/zdm = Mm/i .
Il résulte de ces valeurs, que trois axes parallèles aux axes principaux du centre de gravité ne peuvent être eux-mêmes principaux pour aucun point du corps, i moins que deux des trois coordonnées (/, m, n) ne soient nulles, auquel cas Tun des trois axes se confond avec un des axes principaux du centre de gravité. On voit par là qu'un axe principal du centre de gravité est toujours axe principal pour tous les points placés dans sa direction, et que, pour chacun de ces points, les deux autres axes principaux sont parallèles aux deux autres axes principaux du centre de gravité. Quant aux valeurs des moments d'inertie principaux correspondant i ces points , en supposant ceux-ci placés sur Taxe C, à une distance r du centre de gravité, on trouvera, a cause du théorème démontré N"" 147,
A -*- Mr*, B -+- Mr», C.
On a vu plus haut (N"" 148) qu'en désignant par (A, B, Cj les trois moments d'inertie principaux d'un point quelconque d'un corps, et par (a, p, y) les angles formés avec les axes principaux par une droite passant par ce point, le moment d'inertie pour cette droite est donné par
V = A cos* a -*- B cos* (3 -h C cos* y.
Il résulte de cette valeur que si les trois moments d'inertie priucipaux sont égaux entre eux, toutes les droites passant par le mémo point ont le môme moment d'inertie, puisque l'équalion précédente se réduit alors h
V = A (cos* a -♦- cos' [3 -♦- cos' y) = A ,
Cette propriété est d'ailleurs une conséquence de ce que dans ce cas l'ellipsoïde des moments d'inertie se transforme en une sphère. Comme dans une sphère tout diamètre peut être considéré comme axe principal, on voit que lorsque les trois moments d'inertie principaux
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sont égaux pour uo point , tout axe passant par ce point est un axe principal, et par conséquent pourtrois axes rectangulaires quelconques on doit avoir
/xydm=^Oy fxzdm^O^ fyzdm = 0.
Le8_j>oints d'un corps, qui ont les inoments d*inertie princij>aux égaux entre eux> Jouissent en mécanique de propriétés importantes. Proposons-nous donc de déterminer les conditions pour qu'un corps donné présente de semblables points et cherchons ensuite leur position. Si l'on fait passer par le point cherché trois axes rectangulaires, ils devront, d'après ce qu'on vient de voir, former un système d'axes principaux quelle que soit leur direction, et par conséquent lorsqu'ils sont menés parallèlement aux axes principaux du centre de gravité ; or, on vient de voir que ces axes parallèles ne peuvent être principaux à moins que l'origine ne se trouve sur l'un des axes principaux du centre de gravité; c'est donc dans l'un de ces derniers axes que doivent se trouver les points cherchés.
En représentant par r sa distance au centre de gravité, on vient de voir que les trois moments d'inertie sont pour ces axes parallèles,
A -♦- MrS B -4- Mr«, C,
et comme ils doivent être égaux par hypothèse, on doit avoir
qui expriment qu'un semblable point n'existe dans un corps que si deux des trois moments d'inertie principaux du centre de gravité sont égaux entre eux, et que dans ce cas, le point se trouve sur le troisième axe principal à une distance du centre de gravité représentée par
• Il y aura donc deux points jouissant de la propriété
d'avoir ses moments d'inertie principaux égaux entre eux, pourvu que G — A soit positif, ou pourvu que le moment inégal soit le plus grand des trois.
150. Propriété des ellipsoïdes centraux d'inertie, — On a vu que rellipsoïde des moments d'inertie autour de l'origine des coordonnées a pour équation
Ax« H- By« + Cz« — 2Pyz - 2Qxz — âRxy = n«.
et la gcotnétric analytique apprend que Téquation du plan diamétral conjugue à l'axe des Z est
Cz s= Py 4- Qx, ou bien z y(x* -4- j/*) dm = yfyzdm -4- xfxzdm.
Si l'on transporte l'origine en un point de l'axe des Z placé à une distance c de l'origine, il faudra ^^ger 2 en z — c, et l'équation du plan diamétral conjugué à l'axe desZ dans l'ellipsoïde correspondant à cette nouvelle origine devient
[z — c)fx^ ■+■ y^) dm = y/y [z — c) dm -*- xfx (z — c) dm ,
c'est-à-dire,
zf(x^ -*- y') (/m — cy(x* -♦- 3/*) dm^=s^y fyzdm — cy fydm
-^xfxzdm^-cxfxdm,
qui, en représentant par x, et y, les coordonnées du centre de gravité^ peut s'écrire ainsi
Cz — Py — Qx — r(C — My,y — Mx,x) = 0.
Cette équation est satisfaite pour toute valeur de c, c'est-à-dire, pour les plans diamétraux correspondant à tous les points de l'axe des Z, en posant les deux équations
Cz — Py — Qx = 0, C — My,y — Mx/r = 0,
qui représentent une ligne droite ; d'où résulte ce théorème : un corps étant traversé par un axe, si f on construit les ellipsoïdes centraux d'inertie pour tous les points de cette droite, les plans diamétraux conjugués à cet axe dans tous ces ellipsoïdes passeront tous par une même droite.
En éliminant successivement y et x, ces équations peuvent se mettre sous la forme ordinaire
^^ Cy, ^ PC
Qy,-Px, M(Qy,-Px,)'
Cx, QC
Qi/,-Px, M(Qy,-Px,)
Si l'on fait passer le plan des XZ par le centre de gravité, y, sera nul, et ces deux équations de la droite deviennent
Mx, C"^ Mx,
Cette propriété nous sera d*unc grande utilité dans la théorie du centre de percussion.
iSi. Mouvement sans forces motrices, d'un corps solide autour dun axe fixe. Vitesse angulaire. Pression sur faxe, — Reprenons les six équations (i) k (6) du N® 144, relatives au mouvement d*un corps solide autour d'un axe fixe, 4lhisons différentes hypothèses sur la nature des forces motrices. Supposons-les d*abord nulles ; le corps ne se mouvra qu'en vertu d'une vitesse de rotation initiale qui lui aura été imprimée, les quantités U, U', U'^ seront nulles et les six équations deviendront :
^ = ^^-iT* ^\(jïi) '^'''■^■dr- *'" " J = - M^ (jt) ^^ ■'■'
cos Yi f x^,dm — sin >! y y,z,dm '^ Mtcosyi
sin ri fx^jdm -f- cos f\f y^z^dm
^ M/ sin >!
La première de ces équations donne en intégrant,
dfi
at
Gomme y\ est l'angle formé par le plan des (X^,) passant par Taxe fixe et par le centre de gravité du corps, avec le plan arbitraire mais fixe des (XZ)^ on peut aussi considérer y] comme l'arc de cercle décrit pendant le temps t par un point du corps placé à l'unité de distance de l'axe; la constante arbitraire D est donc la valeur initiale de r\ ou la distance angulaire du centre de gravité au plan des (XZ) i l'instant où le temps t commence i compter ; quant à G, on voit que cette con-
dy\ stantc représente la valeur invariable de-p» c'est-à-dire, de la vitesse
at
qui aoimc un point du corps placé à l'unité de distance de l'axe de
rotation. Gette dérivée prend le nom de mttsse angulaire et sert de
mesure à la vitesse de rotation du corps. Nous représenterons dorénavant la vitesse angulaire par w. La première des deux intégrales précédentes exprime donc que le corps ayant reçu primitivement une certaine vitesse de rotation la conserve indéflnimont. La seconde exprime que Tangle y] augmente proportionnellement au temps t.
Pour ce qui est des pressions P et Q que Taxe fixe fait éprouver au corps, et qu'on mettra sous la forme
Pc= — M/u?*cosyî, Q = — M/M;*sin rj,
appliquées à des distances OA et OB de Torigine 0 données par p et q, si on les décompose chacune en deux autres r, r' et s, s' (fig. 104) parallèles aux axes mobiles des X, et des Y,, et qu'on prenne les résultantes de r, 8 et r', s^ on trouve que Taxe fixe fait éprouver au corps une pression parallèle à X, représentée par — Mlw* et appliquée en un point de Taxe distant de Torigine d'une quantité
Ml '
Taxe fixe éprouve donc à son tour une pression égale h Mlw^. Quant aux composantes parallèles à Y,, elles forment un couple dont le moment est égal à
de sorte que la pression éprouvée par Taxe fixe est en général représentée par une force M/ti?* renfermée dans le plan qui contient l'axe et le centre de gravité, et par un couple contenu dans un plan perpendiculaire au précédent. Observons que si la masse du corps était concentrée dans son centre de gravité, ce point matériel décrirait une circonférence de rayon / et aurait une force centrifuge représentée par
parce que la vitesse du centre de gravité est Iw, cette force centrifuge produirait donc sur l'axe une pression égale à celle que nous avons trouvée plus haut; mais il y a, entre ces deux cas, cette différence que, si la masse était concentrée dans son centre de gravité, la pression serait unique et serait appliquée au pied de la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur l'axe, tandis qu'en réalité cette pression est en général appliquée h une distance d de l'origine jusqu'ici arbitraire, et il y a en outre un couple perpendiculaire à la direction de celte force.
Comme jusqu'ici rorigine des coordonnées est resiée indéterminée, rien n'empêche qu'on la place au point d*ap})]ication de cette pression ; alors d sera nul et l'on aura pour ce point
J*x/z,dm =» 0.
Pour que le couple disparaisse, il faut que Ton ait aussi
fy,z,dm = 0.
Il résulte de ces deux équations que, pour que tes pressions éprouvées par Vaxe par suite d'une rotation se réduisent à une force unique, il faut que Vaxe de rotation soit un axe d'inertie principal par rapport à l'un de ses points^ lequel sera alors le point d'application de la force Mlw*, Réciproquement, si l'axe de rotation est un axe d'inertie principal par rapport à l'un de ses points, en y plaçant l'origine des coordonnées, les deux intégrales y* x^z^dm, fyt^,dm seront nulles, ce qui fera disparaître le couple et rendra nulle la distance c/. D'où il suit que dans ce cas, l'axe éprouve toujours une pression unique, appliquée au point pour lequel celui-ci est axe d'inertie principal.
452. Axes permanents de rotation. Lorsque les pressions qu'éprouve CD général un axe de rotation, sont réductibles à une seule, il suffît de rendre fixe le point d'application pour que l'axe reste lui-même immobile, puisque la force sera détruite. En rapprochant cette observation du théorème précédent, et en remarquant qu'en chaque point d'un corps il passe toujours trois axes principaux rectangulaires, on est conduit à cette propriété : Quand un point quelconque d'un corps sans forces motrices est rendu fixe, il y passe nécessairement trois droites rectangulaires qui sont telles, que si le corps commence à tourner autour de l'une d'elles ^ la rotation continuera indéfiniment autour de cette même droite. Les trois axes principaux jouissent seuls de cette propriété qui leur a fait donner le nom d'axes permanents de rotation.
Si le point fixe est le centre de gravité lui-même , la pression unique M/to' disparaît, puisque { sera nul ; d'où il résulte que si un corps sans pesanteur commence à tourner autour de l'un des trois axes principaux du centre de gravité rendu fixCy ces axes n'éprouveront aucune pression ; ils ne cesseront donc pas d'être axes permanents de rotation quand le centre de gravité sera entièrement libre.
Si l'on rend fixe le point pour lequel les trois moments d'inertie sont égaux entre eux, et qu'on commence à faire tourner le corps autour d'une droite quelconque passant par le point fixe, le corps
tournera indéfiniment autour de cette droite, puisque Ton a vu que toutes ces droites sont des axes d'inertie principaux pour le point fixe.
Quand la droite est axe principal d'inertie relativement au pied de la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur sa direction, la pression se confond identiquement, pour la grandeur et la position, avec la force centrifuge qui résulterait du mouvement de rotation du centre de gravité dans lequel toute la masse du corps serait concentrée , car von sait que la rotation fait naître une pression unique Mlw' appliquée au point pour lequel la droite est axe principal, c'està-dire, au pied de la perpendiculaire, et renfermée dans le plan qui contient le centre de gravité et la droite; cette pression est donc dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du centre de gravité.
Cette circonstance se présente toujours, d'après ce qu'on a vu N° 149, lorsque les trois moments d'inertie principaux du centre de gravité sont égaux entre eux, puisque dans ce cas la droite est toujours un axe principal relativement au pied de la perpendiculaire.
155. Vitesse de rotation due à une percussion. Direction et mesure delà percussion, — Les six équations du N** 144 font aussi connaître toutes les circonstances du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe, par suite d'une percussion; il suffit pour cela de tenir compte du mode particulier d'action de la force à laquelle la percussion donne naissance. On a vu (N"* 108) que, lorsque deux corps viennent se choquer, la percussion donne naissance à une force de pression agissant sur le corps choqué pendant un certain temps, inconnu u la vérité, mais que l'on sait être assez court pour que l'on puisse admettre que le déplacement du corps et le changement de direction de la force sont nuls pendant la durée de l'action.
La direction de celte force de pression se confond avec ce que nous appellerons la direction de la percussion. Elle est visiblement la même que celle suivant laquelle est lancé le point matériel choquant, lorsque celui-ci s'attache au corps choqué. Si le point matériel vient frapper le corps obliquement à la surface sans s'y attacher, la direction de la pression, et par conséquent celle de la percussion, sera dirigée normalement à la surface au point de contact. Si celle force T nous était connue, on introduirait sa valeur dans les six équations qui feraient alors connaître toutes les circonstances du mouvement du corps pendant la percussion. Mais la loi suivant laquelle varie cette pression nous est totalement inconnue; on sait seulement qu'elle n'agit que pendant un temps extrêmement court durant lequel elle prend naissance et s'éva-
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iiouit en passant par une valeur considérable. Puisque cette force oc nous est pas connue, c'est par les effets qu'elle produit qu'il faut chercher à l'apprécier. Appelons mesure de la percussion, la quantité de mouvement fxv qu'une percussion fail naître dans un point matériel d'une masse fi auquel elle communique la vitesse v.
Il existe entre cette quantité de mouvement et la force inconnue et variable T que la percussion fait naître, une relation qui permet d'éliminer celte force, en y introduisant la mesure julv que l'on parvient k déterminer dans chaque cas ; en effet, puisque T désigne la force motrice inconnue avec laquelle un point matériel d'une masse p. est pressé à une époque quelconque de la percussion, si l'on représente par 1? la vitesse acquise par fx à cette époque, ou sait qu'il existe entre u, v et T la relation
dv
qui n'est autre que l'équation du mouvement de fx; d'où l'on tire, en intégrant pendant la durée r de la percussion,
pv = f Tdt;
or, av est la quantité de mouvement engendrée pendant la percussion à laquelle elle sert par conséquent de mesure; on voit donc quel Tdt,
que nous désignerons par u, est aussi la mesure de la percussion. Si la percussion, au lieu d'être exercée contre un point matériel ^ isolé, était produite contre un corps de dimension finie, on concevrait cette percussion agissant sur un point matériel |ul, appartenant au corps choqué et placé au point de contact; u sera alors la quantité de mouvement reçue par ^i et par conséquent la quantité de mouvement que la percussion introduit dans le corps choqué. Nous verrons plus loin (N*" 154 et 155) comment on trouve la valeur de cette intégrale u.
Cela posé, si l'on désigne par S l'inclinaison de la direction de la percussion sur l'axe et par f la plus courte distance de ces deux droites, T sin $ sera la composante de T estimée normalement h Taxe elT/'sindson moment. L'équation (4) du N" 144 deviendra donc^ h cause de la signification de U",
d'n Tfsind .. , (/«/) /"sin a dt^ Imr^ dt Imr^
Or, si Ton admet que pendant la durée très petite r de TacUon de la force Ty les quantités f ci d restent sensiblement constantes, il viendra, en intégrant depuis le commencement de la percussion jusqu'à la fin, et en désignant par w citù les vitesses de rotation après et avant la percussion,
dYi /sin^
, . , ,. fsin 3 ... . . ,
w — w, c est-a-dire ^=; — ^m, est donc la vitesse de rotation engendrée
par la percussion u.
Si plusieurs percussions venaient agir simultanément sur le corps, il est visible que les vitesses engendrées par chacune d'elles devraient être ajoutées, en sorte que l'on aurait pour vitesse totale,
tt/sin d -h uT sin 5' -h u'Y"siu S" -h etc.
Cette valeur serait encore vraie si les percussions étaient successives, mais les valeurs de u, u', u".... ne seraient plus les mêmes comme on le verra plus loin.
On est conduit immédiatement à la valeur précédente de la vitesse angulaire engendrée, en observant que, d'après le principe de D'Alembert modifié pour le cas d'une percussion (N° 142), les forces qui servent de mesure aux percussions doivent faire équilibre autour de l'axe fixe, aux réactions ducs à l'inertie; or si le corps choqué prend un accroissement de vitesse angulaire w — o), un point matériel m placé à la distance r de l'axe, prendra instantanément une vitesse r{w — w) et une quantité de mouvement mr(w — w) qui, comme on sait, mesure la résistance due à l'inertie; le moment de cette résistance par rapport h l'axe est donc mr* {w — w) et la somme de ces moments I,mr^{w — a>) ou plutôt (w — &))21mr*, parce que la vitesse angulaire w — u est la même pour tous les points. D'un autre côté, les forces qui servent de mesure aux percussions sont t/, u'.... dont
les moments par rapport a l'axe sont ufsiad^ u'f' sin d^ ; on a
donc
{w — a))2mr* = ufs'in d ■+• u'p sin (î' -h etc., d'où l'on tire pour w — w la valeur trouvée plus haut.
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454. Cas où les corps choquants s'attachent au corps choqué, — Les mesures des percussions sont îminëdiatement connues lorsque des corps choquants m, m', m"...., des boulets par exemple, animés des vitesses V, v^, v" s'attachent simultanément au corps choqué supposé immobile, et ne s*en séparent plus après la percussion; car on peut, sans changer le mouvement de rotation, considérer m ,m',m''.... comme de^ parties intégrantes du corps choqué, auxquelles des percussions idéales auraient communiqué les quantités de mouvement mv, mV....; ces produits doivent donc être substitués à ti, ti'.... dans Tcxprcssion de la vitesse de rotation; mais comme le dénominateur représente le moment d'inertie du corps choqué entier, comprenant les masses fictives m, m', m"... qui reçoivent les percussions, il faudra, dans le cas actuel, prendre pour dénominateur non-seulement le moment d'inertie MK' du corps choqué proprement dit, mais encore les moments d'inertie des masses m, nt'.... ; en désignant donc par /, /'.... leurs distances à l'axe de rotation, on a pour expression de la vitesse angulaire engendrée,
mvfsxu S -4- mV/"' sin & h- etc.
MK« 4- rnl* -h m'I'^ -+- etc. '
/", /*'.... étant les distances des directions des vitesses v, v'.... à l'axe de rotation et (}, d'.... les inclinaisons de ces vitesses sur l'axe.
On voit, en comparant à la formule du numéro précédent, que les valeurs des percussions m, ii'.... sont ici
u = mv -——: -7- i u ^= mv
MK* H- m/* H- m'r* -^ etc. MK« h- ml* + etc.
Si le corps choqué avait une vitesse angulaire u antérieure à la percussion, il est visible que dans la fiction que nous venons de substituer à la réalité, la masse m du boulet aurait en commun avec le corps choqué et avant la percussion idéale, une vitesse l(ù perpendiculaire au plan qui contient l'axe et le point m. En décomposant cette vitesse en deux autres dirigées Tune dans ce plan et l'autre dans le sens de la percussion, la première sera détruite par l'axe si, comme on le suppose, le corps ne peut pas glisser le long de cet axe, et la seconde sera
égale à -: — dans laquelle t est l'inclinaison de la percussion sur ce
sin e
plan; la percussion idéale ne devra donc communiquer a la masse m
que la vitesse v : — pour lui faire avoir la vitesse t;; la valeur de
sin ■
la percussion serait donc m ( v : — ) qu'il faudrait substituer k u
\ si II s /
dans la valeur de w — (ù de la fin du numéro précédent.
153. Cas où te corps choquant se sépare du corps choqué. — Lorsque la masse m, au lieu de s'attacher au corps , ne fait que le choquer pour s'en séparer immédiatement après, la \aleur de u s'obtient de la manière suivante : dans le point matériel choquant il doit y avoir équilibre à chaque instant, en vertu du principe de D'Alembert approprié au cas d'une percussion, entre cette force u et les forces d'inertie qu'elle développe; si donc on représente par m sa masse, par (U', V, W) les trois composantes de sa vitesse avant la percussion, par (U, V, W) les mêmes composantes après, par (a, |3, $) les angles formés par les axes coordonnés avec la direction de la percussion u agissant sur le corps choqué, et par conséquent par 71 - a, TT — 13, TT — (î les mêmes angles quand la force u agit en sens inverse sur le corps choquant , les quantités de mouvement acquises suivant chaque axe et par conséquent les forces d'inertie seront
m (U - U'), m (V — V), rn (W — W) ,
et par conséquent on doit avoir
— u cos a = m (U — U') , — m cos ^ = m(V — V) ,
-.ttcos(î = m(W — W).
Les circonstances qui accompagnent le phénomène de la percussion vont nous fournir une quatrième équation. Remarquons que la percussion est due à l'inégalité de vitesse des deux corps dans la direction suivant laquelle ils se choquent, et que les corps adhèrent l'un à l'autre en se comprimant jusqu'à ce que l'égalilé de vitesse dans cette direclion se soit établie; de sorte qu'à la fin de la percussion la vitesse est la même dans les deux corps dans la direction suivant laquelle ils se pressent; or w étant la vitesse angulaire du corps choqué après la percussion, (a, bj c) les coordonnées du point de percussion, w j/o* -*- 6* sera la vitesse du point, vitesse qui est dirigée tangentiellement au cercle qu'il décrit, et on trouve pour cosinus des angles qu'elle forme
avec les axes, , — et zéro; les cosinus de l'angle
....'«ii^> r I 1- .• 1 . . 1 acosS — 6cosa qu elle lormc avec la direction de la percussion est donc >
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et par conscquent la composante de la vitesse estimée suivant la percussion est' 117 (a cos [3 — 6 cos a). D'un autre côte, les composantes de la vitesse du point matériel choquant étant (U, V, W) après la percussion! les composantes de chacune de ces vitesses dans le sens de la même droite sont
U cos a, V cos j3, VV cos à ; on doit par conséquent avoir
tt? (a cos j3 — 6 cos a) = U cos a -*- V cos (3 -H W cos d.
Cette équation jointe aux trois qui précèdent et à l'équation
ufsin à tu — « ^= -^i — r- >
suffit pour déterminer les valeurs de u,i(?,U,V, W, c'est-à-dire, qu'elle fait connaître le mouvement du corps choqué et du point matériel choquant. En désignant par t/ la vitesse du point matériel choquant, estimée dans le sens de la percussion, c'est-à-dire
U'cos a-H V cos(3 -f- W'cos(î, on trouve
[i/ — û) (a cos (3 — 6 cos a)] 2nir' Imr* -H mfsïn J (a cos (3 — 6 cos a)
ou, en remarquant que la plus courte distance /*de la pcrcus^R à
,, , „ a cos 3 — 6 cos a
1 axe des Z est ^, — r >
sm 0
(v' — (ùfsin à) 2m» * zmr* -4-Wî/'sin'o
dans laquelle v' — oufain $ représente la vitesse relative v, estimée dans
le sens de la percussion, des deux points entre lesquels a lieu la
1 1 1 mvf sin $ compression, de sorte que w — w est égal a = — .^ - *^'
156. Percussion éprouvée par l'axe. — Les valeurs de (P, Q, R) du N» 144 font connaître les percussions qu'éprouve l'axe fixe au moment où les deux corps viennent se choquer; en effet, on a vu que, T étant la force de pression variable qui s'exerce entre ces corps, la composante Z de la force T, parallèle à l'axe de rotation ou à l'axe des Z, est T cos S; la seconde composante normale à l'axe est donc Tsin o et
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les forces X, Y qui entrent dans ces équations sont les deux composantes de cette dernière; or si Ton prend le plan des (YZ) (Og. 105) qui jusqu'ici est resté arbitraire, parallèle à la direction de la force T appliquée en m, la composante T sin d dirigée suivant mu sera parallèle à Taxe des Y, et par conséquent on aura
X=0, Y = Tsin(î; les valeurs de (P, Q, R) deviendront ainsi
Q = — T sin (î + M/^^^ = — T sin lî -4- M/
/ dri\ V dtj
dt* dl
R = — T cos
Si Ton multiplie les deux membres de chaque équation par dt^ et qu'on
intègre ensuite depuis le commencement de la percussion jusqu'à la
fin, en observant que y; et d ne changent pas sensiblement de valeur,
il viendra en représentant par w et o) les vitesses angulaires ou les
dv) valeurs de -p après et avant la percussion, dt
l Prff = — M/(tt;— «)siny;, l Qdt = — s\nS I Trf«-HMf(w7 - w)cosyj,
Jq •'g •'o
\ Rrff= — cosJi Tdt.
On a vu (N<> 155) que i Tdt est la mesuie u de la percussion qu'éprouve
la masse choquée. De même les trois intégrales i P(/(, i Qdty \ Rr/e
sont les mesures des trois percussions éprouvées par l'axe. En les représentant par t*', t*", «'", on trouve
«'= — M/(tt? — o))sin n (1)
p" r^ — . M sin ^-t- M/(ti? — 6i))cosy3 (2)
u == — 1/ coso (o)
Les points de Taxe auxquels sont appliquées ces percussions sont donnés par les équations générales (5) et (6) du N"" i4i, appropriées au cas dont nous nous occupons; car si Ton fait disparaître les dcnorninatcurs P et Q et qu'on remette pour U' et U leur valeur l(Xz — Zx) et 2(Zy — Yz), ou plutôt Xz — Zx et Zy — Yz quand il n'y a qu'une seule percussion, en remarquant que
X = 0, Y=ïsin(î, Z=Tcoso, x = a, y = 6, jc=c,
il vient
rf^eosrî rf^sinr; ^
pP *= — ^— ^»wz,x, r^ Imz.y, -t- aT cos o ,
^ J* sin y] „ c/* cos yj ., , ^ ^ „, . n
çQ = — v-^--2mz,x, H T-j— zmz,y, -+- 6T cos o — cT sin c) ,
j)Vdt = — c/fsinyîyj ^mx,z, — rf f cos y; -y- J Iniy^z, -h a cos (îTrff ,
f/Qd« = rf ( cos n-r:) -»«Jr,z, — ci / sin yj-— j 2^my^z,
-4- 6 cos 5T{/« — c sin STdt , et en intégrant depuis le commencement jusqu'à la fin de la percussion , en remarquant qu'aux deux limites -j- devient o) et w, et que
cl»
sa durée toujours très petite permet de considérer la direction de la force qui naît de la percussion ainsi que le point d'application do celle-ci, comme sensiblement invariables, c'est-à-dire p, q, a, 6, c et S comme constants, il vient
pu' = — [w — w) sin rilmZfX, — {w — cù) cos r^lmZfy, -h va cos 5.... (4) qu" = (w — G)) cos r,^mz^, — {w - &)) sin r,^in',y, -t- M (6 cos 5 — c sin S) (5)
Les équations (i), (2), (5], (4), (5) qui renferment la solution complète de la question^ peuvent être mises sous la forme suivante, en observant que l'x du point où se fait la percussion, c'est-à-dire a , est égal à /* quand on prend le plan des YZ parallèle à la direction de la percussion,
w/sino , M/*/ sin 5
w — - w = -~ — T-j m' ==: — Il — ' — j- . sin /; ,
m" = — M sin d M — rr-^COS •/] j 9 tt"' = — 1/ COS 5.. ..(6)
(sin Yilmz^^-^-cosYilmZfy,) — colSZmr^
^ Ml sin •/!
— [co3 Yilmz/r, — sin rilmZfy^f — {h cot à — c)lnir' ^ 2mr^ — MlfcosYi
Ces équations font connaître toutes les circonstances du mouvement d'un corps ou d*un système de forme invariable traversé par un axe fixe des Z, recevant une percussion d'une intensité représentée par u, dirigée parallèlement au plan des (YZ) à une distance/* de celui-ci, cette direction étant inclinée d'un angle S sur l'axe de rotation et appliquée en un point qui a pour coordonnées a = f, b et c; la percussion ayant lieu au moment où le plan des (X,Z,) qui contient le centre de gravité fait avec le plan des (XZ) un angle yi, M étant la masse du corps, l la distance de son centre de gravité à l'axe, eiw — co la vitesse angulaire engendrée par la percussion, u devra être remplacé par l'une des valeurs trouvées au N° 154 ou N<^ i55.
Si la direction de la percussion est renfermée dans un plan normal à l'axe des Z, et si Ton prend le plan des (XY), arbitraire jusqu'ici, de manière qu'il contienne cette force, l'angle à sera droit, c sera nul et ces équations se réduiront à
uf , Mlf .
Imr* 2fwr*
u'=-ti^i-^cosyîY u'"==0,....(7)
sin ri2mZfX, •+■ cos filmZfyf
M/ sin 7}
— (cos Ttlmz^, — sin rilmz,y^ f l,mr^ — M//" COS /)
i 57. Centre de percussion normale à l'axe fixe, — Proposons -nous de déterminer la direction suivant laquelle le corps doit être choque pour que l'axe n'éprouve aucune percussion, et supposons d'abord la direction du choc renfermée dans le plan XY perpendiculaire à l'axe fixe. 11 faut que les valeurs (7) de u' et de u" soient nulles; mais ces deux conditions ne suffisent pas, puisque u^ et u'', qu'il faut considérer
comme les résultantes des percussions parallèles ft X et Y sur les différents points de l'axe Z, pourraient n'être que les résultantes de deux couples renfermés dans les plans des (YZ) et des (XZ), et dans ce cas Taxe des Z éprouverait une double percussion dans chaque plan coordonné. Pour exprimer que cette circonstance ne se présente pas, il faut (N** 23) égaler h zéro les moments de ces forces u' et u'\ c'est-àdire poser
ce qui conduit aux quatre équations
MlfcosYi sm>,=«0, i 1;;;^=0,
sin Yi2mz^, h- cos y)2m,z,y, = 0,
cos filmzpCf — sin y)2mz,y, == 0.
La première exprime que l'angle y] doit être nul, c'est«&-dire que le plan des (XZ) doit se confondre avec le plan des (X^^) qui contient le centre de gravité G. Il suit de 1& que la direction mQ de la percussion (fig. 106) qui, par hypothèse, est parallèle & l'axe des Y, doit être perpendiculaire au plan passant par Taxe et par le centre de gravité du corps. La seconde équation donne
Elle fixe la distance f q\x âG de la direction de la percussion à Taxe des Z ou au plan des (YZ). Les deux autres équations se réduisent à
^tnZfy, =» 0 et 2mz^, == 0
qui expriment que l'axe de rotation doit être un axe d'inertie principal relativement au point A. Le point G déterminé comme on vient de ic voir, se nomme centre de percussion.
Il résulte de ce qui précède que, pour avoir le centre de percussion d'un corps traversé par un axe fixe, il faut: i" déterminer le point A de l'axe pour lequel celui-ci est axe d'inertie principal, et â** sur la perpendiculaire élevée en ce point dans le plan déterminé par l'axe
et le centre de gravité, prendre une longueur AG égale à -^ —
L'extrémité est le centre de percussion, et la direction du choc doit passer par ce point et être normale au plan.
Si l'on désigne par M&* le moment d'inertie du corps par rapport à un axe passant par le centre de gravité et parallèle à l'axe de rotation, le moment d'inertie 2mr* pourra être mis sous la forme MP -h Mft^, et la distance fd\x centre de percussion h l'axe deviendra
158. Centre de percussion oblique à l'axe fixe. Théorème général sur les centres de percussion, — Le théorème précédent sur le centre de percussion suppose la direction de celle-ci perpendiculaire à l'axe de rotation; mais les équations générales du N" 156 conduisent à un (licorème plus général sur la direction suivant laquelle le corps doit être frappé pour que l'axe fixe n'éprouve aucune percussion. Il est bien entendu que nous ne donnons pas ce nom à la composantic u"' =3 — u cos S qui agît dans le sens de l'axe fixe. En posant les quatre équations qui expriment cette condition, savoir:
on trouve que la seconde conduit à
siny]==»0, ou tî = 0,
ce qui apprend, comme plus haut, que le plan des (X^^) (fig. 107) qui contient le centre de gravité, doit se confondre avec celui des XZ, ou que la direction rs de la percussion doit être renfermée dans un plan str parallèle à YZ, lequel est perpendiculaire au plan qui contient l'axe ûxe et le centre de gravité. La troisième équation donne, comme précédemment,
^ Imr*
et fait connaître la plus courte distance At de la percussion à l'axe. La cinquième donne
zmr^
qui fixe l'inclinaison rst de la percussion sur l'axe des Z ou sur le plan XZ. Enfin la sixième prend la forme suivante, en Icnant compte des trois premières ,
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Gomme 6 et c sont les coordonnées du point d'application de la percussion, et qu'on peut la concevoir appliquée en un point quelconque de sa direction ^ il est visible que /*, 6 et c sout les trois coordonnées courantes (x, y, z) de la droite qui représente cette direction. Les deux équations
dont le lieu géométrique est une ligne droite, réprésentent donc cette direction. En les mettant sous la forme
Mx, C^ Mx,
elles coïncident avec les équations trouvées au N" i50; ce qui conduit au théorème suivant : si un axe fixe traverse un corps, les plans diamétraux conjugués dans les ellipsoïdes centraux, construits autour des différents points de cet axç , passent tous par une même droite représentant la direction de la percussion qui ne produit aucun effet sur l'axe.
Nous appellerons cette droite ligne des centres de percussion.
Proposons-nous de déterminer le centre de percussion d'un bâton cylindrique et homogène OB(fig. 108), tournant dans un plan vertical autour d'un axe de rotation horizontal placé à l'extrémité 0 du cylindre. Gomme il résulte visiblement de la forme symétrique du cylindre autour de OB, que l'axe de rotation est un axe d'inertie principal relativement au point d'intersection 0, il est visible que le centre de percussion G devra être situé dans la hauteur OB du cylindre,
h une distance de l'extrémité 0 , représentée par / + -j > / étant la
distance 00= — =»- du centre de gravité à l'axe de rotation.
On trouve pour le moment d'inertie MA:' du cylindre relativement à
une droite passant par le centre de gravité G du cylindre et parallèle
& l'axe de rotation, M-t; on aura donc <:*== --, et il vient pour la
distance OG,
Le centre de percussion G est ici le point où il faut frapper un bâton cylindrique OB pour que la main qui le tient par rextrémité 0 n'éprouve aucun choc.
159. Mouvement d'un corps pesant autour d*un axe horizontal. — Reprenons les équations du N** 144, et proposons-nous de déterminer le mouvement que prend un corps pesant autour d'un axe fixe supposé horizontal. On sait que l'on a en général
dt^ Imr^
U" étant la somme des moments de toutes les forces motrices par rapport à l'axe Z de rotation. Il est visible que, les forces se réduisant h la pesanteur, celle qui agit sur un point matériel m est mgy et si l'on prend le plan des (XZ) horizontal, les coordonnées du point m étant (x, y y z) y le moment de la force mg par rapport au plan des YZ sera fngx; on a donc
d^y] I,mgx glmx 'dT^^îni^'^ïmr^'
ou, si le corps est continu et se compose d'un nombre infini d'éléments juxtaposés,
d'yî gfxdm jiMX g\
W ^ frHm ^ f r*dm^ l* -^ k'''
en désignant par M la masse du corps, par X l'abscisse ZP (fig. i09) de son centre de gravité G, par M&* le moment d'inertie par rapport n une droite passant par le centre de gravité parallèlement à l'axe de rotation, et par / la distance GZ du centre de gravité à l'axe. Gomme l'angle GZX est celui qui a été désigné par /], le triangle rectangle GZP donne
X = / cos y] ;
on a donc pour équation différentielle du mouvement du corps,
d^n gl
En multipliant par 2dyi et intégrant, il vient
« igl
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et en déterminant la constante par la condition que la vitesse angu-
lairc-p soit nulle lorsque yi devient a, at
Cette équation différentielle peut être ramenée à une forme connue, en remarquant que, comme un point quelconque du corps devant décrire un arc de cercle ayant son centre dans Taxe de rotation , si Ton considère un point M placé dans la perpendiculaire abaissée du centre de gravité G sur Taxe^ à une distance MZ==/' de l'axe, et qu*on représente par z la hauteur verticale kq du point M au-dessus du point A à une époque quelconque, et par h la hauteur AG dans la position initiale B de M, ou lorsque Tangle BZX était a, on a
Zo /' — z . ZC /'-A
""^=ZM=""7-' ^^"^°ZB=T-'
d'où l'on tire par la différcntiation ,
, — dz — dz — dz
et en substituant ces valeurs dans l'équation dilTércntieHc du mouvement, celle'ci prend la forme
dt = ±\/
dz
^/Wr^*^fL-
qui revient à dt
V igl
dz
i/ÂrrPy/*"'^
160. Oscillations d'un pendule composé. Centre d'oscillation. Propriété de ce point. — Au lieu d'intégrer cette différentielle, comparons-la à la suivante, trouvée auN°131, pour le mouvement d'un pendule simple d'une longueur r, savoir :
dz dt
On voit que le mouvement du point M (fig. i09) de notre corps sera identiquement le même que celui de rextrémité du pendule simple de longueur r, si Ton a
d'où il résulte, que dans vn corps pesant traversé par un axe fixe^ il existe dans la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur Vaxe
un certain point M distant de l'axe de — -. — » dont le mouvement est
identiquement le même que celui que prendrait un pendule simple
d'ti/ie longueur égale d — -. — 9 c'est-&«dire que le point M du corps
oscille de la même manière que si ce point existait seul, et que la masse du corps y fût concentrée. Puisque la durée des oscillations très petites
d'un pendule simple d'une longueur r est ^\/ -> la durée des oscillations du corps autour de l'axe est égale à
Le point M qu'on vient de déterminer se nomme centre d^oscillation du corps, et le corps oscillant autour de l'axe fixe prend le nom de pendule composé ou pendule physique. On voit que le centre d'oscillation d'un pendule composé est le point dans lequel on peut concevoir concentrée la masse du corps oscillant, sans que la durée des oscillations soit altérée. Le pied Z de la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur l'axe se nomme centre de suspension.
Le centre d'oscillation jouit de cette propriété que, si l'on fait osciller le pendule autour d'une droite parallèle à l'axe de suspension et passant par le centre d'oscillation, la durée des oscillations du nouveau pendule sera la même que celle du premier, ou en d'autres termes, le centre d'oscillalion du nouveau pendule coïncidera avec le centre de suspension du premier; en effet si A (fig. iiO) est le centre de suspension, G le centre de gravité et A' le centre d'oscillation, on a vu qu'en désignant par l la distance AG et par M/;* le moment d'inertie du corps par rapport ft une parallèle à l'axe, passant par le
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centre de gravité, la distance AA' est représentée par / h- -r-i c'esl-à-
dire que le centre d'oscillation est placé au-delà du centre de gravité, & une distance égale & k^ divisé par /, ou par la distance du centre de gravité au centre de suspension; or si Ton prend le point A' pour centre de suspension, le centre d'oscillation correspondant sera aussi placé au-delà du centre de gravité, à une distance exprimée
par k^ divisé par GA' ou -y; cette distance est donc égale à I,
c'est-à-dire qu'on retombe sur le point A. Cette propriété s'énonce en disant que, les centres de suspension et d'oscillation sont réciproques. Il est à remarquer que la distance du centre d'oscillation à l'axe de suspension est la même que la distance du centre de percussion à l'axe fixe ; mais cette analogie est purement accidentelle et la réciprocité n'existe pas, en général, pour une percussion. Puisque la durée d'une oscillation d'un pendule est donnée par
— 9 il est visible que les oscillations d'un même pen-
dule ont la même durée pour tous les axes de suspension parallèles entre eux et également distants du centre de gravité. Si l'on cherche parmi ces distances, celle qui rend minimum la durée des oscillations,
ce qui revient à déterminer la valeur de / qui rend — - — le plus
petit possible, on trouve l== k elh durée minimum est
TT % / Il
suit de là que parmi tous les axes traversant un corps, celui pour lequel la durée des oscillations est la moindre possible est parallèle à l'axe du plus petit moment d'inertie du centre de gravité, et distant de ce
point d'une quantité égale à A:, cest'à-dire%/ ■— ou \/
A étant ce plus petit moment d'inertie et M la masse du corps. Comme les moments d'inertie principaux sont des maxima ou minima pour les droites qui passent par un même point, il est visible que A n'est autre chose que le plus petit des trois moments d'inertie principaux du centre de gravité.
i6i. Moments d'inertie déterminés expérimentalement. Application au pendule balistique et au mouvement du treuil. — On peut déduire expérimentalement la valeur du moment d'inertie d'un corps
par rapport à ud axe, de la durée des. oscillations que fait ce corps autour de cet axe; car si T est cette durée, on aura
et en représentant par M la masse du corps et par P son poids ,
MP -*- MA« = — P
dans laquelle le premier membre est le moment d'inertie cherché et l la distance du centre de gravité & l'axe de suspension , distance qu'il est facile de déterminer par expérience.
Ce procédé est en défaut lorsque l'axe de suspension contient le centre de gravité, parce que si / est nul, r est infini et les oscillations n'auront pas lieu. Il faut, dans ce cas, observer le moment d'inertie pour un axe parallèle au premier et distant d'une quantité connue ( et calculer ensuite le moment d'inertie cherché par la formule
Mfc«=i^P-MP = (~— -)P/.
Appliquons à la théorie du pendule balistique les principes qu'on vient d'exposer. On donne le nom de pendule balistique ou pendule de Robyns h un appareil composé d'une masse considérable en bois ABCD (fig. 111), ayant la forme d'un parallélipipède cerclé en fer en £F et HK et lié par des barres de fer EO et KO à un axe horizontal projeté en 0^ et autour duquel ce corps peut osciller comme un pendule. Cet appareil en usage dans l'artillerie, sert à mesurer la vitesse de projection d'un boulet au moyen de l'étendue des oscillations qu'il fait faire au pendule , lorsqu'il est lancé dans le bloc de bois suivant une direction LM parallèle à la longueur BD du massif. Soient m la masse du boulet, v sa vitesse de projection, w la vitesse angulaire que prend le pendule immédiatement après la percussion, M&* le moment d'inertie du pendule, y compris le boulet m, relativement à un axe parallèle à l'axe de suspension 0 passant par le centre de gravité G, / la distance GO du centre de gravité à Taxe, fia distance ON de la direction du choc à l'axe. Comme le boulet, animé de la quantité de mouvement mv, reste attaché au pendule, on a d'après le NM 55,
mvf
M {P -4- it«) 40
Cette vitesse angulaire n'est autre chose que la vitesse d*un poiol du corps place à Tunilé de distance de l'axe; la vitesse d*un point
A* placé à la distance / + -j » et par conséquent du centre d'oscillation, est donc
/, k*\ mvf
On sait que ce point oscille de la même manière qu'un pendule mathématique d'une longueur égale à l-^-r) on connaîtra donc toutes les
circonstances du mouvement du pendule balistique, en déterminant les
oscillations que prend un pendule simple d'une longueur OH = 2 h— y- 9
dont le point matériel H aurait reçu, étant immobile, une vitesse
initiale—-/-* Or on a vu dans la théorie du mouvement d'un point M»
matériel pesant sur une courbe, que cette vitesse initiale t/ du point H
(fig. 112) le fait monter le long du cercle HH' & une hauteur HL
égale à 5- ou — I — y ) * ®' si l'on représente par a l'angle HOH' dont le pendule s'écarte de la verticale, on aura
HL = HO — OL = HO — OH' cos a = ( / + y\l — cos a),
[ et par suite ,
d'où
V =— |/29/(/* -*- *«) (1 — cos a).
Cette équation fait connaître la vitesse v du boulet; car dans le second membre, tous les facteurs peuvent être déterminés d'avance ou observés; en effet i"* les masses M et m s'obtiennent en divisant par (7 le poids du pendule balistique, y compris le boulet et le poids du boulet seul; â*" la valeur de fou ON peut s'observer sur le pendule au moyen du trou qu'y a fait le boulet; S"" la valeur de l ou la distance OG du centre de gravité à l'axe, s'observe directement ou peut être déter-
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miDée par expérience; la valeur de é* ou plutôt celle de M(/* -t- fc*) qui est le moment d'inertie du pendule, y compris le boulet, peut être déterminée cotame on vient de le voir; et enfin 5% l'angle a ou l'angle dont le pendule est écarté de la position d'équilibre, peut s'observer directement de plusieurs manières.
Si le pendule pénétré par le boulet a une forme symétrique, Taxe des Z est axe principal d'inertie par rapport au centre de suspension, les intégrales 2mx^z, et 2my,z, sont donc nulles^ et les formules (6) du N"* 156 apprennent que l'axe de suspension n'éprouve qu'une seule percussion qui est borizontale et égale à
mv
appliquée en un point dont la distance au centre de suspension est
valeur dans laquelle c est la distance de la direction LM de la percussion & la verticale passant par le centre de gravité.
Nous terminerons ce chapitre en calculant le mouvement que prend un treuil portant deux poids suspendus aux extrémités de deux cordons inextensibles enroulés sur la roue et sur l'arbre, en tenant compte de l'inertie de la matière qui compose le treuil. On a vu que la loi du mouvement de rotation d'un corps pesant autour d'un axe horizontal est donnée par l'équation
di* Imr^
dans laquelle le numérateur est la somme des moments de toutes les forces motrices par rapport à l'axe, et le dénominateur la somme des moments d'inertie de toutes les masses en mouvement autour de Taxe; or, si l'on suppose le treuil symétrique autour de l'axe, la somme des moments des poids de toutes ses parties sera nulle et il restera pour U" les moments de P et de Q, c'est-à-dire Pp — Qqr, p ei q étant les rayons OA et OB (fig. 115). Quant à 2mr^^ cette somme se compose du moment d'inertie du treuil, que nous désignerons par M&^, et des
moments d'inertie de P et de Q qui sont~p^ et — 9^, parce que l'on
peut, sans rien changer, concevoir ces poids comme concentrés aux points A et B; Téquation devient donc
d^n Pp — Qy
d'où
dn^ Vp^Qq ^ Pp — Qg ^'
^^dt flfMA:«H-Pp»-+-Q7*^' ^ M3/c«-^Pp«+-Qg*^'2*
On détermine les pressions que supportent à chaque instant les deux tourillons, en calculant par les formules du N"* 144 les pressions que supporte l'axe fixe, ainsi que leurs points d'application, et en décomposant ensuite chacune de ces deux pressions en deux autres appliquées aux tourillons.
Si l'on tenait compte du poids et de l'inertie des deux cordons, il faudrait aux poids P et Q du numérateur joindre les poids variables de ces deux cordons, lesquels sont représentés par gm {l -i- pri) et gn [P — 9>i), m et n étant les masses des unités de longueur des deux cordons et /, V leurs longueurs initiales. Quant au moment d'inertie, comme les poids des deux cordons peuvent être considérés comme concentrés en totalité en A et B, il est visible qu'en représentant par L et L' leurs longueurs totales, y compris la partie enroulée sur l'arbre et la roue, le moment d'inertie sera rnlp^-^nUq^y qu'il faudra ajouter au dénominateur.
Mouvement d*un corps solide autour d*uii point fixe. Axe instantané de rotation.
— Vitesse angulaire. Décomposition d*une vitesse angulaire. Théorie du pendule de Foucault. — Préliminaires de la théorie du mouvement d^un corps solide autour d*un point fixe. — Équations générales du mouvement d*un corps solide autour d*un point fixe. — Mouvement d'un corps qui se meut autour d*un point fixe sans forces motrices. — Oscillations autour de Tun des axes d^nertie principaux. — Conditions pour que Taxe instantané ne change pas de place dans, un corps qui se meut sans forces motrices. — Stabilité des mouvements de rotation autour des axes principaux. Mouvement d*un corps autour d*un point fixe, provenant d^une percussion. — Théorème sur Taxe instantané de rotation.
— Oscillations coniques d*un corps pesant. — Coordonnées polaires. Formules d^Eulcr.Cas où le corps se meut sans forces motrices. — Applications diverses.
— Mouvement d*un corps solide libre. — Mouvement d^un corps libre par suite d'une percussion. — Mesure d*une percussion contre un corps libre. — Mesure d^une percussion contre un corps qui a un point fixe. — Axe spontané de rotation. — Axe spontané à la suite d'une percussion. — Théorèmes sur la force vive d'un corps solide en mouvement.
162. Mouvement d'vn corps solide autour d*un point fixe. Axe tnstantané de rotation. — Un corps solide ou un système matériel de forme invariable dans lequel un point est rendu fixe , étant mis en mouvement d'une manière quelconque, prend à chaque instant une vitesse de rotation autour d'une certaine droite, passant par le point fixe et changeant à chaque instant de position dans le corps et dans l'espace. Cette proposition qui, du reste, est presqu'évidente par ellemême, se démontre complètement par les considérations suivantes : un corps de forme invariable et entièrement libre, est donné complè-
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tement de position lorsqu'on fixe le lieu de trois de ses points non situés en ligne droite. Il suit de 1& que si ces trois points occupent successivement différentes positions, le corps prendra lui-même des positions déterminées correspondantes, ou en d'autres termes, à un mode déterminé de déplacement des trois points correspond un mode de déplacement unique et déterminé du corps 8,
Si le corps a un point fixe o, à un certain mode de déplacement de deux de ses points, ne peut donc correspondre qu'un seul mode de déplacement du corps entier, et réciproquement. Gela posé^ supposons que par suite d'un déplacement quelconque, deux points m et m' se meuvent simultanément dans des directions ms et mV. Élevons sur ces droites en m et m' deux plans normaux, ceux-ci viendront passer par le point fixe o, car les différents points du corps ne pouvant sortir des surfaces sphériques qui ont pour rayons les droites om et om!y il est visible que les droites ms et m's' sont des tangentes & des courbes tracées sur ces surfaces et par conséquent des perpendiculaires aux rayons, lesquels sont donc renfermés dans les plans normaux dont rintersection ne peut être qu'une droite aaf passant par le point fixe. Or si l'on imprime au corps un petit mouvement de rotation autour de aa\ les différents points de chacun de ces deux plans décriront de petits arcs perpendiculaires à ces plans ; d'où il siiit que ce mode de déplacement du corps imprime aux deux points m et m' leurs déplacements effectifs suivant ms et mV, et comme le mode de déplacement du corps est unique d'après ce qu'on vient de voir, le mouvement de rotation autour de la droite est celui qui a effectivement eu lieu. Cette droite aa^ a été nommée axe instantané de rotation,
165. Vitesse angulaire. Décomposition d'une vitesse angulaire. Théorie du pendule de Foucault. — La vitesse de rotation du corps autour de l'axe instantané est sa vitesse angulaire. Nous avons déjà donné ce nom à la vitesse qui anime un point du corps placé h Tunité de distance de l'axe de rotation. II est visible que, pour un même corps, les vitesses effectives des différents points sont proportionnelles aux distances de ces points à l'axe instantané ; d'où il suit que pour une vitesse angulaire u;, la vitesse effective d'un point distant de fde l'axe est fw.
Le mouvement de rotation d'un corps retenu par un point fixe A (fig. 114) autour d'un axe instantané ÂB^ peut être remplacé par des mouvements de rotation simultanés autour d'autant de droites que l'on voudra, passant par le point A et fixes dans le corps, c'est-à-dire
qu'une vitesse angulaire autour d'un axe AB peut être décomposée en plusieurs autres vitesses angulaires autour d*axes donnés dans le corps, et on reconnaît une analogie parfaite entre les lois de cette décoropo* sitîon et celles de la décomposition des forces ou des vitesses; ainsi, si l'on mène par le point A trois axes rectangulaires des (X, Y,Z) fixes dans le corps et mobiles avec lui, et qu'on désigne par (a, |3, y) les angles que forme AB avec eux, une vitesse angulaire n? autour de cette dernière pourra être remplacée par trois vitesses angulaires simultanées autour de (X, Y, Z), égales respectivement à u^cosa, w cos |3, w cos y; en effet, si m est un point du corps distant de Afi d'une quantité /" et ayant pour coordonnées (x, y, 2), une vitesse angulaire w autour de AB communiquera au point m une vitesse effec* tive fw évidemment perpendiculaire au plan passant par AB et m; les trois composantes de cette vitesse dans le sens des axes sont donc fw cos a, fw cos 6, fw cos c , en représentant par (a, 6, c) les angles formés par le plan ABm avec les trois plans coordonnés ; or l'équation de ce plan est de la forme
(z cos j3 — y cos y) x'-t- {x cos y — z cos a) j/'-*- (y cos a — i cos j3) z' = 0 ,
(ixfyy^ynf) étant ses coordonnées courantes; et l'on trouve pour la distance /"et pour les angles (a, 6, c) les valeurs suivantes :
f s» |/(a cos (3 — y cos y)* -+- (x cos y — z cos a)* -+- (y cos a — x cos j3)' ,
z cos 6 — V cos y , X cos y — 2 cos a cosa=: f ^' cos 6= '—z >
V cos a — X cos 3 cosc =^ j !-;
les trois composantes de la vitesse du point m, suivant (X, Y, Z), résultant d'une rotation autour de l'axe AB, sont donc
u^(«cos(3 — y cos y), u;(xcosy— zcosa), fi?(y cosa — xcos(3)....(i)
Imprimons maintenant au même corps trois vitesses angulaires simultanées (p, 9, r) autour de (X, Y, Z). Pour avoir les vitesses que chaque rotation communiquera à m parallèlement à (X, Y, Z), il suffit de faire successivement dans ces expressions,
« = 0, 13=^, y = ^, w==p, « = -, (3 = 0, y==^, tc?=-(jf,
ce qui fait coïncider successivement AB avec (X, Y, Z) ; on est ainsi conduit aux expressions suivantes des trois composantes :
0, — pz, + py,
qz, 0, — qx (2)
— ryy rxy 0.
En réunissant les composantes suivant un même axe, provenant des trois rotations, on a pour les vitesses totales du point m parallèles k (X, Y, Z), et dues aux trois rotations ,
qz^rxj, rx—pzy py — qx.
Si l'on compare ces valeurs à celles (1) que nous avons trouvées plus haut pour les vitesses dues à une vitesse angulaire unique u? autour de AB, on trouve que les vitesses du point arbitraire m ou (x, y,z] sont identiquement les mêmes, soit que Ton donne au corps une vitesse angulaire unique w autour de AB, soit qu*on lui donne trois vitesses angulaires (p, f , r) autour de (X, Y, Z), pouvu que l'on ait
pz=awcosay qr = u?cos(3, r = u;cosy (3)
ce qui vérifie la proposition énoncée plus haut.
Ces vitesses angulaires (p, f, r) sont dites les composantes de w. Connaissant (p, f , r), on en déduit la valeur de la vitesse angulaire résultante ti;, puisque l'on a
p* H- (jf* -*- r' = u;* (cos^a -4- cos'^ h- cos'y) = tu*.
On connaîtra aussi les angles (a, j3, y) que forme Taxe instantané avec les axes coordonnés, car on a, à cause de (5),
cosa= — ' =^ > cospî=— j cosy = — •
Les vitesses angulaires (p, 9, r) autour des trois axes sont positives ou négatives suivant le sens du mouvement de rotation. On convient, comme on l'a fait en statique pour les couples, de les prendre positivement ou négativement selon que l'œil placé à l'origine devra être dirigé du côté de l'axe positif ou du côté négatif, pour voir tourner le corps de gauche à droite, c'est-à-dire dans le sens XY, YZ, ZX. Pour
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ce qui est des angles (a, |3, y)y ils se mesurent entre (X, Y, Z) prolongés du côte positif et Taxe de rotation prolongé du côté d'où Ton voit tourner le corps de gauche à droite. La vitesse angulaire w doit être prise sans signe.
Il résulte de ce qui précède que, si Ton communique à un corps ayant un point fixe trois vitesses angulaires simultanées (p, f , r) autour de trois axes rectangulaires attaches au corps, ou une vitesse angulaire w autour d'une droite faisant avec les axes des angles (a, (3, y)^ un point ayant pour coordonnées (x, y, z) prendra une vitesse dont les composantes parallèles aux axes seront :
qz — ry, rx — pz, py — qx
dans le premier cas, et
V (z cos (3 — y cos y), u? (x cos y — z cos a), w {y cos a — x cos j3)
dans le second.
Quand les axes rectangulaires sont fixes dans l'espace, et que par
conséquent le corps est mobile relativement à eux, ces binômes ne
sont plus les composantes de la vitesse du point (x, y, s}, composantes
dx dy dz que l'on sait être alors représentées par— > — » y
Il résulte du théorème sur la décomposition d'une vitesse angulaire que la vitesse de rotation cd de la terre autour de la ligne des pôles PP' (fig. 92) peut être décomposée en deux rotations, l'une autour d'une verticale OAD au point Â de la surface de la terre, et l'autre autour d'une perpendiculaire GH à la verticale OA. La composante autour de OA est &) cos AOB ou o) cos 6, 6 étant la latitude du point A. Il suit de I^ qu'une personne immobile à la surface de la terre en A tourne autour de sa verticale avec une vitesse égale k (ù cos 9, et il en est de même de la surface de la terre autour de ce point. Cette remarque donne l'explication d'une expérience curieuse faite par M. Foucault et dont on s'est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Si au point A on fait osciller un pendule, son plan d'oscillation restera toujours le même en vertu de l'ini^lie. Cependant le sol tourne autour de A avec une vitesse ci)cos6; le plan d'oscillation semblera donc avoir en sens inverse une rotation d'une vitesse cocos 9, comme l'expérience directe l'a confirmé. Quant à la rotation autour de GH, comme elle communique au pendule et au point A de la terre une vitesse d'entraînement égale, celle-ci sera sans influence sur le mouvement
relatif du pendule et de la terre.
164. Préliminaires de la théorie du mouvement d'un corps autour d'un point, — Si Ton fait passer par le point 6xc deux systèmes d'a&es rectangulaires, l'un (X, Y, Z), fixe dans le corps et mobile avec lui, et Tautre (X', Y', Z') fixe dans Tespace, il est facile de déterminer les circonstances du mouvement d'un point quelconque du corps relativement à ces derniers axes^ connaissant les vitesses de rotation du corps autour des premiers et les inclinaisons relatives des deux systèmes d'axes; en effet, en représentant par {a,b,c)y (a', 6', (/), (o", 6", c") les cosinus des angles formés par chacun des axes (X', Y', Z') avec (X, Y, Z), et par (x, y, z) et (a;', y', c') les coordonnées d'un même point dans les deux systèmes, on sait que les vitesses dans le sens des axes
fixes sont données par-r- » -—^ » -7-9 et que les vitesses dans le seos
^ dt dt dt ^
des axes mobiles (X, Y, Z) sont représentées par qz — ry, rx — pzy
py — qx; en décomposant donc chacune de ces dernières en trois
autres dirigées suivant (X', Y', Z') et réunissant les trois groupes de
composantes, on trouve pour les vitesses suivant ces nouveaux axes,
, . .. , , . do/ du' dzf
c cst-à-dirc pour les valeurs de -r- > -r- > -r » * dt dt dt
doc'
— = a (qz — ry) 4- 6 {rx - pz) + c (py - qx),
dy'
-ji = a' {qz - ry) + 6' [rx-^pz) -^ cf {py — qx) (4)
dz^
— = o" {qz — ry) -*- 6" (rx — pz) -h c" (py — qx).
Outre les relations suivantes entre les cosinus (a, 6, c), {a\ 6', c'), etc. aîH-a'*+o"«= 1, «2^6»+ c«= i, ao'-+- 65' -4- €(/== 0, ab -i-o'6'-f-o"6"=0, fcî ^ 6'«-4- 6"«= 1 , a'*' -\' 6'« H- c'« = i , ao" -^ 66" h- cc''== 0, ac -+-aV-4- o"c"=0. . ..(2) ci ^ c'* + c"* = i, o"*-^ 5"«-^ c"«= 1 , oV'h-6'6"-^ç'c"«0, 6c4-6V4-6V--==0,
qui résultent de ce que les deux systèmes d'axes sont rectangulaires, et comme on l'a vu en géométrie analytique, se réduisent à six équations distinctes, il en existe encore d'autres entre les mêmes quantités et les vitesses angulaires (p, 9, r), résultant de ce que l'un des systèmes est attaché au corps et l'autre immobile dans l'espace; on sait, en effet, qu'il existe entre les coordonnées (x, y, z) et (x', y', z')
d'un même poiat dans les deux systèmes » les relations
a/ = ax -*- 6y -4- cz,
t/'= o'x -4- Vy -4- dz (3)
Comme le corps se meut autour de l'origine, les quantités (x', y, z'),
(a, 6, c), (a', // ) changent avec le temps, tandis que (x, y, z) qui se
rapportent à des axes fixes dans le corps, restent invariables; on a donc, en dérivant par rapport à f ,
dx* da db de
dW da' db' de dt dt '' dt dt
dxf da" db" de"
dï-^'-dT-^y-dt-^-'-dï'
et par conséquent, en égalant ces valeurs de -7—9 -^9 — à celles trouvées plus haut, ordonnées suivant les facteurs x, y, z,
X— -f- y _-♦- z— = x{6V - cfq) -t- y(c^p — aV) -»- z{a'q — 6», lia" db" de"
='-â^-*-y-jt-*-''-jr="'i^"^—'^'(i)-^yi<^'p—'^'r)-*-'^i'*"9—^'p)'
Comme ces relations existent quel que soit le point (x, y, z], et par conséquent indépendamment de toute valeur attribuée à ces coordonnées, leurs coefficients doivent être égaux dans les deux membres, ce qui conduit à ces nouvelles relations
da , d6 de ,
-^br-cq, ^^ = cp-ar, j^^aq-bp,
î^=6'r-c'7, ^=e'p-a'r, ^^^afq-b'p (4)
da" dh" dt^'
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d'jf dt/ rfs' Eq dérivant les valeurs (1) de-r-» -^> -^^ el faisant usace des
ai ai ai ^
relations précédentes, on trouve aussi
fl? V l £ ^^ ^^ , )
Sdq , dp )
"^~ ^ "^ p (or — cp) + 9 (6r — cç) ,
d*y' d*zf
Il esta observer qu'il résulte de la symétrie des équations dont nous avons fait usage , que les valeurs de ces deux dernières dérivées
doivent pouvoir se déduire de celle de -j-^ au moyen d'une permuia-
lion tournante y c'est-à-dire en faisant avancer successivement d'un
rang chaque lettre^ dans l'ordre pqr pqr pq,.,, etc., xyz xyzx,.. etc.,
aVd'aVd'aV.... etc., hea%da"b ca'6'W6"c etc.
Ces trois dernières équations donnent les valeurs des forces d'inertie
du point (a/, t/', x!) dans le sens des axes fixes (X', Y', Z') et pour l'unité
de masse. Pour avoir les forces d'inertie au même point dans le sens
rfV rf*v' d^^ des axes mobiles (X, Y, Z), il suffira de décomposer -r-r-' — t^ > — r-i
^ ^ ^ di^ dl^ dt*
en trois autres dirigées suivant les axes (X, Y, Z) et de réunir celles-ci
trois à trois. On trouve ainsi, en représentant par D, E, F ces trois
nouvelles forces ,
rfV ,dW ,ÂH'
E==6^-.6'^y.6''îg\ (5)
d(* c/(* dl^
rf(* dl* dt'
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et, en remplaçant ces dérivées par leur valeur,
D = «^ — y^ -4- qf(yp ~ ar^) + r («p - xr) ,
E = a:~ — z •j^-^r[zq-yr) -^ p(xqf — yp;,....(6)
F = y-^ — a;^ -^ p[xr — zp] -+- 7 [yr >- xç).
165. Equations générales du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. — Ces formules étant établies, désignons par (X,Y, Z) les composantes de la force accélératrice qui agit sur Télément dm placé en (x, y, z), et par (n, n', n") les pressions qu'éprouve le point flxc dans le sens des axes. Gomme il y a équilibre entre les forces motrices, les forces de réaction du point fixe — n, — n', — n" et les forces d'inertie DdtTi, Edm, Frfm, on a les six équations d'équilibre
iXdm — 2Drfm ~ n = 0, lYdm — lEdm — n' = 0 ,
iZdm — iFdm — n" = 0 , Z (yP — zE)dm — 2 (yZ — xY) dm = 0,
2 (zD — a:F) rfm — 2 (zX ~ xZ)rfm = 0 (7)
1 (xE — y D) dm — 1 (xY — yXfdm == 0.
Si l'on remplace (D, E, F) par leur valeur (6) du numéro précédent,
en remarquant que p, qr, r, -T- restent les mêmes pendant un
même instant pour tous les points du corps, et sont par conséquent
des facteurs communs sous les signes sommalolres, la quatrième
éc|uation devient
— 2 (y* -4- 2«) dm — -~ Ixydm — -7- Ixzdm -*- prlxydm
-^ rql (y* — z*) dm -+- {r* — 9^] lyzdm = 2 (yZ ~ zY) dm . On aura de même
^2 (z* + x«) dm — etc. = 2 («X — xZ) dm , J- 1 (x2 -4- y2) dm - etc. = 2 (xY — yX) r/m,
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CCS deux deroières équations se déduisant de la précédente au moyen d*une permutation tournante.
Jusqu'ici le choix des axes (X, Y, Z) est resté entièrement arbitraire; on peut donc les faire coïncider avec les trois axes d'inertie principaux du corps pour le point flxc. Alors Ijczdm, 2yz(im, 2xydm sont nuls, et en désignant par (A, B^ G) les trois moments d^inertie principaux, c'est-à-dire l{y* -¥• 2*)rfm, 2(z' -*- x*)dm, 2(x' -*- y*) dm, les trois équations deviennent
A ^ — {B - C) ry = 2(yZ — zY) dm,
ut
B^ — (C - A)pr = l{zX'-xZ)dm (8)
C^ — (A — B)?p = 2(xY— yX)dpn.
Ces trois équations différentielles jointes aux neuf équations (4) , donnent la solution complète du problème ; car les valeurs de p, 9, r en fonction du temps, tirées de ces trois équations^ font connaître à chaque instant (N** 165) (a, (3, y), c'est-à-dire la position de l'axe instantané relativement aux trois axes d'inertie principaux du corps, et les valeurs de (a, 6, c), (o', 6', (/), (o", 6", c"), tirées de (4), donnent u chaque instant la position de ces axes principaux relativement à trois axes fixes et donnés de position. Quant aux pressions (n, n', n"). que supporte le point fixe, on les déduit des trois premières équations (7). En y remplaçant (D, E, F) par leur valeur, on trouve
II =lKJm — ^ Izdm -¥■ — - lydm —pqlydm — prlzdm 4- (r* -*- q*)lxdm ,
n' = etc., n" = elc.,
ou bien, en désignant par (x,, y,, z,) les coordonnées du centre de gravité relativement aux axes d'inertie principaux et en remarquant que Izdtn, Ixdm^ ^ydm sont égaux à Mz^, Mx^, My^,
n = 2Xdm — M U?«, — ^y, + p?y, + prz,— (r* + q*)x, ,
n'=«:^elc., n" = etc.,
dans lesquelles on remplacera Pj^^^r, -~» -^j 1~ ^^^ '^"^ valeur
trouvée comme on vient de le dire.
i66. Mouvement d'un corps qui se meut autour d'un point fixe sans forces motrices. — Examinons d*abord le cas où le corps se meut sans forces motrices, et celui ou le corps étant pesant, le centre de gravité se confond avec le point fixe. Dans Tune et l'autre hypothèse, les seconds membres des trois équations du mouvement sont nuls et il vient
rfp B — C c/o C — A rfr A — B
Aucune de ces équations n*cst intégrabic immédiatement; mais si on les multiplie respectivement par SAp, 2B9, 2Cr, puis par 2A^/;, 2B^(]r, 2GV et qu'on. les ajoute membre à membre, on trouve :
2Aprfp -*- 2Bqdq -+- 2Crrfr = 0, 2A«pÉ/p -^ 2B*5frfqf -+- 2C'rrfr = 0,
qui conduisent aux deux intégrales
A/}« 4- B(/« -t- Cr« = D« )
Ay-4-BV-^cv*-=D'*) ^ ^
D' et D'* étant deux constantes arbitraires visiblement positives. La troisième intégrale des trois équations différentielles (9) s'obtient en remplaçant <jf et r par leur valeur tirée de (iO), dansla première des trois équations différentielles (9), ce qui conduit h
(/D'* — CD* — A (A — C) p* |/BD« — D'« -*- a (A — B) p« Une quadrature donnera la valeur de p en fonction de ( et en substituant dans (iO), on connaîtra f,r et par suite les cosinus — — »
|/p* -*- qf* -♦- r'
j des angles que fait à chaque instant
l/p' -H gi* + r* j/p* -*- q^ -+ r'
l'axe instantané avec les trois axes principaux, ainsi que la vitesse de
rotation |/p* -f- (/* -♦- r'. On substituera ensuite les valeurs de p, <jf, r en fonction de i dans les équations (4) du N° iG4 qui formeront un
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système de neuf équations différentielles linéaires simultanées entre les variables (a, b, c), (a', 6', </), (a", 6", c") et t, et qui serviront à fixer à chaque instant la position des axes d'inertie principaux relativement aux axes fixes. Trois de ces intégrales s'obtiennent immédiatement; car si Ton multiplie les trois équations (9, respectivementpar Aa,Bfr, Ce, pois par \a', B6', Ccf et Aa'', B6", Caf' et qu'on les ajoute ensuite en tenant compte des équations (4), on trouve en intégrant :
Aap -H Bbq ■+- Ccr == /,
Ao'p -*- Wq -4- Ccfr = V (i2)
ka!'p -f- U"q -4- Cc"r = T,
dont Tune est comprise dans les deux autres, comme on peut s'en assurer en les élevant au carré et additionnant, en tenant compte de la seconde des équations (10) et des équations (2). On reconnaît ainsi qu'il doit exister entre les constantes arbitraires l^l\l'\ la relation
Deux de ces constantes /, /', L" sont donc arbitraires et la troisième est donnée par cette dernière équation. Quant aux autres équations différentielles (4) qu'il faudrait intégrer, on verra plus loin (N** i73) qu'on peut par une transformation de coordonnées, séparer les variables cl les changer en différentielles elliptiques.
En multipliant les équations (12) respectivement par {a^a\a") et additionnant ensuite en tenant compte des relations (2) et répétant les mêmes calculs après avoir multiplié par (b, 6', 6"), puis par (c, (/, c"), elles seront remplacées par les suivantes :
Ap = /a -4- Va! h- /V, B7 = /6 -4- VV + l"h\ Cr^lc-^ l'c' -+- Te", auxquelles on peut donner la forme
Ap « D'à", Bq = D'6", Cr = D'c", (13)
en plaçant les axes fixes (X', Y', Z') de manière que les constantes arbitraires l et V soient nulles. Comme on a, en désignant par (p', q\ r') les valeurs initiales de (p, 9, r),
« -"îy' «• =-57' t -17'
on voit que la position de Taxe fixe 11 par rapport aux axes principaux dans leur état initial, est déterminée; pour ce qui est des axes fixes X', Y', ils restent entièrement arbitraires.
Les équations (42) expriment une propriété importante du mouvement d*un corps autour d'un point fixe sans forces motrices. Un élément dm placé en (x, y, z) est animé des trois vitesses qz — ry, Tx — p2, py — qx\ le moment de la quantité de mouvement par rapport à X est
et le moment total ou le couple devient ply*dm + pl^z'^dm^ c'est-àdire Ap, en remarquant que Taxe X est principal. On trouve de même Bf , Cr pour les moments par rapport aux deux autres axes. Le couple
résultant ou le moment total est (/A*p* ■+- B*qf' -♦- CV* = D'. Il est donc invariable. En décomposant chacun des couples Ap, Bç, Cr en trois autres autour de (X', Y', Z'), on trouve Aap + B6g -^ Gcr pour le couple perpendiculaire à X', ou pour le moment du mouvement par rapport à X^, et la première équation (i2) exprime que ce moment est aussi invariable. Les deux autres expriment une propriété analogue pour les deux autres axes fixes. En faisant évanouir deux des trois constantes /, l'y /", on ne fait donc que choisir l'axe fixe Z' de manière que deux de ces sommes ou de ces couples soient nuls, ce qui a lieu évidemment si l'on prend pour axe des Z' l'axe instantané dans la position initiale, puisque les vitesses autour de X' et Y' sont nulles à cet instant.
Quant aux équations (10), on reconnaît sans peine que la première exprime que la quantité de force vive du corps est invariable, car w étant la vitesse de rotation autour de l'axe instantané et Y le moment d'inertie par rapport à cet axe, on a (N° 148)
.« ^ . Ap'- -4- Bff« ^ Cr« V = A cos*a -♦- B cos'p -+• C cos* y = -=- \ >
et par conséquent
dans laquelle Yw^ est cette quantité de force vive. On sait déjà que la seconde exprime que le couple résultant est invariable.
L'intégration de l'équation différentielle (11) dépend en général des intégrales elliptiques; mais elle peut se faire complètement avec les fonctions élémentaires dans certains cas particuliers; par exemple, si
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deux des trois momcnls d'inertie priacipaux sont égaux^ ou bien si le mouvement initial est tel que BD* — D'* soit nul. Dans ce dernier
cas, en désignant 2D \/ j^ par a, et une constante arbitraire par fx, rintégralc devient
_ D^B - C) 4p(r«- P A (A — C) (fx + c-«')* ' et par suite
« — ?! /'fillil!! V ^_P^A — B) iiiT^^ ^ "" B V^^+ e-«7 ' ^ "~ C(A — C) (fx-*. c-«0*'
P Commet est constant, on conclut de la note de la page 532 que Taxe r
de rotation ne sort pas d'un plan passant par l'axe moyen B.
Dans la première hypothèse, si A est égal a B, on trouve
D>«-CD» _ /(D'A-D'»)(A-C
d'où l'on déduit sans peine les valeurs de ^ — » — ^ 9
|/p»4-qf»-+-r» (/p»i-9»-^r»
etc., c'est-à-dire les cosinus des angles que fait à chaque instant l'axe
instaDtaDé avec les axes principaux du corps. H est visible que Taxe décrira un cône droit à base circulaire autour de l'axe inégal C,
puisque— ou cosy est constant.
En remplaçant (p, 7, r) par leur valeur en ( dans les expressions de n, n', n" trouvées au N"* 163, on connaîtra à chaque instant la pression que supporte le point fixe dans le sens des axes principaux d'inertie.
167. Oscillations autour de l'un des axes d'inertie principaux. — L'intégration des équations différentielles (9) est encore possible, du moins approximativement, lorsque l'axe instantané de rotation ne s'écarte que très peu de l'un des trois axes d'inertie principaux, de l'axe C, par exemple; en effet, les cosinus des angles formés par Taxe instantané avec les deux autres axes principaux différeront 1res
peu d'un angle droit, leurs cosinus — — »
j/p' -♦- qf* -♦- r* |/p*-4-g*-ï-r*
f resteront très petits et différera peu de l'unité; p', ç*
l/p'^ -♦- 7* -*- r* et le produit pq seront donc négligeables, et la troisième des équations (9) du N** 166 deviendra sensiblement
dr
--. s= 0, d'où r = const. ,
at
ce qui résulte d'ailleurs de chacune des équations (10), dans lesquelles p* et q^ sont négligeables. Puisque r est constant, les deux premières équations (9) donnent, (ù ei r étant deux constantes arbitraires qui dépendent des circonstances initiales du mouvement,
ps=i wsinr(( -^ - ^ ^ ' ^ '
AB
="v/mïï^''''^'""'^v/'
A-C)(B-C) AB
et si l'on fait commencer simultanément les variables p et (, ce qui revient à faire commencer le temps au moment où l'axe instantané traverse le plan BG et fait par conséquent avec l'axe des X ou A un
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angle droit, ces intégrales deviennent
lin rt %/■
(A - C) (B - C) (a sin — ' '
AB
En désignant par w la vitesse de rotation initiale, ou quand t est nul, on trouve
'"==■'• -*-"B(B^rc)' ;;=«>''^'
lesquelles font coonaitre la conslaote r et la constante arbitraire mais très petite », lorsque Ton se donne la vitesse de rotation initiale w et le cosinus de Fangle très petit e, formé par Taxe instantané avec l'axe d'inertie principal C, quand le temps commence à compter. On trouve ainsi
r = iD cos e
u = u? sm e % / — i -
Comme A — C et B — G doivent être de même signe pour que ces valeurs de p, f , <ù soient réelles « il est visible que Taxe d'inertie autour duquel oscille l'axe instantané, ne peut être que celui pour lequel le moment est le plus grand ou le plus petit.
Si l'on fait passer un plan par l'axe instantané et Taxe C, on reconnaît sans peine ^*' que la tangente trigonométrique de l'angle */] formé par ce plan avec le plan BC est donnée par
tang>,==. = Y/^^i^_^tangr(Y/
AB et par conséquent, que la durée d'une oscillation de l'axe instantané
(*) Les axes des (X, Y, Z) (fig. 113), représeoteDt les axes d'inertie principaux A, B, C, OM l'axe instantané de rotation , ZOP le plan passant par Taxe d*inertie OZ et l'axe instantané^ et POQ Fangle ri. Les triangles sphériques rectangles MNP et MPQ donnent
cos MN = cos MF cos NP, cos MQ = cos MP cos PQ ,
d*où Ton tire en divisant, la valeur ci-dessus de tang y7.
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autour de C , c'est-à-dire le temps employé à Taire croître v) depuis zéro jusqu'à Stt, est représentée par
y_27r- / AB
Observons que l'hypothèse faite sur les valeurs de p et 9 se réalisera, c'esl-Â-dire que p ei q resteront constamment très petits « si à une époque quelconque l'axe instantané se trouve très rapproché de l'axe d'inertie G, ou si p et 9 sont à une certaine époque très petits relativement à r; en eifet^ on tire des équations (iO)
BD« — D'« AD* — D
TTTïï T^^^TTTi 7^7 ; or pour que, a une certaine époque, p et 7
aient été très petits, r* a dû ne différer que très peu de ces deux fractions qui« par conséquent, ne diffèrent que très peu entre elles, ainsi que de toutes les valeurs intermédiaires par lesquelles peut passer r*; les valeurs variables de p et 9 restent donc toujours très petites quand elles l'ont été à un certain instant.
Il reste encore^ pour compléter la solution du problème précédent, à 6xer pour chaque instant la position des trois axes (A, B, C) par rapport à trois axes (X', Y', Z') fixes dans l'espace, c'est-à-dire à déterminer les valeurs de (afa^a")^ (6, 6', 6"), {Cji/^cf')^ au moyen des équations (4) du N** i64. Pour cela remarquons que, comme p et q restent
de dcf de" toujours très petits relativement à r, les valeurs (4) de -v-> — > -7-»
Clf u» (tl
différeront peu de zéro, et (c, cfy d') ne varieront après un temps fini ,
de qu'entre des limites très resserrées; en effet si-7-=> ^, on a c=f\dt^
intégrale qui est de la forme fxt dans laquelle fx est la moyenne des
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valeurs de Ç (N"" 142, 5** du Traité d'analyse y â*""* édition) , moyenoe qui reste très petite. Si done on prend pour aies fixes des (X^ Y', Z') les trois axes d'inertie principaux dans leur position primitive, on voit que c, </ resteront très petits et que c" différera peu de Tunité. Cette remarque réduit les six premières équations (4) aux suivantes, en négligeant les infiniment petits du second ordre, tels que Cf , cp, </qy dp,
(la , db
dt * dt
da' „ dV
dt ^' dt ^
Les quatre premières ont pour intégrales, en remarquant que r est constant comme on Ta vu plus haut,
a = a cos r(, 6 = a" sin r(,
o' = a' sin rf , 6' = a'" cos rf ,
ou plutôt
a = cos rf, 6 = — sin ri,
a' = sin r< , 6' = cos rf ,
en déterminant les constantes arbitraires a, a' par les conditions
que ces intégrales doivent satisfaire aux équations différentielles et que l'on doit avoir
aî 4- 6« -t- c* = 1, a'* -4- 6'« -4- c^* = 4, ou plutôt
parce que c et c' sont très petits.
Les deux autres équations différentielles, après qu'on a remplacé p et q par leur valeur, forment un système d'équations simultanées linéaires à coefficients constants, ayant pour intégrales
a" = TT- sin rnt — /"sin r {t -h j), Cr
6"*= -TT-cos rnt ---fcos r (( -t- j), Cr
OU phitàt
a" = —- (A sin rnt — Bm sin rt), Cr
, „ Bwm .
0 = — — (cos rnt — cos rt) ,
en dëlerminant les constantes f ei g par la condition que pour f =3 0, a'' et 6" sont nuls, c'est-à-dire que les axes G et Z' se confondent* On a fait dans ces équations
yA(A — C) /
AB
Enfin les valeurs de c, cf, c" s'obtiennent en intégrant les trois dernières équations (4) du N° 164. On trouve ainsi en négligeant les quantités inférieures du second ordre,
c=ï--- j -* sin r(n -♦- i)t h ^-sin r(n — i)t f j
^rln-^i ^ ' n — \ ^ ' \
</ = - T-sin' ^ , ^ -sin«-^-— — ^ »
c" = l 7rT-\ rsin*— î^ — - — -sin*-i — - — r:=r^ sin'rne
Cr* ( n-Hi 2 n — 4 2 2B»
Si par les axes Z' et G on fait passer un plan et qu'on désigne par e l'angle qu'il forme avec le plan Y'Z', on trouve, comme k la page 526,
tange = ::. = -
, sm r (/i -i- 4) * H 7 sin r (n — 4) (
</ 2 wî — 4
rsm' 5(^-^1) « --sin«~(n— 4)f
n-t-4 2^ ' yi — 4 2^ '
qui fait connaître la loi suivant laquelle l'axe d'inertie C tourne autour de l'axe fixe Z^ La valeur trouvée pour a apprend que l'axe d'inertie A qui reste sensiblement perpendiculaire a l'axe fixe des Z', tourne uniformément autour de lui, puisque si l'on désigne par $ l'angle variable formé par X' et A, il vient
a=3cosd=scosrf, d'où d = r(.
4 68. Conditions pour que Vaxe instantané ne change pas déplace dans
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un corps qui se meut sans forces motrices. — Proposons-nous de trouver la condition pour que Taxe instantané de rotation conserve constamment la même position dans le corps ; il est visible qu'il faut et qu'il suffît
pour cela que les cosinus — ^ ~> ^ > — -
|/p'-Hç*-+-r* [/p^-^q^-^r* (/p*-hç*-4-r*
soient constants; il faut donc que Ton ait
papa q b r c
a, &y e étant ces cosinus constants. Si dans Tune des intégrales (10) on remplace deux des trois lettres (p, g, r] par leur valeur précédente, on trouve que p, g et r doivent être eux-mêmes invariables; d'où il résulte que, pour que Taxe de rotation soit fixe dans le corps, il faut que (fp, dq^ dr soient nuls, et en remontant aux trois équations différentielles du mouvement (9), on voit que cette condition ne peut être satisfaite à moins que l'on n'ait
qr = Oy pr=0 et pqf=aO,
ce qui exige que deux des trois facteurs {p, q^ r) soient nuls, c'estnà-dire que l'axe de rotation doit se confondre avec l'un des trois axes principaux, lesquels jouissent donc seuls de la propriété d'être des axes permanents de rotation. C'est ce que nous avions déjà vu (N° 152). 169. Stabilité des mouvements de rotation autour des axes principaux. — Les deux intégrales (10) font connaître une propriété générale des axes instantanés, qui est liée à celle que nous venons de démontrer. Soient (x, y, z) les coordonnées d'un point de l'axe instantané, distant de l'origine d'une quantité égale à /. Les cosinus des angles formés par cet axe avec les axes coordonnés pourront être représentés
par y' 7' 7» on aura donc, en désignant |/p* -t- 7* -*- r* par tu,
Si l'on lire de là les valeurs de (p, q, r,) pour les substituer dans (10), et qu'on divise ensuite ces deux intégrales membre à membre, w et / disparaîtront^ et on trouvera pour équation de la surface décrite par Taxe instantané,
A V -\- hhj* -^ CV D^
Ax* -t- By« -H Cz* "^ D* '
OU bien
A (AD« — iy«) x« -*- B (BD« — D'*)j/« -*- C (CD« — IV*) z« = 0.
Cette équation appartient à une surface conique du second degré dont on reconnaîtra la forme et la position en la coupant par trois plans parallèles aux plans coordonnés et distants de ceux-ci d*une quantité h. Les équations des trois sections sont :
B (BD« — D'«) y* -♦- C (CD* — D'«) 2* = — A (AD« — ly*) A% C (CD« ^ D'*) z« .^ A (AD« — ly») x' = — B (BD« > D^*) A*, A (AD* — D'*) x« + B (BD* — D'«)y* = — C (CD* - D'*)/**.
Elles appartiennent visiblement à des ellipses ou à des hyperboles ayant respectivement leurs centres dans Taxe A, Bou C, et ayant chacune leurs diamètres principaux parallèles aux deux autres axes d'inertie. De \k résulte celte proposition : l*axe instantané de rotation décrit autour de l'un des axes principaux un cône droit ayant pour base une ellipse ou une hyperbole dont le centre est placé dans cet axe, et dont les diamètres principaux sont parallèles aux deux autres axes principaux d*inertie.
Pour reconnaître la forme du cône, supposons les moments d'inertie principaux rangés suivant l'ordre de grandeur A > B ]> C. Le coefficient AD* — D'* est nécessairement positif; car s'il était négatif, les coefficients BD* — D'* et CD* — D'* seraient négatifs h plus forte raison, ce qui rendrait la première des trois équations impossible, puisque le premier membre serait entièrement négatif et le second membre positif. D'un autre côté le coefficient CD* — D'* est toujours négatif; en effet s'il était positif, BD* — D'* le serait aussi et la première équation ne pourrait pas subsister. On voit donc que les circonstances initiales du mouvement ne peuvent influer que sur le signe du coefficient BD* — D'*. Si celui-ci est positif^ la troisième équation appartiendra à une ellipse, et les deux autres à des hyperboles; si BD* — ly* est négatif, la première sera une ellipse et les deux autres des hyperboles. 11 suit de là que la première ou la troisième équation appartient à une ellipse, et que par conséquent l'axe instantané tourne nécessairement autour de l'axe du plus grand ou du plus petit moment d'inertie A ou C, de manière à décrire un cône à base elliptique ; mais que dans aucun cas il ne tourne autour de l'axe moyen B, et par conséquent si l'axe instantané est écarté très peu de l'axe du plus
grand ou du plus petit moment d'inertie, il tend indéfiniment à y revenir en efTccluant autour de l'un d'eux une suite d'oscillations coniques, ce qui n'a pas lieu autour de l'axe d'inertie moyen. On sait (N** 452) que si le corps avait commencé à tourner autour de l'un des trois axes principaux , il aurait continué indéfiniment comme si Taxe avait été fixe, et il résulte de ce qu'on vient de voir, et de ce qu'on a dit au N" 167, qu'il y a entre les trois axes cette différence que, si l'axe de rotation est infiniment peu éloigné de l'axe d'inertie maximum ou minimum, il oscillera autour de ces axes sans s'en éloigner, tandis* que, s'il s'écarte tant soit peu de Taxe d'inertie moyen, il l'abandonne aussitôt et s'en éloigne de plus en plus. On exprime cette propriété en disant que le mouvement de rotation autour des deux premiers axes d'inertie est slable, tandis qu'il est instable autour de l'axe moyen.
170. 3fouvement d'un corps autour d'un point fixe^ provenant d'une percussion. — Les équations générales (8) du N"" 165 du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe peuvent servir h déterminer la position de l'axe instantané autour duquel il commence à tourner au moment où il reçoit une percussion, ainsi que la vitesse de rotation qu'il prend à cet instant; en effet, mettons ces trois équations sous la forme suivante , en supposant qu'une seule force de percussion (X, Y, Z) agisse sur le corps,
B-^ — (C — A) rp = zX — xZ,...[i)
Cj^-{X-B)pq = xY-yX.
On a vu (N'' 155) que, (X, Y, Z) étant les composantes suivant les axes principaux, de la force motrice qui nait de la percussion, les intégrales
\ Xdt^ \ Ydtf \ Zdt sont les composantes de cette percussion ,
c'est -à-dire les composantes de la quantité de mouvement que la percussion est capable de communiquer au corps dans la direction du choc. Si donc on représente par u cette quantité de mouvement ou
la mesure de la percussion» et par (a, 6, c) les angles que forme sa ùireclion avec les axes^ on aura
i Xdt = u cos a, i Y(/( = u cos 6^ l Zdl =» u
cosc.
Cela pose, supposons qu*au moment où la pci*cussion commence, le corps ait des vitesses de rotation quelconques mais finies; les termes (B — C)qry (C — A)rp et (A — B)pqf seront aussi finis pour cet instant, et pendant k durée de la percussion ils sont négligeables devant-^» -p> y» X, Y, Z; car les plus grandes valeurs de (p, 9, r)
sont les vitesses angulaires primitives jointes à celles qui sont acquises pendant la durée de la percussion, tandis que (X, Y, Z) sont les compo* santcs de la force qui naît de la percussion, force que Ton sait être très
considérable, et -t-> V » -r- sont les vitesses angulaires qui seraient
dt di dt b 1
engendrées si la percussion durait Tunité de temps. Si l'on multiplie les deux membres des équations (i) par (2^, et qu'on intègre en négligeant CCS termes et en remarquant que le point d'application de la percussion restant sensiblement invariable pendant la durée du phénomène, (x, y, z) sont constants pendant Tintégration, il viendra
Ap => ti (t^ cos c — z cos h) , Bf = ti (z cos a — X cos c) , Cr = u (X cos 6 — y cos a) ,
dans lesquelles les seconds membres sont évidemment les moments statiques de la percussion ti par rapport aux trois axes rectangulaires qui ici se confondent avec les trois axes d'inertie principaux. Ces équations serviront à déterminer les valeurs de (p, </, r) et par suite,
celle de la vitesse angulaire |/p^ + qr^ + r*, ainsi que les cosinus des angles formés par l'axe Instantané immédiatement après la percussion, avec les trois axes coordonnés, cosinus que nous savons être représen-
tés par -- ^ — 1 etc. Quant au mouvement subséquent, on le déterminera par les formules générales du N*" 1G5, en considérant
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la vitesse de rotation due à la percussion comme étant le mouvement initial du corps.
Si l'on désigne par (U, U\ U") les moments de la percussion u par rapport aux trois axes, il vient
et en repi*ésentant par (a, (3, y) les angles formés par Taxe instantané avec les axes d'inertie principaux et par w la vitesse de rotation, on trouve
ti;=% / — -*-.^^-i--7;^ï cosa=a cosp=»elc,
11 est visible que u qui entre dans (U, U', U") disparait des valeurs de cosa, cos^, cosy; la direction de l'axe instantané est donc indépendante de l'intensité de la percussion; mais la vitesse angulaire w ne sera entièrement déterminée que lorsqu'on connaîtra la valeur de ti. Si la percussion provient d'une masse m animée d'une vitesse v et s'attachant au corps choqué supposé immobile, on a vu au N"* 155 que cette valeur de u est mv, pourvu que l'on ait soin d'augmenter la masse du corps entier de la quantité m. Si au contraire la masse m se sépare du corps après l'avoir choqué, la valeur du u sera différente de mv et se trouve déterminée plus loin au N*' 179.
Quant aux pressions, ou plutôt aux percussions qu'éprouve le point fixe, et qui sont représentées par fndt^ f^'dt^ fa^dtj on les déduit des valeurs de n, n', n" du N** i65, en suivant la mémo marche que plus haut, c'est-à-dire en négligeant les termes pqy,, prZf, (r* -4- qf*)x,, etc. On trouve ainsi
l nd( = i*coso — M/ ^z, — — y,j,
I u'dt^= ucosb — ^M TT «^^^ "~ "7 ^/ ) *
i i/'rf(= u cos c — M / - y, — j-or, j •
Les seconds termes de ces trois valeurs, mis sous la forme M{qZf — ry,), M{qXf — pz,)f M{ptj,— qXf) ne sont visiblement (N® 164) que les composantes de la quantité de mouvement que prend le centre de gravite. Ces trois équations ne font donc qu'exprimer que la percussion éprouvée par le point fixe est égale d la résultante de ta percussion exercée sur le corps et de la réaction de son centre de gravité.
471. Théorème sur l'axe instantané de rotation. — Ces valeurs conduisent h une détermination géométrique très simple de l'axe instantané. Si par l'origine et par la direction de la percussion on fait passer un plan, on trouve pour son équation, en désignant par (x', y, z!) les coordonnées courantes, et en observant que la direction de la percussion passe par le point (x, t/, z) et fait avec les axes des angles (a, 6, c),
(z cos 6 — y cos c) x' -4- (x cos c — zcos à)^/ -^(y cos a — x cos b)z' =0,
c'est-à-dire
Ux'4-Uy+U"z'=0.
Ce plan vient couper l'ellipsoïde des moments d'inertie relatif à l'origine, suivant un de ses plans diamétraux, et si l'on cherche les équations du diamètre de cet ellipsoïde , conjugué au plan diamétral précédent, en observant que l'ellipsoïde a pour équation
Ax'« -f- By'* -^ Cz'^ = n% on trouve
eu _ CU'
et on reconnaît que cette droite fait avec lés axes (X, Y, Z) des angles qui ont pour cosinus
eu CU'
Ces valeurs sont évidemment les mêmes que celles que nous venons de trouver pour î'axe instantané; on est donc conduit à ce théorème : l'axe instantané de rotation d'un corps retenu par un point fixe^ qui reçoit une percussion, est le diamètre de V ellipsoïde central^ conjugué au plan diamétral passant par la direction de la percussion»
On reconnaît de la mcnic manière que la vitesse w de roluliou est donnée par
en désignant par R le rayon de relUpsoïdc autour duquel tourne le corps et par Y le moment de la percussion par rapport h ce rayon. On voit donc que la vitesse de' rotation due à une percussion est proportionnelle au carré du rayon de l'ellipsoïde central autour duquel tourne instantanément le corps^ et au moment de la percussion par rapport à ce rayon.
472. Oscillations coniques d'un corps pesant. — Lorsque des forces motrices agissent sur le corps^ Tintégration complète des équations du mouvement et des équations (4) du N° 1G4 n'est possible que dans un petit nombre de cas, par exemple, lorsque le corps, soumis à la seule action de la pesanteur, ne s*écarte que très peu de la position d'équilibre et qu'il ne prend que des roonvemcnts de rotation très peu rapides autour des axes principaux. Alors, si l'on suppose que la verticale, quand le corps est en équilibre, soit un axe d'inertie principal G par rapport au point de suspension, en prenant les trois axes principaux dans cette position pour axes coordonnés fixes (X', Y', Z'j, les cosinus c, c', o", h" resteront infiniment petits, c" ne différera de l'unité que d'un infiniment petit du second ordre, les produits rq, pr cl pq seront négligeables dans les équations (8) (N"" 165) et en concevant le corps réduit à un poids M^ suspendu au centre de gravité qui a (0, 0, Zf) pour coordonnées fixes, les seconds membres se réduiront à — MgZfV'j Mgz^a" et 0, et ces trois équations deviendront (m)
A î^ = — M5fz,6", B-^=^lgz,a'\ 4:=^ o" r = const.
Les équations (4) (N** 164) deviennent aussi, en remarquant que les produits tels que a''^, 6"p, cq^ dp... sont négligeables comme étant du second ordre,
da , db de ,
dt ' dt ' dt ' ^^
da' ., db' , dd , .f . .
da" db"
Si dans (m) on remplace -r- et — par leurs valeurs— rr- cl n-
tirées (le ecs dernières, il vient
A rf,, = - Mi/z,6", B ^ M(,z,o",
qui ont pour intégrales
d'où Ton lire
Les quatre premières équations {n) se transforment dans les suivantes
d«a . rf*6
_ =» - r«o, -^j = — »'*o» etc., etc.,
qui ont pour intégrales
a =r=. cos (rf -4- v) , 6 = — sin (r^ -♦- y) ,
a'= sin [rt -f- v) , 6' = cos (r( +■ v) ,
dans lesquelles v représente la quantité angulaire très petite dont Taxe d'inertie A est écarté primitivement de Taxe fixe X'. Ces cquations font voir que les axes d'inertie Â et B tournent uniformément autour de la verticale 71,
Les autres équations (n) donnent
c ==y ^. (3 sin y sin ( U /-^ -^ p' j— acos y sin ( e %/ ^^ c':=/--asinysin('(t/î^+a'V[3cosysin('«%^
OU plutôt, en observant que Técart prîmitirv est très petit,
c = — acosysin
i„(',y/ËE-H«'Y c'=-(3cosvsin(^«Y/^-*-P')
Si l'on désigne par (a/, ]f) les coordonnées variables du eenlre de gravité^ les équations (5) du N*" 464 donnent
x'=: z,c = — .az,cosy sin [ t \/ --— '^cil'\^ y^z/^ — Pz,eosysin 1 1 %/ -^ H-/3' j t
et une élimination de t donnera l'équation de la courbe sensiblement horizontale^ décrite par le centre de gravité. Lorsque Â e= B , cette courbe est une ellipse ayant pour équation
(3V« -+- ay* — 2aP cos (P' — a') o/y' -= a«(3* sin» {(3' — a'), qui devient
pv« -^ «y» = a*ps
quand les axes Gxes X', Y' coïncident avec les axes de l'ellipse, ce qui
TT
a lieu lorsque l'on fait P' — «' =- .
On retrouve donc les lois du mouvement du pendule conique simple ou mathématique (N"" 155).
Si les moments d'inertie principaux Â et B n'étaient pas égaux entre eux, l'axe principal d'inertie C n'effectuerait plus des oscillationd elliptiques, comme précédemment, mais des oscillations ondulées dont la forme s'obtiendrait encore en éliminant le temps t entre les valeurs de a/ et de y'. En appelant encore par analogie, durée d'une oscillation conique, l'intervalle entre deux retours consécutifs de l'axe G ou Z dans un même plan vertical et du même côté de la verticale, cette durée s'obtiendra en remarquant que l'angle y; formé k un instant quelconque par le plan qui contient G ou Z et Z' avec le plan fixe X'Z', est donné par
OU plutôt en faisant comme plus haut Ç/ — 0/ ==»^» puis preoant très petite la constante a' qui est arbitraire ,
tangyî=-
Si 1 on pose
celle-ci devient
y]=- ^ ^ =»^( cosse. cot(\/ -i-I-f-sinst ).
Gomme celte expression de tangvi passe visiblement par la même
valeur- toutes les fois que zi devient égal à 2n7r, n étant un nombre a
entier, il en résulte que Tintervalle entre deux retours consécutifs,
ou la durée d'une oscillation conique entière, est donnée par
£T = 27r, d'où T= ^^
475. Coordonnées et formules d'Euler. — Les équations différentielles (4) du N"" 164, que nous avons eu à intégrer dans les numéros précédents, pour déterminer en fonction du temps les valeurs des neuf
variables (a, 6, c), (a' ], étaient au nombre de 9; mais il suffisait
d'intégrer trois d'entre elles, parce que ces trois intégrales jointes aux six équations (2) déterminent complètement ces quantités. Euler, au lieu d'employer les 9 angles [a, b, c), (a'....) pour fixer la position des trois axes mobiles par rapport aux axes fixes, ne fait usage que de trois angles, savoir l'inclinaison 0 des plans XY et X'Y' et les inclinaisons 9 et ^ de rintersection de ces deux plans sur les axes X et X', ce qui réduit le nombre d'inconnues et par conséquent le nombre
546 CHAPITRE XVlll.
d'cquations à trois. Dans les Traités de géométrie analytique on démontre qu'il existe entre les anciens angles et les nouveaux les relations suivantes ^*^ :
a = cos 9 cos ^ — sin 9 sin ^ cos 8,
o' => cos 9 sin 4^ + sin 9 cos ^^ cos 9,
b = — sin 9 cos ^1^ — cos 9 sin ^ cos 0,
6' =» — sin 9 sin tj/ -*- cos 9 cos ^ cos 9 ,
a"==: sin 9 sin 9, (a)
6"= cos 9 sin 9,
c"==3cos9,
c = sin ^ sin 9 ,
</ = — cos ^ sin 9.
Si Ton substitue ces valeurs dans les 9 équations (4) , celles-ci se réduisent à trois équations différentielles distinctes auxquelles on peut donner la forme suivante :
sin Q~- = — p sin 9 cos 9 — q cos 9 cos 9 -*- r sin 9 ,
— = — gr Sin 9 -f- p cos 9 , (0)
sin 9-y- = p sin 9 -*- 9 cos 9.
Après avoir remplacé (p, g, r) par leurs valeurs en t tirées de (8), il faudra intégrer ces trois équations différentielles simultanées pour en tirer les valeurs de 9, ^^ 9.
174. Cas où le corps se meut sans forces motrices. — Dans le cas particulier où le corps se meut sans forces motrices, les trois équations (15) que Ton sait ne représenter que deux équations distinctes, sont deux intégrales des différentielles (4) du N*> 165 et par conséquent
{*) En désignant par R l'intersection du plan XT' par le plan XY, les quatre premières équations résultent de la considération des triangles sphériques XRX', XRY', YRX', YRY'. Les deux suivantes s'obtiennent eu considérant les triangles rectangles XRZ' et YRZ'. La septième est évidente , puisque Tangle compris entre Z et Z' est égal à Tangle formé par les plans XY et X'Y'. Enfin les deux dernières s'obtiennent en résolvant les deux équations
des différentielles (6) du numéro précédent. En remplaçant (a", 6", c") par leur valeur (a), ces intégrales deviennent (c)
Ap e=» D' sin 9 sin 8, Bq = D' cos ç sin 9, Cr = ly cos 6,
et il suffit d'obtenir encore une troisième intégrale pour que (p, ^^ B soient entièrement déterminés. Or, ces équations donnent les valeurs de d et 9 qui, étant substituées dans la troisième équation différentielle (6), lui font prendre la forme suivante
d| D« - Cr«
dr= "^ D" - C«r« W
en tenant compte des deux intégrales (40) du N"" 166. De plus on a vu au N** 166 que l'on a
i/D'« — BD« — c (C — B) r« |/AD« — D'« -h C (C — A) r«' il vient donc, en multipliant ces deux équations membre à membre,
D«~Cr« ^
c/^ = D'Ci/ÏB ....fe)
j/D'2— BD«-C(C— B)r«|/AD*— iy*4-C(C— A)r«
dans laquelle les variables ^ et r sont séparées. La solution complète de la question est ainsi ramenée à une intégrale elliptique.
175. Applications diverses. — Si deux des moments d'inertie principaux A et B sont égaux, toutes les intégrations deviennent possibles sans fonctions elliptiques; car on a vu au N"* 166 que dans ce cas r est constant; les intégrales (c) et {d) deviennent donc
Cr n= D' cos 0, -r- == const. ,
' dt '
d'où l'on conclut que ^ est proportionnel au temps, c'est-à-dire que rintersection du plan fixe X'Y' par le plan des deux axes pour lesquels les moments d'inertie sont égaux, tourne uniformément autour de l'axe Z', et que l'inclinaison 9 de ces deux plans est invariable. Les deux autres équations (c) étant divisées membre à membre, donnent
^=tang(p,
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d'où, en remplaçant p ei q par la valeur trouvée au N"* 166,
tang 9 = tang (t -- r) y ^^
ou
c'est-à-dire que l'angle 9 augmente aussi proportionnellement au temps.
Supposons encore que le corps soit soumis à l'action de la pesanteur^ que deux de ses moments d'inertie A et B soient égaux, et que le centre de gravité soit placé sur l'axe inégal à une distance l du point fixe. Prenons cette droite pour axe des Z, et la verticale dirigée vers le bas pour axe Z'. Les coordonnées (x, y, z) du point d'application du poids mg du corps seront (0, 0, 1], les trois composantes (X, Y, Z) de cette force seront mga^', mgV\ mgc!\ et les trois équations (8) se réduiront aux suivantes
A^-(C- A)pr = iinffa", [f)
dr C-T-=0 ou r = const. =»n.
dt
Multiplions respectivement les deux premières par p et 47, ajoutons-les membre à membre en remarquant que l'on a [(4) du N"" 163]
de"
il vient après avoir intégré,
Multiplions les mêmes équations (f) respectivement par o" et 6", puis
rfc" ajoutons-les comme plus haut en remplaçant a"q — o"p par — > on
trouve
A {a" dp ^ ¥dq) = (A - C) rrfc".
et en ajoutant A {pda" -f> 9^6") aux deux membres, et intégrant après avoir remplacé da", db", dd' dans le second membre par leur valeur (4 du N» 164), il vient
A (o"p -f- 6"^) == -- Cwc" ^ f, (;)
Si l'on élimine ensuite p et q entre (9), {h) et (j), en faisant usage de la relation
il vient ,, Arfc"
j/A*c — p -+- 2 (A/jm -*- C/h) c" — (A«e -h C«/i«) c"* — 2A/mgfc"^
dans laquelle les vilViables < et c" sont séparées et qui fait dépendre la valeur de c" en fonction du temps, de l'intégration d'une différentielle elliptique. Si l'on remplace (/' par sa valeur cos 6 (a), on trouve aussi
- — A sin 0 dQ dt=
|/A«e— /*-f-2(A/m3-i-C/w)cose — (A*e-4-C*n«)cos*0— 2A/»Mgfco&'e et en éliminant p et q entre (j) et les relations (4, N° 164)
OU
il vient aussi
A /"o" ^ - 6"^'^ = /c" - Cnc"« - An (i - c"*),
et si l'on remplace a" et 6" par leurs valeurs sin <p sin 6 (a) et cos cp sin 6, cette équation devient
A sin* 0^= Cwc"« -+- An{i — c"«) — /c".
rfcp =
et en multipliant membre h membre par (A;),
(fcos 9 — Cn cos* 9 — An sin « 6) dQ
sine |/A*e — /^ -*- 2(A/ffigf-+-C/'n)cos9 — (A*e -♦- C*n«) cos * 0 — 2A /mj cos ' 0
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dans laquelle les variables sont séparées et le»second membre est une différentielle elliptique. Enfin en éliminant p et 9 entre (j) et les deux suivantes (4, N"" 164)
en tenant compte des deux relations
a' a!' -4- VW + c/c" = 0 , aa" -+- 66" -*- ce" = 0 , il vient
/ dd dr\
et après avoir remplacé a, 6, c, a'.... par leur valeur (a) en 0, <p, ^{/, on trouve
Asin«9-^==/'— CncosO,
dt '
et en multipliant membre à membre par {k)^
(CncosG — /"jrfe
sin e p/A«e— /^-fr-2(A/mgf-4- C/h) cos 9 -^ ( A*e -+- C*n«) cos» 0 — 2A/mg cos'O
dans laquelle les variables sont aussi séparées et le second membre est une différentielle elliptique. La solution complète du problème , c*està-dire la détermination de 9, ^, 0 en fonction du temps, est ainsi ramenée à la recherche de trois intégrales elliptiques {k), ({), (m).
Connaissant 9, ^, 0, les équations (6) donnent immédiatement les valeurs de p, 9 et r ou n.
Comme le corps est quelconque, on peut le réduire h un point matériel m placé à Textrémité d'une droite sans pesanteur d'une longueur L Dans ce cas les trois équations {k)j (/) et (m) se simplifient et font connaître toutes les circonstances du mouvement d'un pendule conique simple d'une longueur L Ces trois équations donnent aussi la solution complète du problème de la détermination du mouvement de la toupie.
Les formules de la fin du N** 165 font connaître les pressions exercées sur le point fixe dans le sens des trois axes d'inertie principaux. On trouve sans peine
Il = mjfa"'— m/ (-p-»-prj = mfgf j sm 9 sin 0 — j n«p j >
uf U^V \ f A— mZ* . ^ C , \
n' =» mj6" ■*- *wn -^ — 9^ ) = «M S T cos ç sin 0 — j***? ) '
gf cos 0 -4- 2jf — -cos 9 -+- /« j •
i76. Jlfot<t7em(!nf d'un corps solide libre, — Déterminons enfin le mouvement que prend un corps solide entièrement libre et soumis à l'action de certaines forces; pour cela, rapportons le corps à trois aies rectangulaires fixes dans l'espace et désignons par(X,Y,Z) les trois composantes de la force accélératrice qui agit sur l'élément dm
du corps et par (x, y, z) ses trois coordonnées. /TT^^j
T^^^i — TT dm sont les forces d'inertie de dm dans le sens des
or at^
trois axes fixes, et comme il doit y avoir à chaque instant équilibre
entre les forces motrices et les forces d'inertie^ on est conduit aux six
équations suivantes :
d*x dhi dH
dt^ ' dt^ ' dt^
1 f^rr^- y ^ j dm = 2(xY — yX) dm,
^(y^,-z^^dm = l(yZ^zY)dm,
2(2 -7— — X -7— ]dm = l (zX — xZ) dm, \ dl* dt^J ^ '
Soient (a, 6, c) les coordonnées du centre de gravité du corps, et (x', y', z') les coordonnées de l'élément dm rapporté à des axes parallèles aux premiers et passant par le centre de gravité. On sait que l'on a
x==x'-H-a, y = y'-*-6, z=3z'-f-c, d'où
d«x_dV d*a d^y_^ dH) d^ ££ d^ di^'^l^'^lï^' dP ~~ di« ■*" d«« ' 5?""d? ■*"€»«'
En substituant ces valeurs dans les six équations, et remarquant que les facteurs compris sous le signe sommatoire 2, qui se rapportent au
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centre de gravite, sont des facteurs communs et que Ton a par conséquent
2aYc^m = aZYc/m, etc. , on trouve toute réduction faite ,
2-j-T-rfm -h M-pr- = 2Xrfm, l-J}r-dm -h M j-T-=2Ydm, dv dl* a(* dt*
di* dt^ '
\ dt* ^ d(*y d«* d(« d««
— b2Xdm, etc., etc.
Gomme le centre de gravité est situé dans les plans des (X', Y'), (X',Z'),(Y',Z'), on a aussi
Ix^dm = 0, ly^dm = 0, Iz'dm = 0, d'où Ton tire en dérivant deux fois,
r-dm==0, 2-7^ dm ^0, 2-TTdm = 0, d(* d(« d
ce qui réduit les trois premières équations aux suivantes :
M^ = 2Xdm, MjJ=2Ydm, M^«2Zdm, d(* di* d(*
et les trois dernières, en y remplaçant iXdm^ 2Ydm, 2Zdm par les valeurs précédentes, prennent la forme
1 (^^- ^ ^) ''»» = 2 (z'X - x'Z) dm.
On voit que les trois premières sont identiquement les équations du mouvement d'un point matériel d'une masse M, ayant (a, by c) pour coordonnées, et mû par les forces motrices IXdm, lYdm^ iZdm; d'où il suit que le centre de gravité du corps se meut de la tnéme manière que si toute ta masse y était concentrée^ et que toutes les forces y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes. Quant aux trois dernières équations, elles sont identiquement celles que Ton trouverait en supposant fixe l.'origine, c'est-à-dire le centre de gravité; d'où il suit que pendant le mouvement de translation du centre de gravité, le corps se meut autour de ce point de la même manière que si ce point était rendu fixe.
Cette remarque fait évidemment dépendre la connaissance du mouvement d'un corps entièrement libre dans l'espace, de la détermination du mouvement d'un point matériel et du mouvement d'un corps autour d'un point fixe. On voit, par exemple, que si un corps pesant de forme quelconque est lancé dans le vide suivant une direction quelconque, le centre de gravité décrira une parabole, tandis que le corps tournera autour de ce centre, en suivant les lois que nous avons établies pour le mouvement d'un corps pesant autour de son centre de gravité rendu fixe (NM 66).
Pour appliquer les deux principes précédents, proposons-nous de
déterminer les lois du mouvement de la roulette dans la machine dite
jeu des émigrés. On sait qu'il se compose de deux roues solidaires en
bois séparées par un cylindre Oa (fig. ii5^'') concentrique et plus petit.
Sur ce cylindre s'enroule un fil suspendu verticalement en A et attaché
au cylindre à l'autre extrémité. Si l'on abandonne la roulette à l'action
de la pesanteur, celle-ci descend en tournant et lorsque le fil est
entièrement déroulé, la roue, en vertu de la vitesse de rotation
acquise, continue à tourner, enroule de nouveau le fil et s'élève
verticalement pour descendre ensuite. Il est visible que les deux forces
qui agissent sur la roulette sont le poids P de la roue et la tension T
du cordon aA. L'équation du mouvement du centre de gravité est
P d*z donc — r-r s=» P — T. Quant à la rotation , si l'on conçoit le centre 0 g dt*
rendu fixe, le poids P sera détruit, et la seule force motrice sera la tension T du fil; l'équation du mouvement de rotation est donc
du>^ TR dt Imr^
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daDS laquelle w esl la vitesse de rotation, R le rayon Oa du cylindre, et Zmr* le moment d'inertie de la roacbioe par rapport à Taxe O. EoGn, à cause de l'inextensibilité du fil, il est visible que dz étant la quantité dont le centre de gravité descend pendant dty et Rtcdt la quantité dont le fil se déroule, on doit avoir
dz = Rwdt.
, d^z Ces deux dernières équations donnent T en fonction de -j-r » et en
or
substituant dans la première, on trouve que — et par suite T sont
constants.
On conclut de là que le mouvement du centre de gravité 0 obéît aux lois de la chute des corps graves et que la vitesse de rotation croit pendant la descente et décroit en montant proportionnellement au temps.
477, Mouvement d'un corps libre par suite d* une percussion. — On peut, en partant de la propriété énoncée plus haut, déterminer les lois du mouvement d'un corps libre qui reçoit une percussion; en effet, si u est rintensité de cette percussion, c'esl-à-dire la quantité de mouvement qu'elle est capable d'engendrer, en la transportant au centre de gravité, elle agira sur un point matériel d'une masse M à laquelle elle communiquera parallèlement à sa direction une certaine vitesse U, ou une quantité de mouvement MU qui sera la mesure de la percussion u ; la vitesse du centre de gravité engendrée sera donc
représentée par — qu'il faudra composer avec la vitesse antérieure de
ce point. Quant au mouvement de rotation autour du centre de gravité, comme il est le même que si ce point était fixe, on le déterminera comme on Ta fait plus haut; ainsi, en désignant par (x, y, z) les coordonnées du point d'application de t/, rapportées aux trois axes principaux du corps choqué relatifs au centre de gravité, par (a, 6, c) les angles formés par u avec ces axes, par (A, B, C) les trois moments d'inertie principaux et par (p, f , r) les composantes des vitesses angulaires autour des axes, engendrées pendant la percussion, on a vu (N" 170) que Ton a
u [y cos c — z cos 6) = Ap, m (z cos a — x cos c) = Bqr,
u [x cos 6 — y cos a) = Cr.
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Ces trois équations font connaître les valeurs de (p, q, r), et en les ajoutant aux vitesses de rotation antérieures, on aura la position de Taxe instantané et la vitesse de rotation immédiatement après la percussion, pourvu que u soit connu^ et le N<* 166 donne le moyen de déterminer ce mouvement aii-delà de cet instant.
Si la direction de la percussion est renfermée dans l'un des trois plans CB, AG, BA, deux des trois vitesses (p, q, r) sont nulles, et le corps prend un mouvement de rotation autour de Taxe perpendi* culaire au plan qui contient la direction de la percussion.
11 résulte d'ailleurs de ce qu'on a vu aux N*" 168 et 169, que si le corps est primitivement en repos, et si Taxe instantané de rotation après la percussion est un des trois axes d'inertie principaux du centre de gravité, il conservera, outre le mouvement de translation de son centre de gravité; un mouvement de rotation uniforme indéfini autour de cet axe d'inertie. Réciproquement, si le corps tourne constamment autour de la même droite, on doit en conclure que celle-ci est un axe prin« cipal relativement au centre de gravité. Quand la direction de la percussion passe par le centre de gravité du corps, les moments de u par rapport aux axes sont nuls et l'on a
y cos c — z cos 6 = 0, z cos a — x cos c = 0, X cos 6 — y cos o = 0.
Ces équations rapprochées des précédentes, font voir que les vitesses angulaires engendrées (p, q^ r) sont nulles, et que dans ce cas la percussion ne change rien à la vitesse de rotation primitive.
178. Mesure d'une percussion contre un corps libre, — 11 nous reste à trouver la mesure u d'une percussion contre un corps libre, ou ayant un point fixe, comme nous l'avons déjà trouvé (N" 154 et 155) lorsque le corps est traversé par un axe fixe. Si le corps choquant est un point matériel m animé d'une vitesse t?, et qui reste attaché après la percussion au corps choqué supposé immobile^ sa quantité de mouvement mv sera la valeur de ti, comme on l'a vu au N** 154, pourvu que dans les moments d'inertie on considère le corps choqué comme composé du corps primitif et du corps choquant réunis.
Quand la masse m se sépare du corps après la percussion, la valeur de u n'est plus mv, mais on l'obtient en remarquant comme au N° 155, que la pression des deux corps persiste jusqu'à ce qu'il se soit effectué entre eux un échange de vitesse tel que celle-ci devienne la même dans les deux corps, c'est-à-dire tel qu'au moment où finit la per-
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cussioo, il y ait égalité entre les vitesses des deux corps estimées daDS la direction de la percussion. Or, pour le corps choqué^ cette vitesse est la résultante de la vitesse de translation commune du centre de gravité et de la vitesse provenant de la rotation. Représentons par (U, U', U'') les trois composantes de la première suivant trois axes rectangulaires représentés par les axes d'inertie principaux du centre de gravité du corps. Les vitesses suivant ces axes provenant de la rotation sont q,z — r,y, rpc^-p^z, p,y — q/jc (fin du N» 464), (p„ ?„ r,) représentant les sommes des vitesses angulaires antérieures à la percussion que nous désignerons par (p, 9, r), et des vitesses angulaires gagnées par l'effet de la percussion, vitesses qui sont données par....(l}
ti (y cos r — z cos 6) u (z cos a — x cos c) u{xcosb — y cos a Â B ' C
La vitesse dans le sens de la percussion, c'est-à-dire estimée suivant une droite qui fait avec les axes des angles (a, 6, c) est donc
(U -+- qfZ — r,y) cos a -4- (U' -h r^ — PfZ) cos 6
-+- (U" -H p,y — qfX) cos c,
et comme (U, U', U") sont les sommes des composantes suivant les axes de la vitesse du centre de gravité, antérieure à la percussion et de la
vitesse engendrée -jt^ ) en désignant les premières par V cos {, V cos m,
V cos n, on a aussi (2)
U = V cos /-+--- cos a, U' = V cos m -f- — cos 6,
U" = V cos n -t- — cos c,
et l'expression précédente de la vitesse suivant la droite (a, 6, c) devient (3)
^ -+- 1 (î^— r,y) cos tt H- (r;r — p,z) cos 6 h- {p,y — q/c) cos c j
•+■ V (cos / cos a -t- cos m cos 6 -t- cos n cos c).
Quant au corps choquant m, comme sa vitesse avant la percussion est
V faisant avec les axes des angles (a, P,/)» et que pendant la percussion
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une force u a agi sur sa masse m dans une direction directement op-
u posée à (a, 6, c), cette force aura fait naître une vitesse — dans cette
direction^ et la vitesse totale après le phénomène sera la résultante
u des deux vitesses v et — Les composantes suivant les axes de la pre-
mière sont v cos a, t; cos P, v cos y; les composantes de la seconde
sont— cos a, — cos 6, — cos c, ou plutôt cos a, cos 6,
cos c, parce que cette force u est directement opposée à celle qui
agit sur le corps choqué; les vitesses totales suivant les axes sont donc
V cos a cos a, t; cos 8 cos 6, t? cos y cos c, et la vitesse
dans le sens de la percussion est par conséquent
( V cos a cos a ) cos a + ( V cos 3 cos 6 | cos 6
ou bien
I r cos y cos c I cos c,
V (cos a cos a -4- cos P cos 6 -h cos y cos c) >
tt
qu'il faut, d'après ce qu'on a vu, égaler à la vitesse analogue trouvée plus haut pour le corps choqué. Si l'on remplace ensuite p,, y,, r,, par leur valeur indiquée plus haut , l'équation finale donnera la-valeur de ti. On trouve, toute réduction faite,
V (cos a cos a + cos 6 cos P -♦- cos ccos y) — V(cos a cos ^ + cos 6 cosm + cos c cos n)
i i (zcos6 — y cos c)' (xcosc -^ z cos a)'
— {qz — ry) cos a — (rg — pz) cos 6 — {py — qx) cos c {y cos a — X cos 6)*
En désignant par W la vitesse du corps choquant, estimée dans la direction de la percussion et représentée par le premier terme du numérateur, et par W la vitesse totale primitive du corps choqué au
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mesurera par le produit de la masse M du corps choqué et de la vitesse que la force u aura communiquée à M; on a donc
w = MV.
La rotation se faisant invariablement autour de la droite des pôles de la terre, il faut en conclure que cette droite est axe d'inertie principal par rapport au centre de gravité; or, d'après le théorème démontré (N° 171), l'axe instantané doit être conjugué dans l'ellipsoïde central, au plan diamétral passant par le centre de gravité et par la direction de la percussion , et comme dans un ellipsoïde un diamètre principal est perpendiculaire à son plan conjugué, on voit que la direction de la percussion doit avoir été renfermée dans un plan perpendiculaire à l'axe de la terre et passant par son centre, c'est-à-dire que la percussion doit avoir eu lieu dans le plan de l'équateur.
Il reste encore à trouver la distance à laquelle la direction de la percussion a passé ; désignons cette distance par /*, par r la vitesse connue de rotation et par MA* le moment d'inertie par rapport à l'axe de la terre pris pour axe des Z. On a vu (N° 170) que l'on a, U" étant le moment de la percussion par rapport à cet axe,
Cr = U", qui revient à
Cr = /il, d'où l'on tiro, en remplaçant u par sa valeur MV et G par MA^,
On trouve ainsi que fesi égal à -— du rayon de la terre environ.
180. Axe spontané de rotation» — On a vu que le mouvement d'un corps dans l'espace peut toujours être décomposé en un mouvement de translation du centre de gravité et en un mouvement de rotation autour d'une droite passant par ce centre et changeant continuellement de position. On peut aussi concevoir le mouvement réel comme produit par un mouvement de rotation du corps autour d'un certain point, combiné avec un mouvement de translation de ce point; en effet, v étant la vitesse du centre de gravité, (a, (3, y) les angles formés par la direction de cette vitesse avec les trois axes d'inertie
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principaux de ce centre et (p, 9, r) les vitesses angulaires du corps autour de ces axes ; comme la vitesse absolue d'un point se compose de la vitesse commune de translation et de la vitesse provenant de la rotation autour de ce centre considéré comme fixe, les composantes de la vitesse absolue d'un point qui a pour coordonnées (x, y, z) seront
V cos a -4- (qz — ry), d cos (3 -h (rx — pz) et v cos y 4- {py — qx).
Si l'on transporte l'origine en un point ayant pour coordonnées (a, 6, c), en conservant le parallélisme des axes, on aura pour ces mêmes composantes, (x', y', z!) étant les nouvelles coordonnées du même point,
V cos a -h qc — rh -¥- {qz! — ry), etc., etc.
à cause des relations
Or, ces dernières vitesses peuvent être considérées comme provenant d'une rotation autour de la nouvelle origine, engendrant suivant les axes des vitesses représentées par [qz' — rt/), {rxf — pz'), {py' — qrx'), et d'une vitesse de translation de cette nouvelle origine, cette dernière vitesse étant telle que ses composantes soient v cos a -4- {qc — rb), etc. On voit que la nouvelle vitesse de rotation aura encore (p, 9, r) pour composantes autour des nouveaux axes, c'est-à-dire qu'elles sont les mêmes qu'autour des axes parallèles passant par le centre de gravité. 11 résulte de ce qu'on vient de voir qu'il y a un nombre infini de doubles mouvements qui produisent le mouvement effectif. Parmi eux se trouve un système remarquable ; c'est celui où la direction de la vitesse de translation de l'origine se confond avec la direction de l'axe de rotation; comme cet axe fait avec les (X, Y, Z) des angles dont les cosinus
sont — ^ > etc., la circonstance qu'on vient d'indiquer
arrivera lorsque l'on aura les égalités
V cos a H- qfc — rb p
y etc., etc..
|/(i;cosa H- çc — r6)*-+- ( )*-♦-( )* (/p* -f q^ -+- r*
qui serviront à déterminer les valeurs de (a, 6, c), ou la position de la nouvelle origine relativement aux axes principaux du centre de gravité. 11 est facile de s'assurer que deux de ces équations renferment la troisième ; au lieu des valeurs de (a, 6, c), on ne trouve donc que deux relations entre (a, 6, c), que l'on rend linéaires en les divisant deux h
deux, membre à membre, c'est-à-dire que cette propriété existe pour une suite de points situés sur une ligne droite dont les équations sont
(f. ûf (pcos a -♦- ocos8-t-r cosy)\ cos p — -î— ^- i-- — î--- 1-' I > p' -f- qf* -f- r' J
f / p (pcosa-*-(7COs8-4-rcosy)\
r6 — ûrc = t? I cos a — ^--^^- = — ^-r — î--- '-^ 1 »
et qui n*est autre que la droite autour de laquelle s'effectue le mouvement de rotation. Cette droite se nomme axe spontané de rotation. Elle est parallèle à l'axe instantané qui passe par le centre de gravité, puisque l'un et l'autre font avec les axes (X, Y, Z) des angles qui ont
pour cosinus
[/p^ -f- g* -4- r* j/p* -H 9* -+- r* j/p' -H q* et la distance entre ces deux axes ou la distance entre Taxe spontané et le centre de gravité, est représentée par
j/p* -♦- ç* -4- r' — (p cos a H- </ cos (3 -♦- r cos y)' v sin d
p* -H ç* -4- r* ir
ti? étant la vitesse de rotation ou j/p* -f- ç* -♦- r*, et $ l'angle formé par la direction de la vitesse v du centre de gravité avec l'axe instantané> angle qui est visiblement donné par
^ p cos a -f- ûf cos 8 -f- r cos y cos5=î- ^ ^ ^»
puisque cos «,•••• •••• sont les cosinus des angles for-
j/p* -+- qf* -4- r*
mes par ces deux droites avec les axes coordonnés.
Quand on aura remplacé dans les deux équations de l'axe spontané, V, <x, p, y, p, 9, r par leur valeur en fonction du temps, celles-ci ne seront plus que des relations entre (a, 6, c) et f, et elles seront à chaque instant les équations de l'axe spontané rapporté aux axes principaux du centre de gravité. Comme on peut déterminer à chaque instant la position du centre de gravité et la direction de ces axes mobiles relativement à trois axes fixes (4 du N^ 164], on connaîtra la position de l'axe spontané par rapport à ces derniers axes.
Ce qu'on vient de voir est vrai, soit que le mouvement du corps résulte de l'action de certaines forces motrices, soit qu'il résulte d'une
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percussion. Dans le premier cas, les valeurs de (p, q^r) sont données au N*" 165; dans le second, elles le sont au N"* 470. Gomme les composantes de la vitesse de Torigine sont
t? cos a -4- qfc — r6 , etc., etc.,
la vitesse avec laquelle le corps glisse le long de Taxe spontané est visiblement représentée par
l/{v cos a-^ qc — rb)* •+• {v cos ^-^-ra — pc)* -+- (i? cos y -h p6 — ça)* qui, au moyen des équations précédentes, se réduit à
p cos a -f- ûf cos 3 -h r cos y *,
v*^ ' ^ = V cos o.
(/p* -H jf* -+- r*
Ce qu'on vient de voir du double mouvement que prend à chaque instant un corps qui se déplace d'une manière quelconque, est du reste la conséquence des théorèmes établis en Statique. On sait en effet (N** i05) que les quantités de mouvement qui animent les différentes parties d'un corps sont les mesures de véritables forces, et on a vu en Statique (N<* 54) que les forces qui animent un corps peuvent être remplacées par une force unique appliquée en un certain point et par un couple. Si donc on mène par le point une perpendiculaire au plan du couple, celui-ci engendrera une rotation autour de la perpendiculaire, qui devient Taxe instantané de rotation, tandis que la force unique produira une translation simultanée.
On a vu aussi (N** 54) que, si l'on change la position de ce point, l'inclinaison de Taxe instantané sur la force unique change de grandeur, et pour un point déterminé et unique il y a coïncidence complète et l'axe sera alors celui que nous avons appelé spontané,
484. Axe spontané d la suite d'une percussion. — Si la vitesse de translation v du centre de gravité et les vitesses de rotation to^p^ q^r autour de l'axe instantané et autour des axes d'inertie principaux du centre de gravité, étaient dues à une percussion u, il faudrait d'après ce qu'on vient de voir, donner à ces quantités les valeurs suivantes :
u «(ycosc — xcos6) w(«cosa — xcosc) u(xcos6 — t/cosa)
^=irr p Â «=-^ — B ''-- — c-^^ — •
/-s z 7 /(ycosc — -zcos6)' (zcosa— xcosc)* (xcos6 — wcosa)*
= /p*-+-gf«.*-r« = wy/ j^ ^-4-^ g^ i- + i ^ L
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et on aura les équations de Taxe spontané après la percussion , rapporté aux axes d'inertie principaux du centre de gravîlé, en substituant ces valeurs dans les équations du numéro précédent, et remarquant que les angles (a, ^, y) se confondent avec (a, 6, c), parce que l'on sait (N*» 477) que la direction que prend le centre de gravité représente la direction de la percussion.
Ce qui distingue Taxe spontané, e*est qu'il reste immobile pendant l'instant qui suit la percussion , et que par conséquent pendant cet instant celle-ci est sans action sur lui. Il résulte de cette remarque que Vcixe spontané représente la droite qui n'éprouve pas de choc, et qui reste par conséquent immobile pendant que le corps éprouve une percussion appliquée au point (x, y, z) et dirigée suivant les angles (a, 6, c).
On voit donc que les équations de cet axe font connaître l'axe sans percussion , connaissant la direction de la percussion exercée sur le corps.
Appliquons les formules précédentes à la sphère supposée homogène. Par la direction AB (fig. i 16) de la percussion et le centre de gravité G, faisons passer un plan, et prenons pour axes principaux du centre de gravité une parallèle GX , une perpendiculaire GY à AB et une perpendiculaire GZ au plan XY. Il est évident qu'en considérant le point B comme étant le point d'application de la percussion , il faudra faire
x = 0, y=BG=/, z=0, a = a=0, l3=-6=^, y = c = y
Comme dans la sphère homogène les trois moments d'inertie sont
égaux, on a aussi
et il vient
ul î> = 0, 9 = 0, r = ---,
d'où Ton conclut que l'axe instantané et par conséquent l'axe spontané est parallèle à l'axe des Z. Les deux équations de l'axe spontané deviennent
a=:0 et 6 = — — -j
qui apprennent que cet axe passe par un point C situé dans l'axe des Y, à une distance GC =r7^ du centre. Le point B est visiblement
ail
le centre de percussion relatif à un axe de suspension passant par G et perpendiculaire au plan des XY. La vitesse de glissement le long de Taxe est nulle.
482. Théorèmes sur la force vive d'un corps solide en mouvement. — On a vu (N"" 180) qu'en désignant par v la vitesse du centre de gravité d* un corps, par (a, P, y) les angles formés parla direction de cette vitesse avec trois axes rectangulaires passant par le centre de gravite et fixes dans le corps , par (p, 9, r) les vitesses angulaires du corps autour de ces axes, et par (x, y, z) les coordonnées d'un point du corps, les composantes de la vitesse totale de ce point peuvent être représentées par
V cos a -h {qz — ri/), v cos (3 h- (rx — pz), t? cos y -h {py — qx) ; la force vive du corps est donc représentée par y j (v cos a -♦- qz — rj/)* -+- [v cos j3-t- rx — pz]'-»- {v cos y -npy — qfx)' j dm,
c'est-à-dire par
fv'^dm -4-y j (qz — ry)* + (rx — pz)* 4- {py — qfx)' [ dm
— 2yr cos afydm -h ^vq cos a f zdm -♦- etc.
Or les sommes fxdm, fydm^f zdm sont nulles, et fv'^dm est égal à v^J'dm ou Mv^; le moment d'inertie du corps se réduit donc à
Mu* -v- y j (?« — ryY -+- (rx — pz)' -4- {py — qx)^ j dm.
Mv^ est la force vive du corps concentré dans son centre de gravité, et comme ry — gz, pz — rx, qx — py sont les vitesses du point (x, y, z) parallèles aux trois axes coordonnés, provenant de la rotation du corps autour de l'axe instantané, il est visible queyj(q'z — rr/)'-h (rx — pz)*
■*" ipy — qx)*\dm est la force vive du corps due à ce mouvement de rotation. De là résulte ce théorème : la force vive d'un corps solide en mouvement se compose de la force vive du centre de gravité et de la force vive du corps tournant autour du centre de gravité.
En développant les carrés des binômes et en prenant pour axes coordonnés les trois axes principaux d'inertie du centre de gravité, on reconnaît que cette dernière force vive se réduit à
Ap« -h Bq* -*- Cr«.
Si l'on décompose le mouvement d'un corps en un mouvement de rotation autour de l'axe spontané et un glissement le long de cet axe.
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il est facile de voir que sa force vive est aussi représentée par la force vive due à cette rotation, plus la force vive due au glissement; en effet, on a vu au même numéro^ que la vitesse d'un point (a/, y', z') peut se décomposer dans les trois suivantes :
17 cos a -+- qc — rb -h {qz^ — ry'] , t? cos P -H ra — pc -^ [rs/ — pz') , t? cos y H- p6 — qa-i- [p%/ — qjf)^
et par conséquent la force vive peut être représentée par y I (v cos oL-^-qc— r6)*-i- (t? cos ^-^-ra — f>c)*-i- (v cos y -+- p6 — qaY j dm
-h 2y j (v cos OL-^ qc — rh) [qz! — ry') h- (i? cos (3 -*- ra — pc) (rx' — pz')
H- (v cos y h- p6 — qa) {pt/ — qxf) j dm.
La première ligne représente visiblement la force vive provenant du glissement le long de l'axe spontané; la deuxième représente la force vive due à la rotation autour de cet axe, puisque qzf — r^, rxf — pzfj py' — qoif sont les composantes de la vitesse du point (x', y\ zf) provenant de cette rotation, et la troisième ligne est nulle, ce dont on peut s'assurer en remplaçant qc — rh, ra — pc et pb — qa par leur valeur donnée par les équations de Taxe spontané. Enfin, si le corps a un point fixe, la force vive est représentée par
J*\{qz — ryy dm •+• (rx — pz)* dm -h {py — qx)^ dm \ ,
et en développant les carrés des binômes et prenant pour axes coordonnés les trois axes principaux d'inertie, cette expression se réduit o
Ap« + Bg« -h Cr«.
Exemple du mouveinent d^un système de forme variable. — Mouvement d*un fil flexible. Tbéorie élémentaire des cordes vibrantes. Durée d'une vibration transversale. — Nœuds de vibration. Vibrations longitudinales.
185. Mouvement d'un fil flexible. Théorie élémentaire des cordes vibrantes. Durée d'une vibration transversale, — Nous prendrons pour exemple du mouvement d'un corps de forme variable celui d'un fil flexible, ce qui nous conduira à la théorie des vibrations d'une corde flexible et tendue entre deux points fixes, que l'on écarte très peu de la direction rectiligne et qu'on abandonne ensuite k elle-même^ en imprimant à quelques-uns de ses points des vitesses initiales. Désignons par fx la masse de l'unité de longueur de la corde au point (x, y, z).
d*x La réaction due à l'inertie de cette unité de longueur est — y--rz^
ar
— |EJi-rT> — fJ--r2 9 les forces extérieures et les forces d'iner-
/ rf*A j
tie qui agissent sur l'élément ds sont donc fX — f^T/Ti / '
fY — (Xjljrfs, (z — fx— j dSf et si l'on suppose la corde
élasticité ou du moins si l'on suppose cette élasticité assez faible pour
être négligée , comme il y a alors équilibre entre les forces précé-
d*x dentés (N"441), on aura, en substituant X — fx-rr-' etc., h X, etc.
sans
dans les trois équations d'équilibre d'un fil soumis aux actions des forces X — fx— -, etc. (N« 69)
T cos a H
Tcos6
dx
ds "
ds
dz ds
Tcos c
qui vont nous faire connaître toutes les circonstances du mouvement de la corde.
Si on la suppose écartée très peu de la position reetiligne, et soustraite à l'action de toute force motrice, (X, Y, Z) seront nuls, (a, by c) seront sensiblement constants, la tension t sera sensiblement la même que dans l'état d'équilibre, par conséquent égale à une constante co, et ces trois équations étant dérivées par rapport h Tare s, deviennent en remarquant que les trois intégrales sont prises par rapport à cette variable,
^dt^ ds^ ^dt^ ds^ ^ dl^ ds^
Ces* trois équations aux dérivées partielles du second ordre donnent les valeurs de {x, y, z) en fonction de l'arc s et du temps t. En prenant pour axe des Z la droite qui joint les deux points fixes (Gg 117), et pour origine l'un des deux points, les variables $ et z se confondent sensiblement ainsi que ds et dz; les deux premières équations deviennent alors, en représentant- par a*,
di^ dz^ dr- dz^ ^^
Quant ù la troisième, qui représente les lois du mouvement d'un point de la corde dans le sens de l'axe des Z ou dans le sens de sa longueur, elle est étrangère à la question qui nous occupe.
Pour intégrer l'une des équations (i), nous supposerons la corde uniformément épaisse, ce qui rend fi et à^ constants. La première est satisfaite en posant {Traité d'analyse^ 2*»« édition, N» 223)
x = Ae'"'+'",
A, m, n étant des constantes quelconques^ pourvu que m et n vérifient réquation
n^ = a^ni^y
ou pourvu que Ton ait
ns=:ufn ou n=: — am ;
d'où l'on conclut que Tintégrale générale est
X =3 A6***+«*"* -♦- Be*"--«"*' -H A'e*''"^^*""'' -f- B'e"*'»-»"»" -*- etc., -f- Ce""""*"' -+- De""*'''^'*** -+- C'c~"*'*~ '»"•'' -H D'c"*»'*"^*"^' h- etc.,
A, B, G, D.... m, m'.... étant des constantes arbitraires, c'est-à-dire des quantités indépendantes de z et de t, dont la valeur dépend de la forme et des vitesses initiales données aux. différents points de la corde. Cette intégrale peut être écrite de cette manière
X = e"»« (Ac*"»' -4- Be-«*"') -h e--» (Ce-«*»' -h De"*"') -h etc., ...(2)
et comme tn, m', etc. sont arbitraires, si on les remplace par m j/— 1,
m' j/ — 4, etc., et qu'on substitue ensuite aux quantités exponentielles leur valeur trigonométrique, il viendra, en réunissant les termes semblables,
X = P cos amt, cos mz + Q sin ami. sin ms 4- R cos amt. sin mz
•+- S sin amt. cos mz h- etc.,
P, Q, R, S, m, etc. étant des constantes dont les valeurs dépendent du dérangement initial de la corde. Gomme les deux extrémités sont des points fixes, si l'on désigne par / la longueur de la corde^ il est visible que pour z<=0 ctz=/, il faut quexsoit nul indépendamment de toute valeur de (; or pour z nul, x devient
P cos amt -4- S sin amt •+• P' cos am't -*- S' sin am't -+■ etc. = 0,
équation qui ne peut être satisfaite pour toute valeur du temps t et pour toute valeur constante de m, m'...., qu'en faisant évanouir les coefficients P, S, F, etc. Quand z est égal & /, on a aussi pour x, en tenant compte des valeurs de P, P', S, etc.^
sin wi/ (Q sin amf +Rcos amt) -4-sinm'/(Q'sin am't -4- R'cos am't) -♦- etc. =0,
équation qui n'est satisfaite quel que soit f, que si sin mf, sin m'/, etc. sont égaux à zéro, c'est-à-dire si m/, m'I sont des nombres entiers de
demi circonférences, c'est- à-dire si m, m', m", etc. sont égaux à
7* "T* T ' ^^^' ï-'in^cgrale générale a donc la forme l l i
x = sin— I Qsm— ~-H Rcos— r- j
sm-T-f Q'sm — --f- R'cos—y- j-f. etc.
. 27rz
Pour déterminer les coefficients Q, R, Q' R'.... d'après l'étal initial de la corde, observons que cet état qui correspond à t = 0, est donné par l'équation
X = R sin — -*- R' sin — j- -♦- R ' sin — — h etc. ;
si donc on représente par x=^ (pz la projection connue de la courbe dans le plan XZ au moment de l'ébranlement, ces deux dernières
équations devront s'accorder identiquement; or, en remplaçant -y
/ par z' et en développant cp— z' suivant les sinus des arcs multiples de z'
{Traité d'analyse^ 2"" édition, N® 145), l'équation ac^cpz est remplacée par
X = fc sin z' -t- c sin ^z! -^ d sin Sjî' -+- etc.
dans laquelle h, c, J.... sont connus; il faudra donc égaler ces coefficients à R, R', R''.... qui seront ainsi déterminés. D'un autre cdté, si l'on dérive par rapport à Ma valeur générale de x et qu'on fasse ensuite i = 0 pour se placer à l'instant initial, on trouve
dx an ^ , nz 2a7r^, . 27rz
qui indique la vitesse initiale suivant X du point de la corde correspondant à z; or ce mode d'ébranlement doit être connu. En le représentant par v = \^z el en développant, comme plus haut, cette fonction suivant les sinus des arcs multiples de z', on calculera de la même
manière les coefficients Q, Q', Q"
On peut, sans fixer les valeurs des constantes Q, R, Q', R', Q", R".... reconnaître plusieurs propriétés importantes. Remarquons d'abord
que réquatioD générale (3) donnant la forme de la courbe à Tépoque ty on aura Téquation de la courbe à Tépoque t -i — en y remplaçant t par cette valeur; mais on reconnaît qu'en donnant à f un accroîssement égal à un multiple quelconque de — ) la valeur de x reste identiquement la même; d'où Ton conclut qu'après cbaque intervalle de temps égal à — 9 la projection de la corde dans le plan XZ reprend la
même forme. Gomme il en est de même de la projection dans le plan YZ,
2/ on voit que la durée d'une vibration est représentée par — ou par
sin
2/% / -> c'est-à-dire que /a durée d'une vibration est proportionnelle à la longueur l de la corde et à la racine carrée de la masse /ix de l'unité de longueur. Cette durée est inversement proportionnelle à la racine carrée de la tension o) de la corde.
Remarquons aussi que, si l'on remplace ( par ( + - ou par ( augmenté
/ d'un multiple impair quelconque de -9 l'équation de la corde devient
. îr«/_ . anl _ aKt\ X = — ^*""ri Qsm-y- -+-Rcos -j- 1
in— p( Q sin — ^ — h R'cos — j— j — sin— r- (etc.),
dans laquelle les termes sont alternativement positifs et négatifs; mais si Ton change j: en / — z, ce qui revient à transporter l'origine A à l'autre extrémité B de la corde AB (fîg. 117), tous les termes changent de signe et par conséquent x ou ab et a'6' prennent la même valeur pour z et pour / — z ou pour Aa = Ba', si ce n'est qu'elles sont de signe contraire; d'où l'on conclut que la corde A6B prend de l'autre côté
de l'axe, et après des intervalles de temps égaux à-» —9 — >
une forme Bb'A inversement symétrique à celle qu'elle avait du premier côté.
184. Nœuds de vibration. — Si les circonstances initiales de l'ébranlement sont telles qu'un certain nombre de constantes Q,
R, Q'y R' soient nulles, et que la valeur de x se réduise
. nitz/ . nant naT:t\ . 2/i7rz/ \
x = 8in-|— ( Q<"+*^sin —z — h R^*-»-*^ cos —r— j-i-sin— y— i j-*- etc.,
n étant un certain nombre entier, il est visible que, pour les points z
nz de la corde, pour lesquels -y est un nombre entier, tous les sinus
. rncz . ânTTz . , ,
sm— y— > sin —j—y etc., seront nuls et par conséquent x sera nul
quelle que soit la valeur de f; d'oii il suit que si Ton divise la corde en un nombre n de parties égales, chaque point de division restera imm obtlc comme s'il était fixe, et je dis que chaque division de la corde vibrera de la même manière que si la division était isolée et que ses deux extrémités
fussent fixes ; en effet- étant la longueur d'une division, si Ton désigne
celle-ci par {', la formule précédente deviendra
X = sin — ( Q«-+*» sin-F "^ ^ ^^^HT )
. 27rz/_,. ^,. . ^ant ^,. ^,, 2a7r(\ -♦- sin-y-( Q<*''+*' sin —p -^ R^*""^*' cos -y- j -h etc.
11 est visible que si z est plus petit que /', cette équation fera connaître les vibrations de la première division, et en remplaçant zpar 2/'+ 2, 4/'+z,etc., réqualion restera visiblement la même, et cependant donnera les vibrations de la S'', 5% etc. division, qui, par conséquent oscilleront de la même manière que la première. Pour ce qui est de la 2", 4", etc. division, si Ton remplace z par 2/' — z, 4/' — z, etc., réqualion restera aussi la même, sauf les signes qui seront tous changés; ce qui prouve que les ondulations de la 2<>, 4"^, etc. division sont identiquement les mêmes que celles de la 1'**, 5**, S'', etc. division, mais qu'elles sont inverses. Les points immobiles dont nous venons de reconnaître Tcxistence, se nomment nœuds de vibration,
La seconde équation aux dérivées partielles conduit & une intégrale de même forme, qui fait connaître les lois des vibrations de la corde dans le sens de Taxe des Y.
Outre les vibrations transversales dont nous venons de nous occuper, la corde prend encore un mouvement vibratoire dans le sens
loogitudinal, c'est-à-dire que chaque point de la corde se rapproche et s*é!oigDe alternativement des deux extrémités fixes. Ln troisième des équations précédentes (1), convenablement préparée, fait connaître toutes les circonstances de ce mouvement, qui dépend d'une équation aux dérivées partielles du second ordre de même forme que ci-dessus, et Ton trouve que la durée d'une semblable vibration est encore proportionnelle à la longueur totale de la corde , et à la racine carrée de la masse fx comprise dans l'unité de longueur de lo corde supposée uniforme. Elle est aussi inversement proportionnelle à l'extensibilité de la corde, c'est-i-dire à la force nécessaire pour l'allonger dans un certain rapport constant.
Propriétés générales du mouvcmeul d^un système de corps. — Mouvement d'un système de corps, décomposé en un mouvement du centre ^e gravité et un mouvement du système autour de ce point. — Conservation du mouvement du centre de gravité. Cas d*une percussion contre un corps extérieur. — Conservation des aires. Plan du maximum des aires. — Propriétés générales du mouvement relatif. Conservation des aires dans les mouvements relatifs. Plan invariable. — Principe de la conservation du mouvement de rotation. — Principe général des forces vives. — Conséquences de Téquation des forces vives. — Principe des forces vives dans le cas d'une percussion. Théorème de Carnet. • — Maximum et minimum des forces vives. — Maximum et minimum de force vive dans une machine à poids, à liens inextensibles. — Principe des forces vives dans les mouvements relatifs. — Principe de la moindre action. — Appli* cation à la théorie du choc. — Application du principe des forces vives au calcul de TciTet des machines.
185. Propriétés générales du mouvement d'un système de corps. — On sait (N** i41) que dans tout système de corps en mouvemenl il y a à chaque instant équilibre entre les forces extérieures, les forces intérieures et les forces d'inertie. De plus il est évident que bien que ces forces soient appliquées à un système de forme variable , les six équations d'équilibre que nous avons trouvées pour un système de forme invariable (N*» 64) doivent encore avoir lieu , parce que les forces se faisant équilibre dans un syslème de forme variable , se feraient à plus forte raison équilibre si le système devenait rigide. 11
suit de là que si l'on désigne par m, m' les masses des points
matériels, par (a:, y, z), (a/, y', zf) leurs coordonnées rapportées à
des axes fixes, et par (X, Y, Z), (X', Y', Z').... les composantes suivant les axes, des forces motrices qui agissent sur ces points, on doit avoir
les signes 2 indiquant des sommes de quantités de même nature, étendues au système entier. Les forces intérieures ou les tensions des liens intérieurs disparaissent totalement de ces six équations, car étant égales deux à deux et de signes contraires, elles se détruisent dans les trois premières, et comme elles sont directement opposées, elles ont deux à deux le même moment de signe contraire, par rapport aux trois axes, ce qui les fait disparaître des trois dernières.
Ces six équations font connaître certaines lois qui régissent le mouvement d'un système de points matériels et qui étant indépendantes de leur mode de liaison et des actions mutuelles, doivent être considérées comme des propriétés générales du mouvement (Tun système de corps.
En multipliant par dt les six équations précédentes, et intégrant entre deux limites quelconques, comme au N<* 113, la première exprime que dans un système en mouvement la somme des accroissements des quantités de mouvement estimées suivant un axe fixe quelconque est égale à la somme des impulsions des forces extérieures estimées suivant la même direction. La quatrième apprend que la somme des accroissements des moments des quantités de mouvement par rapport à un axe fixe quelconque est égale à la somme des intégrales des moments des impulsions élémentaires.
iS6 . Mouvement d'un système de corps^ décomposé en un mouvement du centre de gravité et un mouvement du système autour de ce point. — Soient (a, 6, c) les coordonnées du centre de gravité du système. Transportons y l'origine des coordonnées en faisant
Les trois premières équations deviennent
^'Wji?"^2'W— = 2X,elc.
GomiDC les nouveaux plans coordonnés passent par le cenlre de gra vite, on a aussi
Ztnxf = 0, Imy' = 0, Imz^ = 0,
et par conséquent
Im-j-T =» 0, etc.
ai*
ce qui réduit les trois équations aux suivantes :
(Pa d«6 (Pc „„
ou bien en représentant par M la masse totale ou 2m, et en remar-
quant que -j-j-i etc. ne se rapportant pas à Tun des corps du
système^ mais au centre de gravité du système entier, est un facteur commun,
Ces trois équations sont identiques à celles du mouvement d*un point matériel M placé au point qui a pour coordonnées (a, 6, c), et soumis à l'action des forces 2X, 2Y, 2Z; d'où résulte ce théorème analogue à celui que nous avons démontré au N"" 176 pour un corps de forme invariable : le centre de gravité d'un système de corps en mouvement se meut de la même manière que si toute la masse y était concentrée et que toutes les forces motrices y fussent transportées parallèlement à elles-mêmes.
En faisant les mêmes substitutions dans les trois dernières des six équations du mouvement, elles se réduisent aux trois suivantes, après qu'on aura fait usage des trois équations du mouvement du centre de gravité comme au N° 176,
Im (^-r^ — a/— j (/m = 2'/X - a/Z), etc., etc.
Ces équations ne renferment plus aucune trace des coordonnées (a, 6, c) du cenlre de gravité, et ne contiennent que les coordonnées (a/, y, zf) des différents points relativement à ce centre. D'où il suit que le mouvement du système relativement au centre de gravité est
indépendant du mouvement de ce points que Von peut même supposer immobile.
On reconnaît aussi, en multipHanl ces ëqualions par dt ainsi que celles qui précèdent, et en raisonnant comme h la fin des N'OMIS etii5, que Taccroissement de la quantité de mouvement du centre de gravité estimée suivant une droite quelconque, est égal à la somme des impulsions de toutes les forces extérieures estimées suivant cette direction, et que le théorème de la fin du numéro précédent sur les moments des impulsions élémentaires par rapport à un axe fixe subsiste encore pour un axe mobile passant par le centre de gravité.
i87« Conservation du mouvement du centre de gravité. Cas d'une percussion contre un corps extérieur. — Si le système ne renfermait aucune force motrice extérieure, ou si ces forces transportées au centre de gravité se faisaient équilibre, on aurait, quel que fût le mode de liaisons et d'actions mutuelles,
^•dïi"^' «rfr.=«' "dr.=«'
d'où Ton tire
dt ' dt ' dt '
et
C, G', C, D, ly, D" étant des constantes arbitraires. Comme
— ) — et -r- sont les trois composantes de la vitesse du point qui dt dt dt ^
a (a, b, c) pour coordonnées, les trois premières équations appren-.
nent que le centre de gravité prend alors une vitesse uniforme, et
les trois dernières font voir que ce point se meut suivant une
ligne droite, puisqu*en éliminant le temps ( entre deux d'entre elles,
on trouve
pour les équations de la trajectoire.
Ces propriétés constituent le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité. Comme les trois équations du mouvement ne renferment aucune trace des actions mutuelles des corps du
système, on voit que le mouvement du centre de gravité ne sera pas altëré : 1° par des percussions survenues entre ces corps, 2'' par des explosions intérieures qui diviseraient un ou plusieurs corps en fragments, 5^ par la rupture de quelques-unes des liaisons iuté- Heures, etc., etc.
Si une percussion avait lieu entre un des corps du système et un corps extérieur, il faudrait considérer la force qui en résulterait comme une force extérieure, et Ton aurait en la représentant par T, et par (a, |3, y) les angles formés par sa direction avec les axes ,
rf*a rf*6 ^ dH
M-^ = Tcosa, M — =.Tcosp, M— =Tcosy,
d*où Ton tire
M-^=cosa( Tdf, Mj-=cospl Trft, M^^cosyi Trf^
ou bien, en remarquant que ces trois intégrales sont les composantes u cos a, ti cos Çiy u cos y de la force de percussion i«,
M-r-=ticosa, M-7-=»ttCosp, M-r:=3ticosy, di ^ dt ^^ dt '*
qui nous apprennent que le centre de gravité se meut de la même manière que si toute la masse y était concentrée et que ce point reçût la percussion.
Gomme on a, par la théorie des moments,
2mx =3 Ma , on en tire
_, dx _ _ da 2m -7-= M-7-»
dt dt
ou bien v, t/ étant les vitesses de m, tn^ etc. estimées suivant
da Taxe des X, et V la vitesse -77 du centre de gravité estimée dans cette
direction ,
2mws=MV,
c'est-à-dire que la somme algébrique des quantités de mouvement du système estimées suivant une direction quelconque est égale d la quantité de mouvement du centre de gravité estimée dans le même
sens. S'il n'y a aucune force extérieure, la vitesse V du centre de gravité est constante, et par conséquent la somme algébrique des quantités de mouvement du système estimées dans une direction quel* conque est alors invariable.
i88. Conservation des aires. Plan du maximum des aires. — Les trois dernières équations du N** 185 sont aussi susceptibles d'une interprétation géométrique fort simple, toutes les fois que les seconds membres sont nuls. Les seconds membres sont nuls dans trois cas principaux : i" lorsqu'il n'y a aucune force motrice, 2*^ lorsque ces forces sont dirigées vers l'origine fixe des coordonnées , puisque les binômes yZ — zY, zX — orZ, xY — t/X sont (N® 54) les moments par rapport aux trois axes , de la force qui a (X, Y, Z) pour composantes, 5"* lorsque ces forces se font équilibre (N"" 64). On a donc dans le mouvementM'uu système de corps qui ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ou à des forces dirigées vers l'origine fixe des coordonnées.
On tire de là, en multipliant par dt et intégrant^
-, / dx dz\ ,
zm l z^ a-p- I =» a',
\ dt dtj '
où a, a', a" sont trois constantes arbitraires, invariables pour une même origine et pour une même direction des axes. En multipliant de nouveau par dt et intégrant, on trouve enfin, en faisant commencer les intégrales du premier membre avec le temps f,
Iim/(x(ly— yrfa;)=a'7, 2m/(yd« — zdy)=sa«, lm/{zdx—xdz)==a't.
On a vu (N** 115) que les trois intégrales
f{xdy — ydx) , /(yrfz — zdy) , f{zdx — xdz)
représentent le double des projections sur les plans coordonnés, des aires décrites par les rayons vecteurs menés de l'origine fixe au point m;
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ces équations expriment donc que le mouvement d'un système de corps réagissant les uns sur les autres dune manière quelconque^ mais dont les forces motrices y s'il y en a, sont toutes dirigées vers un même point fixé dans l' espace ^ s'' effectue toujours de telle manière qu'yen prenant ce point pour origine des coordonnées^ la somme des produits de chaque masse par la projection sur les plans coordonnés^ de taire décrite par son rayon vecteur ^ est proportionnelle au temps employé d la décrire.
C'est dans cette propriété que consiste le principe de la conservation des aires. Comme elle est indépendante des actions mutuelles des corps» elle ne cessera pas d*avoir lieu, 1^ s'il survient des percussions entre eux^ â"" si une explosion fait éclater un des corps en plusieurs fragments, 5^ si quelques uns des liens viennent à se rompre, etc. S'il n'y avait pas de forces extérieures, le principe serait vrai pour une origine fixe quelconque. Il a encore lieu quand le système renferme un point fixe, pourvu qu'il soit pris pour centre des aires, ou pour origine des coordonnées; car les pressions ou réactions de ce point devront à la vérité être considérées comme forces extérieures, mais comme elles sont appliquées à l'origine des coordonnées, leurs moments par rapport aux axes seront nuls, et par conséquent les sommes 2 (jzX — xZ), etc. seront encore égales à zéro. Enfin s'il y avait plusieurs points fixes renfermés dans une même ligne droite, en prenant celle-ci pour axe des Z, la première des trois équations précédentes subsisterait encore, puisque les moments des résistances de ces points par rapporta cet axe seraient nuls; mais le principe des aires ne subsisterait plus que pour un plan perpendiculaire à cette droite.
Comme dans un système entièrement libre, le principe des aires subsiste pour toute direction des plans coordonnés, il est évident que si l'on projette les aires décrites par les rayons vecteurs sur un plan quelconque , la somme des produits de ces aires par les masses correspondantes sera encore proportionnelle au temps , mais les constantes a, a', a" ou les facteurs constants de t changent avec la direction de ce plan. La loi suivant laquelle varient ces facteurs avec la direction de ce plan est facile & trouver; si l'on désigne par (a, (3, y) les angles qu'il forme avec les plans coordonnés (ou les angles formés par une perpendiculaire au plan avec les trois axes), par e^s l'aire décrite par le rayon vecteur de m dans le temps </(, et par yi l'angle formé par le plan de cette aire ds avec le plan de projection donné, ds cos 7} sera la projection de l'aire ds. Or en désignant par e, e', s"
les angles formes par le plan de l'élément ds avec les plans coordonnés, on sait que Ton a
cos Yi = cos a cos s -4- cos j3 cos s' -4- cos y cos s" ;
la projection de Télément ds devient donc
cos a cos îds -¥■ cos (3 cos z'ds •+• cos y cos e"rf« ,
et Ton trouve pour la somme des produits des masses par les projections des aires décrites par les rayons vecteurs pendant le temps dtj
2tn (cos a cos sds -t- cos (3 cos e'ds -*- cos y cos e"d«) ,
ou bien , parce que les angles (a, j3, y) sont les mêmes pour tous les corps,
cos a2m cos tds •+• cos ^Im cos efds + cos ylm cos s^'ds.
On sait que ds cos s, ds cos e' et ds cos e" sont les projections de Télé-
ment ds sur les trois plans coordonnés, c'est-à-dire - (ydz — zdy)^
-(zrfjF — xrfz), -^{xdy — ydx); cette somme revient donc à
- cos alm {ydz — zdy) -+■ - cos ^Im [zdx — xdz) -*- - cos ylm [xdy — ydx) ,
et en intégrant depuis f = 0, on trouve pour la somme de ces produits pris pendant le temps (,
- cos cfSjm f (ydz — zdy) -f- - cos j32iw / {zdx — xdz)
-*- - cos ylm f {xdy — ydx),
ou bien, en remplaçant les trois sommes par leur valeur at, a'(, a"^,
- (a cos a -♦- a' cos (3 -H a" cos y) (,
qui vérifie la loi des aires pour un plan faisant des angles (a, (3, y) avec les plans coordonnés, c'est-à-dire que la somme des produits de chaque masse par la projection de Taire que décrit son rayon vecteur sur ce plan, est encore proportionnelle au temps, puisque (a, a', a"), (a, (3, y) sont des constantes. Cette expression fait connaître en outre la loi suivant
laquelle la valeur de cette somme pour un môme centre des aires change avec la direction du plan de projection, c'est-à-dire avec (a, (3, y).
Si Ton cherche les valeurs de (a, |3, y) qui donnent à cette expression une valeur maximum, en ayant égard à la relation
cos* a -*- cos* (3 -♦- cos* y = i, on trouve
COS g g= , COSp =
cosy=s
Ces équations fixent la position du plan maximum pour une même origine et la valeur de ce maximum est
189. Propriétés générales du mouvement relatif. Conservation des aires dans les mouvements relatifs. Plan invariable. — Désignons par (a, b, c) les coordonnées d'une nouvelle origine variable d'une masse m', et par (A, B, G) les forces qui agissent sur ce point dans le sens des axes (X', Y', Z') parallèles à (X, Y, Z). Si Ton remplace (x, y, z) par a '\' af^ b -♦- y'> c -h z' dans les équations générales du N"" 185, elles deviennent
2m^ = 2X-2m^ = 2n,(^--^j, etc.,
= 2(cX — aZ) + 2(2'X — a/Z).
Cette dernière se simplifie en remarquant que
d^x cSm-r-r-ŒcSX, 2cX==c2X, etc..
Imc
dt»
car elle devient
rfV
KI-S)-<^S
et en remarquant que les équations du mouYemènt de Torigine mobile sont
^ïï(i-=^' *"dii^=^' ^di^==^' les équations précédentes prennent les formes suivantes :
Zm -rr = 2»w I : j > etc. etc.,
OU plutôt en désignant comme précédemment par (X', Y', Z') les composantes de la force motrice relative (voir le N*» 115),
d'à/ 2m-j:T-s= 2X', etc. etc.,
Imfjs' — -a:'^, j«2 (z'X' - a/Z'), etc. etc.
Telles sont les équations générales du mouvement relatif d*un système. En les multipliant par dt et intégrant entre des limites fixes, on est visiblement conduit aux théorèmes sur les impulsions relatives démontrés à la fin du N"" 185 pour les impulsions absolues.
Lorsque toutes les forces motrices relatives sont dirigées vers l'origine mobile d'où se comptent les coordonnées {sf^l/^z!), les binômes (z'X' — x^Z% etc. sont tous nuls et Ton est conduit après deux intégrations à réquation
2/m(2'dx' — a;'dz')==(/(,
qui exprime que la somme des produits des masses par les projections des aires apparentes décrites par les rayons vecteurs est proportionnelle au temps.
Les forces relatives sont visiblement dirigées vers l'origine mobile lorsque les forces absolues (X, Y, Z) résultent d'actions et de réactions entre l'origine mobile et les différents points du système, sans qu'aucune autre force (A, B, C) n'agisse sur l'origine, car dans ce cas(z'X' — a/Z') se réduit à z'X — a/Z qui est le moment de la force absolue par rapport à Y, moment qui est nul quand cette force passe par l'origine.
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Dans les luémes circonstances le binôme si'X — txfZ' est encore nu] quand Torigine est animée d'une vitesse rectiligne et uniforme, car cela suppose que ce point se meut sans force motrice.
En suivant la marche indiquée au N** 188, on parvient aussi à déterminer la somme des produits des masses par les projections des aires apparentes décrites par leur rayon vecteur, pour un plan quelconque faisant des angles (a, (3, y) avec les plans coordonnés; on trouve de cette manière
- (C cos a -H C cos (3 -H C" cos y) U
Enfin on détermine, comme on l'a vu au même numéro, la direction du plan de projection passant par l'origine mobile, pour lequel la somme des produits des masses par les projections des aires apparentes décrites par les rayons vecteurs est un maximum, et l'on trouve que ce plan a une direction invariable dans Tcspace, puisque l'on a
fins g =3 > cosp= -> cosy =
Laplace, à qui on doit ce théorème, a donné le nom de plan invariahle^^^ au plan dont on vient de fixer la direction, et il s'en est servi dans sa Mécanique céleste pour y rapporter les positions variables des corps de notre système planétaire.
190. Principe de la conservation du mouvement de rotation. — On peut donner une autre interprétation des trois équations des N'^'iSS et 189. Si on les écrit de cette manière :
dx du
Comme m-r-> ^^-y-* ^^^* sont les quantités de mouvement de la at dt
masse m parallèlement aux axes, il est visible que ces sommes ne
sont autre chose que les moments des quantités de mouvement du
système par rapport aux trois axes, de même que 2(xY — yX) etc. sont
(1) A la rigueur, le plan invariable de Laplace diffère un peu du plan maximum déterminé plus haut; car dans ce dernier ou suppose les corps réduits à des points matériels, taudis que pour le plan invariable, on donne aux différents corps célestes des dimensions finies et on tient compte de leur rotation autour de leur axe.
les sommes des moments des forces (X, Y, Z), el ces trois équations apprennent que ces sommes restent constantes pendant toute la durëc du mouvement, ce qui constitue le principe de la conservation du mouvement de rotation. A ce nouveau point de vue, le plan du maximum des aires relatif à un centre de forces n*est autre chose que le plan perpendiculaire à celui de tous les axes passant par ce point, pour lequel la somme des moments est la plus grande, et la propriété du plan invariable s'énonce alors de cette manière : Caxe de la plus grande somme de maments passant par le centre de gravité d'un système de corps en mouvement ou par un point quelconque ayant un mouvement rectiligne et uniforme, reste parallèle à lui-même pendant ce mouvement et ce plus grand moment est invariable,
191. Principe général des forces vives. — On a vu que dans tout système de corps en mouvement, il doit y avoir à chaque instant équilibre entre les réactions dues à l'inertie des différents corps, les forces extérieures et les forces intérieures^ ce qui constitue le principe de Dalembert. Si l'on applique le principe des vitesses virtuelles à ce système de forces, on est conduit à une équation d'une grande généralité, qui renferme toutes les lois du mouvement d'un système, pourvu que l'on y joigne toutes les équations de condition qui définissent les modes de liaisons, etc.
Avant de poser cette équation générale, observons que si quelques unes des équations de condition contenaient implicitement le temps t ou toute autre vaiiable changeant de valeur par une cause étrangère aux forces motrices du système, celte circonstance indiquerait qu'une certaine cause fait varier de grandeur et de position les liens intérieurs, et cette cause serait une véritable force dont il faudrait tenir compte dans l'équation des vitesses virtuelles. Gela posé, soient nt, m\m'\ etc. les masses des points matériels auxquels sont appliquées les forces motrices, (x, y, z),.... les coordonnées de ces points et par conséquent
— m — » — m-— ' — w TT ' les forces d'inertie parallèles aux
di^ dt* dt*
axes, P, P', P", etc. les forces motrices extérieures, Q, Q'.... les forces
intérieures ou les tensions des liaisons^ U, U', U'^ etc. les forces
inconnues dont on vient de parler^ produisant les changements de
forme indiqués par les équations de condition des liaisons; l'équation
des vitesses virtuelles sera
d^jc du d £
_ Intjjdx — ^m-r^Sy - 2m —hz -»- 2P(îp + IS^hq + 2Ua«==0,
dans laquelle dx, Sp^ Su^ etc. sont des dcplaccmenls infiniment petits quelconques de m et des points d'application de P et de U eslîmës dans le sens des axes et de la direction de P et U, et soumis à la seule condition d'cUre compatibles avec les conditions des liaisons. S'il y a
des ressorts, Sq sont leurs allongements sous Taction des tensions
Q, Q' etc.
Cette équation fait connaître plusieurs propriétés dont jouissent les mouvements d'un système de corps, et qui sont indépendantes de s:i forme. Observons que parmi les déplacements virtuels des points du système se trouvent évidemment compris, comme cas particulier, ceux qui ont lieu en réalité pendant Tinstant dt; de sorte qu'en désignant par dsy dfy dq et du ces valeurs particulières de $8^ dp, Sq et iuy on a toujours
2m [ -Tjdx -*- -TY^y "*■ Ti ^^ ) '^ 2Prfp -^ ZQrfqf -h 2Urfii,
c'est-à-dire,
dH Im-T-^ds = I9dp -^ IQdq -^ lUdu^
d$ ou bien, en remarquant que — est égal à v,
2mvdv =3 îiPdp -*- 2Qdq -h IVdu.
Si l'on suppose les conditions des liaisons indépendantes du temps et de toute autre variable modificative des conditions des liaisons, les forces U seront nulles et il viendra
Imvdv =3 iPdp -*- IQdq.
En intégrant depuis le temps ('jusqu'au temps t" et représentant par Vo et V les vitesses de m à ces deux époques, on trouve enfin
2mt?* — 2mro« = 22 ( Pdp -»- 22 ( Qdq.
Si l'on se rappelle les définitions du N^ 414, il est visible que cette équation exprime que V accroissement de force vive d'un système entre deux époques quelconques est égal au double de la quantité d'action développée par les forces motrices tant intérieures qu'extérieures, dans te même intervalle de temps , pourvu que les conditions des liaisons soietit indépendantes du temps.
L'équation des forces vives se met souvent sous une forme différente de la précédente. Dans l'équation des vitesses virtuelles introduisons les composantes suivant trois axes rectangulaires fixés (X, Y, Z) de la force P, appliquée au point qui a pour coordonnées (x^y, z); leurs moments virtuels sont visiblement X^x, Ydy^ ZSz , et l'équation des forces vives deviendra
Imv* — Imvo* = 22 \ (Xrfx h- Ydy -♦- Zdz) -4- 21Qdq.
On a vu aussi (N<> 114) que la force vive gagnée par un corps n'est autre chose que le double de la quantité d'action développée par sa force d'inertie; ce théorème peut donc être énoncé de cette manière : dans tout système de corps en mouvementy la quantité d'action due aux forces motrices tant intérieures qu'extérieures, est égale d la quantité d'action due aux forces d'inertie ^ pourvu que les équations de condition soient indépendantes du temps»
Si les liens intérieurs sont inextensibles, les dq sont nuls et les forcer intérieures disparaissent de l'équation des vitesses virtuelles ; elles se font d'ailleurs équilibre entre elles (N"" 141) et par conséquent la somme de leurs moments virtuels est nulle (voir la statique, N"* 90). L'accroissement de force vive est alors égal au double de la quantité d'action des forces motrices extérieures.
192. Conséquences de l'équation des forces vives. — Il est à remarquer que l'équation précédente ne peut servir à évaluer la force vive que lorsque Pdp est intégrable, c'est-à-dire lorsque P est fonction d'une certaine variable p dont dp est la différentielle ; or on peut toujours considérer la force P comme émanant d'un certain centre pris dans sa direction, et en désignant par p la distance au point d'application de la force, il est visible que si ce centre est fixe, la différentielle ou le déplacement virtuel dp qui entre dans l'équation ne sera autre chose que la différentielle de la distance p et l'intégration de Vdp ne sera possible que si P est une fonction de p, auquel cas l'accroissement de force vive sera exprimé en fonction de ces distances p. Pour ce qui est des forces de ressort Q, Q'...., l'intégration àeQdq sera toujours possible si la tension est fonction de son allongement. Il résulte visiblement de la forme de l'équation précédente que lorsque les forces extérieures d'un système sont dirigées vers des points fixes et sont des fonctions quelconques des distances des points d'application à ces points fixes, 1® l'accroissement de force vive entre deux époques
ne dépend pas des courbes que décrivent les points matériels, 2^ il ne dépend que de la forme du système aux deux époques, S"" la force vive redevient la même toutes les fois que le système reprend la même forme, ou plus généralement, toutes les fois que les distances entre les points attirants du système redeviennent les mêmes, 4^ si le système est à liens inextensibles et s'il n*y a pas de force motrice extérieure, la quantité de force vive reste invariable.
L*équation des forces vives ne changerait pas s*il y avait un ou plusieurs points fixes ou assujettis à demeurer sur des surfaces ou des courbes; car il faudrait introduire comme forces extérieures, les résistances de ces points et de ces surfaces dans l'équation des vitesses irirtuelles, et on sait que ces pressions n'ont pas de moment virtuel dans le premier cas, parce que le point d'application reste fixe, et dans le second, parce que laforce étant normale àla surface ou à la courbe, son déplacement virtuel sera normal à la direction de la force et par conséquent le moment virtuel sera aussi nul. Cette remarque n'est vraie que si l'on ne tient pas compte du frottement. Dans le cas contraire il faudrait introduire un terme de la forme y*N/fis, ou plutôt — f^fds^ N étant la pression, f le coefficient du frottement et ds l'élément de courbe décrit par le point d'appui. La différentielle N/cIs est prise négativement parce que le frottement agit toujours en sens inverse du déplacement. Le plus souvent cette différentielle n'est pas intégrable^ mais sa valeur toujours négative indique que cette force détermine une perte de force vive. Il en serait de même d'une résistance due à la présence de l'air, puisque cette force agit aussi en sens inverse du mouvement.
195. Équation des forces vives dans le cas d'une percussion. Théorème de Carnot. — S'il survenait une ou plusieurs percussions entre les corps du système, les forces auxquelles ces percussions donnent naissance devraient être jointes aux forces intérieures pendant la durée de la compression des corps choqués, puisque ces corps pourraient être considérés comme liés l'un à l'autre pendant la durée de la percussion, et ces forces intérieures ne doivent pas disparaître de l'équation comme pour le cas de liens inextensibles, parce que la percussion est toujours accompagnée d'une compression et d'un appla* tissement des corps choquants et que par conséquent leur distance, ou le lien fictif qui les unit, doit être considérée comme variable de longueur. S'il y avait percussion contre un obstacle extérieur, la force qui en résulterait devrait être rangée parmi les forces extérieures; on aurait donc dans les deux cas, en désignant ces forces par T, par
dq rapplalissement opéré dans le temps dt et dans les deux corps, c'est-à-dire la diminution du lien élastique qui les unit, par v et V les vitesses immédiatement avant et après la percussion, et par r sa durée,
2mV« - 2mv« = 22 ( Prfp -♦- 22 ( Trfqr,
Jo •'o
ou plutôt, en remarquant que les actions des forces motrices ordinaires peuvent être négligées en présence des forces presqu'inûnies provenant de percussions , •
2mV* — 2mv« = 22 f Tdq.
Pour déterminer la valeur du second membre de cette équation^ il faudrait connaître la loi suivant laquelle varie pendant la compression la pression de deux corps qui se choquent, c'est-à-dire connaître la valeur de T en fonction de q. Mais cette loi ne nous est pas connue;
cependant on peut affirmer que 22 \ Tdq est une quantité négative,
Çjdq
car pendant que deux corps se compriment, les forces T qui agissent sur chacun d'eux, tendent à les éloigner l'un de l'autre, tandis qu'ils se rapprochent en réalité en se comprimant; T et dq sont donc de signes contraires, le produit Tdq est négatif et la somme de tous ces produits
est nécessairement une quantité négative. Il suit de là que
ou\ Tdq ^0
dans un système en mouvement, toute percussion détermine une perte de force vive.
Si la force T provenait d'une explosion dans l'intérieur du système, Tdq serait positif, et au lieu d'une perte de force vive il y aurait augmentation.
Quoiqu'il soit impossible d'intégrer Tdq, on peut cependant trouver
la valeur de l'intégrale définie l Tdq. Représentons par w et w^ les
vitesses que la percussion fait naître dans les points matériels m et m'
suivant la direction de la percussion, vitesses qui ne sont autre chose
u u que — et — » si t* est la mesure de la percussion. La force T ayant
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fait naître la force vive mw^ -h m'tt;'*, on aura
ou plutôt,
Tdq = mw* -^ mV« = — 4- --; , Q m m'
Jq mm
parce quel Tdq est négatif. On a donc pour tous les corps qui reçoivent des percussions simultanées,
et par conséquent,
2ml;»-2mV»= + 2(^îî! + -^ = 2/'i+l^ll^
\m m J \m mj
qui apprend que la force vive perdue par suite de percussions est égale à la somme des carrés u* des tnesures des percussions multipliées
respectivement par la somme — i — , des inverses des masses cho^
quantes.
Ainsi, si le système se réduit à deux masses m, m' ayant des vitesses
primitives v, i/ et prenant à la suite de la percussion les vitesses
V et V, on a
mi?* + fw'i;'* — mV* — m'V'*= mw* 4- mV = ( — h — ) w*,
et s'il n*y a qu'un seul point qui vient se heurter contre un obstacle
extérieur fixe,
ti* mv* — m V* = mtc* = — •
Dans le premier cas la valeur de u doit être celle qui est donnée au N« 178. Dans le second, il faudra y faire M', A', B', C infinis et W nul, pour exprimer que le corps M' reste immobile.
Le théorème qu'on vient de démontrer est ordinairement énoncé d'une manière un peu différente. Puisque v est la vitesse de m avant
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la percussion, w la vitesse engendrée dans m par la percussion et V la vitesse de m après la percussion^ il est visible que cette dernière vitesse est la résultante de t; et u;; si donc on décompose la vitesse v en deux autres, dont Tune soit V ou la vitesse qui a réellement lieu après la percussion, la seconde composante sera égale et directement opposée à w. Appelons cette seconde composante, vitesse perdue par m, par suite de la percussion; l'équation précédente pourra être énoncée de cette manière : la quantité de force vive perdue dans un système en mouvement^ par suite de percussionSy est égale à la somme des produits de chaque masse choquée par le carré de sa vitesse perdue. Ce théorème est dû à Garnot et porte son nom.
i94. Maximum et minimum des forces vives. — Reprenons Téquation des forces vives, en supposant les conditions des liaisons indépendantes du temps, savoir :
2mvdv = iPdp -h IQdq^ ou Imv^ = ^1/Pdp -^ âl/Qrfç -t- C.
Si les forces P sont fonctions des distances p, IJ'Pdp sera une fonction de p, p\ etc., et la force vive du système atteindra son maximum ou son minimum toutes les fois que sa différentielle, c'est-à-dire Imvdv
et par conséquent la dérivée de la fonction dep, p',p" sera nulle,
ou quand les forces satisferont à l'équation
iVdp -f- IQdq = 0,
dont le premier membre est la différentielle de IJ'Pdp -+- ^J^Qdq; or il est visible que cette équation subsistera toutes les fois que le système passera par une position telle que les forces motrices appliquées seules (abstraction faite des forces d'inertie) se feront équilibre par l'intermédiaire des ressorts et que par conséquent le système se mouvra pendant un instant en vertu des seules vitesses acquises; car si l'on applique aux forces P, P'...., etc. Q, Q'...., etc. le principe des vitesses virtuelles, en prenant pour vitesses virtuelles les déplacements infiniment petits effectifs opérés pendant l'instant df, on trouve pour condition de cet équilibre
2Prfp -+- IQdq = 0.
Il suit de là que tout système en mouvement atteint son maximum ou son minimum de force vive toutes les fois que les corps passent par des positions où les forces motrices appliquées seules se font équilibre par l'intermédiaire des liaisons du système. Puisqu'après le passage | ar un maximum de force vive, cette quantité doit commencer
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à diminuer, et qu'elle augmente au contraire après un minimum, on voit que si à Tune de ces deux époques on imprime au système une force vive totale très petite, dans le premier cas cette somme de forces vives composée de termes essentiellement positifs, ne prendra plus une grandeur finie, tandis que dans le second rien ne limitera cet accroissement; d*où il suit que dans le premier cas aucun point du système ne prendra une vitesse finie, tandis que dans l'autre, ces vitesses pourront croître indéfiniment. Mais Taccroissement de force vive est égal au double de la quantité d'action des forces motrices; ces quantités restent donc très petites ou peuvent croître indéfiniment dans les mêmes circonstances, et comme celles-ci sont représentées par les intégrales des forces multipliées par leurs déplacements élémentaires, intégrales qui, comme on sait (Traité d'analyse, 2* édition,'p. 242} sont représentées par les valeurs moyennes des forces multipliées par leur déplacement total, on en conclut que dans le premier cas ces déplacements resteront tous infiniment petits, tandis que dans l'autre cas, ils pourront croître sans limite, ce qui signifie que s'il y a maximum, le système ne s'écartera qu'infiniment peu de la position d'équilibre, tandis qu'il pourra s'en éloigner indéfiniment quand il y a minimum. On dit qu'un système est dans un état (Véquiéibre stable, si après l'avoir dérangé infiniment peu de sa position d'équilibre, il ne tend pas à s'éloigner indéfiniment de cette position; l'équilibre est dit au contraire instable lorsque le système peut s'en éloigner indéfiniment. Il suit de là qu'il y a maximum ou minimum de force vive suivant que les forces motrices sont dans un état d'équilibre stable ou instable.
495. Cette proposition importante peut être établie d'une manière plus rigoureuse comme suit : supposons que l'on ait
IfPdp + I/Qdq = <p(p, p',p" ) + •}(?. î*. f ) + C.
et par conséquent,
1 mv^ — ImvJ^ == 29 (p, p', p"....) — 2(p (p», pj, po"".,)
H- 2cp'(qr, q\ f ....)- 2<p'((7o, ?o', ^o"...,)
ImVo^j Po, pj"'- se rapportant au moment ( = 0 où les forces se font équilibre, et 2mi;^.p, p' ... se rapportant à un instant f après le passage du système par une position d'équilibre. Remplaçonsp,p',p'\... (7,9'.... par Po -4- x, p/ -4-0/....; si l'on développe (p{po -4- x, pj -4- a/....) et 9'(qro -+■ oc'\ qj -4- a:'",....) en série suivant les puissances croissantes de a:, x', a/',... {Traité iVanalijse, 2° édition, N° 104), cette fonction
pourra se décomposer en deux parties l'une égale à 9 Ipo^po^pJ^---») "♦■ 9' (9o> îA 9o"««»0> l'outre que nous désignerons par ^ (x,x', x",...) s'évanouissant avec a:, x', x".... L'équation des forces vives devient ainsi
2mt>* — 2mi;o* = 2^ (x, x', x''....).
Il est visible que ImVo* est un maximum ou un minimum suivant que ({^(XyX', x"....) est négatif ou positif pour des valeurs croissantes de X, x'y a/'... à partir de zéro. Or, je dis que dans le premier cas, si Ton trouble infiniment peu le système en équilibre, c'est-à-dire si on lui imprime des vitesses VojW**** très pelites, il ne s'écartera qu'infiniment peu de la position primitive, ou en d'autres termes, que X, x', x^'.... et par suite ^ (x, x', x''....) qui est négatif, n'atteindront pas des valeurs finies r, r', r".... et ^{^ (r, r', r"....) ; en efifel les
vitesses initiales t?», Vo étant aussi petites que l'on veut, on peut
faire en sorte que Ton ait, quelle que soit la valeur négative de
Imvo^ <— 2^(r,r',r"....),
et si au bout d'un certain temps après cette perturbation, x, x', x".... pouvaient devenir r, r', r'' on aurait aussi l'égalité
2mu* — Imvo* = â'^^r, r', r"....).
Celle-ci combinée avec l'inégalité précédente conduirait à
2inv«<0,
résultat absurde , puisque le premier membre se compose de termes tous positifs.
Dans le cas du minimum, ^ (x, s/, x"....) est positif pour des valeurs croissantes de x, x', x".... et Lagrange démontre dans la Mécanique analytique que ces quantités prennent nécessairement des valeurs finies après un temps fini.
496. Maximum ou minimum de force vive dans une machine d poids j à liens inextensibles. — S'il s'agit d'une machine à liens inextensibles et n'ayant pour forces motrices que des poids, on peut distinguer le maximum du minimum par un autre caractère. En prenant l'axe des Z vertical et dirigé vers le bas, et désignant par Zy z\ etc. les distances de nt, m', etc. au plan des (X, Y), on
aura, parce que toutes les forces sont parallèles à Z et égales à mg, fn!g^ etc. ,
2mi;* =s C -*- ^g2mz*
Or, si Ton désigne par M la masse totale et par z, l'ordonnée du centre de gravité, on sait que Ton a
on a donc aussi
2iwt?« = C-t- ^gMz,y
qui apprend que dans une machine à poids en mouvement^ la force vive sera la plus grande ou la moindre possible toutes les fois que le centre de gravité de tous les poids sera le plus bas ou le plus haut possible. Dans ces deux positions les poids se font équilibre et cet équilibre est stable ou instable suivant que le centre de gravité est le plus bas ou le plus haut possible.
Si par exemple on fait rouler un corps pesant sur un plan incliné, son centre de gravité décrira une courbe, et la force vive du corps sera un maximum ou un minimum, toutes les fois que ce centre se trouvera placé en un des points de la courbe où Tordonnée verticale est un minimum ou un maximum.
197. Principe des forces vives dans les mouvements relatifs. — Supposons le système rapporté par des coordonnées (x, t/, z).... à des axes rectangulaires fixes dans l'espace et par des coordonnées (a/, y', zf) à des axes rectangulaires mobiles dans Fespace mais constamment parallèles aux premiers. £n désignant par (a, 6, c) les coordonnées variables de l'origine mobile, on aura
et l'équation des vitesses virtuelles du N"" 191, mise sous la forme suivante, dans laquelle (X^Y, Z) senties forces extérieures, Q les forces intérieures et q les distances mutuelles des points du système,
d«« rf(« ^ dt*
-t- iXdx -t- lYdfj + lZ$z -k- IQiq -4- llJdu = 0
devient en substituant,
d^ti /i*2.' d^c d}f!
d(* di^ dt* di* ^ '
-I- 2Y (V -f- d6) + 2Z (^s' -I- $c) -f- 2Qag -4- 2U5u = 0,
ou plutôt, en observant que oa, -r-^v* sont des facteurs communs
rf*x rf*f/
pour tous les points du système, et que 2m -ty» Zm-jY"" sont ëgauxà2X,2Y... (NM85),
(/(* de ^ de* \m d<*/
dont la forme est identiquement la même que celle de l'équation primitive^ si ce n'est que les coordonnées absolues (x,y, z) sont remplacées par les coordonnées relatives (x', y\ z!) et qu'aux forces absolues
(X, Y,Z) on substitue les forces relatives m 1 r- 1 ...-On conclut
\m ai* y
de là qu'en général toutes les propriétés des mouvements absolus d'un système subsistent encore dans les mouvements relatifs; ainsi^ si l'on remplace les variations arbitraires dx', dy'.... Sq^ au par les accroissements différentiels dx', dt/,., dq^ du que prennent réellement x',!/'..., qr, q\.. et u pendant l'instant df, et qu'on représente par (X^ Y',Z') les forces extérieures relatives, l'équation des vitesses virtuelles devient, en supposant les équations de condition indépendantes du temps, ce
qui fait disparaître U,
'L±daf-^^dy'-i- ^ dz' W22(X'dx'-+-Y'dy'4-Z'dz')-+-22Qd9,
et si l'on intègre cette équation entre deux époques (' et (, en désignant par Vo' et t/ les vitesses relatives du point m à ces deux instants, il
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viendra
ZiMw'* - 2mr;* = 22 f (X'dx' -+- Y'dy' -4- Z'rfz') -^ 22 i Qdq. Les produits mv'^, X'dx' et les intégrales \ X'daifj \ Qdq sont
Je h
appelés par analogie^ la force vive relative du point m, la quantité d'action relative élémentaire de X\ la quantité d*action relative de X' entre les époques t' et t^ et la quantité d'action des ressorts Q, Q'....; cette équation exprime donc que V accroissement de force vive relative d'un système entre deux époques est égal au double de la quantité d'action relative des forces extérieures augmentée du double de la quantité d'action des forces intérieures. Cette équation, qui constitue le principe des forces vives relatives» est en tout point semblable à celle trouvée au N** 191 pour les forces vives absolues. Quand 2 [X'dxf -4- Y'rfy' -I- Z'rfz') est la différentielle exacte d'une fonction 9(^9 y', 2^...) et que Q.... sont des fonctions de 9...., en désignant par xJi yJi zj.,.. q^ les valeurs de a/, y, z'.... qr à l'époque t\ elle prend la forme
Zwn/* — 2mt7o'* ==» Î9 (a/, y', z'. . .) — 2(p(xo', yo', zj, . .) -♦- 21'^q — 22'|gr,
et en considérant f comme une époque fixe et ( comme une époque variable quelconque, on conclut de cette équation que la force vive relative 2mv'* d'un système reprend la même valeur toutes les fois que a/, y', z'... et q,., reprennent les mêmes valeurs, c'est-à-dire toutes les fois que les positions relatives des différents points du système redeviennent les mêmes. Si le système se meut sans forces motrices relatives, et si les liens intérieurs sont inextensibles, (X', Y', Z'}.... seront nuls ainsi que l'intégrale de IQdq et la quantité de force vive relative reste invariable.
Si Ton prend le centre de gravité pour origine mobile, la deuxième équation de ce numéro se simplifie. En effet on a
h cause de
Imx" = 0, d'où Imàa! = 0.
Ou n aussi
2m — - 5o =» da2m -r7= SalK = SaM. -rz > d(* de* de*
à cause des équations des N""* 185 et i86.
L'équation en question devient ainsi, en changeant les d en d et supposant les U nuls,
— 2mi/di/— M^da - M^d6 - M^dc
dfi (il* dt*
-*- 2(Xdx H- Ydi/ -*- Zdjs) -*- IQdq = 0,
ou bien en désignant par des v les vitesses absolues et par V la vitesse du centre de gravité,
2mi/dt/= Imvdv -«- IQdq — MVdV,
et en intégrant,
2mt/* — ImvJ* = 2mv« — Imvo^ + 22/Qdg - M(V* — Vo)*.
Si les liens intérieurs étaient inextensibles, les Qdq seraient nuls, et Ton voit qu'alors V accroissement de force vive relativement au centre de gravité est égal à l'accroissement de force vive absolue diminué de l* accroissement de force vive du centre de gravité,
198. Usage de l'équation des forces vives dans le calcul de l'effet des machines. — Calculer l'effet d'une machine, c'est estimer la quantité de travail qu'elle peut produire pendant un temps donné. Tout travail d'une machine^ dans le sens vulgaire de ce mot, s'obtient en surmontant une résistance exercée contre un point en mouvement et ce travail est proportionnel à l'intensité de la résistance et au chemin que décrit son point d'application dans le sens de cette résistance. C'est ainsi que le travail destiné à élever de l'eau est proportionnel au poids de l'eau et à la hauteur à laquelle elle est élevée. Le travail fait par un rabot est proportionnel à la résistance du bois et au chemin parcouru par le rabot. On peut donc évaluer un travail par le produit d'une force par un chemin parcouru.
On nomme travail élémentaire d'une force, le produit de cette force par la quantité dont elle avance ou recule pendant l'élément de temps d(; un travail élémentaire est donc exprimé par Pdp. Le travail de la même force P pendant un temps fini est la somme des pro-
duits Pdp prise pendant ce temps, c'est-à-dire qu*il est Tiotëgrale (le Pdp prise dans cet intervalle.
Gela posé, considérons une machine quelconque dont toutes les parties sont liées par des liens inextensibles, comme il arrive dans la plupart des machines. Parmi les forces qui agissent sur cette machine en mouvement, les unes ne sont autres que celles qui y ont été appliquées pour la mettre en mouvement. Nous les appellerons forces mouvantes; les autres proviennent des efforts que la machine est destinée à produire et des obstacles qu'elle doit vaincre pour rester en mouvement. Nous les appellerons forces résistantes»
Il y a encore une troisième espèce de forces qui proviennent de ce que les différents points de la machine, ayant acquis une certaine vitesse, tendent à la conserver indéfiniment sans altération. Ces forces qui peuvent maintenir pendant quelque temps le mouvement de la machine, se nomment forces d'inertie.
On a vu (N"" 191) que dans tout système de forces à liens inextensibles, la somme des produits mvdv est égale à chaque instant au travail élémentaire des forces motrices; on a donc dans toute machine en mouvement, en désignant par m, m', etc. les masses des différentes parties de la machine, par i7, t/.... leur vitesse, par P, P'.... les forces mouvantes, par cfp, dp\ etc. leurs déplacements pendant dty par Q» Q'9 Q"» ^^^' ^^^ forces résistantes et dq^ dcf^ etc. leurs déplacements,
2mydi? = SPcfp -4- ^(^dq ,
ou en intégrant depuis le temps t jusqu'au temps f , et désignant par Uo, Vo' ... les vitesses initiales de m, m', etc.,
~2mv' — - Imvo^ = 1\ Vdp -^ 1 \ Qdq
dans laquelle le premier membre représente la moitié des forces vives gagnées entre les deux époques, ou, ce qui est la même chose (N** 114), la quantité d'action due aux forces d'inertie. Remarquons que le mouvement de la machine ayant lieu dans le sens des forces mouvantes et en sens inverse des forces résistantes, il en résulte que Pdp est positif et Qdq négatif; l'équation précédente prend donc toujours la forme
1 1 f*' f*' Vmu«~i2mt?o* = 2 \ P(ip-2\ Qdq.
Telle est réquation générale des forces vives employée dans la théorie des machines. Elle exprime que pendant un intervalle de temps quelconque, la quantité de travail des forces d*inertie ou la moitié de l'accroissement des forces vives est égale à l'excès du travail des forces mouvantes sur celui des forces résistantes.
On a donné aux sommes 29dp et IQdq différentes dénominations, telles que quantité d^action élémentaire y effet dynamique, etc. Nous leur laisserons, d'après M. Goriolis, la dénomination de quantité de travail élémentaire des forces mouvantes et résistantes, ou travail moteur et travail résistant.
On tire de l'équation des forces vives la valeur suivante :
1\ Qdq = l\ Pdp--(2mv«~2mt?o*),
c'est-à-dire que le travail résistant est toujours égal au travail moteur diminué de la moitié de la force vive qui a été introduite dans les organes de la machine pendant un certain intervalle de temps.
Si le temps t est compté à partir du moment où la machine était immobile, lifnvo* sera nul, et il viendra
( Qdq'^^li Pdp-|2mt?«.
On voit donc qu'à une époque quelconque, le travail résistant de la machine est inférieur au travail mouvant, de la moitié de la force vive qui l'anime. D'un autre càté, si, à une certaine époque, les forces motrices cessent d'agir et que le mouvement continue par le seul effet des forces d'inertie , on aura pour le travail résistant obtenu depuis cette époque jusqu'à l'entière destruction des mouvements ,
lfQdq = ^lmv\
c'est-à-dire que le travail résistant fourni par les forces d'inertie est égal à la demi-somme des forces vives qui animaient la machine. En rapprochant ce résultat du précédent, on voit qu'en évaluant le travail d'une machine depuis sa mise en mouvement jusqu'au repos, son travail résistant sera toujours égal à son travail mouvant.
Si la force mouvanle est ud poids P qui descend el la force résislante UD poids Q qui s'élève, P et Q seront constants et il viendra
- 2mt?« = Pp ^ Qq,
p et q seront évidemment les hauteurs dont P et Q seront descendus et montés depuis le commencement du mouvement. On tire de là
Qqr = Pp — - 2mt?«,
c'est-à-dire que, quelle que soit la machine employée pour soulever un poids au moyen d'un autre poids, le produit du poids soulevé, par la hauteur à laquelle on l'aura élevé est toujours inférieur au produit du contrepoids par la hauteur dont celui-ci est descendu, d'une quantité égale à la moitié de la force vive qu'on a communiquée aiix parties de la machine.
i99. Travail utile. Travail perdu. Unité dynamique. — Observons que le travail résistant se compose du travail que la machine est destinée à produire, ou travail utile ^ et du travail résultant des frottements, de la résistance de l'air, etc. qui sont autant de forces s'opposant au mouvement. Si donc on réserve la lettre Q pour les forces qui produisent le travail utile, et si l'on désigne par R celles qui proviennent des résistances passives proprement dites, et qui ne produisent qu'un travail perduj il viendra
^lmv^--lmVo*==2\ Prfp-2i Qdq^l\ Rrfr,
d'où l'on tire
l{ (idq = l{ Vdp^l[ Rrfr — i(2mi;«-2m'o«),
c'est-à-dire que le travail utile d'une machine pendant un certain temps est égal au travail moteur diminué du travail des forces passives et de la moitié de la force vive qui a été ajoutée aux organes de la machine pendant ce temps.
Si les intégrales sont prises depuis le moment où la machine est
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mise en mouvement jusqu'au moment où elle s*arrélc, il viendra
2( Q.dq = l[ Prfp — r( Rdr.
Celte équation exprime que le travail utile est toujours inférieur au travail moteur d'une quantité égale au travail des frottements, etc. Comme on ne peut soustraire une machine aux actions de ces dernières forces, on voit que toute machine produit nécessairement un travail utile inférieur au travail des forces qui la mettent en mouvement.
11 est visible que ^J*Qdq représente toujours une force multipliée par une ligne droite parcourue par son point d'application, et comme toute force peut être assimilée à un poids, cette somme peut toujours être assimilée h un poids multiplié par une certaine hauteur à laquelle on l'aurait élevé. Pour rendre ces intégrales comparables dans les différentes machines, on a adopté pour unité de travail le produit de iOOO kilogrammes par une hauteur de i mètre, c'est-à-dire qu'une machine aura produit un travail égal àl'unité^ lorsque son travail utile sera égal au produit de 1000 k. par 1*° de hauteur. On a donné à ce produit le nom d*unité dynamique,
200. Principe de la moindre action. — L'expression générale de la variation d'une intégrale définie (N*» 269 du Trailé d'analyse^ 2"" édition) conduit à un principe important de mécanique, connu sous le nom de principe de la moindre action qui consiste en ce que, entre deux positions par lesquelles passe à deux époques quelconques un système de points matériels sans ressorts, soumis à l'action de forces motrices, les vitesses acquises et les courbes décrites par les différents points sont celles pour lesquelles la somme des intégrales des produits de la masse de chaque point par la vitesse et par l'élément de la courbe décrite, ces intégrales étant prises depuis les premières positions jusqu'aux secondes, est un minimum, pourvu que 2(Xdx 4- Ydy-^Zdz) soit une différentielle exacte, ou pourvu que les forces vérifient le principe de la conservation des forces vives. Comme mv est la quantité de mouvement du point m, mvd$ est sa quantité d'action et 2J*mvds est la quantité d'action du système dépensée pour passer de la première position à la dernière, et il s'agit de démontrer que cette somme d'intégrales prises pour les courbes'que suivent en réalité les points matériels du système est moindre que pour tout autre mode de déplacement entre les deux mêmes positions extrêmes, obtenu soit en
rendant fixes certains points, soit en les assujettissant à glisser sur des courbes fixes, soit enfin en introduisant de nouvelles liaisons entre les points, pourvu que celles-ci soient de longueur invariable. En désignant par (a/, y', 2') et (x", y, z") les coordonnées extrêmes de la courbe décrite en réalité par Tun des points m du système, cette somme est représentée par
2 i mvds =* 2 l mv |/l -♦- p« -+- p,*dx;
Jx* Ja/
il faut donc démontrer que des variations quelconques infiniment petites introduites dans la forme des courbes passant par les deux positions extrêmes et dans les vitesses, ne produisent dans l'intégrale précédente aucun accroissement ou aucune variation, c'cst-à-dirc que l'on a
32 i mv j/1 -f-p* -t-p,* dx = 0,
ou
25 i mv 1/4 -4- p* -t- p;* dx =3 0. Jx'
Pour le démontrer, remarquons que dans cette somme d'intégrales
définies, chaque fonction mo[/i -4- p* + P/* contient trois variables fonctions de x, savoir v, p et p, fonctions de y et z; on a donc, en représentant mv |/i -+- p* -*- p;* par V et en prenant séparément les variations pour chaque point matériel, sauf à les réunir ensuite,
•■^ 5 i ày ^ dV ^ dV /T 5 î
V = mi;(/i-*.p*-*-p;S ^==0, -^=0, -^=mj/4-*-p*-*-p,S
dV mrp dV mvp,
dp ^/Y—T^t ' dp, |/i -t. p« H- p,«
L'intégrale définie qui entre dans l'expression de la variation de
♦rtt? j/i -H p* -4- p,* dx (2G0 du Trotté d'analyse, 2™*» édition) est x'
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donc
Jaf L «^ \/i + p« -*- p,V «^ \|/l -^ p« ^ p,V
(/l -+-P* -*-p,*A'M dx,
OU, en remplaçant y\ -♦- p* -f- P;', A, A' et A" par leurs valeurs -y-
dx
$y — p5x, Sz — Pfdxy et dw — pSx dans laquelle p représente — >
dx
i mdsdv — J mprf« — prf { twv j^ j — p,rf | mi? — )| (îx
Cette intégrale devient en remarquant que v a pour valeur j-» et si Ton remarque que Ton a
Hti-m-i^)'
et par conséquent en différentiant,
rf'v rf*^ rf^JP
Texpression précédente prend la forme
ou plutôt, en désignant par t' et t" le temps au moment du passage du système par les deux positions extrêmes ,
Ci-^' -p' -> -r^y-
Cette intégrale ne se rapporte qu'à la seule masse m; si Ton prend les valeurs analogues pour les autres masses m\ m"^ etc. la somme des intégrales définies qui entre dans l'expression de la variation de
2i m\) ^/i -♦- p* -f- p,* rfx,
deviendra, en observant que les limites (' et (" sont les mêmes pour toutes les masses,
$( 2mi?dv — 2m— n Sx — Im -j^Sy — Im -.— Sz ] dL ^\ rf«« d(« ^ di* )
Or, je dis que la quantité comprise entre les parenthèses est nulle , pourvu que les forces tant intérieures qu'extérieures, représentées par (X, Y, Z), soient telles que
2(X(ix-+-Ydy + Zdz)
forme une différentielle exacte d'une fonction de coordonnées considérées comme indépendantes; en effet en représentant l'intégrale par 2(p(x, y, z)^ le principe de la conservation des forces vives donnera
2mu* = 22(p (x, y, z) ,
équation qui subsiste après comme avant la perturbation, puisque les forces restent les mêmes, et qui n'est pas altérée par l'introduction de nouveaux liens intérieurs (pourvu que ceux-ci soient inextensibles], puisque l'on sait (fin du N^ 191) que les forces provenant des liaisons de cette espèce n'entrent pas dans l'équation des forces vives. Il suit de là que le second membre ne contient d'autres variables que les coordonnées (x, i/, z), etc. et que par conséquent sa différentielle et sa variation sont identiques; on a donc
Imve/t; = 2 ( -p rfx -f--7^ rfy -♦- -~dz \ > \dx dy '^ dz J
et en écrivant dt?, Sx au lieu de dv, cfx....,
\ax dy dz J
Gt par suite
lmv$v = iXàx 4- lYSy -h lZ$z,
attendu que l(Xdx -^Ydy -^ Zdz) est la diffërcntiellc totale de ^9(^9^9 2)* I^'un autre côte, le principe des vitesses virtuelles donne entre les forces motrices (X, Y, Z) et les réactions dues k rinertie qui leur font équilibre , la relation suivante , attendu qu'il n'y a pas de ressorts,
on a donc
dt* di* -^ rf(« '
ce qui fait disparaître complètement l'intégrale définie qui entre dans
çxf' la variation de \ Imvds, dont il ne reste que les termes qui se rap-
portent aux limites, savoir :
2m fr/' 1/4 -«- «"» + »,"« ^'if*-*-?/'*) \ j^„
— Im (v' j/1 + p'» -t- p/« <^(p"-«-p/*) \ ^j^
+ 2,» ^'P" - az" - 2m— —=^4=^ ^2',
ou bien on réduisant,
/i -^ p'« H- p/* ou enfin
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parce que Ton a
ds" dsf
Comme les positions extrêmes des différents points sont invariables par hypothèse, les variations {^x", 5y", dz"), etc., (da/, 5y, Jz'), etc. sont nulles et Ton a par conséquent
52 \ mvds == 0,
d'où Ton conclut que 2 \ nivds est en général ou un raaximuai ou
un minimum.
11 est à remarquer que les termes aux limites peuvent disparaître et par conséquent, qu'il peut y avoir maximum ou minimum sans que les variations Sxf^f etc. soient nulles, ou sans que les positions extrêmes soient
invariables; il suffît en général que Im ( -r-^x -♦- -r <îy -*- -j-^^ ) soit
nul aux deux limites^ ce qui a lieu, par exemple, entre deux positions extrêmes où les vitesses des mobiles sont nulles. Cette condition est aussi remplie dans les positions du système où les quantités de mouvement des points extrêmes se font équilibre, puisque les équations des vitesses virtuelles, appliquées i ces quantités de mouvement ou à des forces équivalentes, sont visiblement
\dt dt ^ dt J
Comme des quantités de mouvement appliquées à des points fixes sont aussi détruites, on peut dire d'une manière générale que dans le mouvement d'un système^ IJ^mvds a une valeur maxima ou minima entre deux positions pour lesquelles les quantités de mouvement appliquées seules aux points matériels extrêmes soit fixes soit mobiles sont détruites. Celte propriété subsisterait encore si quelquesuns des points étaient assujettis à demeurer sur des surfaces; car dans ce cas tous les raisonnements précédents seraient encore vrais et par conséquent la variation de l'intégrale définie s'évanouirait encore.
maximum
Quand le système se réduit à un point matériel glissant sans force motrice entre deux points fixes sur une surface, on sait que la vitesse est constante; d'où il suit que c*est alors fds^ c'est-à-dire l'are $ décrit qui est maximum ou minimum.
La somme d'intégrales 2\ mvds peut être mise sous la forme
ÎléKnvHt en remplaçant ds par vdi^ et comme 2mt;* est la quantité de
force vive qui existe à une époque quelconque, on voit que le principe
de la moindre actioti consiste en ce que le passage du système d'une
position donnée à une autre position donnée se fait de manière que la
quantité de force vive intégrée par rapport au temps entre ces limites^
est un minimum ou un maximum. Si le système se meut sans forces
motrices, on sait que Imv* est invariable et l'intégrale définie devient ftr
Imv^ \ dt = (t" — (') Imv^'f c'est donc alors t" — t' qui est
ou minimum, c'est-à-dire que le passage d'une position à l'autre se fait dans le moindre temps possible.
Nous ne nous arrêterons pas à recherclier les caractères généraux auxquels on peut reconnaître qu'il y a maximum ou minimum, parce que cette distinction sera ordinairement facile dans chaque application. Bornons-nous à remarquer que, sauf quelques cas particuliers tels que ceux où les points sont assujettis à demeurer sur des surfaces fermées, les questions en général ne comportent pas de maximum , attendu qu'il est visible qu'on peut faire croître indéfiniment ces intégrales en allongeant les courbes décrites.
201. Applications du principe de la moindre action. Lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière. — Le principe de lu moindre action peut servir à trouver les équations du mouvement d'un système de corps; mais comme son existence est soumise à de nombreuses restrictions, son usage est beaucoup plus borné et moins commode que celui du principe des vitesses virtuelles. Nous nous bornerons à l'appliquer à la recherche de la loi de la réflexion et de la réfraction de la lumière dans l'hypothèse de l'émission.
Supposons qu'une molécule lumineuse émanée d'un point B (fig. 116^^') soit réfléchie par l'axe des X au point D et arrive au point G. Soient m sa masse, BDC sa trajectoire et s une portion quel-
conque de sa longueur comptée à partir du point B, et v la vitesse de rémission. On devra avoir entre les points extrêmes B et C,
S\ mi?rf« = 0, ou bien ê\ d8='0,
parce que le rayon restant dans le même milieu, la vitesse v est constante;
mais
BD ■+• DC ou .s -H «'; on a donc
lis l ds n'est autre chose que le chemin total parcouru, e'est-à-dirc
ou bien en représentant ÂD par x,
d [/(x — x')* -*- y* -H |/(x" — x)« -^ y"*] = 0. En prenant la variation ou la différentielle par rapport h x, on trouve
X — xf x" — X
c'est-à-dire
X — x' x" — X 6D cD
_ _, ou âD = CD'
Cette proportion fixe la position du point D cl il est facile d'en conclure que les angles d'incidence et de réflexion BD6 et GDc sont égaux.
Si la molécule lumineuse émanée du point B arrivait au point C en passant d'un milieu dans un autre séparé par l'axe des X, en appelant V la vitesse constante de la propagation de la lumière dans le premier milieu et t/ dans le second, l'équation de la moindre action donnerait encore
fX"
à\ mvd$ = 0^
d'où l'on tire en prenant l'intégrale d'abord depuis B jusqu'à D et ensuite depuis D jusqu'à C,
on tire de là comme précédemment
et en effectuant la différenciation ,
-i__i=-A__^, ou bien t;_=t/^.
EE' étant une normale à Taxe des X, on a
sinBDE«?^, sinC'DE'^^;
il vient donc
sin RDE i/
sin C'DE' V
Gomme v et v' sont des constantes, on conclut de là que le rapport des sinus des angles BDE et E'DC est invariable et par conséquent que dans le passage du rayon lumineux d*un milieu dans un autre ^ le rapport des sinus des angles d'incidence et de réfraction est invariable.
Théorie du choc des corps élastiques ou imparfaitement élastiques. — Mesure du choc de deux corps. — Choc de deux sphères homogènes. ■— Détermination par Texpérience du coefficient d^ciasticité dans le choc de deux sphères respectivement homogènes.
202. Théorie du choc des corps élastiques ou imparfaitement élastiques. — Jusqu'ici on a supposé que lorsque deux corps viennent se clioquer, ils s'aplatissent d'une certaine quantité au point de contact, et que pendant cette compression il se développe entre eux une force variable de grandeur, qui finit par s'évanouir quand la compression est h son maximum. Nous avons appelé ce phénomène percussion; mais dans tous les corps connus, cette percussion est suivie d'un autre phénomène qui consiste en ce que, après la compression, les deux corps tendent à reprendre en partie leur première forme, en recommençant à se presser mutuellement avec une certaine force qui, après avoir été en décroissant pendant quelque temps, finit aussi par s'évanouir. Nous appellerons choc l'ensemble de ces deux effets. Si cette seconde compression n'avait pas lieu, ou si les corps ne tendaient pas & reprendre leur première forme après la percussion, les corps seraient dits non élastiques. Celte seconde partie, qui constitue la détente des corps , est due à leur élasticité. Tous les corps sont doués de celte propriété, quoique à des degrés bien différents ; tous tendent à reprendre leur première forme en exerçant de nouveau un effort plus ou moins énergique contre ceux qui ont servi à les comprimer; mais en général ils ne reprennent qu'en partie leur forme primitive, et le rapport de retendue de cette détente à l'étendue de la compression.
DYNAMIQUE. 4ii
aussi bien que le rapport de riotensité de la pression avant et pendant la détente, forment les éléments essentiels de la mesure de l'élasticité d*un corps.
Pour soumettre au calcul le phénomène du choc, on admettra que pour tous les corps 1® la durée de la détente est la même que celle de la percussion , 2^ que dans les deux parties du phénomène la pression varie suivant la même loi, ce qui suppose que pour des instants également éloignés du moment moyen ou du moment de plus grand aplatissement, le rapport des pressions reste le même; enfin 5° que le rapport de l'aplatissement et de la dilatation pendant un instant dt également éloigné de l'instant moyen reste invariable. Cela posé, appelons comme plus haut, v et V les vitesses des corps avant cl après le choc. Y' la vitesse après la percussion, T et T^ les forces de pression développées entre deux corps & une époque quelconque de la percussion et de la détente, dq et dq, les aplatissements réunis des deux corps pendant des instants dt pris à égale distance de l'instant moyen, c'est-à-dire l'allongement ou le raccourcissement du lien fictif qui unit les deux corps. On a vu au N"" i93 que si l'on compare le commencement et la fin de la percussion, on a
2mV'«
2mt« = 2 ( Tdq.
D'un autre côté, en comparant les forces vives au commencement et à la fin de la détente considérée comme une seconde percussion , on a aussi
lm\* — lm\'* = 2 l T//7, , d'où Ton (ire en additionnant,
2mV2 - Imv^ = 2 f Td(/ -^ 2 ( T,^^,,
ou plutôt,
Lmu* = 2( Tdq-- "ii T,dq,
parce que pendant la période de la percussion , dq répond à un rapprochement des deux corps, tandis que pendant la détente, dq, répond à un ccartemcnt.
4i2 CHAPITRE XXI.
Par hypothèse, les rapports -=7 et -p des pressions et des aplatissements pour des moments ëquidistants de l'instant moyen restent invariables; si donc on les désigne par n et n', on aura
T,dq, = nn'ldq , et en, substituant, la dernière équation des forces vives deviendra
2wV« — 2mt?« = 2 (i — nn') { Tdq.
Dans tous les corps connus, les rapports n et nf sont inférieurs à Vuniié^ parce que la détente est toujours moindre que Taplatissement et que T^ est plus petit quel. Il suit de là que le facteur constant i — nn' est positif, et comme on a vu (N<> 194) que Tdq^ et par suite i Tdq est une
quantité négative ^ il résulte de cette équation qu'il y a toujours perte de force vive dans le choc de corps qui ne sont pas parfaitement élastiques. Si n etn', d'où dépend le degré d'élasticité combinéedcs deux corps, étaient égaux à l'unité, auquel cas l'élasticité des deux corps serait parfaite, le second membre serait nul et il n'y aurait pas de perte de force vive ; si au contraire n ou n' était nul, ce qui indiquerait l'absence de toute détente, il viendrait
SmV» — 2fnv« = 2 ( Tdq y
comme au N"* 194.
On a vu que u étant la mesure de la percussion, on a
Tdq = - WII7* — mV* = — t*M 7- ) ;
il vient donc, en désignant le produit nn' par A;^, que nous appelle-, rons coefficient de l'élasticité dans le choc des deux corps m et m',
Imv^ — 2wV* == (1 - k^) u« ^l^mL = (i — ifcî) «« /^i H. 1 Y
mm' \m iwy.
qui apprend que la quantité de force vive perdue par suite d'un choc entre deux des corps du système, est égale au produit du binôme 1 — fc* par le carré de la mesure de la percussion et par la somme
des inverses des deux masses, ou est égale à la somme de ces produits, s'il y a plusieurs chocs simultanés.
Cette somme est nulle si tous les corps sont parfaitement élastiques.
Elle est égale à 2u'( — i — -, ) si les corps sont dépourvus d'élasticité.
Quand le système se compose de deux corps m et m' qui viennent se choquer, Téqnation se réduit à
mv^ -^ mV« — mV« — m'V* := (1 — k^) ti« ( - h- -- ) ,
et si le système se réduit à un point matériel exerçant un choc contre un corps fixe, il vient
valeur que l'on déduit de la précédente en y faisant t/ et V nuls et m! infini; car supposer m' infini est l'équivalent de dire que cette masse reste fixe, puisque dans les deux cas il restera immobile malgré le choc. 11 est à remarquer que le coefficient d'élasticité k^ n'est pas absolu pour chaque corps, mais dépend de la' nature des deux corps en contact et doit être déterminé par expérience comme on le verra plus loin.
203. Mesure du choc de deux corps. — L'hypothèse que nous avons faite au numéro précédent sur le rapport entre les forces de pression des corps choquants pendant la détente et pendant la percussion, conduit immédiatement à la mesure du choc, c'est-à-dire de la quantité de mouvement que le choc communique aux corps choqués, comme nous avons déterminé plus haut (N°H55, 178, 179) la mesure u de la per* cussion; il résulte en effet de l'invariabilité de ce rapport n, que les quantités de mouvement communiquées pendant un même instant dt sont aussi dans le rapport constant n, qui sera aussi celui des sommes des quantités de mouvement engendrées pendant chacune de ces deux périodes. La quantité de mouvement engendrée pendant la percussion étant t/, celle qui l'est pendant la détente sera donc nu et la quantité totale de mouvement due au choc, c'est-à-dire sa mesure, sera u -h nu s=3 u(l + n). Cette valeur devra être substituée à u dans les formules des N°' 153 et suivants pour avoir les circonstances du mouvement après le choc. La valeur du facteur n, comme celle de k*, n'est pas absolue pour chaque corps, mais est relative aux deux corps en contact, à moins que ceux-ci ne soient de même nature.
Les forces qui se développent pendant la détente entre les corps choquants d*un système devant aussi être considérées comme des forces intérieures, il est visible que les principes de la conservation des aires et du mouvement du centre de gravité (N""* 187 et 188) qui sont indépendants de ces forces» subsisteront quel que soit le degré d'élasticité des corps, et si des chocs avaient lieu contre un obstacle ne faisant pas partie du système (N® 137), le centre de gravite se mouvrait de la même manière que si toute la masse y était concenirëc et que ce point reçût des chocs équivalents.
204. Choc de deux sphères. — Considérons en particulier le cas où une sphère homogène est choquée par une autre sphère homogène, et déterminons d'abord les vitesses après la percussion. Comme la normale suivant laquelle agit la percussion passe par les centres des deux sphères, centres qui sont aussi leurs centres de gravité, l'on sait (fin du N^ 177] que la percussion ne change rien au mouvement de rotation antérieur des deux corps. Quant à l'équalion du N" i78 qui donne la valeur de u, elle devient, en désignant par d et e les angles formés par les directions des vitesses V et v du corps choque M et du corps choquant m avec la normale commune, ou la droite qui joint les deux centres au moment du contact,
V C08 0 -4- -r = V cos e
qui exprime visiblement que les vitesses des deux corps dans le sens de cette normale sont égales. On en tire
Mm
(VC0S£ — Vcos(î).
La vitesse communiquée au corps M par rciïct de la percussion,
ou — est donc M
qui, après le choc entier, devient
(v cos Ê — V cos d)
(1 -4- n) (v cos £ — V cos o).
Celle vitesse devra ensuite être composée avec V, ce qui donnera pour les composantes totales dans le sens des axes des (X, Y, Z) de la vitesse
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de la sphère M après le choc, (L, M, N) étant les angles de V avec les axes et (a, 6, c) les mêmes angles pour la normale au point de contact des deux sphères,
V cos L -♦- — (1 -¥■ n) (v cos e — V cos $) cos a, etc.
M -+- wi ^ ^ '
Quant à la sphère choquante m, le choc lui communique la vitesse
— (1 + n) dont les composantes sont
(4 •+• n) {v cos e — V cos $) cos a,
(1 -h n) (v cos e — V cos d) cos 6, etc. ;
les (rois composantes de la vitesse de m après le choc sont donc, en désignant par (/, m, n) les angles de v avec les axes,
V cos / — — (1 •+• n) (v cos £ — V cos d) cos a, etc.
M -H Wi
Ces six composantes font connaître la direction des deux corps après le choc. Si les deux sphères se meuvent dans la même ligne droite et dans le même sens, en prenant cette droite pour axe des X, il faudra faire
cos e c= 1 , cos 5 = 1 , cos a => i , cos L =3 i, cos / =» 4 et les vitesses de M et de m deviendront
En supposant les corps dépourvus de détente, ce que Ton exprime en faisant n égal à zéro, ces corps prennent une vitesse commune
[v — V). et v — rz (t? — V) ou
qui est aussi la vitesse après la percussion,, et si la détente est parfaite, ou si n est égal à l'unité, les vitesses après la détente deviennent
-- - *» („_v) = 22iL±Jîîr-V.
On arrive immédiatement aux expressions précédentes des vitesses des deux sphères se mouvant dans une même ligne droite, en remarquant que la quantité de mouvement du système avant la percussion est MV + mv et que, comme les deux sphères restent réunies après la percussion, si l'on désigne par U la vitesse commune, la quantité de mouvement à cet instant sera
et par conséquent on aura, à cause du principe de l'invariabilité de la quantité de mouvement, pour une même direction (fin du N" 187),
U(MH^m)=:MV-*-wti?, d'où U =. ^,y "^ ^^ .
Pour tenir compte de la détente, remarquons que la vitesse de M après la percussion est
MV -H mv m
d'où il résulte que la percussion communique à M un accroissement de
vitesse égal h (v — V), La détente devant engendrer la même
vitesse multipliée par n (N° 205), la vitesse totale après le choc sera
De même, la vitesse de m après la percussion étant
MV -i- mv M ,
ns = r — Tz (v — V ,
on voit que la percussion fait perdre au corps choquant une vitesse
(v — V), et comme la délente engendre dans le même sens
la même vitesse multipliée par n, la vitesse de m après le choc sera
Supposons encore qu'une sphère 0 immobile (Hg. il8) soit choquée en un point A par une sphère o animée d'une vitesse v suivant Bo; en prenant la normale commune Oo pour axe des Y et pour plan des XY
celui qui contient Oo et la direction Bo de la vitesse v» il est visible qu'il faudra faire dans les formules précédentes,
l=-T: — fn, n = -7r, a = -7r, 6 = 0, c = -7r, Vc=0, Ê = m,
et les trois composantes suivant les axes, de la vitesse de o après le
choc seront
m — Mn . ,
vsine, v-— C08 6, et zéro.
Ces valeurs font voir, l"" que le centre de la bille ne sortira plus du plan XY, â"" que sa vitesse après le choc est égale à
/T\ /m - MnV " v\ / sin'e -+- I 1 cos*
et S"" que Tangle CoY que forme la direction de cette vitesse avec Taxe des Y a pour tangente Irigonométrique
sin 6 M -h w
tang e.
m — Mn m - Mn
Si la délente des deux corps est parfaite, et que la masse M soit infinie par rapport à m, ce qui revient à dire que la sphère 0 est un corps fixe, les vitesses de la sphère o avant et après le choc seront égales et la tangente de Tangle CoY deviendra — tang £, ce qui indique qu'alors les angles d'incidence et de réflexion CoY et BoY sont égaux. Comme ces résultats sont indépendants de la grandeur de la sphère 0 pourvu que celle-ci soit fixe, ils subsisteront encore en remplaçant cette der* nièrc par la surface plane d'un corps.
205. Détermination par l'expérience^ du coefficient d'élasticité dans le choc de deux sphères respectivement homogènes. — Si le corps M est en repos, on trouve pour vitesse de m après le choc, en supposant comme plus haut les deux sphères en mouvement dans une même ligne droite,
m — Mn
cl si la masse M est infinie relativement & m, ou bien si M est fixe, la
vitesse de m deviendra
qui fait connaître la vitesse avec laquelle rejaillit une bille lancée avec une vitesse v normalement contre la surface d*un autre corps rendu fixe ou infiniment grand. Si la détente des deux corps est parfaite, cette vitesse est — v, c'est-à-dire qu'elle est égale à la vitesse de la bille incidente. Elle peut aussi servir à déterminer expérimentalement la valeur du facteur n relatif à deux corps m et M; car si on laisse tomber la sphère m verticalement d'une hauteur h sur la surface horizontale du corps fixe M, la vitesse v acquise au moment du choc sera
\/^ghy et si A' est la hauteur à laquelle la sphère remonte, l^^gh' sern la vitesse après le choc; on aura donc
l/âffÂ' = » |/ i^Â d'où »*==T--
La même expérience donne la valeur du coefficient d'élasticité k^\
car si Ton remarque que les vitesses avant et après le choc sont l/^^gh
et [/^gh\ et que la mesure u de la percussion de la sphère m contre
une sphère immobile et infinie M est représentée par mv=:nn/2gh^*\ il est visible que l'équation de la fin du N*> â02 donnera en substituant
j/2gfft et Y^gK à t? et V, et remplaçant u par mv,
A' k' = »' ou — •
Il suit de là que le coefficient k^ a la même valeur que n^, et comme Areprésente le produit de nn\ on voit que les rapports n et n' sont toujours égaux. Dans le choc de deux sphères, les valeurs de la pression varient donc suivant la même loi pendant la percussion et pendant la détente.
(1) La formule de la fîn du No 178 conduit à cette valeur en posant W=0, W = V, M = 00 , M' = m, A' = 00 , B' = ao , C = oo\ et remarquant que les binômes zaosh — ycosc, etc. sont nuls (fin du N*» i77), parce que la direction de la percussion passe par le centre de gravité de la sphère choquante.
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206. États d'agrégation des corps. Force moléculaire. Fluides aériformes ou élastiques. Fluides incompressibles. Pour rendre compte des (iiffércnls états d^agrëgation des corps et des phénomènes qui en dépendent, on considère les corps comme formés d'une agrégation de particules retenues à une certaine distance les unes des autres par la double action très énergique de forces attractives et de forces répulsives. Les forces attractives résident dans la matière de chaque particule; elles diminuent rapidement quand la distance augmente, et leur sphère d'activité ne s'étend qu'a de très petites distances, de telle sorte qu^clles
n*agisscnt qu'entre les particules immédiatement voisines. Les forces répulsives dont l'intensité diminue aussi quand les distances augmentent, sontattribuéesà la présence du calorique qui, en pénétrant dans les vides laissés entre les particules, tend à les écarter; ces forces augmentent par conséquent avec la quantité de calorique et diminuent lorsque le volume du corps augmente, le calorique et le nombre des particules restant les mêmes. La différence des deux forces qui agissent entre deux particules voisines se nomme force moléculaire. Quand le corps est dans un état permanent sous la seule action de ces forces, c'est-à-dire dans un é(at d'équilibre intérieur, les forces attractives et répulsives doivent être égales pour se détruire; mais si l'on change la forme du corps et par conséquent la distance entre certaines particules, ou si Ton accroît ou diminue la quantité de calorique, les forces moléculaires tendent à devenir positives ou négatives, ou à rester nulles, c'est-à-dire que le corps tend à reprendre sa forme primitive, à s'en éloigner indéGniment ou est indifférent à ce changement^ suivant que l'équilibre entre les forces moléculaires dans l'état permanent, est un équilibre stable, instable ou indifférent, ce^iui dépendra pour chaque nature de corps, de la distance particulaire et de la quantité de calorique. Celte hypothèse admise, on voit que si la force moléculaire devient positive quand on déforme un corps en éloignant ses particules, un effort sera nécessaire pour rompre un semblable corps qui présentera ainsi les différents degrés de solidité , pendant que cette force passera par ses différents états de grandeur positive. Au-delà d'une certaine limite, le corps sera appelé dur; en deçà, il présentera les différents degrés de viscosité indiqués par les mots mou, visqueux, etc. Si la force moléculaire devient négative, les particules tendront à s'éloigner, comme cela a lieu pour les liquides au moment où ils commencent à s'évaporer. Si la force moléculaire est constamment négative, les particules s'éloigneront indéQnimcnt, à moins qu'une force extérieure n'y fasse obstacle, ou à moins que la matière ne soit renfermée dans un vase clos. Le corps est appelé alors fluide aériforme. L'air atmosphérique et les différents gaz nous offrent des exemples de semblables corps.
Si un semblable fluide passe dans un vase plus grand ou plus petit, sa densité ira en augmentant ou en diminuant dans le rapport de la capacité du vase, et la force moléculaire ainsi que la pression contre une portion de la paroi du vase diminueront ou augmenteront dans les mêmes circonstances, puisque les distances entre les molécules
augmentent ou diminuent. La loi suivant laquelle varie celte pression dépend de la nature des forées moléculaires qui nous est totalement inconnue; mais Mariette a constaté par expérience que pour un même fluide, le rapport de Tintensité de la pression à la densité reste invariable, quand la température reste la même.
Enfin, lorsque la force moléculaire reste nulle après la perturbation, les particules ne tendent ni à se rapprocher ni à s*éloigner; elles sont donc dans un état de mobilité parfaite, et le moindre effort suffît pour les faire glisser les unes contre les autres. Le corps prend alors le nom de liquide. On conçoit pourquoi des forces motrices extérieures, telles que la pesanteur, des pressions, etc., appliquées à un corps solide ou liquide, ne diminuent ni n'augmentent sensiblement les distances entre les particules, ou n'en changent pas le volume : un changement dans ces distances ne s'obtient qu'en surmontant la force moléculaire, ce qui ne peut se faire avec des forces motrices ordinaires, parce que dans ces deux états d'agrégation , la force moléculaire croit avjec une grande rapidité quand la distance diminue. Dans les fluides aériformes au contraire, des forces motrices ordinaires suffisent pour diminuer le volume, parce que la grande distance qui sépare les molécules dans cet état d'agrégation fait que les forces intérieures sont comparables à la pesanteur. Cette circonstance a fait donner aux liquides le nom de fluides incompressibles par opposition aux fluides aériformes qui sont nommés fluides compressibles ou élastiques.
207. Principe de l'égalité de pression. Pression hydrostatique. — On appelle hydrostatique la partie de la mécanique qui traite des lois de l'équilibre des fluides. Considérons une masse fluide incompressible que nous supposons d'abord soustraite à l'action de la pesanteur et de toute autre force motrice extérieure. Renfermons-la dans un vase clos de toute part et percé de deux ouvertures égales et très petites de forme quelconque fermées au moyen de deux pistons mobiles dans deux petits tubes cylindriques adaptés à ces ouvertures. Appliquons à ces pistons, dans le sens de l'axe de chacun des tubes^ deux forces P et F agissant vers l'intérieur du vase. Chacune des forces tendra à y faire pénétrer le piston ; elles comprimeront donc le fluide en pressant chaque particule contre ses voisines, et ces pressions se transmettront de proche en proche depuis la particule placée auprès de l'un des pistons jusqu'à la particule placée contre l'autre qui, à son tour, sera pressé et serait repoussé hors du vase sans la résistance qu'oppose la force P' qui y est appliquée extérieurement et qui suffira pour maintenir l'équilibre, si elle est égale à la pression exercée par le fluide contre la face
intérieure du piston. Pour trouver le rapport entre ces deux forées P et P' ou, ce qui est la même chose, entre les pressions exercées par le fluide aux deux points où sont placées les ouvertures, imprimons à la masse fluide un déplacement virtuel en faisant avancer un des pistons d'une quantité infiniment petite dp; Tautre reculera de dp\ et l'équation des vitesses virtuelles donnera
Vdp — P'c/p' = 0.
Dans cette équation on ne tient pas compte des forces intérieures, parce que le fluide étant incompressible, les particules restent à des distances invariables et par conséquent les liens fictifs qui les unissent sont inextensibles (N^" 141). On ne tient pas compte non plus des pressions des parois du vase, parce que celles-ci étant normales à la surface, tout glissement sur la paroi a lieu suivant une perpendiculaire à ces pressions, et le moment virtuel est nul. On doit^aussi poser
dp = dp\
car si &) est la surface de l'un des pistons, oadp sera le volume du fluide déplacé par le premier piston, et (ùdp' le volume de fluide sorti du vase, volumes qui doivent être égaux si le fluide est incompressible. En combinant ces deux équations, on trouve
(P — p') dp = 0,
et par conséquent
qui nous apprend que lorsqu'une masse fluide sans forces motrices est comprimée dans un vase, elle exerce des pressions égales en chaque point de sa paroi. La même pression est exercée dans l'intérieur de la masse fluide contre une surface égale à celle du piston et placée d'une manière quelconque; car cette surface peut toujours être considérée comme appartenant à un piston idéal, placé à Texlréniité d'un tube adapté au vase et prolongé dans l'intérieur.
C'est dans cette propriété que consiste le principe de l'égalité de pression des fluides. Beaucoup d'auteurs, au lieu de fonder l'hydrostatique sur une hypothèse relative aux forces moléculaires, admettent le principe d'égalité de pression comme un principe donné par l'expérience, et en font le fondement de cette branche de la mécanique.
Comme le principe de l'égalité de pression subsiste quels que soient le nombre et la disposition des pistons, on conçoit qu'en les juxta-
posant de manière à former un seul grand piston plan, la pression totale que celui-ci supportera est égale à la résultante, c'est-à-dire à la somme de toutes les pressions partielles; elle est donc proportionnelle à la surface du piston. Il résulte de là que la pression éprouvée par une portion plane de la paroi d'un vase est proportionnelle à l'étendue de cette surface, et si l'on représente par p la pression exercée contre un piston ayant une surface égale à l'unité, une autre surface plane égale à gù éprouvera une pression totale représentée par up. Il faut bien distinguer la pression totale ou la pression effective éprouvée par la surface &) , c'est-à-dire cop , de la pression que supporte une portion de tù égale à l'unité ou p. Cette dernière se nomme pression rapportée à l'unité de surface ou pression hydrostatique et donne la mesure de ^intensité de la pression.
208. Pression dans des fluides élastiques. — Si le fluide contenu dans le vase était compressible, il faudrait en général, dans l'équation des vitesses virtuelles du N® 207, tenir compte des moments virtuels des forces intérieures, c'est-à-dire des forces moléculaires, parce que les particules ne restent plus en général, comme pour les fluides incompressibles, à des distances invariables (N** i41). Quant aux pressions contre les parois du vase, elles disparaissent encore de l'équation d'équilibre pour le même motif que plus haut; mais si les déplacements dp et dp' des deux pistons sont égaux et en sens inverse, ce qu'on peut toujours réaliser dans un mouvement virtuel, comme la capacité intérieure du vase restera la même, le fluide ne sera pas condensé, les distances entre les particules ne seront point diminuées et les forces moléculaires se comporteront comme si le fluide était incompressible ; on aura donc, comme au N° 207,
Vdp -i-F(/p' = 0, ou plutôt,
Pdp — P'rfp==0,
parce que dp est égal à dp' et que les moments virtuels Pdp et F(/// sont de signe contraire. On tire de là
c'est-à-dire que si un fluide élastique sans pesanteur est renfermé dans un vase clos, IHntensité de la pression sera la même partout et dans toutes les directions.
209. Pression dans les fluides incompressibles soumis à des forces
motrices. Conditions d'équilibre d'une masse fluide. — Considérons de nouveau une masse fluide incompressible renfermée dans un vase muni de deux pistons et supposons-la soumise à Taction de la pesanteur, ou plus gënëralcment, de forces accélératrices quelconques, ayant (X, Y, Z) pour composantes parallèles aux axes. En appelant P et P' les intensités des pressions, ou les pressions hydrostatiques exercées contre les deux pistons et o) leurs surfaces que nous supposerons très petites et égales, les pressions effectives ou les forces appliquées aux pistons seront uP, a)P', et si Ton désigne par c/p, dp' leurs déplacements Tun positif et l'autre négatif, par dm la masse de Tune des particules du liquide et par {dx^ (/y, dz) les déplacements très petits de dm dans le sens des axes, on aura
— (ùVdp -4- «P'rfp' -4- 1dm {Xdx -+• Ydy -+- Zrfz) = 0,
la somme étant étendue à toutes les particules de la masse fluide que le mouvement des pistons fait changer de place. A cette équation il faut joindre la condition de Tincompressibilité du fluide qui est, comme plus haut,
&)dp = (ùdp'y
ce qui lui fait prendre la forme
(P — F) «dp — 1dm {Xdx -^ Ydy + Zdz) = 0.
La transmission de Faction du premier piston sur le deuxième doit se concevoir de cette manière : le fluide refoulé par le premier piston et dont le volume est (ùdp^ chasse devant lui un volume égal dont il prend la place; celui-ci prend également la place d'un volume égal poussé devant lui, et enfin celui qui est placé devant Tautre piston le repousse en s'introduisant dans son cylindre. Or si Ton prend pour dm ces volumes invariables successivement déplacés, ((fx, e/y, dz] seront les différentielles servant à passer d*un élément à Tautrc de la courbe quelconque suivant laquelle se fait la transmission depuis un des pistons jusqu'à Tautre, et en désignant par p la densité du fluide dans l'un de ses points, on aura
dm = pwrfp,
et l'équation des vitesses virtuelles deviendra
(P — P') wdp — Ipcùdp (Xdx -4- Ydy -+- Zdz) = 0,
ou plutôt, en observant que cocip peut sortir du signe sommatoirc
comme facteur commun , et que p est constant si le fluide est incompressible,
p = P' + p2 (Xdx -+- Ydy -+- Zdz), et en remplaçant le signe sommatoire 2 par le signe d'intégration,
p =1 F -*- pf(Xdx -+- Ydy 4- Zdz),
qui fait connattre la pression P en un point quelconque pris soit sur la paroi du vase soit dans Tintërieur, connaissant la pression F exercée en un point déterminé^ ainsi que l'intégrale de Xdx + Ydy + Zdz prise depuis le point P' jusqu'au point P.
L'équation qu'on vient de trouver donne lieu h une remarque importante. Son existence est nécessaire et suffisante pour assurer l'équilibre de la masse fluide, puisqu'elle n'est qu'une transformation de l'équation la plus générale des vitesses virtuelles. Or, si l'on compare les pressions P et F en deux points infiniment voisins quelconques, la différence P — F sera la différentielle totale dP de P, et l'intégrale ,f(Xdx -h Ydy -*- Zdz) se réduira à l'un de ses éléments différentiels ou Xdx -*- Ydy -t- Zdz ; on doit donc avoir pour qu'il y ait équilibre,
rfP = p {Xdx -H Ydy -^ Zdz),
c'est-à-dire que p {Xdx + Ydy + Zdz) doit être la différentielle totale de la fonction qui représente la pression au point qui a pour coordonnées {x^y^z). D'où il suit d'abord que P ne peut contenir d'autres variables que (x, y, :) et ensuite qu'on doit avoir
dp, rfP, dP, ^, ^,
— ax -I- — ay -♦- — az = pXax -*- pYay ■+■ pZdz.
Comme les deux points voisins dont nous avons comparé les pressions sont arbitraires, dx, dy, dz sont aussi arbitraires, c'est-à-dire qu'aucune relation particulière n'existe entre les coordonnées (x, y, z}, et que par conséquent ces trois variables sont indépendantes. Celte circonstance rend nécessaire l'égalité des coefficients de (dx, dy, dz) dans les deux membres de l'équation précédente, et conduit aux relations
dP ^ dP ^ dP ^ Tx=^P^^ Ty^P^^ Tz"^^^^
qui sont aussi les conditions nécessaires et suffisantes pour assurer
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réquilibre. Ces conditions peuvent être transformées en d'autres plus commodes en remarquant que si Ton dérive les deux membres de ces équations, et qu'on remarque que
dxdy dydx *'
il vient
dX_dY dY_dZ dX^dZ dy dx dz dy dz dx
qui sont les conditions sans lesquelles l'équilibre d'une masse fluide serait impossible sous l'action des forces (X, Y, Z).
On a vu dans le calcul intégral, 2™" édition (N"* 2iO) que ces trois équations expriment que Xdx -f- Ydy + Zdz est une différentielle exacte d'une fonction de trois variables indépendantes (x, y, z); c*esl donc de cette condition que dépend l'équilibre de la masse fluide. En désignant par (x, y, z) les coordonnées du point où est situé le piston P et par (a, 6, c) celles du piston F, l'intégrale de Xdx -*- Ydy -f- Zdz prise entre ces deux points sera de la forme 9 (x, y, z) — 9 (a, b, c), et la valeur de P devient
p = F -t- p9 (or, y, «) — fxp (a, 6, c).
Cette valeur est indépendante de la direction de la pression et est fonction seulement des trois coordonnées (x, y, 2) du point d'application du piston P; d'où il suit qu'elle est la même pour tous les cylindres qui aboutissent au même point et par conséquent qu'autour d'un point pris dans l'intérieur d'une masse fluide y la pression est la même dans tous les sens,
210. Pressions dans les fluides élastiques soumis à des forces motrices. Conditions d'équilibre d'une masse fluide élastique, — Si le fluide était élastique, on ne pourrait plus en général supprimer, comme plus haut dans l'équation des vitesses virtuelles, les moments virtuels des actions intérieures de particule à particule; mais si l'on fait en sorte que les déplacements des deux pistons égaux soient aussi égaux, comme la capacité intérieure restera alors la même, le fluide se comportera comme s'il était incompressible et l'on aura encore pendant l'équilibre^
o^p jp _ «P'dp' — 1dm {Xdx -+- Yrfy -t- Zdz) =r 0, le signe sommatoire s'étendnnt du piston P au piston F, en suivant
une ligne arbitraire. Quand ou remplace dp' par dp^ et qu'on observe qu'en prenant pour dm la masse du volume cùdp refoulé par le premier piston, les différentielles (dx^ dy, dz) servent comme plus haut à passer d'un élément du canal de transmission du mouvement à l'élément suivant, et l'équation des vitesses virtuelles devient
P - P' =fp {Xdx H- Ydy -4- Zdz),
c'est-à-dire que la différence des deux pressions est égale à l'intégrale y*p [Xdx + Ydy + Zdz) prise entre des limites fixées par les coordonnées de ces deux points. La densité p ne peut plus sortir du signe d'intégration comme dans le cas du fluide incompressible, parce que ici cette densité est variable d'un point h l'autre.
On démontrerait, comme au numéro précédent, que cette équation ne peut exister, que si l'on a
5^-=pX, ^=pY, ;^ = pZ,
d'où l'on tire comme au N"* 209,
d (pX) ^ d (pY) d(pX)^d(pZ) d (pY) ^ d (pZ) dy dx dz dx dz dy
Il suit de là que, quand l'équilibre a lieu, la fonction p (Xdx + Ydy + Zdz) doit être une différentielle exacte d'une fonction des (rois variables indépendantes (x, f/, z) et il vient, comme pour les fluides incompressibles,
p — P' = cp (x, y, z) — 9 (a, 6, c).
On en conclut, comme au N" 209, que la pression est la mémo dans tous les sens autour d'un point.
211. Équation de la surface libre dans un. fluide incompressible. Surface d'égale pression. Couches de niveau. — S'il s'agit d'un fluide incompressible renfermé dans un vase ouvert d'un côté, comme il n'existe de ce côté aucune paroi pour détruire la force de pression intérieure, il est évident que dans toute l'étendue de celte surface la pression doit être nulle. 11 suit de là que si l'on prend la différence des pressions en deux points arbitraires de la surface libre, l'intégrale qui la représente y (Xrfx -h Ydy -i- Zdz) doit être nulle quelles que soient les limites, ce qui exige que l'on ait
Xdx -♦- Ydy -^ Zdz = 0.
Cette équation différentielle caractérise et par conséquent représente la surface libre du fluide. Elle appartient aussi à la surface le long (le laquelle les pressions sont égales, et en reprenant les raisonnements précédents, il est facile de reconnaître que cela est vrai pour les fluides élastiques comme pour les fluides incompressibles. Si on la met sous la forme
cfz = — ~rfx-~c/y,
elle exprime que la résultante R de(X, Y, Z), c'est-à«dire la force accélératrice, est partout normale à la surface d'égale pression; car la résultante des forces (X, Y, Z) fait avec les axes des angles (e, e^, e") donnés par
cosg= '^rr* cosrss — > cosr'=— >
|/x«nf*TY« R R R
et une normale à la surface dont Téquation différentielle est donnée plus baut, fait avec les axes les mêmes angles. Du reste, ce résultat est évident, car si la force n'était pas normale h la surface libre, elle se décomposerait en deux autres, dont Tune serait tangente à la surface et ne serait détruite par rien. 11 suit de là que si les forces accélératrices se réduisent à la gravité, comme celle-ci est verticale, la surface libre et les surfaces d'égale pi*ession sont des plans horizontaux.
On tire de cette équation une autre conséquence importante. On vient de voir qu'en posant
Xrfx-4- Ydy -t-Zrf2 = 0,
cette équation appartient non-seulement à la surface libre du liquide, mais à toutes les surfaces dont tous les points éprouvent la même pression ; si donc on divise la masse en un nombre quelconque de couches telles que dans toute l'étendue de chacune des surfaces de séparation, la pression soit la même, l'équation différentielle précédente appartiendra à chacune d'elles. On peut aussi obtenir les équations de ces surfaces en représentant l'intégrale générale de l'équation différentielle totale exacte par
et en donnant & C toutes les valeurs possibles dans l'étendue du fluide, l'une de ces valeurs conviendra à la surface libre; les autres appar-
tiendront à une des surraces intérieures d'égale pression , normales à la direction de la force accélératrice. Ces diverses surfaces ont été nommées surfaces d'égale pression et les couches se nomment couches d'égale pression. Si la force motrice est la pesanteur, ces surfaces seront des plans horizontaux et les couches prennent alors le nom de couches de niveau. .
Lorsqu'il s'agit d'un fluide aériforme, Xdx -h Yrfy -h Zrfz n'est plus en général une différentielle exacte, mais bien le produit p (Xcfx + Y(f]/ -f- Zc/z) ; d*où Ton conclut que la densité p doit être fonction de (x, y, z) pour que Téquilibre soit possible. En désignant par 9(x, y, z) l'intégrale de cette différentielle exacte, il vient
qui appartient aux différentes surfaces d'égale pression.
212. Équilibre de plusieurs fluides incompressibles dans un même vase. — S'il se trouve dans le vase plusieurs fluides incompressibles de densité différente p, p', etc. non mélangés, ces liquides en équilibre se disposeront d'une certaine manière et seront séparés par des surfaces que l'on détermine en remarquant que, si le deuxième liquide se solidiOe sans changer de forme, l'équilibre doit continuer à subsister dans le premier, et les pressions resteront les mêmes; on aura donc pour la différence des pressions dans le premier liquide^ en deux points quelconques de la surface de séparation ,
p — p' s= p y (Xdx -H Ydy -h Zrfz).
Si c'est le premier liquide qui est supposé solidifié, on aura dans le deuxième et aux mêmes points de la surface de séparation,
p — p' = p'/ (Xcfx -*- Ydy 4- Zdz) ;
d'où il suit que l'on doit avoir pour toutes limites de l'intégrale,
(p_p')/(Xdx -i- Ydy + Zdz) = 0,
et par conséquent, si les densités sont inégales,
/ (Xdx -t- Ydy -^ Zdz) = 0.
Comme les limites de l'intégrale sont indifférentes, qu'on peut même réduire celle-ci h un élément différentiel, cette équation entraine la suivante :
Xdx-4- Ydy VZdz = 0;
iVoii il suit que la surface de séparation est une surface d'égale pres- ^:ion dans chaque liquide.
11 résulte de là que si Ton introduit dans un vase des liquides de différente densité qui ne se combinent pas, comme le mercure^ Teau, rhuilc, etc., ces fluides à l'état d'équilibre, devront se disposer par couches de maDière que la pression soit la même dans toute l'étcoduc de chaque surface de séparation^ et que celle-ci soit partout normale à la direction de la force accélératrice. Si la force est la pesanteur, ces surfaces de séparation seront des plans horizontaux. L'ordre suivant lequel ces couches de fluides incompressibles se succèdent, reste arbitraire ; mais comme on a vu que dans tout système mû par la seule gravité^ l'équilibre n'est stable que lorsque le centre de gravité est placé le plus bas possible, on voit que ces couches ne seront dans un état d'équilibre stable que lorsque les fluides les plus pesants seront placés le plus bas.
215. Equilibre d'une masse fluide élastique^ de température uniforme ou variable. Loi des densités, — On a vu que pour l'équilibre d'une masse fluide élastique, p (Xdx -+• Ydy + Zdz) doit être une différentielle exacte d'une fonction des trois variables indépendantes (x, t^, z). Supposons que les forces soient des attractions dirigées vers des centres fixes et fonctions des dislances à ces points; alors Xdx ■+• Ydy -h Zdz est aussi une différentielle exacte (voir N« il4J et en représentant celle différentielle par duj on a dans ce cas
p-^p'=fpduj (i)
et puisque pdu doit être une différentielle exacte, il est nécessaire que p soit une fonction de u ; Tiulégrale de pdu et par conséquent p sont donc alors fonctions de u; or l'équation (N*^ 211)
y {Xdx -f- Ydy -4- Zdz) = cp (ar, y , z) = C , ou u = C ,
C étant une constante arbitraire, représente une des surfaces d'égale pression traversant le fluide, et puisque p doit être fonction de u ou de C, on voit que la densité du fluide doit être la même dans toute l'étendue de chacune de ces surfaces d'égale pression. Un fluide élastique en équilibre et soumis à des forces attractives vers des points fixes, fonctions des distances, se dispose donc dans un vase par couches d'égale pression et d*égale densité. Ce résultat est analogue à celui que nous avons trouvé pour les fluides incompressibles mélangés; mais il y a entre ces deux cas celte première différence que, pour les
fluides élastiques, il ne peut jamais y avoir une surface libre, (Mirce que la pression n*est jamais nulle, et en second lieu dans les fluides incompressibles en équilibre, les couches de différente densité peuvent se succéder dans un ordre quelconque, tandis que dans tous les fluides élastiques que nous connaissons, la densité des différentes eouehcs superposées est déterminée et réglée par une loi; eu effet, on sait par expérience que dans un fluide de température uniforme le rapport -est constant: on a donc- = /:, et comme on a en différentiant
l'équation (i),
dp = prfw,
il yieni dp =j du j d'où — = -y-et en intégrant, log p=---*-logD,
et enfin, à cause de p = /:p et de ii = G pour une même surface d'égale
pression,
» qui fait voir encore que p est constant pour une même surface d'égale pression, et en outre que p change avec G, c'est-à-dire dans chaque couche^ suivant une loi déterminée, du moins lorsque les forces accélératrices proviennent d'attractions vers des points fixes et que la température est uniforme.
Si la température n'était pas la même partout, k ne serait plus constant. L'expérience apprend que le rapport k est alors représenté par k {i -♦-0,00375 6), 6 étant la température exprimée en degrés centigrades et k un coefficient constant pour un même fluide; il viendrait donc
dp du
p devant être, comme on l'a vu au commencement de ce numéro, une fonction de u, — sera de la forme (pue^ti et en substituant et supprimant dt/, on voit que 0 doit être une certaine fonction de ti, ou de la constante arbitraire G. 11 doit donc exister une certaine relation entre 0 et G, de telle sorte que 6 varie ou reste constant avec G. 11 suit de lu que la température doit rester la même dans toute l'étendue de chaque couche d'égale pression. Si on connaissait la loi suivant laquelle varie
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la température d'une couche à Tautre, on connaîtrait 0 en fonction de tf, et en intégrant on aurait p en fonction de u ou de G, c'est-4i-dire qu'on connaîtrait la loi des pressions ; d*oà Ton conclurait au moyen de
p=^9 la loi des densités des couches.
214. Problèmes divers. — Appliquons les notions précédentes à la solution de quelques problèmes, et commençons par chercher la forme que doit prendre une masse fluide incompressible dont tous les points sont attirés vers un centre fixe suivant une loi quelconque. En prenant ce centre pour origine des coordonnées et en représentant par A cette attraction, on a pour les composantes de X parallèles aux axes ,
_xî, -lï, _xf.
{^9 yi 2) étant les coordonnées du point et r sa distance au centre; l'équation
Xdx '^-Ydy -t-Zrf2 = 0,
devient donc
X ti z
A-rfx -H Aî^rfy -h X-rfz = 0, ou xd^x -i- tjdy -i- zdz=Of
qui donne
Cette équation nous apprend que cette masse fluide doit affecter la forme d'une sphère, quelle que soit la loi d'attraction.
Si la masse fluide avait un mouvement de rotation autour d'une droite passant par le centre d'attraction, en prenant cette droite pour axe des Z et en représentant par w la vitesse angulaire de rotation, il est visible qu'un point placé à la distance / de cet axe aurait une force
centrifuge égale à -y=ilw^ dont les composantes suivant les axes
des X et des Y seraient xw* et yw^ et celles-ci devraient être jointes
X iJ
aux composantes —^1 et — 1- provenant de l'attraction; on aurait donc pour équation de la surface ,
Le fadeur 1 ne disparait plus, comme dans le cas précédent; il est donc nécessaire pour intégrer, de connaître la loi de l'attraction. Si on la suppose dans le rapport direct de la distance, elle sera représentée par ary a étant une constante, et Téquation différentielle deviendra
11?* {xdx -h ydy) — a {xdx h- ydy h- zdz) = 0.
En intégrant on trouve
ti?* (ac* H- y*) — a (x* 4- y' -*- z*) == C.
Cette équation appartient à un ellipsoïde ou à un hyperboloîde de révolution, suivant les valeurs qu'auront les constantes a et w. Dans le cas de TcUipsoïde, celte solution conduit à la détermination approchée de la figure de la terre, car Tatlraction de la terre supposée homogène et sphérique, sur un point placé i la surface étant proportionnelle à la masse et inversement proportionnelle au carré de la distance au centre (N** 99), est proportionnelle & la simple distance au centre, puisque la masse d'une sphère est proportionnelle au cube du rayon. 11 est à remarquer que cette valeur de l'attraction, et par conséquent la solution à laquelle elle conduit n'est qu'approchée, puisque la valeur de l'attraction est prise dans l'hypothèse de la terre sphérique.
Si l'intensité de l'attraction X était constante, égale kg et dirigée parallèlement à l'axe des Z, on trouverait
11?* (x* -t- j/*) — jfz = C,
équation d'un paraboloïde de révolution autour de l'axe des Z. Telle est la forme qu'affecte la surface d'une masse fluide renfermée dans un vase ouvert auquel on donne un mouvement de rotation autour d'un axe vertical.
215. Pression atmosphérique. Mesures barométriques. — Appliquons encore les formules précédentes à la recherche de la loi suivant laquelle varient la pression atmosphérique et la densité de l'air aux différentes hauteurs. On a vu ^N<* 243) que la densité dans toute l'étendue d'une couche d'égale pression pour un fluide élastique de température uniforme et soumis à l'action de forces centrales, est donnée par la formule
dans laquelle C est une conslantc arbitraire introduite par l'intcgra-
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tion, qui particularise la surface d*ëgale pression à laquelle eorrespond la densité p. Comme on a
u = /{Xdx H- Ydtj H- Zdz) = C,
si Ton prend Taxe des Z vertical et dirige vers le haut, et qu'on réduise les forces accélératrices à la pesanteur qui est dirigée vers le centre de la terre, X et Y seront nuls, Z sera égal à — 9 et il viendra
C = - giz, et par conséquent
-re * >
qui donne la densité p de Tair à une hauteur z au-dessus de rorigine des coordonnées, Torigine étant placée où Ton voudra, par exemple au
niveau de la mer;-r Qui correspond à z = 0, représente la densité
à ce niveau.
Comme la pression p est égale h pk^ elle est donnée par la formule
ou bien, en désignant par p' la pression à l'origine, laquelle est représentée par D,
Cette relation entre la pression atmosphérique et la hauteur du lieu fournit un moyen de mesurer ces hauteurs par Tobservation du baromètre; en effet on sait que la pression atmosphérique est proportionnelle à la hauteur de la colonne de mercure dans le baromètre ; on a donc, A, h! élant les deux hauteurs observées de ces colonnes, correspondantes aux pressions p et p',
L'équation précédente donne aussi
fc, p' fc. h!
z=-log'-==-IogT-,
OU bien en employant les logarithmes vulgaires Log., et représentant par M le module 0.45429,
k , A' z == — Loff T-' iMflf "" h
Si la température était uniforme dans toute retendue de l'atmosphère entre les deux points d'observation, cette formule ne laisserait rien à désirer. 11 suffirait pour calculer z de remplacer k par sa valeur k{\ + 0,00575 6) et de prendre pour h et A' les hauteurs barométriques observées. L'expérience a fait rceonnaitre que cette uniformité est loin d'exister; non seulement la température est différente en général aux deux stations, mais elle varie entre ces deux endroits suivant une loi qui jusqu'à présent n'a pas été observée. La formule précédente qui suppose la température uniforme, n'est donc pas rigoureusement applicable dans le plus grand nombre de cas; cependant on se rapproche beaucoup de rexaclilude en supposant la température de l'air uniforme et en prenant pour celle-ci la moyenne des deux températures extrêmes t et t! de l'atmosphère aux deux stations ; ou remplacera donc k par
it fi -*- 0,00375 '-4-^ V * r* ^ âi^V
\ ' î2 / \ ioooy
Les hauteurs h et A' de la colorfne de mercure, sont prises à des températures différentes T et T' données par un thermomètre à mercure attaché au baromètre. Pour réaliser l'hypothèse d'une température uniforme et moyenne, il faudra, après avoir observé A et A', calculer ce qu'auraient été ces hauteurs, si la température du mercure avait
été la môme et égale à — - — » sachant que pour chaque degré de
température, la colonne de mercure se dilate de—---- Il est visible
que A et A' auraient été A -^^^- -^-et A' - ^^^-^> et
par conséquent le rapport— devra être remplace parT-
"*■ iiiOO
que l'on peut réduire à -=- ( 1 rr^Tjr" I' en effectuant la division et
V^ iOOO ) ^h\ 5550 ) 1
négligeant les puissances supérieures de ^ » La formule devient
ainsi ,
Le coefficient ft a été déterminé directement par expérience. Ea substituant sa valeur ainsi que celle de g^ il vient
V iOOO ) ° h \ 5550 /
La valeur que nous avons donnée à g est celle qui convient à notre climat. Pour rendre la formule barométrique applicable à toutes les latitudes, il faudrait, comme on Ta vu au N"* 126, remplacer g par
G — 471* — -j— > et si les deux observations étaient faites sous des latitudes différentes, on prendrait pour latitude commune 0 , la moyenne arithmétique des deux latitudes observées. En faisant une application numérique de cette formule au cas où Ton a
on trouve
216. Applications aux liquides pesants. — Reprenons Téquatiou d'équilibre des fluides incompressibles
p=2pf ^ p/[Xdx -4- Ydy -i- Zdz) ,
et supposons que la pesanteur soit la seule force accélératrice. En prenant l'axe des Z vertical et dirigé vers le bas, il vient
réquation des surfaces de niveau (N"" 211) devient
Sfz = C,
qui représente un plan horizontal, et la pression est donnée par
z et z' étant les ordonnées verticales des ^points où les pressions sont
p et p'. On voit que la pression augmente avec la profondeur et si p' est la pression au point le plus élevé, en y plaçant l'origine ^ on aura
La pression p^ peut provenir d*un piston agissant sur le liquide à l'origine des coordonnées. Si le vase est ouvert à sa partie supérieure, p' sera nul et p se réduira à
tandis que si le fluide est pressé par une colonne d'air atmosphérique par exemple, en appelant p' la pression exercée par l'air sur l'unité superCcielle , la pression à une profondeur z sous le niveau supérieur sera
p = p' -». pgz.
On voit aussi que h étant la profondeur de Teau dans le vase et (ù la surface du fond du vase supposée plane et horizontale, la pression totale P supportée par le fond est exprimée par
V^==poi = pgh»(ù'y
or h(ù est le volume d'un cylindre qui a co pour base et h pour hauteur; cette pression est donc égale au poids d'un cylindre de liquide qui aurait pour base le fond du vase et pour hauteur celle du liquide. Il résulte de là que la pression totale exercée par un liquide sur le fond plan d*un vase est indépendante de la forme latérale du vase. Considérons encore une portion co de la paroi du vase, que nous supposerons encore plane mais inclinée & l'horizon; l'intensité delà pression en un point de cette surface placé à la profondeur z sous le niveau est pgz et un élément ds placé en cet endroit , éprouvera une pression pgzds ; la pression totale éprouvée par co est donc
pg/zdsy
l'intégrale étant étendue h toute la surface (ù; or si z, est l'ordonnée du centre de gravité de &>, la théorie des moments donne
(ùZ,=J*zds'f
l'expression de la pression totale devient donc
gp(ùz,,
c'est-à-dire qu'e//e est égale au poids d'un prisme d*eau qui aurait
458 CHAPITRE XXU.
pour base la surface plane pressée et pour hauteur la profondeur de son centre de gravité sous le niveau de l'eau,
217. Centre de pression pour une paroi plane, — Si l'on conçoit la surface supposée plane, divisée en un nombre infini d'éléments, l*on pourra considérer la pression contre chaque élément comme une force appliquée en ce point perpendiculairement au plan; la résultante de toutes ces forces parallèles sera la pression totale que Ton sait être égale à la somme des forces parallèles. Son point d'applieation s'appelle centre de pression; c'est le point où il faudrait appliquer extérieurement une force égale à la pression totale pour lui faire équilibre. La position de ce point est facile à déterminer au aïoyen de la théorie des moments; en effet ABC (fig. 119) étant la surface oblique pressée, XOY le niveau de l'eau, et XOZ' le plan de la surface pressée, la pression éprouvée par un élément ds placé en M sera pgzds^ z étant la profondeur MP; or si Ton désigne par {xf z') les coordonnées OQ et QM du point M rapporté aux axes X et Z% le moment de cette force ou de cette pression par rapport à l'intersection AC du pian oblique par le niveau de l'eau sera
pgzds.z!^
et en désignant par a l'inclinaison PQM ou Z'OY du plan sur l'horizon et en observant que le triangle PQM donne
z = z' sin a, le moment deviendra
pg sin a,z'^dSy
et si l est l'ordonnée GL du centre de pression G et P la pression totale, on aura
t9=^pgûixaf:iHs, d'où l =^'^-^^ f z!^ds,
l'intégrale étant étendue à toute la surface ABC. Quand on prend les moments des pressions élémentaires par rapport à l'axe des Z' et qu'on désigne par /' l'abscisse OL du point G, on aura de même
i'P=p5sina/zVrf8, d'où V ^^l^^fz!x!ds,
l'intégrale étant aussi étendue à tous les points de ABC. Les deux intégrales qui entrent dans les valeurs de l et de V sont visiblement
de la nature de celles auxquelles on a été conduit en cherchant les moments d*inertie des corps^ et leur valeur s*obtîcndra de la même manière. Quand la surface pressée est un parallélogramme dont la base supérieure est horizontale et placée au niveau du liquide, on trouve que le centre de pression est renfermé dans la droite qui joint les milieux des deux bases, aux deux tiers de cette droite à partir de la base supérieure.
Pour tenir compte d'une pression p' exercée contre la surface du liquide, il suffit de remplacer pgzJs par {pgz + p') ds dans l'expression précédente de la pression élémentaire.
Si la surface pressée était horizontale, l'intersection AC par la surface de liquide n'existerait pas et les formules précédentes ne feraient pas connaître immédiatement la position du centre de pression. Mais il est évident que dans ce cas le centre de pression se confond avec le centre de gravité.
218. Pression sur une paroi courbe. — Lorsque la paroi du vase est une surface courbe, la pression totale que supporte une portion limitée de cette surface , c'est-i-dire la résultante des pressions élémentaires supportées par les éléments dont elle se compose, n'est plus égale h la somme de ces pressions élémentaires, puisque celles-ci ne sont plus parallèles. Pour la trouver, on décomposera la pression élémentaire pgzds en trois autres, parallèles à trois axes rectangulaires, qui sont
pgzds cos a, pgzds cos p, pgzds cos 7,
{a, (3, y) étant les angles formés par la normale h la surface au point (x, y, z) avec les axes, et les sommes de ces composantes, étendues à toute la surface pressée, sont représentées par
pg fzds cos a, pg fzds cos (3, pgfzds cos 7 ;
or ds cos a, ds cos P, ds cos y sont les projections de la surface ds sur les trois plans coordonnés; pgzds cos a et pgzds cos (3 sont donc en grandeur et en position les pressions qui seraient exercées sur ces deux projections si le liquide était en contact avec les plans des XZ et des YZ, et pg J* zds cos a^ pg / zds cos ^ sont en grandeur et en position les pressions qui seraient exercées sur des surfaces planes représentant les projections du contour de la surface courbe, sur les deux plans des YZ et des XZ. Quant à la troisième composante /pgzds cos y, comme ds cos y est la projection horizontale de l'élément (i«, il est visible que 2^5 cos 7 est le volume, et pgzds cos y le
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poids du cylindre vertical de liquide qui s'appuie sur cl^, et par conséquent çgfzds cos y est en grandeur et en position le poids du volume de liquide renfermé dans un cylindre vertical passant par le contour de In surface pressée et limité d'une part, par la surfaee pressée et d'autre part, par la surface de niveau du liquide. Cette troisième composante passe donc par le centre de gravité de ce cylindre et les deux autres, par les centres de pression des deux projections verticales.
Il résulte de ce qui précède, que la surface pressée doit être cùn* sidérée comme soumise à V action de trois forces parallèles aux axes des (X, Y, Z), les deux premières représentées en grandeur et en position par les pressions que le liquide exercerait contre les projections du contour de la surface sur les plans des XZ et YZ si le fluide était en contact avec eux^ la ti-oisième représentée en grandeur et en position par le poids du volume de liquide contenu dans un cylindre vertical limité supérieurement par le niveau du liquide et inférieurement par la surface pressée. La résultante de ces trois forces, s'il y en a une, sera la pression totale cherchée. En général cette résultante n'existera pas et la pression ne pourra dans ce cas être remplacée par une force unique, mais par deux forces ou une force et un couple.
219. Pression contre un corps plongé, — La pression que supporte une certaine portion limitée de la surface d'un corps plongé dans un liquide, se détermine comme dans le numéro précédent; mais lorsqu'il s'agit de la pression totale supportée par le corps entier, on y parvient fort simplement par les considérations physiques suivantes : concevons que dans une masse liquide en équilibre, une portion quelconque de ce liquide vienne à se solidifier sans changer de volume ni de densité ; l'équilibre ne sera pas troublé et ce noyau solide restera suspendu en équilibre au milieu du fluide. Or, ce noyau est soumis à l'action de son poids qui tend à le faire descendre; ce poids est donc égal et directement opposé à la résultante de toutes les pressions élémentaires exercées sur sa surface. Il suit de là que les composantes horizontales de ces pressions s'entredëtruisent et que la composante verticale est égale et opposée au poids du noyau solide, c'est-à-dire qu'elle passe par son centre de gravité. Le théorème de la fin du numéro précédent conduit visiblement au même résultat. Si l'on remplace le noyau par un autre corps de môme forme, mais d'une densité quelconque, la pression totale restera évidemment la même; d'on il suit qu'un corps plongé dans un liquide éprouve une pression dirigée de bas en haut^ égale au poids du liquide déplacé et passant par son
centre de gravité. Il est donc soumis h Taclion de deux forces verticales, savoir son poids qui passe par le centre de gravilé du corps plongé et la pression exercée par le fluide, qui passe par le centre de figure du volume d'eau déplacée. Quand le corps plongé est homogène, ces deux centres se confondent et les deux forces sont opposées ; la résultante est donc appliquée en ce point et égale à leur différence. Si le corps n'est pas homogène, les deux centres de gravité sont en général distincts et la résultante, égale encore h la différence des deux poids, est appliquée en un point qu'il faudra déterminer par la théorie des forces parallèles. Dans les deux cas, on voit que l'effort nécessaire pour soutenir verticalement le corps plongé dans le liquide, est égal k son poids diminué du poids du liquide qu'il déplace, ce qu'on exprime en disant qu'un corps plongé dans un liquide y perd une partie de son poids égale au poids du fluide déplacé,
220. Équilibre d'un corps flottant, — Quand le corps est plus léger qu'un égal volume du liquide, la pression agissant de bas en haut est supérieure au poids du corps, qui est repoussé en partie hors du liquide jusqu'à ce que le poids du liquide déplacé soit réduit au poids du corps. Dans cette position, celui-ci sera soumis à l'action de deux forces verticales égales, passant l'une par le centre de gravité du corps et l'autre par le centre de gravité du fluide déplacé, c'est-àdire qu'il sera soumis à l'action d'un couple qui aura pour effet de le faire tourner ou chavirer, et l'équilibre n'aura lieu que lorsque les deux forces égales seront directement opposées, ou bien^ lorsque le centre de gravité du corps et le centre de figure du volume d'eau déplacée seront renfermés dans une même verticale. Telles sont donc les conditions d'équilibre d'un corps flottant à la surface d'un liquide pesant. La partie du corps qui est plongée dans le liquide se nomme carènCy le plan horizontal qui sépare la carène du reste du corps se nomme plan de flottaison^ et la verticale passant par les deux centres de gravité, axe primitif,
!22i. Positions d'équilibre d'un corps flottant. Application au prisme triangulaire^ — Puisqu'il est nécessaire et qu'il suffit pour l'équilibre d'un corps flottant, que le poids du fluide déplacé par la carène soit égal au poids du corps entier et que les centres de gravité du corps et du fluide qu'il déplace soient renfermés dans une même verticale, il est visible que la recherche des positions d'équilibre d'un corps flottant donné dépond dans chaque cas de la résolution de ce problème de géométrie : diviser par un plan un
corps donné en deux parties dont Vune ait un volume donnée de manière que la droite menée d'un point donné du corps au centre de figure de ce volume, soit perpendiculaire au plan coupant. Le plan coupant représente ici le plan de flottaison, le volume donné est celui d'une masse liquide d'un poids équivalent à celui du corps et le poiot donné est le centre de gravité du corps flottant.
Appliquons cette remarque au prisme triangulaire droit et homogène, placé en équilibre sur un liquide, de manière que les arêtes parallèles soient horizontales. Comme toutes les sections perpendiculaires aux arêtes sont ideptiques, les conditions d'équilibre sont indépendantes de la longueur du prisme; il suffira donc de résoudre ce problème : diviser un triangle ABC (fig. 420) en deux parties, telles que le rapport de DCE à ABC soit égal à un rapport donné, et que la droite GG' qui joint les centres de gravité de ces triangles soit perpendiculaire à DE. Désignons par p et p les densités de l'eau et du prisme^ par a, 6, c les trois angles du triangle, par {, yh, n les trois côtés opposés, par Xy y les longueurs inconnues CD et CE. Soient F et F' les milieux des côtés AB et DE , G et G' les centres de gravité des deux triangles ACB et DCE. Comme les aires de ces triangles sont dans le rapport des produits AC « CB et DC «CE, on a pour première équation de condition
D'un antre côté, les droites GG' et FF' étant parallèles, cette dernière doit être perpendiculaire au milieu F' de DE et par conséquent les deux obliques FD et FE doivent être égales; or les triangles AEF et DBF donnent
DF« = (/ — a:)« -f- — — (< — flc) n cos 5,
EF* = (m — y)* -t- - — (m — y)n cos a;
on a donc pour seconde condition
(/ — x)* — (/ — x) n cos 5 = (m — y)* — (m — y) n cos a.
Cette équation, jointe à la première, servira à déterminer x et y.
Si le triangle ABC avait deux de ses sommets plongés dans le liquide, en considérant AEDB comme étant la carène, il faudrait pour l'équilibre que le rapport de ABC à AEDB fût égal à 4 ^^ que leurs centres
de gravilé fussent placés dans une droite perpcodlculaire k DE. La première condition exige que les triangles ACB et DCE soient dans le rapport de p à p — pS c'est-à-dire que Ton doit avoir, en conservant les mêmes désignations que précédemment,
art/ =£ ^/m.
Quanta la seconde condition, comme la droite qui joint les centres de gravité des deux parties AEDB et DCE contient nécessairement le centre de gravilé de la figure entière ACB, il est visible qu*il faut encore que la droite GG' qui joint les centres de gravité de ACB et DCE soit perpendiculaire sur DE; la seconde des deux équalions pour le cas précédent subsiste donc pour celui-ci e( doit être combinée avec celle qu'on vient de trouver.
Si la base du prisme était un polygone quelconque ACBD (fig. 121), ayant son centre de gravité placé en G, les aires EE'C et ACBD devraient encore être dans le rapport des densités du liquide et du prisme, c'est-à-dire que Ton aurait
-X!/sinC = !-S, 2 p
S étant l'aire du polygone et —xy sîn C étant l'aire du triangle CEE^
On obtiendrait la seconde équation en observant que si l'on prolonge CG, en faisant GF égala la moitié de CG, et qu'on mène par le point F la droite A'B' de manière qu'elle soit divisée en F en deux parties égales, le point G pourra être considéré comme le centre de gravité d'un triangle fictif A'CB' dont il faudra assurer l'équilibre en posant la seconde des deux équalions précédentes. On trouvera ainsi les valeurs de x, y ou CE, CE', pourvu qu'elles ne dépassent pas les longueurs CA et CB. Ainsi si le corps flottant est un prisme homogène, ayant pour base le parallélogramme ADBC, les distances FE et FE' devront être égaies^ ce qui conduit à l'équation
FA'* + E'A'* — 2FA'.E'A' cos A' = FB'« -♦- EB'« — 2FB'.EB' cos B',
c'est-à-dire, en observant que A A', BB', GF, AG sont les moitiés de AC, CB, CG, AB, et en désignant AC, BC, AB, l'angle CAB, l'angle CBA par 6, a, c, a, (3,
et la première équation devient
^ P Cherchons encore les conditions d'équilibre d*un prisme droit ayant pour base une portion de parabole BAC (Og. 122). Supposons le prisme homogène ou, pour plus de généralité, supposons-le rempli symétriquement, de manière que son centre de gravité soit placé dans l'axe en G et au milieu de la longueur du prisme. Par le point le plus bas de la carène EME', menons une tangente horizontale MX à la section BMC, une verticale MNY et une parallèle MF à l'axe AD. Désignons par 0 l'inclinaison YND de Taxe sur la verticale, par a la hauteur AD^ par 2p le paramètre de la courbe, par h la distance AG, et par a' la longueur MF. On sait que le centre de gravité G' de EME' est situé sur
le diamètre oblique MF, de manière que MG'==- MF, et Ton trouve
pour les deux coordonnées (a/, y*) du point G',
a/ = - a' sin 0, t/ = - a' cos 0.
Quant aux coordonnées (or, y) du point G, si Ton désigne par n la normale MN à la parabole au point M, Ton trouve sans peine
2p et par conséquent
a; = NG sin 0 = (b — ^'^ ^^\ sin 0,
MN
NG cos G = n -4- A — ^^-y~) ^^^ ^'
ou bien, en remarquant que dans la parabole la projection n cos 9 de la normale sur Taxe AD est égale à p,
/, cos'O -h i\ . - , - cos*0 -f- 1
xs=( 6 — p—r- TTr- isin 0, t/ = n -+- 6 COS 0 — o — r— •
\ ' 2cos*6 / '^ 2 COS G
Pour qu'il y ait équilibre, les centres G et G' doivent se trouver dans une même verticale; x et a/ doivent donc ctre égaux, et l'on trouve pour première condition
3 , . . /, cos^Q-^1\ . .
-asinO=.(^6-;,^^^^^Js,nG.
D'un autre côté, le volume de la carène multiplié par la densité p de l'eau devant être égal à la masse M du eopps flottant, et l'aire EME'
étant exprimée part/â^S <>« «ï»" "^'^'■'' "" désignant par Ha Ion-
gueur du prisme,
|pi|/2^=M, d'où «' = y ï;5 2p"*' et réqualion de condition précëdenle devient
/ 9 M* . /. ^ ■♦- cos*6\ . f.
. / j!_ Jî_ s i n G == ( 6 - p — — ^x- ) s 1 n 0 ,
d'où Ton lire
5Îne = 0 et cosG = rfc /
Il y a donc, en général, trois positions d'équilibre. Comme cos 0 doit toujours être moindre que Tunité, l'équilibre dans une position inclinée n'est possible que si l'on a
d'où
Quand le prisme a une densité uniforme p', comme l'aire parabolique BAC est4|/2pa', et que AG est alors égal 2* g AD, M sera égal
à - /p' j/2pa', l'angle 0 sera donné par
cos 0
v/ -:4-(Dl-
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cl la condition pour la possibilité de flotter dans une position inclioéc devient
La distance GG' entre les deux centres de gravité ou y — jf est
GG
V^i:-«hC'/]-
222. Stabilité des corps flottants. Métacentre, — Apres avoir établi les conditions d'équilibre d'un corps flottant , il importe de pouvoir reconnaître si cet équilibre est stable ou instable, c'est-à-dire si le corps, dérangé inflniment peu de sa position d'équilibre, tendra à y revenir ou s'en écartera indéfiniment. Soient AFB(fig. 425) une section verticale de la carène passant par les centres de gravité G et 0 du corps flottant et du liquide déplacé, AB le plan de flottaison et GOF l'axe primitif. Concevons ce corps dérangé infiniment peu de sa position d'équilibre au moyen d'impulsions très petites et supposons qu'à une époque quelconque, le niveau du liquide devienne ab (fig. i24), la figure représentant une section du corps par un plan perpendiculaire à l'intersection D des deux plans AB et ab. Désignons par Imv* la quantité de forces vives qui animera le corps au bout d'un temps t après le dérangement, et par Imu'^ la quantité de forces vives très petite qu'on lui a communiquée primitivement pour le déranger. On sait que l'on a
2mv« = 2m w« -t- 2 /2(Xdx + Ydy + Zdz) ,
(X^ Y, Z) étant les forces motrices, et l'intégrale devant être prise depuis l'instant du dérangement jusqu'à l'époque ^ Les forces motrices sont la gravité et la pression du liquide. La première agit sur toutes les parties du corps flottant, tandis que la seconde n'agit que sur la surface mouillée aFb; mais comme cette dernière force a (N"" 219) une résultante passant par le centre de figure de la carène et égale au poids du liquide déplacé, il est visible qu'on peut concevoir cette dcr-
nièrc comme éUinl le poids même du volume d'eau déplacé, la pesanteur agissant ici de bas en haut. De cette manière, chaque élément dm de la niasse du corps entier sera animé d'une force verticale et dirigée vers le bas égale à gdm et chaque élément dfÂ du volume d*eau déplacé sera poussé par une force également verticale, mais dirigée vers le haut et égale à pgdii. Cela posé, si Ton prend pour plan des XY le niveau ab du liquide, l'axe des Z dirigé vers le bas sera vertical, et l'équation des forces vives se réduira à
' - Imv* =» - Imu* — pg y* Id^idz -h gj^ldmdz,
dans laquelle le signe 2 indique une somme de produits étendue au corps entier pour la seconde intégrale et au volume d'eau déplacé seulement pour la première , et le signe f indique des intégrales de ces sommes, prises entre les époques 0 et %y c'est-à-dire que le signe sommatoirc 2 se rapporte aux différentielles d]k et dm et les intégrales y*, à la différentielle dz. L'intégrale fléd\}Àz^ qu'on peut écrire ainsi : 2y*(i|jL(lz ou l.d}j.f dz est égale à 2rffx(z — z'), j:' et z étant les ordonnées verticales de l'élément d^ du volume déplacé avant le dérangement et à l'époque X. En l'écrivant ainsi :
^d})x — Idfizfy
on voit qu'elle représente la différence des moments de ces volumes pour ces deux instants, par rapport au niveau du liquide. Si donc on désigne par V le volume AFB, le moment Idiiz! sera égal à V multiplié par OC ou Va. Quant au moment Idiiz^ comme le volume de la carène à l'époque t est aF6, celle-ci se composera de AFB augmenté de aAB6, et le moment de àFb sera égal k la somme des moments de ces deux parties. Le moment de AFB est V multiplié par OC ou Va; pour avoir le moment de aAB6, considérons ce volume comme engendré par la rotalion de l'aire de la section AB autour de l'intersection D. Si l'on divise cette aire en éléments infiniment petits &> et qu'on représente par r la distance coD de l'un de ces éléments à l'intersection D, l'arc de cercle (ù(ù' décrit par a> (arc qui se confond avec la perpendiculaire (oco' abaissée sur ab) sera rr), y] étant l'angle infiniment petit D ; on aura donc con] pour le volume cylindrique g)g>>' en-
gendre par w, omt] • -— = 6)>7) . -— pour le moment de ce volume par
rapport a ab cl 2- wr'73*, ou-- 7î'2«r' pour le moment de aÂB6.
Zcor* est le moment d'inertie de Taire AB par rapport à l'iolersection D. 11 résulte de ce qui précède, que Ton a
fldiidz = Va — Va -*- -yj^Scor*.
Pour ce qui est de Tintégrale fldmdz^ ou l^dm/dz = 2dm (z — r'), en désignant par M la musse du corps flottant et par b et (3 le z du centre de gravite G de ce corps dans Tétat primitif et à l'époque t, c'est-à-dire GG et GG", on a par la théorie des moments,
2dm.z'=»M.6, 2(fm.z=BM.|3, et par conséquent
2dm(z — z') = M((3 — b).
L'équation des forces vives devient, en substituant
g2mr' = -2mu* -f- pjVa — pflfVa — -çgr^ltùr^ -*- jM (j3 — 6),
qu'on peut réduire à la suivante, en désignant GO par d^
2mv' = Iavkv!^ — p5fyî'2a)r' -+- pjVdrj*,
parce que pV est égal à M et que la différence a — 6 — (a — j3) n'est autre chose que
GO — AO = GO (i — cos GO/e) = GO (i — cos >]) =^ y?d.
Si par le centre de gravité g de la section de flottaison AB, on mène une parallèle à l'intersection D, on sait qu'en désignant par Q.i^ le moment d'inertie de cette aire i2 par rapport à cette parallèle, et par / la distance ^D, on a (N"" 447)
il vient donc
2mi?» = Imu^ — gpn^ {ilfc» -f- QP — Vd).
En désignant par Ç l'ordonnée gg' du centre de gravité g et remarquant que
Ç =-~ / sin yj = /yj,
on trouve enfin
Quand le centre 0 est placé au-dessus du point G, la distance d de ces points change de signe; cette formule sera donc applicable aux deux cas en récrivant ainsi :
Pour interpréter cette équation, il faut distinguer lei cas où Qk* ± Yd est positif, et celui où ce binôme est négatif. Dans le premier, les deux termes compris entre les accolades seront positifs; le second terme du second membre conservera donc son signe négatif, et par conséquent Imv* sera toujours moindre que Imu* ; la quantité de force vive initiale imprimée lorsque le système était en équilibre sera donc un maximum; d'où Ton conclut (N^ 446) que cet équilibre est stable. De ce que Itnv* reste très petit, l'on conclut que le corps ne s'écarte que très peu de la position d'équilibre (voir la théorie de l'équilibre stable ou instable N^ 98). Dans le second cas, la quantité comprise entre les accolades pourra devenir négative, le second terme du second membre de l'équation deviendra alors positif, et rien ne limitera plus la valeur de 2tni;*, ce qui caractérise une position d'équilibre instable. Il suit de là que l'équilibre sera stable ou instable suivant que ilk^dzYd sera positif ou négatif. Cette quantité sera toujours positive si le centre de gravité G est placé au-dessous du centre 0. Dans le cas contraire la stabilité exige que Qk^ soit supérieur à Yd.
Pour que la stabilité du corps flottant soit certaine, il ne suffit pas de s'être assuré de la stabilité relativement à un dérangement infiniment petit effectué dans un certain sens; il faut vérifier les conditions précédentes pour un dérangement quelconque; or, quand on change le sens de l'inclinaison donnée au corps flottant, la parallèle à l'intersection D menée par le centre de gravité du plan de flottaison prend une direction différente, et par conséquent le moment d'inertie Qk^ n'a plus la même valeur. Si l'on détermine celle de toutes les droites passant par le centre de gravité du plan de flottaison, pour laquelle le moment d'inertie Qk^ est le plus petit possible, il faudra vérifier la condition de stabilité Qk* ]> Yd pour cette valeur de k*.
La théorie de la stabilité des corps flottants, telle qu'elle a été présentée depuis Bouguer jusque dans ces derniers temps, était fondée sur la détermination de la position d'un certain point du corps appelé
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métacentre. On appelait ainsi le point d'intersection m (Gg. 426) de Taxe primitif Gtn par la verticale O'm passant par le centre de figure <y de la carène, telle qu'elle se trouve après que le corps a été dérangé très peu de sa position d'équilibre, et on faisait dépendre la stabilité de la situation de ce point au-dessus ou au-dessous du point G. Quoique la considération du roétacentre ait conduit aux inémes conditions d'équilibre que l'emploi de l'équation des forces vives, on a reconnu depuis que l'ancienne théorie était inexacte et qu'elle devait être abandonnée.
Appliquons les conditions de stabilité à un prisme isocèle homogèDC, droit, à base triangulaire (fig. 125)^ placé en équilibre sur un liquide dans lequel plonge l'angle C. Il est visible que si l'on désigne par H cl h les hauteurs GF et GF' des deux triangles ÂGB et EGD, on aura
GO ou d==GC-OC=|(H— A).
D'un autre côté, le plan de flottaison ED étant un rectangle, si Ton
désigne par / la longueur du prisme et par 6 la largeur ED, le moment
d'inertie minimum de ce rectangle est tt: ou -— suivant que l est plus
grand ou plus petit que 6. Dans le premier cas^ comme le volume
Ihh.
de la carène DGE est-rr-ï la condition de stabilité est
et en désignant par a l'angle AGF,
fc]> H cos*a.
On a vu que si p et p' sont les densités du liquide et du prisme, on * doit avoir pour l'équilibre ,
p:p' = AGCB:EG.CD, et par conséquent
p:p' = AC«:CE« = H*:A«;
l'inégalité précédente prend donc la forme
p' > p cos* a et cos a <^
qui fixe la limite de la densité du prisme, au-dessous de laquelle la stabilité cesserait d'être assurée pour un angle donné a , ou si les densités sont données, la limite inférieure de la valeur de Tangle a. Dans le second cas, c'est-à-dire si / est plus grand que 6, on aura a la fois
/>2Atang« et ^>?(H-/o'^.
et Ton trouve en multipliant, que la condition suffisante de stabilité se réduit encore à
^ > cos* a.
225. Oscillations des corps flottants. Oscillations du centre de gravite» — Lorsqu'un corps flottant est dérangé infiniment peu de sa position d'équilibre stable, il effectue autour de cette position une suite indéfinie d'oscillations dont nous nous proposons de reconnaître les lois. On sait que lorsque des forces agissent sur un corps libre, celui-ci prend deux mouvements indépendants, savoir le mouvement du centre de gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre. Le premier se détermine en transportant toutes les forces ainsi que la masse du corps flottant à son centre de gravité; le second, en considérant le centre de gravité comme fixe.
Occupons-nous d'abord du mouvement du centre de gravité. Soit AB (fig. 426) le plan de flottaison dans la position d'équilibre; supposons que la figure représente la position du corps à une époque quelconque f, ab étant le niveau du liquide et a'6' une parallèle à ab menée de manière que le volume a'Fb' soit équivalent à AFB, ou que le volume aAB6 soit équivalent au volume aa'67>. L'intersection g contiendra le centre de gravité de AB, puisque le volume aAB6 qui est équivalent à aa'Vb^ sera représenté par surf, ab • gg\ et que Ton sait (N® 63) que le volume aAB6 considéré comme un prisme tronqué est aussi donné par le produit de surf, ab par la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de la base supérieure AB sur la base inférieure ab. En désignant par z la profondeur LG du centre de gravité G du corps flottant au-dessous du niveau du liquide, et en conservant les dénominations précédentes, Vp sera la masse du liquide déplacé dans l'état d'équilibre et par conséquent celle du corps flottant, et si l'on remarque que la force motrice est l'excès de la pression du liquide sur le poids du corps, c'est-à-dire une force égale au poids p du
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liquide acfb'b et agissant de bas en haut, l'ëquation différentielle do mouvement du point G sera
Comme cette tranche est infiniment mince, son volume est représenté par le produit de Taire a'6' par Tépaisseur cL ou gg'y et a'6' ne différant que très peu de ÂB, ce volume sera donné par Qty e étant l'épaisseur gg' et Q, Taire du plan de flottaison; Téquation du mouvement devient donc
11 est visible que Ton a
z ou LG = £ -H Gc =» g -+- Gt/ cos yj =» 6 -H GC cos yj = £ -h GC,
parce que Tangle Yi ou cGC est infiniment petit, et que Çjd ne diffère que très peu de GC, du moins quand C^ est très petit comme cela a lieu le plus souvent. GC étant une quantité constante que nous avons désignée par 6, Téquation du mouvement prend la forme
dh 12
IS
qui a pour intégrale
y/^-vBsia«y/-
A cosfl / -z:?--+- Bsin (% / -—-
et si Ton détermine les deux constantes par la condition que la valeur initiale de £ ou gg^ soit égale à e, et que la vitesse initiale soit nulle, on trouve
g = c cos (
vf-
d'où Ton conclut, comme à la page 478, que le centre de gravité G effectue une suite indéfinie d'oscillations isochrones verticales dont
l'amplitude est 2e et dont la durée est
-y/wg
^^^' Oscillations autour du centre de gravité, — Passons au mouvement du corps flottant autour de son centre de gravité considéré
comme fixe, et supposons d'abord sa forme telle que Tua des trois axes d'inertie principaux relatifs au centre de gravité soit dirigé suivant l'axe primitif GG^ et que le plan vertical AFB passant par l'axe primitif divise le corps en deux parties symétriques. Alors une perpendiculaire h AFB élevée au centre de gravité G(fig. iâ4) sera un axe d'inertie principal. Admettons encore que le corps ne prenne un mouvement de rotation qu'autour de cet axe, ou en d'autres termes, admettons que le corps flottant ait un mouvement de tangage sans roulis. En représentant par p la vitesse angulaire autour de cet axe et par A le moment d'inertie, l'équation du mouvement de rotation sera
A^ = 2(yZ-zY),
dans laquelle le second membre représente la somme des moments des forces motrices par rapport à cet axe principal. Les forces qui agissent sur le corps sont verticales et elles se réduisent à la pression du liquide, puisque le poids du corps étant appliqué au centre de gravité fixe G (fig. 424] n'a pas d'influence sur la rotation. Cette pression est égale et opposée au poids de aF6, c'est-à-dire au poids de AFB et au poids de aAB6; si donc on suppose que la figure i24 représente la section symétrique du corps flottant à une époque quelconque t, le moment de la force par rapport à cet axe sera égal et de signe contraire au moment du poids de AFB augmenté du moment de aABb. Le moment de AFB est \pg multiplié par GA. Pour avoir le moment de aAB6, on le décomposera , comme au JS"* 222, en éléments cocd' dont le volume est (ùrriy le poids pgoarin et le moment par rapport à l'axe X, pgcùm [V — r), en désignant par V la distance DC. Le moment de aABb est donc
/ gptùrri [V — r) = pgnV / rw — pgy\ f r«w ,
les deux intégrales étant prises dans toute l'étendue de AB. Le moment de aFb est par conséquent représenté par
ypg . GA 4- pg-fïVf rtù — pgri f «r« ; mais on a
GA = GO sin GOA = d • sin rî = y)d ; ce moment est donc
ygprid 4- pgyiVfrco — pgm f r«co.
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La première intégrale est le momeat de l'aire AB par rapport à D , c'est-à-dire ùl; la seconde est le moment d'inertie de ÂB par rapport à l'intersection D, que nous savons (N*» 147) être égal à ûfc* -♦- HP. Le moment de àFb devient ainsi
qui se réduit à
si l'on suppose égales les distances en général peu différentes DC et Dg, Si le point 0 était placé au-dessus du point G, le signe de d changerait et le moment deviendrait
gpYi (— \d — Qi») ;
le moment de la pression sur a¥b est donc en général représenté par
-^gpYi{Q.k*zpWd)y
dy et l'équation de rotation, en remplaçant p par -— » prend la forme
ut
En représentant par (i la valeur initiale de yj, c'est-à-dire en supposant la droite GO primitivement écartée de la verticale d'une quantité angulaire |x autour de l'axe A, si le corps est ensuite abandonné à lui-même sans vitesse initiale, l'intégrale obtenue comme au N*" 225, sera
^ , pg {Qk* qp Yd) yî = /xcos«\/ i-^-^ 131 ij
qui apprend que le mouvement de rotation du corps flottant autour de l'axe d'inertie principal A est oscillatoire et que la durée des
oscillations est _ .
pg (ÛA« zp Vd)
Si le binôme ûft* zp Vd était négatif, l'intégrale au lieu d'être circulaire, aurait une forme exponentielle, qui n'indiquerait plus un mouvement oscillatoire, mais avertirait que le corps s'écarte indéûniment de la position d'équilibre. La condition de stabilité trouvée plus haut se trouve ainsi vérifiée.
225. Théorie générale des oscillations d'un corps flottant. — Nous Tenons de supposer que le corps flottant ne prend un mouvement de rotation qu'autour d*un seul des trois axes d'inertie principaux du centre de gravité. Reprenons maintenant le même problème en lui laissant une plus grande généralité et bornons-nous à supposer que Taxe primitif est un axe d'inertie principal pour le centre de gravité. La figure 124 représentant encore le corps flottant à un instant quelconque tf par le centre de gravité G faisons passer deux systèmes d'axes rectangulaires, l'un (X, Y, Z) représenté par les axes d'inertie principaux dans leur position actuelle, l'autre (X', Y', Z') représenté par les mêmes droites dans la position d'équilibre du corps flottant; l'équation du plan ab rapporté aux premiers axes est de la forme
zt=3ax -^ by -^ Cj
et si l'on désigne par 6 et 6 les distances CE et GG, par rf et ri les inclinaisons des traces du plan ab sur X et Y dans les plans XZ et YZ^ cette équation deviendra
z=>x lang vf -H y lang yj -*- e 4- 5 ,
ou plutôt, les angles /} et y]' restant très petits,
z = /l'x -*- Tjy -*- e -♦- 6.
Le volume du cylindre élémentaire &>g)' est (ù{z — 6); le volume de aAB6 = V est donc f(>i{z — 6) ou y{ f wx h- /) / «y -h ûe, les intégrales étant étendues au plan de flottaison AB entier. Les moments du prisme élémentaire uo)' par rapport aux trois plans coordonnés sont
w (z — b)xy(ù{z — 6) y , M (z — 6) — — • et les sommes des moments de tous les prismes qui composent aAB6 sont données par fiù (z — 6) X = 'f{ f (ùx'^ -*- nf(ùxy -i- e y «x, /w (z — b) y^ri'foixy ■^nftùy'^ -4- e/wy,
i/o) (z' -. 6*) «|yfV«^* + ^^V«y' + iû-:«-4-y3y)y(oxy
•+ zrf ftùx -4- eyjy^wy-*- brl f tùX -h bri/cùy -f-ûôe. 11 suit de là que les valeurs des coordonnées {x,yfZ,) du centre de
gravité de ce volume sont
vî'yttMc*-»- riftùxy-^ zftùx
' r{ f(ùX'{-r\f(ùy'\-tQ.
yj' y wx -♦- yj y wy -4- eu
^ , ^ yf*f(ôx* -*■ y)V6)y* -f- Qe' -4- "Mftùxy -i- 2 (s + h)Y{f(ùx + 2 (e h- 6) V^ay -^ ^flt-:
2 (yj'y* ûm: -♦- y) y wy -f- ils)
Il résulte aussi de la forme de l'équation du plan a6, que l'axe des Z' qui lui est perpendiculaire fait avec les axes (X, Y, Z) des angles qui ont pour cosinus
r{ ri i
l/l -♦- /)« -♦- y/» |/i -+. 73» + y,'« |/1 -t- yj» -h 7]'»
expressions qui se réduisent à r\\ /] et i, & cause des valeurs très petites de y) et rf. En considérant donc le poids de aÂ66 comme une force verticale appliquée au centre de gravité, les composantes de cette force suivant les axes (X, Y, Z) seront — Jpvyj', — Sp^yj, — gfpv» et par conséquent les moments de ce poids par rapport aux axes seront, d'après une formule de la page 4i,
99^ (— y, -+. z,7î), gçv (— z,r{ + x,), gfpu (— a:,yi -♦- y^yjO, c'est-à-dire
Sfp ( â'î'j'*/"^* -♦- s*'''/"i/* -H -iîe*/) -4- rMf(ùxy + (£-*- b)Yirff(ùX
H- (s -♦- 6) yjV^y -♦- Û6yj£ — rffcùxy — y)/û)y* — e/wy j > / 1 i 4
— ^ir/^J'^xy — (e -*- 6) /]'• y wx — (e -4- 6) m^ /(^y — iî6£// j ,
gp(;ri^f(ùxy -*- m'/mj^ + vflftùy — Yirfffùx^ — y/*/wxy — tfi/tùx).
On reconnaît de la même manière 4"" que les trois composantes du poids Vpy de la carène, appliqué en 0 sont — Vpjyj', — Vpgfy), — Vpy, 2*» que les coordonnées du point 0 sont o^o^ — d et 5*" que les moments de ce
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poids par rapport aux axes (XYZ) sont — Vp^yjd, Wçgrld^ zéro; si donc on représente par (A, B, G) les trois moincnls d'inertie principaux du centre de gravité, et par (p, g, r) les vitesses de rotation autour de ces axes à une époque quelconque, les équations du mouvement du corps autour du centre de gravité seront (N* i65], en observant que les forces motrices sont ici le poids de la carène et le poids de aAB6, pris tous deux en sens inverse ,
A^ — (B — C) r7 = — jfp r^yi/j'V"^' ■+- etc. j -4- Vpflfy)d, B-i — (C — A) pr = — yp (y}'/wx« h- etc.) — Vpgfy/d,
C^ — (A — B) py => — yp W^ftùxij H- etc.).
11 est à observer que le second membre de la 5"'' équation est sensiblement nul, puisqu'il ne contient que des termes très-petits du second ordre en y), y/ et e. Le produit pq est aussi négligeable ordinairement, parce que les vitesses de rotation p et g sont généralement
dr très petites. 11 suit de là que -j- est nul et que r est constant; si donc
on n'imprime au corps aucune vitesse do rotation autour de l'axe vertical; cette vitesse r sera constamment nulle. D'un autre côté les vitesses p et ûT sont représentées par — tt ®' "j7 • ^® signe négatif de -=-
dt ut dt
provenant de ce que la valeur positive de p répond à une rotation dans le sens ZX, ce qui correspond à une diminution de l'angle y}. En négligeant dans les seconds membres les termes très-petits du 2°^'^ et du 5iDe ordre, et mettant d= d pour embrasser le cas où le point 0 serait au-dessus de G^ les deux premières équations deviennent
d^Yl A^= — yp (/î'/wJftf -^ yj/wy* -*- s/wy IF V/îrf),
B ^ = — jfp (y] /wxy -*->)'/ «x* -4- e/wx ip Yrfd).
A ces équations du mouvement de rotation il faut joindre celle du mouvement vertical du centre de gravité G, qui est en désignant GC" par j:',
M-^ = — p5f(V -*.»)-*- Mjf,
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OU bien, en remplaçant la masse M du corps flottant par Vp et en re* marquant que Ton a
z' = GE cos ZGZ' == GE = e H- 6,
Telles sont les trois équations d'où dépendent toutes les circonstances du mouvement. Quand le point d'intersection G de Taxe primitif et du plan de flottaison est le centre de gravité de AB et que des parallèles à X et Y menées par G forment les axes d'inertie principaux de ce plan, les intégrales yodo:, f(»>yyf(ùxy que nous désignons par ûa, i26, Q.e sont nulles, et si le corps ne prend un mouvementde rotation qu'autour de l'axe A, les équations se réduisent aux suivantes, en désignant par Q,k^ et ûfc'* les moments d'inertie y «x* et f^y^ du plan AB,
qui sont celles qui ont été trouvées plus haut. Quand ces conditions ne sont pas remplies, il faut intégrer les équations (i) et (2) qui forment visiblement un système d'équations linéaires simultanées i coefficients constants. On les mettra pour cela sous la forme
dl
ta f I \
dt* B
7-^ = — -^ 6/] -H a/j' -*- e I = — gf (f'/î -«- m"/]' -♦- n"z),
puis on multipliera les deux dernières par des facteurs indéterminés X et X'; en additionnant ensuite, il vient
d^ dV d(« ■*" dt^
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Si l'oD détermine les facteurs X et a' par les conditions m -4- W -H y^m'^ n -f- Xn' H- X'n" .,
l'équation différentielle de\ient, en représentant par 9 le trinôme yj + Xyj' H- X'g,
^ — s, (f + ?/ + xr) ?,
que l'on intégrera comme au N" 225, et qui donnera
9 ou yî H- Wh- X'e = A cos t [/g {/-*-)/-#- /7") -4- B sin t [/g (/-*- X/'h- XT), ou plutôt, s'il n'y a pas de vitesses primitives,
y, ^ lyf ^ )/c = A cos e (/gf(/-HX/'+ XT).... (5).
Les équations qui servent à déterminer les valeurs de X et X' donnent pour ces facteurs trois valeurs ; l'équation précédente est donc triple et en résolvant celles-ci par rapport à 77, y)', s, on trouvera des valcurs^ de la forme
Yi=sy.cost j/ôj H- y cos i i/^g -*- ttcos t j/yj,
yj' =a pi' cos e j/ôj -*- y' cos 'j/Psf -H tu' cos t {/yg, .6)
g = z' — 6 = |:a" cos t l/ag 4- y" cos t [/^g h- tu" cos t [/yg^
qui donnent la solution complète de la question.
226. Oscillations des différents points d'un système de forme variabte. Principe de la superposition des petites oscillations. — Les valeurs qu'on vient de trouver pour y;, n', £ font connaître une propriété remarquable du triple mouvement oscillatoire des corps flottants. Désignons par (X, X,, X„), (X', X/, X'„) les trois valeurs deX et X' tirées des équations (4) et par /)o> riJi £0 les valeurs initiales de y}, '/f^ î. Les trois équations (5) qui correspondent aux trois racines de (4) seront
/) -t- X/î' -*- X'e = A cos t y" g {l -+- X/' -♦- XT),
yj ^ i^y/ ^ l/s = A' cos t [/g {l -t- X/ + X//"). (7)
n -4- \,r/ 4- X'„£ = A" cos t i/g (l + \,l' -+- X'/')i et en faisant t = 0, on trouve pour les constantes arbitraires A, A', A",
A=y:o-»-Xy;o'-t-X'ee„ A'=y;o -4-X//;o'-+-X/£o, A"=» /j^ 4- X„yjo' -i-X'„£o....(8)
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D'un autre cdtë, si l'on suppose qu'à l'époque initiale, la variable n a seule une valeur 'no^ les deux autres étant nulles, il est visible que pour f «=» 0 on aura
De même si yf ou £ ont seuls une valeur initiale vfo ou Zo , il faudra faire
A^Xtîo', A'=:A,y;;, A" = X^»
ou bien
Les sommes de ces trois dernières valeurs de A, A', A'' étant égales à la première (8), on en conclut qu'à chaque instant les valeurs de y], rf, £, dans l'hypothèse d'un triple ébranlement initial, sont égales aux sommes des trois valeurs des mêmes variables correspondant chacune à un ébranlement unique. Gela résulte de ce que, si l'on pose les trois équations (7) pour chacune des quatre hypothèses précédentes, en additionnant ces neuf équations trois à trois, on sera conduit à trois équations en tout point semblables aux trois équations (7), si ce n'est que 77, y/, £ se trouveront remplacés par les sommes trois à trois des mêmes variables correspondant aux trois derniers modes d'ébranlement. Celte coexistence sans aucune altération de chacun des trois mouvements oscillatoires distincts, dûs aux trois déplacements primitifs, n'est pas particulière aux corps flottants; elle n'est qu'un cas particulier d'un principe général de mécanique connu sous le nom de principe de la superposition des petites oscillations et qui consiste en ce que si un système de points liés entre eux d'une manière quelconque est écarté très peu, de plusieurs manières et simultanément de ses positions d'équilibre stable, le mouvement oscillatoire que prendra chaque point du système sera à chaque instant la résultante des mouvements particuliers qui seraieut dûs à chaque mode d'ébranlement appliqué isolément. Avant de le démontrer, proposons-nous de déterminer les circonstances du mouvement infiniment petit des différents points d'un système de forme variable en équilibre, que l'on a dérangés infiniment peu en leur imprimant des vitesses très petites. Rapportons ciiaque point du système, par des coordonnées toujours très petites {xyz), (a/yV)...., à des axes rectangulaires fixes et parallèles , passant par chaque point dans sa position d'équilibre. Les n conditions de liaisons, que nous supposerons indépendantes du temps, sont exprimées par des équations entre les coordonnées des
différents points dans leur position d'équilibre et les coordonnées variables (x, ifj z), {x^yy'i xf)... Concevons ces fonctions développées suivant les puissances croissantes des variables, on aura en s'arrétant aux
ternies de première puissance et en désignant par (a, (3, y), (a')
certaines constantes,
ax -H (3y -♦- yz -♦- da/ H- •••• =0
afx -*- P'y H- /z -+- 5'x'-t- •••• = 0 (9)
a"x H- ^'y-^fz -\- (^V -I- ... •= 0.
D'un autre côté, en désignant par (X, Y,Z), (X', Y', Z') les forces
accélératrices qui agissent sur chaque point, les mouvements de ceux-ci résulteront des équations
1^"^^' 1^^^' "5^='^' ■rf?r=-x',etc.
Ces forces que nous supposons aussi indépendantes du temps et qui sont nulles dans la position d'équilibre, ou quand [x^y^z)^ (x', t/', z')... s'évanouissent, sont des fonctions de (x, y,z), (x',y,z'J....; si donc on les conçoit développées suivant les puissances croissantes de ces variables et qu'on s'arrête aux premières puissances, il viendra
(i X d^ii
-P- -s= ax -*- 6 V H- cz -+- ex H , — ;. = a,x -h b,y -*- c,z -4- e/xf h
— = a,^ +6,,y -f- c„z + e„x'-h .., — = o'x +6'y +cfz-^ eV+ ••
etc., etc., etc., dans lesquelles a, 6, c sont des constantes connues.
Si l'on tire des n équations (9) toutes du premier degré, les valeurs de n variables en fonction des autres, pour les substituer dans les équations précédentes du mouvement, celles-ci ne contiendront plus que des variables linéaires, indépendantes entre elles, en nombre p, et en les intégrant comme au numéro précédent, au moyen de facteurs )., X', X".... constants indéterminés, on sera conduit à p intégrales de la forme
XH-Xy-t- X'z -♦- //V ■* = A cos « i/ — (a •+- ).a,-H X'a„-i- ÀVh )
+ B sin ( y — (a -*- Aa,+ ?/a„-H X'Vh — ) dans lesquelles A et B, A' et B'.... sont des constantes arbitraires qui
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dépendent du mode d'ébranlement initial. Ces p intégrales, qui s'obtiennent en substituant dans la précédente pour X, X', X".... les p systèmes de valeurs tirées des p -— 1 équations de condition
X -+- Xy -*- X'z 4- XV H — =sCsin[r -¥■ t^—ia -h Xa'n
x -H X,y-*- X/z-*- X/V-H«--=C'sin[r'-t- %y — (a h- X,o' )]
ce que l'on reconnaît en développant le sinus du binôme r + ( |/ Si Ton résout les p équations linéaires précédentes par rapport aux p variables, on est conduit à des valeurs de la forme
x=pisin(r-f- (|/^-f-î/sin(r'-H ti/Vj-^ 7rsin(r"+ «j/P)-+-etc.
t/=^'sin (r -+- f |/A)-t-y'sin (»''-»- i|/Â^-+-7r'sin(r"-4- (j/fc^)4- etc.
2 = etc.
dans lesquelles fx, r, fx', r'... sont des constantes qui dépendent du mode d'ébranlement initial et qu'on détermine en résolvant les équations suivantes :
Xo = fx sin r -♦- j/ sin r' -4- TT sin r" -4- • • • . yo = iJf sinr h- y'sinr' -4- Ti'sinr" h
t?o == fjL (//: cos r -H vl/Fcosr' -h 7r^/Pcosr''H
t?o' = yf |/Tco8 r -t- / j/T'cos r' -*- tu' j/Â^cos r" -♦- ••••
dans lesquelles Xo, t/o,... sont les valeurs connues dcx^ t/.... correspondant à ^=0 cti7o,Vo'..« les vitesses -=-» -p •••• imprimées aux
différents poinls suivant les axes quand le temps t est nul. Pour démontrer le principe de la superposition ou de la coexistence
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des petites oscillations, reprenons les p intégrales (iO) et leurs dérivées par rapport au temps. En y faisant (^=0 et remplaçant
X, y, J2, x.«--7-> -^ .... par Xojj/o, ^o.... l'o, Vo...., on trouve pour les constantes A et B, A' et B'... les valeurs
Quand on les aura substituées dans (10), celles-ci donneront à chaque instant la position des différents points du système, à la suite d'un ébranlement primitif déterminé par les valeurs de (xo, f/o , Zo), (x^.... Vo9 vj.,,.)0r si Ton y fait successivement nulles toutes ces quantités moins une, on aura les valeurs de (x, y, z), (x'...) à l'époque f, quand le système n'éprouve qu'une seule perturbation primitive et on reconnaîtra, comme on l'a fait pour les corps flottants, que les valeurs, pour le cas d'une perturbation primitive multiple, sont égales aux sommes des x, t/, z.... dûs à chaque perturbation isolée. On peut donc affirmer qu'd un instant quelconque^ les écarts (x, y, z...) de chaque point de sa position d^équilibre^ d la suite de plusieurs ébranlements primitifs simultanés^ sont égaux aux sommes des écarts qui seraient dits à chaque mode d'ébranlement existant isolément et que les vitesses des différents points sont les résultantes des vitesses particulières.
227. Applications au prisme triangulaire^ au parallélipipède et au prisme à base parabolique. — Pour appliquer les formules du N" 225 au prisme triangulaire à base isocèle, pour lequel les conditions de stabilité ont été trouvées au N" 222 , on remarquera que le plan mené par le centre de gravité du prisme perpendiculairement aux arêtes latérales et le plan mené par le centre de gravité et par l'arétc plongée dans le liquide, divisent le prisme en deux parties symétriques ; d'où on conclut que la verticale, intersection de ces deux plans, est un axe d'inertie principal, ainsi que la parallèle aux arêtes latérales menée par le centre de gravité de la base et la droite horizontale perpendiculaire à cette parallèle. En conservant les désignations du N® 221, et en représentant en outre par 6 la base du triangle isocèle et par h sa hauteur, on trouve pour les moments d'inertie du prisme par rapport à ces deux derniers axes.
On a aussi
2 p i2pl *2V p 3 V V P/
et après avoir fait dans les formules (5) de la page 458,
Ton trouve pour les durées des oscillalions verticales du centre de gravité et des oscillations transversales et longitudinales autour de ce point :
^ \^rg\/}' \v/ *'' [^'' " **'^ \^r *'*]
S*il s'agit d'un parallélipipède rectangle ayant a et 6 pour arêtes horizontales et c pour arête verticale, il faudra faire dans les mêmes formules (5),
« = 0, 6 = 0, c = 0. rf=|(*-^')' A=^P^(6«-HC»),
B==f^/(a«.c«). V=«6c£:, i2)t*=^. ÛA'«=^^
et les durées des oscillalions verticales, transversales et longitudinales seront
V ff V p y 9 i^y -*- 6c'pp' — 6cY*)
^ / pp^c(a> -f- c») ~
Quand 1 épaisseur verticale du parallélipipède est très petite relativement aux deux autres dimensions, comme cela a lieu pour une planche.
les durées des trois oscillalions sont sensiblement égales entre elles et
font dans le même temps qu'une oscillation d'un pendule d'une longueur égale à c^' Enfin s'il s'agit du prisme à base parabolique dont
P on s'est occupé h la fin du N"" 221, en supposant vertical l'axe de la
parabole, on trouve
et les durées des oscillations des trois espèces ont pour valeurs
-(SfsM' W'''^'-W
La condition de stabilité est
Si l'on considère le même corps flottant dans la position d'équilibre inclinée, on trouve
Cette valeur étant négative, on en conclut que celte position d'équilibre n'est pas stable et que par conséquent les oscillations sont impossibles, du moins autour de l'axe parallèle aux génératrices du cylindre.
Equation générale du mouvement d^une masse fluide. Pression en un point. — Hypothèse du parallélisme des tranches. — Loi de Técoulcment hors d^un vase constamment plein. — Pression contre la paroi du réservoir. — Vitesse d*écoalement hors d^un réservoir qui commence à couler. — Écoulement hors d*un réservoir qui se vide. — Pression contre la paroi du réservoir qui se vide. — Cas où le réservoir n*est pas évasé. — Ecoulement hors d*un vase cylindrique qui se vide. — Contraction de la veine fluide. — Ecoulement d*un fluide élastique par un orifice. — Hypothèse du parallélisme des tranches. Cas où le réservoir est dans un état permanent. — Cas où Télat du vase varie à chaque instant. — Résistance des fluides. — Action d^une veine fluide sur un plan. — Résistance d'un fluide indéfini. — Résistance opposée par un corps de révolution. — Autre théorie de la résistance des fluides.
228. Équation générale du mouvement d'une masse fluide. Pression en un point. — On a vu (^° 209] que dans une masse fluide incompressible en équilibre, dont toutes les molécules sont animées des forces accélératrices (XYZ), la différence de pression en deux points est donnée par l'intégrale p/(Xc?x-4-Ydy-*-Zdz) prise entre cesdeux points. Considérons maintenant la même masse fluide en mouvement. L'inertie de la matière fail nailrc une force nouvelle dont les composantes sont pour Funité
de masse, — -r-j » — -j-^ > — -^ > et comme d'après le principe
de d'Alembert il y a à chaque instant équilibre entre les forces motrices et les forces d'inertie, les liens devant être considérés comme inextensibles à cause de l'incompressibilité du fluide, la différence de pression p et p' en deux points de la masse dans l'état de mouvement sera donnée par la formule précédente, en y rempla-
rf*j: d*y d*z
cant X, Y, Z par X — -r^r > Y — -j--» Z — --r— ; oq a donc
'^ dt^ al* dt*
P-p' = Pf{^àx-^Ydy^Zdz)--pU-^dx-i^-^dy^-^Jz\
les deux inlëgrales ayaat pour limites les deux points de la masse fluide et {dx^ dy^ dz) représentant les accroissements des coordonnées (x, y, z) d'une même molécule pendant le temps dt.
Supposons le fluide soumis à la seule action de la pesanteur; en prenant Taxe des Z vertical et dirigé vers le bas, les forces X et Y seront nulles, Z sera égal à ^ et Ton aura, h étant la différence de niveau des deux points.
ou bien
p=^j/+gph-p^(^dx-i-^dy+^dz^
Si Ton désigne par v la vitesse de la molécule qui, à Tépoque f, a pour coordonnées (xyz), on sait qu'on a
dx* dfi* dz* d«* dt* dl*
et en désignant par {dv) ou par ( t" ) ^^ l'accroissement de vitesse d'une même molécule pendant le temps dt^ il viendra
\dtj dt\dtjdl\dt)dt \dij
et par conséquent ,
P—P'^?9h - p U (-£) dt, dans laquelle \ ^ ( y ) ^^ ^^^ 1& somme des produits des vitesses de
chaque molécule par la vitesse [dv) ou [ — \dl qu'elle gagne dans
l'intervalle d<, cette intégrale étant prise depuis le point p jusqu'au point p'.
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11 importe de remarquer que ce que nous avons désigné par
diffère essentiellement de la dérivée partielle de v par rapport à ty
dv que nous représentons par-j- • Dans cette dernière, le dv qui ne se
rapporte qu'au temps, et pour lequel les coordonnées ne changent pas,
est l'accroissement de vitesse en un même point de la masse fluide,
ou la différence de vitesse des deux molécules qui passent successive -
/dv\ ment par un même point, tandis que dans ( -7- ) > Ig dv est Taccrois-
sement de vitesse d'une même molécule pendant le temps dt et considérée dans ses deux positions successives.
229. Hypothèse du parallélisme des tranches. — Cette équation fait connaître la différence de pression en deux points d'un fluide en mouvement et par suite, comme on va le voir, toutes les circonstances de
ce cas est jusqu'aujourd'hui le seul qui ait été traité d'une manière complète et générale. Cette circonstance se présente sensiblement quand on se propose de déterminer les lois de l'écoulement d'un liquide pesant par un orifice pratiqué dans la paroi d'un vase ; en effet adoptons pour abréger les calculs, l'hypothèse suivante sur la manière dont les molécules fluides se déplacent dans un réservoir qui se vide : tandis que le fluide s'écoule du vase, toutes les molécules composant une même tranche horizontale ont une même vitesse verticale, ce qui suppose qu'à chaque instant ces couches horizontales sont formées des mêmes molécules. Cette hypothèse est connue sous le nom d*hypothèse du parallélisme des tranches. Comme le fluide est incompressible et que par conséquent les quantités de fluide qui passent dans un même temps par différentes sections horizontales faites dans le vase, doivent être égales, il est visible que les vitesses avec lesquelles le fluide traverse deux sections, sont dans le rapport inverse des aires de ces sections et l'on aura en comparant une section d'une étendue s pour laquelle la vitesse est t;, à la section a de l'orifice d'écoulement pour laquelle la vitesse est u ,
u:v = s:cij d'où «v = aw.
D'un autre côlé, z étant la profondeur de la section s sous l'origine
dz des coordonnées, -7- sera la vitesse verticale v des molécules qui 7
sont contenues, c'est-à-dire que
dz
-psav, ou dz = vdtj
dt
et l'intégrale 1 *^ ( ;j- ) ^^ prendra la forme suivante :
ds Tt
dz
du Les facteurs •-=- et u sortent du signe d'intégration parce qu'ils se dt
rapportent à une tranche particulière et qu'ils sont par conséquent des
facteurs communs k tous les termes représentés par les intégrales. Or
Jdz — représente la somme des épaisseurs dz de chaque tranche divisée
par sa surface s prise depuis le point p' jusqu'au point p. Gomme s est une fonction de Zy cette intégrale, que nous désignerons par fx, est connue des que l'on connaît la forme du vase. Pour ce qui est de
remarquons que s n'est pas connu en fonction de % mais bien en fonc-
ds tion de z, lequel est fonction de t; la dérivée j- e§t donc donnée par
ds dz
y- -7-* Il vient alors en désignant par 9> la section du vase placée au
niveau du point p\
^« - , ds dz . r ds .
dz al I dz
au
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parce que riolégrale doit être prise depuis la traoche correspondant à p' jusqu'à celle qui correspond à p. L'équation générale devient en substituant;
, . du a«tiVi i\
p-p' = i,pA-p«^-^p— (^--^j.
250. Loi de V écoulement hors d'un vase constamment plein. — Pour interpréter cette équation, nous distinguerons deux cas; i® celui où le vase est entretenu constamment plein, et est arrivé à un état permanent; 2* celui où le vase n'étant pas alimenté, se vide par l'orifice. Dans le premier cas, la vitesse d'écoulement u est uniforme et constante, le coelBcient différentiel -7- est nul et l'équation du numéro
dt
précédent devient
. a^uWi \\
Cette équation va nous servir d'abord à déterminer la vitesse d'écoulement du fluide par un orifice placé au fond du vase; en effet, en plaçant les deux points auxquels correspondent les pressions p et p', savoir, l'un à l'orifice d'écoulement et l'autre à la surface libre du fluide et en désignant par tù cette surface libre et par h la hauteur totale du fluide dans le vase, ces pressions p et p' représenteront les pressions dans ces deux points, pressions qui sont égales à celles de l'atmosphère, si l'écoulement a lieu dans l'air; elles seront par conséquent sensiblement égales et l'équation donnera pour la vitesse u d'écoulement,
valeur qui se réduit à
u = Y/lgh,
si l'orifice a d'écoulement est fort petit relativement à la surface libre a> du fluide. On voit que la vitesse d'écoulement est alors égale à celle qui serait acquise par un corps pesant, tombant librement d'une hauteur égale à celle du niveau du fluide au-dessus de l'orifice. Comme ui est la longueur de la veine fluide qui s'est écoulée dans
le temps t, aut est le volume de cette veine ou le volume d'eau écoulée; on trouve donc
iixt =
ou, si a est très petit,
uat =8 ai i/^2gh.
251 . Pression contre la paroi du réservoir. — On déduit de l'expression générale de p — p', la valeur de la pression exercée par le liquide en un point quelconque de la paroi du réservoir; en effet, en prenant pour p' la pression à la surface (ù du liquide et pourp la pression en un point placé à une profondeur h! au-dessous de ce niveau et correspondant à une section Sj Tequation générale du numéro précédent devient
P = P' + pgh' -*- 2p«'«' [p - ^)
et si Ton remplace la vitesse u d'écoulement par sa valeur obtenue plus haut, on trouve
p == p' -i- pjf/i' — pgh —
dans laquelle p' est la pression atmosphérique et pgh' la pression hydrostatique due h la profondeur hf du point p au-dessous du niveau du liquide.
Si le vase éprouve la pression de l'air à l'intérieur et h l'extérieur, celle-ci se trouve détruite, tout se passe comme si l'air atmosphérique n'existait pas et il faut supprimer p'.
252. Vitesse d'écoulement hors d'un réservoir qui commence à couler. — Si le réservoir est entretenu constamment plein, et que la vitesse d'écoulement n'ait pas encore atteint l'uniformité, comme cela a lieu pendant quelques instants après qu'on a ouvert Torifice, en comparant dans l'équation générale du N^ 229, les pressions p' et p au niveau du liquide et à l'orifice du réservoir, s et s' deviendront a et (ùj la différence de niveau h sera constante ainsi que la
section supérieure &) et Tiotégrale p., puisque le niveau supérieur est constant et que cette intégrale devra s'étendre au vase entier; les pressions p et p' seront égales comme représentant la pression due à Fair atmosphérique et on déterminera la vitesse d'écoulement u à une époque quelconque t^ en intégrant l'équation différentielle de la fin du N* 229 depuis le commencement de l'écoulement ou depuis ( = 0.
On trouve, en représentant 1 par i*,
dt
^aixdu
d'où l'on tire
Celle valeur nous apprend que la vitesse d'écoulement ne sera jamais rigoureusement uniforme. Cependant comme au bout d'un temps
très court, rexponenlielle e est négligible devant e ,
la valeur de u converge rapidement vers la suivante
qui est, comme on sait, la vitesse dans l'clat permanent. La quantité de fluide écoulé à la fin du temps t est évidemment
^ , l/2^ f e""2«^ -e"" 2af* fuadi^ot. ^ ^ I — =: 7=:-d^
a}] yyW^ ^^
et en prenant l'inlégrale depuis I = 0, on trouve pour la dépense
^»ogtp- ^e
AU bout d*uD certain temps très court, on pourra encore négliger la seconde exponentielle, et la dépense devient
* ce
Le premier terme proportionnel au temps, est la dépense qui aurait lieu si, dès le premier instant, la vitesse était uniforme.
253. Écoulement hors (Tun réservoir qui se vide. — Si le niveau supérieur est variable, ou si le vase se vide, h cessera d'être constant ainsi que u et /ix; Téquation à intégrer contiendra donc cinq variables t/, (, h, |u(.. Cl). Or si Ton transporte l'origine des coordonnées à l'orifice
d'écoulement. la vitesse de la tranche supérieure sera _^.et comme
ai
rincompressibijité du liquide exige que les vitesses dans les différentes sections soient réciproquement proportionnelles aux aires de ces sections, on a
dh ,, , ,^ (ùdh
: u =3 a : oj, d ou at =
dt au
En éliminant dt de l'équation générale (à la fin du N* 229) et plaçant les points p et }/ à la surface libre et à l'orifice^ cette équation devient, attendu que p et p' se réduisent à la pression atmosphérique,
a^LLudu X* .
^ (ùdh 2
Comme on connaît la forme du réservoir, s est donné en fonc-
J^dz — en fonction de h. Si l'on
substitue ces valeurs dans celte équation, celle-ci ne contiendra plus que les variables u et h.
Quand l'orifice a est très petit, cette équation se réduit sensiblement à la suivante
giA— — tt^^O ou u= ^
GO
comme pour le cas où le vase est entretenu constamment plein, et il vient
(ùdh au
/ g» dk ^ /^ " dh
qui étant intégrée, après qu'on aura remplacé oi> par sa valeur en A, donnera h en fonction de t. Qu*il s'agisse, par exemple, de déterminer la vitesse de Técoulement par Torifice EF (fig. 427) ou a d*un entonnoir conique qui se vide; en supposant que BG soit le niveau du fluide à répoquc (, on fera
«• i*" dz
AD = A, aireBC = «, aireEF-=a, A«=il -, a=l — •
Comme le rayon de la section circulaire a est donné par \ / -» si Ton
désigne par a la tangente de Tangle BGD, la hauteur GÂ de la partie
1 /a du cône enlevée est égale i- \ / - ' et l'on trouve
O y TT
= ttBD* = TT fah -*- %/ - j
dz
aAl/oTT -*- a
l'équation différentielle à intégrer est donc
[ah i/tt + |A)» ^'* \ (afc /tt ^ ^/ay/ ^
L'intégrale fera connaître la vitesse d'écoulement u en fonction de la hauteur h. En remplaçant ensuite u par sa valeur dans
, (ùdh di = ,
OLU
trouvée plus haut, et effectuant une nouvelle inlégralion, on connaîtra t en fonction de A, et par suite h en fonction de t, c*est-à«dirc qu'on connaîtra h chaque instant la hauteur du fluide dans le vase. Pour a très petit, on a, comme on Ta vu plus haut,
et par conséquent ,
ou plutôt, parce que a est très petit,
Tia^h^dh dt = z=:->
a 1/29 et en désignant par H la valeur initiale de h,
Le temps nécessaire pour vider l'entonnoir ou pour rendre h nul est donc
234. Pression contre ta paroi du réservoir qui se vide. — La valeur générale de p — p' fait aussi connaître la pression exercée en un point de la paroi placé à une profondeur A' au-dessous du niveau ; en effet, p étant cette pression, s la section placée à son niveau, /jt l'intégrale \ -^ prise depuis la surface libre (ù du liquide jusqu'à la section Sy p' la pression i la surface libre, on a (Gn du N^ :229),
., du paV/1 i\
cl comme on connaît les valeurs de u cl de -;- en fonction du temps, la
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valeur de p sera déterminée pour chaque instant. II est visible que p' est la pression atmosphérique. Si Torifice a est fort peltt^ la valeur
de u ne varie que par degrés insensibles et — est nul comme pour
Uv
le cas où l'écoulement est dans un état permanent; la valeur précédente se réduit alors à la suivante
p = p'H-p3A'_lp«v(i-l)
OU bien, en remplaçant u par sa valeur,
P = p' -^ pjA' — pgh — ^ .
235. Cas où le réservoir n^estpas évasé. — Nous avons supposé dans ce qui prcccde, que chaque tranche horizontale ne différait de la précédente que d'une différentielle, c'est-à-dire qu'il n'y avait pas de changement brusque de grandeur dans l'étendue des tranches horizontales successives et par conséquent dans les vitesses qui leur correspondent, puisque jusqu'ici les accroissements de vitesse ont été représentés parla différentielle dv. Cette circonstance s'exprime en disant que le réservoir était évasé; cela n'aurait plus lieu s'il était terminé par une surface plane et horizontale AB (fig. 128] percée d'une petite ouverture oo'; la différence de vitesse entre la tranche AB et la tranche suivante o& qui sort du vase, ne serait plus alors une différentielle; cependant comme la valeur générale
P— P' = PSA-Pj^r^) dty
de la différence de pression en oo' et en CD contient la somme des vdv pour toutes les tranches, il faudra prendre la somme des vdv au moyen du calcul intégral depuis la tranche supérieure jusqu'à la tranche AB, et pour compléter la somme des vdv^ on ajoutera à cette intégrale le vdv qui correspond à la tranche oo\ c'est-i-dire le produit de sa vitesse par l'accroissement de vitesse qu'elle a pris dans le temps dt. En représentant par o la section AB et par t/ la vitesse dans cette section, il suffira pour avoir l'intégrale prise depuis CD
jusqu*à AB, de changer a en o et t^ en 1/ dans la valeur de rinlégralc du N** 229, qui deviendra
que l'on peut transformer en
du 1 , ,/l 4\
en observant que rincompressibilité du fluide donne
du dvf ocu = ot/ d'où a -r = 0 -7- •
dl dt
Quant au iMv correspondant à la dernière tranche 00', remarquons que comme v' est la vitesse de la tranche AB, et u celle de la même tranche quand elle s'écoule en oo\ l'accroissement de vitesse est u — t/ et le terme à ajouter est u{u — v') ou bien, comme r'o est
égal à aw, au*( j> c'est-à-dire qu'il faut prendre pour
I V ( -T- j d< la valeur suivante
du a^u^/i i 2 2\ du «Vf! 1 /l iVl
''''li'^^\J-^^-^I^-âo)'=^''^dî'^
et l'équation générale devient
dont on fera usage comme au N"^ 250, pour déterminer la vitesse d'écoulement quand je vase reste constamment plein. On trouve ainsi, lorsque a est très petit,
u = ^ ^ 5 ou plutôt u = \/gfh
et en remplaçant u par cette valeur dans dt = donnée au N*23d,
478 COAPITRE XXlll.
on est conduit h une équalion différentielle en A et ( qu'il faudra intégrer. Quand a reste quelconque» on remplacera dt par sa valeur
(tu
dans réquatlon ci-dessus et il vient
p-p'^pgh -4- p«V^-ip«» [l -^, + (l -^J].
équation différentielle en h et ti. Quant à la dépense du vase en un
temps (9 elle est visiblement donnée par fcLudi = a/i/^dt, l'intégrale étant prise depuis t^=o jusqu'à (.
Quand l'orifice a est pratiqué dans la paroi latérale du réservoir, on peut sans erreur sensible considérer l'orifice comme placé au fond d'un vase limité inférieurement par la section horizontale qui passe par le centre de l'ouverture, pourvu que celle-ci soit très petilc', attendu que le liquide au-dessous de ce plan reste immobile malgré l'écoulement. La formule précédente est donc applicable à ce cas, et h est la profondeur du centre de l'orifice sous le niveau supérieur du liquide. Si au contraire l'orifice de la paroi latérale avait une grandeur finie, on considérerait le grand orifice comme composé de petits orifices da placés à des hauteurs h différentes, et le volume d'eau écoulé dans le temps t, se composerait de la somme des volumes auxquels chaque orifice dx livre passage.
256. Ecoulement hors d'un vase cylindrique qui se vide. — Si le vase CABD est cylindrique cl que l'écoulement ait lieu dans l'air, les pressions p et p', représentant les pressions atmosphériques sur la surface supérieure du fluide et à l'orifice d'écoulement, seront sensiblement égales et (ù étant l'aire de la base du cylindre, on fera
'^dz h p=^p'y 0 = û), iJ.
L'équation précédente devient en substituant, et en représentant par
n le rapport- > a
f h udu ^ /. i\
gJi -*-— -77-— mM^ 1 = ^5
^ »* dh \ nj
et l'on trouve en intégrant et en représentant par H la hauteur primitive du fluide dans le vase, correspondant à l'instant où la vitesse
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était nulle,
Celte équation fait connaître la vitesse d'écoulement correspondant à une hauteur h du fluide. Pour avoir la valeur de h en fonction du temps, on fera usage de l'équation
, (ù dh
di = »
et il viendra
dh
dt^ — (/2n' — 2n — 1
Cette différentielle n'est pas inlégrable sous forme finie pour une valeur quelconque du rapport -ou n. Si l'on suppose l'orifice a très petit
relativement à co, l'exposant de —sera un très grand nombre et comme
— est inférieur à l'unité, ce terme sera négligeable; on pourra donc H
poser
y_- dh
dt==— |/2/i« — 2/1 — 1
l/^gh d'où l'on tire
^^V2>.«-2n-</,x_^xj et hUn^ -J^M=-y.
En substituant cette valeur dans la première intégrale réduite i
|/2n*— 2n — 1 on trouve
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qu'on peut réduire à la valeur suivante
parce que n étant très grand, 2n* — 2n — 1 diffère peu de 2n*. Le temps t nécessaire pour vider le vase est donné par
Jaudt = Hci) »
qui exprime que le volume du liquide écoulé est égal à la capacité du vase. On tire de 1& en remplaçant u par la valeur précédente et intégrant,
valeur à laquelle on est encore conduit en faisant h nul dans l'intégrale du haut de la page.
257. Contraction de la veine fluide. — Les formules fournies par cette théorie ne donnent pas toujours des résultats conformes à l'expérience. On a reconnu que si l'ouverture est évasée vers l'intérieur, c'est-à-dire si le vase se trouve dans le cas prévu aux N°' 229 à 254, la théorie s'accorde assez exactement avec l'expérience; mais si, comme dans le N° 255, l'oriOce oo' est percé dans une surface plane AB, la quantité d'eau écoulée ou la dépense pratique ne forme plus qu'une fraction de celle que donne la théorie; la première n'est souvent que les 0,62 de celle-ci* Cette différence s'explique par la circonstance que dans ce qui précède l'on a supposé parallèles les vitesses des molécules au sortir du vase, tandis que l'expérience, d'accord en cela avec le raisonnement, fait voir qu'elles sont convergentes vers l'orifice, et cette convergence fait que la veine fluide ne forme pas comme dans le premier cas, un jet cylindrique d'une section égale à celle del'orifice d'écoulement, mais un jet contracté ctcouique dontla section n'est qu'une fraction n de l'orifice. Ce phénomène est connu sous le nom de contraction de la veine fluide. En remplaçant dans les formules l'orifice d'écoulement a par la section de la veine contractée na^ la dépense théorique se rapproche beaucoup de la dépense pratique. Le facteur n se nomme coefficient de la contraction de la veine fluide^ et doit être déterminé par expérience.
258. Écoulement d'un fluide élastique par un orifice. — Lorsque le fluide est élastique, on a vu (N"* 210) que si les forces accélëratrices qui agissent sur lui se font équilibre, la différence de pression en deux points du vase est donnée par
p — p' = /p(Xdx ^ Yrfy + Zrfz),
la somme étant prise entre les deux points. Or, si l'on suppose le fluide
en mouvement, on sait qu'aux forces accélératrices (X, Y, Z] il faut
ajouter les forces d'inertie et les forces d'élasticité intérieures; la
pression est donc alors encore donnée par la formule précédente,
d'x d'v rf*z
pourvu qu'on remplace X, Y, Z par X — -7-^, Y t-|> Z — — ;
et qu'on ajoute f ppdl^ A étant la distance entre deux éléments de la masse ; on a donc
p-p'=4-/p(Xdx-i-Ydy+Zrfz)-Jp^-^dx+-^dy4-^rfzW
les intégrales étant prises depuis le point p' jusqu'au point p.
Si la gravité est la seule force qui agit sur le fluide, on pourra, comme on l'a fait pour les fluides incompressibles, donner à celte expression générale la forme suivante
p — p'=5f/pdz — Jpv^^jd«-^/ppdi,
ou bien, en remarquant que d'après la loi de Mariottc, la densité p
peut être remplacée par tP» k étant un coefficient qui dépend de la
nature du fluide et de la température,
En différenliant par rapport aux coordonnées du point p, p' reste constant, et comme les deux intégrales se rapportent à ces coordonnées, il vient
gdz — " ( ■j" ) <^* "*" pd^'
A étant infiniment petit, pdXeat négligeable, et si l'on suppose la
température uniforme , k sera constant, et on aura en intégrant depuis le point où la pression estp jusqu'à celui où la pression est}/, h étant la différence de niveau,
klos^,^ gh^^v^\t, et klos^ = gh-/v{dv),
dans laquelle {dv) est raccroissement de vitesse de chaque molécule dans le temps dt^ c'est-à-dire, l'accroissement que prend v quand ( augmente de dt et que (x, t/, z) qui entrent dans t?, croissent de
(rfx, dy, dz), ou plutôt de -rrd', n^^' ïïï^** attendu que (x, y, z)
sont fonctions du temps.
259. Hypothèse du parallélisme des tranches. Cas où le réservoir est dans un état permanent. — Si l'on adopte l'hypothèse du parallélisme des tranches, v sera la vitesse d'une certaine tranche et comme celle-ci change avec le temps et avec la position, (dv) est la différentielle de V prise par rapport au temps et par rapport à l'ordonnée z, tandis que l'intégrale se rapporte à l'ordonnée z seulement;
on ne peut donc ici comme au N^ 228, prendre en général -- pour
l'intégrale de v (dr)» à moins que le fluide ne soit arrivé dans le vase à un état permanent^ c'est-à-dire, à moins que les vitesses ne restent constamment les mêmes dans chaque endroit; car dans ce cas v ne changera plus avec le temps et ne sera fonction que de z. En représentant par u et v! les vitesses des tranches passant par les points où les pressions sont p et p'y et en supposant le réservoir et le tuyau évasés, (dv) sera une différentielle prise par rapport à l'ordonnée z, et il viendra
Comme par hypothèse, le réservoir est arrivé à un état permanent, la quantité de fluide qui passe par une section quelconque dans un même temps doit être partout la même. Or o) et &)' étant les aires des sections placées aux points où les vitesses sont u et u', les volumes de fluide qui s'écoulent pendant l'unité de temps sont tùUy &)V et les masses sont ptùUy p'coV; on a donc partout
pwti = pVu',
OU bien, attendu que les densités sont proportionnelles aux pressions,
pcùu = pVu',
En remplaçant u' par sa valeur dans l'intégrale trouvée plus haut, celle-ci devient
Cette équation fait connaître la vitesse d'écoulement u d'un fluide élastique qui sort d'un réservoir R (fig. 429) par un orifice Â dont la section est &>; car si l'on place p' en fiC et p en A, et qu'on représente par &)' la surface du piston fiC, p* sera sa charge pour l'unité de surface y compris la pression de Tair, p la pression en A qui ordinairement se réduit h celle de l'air atmosphérique et h la différence de niveau entre BC et A. On trouve pour la vitesse d'écoulement
î2(//i-2fclog^,
valeur qu'on peut réduire à
2fc log^ p'«û>'*
parce que 2gh est le plus souvent très petit relativement au second terme.
240. Cas où Vélat du réservoir varie à chaque instant. — Si le réservoir n'était pas dans un état permanent, la vitesse v d'une même tranche changerait avec le temps et avec l'ordonnée z, de sorte que le
{dv) se composerait des deux différentielles partielles -y dt-^—j-dz^ et
dt az
l'équation qui termine le N"* 238 deviendrait
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ou bien
parce que vdt est l'espace dz parcouru par la (rauche et que
dv , 1
Vj-dz est la différentielle de - (i?* — v") prise par rapport à z, A celte
équation doit en être jointe une seconde dite de continuité du fluide, et qui s'obtient de cette manière : o) étant Taire d'une section du réservoir placée à une profondeur Zy la masse de fluide qui y passe dans le temps dt est pvtùdt, La section placée à une distance dz de la pre* roière livre passage à la même masse augmentée de sa différentielle
par rapport à 2 ou pv(ùdt h — ^ — -dz.dt; on voit donc que la tranche
de l'épaisseur dz perd en passant par ces deux sections, c'est-à-dirC|
dans le temps dt, une masse égale h--^. — dzdt, ou en divisant par
dz
le volume (ùdz, une densité égale à " ^ dt; mais cet accroissement
de densité est aussi exprimé par -r-dt; on a donc à chaque instant et dans toutes les tranches
dp d{pv(ù)
dt (ùdz
ou, en remplaçant kp par p,
dp d{pv(ù) dp dv dp vp d(ù dt (ùdz dt '^ dz dz (ù dz
Cette équation jointe à la précédente , après qu'on l'a dérivée par rapport à z, en négligeant le poids du gaz, qui est en effet sans influence, c'est-à-dirCi après qu'on lui a donné la forme
k dp dv dv
p dz dt dz
* suflit pour déterminer p et v en fonction de z etde (, quand on
connaîtra a> et -j- en fonction de z\ la solution complète de la question
dz
dépend donc de Tintégration d'un système de deux équations linéaires simultanées, aux dérivées partielles. On pourra séparer les variables p et V en les éliminant entre ces équations et leurs équations dérivées ; il restera alors h intégrer deux équations aux dérivées partielles d'une seule variable dépendante chacune. Si le réservoir est dans un état permanent, ou si la pression, la vitesse et la densité restent constamihent les mêmes dans chaque section , les dérivées par rapport au
suivantes
^ log~ =: gh — - (v* — i?'*) , (ùpv = const.
ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu plus haut.
241. Résistance des fluides. Action d'une veine fluide sur un plan. — On appelle résistance d'un fluide , Teffort nécessaire pour mettre un corps en mouvement dans un fluide en repos ou, ce qui est la même chose, l'effort nécessaire pour maintenir en repos un corps exposé à l'action d'un fluide en mouvement. Supposons le fluide incompressible et réduit d'abord à une veine fluide ABGD (fig. 150) qui s'écoule par un orifice AB, et à laquelle on oppose un plan indéfiui en tout sens £F, incliné d'une manière quelconque sur l'axe de la veine. Considérons la masse fluide incompressible qui dans l'unité de temps est venue à une époque quelconque frapper la surface. On sait qu'il doit à chaque instant y avoir équilibre dans cette masse entre les forces motrices extérieures, les forces d'inertie et les forces intérieures. Gqs dernières disparaissent de l'équation quand le fluide est incompressible, et si on le suppose sans pesanteur, les forces motrices extérieures se réduisent à la résistance du plan incliné, et la force d'inertie est (N° 104) mesurée par la quantité de mouvement perdue ou gagnée pendant l'unité de temps. Puisque ces forces se font équilibre, les composantes estimées suivant une même droite, suivant la normale au plan, par exemple, doivent être égales. Soient R la résistance du plan, v la vitesse d'écoulement, a la section de la veine, n le coefficient de la contraction et e l'inclinaison de la veine sur le plan ; la masse liquide qui vient frapper la surface pendant l'unité de temps est npav, sa quantité de mouvement quand elle atteint le plan est npai;^, ou plutôt npai;(t? -*- 1/), en désignant par 1/ la vitesse acquise par une molécule
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de la veine depuis sa sortie de roriûcc jusqu'au moment où elle frappe le plan. En désignant par h la hauteur du liquide dans le vase et par h' la différence de niveau de Torifice et du point du plan où s'opère le cboc, cette quantité de mouvement est aussi représentée par
^ngpoi{h-^]/hh^) et sa composante normale au plan est npav(t;+v')sin s
ou 2ngpa{h + y^hh') sin e. Pour avoir la force d'inertie ou la quantité de mouvement perdue normalement au plan , il faut retrancher de cette dernière quantité la composante suivant la normale » de la quantité de mouvement qui reste à cette même masse après que la veine a frappé le plan, composante qui ici est nulle, parce qu'on suppose le plan suffisamment grand pour que la veine après l'avoir atteint, se disperse tangentiellement en tout sens en formant une nappe d'eau ab qui ne conserve aucune vitesse normale au plan; on a donc
R = np(xv{v -H i/) sin g = ^ngpa. [h -h j/AA') sin e.
Gomme le liquide est pesant, il faut aux composantes des forces motrices provenant du chue de la veine, joindre la composante normale du poids p de la nappe liquide ab qui presse le plan et qui dépend de son étendue et de sa forme. Celte composante est p cos d, $ étant l'inclinaison du plan sur l'horizon; la résistance est donc
R *= npav {v -*- 1?') sin e -*- p cos S.
Quand le plan est placé normalement à la direction de la veine fluide,
cette force se réduit à npav(v-*-t?'), wpai;(vH-v')-*-p, npai?(v-Ht/j — p
suivant que Ton a(î=-tr, 3 = 0, (î = 7r, c'est-à-dire suivant que la
direction de la veine est horizontale, verticale et dirigée vers le bas, ou verticale et dirigée vers le haut. Si la distance entre le plan et l'orifice est peu considérable, ces valeurs se réduisent sensiblement à np<xv^, npav'-*-p, /ipay*— p. Ces différents résultats sont confirmés par l'expérience.
242. Résistance d'un liquide indéfini. — Cherchons maintenant la résistance qu'opposé une surface de forme et de grandeur données, au déplacement d'un liquide indéfini dont toutes les molécules se meuvent parallèlement à une droite donnée que nous supposerons horizontale. Pour cela on considérera la masse liquide comme composée de filets infiniment minces , parallèles entre eux. Chacun pro-
DYNÂHIQDE. 487
duira son action sur la surface, et la résistance cherchée sera égale à la résultante de toutes ces actions. Or si Ton prend Taxe des Z parallèle au courant de l'eau, un des filets aura pour section le rectangle dxdy, et y étant Tangle formé par sa direction avec la normale h la surface au point où le filet la rencontre, la résistance normale opposée par l'élément superficiel correspondant sera, en faisant 7} = i parce qu'ici il n'y a pas de contraction,
pdxdyv^ sin (i** — y) == pdxdyv^ cos y, dont les trois composantes suivant les axes sont
pdxdyv^ cos a cos y, pdxdyv^ cos y cos (3, pdxdyv'* cos* y,
a, |3, y étant les angles formés par la normale à la surface avec les axes; les trois composantes de la résistance totale de la surface sont donc
pv^ ff cos a cos ydxdy^ pv' /J*cos y cos jSrfxrfy , pr'yy cos* ydxdy,
ou plutôt, en remplaçant cos a, cos |3 et cos y par leurs valeurs connues (N» 107 du Traité de calcul différentiel) y
pdxdy ÇÇ qdxdy (Ç dxdy
-KjJ-fip^- -^r^f?" 4i
Les valeurs de p et o, ou -7- et -7- sont tirées de l'équation donnée
'^ ^ dx dy
de la surface et les intégrales doivent être étendues à la surface entière qui oppose la résistance, surface qui évidemment est limitée par un cylindre enveloppe dont les génératrices sont parallèles au courant. La résultante de ces trois forces^ donnée par la théorie des moments, sera la résistance cherchée.
245. Résistance opposée par un corps de révolution. — Si la surface est de révolution autour d'une droite parallèle au courant ou à l'axe des Z, les deux premières intégrales devront évidemment être nulles à cause de la symétrie de la surface autour de l'axe des Z et la résistance totale sera parallèle à cet axe et se réduira à la troisième intégrale. On donne à celle-ci une forme plus simple en remarquant que si
est réqoalion de la courbe génératrice, le cosinus de Tangle formé par une normale avec Taxe des Z est représenté par
c*cst-h-dire que Ton a
D'un autre côté, au lieu de prendre dxdy pour la section d'une veine fluide, on peut prendre dsdr^ ds étant un arc infiniment petit du cercle décrit autour de Taxe par le point de la courbe génératrice sur lequel agît la veine, et dr étant l'accroissement du rayon r de ce cercle. La résistance du corps de révolution devient alors
d&dr , . ». i j û
puisque l'intégrale par rapport à $ doit être étendue à la circonférence entière qui a pour rayon r, et que par conséquent l'intégrale dec/s est 27rr. Quant à l'intégrale par rapport à r, elle doit être prise depuis r =3 0 jusqu'à la plus grande valeur de r. Si le corps de révolution est un cylindre horizontal terminé par un cercle de rayon a, l'équation de la droite génératrice sera
r = const., d'où t-=0 et R==p7raV.
Si la surface est une sphère du rayon a, on aura pour équation du cercle générateur,
dz
Jr
et la résistance totale devient
- pTra'i?'.
On voit qu'elle est la moitié de celle qu'opposerait un grand cercle de cette sphère, c'est-à-dire une surface plane égale à ra^. Si la surface
résistante est un cône de révolution ayant pour base un cercle de rayon a, l'équation de la droite génératrice sera
z = r tang a,
dans laquelle a est Tangle au sommet du cône et il viendra
R =3 pTTV^a* cos' a.
244. Autre théorie de la résistance des liquides. — Cette tjbéorie de la résistance des liquides indéfinis, due à Newton, conduit à des valeurs numériques essentiellement différentes de celles que donne Texpérience. Le seul résultat que celle-ci confirme est la proportionnalité de la résistance au carré de la vitesse. Ces divergences qui vont quelquefois jusqu'à la moitié de la valeur, doivent provenir de ce qu'on a supposé que chaque filet liquide produit son action indépendamment des filets voisins et comme s'il était isolé, hypothèse qui en effet est inadmissible. Pour établir cette théorie d'une manière plus rigoureuse, il faudrait connaître toutes les modifications que subit le mouvement des différents filets au moment de leur rencontre avec le corps et tenir compte du frottement qu'ils exercent contre sa surface et du choc qui s'exerce entre eux; mais ces modifications sont trop compliquées pour qu'on puisse les analyser et les soumettre au calcul ; on préfère se fonder sur une autre hypothèse qui paraît plus conforme à la réalité que la première et qui consiste en ce que, si un corps de révolution CÂBÂ'C (fig. 131) est frappé par un liquide se mouvant dans le sens de l'axe BO , le cylindre de liquide DËD'E', après avoir agi sur la surface ABA', continue son mouvement avec la même vitesse et en formant une nappe conique EFET' dont l'inclinaison sur l'axe BO change avec la nature de la courbe génératrice BA. Soient $ cet angle correspondant à une courbe donnée BA, et R la résistance du corps dirigée évidemment dans le prolongement de OB. Isolons par la pensée la masse liquide DED'E' qui vient frapper le corps pendant l'unité de temps. Puisqu'il y a équilibre à chaque instant entre la résistance R et la force d'inertie de ce liquide mesurée par la quantité de mouvement perdue par elle pendant l'unité de temps, il faudra égaler R à cette quantité de mouveçient estimée dans le sens OB. Or, la vitesse étant V et la section AA' du cylindre étant cd, la masse qui htleint le corps pendant l'unité de temps est p(ùv, et la quantité de mouvement, pck)V^. La vitesse et par conséquent la quantité de mouvement reste la
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même par hypothèse après le choc; mais comme la direction des filets est inclinée de Tangle d sur OB, sa composante dans le sens OB est pGi>v^cosd et la perte de quantité de mouvement dans ce sens est pwu* — pwu' cos 3; on a par conséquent
R s=3 pwv* (1 — cos $) = nptùv^y
ce qui apprend que cette résistance est représentée par pcov* multiplié par un certain facteur inconnu i — cosà^^^n dont la valeur dépend de la nature de la surface de révolution et qu'il faudra déterminer par des expériences directes.
Si le corps n'était pas de révolution, les différents filets dont se compose le cylindre liquide EF£'F' formeraient encore une nappe conoïdale, mais elle ne serait plus de révolution et par conséquent rincliuaison S ne serait plus la même pour chaque filet. On conçoit qu'il faudra dans ce cas remplacer $ par une certaine inclinaison 9 comprise entre la plus grande et la plus petite, et l'on aura encore
R s= pwt?' (1 — cos 9) s=» npwv*,
71 étant un coeiScient inconnu dont la valeur devra être donnée par expérience.
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