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AVERTISSEMENT
Cet ouvrage pouvant servir à renseignement, j'ai dû entrer souvent dans des détails minutieux 9 et suivre ^ pour l'exposition des matières , Tordre le plus propre à en faciliter rintelligence. L'ordre que j'ai adopte est celui que l'on suit maintenant dans les cours de Mécanique de l'École Polytechnique. On s'en formera une idée précise, en parcourant les tables analytiques des matières qui précèdent les deux volumes. Je me suis aussi attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclair^ cir les théories générales; ceux que j ai choisis ont été pris^ surtout, dans l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans TArtillerie.
Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité de Physique mathé^ matiquey dont la Nou^^elle théorie de ï Action capillaire j que j'ai publiée il y a un an ,
est déjà une partie ; les autres parties se corn-
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poseront des difierens Mémoires que j'ai ëcrits, soit sur l'équilibre et le mouvement des corps élastiques et des fluides y soit sur les fluides impondérables, et que je me propose de réunir et de rendre aussi complets qu'il me sera donné de le faire.
On trouvera, à la fin du second volume, une addition relative à l'usage du principe des forces vii^es dans le calcul des machines en mouvement.
^(>)M»<MW»»»»<»»V»»»^^^^V*^»<*»^M^^W»^*%I^*^WA^*^^*^>^<*»»^W^<»^^^»^^^^^^<»M^^^IV»>»^»^^/»%^M<»
CONTENUES DANS LE PREMIER VOLUME
Défioicions de la matière , des corps , de la masse, d'un point matériel , et de là force , u®* i et 2
Objet de la Mécanique ; division de cette science en deux parties , la Statique et la Djrnamique, u* 3
Le point d'application d'une force se de'terminera au moyen de ses trois coordonnées , rectangulaires , ou polaires , n* 4
Ce qu'on entend par desybrce^ égales; expression nuine'rique de l'intensité d'une force , n* 5
La direction d'une force se déterminera au moyen de trois an— gles aigus ou obtus, liés entre eux par une équation, ou de deux angles indépendans l'un de l'autre ; conversion en parties du rayon, d'un arc exprimé en degrés, ni* 6, 7 et 8
Expression du cosinus de l'angle de deux droites ; équation qui a lieu quand elles sont perpendiculaires. l'une à l'autre; transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, n® 9
Projections d'une ligne droite sur une autre droite^ et d'une aire plane sur un autre plan , n® 10
Comment on déterminera les deux sens opposés de différentes forces parallèles , n^ 1 1
Dans cet ouvrage , on emploiera exclusivement la méthode des infiniment petits; principes fondamentaux de l'analyse inânitésimale, n** la
Définitions de la différentielle d'une variable et de celle d'une
iv TABLE DES MATIÈRES.
fonction ; définition et notation de Tintégrale définie ; cette intégrale est , en général , la somme des valeurs de la dififérentielle, n* i3
Différentiation d'une intégrale, par rapport à une quantité regardée comme constante dans Tintcgration ^ n" 1 4
Formule des quadratures , n** i5
Dans rinfiniment petit , le rapport de Tare d'une courbe à la corde est l'unité ; ce qui permet de considérer une courbe ^^mme un polygone d'^un nombre infini de côtés infiniment petits, n** i6
Définition de la tangente à une courbe ; formules qui déterminent sa direction ; élément différentiel de la courbe ; équa- •tion du plan normal; cosinus des angles que fait la perpendiculaire à un plan quelconque, avec des parallèles aux axes des coordonnées , n^ 1 7
Expressions de l'angle de contingence et du raj-on de courbure , n** 18
Equation àaplan osculateur ; formules relatives à la direc«tion de la perpendiculaire à ce plan, n^ 19
Coordonnées du centre de courbure , n^ 20
Equation du plan tangent à une surface courbe ; élément différentiel de la surface ; formules relatives à la direction de la normale : on renvoie à un Mémoire inséré dans le 21* cahier du Journal de l'École Polytechnique , pour ce qui concerne la courbure des surfaces , n* 2 1
Règle pour déduire l'une de l'autre , les formules relatives à trois axes rectangulaires, par rapport à chacun desquels tout est semblable dans un problème, n*^ 22
Conditions générales auxquelles doivent satisfaire les équations qui renferment des quantités de différentes natures ,
TABLE DES MATIÈRES. v
LIVRE PREMIER
STATIQUE
CHAPITRE P'. De la composition et de Fequilibre des forces appliquées à un même point, page 4^
Ce qu'on entend par la résultante "^uu nombre quelconque de forces appliquées à un même point ; sa valeur , quand toutes ces forces agissent suivant une même droite , n** 24
La résultante de deux forces égales qui comprennent un angle de 120*, est égale à chacune de ces forces, et divise l'angle en deux parties égales, n^ 25
Valeur et direction de la résultante de deux forces qui font un angle quelconque; r^le du parallélogramme des forces ^
n°' 26 , 27 et 28
Conséquences immédiates de ce théorème , n* 29
Construction géométrique pour déterminer, en grandeur et en direction, la re'sultante d'un nombre quelconque de forces,.
Composition de trob forces rectangulaires en une seule force, et décomposition de celle-ci en trois forces rectangulaires, n^ 3t
Calcul de la résultante d'un nombre quelconque de forces données ; valeurs des angles qui déterminent sa direction ;. expression de cette résultante en fonction des composantes et des angles compris entre leurs directions, n~ 32 et 33
Propriété particulière de cette même résultante , n** 34
Equation d'équilibre d'un point matériel entièrement libre : on vérifie qu'en vertu de ces équations , chacune des forces qui agissent sur ce point est égale et contraire à la résul- Unte de toutes les autres , n^ 35
Equation d'équilibre d'un po)nt matériel, assujetti à demeurer sur une surface donnée ; pression que supporte la surface ; sens dans lequel elle s'exerce, n^* 36 et 37
Ti TABLE DES MATIÈRES.
Equation d'tfquiUbi*e d'un point matériel assujetti â rester scrr une courbe donnée ^ n* 3S
Equation des vitesses virtuelles, contenant les équations d'équilibre relatives aux trois cas précédens, n* 39
CHAPITRE II. De V équilibre du levier, page
Définition du levier; objet de ce chapitre « n** 4^
Déplacement du point d'application d'une force appliquée à un système de forme invariable , n^ 4'
Définition du moment d'une force par rapport à un point / équilibre de deux forces appliquées à un levier ; cette équation est indépendante de l'angle des deux bras du levier ; cas où les deux forces données sont parallèles , n^ 4^ ^' 4^
Deux forces parallèles agissant en sens contraires , et non directement opposées , ne sont pas réductibles à une seule ; ce couple de forces peut être transformé d'une infinité de ma* nières différentes , en un autre couple de forces irréductibles à une seule , n^ 44
Condition d'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées à un levier ^ n^ 4^
Théorème relatif au moment de la résultante de deux forces ; extension de ce théorème au cas d'un nombre quelconque de forces dirigées dans un même plan ; quantité qui demeure invariable» dans toutes les transformations de ce système de forces ; équation d'équilibre de ces forces autour d'un point ûxe y situé dans leur plan , n*** 4^9 4? ^^ 4^
On vérifie que l'équation des vitesses virtuelles a lieu dans l'équilibre du levier» n* 49
CHAPITRE IIL De la composition et de réquilibra des forces parallèles, page 90
Démonstration directe de la composition de deux forces parallèles qu'on avait déduite , précédemment (n** 4^) 9 ^^ celle des forces concourantes vers un même point ; on en conclut la grandeur et le point d'appHcation de la résultante d'un nombre q\ielconque de ces forces , n*** 5o et 5 1
TABLE DES MATIERES. vij
Quand des forces parallèles tournent autour de leurs points d'application respectifs , en restant toujours parallèles, leur résultante tourne aussi autour de son point d'application ; définition du centre des forces parallèles^ définition du moment dune force par rapport à un plan , n^ 52 et 53
Le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles , par rapport à un plan , est égal à la somme des momens de ces forces , par rapport à ce même plan ; coordonnées du centre des forces parallèles, n^ 54 y 55 et 56
Equation d'équilibre d'un système de forces parallèles , appliquées à un corps solide , soit que ce corps soit entièrement libre , ou qu'il soit retenu par un point ou par un axe fixe,
n'^* 57 et 58
CHAPITRE IV. Considérations générales sur les corps pesans et sur les centres de granté^ P^g^ 1 06
On considère la pesanteur comme une force constante , en grandeur et en direction , dans toute l'étendue d'un même corps, n^ 59
Définition du poids et de la densité ; équations qui çs^istent entre le poids , la masse , le volume d'un corps, et la gran'<<« deur de la gravité , n° 6q
Définition du gramme; rapport de son poids à celui d'un même volume d'eau, à la température de la glace fon-* dan te ; densités de l'air et du mercure , n* 61
Les poids servent de terme de comparaison aux autres forces ; ils fournissent la mesure la plus commode de la masse ,
Définition du centre de grav^ité j règle pratique pour en déterminer la position dans l'intérieur d'un corps solide, u* 63
Equations d'après lesquelles on calcule les coordonnées dc^ centre de gravité d'un système de corps, dont les centres de gravité sont déjà connus; cas où les masses des corps sont infiniment petites ; ce qu'on entend par les centres de gravité d'un volume , d'une surface , et d'une ligne ,
n- 64 et, 65
tiij TABLE DES MATIÈRES.
EqBati^qtfî a lieu entre les distances mutuelles des centres de gravité de différens corps , et leurs distances au centre de fravité du aystème entier , n** 66
Propriété curieuse de l'équilibre d'un point matériel entièrement libre , n* 67
Eoumération de différens cas oii le centre de gravité est immédiatement connu , n* 68
CHAPITRE V. Détermiîiation des centres de gra-i^itéj page
5 !•'. Centres de gravité des lignes courbes, ibid.
Coordonnées du centre de gravité d'une ligne quelconque; application à la ligne droite , n® 69
Gai d'une courbe plane; ajqplications au cercle, et aux trois sections coniques , n*' 70 et 7 1
Equation de la cycloide ; énoncé de ses diverses propriétés ; coordonnées du centre de gravité d'un arc quelconque de cette courbe, n®' 7201 73
Règle pour déterminer l'aire d'une surface de révolution, quand le centre de gravité de sa courbe génératrice est connu sans aucun calcul , i^° 74
^ II. Centres de gravité des surfaces, page i3i
Coordonnées du centre de gravité d'une surfaice quelconque ; cas où la surface est plane , n^ 75
Application au centre de gravité d'un triangle; détermination de ce point , sans le secours du calcul intégral ; comment on en déduit les centres de gravité du secteur et du segment circulaires , i^^ 76, 77 et 78
On indique , comme exemple, les centres de gravité des trois sections coniques ; on calcule complètement les deux coor* données du centre de gravité d'une portion quelconque de Taire de la cyclolde, n^ 79 et 80
Centre de gravité de la zone d'une surfiice de révolution ; application aux surfaces concave et convexe engendrées par la cycloïde , a"^* 81 et 82
TABLE DES MATIÈRES. ix
Règle pour détermiiier le volume d'un solide de révolution , quand Le centre de gravité de Taire génératrice est connu sans aucun calcul; extension de cette règle k d'autres sortes de corps, n»«83et84
Volunoie d'un prisme ou d'un cylindre tronqué , n^ 85
§ III. Centres de gravité des volumes et des corps, page i5i
Centre de gravité d'une pyramide ou d'un cône quelconque ,
Détermination du centre de gravité d'une pyramide triangulaire , sans le secours du calcul intégral ; comment on en déduit les cejitres de gravité d'un secteur et d'un segment sphériqueSy n®' 87 et 88
Centre de gravité d'un corps symétrique autour d'un axe , et , en particulier, d'une portion d'ellipsoïde , n? 89
Centre de gravité d'un solide de révolution, et, en particulier, des solides concave et convexe engendrés par la cyclolde,
Expressions diverses, en intégrales triples, des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque ; application à une portion de sphère hétérogène , i^** 9> et 9a
Elément différentiel d'un volume exprimé au moyen des dif* férentielles des coordonnées polaires, n® 98
CHAPITRE VI. Calcul de Vattraction des corps
page 169
5 I". Formules relatives à un corps quelconque et à la sphère en particulier , page 169
Expressions générales en intégrales triples , des trois compo-> santés rectangulaires de l'attraction exercée par un corps sur un point matériel , n~ 94 et 95
Réduction de ces trois intégrales triples, aux différences partielles d'une seule intégrale , n^ 96
Une difficulté qui a'déjà été signalée dans le calcul des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque (n^gi) ,
X TABLE DES MATIÈRES
conduit à examiner la constitution intime des corps naturels. Définitions des atomes et des molécules^ ce qu'on doit entendre par la densité d'un corps en un point quelconque ^ définition de Vînlervalle moyen des molécules au même point; on explique comment les formules relatives aux masses des corps , aux coordonnées des centres de gravité , et aux attractions en raison inverse du carré des distances, peuvent être appliquées , sans erreur sensible , aux corps naturels , n*" 97 et 98
L'attraction d'un corps sur un point matériel très éloigné , est à très peu près la même que si la masse entière de ce corps était réunie à son centre de gravité ; attraction mutuelle de deux sphères homogènes, ^^99
Théorèmes relatifs aux attractions des corps sphériques , sur des points matériels extérieurs ou intérieurs , n** 100 et 10 1
Démonstration directe de l'équilibre d'un point matériel, si— tué dans un espace terminé par une couche sphérique, n^ loa
§ II. Formules relatives à F ellipsoïde y page i85
Transformation des formules générales du n^ gS , principalement utile dans le cas où le point attiré fait partie du corps attirant , n* 1 o3
Application à l'ellipsoïde homogène : les formules Relatives à son attraction sur un point intérieur , se réduisent à des in* tégrales simples , calculables au moyen des tables des fonctions elliptiques; extension du théorème du n* 102, à une couche elliptique , n^* 104 et io5
Les intégrales s'efifectuent sous forme finie , dans le cas de l'ellipsoïde de révolution ; cas particulier d'un ellipsoïde très peu applati , n® 1 06
Théorème remarquable, au moyen duquel on fait dépendre l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, de l'attraction d'un autre ellipsoïde sur un point intérieur: ce théorème est indépendant de la loi de l'attraction en fonction de la distance ; application au cas particulier de deux sphères concentriques, n^ 107, 108 et 109
TABLE DES MATIERES. xi
DYNAMIQUE
CHAPITRE I*^. Du mouvement rectiligne et de la mesure des forces^ page 26^
\ V. Formules du moux^ement rectiligne, ibid.
Béfinition et équation du mouvement uniforme , n* 1 10
Remarque sur la mesure du temps; invariabilité du jour sidé^ rai; sa durée comparée à celle àxxjour mojren , n^ 1 1 1
Dé6nition de la vitesse dans le mouvement uniforme , et ensuite dans le mouvement varié, n^ i la
En quoi consiste V inertie de la matière, n® 1 13
Expression de la vitesse dans un mouvement quelconque ; expression de Tespace parcouru dans un temps infiniment petit, abstraction feûte de la vitesse acquise , n^ 1 14
Définition et équation du mouvement uniformément €U)céléré ou retardé ; la force qui le produit est une force constante; ce mouvement est celui des corps pesans dans le vide ; dans un même lieu , l'accélération est la même pour tous ces corps ; sa grandeur à l'Observatoire de Paris , n* 1 15
On démontre que les grandeurs des forces qui agissent successivement sur un même point matériel, sont entre elles comme les vitesses infiniment petites qu'elles lui impriment dans un même temps infiniment petit , n^ 1 16
Quand il s'agit de forces constantes, leurs^ intensités sont entre elles comme les vitesses qu'elles produisent dans l'unité de temps; exemple du rapport des forces, conclu de celui des vitesses observées ; exemple inverse du rapport des vitesses , conclu de celui des forces , n^ 1 1 7
Mesure de la force dans un mouvement varié quelconque y
xij TABLE DES MATIÈRES.
soit aa moyen de la vitesse qu'elle produit , soit au moyen
de l'espace qu'elle fait parcourir, pendant un temps infini--
ment petit, n** 1 18
Formules générales du mouvement varié, 1^° 1 >9
5 II. Mesures des forces, en ajranl égard aux masses, page 221
Impropriété de Texpressionyôrce d inertie, n* 1 20
Ce qu'on doit entendre par des points matériels égaux en masse ; deux forces qui agissent sur deux points dififérens , sont entre elles comme leurs masses multipliées par les vitesses produites par ces forces, dans un même instant, n^ 1 21
Définition de la, force motrice ; sa valeur dans un mouvement quelconque; elle se change en nne pression , quand le mouvement est détruit, n* 122
De l'identité du mouvement des corps pesans en chaque lieu de la terre , on conclut la proportionnalité du poids à la masse, n* i23
Quand la force motrice est donnée , on en déduit la force ac~ célératHce, en divisant pftr la masse du mobile; on prend, pour exemples, la résistance d'un milieu, et un poids donné, appliqué successivement à des masses différentes,
n** 124 et Î25
Définitions de la quantité de mouvement , et de la percussion ou impulsion; décomposition d'une percussion en deux autres ; application au coin, n^ 1 26
Condition de l'équivalence de deux percussions ; principe de l'équilibre dans le choc , d'après lequel deux corps dénués d'élasticité , qui vont à la rencontre l'un de l'autre , se réduisent au repos , quand les vitesses sont en raison inverse des masses, n** 127
Comment on peut comparer un poids et une percussion, n^ 128
CHAPITRE IL Exemples du mou^^ement rectiligne
page aSy
Equations différentielles du mouvement rectilignej l'intégra^ tion n'est possible , sous forme finie , que quand la force accélératrice est constante^ ou donnée en fonction d'une
TABLE DES MATIÈRES. xiij
seule des trois variables, le temps, la vitesse, l'eqMice parcoom, n® 12g
Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide , n** i3o Mouvement de ce corps sur un plan incline', n® i3i
Mouvement vertical d'un corps pesant dans un milivu résistant : lorsqu'il tombe d'une grande hauteur , sa vitesse ap- |Mx>che de plus en plus d'être constante ; moyen de déterminer le coefficient de la résistance , par l'observation du temps total de l'élévation et delà chute successives du mobile,
n^ i32, iS3, 134 et i35
Exemple de l'usage des solutions particulières dans les problèmes de dynamique , n** i36
Mouvement d'un corps attiré vers un centre fixe, soit en raison directe de la distance , soit en raison inverse du carré de la distance, n** î37 et i38
Mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes ; cas où ces deux centres sont ceux de la lune et de la terre ; diminudon de la vitesse d'un projectile , produite par sa pesanteur vers le corps d'où il est parti, quand il est parvenu à une grande distance de ce coi|is, n®* 139, i4o, i4i» i4^ ^^ '4^
CHAPITRE III. Du mous^ement curviligne^ page
\ I^. Formules générales du moux^ement, ibid.
La détermination du mouvement curviligne d'un point matériel se réduit à celle des mouvemens rectilignes de ses trois projections sur les axes des coordonnées , n^ i44
Expression de la vitesse du mobile: sa direction est tangente k la trajectoire; les vitesses des trois projections sont ce qu'on appelle les composantes de la vitesse du moiHle ; la composition et la décomposition des vitesses se font suivant les mêmes règles que la composition et la décomposition des forces, n* 145
Quelle que soit la variation de vitesse d'im point matériel , en -grandeur et en direction, pendant un temps infiniment petit, il y a toujours une certaine direction pour laquelle
xvi TABLE DES MATIÈRES.
CHAPITRE IV. De la force centrifuge, page 5i
Définition de la force centrifuge; délerminadon de celte force motrice, par la considération de la vitesse normale d^ traite h chaque passage du mobile , d'un élément de sa trajectoire ù l'élément suivant ; l'angle de contiogence étant infinimt^nt petit, ce passage ne produit aucune diminution dans laTitesse suivant la tangente; détermination complèle en grandeur et en direction, de la pression exercée Burla trajectoire , en vertu de la force centrifuge et des forces données qui agissent sur le mobile, n"' 169 et 170
Calcul des trois composantes de celte même pression , d'après les équations dîAérentielles du mouvement, n' 1^1
Conséquences que l'on déduit de la valeur de cette pression et
de sa direction , lorsque le mobile est assujetti à se mouvoir
sur une surface donnée , et quand il est entièrement libre ,
n"' 1^2 et 1^3
Détermination de la force centrifuge, d'après la considération du mouvenieni circulaire , i*' ' 74
Comparaison de la force centrifuge dans le cercle , à la pesanteur ; tension d'un fd chargé d'un poids, et tournant autour d'uu point fixe , n' 1 ^5
Diminution de la pesanteur , à l'équateur et sur les différens
parallèles , produite par la force centrifuge qui résulte de la
rotation de la terre; variation totale de la pesanteur, duc â
celte cause et à l'applatissement du sphéroïde terrestre ,
-n" i;6, 1^7 et 178
CHAPITRE V. Exemples du mouvement d un point
matériel sur une courbe ou sur une surface donnée,
page 537
§1". Oscillations du pendule simple , ib'd.
Dé&nition da pendule simple; on fera voir par la suile qu'il y a toujours un pendule simple dont le mouvement est le même, dans le vide ou dans l'air , que celui d'un pendule
donné ,
TABLE DES MAl^ÈRES. xvij
Fonniile diffërentielle du raouvemeiit du pendule simple dans leTÎde, n*" 180
Cu ou cette formule s'intègre sons forme finie, n® 181
Cas des oscillations très petites, n® 182
Sur une courbe quelconque, les oscillations infiniment pe-tites d'un point mate'riel pesant, ont une durée de grandeur finie et indépendante de la* grandeur de leur amplitude, n'' i83
Correction quil faut faire à la durée des oscillations très petites d'un pendule simple, pour en conclure la durée de ses oscillations infiniment petites , n® 184
Réduction en série du temps d'une oscillation de grandeur quelconque, n* i85
MouTement du pendule simple dans Tair, lorsque la résistance est supposée proportionnelle à la vitesse : les amplitudes successives des oscillations très petites, décroissent en progression géométrique ; leur durée n'est pas sensiblement altérée par la résistance du milieu , n^' 186 et 187
Honvement du pendule simple dans l'air , quand la résistance est supposée proportionnelle au carré de la vitesse ; loi du décroissement des amplitudes successives; dans le cas des petites oscillations , on démontre que la durée d'une demioscillation ascendante est autant diminuée , que celle de l'oscillation descendante qui précède , a été augmentée,
n^ 188, 189 et igo Correction dans la longueur du pendule et dans la durée des petites oscillations , qu'on appelle la réduction au vide ; augmentation qu'on doit faire subir à cette correction , à raison de l'état de mouvement de l'air, n<* i^i
En chaque lieu de la terre, la mesure delà pesanteur est proportionnelle à la longueur du pendule à secondes; valeurs de ces deux quantités à l'Observatoire de Paris; les expériences du pendule prouvent qu'en chaque lieu de sa surface, l'attraction de la terre est la même sur les matières de la nature la plus différente, n° 19a
Valeur de la pesanteur et de la longueur du pendule \\ secondes,
xviij TABLE DES MATIÈRES.
en fonctions de la latitude ; retard d'une horloge réglée à Paris sur le temps sidéral , et ensuite transportée à l'équateur, n* igS
^ II. Mousfemenl sur ia cjrcloïde^ page 368
Le temps de la chute d'un point matériel pesant sur la cycloide , est indépendant de l'élévation du point de départ au-dessus du point le plus bas , soit que le mouve* ment ait lieu dans le vide, ou qu'il ait lieu dans l'air , quand on suppose la résistance proportionnelle à la vitesse,
n"* i94et igS
Pendule cjrcloïdal , ' i^** 196
Dans le vide, la cycloide est la seule courbe tautochrone ^
Recherche de la brachjrsiochrone dans le vide ; formules relatives au cas où la Ugne de la, plus vite descente devrait être tracée sur une surface donnée ; formules relatives au cas où sa longueur serait donnée, qui serviront à résoudre, dans la
. suite, un autre problème de la même nature, n®* 198, 199 ,
200 et 20 1
On trouve pour la brachystocrone proprement dite , l'équation d'une cycloîde située dans un plan vertical ; cas où le point de départ et le point d'arrivée appartiennent à une même verticale , n* 202
5 m. Mouvement sur une surface donnée , page 385
Equations différentielles du mouvement du pendule simple qui ne se meut pas dans un plan fixe , n^ 2o3
Formules différentielles relatives aux oscillations coniques du pendule simple dans le vide , n®* 204 et 2o5
Cas des petites oscillations ; cas où le pendule décrit unifor^ mément la surfeicc d'un cône droit à base circulaire ; la courbe décrite par la projection horizontale du mobile, est toujours une ellipse dont le centre est le point de suspension,
n** 206 et 207
TABLE DES MATIÈRES. xix
CHAPITRE VI. Exemples du mom^ement dun mo^ bile entièrement libre , pagc S96
La trajectoire d'un' point niate'riel pesant dans le yide, est une parabole ; amplitude du jet ; vitesse en un point quelconque, n® 208
La vitesse initiale étant donnée , trouver sa direction , pour que le projectile atteigne un but donné ; courbe au-delà de laquelle le projectile ne peut arriver , n® 209
Equations du mouvement d'un projectile dans Tair ; construction, par points, de la trajectoire ; calcul du temps; expression de la vitesse en un point quelconque, n*" 210, 21 1 et 212
Quand lé mobile s'est élevé à une grande hauteur, son mouvement, en retombant, approche de plus en plus d'être vertical et uniforme ; détermination de Vasjrmptote verticale de la-branche descendante, n* 2i3
L'autre branche de la trajectoire a aussi une asymptote ; direction de cette droite, et sa distance au point de départ du mobile, n®âi4
Equation de la trajectoire, dans le cas d'un petit angle de projection ; calcul de la portée horizontale et du temps du trajet , d'après la grandeur de la vitesse initiale ; différentes valeurs de la portée et de la vitesse qui sont données par l'observation ; incertitude sur la grandeur du coejfficient de la résistance; mojens de le déterminer par l'expérience,
n"2i5et2i6
J IL Mouvement des planètes, page 4i5
Lois de Kepler , n* 2 1 7
Equations fournies par les deux premières de ces lois , n® 218
Dé6nition de quelques termes employés en Astronomie ; durée
de l'année sidérale et de l'année équinoxialej grandeur de
la précession annuelle des équinoxes , n** 2 19
Eipressions des deux coordonnées polaires de la planète et dii
temps, eu fonctions de Y anomalie excentrique , n° 220
Méthode pour réduire le rayon vecteur et l'équation du centre
XX TABLE DES MATIÈRES
en séries ordonnées suivant les cosinus et les sinus des mul* tiples du mqyen mouvement , n* aai
Formules qui déterminent en un point quelconque de l'ellipse décrite par une planète , la grandeur et la direction de sa vitesse , n° 222
Position d'une planète par rapport à un plan quelconque ; sa longitude et sa latitude, son ascension droite et sa décli* naison; obliquité de l'écliptique ; sa diminution annuelle ; grandeur et période de la nutation , n^ 228
On conclut des trois lois de Kepler, que la force qui retient les planètes vers leurs orbites est constamment dirigée vers le centre du soleil; qu'elle varie pour chaque planèce, suivant la raison inverse du carré de la distance à ce point ; qu'à Vuttité de distance, la force accélératrice est la même pour toutes les planètes : ces lois s'étendent aux comètes et aux mouvemens des satellites autour de leurs planètes respectives, et aux mouvemens relatifs des étoiles doubles,
n®* 224 , 225 et 226
Equations différentielles du mouvement d'une planète dans un milieu résistant : on complète le nombre des constantes arbitraires que doivent renfermer leurs intégrales trouvées précédemment, pour le cas où l'on néglige la résistance,
n*** 227 et 228
Méthode de la variation des constantes arbitraires^ pour l'intégration des équations différentielles, n®' 229 et 23o
Application de cette méthode aux équations du mouvement d'une planète ou d'une comète dans un milieu résistant ; pourquoi la résistance de l'éf^rpeut être appréciable dans le mouvement d'une comète et insensible dans le mouvement d'une planète , n® 23i , 282 et 233
5 in. Mouvement d'un point matériel soumis à une force centrale , Page 446
Equations du mouvement d'un point matériel attiré vers un centre 6xe, par une force donnée en fonction de la distance à ce centre, n® 234
TABLE DES MATIÈRES. xxj
Cas où la force est proportionnelle à la distance , n® 235
Cas où la force est en raison inverse du cube d% la distance,
Cas où la force est en raison inverse du carré de la distance ;
la trajectoire peut être alors une des trois sections coniques;
circonstances qui déterminent chacune des trois courbes ,
n~ 237 et 238
Examen spécial du mouvement parabolique ; en quoi consiste le problème astronomique de la détermination complète de Torbite d'une comète,, n®* 289 et 240
CHAPITRE VU. Digression sur V attraction universelle ^ page
Loi de YéUiractîvn universelle, n® 241
Force motrice résultant de l'attraction mutuelle du soleil et d'une planète ; invariabilité du pouvoir attractif, n* 24a
Force accélératrice d'une planète dans son mouvement autouv du soleil ; correction qu'on doit faire à la troisième loi de Kepler ; petitesse des masses des planètes par rapport à la masse du soleil , n^ 243
Énoncé desdifiTéreotes sortes de perturbations du mouvement elliptique des planètes^ produites par leur attraction mutuelle: ces effets observés font connaître les masses des planètes perturbatrices, en prenant celle du soleil pour unité; invariabilité des grands axes ; le mouvement de la lune s'accélère de siècle en siècle, n^ 244
Autre moyen de déterminer les masses des planètes accompagnées de satellites , n® 245
Calcul des forces provenant de l'action du_soleil et de la lune , pour soulever les eaux de la mer ; masse de la lune conclue an flux lunaire comparé au. flux solaire; diminution de la pesanteur à la surface de la terre , produite par l'action de la lune , n®* 246 et 247
A la distance de la lune à la terre , la pesanteur terrestre est à très peu près égale à la force qui retient ce satellite dans soti orbite, ' n® 24^
adi TABLE DES MATIÈRES.
Détermioation de la masse de la terre ; parallaxe du soleil ; sa densité' ; sa distance à la terre ; détermination exacte du grand axe de l'orbite d!une planète dont la masse est connue, n®*249C^îi5o
Déviation du fil à plomb produite par les attractions locales, n® a5i
Balance de torsion, propre à mesurer les forces très petites \ expérience de Cavendishj densité moyenne de la terre,
n*" 25a et a53
Stabilité de l'équilibre des mers, résultantde ce que cette densité est plus grande que celle de l'eau ; accroissement des densités des couches de la terre , en allant de sa surface au centre ; inégalité du mouvement de là lune , due à la nonsphéricité de la terre ; influence des attractions locales sur la longueur du pendule à secondes , n^ «54
Réduction au niveau des mers , de la longueur du pendule , observée à une élévation donnée , n° 255
LJVRE TROISIÈME.
STATIQUE
CHAPITRE I". De l'équiUbre d'un corps soUde
page 497
Remarque sur la compressibilité et le changement de forme du corps que l'on va considérer, n*^ 256
Transformation d'un système de forces quelconques , appliquées à un corps solide, en trois groupes de forces, le pre« mier composé de forces perpendiculaires à un plan donné, le deuxième, de forces parallèles et comprises dans ce plan , et le troisième, de forces dirigées suivant une droite perpendi—
TABLE DES MATIÈRES. xiîij
cnlaire aux précédentes et tracée dans ce même plan ,
n®* 257, 258 et 259
Équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre d'un corps solide entièrement libre, n* 260
Ces équations sont encore nécessaires pour l'équilibre de tout autre système qui ne renferme aucun obstacle lixe,
Cas particuliers des forces parallèles et des forces qui sont toutes comprises dans un plan , n** 262
Condition pour que des forces données aient une résultante unique ; équations de cette résultante ; sa grandeur et sa direction; dans tous les cas, les forces données peuvent se réduire à deux, d'une infinité de manières différentes ,
n*»- 263 et 264
Équations d'équilibre de deux corps solides qui s'appuient l'un contre l'autre , n^ 265
Equations d'équilibre d'un corps solide retenu par des obstacles fixes , dans les principaux cas qui peuvent se présenter, n® 266
Transformation de l'équation d'équilibre relative à un axe fixe , n** 267
Équilibre d'un corps pesant sur un plan incliné , n** 268
Mesure duJroUerhent à l'instant où l'équilibre va se rompre,
Charges des dififérens pieds d'une table horizontale qui supporte un poids donné ; à quoi tient Tindéterminatiou apparente du problème, n** 270
CHAPITRE II. Théorie des momens^ page
Les forces étant représentées par des lignes droites, leurs momens sont représentés par des aires planes : le théorème du n* 4^, relatif au moment de la résultante de deux forces, est alors une proposition de Géométrie dont on donne la démonstration, n®27i
Le moment de la projection d'une force sur un plan est la
ixiv TABLE DES BfATIÈRES.
projection du moment de cette force sur ce même plan ,
Ce qu'on entend par le moment d'un système de forces par rapport à un axe ; les momens d'un métaie système par rapport à deux axes situés dans le prolongement l'un de l'autre, sont e'gaux et de signe contraire; il en est de même à l'égard des momens par rapport à un même axe » de deux systèmes de forces égales et contraires , n? a'ji
Expressions des momens d'un système de forces par rapport aux trois axes des coordonnées positives de leurs points d'application ; comment on détermine les signes des termes de ces formules , n^ 274
Valeurs des cosinus des angles relatifs à la direction de la normale au plan qui contient une droite^' un point donné,
n* 275 Formules relatives aux projections d'un système d'aires planes sur dififérens plans ; identité de ces foimules et de celles qui répondent aux projections des lignes droites sur d'autres di*oites» n*** 276 et 277
Plan et grandeur de Taire minima; propriété caractéristique de ce plan , n®' 278, 279 et 280
Propriétés des momens y déduites de celles des aires planes ; identité de la composition des momens et de la composition des forces , résultant de celle des projections des aires planes et des projections des lignes droites, n® 281
Moment principal d'un système de forces ; nouvel énoncé des conditions d'équilibre de ce système ; conditions pour que deux systèmes de forces soient équivalens, n^ 282
Variation du moment principal, produite par le déplacement du centre des momens ; momens principaux minima; comment on en déduit la condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une résultante unique , n^ 283 et 284
TABr.£ DES MATIÈRES. nnr
CHAPITRE IIL Exemples de CéqulUbre d*un corps Jlexible^ P^e
5 I". Équilibre du poljrgone funiculaire, ibid.
Dans rélat d'équilibre du polygone , il faut que duique côté soit tiré, suivant ses prolongemens , par des forces ^ales et contraires; équations nécessaires pour l'équilibre des forces appliquées au polygone , n® 285
Construction de la figure du polygone en équilibre ; calcul des tensions de ses côtés ; cas où ses points extrêmes sont supposés fixes j n^ a86 et 287 Les extensions des côtés du polygone sont proportionnelles aux tensions qu'ils éprouvent y n® 288 Quand un des nœuds du polygone est remplacé par un anneau, la force appliquée en ce point doit partager en deux parties ^ales l'angle des deux côtés adjacens , n® 289 Condition relative aux directions des forces qui doivent avoir lieu dans tous les systèmes de points matériels en équilibre, et dont la précédente est un cas particulier, n^ 290 Équilibre d'un polygone chargé de poids ; pressions éprouvées par les points fixes auxquels il est attaché , n^ 291 Remarque analogue à celle du n^ 270 , sur les tensions des cordons qui supportent un poids donné : quel que soit le nombre de ces cordons, leurs tensions et les charges des points fixes peuvent se déduire de la mesure des allonge» mens, n^ 292
5 II. Équilibre (Tunjil flexible, page 565
Équations d'équilibre d'un fil pesant, d'abord au nombre de trois , et qui se réduisent ensuite à deux , n^ 298
Int^prales de ces équations sous forme finie ; équation de la chatneUej expression de la tension en un point quelconque , n® 294
Calcul de la tension au point le plus bas, et des charges que supportent les deux points de suspension , n? 295
xxTJ TABLE DES MATIÈRES.
Parmi toutes les courbes isopérimètres, la chaînette est celle qm a son centre de grarité le plus bas , n* 296
CSas on les forces Terticales qui agissent sur les élémens du fil sont imoportionnelles à leurs projections horizontales ; la courbe d'équilibre est alors une parabole ; calcul de la tension au point le plus bas, et des charges des points extrêmes , qui peut être utile dans la construction des chemins de fer, n* ^97
Équations d'équilibre d'un fil sollicité par des forces quelcon7 qnes , n® 298
Cas d'un fil pesant suspendu verticalement à un point fixe et chargé d'un poids à son extrémité inférieure ; calcul de son allongement total , n* 299
Expression de la tension dans le cas gâiéral ; la courbe est déterminée par deux équations différentielles secondes ; valeur du rayon de courbure d'après la direction de la tangente en chaque point , n® 3oo
Application des formules précédentes au cas d'un fil tendu sur la sarCace d'un corps solide , par des forces appliquées à ses extrémités, et qui sont les seules qui le sollicitent ; la tension est la même dans toute sa longueur ; dans son état d'équilibre stable, le fil trace sur la surface la ligne la plus courte d'un point à un autre; la pression exercée en chacun des points de la surface est en raison inverse du rayon de courbure dé cette ligne, et proportionnelle à la tension,
n**3oi et 3o2
Ces résultats sont modifiés par le frottement du fil contre la surface du corps solide ; calcul du frottement d'un fil sur la gorge d'une poulie fixe, n® 3o3
On vérifie les six équations générales de l'équilibre du n* 261, dans le cas de l'équilibre d'un fil flexible; usage de ces équations pour déterminer les coordonnées des points extrêmes, quand ils sont libres, ou les pressions qu'ils éprouvent, lorsqu'ils sont fixes et donnés de position , n*' 3o4
et 3o5
TABLE DES MATIÈRES. xiLyî|
l III. Equilibre d'une verge élastique, page 5g8
Condition pour qp'une verge soit élastique par fleiion ; différens effets que ses parties éprouvent lorsqu'on Va. écartée de sa position d'éguilibre; définition de la lame élas'* tique, n® 3o6
Hypothèses relatives aux forces qui résultent de l'extension ou contraction des filets longitudinaux et de la grandeur de leur courbure ; valeur de la force totale de contraction d'un élément de la lame ; valeur du moment d'élasticité, n^ 807
Dans la courbe élastique proprement dite , la tension est constante et n'influe pas sur la courbure de la lame ; équation différentielle de cette courbe ; conditions relatives à ses extrémités , n^*' 3o8 et 309
Cas où la lame est horizontale , encastrée par un bout , et chargée d'un poids donné à son antre extrémité ; calcul de la flexion totale ; comparaison de l'extension et de la flexion d'une lame, qui peuvent être produites par un même poids, n^3io
Cas où la lame est un ressort vertical posé sur un plan horizontal, et chargé d'un poids à son extrémité supérieure; examen détaillé des différentes formes que ce ressort pourra prendre , n®* Su et 3ia
Ce qu'on entend par la force d'un ressort ; calcul de cette force d'après l'extension ou d'après la flexion du ressort, produites par un poids donné, n° 3i3
Extension des résultats précédens au cas d'une verge élastique, droite ou courbe , qui n'a pas été tordue sur elle-même ; ce qu'on entend alors par le Jilet moyen; valeur du moment d'élasticité, n<'3i4
Formule qui donne la flexion d'une verge droite, au moyen de
la force de ce ressort ; calcul de cette force dans différentes
hypothèses sur le contour de la section normale ; compa-
• raison de la force d'un ressort creux à celle d'un ressort
plein, n^SiS
xxviij TABLE DES MATIÈRES.
Valeur de la différentielle de la tension en un point quelconque d'une verge élastique dont tous les points sont sollicités par des forces quelconques; une verge tirée, par une extrémité, augmente de vol urne en même temps qu'elle s'allonge, u^ 3i6
Equations générales de l'équilibre d'une verge élastique, en ayant égard à la torsion , * n® 817
Le moment de la torsion est constant dans toute la longueur de la verge ; sa valeur, d'après les forces qui agissent à Tune des extrémités , n® 3 1 8
Réduction des trois équations généiales à une seule , quand le filet moyen est une courbe plane ; équations relatives aux forces particulières qui agissent aux deux extrémités de la verge, n® Sig
Cas de la verge uniformément pesante ; détermination de sa fi* gure ; calcul de sa flexion et des charges des points d'appui ,
n~32o, 3a I et 322
Cas où la charge totale de la verge est inégalement répartie entre ses différens points ; formule de Lagran^e , pour exprimer en série de quantités périodiques les valeurs d'une fonction donnée, dans une étendue aussi donnée des valeurs de la variable , n^ 323
Détermination de la fi[*ure d'une verge chargée d'un poids suspendu à son milieu ; calcul de sa flexion et des char^^es de ses points d'appui , n® 324
Démonstration de la formule précédemment citée (n® 323); autres formules de la même nature, n®' 325 et 326
Usage des formulei de ce genre pour la sommation des séries , n" 327
Formule de Fourier, déduite des précédentes , n® 328
CHAPITRE IV. Principe des vitesses virtuelles
page 654
Vérification de ce principe dans le cas de deux forces appliquées à une moufle, un treuil, une vis , un levier, n*** 329
et 33o Équation générale de l'équilibre d'un système quelconque de
TABLE DES MATIÈRES. xxix
points matériels , qui résalte du principe des vitesses virtuelles ; cette équation n'a lieu que pour les mouvemens infiniment jpetits, compatibles avec les conditions du système, et dont les mouvemens contraires sont également possibles ; elle a déjà été démontrée n^ Sg, dans le cas d'un point matériel isolé , n^'SSi Notions relatives aux tensions et aux contractions qui ont lieu entre les liens physiques des points d'un système en équilibre ; manière de représenter ces forces intérieures ; manière de représenter les variations de distance des points du système ; équation qui a lieu entre la variation totale et les variations partielles de chaque distance, n^* 332 et 333 Démonstration très générale du principe des vitesses virtuelles,
n»* 334 et 335 On fait voir que la proposition directe étant prouvée , la proposition inverse en est une conséquence immédiate , n® 336 Ce principe a aussi lieu dans l'équilibre des fluides, ainsi qu'on le fera voir par la suite ; autre démonstration de ce principe, fondée sur la considération des moufles, n*^' 337, 338 et 339 On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les règles du parallélogramme des forces et de la composition des forces parallèles ; comment on en conclut les équations d'équilibre d'un corps solide précédemment trouvées , n** 34o Transformation de l'équation générale des vitesses virtuelles ; règles pour en déduire toutes les équations d'équilibre d'un système de points matériels, dont les liaisons sont exprimée^ par des équations entre leurs coordonnées, n*" 34i et 342 On déterminera , en même temps, en grandeur et en direction, les forces intérieures qui résultent de ces liaisons ; le principe des vitesses virtuelles est nécessaire pour faire connaître, relativement h deux ou plusieurs points liés par une même équation, les rapports de grandeur de ces forces, dont la remarque du n^ 290 ne détermine que les directions , n*»* 343 et 344 Application des formules précédentes à l'exemple du polygone funiculaire , n® 34^
xKx TABLE DES MATIÈRES.
Propriété de maximum ou de minimum, qui a lieu dans l'équilibre d'un système de points matériels soumis à leurs attractions ou répulsions mutuelles, en fonctions des distances, et à d'autres forces semblables, dirigées vers des
. centres fixes , n^ 346
Distinction entre l'équilibre stable et l'équilibre instantané j
Propriété du centre de gravité d'un système de corps pesans dans ces deux états d'équilibre , n** 348
Exemple de la stabilité et de la non-stabilité de ce système , n° 349
rilf D£ LA TABLE DES MATIÈRES DU PREMIER VOLUME.
Errata.
Page' 11, ligne 8, cos« cot «'cosC+cosCy/ûesoosACOt «t'-f-cosCcotC ag, 3 en remontaot, -T-^, mes^
dx .. <(r
3o, 13 et i6y MO , lUez mO
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i85, 8 en remontant , le point O, lisez le point O (fig. 3a)
^ ds ,, dx 037, 6. gj, /U«. 5j
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373, 8, le centre, lisez le centre de conrbnre
4«i, 10, OH=rr, lisez Oa^^. — i
^ ' ' ' sm C
416, 7 en remontant, ^ct, lisez et
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534 1 14» trois, /(ses qnatre
565, 3 * en remontant, nn antre point , lisez nn antre point M'
601, 16, ces denz. Usez les denx
633, 5 en remontant, -• lisez -
658, 14, CB,/ûesCA
16, AC,/iiesBC
Nota. Les^fantes des pages 478, 479 «t ^33, ont été corrigées dans le pins grand nombre des exemplaires.
TRAITÉ
I . La matière est tout ce qui peut affecter nos sens d'une manière quelconque.
Les corps sont des portions de matière limitées en toos sens, et qui ont, par conséquent, nue forme et un volume déterminés. On appelle masse d'un corps, la quantité de matièM dont il est composé.
Un point matériel est un corps infiniment petit dans toutes ses dimensions ; en sorte que la longueur de toute ligne comprise dans son intérieur, est infiniment petite , c'est-à-dire , moindre que toute longueur qu'on puisse assigner. On peut regarder un corps de dimensions finies, comme un assemblage d'une infinité de points matériels, et sa masse comme la somme de toutes leurs masses infiniment petites.
3. Un corps est en moui^ement, lorsque ce corps ou ses parties occupent successivement différens lieux dans l'espace* Mais Y espace étant infini et partout identique, nous ne pouvons juger de l'état de mouvement ou de repos d'un corps, qu'en le compa« rant à d'autres corps ou à nous-mêmes; et, pour
cette raison, tous les mouvcmens que nous observons sont nécessairement des mouvemens relatifs.
Tous les corps sont mobiles; mais la matière ne se meut jamais spontanément; car il n'y aurait pas de raison pour qu'un point matériel se dirigeât plutôt d'un côté que de l'autre^ et, en effets si nous considérons un corps à l'instant où il passe de l'état de repos à l'état de mouvement, nous reconnaissons toujours que ce changement est dû à l'action d'une cause étrangère ou sans laquelle nous concevons que ce corps pourrait d'ailleurs exister.
. On donne, en général, le nom àe force à la cause quelconque qui met un corps en mouvement, ou seulement qui tend à le mouvoir, lorsque son effet est suspendu ou empêché par une autre cause.
5. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à la fois à un même corps, elles se modifient réciproquement , en vertu de la liaison qui existe entre ses parties, et qui les empêche de prendre le mouvement que tend à imprimera chacune d'elles, la force à laquelle elle est soumise. Il peut même arriver que ces forces se détruisent complètement, de sorte que le corps ne prenne aucun mouvement : on appelle équilibre cet état particulier d'un mobile, qui reste en repos quoiqu'il soit sollicité par plusieurs forces, ou autrement, on dit que ces forces se font équilibre.
La Mécanique est la science qui traite de l'équilibre et du mouvement des corps. La partie dont le but est, en général , de découvrir les conditions de l'équilibre, se nomme Statique. On appelle Djmamique l'autre partie, qui a pour objet de déterminer le mouvement
que prend un mobile, quand les forces qui lui sont appliquées ne se font pas équilibre.
Les géomètres étant parvenus , comme on le verra dans la suite, à réduire toutes les questions de mouvement à de simples problèmes d'équilibre , il serait naturel d'exposer d'abord la Statique entière et ensuite la Dynamique ; mais, pour faciliter l'intelligence des matières, il a paru préférable, dans l'enseignement, de s'occuper de la partie la plus simple de la Dynamique , avant de considérer les questions générales de réquilibre. C'est cet ordre que je suivrai dans cet ouvrage.
4- n y aura trois choses à considérer dans une force agissant sur un point matériel : la position de ce point, Tintensité de la force et sa direction, c'està-dire , l'espace rectiligne qu'elle tend à faire parcourir à son point d'application. Toutefois, on ne doit pas confondre un point matériel avec ce qu'on appelle un point en Géométrie, où ce mot désigne l'extrémité d'une ligne, ou l'intersection de deux ligues qui se coupent ; l'espace que parcourt un point matériel n'est pas non plus une ligne privée de deux dimensions; mais ce corps étant infiniment petit en tous sens, et la largeur et l'épaisseur de Tespace que la force tend à lui faire décrire, étant aussi infiniment petites, on déterminera sa position et la direction de cette force, de la même manière que l'on détermine la position d'un point et la direction d'une droite en Géométrie.
Ainsi, d'abord, la position dans l'espace, du point d'application d'une force, se déterminera, en général,
au moyen de ses trois coordonnées parallèles aux in-* tersections de trois plans rectangulaires; ce qoi, comme on sait^ ne laissera aucune indécision^ quand on aura égard , en même temps , au signe et k la grandeur de chaque coordonnée. Quelquefois aussi, nous emploierons les coordonnées polaires , savoir : le rayon vecteur du point donné, ou sa distance à leur origine y l'angle que fait ce rayon avec une droite fixe menée par cette origine, et l'angle compris entre le plan de ces deux droites et un plan fixe passant par la seconde.
5. Les forces ne peuvent se mesurer, qu'en prenant pour unité une force convenue^ et en exprimant par des nombres les rapports des autres forces à cette unité ; ce qui exige que Ton définisse, d'une manière précise, ce que Ton doit entendre par une force égale à une autre , et par une force double , triple , quadruple ,••. d'une autre , indépendamment de la nature particulière de ces diverses causes de mouvement.
Deux forces sont égales lorsqu'étant appliquées en sens contraire l'une de l'autre , à un même point matériel ou à deux points liés par une droite qui ne peut changer de longueur, elles se font équilibre.
Si, après avoir reconnu que deux forces sont égales, on les applique dans la même direction a un même point, on aura une force double; si Ton réunit ainsi trois forces égales , on aura une force triple ; si Ton en réunit quatre, on aura une force quadruple; et ainsi de suite.
Lors donc que nous dirons qu'une force , appliquée a un point matériel, est un certain multiple d'une
«utre ibroe^ il faudra entendre que la première peut toe regardée comme formée d'un certain nombre de forces reconnues égales à la seconde , et agissant dans nue même direction. C'est de cette manière que les forces deviennent ^ quelle que soit leur nature particulière, des quantité mesurables que Ton peut exprimer par des nombres, comme toutes les autres aortes de quantités , en les rapportant à une unité de leur espèce. On peut aussi représenler leurs intensités par des lignes proportionnelles k ces nombres, que Ton porte sur leurs directions, h partir du point où elles sont appliquées ; ce qui a layantage de simplifier renoncé des th^rèmes.
6» Les points d'application des forces et leurs in^ tensités étant ainsi déterminés, il ne nous reste plus qu'à nous occuper de leurs directions.
Soit M (fig. i'*), le point d'applicatiou d'une force; représentons sa direction par la droite MD, de manière que cette force tende à faire avancer le point M, de M vers D; par le point M menons trois axes rectangulaires MA, MB, MC, qui seront, en gér aérai, parallèles aux axes des coordonnées, et dirigés dansle sens des coordonnées positives ; désignons par a,C^y,\es angles aigus ou obtus que la direction MD fiût avec ces axes, de sorte qu'on ait
AMD = a, BMD = ff, CMD = 3.;
je dis que cette direction sera complètement déter* minée quand ces trois angles seront donnés.
Bu eflfet , en ayant seulement égard aux deux an-^ glas a et ^^ il faudra que la ligne MD se trouve à la
fois sur deux cônes droits, dont le sommet commun est au point M, et qui ont pour axes les droites MA et MB. Il faudra donc que a et C soient tels , que ces deux cônes puissent se couper ; ce qui aura lieu alors suivant deux arêtes situées dans un même plan perpendiculaire au plan AMB, et qui feront , avec l'axe MC, deux angles supplémens l'un de l'autre. La droite MD pourra donc encore avoir deux posi-» lions di£férentes ; mais Tangle y étant aussi donné , on saura s'il est aigu ou obtus, et Ton pourra choisir entre ces deux positions celle qui convient à la direction de la force.
Cette construction montre , en outre , que les angles cLpCy, ne peuvent pas être pris tous les trois au hasard. Il existe effectivemant entre les cosinus des angles qu'une même droite MD fait avec trois axes rectangulaires, une équation
cos' et + cos* S + cos* y = i , (i)
que l'on démontre en prenant sur la droite MD, à partir du point M, une ligne égale à l'unité, et formant un parallélépipède rectangle, dont cette ligne soit la diagonale, et qui ait ses trois côtés adjacens sur les trois axes MA, MB, MC. Ces trois côtés seront les cosinus des angles a, f , y; et la somme de leurs carrés devant être égale au carré de la diagonale, d'après une théorème connu, il en résultera l'équation qu'on vient d'écrire.
7. On adoptera, dans ce Traité, la division de la circonférence en 36o% du degré en 60 minutes et de U minute en 60 secondes. La lettre ^ sera constam--
meot employée à représenter la demi-circonférence, dont le rayon est égal à l'unité ; de sorte que l'on aura
ST
Le quart de la circonférence répond à l'angle droit ou à langle de 324000''; il s'ensuit que la longueur de Tare correspondant à un angle d'un nombre quelconque n de secondes , sera le quatrième terme d'une proportion , dont les trois premiers seront ^tt^ ti et 324000'^ En désignant cette longueur par «29* , il en résultera
Le logarithme ordinaire de ce diviseur constant est
Dans les calculs numériques, ce sont les ai*cs ainsi calculés qu'on devra employer à la place des angles qui ne seront pas compris sous les signes trigonométriques sin^ cos^ tang.
Pour qu'on puisse, au moyen des angles ctyQ^y ^ repr^nter la direction d'une force dans toutes les positions possibles autour de son point d'application, il £iudra et il suffira qu'ils s'étendent depuis zéro jusqu'à iSo"" inclusivement. Si, par exemple, l'axe MC est au-dessus du plan des deux autres axes MA et MB, l'angle y devra être plus petit ou plus grand que 90®, selon que la droite MD sera située au-dessus ou audessous de ce plan ; il sera zéro quand la direction MD coïncidera avec MC, et égal à iSo"" quand MD coïncidera avec le prolongement MC de MC. Les cosinus de d , Q p y, pourront donc être positifs ou né^
gatife; tnais leurs sinus, seront toujours positife, puisque ces angles jgie dépasseront jamais i8o*^«
En général , si nous considérons le prolongement MD' de la droite quelconque MD, il est évident que les angles qu'il fait avec les trois axes sont supplémens àe etp€, y. En faisant donc
AMD' = a', BMD' = €', CMD' = /,
nous aurons
cosâ'=-*-cosa, cosC':=— cos€, cosy=: — COSJ^f
d'où il suit que les directions de deux forces qui agis* sent en sens contraire sur un même point M , Tune suivant MD, l'autre suivant MD', se distingueront Tune de l'autre par les signes des cosinus des angles qui leur correspondent.
8. Au lieu des trois angles a, €, y^ liés entre eux par f équation (i), on pourra n'employer que deux angles indépéndans l'un de Tautre ,^ pour déterminer la direction d'une force.
£n effets soit BfE la projection de MD sur le plan AMB ; appelons ^ l'angle que fait cette projection avec l'axe' MA, de sorte qu'on ait
AME
Lorsque cet angle / sera donné , il fera connaître la position du plan CME ,. et l'angle y achèvera ea* suite de déterminer celle de la droite M]> comprise dans ce plan. U faudra que l'angle J" soit compte> à partir de MA^ dans un sens convenn^ et qu'il puisse s étendre depuis zéro jusqu'à 56o*; l'angle y ne s'étendra toujours que depuis zéro j^usqu^ 180P..
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La projectioii sur le plan AMB de .la diagonale du parallélépipède précédemment iodiqaé (n"" 6) sera le cosinus de l'angle DME^ ou égale à sin ^. Si Ton projette de nouveau cette projection sur Taxe MA, cette seconde projection se déduira de la première, en la multipliant par cosj^; elle coïncidera , d'ailleurs , avec la projection de la diagonale du parallélépipède sur ce même axe MA , et sera , conséquemment , égale à cos a ; par conséquent ,
on aura
cos et s=s siny cos cT.
On trouvera de même
cos € = smy sin J^;
et ces denx formules serviront h transformer les équations où Ton aura fait usage des angles a, Sf y, en d'autres où l'on n'emploiera plus que ^ et /• On vérifie immédiatement qu'elles satisfont à l'équation (i).
9* n existe une autre équation qui opimprend ^ comme cas particulier, cette équation (i), et qui nous sera souvent utile.
Pour la former, soient x, jr, z, les coordonnées d'un point qudk:onque M ( fig. 2 ) rappoitées aux trois axes rectangulaires Ox, 0/, Oz. Appelons r son rayon vecteur OM, et cl^ €, y,]es angles aigus ou obtus que fait ce rayon avec les trois axes , de sorte qu'on ait , par exemple ,
zOM = y.
Si V<m abaisse du point M une perpendiculaire MN
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sur Taxe Oz, la droite ON sera l'ordonnëe z, et dans le triangle rectangle MON , on aura
z = r cos y ; on trouvera de même
jr z=2 r cos € , X z=i r cos a.
Soit M^ un autre point, et désignons par x'j y, z\ r', cl\ €\ y', ses coordonnées , son rayon vecteur et les angles relatifs à cette droite ; nous aurons aussi
x' == r' cos a\ ^ = r' cos C, z' = / cos y\
Appelons u la distance MM'; on aura, comme on sait,
u^ = {x'^xy+{y^ry+{z'—zy;
et si Ton représente par s l'angle MOM', on aura en même temps
if'= r* + r'* — 2rr^ cos c,
dans le triangle dont r, r^, u, sont les trois côtés. A cause de
la première valeur de u* est la même chose que
j^*= r* + r'' — a (xx'^jy + zz') ; en la comparant à la seconde, on en conclura
rr^ cos € s= xx^ -j- JT^ H* ^^' i
et si Ton substitue dans cette équation les valeurs précédentes dex,jr^z, x', /, z% il en résultera
cos £ = cos et cos a' -f- cos C cos C + cos y ces y ; (a)
ce qu^il s'agissait de trouver.
Lorsque les deux droites OM et OM' coïncident , les angles a', Ç»\ y\ sont les mêmes que cl, C, y^ ci cette formule se réduit à l'équation (i). Quand ces deux droite^ sont perpendiculaires Tune à l'autre, on a £ = 90"* , et par conséquent
cos €L cos a!mM»£ -f%cos f + cos y cos y' = o.
En mettant dans les valeurs àe x,jr, z, celles de cos €t et cos Q, qu'on a trouvées dans le numéro précédent, on aura
j:=rsin7'C0sJ^, ^=rsin5/ siucT, 2 = rcos3^;
formules dans lesquelles les trois variables r, y, ^ sont les trois coordonnées polaires du point M , telles qu elles ont été définies dans le n*^ 4> ^^ fP^ serviront, par conséquent , à transformer les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires.
lo. La considération des projections dont on s'est servi dans le n"* 8, sera souvent employée dans cet ouvrage ; il convient donc d'exposer ici leurs premiers principes*
La projection d'une droite sur une autre droite est la partie de celle«ci qui est comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissée» des deux extrémités de la droite projetée. Ainsi , les différences oc? — x , y^-^jy ^—2^ des coordonnées extrêmes sont les projectionsde la droite MM' sur les axes às&Xyy, z; et, d'après la première valeur de u*, la somme des carrés.des projections d'une même droite sur trois axes rectangulaires
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est égale au carré de ^ette droite. Si la droite projetée et celle sur laquelle on la projette sont dans un même plan, la projection est égale et parallèle à la base d'un triangle rectangle, dont la droite projetée est rhypoténuse ; en sorte que si Fou désigne par / la longueur de cette droite, par X celle de sa projection, et par i Tangle de ces deux droites, on a
X = / cos L
•lia projection d'une surface plane sur un autre pian, est la partie de ce plan terminée par la projection du contour de la surface projetée, c'est-à-dire, par la courbe que forment les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de ce contour. Or, l'équation précédente subsiste encoi^ , si l'on y met à la place de l l'aire de la surface projetée , et an lieu de A l'aire de sa projection ; î étant alors l'inclinaison d'un pla» sur l'autre, pour laquelle on peut aussi prendffe l'angle compris entre les perpendiculaires kccAé/tmÊÊ plans.
£n effet, décomposons l'aire de la sur&ce ptojetét %a démens d'une largeur infiniment petite et pev^ pendiculaires à l'intersection de son plan et de oefan sur lequel on la projette; la projection de chaque élément sera égale à cet élément multiplié par le cosinus de leur incUoaison mutuelle; par conséquent, cette inclinaison étant la même et ^ale à i pour tous les élémens, la sonoune de leurs projections, <m A, sera égale à leur somme, ou à l'aire totale l multi-* pliée par cos ê; ce qu'il s'agissait de prouver. On con« dut de là que le carré de l'aire d'une surface plane
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est égal à la somme des carrÀ de ses projectioDS sur trois plans rectangulaires, en prenant pour Findînai* son sur chaque [Jan 1 angle que fait la normale à la surface donnée avec les perpendiculaires à ce plan , et ayant égard à l'équation (i).
1 1 • Lorsque dans une question , on considérera un système de forces parallèles , on pourra supposer que lun des trois axes rectangulaires MA, MB, MC, (fig. i'^), leur est aussi parallèle. Alors deux des trois angles a, ^, ^^ les deux derniers , parexemple, seront droits pour toutes ces forces; et lequation (i) sa réduira à
cos' azsz i }
d'où Ton tire ct±=o ou a= I8o^
De cette manière, la direction de chaque force seclit fixée, en disant qu'elle fait avec Taxe MA un nmle nul ou un angle de i8o®; mais dans ce cas partiindior, il sera plus simple de déterminer cette di« •" itctioQ par le signe de la force, en regardant comme imîtives les forces qui agissent dans un sens, et OMBune négatives celles qui agissent dans le sens apposé.
An reste, le cas des forces parallèles sera le sevl où nous considérerons des forces positives et des forces nje^tiTes ; dans tons les autres cas, les quantités qui rqirésenteront les grandeurs des forces , dans le calcul, seront positives, et la variation de signe ne tombera que sur les cosinus des angles que leurs directions font avec des axes fixes.
Ce qui précède renferme les définitions préli
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minaires , et des détails suffisans sur la détermination des grandeurs et des directions des forces ; mais, dans cet ouvrage , j'emploierai exclusivement la méthode des infiniment petits ; c'est pourquoi il est nécessaire de rappeler, dans cette introduction , les principes de l'Analyse infinitésimale , et parmi les formules qui s'en déduisent le plus immédiatement, celles dont nous pourrons avoir besoin par la suite.
Un infiniment petit est une grandeur moindre que toute grandeur donnée de la même nature.
On est conduit nécessairement à l'idée des infiniment petits, lorsque l'on considère les variations successives d'une grandeur soumise à la loi de continuité. Ainsi , le temps croit par des degrés moindres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, quelque petit qu'il soit. Les espaces parcourus par les différens points d'un corps, croissent aussi par des infiniment petits; car chaque point ne peut aller d'une position à une autre , sans traverser toutes les posi* tions intermédiaires ; et Ton ne saurait assigner aucune distance , aussi petite que l'on voudra ^ entre deux positions successives. Les infiniment petits ont donc une existence réelle, et ne sont pas seulement un moyçn d'investigation imaginé par les géomètres.
l]n infiniment petit peut être double, triple, quadruple, , d'un autre : les quantités infiniment petites ont entre elles des rapports quelconques , dont la détermination est un objet essentiel de l'Analyse infinitésimale.
Si a et 6 sont des infiniment petits , et que le rapport àe b \i a soit aussi infiniment petit, b est ce
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qu on appelle un infiniment petit du second ordre. Par exemple , la corde d un arc de cercle étant supposée infiniment petite ^ le sinus verse du même arc est un infiniment petit du second ordre^ puisque le rapport du sinus verse à la corde est toujours le même que celui de la corde au diamètre, et devient , par conséquent, infiniment petit en même temps que le second rapport.
De même , b étant déjà un infiniment petit du second ordre , si Ton suppose que le rapport de c kb soit infiniment petit du premier ordre, on apellera c un infiniment petit du troisième ordre ; et ainsi de suite.
n suit de là qu'un produit composé d'un nombre n de facteurs infiniment petits du premier ordre, devra être rangé dans la classe des infiniment petits de l'ordre n.
L'aire d'une surface infiniment petite dans toutes ses dimensions est au moins un infiniment petit du second ordre; car elle est moindœ que le carré de la droite la plus longue qu'on puisse mener d'un point à un autre de son contour , laquelle droite est infiniment petite , par hypothèse. On verra de même qu'un volume dont toutes les dimensions sont infiniment petites , est au moins un infiniment petit du troisième ordre , puisqu'il est moindre que le cube de la plus longue droite menée d'un point à un autre de sa superficie.
Cela posé , le principe fondamental de l'Analyse infinitésimale consiste en ce que deux quantités finies, qui ne diffèrent l'une de l'autre que d'un
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infiniment petit , doivent être regardées comnie égales p puisqu'on ne saurait assigner entre elles aucune inégalité , aussi petite que Ton voudra.
Il en sera de même h, l'égard de deux quantités infiniment petites du premier ordre , dont la diffé^ rence est infiniment petite du second ordre» et, généralement, à Tégard de deux infiniment petits d'un ordre quelconque, qui ne diiEEèrent Tun de l'autre que d'un infiniment petit d'un ordre supérieur : on les considérera comme des quantités rigoureusement égales, et leur rapport, comme ^al \ l'unité.
On énonce encore ces principes d'une autre manière , en disant qu'il est permis de négliger dans un calcul , sans crainte d'altérer aucunement les résul-« tats , soit lesinfiniment petits ajoutés à des quantités finies , soit les quantités infiniment petites d'un ordre quelconque, ajoutées à des quantités d'un ordre inférieur.
i3. La différentteUe dx d'une variable indépen-» dante x^ est l'accroissement infiniment petit qu'on attribue à cette variable ; la différentielle djr d'une fonction ^ de ^ , est l'accroissement correspondant de cette fonction, réduit au même ordre de grandeur que celui de la variable indépendante , par la suppression des infiniment petits d'un ordre supérieur ; d'où il résulte que cette différentielle dy est toujours de la forme ILdx; X étant une autre fonction de a?» Pour quelques valeurs particulières de or , il peut arriver que le coefficient différentiel X devienne infini, ce qui rendra la différentielle TLdx indéterminée ;
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mftk eettô drconfituâeé ûe de préâétitett pas dam k
Soient fx XOA fôttttion dofinëe cle x 1 c une oôki»« tante arbitraire ^ et Fx -f- c l'intégrale complète ou indéfinie de fxdx. Soient encore a e\b deux con^ taotes doBoées. En déterminant la constante c de inaiiiere que cette intégrale soit nulle ou commente quand x = ^ , et faisant ensuite a: =3 5 , le résultat F^ — Ya sera ce quW appelle iMntégrale définie^ prise depuis xz=:a jusqu'à xtmb. Je là déftiguerai
par 1 fa^dx, suivani la notation trèà comnkxle qùû
Fourier a proposée ; et j'écril*ài , en conséquence ,
Si Yùù iàftmé éUCùôSdivdmeflt b « Une infiniltf de iràlêiits , troiÈ&ûïAt^ dépuié a jusqu'à b par dei dif» (efencéè infidiuiieùt petites^ et que l'on prtufie ees difféftticeâ égàlei ôti iùégâled> pour les vakfttin de dx, il e^t facile de fkii^ vo)r que la «omme da tôiileâ les valeui^ de là différentielle^eùf sera égal* k riutégrale définie F6 ^ Fâ«
£11 effet, èû ttégligéatft les iufiuifftent petits d'un Mdre supérieur âtt piremiei*^ on a, d'aptes la défini» tioti de la difféi^tttléUé ,
t(x-i-dx) — tx z=fxàx.
Si donc on représente par cT,, /. , cT, , . ^ * . V,, un nombre infini de quantités infiniment petites, telles que l'on ait
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et que rt>n prenne successivement ^ pour x et dx , les couples de valeurs a et <r, , a4-<r, et J^,, a-{-J\-f-(r, et ^3, • . .h — cT, et J^a, il en résultera
F(a+<r.)— Fa=>r.,
F(a+cr.+j;+cr,)-F(«+J'.+«r.)=/(«+J*.+J\)/,,
équations dont la somme est
Fft — Ffl =yàJ^. 4-/(a H- <r.)cP.4-/(a + *r. + J^^y,
ce qui renferme le théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Lorsque la fonction fx deviendra infinie entre les deux limites a et 6 , cette démonstration n'aura plus lieu> et le théorème sera en défaut. Dans ce cas d'exception y que nous ne rencontrerons pas dans la suite y l'intégrale définie n'a plus aucun rapport avec la somme des valeurs de la différentielle ^ et elle peut même être négative y lorsque toutes ces valeurs sont positives , ou positive \ quand elles sont toutes négatives. Pour faire reparaître le théorème, il faut alors empêcher que^ ne devienne infinie entre .r=:a et xz=by en faisant passer la variable x de l'une à l'autre de ces limites, par une série de valeurs imaginaires (*).
(*) J^oyez, sur ce point, le Journal de V École Polytechnique, i8* cahier, page 320.
Le théorème précédent s'étend sans difficulté aux intégrales multiples. Ainsi^ par exemple , ^^/(^ff) est une fonction donnée de deux variables indépendantes xétjr; que Ton donne successivement à ces variables des séries de valeurs croissantes par des différences infiniment petites^ et que Ton prenne en même temps pour dx^ les différences entre les valeurs consécutives de Xj et pour r/jr, celles des vaieiïrè' Consécutives de j, la somme de toutes les valeur^ de
J\Xfjr)dxdjrf sera l'intégrale 1 1 fi^, j)dxdj', prise
entre des limites convenables.
i4* Lorsque la fonction Jx renfermera unef quantité et considérée comme une constante dans Tinté^
gration , la valeur de l'intégrale / fxdx sera ellemême une fonction de ot. Il y a des questions dans lesquelles cette intégrale n'étant pas connue sous forme finie ^ on aura besoin^ néanmoins, de déterminer sa différentielle par rapport à a. Or, cette opération présentera deux cas différens , selon que les limites a éX b seront indépendantes de es , ou qu'elles en dépendront d'une manière quelconque. Dans le premier cas, il suffira de différentiery^r par rapport à tt sous le signe f ; en sorte que Ion aura
d.fjxdx ^^^^^
dx.
dm J a dct
En effet, d après le théorème du numéro précédent , le premier membre de cette équation est le coefficient différentiel par rapport à a de la somme
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des Tâleurs de fxdx , comprises depuis x sst a jusqu'à x^xzb} tandis que son second membre est la somme des valeurs^ enti^e les ménoés limites^ au ooef-* ficient différentiel à^fxdx rdatif à a; et il est ëridefit que ces deux sommes sont ideatiques.
Dans le second câs , lorsque cl se change M tt/^\^±, la limite b devient 6 + j- ^{a ^ et pour cette raison ,
la somme des valeurs de^^^a:, ou rintégrale f fxdx se trouve augmentée de la valeur de fxdx qui répond à a:s= b etdxssz — da^c'est^t-^ire^dQfb.j'dst ;
«n même temps la limite a se change ^^^ ^ + 2^ da, ce qui diminué cette intégrale de la valeur de fx ^ correspondante h x=ia et dx ^^ -ji ^9 ^^ cle
fa. j^dcbi doùc ^ & Cause de la yàriàtioû simultàhéé
des deux limites a et b^ produite par celle de a, rintégrale se trouvera augmentée de la différenfielte
et sou coefficient différentiel par rapport à «^ de ce coefficient de dtn. Par conséquent , en l'ajoutant au second membre de l'équation précédente , on aura
pour la yalenr complète du coefficient difierootiel de
/ fxdx.
Quai^ Of o'çatf^a pas dau? Jx , que ç^tte quantité 3era Twe des ^^\k% li^lites 6 pu a ^ et que ces deux limites ne dépendront pas Tune de l'autre ^^ cette expression se réduira à
d . t fxdx d. f fxdx
Jg =/6, ou -^^i-^j-^v^Œ^ya;
ce qui est y d'ailleurs , évident en soi-même.
Des remarques semblable^ s'appliqueront aux intégrales multiples j dont les coefficiens différentiels par rapport à une quantité qu'op a d'^ord regardée comme constante^ s'obtiendront 9U3si en difierentîant sous les signes d'intégration , çt çn ajoutant au résultat des termes dépendans des variations des limites, quand elles dépendront de cette quantité devenue variable.
i5. Le calcul intégral fournit des règles pour déterminer exactement ou par approximation ^ les valeurs numériques des intégrales définies j^ simples ou multiples; en sorte qu'un problème est censé résolu j lorsqu'on est parvenu à exprimer les inconnues par des intégrales de cette nature* Oq dit alors que le problème est réduit aux quadratures^ parce que, d'une part, une intégrale multiple n'est autre chose qu'une intégrale simple plusieurs fois répétée ,
et que, d'un autre côté, une intégrale / foçdx peut
toujours être représentée par le ^ cajrré égal à Faire'
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d'une courbe plane , dans laquelle a: et ^o: sont les coordonnées d'un point quelconque , et a et 6 les abscisses des points extrêmes.
Parmi les différentes formules dont on fait usage pour calculer les valeurs approchées de cette intégrale
j fxdxy nous citerons la suivante^ qui suppose que
les fonctions y2r et -^ ne deviennent point infinies
entre les limites a et h.
Conservons toutes les notations précédentes^ et faisons de plus
S = /V. ^ = /'*. etc..
Supposons que les différences cT,, ^^j cT^^ etc., ne sont pas infiniment petites , mais seulement très petites; prenons-les égales , et représentons par ^leur grandeur commune. Nous aurons, d après le théorème de Taylor,
F (fl + SiT) =F (a +a^) + if (a +a^)+ lt'f(a + 2^ + elc ,
F(a + ni^) =F (a + /i/^— /) + if (a + ni — i)
+ î ^'Z' («+«* — *) +ctc.
Donc, en supposant n^ := b --^ a, et faisant' lu somme de ces équations, on 'aura
+ iJ^»2/'(/z+/cr)+etc.;
i étant un nombre entier ou zéro , et les caractéristiques Z indiquant des sommes qui s'étendent aux n
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ydeurs dei comprisies depuis £=0 jusqu'à i=s/i*— i: £d prenant sticcessivementyr et /*x, fx e\f^'x\ ete.-; au lieu de Fo: etfx, on aura de même
/6— /a==cr2/Ca+iJ^) + lJ^*2/'(a + i/)-f.etc., fh-^fa^ cr2/'(a+ icT) + etc., etc. .
Cela posé^ si Ton veut négliger les puissances de / supérieures au carré dans la valeur de F6 — Fa^ 00 pourra prendre , d'après les deraières ^nations ^
i«r-2/' (a + icr>= i J^(/A -/a) - icTX/'ft -/'a) ,
pour les valeurs de ses deux derniers termes. Sa va-^ leur entière deviendra donc
ouy.ce qui est la même. chose , • ' *
* Cette formule sera d^autant plus exacte^ que la diffe-
rence J^ , ou -(b — à), sera plus petite, et que-jes
valeurs de fx varieront moins rapidement entre les limites a et b. Le plus souvent on poun*a négliger le terme dépendant de J"*; la formule ne renfermera alors que des valeurs de Jx qui pourront être données en nombres, sans que la forme de cette fonction soit connue.
i6. Dans la théorie des infiniment petits, on con^
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$idfirs i§9 courba comme 4^8 polygoo?» 4'uq oQiubrp inj^pî 4e QÔt^ infiajiifieQt p^tit^^ Cela 3^ppaw que iU corde d'un arc ÎQfiniuieqt pçtit e^t égule à cçt arç ^ Qu quq le raj^rt de leurs loqguaurs peut être pris pour Tunité ; c'est effectiveiQent ce que Toa peut démoa^ trer de la manière suivante.
Soit Mmm^M.^ (fi^. 3) un arc de courbe infiniment périt ; tirons les cordes Mm , mnH, m'M', et prolongeons la troisième, jusqu'à ce qu'elle rencontre le prolongement MT de la première , en un point K. h\tc p$m' (est pluç g]9f^ que la corde mm', et i)(iotndre qu^ la ligne brisée mfSlm'i il su$ra 4p&e de proqver qu^ çettç ligaç et cçttç CQirde, iu.fîalm^pt petites^ ne diffèrent que d'un infiniment pçtit d'un ordre 3Qpéjri«ur| et que l'on peut prendre le rapport de l'une à l'autre pour l'unîté : cela sera yral^ àjbrtiorlj à Fégard de Tare mm' et de sa corde.
Or, s'il n'y a dans l'étendue de Tare Mmm'W aucun point singulier où la direction de la courbe diange brusquement , les cordes qui vont d'un de ses points k un autre comprend^l^t "^e^ angles inlkiiRiept peu différeps de deux droits. L'angle TKM '^ supplément de MKM', sera donc infiniment petit ; je le désignerai par ^ ; et en faisant, eri outre/
mKssay m'Kzmb, mm'-^i^Çy on aura , dans le triangle mK,m% l'équation
que Ton peut changer en celle-cî :
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en obseirant qae
Noos aurons donc
pqqr U cwré 4» rapport de U corde mm' è I» ligne
b|i$éj9 TnKm', On a 4 ailleurs
m qtti pMnrru que le poefficient de ain* i ^ ne peat pt8 4eiTcmr infini, puisqu'il est tpujoura moindre qoe l'iinité« En négligeant l'infinimeiirt petit dn 9e<cond ordre y on aura donc Tunité pour le rapport dç e à a -4* £ ; ce qu'il s^agissait de dëmontrer.
17. Une courbe ét^mt considérée comme un poiy«gone infimtéqmal , les tangentes seront les prolongemens de ees ciAé^ infiniipent petits ; au point M , où le côté est Mm, la tangente sera la droite indéfinie
Si l'on désigne par Xy jr^ z, les trois coordonnées rectangylai|*çs du point M ^ celles dvi point m seront a: -f- da: , j" + rf/, z + dz. En appelant ds l'élément de la courbe, c'est*k^ire , son côté Mm, les différentielles dxy dy, dz, seront ses projections sur les axes des X jjf z; par conséquent, si l'on représente par «, Ç, ^, les trois angles que fait la direction de la droite MT ayec des parallèles à ces axes, menées par le point M , on aura
*^*=^5r? <=*'«^=^f' COS7:?=^, (i)
et en même temps
dx^ + djr^ + dz^ = ds^l
En prenant^ sur la courbe que Ton considère, un point fixe C, et supposant que s soit Tare CM compté de cette origine, cet arc pourra être la variable indépendante , dont Xfjr^Zf seront des fonctiotas données par les équations de la courbe. Dans ce cas, ds sera positif; mais dxy djr^ dz, et par suite cos cl , cos € , cos y, pourront être positif ou négatifs. Les angles ^f ^i yf ^^ rapporteront toujours au prolongement mT. du côté Mm, ou à la partie MmT de la tangente; les angles relatifs à Fautre partie MT' seront les supplémens de «,'ff, >, (n* 7). i -
La direction de la tangente au point M ékànt dé* terminée par les équations (i), on en peut c6n<^nre l'équation du plan normal en ce même point ; mais on obtient directement cette équation par la considération suivante.
Soit k le rayon d'une sphère qui a son centre ^u point M ; son équation sera
jc'^y, z', désignant les coordonnées courantes. L'équation de la sphère du même rayon, qui a son centre au point m, se déduira de celle-là, en y mettant x + dxpjr^djr, z^dzy à la place de x^jr, z; en retranchant ces équations Tune de l'autre , et n^ligeant les infiniment petits du second ordre, il vient
(x' — a'^dx^ (y^— 7)^ + (^' — z)dz7=rOi
équatîoD qui appartiendra a l'intersection des deux sur&ces sphérîqoes. Comme elle est l'équatioa d'un plan dont 3c\j^j s!^ sont les coordonnées courantes , ce sera celle du plan de cette courbe^ et, par conséquent , l'équation, demandée du plan normal , puisque les deux sphères se ccHipent suivant un cercle perpendiculaire à la droite TT' qui passe par leurs, centres M et m.
En la divisant .par ds^ et ayant égard aux formules (i)> cette équation devient
{af — jc)cosa-f;-(^ — j)co%Ç,^{z' — z)co%yz=zo.
Si donc .
a{x^ — x) ^- b (/^-— 7") + ^(^' — iK) = o
représente l'équation d'un plan mené par le point dont les coordonnées sont oc^ j^ js^et perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les angles a, ^9 >, il faudra qu'elle s'accorde avec la précédente \ ce qui exigera qu'on ait
az=hcosa, b = hcosQ, cz=kcosy,
h étant un facteur indéterminé. En vertu de l'équation (1) du n^ 6, on en conclura d'ailleurs
ce qui fait connaître la valeur de h, abstraction faite du signe. On aura ensuite
COS€Lz=zr, COs6=Sr, Cos 7^ = t; (2)
ce qui coindde avec les.foimules connues d'après lesquelles on détermine la direction de la perpendi-
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çvili^irç k up fdaa 4onp^. Le sigoe cla h reate indélerminé y p»rQ? que lçs][AiiglQ9 (* , ^, >, peuvent se rapporter k l'uQe <W à l'autre des parties de cette droitç qui sont situées dea deux eôtés dn plan.
i8^ Ou appelle angle de contingence Fangle infi» nimeut petit coiaapris entre deux tantales cooaecu^ tivea. Ainsi M/71 et rnm! (fig. 4)» étaot deux dM» consécutif de la courbe , cet angle ^ au point M, eat la aupplément de Mmm', on l'angle Tmi, sona' lequel la tangente MmT est coupée par la tangente suivante mm^t. Je le représenterai par ^; en suppo*sant que les angles ol ^ ^^ ^^ se rapportent toujours à la direction de MT, et désignant par et', C, y, ce qu'& devieçuent relativement à la direction de tat^^^ ^ura, en vertu de l'équation (2) du n* ^,
Sip^^î?;? I •^(C0^«Cp$flQ'H-C08!fc0&CnJ^C05>eQS>r')V
D'après le théorème de Tàylor» pn aura aussi
cos a' z=z cos flt-f- d* CQs a + î d^^CQS. et -f- etc. , cosC =cos^+ûf,cosÇ + ^cf'.cos^+etc, cos y = cos7^+ rf.cos y + {d* . cos 5^+ etc.
Or, si l'on substitue ces valeurs dans celles de çin* ^^ et qu'on ait égard à l'équation
cos* cp + cos* ^+ cos* > = I ,
et à sa différentielle
cos a ^.cos a+cQs ê^.cosê +COS y d.cosy = o^
on voit que les quantités finies et les infiniment pe* tits du premier ordre se détruisent; en sorte qu'en négligeant les infîninoent petits des ordres supérieurs
aa second^ il vient
sin*cf= — (cosfledT^.tcfea-f-cos^rf^.cosê-l-cos^rf^.cci^).
En dîfierentiant l'équation précédente^ on a, d'ailleurs,
cos ad*. cos CL + côs € rf*.cos^ + cos y d^.cos y + {d.tx^ à^ -f- \d. COS é)* -f-(rf. côs >)* t±= ô J
ce qui change la valeur de sin* / en celle-ci :
laquelle sera aussi la valeur de /"% à causé que Tare infiniment petit «T est égal à son sinus.
Les diâerentielles de cos«, cosb, QO%y^ se déduiront des formules (i) du numéro précédent. £n ne spmfiant pas la variable indépendante > on aura
• ^^ , ds^d^dc — dxdsà^ê
et comme on a
il en résultera
rf.tos et = '^{dfd^ôù'^dxdy)'\^^,{dzd^jt^dxd^^^^
on aura de même
d.çMQ:^^,{daidy--^drd^x)'^^{dzdy-^dj^^^^
dm dâ
d.cosy=:^{dxd^z—dzd^x) + ^X4r^^—'d^y)i or, en faisant la somme des carrés de ces trois va*
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leurs, OQ trouve y après quelques réductions, que Texpression de sin* S" ou de cT*, peut se mettre sous la forme
cr^= -TTT [ {dxdy — dyd^xY + {dzd^x — dxd^zY
+ {dfd^z — dzdyY\ •
Le cercle oscillateur est celui qui a deux côtes consécutifs communs avec la courbe. Au point M , ce cercle est donc celui qui passe par les trois points MjTn, m', dont le centre se trouve à Tinterseetion 0 des deux perpendiculaires élevées sur les milieux de Mm et mm' dans le plan de ces deux élémens consécutifs, et qui a pour rayon la droite MO. Si ces deux élémens sont supposés égaux, cette droite divisera l'angle Mmm' en deux parties égales : nous ferons cette hypothèse sans craindre d'altérer la valeur de MO ; car il est aisé de voir que le rapport numérique des deux càiés infiniment petits Mm et mm' n'influe que d'une quantité infiniment petite sur la grandeur de ce rayon qui est, par conséquent, la même, soit qu'on prenne ces deux côtés consécutifs égaux , ou qu'ils soient inégaux.
La longueur des côtés Mm étant ds, et en représentant par p celle de mO, la projection de p sur Mm sera ^ ^; en sorte que l'on aura
jds=sfcosMmO;
et puisque cet angle MmO est la moitié du supplément de S" ou égal à^TT — jj^, il en résultera
en prenant l'arc fJ^ à la place de son sinus.
Cela étant y si le rajon de courbure f était connu d'une autre manière ^ on aurait
pour la valeur de Fangle de contingence ; et rëciproqnementy d*après la valeur précédente de cT*^ celle de / sera
^ 19. Pour achever de connaître la nature intime de la courbe au point quelconque M, il faut encore déterminer son plan oscillateur, c'est-à-dire le plan des deux côt^ consécutifs Mm et mm\
Ce plan passant par le point M, on pourra représenter son équation par
ACor'— x; + B(y— ^) + C(/— z) = o;
xf^y^ z', étant les coordonnées courantes. A cause qull doit aussi passer par les points m et m\ les différentielles première et seconde de cette équation^ savoir :
A^o:' + BûTr' + Ccfe' = o, A£fjKr'+ Brf*/+ Q/V= o ,
devront être satisfaites comme l'équation même ^ en y jEsiisant x^z=^Xf y :=zjr ^ /s=z; en sorte que l'on
aura
Adx H-Brfy + Crfz=ro,
lid^x+^y+Q^z—o.
Les valeurs de A, B, C^, qui i^mplissent ces deux conditions sont ^ comme il est aisé de le vérifier^
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C == ïï {dotdy^ dyd^x) , Bz=î) (dzd^x—dxii^zjj A=ï) (djd^z -^ dzdy) }
D étant un facteur indéterminé. En les substituant dans l'équation du plan osculateur^ et supprimant ca facteur commun à tous ses termes^ elle devient
{:f^z) (dxdy^djrd^x) 4- {f—y) [dzd^x—dxd^z)
+ {pc' -— • x) {djrd^z-^ dsdy) aa o»
Si l'on appelle A ^ f&^ y , les angles que Êiit la normale au plan osculateur, avec des parallèles aUx axed des XyjTfZf menées par le point M > on aura^ d'àprèa les équations {pt) du n^ 17 ^
cosÂ=T(rfycf2 — dzdy),
cosft = T {dzd*x -»- dxd^z)p > (5)
(ios F fia i(ii[a?rfy — dj-d^x)i
en désignant par h^ la somme des carrés des trois numérateurs.
On déterminera aussi Pangle infiniment petit compris entre deux normales consécutives , et qui sera l'angle de deux plans osculateurs consécutifs , comme on a détei*miné tout à l'heure l'angle de deux tan* gentes. En le désignant par €^ on aura^ par un calcul semblable à celui du numéro précédent y
é*z=i(d. cos X)*+ (d. cos ft)* + (d. cos y)*.
:20. Le centre de courbure 0 se trouve à la fois sur le plan oscillateur et sur l'intersection des deux plait^
normaux consécutif; ce qui fournit le moyen de déterminer ses coordonnées d'après les équations de ces trois plans y qui sont maintenant connues. L'équation du plan normal en M étant (n^ 1 7)
celle du plan consécutif s'en déduira en y mettant X'^djCp jT'^rdjTf z+dz^ au lieu de x,^, z; par conséquent ^ la différentielle de l'équation du premier de ces deux plans, prise par rapport à x^jr^ z, savoir:
(j/ — ^)d^x + (y—jr)dy-j' {z'—z)d'zz=:ds^,
appartiendra à leur intersection.
On tire de ces deux équations
if—jr) {àjrd'x — d:rrf|r)= (^— *) (^^^^ --dzd'x) — d^dx ;
et au moyen de l'équation du plan osculateur, on en conclut
^ ^z — j^\dx{djd^z—d3^jr)
— dx{dzd^x — dxd^z)],
en désignant^ pour abréger, par f la même exprèsdon que dans le n? i8. On aura de même
y — r =:S4 [^ (dxdy—'djrd'x)
— dz(djrd^z — dzdy)"], j/— .x=-^ [ dz (dzd*x — dxd*z)
— djr(dx(fy — dj-d^x)"];
ce qui £dt connaître les trois coordonnées x\ y ^ z'^ du centre de courbure 0, et, par conséquent, le sens 1. 3
de la courbure dont le rayon osculatear ne détermine
que la grandeur.
En ajoutant les carrés de ces yaleurs de af'^x, y—jr, z^-^zy et réduisant, on a
(jr' — x)- H- (y — ^)' + (z'— z)- = p* ;
d^où il résulte que la quantité p est la distance du point 0 au point M, ou le rayon de courbure flfO, comme on le sayait déjà.
n I . Les formides des cinq numéros j^récédens ren«ferment tout ce qui est relatif à la direction et à la courbure d'une ligne quelconque , plane ou à double courbure. Relativement à utte surface qiielcoilque, on a aussi à considérer la courbure et la direction de son plan tangent; quant à sa courbure, je renverrai au Mémoire que j'ai inséré sur ce sujet dans le 21* cahier du Journal de VÈcole Polytechnique y et je ne m'occuperai ici que de ce qui concerne le plan tangent et la normale.
En un point M, dont les coordonnées sont x^y^Zj réquation du plan tangent peut être représentée par
A(x'-a:) + BO'-j) + C(z' — z)=o;
x\ y y z' , étant les coordonnées courantes. Ce plan devra aussi passer partout autre point M' de la surface, infiniment voisin de M ; il faudra donc qu'on satisfasse à cette équation , au moyen de x' = x + dx , y z=zjr '■^djr , z' z=iz^dzy OU à sa diflerentiette relative à x\y jZy en y mettant jc, j-, z, à la place de ces variables. Par conséquent, on aura
L'équation de la surface donnera
dz ^szpdx + qdjr ;
petq désignant des fonctions connues de ûCp /; z. L'équation précédente devient donc
(A +pC)da: + (B + qC)djr=:o}
et comme elle doit subsister pour toutes les directions de la droite MM', c'est-à-dire , pour tous les rapports qu'on peut établir entre djc et djj il faudra égaler séparément à zéro les coeffidens de ces différentielles ; d'où il résultera
A-+-pC = Oi B + ^s=o.
Je tire de la les valeurs de A et B, je les substitue dans réquation du plan tangent , et je supprime le frcteur commun C ; il vient
z'— z — p(x' — x) — çO"' — j) = o.
Si a, by c ^ sont les angles que fait la normale au point M, avec les prolongemens des coondonaées x^ Yf z , on aura , d'après les équations (2) du n® 1 7 ,
cos £ï =r —
cos * = — — ==L==r, ) (4)
cos c =
Le radical sera positif ou négatif dans ces trois formules, selon que la partie de la normale quon voudra considérer fera un angle c aigu ou obtus
avec la droite menée par le point M , suivant la direC'
tion des z positives.
En appelant cù lelément de la surface dont la projection sur le plan des x et jr est dxdjr^ on aura
dxdjr = =fc ûïcos c ,
selon que c sera aigu ou obtus ; car cet élément in6niment petit en tous sens ^ est compris dans le plan tangent dont l'inclinaison sur le plan des x et jr est langle c ou son supplément ; et le théorème du n^ i o convient également à la projection d'une surface plane infiniment petite. D'après cela on aura
0» = dxdj- V I + P* -f- 9* >
en regardant toujours le radical comme une quantité positive.
Soit L une fonction donnée de x,j^, z; représentons par
l'équation de lu surface que l'on considère ; en la différentiant successivement par rapport k x et kj^, on aura
dL , dL dL , dL
dbc'^P'dk^''^ d^+^Tz^""'
Je tire de là les valeurs de p et q, et je les substitue dans l'équation du plan tangent qui prend la forme
En même temps , les formules (4) deviennent cos« = V^,cos*=vg.,cosc = V^t, (5)
en faisant , pour abréger ,
:22. Je placerai ici une remarque qui sera utile pour' vérifier ou déduire les unes des autres les formules analogues qui répondent à différens axes.
Supposons que dans une question tout soit sem--^ blable à Fégard des trois axes de% coordonnées x ^ y^ z. Si l'on a une équation X es o^ relative à l'axe des a:, il en existera une serobl^Ue Y=o^ qui ré^ pondra à l'axe desjr, et une troisième^ Zsso, relative à Taxe des z.; et ces deux- autres, équations Y = o et Z = o, se déduiront de X=3Q,_|)ar de simples cbaogemens de lettres. Or, voici, comment ces per^ mutations devront s'effectuer.
On mettra dans X toutes les quantités relatives k l'axe des a: , a \a place des quantités analogues qui répondent à Taxe des j^ , puis celles-rci a la place de celles qui répondent à Taxe des z^ et, enfin, ces dernières quantités à la place des premières , qui répondaient à l'axe des jc. Par cette permutation tournante y, on déduira Z,de X; par une seconde permutation de la même nature, effectuée sur Z , on obtiendra Y; et par une troisième permutation tournante, effectuée sur Y, on retrouverait X.
S'il s'agit, par exemple, des équations (3) du n^ 19, dont la première répond à Taxe des or, la seconde à l'axe des jr, et la troisième à l'axe des z , j'écrirai sur une même ligne, mais en deux parties, les coordonnées x, jp ^^^.et les angles A, f^, v , qui
leur correspondent respectivement; puis, sur une seconde ligne y je disposerai ces six quantités , aussi en deux parties, et dans un ordre différent, de sorte qu'on ait
Xf Jf ^9 >^f H'f ^;
^f ^9 Jf M, A, /A.
Cela fiiit, je remplacerai dans la première équation (3), chacune des quantité de la ligne supérieure par la quantité correspondante de la ligne inférieure; par cette permutation, h ne changera pas, et Ton obtiendra la troisième équation (S). Je met* trai de nouveau, dans cellcKâ, les quantités de la ligne inférieure à 1a plante de celles qui leur correspondent dans la ligue supérieure ; ce qui donnera la seeànde équation (3); et en opérant de même sur cette équation , on retrouvera la première équation (3) , d'où l'on est parti.
Chacune de ces opérations revient à tm changement d'axes des coordonnées, dans lequel on fstit d'abord tourner les axes des x et des ^ dans leur plan , de manière que l'axe des oc positives yienne tomber sur l'axe des ^ positives , puis celui-ci sur l'axe des a: négatives ; et où Ton hit tourner ensuite cet axe des^ positives , ainsi déplacé , et l'axe des z positives , de manière que le premier vienne tomber sur l'axe des z positives , puis celui-ci sur l'axe primitif des X positives; en sorte que, finalement, chaque axe des coordonnées positives ait pris la place d'un autre axe des coordonnées positives. C'est pour cela que les équations relatives aux trois axes des
coordonnées s^ dédiiisôi^t l'iinç de l'autre p^ de simr fies permutations de lettres ^ et sans auciin changCH ment de signe; ce qui n'aurait pas lieii ^i l'on n/d permutait pas simultanément les trois coordonnées et les quantités qui s'y rapportant de la manière qu'on yient d'indiquep.
a5. Voici encore une observation géoérale ^ par laquelle je terminerai cette introduction*
Les équations que nous aurons à considérer renfermeront des nombres abstraits , tels que le nombre tt , les logarithmes, les lignes trigonométriques, etc. ; elles contiendront, en outre^ d^autres quantités de diverses natures, qui y seront aussi représentées par des nombres exprimant leurs rapports à des unités choisies arbitrairement , pourvu que chaque unité soit îa même pour toutes les quantités d'une même espèce. Or, en changeant la grandeur d'une ou de plusieurs unités, les nombres qui expriment les quantités correspontdantes, varieront en raison inverse de cette grandeur; et, malgré ce changement, tout-à-fait arbitraire, les équations qui les renferment devront encore subsister. 11 fendra, pour eela, que leur forme remplisse certaines conditions , faciles à vérifier dans chaque cas particulier, et qu'on appelle, dans l'acception la plus* étendue , les conditions de Vhomogénéité des quanmes. Toute équation qui n'y satisfera pas sera, par cela seul, inexacte, et devra être rejetée.
Ainsi , en indiquant par F une fonction donnée , supposons qu'on ait
F(y^,y, . . . Z, /',.,, m, tn'p • • • ^, ^', • • •)=o;(a)
f,f,. • ■ désignant des forces, l,Uy. .. des lignes,. . . m , m', . . . des masses , t, t',.. . des temps. Si l'on représente par n, n', n" , n'", des nombres abstraits, et que l'on diminue à la fols l'unité de force dans le rapport de un à n , l'unité linéaire dans le rapport de un à n'y l'unité de masse dans le rapport de un s l'unité de temps dans le rapport de un à n'" , les nombres y, _/',... /, l',...m, m', ... t , t',... deviendront n/, nf,... n'I, n'I',... «"/n, ri'm',.., n"'t n"'if ,.■ ., et réqoatîon (a) devra encore avoir lieu c'est-à-dire , qu'on devra encore avoir
V(jif,rif,. . . n' l,n'r, . ..n'm,n'm' ,. ..n"'t , n"'t',.. .}:=o
quels que soient n, n', b', «*. Si l'équation (a) renfermait des surfaces s, s',. . . et des volumes v, v' leurs dimensions devraient être rapportées à la même unité que les lignes 1,1',..,, et ces quantités s, s'.. V, v',.. • deviendraient conséquemmcot n''s, n'^s',., n'^v, n'^v, . . . par le changement de cette unité.
L'équation du n" 1 8 , qui donne la valeur de f , satisfait évidemment à cette condition; car vite ne renferme que des lignes Hnies ou infiniment petites p, ds, dx, dj-, dz, d'x, (/y, d^z; et quand on change l'unité linéaire et qu'on multiplie, comme on vient de le dire, chacune de ces lignes par un même nombre n\ ce nombre disparait et l'équation n'est pas changée. Celle du même numéro, d'où dépend la valeur de ^*, satisfait également à la condition de l'homogénéité, en observant que S* est un nombre abstraitqui ne change pas, non plus que celte valeur, avec la grandeur de l'unité linéaire.
IHTRODUCTION. 4i
Il sera impossible que l'équation (a) ne renferme qu'une seule quantité d'une même espèce; lorsquelle en contiendra deux , par exemple deux forces / et f, et qu'on la résoudra par rapport à l'une d'elles, ce qui donnera
il faudra, pour l'homogénéité des quantités , que / soit facteur à tous les termes de la nouvelle fonction F, OQ^ autrement dit, il faudra qu'on ait
N étant un £Eicteur qui ne contiendra aucune quantité de la nature de / et f, et ne variera plus avec l'unité de force.
Quelquefois le principe de l'homogénéité des quantités paraîtra n'avoir pas lieu , parce qu'on aura pris pour unité de force l'une des foires que l'on considère dans la question , ou bien pour unité linéaire la distance de deux des points matériels dont on s'occupe, on bien pour unité de masse celle de l'un des corps du problème, etc. Mais, alors , si l'on change arbitrairement ces unités, et que la force, la ligne, la masse, le temps, qu'on avait d'abord pris pour unités, soient maintenant exprimés par f). A, /Et ^ 0, les antres quantités de ces différentes natures qui entrent
dans l'équation {a) deviendront —,—,...-,-,
— , — ,• . . -, Tt-».; il faudra donc qu'on ait u^ M ' ê • ê *
Tiff f ' ^ « "»' ' i' \_
équation qu on pourra ecnre ainsi
et qui devra maintenant satisfaire à la condition de rhomogénéité : F, indique ici une fonction qui se déduira, dans chaque cas, de la fonction donnée F.
^%»»l<»<<<tM<»»<»^<»^<><%^^<»^%»MM^M^M<»M<%»W<^M^^<»^M)»M<»M^M<^<»%W>M<»»%»%5
LIVRE PREMIER
STATIQUE
CHAPITRE PREMIER- DE LA COMPOSITION ET BE L^EQUILIBBE BES FORGES APPLIQUEES A VN MÊME POINT.
24' Lorsqu'un point matériel est soumis à Taction simultanée de plu$ieurs forces qui ne se font pas équilibre, il se liieut suivant une direction déterminée; et l'on peut attribuer le mouvement qu'il prend à nne force unique agissant suiyant cette direction. Cette force est ce qu'on appelle la résultante des forces qui ont mis le mobile en mouvement, et cellesci sont noAimées les composantes de la première. Appliquée en sens contraire de sa direction, la résultante &it équilibre aux composantes , puisqu'elle tend à îm<^ primer au mobile un mouvement égal et contraire à celui qu'il recevrait de l'action simultanée des composantes, et qu'il n'y a pas de raison, par conséquent, pour qu'il se meuve [Jutôt d'un côté que de l'autre.
Si toutes les composantes sont dirigées suivant une
même droite, et agissent dans le même sens, il suit de la notion que nous avons donnée de la mesure des forces fn" 5), que la résultante sera égale à leur somme. Si le mobile est sollicité par deux forces directement contraires, on décomposera la plus grande en deux autres, dont lune, égale à la^plus petite, . sera détruite par cellen^i , et dont lautre , égale à Fexcès de la plus grande sur la plus petite, sera la résultante. On conclut de ces deux propositions que s'il y a un nombre quelconque de composantes , dirigées ^ en partie suivant une droite, et en partie suivant son prolongement, la résultante sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens , moins la somme de celles qui agissent en sens contraire, et qu'elle agira dans le sens de la plus grande somme. Quand les deux sommes seront égales, la résultante sera nulle, et les forces données se feront équilibre.
25. n y a un autre cas dans lequel on détermine aussi très aisément la grandeur et la direction de la résultante.
Soient MA , MB, MC (fig. 5), les directions de trois forces égales appliquées au point M ; supposons ces forces comprises dans un même plan , et les trois angles AMB, BMC, CM A, égaux entre eux, ou chacim à lao^; le point M demeurera en équilibre; car il n'y aurait pas de raison pour qu'il sortit du plan des trois forces, ni pour qu'il se mit en mouvement plutôt dans l'un que dans l'autre de ces trois angles. Chacune des trois forces sera donc égale et contraire à la résultante des deux autres. Or, si l'on prend sur les directions MA et MB de deux d'entre elles des lignes
égales MG et M H , pour représenter leurs intensités , et qu'on achève le losange GMHK, la diagonale MK tombera sur le prolongement MD de MC; l'angle M GK sera de 60% comme chacun des deux autres angles du même triangle ^ qui sera équilatéral; on aura donc MK= MG; par conséquent la diagonale MK du losange construit sur les deux forces MG et MH représente, en grandeur et en direction^ la résultante de œs deux forces.
Cette proposition est comprise dans une autre que nous allons d'abord démontrer dans le cas de deux forces égales, dont les directions font un angle quelconque, et que nous étendrons ensuite à des forces inégales.
26. La résultante do deux forces égales coupe ton* jours en deux parties égales l'angle compris entre leurs directions; car il n'y aurait pas de raison pour qu'elle se rapprochât davantage de l'une de ces deux forces^ ni pour que sa direction s'écartât de leur plan plutôt d'un côté que de l'autre ; sa direction est donc connue, et nous n'aurons que sa grandeur à déterminer.
Soient, pour y parvenir, MA et MB (fig. 6) les
directions des composantes dont la valeur commune
sera représentée par P. Soient aussi 2a: Tangle AMB,
etMD la direction de la résultante, de sorte qu'on
ait AMD =BMD =0*. Son intensité ne peut dépendre
que des quantités P et x; en la désignant donc par R,
nous aurons
Dans cette équation , R et P sont les seules quantités dont l'expression numérique varie avec l'unité de force; d'après le principe de rhomogénéité des quan-
titës (q* 25), il fiaiit donc que la fonction f[V,x)
soit de la forme Pf x. Ainsi l'on a
R=P(par;
et la question se réduit à déterminer la forme de la fonction ^x*
Pour cela, je mène arbitrairement parle point M les quatre lignes MA', MA% M B', MB' ; je suppose les quatre angles A'MA, A'MA, BIVfB, B'MB, égaux entre eux , et je représente chacun d'eux par z. Je décompose la force P dirigée suivant MA , en deux forces égales dirigées suivant MA' et MA'^ c'est-à-<lire que je regarde la force P comme la résultante de deux forces égales dont la valeur est inconnue et qui agissent suivant MA' et MA'; en désignant cette valeur par Q , j'aurai
P = Q(pz;
car 3 doit exister entre les quantités P, Q, ^,la même relation qu'entre les quantités R ^ P^ ^. Je décompose de même la force P dirigée suivant MB, en deux forces Q, dirigées suivant MB' et MB'; de cette manière , les deux forces P se trouvent remplacées par les quatre forces Q ; par conséquent , la résultante de celles-ci devra coïncider, en grandeur et en direction, avec la force R, résultante des deux forces P.
Or, en appelant Q' la résultante des deux forces Q, dirigées suivant MA' et MB', et observant que A'MD=B'MD=x — z, cette force Q' sera dirigée suivant MD, et l'on aura
De même , la résiiltante des deax autres forces Q sera encore dirigée suivant MD, puisque cette droite coupe aussi Fangle A'MB' en deux parties égales; et àcanse de A'MDs=B'1MD = ar-f-2» on aura
Q* désignant cette seconde résultante. Les deux forces Q' et Q^ étant dirigées suivant la même droite MD^ leur résultante, qui est aussi celle des quatre forces Q, sera donc égale à leur somme; par conséquent, on doit avoir
Biais on a déjà
et en substituant cette valeur de R. et celles de Q' et Q'' dans l'équation précédente, et supprimant le facteur Q commun à tous les termes , il vient
(poc^z = ^ (jr -f- z) + ^ (x — z). (i)
Cest cette équation qui nous reste à résoudre pour en déduire i expression de (px.
2j. On voit d'abord qu'on y satis£dt en prenant
^a: = 2 cos ax ;
a étant une constante arbitraire , de sorte qu on ait , en même temps ,
(pz = a cos az , ^{x + z) = acos a{x + z) , ^{x — z) îs= !icosa{x — z) ;
et; effectivement, si l'on substitue ces valeurs dans
réquation (i)^ on obtient l'équation connue
2 cos oûc cos az = cos £ï (x + z) + cos a {oc — z).
Or^ je dis que cette expression de la fonction ^x est la seule qui satisfasse à l'équation (i), et que de plus, dans la question qui nous occupe, la constante a est l'unité ; en sorte que Ton a
^jr = :2 cos X. (2)
Cela est évident quand jr = o ; car alors les directions des deux forces F coïncident, et la résultante R est égale à 2P , ce qui suppose ^x:=^ 2. Admettons qu'il y ait une autre valeur <t de a:, pour laquelle on ait aussi (pcLz=2 cos a; je dis que Téqua-» tion (2) subsistera également pour toutes les va-* leurs 2a, 3a, 4^, ..«., ^a, ^<t, |fl&,..., de x, et généralement pour
met ,_%
m et 72 étant des nombres entiers quelconques.
: En effet, si Téquation {2) se vérifie pour les trois
angles a: , z, a: — z, de manière qu'on ait
^x=2C0&r, (pz=2C0sz, (p(jc — z) = 2COs(j:— z),
elle aura encore lieu pour un quatrième angle jr-|-z; car, en vertu de l'équation (i), on aura alors
^ (x -f- z) = 4 cos X cos z — 2 cos (x — z} ; équation qui se réduit à
^ (x + z) = 2 cos («r -f- z).
Ainsi l'équation (2) ayant lieu pour a:= o et x=z a.
il s'ensuit qu elle subsiste pour a:=z 2a; ayant lieu pour a:==a et ar=30ty elle subsistera pour j^=3a; et, en continantde même, on verra qu'elle aura lieu pour oc = ma.
Je fais maintenant ma = ^; on aura donc
et de là on conclura que l'équation (2) aura encore lieu pour a: = j 5 ; car en faisant xc=iz = ^6, l'équation (i) deviendra
doù Ton tire
En faisant ensuite a: = z =~€, on aura, d'après réqoation (i) et cette dernière ,
(^l€y=^ 2COSjS + 2, (p^e=:2C0s^ff; et, en continuant ainsi, lequation (2) sera démontree pour or = — , c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de a: comprises dans la formule (5).
Or , les nombres m et n étant aussi grands qu'on voudra, et pouvant même devenir infinis, on peut £dre croître ces valeurs de x par degrés infiniment petits.La formule (3) comprend donc toutes les valeurs possibles de l'angle a*, et l'équation (2) est complètement démontrée, si toutefois elle est vraie pour une valeur particulière a: = ce , différente de zéro. Mais , d'après le théorème du n** 25 , la résultante R est égale à P , dans le cas de .r = 60^ ; on a donc
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alors
^^ = ï =r 2 oos 60** }
donc réquation (2) a Keù pour a: = 60% et confséquemment pour toutes les valeurs de a:. 28. Au moyen de cette équation , on dura
R = 2P cos X.
Si donc la résultante R et les deux condpo^ntes P sont représentées^ comme dans le n^ 25, pstr des droites prises sur leurs directions respectives, à partir de leur point d'application ^ là force R sera le double de la projection de P sur sa direction , ou égale à la diagonale du losange construit sur les deux forces P.
Soient maintenant deujt forces inégales P et Q ^ appliquées au point M ( fig. 7 ) suivant les diredioiis MA et MB; représentons leurs intensités par les lignes MG et MH^ prises sur leurs directions, et àchevotis le parallélogramme MGKH : il y ànrà deux cas à considérer, le premier où Tangle AMB sera droite le second où il sera aigu ou obtus.
Dans le premier cas, tirons les deux diagonales MK et 6H qui se coupent au point L ; par les points G et H , menons les parallèles GN et HO à ML , qui rencontrent en N et 0 la parallèle à GH , menée par le point M. Le point L est le milieu de MK et de GH; et comme, dans un rectangle, les deux diagonales sont égales , il s'ensuit qu'on a
GLr=LH»LM.
Les deux parallélogrammes GLMN et HLMO sont
donc des losanges; par conséquent, diaprés la proposition précédente , la force MG pourra être regardée comme la résultante des deux forces MN et ML , et la force MH comme la résultante de MO et ML. Donc , en substituant aux deux forces données leurs composantes , nous aurons , au lieu de MH et MG , les deux forces MN et MO, qui se détruisent, puisqu'elles sont égales et contraires, et les deux forces ML, qui s'ajoutent et donnent une résultante représenta en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Bans le second cas, menons par les points G et H (fig. 8) les perpendiculaires GE et HF à la diagonale MK, et les parallèles GN et HO à cette même droite ; par le point M , menons aussi la perpendiculaire NMO à cette droite MK. Les deux parallélogrammes GEMN et HFMO seront des rectangles qui auront leurs côtés MIN et MO égaux, comme étant les hauteurs des deux triangles égaux GMK et HMK. Diaprés le premier cas, on pourra remplacer les forces HG et MH par leurs composantes rectangulaires ME et MN , MF et MO; au lieu des deux forces données, on aura donc les deux forces MN et MO, qui se dé'truiront , comme étant égales et contraires , et les deux forces ME et MF de même direction , qui s'ajouteront et donneront, à cause de M£ = FK, une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Concluons donc que la résultante de deux forces quelconques, appliquées en un même point et représentées par des lignes prises sur leurs directions à
partir de ce points est représentée^ en grandeur et en direction , par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces données.
:2g. Voici les conséquences qui se déduisent le plus immédiatement de ce théorème.
On voit d'abord que toutes les questions qu'on peut proposer sur la composition de deux forces en une seule et sur la décomposition d'une force en deux autres, sont ramenées à la résolution d'un triangle. En effet , les grandeurs de la résultante et des deux composantes sont représentées par les trois côtés MK^ MG , GK, du triangle MGK; et les trois angles de ce triangle sont ceux que fait la résultante avec chacune des composantes et le supplément de l'angle compris entre les deux composantes. Il s'ensuit donc que trois de ces six choses , les trois forces et les trois angles compris entre leurs directions , étant données, on trouvera les trois autres en résolvant le triangle MGK ; ce qui suppose une force au moins au nombre des données. Par exemple, soient F et Q les valeurs des deux composantes , et m l'angle compris entre leurs directions ; on demande leur résultante R et l'angle a: qu'elle fait avec la force F. On aura d'abord l'équation
R* = P»+Q*+2PQcosm,
pour déterminer la valeur de R; et celle de a: se déduira de cette proportion :
sin .r : sin m :: Q : R.
Si l'équilibre a lieu entre trois forces F, Q, S, ap-
pliqaées en an même point M (fig. g), suivant les directions MA^ MB^ MC^ il faut que chacune de ces forces soit égale et directement opposée à la résul-^ tante des deux autres; et comme cette résultante est comprise dans le plan de ces deux forces , il s'ensuit d'abord que les trois forces données doivent aussi être dans un même plan. Soit MD le prolongement de MC ; la résultante de P et Q sera dirigée suivant MD, et si on la représente par R, on aura R = S. D ailleurs , en comparant la force R à chacune de ses composantes, on a, d'après ce qu'on vient de dire,
R : Q :: sin ÂME : sin AMD,
R : P :: sin AME : sin BMD;
à cause de
sinAMD = sinAMC, sin BMD = sin EMC, il en résultera donc
S : Q : P :: sin AME : sin AMC : sin BMC;
ce qui montre que quand trois forces sont en équilibre autour d'un même point , la grandeur de chacune d'elles peut être représentée par le sinus de l'angle compris entre les directions des deux autres.
Du point 0, pris sur la direction de la résultante R ou sur son prolongement , j'abaisse des perpendiculaires 0£ et OF sur les directions des composantes F et Q; on aura
OE = MO sin AMD , OF = MO sin BMD. Si donc on multiplie par MO les deux derniers
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termes de la proporlioo
P : Q :: sin BMD : sio AMD,
il en résultera
P : Q :: OF : OE
en sorte que les composantes sont en raison inverse des perpendiculaires abaissées sur leurs directions, d'un point quelconque appartenant k la direction de la résultante. Réciproquement, si les composantes P et Q sont en raison inverse des perpendiculaires OE et OF, abaissées sur leurs directions, d'un point O pris dans leur plan, ce point appartiendra à la direction de la résultante; car, en divisant par MO les deux derniers termes de la dernière proportion, on obtient la précédente, qui détermine cette direction.
3o. La résultante de deux forces étant connue , il est aisé d'en déduire celle d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point et silnées ou non situées dans un même plan. On prendra d'abord ta résultante de deux de ces foi'Ces; ensuite, on composera cette résultante avec une troisième force, ce qui donnera une seconde résultante, que l'on composera de même avec une quatrième force; et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces données. Dans cette couslrucllon , il est aisé de voir que si les grandeurs de toutes les forces sont représentées par les côlés d'une portion de polygonesparallèles à leurs directions et tracés dans le sens de leurs actions, la résultante sera représentée, en gra»^
jl
deuret en direction^ par la droite qui joindra ^s deux extrémités de cette ligne brisée et fermera le polygone. L'ordre dans lequel les côtés parallèles aux forces se succéderont sera indifférent. Quand le polygone se fermer^ de )ui-»même^ la réaulUnte sera Bidie^ et les forces données se fer<mt équilibre.
U suit de là que quand les foroes données sout m umçhr^ de trois ^ opn situées dans un marne plan , lenr jnéraltante est , en grandeur et eu direction , k diagoioale do p^urallélépipède dont ces trois forces sont les p6téa adjaceos,
5f ^ On p«ut effectuer d'ufie manière plus simple oette réduction d'un nombre quelconque de forces à une seule ^ ^n considérant d'abord le cas particulier de trois forées roclangulaires , auqudi on ramène ensuite le cas général.
Soient X^ Y^ Z^ les trois composantes^ R leur résahaflate^ a, b,€,\es angles qu'elle fait avec X^ Y^ Z. D après ce qu'on vient de voir , R est la diagonale du parallélépipède dont X ^ Y, Z , sont les trois côtés adjacens ; or^ ce parallélépipède étant rectangle , il fl^ensuit qu'on aura
R* = X*-|-Y*4.ZV (a)
B s'ensuit aussi que si l'on joint l'extrémité de la dia^ gonale R à celles des trois côtés X , Y, Z ^ on forw œera tms triangles rectangles , dont R sera Fh^rpo*' lénuse commune ; d'où l'on conclura
X = R cos a ^ Y = R cos i , Z = R cos c ; (b)
équations qui s'accordent avec la précédente , à cause
que les trois angles a, b, c , sont liés entre eux pai* cette équation (n** 6)
cos* a + cos* b 4- cos* c =s i .
Lorsque les composantes X ^ Y^ Z , seront données , l'équation (a) fera connaître la valeur de la résultante , et les équations (b) en détermineront la direction au moyen des trois angles a, b, c; si; an contraire, la force R est donnée, et qu'il s'agisse de la décomposer en trois forces rectangulaires X; Y, Z y qui fassent avec elle des angles donnés a, b, c, les valeurs des forces demandées seront immàliat^ment déterminées par les équations (b).
Si Tune des composantes, la force Z par exemple, est nulle, R n'est plus la résultante que des deux forces X et Y ; elle est comprise dans leur plan , et sa direction dépend seulement des deux angles a et b. Ces angles et la valeur de R sont alors déteroiîa& par les équations
Il» = X*H-Y% X==Rcosa, Y=R cos*.
52. Supposons actuellement que M (fig, i'*).soit le point d'application d'un nombre quelconque de forces données. Représentons ces forces par P, P', F', etc. ; et, pour fixer les idées, supposons que là droite MD soit la direction de la force P. Les directions des autres forces sont inutiles à indiquer dans la figure. Soient ct^ €, y, les angles que fait la direc^ tion M D avec les trois axes rectangulaires MA , MB , MC, menés arbitrairement par le point M. Désignons de même par af, €', y', les angles que fait la force P^
avec ces mêmes axes; par a' ^ C, y', ceux qui répondent à la force P; etc. Tous ces angles sont domiës et doivent s'étendre depuis zéro jusqu'à 1 8o* (n* 7) , afin que les forces P , P', P^, etc. , paissent avoir toutes les positions possibles autour du point M.
Décomposons chacune de ces forces en trois autres dirigées suivant les axes MA , M6^ MC.Les composantes de la force P seront P cos dL, P cos €, P cos y ; celles^ de la force P' seront P'cosa', P'cosfi*, P'cosj^'; etc.; et ces composantes ' agiront suivant les axes ou suivant leurs prolongemens^ selon qu'elles seront positives ou négatives. Par exemple, la direction MD tombant , ainsi que l'axe MC , au-dessus du plan AMB des deux autres axes , la composante P cos y de la force P tend à élever le point M, c'est-à-dire qu'elle agit suivant MC; et, dans ce cas, P cos y est une quantité positive, puisqu'on a 7 < 90**. Au contraire, si cette direction MD tombait audessous du plan AMB, on aurait y >* 90^; la composante P cos y serait négative , et , en même temps^ elle tendrait à abaisser le point M, c^est-à-dire qu'elle agirait suivant le prolongement de MC. En ayant donc égard aux signes des composantes, on voit, d après ce qu'on a dit dans le n"* 24, que toutes les forces dirigées suivant un même axe et son prolongement se réduisent à une seule , égale à leur somme.
De cette manière , les ftirces données P, P', F', etc., seront remplacées par trois forces rectangulaires ; et en désignant celles-ci par X, Y, Z, on aura
Xs=Pcosa-|-P'cosot'-|-F'cosa"-}-etc. , )
Y = Pcosff4-Fcosff'+P"cos€'' + etc., > (c)
Z=Pcos> + Fcos/4-P"cosy'H-etc. )
Les valeurs de X^ Y, Z, pourront être positives ou négatives^ et leurs signes feront connaître le sens de leur action* Si la force X est positive^ c'est qu'dle agit suivant l'axe MA ou dans le sens des composantes Pcosa, P'cosa^y etc., qui sont positives; si elle est négative , il en faut conclure qu'elle agit sui* vaut le pro>longement de MA ou dans le sens des composantes négatives ; et de même pour les forces Y et Z.
Cela posé, soit R la résultante des forces données P, P', P", etc., ou des trois forces X, Y, Z; soient aussi af b,Cf\es angles que sa direction inconnue fait avec les axes MA , MB , MC. Les valeurs de R , a , b, c, seront données par les équations (a) et {b), dans lesquelles on mettra les formules (c) à la place de X, Y, Z. Les angles a, b, c, pourront être aigus ou obtus ; à pause que la force R doit toujours être une quantité positive, les signes de leurs cosinus seront les mêm^ que ceux des quantités X , Y, Z , en vertu des équations (b). De cette manière , la force R sera complètement déterminée en grandeur et en direction.
33. La grandeur de la résultante R ne saur^t dépendre de la direction arbit^raire des axes MA ^ MB , MC ; elle dépend seulement de la grandeur des forces données et des angles compris enti^ leurs directions ; e^i en effet, on en peut trouver une expression qui ne contienne que ces quantités.
Pour cela , daignons par FMP', PMF', FMP", etc., les angles compris entre les directions des forces P et F, P et F", P' et P", etc. D'après réquation (a) da n* g, nous anronç
cos PMP' ^=iCOsacosa''^cqs€cosS'4'CMycos y,
cosPB(F^=; cos « cos ^'-f- cos ^cos ff'^j^ cos 7^ cos y",
cosFMP^sss cos flt'cos a"-j-cos ff'cos ^'+ cos y'cos y", etc.
Noos aurons aussi
ÇpS^ « -f- cos' ê 4- cos' > yes: | ^
cos*flt'+ COS* ^'-hcos' y == I ,
cos' it"+ cos' ff'+ cos' >"==: I ,
etc.;
et, cela étant, si Ton ajoute les earrës des formules (c), et qu'on ait égard à l'équation (a) , il vient
R'= P' + F' + P"-f- etc.
aPF cos PMP' + aPF' cosP MF' aPTTcos PlUP^'+etc,
pour le carré de 1# valeur d^ R dont il ç'agit.
34* On déduit aussi df s ^quntioos (b) et (c) une propriété de la résiiltimte , qui npus sera utile dans un des numéros suivans.
Dans une direction quelconque^ je rpèue par le point M une droite, dont j'appelle 0 Fautre extrémité. Soient^, h^ k, les angles ÂMO, BjUO,. CMQ, que cette droite fait avec les trois axes MA, MB^, MC. Désignons par RMO, PMO, P'MO, etc., les a»-
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gles compris entre cette même droite MO et lès directions des forces R^ P^ P^, P''^ etc. ; on anra^ comme tout à Fhenre,
cosRMO = cos g cos a -}- cos A cos b + cos k cosc, cosPMO = cos g cos a •+- cos A cos '^ + cos k cos 5^,
cos P'MO = cos g cos a'+ cos h cos S'-f" ^^^ A:* cos y\ etc.
D après la première de ces formules et les équations (Jb)y on aura
R cos RMO s=Xcosg-|-YcosA + ZcosA:;
et, en vertu des formules suivantes , si Ton ajoute les équations (c) après les avoir multipliées, la première par cos g, la deuxième par cos h, la troisième par cos Al, il en résultera
RcosRM0 = PcosPM04-FcosP'M0 + etc.;
ce qui montre déjà que la composante de la résultante R, suivant une direction quelconque MO, est égale à la somme des composantes de P, P', V, etc., suivant cette même direction.
Cela posé, je projette la droite MO sur -les di-' rections des forces R, P, P, F', etc. } j'appelle r, p, p', //', etc., ses projections, de sorte qu'on ait
r= MO cos RMO,
/> = MOcosPMO, y5=M0cosFM0, etc.,
en considérant chacune des quantités r, p, pf, p", etc., comme positive ou comme négative, selon que la projection qu'elle représente tombe sur
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la directioa même de la force ou sur son prolongement. Sî donc on multiplie par MO l'équation précédente 9 on aura
Rr = P/i + Py + Py + etc. j (d)
ce qui renferme la propriété de la résultante qu'il s agissait de démontrer.
55. Pour que les forces P, F, P", etc. , soient en équilibre, il suffit que leur résultante R soit nulle, et cette condition est nécessaire si leur point d'application M est entièrement libre; mais l'équation R = o, ou
ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'ait séparément
X=:o, Y = o, Z = o, c est-à-dire , en vertu des équations (c) ,
Pcosa+Fcosa'4-P"cosa"Hhetc. = o, ) Pcose+P'cos€'4-P"cosC'4-elc. = o, > (e) Pcos> + Fcos/ + P"cosy'-}-etc. = o. )
Telles sont donc les équations déqidUbre d'un point matériel qu'on suppose entièrement libre. Dans cet état, chacune des forces qui le sollicitent doit être égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres ; c'est , en effet , ce qu'il est aisé de vérifier.
Soit R' la résultante des forces P', F', etc. Appelons a', b\ c\ les angles qu elle fait avec les axes MA, MB, MC, et faisons, pour abréger.
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X' = Fcosa'+P''cosa'' + etc., r=Fcose' + P"cos^'4-etc., Z' =Fcos/4-F'cos y'+ etc. ;
nous aurons y d'après le n* 32, X' = R' cos a!. Y' = R' cos h\ TJ — R' cos c\
et par conséquent, en vertu des équations d'équilibre,
P cos «t =5 — R' cos d^ P cos ^ = — R' cos h\ P cos 7= — R'cos c'.
En ajoutant ces équations , après avoir élevé leurs deux membres au carré , on a
à cause de ( n** 6 )
cos* a 4- cos* ^ -|- cos* 3^ =: i , cos* a'«+: cos* V + cos* c'= i ;
on aura donc P =t =t R'; mais comme ces forces doi* vent être toutes deux des quantités positives , il faut prendre P = R'. Les équations précédentes deviennent alors
cosass— cosa', cos^=— cosô', cos 3^ = -« cos c'j
par conséquent, les angles et, ^,3^, sont supplémens de dj b', c'y et répondent à une force dont la direction est le prolongement de la force R' ( n* 7 ). n s'ensuit donc que la force P est égale et directement opposée à la résultante R' de toutes les autres forces P', F', etc. ; ce qu'il s'agissait de vérifier.
56. Si le point M^ auc)[iiel sont appliquées les forces Py P', F'^ etc. , est assujetti à rester sur une surface donnée, il ne sera plus nécessaire, pour l'équilibre, que leur résultante soit nulle; il suffira qu'elle soit normale à la surface, puisqu'alors elle ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens sur cette sur&cc; et, de plus, cette jDonditîon sera nécessaire; car si elle n'était pas remplie, la rësul«tante se décomposerait en deux forces, l'une normale à la surface et qui serait détruite, l'autre tangente et que rien n'empêcherait de faire glisser le mobile* On n aurait donc qu'à chercher, dans chaque cas, li direction de la résultante des forces P, P', F', etc. , et a examiner si elle est perpendiculaii^ k la sur&ce donnée, pour savoir si l'équilibre existera; mais il vaut mieux , comme nous venons de le faire pour un point libre , exprimer les conditions de l'équilibre par des équations entre les données de la question.
Or, ht composante normale de chacune des forcesqui agissent sur le point M est détruite par la résistance de la sur&ce ; par conséquent, cette résistance équivaut à une force égale et contraire à la totalité des forces détruites. On conçoit donc que l'on peut faire abstraction de la surface donnée , et considérer le point matériel comme entièrement libre , pourvu que l'on joigne aux forces données P, P', P", etc. , une nouvelle force de grandeur inconnue et perpendiculaire à cette surface.
Soient donc N cette force , et A , jlc , r , les anglesf que sa direction fait avec les axes MA , MB , MC; chacune des équations d'équilibre qu'on vient de trouver
sera augmentée d'un nouveau terme, de sorte qu'aulieu des équations (e) , on aura
NcosX+Pcosci-f-P'cosa'+P"cosa"+etc.=o,| Ncosft+Pcos e+P'cosff'-f P"cose'4- etc.=o, ' (/) Ncos»'+Pcos>H-P'cosy4-P"cosy-|-etc.=o.|
Je désigne par ;r , ^, 2, les trois coordonnées de M rapportées à des axes parallèles à MA , MB , MC , et par L = o réquation de la surface donnée ; la direction de la force N étant, par hypothèse, celle de la normale au point M, on aura, d'après les équations (5) duno^ii,
. •** dL •** dL «7> dL
cos A == V -r , cos u = V ^r- • cos y = V -=- ,
dx ' ^ dy d% '
en faisant, pour abi^ger,
Le signe de V sera inconnu , parce qu'on ne sait pas d'ayance suivant quelle partie de la normale doit être dirigée la force N; mais V disparait lorsqu'on élimine N entre les équations (/*) ; et si Ton a ^[ard aux formules (c) , on trouve
dx dj- ^ dx dz ^ ^^'
pour les deux équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface donnée.
57. Si la position de ce point sur cette surface n'est pas connue , les équations (g) , jointes à l'éqiiia-
lion donnée L = o, serviront à déterminer les coor^ données des différens points de cette surface , où le mobile pourra demeurer en équilibre. Lorsque sa position sera donnée, on aura seulement à vérifier si les coordonnées x^ jj z, des points d^appl^icaiion des forces données satisfont aux équations (g), Mais, dans ce cas, on aura des équations plus simples en faisant coïncider Tun des axes MA, MB, MC, le premier, par exemple, avec Tune des deux parties de la normale ; d'où il résultera
cos X = ± I , cos fl= o , cos y = o j
ce qui change les équations (/*) en celles-ci :
±N + P cos et H- F cos a' + P"cos «" + etc. = o, P cos Ç + P'cos e' + P^cos e'^-t-etc. =o, P cos 7 + P' cos y 4- P" cos y" + ^*c. = o.
Ces deux dernières équations font voir, ce qui est d'ailleurs évident, que dans le plan tangent à la surface donnée , les composantes des forces appliquées au mobile doivent se faire équilibre , comme si cette surface n'existait pas.
La résistance N, que la surface oppose aux forces P, P', P", etc., est égale et contraire à \2ipressi0n qu'elle en éprouve. En vertu des équations (f) , cette pression, dans l'état d'équilibre, est la résultante même de ces forces. Dans la pratique , il en faudra calculer la grandeur au moyen de l'équation (a) , pour savoir si la surface est capable de la supporter. Si le mobile est seulement posé sur cette surface , qui sera celle dun corps solide, il faudra, de plus, que. le sens de cette pression soit tel qu'elle appiye le mobile sur
celte surface ; condition qui ne peut être exprimée par une équation, et qu'on devra vérifier dans chaque cas, en déterminant la direction de cette force d'après les équations {b)* Cette vérification se fera plus simplement au moyen de la première des trois équations précédentes.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que la partie de la normale avec laquelle on a fait coïncider Taxe MA , soit la partie située dans la concavité de la surface. On saura si les angles donnés et, a\ a", etc., sont aigus ou obtus ; et le signe de la scmime X des composantes dirigées suivant cette droite sera connu. La quantité N devant être positive, il faudra, dans l'équation dont il s'agit , c'est-à-dire ,
=fc:N-f-X = o,
prendre le signe -«ou le signe + devant N, selon que la somme X sera positive ou négative. Dans le premier cas , on aura cos A = — i , et la pression contraire à N sera dirigée suivant MA ; dans le second cas, on aura cosA= i, et la pression agira suivant le prolongement de cette partie déterminée de la normale.
38. Lorsque le point matériel M sur lequel agissent les foixres P , P', P", etc. , sera assujetti à rester sur deux surfaces données ou sur leur courbe d'intersection , il suffira , pour l'équilibre , que la résultante de toutes ces forces puisse se décomposer en deux forces perpendiculaires aux surfaces données , et qui seront détruites par leurs résistances. En joignant donc aux forcer P, P', P'', etc., deux forces nor^
maies a ces surfaces^ mats incoonues en grandeur, oo pourra faire abstraction des surfaces , et côlisidërer le mobile comme enttèremeilt libre.
N et N' étant donc ces nouvelles forces; f^, /jl, p , les angles qui déterminent la direction de N par rap** port aux axes MA, MB, MC, et X', fi', y', ceux qui déterminent de même la direction de N'; les équations (e) deviendront
Ncos A -f- N'cos A'+ P cos a +P'cos a'+ etc.= o, ) Ncos/u-f-N'cos/Le'-f-Pcosf+P'cosf'-f.etc.=o,> (A) Ncosy +N'cos/+Pcos7-t-P'cos>'4-etc,3=oJ
D'ailleurs, en représentant pAr x^ y^ z, lés coordonnées du point M rapportées à des axes parall^es à MA , MB, MC, et par L =±: o et L' = o , les équations des deux sur&ces données, les valeurs de eos A, oos/e, cos V, seront les mêmes que précédemment, et celles de cos A', cos fju\ cos f', s'en déduiront en y cbangeant L en L\ Si Ton substitue ces valeurs dans les trois équations (h) , et qu'on élimine ensuite N et N' entre elles ^ on aura Téquation d'équilibre à la-quelle devront satisfaire les forces données P, P', Vf etc. ; ou bien, si la position du mobile n'est pas donnée sur llbtersectîon des deux surfaces , cette équation d'équilibre, et les équations L±±?o et U=^o, détermineront ses trois coordonnées Xj y^ z.
Quand la position du mobile est domiée sur la courbe où il doit rester, on obtient immédiatement Inéquation d'équilibre des forces P , F, P^, ete. , en prenant les axes MB et MC , auxquels répotdettt les angles /Bt, f^ C, etc., i>, y^ y, etc. , dans le plan des
normales aux deux surfaces données. Le troisième axe MA tombe alors sur la tangente à leur courbe d'intersection ; il est donc perpendiculaire aux forces normales N et N',j en sorte que Ton a X = 90*, X' = 90*, et , en vertu de la première équation (h),
P cos flt H- P' cos af + P' cos et!' + etc. == o ,
pour l'équation demandée.
Cette équation exprime que la somme des composantes de P, P', P", etc., tangentes a l'intersection des deux surfaces données , est égale à zéro ; ce qui est , en effet , la condition pour que le point M ne puisse pas glisser sur cette courbe. Après s'être assuré qu'eUe est remplie , on déterminera les valeurs des forces N et N', et le sens dans lequel elles agissent , au moyen* des deux dernières équations (h). Si l'on prend ensuite des forces égales et contraires à N et N'^ et qu'on les réduise à une seule par la règle du parallélogramme des forces, celle-ci sera la résultante des forces P, F, P", etc., et fera connaître la pression exercée sur la courbe donnée^ à laquelle elle, sera perpendiculaire.
5g. Par ce qui précède , on voit que quand le mobile est astreint à demeurer sur une courbe donnée, il n'y a qu'une équation d'équilibre ; qu'il y en a deux lorsqu'il peut se mouvoir sur une surface donnée , et trois lorsqu'il est entièrement libre ; en sorte que le nombre de ces équations augmente , comme cela doit être effectivement , à mesure que les mouvemens possibles du mobile sont moins limités. Ces diverses équations peuvent être renfermées dans une
seule formule y qui devieadra^ par la suite ^ Féquation géaérale de Tëquilibre , applicable à un système ^elconque de points matériels.
Pour obtenir cette formule , supposons que le mobile soit transporté d'un point M, qu'il occupe dans sa position d'équilibre , en un autre point 0 infiniment voisin de M^ et tel que ce déplacement soit compatible avec la condition à laquelle le mobile est assujetti , s'il n'est pas entièrement libre. Désignons par ^f P j p'f P^'y etc. , les projections de la droite infiniment petite MO sur les directions des forces R , Py V\ Vf eic.f dans la première position du mobile; et considérons chacune de ces projections comme une quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la direction même de la force à laqueUe elle répond, ou sur son prolongement. Si l'onsup-K pose que la force R soit là résultante des forces P, F, P'', etc., le produit Rr sera toujours nul dans le cas de l'équilibre : il sera nul pour un point matériel entièrement libre, parce qu'alors la résultante R devra être égale à zéro ; il le sera encore pour un point as-* sujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée , parce que , d'une part , la force R devra être dirigée suivant la normale, et que, d'un autre côté, la droite infiniment petite MO appartiendra au plan tangent ou a la tangente, ce qui rendra nulle sa pro*jection r sur la direction R. D'après l'équation {d) , qu'on a démontrée précédemment , et qui a également lieu quand la droite MO est infiniment petite , on aura donc
p^ + P'p' + py + etc. x= o , (/)
'jo TRAITÉ DE MÉGANIQUE.
toutes les fois que les forces P, P', P'j etc. , se fe«
root équilibre. Réciproquement , l'équilibre existent
quand cette équation aura lieu pour tous les déplace-
mens possibles d'un point matériel entièrement libre,
ou astreint à rester sur une surface ou sur une courbe
donnée.
On appelle vitesse virtuelle d'un point matériel en équilibre toute droite infiniment petite ^ telle que MO, qu'on pe^t lui fidre décrire , en observant les conditions fiuxqueBes il peut être assujetti; et le principe d'équilibre contenu dans l'équatiou qu'on vient d'écrire, sur lequel nous reviendrons par la suite , se nomme le princ^ des vitesses virtuelles. En l'appliquant successivement à un point matéridi ei^èrement libre , assujetti à rester sur une surface ,. astreint \ demeurer sur une courbe , on retrouvera sans difficulté les équations d'équilibre que nousavons précédemment obtenues. Chacune des équations (e) se déduira de la formule (i), en prenant pour MO le déplacement de M sur l'un des axes MA , MB, MC ; on obtiendra les équations d'équilibre qui ont lieu dans le cas d'un point assujetti à rester sur une surface donnée , en considérant ses déplaceâiens suivant deux axes tracés dans le jdian tangent; et la formule (i) fournit immédiatement l'équation d'équilibre d'un point astreint à rester sur une courbe donnée, en prenant pour MO l'é^ lément de cette courbe, et pour /i, p', /i", etc., les projections de cet élément sur les directions des forces P, P', P", etc. Les angles que ces directions font avec la tangente à la courbe étant a^
a! y a", etc, , on aura alors
;?=MOcosa, />'=MOcosa', />"=MOcosa", elc. ;
en supprimant le facteur MO commun à tous les termes de l'équation (£) ^ il en résultera
P cos a +I^cos a' + P"cos et'' -f- etc. = o ,
comme précédemment.
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DE L^ÉQUILIBRE DU LEVIER
40. On considérera ici un levier comme une ligne droite ou courbe ECF (fig. 10) inextensible , et de forme invariable , qui ne peut que tourner ^ dans un plan y autour d'un de ses points C supposé fixe , que Ton appelle le point d'appui du levier. Ordinairement il n'y a que deux forces qui soient appliquées à cette machine j et dont Tune a pour objet de tenir l'autre en équilibre; la première s'appelle la puissance ^ et la seconde la résistance. Mais, pour plus de généralité y nous supposerons qu'un nombre quelconque de forces dirigées dans le plan du levier agissent en difierens points de cette ligne; et il s'agira de trouver les conditions de leur équilibre.
Je ne me propose pas, dans cet ouvrage, d'appliquer aux diverses machines les lois de l'équilibre qui y seront exposées. Pour ce qui regarde les machines simples, je renverrai aux Traités élémentaires de Statique; mais la loi de l'équilibre dans le levier étant un principe de la Mécanique , il est nécessaire de nous en occuper ; et Ton va montrer comment ce principe est lié à celui de la composition des forces qui agissent sur un point isolé.
41 • Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un corps qu'on suppose de forme invariable, on peut
transporter le point d'application de chacune de ces forces en un autre point du corps pris sur sa direction ou sur son prolongement. Si une force donnée P agit y par exemple^ à rextrémité E du levier, suivant la droite AE, et que M soit un autre point appartenant à cette direction , qu'on suppose lié au levier d une manière invariable, il est permis de remplacer la force P par une autre force de même intensité , agissant au point M suivant la droite MA. En effet , on peut d'abord appliquer au point M deux forces égales entre elles, agissant en sens contraires, l'une suivant MA, l'autre suivant sou prolongement MA'; si, de plus, on suppose que chacune de ces forces soit égale à P, celle qui agit suivant MA' détruira la force P appliquée au point E suivant EA, puisque ces deux forces égales agissent en sens contraires aux extrémités de la droite ME, de longueur invariable , par hypothèse ; il ne restera donc plus que la force P agissant au point M dans la direction MA, et par laquelle la force donnée P, qui agissait au point E, se trouvera remplacée.
Les forces agissent souvent sur les corps qu'elles mettent en mouvement ou qu'elles tendent à mouvoir, soit en les tirant par le moyen d'un fil qui leur est attaché , soit en les poussant par le moyen d'une barre appuyée contre leur surface. Ce fil ou cette barre s^étend ou se contracte plus ou moins; c'est quand ils ont cessé de s'allonger ou de se raccourcir qu'on les considère comme des lignes invariables qui repr&entent la direction de chaque force, dùnt Faction est la même alors que si elle s exer-
çaît immédiatement aux points de lasmface du mobile où ces lignes viennent aboutir. Un levier n'est pas non plus ^ comme on le suppose ici , une ligne de forme invariable; c'est une barre qui fléchit un tant soit peu , et s'étend ou se contracte aussi d'une petite quantité , en raison des forces qui y sont ap* pliquées. La forme qu'il doit prendre serait très difficile à déterminer d'avance ; mais c'est quand îl y est parvenu qu'on le considère comme invariable^ et c'est à cette figure y très peu différente de sa forme naturelle , que se rapporteront les conditions d'éqmlibre qu'il s'agit de trouver.
42« Supposons qu'une seconde force Q agisse k l'autre extrémité F du levier^ suivant la droite FB^ et que les deux directions EA et FB soient comprises dans le plan où le levier peut tourner; ces deux droites y ou leurs prolongemens , viendront se couper en un certain point M, que l'on pourra prendre , d'après ce qu'on vient de prouver , pour le point d'application conunun à P et Q. Cela étant, par la règle du parallélogramme des foroes on dé* terminera la résultante de ces deux forces , de laquelle M sera aussi le point d'application. Or, powr qu'elle soit détruite et que le levier demeure eu équilibre, il sera nécessaire que sa direction vienne passer par le point d'appui C; et. Cela suffira, pois* qu'en y transportant cette résultante , elle sera détruite par la résistance de ce point fixe. D'après ce qu'on a vu dans le n^ 29 , si l'on abaisse du point C des perpendiculaires CG et CH sur les directioits des forces P et Q , on aura donc , dans le cas ^
réquilibre,
P : Q :: CH : CG
et, réciproquement^ Féquilibre existera quand cette proportion aura lieu. Par conséquent, en appelant p et q les perpenâlculaires CG et CH , l'équation d'équHibre sera
Vp = Q^.
On appelle moment cFune force par rapport à un poinij le produit de cette force par la perpendicur laire abaissée de ce point sur sa direction. Ainsi , la condition d'équilibre dans le levier consiste en ce que les momens de la puissance et de la résistance , pris par rapport au point d'appui , sont égaux ; ces deux forces tendant d'aiUeurs à faire tourner le leyier eu sens opposés.
Si l'on suppose les droites CG et CH liées invariablement au levier^ on pourra prendre G et H pour les points d'application des forces P et Q , et remplacer le levier de figure quelconque ECF par le levier coudé GCH (fig. 1 1). Les perpendiculaires CG el CH s'appellent les bras de let^ier, de la puissance et de la résistance. La condition de l'équilibre ne dépend pas de la grandeur de l'angle GCH ; et c'est aussi ce que l'on peut voir à priori.
Eu eSét , si du point C et d'un rayon CH on décrit l'arc 4^ cerdle HH^, qu'on le suppose lié invariablement au levier , et qu'on applique au point H' deux £droes égales à Q> agissant en sens contraires^ suivant les parties H^B' et H'B' de la tangente en ce point ^ il est évident qiie la force Q, dirigée sui-
vant H'B", sera détruite par la force Q dirigée suivant HB ; car ces deux forces tendent à faire tourner le système en des sens opposés, et il ny aurait pas de raison pour qu'il obéit plutôt à Tune qu'à l'autre. La seconde de ces deux forces se trouvera donc remplacée par la force Q dirigée suivant H'B', et l'angle GCH sera changé dans l'angle GCH', plus grand ou plus petit , sans que l'équilibre soif troublé.
Par ce changement, l'angle des deux bras du levier pourra devenir iSo*" ou zéro; alors le levier sera droit ; la puissance et la résistance seront des forces parallèles dirigées dans le même sens ou en sens contraires; et, pour l'équilibre, il faudra toujours que leurs intensités soient en raison inverse des longueurs de leurs bras de levier.
45. Si l'on appelle R la résultante des deux forces P et Q concourantes au point M (fîg. 1 o) , et m Vangle AMB compris entre leurs directions , on aura (n^ 29)
R» = P»+ Q*+ aPQ cosm;
et la valeur de R fera connaître la charge que le point d'appui C aura à supporter dans l'état d'équilibre. Appliquée en ce point, la force R aura pour direction la droite CD, prolongement de MC. La figure 10 suppose le point C situé entre les points d'application E et F de la puissance et de la résis* tance. Le contraire a lieu dans la figure 12; mais les raisonnemens qu'on vient de faire s'appliquent à ces deux cas : ils différent l'un de l'autre en ce que, dains le premier cas, les forces P et Q agissent de deux côtés difiei^ns du levier, et l'angle AMB est aigu, au
lieu que, dans le second cas, elles agissent d'un même côté , et l'angle AMB est obtus.
Les trois points E, F, C, restant les mêmes, si le point de concours M des trois forces P, Q, R, seloigne à Finfini, ces forces deviendront parallèles. Dans le cas de la figure 10, l'angle m devient alors infiniment petit; on a cosm = i, et conséquemment
Dans le second cas, c'est le supplément de l'angle m qui devient infiniment petit ; on a donc cos m = — I , et
en supposant P <C Q. Par conséquent, la résultante de deux forces parallèles est égale à leur somme ou à leur différence , selon que ces forces agissent dans * le même sens ou en sens opposés ; et quand leurs directions sont contraires, la résultante agit dans le sens de la plus grande. Dans ces deux cas, les composantes P et Q sont en raison inverse de leurs distances CG et CH à la résultante.
Cela étant, si l'on mène une perpendiculaire commune aux trois forces parallèles, et qu'on appelle a la partie GH de cette droite (fig. i3 et 14 J comprise entre les deux composantes P et Q , et ;r la distance CH de la résultante R à la composante Q qu'on suppose la plus grande , on aura
P : Q :: :r : « rp x,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur.
selon que P et Q agiront dans le ménie sens (%• t3)
ou en sens contraires (fig. i4)« On en déduit
et^ par conséquent^
àP
ce qui fera connaître la position de la résultante, dont la valeur sera en même temps Q =b P.
44* Lorsque les forces P et Q agissent en sens contraires , et qu elles diffèrent très peu l'une de Tautre, leur résultante^ toujours dirigée dans le sens de la plus grande, se trouvera située à une très grande distance des forces données. Mais quand elles seront rigoureusement égales, cette distance deviendra infinie; ce qui signifie que deux forces égaler, parallèles et agissant en sens opposés, ne peuvent être remplacées par une seule force; et, en effet, il n'y aurait aucune raison pour que cette force unique agit plutôt dans un sens que dans l'autre.
Deux semblables forces agissant aux extrémités d'une droite GH (fig. i5), feront tourner cette ligne autour de son milieu K; effet qui, évidemment, ne saurait être produit par l'action d'une seule force. On peut les remplacer d'une infinité de manières différentes par deux autres forces qui tombent dans le même cas j car on ne changera rien à leur action en appliquant, par exemple , aux points G et H, suivant les prolongemens GE et HF de la droite GH, des forces égales et de grandeur quelconque ; or, la résultante des forces dirigées suivant GA et GE, et celle
es forces dirigées suivant HB et HF, seront encore ^ forces égales , parallèles et dirigées en sens opoêés, suivant des droites GC et HD, et ces rësulintes remplaceront les forces primitives qui agissaient ûvant GÂ et HB. Si l'on appelle P la grandeur cornmne de ces deux forces , et a leur distance mutuelle, une et l'autre de ces deux quantités changeront par opération que nous indiquons; mais leur produit àP eiàeurera constant , ainsi qu'on le prouvera tout à heure.
45. Au reste , ce cas particulier est le seul dans le- Qfil un système d'un nombre quelconque de forces y Vf Tf, etc. , comprises dans un même plan et agisi&t sur des points matériels liés entre eux d'une maière invariable , ne puisse pas se réduire à une seule irce. En effet, soit que les deux forces P et P' oonravent en un point , ou qu'elles soieqt parallèles , on % réduira à une seule force Q , par la r^le du palUélogramme des forces , ou par celle du numéro recèdent. On réduira de même h une seule force Q', etie première résultante Q et F'; puis à une seule Mce Q', la seconde résultante Q^ et P'" ; et ainsi de Dite y jusqu'à ce qu'on ait réduit toutes les forces données à deux seulement , qui se réduiront elles-mêmes
une seule force R , à mtoins qu'elles ne tombent bus le cas d'exception dont il s'agit.
Dans le cas général , cette force R est la résultante les forces données Py F, P*, etc.; et si Ton joint aux composantes une force R' égale et contraire kK, il y mra équilibre dans le système. La grandeur de R et la position dans le plan des forces données ne dé-
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pendra nullement de l'ordre dans lequel on aura pris ces forces dans les réductions successives qu'on vient d'indiquer ; car, en changeant cet ordre y si l'on parvenait à une force S différente de R en gi^ndeùr ou en direction , il faudrait que l'une de ces deux forces prise en sens contraire fit équilibre à l'autre ; ce qui serait impossible.
Pour l'équilibre des forces P, P', P*, etc. , quand elles seront appliquées à un levier situé dans leur plan, il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une seule force ; car si elles se réduisaient à deux forces parallèles S et S' non réductibles à une seule , et que S' fut la plus rapprochée du point d'appui , on pourrait décomposer S' en deux forces Q et Q', parallèles et agissant dans le même sens, dont la première serait directement opposée à S et la seconde passerait par le point d'appui : ces deux composantes seraient l'une et l'autre moindres que S! ou S, la force Q' serait détruite , et il ne resterait qu'une force S — Q , qui ferait tourner le levier dans le sens de S. Les forces données étant réduites à une force unique R , il faudra, en outre, pour l'équilibre du levier^ que cette force vienne passer par son point d'appui. Cette condition s'exprimera par une équation , au mo/en du théorème que nous allons démontrer.
46. Considérons d'abord deux forces seulement et leur résultante. Le moment de cette résultante , par rapport à un point situé dans le plan des trois forces, sera égal à la somme ou à la différence des momens des deux composantes par rapport au même point : à la dif férence , quand le centre des momens est situé dans
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l'angle des composantes , ou , dans son oppose , au sommet; à la somme , quand ce point est hors de ces deux angles.
En effet, soient F et P' ces deux forces , MA et MA' (fig. 16 et 17) leurs directions^ Q leur résultante agissant suivant MB , C le centre des momens 9 p, f/, q, les perpendiculaires Ca, Ca\ Cb^ abaissées du point C sur la direction de F^ F', Q. Décomposons chacune de ces trois forces en deux au très , dirigées suivant la droite MC et suivant la perpendiculaire KMK' à cette droite; et considérons les composantes perpendiculaires. Oa a évidemment
cosBMK = sinBMC=.?,
en désignant par c la longueur de la droite MC ; donc
la composante de Q suivant MK sera égale à -^. De
même, les composantes de F et F' perpendiculaires
à MC seront -^ et -^. Elles agissent en sens con-
traire 9 quand la ligne MC traverse Tangle AMA^ (fig. 16), et dans le même sens, quand elle tombe hcxrs de cet angle. Or, la somme de ces composantes, dans le second cas, et lexcès de la plus grande sur la plus petite, dans le premier, doit reproduire la corn-posante de Q, puisque Q est la résultante de F et F'; en supposant la composante de F plus grande que celle de F', et supprimant le diviseur commun c, on
aura donc 1
Q9=5Fp±P>';
ce qu'il s agissait de prouver.
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Si l'on imagioe que le point C soit 6xe et que les perpendiculaires Ca, Ca', Ch, forment un système invariable, les forces P, P', Q, qui peuvent être censées agir aux extrémités a, a', h, de ces droites, ne pourront produire qu'un mouvement de rotation autour du centre des raomens. Or , l'iiispection de la figure i7, à laquelle répond le signe supérieur dans l'équation précédente, montre que quand le point C tombe bors de l'angle AMB, et de son opposé aa sommet, les trois forces P, P', Q, tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens autour du point C; au contraire, lorsque ce point tombe dans l'un de ces deux angles, la figure i6, qui répond au signe inférieur, fait voir que les forces P et P' tendent à faire tourner les points a et a' en sens opposés; et Ton voit aussi que, dans ce cas, la résultante Q tend à faire tourner son point d'application dans le même sens que la composante qui a le plus grand moment. D'après cette remarque, le théorème qu'on vient de démontrer revient à dire que le moment de la résultante de deux forces est égal à la somme ou à la dift'érence des moniens de ces deux forces, selon que les composantes tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens ou en sens opposés autour du centre des raomens, et que la résultante tend à faire tourner dans le sens de la composante qui a le plus grand moment.
Ce théorème ayant lieu pour des forces dont les directions Ibnl un angle quelconque, doit encore subsister lorsqu'elles deviennent parallèles; c'est effecti-
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yement une conséquence facile à déduire de la composition des forces de ce genre (n" 45).
47. L^Tantage de ce dernier énoncé est de pouvoir facilement s*étendre à un nombre quelconque de forces P, P', P*, etc., dirigées dans un même plan. En regardant le centre des momens comme un point fixe, autour duquel les forces tendent à faire tourner le système de leurs points d'application , liés entre eux d'une manière invariable, le moment de la résultante est égal à la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner dans le même sens qu'elle, moins la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire.
Pour fibcer les idées , supposons que les trois premières forces P, P', P*, tendent à faire tourner dans un même sens, et toutes les autres dans un sens opposé. Reprenons la série de réductions du n* j^5. Soient Q, la résultante deP et P', et Q' celle de Q et P% ou de P, P', P*. Soient aussi p, p% p", q, 9', les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de P, F, P", Q, Q'; nous aurons, d'après ce qu'on vient de voir,
Q9 = P/, + py , Q Y = Q? + fp%
et , par conséquent,
QY = P/) 4- py H- y'p'.
De même, si l'on désigne par Q, la résultante de toutes les autres forces P*, P'% etc. ; par 9, la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur sa direction ; par p^, /?'% etc., les perpendiculaires abaissées du
même point sur les directions de P"', P'% etc., on
aura aussi
Q^7^ = V'Y' + P'y^ + etc.
Or, la résultante R de toutes les forces données sera celle des deux forces Q' et Q^; si, donc, on représente par r la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur la direction de R, et si Ton considère que ces forces Q' et Q^ tendent à faire tourner en sens opposés, on aura
selon que Q'ç' sera plus grand ou moindre que Q^^'^. Dans ]e premier cas , la force R tendra à Êiire tourner dans le même sens que la force Q', et , conséquemment, dans le même sens que les trois forces P, P', P*. Nous supposerons que ce soit ce premier cas qui ait lieu ; et en substituant pour Q'q^ et Q^y^ leurs valeurs, nous aurons alors
Rr=P/^H-Fp'+Py — PV — I^'y^ — etc.; (i)
équation qui renferme le théorème qu'on voulait dé^ montrer.
En supposant que le centre des momens soit le point d'appui du levier auquel les forces P, P', P^, etc., sont appliquées, il faudra, pour Téquilibre de ce levier, qu'on ait
Vp + Py + Vp' — V'p' — P'7?'^ — etc. = o , (2)
puisque, dans ce cas, ces forces doivent avoir une résultante qui doit passer par le point d'appui (n* 45 1, et pour laquelle on a donc r = o.
48. Oa peut rendre TéquatioD (i) plus générale , eu supposant que par des décompositions et recom-^ positions des forces P, P'^P*, etc. , on les ait transformées en d'autres forces S , S\ S% etc., dont l'ensemble soit équivalent aux forces données. En désignant par s, /, ^', etc. , les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de S, S'^ S% etc.^ on trouvera, par le même raisonnement que dans le numéro précédent ,
S^+SV+SV+etcœPp+Py+PV*— ?•/?•— P»y^— etc., (3)
équation dans laquelle on devra prendre avec le signe +9 1^^ momens des forces S, S\ S', etc., qui tendent à faire tourner dans le même sens que P^ P', P'; et avec le signe -^ , les momens de celles qui tendent à faire tourner dans le même sens que P^'^, P'% etc.
Le cas particulier où les forces P, P', P', etc., sont irréductibles à une seule, est compris dans cette dernière équation. Soient alors S et S' deux forces égales, parallèles et non directement opposées ; et appelons h leur distance mutuelle. Si le centre des momens est situé etitre leurs directions, on aura S'^s'zrzh; elles tendront à fail^ tourner dans le même sens autour de ce point; on donnera donc le même signe à leurs momens, et il en résultera
Ss + S's^ = S/i.
Si, au contraire, le centre des momens n'est pas compris entre S et S% et qu'on suppose s >• /, on aura s — s'z=:h; ces deux forces tendront à faire tourner en sens opposés; on devra donner le signe + au nio-
ment de S et le signe — au moment de S'j et il en résultera
Par conséquent, l'équation (3) deviendra toujours SA = Pp + ry + F/ — F'p' — T'Y- — etc. .
Son second membre se composant de quantités qui sont toutes données, il en résulte que si les valeurs de S et A viennent a changer, leur produit demeurera constant, ainsi qu'on l'avait déjà dit plus haut.
On conclut aussi de cette dernière équation que, quand son second membre est nul , les forces données ne peuvent pas tomber dans le cas d'exception où elles sont irréductibles à une seule ; il s'ensuit donc que l'équation (a) exprime à la fois que les forces P, P', P^, etc., ont une résultante unique, et que cette résultante passe par le centre des momens ; par conséquent, elle est l'équation nécessaire et suffisante pour l'équilibre du levier, dont ce centre est le point d'appui. La résultante R que Ton obtiendra par la série de réductions du n® 4^ , exprimera la chaîne qu'il aura à supporter; quand elle sera nulle, les forces P, P', P^ etc. , se feront équilibre dans leur plan sans le secours de ce point fixe.
49* La condition de l'équilibre dans le levier peut aussi s'exprimer par une équation analogue à la formule (i) du n*" Sg.
Soient^ par exemple^ M, M', W (fig. i8), les points d'application des trois forces P, P', P'', qui agissent sur le levier ECF, suivant des directions MA, M'A', M^A% comprises dans son plan. Faisons tourner infir:
nîment peu ce levier autour de son point d'appui C^ de sorte que M j M', M", viennent en m, m', tvI'. D'après la définition du n* 39 , les arcs infiniment petits Mf», MW, M"m!', que Ton peut prendre pour des lignes droites, seront les vitesses virtuelles des points d'application M, M', M'^^ des trois forces que Ton cou* sidère. J'abaisse de m , m', nf, des perpendiculaires ma, m'd, nfa', sur les droites MA, M'A', M"A", ou sur leurs prolongeniens ; Ma sera la projection de M/71 sur la direction même de la force P, qui tend a faire tourner le levier dans le sens de la rotation qui a eu lieu; MV et MV seront les projections de MW et M'/n' sur les prolongemens des deux autres forces R et Vy qui tendent à le faire tourner dans le sens opposé. Pour cette raison, je considère la première de ces projections comme une quantité positive, et les deux autres comme des quantités négatives. Je représenterai ces trois quantités par 'zzr, /sr', ^'.
Cela posé, en vertu du principe des vitesses virtuelles, la somme des forces données multipliées respectivement par les projections ainsi définies des vitesses virtuelles de leurs points d application, est nulle dans le cas de l'équilibre ^ et réciproquement l'équilibre a lieu quand cette somme est zéro; en sorte que l'équation d'équilibre du levier est
P^ + PW4-P''n^' = o; (4)
et, en effet, il est aisé de vérifier qu'elle coïncide avec celle que l'on a déduite de la considération des roomens.
Pour cela, désignons par />, pyp'9 les perpendicu^
laires CG, CG% CG% abaissées du point C sur les directions des forces P, P', P'; par c, c% c% les distances CM, CM', CM', de leurs points d'application au point C; et par y, y\ y', les vitesses virtuelles Mm, M'm', MW. L'arc infiniment petit Mm se confondant avec sa tangente, les triangles Mma et CMG ont leurs côtés perpendiculaires l'un à l'autre, et sont semblables; on a donc
Ma : Mm :: CG : CM;
et à cause de
Mas=s4r, Mmsz:^, CGs=/>, CM = c, on en déduit
On
aura
tzar
py
même
jy
pv
en observant que ^' et mr' sont, par hypothèse, des quantités négatives. De plus, la forme du levier étant supposée invariable, les trois arcs Mm, MW, MW, décrits en même temps , répondent à un même angle ; et en les divisant par leurs rayons respectifs CM, CM', CM', on aura trois rapports égaux. En désignant par 6 la grandeur commune de ces rapports, on aura donc
et, par conséquent,
Or, si Ton substitue ces valeurs dans Tëquation (4) f et qu'on supprime ensuite le facteur 8 commun à toué ses termes y elle deviendra
ce qui est effectivement l'équation d'équilibre du levier que nous considérons. Réciproquement, si l'on multiplie cette dernière équation par 6, elle se changera dans l'équation (4)«
Le raisonnement serait évidemment le même, quels que fussent le nombre des forces données P, P^, P*, etc. , et le sens dans lequel elles tendent à faire tourner le levier.
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PARALLÈLES
5o. La composition des forces parallèles se dédoi^ ainsi qu'oQ l'a vu précédemment (n* 45) > de la règle du parallélogramme des forces, en considérant les forces données comme des forces dont le point de concours est à Tinfini ; mais en s'appuyant toujours sur cette règle y on peut aussi obtenir la résultante de deux forces parallèles par un autre moyen qu'il est bon de connaître.
Soient P et Q les deux composantes , agissant aux points E et F de la droite inflexible EF, suivant les directions parallèles EA et FB, dans le même sens (fig. 19)1 ou en sens opposés (fig. 20). On ne changera rien à ce système de forces, en appliquant aux extrémités de cette droite des forces égales^ dirigées en sens contraire Tune de l'autre, suivant ses prolongemens EC et FD, et dont la grandeur commune sera représentée par S. Je prends la résultante des forces P et S appliquées au point E , qui sera une force P' agissant suivant une droite EA' comprise dans l'angle AEC ; de même la résultante des forces Q et S ^ qui agissent au point F, sera une force Q' dirigée suivant une droite FB', comprise dans l'angle BFD j et si l'on excepte le cas du n^ 44' ^^ ^^^ forces données
P et Q sont égales et agissent en sens opposes^ les deux droites EA' et FB' ne seront pas parallèles. Par conséquent , en supposant leur point d'intersection K lié invariablement à la droite £F^ il sera permis de le prendre pour le point d'application commun aux deux forces P' et Q' (n* 4^)- ^^^ ce point K, je mène les droites ET et KH', parallèles à la droite EF et à la direction des forces P et Q^ puis je décompose chacune des forces P' et Q' suivant ces parallèles : il est évident qu'on retrouvera de cette manière les composantes S et Py dirigées suivant KEf et KH^ et les composantes S et Q, dirigées suivant KF' et KH (fig. 19), ou suivant KF' et KH' (fîg. 20). Nous aurons donc les quatre mêmes forces qu'auparavant^ mais appliquées toutes quatre à un même point K. En supprimant les deux forces S , il restera les deux forces P et Q, dirigées suivant la même droite KH^ dans le cas de la figure 19 , ou suivant cette droite KH et son prolongement KH'^ dans le cas de la figure 20^ qui suppose que Q est la plus grande des deux forces données. Donc, la résultante de ces deux forces leur sera parallèle ; et en la désignant par R^ nous aurons
R == Q db P,
selon qu'elles seront dirigées dans le même sens ou en sens opposés.
Pour déterminer le point O, où sa direction viendra couper la droite EF ou son prolongement, je supposerai que E' et F^ soient les intersections des lignes AE et BF avec la droite E'F' ; les deux quadrilatères
EE'KO et FF'KO seront des parallélogrammes; et si l'on prend leurs diagonales KE et KF pour représenter les résultantes F et Q'^ on aura
P : Q :: FO : EO
ce qui fera connaître la position du point O, qu'on pourra prendre pour le point d'application de la résultante R.
On en déduit aussi
P : Q rfc P :: FO : EF, Q : Q =fc P :: EO : EF;
les signes supérieurs se rapportant à la figure 19» et les signes, inférieurs à la figure 20 ; en ayant égard à la valeur précédente de R , on aura donc , dans les deux cas,
P : Q : R :: FO : EO : EF
ce qui montre que chacune des trois fotxres P, Qi R^ est proportionnelle à la distance comprise entre les points d'application des deux autres.
Cette proportion, et, par suite, la position du point 0, sont indépendantes de l'angle sous lequel les directions des forces données sont coupées par la ligne EF , qui peut être une droite quelconque aboutissant par ses extrémités h ces deux directions.
5i. On résoudra maintenant, sans aucune diffi-
culte, toutes les questions qui peuvent se pœsenter sur la composition de deux forces parallèles en une seule et sur la décomposition d'une force en deux autres qui lui soient parallèles. Nous n'entrerons dans aucun détail à ce sujet; et nous ne reviendrons pas non plus sur le cas particulier des forces égales et non directement opposées^ que nous avons exclu de la démonstration précédente , et qui a été suffisamment examiné dans le n* 44-
Je vais actuellement considérer un nombre quelconque de forces parallèles, dont une partie agit dans un sens et Tautre partie dans le sens oppose, qui sont situées ou non situées dans un même plan, et appliquées à des points liés entre eux d'une manière invariable, par exemple, à différens points d'un corps solide.
En composant deux de ces forces en une seule , puis celle-ci et une troisième encore en une seule , et ainsi de suite, on parviendra à déterminer la grandeur et la position dans l'espace de la résultante de tontes les forces données , à moins que les deux dernières forces qu'on aura à considérer ne tombent dans le cas d'exception du n"" 44* Cette résultante sera évidemment parallèle k la direction commune des composantes ; de plus , elle sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins la somme de celles qui agissent en sens contraire , et elle agira dans le sens de la plus grande somme. Si donc on regarde les unes comme des quantités positives , et les autres comme des quantités négatives ( n® 1 1 )^; qu'on les représente
toutes par P, P', P^, etc. , et leur résultante par R ,
on aura toujours
R = P + P'-|-F + etc.
52. Si les forces données viennent à tourner autour de leurs points d'application sans cesser d être parallèles, leur résultante tournera aussi autour d'un des points de sa direction ; car son point d'application y qu'on trouve en composant successivement les forces données y comme on vient de l'indiquer, ne dépend en aucune manière de la direction commune de ces forces , et reste, conséquemment , le même quand cette direction vient à changer.
Ainsi, par exemple y supposons que les forces données soient au nombre de trois, P, P', P*, dirigées suivant les droites MA, M'A', M'A*^ (fig. ai). Soit d'abord NB la direction de la résultante de P et P', qui sera égale à P + P'; soit ensuite N'B' la direction de la résultante de P -f- P' et P*'; cette dernière force P' étant supposée, dans la figure, agissante en sens contraire de P et P', et plus grande que P + P'. Concevons maintenant que les trois forces P, P', P*', tournent autour des points M, M', M', en conseiTant leur parallélisme et le sens relatif de leurs actions. Soient Ma, M'a', M'a', leurs nouvelles directions. Dans ce nouvel état, la résultante des forces P et P' rencontrera la droite MM' au même point N qu'auparavant , puisque la position de ce point ne dépend que du rapport des composantes , et nullement de l'angle que la droite MM' fait avec leurs directions (n® 5o); elle sera présentement di-
rigée soiyaDt la droite N6 parallèle à Ma et M'a', et encore égale kTf -{-¥'. Par la même raison « la résultante de P -f- P' et P* rencontrera le prolongement de la droite MM' au même point N' qu'auparavant, et sera dirigée suivant une droite N'6' parallèle à N6 ; par conséquent , les trois forces P , P'y P*, tournant autour de leurs points d application M, M', M', leur résultante tournera aussi autour d*ua même point N'.
53. Nous appellerons centre des forces parallèles le point dans lequel viennent se couper toutes les directions successives de la résultante, quand ses composantes tournent autour de leurs points d'application ^ qu'on- suppose invariables.
On verra par la suite combien le centre des forces parallèles est important à considérer , surtout dans les questions relatives à l'équilibre et au mouvement des corps pesans. On peut déjà observer que si un corps solide est sollicité par des forces parallèles quelconques y que Ton détermine le centre de ces forces, et qu'on le suppose fixe, l'équilibre aura lieu dans toutes les positions que le corps pourra prendre aotour de ce point , pourvu que les forces données restent toujours parallèles et appliquées aux mêmes points de ce corps; car alors leur résultante passera constamment par le point fixe , ce qui suffit pour qu'elle soit détruite.
Lies coordonnées du centre des forces parallèles, rapportées à trois axes rectangulaires, dépendent, comme on va le voir, des produits de ces forces multipliées par les coordonnées de leurs points d'applica-
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lion. A cause que ces produits se présentent dans un grand nombre de cas, on leur a donné un nom partU culîer ; on appelle moment dune force par rapport à un plan, le produit de cette force et de sa distance à ce plan. Ainsi, P étant l'intensité d'une force aj^quée en un point dont les coordonnées sont oc^jyZy les produits Pjs , P^, Pjc , seront ses momens par rapport aux plans des x tXjj des x et z^ àesjr et z. Les momens de cette espèce n'ont rien de comnaun , en général, avec les momens par rapport à un point quW a définis dans le n"" 4^« Ceux-ci dépendent de la direction de la force , et sont indépendans de son point d'application; les momens par rapport à un plan dépendent, au contraire, de la position du point d'application de la force , et sont indépendans de sa direction. On ne fait usage des derniers que dans le cas des forces parallèles; eu sorte qùlls peu* yent être des quantités positives ou négatives, à raison du signe de la force et des coordonnées du point où elle est appliquée.
54- Soient M, M\ M% etc. (fig. 2a), les points d'application des forces parallèles P, P^ f, etc., dont il sera inutile d'indiquer les directions. Menons arbitrairement trois axes rectangulaires 0;r, Ojr, Os, qui seront ceux des coordonnées; désignons par x, ^, z, les coordonnées de M; par x', y, z\ celles de M' ; par JC*, j^, z*, celles de M', etc. ; et supposons que toutes ces coordonnées et ces forces sont des quantités données qui peuvent être positives ou né-* gatives. Soient encore Q, Q', Q*, etc., les projections 4es points M, M', M% etc., sur le plan des x et./;
en sorte qu'on ait ^
Mq=zz, M'Q' = z', M'Q•=z^ etc.
Eofia I représentons par a:^, jr^, z, , les trois coordonnées du centre des forces parallèles dont il s'agit de trouver les valeurs.
La résultante P + F des deux forces P et F rencontrera en un point N la droite MM^ ou son prolongement, selon que ces deux forces seront de même signe Ou de signe contraire ; mais dans les deux cas cil aura
F : P + P' :: MFf : MBT.
Soit K la projection de N sur le plan des jr et^. Par le point M, menons la parallèle MGH à la droite QKQ^t qui rencontre les droites NK et M!Q' aux points G et H , de sorte qu on ait
MQ == GK = HQ'; on aura aussi
P H- F)NG = F.M'H
A cette équation , j'ajoute l'équation identique
(P + F)GK = P.MQ + F.HQ';
ce qui donne
(P -f. P')NK = Pz -f- Fz'.
La résultante des deux forces P -|- P' et F rencon-
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trera en un point N' la droite NM" ou son prolongement , selon que ces deux forces auront le même signe ou des signes contraires; et si K' est la projection de N' sur le plan des x et jr^ on trouyera, comme dans le cas précédent ,
(P4.p'4.p'/jN'K' = (P^.p/3NK + FV';
par conséquent^ on aura
(P 4. P' 4. F') NTK' = Pz + P V + P V.
On continuera de même jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces données P, P', F', etc. ; et si R est leur résultante totale , on aura finalement
Rz. = Pz + PV + P V -f- etc.
La figure 22 suppose que tous les points M, M', M", etc. , N, N', etc., sont situés d'un même côté du plan des x et jr, ou que leurs ordonnées parallèles k l'axe des z sont toutes de même signe ; mais il est aisé de voir que si l'équation précédente est vraie dans ce cas , elle le sera encore lorsque ces ordonnées seront en partie positives et en partie négatives. En effet, transportons le plan des a: et^, parallèlement k lui-même , h une distance quelconque h de sa position primitive. Par rapport à ce nouveau plan, soient Z, Z', Z", etc., les coordonnées de M, M'', M", etc., et Z, celle du centre des forces parallèles, de sorte qu'on ait
Z,=z,— A, Zz=2Z—h, Z'=z'—h, Z"=z"— A, etc.;
si l'on retranche de l'équation précédente l'équation
identique
Rh =zFh + rh -f- V'h + etc. ,
il en résultera
RZ, = PZ -f- P'Z' + P"Z" + etc. ;
équation dans laquelle les ordonnées Z, Z% Z", etc., peuvent être positives ou négatives.
On voit donc que, dans tous les cas, le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles par rapport à un plan choisi arbitraire* ment , est égal à la somme des momens de ces forces par rapport au même plan.
55. En prenant successivement les momens par rapport aux trois plans des coordonnées , on aura , d après les notations précédentes ,
Ra:.=Pa: + P'^' + P''^' + etc., y
Rr. = Pr + Py + Py + etc. , I (i>
Rs. = Pz + Fz' + P V 4- etc. j )
et à cause de
R = P + F + P" + etc. , (2)
les trois cooixlonnées du centre des forces parallèles seront complètement déterminées. En menant par ce point une droite parallèle aux forces données, dans* le sens indiqué par le signe de R; on aura la direc-' tien de la résultante. Ces quatre équations renfermeront, de la manière la plus générale, la théorie des forces parallèles.
La somme dés momens des forces P, P', P",etc., est égale à zéro , par rapport à tout plan passant par le *
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ceatre des forces parallèles; car, en prenant ce plan pour celui des xetjr^îl faudi'a qu'on ^t jz, = o , et, conséquemment ,
P2 + PV + PV + etc.
Dans le cas particulier où P , P', V, etc. , 3e réduisent à deinc forces égales , agissant en sens opposé, leur somme R est égale à zéro ; ce qui rend infinies les valeurs de x^^y^y 2,. Le centre des forces parallèles est donc alors situé & Finfini , ou plutôt ce centre n'existe pas, non plus que la résultante.
56. Lorsque tous les points d'application M, VS^ M", etc. , des forces données sont situés dans un même plan , il est évident , par la nature du centre des forces parallèles (n* 5^), que ce point, s'il existe, devra aussi se trouver dans ce plan; c'est aussi ce que l'on peut conclure des équations (1) et (a).
En désignant par a, b, c, trois constantes données, on aura, dans ce cas.
oo?
oar'
by'-i- c
ax'
'+ bj"-^ c.
etc.
Je substitue ces valeurs de z, z% z^', etc., dans la trot* -siraie équation (i); il vient
Rz. = (Par + P V + P V + etc.) a
+ CPr +Py + Py' +etc.)6 + (P + P' + P"+etc.)c.,
egaa-
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hon [2) 9 on peat remplacer par Ror, , Ry\ , R , les ooefficiens de a, 6 ^ c; et en supprimant ensuite le £M:tear commun R , on a
z, = aa:, + bjr, + c;
ce qui montre que le œntre des forces parallèles ap« partîent «a plan des points M, M^, M^, etc.
Lorsque tous ces points sont sur une même ligne droite 9 ce centre s'y trouve également; et il suffit de la première des équations (i) pour déterminer sa position, en prenant cette droite pour Taxe desx. Si, de plus, les forces F, F, F^ etc., sont perpendiculaires k cette droite, les momens que nous considérons actndlement se confondent arec les momens par rapport à an point , qui est ici Forigine 0 des ahscisses x, et la première équation (i) coïncide ayec l'équation (i) du n^ 47* U ^^ ^^ ^^ voir, en effet, que parmi les forces données?, P', P'', etc., celles qui tendent à faire tourner autour du point 0 dans le même sens que la résultante R, sont toutes les forces qui ont le même signe que leurs distances x, a/, j^, etc., à ce point, et que celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé sont les forces qui ont nn signe contraire à celui de ces mêmes distances; par cou* Kquent, les moment des premières s'ajoutent, et eenx des dernières se retranchent, conformément a l'énoncé du numéro cité.
57 • Les équations d'équilibre des forces parallèles P, F, F', etc. , se déduisent aisément de la théorie qu'on vient d'exposer.
SU n'existe aucun point fixe dans le système^ il
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faut y poar l'équilibre i qu'en séparant Tune de ces forces y par exemple la force P^ toutes les autres aient une résultante qui soit égale et directement opposée à P. Soit donc R' la résultante des forces P', F', etc.; puisque les forces F et R^ sont égales et dirigées en sens . contraires y elles doivent être égales et de signes différensy ou, autrement dit, on doit avoir Frf- R^= o. Mais R^ est la somme des composantes P', V, etc.; il en résulte donc, pour la première équation d'équilibre,
P + P' + P" + etc. = 0. (a)
Pour exprimer, en outre, que les forces P et R' sont directement opposées , soient a, € , y, les trois coordonnées du centre des forces parallèles F, P", etc., de manière qu'on ait
R'flt = PV + F'o:" + etc. ,
R'ff = ?y + py + etc. ,
K'y == Fz' + PV + etc.
Ce centre étant le point d'application de leur résultante R', il sera nécessaire qu'il se trouve sur la direction de la force P, pour que R' soit directement opposée à cette force , ou , ce qui revient au même , ce centre et le point d'application M de la force P doivent être sur une même parallèle à la direction commune des forces données. Si donc on prend, pour plus de simplicité , le plan des a: et jr perpendiculaire à cette direction, il faudra que ces deux points soient situés sur une même perpendiculaire k ce plan * ils auront alors la même projection sur ce
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plan ; fiar conséquent , leurs coordonnées seront les mêmes parallèlement anx axes des x et jr^ de sorte que l'on aura
<x = X , C ^ jr.
Je substitue donc x et ^ à la place de «t et € dans les deux premières équations précédentes, et , à cause deR' = — P, il vient
Pjc + Fx'+PV + etc.s=o, \ ff.
pr+iy-*-p'y'+eic.=o; I ^"^
équations qui signifient que la somme des momens de toutes les forces P^ Y y P', est nulle, etc., par rapport aux plans des jc et z, et des j^ et z, parallèles à leur direction.
Ainsi, l'équilibre de ces forces exige que les équations (a) et (6) aient lieu en même temps. Réciproquement, quand ces trois équations sont satisfaites, l'équilibre existe; car si l'on considère la résultante R' de toutes ces forces moins une, on aura , en vertu de ces équations,
R'=: — P, R'(X = — Pa:, R'ff=r: — Pj,
et, par conséquent,
en sorte que cette résultante sera égale et directement opposée à la force P, qu'on avait omise. Il n'est pas nécessaire, pour cela, que les deux plans par rapport auxquels la iîomme des momens des forces données est zéro , soient perpendiculaires l'un à
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l'autre ; il suffit qu'ils soient parallèles à la direction de ces forces ; et Ton peut aussi s'assurer fiicilement que si cette condition est remplie par rapport k deux plans parallèles à cette direction , elle le sera également par rapport à tous les autres.
Concluons donc que pour rëqnilibre d'un système de forces parallèles , appliquées k un corps solide en* ttèrement libre, il est nécessaire et il suffit^
i"*. Que la somme de ces forces soit égale h zéro;
2^. Que la somme de leurs roomens soit nulle par rapport à deux plans quelconques parallèles à leur direction conmnune. Quand toutes les fi^rces seront comprises dans un même plan, cette seconde com^ dition sera déjà remplie par rapport à ce plan ^ et il suffira quelle le soit, en outre, par rapport à un autre plan.
58. Si l'un des points de ce corps solide est supposé fixe , il suffira , pour l'équilibre des forces parallèles , que la somme de leurs momens soit nulle par rap-* port à deux plans passant par ce point et parallèles à leur direction, et il ne sera plus nécessaire que leur résultante soit égale à zéro; car alors les distances de cette résultante à ces deux plans seront nulles : elle coïncidera donc avec leur intersection , et sera détruite par la résistance du point fixe.
Lorsque ce point sera le centre des forces parallèles, la somme des momens sera zéro par rapport à tous les plans passant par ce point ; par consé^ quent , les forces données se feront équilibre , quelle que soit leur direction commune; ce que noas sa-^ vions déjà (n* 55).
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Si le corps solide est retenu par un axe fixe , autour duquel il ait setilement la liberté de tourner^ Il suffira, pour l'équilibre des forces parallèles appliquées en ses dîfférens points ^ que la somme de koTB momens soit égale à zéro, par rapport au plan mené par cet axe parallèlement à leur direction; car leur r&ultante tombant alors dans ce plan , elle y rencontrera l'axe fixe, et sera détruite par sa résistance. Lorsque Taxe fixe est lui-même parallèle aux forces données, le plan dont il s'agit est indéterminé ; la condition d'équilibre s'évanouit par conséquent; œ qui doit être , puisque des forces qui sont toutes parallèles a un axe fixe ne peuvent faire tourner un corps solide autour de cette droite , de sorte que , dans ce cas, l'équilibre a lieu indépendamment de leurs intensités et de leurs distances à cet axe.
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CHAPITRE IV
GONSIDÉHATIONS GE1VEIIALE8 SUR LES CORPS PESA1V8 ET SUR LES CENTRES DE GRAVTTE.
5g. On appelle indifféremnient pesanteur ou gror vite, la force qui précipite les corps vers la sur&ce de la terre aussitôt qu'ils ne sont plus soutenus. Son action s'exerce sur tous les points matériels ^ dans des directions perpendiculaires à cette surface p ou suivant des lignes verticales. Les directions prolongées de la pesanteur en différens lieux de la terre convergent donc vers son centre y à cause de sa formé à peu près sphérique; mais en ayant égard à la grandeur du rayon terrestre ^ relativement aux dimensions des corps que l'on considère ordinairement^ on peut supposer^ sans erreur sensible, la pesanteur parallèle à elle-même dans toute l'étendue d'un même corps»
L'observation a prouvé que l'intensité de cette force varie à la surface de la terre avec la latitude, et que sur une même verticale elle varie aussi avec l'élévation au-dessus de cette surface; mais il faut que les changemens de hauteur et de latitude soient très considérables pour que ces variations deviennent sensibles, et elles ne le sont nullement dans l'étendue d'un corps de dimensions ordinaires.
60. On conclut de là que la résultante des forces parallèles, en nombre infini, qui agissent sur tous
les points d'un corps pesant, est indépendante de sa forme ; cette résultante est ce qu'on appelle le poids du corps. Dans les corps homogènes^ le poids est évidemment proportionnel au volume; mais une expérience journalière nous montre que les corps de nature différente n ont pas le même poids sous le même volume ; ce qui peut provenir de ce que 1 attraction de la terre, qui est la cause principale de la pesanteur, comme on le verra par la suite, dépend de la nature des points matériels sur lesquels elle agit, ou bien, de ce que les corps hétérogènes renferment, sous des volumes égaux, d^ quantités différentes de points matériels également pesans. Nous expliquerons, dans un autre chapitre, comment on a conclu , du mouvement observé des corps pesans, que c'est le second de ces deux cas qui a lien dans la nature.
Il en résulte que le poids d'un corps quelconque est en raison composée de sa masse et de l'intensité de la pesanteur dans le lieu où il est situé. Ainsi, en appelant P ce poids, M la masse, et g la mesure de la gravité, on a
P = gM.
Cette quantité g, indépendante de la nature par-ticulière de chaque corps, est, comme on voit, le poids de celui dont on prend arbitrairement la masse ponr unité. On verra par la suite comment sa valeur a été déterminée en différens points de la terre, d'après le mouvement des corps soumis à la seule action de la gravité.
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Nous pouvons aussi écrire
en désignant par m le poids du corps sous lunité de volume^ et son volume par V. Le poids <2!r est ce qu'on appelle la pesanteur spéc^que du corps que Ton considère; dénomination impropre^ puisque la pesanteur est commune à tous les corps d'espèces différentes, et qu'on devrait remplacer par ceUe de poids spécifique.
Enfin , si Ion représente par D la masse, sous l'unité de volume, du corps que Ton considère, D sera ce qu'on nomme la densité de ce corps, et l'on aura
M = DV, P = ^DV
Telles sont les équations qui ont lieu entre les cinq quantités P, g. M, D, Y , dont chacune doit être exprimée numériquement , en la rapportant à une unité de son espèce.
6i. Le gramme f ou l'unité de poids, est celui d'un centimètre cube d'eau distillée et prise à son maximum de densité, qui répond à environ 4* ^^ thermomètre centigrade. Ce poids varie avec le lieu qu'il occupe ; mais connue les poids des autres corps, qu'il sert à peser , varient exactement dans le même rapport , il s'ensuit que le poids d'un corps quelcon^ que, exprimé en grammes, est partout le même, ^ qu'on n'a pas besoin de dire en quel endroit il a M déterminé. D'après les expériences de M. HallstfOm , le poids du centimètre cube d'eau distillée, à la tem««
pérature zéro , est
oS'^*», 999891 8.
On prend commanemeiit poar unité de densité , celle de l'eau distillée à cette dernière température. Les densités d'un grand nombre de substances ont été déterminées par l'expérience, et exprimées en nom-< bres au moyen de cette unité. Ainsi , par exemple , la densité da mercure à cette même température est
15,5975, et elle augmente ou diminue de
pour chaque degré de diminution ou d'augmentation de la température. La densité de lair, prise aussi à la température de la glace fondante, sous la pression barométrique de 76 centimètres et à robser- Tatoire de Paris, a été trouvée égale à
et^ pour chaque variation d'un degré dans la température , elle varie , en sens contraire , de
oomme celle de tout autre gaz.
Le poids de la colonne de mercure qui exprime la pression banxnétrique variant avec la latitude et Vélévalion au-dessus de la sur&ce de la terre , la densité de l'air , soumise à une pression d'une hauteur donnée, varie en même temps. Voilà pourquoi il ne suffit pas d'assigner cette hauteur; il faut encore dire à quel lieu elle se rapporte, comme ici à l'Observatoire de Paris. Le rapport de la densité du mercure h
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ceUe de l'air, qui répond aux nombres precédens, est
Dès qu'on attribue un phénomène , tel que la chaleur, par exemple , h une substance matérielle , cette substance est soumise à la pesanteur; et l'expressioa impondérable ne doit s'entendre que d'une matière dont la densité est si faible, qu^elle échappe à tous nos moyens d'investigation ; en sorte que sa prince n'augmente ni le poids ni la masse mesurables du corps dont elle fait partie , en quelque quantité qu'elle sy trouve.
62. lies poids sont les forces qui nous sont le plus familières , et dont nous pouvons , au moyen de la balance, déterminer les rapports avec le plus d'exactitude et de facilité. C'est pourquoi il est naturel de les faire servir de terme de comparaison aux forces d'une autre nature. Ainsi, lorsque la force musculaire d'un animal, ou tout autre force, agit sur un corps par l'intermédiaire d'une corde attachée à sa surface, nous pouvons toujours concevoir que cette force soit équivalente à un certain poids déterminé, et nous pouvons même , sans changer sa direction 9 remplacer son action par celle de ce poids, .en le suspendant à l'extrémité de la co^de, après avoir fait passer celle-ci sur une poulie fixe convenable-* ment placée.
Le poids fournit la mesure la plus commode de la masse ; sans le secours de la pesanteur, il serait , ^en efibt , très difficile de déterminer le rapport des masses de deux corps. On verra par la suite qu'on pourrait.
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a la rigaeur^ le conclure du choc mutuel de ces corps; mais il est beaucoup plus simple de remplacer le rapport des masses par celui des poids, auquel il est égal en chaque lieu de la terre , en vertu de Tëquatiou P = gM. Toutefois , on doit avoir une idée préalable de l'égalité et du rapport des masses , indépendamment de la pesanteur, qui n'est qu'une propriété secondaire des corps, puisqu'elle deviendrait tout- à -fait insensible, sans que les masses eussent changé, en les transportant à une distance suffisamment grande de la terre. Nous reviendrons sur ce point dans un autre endroit de cet ouvrage.
65. Puisque tous les points d'un corps pesant sont sollicités par des forces parallèles, il s'ensuit que si on lui £dt prendre successivement diverses positions par rapport k la direction de ces forces, leur résultante passera constamment par un certain point de œ corps. Ce point, que nous avons appelé, en général, centre des forces parallèles (n® 55) , prend ici le nom particulier de centre de gravité. Sa propriété caractéristique dans les corps solides, qui ne sont soumis qu^ la seule action de la pesanteur , consiste en ce que, s'il est supposé fixe , le corps auquel il appartient reste en équilibre • dans toutes les positions possibles autour de ce point , puisque , dans toutes ces positions, la résultante des forces appliquées à tous les points du corps vient passer par le point. fixe.
On conçoit aussi que quand un corps solide pesant est retenu par un autre point fixe , il est nécessaire et il suflit , pour l'équilibre , que la droite
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qni joiut ce point et le centre de gravité soit verticale; ce centre pouvant d'ailleurs se trouver audessus ou au-dessous du point fixe. Eo eilet, le poids du corps ctant une force verticale appliquée à son centre de gravi'é, sa direction coïncidera, dans cette hypothèse, avec la droite qui joint ce centre et le point fixe, ou avec son prolongement; par conséquent , cette force sera détruite par la résistance dn point Rxe, comme si elle y était immédiatement appliquée.
Par la mènie raison , si l'on suspend un corps solide pesant à un point fixe, par le moyen d'an til dont l'extrémité inférieure est attachée à un point de sa surface, la direction de ce fil sera verticale dans l'état d'équilibre, et son prolongement ira passer par le centre de gravité du corps, II en sera de même si l'on suspend , une ou plusieurs autres fois, ce même corps au point fixe, en attachant l'exlrémité inférieure du fil à d'autres points de sa surface. Les prolongemeos du fil, tracés successivement dans l'intérieur du corps , s'y couperont à son centre de gravité; ce qui fournit un moyen pratique de déterminer la position de ce centre dans un corps de forme quelconque, homogène ou hétérogène.
Dans toutes les questions d'équilibre relatives à un corps solide , on pourra faire abstraction de la pesanteur de ses diverses parties , pourvu qu'on ajoute aux autres forces données qui agissent sur ce corps, une force égale à son poids, et appliquée verticalement à son centre de gravité. Ainsi y par exemple, dans le cas de l'équilibre du levier, il fan-
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dra amiprendre au nombre des forces danqëes dont la somme des momens doit être nuQû^«par raj^rt an point d'appui (n** fy])y le poids djir.levier agissant à son centre de gravité suiyantja, direction de la pesanteur. * ^
64* Lorsque l'on connaît les cisntres dé gravité G et G^ des deux parties d'un corps'^let leu^ poids p et p% on en déduit immédiatement' le* centre de gravité K de ce corps ; car ce centre est le point d'application sur la droite GG', de la résultante des forces parallèles p et p^ j qui agissent dans. le; mémo sens à» ses extrémité G et G'; et^.gomrl en 'déterminer la* position, on a conséquemment , •>:! i • f.. ; f :!) * I
GK : GG' :: /i' : p + p\
De même, si l'on connaît les centres de gravité K et G d'nn corps et de l'une de ses parties, et que les poids dn corps et de cette partie soient P et /? , on en conclura le centre de gravité G' de l'autre partie \ car ce point sera situé au-delà du point K sur le prolongement de la droite GK , et sa distance au point G sera déterminée par la proportion
GG' : GK :: P : P — p.
Si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont les poids et les centres de gravité soient connus, on en pourra déduire son centre de gravité par une suite de proportions; mais il conviendra mieux de déterminer ses trois coordonnées au moyen du théorème relatif aux momens des forces parallèles (n* 54).
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Soiefity -po^^ cela , p, p'f ff', etc. , les poids des différentes parties du corps > et P son poids total , de sorte qu'on ait
P = ;i + p' + /," + etc.
Soient aussi x , ^^ z ^ les coordonnées du centre de grayité de la partie dont p est le poids ; a:', y, z'^ c<ules du centre de gravité de la partie dont le poids est p' ; etc. Toutes ces quantités seront données par hj« potfaèse ; et si Ton appelle x, , ^^ ^ jS| ^ les coordoniiéés du centre de gravité du corps entier , rapportées itkt mêmes axes que les précédentes^ on aurâ^ d'après le théorème cité,
Px, tszzpx+p'x' + p^'x'' + etc. ,
iy« =W +Py +pY + etc. , Pz, =ipz +p'zf 4-p"^' +etc. ;
ce qui fait connaître les valeurs de «r,,^,, z,.
65. On peut, dans ces équations, remplacer les poids par les masses auxquelles ils sont proportion-* uels. £n désignant donc par m, mf, m% etc., les masses des différentes parties du corps dont les poids sont représentés par p, />', p', etc. , et représentant par M la masse totale , de sorte qu'on ait
M== m + m' + m'' + tetc. ,
il en résultera
Mxt = mx -f- n/x' 4- m^x^ -+- etc. -,
Mj, =mr +my + my +etc., ) (i)
Mz^ = mz + m'r' + mV -H etci
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ce qui montre que le centre de gravité est indépendant de rintensité de la pesanteur , et qu'il sera tou-« jours le même point du corps , à différentes latitudes et à différentes hauteurs au*^essus de la surface de la terre. En considérant que ce point ne suppose pas Faction de la gra vite, et qu'il ne dépend que des masses et de lemr disposition respective , Euler et d'autres auteurs Tappellent centre et inertie; mais la dénomination de centre de gravité a plus généralenient préyaln.
Si la masse M a été divisée en un nombre infini départies infiniment petites m, m% wl'j etc.^ on pourra prendre tel point qu'on voudra de chacune d'elles pour son centre de gravité , puisque les coordonnées , suivant chaque axe de tous les points d'un même élé-* ment , ne différeront entre elles que d'un infiniment petit. Les seconds membres des équations (i)se composeront alors d'une infinité de termes infiniment petits 9 dont les sommes seront des intégrales définies, d'après le théorème du n^ i5 étendu aux inté?grales multiples. Par conséquent , on pourra toujours^ par les règles du calcul intégral, déterminer exactement ou par approximation le centre de gravité d'un corps quelconque, sans connaître celui d'aucune de ses parties.
Dans un corps dont toutes les parties sont homo« gènes, leurs masses sont entre elles comme les volumes ; on peut donc alors substituer les volumes aux masses , dans les équations ( i ) ; et si Ton représente par V le volume entier, et par </, v\ p^, etc. , ses parties cori^espondantes à m , m\ rri'j etc. , on aura
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V=p + i/ + i/'4-etc., Vjc, = pj:+ i/a:'+ i/'jr"+ etc. ,
Yz, =çz + (/z' + i/V + etc.
Le poiût qu'on détermine par ces équations est le centre des forces parallèles appliquées à tous les points d'un corps, et proportionnelles aux élémens de son volume; ce point s'appelle le centre de gravité du volume, quoiqu'un volume n'ait ni masse ni pesanteur. On appelle aussi centre de grai^ité d'une surBice ou d'une ligne , le centre des forces parallèles appliquées à tous leurs points, et proportionnelles à leurs élémens. On déterminera ses coordonnées en remplaçant, dans les équations précédentes, les volumes V, p, i^', i^', etc. , soit par les aires de la surface et de ses parties, soit par les longueurs de la ligne et de ses parties.
66. Les masses M, m, m\ m*', etc., et les distances mutuelles de leurs centres de gravité, sont liées entre elles par une équation facile à déduire des équations (i).
Pour cela, plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité de M ; ces équations deviendront
mx + m'x' + m'V + etc. = o , mjr 4- my -f- m'y + etc. = o, mz + nïz' -f- mV + etc. = o.
En faisant le carré de la première, on en conclut
m*x* + m'*x" H- m" V + etc. = — 2mm' xx' — 2mm" xx" ^-^ 2m'ni'x'x" —, etc.
J'ajoate, aux deux nombres de cette équation, la quantité
m (m' + m" + etc.) x* 4. m' (m + m" + etc) x'^ + m^'lm + m' -f- etc.) or"* + etc. ;
il en résulte
M (nKC* + m'd/^ + m'x"* + etc.) = minT (x — a:')' + min'^ (a: — j/7 + '^''»" (^' — ^'0" + etc.
La seconde et la troisième équation (i) donneront de même
M (mj* H- my • 4- m'y + etc.) = wm»' (^ —/Y + mm' {jr —ff + wlm' {f-^ff + etc. ,
M (mz* + m'z" H- in"z"»4- etc.) = mm' (z— z')* -f- mni' (z — z")' + mW (z'— z")* + etc.
Or, si nous ajoutons ces trois dernières équations, et que nous fassions
a:* -\-y* +z* =/*, a/* -f-y H- z'» = r'% ar'»-f-y* + z'» = i'*, etc.,
etc. ,
nous aurons
M {jni* + mV 4- mV* + etc.) = mm'f»* + mni'^'* + nini'f* + «te. ,
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pour réquatioa qu'il s'agissait d'obtenir, et daas bquelle p, f\ p'^ etc. , sont les distances mutudiles des centres de gravité de m, m!, rjf^ etc., et r, r, i^', etc., les distances de ces points au centre de gravité de M.
67. On déduit aussi des équations (i) une propriété curieuse de l'équilibre d'un point matérid entièrement libre. Voici en quoi elle consiste.
Soit 0 (fîgf aS) le pcHnt en équilibre; représentons en grandeurs et en directions, par les droites OA, OA', 0A% etc., les forcer qui le sollicitent; si leurs extrémités A, A^ A'', etc., sont les centres de
Sr^yité de masses égales, le point 0 sera le centre e gravité de ce sjstèmo entier* En effet, en appliquant les équations (i) à ces masses, et supposant q[ue n soit leur nombre, on aura
jwCi «s ,sc + ar' + a:" + etc. ,
'îTi =J +y +/' H-etc. , wz, = z + z' + 2" + etc.
D'un autre côté, si Ton désigne par et, ^, 7, les angles que fait la force OA avec trois axes rectangulaires menés par le point 0 ; par a', ^', y'^ ce que ces angles deviennent relativement à la force OA'; para", G\ >", ce qu'ils deviennent relativement à la force OA"; etc., les équations d'équilibre de ces forces seront
OA cos (t + OA' cos aJ -f- OA^ cos a' + etc. = 0, OA cos ^ + OA' cos g' -h OA^ cos &' + elc.;=o, OA cos y + OA' cos ^ + OA^ cos y' + etc. = o.
Or; en plaçant l'origine des coordonnées au point O^
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X :^0A ços a , ^ = OA cos Ç , z = OA ços y , x'=OA'cosa', /=?OA'cosÇ', /=«OA'ços^',
x'=r=0A'cp6«', /=?*0A'X»S1?', ;^=S0A'ÇP8/,
ponr les coordoao^ des. points A , A', A^, etc. En TSits d«s équations d'ëàaiUbre , on aura donc
3p -i- x* -^ x" •+■ etc. = o ,
y H-/ +y' -H etc.. == p, z +z' +z" -j-etc. = oj
d'où Foa condnt
pour les coordonnées du centre de gravité des masses égales; par conséquent^ ce centre coïncidera avec le point O; ce qu'il s'agissait de démontrer.
68. 11 y a beaucoup de cas particuliers où le centre de gravité est immédiatement connu. Ainsi, le centre de gravite d'une sphère ou d'un ellipsoïde est évidenmaent au centre de figure; celui d'un parallélépipède, à l'intersection de ses quatre diagonales; celui d'un cylindre à bases parallèles^ au milieu de son axe. Le centre de gravité d'un cercle ou d'une ellipse est aussi au centre de figure , et celui d'un parallélogramme, à rintersection des deux diagonales.Le centre de gravité d'une ligne droite est le milieu de cette droite; d'où l'on conclut sans difficulté le centre de gravité du contour d'un polygone quelconque, soit par une suite de proportions (n* 64) , soit par les
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équations des momens des forces parallèles. On voit de même que quand on aura trOuyé les centres de gi^vite d'un triangle et d'une pyramide triangulaire^ on eîi dëdiufa, par l'un ou l'autre de ces deux moyens, les centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre donnés y que l'on peut toujours décomposer, soit en triangles*^ *soit^en pyramides triaugulijE^ires.
Mais, ei^ g^^éi^., ^1^ ^fgrmination deâ^oeiitres de gravité exige l'emploi du calcul, intégral; et dans le chapitre suivant nôuà^ àlloiiâ donnefr tous les détails qu'on peut désirer sur ce probiènore*. • '^
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CHAPITRE V
DETEBUSVATION DES CENTRES DE GBAVITE.
§ i*'. Centres de gravité des lignes courbes.
69. Soit s Tare de la courbe donnée, aboutissant à un point quelconque M , et compté à partir d un point fixe que j'appellerai C. Soient aussi x^jr, z, les trois coordonùées rectangulaires de M. On considérera cette courbe comme un polygone d'une infinité de côtés; ds sera le côté ou l'élément de la courbe qui répond au point M ; et quelque part que soit le centre de gravité de cet élément, on prendra oc^jr, z, pour ses trois coordonnées y qui ne sauraient , effectivement, différer de x^jr, z, que de quantités infiniment petites.
Appelons / la longueur de la partie déterminée de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre de gravité ; et représentons par s^ et ^, les valeurs données de s qui répondent aux deux extrémités de /• Soient ^, , T", , z^, les coordonnées du centre de gravité de cet arc l, rapportées aux axes des a:, jr, z. D'après le théorème du n** i3, la somme des valeurs de chacun des produits xds^ ydsy zds, dans toute rétendue de /, sera une intégrale définie prise depuis .9 = ^0 jusqu'à ^:=j,, en regardant x, /•, z,
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comme des fonctions de adonnées par la nature de k courbe que Ton considère. Nous aurons donc (n^ 65)
Lc,=J^'' xds, ljr,zssij^*^jrds, h,—J^''zds, (i)
pour les trois téquations qui serviront à déterminer
Supposons, par exemple, que la ligne donnée soit une droite; ^^ ^^ I» partiç / abputi$$e w point C, de sorte qu'on ait s^z=so et s^ = L Désignons par a, Ç,yp Ips trois ;^gle$ qw fait cette partiç l ^vec de^ J9;^p$ nue»iÇ3 par le ppint C fuiy^Al; la4ir^<|tîon des Vp/f ^f positives ; soient au$si n, hp ç, les trois jçopr-
dopi^ées au point C ; ppur le ppiioA quelco^q^ç M ^ops
Je substitue ces valeurs dans les (équations (i>^; et en effectuant les iQtéj°^ratioo3 et divisant ensuit^ par /, il vient
x,=a+ï/cosflt, j^,=6-(-^/cos^, z,=c+î/cos^;
ce qui piontre, conuoe cela devait être, que le ceatrie dç cavité de la droite l est situé à son milieu.
7Q. l4pFsqu'il s'agira d une courbe plane^ et qia'oP INT-^dra ^n plan pour celui des x et j*, il suffiri^ i^m deu< premières équations (i) pour déterminer la pprsi^tiou4e son centre de gravité dans ce plaa. Si, 4^ f\w, la portion / de la courbe est symétrique 4? part .et 4'autw du point C, on aura s^ti^-^^l 0L s^=^7li le centre de gravité sera situé sur 1^ UQf^
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BMte M point C; et cm preoanl cette droite pMir Taxt dmx, il suffira de détecminer la valeiir de Xg^ qai 9en donnée par Téquation
L'arc de cercle est compris dans ce cas particulier, en prenant pour axe des x^ le diamètre qui passe par son milieu. Si l'on place en méipe temps l'origine des coordonnées au centre du cercle , et qu'on appelle a SQn rayon ^ on aura
jrssacm-,
pour raiwçisse du point quelconque M. On en con*' dut
/!r, = 2iï*sîn — :
el en appelant ^ la 430rde de l'arc l, on aura
ce qui montre que la distance «r. du centre de gra-* rite d'un arc de cercle au centre du c^cle , est qua<trième proportionnelle au rayon, à la <corde et à Tarc^
ju Jb'iéqyatiçu de la courbe plane fera connaltiv Fun^des deux variables^ et^ en fondion de l'autrew Si l'on suppose la valeur 'de jr donnée en fonction de ^ , jQu prendra
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et en appelant. «t et des valeurs de œ qni répondent aux deu^. extrémités de Farc ly on aura, au lieu des équations précédentes y
Si la courbe donnée est une section conique, on obtiendra sous forme finie> par les règles ordinaires, les valeurs des intégrales contenues dans les deux dernières équations (2). Dans le cas dé la parabole, on obtiendra de même la valeur de l'intégrale que ren^ ferme la première de ces équations ; en sorte que les deux coordonnées du centre de gravité d'un arc de parabole pourront toujours s'obtenir en fonctions des abscisses et et f de ses extrémités. D'après un théorème de«Landen, l'arc d'hyperbole s'exprime au moyen de deux arcs d'ellipse et d'une partie algébrique; quant à l'arc d^ellipse y on le regarde comme une fonction irréductible à d'autres fonctions plus simples; et M. Legendre a calculé des tables fort étendues de dette fonction , qui en font connaître les valeurs numériques avec une grande approximation. Par conséquent, lorsque les valeurs numériques de (t et C et celles des axes de l'hyperbole ou de l'ellipse seront données, il sera facile de calculer la valeur de /, et par suite les coordonnées x^ et y^ du centre de gravité d'un arc appartenant à l'une ou l'autre de ces deux courbes.
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71;. Je prendrai lare de cjchïde pour un autre exeni}Je de l'application des équations (2). Dans cette courbe, la longueur, l'aire, la surface et le Yolume engendrés par sa révolution, et les coordonnées de leurs centres de gravité, se déterminent exactement. La constiniction de la tangente en an point quelconque de cette courbe est aussi très simple; sa développée est une autre cycloïde; et, de plus , par une série de développemens successifs, une courbe quelconque approche de plus en plus de se confondre avec la cycloïde, et s'y confondrait rigoureusement à l'infini (^). C'est encore la cycloïde que Ton trouve, comme ou le verra par la suite, lorsqu'on cherche la courbe qui jouit des propriétés les plus remarquables, par rapport au mouvement curviligne des corps pesans. Cette réunion singulière d'un grand nombre de propriétés curieuses et de nature différente sur une même courbe, en rend la considération très utile et très fréquente en Géométrie et dans la Mécanique. Voici comment on obtient son équation.
La cycloïde est une courbe plane ACB ( fig. a^)y engendrée par un point déterminé M de la circonférence d'un cercle pendant qu'il roule sans glisser sur une droite ÂB. Si le point générateur se trouve d'abord au point A, et qu'il arrive ensuite au point B de cette droite , l'intervalle AB sera égal à la circonférence du cercle donné; on voit aussi que son
(*) Journal de V École Polytechnique, i8* cahier , page 43 1.
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diamètre sera égal & la perpendiculaire CD, abaissée du sommet C de la cycloîde sur AB^ et qui divise la courbe en deux parties symétriques. En â{H pelant c le rayon du cercle donné , on aura donc
AB = !i7rc, CD = 2C.
Dans une position quelconque du cercle, soient HG son diamètre perpendiculaire à la base AB , et H son point de contact avec cette droite. Du point M f abaissons les perpendiculaires MF et MK sur AB et GH, et faisons
AP = p, PM = ç;
nous aurons
AH c= AP + MK ss p ^\/2cq^q^, arcMH = c.arcTsin := J-££LlI-£j,
Mais le cercle générateur tournant sans glisser sur la droite AB, il s ensuit qu'on a constamment
AH = arc MH ; l'équation demandée de la cycloîde sera donc
p -+• x/acj — î* =^ c.arc Tsinss iLîf2 — ÎTS .
pei q étant les coordonnées courantes.
En la diiférentiant ^ on a
y ncq — q*
pour son équation difiérentielle. On en conclut que
les deux cordes MG et MH du cerde gënéraUror sMt la tangente et la normale à la çydoïde qui répondent au point M. En déterminant par la formule connue son rayon de courbure au même point ^ on le trouve égal au double de MH; d*où il résulte qu'en prolon^ géant IVIH d'une quantité HN égale à MH, le point N sera le centre de courbure. En faisant de même la droite CDE double de CD , le point E sera le centre de courbure qui répond au sommet C; et de là on conclut aisément que la développée ANE de la demicjcloide AMC est la même courbe, renversée de manière que son sommet C soit transporté en A et son origine A en £• Il s'ensuit que la longueur de ANE ou de AMC est égale i la droite CDE , et que, par conséquent , la longueur totale de la cycloîde est égalé à quatre fois le diamètre de son cercle générateur.
75. Dans les usages que nous ferons de cette équa<^ tion, il sera plus commode de transporter l'origine des coordonnées au sommet C ( fig. a5 )• Je prendrai pour axes des x et des y les droites Cr et C^y perpendiculaires et parallèles à la base AB. En abaissant du point quelconque M une perpendiculaire MP sur Cr, on aura donc
CP = x, MP=j-;
et si Ton compare ces coordonnées aux précédentes , et que Ion appelle a le diamètre CD du cercle générateur, on voit que
p = \7ra —7, 9 c= a — j:; donc, en substituant ces valeur^ dans l'éqtiation dif-^
férentielle de la cycloïde, et* mettant aussi a au lieu de 2C p elle deviendra
Il en résulte
En prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse quand ^ = o ^ on a
pour la longueur de l'arc CM , dont l'origine est au sommet C* Au point A , on a xz=a; ce qui donne , comme précédemment , 2a pour la longueur de la demi*cycloïde CMA. On peut remarquer que ^=j^ax est une équation de la cycloïde semblable à celle de la parabole, dont elle ne diffère qu'en ce que l'ordonnée jr s'y trouve remplacée par l'arc s»
En appliquant les deux dernières équations (3) au centre de gravite de l'arc CM, nous aurons
SX
,=J]x:\/^dx, sjr,=zjy \/lda:.
où l'on prendra les intégrales de manière qu'elles s'évanouissent avec x. En y mettant pour s sa valeur, il en résulte
aoc*, \/x ^f\fxdx^ 27", yjx == / "^V^.
On aura donc
d'où l'on conclut d'abord que le centre de gravité
STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. «2g
d'an arc M'CM symétrique de part et d autre du som* met C^ qui doit appartenir à la droite CD, se trouve au tiers de CP, à partir du point C.
Eo intégrant par partie, on a
f^77^ = 2jr y/x — nfy/xdjr.
Si l'on substitue pour djr sa valeur donnée par l'équation (a) , on aura donc
jr^ \/œ =z y sfx —fy/a — xdx , et, par conséquent,
ce qui^ joint à la valeur de x,, détermine complètement le centre de gravité de lare CM. Dans le cas delà demi-cycloïde , on a x = rt et ^= j- 7ra ; d'où il r&ulte
74* Quand une courbe plane tourne autour d'une droite comprise dans son plan et que je prendrai pour Taxe des abscisses ^ elle engendre une surface de révolution dont rétendue peut se déduire de la longueur de cette courbe et de Tordonnée de son centre de gravité.
Pour le feiire voir, soient j: et ^ l'abscisse et l'ordonnée du point quelconcpe M de cette courbe, et «lare CIVI aboutissant à ce point et compté d'un point iixe Ç; l'élément ds engendrera la surface d'un cône
i3o TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
tronqué; et son milieu décrira une circonférence égale à o,7r{j'\^\ djr)y ou simplement à nirjr^ à cause que dj est un infiniment petit* D'après la règle connue , on aura donc 27rjrds pour cet élément de surface. DonC; si l'on appelle ^o ^^ s^ les valeurs de s qui répondent aux deux extrémités de la courbe génératrice, et S la surface engendrée, on aura, d'après le théorème du n® i3,
S = a^r A ' jrds.
On remarquera que cette expression suppose que la courbe génératrice n'est pas coupée par Taxe des X , sans quoi ses parties situées des deux côtés de cet axe décriraient deux surfaces difi*érentes, dont S n'exprimerait plus que la différence. Avec cette restriction, elle subsistera encore lorsque la génératrice sera une courbe fermée; et, pour l'appliquer à ce cas, il suffira de prendre pour s^ l'arc ^o augmenté de la circonférence entière de cette courbe.
Cela posé , si Ton compare cette formule à la troisième équation (2) , on en conclut
S = oirljr, ;
ce qui montre que la surface engendrée S est égale à la longueur / de la courbe génératrice , multipliée par la circonférence Tirjr^ que décrit son centre de gravité.
Ce théorème servira à déterminçj la valeur de S toutes les fois que le centre de gravité de la génératrice sera connu sans aucun calcul , et , pour ainsi 4ire, à l'inspection de cette courbe; il ne servirait
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plus à rien s'il fallait calculer Fordonnée j-^ ^ puisque ce calcul serait le même que celui de S. En supposant^ par exemple, que la courbe génératrice soit un cercle; désignant par a son rayon , par c la distance de son centre à l'axe de rotation y et supposant qu'on n'ait pas cK^a^ on aura
et, par conséquent,
S = /\nt^ac.
Quand le cercle touchera l'axe de rotation , on aura c=ia, et la surface engendrée sera équivalente au carré dont le côté est égal à la circonférence 27ra du cercle générateur.
§ n. Centres de granité des surfaces.
j5. Soient toujours x^j^z^ les coordonnées d un point quelconque M , et x, , j*, , z, , celles du centre de gravité qu'il s'agit de déterminer. Je considère z comme une fonction donnée de x et ^ ; je £ads
dz dz
di = P' ^ = î»
et j'appelle on l'élément de la surface donnée qui ré pond au point M ; on aura (n"* 2 1 )
Où = dxdj \/i + p" + 9*.
Quel que soit le point de (» où se trouve le centre de gravité de cet élément, ses coordonnées différeront infiniment peu de x, 7*, z; on pourra donc
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prendre ù>x ^ cojr^ ùùz, pour les momens de cû par rapport aux trois plans des coordonnées^ et il en résultera ( n*** 1 5 et 65 )
^=//û>, Ax.=/yxa>, ^j,—Jfx(a, Xz.^ffzcsi
A étant l'aire de la portion de surface dont on demande le centre de gravité , et les intégrales doubles s'étendant a tous les élémens de A.
Dans le cas d'une surface plane , et en prenant son plan pour celui des x et jr, les quantités p et q seront nulles^ et l'on aura seulement à considérer les trois équations
X=ffdxdj, Xx.—ffxdxdjTy ^Ji=ffjrdxdjr.
Supposons que A soit alors terminée par la courbe ABC (fig. 26); à chaque abscisse x ou OP répondront deux ordonnées PM et PN, que je représenterai par jr et j^, et qui seront données en fonctions de X par l'équation de cette courbe. Soient aussi 06 et € les abscisses OD et OE des points A et B où les tangentes sont parallèles aux ordonnées. Les intégrales devront être prises^ d'abord depuis j = PN jusqu'à jr = PM , et ensuite depuis xz=za et x;=:C } et il en résultera
^^. = /^ (jr — f)xdx,\ (i)
^J.=if'{r-7'')dx.
Au lieu d'être circonscrite par une courbe fermée
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ABC, sî Taire A est comprise entre deux courbes différentes et entre deux droites parallèles à Taxe Ojdes ordonnées, on tirera de l'équation de la courbe supérieure la valeur de j, et de l'équation de la courbe inférieure celle de y, et Ton prendra pour a et ^ les dîstmces de ces deux parallèles au point 0. Dans le cas le plus ordinaire, la courbe inférieure sera remplacée par Taxe Ox des abscisses ; on aura donc y=o, et simplement
pour déterminer Taire et le centre de gravité d'une portion de surface plane comprise entre une courbe donnée, Taxe des abscisses et deux ordonnées de cette courbe.
Observons aussi qu'on parvient directement aux équations (i) de la manière suivante.
Je partage Taire ABC en élémens tels que MNN'M', infiniment minces et parallèles à Taxe Oy. J'appelle u la longueur de la droite MN; par ses deux extrémités M et N, si Ton mène des parallèles à Taxe Ox, on ajoutera à Télément MNN'M', ou Ton en retranchera, des triangles infiniment petits du second ordre, qui n'en altéreroijt pas la grandeur; par conséquent, cet élément sera égal à udx. Si Ton désigne par v la distance du milieu de MN à Taxe Ox, on pourra prendre x et v pour les deux coordonnées du centre de gravité de cet élément; car il est évident qu elles n'en pourront différer que de quantités infiniment petites. D'après les autres
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Dotations précédentes, on aura donc
A=/ udXf Xx^=zj xudxj Xy{=Ll i^udx. (3)
D ailleurs, jr et jr' étant toujours les ordonnées PM et PN qui répondent à une même abscisse quelconque , on a aussi
ce qui fait coïncider ces dernières formules avec les équations (i).
76. Pour premier exemple, je suppose qu'on demande le centre de gravité du triangle ABC (fig. 37).
Je place l'origine des coordonnées au somimet C ^ et je prends l'axe des x perpendiculaire à la base ÂB ; je représente cette base par 6, et la hauteur CD par h. Par le point quelconque P appartenant à CD, je mène la perpendiculaire MN à cette droite ; CP et MN seront les variables x élu, et l'on aura la proportion
de laquelle on tire
bx
On aura, en outre, a=so et C=sA. Au moyen de ces valeurs, les deux premières équations (3) donneront
X =: ^bk, Xx, = ^bh^',
d'ojii il résulte
On n'aura pas besoin de calculer la valeur de jr ;;
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ear si E est le milieu de ÂB, et qu'on tire la droite CE^ elle coupera en deux parties égales tous les elémens du triangle parallèles à AB, et contiendra , conséqaemoient, son centre de gravité. Si donc on prend sur CD une partie
CF = I CD = x, ,
et qu'on ëlève la droite FG perpendiculaire à CD, le point G où elle rencontrera CE sera le centre de gravité du triangle. La droite FG coupant CD et CE en parties proportionnelles, on aura aussi
CG = |CE
œ qui montre que le centre de gravité d'un triangle se trouve sur la droite qui joint son sommet au mifiea de sa base , aux deux tiers de cette droite à partir du sommet, ou au tiers à partir de la base.
77* On démontre aussi ce théorème sans le secours du calcul intégral.
En effet, par la décomposition du triangle ABC (fig. 28) en élémens parallèles au côté AB, on prouvera que son centre de gravité se trouve sur la droite CD, qui joint le sommet C au milieu D de ce côté. En le décomposant en élémens parallèles au côté CA, on prouvera de même que ce centre de gravité est aussi sur la droite BE qui va du sommet B au milieu E de CA ; ce point sera donc situé à l'intersection G des deux droites CD et BE. Or , si l'on tire la droite DE, elle sera parallèle à CB, puisqu'elle coupe CA et AB en parties proportionnelles; il en résultera donc
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DE
CB
AD
AB
DG
CG
DE
CB
en sorte que DG sera la moitié de CG, et, conséquemment, le tiers de CD; ce qu'il s'agissait de démontrer.
On en peut conclure que les trois droites qui yont des sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposés, doivent se couper en un même point y ce 4fai est conforme à un théorème coni^u*
Si les sommets A, B, C, du triangle sont les centres de gravité de trois masses égales, le centre de gravité de ces trois corps coïncidera avec celui du triangle; car le centre de gravité des deux masses qui répondent à A et B se trouvera d'abord au milieu D de la droite AB; et ensuite le centre de gravité de ces deux masses et de la troisième sera le point G de la droite CD, tel que GD est moitié de CG ou le tiers de CD.
Il suit de là et du théorème du n"* 67 , que si Ton applique au centre de gravité G d'un triangle , des forces représentées en grandeur et en direction par les droites GA, GB , GC, qui vont de ce point aux trois sommets, ces trois forces seront en équilibre. • 78. Connaissant le centre de gravité d'un triangle, on en déduit successivement ceux d'un secteur et d'un segment circulaires.
Soient CADB (fig. 29) le secteur, et C le centre du cercle. Si Ton considère l'arc ADB comme une portion de polygone d'une infinité de côtés égaux, on pourra décomposer le secteur en élémens triangulaires ;iussi égaux ^ qui auront tous ces côtés pour bases et
leur sommet commun au point C. On appliquera ensuite la force qui agit sur chacun de ces élémens à son centre de gravité ; et comme la distance au point C de chaque centre de' gravité est les deux tiers du rayon du cercle , il en résultera un système de forces parallèles et égales , appliquées à tous les élémens de l'arc kTïlB^, décrit du point C comme centre, et d'un rayon égal à | CD. Par conséquent, le centre de gravité du secteur sera le centre de ces forces parallèles, c'est-à-dire, le centre de gravité de cet arc AD'B'. Or, en daignant par a, /, c, le rayon CD, Tare ÂDB et la corde AB, les quantités analogues, relativement à ATyB', seront f^, f /, f c; si donc G est le centre de gravité demandé, et qu'on fasse CG=:ar, on aura, d'après le théorème du n* 70,
2ac
Maintenant, soient S, S', S,, les surfaces du secteur CADB, du triangle CAB et du segment ADBE; appelons G, G', G,, leurs centres de gravité, qui seront évidemment sur le rayon CD aboutissant au milieu D de lare ADB j si l'on désigne par x, x\ x, , les distances de ces trois points au centre C, et qu'on y ap<^ plique des forces parallèles et proportionnelles à S, S', S,, la première sera la résultante des deux autres; en considérant les momens de ces forces , on aura donc
On a, d'ailleurs.
Ea appelant h la hauteur CE du triangle dont la base est AB bu Cf on a aussi
Donc, à cause de
réquation des momens deviendra
et eUe fera connaître la distance x^ du centre de gravité du segment ÂDBE au centre du cercle. En observant que
c=2âsin — , ^ = acos — ,
2a ' aa '
on en déduira
Aa^ sin' —
S^Z— asin-J
Lorsque Tare l est la demi-<:irconférence, on a Z=^a; le secteur et le segment coïncident^ ainsi que les distances ;r et x, , dont la valeur commune est
79. Si l'on prend successivement les trois sections coniques pour la courbe à laquelle répondent les formules (2), les intégrations s'effectueront par les règles connues; et l'on pourra obtenir, sous forme finie, les valeurs des deux coordonnées ar. et^, du centre de
gravilé. J'indique cet exemple comme exercice de calcul 9 et je passe immédiatement à la détermination du centre de gravité de l'aire de la cycloïde.
Soit CPM(fîg. 35) le segment dont on veut trouver le centre de gravité ; en désignant par x eljr l'abscisse CP et l'ordonnée PM, comme dans lequatiou (a) du n** yS^ il faudra que les intégrales contenues dans les formules {2) s'évanouissent quand x = o ; et en intégrant par partie ^ ces formules deviendront
X=zxjr — fxdjy \ 7<x,z=.\a^j—\fx^dj, V (4)
les nouveUes intégrales s'évanouissant aussi en même temps que x* En vertu de l'équation (a) ^ on a
fxdj:=zf\/ax — x^dx;
mais si N est le point où l'ordonnée PM rencontre le cercle décrit sur CD comme diamètre, cette dernière intégrale exprime le demi-segment circulaire CNP ; en représentant , pour abréger, par y Taire de ce demisegment , on aura donc
X z= Xjr — y.
Dans le cas où le point M coïncide avec le point A^ on aura
x=CD = a, j=:DA=:{*7Ca, y:=:\7ra^, et, par conséquent,
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L'aire CAD de la demi-cjcloïde est donc triple de celle du demi-cercle CND, dont le rayon est > /z, on, autrement dit, l'aire de la cycloïde entière est égale à trois fois celle de son cercle générateur.
On aura aussi
fx^dxz=zfx \/ax — x^dxj ou, ce qui est la même chose,
fa^d)rz=i\af \/ ax — x^dx — f{\a — a:)\/aa:— ^^ dx.
La dernière intégrale s'obtient immédiatement ; et à cause qu'elle doit s'évanouir, quand ar=: o, nous aurons
équation qui fera connaître la valeur de x^ d'après celle de A.
Dans le cas de la demi-cycloïde CAD, où Ton a, en même temps,
x = a, x = \7ra, y=^7ra% A=|7ra%
on en conclura
pour la distance de son centre de gravité à l'axe Cj. Ainsi, le centre de gravité de Faire entière de la cycloïde se trouve aux sept-douzièmes de la hauteur CD, à partir du sommet C.
Relativement à un segment quelconque CMP, il reste à déterminer l'ordonnée ^',; ce qui exige un calcul plus compliqué.
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q vertu de rëquatîon (à), on a
et la valeur de^ peut s'écrire ainsi :
_^ r{\a—x)dx a r dx ^ J k'ix^^ ^J \/ax — x^'
en faisant donc ^ pour un moment ,
/• dx Y ax — a:*
et supposant que cette intégrale soit nulle comme toutes les autres, quand ar = o, on aura
d'où il résultera
fxydjr = \ax^ — i «3^ + \^f^ s/ax -^ jc* c^jc, (5) Parce que Ton a fait
y = fsjcujc — x^dxy on aura, en intégrant par partie.
fz \/ax — x^dx z=' zy — fyàz. (6) On peut écrire l'expression de y sous la forme
I ^ r dx ^^ Ç{\ a — j:)* dx
^ 4 J ^ax — x^ J \^ax — X*
et en intégrant par partie dans le second terme, il vient
> = i a* / — ( - /i — X ) |/ar — or'— yV ax^x^dx ;
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d'où l'on conclut
A cause de v/oa: — a:*dz=zdx, on aura donc
Je substitue ces valeurs de y ei/ydz dans Téqualion (6) ; il en résulte
fz [/ ax^x^dx^z -fo^^ — "( "^ — xj^ax — x^+ ^(ox — x^) ;
ce qui change l'équation (5) en celle-ci :
/xjrdjrz=:^a^X + ^eiX* — ^X^
+ ^a^z*'^'^az{\a — x)\/ax'—x'. (7) Au moyen de cette valeur et de celle de z, savoir :
(a — aa:\ COS = J ,
la troisième équation (4) ne contiendra plus rien d'inconnu^ et fera connaître la valeur de^. pour im sèment quelconque CMP.
Dans le cas de la demi-cy cloïde CAD , on aura
x = a, z:=: arc {cos = — 1)='»';
la formule (7) se réduira à
et a cause de
jr = {'TU, X = §7ra% la troisième équation (4) donnera
ce qui , joint à la valeur de oc^ du numéro précédent, déterminera complètement la position du centre de gravité.
8i. Soit S l'aire d'une zone de surface de révoludon, comprise entre deux plans perpendiculaires à son axe de figure. Cet axe renfermera le centre de gravité de S : je le prendrai pour Taxe des x; et je désignerai par X| la distance de ce centre à l'origine des coordonnées, et par a et € les distances à la même origine, des deux plans qui terminent S; la détermination du centre de gravité de cette zone se réduira à œlle de la valeur de x^.
Je décompose S en élémens dont chacun sera la surface d'un cône tronqué décrite par le côté infiniment petit de la courbe génératrice, comme dans le n"" j^; celui qui répond au point M de cette courbe dont les coordonnées sont jc et / , sera égal à a^TCjr^dx^ d/* ; il aura aussi son centre de gravité sur l'axe des x, et l'on pourra prendre x pour la distance de ce point à l'origine des coordonnées, puisqu'elle ne pourra différer de X que d'un infiniment petit. Cela étant, ou aora(n- i5et65).
en considérant j^ comme une fonction de x, donnée par lequation de la génératrice.
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Si cette courbe est^ par exemple, un arc de cercle; que Ton place l'origine des coordonnées à son centre, et qu'on appelle a son rayon , on aura
d'où il résultera
S = 2^a(f — a), Sa:. = '7ra(C* — «•},
et, pargconséquent,
ce qui montre que le centre de gravité d'une zone sphérique est au milieu de la partie du diamètre comprise entre les deux plans qui la terminent « et perpendiculaire à ces plans.
83. La cjclo'ide nous fournira deux exemples de l'application des formules (8), en faisant tourner successivement l'arc CM (fig. :25) autour de l'axe Cr et de Taxe Cqt.
Dans le premier cas, on aura, en vertu de l'équation (a) du n* 73,
dx
S = 37r \/afjr — = , Sx, = ixnt \/afjr y/xdx;
les intégrales étant prises de mam'ère qu'elles s'éva-^ nouissent au point C, où l'on a or = o. En intégrant par partie, et ayant égard à la valeur de dj^ donnée par la même équation (a), il vient
Sz=L /(/rjry^ax —/çrsjafsja — x dx ^ Sa-, =:^jrx \/ax — ^ y/â/x \/a — x dx ,
et f par conséquent ,
Sx, = y /x\/ax+ — X \^a (a — x)
l6ar - /- / r* lô» ,
ce qui fait connaître la surface concave vers Taxe de figure, engendrée par Tare CM, et la distance de 80n centre de gravité au point C. Quand cet arc devient la demi-cy cloïde CA, onaa: = rtet^ = i^ra, et, conséquemment ,
Dans le second cas, il faudra, pour continuer de fiiire usage de l'équation (a) du n* yS, permuter x et jr dans les formules (8), lesquelles deviendront ^ par là,
S/. = 27rfxjr v/i + ^ dx;
y, étant la distance au point C, du centre de gravité de S situé sur la droite Cjr , et les intégrales s*évanoaissant au point C, c'est-à-dire , quand x = o. D'après Féquation (a), nous aurons
S z=i wfr fx \J -^dx = ^x\/ax\ la valeur de Sj*, sera la même que celle de Sx. du
premier cas, et en la divisant par cette valeur de S, on aura la distance au point C^ du centre de gravité de la surface convexe vers Taxe de figure , engendrée par Tare CM. Lorsque cet arc deviendra la demi-cycloïde CA, la surface engendrée sera égale k ^^rca*; en même temps, la distance^, aura pour valeur
On peut remarquer que quand un même arc de courbe tourne successivement autour de deux ax« rectangulaires et passant par une de ses extrémités , le second membre de la seconde équation (8) ne change pas de valeur, et, par conséquent, les distances à cette extrémité, des centres de gravité des deux surfaces engendrées, sont en raison inverse des aires de ces surfaces.
85. Si la courbe ABC (fig. 26) tourne autour de Taxe 0^, compris dans son plan et qui ne la traverse pas, sa surface engendrera un solide de révolution dont le volume, que je représenterai par V, pourra s'exprimer au moyen de l'aire de cette surface et de Fordonnée ^, de son centre de gravité.
En conservant toutes les notations du n*^ yS , il est aisé de voir qu'on aura
En effet, la tranche infiniment petite de ce volume, engendrée par l'élément MNN'M' de l'aire génératrice, sera la différence iry^doc — ^j'^dx des deux cylindres dont les rayons sont PM et PN, et qui ont dx
pmir hautear commune ; car on peut négliger les volomea infiniment petits du second ordre ^ engendres par les triangles que l'on retranche de cet élément , ou qu'on y ajoute , en menant par les points M et N des parallèles à Taxe Ox. Or, si l'on compare cette expression de V à la troisième formule (i) du numéro cité, on a
ce qui montre que le volume engendré par l'aire A d'une courbe plane est égal à cette aire multipliée par la circonférence 27rjr^ du cercle que décrit son centre de gravité ; théorème analogue à celui du n* 74^ et qui servira à déterminer le volume Y quand le centre de gravité de A sera connu à priori. Il subsistera encore » lorsque la surface génératrice, au lieu d'être circonscrite par une courbe fermée, sera comprise entre deux courbes différentes et deux perpendiculaires à l'axe de figure, pourvu que cet axe ne passe pas entre ces deux courbes planes.
Si Taire génératrice est un demi-cercle tournant autour de son diamètre , la distance de son centre de
gravité à cet axe de rotation sera égale à -|— (n*^ 78) , en désignant par a son rayon ; la circonférence décrite par ce point aura donc -x- pour longueur; et comme Taire du demi-cercle est 7 Tra* , on aura
ce qui est, effectivement, le volume de la sphère.
Supposons eacore que la courbe fermée ABC soit une ellipse, et représentons par a et 6 ses deux demiaxes, et par c la distance de son centre à l'axe derotation. L'aire A sera, comme on sait, égale à irabi et son centre de gravité étant évidemment le centre de figure, on aura j". =6"; d'où il résultera
V = nTT^abCy
quelle que soit l'inclinaison de l'un ou l'autre des axes '-de l'ellipse sur l'axe de rotation.
84* U est évident que le segment du solide de révolution compris entre deux plans passant par Taxe de figure, est au solide entier comme l'angle de ces deux plans est à quatre angles droits, ou, ce qui est la même chose, comme l'arc décrit entre les deux plans , par le centre de gravité de Taire génératrice , est à la circonférence entière t.'ttjt^. Donc, en appelant / la longueur de cet arc, et L le volume du segment , on aura
li = iK ;
^X étant toujours l'aire génératrice qui, par hypothèse, n'est point traversée par l'axe de rotation.
Cette formule peut s'étendre de la manière suivante à d'autres segmens qui n'appartiennent pas à des solides de révolution.
Supposons , en eifet , qu'une courbe plane se meuve ^;ans glisser ni tourner dans son plan, et de telle sorte que ce plan soit constamment perpendiculaire à une ligne donnée, qui peut être une courbe plane ou à double courbure. Dans ce mouvement, le même point de ce plan demeurera toujours sur la directrice.
et les autres points décriront des courbes semblables k cette ligne. Soient A, L, Z, Taire de la courbe gé- Beratnce, le volume engendre par cette surface> et Ift longueur de la courbe parcourue par son -centre de grayité. Si / était un arc de cercle , L serait un* segment de solide de révolution; mais, dans tous les cas, on peut diviser-/ en parties infiniment petites, dont chacune se confondra avec le cercle osculateur qui lui correspond. Désignons par a Tune de ces parties, et par i^le volume du segment correspondant de li ; et supposons que les plans perpendiculaires à sa direction f par lesquels t^ est terminé ,. se coupent suivant une droite qui ne traverse pas Faire de la géliératrice. Cet élément uAe h sera un segment de tolide de révolution; et d'après 1 équation précédente,'^ on aura
aX.
Donc, en prenant la somme de toutes les valeurs de v^ et observant que le facteur X est constant, il en résultera que le volume L est égal au produit de / et A, comme dans le.cas d'un solide de révolution ^ La règle que cette équation L = A/ renferme est utile dans la pratique, et susceptible d'unassez grand nombre d'applications; toutefois, on ne devra point oublier qu'elle n'a plus lieu quand les génératrices consécutives se coupent sur la surface engendrée, et forment, par leurs intersections successives, ce qu'on appelle une arête de rehroussement.
85. La considération du centre de gravité fournit aussi une règle pour évaluer le volume d'un, prisme
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ou d'uD cyliodre à base quelconque , tronqué par uii plan incline sur celte base.
Soient y l'aire d une section de cylindre perpen^ diculaire à sa génératrice, ^ l'aire de la section inclinée qui le termine 9 6 l'angle de ces deux plans, ôà un élément quelconque de A, € sa piojectioQ sur le plan de y^ ou l'élément correspondant de l'aire >, qui est elle-même la projection de A. D'après le thëo^ reme du n"" lo, on aura
y = XcosS, 6 = a>cos6.
Cela étant, je suppose que A soit la surface a laquelle se rapportent les formules générales du n® ^5 , et que 6 représente l'inclinaison de son plan sur celui des x e\j. Je multiplie la troisième de ces formules par cos8, et je fais passer ce facteur constant sous le signe ffi en vertu des valeurs de y et €, on aura
Or, cette intégrale double est le volume du cylindre tronqué compris entœ les deux sections }^ et A, et décomposé en filets infiniment minces et perpendiculaires à y^ en supposant , toutefois , que ces deux sections ne se coupent pas mutuellement; il s'ensuit donc que le cylindre tronqué est égal à un cylindi^e droit ayant la même base y^ et pour hauteur la distance z^ à cette base, du centre de gravité de la section inclinée.
Ce théorème est évident dans le cas ordinaire, où la base du cylindre est un cercle et la section inclinée une ellipse ^ car en menant par le centre de cette courbe
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un plan parallèle à la base, ce cylîndi^ ne change pas de volume, puisque le segment qu'on en re«« tranche est évidemment égal à celui qu'on y ajoute.
Si les aires désignées par 7/ et A se coupent mutuellement, le volume se composera de deux segmens dont rintégrale j[/j3e exprimera la difierence et non pas la somme. Quand le cylindire sera terminé par deux sections inclinées dont les aires ne se coupent pas, on pourra toujours le diviser en deux parties, dont la base commune et perpendiculaire à la gêné-* ratrice, ne coupera ni Tune ni l'autre de ces deux sections; et en observant que leurs centres de gravité se trouvent sur une même droite perpendiculaire à cette base, on voit que le volume total sera égal à l'aire de cette base multipliée par la distance mutuelle de ces deux points.
§ III. Centres de gravité des volumes et des corps.
86. La détermination du centre de gravité d'un volume dépend, en général, de plusieurs intégrales triples ; mais il y a des corps pour lesquels la position de ce centre se détermine par des intégrales simples. Ce sont ces corps cjue nous allons d'abord considérer.
Le centre de gravité d'une pyramide ou d'un cône à base quelconque se trouve sur la droite qui va de son sommet au centre de gravité de la base; car cette droite rencontre toutes les sections parallèles à la base , en des points homologues qui sont leurs centres de gravité I et qu'on peut aussi prendre pour le&
centres de gravité des élémens de ce corps, infiniment minces et parallèles à sa base. Par conséquent, la droite dont il s'agit contient le centre de gravité de la pyramide ou du cone^ et il ne reste plus qua déterminer sa position sur cette ligne.
Soient 6 et X l'aire de la base et celle d'une section parallèle ; désignons par h et a: les perpendiculaires abaissées du sommet sur leurs plansj nous aurons, comme on sait,
et, conséquemment,
De plus, on pourra prendre Xdx pour Félémeutda volume du cône ou de la pyramide ; et si l'on appelle y son volume total et x^ la valeur de a: correspondante à la section qui contient le centre de gravité^ on en conclura, comme dans les questions précédentes ,
V =35 / Xda:, Vx, = / xlLdx.
En substituait la valeur de X et eflectuant les inté-r grations , il vient
V — ^ Vx - — •
d'où l'on tire
Mais si Ton mène par le centre de gravité ui\ plan pa-
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rallèle à la base, il coupera en parties proportionuelles la hauteur h et la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base; il s'ensuit donc que le centre de gravité du cône ou de la pyramide à hase quelconque se trouve aux trois quarts de cette droite, à partir du sommet, ou au quart, à partir de la base. 87. Relativement à la pyramide triangulaire, ce théorème se démontre sans le secours du calcul intégral.
Soit ABCD (fig. 3o) cette pyramide. Soient aussi £ et F les centres de gravité des faces ACD et BCD ; tirons les droites BF et AE, dont les prolongemens se rencontreront au milieu H de Tarète GD ; et ensuite dans le plan AHB, tirons les droites AF et BE, qui se couperont en un certain point G. Je dis que ce point sera le centre de gravité de la pyramide ABCD ; car en la décomposant en élémens parallèles à la base ACD , on verra , comme dans le numéro précédent , que son centre de gravité doit se trouver sur la droite BE ; et en la décomposant en élémens parallèles à BCD, on verra, de même, que ce point appartient à la droite AF. Ces deux droites AF et BE, qui sont effectivement dans un même plan, devront donc se couper, et leur intersection G sera le centre de gravité demandé.
Maintenant, dans le triangle ABH, la droite EF est parallèle à la base AB, puisqu'elle coupe les côtés AH et BH en parties proportionnelles, c'est-à-dire, an tiers à partir de H; on aura donc
FG : GA :: I
en sorte que FG est le tiers de GA ou le quart de AF; ce qu'il s'agissait de prouver.
On en conclut que si les quatre sommets A, B, C, D> de la pyramide sont les centres de gravité de masses égales^ le point G sera le centre de gravité de ces quatre masses ; car déjà le point F est celui des trcHS masses qui répondent à B, C^ D (n"" 77) ; et ensuite le point G, tel que GF est le tiers de. GA ^ s^era le cac^tre de gravité de ces trois masses et de la quatrième»
Il suit de YstÇu!" 67) que si l'on applique au centre de gravité de la pyramide triangulaire des forces représentées, en. grandeur et en direction, par les droites qui vont de ce point aux. quatre sommets, ces quatre forces se feront équilibre.
88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une pyramide triangulaire, on en déduit immédiatement celui d'une pyramide ou d'un cône à base quelconque, en décomposant cette base en un nombre fini ou infini de triangles : le centre de gravité de cette pyramide ou de ce cane doit se trouver à la fois sur la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base, et dans le plan parallèle à la base qui coupe toutes les lignes menées du sommet à cette base, aux trois quarts à partir du sommet ; ce qui s'accorde avec le résultat du n' 86.
On en déduit aussi le centre de gravité d'un secteur sphérique. En effet, si l'on décompose ce secteur en une infinité de pyramides dont le sommet com-*
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munsoitaa centre de la sphère^ et qui aient pbiit bases les élëmens infiniment petits de la base du seo teur, leurs centres de gravité se trouveront tous sur la basé d'un secteur concentrique , dont le rayon sera les trois quarts de celui du secteur donné; d'où Ton condut que le centre de gravité du secteur donné sera le même que celui de la base du secteur con^ cen trique; ce qui en détermine la position.
Supposons que le secteur sphérique soit engendré par le secteur circulaire CADB (fîg. 2g), tournant autour du rayon CD , qui aboutit au milieu de l'arc ÂB; le triangle CÂB et le segment circulaire ÂDB engendreront, en même temps, un cône etr un segment sphérique; et le centre de gravité de ce segment sphérique se déterminera d'après ceux du secteur sphérique et du cône.
Pour cela, appelons V, , V, V, les volumes respectifs de ces trois corps, et a:,, oc, a:\ les distances de leurs centres de gravité au point C ; nous aurons
V = V + V,, Va: = Yx' + V.a:.. (a)
Soient a le rayon CD , c la corde AB et^ la flèche DE de l'arc ADB. Relativement au cône , on aura
La base du secteur sphérique sera égale au produit de la flèche et de la circonférence du grand cercle , ou à a^raf, et son volume aura pour valeur le produit de cette base et de |a, ou --3— • Si Ton décrit du point C comme centre, et d'un rayon égal à
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I G) ^ un arc de cercle tel que A'D'B',. le centre* de gravité de la surface engendrée par cet arc se trouvera au milieu de la flèche D'£' (n* Si), ou, autrement dit, à une distance du point C égale à CD^— ^-^D'E', dont la valeur est |(^ — î/^). Donc, ce centre de gravité étant,, d'après ce qu'on vient de dire, celui du secteur sphérique Y, on aura
En substituant ces différentes valeurs dans les équations (a) , il vient
d'où Ton tirera les valeui's de V, et jc, .
Si l'on appelle / la longueur de l'arc ÂB, on aura
c = sa sin — , /= a(\ — cos — j , et il en résultera
V, = -^— ( I — cos sm'— cos — j;
oa sm* —
8 ( I — cos sm* — cos — )
Lorsque l'arc /est la demi-circonférence, on a lz=z^a^ et par suite
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8g. On détermine aussi par des intégrales simples le volume et le centre de gravité de tout corps symétrique par rapport à un axe, comme un ellipsoïde, par exemple.
Soient j:,^, z, les trois coordonnées rectangulaires d*un point quelconque de la surface ; prenons l'axe de figure pour celui des oc, et désignons par X Taire de la section perpendiculaire à cette droite, qui répond à l'extrémité de l'abscisse oc. Si l'on décompose le volume en élémens infiniment minces et perpen* diculairesà Taxe de figure, on pourra prendre Xdx pour le volume d'un élément quelconque, et a: pour la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées. Donc, en désignant par V une tranche comprise entre deux sections correspondantes à des abscisses données et et S, et par ac^ la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées, nous aurons
V =1 1 \ djc , V^, = / xlidx.
Dans Je cas de l'ellipsoïde , l'équation de la surface est
a f b, c ^ désignant les trois derai-axes. Ceux de la section X seront
on aura donc
X =nAc(. - J),
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et f par conséquent ,
v=,Ke-.)0-:y^±^.
Vx.= i^4c («•-«•)(. -^^):
d'où Ton tire
_3(A+C)(a^— ^-— g>) »~ 4(3a*— ic* — «C — CO*
Si Ton applique cette formule au segment sphérique que Ton a considéré dans le n* précédent , il faudra prendre
a =z a cos — , b = ^ ;
ce qui donne
3a ( i+cos — jsîû* — \ aa/ ai
aa
4f i — cos 1- sin* — )
et en multipliant le numérateur et le dénominateur
de cette fraction par i — cos — , on vérifie qu elle
coïncide avec la valeur de x^ déjà trouvée-
Pour avoir la valeur entière de l'ellipsoïde, il faudra faire ^ = aet a = — a; ce qui donne
Ce volume est aussi donné par l'intégrale triple ffjdxdjrdz , étendue à tous les élémens de l'espace terminé par la surface de l'ellipsoïde ; mais en faisant
X = ax', j = hj\ z = cz\
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VéamiÉam. 4c oeUe suûce derient
abcfffdxfdrdz'.
Celte MMrrcfle inl^nJe dem s'ckendre a tons les âérneos ^ Tenace circoiiscrit paor U sar^Kre qui répond àréqnatkm précédeiile ; die sen , pir tonséqueat, le Tolvune de U sphère qui a roiiilê pour
rvfOD; et ce vcJome étant ^al à ^ , il en résulte
ttrtÊbc
^\^ 9 comme précédemment, pour celui de Tellip-
soide.
^o). Les corps sjrmétriques autour d'un axe comprennent les solides de révolution. Nous prendrons toujours Taxe de figure pour celui des abscisses «r. En supposant alors un solide de cette nature engendré par une aire plane , comprise entre deux courbes données et les perpendiculaires à l'axe des x qui répondent àa:=:aeta:=:f, et désignant par y et y les ordonnées de ces courbes relatives à une même abscisse quelconque Xy il faudra faire
dans les formules du numéro précédent; ce qui donne
V=^y^^Cr— yyx, \x,z=7rf^{y^y')xdx.
Dans le cas le plus ordinaire où la courbe intérieure
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6e confondra avec l'axe de figure , on aura ^ es o , et simplement
Y =:^ r jr^dx , Vx, = ttJ j^xdx. (Jb)
La cycloïde fournira encore des exemples de 1 application de ces formules , dans lesquels toutes les intégratîotis s^eiTectueront sous forme finie.
Si l'on considère le solide convexe , engendré par l'aire CMP ( fig, 25 ) tournant autour de l'axe Gr^ on intégrera d'abord par partie; ce qui donnera
V = '^xjr^ — 27rfxjrdjr^
les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent au point C, ou quand ^ = o. En vertu de l'équation {a) du n^ 75, on aura donc
V = 'Ttxjr*' — 2^r/y \/ax — x^ dx, \x^= i^rxy^ — "Tcfjrx \/ax — x^dx ;
et les calculs s'achèveront par des transformations semblables a celles du n^ 8o. Dans le cas du volume engendré par la demi-cycloïde CÂB , on trouve
^_Ta3/9^ \ (63x' — 64)fl
S'il s'agit, au contraire, du solide convexe engendré par l'aire CMP , tournant autour de Taxe Cjr, il faudra préalablement permuter x et y dans les équations (b) ; d'où il résultera
V = ^fx'djr , Vjr. = Trfxydjr;
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^, étant la distance au point C^ du centre de gravité qui se trouve sur l'axe Cjr , et les intégrales s'évanouissant en ce point C. En vertu de l'équation Ça) de la cjdoide , on aura donc
V = ^fx sjdx — jc^dxy Vj, = irfjx y/ax — x* dx.
La première intégrale s'obtiendra sans difficulté ; la seconde , par des transformations semblables à celles du n^ 8o« Dans le cas où CM sera la demi-cycloïde entière , on trouvera
91 . Maintenant , soient a:,, ^, ^ z, , les trois coordonnées rectangulaires du centre de gravité d'un corps de forme quelconque , homogène ou hétérogène y dont la masse sera représentée par M. D'après ce qu'on a déjà dit dans le n* 65 y il faudra ^ pour déterminer ces trois inconnues, diviser M en parties infiniment petites^ et changer, en conséquence, les sommes en intégrales dans les seconds membres des équations(i) de ce numéro. On aura, de cette manière,
VLx:{=fffxdm, Mj.=//)5^t/w , Mz,==y7ys^ ; (i)
dm étant l'élément différentiel de la masse du . corps
qui répond aux coordonnées x^jr, z. En appelant /
la densité de ce même élément , et d^f son volume ,
on aura aussi
dm = fdv.
On pourra prendre maintenant, pour l'élément dv du volume , le parallélépipède rectangle dont les trois côtés adjacens sont parallèles aux axes des jr, I. Il
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j^f^j et égiuix aux dificrentielles dxj dj^ dz; d'oÀ
il résultera
d9^=^dxdjdz.
Si le corps est homogène, sa densité sera constaute ; en désignant par Y son volume^ on aura
Mc=fV; et. les équations (i) deviendront
^a^.=Snxds^,yy,=ffryds^,yz,^f[f2ds^. (a).
Si le corps est hétérogène, il pourra se présenter deux cas différens. Dans le premier cas , ce corps se composera de parties homogènes de grandeur finie , et la densité ne variera que d'une partie à lautre» On appliquera donc à chacune d'elles lès équatioqs (a), puis ou déteiminera le centre de gravité du corps entier d'après ceux de toutes ses parties (n^ 64)* Dans le second cas , la densité variera par degrés inseosi-» blés dans Tintérieur du corps; el alors on fera usage des équatious (i), dans lesquelles/» devra être une fonction donnée de a: ^jr, z.
Toutefois, on doit remarquer que, soit qu'il s'agisse (futi corps homogène ou d'un corps hétérogène, hif division de la masse en élémens infiniment petits, dont les densités sont les mêmes ou ne varient que pa^ degrés insensibles, suppose ^e ce corps est formé d'une matière continue. Or, cela n'a pas lieu dans la nature, où les corps, an contraii^ , se composent de parties matérielles disjointes et séparées les unes des autres par des espaces vides ,. comparables en grandeur aux parties pleines. Nous revien-
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drons sur cette observation dàtié le chapitre âtirrant , et nous ferons voir qu'on peut , néanmoins, appliquer les formules (i) et (2) aux corps naturels , comme si la matrère n*éprôutait aucune discontinuité danâ leur intérieur.
92. Au lieu des coordonnées x^y^ z, il sera queî- ^efbis nécessaire ^ pour faciliter les intégrations , d^employer lés coordonnées polaires de chaque élément dm. Soit alors r son rayon vecteur, fl l'angle qu'il fait avec Taxe des a: positives^ et -^ Tangle compris entre lé plan de ces deux droites et celui des a: et j"; nous aurons ( n* 9 )
a*issrcos^, j^Œsrsin fl cos 4 > :5=sr sin ô flîn 4-
U faucira , en même temps, exprimer ds^ au mojen des différentielles de ces nouvelles variables r, fl, 4- On a des formules générales pour la transCôrmalion des variables indépendantes daiis les inté*gralés multiples; mais on peut aussi trouver directement Texprèssiou de dif dont nous devrons faire usage , savoir :
d0:=zr* sin 6 drdà ^4 f
ainsi quW lé verra tout 4 l'heure.
Je mets fds^ à la place de dm dans les équations (i), et j'y substitue ensuite cette valeur de dv et celles de x,^, z; elles devienrieilt
M7-, ^fiffr" sin*ôcos4rfrûffl ^4 , l (5) Mu, » j59yH 8in*e siû '^dr dii d^ , f
II
à quoi il faudra joindre rëquatioa
M = ffffi^ sin fl drdU^ .
Quant aux limites de ces intégrales triples, eUes seront différentes selon que l'origine des coordonnées sera placée en dehoi^s ou en dedans du corps. Lorsque cette origine sera un des points de M, on intégrera d'abord depuis r= o jusqu'à r=u, en représentant par u une fonction de 6 et 4 donnée par Téquaûcn de, la surface; cela fait, on intégrera depuis 6 = 0 et «4/ = o jusqu'à 9 = tt et 4 = ^tt , en commençant à volonté par l'angle fi ou par l'angle 4. Les limites seront généralement plus compliquées quand l'origine des coordonnées n'appartiendra pas à la masse M. Représentons y dans ce cas , par u et u' deux fonctions données de fi et «^y P^^ ^ ^^ ^' deux fonctions de 4, et par âcet ol^ deux angles donnés; supposons quMl s'agisse d'une portion de corps comprise , d^une part 9 entre les deux surfaces qui ont pour équations rs=:u et r=:u' } d'une autre part, entre les surfaces coniques qui ont pour axe commun Taxe des x, leur sommet aussi commun à l'origine des coordonnées, et pour équations fi = e^ et fi = a»'; enfin , entre les deux plans passant par cet axe , et qui font des angles « et OL avec le plan fixe d'où l'on compte l'angle 4. On intégrera d'abord depuis rz=zu jusqu'à r = w', ensuite depuis 0 = 0) jusqu'à ^z=lùù j et finalement, depuis %|/ = â& jusqu'à ^ = a\
Prenons, par exemple, pour les deux premières surfaces celles de deux sphères concentriques qui ont .leur centre commtin à l'origine des coordonnées, et
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dont les rayons sont a et a'; supposons^ en même temps, que les deux cônes soient à base circulaire , ou , autrement dit , que a» et cû' soient des angles constans ; supposons, de plus , que la densité ne soit fonction que de r; de sorte que la portion de corps que l'on considère appartienne à une sphère composée de couches concentriques infiniment minces , dont chacune ait la même densité dans toute son étendue, laquelle densité variera d'une couche à l'autre, suivant une fonction donnée dç là distance an centre. En faisant, pour abréger,
et efiêctuant les intégrations relatives à 8 et 4 ^ on trouve
M = A(çl' — a) (cos cù — cos a>% Mx.s iB(a — a) (cos* a» — cos» ^'), 3kl/',=-5B(sinot' — sina)(a)' — û>— jsinaw'+xsinaw)^ Mj5^ = iB(cosa — cosx')(ûtf' — a> — ism2Cû +ism2a>);^
ce qui fait connaître les valeurs de oTi , /, , 55, , qu'on ne pourrait déduire, dans cet exemple, dès équations (i).
Si la masse M forme un anneau complet , de sorte quW ait a' = a -f- 27r , il en résultera ^, = o et 2, =z=o, c'est-à-dire que le centre de gravité sera situé, comme cela doit être, sur Taxe de cet anneau : sa distance or, au centre de la sphère dont cet anneau h\l partie, aura pour valeur
B(cos«-t-coSâi')
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Dans le cas de rbomogéaéité de la sphèrç, la deii* site / étant constante , on aura
Quand le vide de l'anneau disparaîtra , on fera â);=p; et, enfin, s'il se change en un secteur sphériqae, on fera aussi a = o ; d'où il re'sultera
^, =-g- (i + COSÛ)');
çç oui s'accorde avec la valeur de la quantité dési-^ gnée par ^ dans le n"" 88, en observ|int que la flèche représentée par y aurait pour valeur a\i — cosû»'), et que le rayon est a'.
g5. Pour trouver la différentielle dv du volupie , exprimée au moyen des différentielles des coordonnées polaires, je suppose que M (fîg. 3i) soit le point qui répond aux coordonnées r, 6, «4/; en sorte que 0 étant leur origine , OM soit le rayon vecteur r, ô l'angle MOx compris entre ce rayon et un axe fixe Ox , çt 4 l'augle que fait le plan de ces deux droites avec UP plan fixe , mené arbitrairement par la seconde. Soit M' un point situé sur le prolongement de OM, et dont le rayon vecteur OM' sera r\ Du point 0 cpmipe ceutre, et dans le plan M'Oo:, décrivons les arcç de cercle MIN et M'N' compris entre les deux droites OMM' et ONN', et désignons par ^ l'angle NOx; enfin, faisons tourner le plan dç cet angle autour de Va^e Oûc , et représentons , dan^^ sa nouvelle position, par 4' l'angle qu'il fera ayçc Je plan fixe. Dans ce mouvement, l'aire MM'N'N engendrera un volume MM'N'NPP'Q'Q , que je représenterai par U.
Or, cette aire, diffiérenoe des deux secteurs circulaires M'ON' et MON, est égale à
Si Ton appelle u la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur l'axe Ox^ on aura w (>[/'— %[/) pour la longueur de l'arc que ce centre décrira autour de cette droite. D'après le théorème du n"" 84, nous aurons donc
Cela posé, concevons que les trois dimensions de U deviennent infiniment petites, et faisons, en^onséquence ,
/^_r = rfr, 6'— 6 = ^9, 4'— 4=^4.
Le facteur r'+ r se réduira, en même temps, à ar; on pourra aussi prendre pour u la perpendiculaire MH abaissée du point M sur l'axe 0^, laquelle est égale à rsin 8, et ne saurait différer de u que d'un infiniment petit; enfin, U se changera en dify dont la valeur, qu'il s'agissait de déterminer, sera
dv = r* smQ drd^d'\.
On remarquera, effectivement, que ce volume dv peut être considéré comme un parallélépipède rectangle, dont les trois côtés adjacens sont MM' ou dr^ l'arc infiniment petit MN,qui a son centre au point 0 et pour longueur r^O, et l'arc infiniment petit MP, qui a son centre au point H et pour longueur r sin S^ft^î-
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La base MNQP de ce parallélépipède est l'élément de la surface sphérique dont le centre est au point O et le rayon égal à r. En la désignant par dv, on a donc
dj ^=z T^ sin ^d^d\ , dv = dadr.
Si Ton appelle dcû Félément de la surface sphérique dont le rayon est pris pour unité, on aura aussi
d(» = sind£{8^4^ ^^ ^^^ f^drdcù.
En intégrant cette expression de dcù depuis G = o et •^ = o jusqu'à G = ^ et «4/ := ^tT, on en déduit 4'7f pour le rapport de la surface de la sphère au carré de son rayon ^ ce qui est, en effet, sa yalear connue.
CALCUL DE L9ATTRACTION DES CORPS
§ I*'. Formules relatives à un corps quelconque et à
la sphère en particulier.
94 • Supposons qu'un point matériel 0 (fig. Ss) soit soumis aux attractions de tous les points d'un corps de forme quelconque; en décomposant cba-* cune de ces forces en trois autres ^ dirigées suivant des axes rectangulaires menés arbitrairement par le point 0^ et faisant ensuite la somme des composantes positives ou négatives qui agissent suivant chaque axe, on aura les trois composantes, dont la résultante exprimera, en grandeur et en direction , Tattraction totale qui sera exercée sur le point 0. Ces trois composantes seront des sommes d'une infinité d'élémens infiniment petits, étendus à la masse entière du corps attirant ; elles s'exprimeront par des intégrales triples , et le calcul de ces quantités sera semblable à celui des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque dont nous venons de nous occuper : c^est pourquoi je placerai ici ce que j'ai à dire sur le calcul des attractions.
Cette question est une de celles dont les géomètres se sont le plus occupés ^ soit à cause des difficultés
d'analyse qu'elle présente, soit à raison de ses rapports avec le problème de la figure de la terre et de la loi de la pesanteur à sa surface; mais, dans cet ouvrage , on se bornera à donner les formules qui se présentent immédiatement, et quelques-unes de leurs applications. Je renverrai, pour de plus grands développemensy au second volume de la Mécanique céleste, et à mon Mémoire sxxvYAttTxiction des S pheroïdes/inséré dans la Connaissance des Tems de l'annëe 1839» 95. Soit D un point fixe pris dans l'intérieur du corps attirant; par ce point, menons trois axes rectangulaires Do: , HjTf Dz, qui seront les axes des coordonnées positives; désignons par x, jr, z, les coordonnées d'un point quelconque M du corps attirant, et pardSvt l'élément différentiel de sa masse, qui répond à ce point M; représentons aussi par et, ^, y, les trois coordonnées du point 0 y et par fj. la masse de ce point matériel ; et soit enfin u la distance OM , de sorte qu'on ait
w* = (et — ^)*+ (ff — 7)*+ (y—zy.
L'attraction exercée par dm sur fJL sera dirigée suivant la droite OM. On suppose cette force proportionnelle aux produits des deux masses , et en raison inverse du carré de la distance k; en la désignant donc par F, on aura
f étant un coefficient constant qui exprimera l'intensité du pouvoir attractif, rapporté aux unités de masse et de distance. Pour se former une idée précise de cette quantité / , il faut concevoir deux corps
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de forme et de dimension quelconques^ dont ^ masses sont égales et prises pour unité ^ et supposer que l'attraction ne varie ni en grandeur ni en direction dans toute Tétendue de ces deux corps j en sorte qu'elle soit la même entre deux élémens quelconques de leurs masses, égaux à dm et à ft^ qu'entre les points matériels /jl et dm que nous considérons, lorsque leur distaace OM est égale à l'unité : la forcée est l'attraction totale qui serait exercée alors par l'un de ces deux corps sur Tautre.
Les projections de la droite OM sur les axes Tix^ Hjr, Djs, sont et — x ^ C — jr\ y-r^Z} en les divisant par u, on aura les cosinus des augle$ qui déterminent la direction de la force F ; ses trois composantes seront donc
*-^F, i:^F, y-^^Yi
et en y considérant u comme une quantité positive , elles tendront, selon qu'elles seront positives ou négatives , à diminuer ou à augmenter les trois coordonnées a, ^, >, du point 0. Si donc on désigne par Â, B, C, les trois composantes de l'attraction totale exercée sur ce point, on aura, en mettant pour F sa valeur , et observant que (jl ei f sont des facteurs constans ,
ces intégrales triples s'étendant à la masse entière du corps attirant.
En représentant par p la densité de Téiénnent dm , et par di^ son yolnme^ on aura
dm = fdv.
Cette quantité f sera^ dans le cas général , une fonction donnée des coordonnées du point M; elle se réduira à une constante donnée , dans le cas de l'homogénéité du corps attirant. On exprimera dv au moyen des différentielles des coordonnées de M , dont on fera usage, et qui seront le plus propres à faciliter les intégrations.
g6. Far une considération très simple, on réduit à une seule les trois intégrales triples d où dépendent les valeurs de A , B, C.
Les limites étant les mêmes que dans ces intégrales, faisons
A cause que ces limites sont indépendantes de la position du point 0 , si Ton différence T par rapport à ses coordonnées , on pourra effectuer ces différen*^ tiations sous les signes /'(n* i4); et comme on a dailleurs
u^^^x — <t u jr —^ u z — y
il en résultera
^ =fff^'-''"''
ce qai change les équations (i) en celles-ci :
A «/-g, B=-^/f . C «rfî W
de sorte que le calcul des trois composantes A, B, C, ne dépendra plus que d'une seule intégrale T.
En la déterminant, il sera important de se rappeler que le dénominateur u devra avoir constamment le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, et qu*il doit être positif si Ton veut que les composantes A, B, C, tendent à diminuer ou à augmenter les coordonnées du point 0, selon que leurs valeurs données par les équations (3) seront positives ou négatives.
Au lieu d'une attraction, si le point 0 était soumis à une répulsion, il suffirait de changer les signes des valeurs de A, B, C, ou, ce qui est la même chose, d'j regarder f comme une constante négative. Dans le cas où la force attractive ou répulsive qui agit sur le point 0 ne serait pas, comme nous l'avons supposé, en raison inverse du carré de la distance , et qu'on représenterait, en général , le coefficient de/juim par une fonction donnée de u, que je désignerai par Çu^ on prendrait une autre fonction ^u, telle que l'on eut
Mu
et que Ton mettrait à la place de - dans l'expression
de T. U se pourrait aussi que cette force fût attractive pour une partie du corps qui agit sur 0 , et répulsive pour une autre partie, auquel cas la fonction
^u, dans laquelle est compris le coefficient /^ changerait de signe dans l'étendue de l'intégrale que T représenta.
Les composantes de Faction exercée sur un corps de forihe et de dimension quelconques^ se déduiront des formulés précédentes , en y remplaçant fi par rélément différentiel de sa masse, quî répond aux coordonnée^ a, Ç, y^ et intégrant ensuite, par rapport à ceÉ trois variables , dans toute l'étendue de cette masse ; d'où Ton voit que les composantes de Taction exercée' par un corps sur un autre dépendront, généralement, d'intégrales sextuples.
Telles sont les formules d'après lesquelles on calculera les attractions ou répulsions; mais avant d'en fkire aucune application , il est nécessaire d'expliquer comment elles conviennent à la constitution intime des corps naturels, et d'examiner la difficulté dont il â été question à la fin du n® 91 •
97. Les différens corps renferment, sous dos volumes égaux, des quantités inégales de matière pondérable ( n^ 60 ) ; et ces quantités variant , pour tin même corps , avec sa température et la pression eittérieure à laquelle il est soumis, on a été «Conduit à coti^idérer les corps naturels comme un assemblage de parties matérielles non contiguës, et séparées les unes des autres par des pores ou espaces vides de matière pondérable. Ces parties matérielles se nomment des atomes; leurs dimensions et celles des pores échappent, par leur extrême petitesse, à nos sens et à tous nos moyens de les mesurer. On regarde les aftomes comme indesrtructibles, et la masse, la forme.
}e volomc de chacun (Teux^ comme invariables* Les dimensions des pores varient^ au contraire^ avec les quantités diverses de chaleur qu'on introduit dans les corps ou qu'on en fait sortir^ et avec les pressions auxquelles on les soumet ; et comme les changemens de volume d'un corps peuvent être très grands, sans que sa; masse ait augmenté ni diminué, il s'ensuit que les dimensions des parties vides doivent être comparaUes et généralement supérieures à celles des parties pleines.
Les atomes de même nature ou de nature difiërente, se réunissent en diverses proportions, pour former d'autres parties des corps, toujours insensibles,qu'on appelle leurs molécules. Les corps difierent entre eux par la nature et la proportion des atomes qui entrent dans la composition de chaque molécule ; et les atomes sont regardés comme invariables et indestructibles, ainsi qu'on vient de le dire, parce qu'en les réunissant dans les mêmes proportions , on reproduit, à toutes les époques, les mêmes corps, jouissant des mêmes propriétés.
98. n eM évident, d'après cela, que la division de k masse eu élémens infiniment petite \ et là supposition d'une densité de chaque élément, qui ne varie pas dans les corps homogènes, ou qui varie par degrés insensibles dans les corps hétérogènes , ne con- ?iennent point aux corps naturels ; mais cela n'empêehe pas qu'on ne puisse faire usage des formuler fondées sur cette considération, et qu'elles ne soient encore appKcables lorsque les corps ont été divisés en parties de grandeur finie , mais tout-a-fait insensible.
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suffit^ quant à présent, d'observer que cette exception n'a aacon rapport avec les formules des n^gi et gS , relatives aux centres de gravité des corps et aux attractions en raison inverse du carré des distances, et qu'on peut, conséquemment , les appliquer aux corps naturels formés de molécules disjointes.
99* Revenons maintenant au calcul des attractions.
Si là distance du point 0 au corps attiré est très grande relativement aux dimensions de ce corps , cm pourra, dans l'expression de T du n"" 96, développer la quantité - en série convergente, ordonnée
suivant les puissances et les produits de oc , jr , z. En faisant
«• + €• + >• = cTS
où aura alors
Si l'on prend le centre de gravité du corps attirant pour l'origine D des coordonnées , on aura
f/fxdm — o, //Jjrdm = o, /ffzdm=:o,
puisque ces intégrales, divisées par la masse M du corps,seraient les trois coordonnées de ce point (0^91). En désignant cette masse par M, nous aurons donc
Lorsque la distance OD ou cT sera assez grande pour qu'on puisse réduire cette valeur de T à son premier terme , les équations (2) deviendront
f.^fMfct |>_i»M/ï: p_mM^.
or ces cômposamtes sont les mêmes qne celles d'ukie
force égale à ^^, agissant au point 0 suivant la dii-^
fectionOD; il s'ensuit donc que l'attraction exercée mr un point 0 ^ par un corps qui en est très éloigné , esta pe«t près la même ^ en grandeur et en direction, que si la masse M àe ce corps était réunie à son centre 4e gravité.
Lorsque ce corps sera une sphère homogène ou composée de couches concentriques , on trouvera que tous les termes de la valeur de T, excepté le premier, se détruisent ; il suffira pour cela de remplacer x^jr^ z, par les coordonnées r, 6,4» <^i^n)^ dans le n"" 9:2 ; ce qui permettra d'effectuer les intégrations relatives à 6 et %[/. Le théorème qu'on vient d'énoncer sera donc alors tout* à-fait exiàct , si la distance J^est seulement assez grande
pour que le développement de - soit une série couver*
gente; et, en eftet, on terra dans le numéro suivant, sans recourir à la réduction en série , que ce théorèche a lieu, quelle que soit la distance du point 0 à la sphère attirante , pourvu qu'il ne soit pas situé dans son inté* rieur. D'est facile d'en conclure que l'attraction d'une sphère sur une autre est la même que si la masse de chaque sphère était réunie à son centre ; car^ en appelant M et M' les masses des deux sphères, et C et C leurs centres, l'attraction de M sur un point quelconque Ô de M' est d'abord la même que si la masse M était concentrée au point G; en outre, cette attraction de C sur tous les points 0 de M', est égale et contraire à
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raltracliou de tous ces points on de M' sur C, laqaelle est la même que si la masse M' élail réunie au point C; donc, l'attraction des deux sphères est la même que celle de deux poinls matériels situés en C et C, el dont les masses seraient M et M'.
loo. L'attraction exercée sur le point 0 par une couche sphérîque , homogène et d'une épaisseur constante, dont D est le centre, se réduira évidenimentà une force dirigée suivant OD. En faisant coïncider cetledroile avec l'axe Ox, les composantes B et C, parallèles aux axes D/ et Ds, seront donc nulles, et l'on n'aura que la valeur de A à calculer.
Dans ce calcul, on emploiera, comme dans le h° ga, les coordonnées polaires r, 9, 4" L'axe Dx se confondant avec la droite DO, on aura alors
0DM = 9, DO=a, C = o, y = o} et à cause de DM = r et 0M= u, il en résultera
K* ^ a' — aarcosS -f- r".
L'angle ^4' sera celui que fait le plau ODM avec un plan fixe passant par la droite DO; on prendra (n' <)51
pour l'élément du volume; et dans l'élément d7)i=:ç.t{v de la masse, on regardera p comme un facteur constant.
Après avoir substitué ces valeurs dans l'expression de T du n° 96, on intégrera depuis r = b jusqu'à r:=a, en désignant par a et è les rayons extérieur et intérieur de la couche sphérique , et depuis G :^ o et -^ =0 jusqu'à 9 = w et "^:= 2-jr. Comme la va-
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riable 4 n'entrera pas sous le signe /, Tlntégratiion relative à cette variable se réduira a remplacer la différentielle ^4 f^^ 2^- Cela étant, on aura
T=27rp/ ( / . - )rdr.
* J b \J o V a^ — 2«r cos d -H rV
Aux limites fl = o et 9 = 97, le radical aura pour valeurs
db (a— r), =t («4- r);
mais comme il exprime la valeur de w, qui doit être constamment positive (n* 96), il faudra prendre a-f-/à la limite Szrr'Tr, et r — a ou a — r à la limite 6 = 0, selon que le point 0 sera situé en dedans ou en de-« hors de la couche sphérique. Nous verrons tout à l'heure ce qu'on doit faire lorsque ce point appartiendra à la couche même , de sorte qu'on ait /• >• a, dans une partie de cette couche, et r <^ a dans lautre partie.
Relativement à 6, l'intégrale indéfinie étant
/ . ■ , - = -V^*— 2arcus6+^ +conbt.,
on aura donc, dans le cas du point intérieur,
par conséquent, la valeur de T ne dépendra pas de a, et celle de A qui s'en déduit au moyen de la première équation {2), sera égale à zéro. Dans le cas du point extérieur, on aura de même
Jo ^/«» — 2«rco5Ô + /- «LV -r y V ;j ^.
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pulsion, pourvu que cette force varie toujours en raison inverse du carré des distances.
102. L'e'quilibre du point 0, situé dans l'espace que termine une couche sphérique , et attiré ou repoussé par tous ses points, peut facilement se vériGer.
Supposons, pour cela, que cette couche soit d'abord infiniment mince. Soit € son épaisseur. Décomposons sa surface en élémens infiniment petits; et désignons par ùi> Taire de celui qui répond au point P (fig. 53). Les élémens correspondans du volume et de la masse de cette couche seront eœ et pîcô ; et si Ton appelle r la distance OP, la valeur de la force dirigée suivant cfette droite sera
f et
Imaginons un cône dont la base soit co et le sommet 0; en prolongeant la génératrice OP jusqu'à ce qu'elle rencontre en P' la surface sphérique, et prolongeant de même toutes les autres génératrices, on déterminera sur cette surface un second élément que je désignerai par co'. Soit, de plus, r^ la distance OP'; la force dirigée suivant cette droite, en sens contraire de la précédente, aura pour valeur
or, je dis que ces deux forces contraires seront égaler entre elles, c'est-à-dire qu'on aura
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Soient , en eflFet, POQ et P'OQ' les sections des deux coneSy faites par un même plan quelconque, passant par leur sommet commun 0. Les surfaces semblables (û et a>' seront entre elles comme les carrés des lignes homologues PQ et P'Q'. A cause des triangles semblables POQ et P'OQ', on a d'ailleurs
PQ : FQ' :: OP : OF
en élevant au carré les quatre termes de cette proportion^ on en conclura donc
el, par conséquent, Téqualion précédente.
Il résulte de là que les actions exercées sur le point 0 par tous les élémens de la couche sphérîque se détruisent deux à deux. L'action totale de cette couche sera donc nulle ; et il en sera f ncore de même si elle a une épaisseur finie; car alors on pourra la décomposer en une infinité de couches infiniment minces, dont chacune n'exercera aucune action sur le point 0.
§ II. Formules relatwes à F elli nsoïde .
io3. Lorsque le point 0 appartiendra à la masse attirante, on facilitera souvent les intégrations en prenant ce point pour origine des coordonnées polaires. Le rayon vecteur du point quL'lconque M sera alors r/; en appelant donc, com:i»e dans len^^gS, d(û 1 élément de la surface sphérique dont le rayon est l'uni té,' on aura
dv = u^dud'jûy: dm = fu^diuloùy
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et si Ton appelle g, ^^ A:, les angles que fait la droite OM avec des parallèles aux axes Doc , Dj^, Dz, menées par le point 0, ou aura aussi ^ d'après les notations
du n"" g5 ,
cos s = • cos h = "^ , cos A: = ^ ;
ce qui changera les équations (i) de ce numéro en
celles-ci :
A = — l^fffff cos gdudcê , B = — f^ffffp cos hdudcù , C = — m/JJTp cos kdudcê.
Les intégrales relatives à u s'étendront depuis uz^o jusqu'à uz=Lr, en désignant par rie rayon vecteur d'un point quelconque de la surface qui termine le corps attirant. Pour plus de simplicité , si l'on sup* pose ce corps homogène , ces intégrales s'effectueront immédiatement, et il en résultera
k=L^fAjpffrco%gd(ê, ï
B = — fxf 0 Jjfr cos Iidûû , / (a)
C = — f^JpJT^ cos Wv. )
Pour déterminer la valeur de r, qu'on devra substituer dans ces formules , soit , en coordonnées rectangulaires,
l'équation de la surface du corps attirant. En un point quelconque de cette surÊice , on a
a: = a + ucosg, j^C + ucosh, 2=^-f-«cosA:,
d'après les valeurs précédentes de cos g, cos A, cosAr,
et a,€, y , étant toujours les trois coordonnées du point 0 dont les valeurs sont données. On substituera donc ces valeurs de Jo,jr, z, dans l'équation précédente; celle qui en résultera donnera ^ en général^ deux valeurs de r, Tune positive et lautre négative} mais on rejettera la valeur négative, parce que le rayon vecteur r est une quantité positive dont la direction est uniquement déterminée par les angles g, h, k, qui peuvent être aigus ou obtus.
Après la substitution de la valeur de r dans les équations (a), les intégrales doubles s'étendront à tous les élémens dco dé la surface spbérique, décrite du point 0 comme centre, et d'un rayon égal à Tunité.
104. Appliquons ces formules au cas de l'ellipsoïde homogène dont la surface a pour équation
n, b, c, désignant les trois demi-axes, et le centre de figure étant l'origine D des coordonnées. Si Ton y substitue les valeurs précédentes de ac, jr, z, il vient
pr^ + 2qr = l,
en faisant, pour abréger,
cos'^ cos*h cos'^
dL COS^ ^^ C C08 h ^^ y C08 h
Nous aurons donc
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Ovj la quantité p est positive; la quantité / est aussi positive ou zéro, parce que le point 0, qui répond aux coordonnées et^ Ç^ y^ qs\. situé dans l'intérieur de rellipsoïde, ou, tout au plus, à sa surface; par conséquent, il faudra prendre le radical avec le signe +, pour que le rayon r ne soit pas négatif. Je dis, de plus, qu'on pourra supprimer ce radical dans les formules {a). En effet, la partie correspondante de l'intégrale contenue dans A, pati exemple, serait
mais pourcBaque couple d'éléniensrfry dont les rayons sont dans le prolongement l'un do l'antre, les élémens de cette intégrale double se détruisent ; car en passant de l'un de ces élémens da> a l'autre, chacun des trois cosinus cos g, cosh, cosk, change de signe, les quantités p, /, q^, restent les mêmes, et le coefficient dedj) sous le signe y prend des valeurs égales et de signe contraire. Tous les élémens de l'intégrale précédente se détruisant ainsi deux à deux, la valeuc de A devient d'abord
A = «/-, iiff'-^/d^ + p//'-=^ ^
en ayant égard à la valeur de q. Ov, les deux dernières de ces trois intégrales se composeront de cou-
pies deléraens qui répondront aux mêmes valeurs de h et de k^ et à des valeurs de g supplémens Tune de l'autre. Chacun ^ie ces couples d'élémens se réduira donc à zéro, et, par conséquent aussi ^ les intégrales entières. En supprimant ces intégrales et faisant subir des réductions semblables aux valeurs de B et de C, on aura simplement
c = '^ff'-^ *.
Soient actuellement â l'angle compris entre le rajon OM et la parallèle à l'axe Ox menée par le point D, et \[/ l'angle que fait le plan de ces deux droites avec un plan passant par la seconde et parallèle à celui des x et jr ; nous aurons (n° 8)
cosg=cosô, cos/t = sinGcos-s}/, cosA; = sinSsin-^y
et, en même temps (n* g3),
d(» = sin fltffl d^; d'où il résultera
a^b^c^p = iV cos* fl + (c» cos*4/ + b^ sin* >}/)«• sin' fl, . f^ rr cos^ Q sin g<fa d^
~ ~^JJ p ■
Pour comprendre les directions de tous les rayons OM, les intégrales devront s'étendre depuis 0 = o et >[/ =0 jusqu'à 3=7 et 4 =^'^; niais à cause que le coeffi-
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cient de M Si lai même yaleur pour 8 et pour tr — - 9, il suffira d'intégrer depuis 6 = 0 jusqu'à 8 s=t*^ir, et de doubler le résultat ; et parce que le coefficient de 4 est le même pour 4 ^^ po^^ ^^^^4^ ^ saffiiat «us» d'intégrer depuis 4 =^ o jusqu'à 4 = 7^> et cfe quftdrujder le résultat. Cela étante je fais
et à cause de
cos'4 =^ ! a 9 sin'4 ^^
il en résulte o p"^ ^Jo (^•co8'l-Hi*sm*Ô)c'+(c«cos*l-fû«8in*l)*V
vr-rr>
a J^(6* cos* # + a» sin* •) (c» cos^ • + a» sin» •)
au moyen de quoi la valeur de A ne dépendra jJua que de l'intégrale relative à 0. Sans nouveau calcul, ou déduira B de A en y mettant S au lieu de ce, et permutant les lettres a et 6; et de même, on déduira C de A en y mettant y au lieu de a, et permutant les lettres a et c. De cette manière, on aura finalement
A, _ /• ri^ bc cos* I sin fîrfl
B = \-rrffrr^ ^ accosUs\n^dé
^ "^^ J o 1/ (a*cos«ô+ A-sin*6)(c'co8*ô + b^sin^b) ( ^
ab cos* â 8ln 8d3
\/ (6*cos*ô + c*8in»6)(û*cos*a + c»8În»ô)
Ces valeurs de A, B, C, étant positives, il s'ensuit
que ehacnne de ces trois contposantes tend à rapprocher le point 0 du centre de l'ellipsoïde ; le contraire anrait lieu dans le cas d'une répulsion où l'on devrait mettre, dans ces formules, — fdxi lieu de^i
io5. Désignons par cT une constante positive, et supposons qu'on substitue (i + J^)^, (ï+ J^)ô, (i -f- J^)c, au lieu de a, i, c, dans les formules (c). Le facteur i + cT disparaîtra , et les valeurs de A , B, C, resteront les mêmes. Or, par celte substitution, l'ellipsoïde se trouvera augmenté d'une partie comprise entre sa surface primitive et une surface semblable; les composantes A, B, C, ne changeant pas, il en faut donc conclure que l'action de cette partie additive sur le point intérieur 0 se réduit à zéro.
Ainsi une couche homogène comprise entre deux surfaces elliptiques semblables , ayant le même centre et leurs axes dans les mêmes directions , n'exerce aucune action attractive ou répulsive sur un point 0 situé dansl'espace vide que termine sa surface intérieure; en sorte que ce point matériel restera en équilibre, quelque part qu'il soit placé dans cet espace ; tbéo^ rème qui comprend celui que nous avons précédem^ ment trouvé pour Iç; cas d'une couche spbérique.
Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein et homogène sur un point 0 de sa masse, se réduit à celle qui est exercée par la partie de cette masse terminée par la surface elliptique, passant par ce point, semblable à ceUe du corps entier, et semblablement placée. l)'après les formules {c), la composante de cette force, parallèle à chacun de«î trois axes de l'eU
lipsoïde , est proportionnelle à lordonnëe du point 0 parallèle à cet ane^ et ne dépend que de cette variable. Dans le cas général où les trois demi-axes a, b^ c, sont inégaux, on transforme en fonctions elliptiques les intégrales relatives à 6 que ces formules renferment ; ce qui permettra d en calculer les valeurs numériques , au moyen des tables de M. Le- . gendre. Ces mêmes intégrales s'obtienneat sous forme finie, lorsque deux des constantes a, à^Cj sont égales t et qu'il s'agit, par conséquent, dun ellipsoïde de révolution.
io6. Supposons, par exemple, qu'on ait c = 6; la forme des intégrales relatives à 0 sera différente, selon que Tellipsoïde sera aplati ou allongé , c estrà* dire , selon qu'on aura b '^ a ou b <^ a. Supposons aussi que ce soit le premier cas qui ait li^u; et faisons, dans cette hypothèse,
en sorte que la fraction e soit l'aplatissement de l'ellipsoïde, et m sa masse. Il en résultera
. Sftfmx, r\fr cos»ô sin hd^ ^
""ô^* J o ~i-he*cos*ô '
et, en effectuant l'intégration, on aura
A = ^^§^ [e — arc (tang=: e)],
pour la composante parallèle à l'axe de révolution. On aura aussi
B C Sfifm r\^ cos'9sin6<fa
Les composantes B et C étant entre elles comme les coordonnées f et ^ du point 0, il s'ensdit que leur résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe de révolution. En appelant A^ cette force ^ et et' la longueur de la perpendiculaire, de sorte qu'on ait
et effectuant l'intégration indiquée, il vient
La résultante des deux forces A et A' exprimera , en grandeur et en direction. Faction totale de l'ellipsoide sur le point 0.
Lorsque e sera une très petite fraction , on pourra développer ces valeurs de A et A' en séries très convergentes , ordonnées suivant les puissances de e. A cause de
arc (tang = e)=6 — ^ -f-j — etc. , -=e — e^+e* — etc. ,
l-hc
nous aurons
Dans le cas de la sphère, ou de 6 = 0, la résultante de A et A' sera dirigée vers le centre , et aura la même intensité que dans le n* loi.
Le calcul de lattraction d'un ellipsoïde ho
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mogène sur un point extérieur présente encore beaucoup plus de difficulté; mais on doit à M. Yyori un théorème au moyen duquel ce cas peut être ramené à celui du point intérieur ; ce qui permet d'exprimer les composantes de l'attraction par des intégrales simples j semblables aux formules (c). Voici une démonstration de cette importante proposition.
En faisant^ dans la première équation (i)dun''95,
dm = pdûcdjrdz,
et observant que f est un facteur constant, on a
A=^yp rrf- — (izL^)'^4r&
Je suppose que l'équation de la surfiice soit tooicors l'équation (h), et j'y naets ajc', by', cz'^ à la place de ^> y* z, ce qui la change en celle-ci :
En même temps la valeur de A devient
et si l'on désigne par ± x, les valeurs de x\ égales et de signe contraire , que l'on tire de l'équation précédente , l'intégrale relative à a:' devra être prise depuis or' = — JC, jusqu'à jc' = x, ; ce qui donne
A=«^ / ff ^^ ..
__ rr dydz! \
JJ [(« + «r,)' -f (f — byy + (y — cTfyî^ J
CbacoBe de ces deux intégrales doubles s'étendia: à» tous les élémens de la demi-suf&ce sphérique doiri; le rayon est Fumlé, et qui a sou centre, à Tongine des coordonnées ; le produit dydz' est la projeetioit sur le plan des jr et z , d'un élément <|ueIconque. SI donc on désigne par 8 l'angle que le rayon qui aboi»^. tit à cet élément fait avec Taxe des x^ et par ^{r l'angle: compris entre le plan de ces deux droites et le plan des X e\ jTf l'aire de cet élément sera sin ^d^d*^ , son inclinaison sur le plan des jr eï z sera Tanglè 8^ et il en résultera
4y^rf/=cos8sinflrferf^|/,
pour sa projection sur ce plan. On aura en même temps
x» = cos6, j^' = sin 0 cos n|/ , 2'= sin 0 sin 4.
Les limites des deux intégrales seront maintenait 8 = 0 et ^^ = o, 6= ^ TT et >(/ = a^; mais si l'on met, dans la seconde, 7r — > 8 à la place de «tt, il est aisé de voir que ces deux intégrales se réuniront en une seule, qui aura les mêmes limites par rapport à 4» ^^ ^^^^ l^s limites relatives à 0 deviendront 8=0 et 8 = ^; en sorte que l'on aura simplement
en faisant, pour, aliréger, *r '
R*=:ce*-{-C>4-y^ — 2(aaco8l-fr^^siDlco84/4-r^^ûi'sii^40
+ fl*Coè'i + b* sin* • cos* 4^ + c* sin" I siii* 4^ , \
et regardant R comme une <piantité positive. Les
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deux aulres composantes B et C s'exprimeront pareîl-
lement par des intégrales doubles.
Maintenant, considérons l'attraction d'un autre ellipsoïde ayant la même densité f, le même centre, et ses axes dans les mêmes directions que le premier. Soient a^ , b, , c, , les trois denii-axes coirespondans k a, b, c; appelons 0, le point soumis à cette attraction, a,,€,, y,, ses coordonnées, et A, , B, , C,, les composantes de cette force, parallèles aux trois axes de l'ellipsoïde. En supposant toujours que /*. soit la masse du point attiré, nous aurons
A,^f.Jb,c,JJ^ -^^i
R, étant ce que devient R quand on y change a, b, Cfa,€ , y,ea a,, b,, c,, cl,, 6, , >,. Les valeui-s de B, et C, se déduiront de même de celles de B etc.
Supposons tpie les deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers, et couséquemment des excentricités égales; on aura alors
i'^a'+A, c*^a^+Â, b]=a]-^-/^, c'^fl*-f-A;
h, k, h — k, étant des quantités positives ou négatives qui exprimeront, abstraction faite du signe, les carrés des excentricités communes à ces deux corps. Supposons, de plus , que le point O, , attiré par le second ellipsoïde, soit situé sur la surface du premier, et le point 0 attiré par le premier , sur la surface du second. D'après l'équation [h) et celle de la surface du second ellipsoïde, il faudra qu'on ait
Soient enfin p et q deux angles donnés; et prenons
,=:acos^, 6,=:6sin/7C0S9, ^,c=csin/^sinçy ) ^ ^ zzza^cospf £ =:6|Sin/?cos ç, ^ sizcfiinpsiuq; j ,
valeurs qui satisferont aux deux ëquatîons précédentes et qui établissent une relation particulière entre les coordonnées deé points 0 et Q, . En substituant ces râleurs de a , ff , 7, dans Texpression de R*, et y mettant aussi les valeurs précédentes de A*, c*, b^, c], il vient
R' = û| + a*t+ h (sin^p cos* q •+• sin* 9 cos* 4) A: (sin*/i sin* q + sin" 9 sin* 4) a (a, a cos /? cos Q + b^b sinpcos q sîn 9cos>|/ c, c sin^ sin q sin 9 sin 4)*
Or, sans écrire la valeur de R^ , on voit qu'elle sera Ta même que celle de R* ; car elle s en déduirait par Tes permutations deueta^^betb^^c et c, , sans changer A et k, qui sont des quantités communes aux deux eUipsoldes f et il est évident que cette dernière formule ne change pas par ces permutations. A cause de R, = R ^ les valeurs de A et A; renfermeront la même intégrale doublé ; en Téliminant , on aura donc
A,Ac = A6,c,,
Relativement aux autres composantes , on obtiendra des résultats semblables; en sorte que, d'après les
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suppositions qu'on a faites sur les deux points attirés
0 et 0| y on aura finalement
A| biCj, B, \ a^c^ C, g|^i ^-v
A ~ 6c ' B ^ ûc ' 'C ~ ûô • l^-'
Pour énoncer le théorème que ces trois équations Mnfei^ent^ appdoQs points Correspohdans , ivi lès surfaces d^s detot ellipsoïdes , dem: poitits déni les coordonnées sont entre elles dans le rapport des demi-axes auxquels elles sont parallèles. Le point O^ de la surface du premier ellipsoïde, dont les coordonnées parallèles aux denii-^axes a^ b^ c^ sont 'Ci|y ^if yi9 a^i'A pour correspondant., sur la surlace du second ellipsoïde , le point 0, dont les coondoo^ nées parallèles aux demi-axes Ht^b^yC^f sont œ, Q^ y, puisiqu'on a^ d'après les équations (2),
«e, a . Qy h y, c
Cela posé y il résulte des équations (3) le théorème suivant :
Si l'on a deux ellipsoïdes homogènes qui aient le même centre et les mêmes foyers, l'attraction suivant chaque axe que l'un des deux corps exerce sur un point situé à la surface de l'autre, est à l'attraction de celui<-ci sur le point correspondant de la sur£sice du premier, comme le produit des 4eux autres axes du premier ellipsoïde est au produit des deux autres axes du second.
io8. Lorsque deux ellipsoïdes différensont, comme on le suppose, le même centre et les mêmes foyers^
Tun des deux est entièrement comjpris dans l'autre ; par conséquent , si le point 0 est extérieur par rapport au premier ellipsoïde , le point 0. sera intérieur par rapport au second. Pour déterminer, au mojeo du théorème précédent , l'attraction d'un ellipsoïde donné sur un point extérieur 0 aussi donné , on fera donc passer par ce point la surface d'un second ellip* soïde ayant le même centre et les mêmes foyers que le premier ; par les formules relatives aux points intérieurs, on déterminera les trois composantes A,, B,, G,, de Tattraction de ce second corps sur le point 0, de la surface du premier, correspondant du point 0 ; les équations (3) feront ensuite connaître les composantes A, B, C, de l'attraction de l'ellipsoïde donné sur le point donné. Ainsi tout se réduira à trouver les valeurs des trois demi-axes a^, b^j c^, du second ellipsoïde, d'après ceux du premier qu'on a représentés par a, à^ c, et d'après les coordonnées a, C^ y, du point donné 0.
Pour fixer les idées, je suppose que a soit la plus petite des trois quantités a^ b^ c; ce qui rendra positives les quantités A et A: du numéro précédent. J'appelle u le carré de a, ; on aura
et il ne restera plus qu'à déterminer cette inconnue //, qui devra être réelle et positive. Or, en vertu de la seconde équation (1), nous aurons
équation da troisième degré par rapport a u, qui a au moins une racine réelle et positive ; car en faisant croître u depuis zéro jusqu'à l'infini , son premier membre est d'abord plus grand et ensuite plus petit que le second ; en sorte qu'il y a au moins une valeur positive de u qui les rend égaux. Je dis de plus qu'il n'y en a qu'une; car en supposant qu'il y en ait deux , u et li ^ il fsiudrait qu'on eût à la fois
"f" ,, _i_ it ■"" ^ ^
u ^^M+A'^ll + A
II' ^ 1/+ A ^ i/'+ k
et en retranchant ces équations l'une de l'autre, et supprimant le facteur vl -^u^ commun à tous Les termes , il en résulterait
^ , ^ t yl_ ^
ce qui est évidemment impossible. Donc il n'existe qu'un seul ellipsoïde qui ait le même centre et les mêmes foyers qu'un ellipsoïde donné, et qui passe en outre par un point donné. La quantité 2^, d'où dépendent ses trois demi-axes a^y b,, c, , est déterminée par l'équation (4) ; ce qu'il s'agissait de trouver.
109. Nous ferons remarquer que le théorème du n"* 107 convient également à toutes les lois d'attraction en fonction de la distance ; Car la démonstration qu'on vient d'en donner est fondée sur la forme que prend l'expression de R* , qui se trouve identique pour les deux points 0 et 0. , et non sur la forme
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de la fonction de R^ qui exprime la loi de l'attraction.
Si les deux ellipsoïdes sont des sphères concentriques, l'attraction de chacune d'elles sera la même sur tous les points de la surface de l'autre, et il ne sera plus nécessaire que les points 0 et 0, soient correspondans. En appelant a et a^ les rayons de ces deux sphères, D l'attraction de la sphère du rajon a sur un point de la surface sphérique du rayon a, , et D, celle de la sphère du rayon a, sur un point de la surface sphérique du rayon a, lesquelles forces seront dirigées suivant les rayons des points attirés, on aura
quelle que soit la loi de l'attraction en fonction de la distance.
Cette proportion est facile à vérifier dans le cas ordinaire où l'attraction est en raison inverse du carré de la distance. En effet , d'après les résultats du n° I o I , si l'on suppose a > a, , l'attraction D de la sphère du rayon a sur un point intérieur, situé à une distance a, de son centre et dont ft est la masse, sera
lattraction D, de la sphère du rayon a^ sur un point extérieur, dont ^ est aussi la masse et qui se trouve ila distance a de son centre, aura pour valeur
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et en comparant ces valeurs de D et D,, on voit qu elles sont entre elles comme les carrés des rayons a et a^.
i^yy^^^iM^m00tM^tMy^vsi¥vyy*Ai^^Mi/¥v*i^MmtymM*nn^^^/*M^'^^^^^m/>nMin/kft^nnMt^^^
BU MOUVEMENT RECTILIGNE ET BE LA ME8UKË BES
FOBCES.
§ I*'. Formules du mouvement rectUigne.
iio. Le mouvement le plus simple que puisse prendre un point matériel est celui qui a lieu en ligne droite^ et dans lequel le mobile décrit des espaces égaux en temps égaux. Cest ce mouvement rectiligne que Ton appelle uniforme y et qui sert de terme de comparaison à tous les autres mouvemens.
Quand le rapport des espaces parcourus aux temj^ employés à les décrire change continuellement^ le mouvement est varié; si ce changement n'avait lieu qua des intervalles de temps finis ^ le mouvement ne serait qu'une succession de mouvemens uniformes.
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Dans un mouvement quelconque, lespace parcouru par le mobile^ ou ,, plus généralement, sa distance à un point fixe pris sur la ligne quil décrit, est une fonction du temps écoulé depuis une époque convenue. Ainsi, en appelant t ce temps, et x cette distance, on aura, dans tous les cas,
a: = Ff ;.
et les diverses sortes de mouvemens différeront entre elles par la forme de cette fonction F^. La variable t pourra être positive ou négative : ses valeurs positives répondront à des époques postérieures à celle d'où l'on compte le temps , et ses valeurs négatives, à des époques antérieures.
Dans le mouvement uniforme, si Ton appelle a l'espace parcouru dans chaque unité de temps , et b la distance du mobile au point fixe , à l'origine du temps ^, c'est-à-dire, la valeur de x qui répond à ^ = 0, on aura, à un instant quelconque,
car, d'après la définition de ce mouvement , l'espace ^ — h décrit dans le temps t doit être égal à l'espace constant a, répété autant de fois que t renferme d'unités.
m. On ne définit ni le temps ni l'espace; mais il suffit à la Géométrie et à la Dynamique que nous puissions mesurer les dimensions des corps et les durées de leurs mouvemens. La mesure des longueurs est fondée sur la superposition , et se conçoit sans aucune difficulté^ celle du temps exige quelque expli«cation.
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•Oq finrait un cercle vicieux si l'on disait , d'une part, que le mouvement uniforme est celui dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels au temp&9 et, d'un autre côté, que le temps a pour mesure le mouvement uniforme, c est-à-dire qu'il est proportionnel aux espaces parcourus dans ce mouvement. Mais la notion des temps égaux et la mesure du temps ne sont fondées nécessaii*ement sur aucune loi particulière de mouvement, et l'on peut, en conséquence, les supposer dans la définition du mouvement uniforme et de toute autre sorte de mouvemens.
Conoevons, en effet , que des corps parfaitement identiques se meuvent successivement^ et que, pendant toute la durée de son mouvement , chacun des mobiles se trouve exactement dans le même état que celui qui l'a précédé : il est évident que tous ces mouyemens , dont la loi n'est pas donnée , s'exécuteront en temps égaux, et que leur nombre pourra servir de mesure au temps. Ainsi, par exemple, si ces corps sont pesans et retenus par un axe fixe horixontal, qu'on les écarte tous également de leur pontion d'équilibre, et qu'on les abandonne ensuite à euz-»m£nKS , de sorte que le mouvement du second commence dès que le premier est revenu à cette position, celui du troisième aussitôt que le second y est revenu de même, et ainsi de suite, il n'y aura aucune différence possible entre tous ces mouvemcns sncoessife qui s'achèveront en temps égaux. On prouvera par la suite qu'il n'est pas nécessaire pour cela que ce soient différens mobiles qui se succèdent, et
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que les oscillations successives d'un même corps, de part et d'autre de sa position d'équilibre, sont aussi wocArone^, ou d'égale durée; mais la considération précédente, qui ne suppose la solution d'aucun problème de Mécanique, suffit a l'objet que nous nous sommes proposé.
Les astronomes ont reconnu, par les obserratiom les plus précises et le plus souvent répétées, l'tora* riabililé de la révolution apparente de ia sphère céleste autour de la terre; et, eflectivemeut, la théorie n'indique aucune inégalité sensible dans le mouvement de rotation de la terre qui donne lieu à cette apparence. On appelle joiir sidéral la durée constante de cette révolution, laquelle durée est moindre que celle de la révolution diurne du soleil. Celle-ci n'est pas exactement la même à toutes les époques de l'année; et c'est sa grandeur moyenne que Ion prend pour unité de temps dans les usages ordinaires, et que l'on appelle le Jour moj'cn. Nous adopterons, dans cet ouvrage, la division du jour en a4 heures, de l'heure en Go minutes, et de la minute en 60 secondes; en sorle que la seconde sera la 86400* partie du jour moyen. Le jour sidéral ne contient que 86164,09 secondes; d'où îl résulte que pour exprimer en jours sidéraux un temps donné en jours moyens, il faudra le multiplier par le rapport de 66400 à Ô6i64>09, ou par le nombre constant 1,0037579.
I 12. Un mouvement uniforme diffère d'un autre par la grandeur de l'espace parcouru dans l'unité de temps. Dans chaque mouvement uniforme, cet es-
pace constant est ce qu on appelle la vitesse du mobile ; mais , pour parler exactement , cet espace n'est que la mesure de la vitesse , et non pas la vitesse ellemême. La vitesse d'un point matériel en mouvement est une chose qui réside dans ce point , dont il est animé y qui le distingue actuellement d'un point matériel en repos , et n'est pas susceptible d'une autre définitioD. La vitesse exprimée^ dans le mouvement uniforme, par l'espace que le mobile décrit dans chaque unité de temps , suppose qu'on prend pour unité de vitesse celle du mobile qui parcourt l'unité linéaire dans l'unité de temps.
Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse du mobile varie par degrés infiniment petits , et elle est une fonction du temps qui se déduit , ainsi qu'on le verra tout à l'heure , de celle qui exprime l'espace parcouru : mais, auparavant , il est nécessaire de connaître le genre de mouvement que prendra un point matériel en vertu de sa vitesse acquise , si la force qui lui a imprimé cette vitesse , par son action continuée pendant un certain temps , vient à cesser d'agir y et que ce mobile soit abandonné à luimême.
II 3* Il est d'abord évident que si le mobile s'est mu jusque là en ligne droite , il continuera à se mouvoir suivant le prolongement de la ligne qu'il décrivait ; car il n'y aurait aucune raison pour que ce point matériel s'écartât de la direction qu'il a reçue plutôt d'un côté que de l'autre* Mais nous ne pouvons pas affirmer, à priori, que la vitesse qui lui a été imprimée ne se ralentira pas d'elle-même , et ne fi-
ao8 TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
nira pas par s eteîtidre entièrement ; ce n'est que par l'expérience et l'induction que celle question peut être décidée.
Or, à mesure que les obstacles à l'état de mouvement des corps, tels que les frottemeos et les résistances des milieux qu'ils traversent, diminuent d'intensité, nous les voyons persévérer de plus en plus dans cet état ; et , toutes les fois que nous apercevons une altération dans leur vitesse, nous reconnaissons que cet effet peut être altribué à une cause étrangère. Nous sommes donc conduits à conclure que s'il était possible qu'un point matériel , après avoir été mis en mouvement, ne fût plus sollicité par aucune foix:e , et ne rencontrât aucun obstacle, son mouvement serait rectiligne et uniforme, c'est à-dire, le plus simple de tous les mouvemcns.
Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer est mise en mouvement dans le vide, sur un plan horizontal et sans fi-ottement , par la seule action du pôle d'un aimant, et que tout à coup on détruise le pouvoir attractif de ce pôle , en y juxtaposant un pôle égal el contraire, celte parcelle continuera de se diriger vers ce point; mais son mouvement deviendra uniforme, et sa vitesse sera plus ou moins considérable, selon qu'on aura laissé agir la force atlraciive plus ou moins long- temps.
L'impossibilité où sont tous les points matériels de se mettre en mouvement ou de changer le mouvement qui leur a été communiqué, sans le secours d'une force, est ce qu'on entend par l'inertie de la matière. Ce mot ne signifie pas que la matière soit
DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. aog
incapable d'agir; car, au contraire , chaque point matériel trouve toujours dans Faction d'autres points matériels, mais jamais en lui-même, le principe de son mouvement.
II 4* Au bout du temps ^, et quand le mobile se trouve à la distance x d un point fixe pris sur la droite qu'il décrit, soit s^ sa vitesse acquise, c'està-dire , la vitesse du mouvement uniforme qui aurait lieu y si, à cet instant, la force qui agit sur le mobile venait à cesser d'agir. L'action de cette force continuant, l'espace dx que le jnobile parcourra dans l'instant dt sera décrit en vertu de cette action et de la vitesse v ; la partie de dx correspondante à cette vitesse, qui serait décrite d'un mouvement uniforme , aura \>dt pour valeur. En appelant donc € la partie de cet espace qui répond à l'action de la force pendant Tinstant dt y nous aurons
dx = wft 4- 6.
Or 9 la vitesse variant par degrés infiniment petits, et ses variations étant uniquement dues à l'action de la force ^appliquée au mobile , il s'ensuit que dans le temps dt cette action ne peut produire qu'une vitesse infiniment petite ; par conséquent , cette même action ne peut faire décrire qu'un espace infiniment petit du second ordre, moindre que celui qui serait décrit uniformément par le mobile, s'il recevait au commencement de dt toute la vitesse qui sera produite pendant la durée de cet instant. On peut donc négliger € par rapport à \fdt dans l'équa-
tjon précédente; et alors on aura
dx
pour l'expression de la vitesse dans un mouvement quelconque.
Si Ton voulait connaître la partie € de l'espace parcouini par le mobile dans le temps dt , en vertu de Faction de la force qui le sollicite^ il faudrait conserver les puissances de dt supérieures à la première. Or, en appelant x' la distance du mobile au point fixe , au bout du temps t '+- dé , on aura , par le théorème de Taylor,
^'-a:=|A + i^de.+ etc.,
pour l'expression complète de l'espace parcouru dans
cet instant dt. Le premier terme , égal à vdt , est
l'espace dû à la vitesse acquise au bout du temps t;
si donc on néglige les termes du troisième et des
ordres supérieurs par rapport à ceux du second,
on aura
« = - Ti^ dt\
OU, ce qui est la même chose ,
€ = ^dvdtf
pour la partie de l'espace x' --^x que l'action de la force a fait parcourir. La vitesse produite en même temps par cette action étant d9 , on voit que l'espace cpie le mobile décrirait uniformément, pendant ce temps dt, s'il recevait au commencement
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toute cette augmentation de vitesse^ serait égal ao produit de d^ et dt , ou double de l'espace e qu'il décrit réellement.
Il 5. Lorsque lespace parcouru sera donné en fonction du temps ^ on en déduira immédiatement la vitesse correspondante, au moyen de Féquation
V = ^. Par exemple, les mobiles, dans la machine
d^jéthoodj décrivant des espaces qui croissent comme les carrés du temps, on en peut conclure que leurs vitesses acquises doivent être proportionnelles aux temps pendant lesquels ces espaces sont parcQuruS; ce que cette machine fournit, en effets le moyen de vérifier.
Réciproquement, si la vitesse est donnée en fom>tion du temps par là définition du mouvement, ùa en déduira, par l'intégration, Texpression de l'espace parcouru. Ainsi, après le mouvement uniforme, le plus simple est celui dans lequel la vitesse augmente ou diminue, de quantités égales, en temps égaux , et qu'on appelle , pour cette raison i uniformément accéléré ou retardé. Si donc on appelle g l'accroissement constant, positif ou négatif, de la vi^ tesse dans chaque unité de temps, et a la vitesse du mobile quand ^ = o , la vitesse (^ à un instant quelconque sera, dans ce mouvement,
v =: a + gt;
«t en multipliant par dt et intégrant, on aura
X = 6 + ai + îff^S
pour la distance du mobile à un point fixe de la
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droite qu'il décrit ; b étant cette distance à Torigine du temps t.
Lorsque les deux constantes a et b seront nulles, on aura simplement
L'espace parcouru est donc alors proportionnel au carré du temps ; et la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque t est telle qu'en vertu de cette seule vitesse le mobile décrirait , 'en un temps égal à ^^ un espace ^t double de celui qu'il a parcouru. U s'ensuit que si l'on connaît i'espace parcouru dans la première unité de temps, on aura, en le doublant , la valeur de la vitesse constante g, par laquelle un mouvement uniformément accéléré diflere d'un autre mouvement de la même nature.
Ce mouvement est celui des corps pesans qui tombent dans le vide. En un même lieu, la vitesse g est égale pour tous leurs points; en sorte qu'ils décrivent tous, d'un même mouvement de cette espèce, des droites verticales. Cette vitesse varie d'un lien à un autre; en prenant la seconde pour unité de temps, et le mètre pour unité linéaire, on a con-* clu de l'expérience
à l'Observatoire de Paris.
La force qui produit des vitesses égales en temps égaux est pour nous une force constante. Ainsi , la pesanteur est une force constante; ce qui signifie ici qu'elle agit avec la même intensité sur les corps
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déjà animés de vitesses quelconques ^ et non pas seulement y comme dans le n"* 5g, que son intensité est la même dans toute retendue d'un corps de dimensions ordinaires.
1 16. Les lois de l'équilibre ne supposent aucune relation particulière entre les forces et les vitesses correspondantes; et, pour résoudre les problèmes de Statique , il suffit de connaître les rapports ntr* mériques des forces^ tels qu'ils ont* été définis dans le n® 5. Les lois du mouvement , au contraire , dépendent du rapport qui doit exister entre les grandeurs des vitesses produites par des forces données; et ce rapport, dont la connaissance est indispensable pour la solution des problèmes de Dynamique , est le même que celui des forces , ainsi qu'on va le dé-^ montrer.
Soient toujours x et f^ l'espace parcouruet ht vitesse acquise par un point matériel au bout du temps ti_ Supposons qu'à cette époque deux forces données y et y agissent simultanément sur le mobile , suivant la direction de son mouvement; désignons par u la vitesse infiniment petite que la force y imprimerait au mobile , si elle agissait seule pendant un «temps r infiniment petit,, et par i^' celle qui serait produite par la force^^, dans le même temps, si la force^n'exis* tait pas. Je dis que la simultanéité de ces deux forces ne modifiera pas les vitesses dont elles sont capables séparément , et que la vitesse produite par la force / + /' sera u + u\ c'est-à-dire qu'au bout du temps t -^^ r , la vitesse du mobile sera devenue
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.£n effet, l'augmentation de Titesse du moiâle ne pourra dépendre que du temps r auquel elle aéra proportiounelle 9 et de l'état de ce point matériel , ou, autrement dit, de sa position et de sa vitesse pçodant ce même temps r; ce ne serait donc qu'en influant sur cet état que l'action de la force f pour^ rait modifier U vitesse qui sera produite par la force/. Or, pe9dant le temps r, la distance du mobile i un p^iût fixe et sa vitesse ne peuvent varier que de quantités infiniment petites , négligeables par rapport k x e\ i^; se& variations de distances à d'autres points fixes ou mobiles , d'où peuvent émaner les forces / et fp sont également négligeables ; par conséquent , la vite^e que produira la force /, pendant cet intérvaUe de temps r, ne saurait être modifiée en aucusie ma^ nière par l'action simultanée de la force f'; et il eti sera de même à l'égard de la vitesse due k la forée y, qui ne sera pas non plus changée par l'action de /. 9onc la vitesse totale imprimée au mobile pendant le temps t, par la force /•+'/', sera égaliç à u + «'.
Oa verra (le même que si la forée f agît dailis lé sens de la vitesae p, et la force f en sens contraire, l'augmentation de vitesse produite par la force f^^f^ ^ sera égale iiU-^-^u'.
. iQuelle que soit la nature de chacune des forces f fà\. f\ si elles sont capables d'une même vitesse n dass un même temps infiniment petit, ce sont pour ■DUS des forc^ égales. Appliquées en sens contraire l'une de l'antre , elles ne changeront pas ht vitesse du mobile, s'il est déjà en mouvement; il y aura ésfii^
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libre, m ce point matériel est eu repo$; ce quirantr^ dans la définition des forces égales du n^ 5.
Lorsque la force qui agit sur le mpbile dans le sens de la vitesse acquise, deviendra double, triple, qua* dmpie,..«. la vitesse qu'elle produira dans le temps r croîtra suivant la même proportion. Réciproquement, quand cette force se réduira à moitié, au tiers, au quart,.... la vitesse qui sera produite diminuera de )a même manière; et, généralement, les vitesses infiniment petites produites pendant des instanségaux^ dans le sens ou çn sens contraire de la vitesse acquise ., ou imprimées à un point matériel en repos, seront entre elles comme les intensités des forces correspondantes.
C'est sur ce principe général qu'est fondée la mesure des forces dans la Dynamique. On a coutume de le présenter comme une hypothèse; nous le donnons ici comme une conséquence nécessaire de ce que les vitesses imprimées par des forces quelconques , dans des intervalles de temps infiniment petits, sont toujours infiniment petites, et de ce qu'en même temps les déplacemens des mobiles sont aussj infiniment petits.
1 1 7. Si les forces que Ton veut comparer Tune à Tautre sont des forces constantes, de sorte que cbacnue d^jeBes produise , pendant toute Ja durée du mouvement, des vitesses égales en temps égaux (n** 1 15), leurs intensités serorit entre elles comme les vitesses qn elles imprimeiA en ûu inènie temps quelconque à no mhm point m^téri^l- lio,rs donc que œs vitès^e^ seront donpées par l'observation , en en cpuekiiA h xapport des forces; el, réciproquement, quand c?
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rapport sera donné à priori, ou pourra le prendre pour celui des vitesses.
Désignons, par exemple, par ^ et fiff' les intensités de la pesanteur à deux latitudes différentes , et supposons qu'on ait déterminé, en ces deux lieux de la terre , les vitesses g et g', acquises en une seconde par les corps qui tombent verticalement dans le vide; on aura
Le rapport de ces forces ^ et ^^ sera aussi celui des poids d'un même corps, ou de deux corps homogènes et d'un même volume, a ces deux latitudes. L'observation a fait connaître que les vitesses dues à la pesanteur augmentent en allant de l'équateur au pôle , et que l'accroissement total est à peu près ^hô d® 1^ plus petite. Il s'ensuit donc que le poids d'un même corps, transporté de l'équateur au pôle, augmentera de 7^ , et que , pour mettre en équilibre les poids de deux corps homogènes placés en ces deux lieux de la terre, il faudra que le volume du corps situé à réquateur excède de j^ celui du corps situé au pôle.
Soient encore ^9* l'intensité de la pesanteur dans le sens vertical , et 'ZiTi sa composante suivant une droite qui fait avec sa direction un angle a. D'après la règle du parallélogramme des forces, nous aurons
^, = <sr cos a ;
et si l'on appelle g et g^ les vitesses qui seront produites dans l'unité de temps par ces deux forces constantes, agissant séparément sur un même point ma-
tériel, la proportion
g : g, :: ns- : ns-,,
donnera aussi
g, = g cos et.
Si ce point matériel pesant est posé sur un plan incliné^ qui fasse avec le plan horizontal un angle égal à 90* — a , la force «r se décomposera en deux autres^ Tune perpendiculaire au plan donné et qui sera détruite par sa résistance , l'autre dirigée suivant ce même plan et qui sera la force ^sr,. C'est cette dernière force qui produira le mouvement dans le vide, abstraction faîte du frottement du mobile contre le plan incliné. Ce mouvement^ du à une force constante , sera donc uniformément accéléré ; et si Ton appelle x. et p, l'espace parcouru et la vitesse acquise au bout du temps t, on aura
équations dans lesquelles on devra mettre la valeur précédente de g..
Cet exemple est très propre à montrer la nécessité de connaître à priori le rapport des vitesses • dues à des forces dont le rapport est connu ; car si Ton ne savait pas déduire g, de la vitesse g donnée par Tob^ servation, et qu'il fallût , pour faire usage de ces dernières équations, déterminer aussi par l'expérience la valeur de g, qui répond à chaque valeur de l'angle et , la Dynamique se trouverait à peu près réduite à une science expérimentale.
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II 8. Pour mesurer une force yériable^jl faut en considérer l'effet pendant un temps infiniment petite durant lequel on peut la considérer comme constante. Soit donc ^, dans un mouvement rectiligne quelconque , la force qui agit sur le oiobile au bout du temps t, et que nous regarderons comme una quantité positive ou négative ^ selon que cette force agira dans le sens de la vitesse acquise ou en sens opposé. Cette vitesse étant ç au mépfie instant^ elle sera V + ^(^ au bout du temps t-^dti en sorte que la force ^ aura imprimé une vitesse dv au mobile dans rinstant dt. Si donc on désigne par ^ar une force coustante et connue^ capable d'une vitesse g dans Tuiiita de temps ;^ et qui puisse, conséquemmçnt^ imprimer au mobile une vitesse gdtâsLm le temp$^^ on aura
^ : ^ :: di^ : gdt;
d'où l'on tire
Après avoir choisi arbitrairement une unité Ihiétfrf et un^ unité de temps, on exprimera en nombres la
constantç g et la valeur de ^ qui a lieu au ' boi]}!
d'un temps donné. Cette formule fera ensuite osmr naître, au même instant, le rapport numérique det la force ^ à la force connue 09- ; et si celle-ci est la pèr lenteur , ce rapport sera celui de la force <p au poids du mobile sur lequel elle agit ; en sorte que ce poinl matériel étant pesant et sollicité par la force f en
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contraire de la pesanteur, demeurerait en équilibre ,
si l'on trouvait, par exemple, - ^ = i.
On simplifiera la formule précédente, en prenant narei g pour unités ; ce qui la réduira à
L'unité de force sera alors la force constante qui imprimerait au mobile, dans l'unité de temps, une vitesse représentée par l'unité linéaire, de manière que si ces deux dernières unités sont la seconde et le mètre, l'unité de force sera à peu près le di:Kiènie du poids du mobile , d'après la valeur de g du n® ii5.
On peut remarquer que cette mesure -j- de la
force variable ^ est la vitesse que produirait, dans l'unité de temps, une force constante qui conaei*** verait pendant ce temps la même intensité que la force (p pendant rinsta.nt dt. Ainsi ^ diM^s le mouvez mont d'une parcelle de fer vers le pôle d'un aimant ^ que nous avons déjii pris pour exemple (n"" 1 13), la force (p dépend de la distance ait pôle, et est pair conséquent variable; mais si l'oa S4ip|K)ise qu'à un instant donné le pôle reculf devant 1^ ippbile , de manière que la distance de l'un à l'autre devienne constante, la force ^ le deviendra aussi, le mouvement se changera en un mouvement uniformément accéléré, et l'augmentation de vitesse qui aura lieii dans Tunité de temps sera la mesure de œtté force k l'instant où eHe est devenve constante.
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£n ayant égard a la valeur de € trouvée dans le n"" 1 14^ on peut aussi écrire
Il suit donc de cette formule et de la précédente qu'une force a également pour mesure la ^Hitesse qu elle produit dans un temps infiniment petit , divisée par ce temps, ou bien le double de l'espace qu'elle fait parcourir, divisé par le carré de ce même temps. Dans le mouvement uniformément accéléré, ces deux manières équivalentes de mesurer la force ont encore lieu y sans qu'il soit nécessaire que te temps soit infiniment petit.
1 19. Nous avons maintenant
pour les formules générales du mouvement rectiligne. Elles montrent les rapports qui existent, dans un mouvement quelconque , entre l'espace parcouru , la vitesse acquise et la force qui agit sur le mobile, et comment ces trois fonctions du temps peuvent se déduire l'une de l'autre, soit par la di fièrent ia tîon , soit par l'intégration.
En éliminant v entre les deux dernières, on a
ce qui suppose qu'on prenne le temps t pour la variable indépendante, et que sa diflërentielle dt soit constante; hypothèse que nous ferons de méme^ dans
toute la suite de cet ouvrage , sans que nous ayons besoin de le repéter.
Par rélimination de dt, on aura aussi
ce qui servira à déterminer v quand la force ^ sera donnée eu fonction de Jtr , et , réciproquement , cette force lorsque la vitesse sera .connue en fonction de l'espace parcouru.
Nous donnerons, dans le chapitre suivant, diverses applications de ces formules générales*
§; \V^ Mesure des forces en ayant égard aux l'j ^î- masses.
I20. Avant de montrer comment on devra tenir compte des masses dans la comparaison des forces qui agissent sur des mobiles dififérens, il importe de rectifier une expression inexacte, que l'on emploiesouvent, et qui tient à une confusion d'idées*
CcMicevons qn'un corps soit posé sur un plan horizontal, et qu'il n'y soit retenu par aucun frottement. Si je veux le faire glisser sur ce plan , il faudra néanmoins, à cause de l'inertie de la matière, que j'exerce un efibrt quelconque ; si à ce corps on en joint un second, puis un troisième, etc., il faudra que je déploie, pour produire le même mouvement, une force de plus en plus considérable. J'aurai, dans chaque cas, le sentiment de l'effort que je serai obligé de faire ^ mais je ne devrai pas en conclure que la ma-
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tière oppose aucune résistance à cet effort , et ^'îi existe dans les corps ce qu'on appelle très inûipropre* ment une force d'inertie. Qaand on s'exprime ainsi , on confond la sensation que l'on a éprouvée^ et qui résulte de l'effort qu'on a exercé , avec la sensation d'une résistance qui n'existe réellement pas. .
Lorsque le corps frotte contre le plan ,ilja. effec^ tivement une résistance au mouvement horizontal , et je ne peux pas déplacer le mobile sur ce jJan sans exercer un effort supérieur à cette résistance. De même 9 quand je veux soulever le mobile verticalement^ il y a aussi une résistance à ce mouvement , que je dois vaincre par un effort qui la surpasse. Dans les deux cas, je ne produirai aucun ndèiivement tant que je ne ferai pas un effort plus grand que le poids du corps , ou que son adhésion au plau horizontal ; mais si l'on ne suppose ni pesanteur ni frottement, je mettrai le corps en mouvement^ qud* que ÊEiible que soit l'effort que j'exercerai, et quelque grande que soit la masse du mobile : alors , si j'éprouve qu'il faut Caire un plus grand effort pour communiquer le même mouvement à un corp» qu'à un autre 9 j'en conclurai que le premier se cQmpoK d'une plus grande quantité de matière que le second; et si je pouvais comparer avec précision les gran-^ deurs des efforts que j'aurai exercés , leur rapport serrait celui des masses de ces deux mobiles. C'est sur une semblable considération qu'est foiklée, ainsi que nous allons l'expliquer^ la mesure des ntiasses d'après les grandeurs des forces qui les mettent en mouvement^ et, réciproquement, la mesure
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des forces en ayant égard aux masses et aux vi-
121. Deux points matériels, appartenant à des corps qui peuvent être de nature différente ^ ont des masses égales ou inégales^ selon que des forces qu'on suppose égales leur impriment ^ dans un même temps, la même vitesse ou des vitesses différentes. Supposons , pour fixer les idées ^ que les forces appliquées à ces deux points soient verticales, et qu'après les avoir placées dans les deux plateaux d'une balance ^ il y ait équilibre. Ces forces seront égales dans cette hypothèse ; et cela étant , si les deux points sont rendus entièrement libres , et que les mêmes forces les mettent en mouvement, leurs masses seront égales ou inégales, selon qu'ils prendront, dans le premier instant, des vitesses infiniment petites, égales ou inégales.
Lorsque, de cette manière , les masses de différens points matériels auront été reconnues égales , en les réunissant on formera d'autres points dont les masses auront entre elles des rapports quelconques. Ainsi , en appelant fi la masse de chacun des points égaux , met n^ les masses de deux autres points formés de. n et n' des premiers, m et m' seront entre elles comme ces nombres fi et h', et l'on aura
m = nu, m' =s /l'yx.
Maintenant, soient u, VfSf\ des vitesses infiniment petites, I et t des nombres entiers, et
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Si deux forces f et f impriment aux masses m et m' les vitesses (^ et u dans un même instant , je dis quon aura
/ : /' :: mif : mV.
En effet, on peut regarder la force y comme la somme d'un nombre n de forces égales qui impriment la même vitesse (^ à chacun des n points égaux dont m se compose ; de sorte qu'en appelant A: lune de ces forces égales, on aura
f — nk.
Soit , en outre ^ ^ la force qui imprimerait la vitesse u à chacun de ces points égaux , pendant le même instant que la force A: lui imprime la vitesse s^. Ces forces agissant sur un même point matériel, seront entre elles comme les vitesses i^et(^(n''ii6);et, à cause de (^= iuj il en résultera
k = ih.
Nous aurons de même
/ = n^k\ k! = Vh',
en regardant J^ comme la somme de n' forces k' capables d'imprimer la vitesse i^' à chacun des points égaux dont se compose m', et appelant h' la force qui imprimerait à chacun de ces mêmes points la vitesse u. Or, h et h' étant des forces capables d'imprimer dans un même instant une même vitesse u à deux points égaux en masse , savoir, à deux des points dont la masse commune a été représentée par yu , il suit de ce qui précède qu'on doit avoir h':=:h. D après
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les équations précédentes , on aura alors
f=inh, fz:^i'n'h;
et, en ayant égard aux valeurs de m, m', </, v\ il en résultera la proportion qu'il s'agissait de démontrer.
123. Cela posé^ considérons un corps de grandeur et de forme quelconques , dont tous les points décrivent des droites parallèles , avec une vitesse commune qui peut d'ailleurs varier avec le temps. Partageons ce corps en une infinité de points matériels égaux en masse ^ tels qu'on vient de les définir. On pourra attribuer le mouvement de tous ces points à des forces qui seront égales et parallèles dans toute rétendue du mobile ; leur résultante, pour une partie quelconque de ce corps , sera égale à leur somme, et appliquée au centre de gravité de celle même par^ tie. Les forces correspondantes à deux parties quelconques seront donc entre elles comme leurs masses; par conséquent , si l'on appelle f la force totale qui agit sur le mobile , m sa masse , et ^ la force qui répond à une partie de cette masse prise pour unité , on aura
Quant à la force (p, elle sera proportionnelle à l'accroissement de la vitesse des points du mobile pendant un temps infiniment petit; et si l'on appelle sf cette vitesse au bout du temps t, on pourra prendre pour sa mesure, comme dans le n* ii8,
dv
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Il en résultera donc
/dv
pour l'expression de la force dans un mouvement quelconque , en ayant égard à la masse du mobile , et supposant tous ses points animés d'une même vitesse.
Cette force /, qui est la résultante ou la somme des forces infiniment petites quW peut supposer appliquées à tous les points dont le corps est composé, se nomme force motrice; le facteur cp de sa valeur m^ s'appelle ybrce accélératrice , et n'est autre cfaosç que la force motrice rapportée à Tunité de masse.
La force motrice se change en une pression lorsque la masse sur laquelle elle agit est appuyée contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction. Une pression et une force motrice ne difierent donc l'une de l'autre qu'en ce que les vitesses infiniment petites qu'une pression tend à produire sont incessamment détruites par la résistance du plan fixe qui la supporte , tandis que celles qui sont effectivement ji^oduites pendant chaque instant par la force motrice s'accumulent dans le mobile , et qu'il en résulte une vitesse finie après un temps fini. Deux pressions sont entre elles comme les masses multipliées par les vitesses infiniment petites qu'elles tendent k leur imprimer dans un même instant , et qu'elles leur imprimeraient , en effet , si ces masses étaient libres.
123. Si le mouvement commun à tous les points d'un mobile est uniformément accéléré, et qu'on appelle g l'augmentation de vitesse qui a lieu dans
chaque unité de temps , on a
Pour une autre force constante f'^ agissant sur une masse m\ et produisant une vitesse g^ dans l'unité de temps, on aura de même
Or, Tobservation a prouvé que deux coi-ps pesans, quelle que soit la différence des matières , acquièrent la même vitesse en tombant dans le vide pen«dant un même intervalle de temps. Dans le cas de la pesanteur, on a donc g^sg' ; et, conséquemment, les poids / et /' de deux corps quelconques sont «ntre eux comme leurs masses m et m% ainsi que nous l'avons supposé dans le n^ 60. Le seul fait , constaté par une expérience journalière, que des corps hétérogènes ont des poids égaux sous des volumes différens , ne suffisait pas pour décider si leurs masses sont égales ou inégales ; il fallait savoir , de plus , que la pesanteur leur imprime le même mouvement, pour pouvoir conclure, de l'égalité des poids, l'égalité des quantités de matière.
Le poids d'un corps pesant qui tombe dans le vide est sa force motrice , et la pesanteur est sa force accélératrice. Pour abréger , on appelle souvent pestai" leur ou gravité la vitesse g , qui n'est que la mesure de cette force.
I a4* ^^ d^ forces données agissent à la sur&ce ou sur d'autres parties d'un corps solide , et qu'il en ré» suite pour tous ses points des vitesses égales et pa-
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ra1lè1eK,iL faudra que ces forces aient uoe résultante unique , qui coïncidera , en grandeur et eu direction , avec la force motrice, telle qu'on vient de la définir, et dont on déduira la force accélératrice en la divisant par la masse entière du luobile.
Supposons, par exemple, qu'un corps pesant tombe dans l'air, dans l'eau, ou dans tout autre fluide, et que sa forme et sa densité, s'il n'est pas homogène , soient symétriques autour d'un axe vertical. Il est évident que tout étant semblable autour de cet axe , tous les points du mobile décriront des droites verticales ; ce qui exige , puisqu'il s'agit d'un corps solide, qu'ils aient tous la même vitesse à chaque instant. La résistance du milieu, qui s'exerce a la surface de ce corps , se réduira donc à une force dirigée suivant son axe de ligure. Je désignerai par R son intensité à un instant quelconque, par ^ la partie correspondante de la force accélératrice du mobile, cl par m sa masse ; on aura alors
Comme cette force agit en sens contraire de la gravité pendant la chute du corps, la force accélératrice totale sera g — 4-. Si le mobile était lancé verticalement de bas en haut, les deux forces agiraient dans le même sens, et la force accélératrice totale serait négative et égnle à — g — ■^,
La théorie de la résistance des fluides est encore trop peu avancée pour qu'on puisse déterminer, à priori, la valeur de R , laquelle peut dépendre de la vitesse V dont le mobile est animé, de sa foriue, de
la densité et de la nature du fluide. Le plus communément ^ on la suppose proportionnelle au. carré dé c^. et à la densité du fluide t que je représenterai par p^ de sorte que l'on a
R = Cfv^;
a étant un coefficient qui ne peut plus dépendre cpie de la forme et dés dimensions du corps, de la nature du fluide , liquide ou aériforme , et de sa température.
Dans le cas d'une sphère^ on regarde le coefficient er comme proportionnel à sa surface ou au carré de son diamètre. En désignant donc par r son rayon ^ et par D sa densité > de sorte que sa masse soit
il en r&ultera
m = ^DrS
^ ^ Dr '
y désignant un coefficient numérique qui sera le même pour toutes les sphères, et dont la valeur devra être déterminée par l'expérience pour chaque nature de fluide. A cause que cette quantité 4 ^^^ ^^ la même nature que g, il s'ensuit que si Fôn désigne par k une vitesse donnée, il faudra qu'on ait
Dr k^
yf ë'
afin que l'expression de 4 prenne la forme
4 — iï>
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conformément au principe de rhomogénéitë des quantités (n*» 25).
. 135. Une même force constante, agissant successivement sur des masses différentes, produira des mouvemens uniformément accélérés, dans lesquels la force accélératrice , ou l'accroissement constant de la Titesse dans chaque unité de temps, sera en raison inverse de la masse.
Ainsi, par exemple, y étant le poids mg d'une masse m, si Ton suspend cette masse à l'extrémité d'un fil qui soit attaché par son autre bout à une autre masse m' posée sur un plan horizontal , il est évident que ces deux masses prendront un même mouvement uniformément accéléré , et dcl à la force motrice f, abstraction faite du frottement et du poids de la partie verticale du fil. Si donc on appelle g' la force accélératrice de ce mouvement , on aura
g' = g COS w.
OU, ce qui est la même chose,
en désignant par a un angle tel que Ton ait
m =: (m -+- m!) cos a.
Par conséquent , le mouvement dont il s'agit sera le même que celui d'un corps pesant sur un plan incliné, qui fait l'angle a avec la verticale (n* 117).
Tous les corps étant mobiles et susceptibles de prendre des vitesses en raison inverse de leurs masses.
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lorsqu'ils sont soamisy pendant un même temps ^ à l'actioa d'une même force , il s'ensuit qu'il n'existe pas de corps réellement ^/^reif; ceux qu'on appelle ainsi sont des corps qui ont de très grandes masses par rapport à celles dont dépendent les forces motrices qu'on leur applique , et qui ne reçoivent ^ amsequenounent y de l'action de ces forces que des vitesses extrêmement petites. A la surface de. la terre^ ce sont les corps attachés à cette sur£Eice qui ne font qu'une seule masse avec celle du globe terrestre ; et^ eu effets en prenant cette masse pour m' dans l'exemple précédent , on voit que la vitesse g' qui lui sera imprimée dans l'unité de temps , par un poids mg correspondant à une masse m de grandeur ordinaire , pourra être regardée comme tout-àfait insensible.
126. On a coutume d'appeler quantité de mour* ventent dun corps lé produit de sa masse par sa vi-* tesse. Four me conformer à l'usage ^ j'emploierai cette expression j à laquelle il serait toutefois plus correct de substituer celle de quantité de vitesse j puisque c'est la vitesse qui réside dans le mobile , et que le mouvement n'en est qu'un effet subséquent.
Il n'y a auame force qui produise instantanément une quantité finie de mouvement. Le choc d'un corps solide en mouvement contre un corps solide en re^ pos imprime à celui-ci^ dans un temps très court , mais non pas infiniment petite une vitesse qui peut être quelquefois très grande; et, pendant cet intervalle de temps^ les deux corps ne se déplacent pas sensiblement. Quelque durs qu'on les suppose, ils se com-
23a TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
priment toujours un tant soit peu; la vitesse passe de l'un à l'autre pardegrésinfininient petils;et si l'on fait abslraclion de l'élasticilé de ces deux corps, leur action mutuelle cesse dès qu'ils ont des vitesses égales. Cette comniuoicatiou rapide de la vitesse, sans déplacement sensible des masses, est ce qu'on appelle une percussion ou une impulsion; elle équivaut, comme on voit, à une force motrice agissant, pendant un temps très court, avec une très grande intensité.
En considérant ainsi la percussion comme la somme des actions infiniment petites d'une force motrice, on en conclut qu'elle se décompose en deux autres percussions , suivant des directions données, par la règle du parallélogramme des forces , comme chacune de ces actions successives. Si, par exemple, ou exerce sur la tête d'un coin une percussion uomiale quej'appellerai P, elle se décomposera en deux autres percussions perpendiculaires à ses àeux J'n£es,- et si l'on représente par Q et Q' les deux composantes, par K et K' les longueurs des faces auxquelles elles répondent, el par H celle de la tête du coin, il est aisé do voir qu'on aura, d'après la règle citée,
d'oii l'on tire
Ainsi, en supposant que cette percussion F provienne d'une masse m qui vient frapper la lêle du coin ave« une vitesse a, ses deux facçs , ou plutôt les obstacles
fixes contre lesquels elles s'appuient , seront dans le même cas que s'ils étaient frappés normalement par la même masse m , animée de vitesses propor*
tionnelles à leurs longueurs, et exprimées par -^
1:27. Si un corps solide en repos est frappé à la fois y en sens opposés , par deux autres corps dont les masses sont m et mf, et les vitesses (^ et t^'; que ces trois corps soient symétriques autour d'un même axe quant à leur forme et quant a leur densité , et que tous les points des deux derniers se meuvent parallèlement à cette droite y leurs percussions sur le corps intermédiaire se feront équilibre , lorsque les quantités de mouvement mi^ et mV seront égales , c est-à-dire que ces quantités de mouvement passeront, pendant un temps très court, dans le corps intermédiaire , et s'y détruiront sans que ce corps soit déplacé d'une manière sensible.
L'équilibre aura lieu également si l'on supprime le corps intermédiaire, et que la communication de la vitesse se fasse immédiatement entre les deux autres corps. Ainsi, deux corps solides qui vont au-devant l'un de l'autre se réduisent au repos, abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viennent à se choquer, et que leurs masses sont en raison inverse de leurs vitesses; et, réciproquement, les produits des masses et des vitesses sont égaux quand il y a équilibre dans le choc de deux corps solides. On suppose ici, comme on vient de le dire, les deux mobiles symétriques autour d'une même droite, et les vitesses
(le tous leurs points parallèles à cette droite, laquelle est celle qui passe par les centres de gravité des deux masses. La condition d'équilibre dans le choc de ces corps est donc l'égalité de leurs quantités de mouvement, ou l'équation
m et m' étant leurs masses, et v et v' leurs vitesses, Nous déterminerons par la suite les mouvemens qui auront lieu après le choc, quand ces conditions relatives aux grandeurs et à la direction des vitesses, et à la forme des mobiles, ne seront pas remplies, ou bien quand on aura égard à leur élasticité.
Il résulte de celte loi de l'équilibre dans le choc que la percussion fournirait le moyen le plus direct de mesurer la masse des corps. Ou imprimerait une vitesse connue a à tous les points d'un corps dont la masse serait prise pour unité; et si l'on pouvait déterminer exactement la vitesse v dont tous les poiats d'un autre corps devraient être animés , pour qu'il fit équilibre au premier, en le choquant en sens contraire de son mouvement, la masse de ce second corps aurait alors pour valeur numérique le rapport -; mais II est inutile de dire que ce mo^en est
impraticable, et que c*est toujours aux poids des corps qu'il faut recourir pour mesurer leurs masses. Il s'ensuit aussi que deux percussions, exercées sur un corps solide, devront être regardées comme équivalentes, lorsqu'elles répondront à desquautités égales de mouvement; en sorte que, dans l'exemple du
numéra précédent , la tète et les deux faces du coin éproQTeront les mêmes effets, ou seront frappées avec la même énergie , si la masse m et la yitesse a sont remplacées par une masse m^ et une yitesse a', telles Ejue Ton ait ma s= mW,.
1:28*. Lorsque deux percussions , provenant de vi-* tesses en raison inverse des masses, seront exercées simultanément sur les deux plateaux d'une balance , il y aura équilibre; la balance remplaçant ici le corps intermédiaire que nous avons considéré dans le numéro précédent. Ce cas sera , par exemple , celui de ienx corps pesans , dont les masses sont m et m', et ({ni tombent au même instant sur ces deux plateaux:, après ayoir acquis des vitesses v et /, telles que Ton ait mi^=rmV. . ,
Si la masse m est en repos dans Tun des deux plateaux, son poids y exercera une pression qui sera généralement vaincue par la percussion de l'autre masse ; mais il n'est point exact de dire, cotnme on \efaâx ordinairement, que cela aura toujours lieu, quelque grande que soit la pi^ssion dans son es* pèœ, et quelque petite que soit la percussion dans U sienne.
En effet, on peut remplacer la percussion de m' par une force motrice agissant sur l'un des deux plateaux sans le déplacer sensiblement , pendant un temps très court que je représenterai par r. En dés^ant par tn'udt la quantité infiniment petite de vi-^ tiesse dont cette force variable est capable pendant
l'instant dt, le produit m' judt sera la quantité
de vitesse qu'elle communiquera rt la balance pendaut le temps t. Feudant ce même temps, le poids de m produira une quantité de mouvement exprimée par ngr, en représentant par g la gravilé. Pour qu'il y ait équilibre dans le système, il faudra donc que l'intégrale / udt soit toute la vit&sse v' dont la masse
m' estanîmée à l'instant où la percussion commence, de sorte qu'il ne lui reste plus aucun degré de vitesse quand le choc est fini; et, cela étant, il suOira
que les quantités de mouvement mgr et m' j udt,
imprimées en sens contraire à la balance pendant la durée du choc, soient égales entre elles. La condition de cet équilibre sera donc exprimée par l'équation
mV = mgr ;
et Bolon qu'on aura, au contraire, /nV >• mgr ou m'v' <C mgT , ce sera la percussion qui l'emportera sur la pression, ou la pression sur la percussion. Or, quoique le temps T soit extrêmement petit, ce dernier cas est possible, en supposant la masse m sufnsamment grande à l'égard de m' ; pour qu'il fût impossible, il faudrait que la durée de la percussion fût infiniment petite; ce qui n'a pas Heu dans la nature.
La Dynamique sera une application continuelle des principes que nous avons exposés en détail dans ce chapitre, et dont il est nécessaire de se former une idée précise , avant d'essayer de résoudre les différens problèmes relatifs au mouvement des corps.
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EXEMPLES DU MOUVEMENT RECTIUGNE
129. D'après ce qu'on a vu dans le n** iig, les équations du mouvement rectiligne d'un point mate* rie! sont celles-ci :
dont la dernière est une suite des deux antres, et dans lesquelles on a désigné , au bout d'un temps quelconque t y par x la distance du mobile à un point fixe de la droite qu'il décrit, par s^ sa vitesse acquise, et par (p la force qui le sollicite ; (p étant une quantité positive ou négative, selon que cette force agira dans le sens ou en sens contraire de la vitesse v. Ces équations s'appliqueront non-seulement à un point matériel isolé , mais aussi à un corps solide de grandeur quelconque, dont tous les points décriront des droites parallèles, et auront, par conséquent , un mouvement commun : (p sera alors la force accélératrice, égale à la force motrice divisée par la masse du mobile.
La valeur de (p sera donnée dans chaque problème; et la question consistera à en déduire , par l'intégration , les expressions de (^ et x en fonctions de t. Elles contiendront deux constantes arbitraires, dont on déterminera les valeui^ d'après celles de x et i^ à Tori-
gine du mouvement , qui devront être données dans chaque exemple. Dorénavant , nous supposerons toujours que l'on compte le temps t à partir de cette origine ; en sorte que les valeurs données àe œ elv répondront à f=o.
L'intégration ne sera généralement possible sous forme finie , que quand (p ne dépendra^ comme nous le supposerons dans les exemples suivans, que d'une seule des quantités t^Kf^x. Lorsque la valeur donnée de (p les contiendra toutes trois , ou deux seulement y les valeurs de or et p ne pourront s'exprimer que par les séries.
i3o. Supposons d abord que la force ^ soit constante y et qu'il s'agisse ^ par exemple , du mouvement vertical d'un corps qui tombe dans le vide en vertu de la pesanteur.
En désignant cette force par g, nous aurons
IF — S' d'où Ton tire
s^ = St, x = \gt\ et y par conséquent,
en supposant que la distance x soit comptée da point de départ du mobile , et que la vitesse initiale soit nulle, de sorte qu'on ait xz=zo et (/=o, quand / = o.
Si l'on appelle a la vitesse acquise en tombant d'une hauteur A, on aura
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^ qai fournit une expression commode d'une vitesse quelconque, au moyen de la hauteur d'où on corps pesant devrait tomber pour lacquërir, et de la vitesse constante g. Le temps de la chute de cette hauteur h étant représenté par 6, on aura aussi
Si le corps est lancé verticalement de bas en haut, l'équation de son mouvement dans le vide sera
'dF ~ S'f
g étant la même vitesse constante que dans le cas précédent , parce que Ton suppose l'action de la pesanteur sur les corps en mouvement, indépendante du sens dans lequel ils se meuvent , aussi bien que de la grandeur de leur vitesse. En supposant que a soit la vitesse initiale , on en déduira
i' = a — gt , a: = at — i gt* ,
pour la vitesse et l'espace parcouru à un instant quelconque. Il est évident que le mobile s'élèvera jusqu'à ce que cette vitesse soit nulle. Si donc on appelle 0^ le temps de son élévation , et h' la hauteur à laquelle il parviendra , on aura
et comme ces valeurs coïncident avec celles de 6 et A
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du cas précédent, on en conclut qu'un corps pesant, lancé de bas en haut avec une vitesse a , s'élève dans le vide à la hauteur d'où il devrait tomber pour acquérir cette même vitesse, et que le temps de son élévation est le même que celui de sa chute.
Communément on appelle h la hauteur due à la vitesse a , et , réciproquement , a la vitesse due à la hauteur h.
i5i. Soit que le mobile monte ou descende, il suffira, pour former les équations de son mouvement sur un plan incliné , de mettre dans les précédentes g cos a à la place de g, en désignant, comme dans le n» 117, par cl le complément de l'inclinaison du plan donné sur un plan horizontal.
Dans le cas de la chute , on aura donc
çzizgtcoseLy xzizijgi^cosa, i^*=:2garcosa;
mais en appelant l la longueur du plan incliné , eih sa hauteur , on a
h = Icosa;
si donc on indique par k la vitesse acquise par le mobile, quand il aura parcouru toute cette longueur, on aura
A:* = 2g l cos a = 2gh;
ce qui montre que cette vitesse k est la même que si le mobile fut tombé par la verticale h.
Soit ABC (fig. 34) la circonférence d'un cercle dont le plan est vertical. Supposons que AB repré-* sente son diamètre vertical, et cherchons, d'après les équations précédentes , le temps qu'un point ma-
tériel pesant emploiera à parcourir la corde AC, aboulissanie à rextrémitë supérieure de ce diamètre. Eu abaissant du point C la perpendiculaire CD sur AB ^ OQ aura, dans ce cas,
AC = /, ADz=zh;
mais si Ton désigne par â le temps demandé , on aura
Z = ig6-cosa = ^;
d'apfèfr une propriété connue du cercle, on a d'ailleurs
en appelant b le diamètre AB ; d'où Fou conclut
Or , ce temps est le même que celui de la chute par une hauteur verticale 6 ; il en résulte donc que la corde AC sera parcourue dans le même temps que le diamètre AB.
On trouvera le même résultat , en considérant le mouvement sur la corde CB qui aboutit à Textré-* mité inférieure de AB^ et sera aussi parcourue dans le même temps que ce diamètre vertical.
Ce théorème, indépendant de la longueur de la corde parcourue, subsistera encore lorsqu'elle deviendra infiniment petite ; ce qui tient à ce qu'en même temps la composante de la gravité , qui agit suivant cette longueur, ne sera plus une quantité finie.
iSâ. Considérons actuellement le mouvement d'un I. 16
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corps solide pesant qui tombe ou qui est lancé de
bas en baut dans un milieu r&istant , et dont tous
les points décriyent des droites verticales. Pour que
la force accélératrice ne dépende que de la yitesse ,
nous supposerons que le milieu ait partout la même
densité.
Dans le cas de la cbute , on aura
en supposant la résistance proportionnelle au carré de la vitesse ( n* 1^4 ) ^ ^^ désignant par k une yitesse constante et donnée. Cette valeur de (p étant une fonction de (^; il Êiudra faire usage de la seconde équation (i), et Ton en déduira
En intégrant et supposant nulle la vitesse initiale, de sorte qu'on ait (^ = o quand ^ = o, il en résulte
gr^ = i A log
et,
^ réciproquement,
k — v in — = ^
d'où Ton tire
Je désigne ici par e la base des logarithmes népériens^ et par hg un logarithme de cette espèce. U en sera de même dans toute la suite de cet ouvrage; ce qui n'empêchera pas d'employer quelquefois la lettre e à représenter d'autres quantités , dans des formules où la base de ces logarithmes n'entrera pas. Elle a pour valeur approchée
et celle du module constant par lequel il faut multiplier le logarithme népérien d'un nombre quelconque, pour en déduire le logarithme ordinaire de ce nombre, est
A cause de dx = vdt , on aura
^^i^oslye' +e ' J, (5)
en intégrant et supposant jr = o quand ^ = o. On a aussi
et, par conséquent ,
pour la valeur de x en fonction de (^.
iS5. Ces formules renferment la solution com-^ plète du problème. On en déduit cette conséquence, que le temps augnientant sans cesse , le mouvement
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approche de plus^ea plus de i'uniformité , et qu'il est sensiblement uniforme quand la Titesae gt, pro* duite par la pesanteur , est devenue très grande par rapport à k. £n effets en négligeant alors Texponen-
-SI tielle e , qui est une très petite fraction, ou a
\^ =z k, (p = o, X z=,kt log 2.
La résistance du fluide étant une force qui s'exerce à la surface du mobilq, la force motrice qui en résulte e^t indépendante de la masse , et serait 1^ i^^e, soit que le rr.cMie iut formé d'une matière très dense, soit qu'on ulevât la matière intérieure, et qu'on le réduisit à une enveloppe très mince. Or, la force accélératrice se déduisant de la force motrice, en la divisant par la masse du corps, il s'ensuit que la preituîère de ces deux forces sera, toutes choses d'ailleurs égales, eu raison inverse de cette masse, et, par conséquent, k en raison directe de sa racine carrée. C'est pour cela que le mouvement final, dans un milieu résistant, est le plus rapide pour le corps pesant dont la densité est la plus grande ; la forme et l'étendue de la surface restant les mêmes.
Quand la densité du milieu est très faible par rapport à celle du mobile , la quantité k est très grande; et ce n'est qu'après un temps très long que le mouvement peut approcher de l'uniformité. Tant que la vitesse gt nest pas devenue très considérable, cm a, ^n séries couvei^gentes ,
et les formules (a) et (3) deviennent
f =g<— %fï + etc.,
Elles se réduisent^ coimne cela doit être, à celles da mouyemeDt uniformément accéléré, lorsque la densité du milieu, est tout-à-fait nulle, ce qui rend la quantité k infinie.
i34« Dans le cas où le mobile est lancé de bas en haut , on a
Si sa surface supérieure est la même que sa surface inférieure, la constarrte k sera atrssi la même que dans le cas de la chute; mais si ces deux portions de surface sont dîflFérentes, les valeur^ de k le seront également; et, par exefnple, s'il s'agît d'un cône dont la base soit horizontale, la quantité k sera beaucoup plus grande ou beaucoup plus petite dans son mouvement ascensionnel que dans sa chute, selon que son sommet sera situé au-dessus ou au-dessous de sa base. Pour fixer les idées, je supposerai que le mobile soit
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une sphère homogène; en appelant rson rayon, D sa
densité et p œlle du milieu^ on aura alors (p? 1 24)
yt
y étant une constante qui ne peut plus dépendre que de la nature du milieu , liquide ou fluide aériforme, et de sa température.
En substituant cette yaleur de (p dans la seconde équation (i), on aura
kdv gdi
et en intégrant et désignant par a la vitesse initiale du mobile, il en résulte
arc (tang = 0 = arc (tang = f ) — f-'
La valeur de v qu'on en déduit peut facilement s'écrire sous la forme :
* («cosÇ — *8iaÇ)
En multipliant par dt et intégrant de nouveau , de manière qu'on ait ar=o quand ^=o, on en conclut
^ = ylog(^sinÇ+cosÇ) On aura aussi
et, par conséquent.
Si Ton fait -r=: a, et que l'on suppose ensuite a=o, pour appliquer ces formules au cas du vide , eUes se présentent sous la forme - ; et , par la règle ordinaire, on trouve , comme cela doit être ,
1; = a— gt, a: z=zat — igt*;
résultat qu'on obtient aussi par le développement en série, comme dans le numéro précédent.
i35. Appelons A la plus grande hauteur à laquelle le mobile parviendra, et qui répond à i^so; nous aurons
Soit aussi 8. le temps qu'il emploiera pour y parvenir; sa valeur sera
fl. = jarc(tang = 0
Parvenu à cette hauteur, le mobile retombera, et son mouvement sera exprimé par les formules du no iSs. Si l'on représente par a' sa vitesse, lorsqu'il sera retombé de toute cette hauteur h, on aura, d'après l'équation (4) ,
en égalant cette valeur de A à la précédente, on a
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et, par conséquent.
d'où Foa conclut al <^a\ ea sorte que la vitesse du mobile^ quand il sera revenu à son point de départ^ se trouvera moindre que sa vitesse initiale.
Soit aussi ^ le temps de la chute totale, lequel répondra à s^7=ia!. On ^ura
ou bien^ en qoifttant pOur al sa valeur >
8' =« ^ log ^^^2±^;
valeur différente de celle du temps 6, de l'élévation»
En multipliant par y^a* + A:* — a, le numérateur et le dénominateur de la fraction comprise sous le logarithme, on aura y plus simplement,
ô' = i log ^
et si l'on appelle 6 le temps total d' -{- 8, de Pallée et du retour du projectile, on en conclura
^- = arc ( tang = -^ ) + \o&—r=a=xz — r-.
Si le mobile est un boulet lancé dans l'air par un canon vertical p. on pourra , malgré la rapidité de ce mouvement, mesurer le temps 6 avec quelque précision; et si Ton connaît, en outre,, la vitesse de pro-
jection a, rëquation précédente servira à déterminer la valeur de k^ relative au rayon r du boulet. En désignant par k ce que devient k par rapport à un autre boulet de la même matière et d'un rayon /, on aura
d après l'expression de A:* du numéro précédent.
1 36. Dans le cas où Ton fait abstraction de la pesantenr^ et où Ton suppose la résistance du milieu pioportionneUe li une puissance de la vitesse dont lexposant est moindre que l'unité, la solution du problème présente une singularité qui mérite d'être remarquée.
Supposons qu'on ait, par exemple.
g et A: étant toujours la gravité et une vitesse constante et donnée. L'équation du mouvement sera
dv J V
eu en tirant la valeur de gdt^ intégrant et désignant par a la vitesse initiale , il vient
&t— \/k{\fa — V"^),
et , par conséquent ,
Eq multipliant par di , et intégrant de nouveau , de
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sorte qu'on ait x^o quand ts=o, on trouve
pour l'espace parcouru à un instant quelconque.
D'après la valeur de (^ , la vitesse diminue depuis l'origine du mouvement jusqu'à l'instant qui répond
à t=^ — ; à cet instant, la vitesse est nulle: au-
delà y le mouvement continue dans le même sens qu'auparavant y et la vitesse augmente indéfiniment. Mais la vitesse étant nulle à un certain instant, la force accélératrice est nulle en même temps; par conséquent^ le mobile doit s'arrêter à cet instant et demeurer en repos. Or, il faut remarquer que l'équation du mouvement admet une solution particulière (^ = o ; en sorte que sa solution complète est l'ensemble de son intégrale et de cette équation p=o; il s'ensuit donc que le problème est résolu depuis
^ = o jusqu'à^ = , par l'intégrale de l'équation du mouvement, et au-delà de cette valeur de t^ par la solution particulière. Pendant le premier intervalle de temps, le mobile décrit, d'un mouvement continuellement retardé, une ligne égale à
—7 — , à l'extrémité de laquelle il s'arrête et demeure
en repos.
Cet exemple, purement hypothétique, suffit pour montrer la nécessité d'avoir égard aux solutions particulières des équations différentielles du mouvement.
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s'il en existait; ce qui n'arrive pas réellement ^ d'après les expressions des forces en fonctions de la vitesse acquise et de l'espace parcouru , qui ont lieu dans la nature.
1 5j . Donnons maintenant des exemples de mouvemens dans lesquels la force accélératrice variera avec l'espace parcouru.
Le cas le plus simple a lieu , lorsqu'il s'agit d'un point matériel attiré vers un centre fixe, en raison directe de la distance à ce point, que l'on suppose situé sur la droite que ce mobile décrit. Au bout du temps t, soitz cette distance; à une distance donnée a, supposons que la force accélératrice soit égale à la gravité gp; on aura, 'd'après la loi donnée,
pour sa valeur à un instant quelconque. Si a: est l'espace parcouru au même instant, et que le mobile soit parti du point situé à une distance c du centre d'attraction, en se dirigeant vers ce centre, on aura aussi
dz JC =: c — z, i; = — — .
et la troisième équation (i) deviendra
Son int^ale complète est
z = Acos t y^|-f-B sin t y^-.
A et B désignant les deux constantes arbitraires. En supposant nulle la vitesse initiale du mobile, on aura
Il la fois
dz t z=: O, Z z=: c, 57 = O;
d'oii Ton conclut
A = c, B = G, et, par conséquent,
Z SB: ccost i/5.
Cette formule montre que la distance z sera nulle ou que le mobile atteindra le centre d'attraction , au bout d'un temps indépendant de la distance c de son
point de départ, et égal à - tT l/- : il fera ensuite,
de part et d autre de ce centre , des oscillations dont l'amplitude et la durée constantes seront cette distance c et ce temps - tt i/-.
T 38. Pour un autre exemple , considérons le mouvement d'un corps pesant dans le vide; nous supposons qu'il tombe d une assez grande hauteur pour qu'on doive avoir égard , pendant «a chute , à la variation de la pesanteur.
Soient BAE (fig. 35) un grand cercle vertical de la terre, D le point de départ du mobile dans ce plan y M sa position au bout du temps t, sur la droite DC qui aboutit au centre C de la terre , et rencontre en A sa surface. Appelons r son rayon CA , h la hauteur AD y a: l'espace DM parcouru par le mobile, zsa
distance CM au centre C ; en sorte qu'on ait
La force accélératrice (p sera la pesanteur au point M; en la désignant toujours par gf à la surface de la terre, c'est-à-dire, au point A, et supposant que son intensité yarie en raison inverse du carré de la distance au centre C, on aura donc
d'où Ton tire
au moyen de quoi la troisième équation (i) deviendra
Je multiplie ses deux membres par 2dxi j'intègre ensuite; puis je détermine la constante arbitraire
dx
de manière qu'on ait -^ = o , quand ^ = o ; il vient
dr* ' / I I \
ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mobile, à une distance quelconque jc de son point de départ. Au point A^ oii l'on a x c=à, cette vitesse sera
et, par conséquent, moindre, comme cela devait être, que si la gravité avait, dans toute la hauteur h^ la même intensité qu'à la surface*
L'équation précédente donne
Or, en comparant celte équation différentielle à Té-^ quation (a) du n^ yS, on voit que si Ton construit une demi-cycloïde DOC, qui ait son sommet au point D et son origine au point 0 , situé sur la perpendiculaire CO à la droite CD , et dont le cercle générateur ait pour diamètre cette droite CD égale à r^ h; que l'on mène ensuite par le point M une perpendiculaire MN à la droite DC^ qui rencontre la cycloïde au point N, on aura
MN
en sorte que l'ordonnée MN du point N fera connaître le temps t, employé à parcourir l'abscisse DM, et ciproquement. Sous forme finie, on aura
en intégrant y et en observant que x=:o quand /=o. Lorsque la hauteur A et , conséquemment , la distance X, seront très petites par rapport à r, cette formule devra différer très peu de celle qui répond à la pesanteur constante. En effet, on a
le sinus étant très petit, on peut le prendre à la place de lare 3 ce qui rend d'abord le second terme de la
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formule précédente égal au premier. On peut aussi mettre le rayon r au lieu de r+h — x, et réduire ,
par conséquent y leur somme à a \/rx ; et, de cette manière , la formule dont il s'agit deviendra
ou simplement
en négligeant h par rapport à r.
Je me contenterai d'indiquer, comme exemple de calcul, le cas où le mobile soumis à une pesanteur variable est lancé de bas en haut ; et , pour dernier exemple du mouvement rectiligne, je vais considérer le mouvement d'un point matériel attiré vers deux centres fixes, situés sur la droite qu'il décrit.
iSg. Soient A et B (fig. 36), les deux centres d'attraction , M la position du mobile au bout du temps ^, et D son point de départ. On suppose , pour fixer les idées, que le mouvement a lieu entre les deux centres d'attraction , et de A vers B ; faisons
DM = a:, AM = z, AD = a, BM = c — z;
en sorte que x soit l'espace parcouru , z la distance du mobile au point A , a la distance initiale , et er la longueur de la droite AB. En supposant toujours les attractions en raison inverse du carré des distances, et désignant, à l'unité de distance, par a^ et fc' les intensités àes forces qui émanent des centres A et B, nous aurons — et ; r; pour leurs
intensités quand le mobile est en M. La force accélératrice p sera l'excès de la seconde force qui tend à augmenter l'espace x , sur la première qui tend à le diminuer; donc , à cause de dx z=z dz p oa aura
pour ce que devient la troisième équation (i) , et -j
pour la vitesse v du mobile au point M.
En multipliant l'équation (a) par 2dz et intégrant , on a
y étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , je désigne par k la vitesse initiale qui répond à z=ot; on aura
jf.
En retranchant cette équation de la précédente, il en résultera
ce qui fera connaître la vitesse du mobile, dans une position quelconque entre les deux points A et B.
i4o. Il y a, sur la droite ÂB, un certain point C, dans lequel les deux forces d'attraction sont égales; en sorte que si l'on y plaçait le mobile , ou qu'il y parvint sans aucune vitesse acquise > il y demeurerait en équilibre. En appelant h la distance AC, on a
On tire de là deux valeurs de A ^ dont l'une appartient au point C situé entre A et B , et l'autre à un point situé sur le prolongement de ÂB , du côté du centre de la moindre attraction. La première de ces deux valeurs est
Appelons f la plus petite vitesse initiale qu'il faut imprimer au mobile pour qu'il arrive au point C , de sorte que , parvenu à ce point , sa vitesse soit nulle ; on aura à la fois
k =/, zz= h, J = oj
et , en vertu de l'équation (c) et de la valeur de h , il en résultera
*/ c — « 'et C ^ ^
Si la vitesse initiale k est moindre qnef, le mobile retombera sur A ; si elle est plus grande , il dépassera le point C^ et ira tomber sur B. Dans le cas de A: ^=^f, le mobile emploierait un temps infini à atteindre le point C , à cause qu'à une distance infiniment petite de ce points il ne serait plus animé que d'une vitesse infiniment petite^ et sollicité par une force qui le serait également.
i4i« Si A et B sont les centres de deux sphères homogènes ^ ou composées de couches concentriques, 1. 13
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on pourra supposer que les attractions que l'on considère sont celles de ces deux sphères ; et alors leurs intensités a^ et h^y à Tunité de distance ^ seront entre elles comme leurs masses (n^ lOi ). En supposant , par exemple ^ que A soit le centre de la lune et B celui de la terre, et négligeant la non-sphéricité de ces deux corps , on aura
tir — — •
car la masse de la lune , conclue de son action pour souleyer les eaux de la mer . est -s de celle de la terre. On aura donc
en sorte que le point également attiré par la terre et par son satellite se trouve, à peu près, au dixième de leur distance mutuelle à partir de la lune.
Soit r le rayon de la terre j on pourra prendre 6or pour la distance c de la lune à la terre ; et si le mobile
est parti de la surface de la lune , on aura en même
3r temps a = — , d'après le rapport connu du rayon de
la lune à celui de la terre. Au moyen de ces yaleurs de r et «, et de «= -A^ ^ l'équation {d) devient
En désignant par g l'attraction de la terre à sa sur- £ice, on aura
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pour, cette force à l'unité de distance. Si donc on
fait
il en résultera
Or , l'attraction g peut être prise pour la pesanteur dont elle est la partie principale ; par conséquent , f est la vitesse due à une hauteur r' ; et à cause de
g = 9^,80896, irr = 210000000",
sa yalear est
La lune n ayant pas d'atmosphère dont la résistance puisse diminuer la vitesse des corps partis de sa surface, il s'ensuit que si la terre et la lunç étaient en repos , un corps lancé de la surface de la lune vers la terre , avec une vitesse plus graiid^ que 236i mètres par seconde, dépasserait le point d égale attraction, et viendrait tomber sur la surface de la terre. Dans le mouvement de la lune autour de la terre , la droite AB qui va d'un centre à l'autre rencontre constamment la surface de la lune en un même point, qui devrait être le point D , d'où le mobile serait lancé suivant la direction DB ; mais , pendant une seconde, le point D parcourt sur le cercle décrit du centre de la terre, une longueur d'environ 1000" par seconde; par conséquent, la vitesse absolue du mobile serait^ en grandeur et en
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direction , la résultante d'une vitesse dirigée suivant DB y et d'une vitesse de looo" perpendiculaire à DB.
•Cela étant, le corps ne restera pas sur la droite mobile AB ; il décrira une courbe dans l'espace, les formules précédentes ne s'appliqueront plus à son mouvement , et il ne viendra plus tomber sur la surface de la terre , comme dans le cas de l'immobilité de la lune.
En résolvant réquatioQ (&) par rapport à dt^ on a
j^ ^ c% — z^àz
QJt SIS — ■ ■ ^
L'intégrale de cette formule s'exprimera toujours au moyen des fonctions elliptiques; en sorte que l'on pourra calculer, au moyen des tables de ces fonctions , le temps qui répond à une distance donnée z , et réciproquement. Mais indépendamment des cas où l'une des deux attractions est nulle , il en est d'autres pour lesquels l'intégrale de la formule précédente peut encore s^obtenir sous forme finie. Ces cas ont lieu lorsque la quantité comprise sous le radical est un carré parfait ; ce qui exige qu'on ait
«équation d'où l'on tire
3^ = f (^ =t by.
"En égalant cette valeur à celle de y du n* 1 So , il ^ient
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L'une de ces deux valeurs de A:* est celle dey* ; Tautre est évidemment plus grande. Il s'ensuit donc que quand aucune des deux quantités a et b n'est zéro , on peut exprimer le temps sous forme finie en fonction de z, lorsque le mobile a reçu là plus petite vitesseyàvec laquelle il peut atteindre le point C , et lorsqu'on lui a imprimé une certaine vitesse plus grande que celle-là.
Je substitue la doidiile valeur de.;j^ dans l'expresr siôn de dt} il vient
. \/cz, — z^dtt
c ac — {a ± b)z*
formule que Ton rendra rationnelle et qu'on intégrera^ sans difficulté, parles règles ordinaires. La dif-^ £erentielle ^t. doit toujours être positive ; la différentielle dz est positive pendant que le mobile s'avance de D vers B, et négative lorsqu'il revient vers A. 9ans té premier cas, on prendra donc le radical'
\/cz — z* , avec le même signe que le dénominateur ac — (flit t)z, et y dans te second cas, avec un signe contraire.
i43« Soit^ue Ton suppose £ = o ou c=:oo, le mobile ne sera plus soumis qu'à l'attraction du centre A. L'équation (c) se réduira à
là valeur de dt qu'on en déduit s'intégrera sous
forme finie, et fera connaître t en fonction de z.
dz Si Ton fait -^ = o , on aura l'équation
pour déterminer la distance z à laquelle le mobile s arrêtera. Dans le cas de 2a*= k*et, cette distance sera infinie; ce qui signifie que le mobile ne s'arrêtera pas. Il en sera de même dans le cas de 2a^ <C ^^ 9 d'où il résulterait pour z une valeur négative qui ne peut appartenir à aucun point de la droite indéfinie DBy suivant laquelle le mobile a été lancé. Dans ces deux cas le mouvement approchera de plus en plus de Tuniformité , à mesure que le mobile s'éloignera de A.
Quand la distance z sera devenue très grande et le mouvement sensiblement uniforme , sa vitesse , d après l'équation (e), sera à peu près égaie li
y/ A:* , ou à V A:* — 2gct , en supposant qu'on
a a**K ga*, c'est-à-dire^ en supposant que le corps goit parti de la surface d'une sphère , d'un rayon er, et ou l'attraction était égale à g. Ce qui montre que la diminution de la vitesse initiale k sera d'autant plus grande que cette force et ce rayon seront plus considérables.
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CHAPITRE m
PU MOinTEHENT CURVIUGNE.
§ I*'. Formules générales de ce mous^ment.
i44* Dans le monyement curviligne^ la. courbe décrite par le mobile est ce qu'on appelle la trajectoire de ce point matériel. Au bout d un temps quelconque t, soit M (fig. 57) la position du mobile. Si Ton appelle s l'arc CM de la trajectoire compris entre le mobile et un point fixe C , pris arbitrairement sur cette même courbe^ s sera une fonction de ^; en sorte que Ton aura , dans un mouvement curviligne quelconque,
Si Ton désigne, au même instant, par x^ jy z, les trois coordonnées rectangulaires du mobile, ces variables seront aussi des fonctions de t^ et l'on aura également
ar=/^ J=ft, z—Pt.
Lorsque ces trois dernières équations seront connues, on en déduira, par l'élimination de ty les deux équations en a:, ^, z, de la trajectoire* Au moyen des équations de cette courbe , on déterminera s en
fonction de l'une des trois coordonnées, et, par suite, en fonction de t; ce qui fera connaître la loi du mouvement sur la trajectoire. Chacune des trois équations précédentes est celle du mouvement rectiligue de la projection du mobile sur l'un des axes des coordonnées ; il s'ensuit donc que la détermination complète du mouvement curviligne d'un point matériel dans l'espace se réduira à celle de trois mouvemens rectilignes, qui seront les mouvemens de ses projections sur les trois axes Oj:, 0/, Os, des coordonnées. Quand ces trois mouvemens seront uniformes, celui du mobile sera aussi rectiligne et uniforme, et réciproquement.
145. Pendant l'instant fit, le mobile décrira l'élément dsde sa trajectoire; en négligeant, dans cet intervalle de temps inllniment petit, l'action des foi-ces qui le sollicitent, on pourra considérer son mouvement comme rectiligne et uniforme. Si donc on appelle V la vitesse acquise au bout du temps (, on
Si ces forces cessaient réellement d'agir à l'instant que I'oti considère, le mobile continuerait de se mouvoir avec cette vitesse v, et suivant le prolongement MT de l'élément efs, c'est-à-dire, suivant la tangente à la trajectoire, puisque en vertu de l'inerlie de la matière il ne pourrait alors changer ni la direction de son mouvemeut ni la grandeur de sa vitesse (n* 1 1 3). On peut donc considérer un point matériel qui décrit une ligne courbe quelconque comme étant anïmé^
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à chaque instant^ d'une vitesse dirigée suivant la tangente à cette courbe^ et exprimée par le rapport de son élément différentiel à l'élément du temps.
En représentant , au bout du même temps t , par p , q , r, les vitesses des projections du mobile sur les trois axes des oc ^ y^ z, on aura aussi, dans ces trois mouvemens rectilignes,
dx dr dz
Mais si Ton désigne par a, € ,y fies angles que fait la tangente à la trajectoire, ou la direction de la vitesse if, avec des parallèles aux axes des x, /, z, on a (n^ 17)
dx g9 dr dz
d'où Ton conclut
pzi^sfCOSAy q=ifcos€, rz=zifcosy f (1)
et en même temps
Le temps t croissant continuellement, sa différen-^ tielle est toujours positive. Les vitesses /?, q, r, sont positives ou négatives , selon que les coordonnées x , X, z, croissent ou décroissent. Dans les équations (1), on peut regarder la vitesse (^ comme une quantité positive ; le sens de cette vitesse , ou la partie MT de la tangente à la trajectoire, suivant laquelle elle sera dirigée, se déterminera alors par les signes dé /? , 9, r, qui feront connaître si les angles a,€,y, sont
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aigus ou obtus. Dans l'équation (^ = ^^ , on considérera la vitesse (^ comme positive ou comme négative , selon que l'arc s croîtra ou décroîtra.
On appelle composantes de la vitesse (^ d'un point matériel les vitesses^, j^^ r, de ses trois projections sur des axes rectangulaires ; et chacune de ces trois composantes est ce que l'on entend par la vitesse du mobile^ parallèlement à l'axe auquel elle répond. En comparant les équations (i) à celles du n"* 3i, on voit que cette composition des vitesses se fera suivant les mêmes règles que celle des forces. D'après cette analogie, si l'on mène par le point M une droite quelconque MA^ qui fasse avec les parallèles aux axes des oc ^ J'y Zf menées par le même points des angles a, b, c, aigus ou obtus, la composante de la vitesse V suivant cette droite MA aura pour expression générale
Ati.^:,.?..rSc. pcosa -f- qcosb -f- rcosc.
La quantité de mouvement (n^ 126) d'un point matériel isolé, et celle d'un corps dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles, se décomposeront en d'autres quantités de cette nature, et celles-ci se réduiront à une seule, suivant les mêmes règles que les vitesses qu'elles ont pour facteur.
146. Au bout du temps t '{^ dt , soient p + p', q^q'f r-^r'y ce que deviennent les trois compCH santés de la vitesse du mobile, parallèles aux axes des X f jr f z ; en sorte que p', q\ r', représentent
les auginentatîoos infiniment petites de vitesse qui ont lieu suivant ces directions pendant l'instant dt. L'accroissement de vitesse suivant la droite MA sera
p'cosa + q'cosb + /côs c.
Or, quelles que soient les quantités p', q% r% si l'on fait
et qu'on regarde u comme une quantité positive , on pourra toujours trouver trois angles a', €% y\ aigus ou obtus, tels que Ton ait
au moyen de quoi l'accroissement de vitesse suivant MA deviendra
u (cos a cos a! + cos b cos Q + cos c cos y').
De plus , la quantité comprise entre les parenthèses est le cosinus d'un certain angle que j'appelle a. L'ac^ croissement dont il s'agit est donc égal a u cos a; par conséquent , i^ est sa plus grande valeur, et elle répond à la direction de la droite MA, pour la** quelle les angles a, b , c, sont les mêmes que a\ C, y% ce qui rend le coefficient de u égal à l'unité. Dans toute autre direction, l'accroissement de vi^tesse sera égal au maximum u, multiplié par le co^ sinus de l'angle ff que fait celte dîrectioki qnelcon^que avec celle du maximum; d'où il résulte qu'il sera nul par rapport à toutes les directions, perpepdiculaiiies à celles de sa plus grande valeur. .
Quelle que soil la variation de vitesse du mobile, eu grandeur et en direction , pendant l'instant dt , il y a donc toujours une certaine direction pour laquelle l'augmentation de vitesse est la plus grande, et qui jouit de cette propriété , que, suivant toutes les directions perpendiculaires à celle-là, la vitesse n'est ni augmentée ni diminuée.
147. La direction d'une force qui agit sur un point matériel en mouvement est la droite suivant laquelle elle augmente ou diminue la vitesse acquise, et perpendiculairement à laquelle elle n'y produit aucune altération. Ainsi, quand nous disons que la pesanteur d'un corps en mouvement dans un sens quelconque est verticale,conimecclle d'un corps en repos, nousentendons par là que cette force augmente la vitesse verticale, et n'altère aucunement la vitesse horizontale.
Cela étant, désignons, au bout du temps l, par U, U', U", etc., les intensités des différentes forces qui agissent sur le point matériel dont nous considérons le mouvement curviligne ; par a, b, c, a', b\ c', a", b'', c", etc., les angles que font leurs directions données avec des parallèles aux axes des oc, y , z; et par X, Y, Z, les sommes de leurs composantes suivant ces axes ; nous aurons d'abord (n" 62)
X := U cos a -f- U' cos a' ■+- U" cos a" •+• etc., Y = U cos A 4* U' cos A' -H U" cos b" -f- etc., Z = U cos c -f- U' cos c' 4- U" cos c" -f- etc.
Soient ensuite u, u', ii\ etc. , les vitesses infiniment petites que ces forces U, U', U", etc , produïraienti pendant l'ihstant dt, suivant leurs directions respec-
tîves, si chacune d'elles agissait seule sur le mobile animé de la vitesse (^. On verra y comme dans le n"" 116, que la simultanéité de ces forces n'influera nullement sur les grandeurs et les directions des vitesses qui seront réellement produites; par consé*quent y si Ton continue d'appeler p'^ q'^ /, les quantités infiniment petites dont les vitesses Pfq^ r^ des projections du mobile sur les axes des oc^jy Zy s'ac- ^roltront dans l'instant dt, ces quantités seront les sommes des composantes de Uy i/y u", etc. , suivant x:es trois axes; en sorte que nous aurons
p' =s u cos a + u' cos a' + w" cos a" -f- etc., (( =z u cos J -f- w' cos hf -f- tt" cos V^ -f- etc., r' z=z u cos c + u' cos & -f- li' cos d' -4- etc.
Mais en appliquant k chacune des forces u y u\ li'y etc., ce qu'on a trouvé (n® 118) pour la mesure d'une force d'après la vitesse dont elle est capable , on a aussi
u^Vdty u' — V'dt, u!' = U'dt, etc;
en comparant les valeurs de p\ q\ r', à celles de X , Y, Z , il en résulte donc
p'z=\dûy q'=\dty r^=Zdti
ce qui montre que l'accroissement de la composante de la vitesse du mobile suivant chaque axe, dans l'instant dty est la vitesse produite, pendant cet instant, par la composante totale suivant ce même axe, des forces données qui agissent sur ce point matériel.
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Ce résultat tient à ce que lea forces sont proportionnelles aux vitesses qu'elles impriment au mobile (laus un même temps intiniment petit, lesquelles vitesses infiniment petites ne changent pas , soit que ces forces agissent isolément , soit que leurs actions aient lieu simultanément. Il s'ensuit aussi que si les forces appliquées au mobile sont, par exemple, au nombre de trois, non comprises dans un même plan; que l'ou prenne sur les directions de ces trois forces U, U', U", à partir de leur point d'application, des droites de grandeurs finies qui soient entre elles comme les vitesses correspondantes u , u', u" ; et cpjc l'on achève le parallélépipède dont ces trois droites seront les eûtes adjacens, la re'sultante de ces forces sera dirigée suivant la diagonale, et sa grandeur sera à celle de chacune de ces forces comme la diagonale est au côté correspondant.
148. Si les forces qui agissent sur le mobile sont indépendantes de sa vitesse et de sa position dans l'espace, les mouvemens de ses trois projections sur les axes des coordonnées seront indépcndans entre eux; en sorte que sa projection sur chaque axe se trouvera, au bout d'un temps quelconque, au même point, et aura la même vitesse que si les forces et les vitesses étaient nulles parallèlement aux deux autres axes. Il n'en sera plus de même , en général , quand les forces données varieront , en grandeur ou eu direction , soit avec la position du mobile, soit avec sa vitesse acquise; mais on pourra toujours déterminer sa vitesse et sa position , à chaque instant, de la manière suivante.
Puisque toutes les forces qui agissent sur le mobile peuvent toujours être réduites à une seule^ supposons que \J y capable de la vitesse u, soit cette force unique , et désignons par e l'espace qu'elle fera parcourir au mobile pendant l'instant dt , suivant sa direction , indépendamment de la vitesse (^ de ce point matériel au bout du temps t. D'après ce qu'on a vu dans le n^ I i4f nous aurons
€ = judû.
Mais, en vertu de cette vitesse acquise if et de l'action de la force U ou de ses composantes, les espaces parcourus par les projections du mobile sur les axes des ^9 Jy ^f pendant l'instant dty seront
pdt^^p'dty qdt^^q'dtj rdt-i-^r'dt;
donc, à cause de
p':=:u cos a , q' =zu cos by r =2u cos c ,
et en ayant égard aux équations (i) et à la valeur de €, on aura
ocf -^ X :=. (A COS a + ^ cos a ,
y — y z=i cù cos ^ + 6 cos h ,
jS* — z = û) cos 7 + € cos c ;
(à étant l'espace vdt qui serait décrit par le mobile dans rinstant dt^ en vertu seulement de la vitesse i', et x\ jr'f z\ ses trois coordonnées au bout du temps t^dt, qui étaient x y y^ z^ au bout du temps t.
Cela posé y soient toujours M ( fig. 57 ) le point delà trajectoire dont Xy y y z, sont les trois coor-
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données, et MT la direction de la vitesse v. Soit aussi MA. celle de la force U. Preoons sur MA et MT des droites MH et MK, égales à é et «, et achevons te parallélogramiiie MHM'K, dont ces droites sont les deux cùlés adjacens. L'extrémité M' de sa diagonale sera, en vertu des équations précédentes, le point dont les coordonnées sont a:', y' , s', ou la position du mobile au bout du temps ( -f- (ft.
Appelons v la vitesse du mobile au point M', laquelle vitesse sera dirigée suivant le prolongement M'T' de la droite MM', et aura pour valeur la composante de v suivant MM', augmentée de la vitesse produite suivant cette direction par l'actiou de la force U pendant l'instant dt. L'espace £ étant infiniment petit par rapport à cw, il s'ensuit que l'angle TMM' est aussi infiniment petit; la composante de V est donc cette vitesse même, en négligeant les inSniment petits du second ordre. De plus, si l'on désigne par o l'angle AMM' que fait la direction de la force U avec le côté MM' de la trajectoire, on aura u cos tT pour l'augmentation de vitesse qui sera produite par l'action de cette force; il en résultera donc
c' = c -f- u cos S.
Je fais K^ dt ^ a', et je prends sur M'T' une partie M'K' égale à ai'; je désigne par M'A' la direction de la force qui agit sur le mobile quand il est parvenu en M'; sur cette droite, je prends une partie M'H', égale à l'espace que cette force peut faire parcourir au mobile dans un instant f/^; j'achève le paralléto-
gramme MUIVI^K'; et Vextrëmîté M'^ de la diagonale sera nn troisième point de la trajectoire.
£d commençant cette suite de constructions au point de départ du mobile , où Ton doit connaître sa vitesse en grandeur et en direction, il est évident que l'on déterminera successivement tous les points de sa trajectoire plane ou à double courbure , et , en même temps, la vitesse dont il sera animé en chacun de ces points. Si les intervalles de temps, qu on a supposa infiniment petits et désignés par dt , sont seulement très petits, on obtiendra une suite de points qui seront les sommets d'un polygone y d'au*tant moins différent de la trajectoire, que ses côtés seront plus petits. En regardant la vitesse comme constante sur chaque côté, et prenant pour sa valeur la demi-somme des vitesses qu'on aura trouvées aux deux extrémités, on pourra calculer le temps employé à parcourir une portion quelconque du polygone ; par conséquent, on connaîtra de cette manière la courbe décrite par le mobile, ainsi que sa vitesse et sa position à un instant donné sur cette courbe, à tel degré d'approximation qu'on voudra ; mais il vaut mieux faire dépendre les valeurs des coordonnées du mobile en fonctions du temps, d'équations différentielles que l'on intégrera ensuite s'il est possible.
i49* Ces équations différenlielles du mouvement curviligne sont une suite immédiate du principe établi dans le n* 147.
En effet, les composantesde la vitesse du mobile, parallèles aux ^xes de ses coordonnées x^y^ z, étant ■^, I. 18
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^, "^y au bout du temps quelconque t, leurs ac-
croissenpieus , pendant l'instant dt p seront d^-^,
d.-^, ^'dii ®* comme chacun d'eux est dû unî-
4]uement à la composante suivant Taxe correspondant , de la force qui agit à cet instant sur le mobile^ il s'-ensuit quen appelant toujours X, Y, Z^ les composantes de cette force, parallèles aux axes des coordonnées x^ j'y z, nous aurons
ou p ce qui est la même chose y
^ — -^^ "SF — ^' 2? — ^- W
Le problème consistera , dans chaque cas, à intégrer ces trois équations du mouvement; et Tcm peut considérer , pour cette intégration , le procédé du n^ précédent comme une méthode générale d'approximation. Leurs intégrales contiendront six constantes arbitraires, que Ton déterminera au moyen des trois coordonnées du mobile à l'origine du mouvement, et des trois composantes de la vitesse initiale , c'est-à-dire , au moyen des valeurs des six
• / dx dy dz . ■» ,
quantités x, j, z, -^ , ^, ^, qui seront données
pour ^ = o* Ces intégrales et leurs différentielles premières feront ensuite connaître la position du mobile à un instant quelconque, et sa vitesse en grandeur et en direction. En âiminant entre elles
le temps ^ , on aura les deux équations de la trajectoire. Quand on saura d avance que cette courbe est plane , on pourra prendre son plan pour celui des a: et jr, par exemple ; ce qui réduira les trois équations précédentes aux deux premières.
i5o. Au bout du temps t, soient a, b, c , les trois coordonnées d'un second point matériel , à la position duquel on veut comparer celle du premier. Les axes de ces coordonnées étant ceux des Xyjr, Zy je fais
les variables ûo', y, z', feront connaître à chaque instant la position du premier point par rapport au second; et d'après les équations (2)^ on aura
dt} — di"^ di* ^ di"^ IF — d^^
pour les déterminer en fonctions du temps.
Quand le mouvement du second point ne sera pas connu ^ mais que Ton donnera seulement les composantes A, B^ C^ parallèles aux axes descoor^ données, delà force qui le sollicite^ on aura
et il en résultera
pour les équations du mouvement relatif du pre« mier point.
Si la force dont A, B^ C, sont les composantes
agît à la fois sur les deux mobiles, ces composantes entreront aussi dans les valeurs de X, V, Z, et disparaîtront de ces dernières équations. C'est ce qui arrivera, par exemple, à 1 égard des corps qui se meuvent à la surface de la terre, et dont ou rapporte les positions à des points de'terminés de cette surface : les forces relatives à ces points et provenant du mouvement diurne de la terre, n'entrent pas dans les équations des divers mouvemens que l'on considère à sa superficie ; et l'on en fait complètement abstraction , eu formant ces équations.
Toutefois, cela ne veut pas dire que les mouvemens que nous observons soient tous ïndépendans de la vitesse de rotation de la terre. Elle influe pour une petite partie sur l'intensité de la pesanteur , et , couséquemment , sur les mouvemens verticaux. De plus, quand un corps tombe d'une hauteur considérable , la vitesse de rotation dont il est animé à son point de départ est un peu plus grande que celle qui a lieu au pied de la verticale menée par ce point; d'où il est aisé de conclure que le mobile doit s'écarter un peu de cette droite , et venir rencontrer la terre à une petite distance de son extrémité inférieure. Cette déviation , qui a été effectivement observée, rend sensible, par une expérience directe, le mouvement de la terre autour de son axe.
Les mouvemens tndépendans de cette rotation sont ceux que produit le choc des corps, et aussi ceux qui sont dus à l'actiou musculaire des hommes et des animaux.
i5i. Les équations (2) sont celles du mouvement d'an point matériel entièrement libre; mais il est facile de les étendre à un point matériel assujetti >à se mouvoir sur. une surface donnée. Il suffira pour cela y comme dans le cas de l'équilibre (n"" 36)^ de joindre aux forces données qui agissent sur le mobile^ une force de grandeur inconnue, qui représentera la résistance de la surface. Cette force sera normale à la surface donnée ; je la représenterai par N, et par A, /u , y , les angles .qu'elle fait avec les prolongemens des coordonnées x, ^, ^y du mobile; les équations du .mouvement seront alors.
•^ = X -f- N cosX,
^ = Y + Ncos;t,^ (3)
1^ = Z + N cos r.
Ea- représentant par L == o l'équation de la surface donnée , et faisant , pour abréger,
^ — W» ^ dx^ ^^ dz^J
on aura ( n^ 31 ) , en même temps ,
. -.T dh 17 £^ ir dit
^^^^^ di> cos^ = V 3p, cos V = V ■^.
Après avoir substitué ces valeurs dans les équations (3) , on éliminera entre elles le produit NV ; les deux équations qui en résulteront, jointes à L=o , servirpnt à déterminer x^jr^ Zy en fonctions de t. On
tirera ensuite de Tune des équations (3) , ou d'nne combinaison quelconque de ces équations , la valeur de NV ; et comme N doit toujours être une quantité positive y le signe de cette valeur fera connaître celui de y ; au moyen de quoi la force normale N et le sens dans lequel elle agit seront complètement déterminés.
Si le mobile est assujetti à se mouvoir sur deux surfaces données^ ou sur leur courbe dlntersection^ on le considérera encore conmie entièrement libre ^ après avoir joint aux forces données deux forces inconnues N et N' ^ normales à ces surfaces ; et en désignant par X, /jl, p , les angles qui détermineront les directions de la première par rapport aux axes des
^ 9 y^^f ^^ psir ^'9 1^7 ^' y les angles qui répondront à la seconde ^ il en résultera
^ = X + NcosA 4- N'cosAS
^ = Y + Ncosf. + N'cos^tt', \ (4)
= Z + Ncos V + N'cos/,
pour les équations du mouvement. Si L=o est Téquation de la surface dont N est la résistance , et qu'on représente par L'=o celle de la surface à laquelle N' correspond , les valeurs de cos ^ ^ cos /t , cos y ^ seront les mêmes que précédemment, et celles de cos A', cos fi!^ cos v\ s'en déduiront par le changement de V et I4 en V et \I. Après avoir substitué les unes et les autres dans les équations (4) , on éliminera les pnH duits NV et NT'. L équation qui en résultera^ et le$
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équations données L = o et L' =; o , serviront à dé* terminer les valeurs de x,j^,z, en fonctions de t. Cela fait^ on tirera de deux des équations (4) , . les valeurs de NV et N'Y', dont les signes seront ceux de V et Y'; et^ de cette manière^ on connaîtra les forces normales N et N'y et le sens dans lequel elles agissent : leur résultante sera , en grandeur et en direction , la résistance de la courbe sur laquelle le mobile est astreint à se mouvoir.
i53. Pour donner une forme plus simple aux équations (4) ; soient m k masse du mobile et mP la pression qu'il exercera , dans son état de mouvement^i sur la courbe qu'il est forcé de décrire. Désignons par nar, m\ ^^ y les angles que fait h direction de cette force avec les prolongemf ns , dans le sens positif y des coordonnées x,j^,z,dece point ; la résistance que la courbe oppose au mouvement du mobile, considérée comme une force accélératrice ^ sera égale et contraire à P; en la joignant aux forces données ILyY, Z, qui agissent sur le mobile ^ nous aurons y au lieu des équations (4)^
Pcos«,
dr ~
Pcos^',
Tcosna".
La direction de la force P n'est pas connue à priori : on sait seulement qu'elle est normale à la courbe dcNnilée; d'où il résuite que le cosinus de l'aD^^ compris entre cette directkm et la tangente à la tca,-^
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jectoire doit être égal à zéro; ce qai donne
^ C0S<Z9* -f- ^ COS '»'' + ^ COS <Ot" S5S o. (6)
Les angles nar , nar', nsf\ seront^ en outre ^ liés entre eux par Téquatîon ordinaire
€0s*4r -4- cos*^ -4- co^tcaf^ = i.
On éliminera P^ <tsr^ ns^^ '(iar'\ entre ces équations, en ajoutant les équations (5), après les avoir multipliées
par ^ , ^ , S ' ^^ ayant égard à Téquation (6) > et en faisant, pour abréger,
on a alors f
En différentiant Téquation identique
dot^J^dj^^dz"^ d^
di^ £Û*^
et divisant par ^ds^ on voit que le premier membre de réquation précédente est la même chose que —- ; od aura donc simplement
La force ^ est la somme des composantes des forc^^ données, suivant la tangente à la trajectoire, le^' quelles composantes seront regardées comme po^^
tives ou comme négatives ^ selon qu'elles tendront à augmenter ou à diminuer Tare s décrit par le mobile. L'équation (7) signifie donc que dans le mouvement curviligne , comme dans le mouvement rectiligne , la force qui agit sur le mobile dans le sens de son mouvement est égale au second coefficient
différentiel de l'espace parcouru : à cause de (^ = ^ ^
on peut aussi dire qu'elle est égale au premier coefficient différentiel de la vitesse acquise i^.
Cette équation étant indépendante de la résistance de la courbe, convient aussi au mouvement d'un point matériel entièrement libre et à celui d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface courbe; mais c'est principalement dans le cas d'un point matériel qui se meut sur une courbe donnée , que cette équation pourra être utile. On tirera des équations de cette courbe les valeurs de a:, j', z, en fonctions de ^ ; et après les avoir substituées dans l'équation (7) , il ne restera plus qu'à intégrer cette équation du second ordre entre s et t. Les deux constantes arbitraires que renfermera son intégrale se détermineront au
moyen des valeurs de ^ et ^ qui répondent à ^= o,
c'est-à-dire, au moyen de la position et de la vitesse initiales du mobile. Quand les trois coordonnées x , jr, z, auront été déterminées en fonctions de ^, d'après l'intégrale de l'équation (7), jointe aux deux équations données de la trajectoire , les équations (5j feront connaître , à un instant quelconque , les trois composantes de la pression P qu'éprouvera la courbe sur laquelle le mobile est obligé de se mouvoir.
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Qa trouvera y dans le chapfître suivant , une détermination plus simple de cette £6rce en grandeuF et eu direction.
§ n. Conséquences principales des fonmles
précédentes.
i55. Lorsqiie le mobile est sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, on obtient immédiatement trois intégrales premières des équations {2).
Pour cela, plaçons Forigine des coordonnées œ^ jTp Zf en ce point ; représentons , en grandeur et en direction, la force qui sollicite le mobile, par son rajon vecteur; et construisons le parallélépipède dont ce rayon est la diagonale , et qui a ses trois c6tés adjacens sur les axes des a:,jr,z. Les trois coordonnées ^fj^9 ^9 ^u mobile seront les grandeiirs de ces trois côtés, et représenteront les trois composantes de la force donnée ; en sorte que Ton aura
d'où l'on tire
ILj = Y^, Zo: = Xz, \z = Zx.
D'un autre cÀté, les équations (2) peuvent être remplacées par celles-ci :
jrd^x — xd^jr z=z ÇLjr ^^\x) dt^ p \ xd^z '—zd^x^ÇLx--'\z)dt^, \ {a) zd^j —jd^z = (Yz — Zy) di\ J
Or, leurs seconds membres sont nuls en vert« dei
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équations précédentes; et comme lem^ premiers membres sont les différentielles de ydx — xdjTp acdz-^zdxj ^j'—jrdZf on aura, en intégrant,
jrdx — xdjr^=cdt, \ xdz — zdx = c'dtf \ (b) zdjr — jrdz ssc^'dt; ]
c, c^p c''p étant des constantes arbitraires.
i54* Ponr énoncer le théorème contenu dans ces int^prales premières des équations du mouvement, considérons la projection AMB (fig. 38) de la trajectoire du mobile sur le plan des coordonnées x et j-, dont les axes sont Ojc et Ojr. Au bout du temps t, soient M la projection du mobile, OP et MF son abscisse or et son ordonnée^; et C étant le point où cette courbe coupe Taxe 0;^, appelons u le secteur COM, p Taire COPM, q le triangle OPM ; nous aurons
u = p -^ q, q = {XX.
Si BT est la projection du mobile au bout du temps /+£&, MOM^ sera Taire décrite par le rayon yecteur de cette projection pendant Tinstant dt; ce sera aussi la différentielle de i£ ou de p — ç ; et à cause de
i^=jrdx, dq=zixdjr + ijrdx, on aura
par conséquent, la première équation (b) signifie que Taire décrite pendant chaque instant dt par le rayon ▼ecteur de la projection M du mobile est constante et égale à ^cdt; donc aussi Taire décrite pendant un
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temps t quelconque , est proportionnelle à cette variable et égale à \ct. Les aires décrites dans ce même temps par les rayons vecteurs des projections du mo* bile sur les plans des x ei z^ et désuet z, seront de même égales à 7 c't et 7 d't.
Concluons donc que quand un point matériel est soumis à une force constamment dirigée vers un centre fixe, les aires décrites autour de ce point par le rayon vecteur de sa projection sur un plan quelconque passant par ce même point, sont proportionnelles au temps employé à les décrire.
Réciproquement, lorsque cette propriété a lieu par rapport à trois plans rectangulaires menés par le centre des aires, on en peut conclure que la force ou la résultante des forces qui sollicitent le mobile est constamment dirigée vers ce centre fixe.
En effet , si les équations Çb) sont données, on aura, en les différentiant ,
j-^ or— :crf^=: o, xd^z — zd^xz=zOf zd^jr — jrd^zz=io\
en vertu des équations (a), qui sont celles d'un mouvement quelconque, on aura donc aussi
X7^ = Y:r, Z:r = Xj3, \zz=zZjr;
par conséquent, les forces X, Y, Z, seront entre elles comme les coordonnées a*,^, z, du mobile; ce qui sufEt pour que leur résultante soit constamment dirigée vers l'origine des coordonnées. Au reste, cette force peut être attractive ou répulsive , c'est-à-dire qu'elle peut agir suivant le rayon vecteur du mobile, ou suivant son prolongement.
i55. Lorsqu'un point matériel est soumis à une force dirigée vers un centre fixe , il est évident que sa trajectoire est une courbe plane , puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il sortit , plutôt d'un côté que de l'autre^ du plan passant par la direction de sa vitesse initiale et par le centre fixe. C'est aussi ce que l'on déduit des équations [b); car en les ajoutant^ après les avoir multipliées par z, /, ûc, et divisées par dt, il vient
cz + c'j- + c"a: = o.
On peut prendre ce plan pour celui des oc eij"; 1 aire décrite par le rayon vecteur même du mobile^ dans le plan de sa trajectoire , sera donc proportionnelle au temps; et^ de plus^ le théorème précédent se réduira à cette proportionnalité. En effet , si elle a lieu pour l'aire décrite sur le plan de la trajectoire, elle aura lieu également pour l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du mobile sur tout autre plan ; car cette autre aire n'est autre chose que la projection de la première sur ce plan; et nous savons (n** 10) que la projection d'une aire plane a un rapport constant avec l'aire projetée.
1 56. L'aire infiniment petite MOM' peut aussi s'exprimer en coordonnées polaires. Pour cela , désignons par r le rayon vecteur OM, et par G l'angle MOûc qu'il fait avec l'axe des x. Décrivons du point 0, comme. centre^ lare de cercle OMN qui coupe au point N le rayon vecteur OM' correspondant k l'angle fl — ^^ et qui aura pour longueur nrfô. Le secteur circulaire MON sera égal à \r^d&, et pourra être pris pour l'aire MOM', en négligeant l'aire MNRf, infini-
ment petite du second ordre. On devra donc ayoif
jdx — xdy = r*6ft;
équation que l'on yériiie effectivement au moyen des valeurs
X == rcosfl, y = rsinS,
et de leurs différentielles, qui sont
dlrscosO^r-l-rsind^/6, rf^ = sin9d!r — rcosOdS,
à cause que celle de Tangle 8 est ici — -^iO. De cette manière, la première équation (6) prendra la forme
sous laquelle on l'emploie ordinairement.
On exprime de même en coordonnées polaires l'élément de la courbe. En désignant l'arc CM par ^ et cet élément par dtr , on aura à la fois
en considérant MNM^ comme un triangle rectiligoe rectangle en N, on en conclura donc
rftf^ ss= dr* 4- r^cffl*; ce qu'on peut aussi déduire de la formule
da» = dix* + rfrS
au moyen des valeurs précédentes de dx et dy.
A cette occasion , nous ferons remarquer que, dans une trajectoire plane, les composantes de la vitesse du mobile suivant le prolongement MO' de son rayon vecteur MO, et suivant la perpendiculaire à ce rayon i
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sont exprimées par
^ rdd dt' dt »'
car Tangle (XMT que fait ce prolongement avec la tangente MT est complément de l'angle M du triangle M1!^ ; d après ce triangle ^ on a donc
cos(yMT = ^. sinOlMT^^j
et en multipliant ce cosinus et ce sinus par la vitesse
^, dirigée suivant MT^ on aura les composantes dont
il s'agit. Il est souvent utile d'en faire usage. Elles
différent des composantes -^ et ^ de la même vitesse
en ce que les directions de celles-ci sont fixes, et que celles des précédentes varient avec la position du mobile.
dà
La vitesse -r , avec laquelle le rayon vecteur OM
décrit l'angle COM, compté à partir d'une droite fixe, est ce qu'on appelle la vitesse angulaire du mobile. Elle
se déduit, comme on voit, de sa vitesse -^ , perpendiculaire à OM, en la divisant par la longueur de ce rayon.
167. Revenons maintenant aux équations différentielles du mouvement.
Ajoutons les équations (5) du n"* iS^, après les avoir multipliées par dx, djr, dzy en ayant égard à l'équation (6) du même numéro , et observant que
de a de % ^
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il en résultera
id.if* = lUx + Ydjr + Zdz. (c)
Supposons que les expressions des forces données Xy Y, Zy ne renferment explicitement ni le temp$ t, ni la vitesse (^^ et qu'en considérant x,j^,z, commç des variables indépendantes^ cette formule (c) soit une différentielle exacte; faisons^ en conséquence^
F indiquant une fonction donnée : en intégrant l'équation (c) et désignant par C la constante arlntrairCi nous aurons
Pour éliminer cette constante^ soient a, b, c, k,}es valeurs initiales dea:,j^, z, v; on aura
A:* = 2F(rt, 6, c) ■+- C,
et, en retranchant cette équation de la (»récédente,
s^ = 1^ + tkY{xyf, z) — 2F(a, b, c). (d)
Ce résultat étant indépendant de la résistance Nde la courbe , égale et contraire à la force F qui entrait dans les équations dont on la déduit, il s'ensuit qa'il a également lieu dans le mouvement d'un point matériel entièrement libre , et dans le mouvement sur une surface ou sur une courbe donnée.
La conséquence immédiate de cette équation (d)f c'est que la vitesse est constante et le mouvenient uniforme toutes les fois que le mobile n'est sollicité par aucune force donnée; car alors la fonction F est
nulle y et l'on a 1^ = ^, soit que le mouvement ait lieu sur une surface ou sur une courbe donnée y en que le mobile soit entièrement libre.
Cette équation nous montre^ de pluà^ que dans la supposition qu'on a faite sur la nature des forces X^ Y^ Z, l'accroissement du carré de la vitesse du mobile^ en passant d'une position à une autre, est toujours le même, quelle que soit la courbe qu'il a décrite, et ne dépend que des coordonnées a, b, Cp Xj j^ js, des deux points extrêmes* Lorsque cette courbe sera donnée, ou seulement lorsque le mobile sera assu^ jetti à se mouvoir sur une sur£sK:e donnée^ on prendra pour k la vitesse du mobile tangente à cette courbe ou à cette sur£ace. Si la percussion exercée sur le mobile à l'origine de son mouvement nV pas cette direction , elle se décomposera en deux autres forces, l'une normale et l'autre tangentielle ; la première sera détruite par la résistance de la courbe ou de la sur- £ice donnée; et c'est la seconde qui produira la vi-* tesse ifc , et qui en déterminera le sens et la directiofi.
Si l'on désigne par C une constante arbitraire, l'équation
sera celle cf une surface qui sera atteinte àvéc des vi^ teues égales par totm les mobiles soumis aux mêmes fiorces, partis du point dont a, b, c, sont les Coot^ àonnées, suivant différetites directions et aveé une même vitesse k. Lorsque, par exemple, ces molâles M Moit solicités que par la pesanteur, cette équation est celle d'un pian borizontah
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Dans le cas d'une courbe donnée, on déduira de ses équations les valeurs de o:,^, z^ eu fonctions de l'arc s; en les substituant^ dans l'équation (d), et y
mettant ^^ à la place de p , on en tirera
dt == Sds,
où S est une fonction donnée de s ; par conséquent , dans ce cas, la détermination du temps en fonction de Tespace parcouru se trouvera réduite à Tintégra^tion d'une différentielle donnée. Mais la supposition sur laquelle est fondée l'équation (d), et, conséqucmment y cette équation, n'auront pas lieu quand le mobile éprouvera la résistance d'un milieu, qui est une force dépendante de la vitesse; il en sera de même lorsqu'il s'agira du mouvement d'un point matériel attiré ou repoussé par d'autres points qui seront euxmêmes en mouvement; circonstance qui introduira le temps t explicitement dans les valeurs de X , Y, Z. Dans ces deux cas, si la trajectoire est une courbe donnée, on fera usage de l'équation (c),dans laquelle
on mettra -j ^^^ li^u ^^ ^9 ^t qui se changera dans
l'équalion (7) du n® i52.
1 58. La formule Tida: + Ydjr + Zdz sera une différentielle exacte, comme on vient de le supposer, toutes les fois que le mobile sera attiré ou repoussé par des centres fixes, et que les intensités de ces forces seront exprimées par des fonctions de la distance aux centres dont elles émanent.
En effet, soient e, /, gjles trois coordonnées d'an des centres fixes , rapportées aux mêmes axes que x,
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y y z. Désignons par r la distance du mobile à ce point ; on aura
et les cosinus des angles que cette droite r fait avec des axes menés par le mobile ^ suivant les directions des œ f jr,Zy positives^ seront les rapports de e — x, f — J'y ^ — 2 , à r. Si donc on représente par R la force attractive, dirigée du mobile vers ce centre fixe, ses trois composantes auront pour expressions
Me — x") R^(/-.jr) R(g — z) . r ^ r ' l' ^
et, conséquemment , la partie de Xdlr +Y^+ TAz qui proviendra de R sera
Mais en difierentiant la valeur de r*, on a
ce qui réduit à — * Kdr la quantité précédente. Si la force qui émane du centre fixe était répulsive, il suffirait de changer le signe de cette quantité , qui deviendrait Hdr, en considérant, dans tous les cas, R comme une quantité positive.
On conclut de là que si le mobile est sollicité par un nombre quelconque de forces R, R', R", etc., qui émanent de centres fixes, dont les distances à ce point matériel sont r, r , r ', etc. , on aura
Jidx+Ydx+Zdz^:=p^rzpKWzpK'Wzpeic,;
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les signes supérieurs ayant lien dans le cas des attractions , et les signes inférieurs dans le cas des répulsions. Or, en supposant que chacune de ces forces soit une fonction donnée de la distance correspondante ^ tous les termes de cette valeur de Xdx'-^^YdjT'^Zdz seront des différentielles dépendantes d'une seule yariable^ et^ par conséquent ^ cette formule sera une différentielle exacte ; ce qu'il s'agissait de prouver.
On voit aussi par là , et d'après l'équation (d) , que l'accroissement du carré de la vitesse provenant de chacune des forces R, R', R", etc., sera le même que si elle existait seule : à l'égard de la force R, par exemple, cet accroissement sera exprimé par zp nfKdTf en prenant llntégrale de manière qu'elle s'évanouisse pour la valeur initiale de r.
iSq. Dans le cas d'un point matériel pesant, qui se meut, sur une courbe donnée, dans le vide et sans frottement sur cette courbe, l'équation (if) se réduira à
en désignant par g la gravité , et prenant Taxe des z positives vertical et dans le sens de cette force, de sorte qu'on ait
Soient ADBG (fig. Sg) la courbe donnée, B son point le plus bas, A son point le plus élevé, qui peut n'être pas dans la même verticale que B , et D le point de départ du mobile. Plaçons en ce dernier point l'origine des z, et supposons que k vitesse inir
tiale k soit dae à une hauteur h ; nous auix)ns
c = o, A:* = 2gh,
etp par conséquent ,
U en résultera que quand le mobile arrivera au point By la vitesse maxima sera la même que s'il fàt tombé de la hauteur h , augmentée de celle du point D au-dessus du plan horizontal mené par le point B. En vertu de cette vitesse acquise ji le mobile s'élèvera le long de BCA; sa vitesse diminuera continuellement ; et si Ton a A s= o , elle sera nulle au point C situé dans le même plan horizontal que D. Parvenu au point C , le mobile redescendra le long de CB ; et il oscillera ainsi indéfiniment de D vers C, et de C vers D. Lorsque la constante h ne sera pas nulle , le mobile s'élèvera au-dessus du point C. Si l'élévation du point A au^essus du plan horizontal qui comprend D et C, est moindre que h, le mobile n'atteindra pas le point A; il s'arrêtera en un certain point G} et si l'on mène par G un plan horizontal qui coupe la courbe en un autre point D', le mobile oscillera indéfiniment de C vers D', et de D' vers C\ Les oscillations seront toutes isochrones ou d'égale durée. Cela est évident à l'égard de celles qui auront lieu dans le même sens ; et Ton voit aussi que la durée de chaque oscillation de C vers D' sera la même que celle d'une oscillation de D' vers C\ en observant qu'un élément quelconque de la coui*be sera parcouru avec la même vitesse dans
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les deux cas. Cette dorée commune de toutes les oscillations entières dépendra de la forme de la courbe et de la grandeur de h.
Lorsque l'élévation de A au-desstîs du plan horizontal passant par le point de départ sera égale à A, lé mobile approchera indéfiniment du point A , mais ne l'atteindra qu'après un temps infini. Quand cette élévation sera plus grande que h^ le mobile dépassera le point A, et parcourra la circonférence entière de la courbe donnée. Revenu au point D, sa vitesse sera la même qu'à l'origine du mouve-^ ment; d'où l'on conclut qu'il fera une suite indéfinie de révolutions ^ qui auront toutes une égale durée , dépendante de la forme de la courbe et de la grandeur de h»
Si la courbe donnée est d'abord comprise dans un plan vertical^ tangent à un cylindre à base quelconque , et qu'on enveloppe ce plan sur le cylindre ^ de sorte que la courbe donnée devienne une ligne à double courbure, le mouvement oscillatoire ou révolutif du mobile ne changera nullement , en supposant, toutefois, que son point de départ et sa vitesse initiale restent les mêmes ; car alors la valeur de t en fonction de s^ déterminée comme il a été dît précédemment (n* iSy), ne dépendra que de celle de z en fonction de ^, qui ne changera pas, quelle que soit la base du cylindre vertical sur lequel la courbe donnée sera tracée.
i6o. Dans tous les cas où l'équation {d) a lieu, et où le mobile n'est pas astreint à se mouvoir sur une courbe donnée, celle qu'il décrit pour aller d'un
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point donné que jajppellerai A^ à un autre point donné que je nommerai B^ jouit d'une propriété remarquable* Si le mobile est entièrement libre , l'intégrsAe fvdsy prise depuis le point A jusqu'au point B, est plus petite que suivant toute autre courbe aboutissant à ces deux points; s'il est assu'<^ jetti à se mouvoir sur une surface donnée^ cette propriété de la trajectoire n'a plus lieu que relati-^ vement à toutes les courbes tracées sur cette sur-^ face, et qui aboutissent toujours aux points A et B. Dans ces deux cas, ds est Télérpent différentiel d'une courbe quelconque , qui répond aux coordonnées Xj y^ Zj ^\ \^ une fonction de ces trois variables et d'une constante k y donnée par l'équation (df).
La démonstration de ce théorème revient à prouver qu'en vertu des équations du mouvement , la variation àe fvds est nulle , en supposant fixes les limites de cette intégrale : alors elle sera un m/nimum ou un maximum ; et ce sera toujours le m/mmum qui aura lieu quand le mobile sera entièrement libre ; car il est évident que l'intégrale fi^ds pourra croître indéfiniment avec la longueur de la trajectoire, et ne sera pas susceptible de maximum.
Or , par les règles les plus simples du calcul dés variations, on a
J'.fuds =B f^.vds, S'.vds = ^s^ds + i^cT^.
D'ailleurs dt étant l'élément du temps, on a ds=.çdti
donc
^^}ds = \dt^.^>\
Si Ion différentie lequation (d) et que Ton remplace
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les diffârentielles dXfdjydzy par les yariatioiis ^Xf
jy, JW^ on aura
icT.P* = '^x + Yjy + ZcTz.
En ayant égard aux valeur^ de cos A , cos ;^^ cos r ^ et obserrant que
les équations (5) du n"" i5i donnent
Le terme NY^L n'entrerait pas dans cette équation , si le mobile était entièrement libre ; quand il est assujetti à se mouvoir sur la surface dont l'équation est L = o y ce terme est nul \ car toutes les courbes que Ton compare à la trajectoire du mobile devant aussi être tracées sur cette surface, on a «TL =0; donc on doit supprimer ce terme dans tous les cas \ et il en résulte
Quant au second terme vS^ds de la variation de (a(2r ^ nous avoDs
et y par conséquent ,
donc y à cause de ds = s^dby et en intervertissant, dans le second membre , l'ordre des caractéristiques d et iy
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noos aurons
En réunissant ces deux parties de la valeur de S" . vds^ il vient
d'où Ton conclut
S'.ifds = "^ ^-^ + ^ jy + 57 <^^ + constante ,
pour rintégrale indéfinie de J^.pdlr. Mais les deux points extrêmes A et B étant supposés fixes y les variations cTjr, jy, eTz, qui s'y rapportent, devront être nulles ; par conséquent , l'intégrale définie fS" . i^ds , prise depuis le point A jusqu'au point B , laquelle est égale à la variation i'.fvdsy se réduira à zéro; ce qu'il s'agissait de démontrer.
161 • Quand le mobile, assujetti à se mouvoir sur une surface courbe, n'est sollicité par aucune force donnée , sa vitesse est constante (n^ 1^7 ); l'intégrale f\^ds est donc le produit vs. Par conséquent l'arc s décrit par le mobile est, en général, la ligne la plus courte du point A au point B; et il suit de l'uniformité du mouvement, que, dans ce cas, le mobile va d'un point a l'autre , dans un temps plus court que s'il était forcé de décrire sur la surface donnée toute autre courbe que sa trajectoire. Toutefois , si cette surface est fermée de toute part, comme une sphère , par exemple , les points A et B seront les extrémités de deux arcs de grand cercle , dcmt l'un sera moindre et l'autre plus grand que tous les arcs
de petits cercles aboutissant aux mêmes points ; et le mobile pourra décrire Tune ou lautre de ces deux portions d'un même grand cercle , selon le sens de sa vitesse initiale k tangente à la sphère.
On peut présenter l'équation difiërentielle de la trajectoire sous une forme qui mette en évidence la propriété de la ligne la plus courte sur une surface quelconque , laquelle consiste en ce que son plan osculateur en chaque point est normal à cettQ surface.
Les forces X, Yy Z, étant supposées nulles, les équations (3) du n® 1 5 1 se réduisent à
^=NcosA, ^=Ncos;a, ^ = Ncosf.
A cause que s^ est une constante , et que vtzi^s ^ on a
dF~^ ds^ '
en prenant l'arc s pour la variable indépendante ; et cela étant, on pourra remplacer les équations précédentes par celles-ci :
dxd^" — drd^x V/dx dr ^ \.
de"
de d^'
du^x — dxd'z Ji /dz ^ dx \
d? — =Ats'^'^^--^'''^')>
djrd'z — dzd'jr N /dy dz
ds^ v*\ds
qui s en déduisent aisément. Je les ajoute après les avoir multipliées par cos r, cos ju, cos A; la quantité N 4lisparalt, et l'on a simplement
dxd'r—drd'x , dzd'x — dxd'z
D'après les valeurs de cos A , cos /jl , cos v , citées dans le n^ i5i y on aura donc
ds^
dxd*jr — djd^x dL j. dzd^x — dxd'^z dL ^
dx^ d? d} \
pour réquation différentielle seconde de la trajecloire. On y substituera la valeur de l'une des trois coordonnées a:, jr^ z, en fonction des deux autres , tirée de 1 équation L = o de la surface donnée, sur laquelle cette courbe doit être tracée; on intégrera ensuite l'équation à deux variables qui en ré-* sultera; puis on déterminera les deux constantes arbitraires que l'intégrale renfermera , en assujettissant la courbe à passer par les deux points A et B de la surface donnée. L'équation qu'on obtiendra de cette manière, et qui sera, comme on voit, indépendante de la grandeur et de la direction de la vitesse initiale A:, devra être celle de la ligne la plus courte entre ces deux points.
Or, si l'on appelle a, ^, 5^ , les angles que la normale au plan osculateur d'une courbe quelconque , au point dont les coordonnées sont :x:, jr, z, fait avec leurs prolongemens dans le sens positif, et qu'on
fesse, pour abréger,
[{dxd'j'-^djd'xy+ {dzd'x-^dxd'zy+idjrd'z^dzdyyy — h.
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nous aurons
cos a = ^(djrd*z — dzdy), cos 6 = ^ (dzd^x — dxd^z) , cos 7 = T {dxd^jr — djrd^x) ,
d'après les formules (5) du n^ ig, où ces mêmes angles sont représentés par X, /jl, v. En vertu de réquation (e), on aura donc - *
cosAcosct + cos^cos/x-f-cos7COsy = o;
ce qui montre que la normale au plan osculateor de la trajectoire y et la normale à la surface donnée, sont perpendiculaires Tune à Tautre ; d'où Ton conclut que l'équation {f)f qui appartient à la ligne la plus courte , est aussi celle de la courbe qui a partout son plan osculateur normal à la surface donnée ; en sorte que ces deux lignes sont une seule et même courbe tracée sur cette surface, quand on les assujettit Tune et l'autre à passer par les mêmes points extrêmes A et B.
Il suit de là que , quand ces deux points appartiennent à une des lignes de courbure de la surface donnée , cette ligne est la plus courte d'un point à l'autre ; car son plan osculateur en un point quelconque renferme deux normales consécutives à la surface donnée^ et est^ par conséquent, normal à cette surface.
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§ III. Digression sur le mouvement de la lumière.
162. Le théorème du n"" 160 est connu sous la dénomination de principe de la moindre action ^ qui lui vient du point de vue métaphysique sous lequel on Ta d'abord envisagé, et qu'oYi a depuis justement abandonné. Mais il peut encore être utile de donner ici une des premières applications qu'on a faites de ce principe y celle qui est relative à la réflexion et k la réfraction de la lumière dans le système de rémission.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un mi*lieu d'une égale densité, sa vitesse et sa direction restent les mêmes; mais quand il passe d'un milieu dans un autre, sa direction s'infléchit et sa vitesse change. Dans l'instant du passage, la lumière décrit une courbe d'une étendue inappréciable, dont on peut fiiire abstraction sans erreur sensible. La tra«jectoire de chaque particule lumineuse est donc alors l'assemblage de deux droites , dont chacune est décrite d'un mouvement uniforme. Ainsi, en appelant j' et y les longueurs de ces droites, n la vitesse de la lumière dans le premier milieu, n' sa vitesse dans le second, on aura njr pour la valeur de Fin*tégrale fvds , prise depuis le point de départ de la particule jusqu'à son entrée dans le second milieu, et n'y pour la partie de cette intégrale relative au second milieu ; par conséquent cette intégrale, prise dans toute l'étendue de la trajectoire, sera exprimée par njr^ny; et c'est cette somme qui doit
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être un minimum^ d'après le principe de la moindre action*
Ayant d'aller plus loin , observons que^ si le second milieu est une substance diaphane et cristallisée, la vitesse de la lumière , dans cette substance, dépendra^ en général y de la direction du rayon lumineux; en sorte quelle sera constante pour un même rayon, mais variable d'un rayon à un autre. Le phénomène de la double réfraction que présentent le spath (fls" lande et la plupart des cristaux transparens , tient à la différence de vitesse des différens rayons lumineux qui les traversent. On doit alors regarder la vitesse /i' comme une fonction des angles qui déterminent la direction de chaque rayon ; et la loi de la réfraction dépend de la forme que l'on suppose à cette fonction. En faisant une hypothèse convenable sur cette forme, Laplace est parvenu à déduire du principe de la moindre action (^) , la loi de la double réfraction , découverte par Huyghens et confirmée par Malus; mais ce n'est point ici le lieu d'exposer cette théorie : nous nous bornerons à considérer le cas où tous les rayons se meuvent avec la même vitesse, quelles que soient leurs directions. Dans le calcul suivant, les vitesses n et n' seront donc regardées comme des quantités données pour chaque milieu en particulier, et indépendantes de la direction des rayons lumi' neux.
i63. Soient maintenant A et B (fîg. 40) les deux
(*) Mémoire de la première classe de l* Institut , pour Tancée 1809.
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points extrêmes de la trajectoire. Supposons que la surface de séparation des deux milieux soit plane, et menons par ces deux points un plan qui la coupe suivant la droite CD. Soit encore AEB une ligne brisée au point £, qui représente la projection de la trajectoire sur ce plan. Menons par les points A, B, E, les perpendiculaires AF, BG, HEK, à la droite CD. Puisque la position des points A et B est donnée, les trois droites AF, BG, FG, sont connues; mais la position du point E, et les angles AEH et BEK sont inconnus, et doivent être déterminés par la condition du minimum. Nous supposerons donc
AF=a, BG = *, FG=c, AEH=a:, BEK = a:';
les triangles rectangles AFE et BGE donneront
EE = a tang x , EG = b tang x' ;
par conséquent , on aura
a tang x + b tang x' = c. (a)
Le rayon lumineux traverse la surface de sépara-» tion des deux milieux en un point dont E est la projection sur le plan de la figure. Si nous appelons z la distance de ce point inconnu au point E,^ sera l'bypoténuse d'un triangle rectangle dont z et AE seront les deux petits côtés, et y l'hypoténuse d'un autre triangle qui aura z et BE pour ses deux petits côtés ; mais en considérant les triangles AEF et B{)G, on a
AE = -^ , BE
ODS X ' C08 X '
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on anra donc
cos'
Si l'on substitue ces valeurs dans la quantité nj-^- vlf^ il en résultera une fonction àn^ Zj x ^ x\ qui deyra être un minimum par rapport à ces trois variables , dont les deux dernières sont liées entre elles par l'équation (a). 11 faudra donc d'abord que la différentielle de cette fonction , prise par rappoi^ a z, sent égale à zéro ; d'où l'on conclut
dz ^ dz jr y
Or, on ne peut satisfaire à cette condition qu'en prenant JB = o ; ce qui nous apprend que le rayon lumineux traverse au point £ la surface de séparation des deux milieux, et, par conséquent, qu*il ne sort pas du plan perpendiculaire à cette surface , mené par les points A et B.
En faisant donc iz = o, on aura simplement
» j na , n!b
COSX • C08 X' '
et en égalant à zéro la différentielle complète de cette quantité, il vient
na siii xdx , nb sîn x^dx'
cos'j: ■ C09* X '
mais en'diflerentiant aussi l'équation (a), on a, en même temps,
adx , bdx'
cos* X ' cos* x'
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et si Ton élimine -r— entre ces deux équations , on
trouve
n sîn X -=• ri sîn x\ (6)
Celle-ci et l'équation {a) détermineront les valeurs de X et or' qui répondent au minimum àe njr -^ ny. Après avoir calculé la valeur de Xy on construira le point E y en prenant EF = a tango:; ensuite on tirera les droites ÂE et BE y et la ligne brisée ÂEB sera la route que suit le rayon lumineux pour aller du point Â au point B.
L angle AEH compris entre la normale EH à la surface de séparation des deux milieux , et le rayon incident ÂE, est ce qu'on appelle X angle d'incidence; l'angle BEK, compris entre le prolongement EK de cette normale et le rayon réfracté BE, se nomme Yangle de réfraction. Ces deux angles ont été désignés par X et x'. Ainsi l'équation {b) fera connaître l'angle de réfraction quand l'angle d'incidence sera donné; et l'on voit, d'après cette équation , que le sinus de l'angle de rétraction est au sinus de l'angle d'incidence dans un rapport constant.
Cest, en effet, la loi connue de la réfraction ordinaire, dont la découverte est due à Descartes. Le rapport des deux sinus dépend de celui des vitesses n et 7i' relatives aux milieux que l'on considère , et y pour cette raison , il varie avec les différentes sortes de milieux transparens. ^
i64- Si le rayon lumineux, au lieu de pénétrer dans le second milieu, est réfléchi h la surface de se-.
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paratloD , sa vitesse sera constante dans toute l'étendue de la trajectoire y qui est alors comprise en entier dans un même milieu. L'inlégrale fi^ds sera donc égale à la longueur totale de la trajectoire , multipliée par cette vitesse constante ; par conséquent, cette longueur devra être un minimum^ en vertu du principe de la moindre action.
Supposons donc , comme dans le numéro précédent , que la surface de séparation soit plane. Soient A et B ( fig. 40 ^^^ deux points extrêmes de la trajectoire; menons par ces points un plan perpendiculaire à cette surface , qui la coupe suivant Q) : chaque particule de lumière ira du point A au point B, en suivant une Kgne brisée AEB^ la plus courte de foutes celles qui se réfléchissent sur la surface de séparatïoti. Or y il est d'abord évident que cette ligne sera comprise dans le plan perpendiculaire h cette surface ; car toute autre trajectoire serait plus longue que sa projection sur ce plan. De plus^ il est aisé de prouver, sans aucun calcul, que la plus courte ligne brisée est celle qui fait deux angks égaux avec la droite CD , c^est-à-dire que si Ton a
AEC = BED,
la ligne AEB sera plus courte que toute antre Kgne brisée AE1B, dont le point E' appartient, ainsi tjpe E, à la droite CD.
En effet , abaissons de A la perpendiculaire AP sur cette droite ; prolongeons-la d'une quantité AT êgsie a AF, et tirons ensuite les droites A'E et A'E^. Les deux angles AEC et A^EC seront égaux; donc les
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deux aog^es ^TC et BED le seront aussi , à cmm de râjuation précédente ; par conséquent , la lîgM A1EB sera droite ; on aura donc
A'E + BE < A'E' + BE
et, à cause de A'E::=5 AE et A'E'= A£\ il en r^ sidlera
AE -H BE < AE' H- BE'j
ce qu'il s'agissait de prouver.
Si Toa élève au point E la perpen4iciu)au?0 ISH sur la droite CD, AEH et BEH seront les angles d'iocâdenoe et de réflexion du rajon Inimneux qui va du point A au point B. Ces aiftgles setont égaux , piuscfci'ils sont coqfiplémens des. an^^ égaux AEC et BED) d'où il résulte la Im ooimue de la inflexion de la luiiaière ^ qtti consiste en ce que l'angle de ré*^ flexion est toujours égal à Fangle d'incidence»
i6i5* Jjorsque Ton admet la théorie de rémisdon de 'la lumière , les lois de la réflexion et de la liér fractiou se déduisent de l'expression dfu oanré à» lu vitesse d*ui| point soumis à des forces d'attcaclioii (n"* iS8), d'uœ manière plus directe qu'eu fafeant usage du principe de la moindre action. Cette que^ tion nous offrant un exemple du oiouvement d'an point niatériel, intéressant par la nature des forn^ que Ton y considère, et par son application à j^ Ph^ique , nous, allons en exposer la solution ^l^iis |a iras ordinaire, où )es deijEx milieux que tnyeiw |# iupijubre nç sont pas çristaUiiBés.
J)ux^ ^tte théorie, on suj^pK>se chaque particule
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lumineuse soumise à l'attraction de tous les points matériels du milieu qu'elle traverse, et l'on regarde cette force comme une fonction inconnue de la distance , dont on sait seulement qu'elle décroît avec une extrême rapidité quand la distance augmente, de sorte qu'elle devient tout-à-fait insensible dès que la distance a une grandeur sensible. Ainsi , par exemple , désignons par r la distance dii point attiré au point attirant, par a une ligne de grandeur finie, mais insensible, et par e la base des logarithmes népériens. Une force de cette nature
pourra être représentée par Ae '; A étant son intensité relative à une distance r infiniment petite. Dès que cette distance aura une grandeur sensible, et sera , conséquemraent , un très grand multiple de cLf cette fonction n'aura plus aucune valeur sensible.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu homogène et d'une densité constante, les attractions qu'il éprouve se détruisent , et son mouvement est rectiligne et uniforme. Mais supposons qu'il soit parvenu en un point M (fig. 42} situé à une distance insensible de la surface CD , qui sépare deux milieux différens, et que nous supposerons horizontale pour fixer les idées; de ce point M, abaissons sur CD une perpendicwlaire MP , et menons ensuite , dans le milieu supérieur , deux plans CD' et C"D'' parallèles à CD, dont la distance mutuelle soit égale à MP, et dont !e premier passe par le point M; il est évident' que tes attracttOos
«jiercées suf le rayon lumineux au point M^ par Ifis deux coudies du milieu supérieur^ qui sont compirises. Tune entre CD et C^D', l'autre entre C'D'et C^D", seront égales et contraires; elles se détruiront donc, et le mobile ne sera sollicité que par lattractibn de ht partie du milieu qu'il traverse , supérieure à CD'V^t par l'attraction totale du milieu inférieur. Ces deux forces seront perpendiculaires à CD ; elles varieront avec la distance MP suivant des lois inconnues, mais telles que chacune de ces forces sera insensible quand MP ne le sera pas y et qu'elles atteindront leurs maacima lorsque cette distance sera nulle , ou que le mobile sera parvenu à la surface de séparation des deu;ç mir lieux.
Au bout du temps t, je représente par z la dis-r tance MP, et par Z et Z' des fonctions inconnues de Zy qui expriment les forces accélératrices provenant des attractions du milieu inférieur et de la partie de l'autre milieu , supérieure à CT)'. Ls^ force accélératrice totale, tendante à diminuer z, sera la différence Z— *Z'; par conséquent, on aura, dan$ le milieu supérieur,
pour l'équation du mouvement vertical d'une particule lumineuse.
Lorsque ce mobile aura traversé la surface CD en un point £, et qu'il aura pénétré dans le milieu inférieur jusqu'en un point M", tel que la perpendicu*
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lâire IM^P' à CD soit aussi représentée par 2> il est ftifeé de voir <|iie la force accëlëratrice cpii tendra li ditâi-* tmé^^ette variable sera alors la différence Z'^-*2; en sorte que Ton aura
pour réquation du moutement vertical dans I0 mi*» Irëu inférieur.
Quant au mouvement horizontal ou parallèle à CD^ il sera uniforme, et la vitesse horizontale ne changera pas en passant d'un milieu dans Tautre ; car les forces attractives de chaque milieu se détruisent parallèle** ment à CD, et, dans ce sens, un rayon lumineux ti'est soumis à aucune force accélératrice. Ainsi, en appelant k la vitesse de la lumière en un point A du milieu supérieur, situé à une distance sensible de€D, et a Tangle aigu que la direction de cette vitesse fitit avec la verticale, on aura, à un instant quelconque, Je sin a pour la vitesse parallèle à CD. Si le rayon lumineux pénètre, d'une quantité sensible, dans le mi^ Heu inférieur, et qu'on représente par kfelA^ce que deviennent A: et a en un point A' de ce milieu^ situé à une distance sensible de CD , on pourra également représenter la vitesse horizontale du mobile par k' sin af; en sorte que l'on devra avoir
^ sin d =zs k sin «'. (S)
On voit aussi , à priori ^ que la trajectoire du mobile sera une courbe plane et verticale ; il ne restera donc plus qu'à déterminer sa vitesse perpendiculaitv - 4 CD^ soit dans le milieu supérieur, soit dans le mi- -
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lieu inférieur I à une distance quelconque z de celte surface CD.
i66. Je désigne cette TÎtease par u^ de sorte qu'on
ait ^ = i£* pour les deux milieux. En multipliant
l'équation (i) par tidz^ intégrant et désignant par c la constante arbitraire , on aura , dans le milieu su<^ périeur ,
M* = c + rïfZ'dz — afZdz.
Je supposerai que ces deux intégrales s'évanouissent avec z, et je représenterai par h et 1i' leurs valeurs à une distance sensible de CD. Il sera permis d'étendre ces intégrales h et hf depuis zéro jusqu'à Finfini; car, au-delà d'une valeur sensible, les fonctions Z et Z^^ et par conséquent les parties correspondantes de fZdz et fZ'dz', sont nulles ou insensibles par hypothèse. On pourra donc écrire , si l'on veut,
h = f^Zdz, A' =y*Z'€fc.
D'ailleurs , pour une valeur sensible de z. On a u* = k* cos* a ; on aura donc alors
A:*cos*a = c + ^k! — 2h}
et en éliminant c de la valeur générale de u*, il w résultera
«• = A* cos* a + 3^ — 2h'+2fZ'dz — 2/Zdz ,
en un point quelconque M.
Je représente par Ai la vitesse du mobile au point fi de la surface CD, et par 01. l'angle que fait sfi
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direction avec la verticale. On aura en ce point u*=^k]cosa^; et comme il répond à zz=zo, les deux derniers termes de la formule, précédente s eyanouiront , et elle se réduira à
k] cos* a» = A:* cos* a + 2h — 2h\ (4)
Pour que le rayon lumineux atteigne la surface de séparation des deux milieux , il faudra donc que le se* cond membre de cette équation soit une quantité positive, ou qu'on ait
h' < h + ik^cos^u.
Si cette condition n'est pas remplie, ce qui exigera que l'attraction du milieu supérieur surpasse celle du milieu inférieur, la vitesse vertical^ du mobile s'épuisera avant qu'il ait atteint le plan CD. Il y aura donc un point de la trajectoire où la tangente sera horizontale. Parvenu en ce point, le mobile rétrogradera ; les deux branches de cette courbe, aboutissantes en ce même point,, seront semblables, puisqu'elles seront décrites en vertu de forces égales pour la même valeur de z; et, pour une grandeiur sensible de cette distance z, ces deux branches se changeront, en des lignes droites qui feront des angles égaux avec la verticale, ou, autrement dit, les angles de réflexion et d'incidence seront égaux.
Si, au contraire, l'attraction du milieu inférieur surpasse celle du milieu supérieur, et que la condition précédente soit remplie , le rayon lumineux pénétrera dans le second milieu avec une vitesse perpendiculaire à CD , qui sera déterminée par l'équation (/|). Dans cette hypothèse, on aura, d'aprôs
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rëquation (a) relative à ce milieu ^
w* = k\ cos» a, + 2/Zdz — 2/Z'dz ,
en supposant toujours les intégrales nulles quand z = o. A une distance sensible de CD ^ on a w* = k^* cos* a' ; on aura donc
k'^ cos* a' = *' cos» a. + 2 A — 2 A' ;
et en éliminant k\ cos* a, au moyen de l'équation (4), il en résultera
A/* cos^ a' = *• cos» a + 4A — 4A'. (5)
Four que le rayon lumineux , après avoir traversé la surface CD^ pénètre jusqu'à une profondeur sensible dans. le milieu inférieur , il sera donc nécessaire et il suflElra qu'on ait
h' < h + ^k^cos^a.
Lors donc que h', quoique moindre que /r+fAr^cos^a, surpassera néanmoins A + ^ A:' cos* a , le mobile ne pénétrera dans le milieu inférieur que jusqu'à une distance insensible au-delà de CD; il rentrera ensuite dans le milieu supérieur; et les deux branches de sa trajectoire seront semblables de part et d'autre du point où il commencera à rétrograder. Par conséquent, la lumière sera réfléchie, comme dans le cas précédent , en faisant l'angle de réflexion égal à l'angle d'incidence'; en sorte qu'il y a deux cas distincts de réflexion dans la théorie que nous considérons. 167. Supposons maintenant que ni l'un ni l'autre de ces deux cas n'ait lieu ; de sorte que le rayon
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lumineux soit réfracté. D'après Téquatîon (3)^ m
aura
k^ sîn* af = A:* sîn' a ;
et en ajoutant meimbre à ofierobre l'équation (5) et ceïle-cî, il en résultera
k^ = if + 4A — 4A'; (6)
ce qui montre que Faugmentation du carré de la vitesse du mobile , en allant du point A du milieu supérieur au point A' du milieu inférieur, sera indépendante, comme cela devait être (n"" iSy) , du chemin qu'il aura suivi.
On tire aussi des équations (3) et (6)
sinee
sin a ^k^ -f 4 (* — K) '
formule qui renferme la loi du rapport constant du sin]^ de réfraction au sinus d'incidence, et qui donne la valeur de ce rapport en fonction de la vitesse k de la lumière dans l'un des deux milieux, et de la différence h — h de leurs pouvoirs réfiingens h et hf. Si le milieu inférieur est terminé par deux plans parallèles, et qu'il y ait au-dessous le même milieu qu'au-dessus, l'expérience prouve que la luoiîàre, après avoir subi deux réfractions et traversé les deux faces du milieu intermédiaire , reprend une direction parallèle à celle qu'elle aurait dans le milieu supérieur. C'est aussi ce qui résulte de l'équatioa (7); car si l'on désigne par a!' l'angle que le rayon lumineux fait avec la verticale, après être sorti dii
tnilies întermëdiaire , il faudra, |>our déteraimer sin û!'^ échanger entre elles, dans cette é<}iraikm, les quantités h e\ h! ^ ei y mettre h!, é!^ ii^, au Uelà de A:, a, a^ On aura donc
sin A
ou bien , en vertu des équations (6) et {7) ,
sin a' V'*' + 4C^— A') sin ce Sin tt it ' '
SUl£t'
ce qui donne , effectivement ,
A S!IS fit*
Le phénomène de la dispersion , qui provient d^une valeur différente de l'angle de réfraction it\ pour les rayons diversement colorés dont se compose un même rayon de lumière incidente, peut être attribué, d'à-*» près la formule (7) , soit à une inégalité de leur vi-*> tesse k , soit à une action différente de chaque milieu sur ces différons rayons, d'où il résulterait des valeurs inégales à&h^^hl.
i68. Toutes choses d'ailleurs égales, cette équakicm (7) montre que le rapport du sinus de réfraction att sinus d'incidence doit changer avec la vitesse de la lumière. Or, si l'on considère une étoile située dans le plan de l'écliptique , il y a une époque dans Tannée ou la vitesse de la terre s'ajoute à celle de la lumière, et une autre époque où la première vitesse se retrimche de la seconde ; ce qui rend la vitesse de ta lumière, relativement è un milieu qui se meut
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avec la terre, sensiblement plus grande dans le premier cas que dans le second. Le rapport dont il s'agit devrait donc aussi être différent à ces deux époques; mais des expériences très précises de M. Arago oot prouvé qu'au contraire ce rapport ne varie pas d'une manière sensible pendant toute l'année, et, de plus, que sa grandeur est la même pour le soleil et pour les diverses étoiles d'où la lumière est partie.
Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on adopte, c'est toujours un fait très remarquable, que la composition de la vitesse propre de la lumière avec celle de la terre, qui se manifeste dans le mouvement apparent des étoiles, connu sous le nom ôHaberraliotij n'ait cependaut aucune influence appréciable sur la réfraction de la lumière qu'elles nous envoient à différens jours de l'année.
Dans le vide, Je mouvement de la lumière directe ou réfléchie est uniforme, et sa vitesse indépendante de la source dont elle émane. La grandeur de cette vilease est telle, que la lumière parcourt en 495,34 secondes la distance mojenne du soleil à la terre ; ce qui donne SogSo rajriamètres par seconde.
Un rayon lumineux , lancé du soleil ou d'une étoile, doit éprouver dans sa vitesse, comme tout autre projectile, une diminution due à sa pesanteur vers cet astre, c'est-a-dire, à l'attraction en raison inverse du carré des distances à son centre , que Iftmasse du corps exerce sur chaque particule maté — rielle de la lumière; mais cette diminution est un^^ fraction 1res petite de la vitesse finale de la lumière^ Ainsi, par exemple, riutensîté de la pesanteur à Lv-
surface du soleil étant vingt-sept fois et demi Fintensité de la pesanteur terrestre ^ comme on le verra par la suite , et le rayon du soleil étant égal à 1 1 o rayons de la terre, on conclut de ce <}u'on a vu dans le n** j^5, que la vitesse de la lumière , pour être de SogSo myriamètres par seconde à une grande distance du soleil f a du être plus grande d'un peu moins de deux millionièmes seulement , en partant de sa surface.
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CHAPITRE IV
HE ËA FORCE GflyTàlFUGE.
169. La {Pression qu'un point matériel exerce sur une courbe qu'il est fbt€e àe décrire , n'est pas h même que quand il est en équilibre sur cette courbe* L'état de mouvement donne naissance à une pression particulière qu'on appelle force centrifuge ^ parce qu'on l'a d'abord considérée dans le cercle où eUe est dirigée suivant le prolongement du rayon , et tend continuellement à éloigner du centre le mobile sur lequel elle agit. C'est cette force que nous allons considérer dans une courbe quelconque.
Soient M,M et M&f (fig. 45) deux élémens consécutifs et égaux de la courbe donnée , H et H^ leurs milieux y MT et MT' leurs prolongemens. Leur plan et Tangle TMT' seront le plan osculateur et Tangle de contingence de la courbe au point M ; et si l'on mène dans ce plan la droite MO , qui divise Tangle M^M' en deux parties égales, elle représentera la direction du rayon de courbure en ce même point M; en sorte que le centre de courbure sera le point 0 de cette droite. Appelons ds l'élément M^ de la courbe, lequel sera aussi égal à HMH'; soient, en outre, cT l'angle infiniment petit TMT', et p le rayon de courbure MO, nous aurons (n* 18)
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Cela pose, faisoDS d'abord abstraction des forces ddtfnées qvi peuvent agir sur le mobile, et supposons qu'au bout du temps t, il arrive au point M avec une vitesse (^. S'il était entièrement libre, il continuerait à se mouvoir sur MT avec la même vitesse ; mais, par hypothèse, il est forcé de décrire une courbe donnée ; ce qui change la direction de son mouvenaent , qui devient MT^ Or, si l'on élève sur MT' la perpendiculaire MK , comprise dans le plan osculateur et en dehors de la concavité de la courbe, on pourra substituer à la vitesse u, dirigée suivant MT, deux autres vitesses. Tune ^le a t^cos «T et dirigée suivant MT', l'autre égale à i^ sin / et di*^ rigée suivant MK; et alors l'effet de la courbe sera de détruire la dernière de ces deux vitesses, ponr ne laisser subsister que la première, ou, autrement dit , cet effet se réduira à imprimer au mobile «me vitesse égale et contraire à u sin J^. La courbe donnée étant donc remplacée par un polygone infinitésimal , Sfi ré»stance consiste ii imprimer au mobile, a chaque so0imet M de ce polygone , une vitesse infiniment pe^ tite (^ sin cT, dirigée eu sens contraire de MBL
Pour assimiler complètement cette néaî^tance à use force motrice / qui agit ines^samUieot sur le v/içlbilef nous pouvons supp^»ser que la vitesse (^ aîn<^ f^ produite pendant que ce point matériel va de ^ en H', et prendre dt pour la durée de cette ac^ tion. Nous pouvons aussi négtiger, dans ^t ki«er-« vaile de temps, le changement dé direction de cette force , et la supposer, par exempb , parailèie à M di^te MO. Alol« la force accélératrice corre8pon->
IW*
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dante aura pour mesure , comme chacune dfes fortes U, U', U", etc., du n* 147, la vitesse i^ sîn eT qu'elle produit pendant l'instant dt , divisée par dt; et en appelant m la masse du mobile, il en résultera
/• ^___ mv sin «^ J ^ Jt •
pour la valeur de J. Donc , en remplaçant sin i" par cT, mettant pour cT-sa valeur précédente , et observant que ds r= s^dt , on aura
La pression que la courbe éprouve , et qui est uniquement due à Fétat de mouvement du point matériel qui la décrit, ou la force centrifuge qui agit sur ce mobile , est égale et contraire à cette force f. Il s'ensuit donc qu'au point quelconque M, de la courbe donnée , la force centrifuge est comprise dans le plan osculateur, et dirigée en dehors de la concavité de cette courbe , suivant le prolongement MN de son rayon de courbure , et que son intensité est en raison inverse de ce rayon, et en raison directe delà masse du mobile et du carré de sa vitesse.
170. Cette vitesse étant i^ sur le côté M^M, et devenant s^ cois ^ sur le coté suivant MM', il s'ensuit que sa grandeur n'est point altérée par la courbe ; car 00 peut négliger la quantité v{i — co$(^), infiniment petite du second ordre, de laquelle il ne pearrait résulter qu'une diminution infiniment petite de vitesse , sur une partie de la courbe de grandeur finie. Le mouvement, sur une courbe quelconque est donc uniforme quand le mobile n'est sollicité par aucune
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force donnée. C'est ce qu'on a déjà vu dans le n^ i5n; mais nous voyons de plus» que ce résultat tient a ce que l'angle de contingence est infiniment petit ^ et qu'en un point où deux courbes différentes se couperaient sous un angle fini^ le mobile éprouverait une perte iSnie de vitesse, en passant d'une courbe à l'autre ; laquelle perte serait égale a sa vitesse primi«tive , multipliée par le sinus verse de cet angle*
Lorsque le mobile est sollicité par une ou plusieurs forces données , sa vitesse varie à raison des composantes de ces forces tangentes a la trajectoire , et leurs composantes normales exercent, comme dans l'état de repos, une pression sur cette courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge.
Soit , en général , ttzR la résultante des forces données qui agissent sur le mobile , quand il est parvenu au point M. Décomposons cette force motrice en deux autres, Tune tangente et l'autre normale a \a trajectoire , que nous représenterons par mT et mQ ; la première sera la force qui fera varier la vitesse, et la seconde produira la partie de la pression ip^^endante de l'état de mouvement du mobile. En prenant , par la règle du parallélogramme des forces , la
résultante de mQ et de la force centrifugeyou — , on
aura , en grandeur et en direction , la pression totale qui aura lieu au point M de la courbe donnée. Cette force , divisée par la masse du mobile, ou Ja résul-
tante des forces accélératrices Q et — , devra coïnigi-
der avec la force P du n* iSa. C'est en eifet ee.qu6 nous allons vérifier. V
171. Je remplace les équations (5) de ce numéro par celles-ci , qui s'en déduisent immédiatement ,
dsde ds as \ds as /V
dté^x — dxd^z ^ds „dx ^dz ^,^''\\ , ^
*:Ë:iii^J?:= z $:-T ^ -pC$:cos^-- Jco5 «'Y
dsdi*^ ds ds \ds ds /
Quelle que soit la yariable indépendante , on a
dxd^j — dyd^x ^^ dx ,
IF " IF ~dr '
on a , en même temps ,
dx^ ^__ dx^ ds^ dx ^^ ' dx ds ^
dF dFd^' d~ 'HT' H'^
à cause de i^ = ^ , il en résultera
dxdy — djrd^x . dx"" * dx i'* {dxd'jr — djd^x)^
3Ï5? ^ IF'^s d? '
et Ton trouvera de même ,
dzd*x — dxd!'z y* {dz^x — dxd^z )
dsdF' 5J3 '
djd^z — dzd^j- v^ {dyd^z — dzd'y)
dsde — 5? •
En. désignant par q^ q\ ((\ les angles que la force Q fait avec des parallèles aux axes des x ^ j,%^ A observant que X, Y, Z, sont les composantes suivant ces parallèles de Q et de la force tangentielle T , on
aura aussi
X=T^+Qco8y, Y=T^+Qcosy', Z=T^+Qco«y';
et an moyen de ces valeurs et des précédentes , les équations (i) deviendront
t^(dxd'jr'-^d'x)_^/d* . dj \ ^dx , dr \'
ï^£i^^)=Q(|co.,.-|co,,')-l(|w-^,eos,'>f
Or, si l'on appelle y, y', y', les angles que la direction de la force centrifuge , c'est-à-dire le prolongement MN dn rayon de courbure MO, fait avec des parallèles aux axes des x, j; z, menées par le point M, et a:^f y y z', les coordonnées du centre de courbure 0, on anra
JC-nx'=pCOS>, J'— -;''=pCOS>'', Z— a'=/)COS>",
et en combinant les équations (a) avec les formules du n* 30y on en déduira sans difficulté ,
V* ^r-dr/dx _, dr \ dzfdx dx A~l
ai..
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Mais à ORUse que les forces P et Q soot perpeodi*' cnlaires à la tangente de la trajectoire , on a
dx . dr 9 ^ àz -
_cos-ir+^cos«^-h5j.coso^=o;
ce qni rédait lescoeffidens de Q, dans les trois équtions précédentes y à — cosç, — <^^9^ — «^Ç^^ «* ceux de — P à — cos ^ — cos ^r^, — cos49^; on awa donc enfin
— cos > + Q cos ^ = P cos -w,
— cos y + Q co^ î' = p cos w',
— cosy+Qcos^' = Pcos4P^,
où Ton voit, comme il s'agissait de le vérifier, que la force P est, en grandeur et en direction, la résultante des deux forces — et Q.
172. Quand le mobile sera seulement assujetti à se mouvoir sur une sur&ce donnée, il faudra que
la résultante des forces motrices mQ et — , qni est
déjà perpendiculaire à sa trajectoire, soit, de plus^ normale à cette surface. En appelant donc mN cette résultante, et désignant par a» et 4 les angles, aigo.^ ou obtus , que font ses deux composantes avec uc*^^ partie déterminée de la normale à la surface , au poi ^^^ où se trouve le mobile , on aura
N = =*= (Qcos« H cos 4 Y
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La force N agira suivant cette partie de la normale ou suivant son prolongement , selon que la quantité comprise entre les parenthèses sera positive ou négative ; et pour que N soit toujours une quantité positive f on prendra le signe supérieur dans le premier cas , et le signe inférieur dans le second . Cette force accélératrice N devra être égale et contraire a celle qui entre dans les équations (3) du n* r5i ; et, en effet , celle&ci ne différant des équations (5) du n* 1 5a cpi'en ce qu'elles contiennent N, A, f^f Vf ^u lieu de —?,<»•, *w', im", on en déduira, par l'analyse précédente , des composantes de la force N , qui seront <^ales et contraires à celles que l'on a trouvées pour la force P.
Dans ce même cas d'une surface donnée , si l'on désigne par cù' et -^ les angles que les forces mQ et
— font avec un axe mené par le point où se trouve
le mobile, tangent à cette surface et perpendiculaire à ia trajectoire , de sorte qu'on ait
cos' » -f- cos* e»' = 1 , cos*4 + cos*4' == i »
il faudra que la somme des composantes de ces deux forces suivant cet axe tangent, soit égale à zéro, puisque leur résultante est normale au même point de la surface; on aura donc
Q cos û)' H CCS >[/' z= o ;
^nation qui pourra servir à déterminer l'inclinaison 4' ^u pl^>^ osculateur de la trajectoire sur le plan t.angent à la surface donnée.
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Lorsque le mobile ne sera soumis à aucune donnée, ou, plus généralement, lorsqu'il ne sera soumis qu'à une force tangente à sa trajectoire, on aura Q ==: o ; il en résultera donc cos >(/'= o et %}/'s=go*; «n sorte que le plan osculateur de cette courbe sera constamment perpendiculaire à la surface donnée. Cette propriété étant, en général, celle de la ligne la plus courte entre deux points donnés sur cette surface , c'est cette ligne que le mobile décrira , ainsi qu'on l'a dit précédemment (n* i6i); mais maintenant nous voyons 9 en outre, qu'une force tangente à la trajectoire, telle qu'un frottement contre la sur£sce donnée, ou la résistance d'un milieu, ne fera pas dévier le mobile , de la ligne la plus courte entre son point de départ et son point d'arrivée.
1^5. Enfin, si le mobile est entièrement libre, il faudra que la composante normale à la trajectoire y de la force motrice mR qui le sollicite, fasse équilibre à sa force centrifuge — , puisque dans ce cas il
ny a pas de courbe ou de surface donnée qui paisse détruire la résultante normale de ces deux forces. Il faudra donc, en premier lieu, que le plan osculateur de la trajectoire soit celui qui passe par la tangente et par la direction donnée de la force mK; en appelant 8 l'angle que cette direction , en un point quelconque, fait avec le rayon de courbure MO^ il faudra, en outre, que cet angle soit aigu pour que la composante normale de la force mK agisse en sens contraire de la force centrifuge qui est dirigée suivant MN ; et cela étant , on devra avoir
R ces Ô = — . (a)
Quand la force accélératrice R, à laquelle le mobile est soumis, sera une force centrale dirigée vers un point connu, et que l'observation aura fait connaître la courbe qu'il décrit autour de ce centre fixe, on pourra déduire de l'équation de cette courbe, le rayon de courbure / et l'angle 6 qu'il fait avec la direction de la force R; on déduira aussi , de cette équation et d& la proportionnalité des aires aux temps ( n"* i55 ), l'expression de la vitesse (^ en un point quelconque de la trajectoire ; par conséquent , l'équation (a) déterminera la valeur de R, ou la loi de la force centrale qui fait décrire au mobile la courbe donnée. C'est de cette manière que Nev^ton a découvert la loi de la force dirigée vers le centre du soleil , qui fait décrire à chaque planète une ellipse dont ce point occupe un des foyers; mais on verra, dans la suite, qu'en partant des mêmes données, cette détermination peut s'effectuer par un calcul plus simple.
1 74- Huyghens , à qui Ton doit la mesure de la force centrifuge, l'a déduite de la considération du mouvement circulaire; et quoique cette méthode soit moins directe que la précédente , je crois cependant utile de l'exposer ici en peu de mots.
Soit M ( fig. ^) \xn point matériel attaché à un point fixe C par un fil inextensible CM ; supposons qu'une percussion lui imprime une vitesse a, dans une direction perpendiculaire à la longueur du fil; et, pour simplifier la question, supposons aussi qu'aucune
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force motrice donnée n'agisse sur le mobile. Ce point matériel va décrire un cercle AMB , dont le centre et le rayon seront le point fixe et la longueur du fil. Pendant ce mouvement, le fil qui retient le mobile éprouvera, ddns le sens de sa longueur , une certaine tension qui n'est autre chose que la force centrifuge. En aj^liquant au mobile une force égale à cette tension et constamment dirigée vers le centre fixe, on pôutra faire abstraction du fil , et considérer le mobile comtne entièrement libre. C'est donc en vertu de cette force centrale, dont la grandeur est inconnue, combinée avec la vitesse a, que le cercle sera décrit.
Il s'ensuit d'abord que les secteurs circulaires décrits par le rayon du mobile , seront proportionnels au temps ( n** 1 55 ) ; ce qui exige que les arcs de cercle parcourus le soient aussi. Le mouvement circulaire sera donc uniforme ; et si l'on désigne par s Tare décrit dans le temps t , on aura s = af .
Soient m la masse du mobile , ma la force centrale, et, conséquemment, et la force accélératrice quil s'agira de déterminer. Quelle que soit cette force, on peut la regarder comme constante en grandeur et en direction pendant un intervalle de temps infiniment petit ; ainsi , pendant que le mobile décrit Tare de cercle infiniment petit MM', la force et sera supposée constante, et parallèle au rajon CM qui aboutit à l'origine de cet slvc ; d'où nous concluons que si le mobile n'était pas animé de la vitesse a, la. force centrale lui ferait parcourir , dans un temps in-finiment petit, le sinus verse MN, ou la projection^ sur CM de Tare MM' qu'il décrit réellement. Or,^
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toute foroe accâénatrice a pour mesure le double de Te^aœ iofinimeut petit qu'elle est capable de faire parcourir à un mobile dans un temps irâfinimeut petit, dÎTisé par le carre de ce temps (n* 118 ) ; si donc on appelle € le sinus verse MN , et r le temps employé à décrire l'arc MM', on aura
ai
mais en désignant cet arc par (T, et le rayon CM par r, on a
ar'
en prenant Tare au lieu de la corde ; donc à cause de 0* =s aXf on aura
Cette valeur de a est donc celle de la force centrifuge rapportée à l'unité de masse, dans un cercle décrit d*un mouvement uniforme. On en conclut immédiatement que cette force , dans une courbe quelconque, aura pour mesure le carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure; caria trajectoire ayant deuxélémens consécutifs communs avec son cercle osculateur j on peut supposer que, pendant un temps infiniment petit,, le mobile se meut circulairement autour du centre de courbure, et qu'il a conséquemment la force centrifuge qui convient à ce mouvement. En multipliant par m cette force accélératrice , on aura la même valeur que pour la force désignée par f dans le n"" 169.
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175. Pour comparer la force cenlrifîage dans le cercle à la pesanteur , supposons que la vitesse a soit celle qui serait due à une hauteur h , de sorte qu'on ait a* =s agh (n"^ i3o) ^ en désignant par g la gravité ; il en résultera
m. ah
ce qui montre que la force centrifuge est à la pesanteur f comme le double de la hauteur due à la vitesse du mobile est au rayon.
Si le mobile est un corps dont les dimensions soient très petites par rapport à sa distance au point C, on pourra considérer, dans toute son étendue, la valeur de CL comme à très peu près constante , et pren*
dre le rap^rt ~ pour celui de la force centrifuge
provenant du mouvement circulaire, au poids du corps sur lequel elle agit.
Quand le mouvement n'aura pas lieu dans un plan horizontal, la vitesse du mobile, la force centrifuge et la tension du fil attaché au point C , seront variables. Supposons que le mobile se meuve dans un plan vertical j désignons par ngh le carré de sa vitesse, quand il se trouve dans le plan horizontal passant par le point C ; et , à un instant quelconque , appelons z sa distance à ce {dan , regardée comme positive lorsque le mobile sera situé au-dessous, et conune négative quand il aura passé au-dessus ; nous au^rons à cet instant 2g{h -f* z) pour le carré de sa vitesse
(n** iSg), et ^^ pour la force centrifuge.
Pour avoir la tension totale du fil, il faudra ajon*
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ter à cette force la composante du poids du mobile dirigé suivant le prolongement de son rayon, laquelle composante est égale h — ^ , comme il est aisé
de le voir. Donc, en appelant 0 la tension totale du fil à un instant quelconque , nous aurons
mg ( 2 A -f- 3z)
Cette force exprimera aussi la pression que le point C éprouvera a chaque instant , suivant la direction du rayon <[ui aboutit au mobile. Elle atteindra son maximum, lorsque le mobile sera au point le plus bas du cercle, où Ton a z = r, et son minimum ^ lorsqu'il sera au point le plus élevé, où Ton a z — r>
Si h est moindre que —, la tension deviendra négative
et se changera en une contraction pendant une partie du mouvement : il faudra alors que le fil soit inflexible pour que le mouvement circulaire ait lieu. On néglige , dans ce calcul , le poids et la force centrifuge du fil; ce qui suppose sa masse très petite par rapport à celle du mobile. On verra , par la suite , comment on y devrait avoir égard si cela était nécessaire.
1 76. Revenons au mouvement circulaire et uniforme, et désignons par T le temps que le mobile emploie à parcourir la circonférence entière. On aura
et, par conséquent.
S3ii TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
ce qui montre que la force centrifuge est en raison directe du rayon du cercle, et en raison inverse du carré du temps d'une révolution entière*
Lorsqu'un corps solide tourne autour d'un axe ûxe, tous ses points décrivent , dans le même temps, des cercles dont les plans sont perpendiculaires à Taxe, qui ont leurs centres dans cet axe, et pour rayons les perpendiculaires abaissées de chaque point sur ce même axe ; par conséquent , les forces centrifiiges de ces différens points sont entre elles comme ces perpendiculaires. Ainsi , par exemple, la force centrifuge des corps placés à la surface de la terre, et qui tournent avec elle autour de l'axe des pôles, est proportionnelle aux rayons des parallèles qu'ils décrivent; et, de plus , cette force est dirigée en chaque lieu de la terre suivant le prolongement du rayon du parallèle qui aboutit en ce point.
177. La force qui précipite les corps vers la terre, et que nous appelons pesanteur^ est due principalement à l'attraction du sphéroïde terrestre sur ces corps. Mais quelle qu'en soit la cause, il est toujours certain que la force centrifuge diminue cette tendance des corps pesans ; en sorte qu'excepté au pôle , où la force centrifuge est nulle , la pesanteur est partout moindre que si la terre n'avait pas de mouvement de rotation. A l'équateur, la force centrifuge et la pesanteur sont dirigées en sens conlraire l'une de l'autre; la pesanteur y est donc égale ^
l'excès de l'attraction de la terre sur la force centrifoge; par conséquent, on a
g étant cette pesanteur, G lattraction terrestre , ou la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immobile, r le rayon de Téquateur , et T le temps de la rotation de la terre.
Le second terme de cette formule étant très petit par rapport au premier, on a, à très peu près.
Pour convertir en nombre la fraction -^, on pourra
prendre le rayon du méridien au Ueu du rayon r de réquateur, dont il est peu différent; on aura alors
2'7tr = 4ooooooo°'.
En prenant la seconde pour unité, et négligeant, dans ce calcul , la petite variation de la pesanteur à la sur&ce de la terre , on a aussi ( n^ 1 15 )
On a d'ailleurs ( n® 1 1 1 )
T = 86i64,et de là on conclut , à très peu près ,
/\ir*r I
Ainsi f à réquateur, la pesanteur est diminuée de -^
par le mouyement de rotation de la terre autour de son axe. Si ce mouyement deyenait plus rapide, le temps T diminuerait, et la force centrifuge différerait moins de la grayité. En obseryant que 289 est le CaiTé de 17 , on yoit qu'il suffirait que la rotatioa eût lieu en un dix-septième de jour, pour que la force centrifuge à Téquateur fût égale à la grayité; alors la pesanteur y serait égale à zéro , et les corps abandonnés à eux-mêmes y demeureraient en équilibre.
Dans ce calcul, nous ayons seulement eu égard à la force centrifuge proyenant du mouyement de rotation des corps pesans autour de Taxe de la terre; et, en effet, on conçoit que le mouyement de translation autour du soleil, qui est commun à tous ces corps, à la terre et à son axe, ne saurait influer sur leur tendance à s'écarter de cette droite mobile. Eq imaginant, par exemple, un fil parallèle à l'équateor, attaché à cet axe et aboutissant à un corps situé à li surface , il est évident que sa tension ne changera aucunement par Teffet d'un mouvement qui emportera, à la fois , l'axe , le fil et le corps , sans changer leurs positions relatives.
178. La force centrifuge diminue la pesanteur en tous les points de la surface de la terre ; mais d'une quantité moindre qu'à l'équateur , soit parce qu'en allant de l'équateur au pôle la force centrifuge décroît , soit parce que l'angle qu elle fait avec la verticale augmente. £n appelant toujours r le raj^on de
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réqiMleur^ et désignant par /k. U Uthode dTon lieu qnelcongne de la tene, et par «le rajon du parallèle cwrespoodant y on anra
u = rcos/ii;
en n^jligeant la non-sphéricité dn globe terrestre , Fanj^ fi, aéra eehii qne le prolongement de ir, ou la direction de la force centrifage, fait avec la verticale ; la composante yerticale de la force centrifuge s'ob-
tiendn donc en multipliant son intensité %=^ par 006 fc; ce qui donne
poar la diminution de la pesanteur due à la rotation de la terre; et, d après ce qui précède» cette quantité aura pour valeur
C08* ft
Ce serait là toute la diminution que la pesanteur éprouverait, si la terre était une sphère homogène : die serait proportionuelle au carré du cosinus de la latitude; et la diminution totale du pèle où Ion a fé = go^y k l'équateur où Ton a )x = o , s élèverait à
-^. Mais la terre est un sphéroïde aplati â ses pèles ;
Tattraction qu'elle exerce sur les corps placés à sa sur- £ice diminue, pour cette raison, en allant du pèle à Téquateur; cette diminution, en chaque point de la surface, est aussi proportionuelle au carré du cosinus de la latitude; elle s ajoute à celle qui est produite
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par la force centrifuge , et par cette addition )e
êoefficient -g- augmente et devient — à peu près.
C'est donc cette fraction — qui exprimera , comme
nous lavons déjà dit (n* n?)^ l'accroissement total du poids d'un corps transporté de Tëquatear au pôle.
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CHAPITRE V
EXEMPLES DU MOUVEMENT D'UN POINT MATEBIEL MTM VUE GOUEBE OU SUE UBIE SURFACE DONNEE.
§ I*'. Oscillation du pendule simple.
179. Un pendule est, en général, un corps solide pesant, qui oscille autour d'un axe fixe et horizontal. Mais pour comparer plus facilement entre elles les durées des oscillations de diiférens pendules et les intensités correspondantes de la pesanteur, les géomètres ont imaginé un pendule idéal qu'on appelle pendule simple, et qui consiste en un point matériel pesant, suspendu à un point fixe par l'intermédiaire d'an fil inextensible et inflexible, dénué de pesanteur et même de densité , et dont la longueur est celle de ce pendule.
On verra, dans un autre chapitre, qu'il y a toujours un pendule simple dont les oscillations coïncident, et pour leurs durées et pour leurs amplitudes, avec celles d'un pendule quelconque; et nous montrerons comment la longueur du premier peut se déterminer d'après la forme et les dimensions du second. Nous ferons voir aussi que cet accord ayant lieu entre les mouvemcns de deux pendnles dans le vide, il subsistera également dans un milieu résistant,
quelle que soit la fonction de la vitesse qui exprime la résistance. Ainsi, il suffira de considérer le mouyement du pendule simple, soit dans le yide , soit dans un milieu résistant ; et c'est ce qu'on ya faire dans ce premier paragraphe.
i8o. Soient C (fig. 4^) le point de suspension , CB la verticale passant par ce point fixe , et CA la position initiale du pendule. Supposons que le point matériel qui le termine parte du point A avec udc vitesse k perpendiculaire à CA , et dirigée dans le plan des droites CA et CB; il est évident qu'il ne sortira pas de ce plan vertical, et qu'il y décrira des arcs de cercle dont C est le centre et CA le rayon.
Au bout du temps quelconque t, soit M la position du mobile ; des points M et A , abaissons sur la verticale CB , des perpendiculaires MF et AD , et faisons
CP = z, CD = c.
En désignant par g la gravité et par u la vitesse du mobile au point M , nous aurons , dans le cas du yide (n«i59),
et si Ton appelle s l'arc AM décrit par le mobile , de sorte qu'on ait ^^ = (^ , on en déduira
Désignons par G l'angle MCB, qui sera positif qoand Je pendule se trouvera à gauche de CB, comme k droite CA , et négatif lorsque le pendule sera à droite
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de la yerticale. Soit aussi a Tangle AC6 , ou la valeur initiale de 8* On aura
en représentant par a la longueur CM ou CA du pen^ dule. On aura , en même temps,
z = a cos 6, c = a cos a;
et au moyen de ces valeurs , celle de dt deviendra
dt = -"'* (0
yk* -4- uga (cos I — cos a)
Telle est donc la formule qu'il s'agira d'intégrer exactement ou par approximation.
i8i. Il n'y a qu'un cas dans lequel l'intégration sons forme finie soit possible, c'est lorsqu'on a
A* = 2ga{i •+- cos cl);
ce qui a lieu quand le mobile part du point A avec la vitesse qu'il aurait acquise en tombant d'une bail* teur égale à ED; E étant le point le plus élevé du cercle qu'il décrit. En faisant G = a^f ^t observant que
I -|- cos ^4 = ^ ^^^* '^ 9 on a alors
V ff cos^J'
J'intègre, je détermine la constante arbitraire de sorte qu'on ait ^ :^ ^ fit quand ^ = o , et je mets ^ 8 à la place de 4 ; î^ vient
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' '" »V g ^ (i+8ini|)(i— «iu|«)*
Si le p<ririf A coïncidait ayec le point E ^ on aurait a=:s^ ; ce qui rendrait infinie cette valeur de tf quel que fût langlé 9. Cela signifie que le mobile ne quitterait psts le point E; et en efiet, dans ce cas , sa vitesse initiale serait nulle ^ et la tangente au point E étant horizontale, il y demeurerait en équilibre.
Le point B répondant à d = o, on aura, dans tout autre cas y
1 Ji iog' + '!°^%
pour le temps que le mobile emploiera à parcourir Tare ÂB. Avec sa vitesse acquise en ce point, il s'élèvera sur la demi-ciroonférence BAT ; mais , d'après ce qu'on a vu dans le n* i5g, il devra employer un temps infini pour atteindre le point E : c'est ce qui a lieu efiectivement ; car en faisant 0 = .^7r^ on a
Quelle que soit la vitesse initiale k et l'angle et, k formule (i) pourra s'intégrer par les fonctions elliptiques ; en sorte que le temps des oscillations ou des révolutions du pendule se calculera toujours an moyen des tables numériques de ces fonctions; maïs, dans la pratique, on a seulement besoin de connaître la durée des oscillations très petites, que nous nous bornerons à considérer.
Four que le pendule ne fasse que de petites
oscillations de part et d'autre de la verticale CB , il fandra que l'angle at et la vitesse k soient peu considérables; on pourra toujours rendre cette vitesse tout-à--fait nulle, en faisant partir le mobile d'un point un peu plus élevé que A, c'est-a-^re, en aug^ mentant convenablement f angle «t; On ne nuira donc pas à ia gàaérdité de la question en supposant k==o; ce qui réduit Téquation (i) à
^ ff l/acosi — 2C08ce
Par les formules connues , on a
006 9 s=: 1 •*• r-7 — rtc. .
cos « = I — 1 5-^ — etc.
Les angles a et û étant très petjts , p^ bjrpothèse ^ je néglige leurs quatnèmes puissances ; il en résulte simplement
En intégrant et observant que 9 = a quand < =;= o , on en déduit
««|/f »re(c06=x:i);
(Toù Ton tire
Ces formules montrent, conformément à ce qu'on a déjà vu (n"* iSg), que le pendule fera une suite in-
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définie d'oscillations égales et isochrones de part et d'autre de la verticale CB ; U reviendra , avec une vitesse nulle, au point A où l'on a &=a, toutes les
fois que t W- sera un multiple de 2ir, et au point
A^, situé i la même hauteur que A et où Ton a 0 = — 01, toutes les fois que 9 sera un multiple impair de ^. En appelant T le temps qu'il emploiera à aller de l'un de ces^ points extrêmes à l'autre , c'est-àdire, le temps d'une oscillation entière, on a
Les durées des deux demi-oscillations, l'une descendante et l'autre ascendante , seront égales entre elles età^T.
En général , à deux instans séparés par un temps égal à T, le pendule occupera , des deux c6tés de h verticale CB , des positions également éloi^ées de cette droite , et sera animé de vitesses égales et contraires ; car si l'on met / -f- T à la place de /, dans les
valeurs de G et ^ , on voit qu^elles ne font que changer de signe.
Le pendule coïncide avec la verticale quand op a 6 = o , ou ^ égal à un multiple impair de j T ; il en résulte
^ = =fc * lA
et, par conséquent,
p = ± et \/ga ,
pour la vitesse du mobile au point B. En appelant b la hauteur DB de son point de départ au-dessus de B, on aura
fi = a(i — cos et) =a= J«a*,
à cause que l'on néglige la quatrième puissance de «• Abstraction faite du signe y la vitesse acquise au point le plus bas sera donc
ce qui est, comme cela devait être, la vitesse due à la hauteur b.
i83. La valeur de T est, comme on voit, indépendante de l'angle a ; elle subsistera encore , et sera rigoureusement exacte, quand cette amplitude a sera infiniment petite. Si donc on écartait le pendule \trfiniment peu de la verticale, il emploierait pour y
revenir un temps fini et égal à - tt 1/ -• Dans ce
mouvement, le mobile décrirait un espace infiniment petit dans un temps fini ; ce qui vient de ce que l'intensité de sa force accélératrice serait infiniment petite. En effet, cette force est la pesanteur décomposée suivant la tangente à la trajectoire; or, dans l'étendue de l'arc infiniment petit qui aboutit au point le plus bas de cette courbe , la tangente fait avec la verticale un angle qui diffère d'un droit d'une quantité infiniment petite ; le cosinus de cet angle , par lequel il faut multiplier la pesanteur pour obtenir s^ composante, est donc infiniment petit; par conséquent, cette composante est aqssi infiniment petite.
On peut étendra ce résultat aux oscillations d'aii point matériel pesant sur une courbe ifiiekXMiqiie , dont le plan osculateur au point le plus bas B est vertical ; car dans une étendue infiniment petite la courbe coïncide avec son cercle osculateur, et, dans une étendue seulement très petite , elle s'en écarte très peu ; d'où il suit que C étant le centre de ce cercle, la durée des oscillations très petites sot la courbe , de part et d^autre de son point B , est la même que pour un pendule simple dont C serait le point de suispension, et qui aurait poutr loognénr le rayon de courbure CB correspondant à ce porôt B. Les oscillations très petites ont donc une même dallée indépendante de leur amplitude , sur toutes les courbes verticales qui ont la même <x>urbiire à leur point 1^ plus bas. Lorsque le plan osculateur en ce point n'est pas vertical, il faut remplacer dans la valeur de T la gravité g par sa composante dans ce plan, laquelle est égale à gsini, en appelant i ^inclinaison du plan donné sur un plan horizontal.
i84« Quand l'angle at a une grandeur finie et seulement très petite, la valeur précédente de T n'est qu'approchée.
En efi*et , si l'on conserve les quatrièmes puissances de a et de â dans les valeurs de cos a et cos 6, et qu'on les substitue dans la formule (2), on aura
Â ce degré d'approximation, il faudra prendre [î—- r? («' + ô")]' ^ = » + Tî (*• -f- «•) J
on aara donc
formule qui s'intègre par les règles ccmnaes. En infëgrant depuis 9 = a jusqu'à 6= — a, pour ayoir la durée T d'une osciUation entière, on trouve
ce qui montre que cette durée est un peu augmentée par la grandeur dé l'amplitude.
U en résulte que si l'oa appdW iè le nombra des osdlktions in^nimeat j^tites d'un pendule q«eIooaque dans un temps donné , et n^ le nombre des oscillations du même pendule et dans le même temps , quand leur amplitude a est seulement. très petite, on aura
car le nombre n' doit diminuer dans le même rap* port que la durée de chaque oscillation est augmentée par la grandeur de cette amplitude.
i85. Quoiqu'on ait soin, dans les différens usages du pendule, de fair^ en sorte que l'amplitude des oscillations soit très petite, ce qui rend toujours suf-* Osante la correction relative à la grandeur de a qu^pu vient de déterminer, il est bon , xLéajpimQips^ de cpn -. naître la série convergente par laquelle on peut exprimer la durée d'une oscillation , quelle que soit son amplitude.
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Pour cela^ soient a; et € les sinus verses des angles 0 et « , de sorte qu'on ait
1 — cos 6 = X , I — cos a = C ; on aura, en même temps,
dx
l/ax —
La formule (2) deviendra
dx
et, pour en déduire la durée ^T d'une demi-oscSlation , il fendra intégrer depuis x=:€ , qui répond h 6z=z€L, jusqu'à x^i=zo, qui répond à d = o.
Or, en développant par la formule du binôme, on a
série dont le terme général est
IJ
et qui sera toujours convergente , à cause que x est constamment moindre que p. Si donc on intervertit Tordre de Fintégration , ce qui est permis en changeant en même temps le signe de dt; qu'on &sse ensuite, pour un nombre quelconque n ou zéro.
x''dx
et qu'on double la valeur de - T, il en résultera
T=Y/-(A.+-.-A.+ ^.|A.+ ^-^.gA, + etc.)
Les valeurs des intégrales définies A»» A, , A^^ A3, etc., sont liées entre elles de manière que Tune d'elles étant connue , il est j&cile d'en déduire successivement toutes les autres. En effet, on a, identiquement,
r(x—ii)x'-'dx ^ ^ .
j^ dx
i/Cr— ar* J }/Cx—x^*
d'où Ton conclut.
J i/Cx-x* ^ ^J \/Cx—x^
et , par conséquent ,
•/ l/bx —X' 'ï an 'J |/Cx— «»'
Aux deux limites x=o et x=C, on a v^6x— x*=o; en passant aux intégrales définies, on aura donc^ d'après cette dernière équation ,
Si Ton fait sQCcessiyeraeDt ns=iî, =33^ 3=::3^ içtc.^ dans cette formule , on en déduit
A — i CA
A. = ^ tf A, s» ~j tf* A^,
6te.; par conséquent, nous aurons , généralement,
a.4*o- • '^^ et quant à la Tàlf ur de A«, on aura
A. c=B / ., au ss= 5r.
En substituant les yaleurs de A. , A, , A^ , etc. ^ dansc^Ue de T, il en résulte
pour la série qu'il s'agissait d'obtepir , et qui est es* sentiellement convergente , puisque 7 ^ est toujours moindre que l'unité.
Si l'on néglige la quatrième puissance de a^ oiv aura 6 = j.a ; il faudra réduire la série à ses deox premiers termes , et la valeur de T coïncidera avec celle du numéro précédent.
i86. Considérons actuellement le mouvement da pendule simple dans un milieu résistant. En conservant toutes les notations précédentes , la composante de
la pesantear suivant la tangente MT^sera gsin6, k cause que l'angle que cette droite fait avec la verti-* cale MN est complément de Tangle MCB ou 9. Désignons par V la force accélératrice provenant de la résistance, laquelle est dirigée en sens contraire de cette composante g sin fl, et appelons s Tare AM; réquation du mouvement sera ( n"" i5:2 )
^'=g8ine-.V. (5)
On pourra faire différentes hypothèses sur la valeur de y en fonction de la vitesse du mobile ; le plus simple est de la supposer proportionnelle à cette vitesse , de sorte que Ton ait
en désignant par k une vitesse constante et donnée. On a aussi
^ = a (a — 8), sin 6 = fl — 5 -|- etc. ;
si donc 6 est , comme précédemment , un très petit angle, et que l'on néglige sa troisième puissance, l'équation ($) deviendra
Son intégrale complète est
en représentant par c et ^ les deux constantes arbi-
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traires , par e la base des logarithmes népériens , et
faisant , pour abréger ,
Je détermine c et d par les conditions 6 s= a et ^ss o, quand < = o ; ce qui donne
Par conséquent, on aura et , en difierentiant ,
pour les formules qui font connaître, à un instant quelconque , la position du pendule et sa vitesse angulaire.
A la fin de chaque oscillation , on a ^ = o; ce qai
a lieu toutes les fois que ty i^^ est un multiple de^r.
Il s'ensuit donc que les oscillations sont isochrones , comme dans le vide , et qu'on a
pour la durée d'une oscillation entière; en sorte qu'elle est augmentée , par la résistance du milieu , dans le rapport de l'unité à la fraction y.
DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 3Si
<^ant aux amplitudes des oscillations , elles diminuent continuellement à cause de l'exponentielle
e ^. En appelant a. l'amplitude de la r^^' oscillation, c'est-4i-dire, en supposant qu'on ait 6 = ( — i)*^.» quand t = nT, il en résultera
tf, z=z ae ^^ ;
ce qui montre que les amplitudes successives forment
une progression géométrique décroissante , dont le
rapport est e ^'^ .
Toutefois, ce mouvement oscillatoire suppose que y soit une quantité réelle; et, en effet, c'est ce qui a lieu dans les expériences du pendule, qui n'a jamais une longueur extrêmement considérable, et dont la densité est toujours très grande eu égarà à celle de l'air où il se meut : la vitesse k étant proportionnelle au rapport de la première densité k la seconde , elle est
très grande par rapport à j \/ga , et , conséquem-
ment, y est une quantité réelle qui diffère peu de
l'unité. Si, au contraire, on avait 2k << V^, y serait
imaginaire et de la forme f v/ — - » , en désignant
par C une quantité réelle ; par les formules connues , les sinus et cosinus qui entrent dans l'expression de d se changeraient en exponentielles; et cette transformation faite , on verrait que l'angle 8 ne pourrait devenir nul qu'après un intervalle de temps infini ; en sorte que le pendule approcherait indéfiniment de la,
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verticale CB , 990s pouvoir la dépasser ni loéme ratfeindre rigoureusemeat»
187. A mesure que les amplitudes des oscillations diminuent y rexpérience prouve qu'elles approchent de plus en plus de décroître dans l'air en progression géométrique: elles s'en écartent peu, par exeiii|de| lorsque l'angle a est d'un tiers de degré ou au-dessous. L'expérience montre, de plus, que ce décroisscment est très lent ; ainsi , dans une expérience de Borda , où il avait lieu sensiblement en progvessioD géométrique , l'amplitude ne se réduisait qu'aux deux tiers environ , après 1800 oscillations. En appliquant l'expression de a. à cet exemple , on aura donc
et, par conséquent,
mais on a
il en résultera donc
(i8oo)»7r*(i — >•) c d'où Ton tire
ou à très peu près >^ = i ; ce qui permet de obliger
la résistance de l'air dans le calcul de la valeur de T.
Ou peut donc admettre que quand les osciUatioBS
sont très petites-^ la résistance de Tair est proportionnelle à la vitesse^ comme nous venons de le supposer ^ et qne cette r&istance n'influe pas sensiblement sur leur durée. Mais lorsque les amplitudes sont un peu considérables^ Tobservation montre qu^elles ne décroissent plus en progression géométrique ; en sorte qu'il devient nécessaire de faire une autre hypothèse sur la loi de la résistance.
i88. Supposons cette force proportionnelle au 'carré de la vitesse ^ et prenons
-k étant une vitesse constante et donnée qui ^ra toujours très grande; en sorte que si l'on fait
(i sera une très petite fraction. A cause de ds=: — ad^ , l'équation (5) deviendra
^ + f 8infl = iA*^.; (4)
^n la multipliant par 2dQ , intégrant et faisant
lacms aurons
|«Mcosfl— ^j = o;
équation linéaire du premier ordre, dont l'idtégrale complète est ..
^J^ 1 ^^( sin 9 — ;> C08 9) ^
c étant la constante arbitraire et e la base des logarithmes népériens. Je la différentîe par rapport à 0,
et je remets ^ au lieu de ^ ; il vient
ce qui est une intégrale première sous forme finie de l'équation (4).
Four déterminer c, je suppose qu'on ait, comme précédemment , ^ crsx) quand 0 =: £(; il en résultera
2/?'(cos ce 4- M sin «) — a«* (i + f^)a
Far conséquent, on aura, à un instant quelconque i
Au point le plus bas, où Ion a ô = o, on aura donc "Â^ = 7+;?l-ï— Ccos£t + /*sma)e H.
pour le carré de la vitesse acquise , laquelle est ivr demment moindre que dans le vide.
En vertu de cette vitesse , le mobile montera sur Tare BA' jusqu'en un point A, , moins élevé que A',
et pour lequel on aura ^ :=:o. Si l'on désigne par ^^
la valeur correspondante de 9 , il en résultera
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( 008 A, — juL sin «. )e^*' = ( cos et + ft sin £( )e""^ j
et si Ton développe les exponentielles suivant les puissances de ^t , et qu'on néglige le carré de cette fraction très petite, on aura
cosa^ — ft(sinch — flft,cosa,)=cosa-+-)tt(sintt — etcosa).
La valeur de ce. que Ton tirera de cette équation , différera très peu de a ; je fais donc a, = a — J" ,et je néglige le carré de J^ et le produit /aS" ; il vient
J'sineL == 2fJL (sin A •-* ttcostt); en sorte que Ton aura
A| = £( ?^ ( sîn a — et cos a ) ,
pour la grandeur de â , abstraction faite du signe , k la fin de la première oscillation.
Ce résultat ne suppose pas les oscillations très petites; mais si elles sont assez petites ponr qu'on puisse négliger la quatrième puissance de a dans cette Valeur de «1 f elle se réduira à
CL """ CL
Parvenu au point A, , le mobile redescendra , et il continuera ainsi à osciller de part et d'autre du point B, jusqu'à ce qrxe les amplitudes de ses oscillations soient devenues sensiblement nulles. Si Ton appelle et. l'amplitude de la seconde demi-oscillation ascendante , il est évident qu'elle se déduira de à, , comme on a déduit ec, de et ; en sorte que Ton aura
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Et de même , si ^3 , «^ , etc. ^ sont les amplitudes successives des autres demi-oscillations ascendantes , on aura
«s = «. — ^ , (3^4 = «s — ^ , etc. ;
ce qui montre qu'elles ne décroîtront plus en progression géométrique , comme dans le cas de la résistance proportionnelle à la vitesse.
1 89. Pour déterminer le temps qui repond à ttn angle 0 , il faudra intégrer la valeur de dt tirée de l'équation (5) ; ce qui sera toujours possible par la méthode des quadratures , quand les valeurs numériques de a, fjL, ^, seront données. Mais dans le cas des petites oscillations, on peut obtenir, en série convergente , la valeur de â en fonction de ^ , et réciproquement.
, Je supposerai toujours la vitesse initiale du mobile égale à zéro ; la valeur de 6 à un instant quelconque, sera une fonction de ^ et a qui devra se réduire à zéro dans le cas de a = o ; je la représenterai donc par
fl = £tô, + a-fl. + a% + etc..;
^1 , .dft f O3 f etc. , étant des coeffîciens indépendaos de a. En substituant cette série dans l'équation (4) y 4éveloppaHt les deux membres suivant les puissances de a, et égalant ensuite les coefBciens des mêmes puissances , on formera une série d'équations différentielles du second ordre, qui serviront à déteruu*
ner les inconnues Ot ^ 6. > 63^^ etc. De plus , pour qu*on
ait 6 = a et 2: = o^ quand ^= o et quel que soit a ,
il faudra que les valeurs initiales de 0.^ 63^ etc.,
^ , -^ , etc. , soient toutes nulles , et que celles de
fl, et -^ soient Tunitë et zéro ; et c'est d'après ces conditions qu'on déterminera les constantes arbitraires qui seront contenues dans les intégrales complètes de cette suite d'équations. De cette manière , on calculera autant de terçies que Ton voudra de la série précédente. Nous bornerons l'approximation au carré de a y et nous négligerons le cube et les puissances supérieures de cette quantité.
Alors, on a simplement
d'^ été, , '' d'é^
— z= et -t- CL — .
dt^ dt- ^^ ///• *
sin fl = ctfl. + a% ,
dê^ . ^.
dt^ — * di^'
et en substituant ces valeurs dans l^équation (4) , et égalant les coefficiens de a et de a* dans ses deux membres, il vient
-dF + â^^— ^f^ -dF'
En intégrant la première de ces deux équations , et déterminant les deux constantes arbitraires , de sorte
qu on ait â, = o et 27 = <> f <iuand ^ = o ^ nous
aurons
fl, = cos t %/^.
U en résultera
M^--Vf=îfO-<^<>"Vf)î
la seconde équation deviendra doxic
in,
d^ et Ton aura
pour son intégrale assujettie aux conditions 6. = o et
^ = o , quand ^ s= o«
Au moyen de ces expressions de 8; et â., celle de 0 devient
9=(--?)-yî+T'+t'- ^'v/!>
a cause de 1^:=: — ^t^ ^^ dMVdi , en même temps j
et ces formules feront connaître la position et la yitesse du mobile à un instant quelconque.
190* Si nous remplaçons^ dans la dernière, sinati/^
par 2sin/ y^ cos t y-f réquatîon (^ =0, qui a lieu à la fin de chaque oscîUatiOQ ^ prendra la forme
(,-Ç + Çcos<v/f)sm<\/f = 0.
L'angle <l étant très petit, le premier factear ne peut être nul ; le second est zéro toutes les fois que
1 1/- est un multiple de ?r. 11 s ensuit donc que Tin--
tervalle. de temps qui s'écoule entre deux vitesses nulles et consécutives, ou la durée. T d'une oscillation entière, est
en sorte que la résistance de l'air, proportionnelle au carré de la vitesse, n'influe aucunement sur cette durée.
Cependant, elle augmente le temps que le mobile emploie à atteindre le point B. En eflet, en le désignant par ^, et faisant 0 =: o , on a
(.-«)«»<' vI+^+î; co. ,^ /f = ,.
La plus petite valeur de t' y- qui satisfasse à cette équation diffère très peu de -^ ^r ; soit donc
en négligeant le carré de cT et le produit aj", on aura»
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et^ par conséquent^
La résistance de Fair augmente donc la durée de la première demi-oscillation descendante , dans le rapport de I + ô~ ^ l'unité; et puisqu'elle n'influe pas
sur la durée de l'oscillation entière, il faut qu elle diminue^ dar» le même rapport, la durée de la demioscillation .ascendante.
En subslijtuaBt cette valeur de i dans celle de i^|. et négligeant le cube de (ty il vient
d^où Ton conclut que la vitesse acquise au point le plus bas est diminuée par la résistance de Fair , dans
le rapport de i — y à l'unité.
Si l'on désigne par — «; la valeur de ^ qui a lieu à la fin de la première o^îUation entière y et qui ré*
pond à i i/- = ^ , on aura
comme précédemment.
Ces differens résultats sont indépendans de la grandeur du coefEcient ft de la résistance, et supposent seulement l'angle et très petit ; ils conviennent également au mouvement du pendule dans un fluide aériforme et dans un liquide, pourvu que le coefficient
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/A soit déterminé pour chaque milieu en particu-lier. Dans le cas de a très petit, il est inutile d'examiner rhjpothèse d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puissance supérieure de la vitesse ; car il n'en pourrait résulter, dans les valeurs de ft et V, que des termes dépendans des puissances de a supérieures au carré , que l'on a regardés comme négligeables dans les calculs précédens. En rapprochant ce qu'on vient de trouver de ce qui a été dit dans le n® 187, on en conclut donc que la résistance de Taîr n'influe pas sur la durée des très petites oscillations du pendule, pour lesquelles on néglige la correction relative à la grandeur de l'amplitude (n"" 184)* Quand on tient compte de cette correction , la résistance a une petite influence, à cause qu'elle fait varier les amplitudes pendant la durée du mouvement.
191. Il ne suit pas de là que la durée des oscillations d'un corps pesant, quelque petite qu'on la suppose , soit la même dans l'air que dans le vide ; car ce fluide , par la pression qu'il exercé sur le mobile y. augmente cette durée en diminuant la pesanteur. D'abord, on sait par l'expérience, et nous démontrerons dans V Hydrostatique^ qu'un corps; eu. repoli,, plongé dans un- fl^idcj y. perd i:^ne partie de son poids, égale au poids du fluide dont il occupe la place. Ainsi, P étant lé pôîds de cé*1c6rps dans'Ié vide, P' son poids dans l'air, FI le poids d'un vbluriie d'air égal à celni ùxx corps , on a
En appelant f le rapport de la deqsité de l'air à celle
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dtt corps, g la gravité dans le vide, g' ce que cette force
devient dans l'air, et m la masse da corps, on a aussi
on aura donc
Or, si Ton désigne par T et T' les durées des petites oscillations d'un même pendule qui répondent aux deux forces accélératrices g et g', on aura
et, par conséquent,
v^Tz:
Soit aussi a' la longueur du pendule soumis à la gravile g', qui fait ses oscillations dans le méoie temps que le pendule soumis k la gravité g et dont la loo-* gueur est n ; il faudra qu'on ait
\/l = Vh
d'ôtifon tire
a = fl(i — f).
Doqc^ par l^seul^ considération de la perte de poiib à Tétat^de repos, la durée des oscillations dans Tair se trouve augmentée dans le rapport de ruoité à
V/7"— 7 pour un même pendule, et la longueur du pendule simple se trouve diminuée dans le rapport de i — p à Tunitë pour une même durée.
De plus, M. Bessel a fait voir, par l'expérience , que la perte de poids qu'un même corps éprouve dans l'air n'est pas la méme^ quand il est en repos et lorsqu'il a un mouvement oscillatoire. Elle augmente dans le second cas; et il en résulte qu'il faut^ dans les formules précédentes^ multiplier p par un fac-r teur f plus gi*and que l'unité , et dépendant de la forme du mobile. Je suis parvenu à ce même résultat dans un Mémoire sur les Mouvemens simultanés dun pendule et de Vair environnant (*) ; et , d'après mon analyse, on ay=| quand le pendule consiste, comme celui de Borda , en une sphère suçpendue à l'extrémité d'un fil très mince, dont la longueur est très considérable par rapport au diamètre de cettç sphère; en sorte qu'alors il faut augmenter de moitié la correction relative à la densité de l'air^ que l'on faisait subir, avant l'observation de M. Bessel, à la durée des petites oscillations et à la longueur du pendule simple. Dans tous les cas, le coefficient y est toujours indépendant de la densité du pendule, ainsi que de la densité et de la nature du fluide dans le-* quel il oscille, de manière qu'on peut toujours le déterminer par l'expérience, en comparant les durées des oscillations de deux pendules de même forme et de densités différentes, dans un même fluide, ou bien d'un même pendule dans deux fluides difierenS;^ tels que l'air et leau, par exemple.
192. Maintenant, soit n le nombre des oscillations infiniment petites qu'un pendule quelconque
i*) 3Unwires d^ VAcadémip des Sciences, tome XI.
ferait dans le vide pendant un temps donné r. Pour déduire ce nombre , par la règle du n* 184» de celui des oscillations très petites qui est donné par l'observation , et afin d'avoir égard à la variation des amplitudes pendant ce temps r , on a coutume de prendre pour l'angle a la moyenne des amplitudes extrêmes qui sont aussi données par l'observation. Cela étant y la durée T d'une oscillation infiniment petite de ce pendule sera
et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure du temps r aura d'autant moins d'influence sur cette valeur de T, que le nombre n sera plus considérable. D'après la forme et les dimensions du corps oscillant^ on déterminera^ par la formule qui sera donnée dans un autre chapitre^ la longueur du pendule simple , dont le mouvement est le même que celui de ce corps; on réduira cette longueur, comme on vient de l'expliquer tout à l'heure, à ce qu'elle serait dans le vide ; et si ou la désigne par a après cette réduction, et qu'on représente par g la gravité dans le vide, on aura
d'où Ton tire
C'est au moyen de cette formule que l'on détermine avec une extrême précision , en chaque lieu
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dehferre, la mesure delà pesanteur, ou laTitesse g que les ooqps pesaos acquièrent en tombant vertica-> lement dans le vide» pendant une unité de temps* D*après rexperioice frite par Bcnda , à lX)bsenrataire de Paris, aTec un pendule d'environ 2 mètres de longoenr, on a
en prenant la seconde pour unité; et Ton en cou-*
dut
en ce lieu de la ferre, c*est-4-direy à une latitude de 48*5o'i4".
M. Bessel ayant fait osciller successivement des corps de tontes sortes de matières , tels que des métaux, de l'ivoire, du marbre, des pierres météoriques, etc., a constamment trouvé des valeurs de g sensiblement égales; les plus grandes difiërences, de part et d autre de la valeur moyenne, s'élevant k prine à un cent-millième de cette valeur, et pouvant être attribuées aux erreurs inévitables de lobservation. U ne peut donc rester aucun doute sur la par&ite égalité de lattraction exercée par la terre sur tous les corps , quelle qu'en soit la nature , qui sont situ& en un même lieu de sa sur&ce ; car cette ^pJité résulte de celle des valeurs de la pesanteur g, puisque cette force est l'excès de Tattraction terrestre sur la composante verticale de la foree centrifuge, commune à tons ces corps.
195. En considérant la surface de la terre comme le prolongement du niveau des mers en équilibre.
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a Paris y sur le mouvement diurne de la terre ^ et transportée ensuite à Véquateur ^ retardera sur ce mouvement. En appelant n et V les nombres des oscillations de son pendule en un jour sidéral dans ces deux lieux de la terre ^ on aura
oa a/ I * / I — o,oo2588
w= 86164 > n'=zn\/ — ; gQQ • / « / ^ Q«x >
^ ' V I + Oy0025oo sm (7* 40 20^) '
et^ par conséquent^
en sorte que le retard sera d'environ 127 secondes en 2^ heures. C'est l'observation de ce retard qui a rois en évidence , pour la première fois , la variation de la pesanteur à la surface de la terre.
§ II. Mous^ement sur la cjcloïde.
194* Soit ABC (fig. 46) la trajectoire d'un point matériel pesant, dont le plan est vertical. Supposons que ce mobile parte du point quelconque D, sans vitesse initiale y et qu'il soit en M au bout du temps t ; des points D et M abaissons des perpendiculaires DE et MP sur la verticale passant par le point B, qui est le plus bas de la courbe; en faisant EP = 2y et désignant par i^ la vitesse acquise au point M^ et par g la gravité, nous aurons (n* 169)
si Ton suppose que la pesanteur soit la seule force qui agisse sur le mobile. Soit aussi s Tare BM; comme il décroit quand le temps augmente^ on aura
ds
et si Ton fait
EB = A, PB = a: = A — z,
il en résultera
quelle que soit la courbe donnée.
Cette courbe étante par hypothèse, une cycloïdc, on aura (n* 75)
en désignant par a le diamètre BF de son cercle générateur. On aura donc
dx
et, en intégrant,
nx — h
arc
cos = —^) :
on n'ajoute pas de constante arbitraire, afin qu'on ait i= 0 à l'origine du mouvement, ou quand x= h. Si Ton appelle t' le temps que le mobile emploie h atteindre le point B qui répond à a: = o, on aura
t' \/— = arc (cos = — i) = ^,
et, par conséquent,
V 2ff
Ce temps est, comme on voit, indépendant de la hauteur h du point de départ D du mobile, au-dessus du point le plus bas B; en sorte que cette propriété, qui a lieu par approximation dans toutes les courbes pour une hauteur h très petite , est rigoureusement vraie dans la cycloïde, quelle que soit cette hauteur, toujours moindre que a ou BF. Il en résulte que tous les mobiles , partis en même temps de différens points de la cycloïde, arriveront en même temps à son point le plus bas.
On aura Try — pour le temps d'une oscillation entière de part et d'autre du point B; or, on voit que ce temps est celui des oscillations très petites du pendule dont la longueur aa est le rayon de courbure de la cycloïde en ce point (n** 73); ce qui s'accorde avec le résultat du n* i85, relatif «H la durée des petites oscillations sur une courbe quelconque, laquelle durée est la même , dans le cas de la cycloïde , que celles des oscillations d'une amplitude quelconque.
igS. Le temps que le mobile emploie à parcourir lare DB de la cycloïde est encore indépendant de la longueur de cet arc, quand le mouvement a lieu dans un n^ilieu résistant , et que la résistance est supposée proportionnelle à la premièi*e puissance de la vitesse.
En eflet, représentons cette force par ^ , comme dans le n* 186; la composante de la pesanteur soi-
vaut la tangente MT est g-j-f en observant que ^
est le cosinus de l'angle TMN que fait cette droite
avec la verticale MN ; la force qui agit au point M , et qui tend a diminuer lare BM ou s, sera donc la
différence g^ gj; par conséquent, on aura pour
l'équation du mouvement
dt*
/dx
\x, ce qui
est la même chose ,
dt na
cause de
df dx " dï' dJ
Je suppose quà l'origine dii mouvement, ou quand ^ = 0, la vitesse V soit nulle, et qu'on ait ^=:a; en déterminant les deux constantes arbitraires d'après ces conditions , et faisant , pour abréger ,
l'intégrale de I équation précédente sera (n" i86)
Si donc on appelle t' le temps qui répond au point B ou à ^= o, on aura
équatioa d'où l'on tirera une valeur de € indépendante de a; ce qu'il s'agissait de trouver.
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Si la résistance est très petite , ou ]a vitesse k très grande , on aura yz=z i , a très peu près; et l'équation précédente donnera
ce qui montre que le temps t' est un peu augmenté par cette résistance.
196. Prolongeons la droite BF jusqu'en 0, d'une quantité égale à BF ; ce point 0 sera }e centre de la cycloïde au point B ; et si l'on trace les deux demicycloïdes OA et OC , tangentes aux droites OB et AC, et ayant OF pour diamètre de leur cercle générateur , OA sera la développante de AB , et OC celle de BC (n** 72); par conséquent , un fil d'une longueur constante OB ou 2a , attaché au point 0, et qui s'enveloppera successivement sur les deux courbes OA et OC , tracera par son autre extrémité la cycloïde ABC.
Cela fournit un moyen de construire un pendule cycloïdal. Pour cela^ supposons que les courbes OA et OC soient tracées en relief , et que OB soit un fil inextensible et parfaitement flexible, attaché au point fixe 0 ; attachons aussi un corps pesant à son autre extrémité B , puis écartons ce fil de la position verticale , de sorte qu'il s'enveloppe , en tout ou en partie , sur l'une des courbes OA et OC , et que sa partie non enveloppée soit une droite tangente à cette courbe : en abandonnant ensuite le mobile à lui-même, l'extrémité inférieure du fil décrira la courbe ABC; let, d'api^ le n^ 194, la durée' des
oscillations de ce pendule , dans le vide , sera rigou-reusementy et constamment indépendante de leur amplitude. Mais ce moyen ne serait susceptible d'aucune précision dans la pratique; et, d'ailleurs, Fisochronisme des grandes oscillations n'aurait plus lieu dans l'air y la résistance de ce fluide n'étant point alors proportionnelle à la srmple vitesse.
197. On appelle tautochrone toute courbe sur laquelle un point matériel pesant parvient toujours dans un même temps au point le plus bas , quel que soit le point de cette courbe d'où il est parti. Ainsi , dans le vide, la cycloide est une courbe tautochrone ; et y de plus y on va voir qu'elle est- aloips la seule courbe de cette espèce.
Si l'on appelle t'. le temps que le mobile emploie à aller , sans vitesse initiale , du point D au point le plus bas B , sur une courbe quelconque ÂDB , la
valeur de tf^^,, sera donnée par l'intégrale de la formule (1), prise depuis j:r = A jusqu'à x=o, ou , ce qui est la même chose, depuis\r=:o jusqu'à x=hf en changeant le signe de cette fbrmule; on aura donc
et pour trouver la courbe tautochrone y il s'agit de déterminer s en fonction de x^ de manière que cette
v^eur de € \/^g soit indépendante de h.
Or , je suppose cette fonction inconnue développée suivant les puissances ascendantes de ^ 1 de sor te qu'on ait
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s := Ax* + Rr^ -f" ^^ + €tc.;
AfB, C, etc., a, ^, 7,etc.,étaiitclescoefl[icieDsetde5 exposans indétemrincs. G)mme Tabscisse x et Tare s ont leur origine au même point B , on deyra ayôir en même temps x = o et^ = o; il faut donc que tous les exposans (t,€, y, etc., soient positifs , et qu'aucun d eux ne soit zéro. On voit aussi, à priori^ que le plus petit d entre eux devra être moindre que Tunité ; car le point B étant, par hypothèse ^ le jJos Las de la courbe demandée, la tangente y est horizontale ou perpendiculaire h. Taxe des j: ; ce qui exige
qu'on ait j- = oo , quand jrc=o«
En prenant la différentielle de cette série, et la 5ttibstituant à la place de ds dans là formule précédente , il vient
'y/-s^4o Vkt.'^^Jo Ts+'^io -jT^-Htc.
Je fais octs^hx' et dx = hdjc'; les limites des intégrales relatives à cette nouvelle variable a:' seront zéro et Tunité ; on aura, par exemple,
et rï nous faisons , pour abréger ,
r.x'^'-'djif _ p af^-: dx' _ ^,
etc. ,
il en résultera
11 est important d'observer qu'aucune de ces intégrales A', B', C, etc., ne peut être nulle; car les valeurs des différentielles dont elles sont les sommes (n^ 1 3) ne changent pas de signe entre les limites des intégrations : ces valeurs sont toutes positives, et par conséquent aussi celles des intégrales»
Maintenant, il est évident que la valeur de € ne peut être indépendante de â, à moins que tous les termes de la série précédente ne soient nuls, excepté celui dans lequel l'exposant de h est zéro, ou qui
répond à un des exposans et , ^ , ^, etc. , égal à -. Supposons que ce terme soit le premier, ou qu'on
ait a = -. Four que le second terme disparaisse , il
faudra que le produit fBB' soit nul; ce qui exige que B soit zéro , puisque f et K ne le sont pas* On verra de même que les autres coefBciens C, D , etc. , sont aussi égaux à zéro; de sorte que Téquation de la tautochrone se réduit à celle-ci :
s = Ax * , ou s* = A^x,
qui appartient à une cycloïde, doiit la base est horizontale et dont le sommet est au point B que le mobile atteint toujours dans le même temps.
En désignant par a le diamètre du cercle générateur, on aura A* = 4^ , et par conséquent
A cause de a = i, on a d'ailleurs
on aura donc
comme dans le n* 194-
198. C'est encore la cycloïde que Ton trouve quand on cherche la brachjrstochrone dans le vide, c'est-àdire, la courbe AMB (fig, 47) qu'un point matériel pesant doit suivre pour aller dans le temps le plus court, sans vitesse initiale , du point donné Â au point B aussi donné.
Pour déterminer cette courbe, soient x^jr^ z, les trois coordonnées rectangulaires du point M où se trouve le mobile au bout du temps t; soit aussi s l'arc AM qu'il a parcouru. En supposant que l'axe des X soit vertical et dirigé dans le sens de la pesanteuTi et désignant par et la valeur de x au point A, la vi-
ds
tesse -j , acquise en M , sera la vitesse due à la hauteur X — a; en représentant la gravité par g, on aura donc
et en faisant , pour abréger.
de sorte qu'on ait dss= udx, il en résultera
Donc, en appelant € la valeur de x au point B, et/'
le temps qae le mobile emploiera à aller du point A âu point B , nous aurons
Ainsi, il s'agira de déterminer la courbe pour laquelle cette intégrale est un minimum; mais, pour plus de généralité, je considérerai l'intégrale
U = / \udx ,
dans laquelle X est une fonction donnée de a:; ce qui nous servira , par la suite , a résoudre un autre problème du même genre : dans celui dont il s'agit
maintenant, on prendra Çx — a)" •" pour X.
199. D&ignons par i une quantité constante et infiniment petite, et par Jy- et J'z deux fonctions arbitraires de X, assujetties seulement à la condition d'être nulles pour a? = ee et pour x = €, et de ne pas devenir infinies pour les valeurs intermédiaires de X. Soient U' et uf ce que deviennent U et i^ lorsqu'on j met jr+ ij^jr et z-{- ij'z à la place de^ et z, de sorte qu'on ait
intégrale qui répondra à une autre courbe AM'B, passant, comme la courbe demandée AMB, par les points A et B, et s'écartant infiniment peu de celle-ci. Nous aurons aussi
U' — U = //X(fi' — u)fia:;
et, d'après la propriëtc de la courbe AMB, il faudra que cette différence U' — U soit positive, quelles que soient les valeurs de J^eié^z, et quelque signe qu on donne à i. Or, en développant la différence u^ — u suivant les puissances de if et désignant par ij'u le pi'emicr terme de son développement, le premier
terme de celui de U' — U sera 1 f TLi'udxi d'où Ton conclut qu'on devra avoir
ILJ'udx = o, (a)
sans quoi la différence U'— ^ U changerait de signe eu même temps que L «
Cette condition est commune au minimum et au maximum de 11. Quand elle sera remplie, la différence U' — U sera , en général , infiniment petite du second ordre ; elle aura le même signe que le coefficient de i* dans son développement; par conséquent, il y aura maximum ou minimum^ selon que ce coefficient sera négatif ou positif. Mais, comme il est évident que le temps t' n'est pas susceptible d'un maximum, ce coefficient sera certainement positif dans le problème de la brackjstochrone , et il suffira de satisfaire à la condition exprimée par l'équation (a).
La quantité i^u n'est autre chose que la différentielle de u , prise par rapport h jr et z, et dans kquelle leurs accroissemens sont représentés par i^f et îJ^z; En supprimant le facteur i, commun à ùh et à sa valeur, on aura donc
"^^ u dt djc '*^ u ^ dx '
en sorte qae l'équation (a) deviendra
/•ex dydiy , , r^ X dt dit .
J.Zdi-di^-^J, ûdi-d^^-''-
Mais en intégrant par partie, et observant que les quantité jy et ^z sont nulles, par hypothèse, aux deax limites x = a et x = f , on a
\u di dx
J'zdx;
ce qui change l'équation précédente en celle-ci :
dx
jy
Or, jy et J'z étant des fonctions arbitraires de x, cette intégrale ne peut être nulle, a moins que la cpiantité comprise sous le signe / ne le soit ellemême; par conséquent, on aura
\u dxj ^ , \M dxj ^ ,,.
200. Si la courbe demandée AMB et la courbe quelconque AM'fi doivent être tracées sur une surfiice donnée dont Téquation soit L :=: o , il faudra que les valeurs de j^ et z en fonctions de or, qu'il s'agit de déterminer^ et ces valeurs augmentées de iiy et iSz^ satisfassent successivement à cette équation ; d'où l'on
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conclut
au moyen de quoi Ton éliminera , de Téquation (&), l'une des deu^ quantités S'y et i'z : Fautre s'en ira en même temps , et Ton aura
</L \u dx) dL \u dxj ___
dz dx dy dx """
Cette dernière équation et L = o seront , dans ce cas I les deux équations de la courbe demandée , et pourront servir, par exemple , à déterminer la courbe de la plus vite descente sur une surface donnée.
Si, au contraire, le minimum de U doit avoir lien entre toutes les courbes qui aboutissent aux points A et B , et ne sont assujetties à se trouver sur aucune surface particulière, les quantités Sjr et S'z seront arbitraires et indépendantes entre elles. Il faudra donc que leurs coefficiens soient séparément nuls dans réquation (£), qui se décomposera ainsi en deux autres , savoir :
\u dx) \u dr,
dx ^ dx '
c'est ce cas que nous nous bornerons à considérer.
En intégrant et désignant par a et af les deux constantes arbitraires, nous aurons
X dr X dz f .V
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et y par conséquent ,
ai- — a -y z=: o.
dx dx
Intégrant de nouveau, et désignant par ^ une troisième constante arbitraire , i] vient
a' y — az = y;
ce qui montre que la courbe demandée sera plane et cmnprifle dans un plan perpendiculaire k celui des jr tt z* Pour simplifier, je prends le plan de cette courbe pour celui des jcetjr; on aura alors
et Ton aura seulement à considérer la première ëqomtion (c), qui deviendra
Xify = a \/dx^ + dy^ ; d'où Ton déduit
Il ne restera donc plus qu a intégrer cette formule, ce qui dépendra de la forme de la fonction X, et ensuite à déterminer a et la nouvelle constante arbitraire, introduite par cette intégration, d'après la condition que la courbe demandée passe par les deux points donnés A et B.
aoi. Avant d*aller plus loin, soit c une constante quelconque, et supposons qu'on mette X-f-^ à la place de X dans les formules précédentes. L'iuté-
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grale U devieudra
et la valeur de y y qui la rend un mininuun, sera donnée par Téquation
Qr /celte somme d'intégrales que U représente étant uû pùnimunij en considérant toutes les courbes qui aboutissent a^x points A et B, il est évident que la première intégrale
rxv/.+g<fc
sera un minimum, en considérant seulement, paraii toutes ces courbes, celles qui répondent à une même valeur de la seconde intégrale.
Cette remarque fort simple permet d'étendre immédiatement aux problèmes de maximum ou de mi" nimum relatif, les solutions des problèmes de maxh m^an ou die minimum absolu; nous en verrons une application par la suite.
Comme ici la seiçpade intégrale contenue dan^ U est la lopgueqr de la courbe cherchée, il s ensuit que réquation (e) servira à déterminer, entre toutes les courbes 4'égale longueur, ou isopérimètres , celle qui répond au minimum ou au maximum de la première intégrale. En appelant l la longueur donnée et commune à toutes les courbes , on aura
condition à laquelle on satisfera au moyen de la constante indéterminée c, qu*on a introduite dans la formule (e).
202. Appliquons actuellement la formule (d) h, la courbe de la plus vite descente.
A cause de
on aura alors
V/a (X — tf) — (X — a)* '
en mettant — =. à la place de a. Or, cette équatipn
difiërentielle est celle d'une cycloïde (n* 72 ) dont la base est horizontale et passe par le point de départ A du mobile y et dont le cercle générateur a a pour diamètre; ce qu'il s'agissait de trouver.
En intégrant, on a
^--^'=^« arc(cos=^=^^=i^)— V'^Cx-a^ - {x—aY;
ai étant la constante arbitraire qui représente la valeur de y correspondante à or = a. Si Ton désigne par C celle qui répond à xzn&y on aura
&^^ arc(cos=?=^)-V'«C^-«) _ {i-df.
Les coordonnées a et ai^ € et C, des points A et B, sont données ; cette dernière équation déterminera la constante a; et la valeur précédente de jr ne renfermera plus rien d'inconnu.
Au moyen de la valeur de djr, on a
on aura donc (n^ 198)
^ ^ r^ V adx
' ^ J« V/a(a: — «) — (x — rt)*'
et ^ par conséquent ,
- /a / a — 2C4- 2a\ «' = V/5^-»'^ (cos =: ) ,
pour le temps le plus court que le mobile poisse employer à passer du jpoint A au point B.
Si ces deux points sont situes dans une même verticale , on aura Q! = a!\ condition à laquelle on satisfera en prenant a = 00 ; car on a
arc
f cos= J=arcf sin= ^ — i 1.];
et, dans le cas de a =00 , cet arc peut être remplacé par son sinus, ce qui réduit à zéro la yxdeur précédente de ÇJ -^ a'. En même temps, la valeur de /se réduit à ee' ; en sorte que le mobile ne s'écartera pas de la direction verticale* La valeur de i deviendra aussi
^/_ /^ 2t/fl(C— g)— (g— «)» _ |/2(C-a) V 2^* a g ^
ce qui est effectivement le temps qu'il doit employer à parcourir la hauteur Q — a, du point A au-dessus du point B.
La détermination de la ligne de la plus vite des-
cente étant tm problème de pure curiosité ^ je me sois borné à en considérer le cas le plus simple , ce<* lui où le mouyement a lieu dans le vide, et où les points extrêmes sont donnés. Si ces points A et B ne sont pas fixes et donnés, mais qu'ils soient seulement assujettis à se trouver sur des courbes données DÂE et FBG, ou sur des surfaces aussi données, la bradiystochrone , dans le vide, sera encore une cjcloïde, et, d après les règles du calcul des variations, on pourra déterminer, dans tous les cas, les coordonnées de ces deux points. Dans un milieu résistant , cette ligne sera une autre courbe, dont on obtient , par les règles de ce calcul, Téquation différentielle, dépendante de la loi de la résistance par rapport à la vitesse du mobile. Pour tout ce qui concerne le calcol des variations, je renverrai au Mémoire sur ce sujet, que j'ai inséré dans le XII* volume de TAca-p demie des Sciences.
§ III. Mouwment sur une surface donnée,
ao3. Pour donner un exemple du mouvement d*un point matériel sur une surface donnée , je reprends le pendule simple du n"* 179; mais je suppose qu'après Favoir écarté de la verticale CB (fig. 45), et ravoir transporté en CA, on lui imprime une vitesse qui ne soit pas dirigée dans le plan veilical ACB. Le pendule sortira alors de ce plan , et le point matériel qui le termine se mouvra sur la surface d^une sphère décrite du point C comme centre, avec un rayon égal à la longueur a de ce pendule. La
percussion qui sera exercée sur ce mobile, à rorigioe du mouyement, se décomposera en deux forces, ]'uDe dirigée suivant AC ou suivant son prolongement, qui sera détruite par la résistance du point fixe C, lautre perpendiculaire à AC, qui produira la vitesse initiale du pendule, que je repr^nterai par k. Je supposerai que le mouvement a lien dans le vide; en sorte que la gravité soit la seule force accélératrice donnée qui agisse sur le mobile.
Cela posé, au bout du temps ^, soit CM la position du pendule ; et désignons par x^jr^z^ les coordonnées rectangulaires du point M. Soient aussi m la masse du mobile, et mN la tension inconnue da fil CM, dirigée suivant son prolongement. En prenant le point C pour l'origine des coordonnées x, /, z, les composantes de la force accélératrice N suivant leurs prolongemens seront
Or, si Ton applique au mobile une force égale et contraire à N , on pourra ensuite le considérer comme entièrement libre, et faire abstraction du fil CM; donc en supposant l'axe des z positives, vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, les troîS équations du mouvement seront
qui s'accordent avec les équations (3) du n® i5i. On les réduira à deux par réllmination de Tinconnue N; et en j joignant 1 équation de la sphère, savoir,
on aura les trois équations qui devront servir à déterminer oCfjTy z, en fonctions de t.
ao4* J'ajoute les équations (i), après les avoir multipliées par ûc, j", z; il vient
^ H- JN^ — gz s=z o.
En differentiant Téquation de la sphère, une première fois, on a
jcdjo + j'djr -f- zdz = o , (3)
et j une seconde fois,
xd^jc + jrdy + zd^z =z — dx^ — rfy* — dz^.
Si donc on représente par v la vitesse du mobile au bout du temps i, de sorte qu'on ait
dx*+ 4r*+ àz^
dl
il en résultera
de la force centrifuge — et de la composante ^^
et, en effet, la tension tisN doit être la somme
du poids du mobile suivant le prolongement du rayon CM.
J'ajoute aussi les équations (i), après les avoir multipliées par dx , djr^ dz ; Tinconnue N disparaît en vertu de 1 équation (2), et Ton a
dxd^x -f- dfd^r + dzdH .
de = fi^^-
En intégrant et désignant par h la constante arUtraire, on aura donc
— ^^— = 2gZ + b. (5)
La valeur initiale du premier membre est ^; par conséquent, si Ton désigne par y celle de z, on aura
et, à un instant quelconque ,
ce que nous savions déjà*
Enfin, je multiplie la seconde équation (i) par x, et j'en retranche la première, multipliée par jr;Ot qui donne
dW d*x
di* ^ di^ '
donc , en intégrant et désignant par c la constante arbitraire, nous aurons
xdy — ydoc = cdi. (4)
De cette manière, la solution du problème ne dé' pend plus que des trois équations différentielles (3)1 (5) , (4), qui sont du premier ordre , et dont la pre-
mière a déjà pour intégrale l'équation de la sphère. On peut séparer les Yarlables, et réduire la question aux quadratures par le calcul suiyant.
3o5* L'équation (2.) donne
xdx + jrdjr = — zdz;
en élevant au carré ses deux membres et ceux de l'équation (4)» et ajoutant ensuite les équations résultantes, il vient
Je mets a* — z* au lieu de a^ +^, et j'élimine d^ + djr* au moyen de l'équation (5) ; il en résulte
(«• — z») [(2gz 4- A) rf/* — ck*] = z»d!z* + c»i/i* ; d'où l'on tire
dt = , ^ (5)
Désignons par r le rajon vecteur de la projection du mobile sur le plan horizontal des x et jr, et par 4 Tangle que fait ce rayon avec l'axe des x; nous aurons
a: = rcos4, ^^rsin^j,, xdj — jrdx=^J^d'^} a cause de r^ = a^ — z*, l'équation (4) deviendra
(a* — z»)û?>|/ = cdûi i
et en y mettant pour dt sa valeur précédente, on
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en déduira
rf4 = , "^ (6)
Les intégrales de ces expressions de tlt et d'^ feront connaître les expressions de ^ et %]/ en fonctions de z; elles se réduiront toujours aux fonctions elliptiques^ et ne pourront s'obtenir sous forme finie que <|uand la quantité du troisième degré par rapport à z, renfermée sous le radical , aura un facteur double. La valeur de %|/ et Téquation de la sphère détermineront la trajectoire du mobile; la valeur de t en fonction de z, ou de z en fonction de ^, fera ensuite Qpnoaltre la position du mobile, à chaque instant ^ sur cette courbe.
La constante b est connue d'après les valeurs données de Ar et y. On déterminera lès constantes arbitraires qui seront introduites par les intégrations dedi et d'^ , d'après les conditions ^ = o et \[/ = o, quand z s^ y, dont la seconde suppose qu'on place l'axe des a: dans le plan vertical ACB, d'où part le pendule* U ne restera donc que la constante c à déter- '^ miner. Or, la vitesse i^ du mobile étant perpendicalaire au rayon CM de .la sphère sur laquelle il se meut y si on la décompose en deux, l'une perpendiculaire au plan vertical MCB, et l'autre comprise dans ce plan , la première composante sera la vitesse de \a projection horizontale du mobile , perpendicolàire à son rayon vecteur r; en la désignant par u, on aura donc (n* i56)
ou bien , en vertu de Féquation (4) ,
donc, si l'on appelle € Tdngle que la vitesse initiale k fait avec la perpendiculaire au plan ÂCB, de sorte qu'on ait uz=zk cos é à l'origine du mouYeraent , il en résultera
c = ^ \/û* — y^ cos 6.
Lorsque la vitesse k sera nulle, on aura c=:o, &'=— -:2g7, et, par conséquent,
^^ _. odz
ce qui coïncide avec la valeur de dt du a"* i85, en observant que a — jz et ^ — y sont ce qu'on a appelé nx et aQ dans cette valeur.
2o6« Considérons spécialement le cas où le pendule a été très peu écarté de la verticale CB, et a reçu une très petite vitesse initiale. Supposons cette vitesse horizontale, et,, par conséquent, perpendiculaire au plan ACB, de sorte qu'on ait € = 0. Désignons par Cune fraction très petite, et faisons
A = è \Jgâ.
Soient aussi tf et 6 les angles ACB et MCB; en négligeant leurs quatrièmes puissances, on aura
6= — ^ga + ga (a^ + ^•) , c* ss: ga^a^S* ;
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et les formules (5) et (6) deviendront
L'angle 4 ^^^^ connaître la position du plan ver-^ tical MCB^ dans lequel le pendule se trouve à chaque instant; il pourra croître indéfiniment. L'angle 6 déterminera, aussi à chaque instant, la position du pendule dans ce plan variable; on le regardera comme une quantité positive , et les positions dû pendule 9 également éloignées des deàx côtés de la verticale CB, répondront à un même angle 8 et à des valeurs de 4 ^^^ différeront entre elles de i8o%
D*après la valeur ^^ -jif tirée de la première équation (à), on voit que Tangle 6 sera toujours compris entre a et C* Si Ton a ^ = tf , on aura constamment 0 = £Ê ; en divisant les équations (à) Tune par l'autre, on a y dans tous les cas,
dans le cas de Ô = tf ::= ^, on aura donc
par conséquent, le pendule décrira alors uniformément un cône droit à base circulaire, et le temps
d'une révolution entière sera 27r \ - $ c est-à-dire,
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le même <}ue celai d'une double oscillation dans le plan yertical ÂCB. Ainsi , deux pendules de même longueur a , qui partiraient ensemble de la même droite CA , l'un sans vitesse initiale et l'autre avec une vitesse perpendiculaire au plan ACB et égale à a \^ga p reviendraient ensemble à cette droite CA. ^107. On peut écrire la valeur dt sous la forme :
Je fais, pour simplifier.
le radical devient ± (et* — ff*) v/i — a:* ; et il en résulte
•^ \ la dx
^' = =^ â Vi 7r=P-
A cause de d = «( et a: = i , quand ^ = o, on tire de là
^=± i ^1 arc(cos = x),
et, réciproquement y
X = cos ut \/-.
On aura donc « à un instant quelconque,
ce qui montre que le pendule fera dans le plan variable MCB, des oscillations isochrones dont les ex-
trémites repondront àQ=:aet6 = ^,et dont la du*
rëesera- ^ y-f ou moitié d'une oscillation dans
le plan fixe ACB.
Je substitue cette valeur de 6* dans l'équation (6) ; en observant que
cos af y/| = cosV y^ — sîn*^ t/^ , il en résulte
rf+=\/i ^ :
a* cosH i/2 + ff* gin»/ i/?
et^ a cause de 'vlr = o quand t = o^ on en conclnt
a tang •>!.=: ff tang t r/^.
Cela étant , le mouvement du plan MCB ne sera plus uniforme comme dans le cas de a = ^ ; mais on voit que ce plan effectuera successivement les quatre quarts de sa révolution entière , dans des temps égaux entre
eux et au temps "'tfk/ - ^ pendant lequel le pendule
fait une oscillation dans ce plan variable. On tire de cette dernière équation
«•cos» i v/cos* 4 = jz -=,
ff» sin* / \ A sm» 4 s= -p ^ — ;
«• C08* / l/5 + ff' 8in> I l/^
on a aussi
a:* = ( a* — z* ) cos* 4 = «* 6* cos^ %[/ , ^ = (fl* — z*)sm*4 = û*ô*sin»4,
d'après la yalear approchée de z ; donc , à cause de
fl* = a* cos» t ^/f + f* sîa» t ^/f • nous aurons
ar* = a^et^ cos* 4 > ^* = ^*^* sin* 4 > et, par conséquent ,
ce qui fait voir que la trajectoire de la projection du mobile sur le plan horizontal passant par le point G, est une ellipse qui a son centre en ce point, et Tun de ses axes dans le plan ACB , d'où part le pendule ayec une vitesse perpendiculaire à ce plan.
CHAPITRE VI
EXEMPLES DU MOUVEHENT D'UN MOBILE ENTlèBEHElIT
USEE*
§ I*". Mouvement des projectiles,
2o8. Dans ce paragraphe, nous nous occaperons particulièrement des projectiles de rartillerie, qui sont lancés avec de grandes vitesses , et soamis à la pesanteur et à la résistance de lair.
Faisons d'abord abstraction de cette résistance , et considérons un point matériel pesant qui part da point 0 (. fig. /fi ), avec une vitesse a dirigée suivant la droite OÂ. Il est évident que le mobile ne sortira pas du plan vertical passant par cette droite. Soit OMD sa trajectoire dans ce plan ^ laquelle sera tangente à OA. Dans ce même plan , menons deux axes Ox et Ojr f le premier horisontal , et le second vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur. Prenons ces axes pour ceux des coordonnées; au bout du temps quelconque t^ soit M la position du mobile, X son abscisse OP, et jr son ordonnée PM • Désignons par g la gravité. Enfin , appelons alangle aigu AOx que fait la vitesse initiale a avec Taxe 0:r , de sorte que ses composantes soient a cos a suivant cet axe;
et a sîu et suivant Taxe Oj" : Fangle et serait négatif, si la droite OÂ était située au-dessous de Ox.
D après ce qu'on a vu dans le n^ 148 ^ les tnouvemens des projections du mobile sur les deux axes Oûc et O/ seront indépendans Tun de l'autre; le mouvement de sa projection horizontale sera donc uniforme et dû à la vitesse a cos et, et celui de sa projection verticale sera dû à la vitesse initiale a sin a et à la force constante g agissant en sens contraire de cette vitesse; par conséquent , on aura
a: = t a cos CL j / = ^asinot — -jg/*;
et si l'on élimine ^ , et qu'on suppose la vitesse a due à
une hauteur h, de sorte qu'on ait a = \/2gh, il en résultera
jr z=: jo tang a —
4^ cos'
pour l'équation de la trajectoire.
Cette courbe est donc une parabole qui a son grand axe vertical ; son sommet , déterminé par l'équation
^ = o, répond à
X = aA cos £t sin tf , jr czz h sin* cl ;
et elle rencontre l'axe Ox en un second point B , tel qu'en appelant b la distance OB^ on a
b = 4^ sin fit cos a z=: 2h sin 2cl.
Cette distance b est ce qu'on appelle V amplitude du jet. Dans le vide^ son maximum repond, comme on
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yoît, à <x = 4^^, et il est ëgal à 2h, c'est-à-dire, double de la hauteur due à la vitesse initiale.
En appelant i^ la vitesse du mobile au bout du temps ^ , et substituant les différentielles des valeurs précédentes de X etj" dans Téquation
^ — di* ^ il en résulte
<;• = «• — nagtsinet -|- gV,
Le temps que le mobile emploie à arriver au point B en décrivant la courbe OCB , est le même que s'il décrivait la droite OB avec la vitesse a cos €(; il est donc
à Ahsinm
a cos et a '
et h cause de ^ = — , il en résulte gt = aa sina;.
ce qui donne i^ = a*. La vitesse en ce point B est donc la même qu'au point 0 j elle est dirigée suivant la tangente BE, et l'angle de chute EBr est aussi le même que l'angle de projection AOx.
Si le mobile, au lieu d'être un point matériel, est un corps solide, de forme et de dimensions quelconques, on verra par la suite que ces équations du mouvement parabolique devront être rapportées it son centre de gravité.
20g. La vitesse a étant donnée , si Ton demande quel doit être l'angle a pour que le mobile atteigne an point déterminé, dont les coordonnées sei*ont x = £ et ^ = >, on mettra ces valeurs dans l'équation de la trajectoire, et l'on aura
pour déterminer a. En faisant
tang£t = z, cos'flt = — — — ;,
cette équation devient
d'où l'on tire
Cette double valeur de z ou de tang a nous montre qu'on peut atteindre un but donné , en tirant sous deux directions différentes, tant que 4^* surpasse ^hy + €*; que ces deux directions se réduisent à une seule, lorsque ces deux quantités sont égales; et qu'on ne peut atteindre le but, sous aucune direction, quand 4^* est moindre que /^Jiy -|- 6*.
Ainsi, en traçant dans le plan vertical qui passe par la direction initiale du mobile, la parabole dont l'équation est
4hy + ff' = 4h%
cette courbe divisera le plan en deux parties , telles que tous les points de la partie extérieure seront garantis de toute atteinte , que ceux de la partie intérieure pourront être atteints de deux manières différentes, et ceux de la ligne de séparation, d'une manière seulement.
:2f0. La théorie du mouvement des projectiles
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serait donc très simple , si l'on pouvait négliger la résistance que l'air oppose a leur mouvement; mais dans le cas des grandes vitesses dont nous nous occupons spécialement, cette force est beaucoup trop considérable pour qu'on en puisse faire abstraction : elle change entièrement la forme de la trajectoire et les lois du mouvement sur cette courbe , ainsi qu'on va le voir.
Quelles que soient la forme et les diroenisions du projectile, on fera voir, dans un autre chapitre, que son centre de gravité aura le môme mouvement qu un point matériel pesant, dont la masse serait celle du mobile, qui aurait une vitesse initiale donnée en grandeur et en direction , et auquel on appliquerait en outre , parallèlement a elles-mêmes , les forces provenant de la résistance et du frottement de l'air, qui s*exercen t à la surface de ce corps solide. On verra aussi que la force motrice qui résultera de ces résistances transportées au centre de gravité , pourra quelquefois faire sortir ce point du plan vertical mené par Ja direction de la vitesse initiale; mais ici nous supposerons que ce cas n'ait pas lieu , et que la force motrice dont il s'agit soit constamment tangente à la trajectoire du centre de gravité.
Cela posé , pour former les équations de son monvement, conservons toutes les notations précédentes, et supposons qu'elles se rapportent maintenant à la fi^ gure 49 f où la trajectoire OMD n'est plus une parabole. Soit, en outre, s l'arc OM décrit par le mobile au bout du temps t, et R la force motrice provenant de la résistance de l'air, qui sera dirigée suivant b
partie MT de la tangente en M. Les cosinus des angles que fera cette droite MT avec des axes menés par le point M suivant les directions des x et des^ positives^ seront — ^ ^* "^ "^ ' ^^ appelant m la masse du projectile et g la gravite^ nous aurons donc
df" m ds* dl'' ^ m ds^
pour les équations du mouvement de son centre de gravité.
Je prendrai pour ce projectile une sphère homogène ou composée de couches concentriques dont chacune sera homogène ; en appelant D sa densité moyenne et r son rayon ^ on aura alors
Je supposerai aussi ^ conformément aux hypothèses généralement admises^ la force R proportionnelle au carré de la vitesse du centre de gravité , à la sur^ face du projectile^ et à la densité de l'air; il enrér sultera
m Dr £//•'
p étant cette densité^ et n un facteur nuinéiciqlie ^[ui devra être déterminé par l'expérience. Celte expression satisfait à la condition de l'homogénéité des
quantités; car— et le rapport de ^. à r sontt|i)j^i|:i; quantités de la même naturf^,quej|a^grayîié.gy f^flk facteurs n ei ^ sont des-.iwyiji^r^jj ,al^itfv, i?-ftJ«f. I. 26
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plus dé commodité, je ferai
Dr — *'»
de sorte que 7 soit une ligne dont la longueur sera
donnée , et que je regarderai comme constante ^ en faisant abstraction du changement de densité de la masse d*air que traverse le projectile.
ai I. En mettant à la place de — , sa valeur c -^i^ les deux équations du mouvement deviennent
d^x . ds dx \
Âî + '^ Â Â = **' I , .
L'intégrale de la première est
dx
2" = ^ cos et e-*%
en observant qu on a — = a cos a , au point 0 ùk
5=0, et désignant par e la base des logarithmes né* périens. La forme de la seconde ne différant de celle de la pi^mière quQ par son dernier terme , je &iS|
iKmrl intégrer,
djr dx
dt '^ P di*
^ ëïaht une nouvelle inconnue. En substituant cettt ^ellr de ^ dans la seconde équation ( 1 ) , et ayant ^rd à iar première / ii vient
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dx dp
dt dt S*
Je divise cette valeur par le carré de j- on de sa valeur précédente; il en résulte
^r . ^fl — ,_ o gUt
dt * dt a^cos^A
En considérant^ et p comme des fonctions de or, on aura
^^^ djr ^ dx djr dp ^ dx dp
P dt * di dx' dt ' dt ~ dx*^
si donc on fait toujours a* =i 2gh , l'équation précédente deviendra
dx 2A cos** A ^ ^ y
et ce sera Féquation différentielle de la trajectoire. On a identiquement
\/i ^ p^dx = ds;
en multipliant membre à membre ces deux dernières Àjuations^ on aura donc
ds
d'où il suit y en intégrant et désignant par y la constante arbitraire^
Pour déterminer >, on fera, à la fois, siss^o eX
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p = tang et ; ce qui donne
mais^ pour abréger^ je conserverai 7 à la place de cette valeur.
D après les équations précédentes, on a
éZr= — 2Acos'a6"**'dJp, djr:=p(Lx:, gdt*=: — dxdp;
en éliminant l'exponentielle au moyen de Téquadon (3) f nous aurons donc
cdx =
dp
i^V^i+/>*+log(/i+y i-l^')— y '
^ ol/i-4-zï*4-lofTriJ-H/i^»M— ^' f^^
formules qui ne sont point intcgrables sous forme fi-nie : dans la dernière, on regardera le radical comme une quantité positive, parce que l'angle dont p est la tangente diminue quand le temps augmente.
21a. Si l'on appelle on cet angle, c'est-à-dire^ rindinaison MT^ de la tangente à la trajectoire, sur l'axe horizontal Ojc, on aura
/. = tang«, dp^^^.
Les valeurs de jc,^, ^, déduites des équations (4); seront de la forme fCideê; l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse au point 0 où Ton a ^ sa, et A désignant uneibpçtion donnée de«r.
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On calculera ces trois râleurs , pour clraque ]10int M, par la méthode des quadratures (n® i5). De cette manière, on pourra construire la trajectoire par points, et Ton connaîtra le temps t que le mobile emploiera à décrire chaque arc OM , dont la longueur s sera donnée par l'équation (5). Quant a la yitesse du mobile au point M, on aura
et, par conséquent^
y—^lV I + /?• — log(/;+ t/t + /^0
En étendant ces intégrales jusqu'à û)=:o, on déterminera l'abscisse et l'ordonnée du point C, le plus élevé de la trajectoire. Si l'on donne ensuite a « des râleurs négatives, on déterminera lés- points de la branche descendante CBD de la trajectoire. Quand on sera parvenu à une valeur — aJ de û) , pour laquelle l'ordonnée jr de la trajectoire sera nulle , la, valeur correspondante de x exprimera l'amplitude du jet OB, qui ne sera plus double de Fabscisse du point C, comme dans le cas du :vîde>, et dont lei maximum y par rapport à a, répondra à un angle moindre que 4^"" et dépendant devla grandeur de la vitesse initiale. L'angle a! ou EBor et la vitesse au point B différeront aussi de ci- et a.
Ainsi, toutes les circonstances du mouvement seront connues, et la solution du problème est complète, sauf la longueur des calculs numériques qu'il' fuidi^a exécuter dans chaque cas, lorsque les valeurs^
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dies trois constantes A , et ^ c^ conteoues dans les formples précédentes, seront données.
^i3. Le mouvement du projectile sur la branche descendante de la trajectoire , approche de plus en plus d*ètre vertical et uniforme.
En effet ^ soient ar^ jr^y ^,, les valeurs dex,/, t , qui répondent au sommet C ; transportons l'origine des coordonnées en ce point, et faisons
en sorte que œ' et y soient l'abscisse et Tordonnée du point quelconque M' (fig. 5o) de la branche descendante, rapportées à Taxe horizontal Cr' et à Taxe Cy qui est dirigé dans le sens de la pesanteur, et que t représente le temps employé à parcourir Tare CM'. Soit aussi p' la tangente de Fangle M'TV que fait la tangente à la courbe en M' avec Taxe Cx\ Nous aurons
et à cause de
logcvr+r;^--/^') = - iogCA>'+v/r+7Ô»
la première équation (4) deviendra
cdx' = -& , en faisant, pour abréger,
L'angle aigu MT'x' pouvant approcher contiaueUement d'un angle droit , la variable p^ croîtra indéfini-
ment; mais il n'en sera pas de même à l'égard de XfWour de très grandes valeurs de p\ on pourra mettre p^ à U
place de S/i+p^^i et en négligeant >" 4" ^^S ^ P*^ rapport à p'^, on aura
F =/>'* + llogp'%
ou simplement F = p^*, en observant que le logarithme d'une quantité très grande />'% et, à plus fortq raison, i^ogp'*, est très petit relativement à ortie quantité : on aura donc, pour ces valeurs de //, .
cp^
en intégrant et désignant par C une quotité cou^ tante, et il en résultera
Jc' = C — -^;
ce qui montre que les valeurs de x\ ne croîtront pas indéfiniment avec celles de p'. Cela étant, soit
Cj o
q sera une ligne de grandeur finie, qu'on pouirra calculer par la méthode des quadratures; et si l'on prend sur Cr' une partie CÂ égale à cette ligne, la verticale AB menée par ce point sera une asymptote de la partie CD de la trajectoire ; en sorte que le mouvement du projectile sur cette branche descendante, approchera indéfiniment de la direction verticale, Olwenrons, de plus, que pour les très grandes
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valeurs de p'y les deux dernières équations (4) se réduiront à
d'où il résultera
par conséquent^ le mouvement final et vertical du projectile sera uniforme; ce qu'il s'agissait de dé^ montrer. La vitesse de ce mouvement sera celle qu'on corps pesant acquiert en tombant dans le vide^ d'une'
hauteur égale à — ; et c'est aussi ce que Ton coudât
de la formule (5) , en mettant — >p' au lieu de p, et considérant ensuite p' comme une très grande quantité.
En faisant, dans la première équation (4),
p = tang(., dp = ^^, et, pour abréger,
[y — tang» |/i+tang'« — log(tang« + l/i -J- tang»«)]cos*#=-,
on en déduira
x,^\f*adco,
pour l'abscisse du point C. Si donc on prend sur Ox (fig. 49)^ ^n point F, tel que l'on ait
OF = a:. + 9,
la verticale FG , menée par ce point F , sera l'asjmp* tote de la branche descendante de la trajectoire.*
3 14* Soit ON le prolongement de la trajectoire OCO; le point de départ du mobile étant 0, le mouvement naura pas lieu sur cette partie de la courbe; mais on peut, néanmoins, désirer d'en connaître la forme. Or^ on la construit par points, au moyen des deux premières formules (4), en y donnant à p des valeurs positives et plus grandes que tang a ; et il est aisé de s'assurer qu'elle a aussi une asymptote , mais qui n'est pas verticale , comme celle de la branche descendante, . Pour cela, j'observe que, d'après la valeur de j^ du n* 2\\y il y a toujours un angle f aigu, et > a, qui est tel que p = tangf rend nul le dénominateur commun de ces deux formules, c'est-à-dire, un angle Q qui satisfait à l'équation
y— taDgb v/i + tang»ff— log(tangff+v/i-f-tang'C) = o. (6)
Cela étant , on voit par la valeur de dp , tirée de l'une ou l'autre des deux premières équations (4) , que Tabscisse x et l'ordonnée jr croissant indéfiniment, abstraction faite du signe, dans cette partie ON de la courbe , la quantité p cesse de croître, \oy^ qu'elle diffère infiniment peu de tang^; en sorte que p ne peut jamais dépasser ni même atteindre rigoureusement cette valeur /i = tangf; ce qui signifie que la branche de courbe ON a une asymptote qui coupe le prolongement de l'axe Ox sous l'angle Q. On déterminera sa distance au point 0 de la manière suivante.
Je mène par le point 0 un axe qui fasse, avec le pro^ longemeot de Oxy un angle égal au complément de €, et qui soit, par conséquent, perpendiculaire à
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l'asymptote de ON. J'appelle u l'abscisse d'un point quelconque de la courbe , comptée sur cet axe à par^ tir du point 0; les coordonnées de ce point, par rapport aux axesOor et 0/-, étant toujours x eljr^ on aura
u =:z jr cos Q — or sin Q.
En différentiant et mettant pour dx et djr leurs valeurs données par les deux premières équations (4)» il vient
Cdu — {tBXi%S-p)dp
formule dans laquelle on donnera à p des valeurs plus grandes ou plus petites que tanga, selon qo*il s'agira d'un point de la partie ON ou de la partie OH de la courbe. On peut retrancher de son dénominateur le premier membre de l'équation (6) , multiplié par cos^; et si l'on fait, en outre,
et, pour abréger,
tang^ V/ 1 +tang'€+log(tang^+ v/ 1 -f-tang?) — tangû) v/ 1 +*2i°g*û» — log(tang»-f-v/i+tang*»)=rU,
il en résultera
cU cos C cos* m
Or, en faisant
CCOSCJ a
^ ( tang € — tang «) dm U ces* m '
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r sera nne ligne de grandeur finie ^ que Ton calcu-lera par la méthode des quadratures, et qui exprimera la valeur de u relative à 1 asymptote de ON, c'està-dire, la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur celte droite , qu'il s'agissait de déterminer.
Cette droite asjmpto tique aura pour équation
j-cos^ -^ orsin^ = rj
en sorte que si l'on prend sur le prolongement de Oj? un point H tel que l'on ait
OH =.r,
l'asymptote de la branche ON sera la droite HK,menée par le point H, et faisant avec le prolongement de Oo? un angle KHO suppléaient de C. Les deux asymptotes FGetHK, prolongées au-dessus de l'axe Oj:, se rencon-* treront eu un point L , de manière que la courbe en-* tière sera comprise dans l'angle KLG, dont le complément est l'angle ^ déterminé par l'équation (6).
:2i5. Lorsque l'angle de projection AOo: ou et est très petit (fig. 5i), le projectile ne s'élève qu'à une petite hauteur au-dessus de l'axe horizontal Ox , mené par son point de dçpart. Or, dans ce cas, on peut obtenir, avec une approximation suffisante , l'équation en x ^X. jf de la partie OCB de la trajectoire, située au-dessus de Qx\ et même on peut étendre cette équation jusqu'à un point D, dont la distance à cet axe n'est pas très considérable.
En effet, dans toute cette partie OCB, ou même OCD de la trajectoire, la tangente à cette courbe sera presque horizontale^ et la quantité p très petite ;
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en négligeant le carré ôep, on aura donc
Js = djo , s z= oc ,
et J'ëquation (2) deviendra
è _ ^ L_ ^tc*
d!r dx* 2^cos*et
En intégrant deux fois de suite , et déterminant les constantes arbitraires de manière qu'on ait — =• langer et^ = o, quand jc = o, iJ vient
r = X teng « - ë^Tj^ («"•- 2C*r - i),
pour Féquation approchée de la trajectoire , qu'il s'agissait d'obtenir. En développant lexponentieHe qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite c = o, elle devient Téquation exacte de cette courbe dans le vide.
D'après l'équation gdt* = — djcdp du n** 21 2, et la valeur précédente de ^ , on aura
dt = —r=J: e^'djc,
y 2gh cos «
et, par conséquent,
<= —J= (tf - ,);
C y 2gh cos et
ce qui fait connaître le temps t que le mobile ent" ploiera à parcourir une portion quelconque OM de la courbe OCD.
Supposons que le projectile vienne tomber
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sur le terreîn en un point D; représentons par A rabaissement de ce point au-dessous du plan horizontal, mené par le point O, ou la perpendiculaire DQ à l'axe Ox; soient aussi / la distance OQ^ et r le. temps employé à aller du point 0 au point D* nous aurons , à la fois ,
<x: — If J = — ^f t = r;
et en remplaçant, pour plus de simplicité, cos* a par Funité dans les formules précédentes^ il en résultera
8c*h ( A + / tang a ) = e"' — 2cl
t tang et ) = e"' — acl^^t, | Tcv/âg^sse*'— I. } ^^^
Lors donc que les deux constantes A et c seront données, et qu'on aura mesuré l'angle a et Téléyation A du point 0 au*dessus du terrein , ces équations feront connaître la portée horizontale Z, et la durée t du trajet du projectile. Réciproquement, quand on connaîtra a, A , l, r, par des mesures directes, ces équations pourront servir à déterminer le coefficient c de la résistance, et la hauteur h due à la yitesse initiale. En éliminant A, on a
4(A + / tang <t) (e^' — I.)' = gT»(e*''— -acZ— i) ;
équation d'où l'on tirera la valeur de c : l'une des deux précédentes donnera ensuite immédiatement la valeur de h.
Il existe encore de l'incertitude sur les grandeurs* des portées et des vitesses initiales. D'après Lombard, pour un canon de ai/^. chargé au tiers du poids du boulet^ la vitesse initialerest de 4^5 mètrea par se-»
4i4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
conde ; et pour un canon de 12, dont la charge est aussi le tiers du poids du projectile y cette ritesse s'élève à 494 mètres. Suivant le même auteur^ les portées correspondantes et relatives à X = o , sont 700 mètres dans le premier cas , en supposant 06= i* iS' 6", et 660 mètres dans le second^ cas y en supposant ot=i*5'36".
Au lieu du temps r^ on pourrait employer à la détermination de h et de c, une seconde portée do même canon à une élévation différente au-dessus dn terrein. Ainsi , en supposant que le poids du projectile, celui de la charge et l'angle a ne soient pas changéS| les quantités h et c resteront aussi les mêmes; et si A et /deviennent A' et l\ on aura
8c*A ( A'+ /' tang a) = e^^ — ac/' — i ;
d'où il résultera
(K + l tang cl) (e"'' — 2cV — i)
s=(V + /'tangrt) (e**'-.2cZ — i), (b)
en éliminant h au moyen delà premièi^ équation (a). Les auteurs de Balistique ne sont nullement d'accord sur la grandeur du nombre n qui entre dans Feipression du coefficient c , savoir (n^ 210),
^ ~ Dr
D*api^ une théorie très imparfaite de la résistance des fluideSyCe nombre n serait |; mais toutes les expé* rieneès le donnent plus petit , et Lombard le fait ^d a ^. L'é^àtion {b) fournirait le moyen le plus su^
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ceptible de précision pour la détermination de r, en supposant bien connu et invariable y langle de projection m.
% II. Maui^ment des planètes.
ai7« Les lois du mouvement des planètes autour du soleil sont connues sous la dénomination de Lois de Kepler, parce qu'elles ont été découvertes par cet aftronoaie , qui les a déduites de Fobservation. Elles ioat ao nombre de trois , dont voici les énoncés :
!•• Les planètes se meuvent dans des courbes planes y et leurs rayons vecteurs décrivent ^ autour dn centre du soleil^ des aires proportionnelles au temps.
a*. Les orbites, cW-à-dire, les trajectoires des planètes, sont des ellipses dont le soleil occupe un des foyers.
S*. Les carrés du temps des révolutions des planètes autour du soleil sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites.
Tonte leur importance n'avait pas d'abord été com-* prise; cest Newton qui en a montré l'usage ponr déterminer la force qui retient chaque planète dans son orbite, c'est-à-dire, la direction de cette force et les Tariations de son intensité , soit d'une position à une autre d'une même planète , soit d'une planète à une antre. On verra , en effet, dans ce paragraphe^ qne chacune de ces trois choses est une conséquence nécessaire des trois lois du mouvement planétaire qne Ton vient d'énoncer.
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Ces lois se rapportent au mouvement da centre de gravité de chaque planète; c*est le mouvement deœ point que nous allons considérer j et quand il sera question de la position ou de la vitesse d*une planète, il faudra entendre là position ou la vitesse de son centre de gravité.
218. Soient ÂMBD (fig. 5^ ) lellipse décrite par une planète, AB son grand axe, C son centre , 0 et 0' ses deux foyers, 0 celui qui est occupe par le centre du soleil , B le périhélie ou le point de Toièite le plus rapproché de 0, A V aphélie ou le point le plus éloigné du soleil.
Au bout du temps t qui sera compté à partir da passage de la planète à son périhélie, soit M sa position sur l'orbite. Désignons par r son rayon vecteur OM, et par 9 langle MOB que Ton appelle, en Astronomie , V anomalie vraie. Le secteur décrit par ce rayon pendant l'instant dt sera ^ r* rfÔ (n* i56); d'après la première loi de Kepler, on aura donc
r»cf9 = cdt; (i)
c étant une constante égale au double de Taire décrite dans l'unité de temps, et ^ct le double de l'aire BiOB décrite dans le temps quelconque ti
Soient aussi
OTVIi=r', CB = CA = û, CO = CO' = ae! D'après une propriété de l'ellipse , on aura
r + '*' = 2a; dans le triangle O'MO , on a aussi
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/* z=z r^ -i^ 4me cos fl 4" 4^*^î et si l'on élimine r^ entre ces deux équations , il vient
1 + ecosô'
pour réquation de la trajectoire.
Pour toutes les planètes connues avant ce siècle p V excentricité e est une fraction très petite ; celle de Forbite de la terre est
e = o^oi6853i8|
ou , à peu prèS| un soixantième. La plus grande éfait celle de Mars, qui surpasse neuf centièmes; c'était donc pour cette planète que le mouvement elliptique devait être le plus différent du mouvement circulaire excentricpie^ que Ton adoptait avant Kepler; et c'est, en effet , dans les observations de Ticho-Brahé , relatives à cette planète, que Kepler a reconnu d'abord la différence de ces deux mouvemens. Si Ton développe les valeurs de r et 8 , en séries ordonnées suivant les puissances de e , au moyen de Téquation des aires proportionnelles au temps, jointe à celle de la trajectoire elliptique ou a celle de la trajectoire circulaire excentrique , on trouve que pour un même temps tf les développemens correspondans k ces deux courbes , ne diffèrent que dans les termes qui dépendent du carré ou des puissances supérieures de e ; circonstance qui rendait , a Tépoque de Kepler, la différence des deux mouvemens très difficile à découvrir.
Si l'on appelle T le temps de la révolution
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d'une planète^ et qu'on fasse
cette coostante n sera la vitesse moyenne angulaire, et nt le moyen mouvement de la planète.
Imaginons un astre fictif dont le mouvement soit uniforme, et qui parte du périhélie et achève sa révolution en même temps que cette planète; son rayon vecteur décrira l'angle nt , pendant que celui de la planète décrit l'angle 0; l'angle 0 — nt, compris à une époque quelconque entre ces deux rayons, est ce que les astronomes appellent \ équation du centre : il est positif, et la planète précède l'astre fictif, en allant du périhélie à l'aphélie ; le contraire a lieu en revenant du second point au premier. Le maximum de l'équation du centre dépend de la grandeur de l'excentricité.
En prenant le jour moyen pour unité de temps, et mettant Sôo"* au lieu de 27r, on a, relativement à la terre,
T = 365>, 256374, n = o^Sg'S^.
Cette valeur de T est la durée de l'année sidérale , ou l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours consécutif du soleil à une même étoile , cfiins son mouvement apparent autour de la terre. L'intervalle compris entre deux retours consécutif à un même équinoxe, est plus court, à cause que les points ëquinoxiaux ont sur Yécliptique un mouvement rétrograde, ou en sens contraire de celui du soleil.
En prenant 50^22427 pour la précession annuelle en 1800, et observant que le rayon vecteur du soleil emploie 0^,01 41 58, à décrire ce petit angle ^ il en résulte
pour la longueur de Tannée équinoxiale au commencement de ce siècle. L'année sidérale est constante ; mais la précession des équinoxes varie un peu, et, par conséquent aussi , Tannée équinoxiale : sa longueur diminue d a peu près une demi-seconde par siècle.
220. La constante c aura pour valeur le double de la surface de Tellipse divisé par T ; en observant que
le demi-petit axe est a V^' — ^% et la surface 7ra*v/7^--ë*, on aura donc
25ra* \/ 1 — e*
Au moyen de cette valeur et de celle de /i, l'équation (i) devient
r*cfi = na^i — e^dt.
L'équation (2) donne
9 = arc(cos = ''^'~^^^~'^,
dB — , ==;
par conséquent , on aura
- rdr
nadt s=
|/a*e» — {r — ay
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Pour intégrer ces formules , faisons
r = a(i — e cos u); {à)
nous aurons
dr ^=s aesinu, ndt = (i — e cos u) du;
à cause der = a(i — *6) au point B^ il faudra que l'angle u soit nul en ce point oii l'on a aussi le = o ^ en intégrant y on aura donc
nt =z u — esin«« (6)
En mettant pour r sa valeur dans celle de £2B , et observant que cos u s=s cos* 7 u — sin* ~ u, il en résulte
et si l'on fait
tangi«=ra, ^-^ = a^/z, cette valeur devient
En intégrant et observant que 0 et 2^ sont aséco en même temps , c'est-à-dire, au point fi, on aura
H=arc(tang = z \/\^i d'où l'on conclut
tengifl= y/j-±-f tangi«, (c)
en remettant pour z sa valeur.
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Ces trois équations (a) , (b) , (c) , expriment , sods forme finie, les valeurs de r, nt, 9, au moyen de la variable auxiliaire Uf qu'on appelle Yanomalie excentrique. En éliminant u entre elles , on aura les deux coordonnées polaires r et 8 de la planète en fonctions du temps, sous forme de séries ordonnées suivant les puissances de Texcentricité , qui seront, parcohsé* quent, très^ convei^tttes dans le cas des anciennes planètes. Après qu'on aura formé ces séries, on y pourra remplacer les puissances de cos nt qui se trouveront dans le développement de r, et celles de sin ti^ que renfermera le développement de 9 — nt, par des cosinns et des sinus des multiples de nt. Si Ton conçoit qu'on ait ensuite ordonné ces dévelo{)pemens dti rayon vecteur et de l'équation du centre suivant les cosinus ou sinus des multiples croissans de nt, on pourra déterminer directement, par l'analyse suivante, les valeurs des coefficiens de ces deux séries en fonctions de l'excentricité.
Je fais
r=Ao-|-A,cosnif+A.GOS37ï^-h* • .+A|COsm^+etc., fl — nt=^BtSinnt^B^sm2nt~\'. . •-|-B|Sinin^+etc,;
Ao, A, , A.j etc., B,, B», etc., et généralement A^ et B| , étant les coefficiens qu'il s agit de déterminer. Si / et i' sont deux nombres entiers positifs et différens , on aura , en effectuant les intégrations ,
f cos int cos i'nt rf. nf = o ,
/ sin int sin i^nt d.nt z=zo;
et dans le cas de iz=zi\ on trouvera
/cos* int d .nt z=z -TT.
sin* intd . nt = - ^.
Ces dernières formules ne s'appliquent point à i = o; dans ce cas , la première intégrale est égale à it^ et la seconde à zéro.
Cela étante je multiplie le développement de r par cos intd.nt, et celui de Q'^nt par sin intd.nt; puis j'intègre depuis nt z=z o jusqua nt =7r. Tous les termes s'évanouissent , excepté ceux qui ont A| ou B| pour coefficient , et l'on en conclut
A| = - / r cos int d.ntf
B| = / (fl ■ — ^0 ^^"^ ''^^ ^- ^^' Dans le cas de i = o, on aura^ en particulier,
Ao = - / rd.nt y
c'est-à-dire qu'il faudra réduire à moitié la valeur générale de A|* En intégrant par partie, et observant que 9 — nt est zéro aux deux limites 72^ = 0 et nt=:7rf l'expression de B| pourra être remplacée par celle 'Ci :
Bi =: — COS int d(p — nt).
Je substitue à la place de r, z;^, G, leurs valeurs
en fonctions de u , tirées des équations (a), (6), (c); à cause de
^3 %/ 1 — é" d.nt
-Y- = f -j— = X — e cos u ,
du I — e cos u' du
et parce que 2^ = 0 et u:=^'7C répondent a ni = o et 121=1^, il en résultera
A|= ~ / ( I — ecos u)* cos (/m — ie sfn ?/) <iè^ , Bi=T- / Ivi— e* — (i — ecosw)* — ^^ ^du;
iTjo*- ^ '-'i — e cos u '
formules qui feront connaître les valeurs numériques des coefficiens A| et B|, soit par la méthode des quadratures y soit par la réduction en séries. Pour cette réduction, oo aura, par le théorème de Taylor^
I sin'w4— ô/SÎn^w^-ctc. Vx)sitt
(le . \ .
lesini^ 5 sîn^w + etc. jsini>^;
et il en résultera pour Aj et B4 des séries d'intégrales relatives au, dont les valeurs exactes s'obtiendront toutes, soit immédiatement, soit par des formules connues; en sorte que Ton pourra prolonger ces développemens de A| et Bj aussi loin qu^on voudra. On pourra même obtenir leurs termes généraux en fonctions de / et de e ; mais ce n'est point ici le lieu d'insister davantage sur ce sujet, qui ap part ient spécialement à l'Astronomie.
Relativement à 1 = o , on a
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Ao = - / (i — ecosuydu==:a{i +je^),
en ne prenant que la moitié de la yaleur de A^, qui répond à / ^ o : c'est le seul des coefficiens Ao» Al y A.y etc. y B, ^ B., etc., dont on puisse obtenir la yaleur exacte.
222. Si Ton appelle v la vitesse de la planète au bout du temps t, et J" Tangle que fait sa directioD avec le prolongement de son rayon vecteur r ou OM, on aura (n^ i56)
i^= — -— , i;eo«€r= r-j-.
En éliminant dt au moyen de l'équation (i), on a
En" vertu de l'équation (2) , on a aussi
I I + e CO8 é 'r __ e sin 6
d'où il résulte
a*(i — ^•)»i^ = (i + 26 cos fl -f- e') c*,
et , par conséquent ,
i;»3= -f 1), COScTrz:^ — .: (d)
ce qui montre comment, dans le mouvement ell^ tique, la vitesse et la direction du mobile en chaque
point se déterminent au moyen de son rayon yecteur. D'après la valeur de c du n"* imo^ celle de p* peut aussi être écrite ainsi :
Ces formules y jointes à celles des numéros précé* dens, font connaître complètement le mouvement d'une planète dans le plan de son orbite ; maïs quand on veut considérer à la fois les mouvemens de deux ou de plusieurs planètes ^ il est nécessaire de rapporter la position de chacune d'elles à un autre plan^ qui est ordinairement le plan de Vécliptique ou de l'orbite de la terre.
iq!^. Soient NON' (fig. 55) l'intersection du plan de l'orbite d'une planète avec un plan passant par le centre 0 du soleil , OE une droite menée dans ce second plan , OM' la projection du rayon vecteur OM de la planète sur ce même plan. Désignons par y l'inclinaison des deux plans, par ce l'angle NOE, par de l'angle BON que fait le rayon vecteur OB aboutissant au périhélie avec la droite ON. Ces trois angles ^7 y 9 ^9 devront être donnés , et ils détermineront le plan de l'orbite et la position de l'ellipse dans ce plan. Soient aussi ^ et 4 1^ angles variables MOM' et IVTOE , que fait le rayon recteur OM avec sa projection OM', et cette projection avec la droite OE , lesquels angles détermineront, à chaque instant, la direction du rayon OM aboutissant à la planète.
Cela posé, considérons l'angle trièdre qui a son sommet au point 0 ,. et dont les trois arêtes sont OM, OM', ON. L'anomalie vraie, ou l'angle MOB, étant
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toujours 8, les trois faces de cet angle .trièdre seront
MON = MOB + BON = 9 + a, M'ON= M'OE — NOE = 4 — a, MOM'= <p;
la première sera opposée à un angle droit ^ et k troisième à l'angle y. D'après les premières règles de la Trigonométrie sphérique , on aura donc
^^^/. , sin^ = sin^r sin(9 + û>),
tang (%{/ — «) = cos y tang {B + co) ;
et l'angle 9 étant connu en fonction de i^ , par ce qui précède y chacun des angles ^ et 4 le sera aussi , au moyen de ces formules.
Lorsque le plan donné sur lequel on compte Tangie 4/ est l'écliptique , et que la droite OE , à partir de laquelle on compte cet angle, dans le sens da mouvement de la terre , est celle qui va du soleil a Véqninoxe du printemps, les angles '^ et (p s'appellent la longitude et la latitude de la planète que l'on considère. La droite NON' est la ligne des nœiuis de son orbite; si elle entre dans l'hémisphère boréal quand elle traverse le plan de l'écliptique au point N, ce point est le nœud ascendant j et N' le nœud descendant. Selon que la planète se trouve dans cet hémisphère ou dans l'hémisphère austral^ la latitude (p est positive ou né- ^ gatîve, et l'angle MON, ou 6 + «, est plus grand ou moindre que i8o**. L'angle ^ s'étend depuis — 90* jusqu'à 90*, et l'angle MON, ainsi que la longitude M'OE, depuis zéro jusqu'à 56o'.
Si Ton remplace le point 0 par le centre de la terre , que l'on prenne l'équateur pour le plan donne sur lequel on compte l'angle -vP» ^t pour origine de cet angle la droite OE qui va de ce centre au premier point du signe aries^ les angles %[/ et ^ seront alors Yascension droite et la déclinaison de la planète. En appliquant les formules précédentes au mouvement apparent du soleil autour de la terre , on aura a:= o, y exprimera Vobliquité de l'écliptîque , et l'on devra prendre pour 9 + û) la longitude de cet astre ; d'où il résulte qu'en la désignant par A ^ on aura
sin (p = sin ^ sin A , tang %|/ = cos y tang A ^ et, en même temps,
. ^ sin y tans -J/ sm ^ = ^ ^
V^cos' y + tang* \J/
Les plus grandes déclinaisons boréale et australe répondent à A = 90^ et A = ayo*, et sont zt: y. Cet angle y est aussi celui que fait l'axe de rotation de la terre avec la perpendiculaire au plan de Técliptique; il est soumis à une petite inégalité qu'on appelle la nutation^ dont la période est d'environ 18 ans, et le maximum de 9^,4 seulement. Sa valeur moyenne, au commencement de 1800, était
elle diminue de o",4^%^ P^^ année.
224* Dans tout ce qui précède, on n'a point eu égard à la force qui agit sur chaque planète, dont le mouvement a été déterminé d'après les données de
l'observallon, et sans recourir aux principes de Is Dynamique; il s'agit maintenant de déterminer 1^ lois de cette force , ainsi qu'il a été dit précédenimeut (n° 217).
Il suit de la première loi de Kepler qae la force qoi retient chaque planète dans son orbite est constamment dirigée vers le centre du soleil ; quoiqoe celte conséquence nécessaire de la proportionnalité des aires au temps ait été déduite des équations du mouvement dans le n' i55, il ne sera pas superflu d'en donner ici une démonstration synthétique.
Soit M,M (fig. 54) le côté de la trajectoire que le mobile décrit pendant un temps r infiniment petit. Arrivé au point M, si aucune force n'agissait sur ce mobile, il décrirait, dans un autre temps t, une partie M/n du prolongement MT de M, M, égaJe 's M, M ; mais , à cause de la force à laquelle il est soumis, il se transporte, dans ce second instant, en un autre point M'. Soit MK la direction de cette force au point M; pendant le temps t, on pourra supposer qu'elle reste parallèle à elle-même, et alors si l'on lire la droite mM', elle sera parallèle à MK (n" i^jS)- Oi*, si C est le centre fixe autour duquel le rayon vecteur CM décrit des aires proportionnelles au temps, les triangles M,CM et MCM', qni sont les aires décrites dans deux instans égaux, seront équivalons; mais les triangles M,CM et MCm le sont aussi , puisqu'ils ont leurs sommets au même points C , et leurs hases M,M et Mm égales et sur une même droite ; les triangles MCm et MCM' sont donc équivalens; et comme ils ont une même bsse
MC, il faut que la droite mW qui joint leurs sommets soit parallèle à cette base; par conséquent, la droite MK , parallèle à mM', coïncide avec MC. Donc , en chaque point M de la trajectoire , la di-* rection MK de la force sera celle du ra^on vecteur MC; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Réciproquement y si la force qui agit sur le mobile, au point quelconque M, est dirigée suivant MC f la droite mM' sera parallèle à ce rayon vecteur, les deux triangles M'CM et MCm seront équivalens, et , par conséquent aussi , les deux triangles M'CM et MjCM. Les aires décrites par le rayon vecteur autour du point C, en deux instans consécutifs et égaux, étant égales, et cela ayant lieu dans toute rétendue de la trajectoire , si la force qui agit sur le mobile est constamment dirigée vers ce point, il s'ensuit que les aires décrites en temps égaux seront égales, et, en des temps quelconques, proportionnelles à ces temps.
a2S. Soit, comme dans le n^ Ji8, M la position de la planète au bout du temps t ( fig. 5a ). Coiw servons toutes les notations de ce numéro ^ de sorte que r et 6 soient le rayon vecteur OM et l'angle MOB; désignons, en outre, par je: et 7- les deux coordonnées rectangulaires OP et PM , rapportées à des axes Ox et O^*, dont le premier passe par le périhélie B; nous aurons
jr = rcosfl, ^=:rsinô, x*+^* = r*.
Soit aussi R la force accélératrice, inconnue en grandeur, qui agit sur la planète. Cette force est diri-
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gée , comme on vient de le voir^ suivant le rayon vecteur , et elle agit du point M vers le point 0 , à cause que la trajectoire tourne sa concavité da côté du soleil ; les cosinus des angles qu'elle fait avec
mm
les prolongemens de a: et x sont donc — - et
— - -; par conséquent, les équations du mouvement seront
En appelant toujours i^ la vitesse au point M, nous aurons
et, en différentiant ,
par conséquent y si l'on ajoute les équations (i) après les avoir multipliées par dx et dj-, et si l'on observe que xdx '\^ jrdjr z=i rdr ^ il en résultera
Mais y dans le mouvement elliptique , on a (n* 22^)
en faisant
4îr»a'
on aura donc
ce qui montre que la force qui agit sur chaque planète suit la raison inverse du carré de la distance au centre du soleil.
La grandeur de cette force est fJL à l'unité de distance ; soit ft' ce qu'elle devient pour une autre planète , dont le demi-grand axe et le temps de la révolution seront représentés par a' et T'; on aura de même
Or, d'après la troisième loi de Kepler, on a d'où il résulte
"râ ""^ T'î* ' ^ ""^ r^ >
par conséquent, à l'unité de distance, et, généralement , à la même distance du soleil , la force accélératrice R est la même pour deux planètes différentes.
La force motrice de cliaque planète est donc indé« pendante de sa nature particulière, et proportionnelle à sa masse, comme les poids à la surface de la terre. Elle varie d'une planète à une autre suivant la même loi que d'une position à une autre de la même planète ; et si deux planètes étaient situées à la même distance du soleil et abandonnées à elles-mêmes , sans vitesse initiale, elles tomberaient d'un même mouvement vers cet astre, et l'atteindraient dans le même intervalle de temps.
432 TRAITÉ DE BfÉGANIQUE.
Ainsi , les trois lois de Kepler nous font connaître complètement la force qui retient les planètes dans leurs orbites : la loi des aires proportionnelles ta temps nous fait voir que cette force est constamment dirigée yers le centre du soleil ; celle du monvemeot elliptique , ou Texpression de la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précédente , nous montre que son intensité varie, pour une même planète^ en rtkoa inverse dq carré des distances au soleil ; enfin , nous concluons de la loi des carrés des temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes , qui ég|ilité de distance au centre de cet astre, Tintensité de la force motrice est proportionnelle aux niasses de chaque planète , et indépendante de sa nature particulière*
226. New^ton a étendu aux comètes , dans leur mouvement autour du soleil , et aux satellites autoor de leurs planètes respectives , les lois de Kepler et les conséquences qui s en déduisent relativement à b force qui agit sur ces mobiles.
Les comètes 9 dans leur mouvement , ne différent des planètes qu'en ce qu'elles ne sont pas constamment visibles, à raison de leloignement de leurs apliélies ; ce qui rend très difficile la détermination de leurs orbites. Néanmoins , il y a maintenant tm comètes dont on connaît les orbites et les temps de leurs révolutions, presque aussi exactement que poor les planètes* A Tégard des autres comètes, on caknk leur mouvement par approximation» en prenant pour la trajectoire, dans la petite étendue où chaque comète est visible , une parabole dont le fojer est la l|
centre du soleil , et supposant toujours les aires décrites par le rayon yecteur autour de ce points proportionnelles au temps pour chaque comète. Ce cas . est compris dans les formules précédentes du mouvement elliptique , en y faisant
b désignant la distance périhélie OB, qui est une quantité finie.
Les masses des comètes sont très petites par rapport à celles des planètes et paraissent d'une tout autre nature. En vertu de la troisième loi de Kepler, les forces motrices de deux comètes, ou d une comète et d'une planète , à la même distance du soleil , sont entre elles comme leurs masses respectives , et leurs forces accélératrices sont égales; il en est de même à regard de plusieurs satellites d'une même planète , mais non pas relativement aux satellites de deux planètes difierentes, ou à un satellite et une planète; car la loi des carrés du temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes n'a lieu que pour les corps qui tournent autour d'un même centre : nous ferons connaître par la suite le rapport qui existe entre les forces motrices de deux satellites appartenant à des planètes différentes, et entre celles d'une planète et d'un satellite.
Ajoutons encore que dans ces derniers temps on a étendu les lois du mouvement elliptique aux étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement révolutif de l'une des étoiles autour de l'autre a été reconnu, et que leurs positions relatives, calculées d'après ces I. 28
loîs^ se sont accordées aussi bien qu'on pouvait Tes*
pérer avec leurs positions observées.
227. Examinons actuellement les altérations que la résistance d'un éther très rare répandu autour du soleil , produirait dans le mouvement elliptique des planètes. Leur non-sphéricité parfaite et le frottement du fluide contre leur surface, pourraient faire sortir le centre de gravité du plan de son orbite : on fera abstraction de ces deux circonstances; et il ne s'agira ijue de former les équations du roouvemcot de ce point , en ayant égard , à la fois , à la force centrale en raison invei'se du caiTé de la distance, et à une force tangentielle provenant de la résistance da milieu.
Je supposerai , comme dans le mouvement des projectiles dans 1 air, cette résistance proportionnelle au carré de la vitesse , h la densité du milieu et à la surface de chaque planète ; la force accélératrice qui en résultera sera , en outre, en raison inverse de la
masse du mobile; je la représenterai par p -1^ , en désignant par ds l'élément de la trajectoire, et par p un coefficient très petit et proportionnel, pour upe même planète, à la densité du milieu* En observant que cette force agit en sens contraire de la vitesse du jpobile, et représentant toujours la force principale dirigée vers le centre du soleil , par /f, à l'unité de dis-
I tance et par -^ à la distance r, les équations (i) devront être remplacées par celles-ci :
ds dx
ds dx ^
— ^dtdi* [
ds dr l
-^dtif ]
£q employant les coordonnées polaires^ on en dé** duit f sans difficulté , ces autres équations
di- "^f^'r — de 7(3)
qui en sont une transformation.
228* Lorsqu'on néglige leurs seconds membres, les équations (2) se réduisent à
et les équations (5) à celles-ci :
-^ — ^5 ^ — 2;cta,- = o, rf.r*rfB = o. (5)
On satisfait à ces équations (5) au moyen des formules (a), (i), (c), du n' 220; ces formules n'en sont pas les intégrales complètes, parce qu'elles ne contiennent que deux constantes arbitraires £X et e; mais si Ton fait attention que les équations (5) ne renfer-* ment pas explicitement les variables â et ^, et qu'elles contiennent seulement leurs différentielles {^ eidt , on en conclut que les formules du numéro cité devront encore satisfaire k ces équations, en ajoutant des constantes quelconques à ^ et fi. De cette manière, les intégrales complètes des équations (5) , et , par
conséquent, des équations (4)^ seront exprimées par
ce système de formules :
r = fl(i — ecosu),
tang^(6 — «) = v/rz-;*^"gi"î
a, e, e, a>, étant les quatre constantes arbitraires, et 71 une constante liée à a par l'équation
qui résulte de y = w, ^^ = ft, par TéliminatioD
de T.
Le zéro de la variable u répondra toujours à li plus petite valeur de r, ou au périhélie B (fig. 53). Pour M = o, on aura â = 6p ; de sorte que 8 représentera maintenant Tangle MOE, compté à partir d'une droite OE , qui fait un angle BOE = c» , avec OB. La valeur de fi en série sera de la forme
en désignant par 9| sa partie périodique, ordonnée suivant les sinus des multiples crpissans de yi< | c ■ <»« Cet angle 8 sera la longitude vraie de la planète dans le plan de son orbite, au bout du temps t quelconque; /i^-f-6 exprimera sa longitude moyenne au même instant, € sa longitude moyenne à l'époque d'où l'on compte le temps t, et cola longitude de son périhélie. 22g. Cela posé, quand on connaît les intégrales complètes d'un système d'équations différentielles comme les équations (4) , on en déduit les int^prales d*ttn autre système d'équations différentielles, telles
que les équations (2)^ qui ne différent des premières que par de très petits termes^ au moyen d'une méthode dont les géomètres ont fait les plus heureuses applications à la Mécanique céleste^ et que je vais exposer à l'occasion du problème qui nous occupe.
Les valeurs de x ely^ qui satisfont aux équations (4), sont de la forme :
y* et F indiquant des fonctions données. Pour que ces valeurs satisfassent encore aux équations (4) » j y <^onsidère^, e, i, œ, comme de nouvelles variables qu'il s'agira de déterminer. Mais ces inconnues étant au nombre de quatre , et les équations (2) seulement au nombre de deux , je peux prendre à volonté deux équations auxiliaires ; et je fais, en conséquence ,
dF dF dF dF ' ^^
-T-da+'j-de'i^ jrde + —dû? = o,
da ' de * at do '
OU, autrement dit, j égale à zéro les parties de dx et dj', provenant des variations de a, e^ €, C7 De cette
manière , les valeurs complètes de ^ ^* ^ ^^^^
dx ^ 4r ^
simplement
di '^ Ir ^ "^ dî' En différentiant de nouveau , on a
^x à^f d^f da d^f de éff di d^f dm
dt^ — de ^'dtda dt '^dtde dt "** dtdi dt'^ dtdm dt '
^j- ^_, j^^ 1^^^ . d^f dî . d^F dit
dF dë'^dldâdi '^didêH
dtdt dt^^dtdmdr
Or, par hypothèse, les valeurs précédenles de x et y satisfont aux équations (4) , en y regardant a, e, ^jdPf comme des constantes arbitraires, on a donc
d^f , ftx d'Y ^ fir
par conséquent, si l'on substitue les valeurs com"»
plètes de ^ et j^ dans les équatioos (2), on aura dtda ' dtde dldt ' didm ' dt dl ! , >
et ce système des quatre équations {b) et (c) servira à déterminer a^ e^ ê, c?, en fonctions de t.
25o. Cette substitution de quatre équations différentielles du premier ordre , aux deux équations (2), qui sont du second ordre, n'aurait, en général, au" cun avantage. Mais les valeurs de da, de, de, do^ qu'on tire des équations (b) et (c) , auront pour facteur le coefficient p de la résistance , qui est une très petite quantité; les parties variables de a, e, €, û?, seront donc aussi très petites ; et si Ton néglige le carré de p, on pourra considérer a, e, €, c?> comme des constantes, dans les expressions de ^r de, de, dcû ; ce qui réduira aux quadratures le calcul des parties variables de a, e, s, œ. Par la méthode des approximations successives, on obtiendra ainsi des valeurs de ces quantités , ordonnées suivant les puissances de p et aussi exactes que l'on voudn; nous nous arrêterons h la première puissance de f .
Les équations {à)^ après qu'on y aura substitué les valeurs variables de a^ e, i, g?, feront connaître^ comme dans le cas du mouvement elliptique, les valeurs de r et 6 en fonctions du temps. La trajectoire sera encore une ellipse, mais dont les élémens varieront continuellement. Si Ton suppose que Ton construise à chaque instant rellipsé constante qui répond aux valeurs des élémens à ce même instant, les ordonnées X eijr ^ et leurs différentielles dx et dj-, seront communes, en vertu des équations (b), à cette ellipse et à la trajectoire, qui sera, par conséquent, la courbe de contact de toutes les ellipses constantes. Far la même raison, la vitesse du mobile et ses composantes auront les mêmes expressions, et seront déterminées par les formules (d) du n^ 222, dans le mouvement elliptique et dans le mouvement altéré par la résistance du milieu.
23t. Observons qu'on a identiquement
nt = fndt -f- ftdn;
en comprenant /2^^/i dans l'inconnue €, ou pourra donc écrire ainsi :
fruit + € — G) :=: u — e sinu, (d)
la seconde équation (a). Alors, en même temps qu'on changera, dans les équations du mouvement ellip* tique, les constantes a, e, e, co, dans leurs valeurs variables, il y faudra remplacer nt par l'intégrale fndt, que nous supposerons nulle quand ^ = o« La quantité /^ qu'elle renferme se déduira de a, au
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moyen de la formule
domiée par réquation a^n^ = /t du n® 338. Cette intégrale fndt exprimera le moyen mouvement de la planète (n"" 219), altéré par la résistance du milieo; et, de cette manière, la différentielle du moyen mouyement sera ndty dans le mouvement troublé comme dans le mouvement elliptique.
Au périhélie^ l'angle 6 — (o est égal à zéro ou à un multiple de 560"*; en vertu de la première équation {a\ il en sera de même à 1 égard de l'angle u; donc , pendant l'intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs de la planète à son périhélie, la quantité fndt + é — a augmentera de 36o*; ce qui servira à déterminer cet intervalle , quand on connaîtra /i, £, » en fonctions de t. Le temps de la révolution , ou l'intervalle compris entre deux retours consécutifs de la planète au même point fixe, sera celui qui répondra à un pareil accroissement de sa longitude vraie 0.
232, Nous pouvons remplacer les équations [h] et (c) par d'autres équations équivalentes, desquelles il sera plus facile de déduire les valeurs de ^, de, de, d(o.
Pour cela, observons que si une équation quelconque
(p (nt, r, ^f a, e, ê, r*>) = o ,
a lieu dans le mouvement elliptique , elle subsistera encore dans le mouvement altéré par la résistance da
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milieu ^ en y regardant a^ e, ê, œ^ comme des variables déterminées par les équations {b) et (c) , et y mettant fndt à la place de ni. La diflTérentîelle de la fonction f sera donc nulle , soit qu'on la prenne, dans le premier cas, par rapport à /i^, r, 9; soit qu'on la prenne, dans le second cas, par rapport à fndtj r, fi, a, e, é, C7; or, r et 6 étant des fonctions de or et^, leurs différentielles sont les mêmes dans les deux cas , en vertu des équations (i) ; par conséquent, en supprimant^ dans la différentielle complète de ^, la partie j^ rf.w^ + ^rfr+^rfô, qui est séparément nulle , on aura
^a^4. ^^de +^di + ^da, =o.
aa * de * dt dm
Cela posé, après avoir mis dans Téquation (2) du n® 218, 9 — G) à la place de 9» on en déduit
r + recos(9 — co) = a(i — e*);
en différentiant, comme il vient d'être dit, on aura donc
rcos9rf.ecosfi7-f- rsinô^/.esinc7 = rf.a(i — «•)• (c)
Je différentie de même la première équation {a) et l'équation {d); ce qui donne
(i — ecosu)da — a cos ude + ne sm udu = o, de — dco 4- sinise — (i — ecos u)du = o,
en considérant u comme une fonction de a, e, 6, co. J'élimine du entre ces deux équations; il vient
(i-^-^cosuyda'^a[e — cos w)rfe+fle sinu (di — db)=o. Mais, en mettant dans les formules
I -<- tane* iu • a lang i u
COSI£= " 7 . smu =: 2-^ ^
^woc* i + tang»iM' ^ i + tang'itt'
à la place de tang \u ssl valeur donnée par la troisième équation (a), on a
c + co8(e — ») • l/(i — e*)8in(9— if) cos K= — J- ^7" { , sm {^ = — i-j '—r^ — —i;
au moyen de quoi Téquation précédente devient
,' .fl V — ûcos(8— •)^cH ^ (A —€£•) = o. (/)
i+ccos(fl— i») ' * j/i _ e*
Ce que nous disons relativement à Téquation f :=0y s'applique également au cas où la fonction f renferme les différentielles premières de r et 9. Ainsi , Ton a, dans le mouvement elliptique ,
dr" + r*ifâ»
en mettant V^^ au lieu de aVi dans la valeur de r*d8 du n^ 1220 : or, les différentielles dr et dQ, ainsi que r et 9 , restant les mêmes lorsque a, e, é, cà, deviennent variables , il s'ensuit que ces deux équations subsisteront encore dans cette hypothèse ; cela étant, en comparant leurs différentielles complètes aux éqoa* tions (3) du n^ 228 , on en conclut
d. \^a{ I -^ e») = — p \^a{i — e^jds.
Maintenant , on tirera facilement des quatre équations (e), (y), (g), les valeurs de da, de, dê^dcû; en y mettant pour r sa valeur, savoir,
1 + e cos (ô — • I») '
afin de les exprimer en fonctions de l'angle 6 seulement, on trouve
da = 3^ [i + ae cos ( ô — û> ) + e^l^ds,
de = — 2p [e + cos ( ô — « )]c&,
edcû=z — ap sin ( fl — co )ds , '^^
, a^esin(9 — 1») [v/i— •«• — c* — ecos(6 — #)]
■" "* [i+e cos (9 — •)] (,+v/rirp) •
La valeur de ds qu'on devra substituer dans ces formules, est
ds
et en y substituant celle de r, elle devient
j^ __ fl(i — e*) y/i + 2e cos ( e — <# ) + e* ,Q
[ i + e cos ( Ô — • ) ] *
On intégrera les seconds membres des équations (A), en y considérant a, e , e, (d, comme des constantes, ainsi qu'il a été dit précédemment ; et quand le coefficient p sera donné en fonction de r, et conséquemment de 9 , on en déduira , par la méthode des quadratures ou par la réduction en série, les valeurs variables de a, e, e, g? , qui devront être substituées dans les équations du mouvement elliptique.
^ — !i33. Si rexcentricitë e est une très petite fraction, les formules (h), réduites à leur partie principale, deviendront
daz= — 2p a^dd, cte = — 2pa cos ( ô — a? )d8, edcû = — 2fa sin (ô — c?)^ô, dé=2pae sîn (ô — o^fl;
et Ton y pourra considérer le coefficient p comme constant. En intégrant et désignant par eTa, J'e, cTo, J^£, • les parties variables de a, e, é, g?, on aura donc
Sa = — ^pa^èy J^e = — 2pa s\a[d — g?), ej^ro = 2p£Xcos(9 — rt?), J^£ s= — 2faecos(9— û?).
Si Ton exprime par J)n la partie correspondante de n,
ou de y-f de sorte qu'on ait
aya
/„ = _ ^^«Ta,
il en résultera
J^n =s 3p/zn6.
On voit donc que Feffet de la résistance d'un mi* liea très rare sur le mouvement d'une planète très pen excentrique , serait de faire décroître indéfiniment le grand axe , d'augmenter de même la vitesse anga^ laire n ^ et de produire dans chacune des trois quantités €f €û, e, une inégalité dont la période est la même que la révolution de cette planète. Non-seulement le mouvement angulaire s'accélérerait de plus en plus, mais même la vitesse absolue ; car elle est à peu près
égale a an; son accroissement est donc aj'n^ nJ^a; quantité positive et égale à fo^rA.
En négligeant tout-à-fait Texcentricité, on a
r == a, fl = /ndt + 6;
si donc on désigne par J^r et J^â , les parties du rayon vecteur et de la longitude qui proviennent de la résistance du milieu, on aura, au même degré d'approximation ,
cTr = — 2pa*fl, cTÔ = ipa6\
En vertu de cette diminution continuelle du rayon vecteur, qui s'élèverait à 4^pa* à chaque révolution de la planète, elle finirait nécessairement par atteindre la surface du soleil.
Au reste , s'il existe dans Tespace un éther qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes que cette influence peut être sensible, à cause delà petitesse de leur masse, et parce que, toutes choses d'ailleurs égales , le coefficient p est en raison inverse de la masse du mobile. Et , en efiet , on n'a reconnu jusqu'à présent aucune trace d'une résistance de l'éther dans le mouvement des planètes et des satellites ; mais d'après les calculs de M. Enke, cette résistance parait influer d'une manière appréciable sur le mouvement de la comète récemment découverte, dont la révolution est d'environ 1:200 jours.
§ III. Mouvement dun point matériel soumis à une
force centrale.
2 54* Le problème que nous allons résoudre est rinverse de celui du paragraphe précédent : on supposait alors la trajectoire et la loi du mouvement données par Tobservation ^ et il s^agissait de déterminer en grandeur et en direction^ la force à laquelle ce mouvement était du; maintenant, on suppose qu'une force constante dirigée vers un centre fixe, et donnée en fonction de la distance du mobile à ce point , est appliquée à ce mobile , et l'on propose d'en conclure la trajectoire et la loi du mouvement.
Cette courbe DMB ( fig. 55 ) sera comprise dans le plan passant par le centre fixe C, et par la direction DA de la vitesse initiale. Je mène dans ce plan et par Iq point C, deux axes rectangulaires Gr et C;^, dont le premier passe par le point de départ D du mobile, et qui seront les axes des coordonnées. Au bout da temps ^, compté depuis ce départ, je suppose que le mobile soit en M , et je désigne par ^ et^ ses coordonnées CP et PM , par r son rayon vecteur CM, et par R sa force accélératrice , dirigée de IVf vers C et donnée en fonction de r; les équations du mouvement seront
et si la force R était dirigée suivant le prolongement de CM , il suffirait de changer les signes de leurs seconds membres.
On en déduit immédiatement les deux intégrales premières
dans lesquelles 6 et c sont les constantes arbitraires ; et si l'on appelle 6 l'angle MCr, de sorte qu'on ait
X = rcosfl, / = rsinfl,
ces intégrales deviendront
r^d& = cdt, ^!l±^ = ^2fKdr+b; (2)
d'où Ton déduira des valeurs de dû et d& , de la forme
dt =:frdr, dB = Frdr,
qu'il ne s'agira plus que d'intégrer exactement ou par approximation •
En éliminant dt entre les équations (2), on a
pour l'équation différentielle de la trajectoire. Si l'on appelle if la vitesse du mobile au point M , on aura
i^* = 6 — 2fRdr; (4)
et en représentant par J" l'angle que sa direction fait avec MC , ses composantes seront
i^ cos cT = — ^, i^ sm cT = rj,
suivant MC et suivant MH perpendiculaire à ce rayon Tecteur.
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Les deux constantes 6 et c ^ et celles qui seront introduites par l'intégration des valeurs de dt et iJB, se détermineront d après la position et la vitesse initiales du mobile. Pour cela, je représenterai par y la distance initiale CD ^ par cl l'angle CDA qui pourra être aign ou obtus, et par h la hauteur due à la vitesse initiale,
de sorte que cette vitesse soit \/2gh , en appelant ç la gravité. Si l'on suppose que l'intégrale f^^dr^ qui entre dans les formules précédentes , soit nuUe quand r = 7, on aura d'abord
h — 2gh,
d après la valeur de (^*. En vertu de l'équation r^c^ = cdt , la valeur de (^ sin eT est la même chose
que -; par conséquent, nous aurons
c szz y \/2gh sin a.
Quant aux deux autres constantes arbitraires , on les déterminera de manière qu'on ait 6 = 0 et r = y quand ^ =: o, et le problème sera complètement rtôolu.
235. Lorsque la force R est proportionnelle à la distance r, les variables x eijr sont séparées dans les équations (i), et l'on n'a pas besoin de recourir aux coordonnées polaires et aux équations (3).
Soient , en effet , k la valeur de R qui répond a r = >, et
sa valeur générale. Les équations (1) deviendront
y au
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d^x kx d*jr kjr
'dF ^* 'dF ^T'
et leurs intégrales complètes seront
X = A cos ^ %/— + A' sîn 1 1/— ,
A, A', B^ B', étant les quatre constantes arbitraires* Pour les déterminer^ on a, diaprés les suppositions précédentes,
quand ^ = o ; d'où il résulte
A = >, A'y^— = — s/âgAcosa,
B = o, B'i^— =^ V^agAsina, et f par conséquent,
x = >(cos^ ^i - v/^ cos^^sin ^ y^i),
^=^> V ^ ^" "" ^'° ^ vices formules nous montrent que les révolutions du mobile autour du point C seront isochrones, et leur
durée commune égale à a^r i/~. On en déduit
>sinasinfv/^=7/^,
fk y sin a, cos tu- = a:sina+^ cos a ;
I. àg
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d'où il résulte
^ J* + (xsîna + jr coscty ^ y^sin^a,
pour réquation de la trajectoire , qui est , comme od yoit^ une ellipse dont le centre est au point C. Pour que celte ellipse soit un cercle, il faut qu'on ait a=go* et k}^ = 2gk. Dans ce cas, le mouvement est uniforme; car, d'après les valeurs de j: et^ , ou a
^ = - V?^sint/^.^=v/5^cost^;
ce qui donne \^yk pour la vitesse if, La force centraie R et la force centrifuge — sont constantes ti
toutes deux égales à A*.
Si la force R est répulsive au lieu d'être attractive, comme on l'a supposé, il faudra changer ^ en — k dans les formules précédentes. La trajectoire sera alors une hyperbole , et le mouvement cessera d être révolulif.
256. Prenons actuellement la force R en raison inverse du cube des distances , et représentons-la par
k étant toujours sa valeur au poiut D. Nous aurons, dans cette hypothèse ,
à cause que l'intégrale doit s'évanouir quand r^y*
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En ayaat égard aux valeurs de & et r ^ et faisant .. .
y ' r de
l'équation (3) deviendra
2^ sih* « / 8ÎQ* M ^gh sin' m
Le coefficient de.j^* poprra être positif ou négatif ^uj^ fais, donc
. iy _^_- ^
d^où il résulte
dz* , '
-jr- ± /i*z? = col* et zt /!•,
eif par conséquent,
i*-V*.«a est
y^.,^^.,.. .J.J_l.^^,i_^^_i^,!_LJ. ^«>^-, • ■ •
Dans le cas des sigiM^*supérieurSy on aura
nz
(nz \ • n K
et, dans le cas des signes inférieurs,
/iâ = log ; ; ,
en observant qu'on ar = 3^et2=i quand 6 = o. De la première valeur de lA , on tire
71S :^ cot a sin nâ + 0 <^<^ ^^»
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Le maximum da ^ ou le minimum de r répond à la valeur de 0 , tirée de l'équation dz=iO, ou
lang wd = - cot ay pour laquelle on aura
cot^ia.
Aurdèlk de cette raietir de 6 , le ftiofcile s^<^ignén indéfiniment du point C , et son rayon vecteFfir Ysén infini , pour la plus petite valeur de â tirée de Téquation z=iO, ou
tang/i8 = — ntanga;
valeur que 9 ne "pourra atteindre qu après un temps infini. En mettant à la place de r, la 'v^étlt' de - dans
la première équation Qi^ on en déduira sans diflSculté, t en fonction dé 9.
Dans le cas de 1& valeur loga H tbtivîqtie de rA, on aura , en passant aux nombres et désignant par e la base des logarithmes = «lépériens ,
nz H- \/cot* a — • fi' -f- «*«* s=i (« -H- cot k)e j d'où Ton tire
z = - = —; (w + cot a)e -j (n — cot a)e ;
ce qui montre que r diminuera indéfiniment; en | sorte que k mobile décrira une spirale autour du 1
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point C , et atteindra ce point après un nombre infini de révolutions.
Si Ton (aft et = 90.^, pour simplifier , on aura
fi=- ^
pour l'équation de cette apirale. ha^ première équa-^ tion (2) devient
et, en mtegrant, on a
257. Pour dernier exemple, supposons, comme dans la nature , la force R en raison inverse du carré des distances ; de sorte qu'on ait
k étant Fintensité de cette force au point D^ pour lequel llntégrale est si^poeëe nulle.
Si l'on fait
l'équation (3) de la trajectoire deviendra c«^ = 2A>*p -, c-p»-; — Ç; d'où Ton tire
cdf
dB
En intégrant et désignant par fi> la constante arbitraire, on aura donc
0 =z= a> + arc ( cos = — ;^^=- ):
ce qui donne
ky^r = c» — r \/hy^— c*€ cos(fl — r,?), (a)
en mettant 6? -f- tt à la place de co , afin que ûi soit la valeur de â qui répond à la plus petite yalear de r, c'est-à-dire^ au point de la trajectoire où le mobile est le plus rapproché de C.
Pour en déduire Téquation de cette courbe en coor^lonnées rectangulaires, je fais
oc' =: r cos (9 — cd), f :£!s, rsin(fl — af)\
x' et y seront les coordonnée^ du mobile apportées
à des axes Cr' et Çt^', tels que l'on ait x'Cx =i9; on aura
et en élevant au carré les deux membres de l'éqnation (a) de la trajectoire, elle deviendra
Or, sous cette forme, on voit qu'elle appartient à une section conique, qui sera une ellipse, une para" bole ou une hyperbole , selon que la constante 6 sen positive, nulle ou négative. Oo voit aussi que, dans
tous les cas, le point C sera un foyer de cette courbe ; car, d'après 1 équation (a), le rayon vecteur r est une fonction linéaire de Fabscisse x; ce qui n'a lieu, dans les trois sections coniques, que quand l'origine des coordonnées est un de leurs foyers.
A cause de 6 = 2ghf on aura
il s'ensuit donc que le signe de €, el, par conséquent, la nature de la section conique qui sera décrite par le mobile , ne dépendra que de sa distance et de sa vitesse initiales, et nullement de la direction de cette vitesse ; en sorte que différens points matériels partant d'un même point D, avec des vitesses égales , décriront tous des sections coniques de même nature, quelles que soient leurs directions initiales. Si l'on a, par exemple, A: = g, la courbe décrite sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole , selon que la hauteur due à la vitesse initiale sera moindre que CD , égale à cette distance , ou plus grande.
338. Dans le cas de l'ellipse , l'équation (a) montre que la plus grande et la plus petite valeur de r, répondent à 9=6?+'^ et 6=«?; en les désignant par a(i + e) et a(i — e), de sorte que a soit le demi'-grand axe et e l'excentricité , on aura donc
{ky^ — \/A: V — ^•^) ^( ' +^) = c\
ou, ce qui est la même chose ^
Qa{i + é) = *>• + V/^V— ^^^ Qa{i—e) = ky — \/k^y^ — c't.
ri^j f'
Eq ajoutant ces équations et les multipliant membre à membre , il vient
Sa = ky% SaXi — e*) = c\
Si l'on y met pour ^ et c leurs valeurs
€ s= 2(ky — gh), c = y\/2ghsiaA, on en déduit
2{ky ^gh)a = hy\ |
ce qui £ait connaître le demi-grand axe et rexcentricité. On déterminera Tangle q en faisant, à la foiS| 6 ses o et rs=: 7 dans l'équation (a). Ainsi, les dimensions de l'ellipse et la position de son grand axe seront comfdètement déterminées , d'après la position , la yitesse et la direction initiales du mobile. Quant à son mouvement sur cette courbe , il est connu par les formules (a), {Jb\ {c)f du n* 220.
Le carré de la vitesse à un instant quelconque est, d'après la formule (4) du n* ^34 j
ou , ce qui est la même chose ,
à cause de la valeur qu'on vient de trouver pour a y et en faisant ky^ z=z /t, de sorte que jjl soit ici comme dans la formule du n* 225, Tintensité de la force centrale à l'unité de distance*
239. Il ne sera pas inutile de considérer en particulier le mouvement parabolique que Ton prend , par approximation ^ pour celui des comètes pendant la durée de leur apparition.
A cause que Ton a ^ dans ce cas ^ f =0 ou kyzzzgh , les équations (b) donnent a=oo et e=:i;ce qui a effectivement lieu dans la parabole. La formule (c) se réduit à
en appelant u la vitesse dans un cercle du rayon r^ on aurait , en vertu de la même formule ,
par conséquent , à distance égale du soleil y la vitesse d'une comète est à celle d'une planète qui décrirait un
cercle y comme y/n est à i •
En général , les équations {b) donnent
kya{i — e) (i + c) = %ghyûvL^<tj
en élevant au carré les deux membres de la dernière f et les multipliant ensuite par ceux de la première. Si donc on appelle p la plus courte distance de la comète au soleil , de sorte qu'on ait
p — a(i — e)y et qu'on fasse A^ = gA et e = i , on aura
p T=: y sin* a ;
ce qui détermine la distance périhélie , au moyen de
la distance et de la direction initiales du mobile, que Ton suppose connues.
Je fais ^ = o et A^^ = g[^ àans l'équation (a) , et j'y mets pour e* sa valeur 2gA;^*sin* a ; elle devient
r z=z 2y sin* a — r cos ( fl -*- fi>) ; d'on il résulte
I + cos ( 0 — • ; ' ^^
pour réquation de la trajectoire. Si Ton y fait fl = o et r = 5^, ou en déduit
y(i + cos fi?) = 2p, cosjâ? = sina;
ce qui détermine Tangle g? que fait le rayon vecteor du périhélie avec celui qui aboutit au point de départ du mobile.
Je substitue les valeurs de c et de r , dans la première équation {2) du n° 234, et je fais, pour abréger,
il en résulte
^^^ - = n \/\dt.
[l -f- COS (6 — m)'\
En observant que
I + cos ( 6 — rt> ) = 2 cos* i ( fl — û7 ) , et faisant
oa aura donc
d^ ndt
cos^4^ ^
d'où Ton tire , en intégrant et désignant par £ la constante arbitraire ,
( 5 + tang- 4 ) tang 4 + « = ^. ^^^^^ ^^^ ^
Va
Pour déterminer cette constante, on a, en même temps,
^ = O; 6 = 0, 4 = — ^^i et à cause de cos 7 ^ = sin a , il en résulte
É = (3 + cot* ^ cot *•
En appelant ^ le temps écoulé depuis le départ du mobile jusqu'à son passage au périhélie, on aura à la fois
^ = /', fl =: a?, 4 = ^^
et, par conséquent,
Su*
Cela étant , désignons par r le temps compté à partir de l'instant de ce passage, de sorte qu'on ait ^=/'4-t, nous aurons
[5 + tang*;(fl-û7)]tangi(fl — û>):== ^; (e)
en résolvant cette équation du troisième degré, on aura donc tang ~ ( 6 — a? ) en fonction de r, et , par
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suite , r et 6 à un instant quelconque : le temps r sera positif après le passage au périhélie, et négatif ayant ce passage.
A capse 4e
ghy =: ky' = fA, »/> sin a = \/p, la valeur précédente de n est la même que
elle est donc , d après l'équation a^n* == /x du n* 228^ la vitesse nooyepne ^gulaii^ d^Qc planète dppi k demi^;rand axe serait égal kpi et si Ton appelle / celle de la terre et / son demi-grand axe, de sorte qu QU ^t
on en concli^ra
py/p
pour la valeur de n.
nlfi. Cette analyse montre qu'en considérant la détermination du mouvement d'une comète» oonHiie un prcAlème de dynamique , et supposant , en cobséquence , que sa position , sa direction et sa vitew initiales soient connues, on peut déduire de ces données, U distance/' du sommet de la parabole ï son foyer , l'instant du passage du mobile par ce sonn met ou la valeur de t'y et la position de Taxe dépendante de l'angle o ; les équations (c) , (d) , (c) , font
ensuite ;ÇpnQaUr€ la vitesse de la oomète et. sa posi^ tion sur sa trajectoire à ua instant qaelconi|tie ; >ei comme le plan de eett^ courbe est celm qui passe pvr le oeûtre da soleil et par la direction de la vitesse initiale, il s'ensuit que le mouvement est complète^ ment déterminé. Mus le problème astronomique est différent. Lorsqu'on découvre une coitièle, les obset^ vations ne donnent pas immédiatement le plan de son orbite, sa distance au soleil , sa vitesse et sa direction, a rinstant où elle apparaît; en sorte qu'en prenant sa position à cet instant , pour son point de départ , les constantes y, h, a, ne sont pas données comme dans le problème précédent. La question consiste alors à déduire des observations, les valeurs de cinq quantités , savoir : l'inclinaison de Torbite et la longitude de son nœud ascendant sur le plan de Técliptique, ce qui déterminera le plan de l'orbite ; la longitude du périhélie et sa distance au soleil , d'où il résultera la position de l'orbite dans son plan ; et , enfin , le temps correspondant au passage de la comète par son périhélie. Lorsque ces cinq inconnues sont déterminées , les équations (c), (rf), (e), représentent , comme précédemment, le mouvement de la comète dans son plan. Or, chaque observation de la comète donne son ascension droite et sa déclinaison; trois observations fournissent donc six données, et, par conséquent , six équations qui sont plus que suffisantes pour déterminer les cinq inconnues ; et cela permet de remplacer deux de ces équations par leur combinaison la plus propre à diminuer l'influence des er« reurs des observations. Les valeurs approchées des
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cinq élémens qu'on vient d'énamérer étant ainsi conclues de trois observations faites à l'époque de l'apparition y les observations subséquentes servent ensuite à corriger ces premières valeurs et à vérifier les formules {d) et {e).
Nous ne pouvons qu'indiquer ici ce problème d'astronomie f dont il existe différentes solutions.
CHAPITRE VII
DIGRESSION SDR L9ATTRACTIOJV CNIVERSiXXJS.
24 1 • Les points matériels de tous les corps s'attirent mutuellement^ en raison directe des masses, et inverse du carré des distances.
Cette grande loi de la nature , que Newton a découverte, est une conséquence nécessaire de Tobservation et du calcul. On peut voir, en effet, dans V Exposition du Système du Monde , comment, en partant de l'expérience, on est conduit, sans aucune hypothèse et par une suite de raisonnemens rigoureux , au principe de ^attraction universelle. Les développemens de ce principe sont l'objet spécial de la Méca^ nique céleste. Dans ce chapitre , nous nous bornerons à en exposer succinctement les principales consé^ quences.
2^2. La force qui retient les planètes dans leurs orbites, est la résultante de l'attraction exercée pai* tous les points matériels du soleil sur tous ceux de chaque planète. Vu la petitesse des dimensions du soleil et des planètes par rapport aux distances qui les séparent, on conçoit que ces attractions peuvent être regardées, avec une approximation suffisante, comme des forces parallèles et égales dans toute l'étendue d'une même planète ; leur résultante est aloi^ égale à leur somme, et la distance restant la même, la
force motrice de chaque planète est proportionnelle au produit de sa masse et de celle du soleil ; ce qui devient encore plus exact , à cause de la forme à peu près sphérique de œs deux corps , lorsqu'on prend pour leur distance celle de leurs centres de gravité
(ti^99)-
Supposons donc , pour exprimer numériquement
riutensité de cette force, que Ton premoie une certaine distance, par exemple., celle du soleil à la tarie, pour unité linéaire ; choisissons une masse et un intervalle de temps déterminés pour unités de ces deux sortes de quantités ; et prenons enfin pour nnilé de force , comme dans le n"" 1 1 8 , la force accélératrice constante qui produit dans l'unité de temps nnevitesse égale à l'unité de longueur. G>noevons mainteniot ^ux corps dont les masses soient égales à celle qu'on a prise pour unité , et qui soient placés à une distanee l'un de l'autre égale à l'unité linéaire ; soit y la force atipactive de l'un des deux corps sur l'autre, certà-dire , le rapport numérique de son intensité à ceOe de la force choisie pour unité ; soient aussi M et ai b masse du soleil et celle de la planète : la force motrice de la planète sera /Mm, a l'unité de distance^^t
deviendra ^ J^, à la distance quelconque r.
lia grandeur de la quantité que nous désignons par^^ dépend du pouvoir attractif dont la matière est douée ; ce pouvoir est le même , à égalité de masse et de distance, pour tous les corps de la nature; rtea^ jusqu'à présent, ne fait soupçonner qu'il augmtfiie ou diminue avec le temps ; et nous avons lieu de
penser qu'il à e'të et qu^l restera coostamniéiit le même.
n^^. La force motrice de la masse M, due à Tat^
traction de m , est aussi représentée par-^^— , de manière que la réaction de chaque planète sur le soleil est égale et contraire à 1 action de cet astre sur la planète; mais la force motrice •~;^ , agissant sur les
deux masses M et m^ leur imprimera à chaque instant des vitesses infiniment petites qui sont réciproijuement proportionnelles a ces masses, ou , autl^e-
ment dit , leurs forces accélératrices sont ^ et '^ — .
11 en résulte que si ces deux corps sont abandonnés, sans aucune vitesse initiale, à leur attraction mutuelle , ils s'avanceront l'un vers l'autre en parcourant, dans le même temps , des espaces qui seront en raison inverse de leurs masses; ils se joindront au centre de gravité de M et m, qui partage leur distance primitive en deux parties réciproquement propor^ tiounelles au)c masses.
En général, si la planète est projetée dans l'espace suivant une direction quelconque , et qu'on propose de déterminer son mouvement apparent autour du centre du soleil , regardé comme un point fixe , il faudra concevoir que l'on imprime à chaque instant à cet astre, une vitesse infinimetit petite > égale et contraire à celle qu'il reçoit de l'attraction de la planète ; itmis, afin de ne point altérer le mouvement relatif de ces demt corpÈ ^ il faudra ^ en mènie temps , imprimer cette vitesse à la planète; ce qui revient à
lui appliquer une force accélératrice égale et contraire à celle du soleil; donc, dans le mouvement dont il est question , la force accélératrice de la planète m sera constamment dirigée vers le soleil M , et
égale à la somme des deux forces *^ et '^ ; si donc
on firent l'exprimer par ^ , comme dans le n* 3^5, il faudra prendra
fjL = f{M + m).
Ainsi , Ton devra substituer cette valeur dans les différentes équations du mouvement elliptique qu^on a données précédemment; par conséquent, réquation
du n^ cité donnera
T étant toujours le temps de la révolution de la nbnète , et a le demi-grand axe de son orbite .
Le rapport -^ qui dépend , comme on voit , de la
quantité m , différera donc, pour deux planètes doot les masses sont inégales; en sorte qu'on ne peut passup poser qu'il soit rigoureusement le même pour tontes les planètes. Cependant les observations qui conduisent à la troisième loi de Kepler, prouvent que œ np port est sinon exactement , du moins à très peu près constant ; il en faut donc conclure que les masses des planètes sont très petites par rapport à celle du soleil;
T* ce qui fait que le rapport ~j du carré du temps au
cube de la distance moyenne varie très peu en passant d'une planète à une autre. La masse de Jupiter^ la plus considérable de toutes, est effectivement moindre qu'un millième tle la masse du soleil.
244* C^'est pour cette raison que l'attraction mutuelle des planètes ne produit que des perturbations^ ou très lentes, ou très peu considérables, dans le mou* vement elliptique dû à l'attraction du soleil. En effet, les masses de deux planètes étant m et m^, la force motrice dirigée de l'une vers l'autre , est exprimée
par ^^^-^ , à la distance p ; la force accélératrice de m
provenant de l'attraction de m^, sera donc *^'; et
comme la distance p ne devient jamais très petite par rapport à la distance r de m au soleil , il s'ensuit que si m^ est une très petite fraction de M, le mouvement de m produit par l'attraction solaire devra être fort peu modifié par l'attraction de m^.
Les perturbations planétaires peuvent doûc être déterminées par la méthode de la variation des constantes arbitraires, que nous avons expliquée précédemment ( n*" 229). Elles sont de deux espèces. Les unes consistent en des inégalités périodiques généralement très petites , dont les périodes comprennent des multiples peu considérables, en général, des révolutions de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Cependant, lorsque leurs moyens mouvemens approchent d'être conimensurables , ces périodes peuvent devenir beaucoup plus longues, et
les inégalités beaucoup plus sensibles. Ainsi ^ les moyens mouvemens de Saturne et de Jupiter étant à peu près entre eux comme 2et5 , Laplace a trouye qu'il résulte de l'attraction mutuelle de ces deuic planètes^ une inégalité dont la période est de gag ans, et dont le maximum est d'environ ^8' dans la longitude de Saturne , et d'à peu près ^o' dans celle de Jupiter.
Les auti*es perturbations des planètes sont : i*. les mouvemens pr(^^ressi(s du périhélie et des nœuds de leurs orbites, dans lesquels ces points parcourent la circonférence entière, en des temps extrêmement longs qui peuvent surpasser un millier de siècles ; a*, les variations séculaires qui affectent les excentricités et les inclinaisons de ces orbites , ainsi que les longitudes moyennes des planètes , dont les périodes scot SiQmblables aux précédentes , et dont les amplitudes , p€;u considérables , ne sont pas encore bien coniiues.
Mais tandis que ces divers élémens du mouvement elliptique varient simultanément en vertu de l'attraction planétaire , il est très remarquable que cette force n'altère aucunement les grands axes des orbites et les moyens mouvemens 46s planètes, qui seront ks mêmes à toutes les époques, ainsi que les temps des révolutions, liés aux grands axes par l'équation (i). Toutefois, les variations séculaires des longitnsdes moyennes en produisent de semblables dans les ifttervalles entre deux retours consécutifs à un même point fixe; elles sont insensibles dans le mouvement des planètes 9 mais non pas dans celui des satelliles, et particulièrement dans le mouvement de la lune, qui s'accélère, pour cette raison, de siècle en sic
La force accélératrice qui provient de l^attraction d'une planète m^ sur une autre planète m, étant indépendante de la masse m et proportionnelle à là massé m^y on conçoit que les perturbations dues à cette forte et observées dans le mouvement de m autour du sa* leil, peuvent servir à déterminer le rappoii de la masse m^ à celle de cet astre. Ainsi, par exemple , d'après la grande inégalité de Saturne, produite par l'action de Jupiter , on a trouvé la masse de cette dernière planète égale à 73^^ de celle du soleil. Nous indiquerons tout à l'heure un autre moyen che cal^ culer la masse des planètes, quand elles sont aocbm^ pagnées d'un ou plusieurs satellites.
Les comètes, à cause de la petitesse de leurs massée, ne fNToduisent aucun effet appréciable sur les planètes; mais leurs mouvement sont f tx>t4>lés par le& attractions planétaires, et l'on détermine «aussi par la méthode du n"" laiag, leurs perinrbations, qui kifluetit considérablement sur les époques de k réapparition de chaque comète, c-est-^dirô| sui^l'ioterVàlle de tempB compris entre deux passages consécutif à son périhélie.
245. Soient m' et mies masses d\in satellite et de sa planète, et / la. distance de leurs centres; la force motrice da Satellite, dirigée vers le centre dé la fdtt-
nète , sera aussi eiqprimée par*^^ à cette diàtancfe
r'; le'coefl5cienty*étant le même que précédemment. Bans son mouvement apparent autour de la planète, la forcé accélératrice du satellite aura pour eispression
^ , en faisant
Je représenterai par a' le demi-grand axe de lor^ bite da satellite, et par T' le temps de sa révolution; en . appliquant Téquation (i) à son mouvement, on aura
L! — _ Jî!_
et si l'on divise ces deux équations membre à mcmbrei afin d'éliminer le cœtBcienty*, il en résultera
Or y si l'on excepte la lune , les masses des satellites sont très petites par rapport a celles de leurs planètes respectives : la masse d'un satellite de Jupiter, pr exemple , n'est pas un dix-millième de celle de cette planète ; on peut donc metti^ ma la place de m + m' dans cette dernière équation; et comme a^ a\ T, T, sont'des données de «l'observation , elle pourra servira déterminer le rapport do m à .M. Cest de cette manièi'e que Newton a trouvé pour la masse de Jupiter, Y^y de celle du soleil ; ce qui diûere peu de la fraction ^hro qu'on a obtenue depuis par un autre moyen. 346* L'attraction mutuelle des satellites d'une même planète, quand elle ena.pluîsîeurs, etrin^* lité d'Action du soleil sur chaque satellite et sur sa planète , produisent dans les mouvemens elliptiques des satellites , des perturbations analogues â celles que nous venons d'indiquer pour les planètes. Les perturbations provenant de l'action réciproque des satellites, font connaître les rapports de leurs masses à celle de la planète , dont l'attraction prodoit leur mouvement elliptique. Mais ce moyen n^anqnant
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pour la lune , on y supplée par d'autres considéra-* tions , pai^mi lesquelles je vais indiquer raction de ce satellite sur les eaux de la mer.
Soient C ( fig. 56) le centre de la terre, A celui de la lune, M un point quelconque du sphéroïde terrestre;, faisons
CA = a, AM = p, CM = r,
et appelons A l'angle ACM ; nous aurons
et si nous abaissons du point M la perpendiculaii*e MB sur la droite AC , nous aurons aussi
MB = rsinA, AB = et — rcosX.
Au point M, la force accélératrice provenant de Tattraction de la lune et dirigée suivant MA, aura
pour valeur -r^ , en désignant par m! la niasse du
satellite , et pary"le même coefficient que précédemment. Les composantes de cette force suivant la perpendiculaire MB et la parallèle MD à la droite AC, seront donc
fm'r sin A Jvt' a . fm'r cosx
Je substitue la valeur de p dans ces quantités ; et la plus grande valeur de r, c. est-a-dire, le rayon du globe terrestre, étant, à peu près, un soijcantième de CL, je néglige le carré de r; en faisant alors
finr 8În A ^ afin'r cos A »
les deux composantes de l-attraction lunaire seront
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(p et*^ + <p'. Tous les points de la terre sont donc sollicités parallèlement à CA par une force constante et égale à*^ , et , en outre , par des forces Ç et ^'
dont la résultante varie en grandeur et en direction, d'un point M à un autre, et est nulle au centre €.
frn
Or, il est évident qu en vertu de la force*^-^, la masse
entière de la terre se portera vers la lune , d'un mouvement commun à toutes ses parties, sans que les points de la partie fluide changent de position-relative; c'est donc aux forces ^ et (p^ appliquées aux diffërens points de la mer, que seront dus le Jluoc et le rg/2kr produits par l'action de la lune.
La masse du soleil étant M , et a sa distance à la terre, si Ton d&igne, en outre, par ft, >{/, «>].', ce que deviennent A, ^, ^', relativement à cet astre, on aura de même
/Mr sin a* . , ^^^ 7,fHr cos ^
pour les composantes de la force provenant de l'action du soleil, qui concourent au phénomène des marées. En les comparant aux forces ^ et (p\ on voit que pour un point de la mer, dont le rayon vecteor r fait le même angle X ou /b6 avec le rayon vecteur de la lune ou du soleil, les actions de ces deux astres, qui produisent les oscillations de la mer, sont entre elles comme leurs masses, divisées par le cube de leurs distances au centre de la terre. Or, on conçoit que, toutes choses d'ailleurs égales, les grandeurs de
ces oscillations doivent être entre elles comme les forces correspondantes ; si donc on désigne par m- le rapport de la marée lunaire à la marée solaire , dans un même lieu de la terre et pour des positions semblables des deux ai^tres, on aura
équation dans laquelle on prendra pour a et a les distances moyennes de la lune et du soleil à la terre, et d*où Ton tire
m' tf3 M
en appelant m la masse de la terre.
D'après les lois différentes que suivent les marées lunaire et solaire , on peut, effectivement, distinguer les unes des autres, et déterminer leur rapport en chaque lieu de la terre. La moyenne d'un grand nombre d'observations , faites dans le port de Brest , donne (*)
pour la valeur de ce rapport. La distance a est, à très pea près y 400 fois la distance ce , et la masse M ^ comine-on le verra tout à l'heure, aussi à très peu près , 555ooo fois la masse m. Au moyen de ces valeurs, on trouve, d'après la formule précédente, la. masse de la lune égale à ^ de celle de la terre. Indépendanunent des oscillations de la partie fluide
(^ Mécanique céleste, tome Y, page ao6.
de la terre, les actions du soleil et de la lune prodot* sent encore, dans le mouvement du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité , à raison de sa non-sphéricité, des perturbations que nous ferons connaître lorsqu'il sera question du mouvement de rotation d'un corps solide.
2^7' On peut remarquer que la composante des forces <p et ^', suivant le prolongement ME du rayon CM , est ^' cosA — (p sîn A ; en sorte que sa valeur est
(2 cos* A — sin* A) "^§—3.
C'est la diminution de la pesanteur au point M, produite par l'action de la lune. Or, en supposant que M appartienne a la surface de la terre , et désignant par g la gravité en ce point ^ on a aussi fm = gr*, à très peu jprès; d'ailleurs, le mnximum de 2COs*A — sîn'A répond a Aso, et est égal à s. La plus grande valeur de cette diminution de pesanteur sera donc
-^; quantité à peu près égale à un huit-millionième
de g, en prenant 60 pour le rapport -. Pour que l'influence de l'action lunaire sur la longueur du pendule à secondes fût appréciable , il faudrait donc pouvoir porter l'exactitude jusqu'à la seconde décimale au-delà des cent-millièmes, où Ton s'arrête ordinairement dans la mesure de sa longueur. Cette influence produirait, dans la mesure du temps, une inégalité ré* glée sur le mouvement de la lune , dont le maximum ne s'élèverait qu'à un demi-centième de seconde en un jour.
343* Abstraction faite de la force centrifuge due à la rotation de la terre , la pesanteur que nous observons à sa surface est la résultante des attractions exercées par tous les points du sphéroïde sur chaque point matériel, laquelle résultante ne dépend que de la position et de la masse de ce point, et nullement de la nature du corps auquel il appartient ; c'est , en effet, ce que Texpérience a pleinement confirmé. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure qu'on s'élève au-dessus de la surface de la terre; et c'est aussi ce qui résulte des observations du pendule, faites à différentes hauteurs. De plus, la pesanteur terrestre , diminuée dans le rapport du carré du rajon de la terre au carré du rayon de Torbile lunaire, doit être la force accélératrice qui retient la lune dans son orbite. Or, la distance du satellite étant, à peu près, 60 fois le rayon de la terre, il s'ensuit que la lune, si elle n'avait aucune vitesse , devrait tomber vers la terre, de la même quantité en une minute qu'un corps quelconque , dans le vide, en une seconde à la surface de la terre* Cette quan* tité n'est autre chose que le sinus verse de l'arc que la lune décrit sur son orbite en une minute, ou, à très peu près, le carré de cet arc divisé par le diamètre de cette courbe; et oondinë la circon^ férence de l'orbite est 60 fois celle de la terre , on en conclut que la quantité dont il s'agit est ^gale à
40 millions de mètres, multipliés par — ^^ en désignant par n le nombre de minutes que contient une révolution lunaire. Il faut donc, d'après la va-
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leur de la gravité g qu'on a trauvëe par l'expértence du pendule , que ce produit soit à très peu près ëgal à 4%9^; ^^ trouve, effectivement, 4*,88 pour sa valeur, en observant que 13=: 39343. La différence serait encore moindre , en ayant ^avd à diverses circonstances dont nous avons fait abstraction pour simplifier la démonstration*
La pesanteur terrestre est donc un cas partieuKer de l'attraction universelle ; et, pour cette raison , l'on appelle aussi cette force générale la pesarUmr ou la gravitation unis^rseUe.
ri49* A^ cause que la terre s'écarte peu de la fbrme spbérique, l'attraction qu'elle exerce sur un point
de sa surface est à peu près ^9 comme celle d'une
Bpbère, en désignant par m sâa masse, par r son rayon, et par y le coefficient de l'attraction universelle. Cette valeur approchée doiît être tout -à* fait exacte pour les points appartenant à un certain ^ rallèle; et , d'après la théorie de l'attraction des spliéroïdes peu différens d'une sphère, œ parallèle est celui dont le carré du sinus de la latitude est |. S&r ce parallèle, la pesanteur a pour mesure g^,'fg^ (n^ 193); mais, pour l'égaler à l'attraction terrestre, il: faut préalablémeût FaugmentefT de la cooaposanie verticale de la force centrifuge , laquelle composante
est égale , sous ce parallèle, à la fraction 5 — ^ de U
gravité (n"" 178). Donc, en faisant
on pourra regarder cette valeur de la gravilé^ ainsi
modifiée 9 comme égale à l'attraction de la terre, et
poser réquatioD
Jrn
TT
En la multipliant membre à membre par Téquation (i) du n® 3i(5, appliquée au mouvement de la terre autour du soleil , on en conclut
formule qui va servir à déterminer le rapport de la masse de la terre h celle du soleil.
Si Ton conçoit un triangle rectangle qui art pour base le rayon de* la terre , et pour hauteur sa distance au soleil^ le petit angle opposé à la base est la parais laxe du soleil , que Ton détermine directement par des observations astronomiques, et que Ton peut aussi déduire d'une certaine inégalité produite dans le mouvement de la lune par l'action du soleil , que l'on appelle l'inégalité parallactique. La grandeur de la parallaxe varie avec le rayon de la terre et son éloignement du soleil auxquels elle répond ; pour la distance moyenne a et pour le rayon r qui aboutit
au parallèle dont le sinus de la latitude est \/j , sa valeur est 8'',6o. On a, par conséquent,
^ = tang 8",6o, a = (23984)r.
Sous ce même parallèle, et en prenant -^ pour l'aplatissement de la terre , on a
pour son rayon. Le temps de sa rëirolution aatour
du soleil j exprimé en secondes , est
Au moyen de ces valeurs et de celle de g , qui suppose aussi qu'on a pris la seconde pour uoite de
temps, on trouve
25o. Le soleil est une sphère d'un rayon ^al a 110 fois celui de la terre; on connaît donc le rapport des volumes de ces deux corps et celui de leurs masses; d'où l'on conclut immédiatement le rapport de leurs densités moyennes : celle du soleil est , à peu près , le quart de la densité de la terre.
A la surface de cet astre, l'attraction est exprimée par
en appelant R son rayon. A cause de
R = iior, g = ~, cette quantité est la même chose que
(iio)*m'
et elle a pour valeur (2g,5)gr, d'après celle de
— . La durée de la rotation du soleil autour de son
axe étant de 25', 5, la force centrifuge à son équateur n'est que le sixième de cette force à Féquateur de la
terre. En négligeant donc la diminution qu'elle produit dans la pesanteur à la surface du soleil , on voit que le poids d'un corps à cette surface est 2g fois et demie le poids du même corps à la surface de la terre ^ et que les corps y parcourent à peu près 145 mètres dans la première seconde de leur chute. En appliquant successirement Fëquatioa (i) du n*" 243 à la terre et à une autre planète, et supposai»! que les quanti^ m, a, T^ relatives à la terre, de-r Tiennent m, , ^« , T, , par rapport h la planète, on eu conclura
a^ M+^m, IV
par rélimination de y*. Connaissant la valeur de a par l'observation de la parallaxe solaire, ou autre-* ment , ainsi que la masse m de la terre et la durée T de l'année sydérale, cette équation servira à déterminer la valeur du demi-grand axe a, d'une planète quelconque, lorsque sa masse m. et le temps T, de sa révolution seront donnés. Le procédé du n° ^45 pour déterminer cette masse, suppose seulement qu'on connaisse une valeur approchée du demi-grand axe. 25i. L'attraction exercée à la surface de la terre par une masse considérable, telle qu'une haute montagne, fera dévier les corps pesans de la direction verticale, et le prolongement du Jïl à plomb n'ira plus rencontrer le ciel au zénith. Il s'en écartera en sens contraire des deux côtés opposés de la montagne; en sorte que si tout est semblable de part et d'autre , pour la forme de la montagne et pour 1 eloignement du (il à plomb, la distance angulaire des
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dettx étoiks par lesquelles son prolon^metit ira passer, sera double de sa déviation. Cet effet a été obseriré, par les astronomes, au Péroti et en Ecosse ; mais y à cause que les masses des plus hautes montagnes sont eilcok*e très petites, eu égard à la masse de la terre, les déviations dont il s'agit sont aussi tràs peu cbhsidérables , et ne s élèvent qu'à de petits nombres dé secondes. Voici un exemple du calcul de la déviation du fil à plomb, due à 1 attraction d'une masse donnée. ^ •
Soit A (fig. 57) le centre d'une sphère homogène, suspendue à l'extrémité d'un fil inextensible et iaflexible, dont l'autre bout est attaché au point fixeC; sôit aussi 0 le centre fixe d'une autre sphère homogène qui agit sur la première. Le Bl CA s'écartera de là verticale CB sans Sortir du plan passant par celte àtoift et la ligné CO; et, dans sa position d'équilibl^, il fetidra que la résultante du poids de la première sphère et de l'attraction de la seconde vienne passer par le point fixe C. Or, ces deux forces seront appliquées au point A , l'une suivant la verticale AD, l'autre suivant la droite AO ; et elles tendront a faire tourner le fil CA en sens opposés autour àû point C. Pour que leur résultante passe par le point 0, il fisiudra donc que leurs momens , par rapport à ce même point, soient égaux (n"* 46) ; par consé- <^ent , si l'on appelle P et Q le poids de la première sphère et l'attraction totale de la seconde , et que l'on désigné par p et q les perpendiculaires CE et CF, abaissées du point C sur les prolongemens de DA et de OA , on aura
pour l'équatioa d'équilibre qui devra servir à déterminer la déviation inconnue BCA.
J'appelle x cet angle , y Tangle donné BCO , a et c les distances aussi données CA et CO ^ et j- la distance inconnue ÂO ; nous aurons
J-* = rt* + ^* 2«CCOs(^ x),
et, en outre,
sinCOA= — '9 9= ^ 'y p=:asmx.
Appelons aussi m la masse de la terre, m, celle de la sphère mobile , m! celle de la sphère attirante. En désignant toujours par y* le coefficient de lattraction universelle, et représentant par r le rayon de la terre , les forces motrices P et Q auront pour valeurs
p fntmt ^ fin'm, ^
et si p est la densité moyenne de la terre, f' celle de la sphère attirante, et / son rayon, on aura aussi
Au moyen de ces différentes valeurs, l'équation Pp = Qff se changera en celle-ci :
frjr^ sinx = f'r^^csm(y — x),
où il ne restera plus qu'à mettre la valeur de^ pour en déduire ensuite celle de x»
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Je supposerai , ce qui a lieu généralement ^ la longueur CÂ du fil à plomb très petite par rapport à la distance CO. En négligeant a par rapport à c dans les valeurs de j- , on aura simplement jr;=ic; d'où il résultera
siii {y — x) prc
La densité p' et le rayon r' de la sphère attirante restant les mêmes, la valeur de a: que Toq tirera de cette équation sera d'autant plus grande que la distance c sera plus petite , et que l'angle y approchera davantage d'être un angle droit ; et comme c ne peut pas être moindre que le rayon r', il s'ensuit qu'on aura le maximum de déviation du fil à plomb que puisse produire Tattraction d'une sphère donnée , eo prenant c = / et 7/ = 90^5 ce qui réduit l'équation précédente à
tang X = î— .
Si l'on suppose , par exemple , p' = p , et qu'on demande quel doit être le rayon r' pour que la dévia* tion X s'élève à une seconde , on aura r's r tang i"; et , à cause que la circonférence a^rr de la terre est de 40 millions de mètres, il en résultera /=:3o",856.... Ainsi, une sphère homogène d'environ 3i mètres de rayon , et d'une densité égale à la densité moyenne de la terre , ne produit qu'une déviation d'une se^ conde au plus dans la direction du fil à plomb; et pour qu'elle la produise , il faut qu'elle touche l'extrémité inférieure de ce fil, et que son centre soit
dynamique;, première partie. 433
situé dans le plan horizontal passant par cette extrémité.
25:2. Cette moyenne densité de la terre, conclue de la déviation du fil à plomb que produit l'attraction des montagnes , a été évaluée à quatre ou cinq fois la densité de Teau. Cavendish la trouvée égale à cinq fois et demie cette densité , en la déduisant de Tattraction exercée par deux globes de plomb de hait pouces anglais de diamètre, qu'il a su rendre sensible par le moyen de la balance de torsiofi. Sans entrer ici dans tous les détails de cette belle expérience^ des diverses précautions qu'elle exige , et des calculs qu'il faut faire pour en déduire un résultat exact , je Tais seulement indiquer les points principaux de ces calculs (^).
La balance de torsion est l'instrument le plus exact que nous ayons pour servir à la mesure des forces très petites. Coulomb , à qui Tinvention en est due , l'a surtout employée à mesurer les forces d'attraction et de répulsion des corps électrisés; et, pour cette raison, elle est aussi connue, en Physique , sous le nom de balance électrique. Elle consiste principalement en un fil métallique très délié , vertical , attaché k un point fixe , et à l'extrémité duquel est suspendu on levier horizontal. Supposons ce levier formé d'une tige très mince ACÂ' ( fig. 58 ) , partagée en deux parties égales à son point d'attache C, et terminée
(*) On trouve dans le 17* cahier du Journal de l'École Pcijiechniquc une traduction exacte du mémoire de Ca- ▼endîtb.
par deux sphères d'un petit diamètre^ dont les centres sont A et A'. Du point C comme centre, et d'un rayon égal à CA, décrivons le cercle horizontal BAB'A', dont nous diviserons la circonférence en on grand nombre de parties égales. Lorsque le levier tournera autour du point C , ses extrémités A et A' parcourront cette circonférence, et les points de division auxquels ils répondront à chaque instant feront connaître les arcs qu'ils auront décrits. Tant que le fil de suspension qui aboutit an point C n'est pas tordu p le levier reste en repos dans une certaine position. Je suppose qu'il réponde alors à la ligne BCB'; si l'on vient à Técarter de cette ligne, pour le mettre dans une autre position quelconque ACA', le fil de suspension sera tordu sur lui-même, et cette torsion tendra à ramener ce levier vers la ligne BCB'. Pour le retenir dans la direction ACA', supposons que l'on applique à ses deux extrémités des forces égales et contraires , dirigées dans le plan horizontal , et perpendiculaires à sa longueur; la valeur commune de ces deux forces sera la mesure de la force de torsion qui leur fait équilibre. Or, les expériences de Coolomb ont prouvé que le fil de suspension restant le même, cette force de torsion est proportionnelle à l'angle BCA ; en prenant donc l'angle droit pour unité, appelant h la force de torsion qui répond à cet angle , et désignant par 0 l'angle BCA , cette force, dans la position ACA' du levier, sera égale à AO : ainsi , dans cette position , la torsion du (il de suspension équivaudra à deux forces égales à A9» horizontales, perpendiculaires à ACA% appliquées
aux points A et A', et tendantes à ramener le levier à la ligne de repos BGB^
Cela posé, approchons du levier deux sphères homogènes d'une même matière , d'un même diamètre, et symétriquement placées de part et d'autre de la ligne BCB\ Soient 0 et 0' leurs centres situés dans le plan horizontal qui contient le levier^ à égale distance de C , et sur une droite OCCK menée par ce point. L'attraction de ces deux corps va écarter le levier de la ligne BCB"; et, ù cause que tout est semblable autour du centre C, la droite ACA' tournera autour de ce point, qui restera immobile. A mesure que le levier s'écartera de la ligne de repos >. la force de torsion augmentera. Il existe une position dans laquelle cette force ferait équilibre à l'attractioa des deux sphères; mais comme le levier atteint cette position avec une vitesse acquise, il la dépasse , ' et il oscille , de part et d'autre , à la manière d'un pendule horizontal. L'observation fait connaître la durée d'une oscillation entière. En comparant la longueur de ce pendule à celle d'un pendule ordinaire qui oscillerait .dans le même temps, on eu conclut le rapport de la force d^attraction de chaque sphère à la pesanteur ; et , par suite , on a le rapport de la masse de cette sphère à celle de la terre. L'équation qui sert ù déterminer ce rapport est facile à former, ainsi qu'on va le voir.
255. Les deux sphères mobiles dont les centres sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes forces , et ayaut le même mouvement autour du point fixe C , il suffira d^ considérer le mouvement du. centre de
l'une d'elles, du point A, par exemple; soient donc
comme dans le problème précédent^
CA = a, CO = c, BCO = >;
appelons w! la masse de la sphère attirante dont le centre est en O, ety le coefficient de l'attraction universelle ; au bout d'un temps quelconque t , désignons par d l'angle ACB , et par z la distance AO , nous aurons
a* = a* + £:• — 2ac cos {y — fl ) ;
et la force accélératrice provenant de Taitraction di-
rigée suivant AO sera ^^. Je la décompose en deux
autres forces , Tune dirigée suivant le prolongement de CA , et l'autre perpendiculaire à CA. Cette dernière
composante sera égale à "^ sin CAO , c'est-à-dire,
à '^--Y- sin ( T' — fl ), en y mettant pour sin CAO sa
valeur déduite du triangle COA. Si l'on retranche de cette composante tangente à la trajectoire , la force de torsion /2O qui lui est directement opposée , et si l'on observe que l'arc BA décrit par le mobile est égal à oO , on aura
éf*fl fnic . , ^ , ,fl
pour réquation du mouvement ( n** i52 ).
L'attraction de la masse ni étant une très petite force, l'angle ô dont elle écarte le levier ACA' de sa
ligne de repos sera très petit. En appelant b la dis* tance BO y ou la yalear de z qai repond à fi =: o , de sorte qu'on ait
6' = a' + c' — • :jtac co^ y f
et développant suiA^ant les puissance de 9 , il vient
sin (y — 9) sin > ., , , ,. . • n ô , ^^3 — ' z=z -p^ — [(^ + ^) ^^* > — ^^ — flcsinV] 75 +etc.
Si donc f on fait , pour abréger ,
[(a*H- c*) cos > — !^ac — ac sïn^y] ^^^ + h ==§:',
^'c sin y ^ ,
et qu'on néglige les puissances de 0 supérieures à la première , l'équation du mouvement deviendra
d'où l'on tire , en intégrant ,
e = f + A cos (^ y/? + *0 î
A et A:' étant les deux constantes arbitraires.
D'après cette valeur de 8, le plus petit et le plus grand écart du levier ACA', à partir de la ligne BCB', seront ff + A: et f — k; et , si l'on tire la ligne DCD', telle que l'angle BCD soit égal à ^ , le levier fera , de part et d'autre de cette droite y des oscillations égales et isochrones dont l'amplitude sera la constante k :
on déterminera l'angle € par rexpérience ^ en mesa* rant le plus petit et le plus grand écart du levier , et prenant , pour cet angle , la demi-somme de ces Yâleurs extrêmes de 0. La droite DCD' qui répond à d==£ est la position du levier dans laquelle il demeurerait en équilibre , s'il y parvenait sans vitesse acquise. Lai durée de chaque oscillation entière du levier, de part et d'autre de cette ligne , sera le temps pendant lequel l'angle t W^ +k' augmentera de 1 8o* ; en le désignant par T, on aura donc
et cette durée T sera aussi donnée par l'observatico.
Maintenant, si Ton appelle g la gravité, et / la longueur du pendule simple qui fait ses osdllatioos infiniment petites dans le temps T, on a (n"* 182)9
on aura donc
ga = g^l;
par conséquent , a cause de nous aurons, finalement,
m Cab^
m clr* sin y '
m étant la masse de la terre et rson rayon.
Toutes les quantités contenues dans cette formule ;ont connues dans chaque expérience; elle servira ionc à calculer le rapport de la masse m' à celle de la terre ; et connaissant, en outre , les volumes de ces Jeux corps et la densité de w!^ on en conclura la denûté moyenne de la terre.
254* On démontre, dans la Mécanique céleste , G[ue pour la stabilité de l'équilibre de la mer, il est nécessaire et il suffit que la densité moyenne de la terre surpasse celle de Teau. C'est parce que cette (condition est remplie , que les forces provenant des actions simultanées du soleil et de la lune ne produisent que de petites oscillations : si elle ne Tétait pas, et que la terre , par exemple, en conservant sa densité moyenne , fut recouverte par une mer de mercure , l'action des moindres forces étrangères au sphéroïde terrestre, produirait, dans ce fluide, un mouvement progressif, de sorte que la mer, au lieu d'osciller, parcoun*ait la surface entière de la terre.
On prouve aussi , par diverses considérations , que la densité des couches concentriques du sphéroïde terrestre doit croître en allant de la surface au centre ; d'où il résulte que sa densité moyenne doit surpasser celle de la couche superficielle; condition qui se trouve effectivement remplie ; car si l'on excepte les métaux, qui sont en petite quantité dans cette couche. les densités des autres matières dont elle est formée , sont toutes beaucoup moindres que cinq fois et demie la densité de l'eau. Mais il importe d'observer que cet accroissement de densité ne suppose pas l'exis-
teace de matières entièrement différentes de celles que nous voyons à la surface , et dont la densité propre serait excessivement grande : on peut admettre que toutes les couches de la terre sont formées d une même matière , un peu compressible , ou d'an mélange de différentes matières, comme à sa snr&ce; et dans cette hypothèse , qui parait la plus naturelle » leur accroissement de densité serait dû à la condeosation produite , dans chaque couche, par la pression des couches supérieures , qui va en augmentant de la surface au centre.
Dans rintérieur de la terre , la loi de Fattraction dépend de la loi inconnue des densités; en dehors, elle varie sur le prolongement de chaque rayon , à peu près en raison inverse du carré de la distance au centre; et d'un rayon à un autre, elle éprouve en même temps une variation proportionnelle an carré du cosinus de l'angle que chaque rayon fait avec Taxe de figure du sphéroïde terrestre. Il résulte de cette dernière variation qu'à égale distance du centre deb terre , la force appliquée au centre de la lune et provenant de l'attraction de ce sphéroïde , n'est pas h même dans toutes les directions du rayon vecteur; en sorte qu'on peut considérer cette force comme étant composée de deux autres , l'une provenant de la partie sphérique de la terre et qui est constante os ne varie qu'à raison de la distance à son centre, l'autit due au renflement de la terre à l'équateur et qui varîe avec la direction du rayon par rapport à l'axe des pôles. liaplace a déterminé la petite inégalité eo longitude et en latitude, que cette seconde force
produit dans le mouvement de la lune ; on conçoit que sa grandeur doit dépendre de lapplatissement de la terre; et en la comparant à celle que Tobsenratjoa a donnée , ou en conclut un applatissement y^ 9 peu différent de celui qui résulte de Tensemble des mesures du pendule et des degrés du méridien.
A la surface de la terre , la variation de la pesanteur provenant de celle de l'attraction et de la force centrifuge , suit la même loi qu'à une distance quelconque du centre » c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle , comme nous l'avons déjà dit ( n"" 178 }^ au carré du cosinus de la latitude. Mais pour vérifier cette loi par les mesures du pendule à secondes, il faut que les oscillations ne soient pas observées près d'une mon-tagne ; car, en même temps que la composante horisontale de son attraction écarle le pendule de la verticale, dans sa position d'équilibre , la composante verticale de cette force diminue la pesanteur, et, conséquemment , la longueur du pendule simple. En évitant cette cause d'anomalie, on trouve encore qu'en certains lieux la longueur du pendule à se-* coudes s'écarte de la loi de variation donnée par la théorie ; ce qu'on doit attribuer à ce qu'en ces lieux , la densité du terrein , dans une étendue et une profondeur considérables , est plus grande ou plus petite que la densité générale de la couche superficielle; d'où il résulte une augmentation ou une diminution de la pesanteur totale, et, par conséquent, de la longueur du pendule simple, qui est proportionnelle k son intensité. Le pendule est donc aussi un instru-
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ment de Géologie, qui annooce, par ses anomalies,; des variations d'une grande étendue dans la nature* du sol.
Au reste, il faut observer que la loi du décroissement de la pesanteur, proportionnel au carre du co* sinus de la latitude , en allant du pôle à l'équatear, suppose qu'on prend pour la surface de la terre le prolongement du niveau des mers; et comme les lieux des continens où se font les observations s'élèvent à des hauteurs différentes au-dessus de ce niveau, il est nécessaire de réduire les longueurs observées, a celles qui auraient lieu à ce niveau-même sur chaque verticale. Cette réduction se fait ordinairement en augmentant la pesanteur et la longueur dl^ pendule à secondes , dans le rapport du carre de la distance du lieu de l'observation au centre de la terre, au carré de cette même distance diminuée de la hauteur de ce lieu au-dessus du niveau des mei^; cequi revient à négliger l'attraction de la couche de terre comprise entre la surface du continent et le prolongement de la surface des mers. On va voir, dans ie numéro suivant , que cette correction est trop grande de près de moitié.
a55. Soient ÂM 'B ( fig. 5g ) la surface d'un continent, DÂMBE le niveau des mers et son prolongement, et C le centre de la terre ; soient aussi M' le lieu de l'observation , et M le point où le rayon CM' rencontre ce prolongement; M'M sera la hauteur do point M au-dessus de la surface des mers , que je représenterai par h, et qui sera donnée par un nivel' lement ou par des mesures barométriques. Si M'était
très voisin de la mer, la pesanteur pourrait être un peu diminuée et sa direction un peu dérangée , à cause que la densité de Teau est moindre que celle du terrein; mais je supposerai que cela n'ait pas lieu, et je supposerai aussi qu'autour do point M' la surface du terrein soit horizontale ou sensiblement perpendiculaire au rayon CM', et que sa densité soit uniforme. Il s'agira de calculer l'attraction exercée au point M', par la couche ÂM'BM, élevée au-dessus du niveau ^es mers. Dans ce calcul , on poura faire abstraction ^e la courbure de cette couche et de la variation de son épaisseur, ou, autrement dit, on pourra considérer l'épaisseur de cette couche comme constante et égale à A, dans toute l'étendue ou son attraction peut être sensible. Je représenterai par c le rayon de cette étendue , et par p' la densité de la couche.
Cela posé, soit K un point quelconque de la couche attirante ; déf>jgnous par z et j^ ses distances à la surface du terrein et au rayon CM'; et décrivons deux surfaces cylindriques qui aient MM' pour axe commun, et dont les rayons soient^ et ^-|-c^. Le volume compris entre ces deux surfaces aura nwjrdjr pour Lase et dz pour hauteur; et si on le décompose en anneaux horizontaux d'une épaisseur infiniment petite , le volume de l'anneau qui répondra au point K sera ^'TCjdjdzj et sa masse 'xir^ydydz. L'attraction de cet anneau sur un point matériel situé en M' se réduira à une force dirigée suivant MM', qui sera ^gale à la somme des composantes verticales des attractions de tous ses points; et comme ^ pour le
point quelconque K, on a
KM' = v<r* + z\ cos KM'M
I^ force accélératrice provenant de l'attraction de Tanneau entier , aura pour valeur
f étant toujours le coefficient de l'attraction universelle. Par conséquent, pour avoir Tattraction de la couche que nous considérons , il faudra intégrer cette formule depuis 2 = 0 jusqu'à z -=• h ^ et depuis J^ = o jusqu'à j'- = c ; ce qui donne
A:' = ^^Sf\c + A — \/c' H- A*) ,
en désignant cette force par k. Mais, en général, l'épaisseur verticale de la couche attirante est petite, eu égard à son rayon horizontal ; si donc od néglige A* par rapport à c*, on aura simplement
Soit A: l'attraction exercée au point M par la partie de la terre qui se termine au niveau des mers, et r le rayon CM ; cette attraction au point M' deviendra
(r + hY
En désignant la pesanteur et la composante verticale de la force centrifuge par g et y au point M, et
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par ^ et y* an point M', oa aura donc
Je développe le premier terme de ^ suivant les puissances de A , pnis je retranche g' de g , et je néglige le carré de h et la petite différence >' — > ; il vient
A cause de la petitesse du facteur -, on peut faire
A: = g^ dans le premier terme de cette formule ; dans la petite quantité V^ on peut aussi supposer
^{L — or'
3 — o J en désignant par p la densité moyenne de la terre, et prenant ^^ pour son volume ; il en résultera alors
et, par conséquent ,
C'est donc par le facteur compris entre les paren-
thèses, et non par le facteur 1 -^ , comme on a
coutume de le faire , qu'on devra multiplier la pesanteur ^ qui a lieu sur un continent, à une hauteur h ao-dessus du niveau des mers , pour la réduire à ce
niveau. On peut^ en général, évaluer f' à la moitié
de p y et prendre, en conséquence, i + 7- pour ce
facteur. A Paris , Télévatîon h du point de TObservatoire où se trouve le baromètre, est de 63 mètres; d'où il résulte que la gravité et la longueur du pendule à secondes y sont moindres qu'au niveau des mers, dans le rapport de l'unité à 1,00001 aS.
^A^^^MAA^nn^n^n^'^^wvw^AX wy \\\ K\\K\y\\v\,\\,\\\/\^^i^^w> %\w\\^\\w«^%'«^^%\/\vvv\wvv\/v%%w%^
DE L^EQUILIBRE D'UN CORPS SOUDE
256. Il n'y a pas de corps solide, dans la nature, qui ne soit plus ou moins compressible, et qui ne change de forme lorsqu'il est soumis à des forces qui se font équilibre. Mais quand le corps solide que nous allons considérer aura pris la forme convenable, on pourra regarder les points d'application des forces qui le sollicitent comme un système de forme invariable ; et c'est à cet état que répondront les coordonnées de ces différens points, qu'on supposera connues, et qui entreront dans les équations d'équilibre.
Soient M , M', M", etc. , ce système de points matériels. Pour chaque point on aura sept quantités a considérer, savoir, ses trois coordonnées, la force qui le sollicite, et les trois angles qui en détermi-
nent la direction. Je désignerai par P la force qui est appliquée au point M , et dont la direction sera la droite MD (fig. 60); par x,^, z, les trois coordonnées OG , GH , HM , du point M , rapportées aux axes rectangulaires Oûc, 0/, Oz; et par cl, €, y , les angles aigus ou obtus que fait la draite MD, avec des parallèles à ces axes, menées par le point M. Relativement aux autres points M', M", etc., je représenterai les quantités analogues par les mêmes lettres avec des accens.
Cela posé, avant de chercher les conditions d'équilibre des forces données P, P'^ P'', etc. , nous allons transformer ce système de forces en trois autres, dont l'un sera composé de forces parallèles à Taxe Oz, un autre de forces parallèles à Taxe Ojr et dirigées dans le plan des x eijr^ et le traisième de forces dirigées suivant Taxe Ox.
257. Décomposons chacune des forces P, F, P'', etc. , sans changer son point d'application , en trois forces parallèles aux axes des x ^ j^ z; P cos«, X F cos a', P'' cos ot", etc. , seront les forces parallèles à l'axe Ox; P cos 6 , F cos €', V" cos C, etc., les forces parallèles à l'axe 0/ ; P cos y, F cos y\ P" cos y", etc., les forces parallèles à l'axe Oz ; et l'on pourra d'abord remplacer les forces données par ces trois groupes de forces parallèles.
Sans altérer le système de forces que l'on considère, il est permis d'appliquer en un même point deux forces égales et contraires. J'applique donc ao point M deux forces parallèles a l'axe Oz, égales et opposées, et que je représente par g et — g. Je corn-
pose la force g qui agit suivant MC^ avec là force Pcostt^ dirigée suivant MA parallèle à Ojc; soient ME la direction de leur résultante ^ et K le point où son prolongement vient rencontrer le plan des x et ^. Je transporte son point d'application en ce point K ^ puis je la décompose en deux forces parallèles! aux axes des j: et z ; ce qui reproduit les forces P cos'cc et g ; mais la force P cos et est maintenant dirigée suivant la projection sur le plan des a: et j", de sa première direction ; et la force g est appliquée , perpendiculairement à ce plan , au point K de cette projection, dont les coordonnées sont faciles à déterminer.
En effet , H étant la projection du point M sur le plan des a: eij', ses coordonnées seront x et y, et l'on aura jr et a: — KH pour celles du point K, puisque ces deux points appartiennent à une même parallèle k l'axe des oc. Or, en considérant le rectangle KNMH, dont la diagonale KM est la direction de la résultante des forces g et P cos a , qui agissent suivant les côtés KN et KH y on a la proportion
KH : HM :: P cos a : g; d'où Ton tire
zP cos et
KH
à cause de HM = z. Les coordonnées du' point d'application K de la force g, dans lé plan des xeijr^
sont donc
zV cos fit Y et X — .
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Ea opérant de la même manière sur les forces P cos C et — g y la première sera transportée dans le plan des xetjr suivant la projection de sa première direction , et les coordonnées du nouveau point d*applicatio4 de la force — g, dans ce même plaiii seront
, xP cos Ç
Y + et X.
On transportera par le même moyen toutes les forces P'cosct', P"cos a!'\ etc., Fcos €', P" cos C, etc., dans le plan des a: et ^ ; chacune de ces forces agira suivant la projection sur ce plan , de sa direction primitive, qui pouvait être au-dessus ou au-dessous de ce même plan ; et Ton aura de plus autant de couples de forces g' et — g\ g" et — g", etc. , qu'il j a de points M', M'', etc. Les coordonnées des points d'application de ces dernières forces, dans le plan desx etjTy se déduiront de celles qui répondent aux forces g et — g, en accentuant les lettres ^f J'p z, g^ff
^58. Maintenant , par une semblable opération , faite sur les forces P cos et , P' cos a', T" cos et", etc. , parallèles à Taxe des 30, et comprises dans le plan des a: et j', on les transformera en deux groupes de forces, dont l'un se composera de forces parallèles à l'axe Qt^, et l'autre de forces dirigées suivant l'axe ftr.
Ainsi , au point H (iig. 61), où agit la force Pcos<t suivant la direction HF, j'applique des forces parai* lèles à Ojr et représentées par h et — h; je compose la force A, dirigée suivant HB, avec la force Pcos^t; je transporte le point d'application de leur résaltante
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«u point Q y où le prolongement de sa direction HK vient rencontrer Taxe Oa:; pais je la décompose sniyant les directions rectangulaires Qx et Q^, ce qui reproduit en ce point Q les forces P cos a et h. D'ailleurs, on aura
GQ : GH :: P cos a : h;
et , ht cause de OG = a: et GH =^, on en conclura
pour Tabscisse du point Q.
La force P cos a, dont la direction ëtait H F , sera donc remplacée par une force P cos a, qui agira suivant Taxe Oa: , et deux forces h et — h, perpen* diculaires à cet axe , et appliquées à des points Q et G dont les positions sont connues. II en sera de même à regard des autres forces P' cosa', P^' cos a", etc. , parallèles k Taxe des x, et comprises dans le plan des X et j^f qui seront aussi remplacées par des forces P' cos a\ V" cos a!'^ etc. , dirigées suivant la droite (Xr , et par des couples de forces K et — h\ W et — A", etc*^ parallèles à l'axe Ojr.
âSg. Nous voyons donc que par ces deux opéra-tions successives, les forces données seront transformées, comme on l'avait dit, en trois groupes de forces, dirigées suivant l'axe des or, perpendiculaires à cet axe et comprises dans le plan des xetjr^ et per^ pendiculaires à ce plan.
Dans cette transformation, la force quelconque P se trouvera remplacée par six autres forces, qui seront :
i*. Les trois forces Pcos^, g, — g, parallèles a
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Faxe des z^ et dont les points d'application sur le plan des a: et ^ ont pour coordonnées raf^rfees aux axes Ox et Oj^ savoir : celui de la première, x
et ^'; celui de la deuxième, x et^; ceJai
, ^ . • . » ^ . «P C08 fit
de la troisième , or et ^•
ê 3*. Les deux forces P cos € — A et A, parallèles à
l'axe des^y comprises dans le plan des x etjTy et qu'on
peut supposer appliquées à Taxe des jr ; la première
à la distance x du point 0 , et la seconde à la distance
jrV C08 tt X ^— .
S*. La force P cos ai, dirigée suivant Taxe des x, et dont on pourra transporter le point d'application en 0.
a6o. Il est facile actuellement de former les équa* ûons d'équilibre des forces données P, P', F', etc. , ou des trois groupes de forces qu'on vient de lear substituer*
On doit d abord remarquer que cet équilibre ne peut exister, à moins qu'il n'ait lieu séparément dans chacun de ces trois groupes de forces. En effet, si les forces parallèles è Taxe des zne se détruisaient pas entre elles, et que cependant l'équilibre de toutes les forces données f&t possible, on pourrait, sans troubler cet équilibre, rendre fixe une droite tracée dans le plan des a: et ^; mais alors les forces comprises dans ce plan seraient détruites, soit parce qu'elles rencontreraient cet axe fixe, soit à cause qu'elles lui seraient parallèles. On pourrait donc les supprimer; et, cela fait, l'équilibre serait rompo, contre Thypothèse, puisque rien n'empêcherait plos
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les forces perpendiculaires au plan des a: et j^ de faire tourner le corps solide autour de l'axe fixe ; par conséquent, réquilibre est impossible tant que ces dernières forces ne se détruisent pas séparément. Cela étant, on verra de même que l'équilibre ne peut exister entre les forces comprises dans le plan des x et j' , sans que les forces parallèles à Taxe des 7 ne se détruisent entre elles; car s'il avait lieu, et que cette condition ne fût pas remplie , on fixerait un point de Taxe des x, qui détruirait toutes les forces dirigées suivant cette droite : rien n'empêcherait plus les forces perpendiculaires à cette droite, de faire tourner le système autour de ce point ; en sorte que l'équilibre se trouverait détruit par l'addition d'un point fixe , ce qui serait absurde.
Cela posé, si le corps solide que nous considérons est entièrement libre, il faudra d'abord (n* 67), pour l'équilibre des forces parallèles P cos y, P'cos y', T' cos y'', etc. , g et — g , g' et — g', g'' et — g'', etc. , que leur somme soit nulle ; ce qui donne
P cos y '+' V cos y + F' cos y'^ + etc. = o.
Il faudra, en outre, que les sommes de leurs momens par rapport au plan des x et z et k celui des ^ et z, qui sont parallèles à ces forces, soient au^i nulles. Or, par rapport au premier plan, on a
jP cos > + yP' cos y' + yT'cos y" + etc. ,
pour la somme des momens des forces P co^ y , P' cos >', P" cos 3.", etc. j celle des momens des forces
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gf g'f ^'y etc., est
gy + «>' + ^y + «te. ;
et la somme des momens des forces — g- , — g^, — g", etc., a pour valeur
- ï (r + ^) -«-(/ + --ï^) - etc. ,
d'après les coordonnées des points d'application de ces diverses forces. On a donc , en ajoutant ces trois sommes et réduisant,
P( jxos 5— z cos 5) 4-P'(7"cos'>'' — ^z'cos C') -|- etc.= 0;
et Ton trouvera de même y en formant la somme des momens des mêmes forces , par rapport au plan des ^ et z , et régalant à zéro ,
P(xcos7— zcosa)+ P'(a:'cosy — jg'cos a')+ etc.=a.
Quant aux forces Pcos ff — A, P'cos Ç^ — A', P"cos^' — A", etc., et h, h\ h", etc., parallèles à Taxe des jr^ et toutes comprises dans le plan des x e\.jr^ il n'y aura que deux équations d'équilibre (n^57}: il suffira que leur somme soit égale à zéro, ce qoi donne
Pcos C4-Fcose' + F'cos^' + etc. = 0^
et que la somme de leurs momens , par rapport aa plan des j^ et z, soit aussi égale à zéro. Or, par rapport à ce plan , la somme des momens des pre* mières forces est
a: (Pcos e — A) + a:'(P'cos S'— Â') + «te =û>
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celle des momens des forces h , h', h", etc. , est , en même temps,
d'après leurs distances à l'axe des jr ; par conséquent^ en égalant la somme totale à zéro, on aura
P(jcrcos^— ^cosflt)+P'(ar'cosff' — •y'cosa')-j-etc.= o.
Enfin, pour Féquilibre des forces dirigées sui-* vant Taxe des ^, il suffira que leur somme soit nulle; d'où il résulte
P cos a 4" P' cos a- -f- P" cos a" + etc. = o.
Telles sont les six équations nécessaires et suffisantes pour Téquilibre d'un corps solide entièrement libre et sollicité par des forces quelconques , qu'il s'agissait d'obtenir.
En faisant, pour abréger
PcosflC + Fcosa' + P"cosa"-hetc. = X, P cos e4-P'cose'+P"cos e"+etc. = Y, Pcos>+Fcosy + P"cosy' + etc.=:Z,
P(arcos € — ;7COsa)-+-F(a:'cos€'— ;7^'cosa')-|-elc.=L , P( z cos a — arcos5^)+F(/cos«' — ^x'cos^')-4-etc.=M, P(^cos7 — zcos6)-f-F(j^cosy — ^z'cosff')+etc.=JÎ,
ces équations d'équilibre deviendix>nt
On peut remarquer que ces quantités L, M , N, ainsi
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que Zy Y, Xy se déduisent les unes des autres par It règle du n' 22.
Ces six équations renferment des conditions d'équilibre communes à tous les systèmes de points matérielsy entièrement libres ; car^ quelle que soit la nature d'un pareil système , ou la liaisoju mutuelle des points qui le composent y il est évident qu'on ne troublera pas leur équilibre en rendant leurs distances îovariables, sans changer leurs coordonnées, ni les forces qui les sollicitent. Par conséquent, les équations d'équilibre d'un système de forme invariable, qui ont lieu entre ces quantités , doivent encore subsister pour tout autre système ; mais alors elles ne sont plus suffisantes ; et il y faut joindre d'autres conditions spéciales pour chaque système en particulier, qui serviront, comme on le verra par la suite, à déterminer les positions relatives de ses différens points dans 1 état d'équilibre.
262. Quand les forces données sont toutes parallèles entre elles , les angles qu'elles font avec chacon des axes Ox , Ojr, Oz, sont égaux ou supplémentaires, selon que ces forces agissent dans le même sens ou en sens contraire; on peut les supposer égaux, en considérant, en même temps, comme positives les forces qui agissent dans un sens, et comme négatives celles qui agissent dans le sens opposé (n* 1 1 ) ; on aura donc alors
flt=a'=a", etc., 5=^'=^", etc., y=zy=zy",eic;
fiu moyen de quoi les trois premières équations (i) se réduisent à une seule, savoir :
P + P' + J'" + etc. = o, et les trois autres deviendjront
Mais les équations d'équilibre des forces parall^es étant seulement au nombre de trois , il faut que ces trois dernières équations se réduisent a deux ; et ^ en effet, si on les ajoute après les avoir multipliées par cos y y cos £ f cos a , on trouve une équation identique; en sorte que Tune d'elles est une suite des deux autres.
Quand toutes les forces données sont comprises dans un même plan , on peut prendre ce plan pour celui des a: et j*; alors les angles y^ y\ 3.", etc., sont droits, et les coordonnées z, z\ z'^, etc., égales à zéro; ce qui fait évanouir la troisième et les deux dernières équations(i).Dans ce cas particulier, comme dans le cas des forces parallèles , il y a donc seulement trois équations d'équilibre, qui sont
363. ïiOrsque les forces données ne se font paa équilibre, on peut demander la condition qu'elles doivent remplir pour avoir une résultante unique , et quelle est cette résultante.
Pour répondre à cette question, je désigne par R cette force; par a, b, c, les angles que sa direction iaii avec des parallèles aux axes 0^, Ojr, Oz, menées
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par un de ses points , qu'on prendra pour son point d'application y et dont les coordonnées , rapportées a ces mêmes axes, seront représentées par J^if jr^, z,. Cette force y prise en sens contraire de sa direction, fera équilibre aux forces données. Les équations (i) auront donc lieu en joignant à P, P', P'', etc. , une force égale et contraire à R; par conséquent , on aura
XssRcosa, Y = Rcos6, ZsRcosc, (2)
et, en outre,
L = R (jc, cos ô — j^, cos à) , M = R (z, cos a — jc, cos c) , N = R(j^.cosc — Zt cos A),
c'est-à-dire, en vertu des trois premières équations,
Xj, — Y:c. + L = o, ) Za:, — Xz, 4- M= o, > (5) Yz. — Zj, 4- N = o. )
Les coordonnées x, , ^, , z, , pouvant appartenir i un point quelconque de la droite suivant laquelle est dirigée la résultante, ces trois dernières équations seront celles de ses projections sur les trois plans des coordonnées. Pour que cette droite existe, il hnàn donc qu elles se réduisent à deux ; or, en les ajoatint après les avoir multipliées par Z , Y, X , les trois nriables x^^ jr^^z^^ disparaissent , et l'on a
ZL + YM + XN = o; (4)
par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que
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cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces donuées aient une résultante unique : quand elle aura lieu , cette force sera déterminée , en gi^ndeur et en direction , par les équations (a).
Si les trois sommes X, Y, Z, des composantes parallèles aux axes des x^ y^ Zj sont nulles^ Téquation (4) sera satisfaite; mais alors la résultante sera une force infiniment petite^ située à une distance infinie des points d'application des forces données, ou , plus exactement, ces forces se réduiront à deux, égales, parallèles, agissant en sens contraire, et non réductibles à une seule (n® 44)*
Lorsque les trois sommes L, M, N, sont nulles, réquation (4) sera aussi satisfaite; et l'on voit, par les équations (3) , que la résultante passera par l'origine des coordonnées.
264- Quand la condition exprimée par Féquation (4) ne sera pas remplie , on y pourra satisfaire en joignant aux forces données une force convenable. Je supposerai , pour plus de simplicité, qu'elle passe par l'origine 0 des coordonnées; je la représenterai par Q, et par A, fe , v, les angles qu'elle fait avec les axes Oor , O7", O2. Les quantités L , M , N, ne changeront pas par l'addition de cette force , et les sommes X, Y, Z, augmenteront des termes Q cos A , Q cos \iy Q cos V. L'équation (4) deviendra donc
Q(Lcosv +McosAt+NcosX)+I^Z+MY+NZ = o;
en sorte qu on y satisfera d une infinité de manières différentes , au moyen de la force Q et des angles A , /t, y , relatifs à sa direction.
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La résultante R des forces Q, P, P', F', etc., et sa position y se détermineront au moyen des équations (a) et (3) y dans lesquelles on mettra X+QcosA, Y + Qcos/t, Z + QcosF, au lieu de X, Y, Z. Les forces données P, F, P'', etc. y pourront donc être remplacées par cette résultante R et une force égale et directement contraire à la force Q ; d'où Ton conclut que quand des forces données ne sont point en équilibre y ni réductibles à une force unique» oo peut toujours les réduire , d'une infinité de manières différentes, à deux forces seulement , qui ne seront pas comprises dans un même plan , sans quoi elles se réduiraient à une seule, contre Thypothèse. C'est d'ailleurs ce qu'on voit immédiatement par la transformation du n^ 267 ; car les forces données P, F, P", etc. , pourront être remplacées par la résultante des forces parallèles à l'axe des 2, et par celle des forces comprises dans le plan des ;r et ^ ; et l'oo pourra ensuite transformer, sans difficulté, ces deux résultantes en deux autres forces, d'une infinité^ manières différentes. En cherchant la condition pour qu'elles se rencontrent, on trouvera l'équation (4)f relative à l'existence d'une résultante unique.
265. Si l'on considère deux corps solides À et A' (fig. 62) , qui se touchent en un point K et s'appuieot l'un contre l'autre , et si Ton suppose qu'ils soient sollicités par des forces données , il sera facile de dé* duire de ce qui précède les conditions de leur éqoi* libre.
Pour cela , je suppose que les six quantités X , Y, Z, L; M, N, du n"" 24, se rapportent au corps A, et
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je désigne par X', Y', TJ, L', M', N', ce qu'elles deviennent relativement à Â'; j'appelle x^^jr^j z,, les coordonnées du point K rapportées aux mêmes axes que celles qui entrent dans ces diverses quantités; par le point K , je mène une droite HKH^ perpendiculaire au plan tangent commun aux deux corps; je représente par a,b, c, les angles que fait la partie KH de cette droite , comprise dans A , avec des parallèles aux axes des x,jryZ, menées par ce même point K : toutes ces quantités sont données , et il s'agira de for^ mer les équations d'équilibre auxquelles elles doivent satisfaire- Or, le corps A exercera sur A', dans la direction KH', une pression inconnue que je représenterai par R ; il en éprouvera , en même temps , une résistance égale et contraire à cette force normale. Si donc on joint aux forces données qui agissent sur A une force R dirigée suivant KH , on pourra ensuite faire abstraction de A'; et, de même, si Ton joint aux forces appliquées à A' une force R dirigée suivant KH', on pourra aussi considérer A' isolément. Il résulte de là et des équations (i) qu'on aura pour l'équilibre de ces deux corps les douze équations suivantes :
X +Rcosa=o, Y+RcosA=o, ZH-Rcos^=o, X' — Rcosa=o, Y' — Rcos^=o, Z'— Rcosc=o, L -f-R(a:, cosô — ^, cosa)=o, M '\'R{ZtC06a — ûc.cosc) =0, N +R(^,cosc — z, cosb) =0, L' — R(a:,cosè — jr,cosa) =0, M' — R(z, cosa — jc,cos c) =0, N' — R ( j^.oos c — z, cos h) =0,
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qui se réduiront à onze par rélimination de R. Après
que œs onze équations d'équilibre auront été yéri-
fîées. Tune des précédentes fera connaître la yaleor
de R, qui devra être une quantité positive pour
que les deux corps s'appuient réellement l'un contre
Tautre.
Ces douze équations donnent immédiatement
ce qui résulte aussi des conditions d'équilibre communes à tous les systèmes entièrement libres, comme celui des deux corps A et A' (n^ 261).
On trouvera pareillement les équations d'équilibre d'un nombre quelconque de corps solides, dont plusieurs s'appuient l'un contre l'autre; et il est aisé de voir que le nombre de ces équations sera égal à six fois celui des corps , moins le nombre de lenrs contacts.
266. Les équations d'équilibre d'un corps sdide assujetti à des conditions données doivent être comprises parmi celles d'un corps entièrement libre; car l'équilibre de celui-ci ne serait pas troublé^ si on l'assujettissait k ces conditions particulières; en sorte qu'aucune nouvelle équation d'équilibre ne peut être introduite par ces conditions. M ais, au contraire, nne ou plusieurs des équations (i) deviendront superflues; et il s'agira de déterminer , pour les differens cas qai peuvent se présenter , celles de ces équations qui resteront nécessaires. C'est ce » que nous alloos faire successivement dans ce numéro , en supposant
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toujours qu'on ait remplacé les forces données P, F', P'', etc. p par les trois groupes de forces du n^ 25g.
i"". Si le corps solide qui doit rester en équilibre renferme un point fixe, on prendra ce point pour l'origine 0 des coordonnées. Les forces dirigées suivant Taxe Ox seront détruites par ce point; ce qui fera disparaître l'équation X s= o. Pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe 0/* et comprises dans le plan des x et jr, il ne sera plus nécessaire qu'on ait Y = o , et il suffira que leur résultante coïncide avec Taxe Oj^, ou que la somme L de leurs momens^ par rapport au plan desj^ et z, soit égale à zéro. Enfin, pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe des z; Féqnation Z ss o ne sera plus nécessaire ; il suffira que leur résultante coïncide avec l'axe Oz ; ce qui exigera que les sommes de leurs momens , par rapport aux plans des^ et z, et des x et z, qui sont les quantités — M et N, soient égales à zéro.
Ainsi, dans ce premier cas, les trois équations d'équilibre qui resteront nécessaires seront
Wles signifient, efiectivement , que les forces* don« nées ont une résultante unique , et que cette résultante vient passer par le point fixe 0. Cette force exprimera, en grandeur et en direction, la pré&r sîoa exercée sur ce point, et sera déterminée par les équations (3).
a"*. Supposons que le corps solide soit retenu par un axe fixe, autour duquel il est assujetti à tourner, sans pouvoir glisser dans le sens de sa lon^ I. 33
5i4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
guear. Prenons cet axe pour celui des 2; les forces parallèles à cette droite Oz ne pourront produire aucun mouvement , et les trois équations Z == o , M = 09N=Oy relatives à leur équilibre, ne seront plus nécessaires. Les équations X= o et Ys=o ne le seront pas non plus pour Téquilibre des forces comprises dans le plan des x et jr; en sorte que 1 dans ce cas , il n'y aura plus qu'une seule équation d'équilibre, qui sera L = o, c'est-à-dire,
V{x C08 C — jr cos fit) + V\x cos ff — y cos a') + etc. = 0. (5)
Mais si le corps avait la liberté de glisser le long de l'axe fixe, il faudrait en outre, pour empêcher ce mouvement, que la somme Z des forces parallèles à Oz fut égale à zéro ; et il y aurait alors les deux équations d'équilibre
La pression que l'axe fixe éprouvera perpendictH lairement à sa direction sera la résultante des forces comprises dans le plan des x et jj déterminée, en grandeur et en direction , par les deux premières équations (2), et passant par le point 0, en verta de réquation (5). Les forces parallèles à cet aie tendront en même temps à le faire tourner sur loi* méme.
En comparant les quantités M et N à L, on conclut de leur composition que l'équation d'équilibre autour de l'axe Ojr sera M = o, et qu'elle sera N = o autour de l'axe Ox. Il en résulte aussi que la condition d'équilibre autour d'un point fixe con-
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sîste en ce que 1 équilibre ait lieu successivement autour de trois axes fixes et rectangulaires , menés arbitrairement par ce point. Par conséquent^ si l'équilibre existe autour de trois axes rectangulaires qui se coupent en un même point, il aura aussi lieu autour de toute autre droite passant par ce point.
3«. Je suppose que trois ou un plus grand nombre de points non en ligne droite, appartenant au corps solide , soient assujettis à demeurer sur un plan fixe dont la position est donnée ; et je prends ce plan pour celui des x et y. Les forces parallèles à Taxe des z ne pouvant produire aucun mouvement, les équations relatives à leur équilibre n'auront pas lieu ; mais les trois équations
qui répondent aux forces comprises dans le plan des X et^, seront nécessaires pour empêcher le corps de glisser ou de tourner parallèlement à ce plan fixe.
La force Z exprimera la pression totale que le plan fixe éprouvera. Si le corps est seulement posé sur ce plan, de sorte qu'il s'agisse, par exemple, d'un polyèdre dont une face soit en contact avec le plan des X et y^ il faudra que le signe de Z soit tel , que cette force appuie le corps contre ce plan. 11 faudra , en outre, que cette résultante des forces parallèles à Taxe des z vienne percer le plan des x çX j dans l'étendue de la base du corps, sans quoi elle le détacherait de ce plan, en le faisant tourner autour de l'un des côtés de cette base.jOr, si Ton appelle x^ et
5i6 TRAITE D£ MÉGA5IQUE.
y^ les coordonoëes du point où cette résultante rencontre le plan des a: et ^ ^ ses momens par rapport aux plans des a: et z et des ^ et z seront Tàj^ et Zx, ; ils devront être égaux aux sommes des momens des composantes par rapport aux mêmes plans ; et , d'après les valeurs de ces deux sommes qu'on a trouvées précédemment (n<> 260), on aura
Zx, = — M, Zj, = N.
Il faudra donc vérifier, dans chaque cas particulier, que les valeurs de x^ et^., tirées de ces équations , appartiennent à un point de la base du corps; condition d'équilibre qui ne peut être exprimée par des équations, non plus que celle qui est relative au signe de Z.
l^. Si les points du corps assujettis à rester sur le plan fixe des x t\ y sont seulement au nombre de deux, ou bien s'ils sont tous situés sur une même droite, on prendra cette ligne pour l'axe des^; la ré' sul tante Z devra alors rencontrer le plan des x et/ en un point de cet axe; et, indépendamment des trois équations du cas précédent, on aura cette quatrième équation d'équilibre M == o.
5^. Enfin , lorsque le corps solide ne touchera le plan fixe des x et ^ qu'en un seul point, où l'on placera l'origine 0 à!à^ coordonnées , on verra , sans difficulté , que les équations d'équilibre seront au nombre de cinq , savoir :
X = o, Y=ro, L = o, M = o, N = o,
La force Z exprimera toujours la pression exercée sur
le plan fixe au point 0 ^ et devra avoir un signe convenable.
Ce résultat coïncide avec celui du numéro précédent; car si l'on suppose le corps A' fixe et terminé par un plan^ que l'on prenne ce plan pour celui des x et jr^ et le point K ( fig, 62 ) pour origine des coordonnées ^ on devra faire ^ dans les équations de ce numéro y or, sz: o, j^i = o, z, = o, a = go% 6 = 90°; ce qui réduira aux cinq équations précédentes, un pareil nombre des six équations relatives à l'équilibre du corps A . La sixième de ces équations deviendra, en même temps,
en supposant qu'on ait c = o , ou que la partie KH de la normale soit l'axe des z positives ; par conséquent, la pression exercée sur A% qui est égale et contraire à la résistance R , sera la force Z en grandeur et en direction.
On peut remarquer, d'après cette énumération des différens cas d'équilibre, que les nombres d'équations relatives à un corps solide gêné par des obstacles fixes peuvent être tous ceux qui sont inférieurs au nombre six , correspondant à un corps entièrement libre.
267. L'équation (5) relative à l'équilibre autour de l'axe des z supposé fixe , ne contient ni les composantes parallèles à cet axe, des forces don« nées P, P', F^ etc., ni les coordonnées parallèles au même axe, de leurs points d application M, M', M", etc. ; en sorte que l'équilibre ne serait pas
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troublé, si l'on remplaçait ces forces et leurs points d'application par leurs projections sur le plan des X et ^ ; ce qu'on démontrerait d'ailleurs facilement à priori.
Soient donc Q , Q', Q", etc. , les forces P , F, F', etc., projetées sur le plan des x e\ jr^ c'est-àdire, décomposées parallèlement à ce plan et transportées aux projections des points M, M', M", etc., sur ce même plan. Désignons par q^ q\ q''^ etc., les perpendiculaires abaissées de l'origine des coordonnées, supposée fixe, sur les directions des forces Q, Q', Q'^ etc.; et, pour fixer les idées, supposons que Q, Q', Q'', tendent à faire tourner, dans le même sens, autour de cette origine, et que Q'", Q'% etc., tendent à faire tourner dans le sens opposé. Pour l'équilibre de toutes ces forces, il faudra, d'après le n* 4?^ ^^^ l'on ait
Qî + QY+QY— Q'T— QT— ete-=o, (6)
en considérant q, q\ </", y'", etc., comme des quantités positives, aussi bien que Q, Q', Q", Q"\ etc.; par conséquent, celte équation devra coïncider avec l'équation (5) ; ce qu'on vérifie, en efiFet, de la manière suivante.
Soient H (fig. 63) la projection du point M, OG et HG ses coordonnées x et y^ HA la direction de la force Q , A et /L6 les angles que fait cette droite avec des parallèles aux axes Qx et 0^, menées par le point H. Par le point 0 , menons deux autres axes Oo:, et 0^, , le premier suivant la direction HA, et le second perpendiculaire à cette droite et tel qne
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l'angle J^j't soit aigu ou obtus en même temps que xOxt ; appelons or, et jr^ les coordonnées OF et FH du point H ^ rapportées à ces nouveaux axes; nous aurons , comme on sait ,
Xx =^ COS jEt + JC COS A , J^ =J^ COS A XCOSfC.
Or, la perpendiculaire OK ou qj abaissée du point 0 sur HA, devant être une quantité positive, on aura
J = =1= /, == =1= (^ COS A X COS jEt) ,
selon que l'ordonnée j^ sera positive ou négative, ou, ce qui est la même chose, d'après le sens qu'on a supposé à l'axe O/*, , selon que la force Q tendra à faire tourner , dans un sens ou dans le sens opposé ^ autour du point 0. On a d'ailleurs
et, de plus (n* 8)
COS et = sin^cosA^ cos^ =: sin^cosft;
il en résultera donc
Qçf = =1= P(^cosa — j^cosé).
Les forces Q' et Q" tendant, par hypothèse, à faire tourner dans le même sens que Q, on aura de même
Q'ç' = ± F(/cQsa' — x'cosêO, QY= db P"(y' cosa'' — ;r"cos^'0;
et les autres forces Q'", Q'^, etc., tendant à faire tourner en sens opposé^ on aura, au contraire^
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QY" = =F P'^'C/'^cosa'" — a:'''cosff'"), Q^Y" = =F P'^(^*^cosa'^ — x^^cosCOf etc.
Oa prendra donc , en même temps , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeois; et en les substituant dans Téquation (6) , elle deyieih dra réqnatiôn (5); ce qu'il s'agissait de Térifier.
268. Le corps en équilibre étant toujours soumis à la pesanteur, il faudra comprendre parmi les forces données P, P, F'^ etc. , son poids appliqué soiriiit la verticale a son centre de gravité. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un corps pesant posé sur ua plan incliné et soutenu par une seule force. La figure 64 représente une section du corps passant par le centre de gravité G, et perpendiculaire au plan incliné ; la longueur de ce plan est AB, sa base BC , et sa hauteur AC. On place l'origine 0 des coordonnées sur la verticale GH passant par le centre de gravité 1 et l'on prend les axes Oz et Ox perpendiculaire et parallèle à AB : le troisième axe Oj^, qui n'est pis représenté, serait perpendiculaire au plan de la figure. La force P sera le poids du corps , la verticale GH sa direction, et HOo: l'angle a. On aura, en outre, orsso, j-=:o, ^ = 90*. En prenant donc P pour la force donnée qui soutient le corps pesant, les équations d'équilibre du troisième cas du n*" !}66 se réduiront k
D'après les deux dernières, on aura €' = go^ ei
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y :=:zoi ^ ^^^ montre d'abord que la force P' devra être comprise dans le plan des a: et z ; et ^ en effet , cela est évidemment nécessaire pour que celte force et le poids du corps aient une résultante unique , perpendiculaire au jJan incliné. Je supposerai que 0 soit le point où la direction de F' rencontre la verticale GRy et je représenterai par OD cette direction. L'angle et' ou HOx devra être obtus pour satisfaire à la première des trois équations précédentes ; j'appellerai S" l'angle aigu HOx' que fait la force P' avec le prolongement de Ox^ de sorte qu'on ait
co%a! = — coscT.
L'angle a ou HOj: est le complément de l'inclinaison ABC du plan ; en désignant la hauteur AC par h , et la longueur AB par l^ on aura donc
h cos A = i;
d'où il résultera finalement
^ = FcoseT;
équation d'équilibre qui fera connaître l'une des deux quantités F et S'y quand l'autre sera donnée.
Lorsque, par exemple , la force F sera parallèle an plan incliné , on aura «^ = 01 et , conséqnemment,
ou, ce qui est la même chose ,
F = Psini,
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en appelant / Tinclinaison du plan. Si l'on appelle Q la pression que le plan éprouvera , et qui sera , dans ce cas , la composante du poids P suivant la perpendiculaire Oz I on aura, en même temps,
Q = Pcosi.
26g. On fait ici abstraction du frottement qui s'a-* joute à la force P^ parallèle au plan incliné, pour empêcher le corps de glisser le long de ce plan. Si cette force P' est nulle, le frottement seul peut retenir le corps tant que l'inclinaison / n'a pas atteint une certaine limite. En désignant par A cette limite, c*est4dire , l'angle / qui a lieu lorsque l'équilibre va commencer à se rompre, et supposant qu'à cet instant le frottement est une fraction y de la pression, il faudra que la force f(^ fasse exactement équilibre à la composante P sin A du poids du corps , parallèle au plaa incliné. Par conséquent , on aura , à la fois,
Q = PcosA, /Q = PsinA;
d'où l'on tire
/= tangA;
ce qui fera connaître la valeur de y, d'après l'observation de l'angle A , sous lequel le mouvement commence , et qu'on appelle Yangle iiu frottement.
Toutes choses d'ailleurs égales, l'expérience proofe qu'à l'instant qui précède la rupture de l'équilibre, ie frottement est proportionnel à la pression ; en sorte que le coefficient y et l'angle A sont indépendans de la pression Q , et par suite du poids P. Ce coefficient varie avec la nature du corps et le poli des sur-
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faces: on a aussi remarqué qu'il n atteint le maximum de sa valeur qu'après que le contact du corps et du plan a eu lieu pendant un certain temps^ différent pour les corps de nature diverse; et ce n'est qu'à partir de ce moûoimum que le frottement est proportionnel à la pression.
En admettant cette loi expérimentale, il en résulte que si plusieurs corps de même nature , et dont les surfaces ont le même poli , sont placés sur un plan horizontal ; et qu'après un certain temps on incline ce plan graduellement, tous ces corps commenceront à glisser sous un même angle A , quels que soient leurs poids et l'étendue de leurs surfaces en contact avec le plan.
270. Lorsqu'un corps est posé sur un plan horizontal , la pression exercée par son poids P se distribue entre les points d'appui de ce plan ; mais quand leur nombre surpasse trois, cette distribution semble d'abord indéterminée; ce qui présenterait une difficulté que nous allons examiner.
Pour fixer les idées^ supposons que ce plan horizontal soit la surface d'une table dont les pieds sont verticaux. Dans ce plan , menons deux axes rectangulaires Oor et Qt* (fîg* 65). Soient C la projection du centre de gravité du corps sur ce plan, et A, A^, A'', etc. y les points de ce même plan qui répondent aux pieds de la table. Désignons par x, et^,, x et j-, a/ ety, x" et y, etc. , les coordonnées de ces points C, A , A', A", etc. , rapportées aux atxes Oa? et Oj. Pour que la table ne soit pas renversée , il faudra que le point C soit situé dans l'intérieur du polygone
AX^A"A'" etc. Cette condition étant remplie, le poids F appliqué an point C se décomposera en forces parallèles, dirigées dans le sens de la pesanteur, et passant par les points d'appni A, A\ A'', etc. , lesquelles forces seront les charges que les pieds de la table auront à supporter. Soient Q , Q', Q", etc. , ces charges inconnues ; d'après la théorie des forces ptrall^es , nous aurons
PsrQ + Q' -t-Q^+etc, Par. = Qo: 4- QV 4- QV + etc.,
Pr- = Qt^ + QX + QV + etc.
Or# s*il n'existe que trois points d'appui A , A', A'', ces trois équations suffiront pour déterminer les charges Q, Q', Q*; mais s'il y en a trois ou un pins grand nombre, le problème sera indéterminé, et l'on pourra prendre à volonté les valeurs de toutes les inconnues, moins trois, pourvu qu'il n'en résulte, pour ces trois inconnues , que des valeurs positives. Cette indétermination aurait lieu , en effet , si la table était rigoureusement inflexible ; mais cela n'arrive jamais ; et , quelque peu flexible qu'on la suppose, elle se déformera un tant soit peu et se comprimera inégalement dans ses différentes parties. Qr, la figure qu'elle prendra et la quantité dont elle sert comprimée en diaque point dépendront non-^seulement du poids P, mais aussi du nombre et de la disposition des points d'appui A , A', A', etc. ; et roue et l'autre, ainsi que la pression qui aura lieu en chacim de ces points , seront complètement déterminées dans chaque cas particulier. Toutefois, cette déter*
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mination est un problème très difiicile, dont la solution générale n'a pas encore été donnée , et qui appartient a la Physique mathématique. Nous nous bornerons ici à remarquer que tout est nécessairement déterminé dans la nature, et que quand quelque chose nous semble indéterminé , c'est que nous avons fait abstraction de quelque donnée du problème , c'est-à-dire , de quelque propriété de la ma-* tière , comme le degré de flexibilité de la table, dans la question présente.
THEORIE DES MOMENS
aji . Les momens que nous allons considérer dans ce chapitre sont ceux dont il a été question dans le n* 4^. Ainsi, le moment d'une force P est le produit Vp de cette force et de là perpendiculaire p abaissée du centre des momens sur sa direction. Si donc ce centre est C ( fig. 66) , et que la force P soit représentée par la droite MA prise sur sa directioD, son moment aura pour expression le double du triangle CAM qui a pour base cette force et son sommet au point C. D'après cela, le théorème du n^ 4^, relatif au moment de la résultante de deux forces, n'est plus qu'une proposition de Géométrie facile à démontrer.
En effet, soient MA et MB les deux composantes; la diagonale MD du parallélogramme MADB sera leur résultante; et le point C étant en dehors de l'angle AMB et de son opposé au sommet, il s'agira de prouver que le triangle CMD est la somme des triangles CMA et CMB. Or, on* a d abord
CMD = CMA + CAD + MAD;
en abaissant du point C une perpendiculaire CE sur
la droite MB , qui rencontre en F sa parallèle AD, on
aura
CMB = iMB.CE, CAD = ^AD.CF;
et à cause de
MB = AD, CF = CE — EF
il en résultera
CAD = CMB — ^MB.EF;
mais le produit MB.EF est la surface du parallëlo-gramme MADB , ou le double du triaugle MAD ; ou aura donc
CAD = CMB— MAD,
et , par conséquent ,
CMD = CMA + CMB ;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
La figure suppose que la droite EF soit la difiTé-* rence des perpendiculaires CE et CF; elle pourrait être leur somme , et Ton modifierait sans difficulté la démonstration précédente pour l'appliquer à cet autre cas. On prouvera aussi , de la même manière , que le triangle CMD est la différence des triangles CMA et CMB , quand le point C est placé dans l'angle AMB ou dans son opposé au sommet.
272. Par le centre des momens (fig. 67), menons un plan quelconque; projetons sur ce plan la droite AB qui représente la force P çn grandeur et en direction; soit Q la force représentée de même par la projection A'B' de AB ; le moment de la force P sera le double du triaugle CAB^ et celui de la force Q le double du triangle CA'B'; par conséquent , le centre des momens restant le même , le moment de la projection d'une force sur un plan passant par ce point^
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est la projection, sur ce même plan , du moment de
cette force*
Si l'on appelle H le moment de la force P, et K celui de sa projection Q; que Ton élève sur les plans de ces deux raomens des perpendiculaires CD et CE , et qu'on appelle S" langle DCE , cet angle sera aussi nndinaison de H sur K, et Ton aura ( n"" lo )
K = H cos J^.
Pour une même force P, l'angle / et le moment H changeront avec la position du pointC sur la droite CE; mais cette droite restant la même, le produit H cos/ ne variera pas ; car K ou le triangle CA'fi' ne fen que se .déplacer parallèlement à lui-même, sins changer de grandeur.
^lyS. Au lieu d'une seule force, considérons un système de forces quelconques P, P', P", etc. Soient H , H', H'', etc. , leurs momens par rapport au pobt C (fig. 68). Désignons par J^, cT', J^'', etc. , les angles que les perpendiculaires CD, CD', CD'', etc., aux plans de ces momens, font avec un même ave GE; par Q, Q', Q", etc. , les projections de P, P', F', etc., sur le plan mené par le point C et perpendiculaire i cet axe; et par K, K', K'', etc., les projections de H, H', H'', etc. , sur ce même plan. Nous aurons
K = HcosJ^, K' = H'coscr', K" = H" cos c^^ etc.
Si Ion voulait seulement connaître les aires des projections d'après celles des surfaces projetées, il faudrait considérer les inclinaisons cT, S"', J^', etc. t comme des angles aigus ; mais dans les usages que
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nous ferons des projections des momens, nous regarderons ces angles comme aigus ou obtus, ou , autrement dit, nous prendrons pour les droites CD, CDV CD'', etc. , les parties des perpendiculaires ai)x plans des momens H, H', H'', etc. , qui font des angles aigus ou obtus avec l'axe CE , selon que les projections Q, Q^ Q"> etc. , des forces P, P', P*, etc. , tendront à faire tourner autour du point C, dans un sens convenu, ou dans le sens opposé. Ainsi, dans la figure,' les angles DCE, D'CE, D"CE, étant aigus, et les angles D'^'CE , D*^CE, etc. , étant obtus, cela suppose que les forces Q, Q', Q*, tendent à faire tourner dans un même sens , et les forces Q''', Q'% etc. , dans le sens opposé. Les droites CD" et CD'" étant le prolongement Tune de l'autre, cela signifie que les forces P' et P''' sont comprises dans un même plan passant par le point C, mais qu'elles tendent, ainsi que leurs projections Q" et Q''', a faire tourner en des sens op-' posés.
En appelant S la somme des valeurs positives ou négatives de K , K', K'', etc. , nous aurons
S = Hcos J'H-H' cos J"' + ff cos J^' + eic;
abstraction faite du signe , S sera la somme des momens des forces Q , Q', Q", etc. , qui tendent à faire tourner dans un sens , moins la somme des momens de celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé ; d'après le théorème du n* 47 > la quantité dbS exprimera donc le moment de leur résultante qui tendra à faire tourner dans le sens des forces qui répondant aux angles aigus cT, J", ^T", ou aux angles
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obtus eT™, (T", elc. , selon que la valeur précédente
de S sera positive ou négative.
Si l'on change à la fois toutes les droites CD, CD', CD", etc., dans leurs prolongemens, les angles /, J", (T', etc. , se changeront dans leurs suppIémeiK, et S deviendra — S. Il en sera de même lorsqu'on remplacera l'axe CE par son prolongement CE'.
La somme S, comme chacune de ses parties, sera indépendante de la position du point C sur l'aie CE; elle ne dépendra que du sj'stème des forces P, P', P", etc., de la position de cet axe et de sa direction perpendiculaire au plan de projection. DorénaTaut nous appellerons celte quantité S le moment des forces P, 1"', P', etc. , par rapport à l'axe CE.
274* D'après cette définition , les trois quantités I., M , N , du n' a6i , seront les momens des forces P, P', P", elc. , par rapport aux axes des coordonoee: positives de leurs points d'application.
Pour le faire voir , soit Q la pi-ojection de la force P sur le plan desx etjr, et ç la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur sa direction, de sorte que son moment par rapport à ce point ait Q^ pour valeur. Supposons que la force Q agisse de A vers B ( fig. fjg ) , et que AC et AD soient les coordonnées X et/ de son point d'application A , rappot^ tées aux axes rectangulaires Ox et 0/. Soient aussi A et ^ les angles BAC et BAD' que fait la force Q avK les prolongemens de x et ;- ; les composautes dirigées suivant AC et AD' seront Q cos X et Q cos ^t, et leurs momens par rapport au point 0, /Q cos A et a^ costi; d'après la lîgurc, elle tcndtout à faire tourner easo»
contraire Tune de l'autre ^ et la force Q^ dans le sens de Q cosfc; on aura donc
Qq = ocQ cos fji -^ jrQ cos A.
En examinant les différentes positions que peut avoir le point A, et les diverses directions qu'on peut supposer à la force Q^ il est aisé de voir que cette équation subsistera quels que soient les signes de a:, j^ cos A , cos fJL , pourvu que la force Q , transportée au point E ou F, où sa direction rencontre l'axe des x •1 ou des y, tende à faire tourner l'axe Ox des a: positives, dans l'angle des xetjr positives , et, conséquemment , l'axe Oj des j^ positives, en dehors de cet angle , comme cela est indiqué par les flèches s et s\ Si le contraire avait lieu, c'est-à-dire, si la force Q, ainsi transportée , tendait à faire tourner l'axe des jr positives, dans l'angle des x et jr positives, et, par conséquent, l'axe des x positives, en dehors de cet angle , on aurait
Qq =^^cosA — orQcbs^A,
quels que soient aussi les signes de x,^, cos A , cos /«, U suit de là que si S est le moment des forces P, P', P*, etc. , par rapport à l'axe des z positives, et que l'on regarde les angles cT, cT', J^", etc. , du numéro précédent, comme aigus ou obtus, selon que les projections Q f Q!» Q"> ^*^* 9 ^^ ^^^ forces tendent à faire tourner l'axe des x positives , dans l'angle des coordonnées x e\j positives , ou en dehors de cet angle, on aura
S = Q (x cosft — j cos A) 4- Q' (x' cos y — y cos A') Q" {x'' cos ^il' —y cos A") + etc. ;
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ûd^ fy A', ffc'; od\yy A", ;t" ; etc., étant ce que deviennent X j y^ A , u , relativement aux forces (J'y Q", etc.
Soient , de plus, a, ff, > ; a', ff', 5.'; a", ^', y'; etc., les angles que font les directions des forces P, F, P', etc. y avec des parallèles aux axes des a: , jr, z; on aura
Q = Psiny, Q'=P'smy', Q' = P'8iny% etc.,
cos et = siiiy cos A, cos ctf= sin y'cosA", cosx''=sin y'cos x'f etc.| cosff=sinycos/«, cosC=8iuy'cO£^', coso'ssiny'cos/c'yetc.;
et d après ces valeurs, celle de S coïncidera avec la quantité L du n*" 261 . Ainsi L est le moment des forces P, P', P*, etc. , par rapport à l'axe des z positives; et selon qu'il est positif ou négatif, ce système de forces tend à faire tourner le plan des or et z positives autour de cet axe y dans l'angle trièdre des coordonnées positives , ou en dehors de cet angle.
Maintenant, si l'on substitue respectivement les axes des z, x, jr, positives , à ceux des jc, j^ z, positives, L se changera dans M; il s'ensuit donc que H est le moment des forces P, P', P", etc., par rapport 1 l'axe desj^ positives, et que, selon qu'il sera positif oa négatif, ce système de forces tendra à faire tourner le plan des z et j positives autour de cet axe, dans l'angle trièdre des coordonnées positives, ou en dehors de cet angle. Cela fait, si l'on remplace de même les axes des z, Xy jTj positives , par ceux des^, z, jr, positives, M se changera en N; par conséquent, N sera le momeat des forces P, P', P", etc. , par rapport à l'axe des x positives; et suivant qu'il sera positif ou négatif, ce
STATIQUE, SEœNDE PARTIE. S33
système de forces tendra à faire toarner le plan des^ et X positives autour de cet axe j dans Fangle des coordonnées positives ^ ou en dehors de cet angle trièdre.
Les trois quantités L^ M, N, sont donc, comme on l'a dit, les niomens d'un même système de force par rapport aux trois axes des coordonnées positives de leurs points d'application ; et les signes de leurs valeurs, telles qu'elles sont écrites dans le n® 261 , répondent à un sens de rotation connu, autour de chaque axe supposé fixe.
2^5. La première valeur de Qç du numéro précédent, est la même chose que
Qy = xP cos ^ — P^ cos a.
En appelant H le moment de P par rapport à l'origine des coordonnées , et J^ l'angle compris entre une par-» lie de la perpendiculaire au plan de ce moment et l'axe des z positives, on aura donc ( n"" 273 )
H cos S" = P(a:cosÇ — y cos a ) ;
ce qui suppose que cette partie de la perpendiculaire au plan de H, soit celle qui fait un angle aigu ou obtus avec l'axe des z positives, selon que la quantité com-n prise entre les parenthèses est positive ou négative. Soient cTi et S^ les angles que fait la même partie de cette perpendiculaire avec les axes des^ et des x, positives ; on aura de même
HcoscT, = P(zcosot — xcosy)j H cos J^, = P (^ cos 5^ — z cos C ).
Si donc on fait , pour abréger ,
(jrcosC—j'cos «)■+(« cos et — xcosyy+(jrcosy — zcosCy
et qu'on regarde /i comme une quantité positive^ il en révoltera
à cause de
cos* «T -H cos* J^, 4- cos* /. = I ; par conséquent , on aura
cos ^ = - ( jc cos € — j" cos a ) y cos cT, = - (2 cos a — a: cos 9. ) ,
cos eT^ = - (^ cos j^ — z cos C) ,
pour déterminer sans ambiguïté les trois angles /, cT, , ^^. L'angle J^ sera aigu ou obtus » comme on Ta supposé f selon le signe de a: cos ff — ./ cos a, et les angles cTi et cT» » selon les signes de z cos a — or cos > et jr cos 7^ — z cos Ç.
On vérifiera aisément ces formules. En effet, représentons l'équation du plan qui comprend rorigine des coordonnées et la force P, par
A* + Bi' 4- Cw = 0;
u, V, w, étant les coordonnées courantes. Les coordonnées du point d'application de cette force étant X, jr, 2, il fa>udra qu'on ait
Aor 4" ^^ + Ca = o> •
de plus les équations d'une droite menée par l'origine des coordonnées et parallèle à cette force ^ seront
if cos CL z=z u cos €, w cos a =: u cos y;
et comme cette parallèle est aussi comprise dans le plan que Ton considère , il en résultera cette seconde équation de condition :
A cos a + B cos C + C cos y =z o. De ces deux équations , on tire
p A ( jr cos C — jr cos ce )
"" J" cos y — z cos C '
-j A ( ^ cos M — X cos y )
jr cos y — X cos C '
et en substituant ces valeurs dans l'équation du plan^ ellç devient
u(jrco8 Y — z cos 6) +i'(j8 cos fit— a: cos >)4"'*K^ ^^s ^— j'cos«)=xo.
Or f d'après les formules connues ( n"* 1 7 ) ^ les cosinus des angles J", J'tf^Mf ^i^e fait la normâde à €6 plan avec les axes des u, u, w, qui sont aussi ceux des oc,j^, z , auront pour valeurs les formules qu'il s'agissait de vérifier.
En vertu de l'équation H srs P/> ^ la quanti^ p est la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la direction de la force P. C'est aussi ce qui 8e vérifiera sans difficulté^ en prenant le pied dé cette perpendiculaire pour le point d'application de P; car^ si Ton appelle r le rayon vecteur de ce points qui sera alors cette perpendiculaire ,eitx,fi,f,\es angles quo
fait sa direction avec les axes des x^j^ z, on aura
a: = rcosA, jr = rcos/x, z = rcosy;
et en substituant ces valeurs dans celle de p*, et ayant égard aux équations ( u*^* 6 et 9 )
cos* et + cos* C + cos* y =z i ,
cos* A + cos*/te + cos* v = i ,
cos a cos A + cos € cos /te-t- cos y cos r =0,
on trouvera
p^ =1 r* ou p = r.
276. Les momens d'un même système de forces par rapport à différens axes, jouissent de propriétés remarquables qui sont une conséquence immédiate de celles des projections des surfaces planes sur différens plans, que nous allons maintenant exposer.
Soient Ox , O7", Oz , trois axes rectangulaires qui se coupent en un point O ( fig. 70 ). Menons par ce point trois autres axes Oaf^ Ojr^ Ozf , aussi rectangur laires. Pour déterminer les directions de ces nouveaux axes par rapport aux premiers, faisons
jcOa/ = et , jOx' = € , zOx' == y ,
aOy = a', joy = c^ zoy = y\
et considérons et, €, y, etc. , comme étant neuf angles donnés, aigus ou obtus. Leurs cosinus seront liés entre eux par six équations. En considérant successiyepieiitlçs trois droites Ojc', Oy^ Ojs', ou aura d abord
cos* CL -}- ces* € -}- cos* y =: J , ) cos* a' + cos* €' + cos* y' = i , > (i) cos* a" + cos* C + cos* y" z=z i ; )
et à cause que x'O/', x'Oz\ yO:^^ sont des angles droits y on aura aussi
cos CL cos a! + cos ^ cos Q' -}- cos y cos y = o, ) cos a cos a"+ cos & cos €'+ cos j^ cos y = o , ? (2) cos a' cos a"+ cos ^' cos Q' + cos y cos j^" = o . J
Les neuf angles «, a', a", etc. , détermineront réciproquement les directions des premiers axes Ox^ Ojr^ Oz , par rapport aux seconds Ox', Oy, Osf. De cette manière on aura d'abord
cos* et + cos* a' -f- cos* a!' =: j , ) cos* € + cos* e' + cos* C == 1, > (3) cos* y + cos* ^' + cos* y^ z= 1 , j
et , en outre ,
cos et cos S + cos a' cos C + cos a" cos é?" = o , j cos a cos ^ -f- cos a' cos y + cosa"cosy=o,C (4) cos C cos }^ + cos 6' cos >' + cos ^" cos ^'' = o ; )
équations qui seront équiyalentes aux six précédentes, et pourront leur être substituées.
Soit a Faire d'une surface plane terminée par un contour quelconque , et située dans un plan passant par le point 0 ; par ce point , élevons sur ce plan une perpendiculaire OD, et faisons
xOD = q, jOD = q\ zOD = q".
Ces trois angles aigus ou obtus , détermineront la di-
rection de OD et celle du plan de a ; s'ils se changent tous les trois dans leurs supplémens , la droite OD se changera dans son prolongement , et le plan de a restera le même.
Appelons aussi p^ p\ p'\ les projections de a sur les plans yOz , xOz , xOjr^ nous aurons ( n* lO )
pz=za cos y, p' =ia cos ç', p'z=z a cos ^.
Soit , enfin , b la projection de a sur un quatrième plan , qui sera, si Ton veut , le plan^'Ojzt', et c l'aDgle x'OD ; on aura aussi
b = acosc, ' et , d'après la formule (^2) du n"" 9, cos 0= cos q cos a+cos q' cos ^-j- ^^^ 9* cos y ; (5) d*oii Ton conclut
b:=p cos cL+p' cos S -hp^' cos y ; (6)
équation qui fera connaître la projection d'une aire a sur un plan quelconque , lorsque l'on connaîtra ses projections sur trois plans rectangulaires.
Comme l'équation (5) n'a lieu qu'en tenant compte des signes des cosinus qu'elle renferme , il s'ensuit qu'il faut de même avoir égard , dans l'équation (6)» aux signes des projections p, //, p^f et les considérer comme des quantités positives ou négatives, selon que la perpendiculaire OD au plan de a fait des angles aigus ou obtus avec les axes 0«r , 0/, Oz.
^277. Cela posé, considérons de même un nombre quelconque d'aires planes a, a! ^ d\ etc., situées dans des plans différens; projetons toutes ces aires sur les
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trois plans xOj', xOz^ jrOz^ et ajoutons ensemble les projections faites sur un même plan , en ayant égard à leurs signes ^ ainsi qu'il vient d être dit. Soient Â ^ A', A", les trois sommes qu'on obtiendra de cette manière ; soit aussi B la somme des projections de a^ a\ a', etc. ^ sur le plan yOz' ; en formant pour chacune de ces aires ^ une équation semblable à 1 équation (6), et ajoutant ensuite toutes ces équations ^ on aura
B = Acosât 4- A'cos^ + A^cos^.
Représentons encore par B' la somme des projections de a, a\ d\ etc. , sur le plan x'Q:^» Il est évident que la valeur de B' se déduira de celle de B ^ par la substitution de l'axe Oy perpendiculaire à ce plan , à l'axe Ox' perpendiculaire au plan j^Ojs', c'està dire^ en mettant dans la formule précédente et', C\ y\ au lieu de a^ é?, 7 ; ce qui donne
B' = A cos a! + Bcos f ' + C cos y' .
Si l'on représente de même par B'' la somme des projections de a^ a'^ d\ etc. , sur le plan x'Qj\ sa valeur se déduira de celle de B ^ en y substituant ai\ C, y^ au lieu de ce, 6 , y\ d'où il résultera
B"=Acosa" + Bcos^' + Ccosy'.
De ces valeurs de B, B', B% et en ayant égard aux équations (3) et (4) , on tire réciproquement
A = BcosaH-B'cosflt'-f.F'cos(x", ) A'=Bcose + B'cose'4-B''cos€", [ (7)
A':ï=:BcûS>H-B'c0S>'H^B^C08>\ )
Ces différentes équations nous montrent que les projections des sur&ces planes sur différens plans, suivent les mêmes lois que celles des lignes droites sur des droites différentes.
278. En faisant la somme des carrés des valeurs de B, B', B", il vient, d après les équations (3) et (4),
ce qui fait voir que la somme des carrés de ces trois quantités B , B', B% ne varie pas avec la direction des trois plans rectangulaires de projection auxquels elles se rapportent. Dans le cas particulier où toutes les aires a^d^ cC^ etc., sont dans un même plan, cette somme n'est autre chose que le carré de l'aire totale IX + a' + II' + etc. ; et si Ton prend ce plan pour celui des axes Oj et Oa, par exemple, on aura évidemment
A = a-H^ + a^H-etc., A' = o, A"=o.
Cherchons actuellement ce que la même somme représente dans le cas général ou les aires a, a', a', etc. , sont situées dans des plans quelconques.
L^équation (8) donne
la somme B, qui varie en passant d'un plan de projection à un autre, est donc la plus grande possible, quand on a B' = o et B' = o ; et alors elle est égale à
V/A* + A'* + A^*. Ainsi , la quantité constante dont il s'agit représente , dans le cas général ^ la plus
grande somme des projections sur un même plan , des aires planes que l'on considère dans l'espace.
279. Le plan^'Oz' qui répond à cette plus grande projection , jouit de propriétés importantes en me-» canique , que nous ferons connaître dans la suite de ce traité. Sa position est facile à déterminer , d'après les équations B' = o et B" = o , qui le caracté-* risent.
En effet 9 les équations (7) se réduisent alors à A = Bcosa, A' = Bcos€, A' = Bcos>; d*où Ton tire
cos a =
cos S =
cos y =
Lors donc que l'on connaîtra les sommes A, A', A% des projections sur trois plans rectangulaires jrOac , jrOz , xO/, choisis arbitrairement , on pourra immédiatement déterminer la direction du plan^Oz' de la plus grande projection , au moyen des trois angles a, 6 , y, qui se rapportent à la droite Ox' perpendiculaire à ce plan. Quant à sa position absolue dans l'espace , il est évident qu'elle est indéterminée ; car les projections de chacune des aires a, af, a% etc. , et^ par conséquent, la somme de ces projections, sont les mêmes sur tous les plans parallèles.
La somme des projections des aires a, a! y
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a% etc. f est égale sur tous les plans également indi-
nés sur celui de la plus grande projection.
Pour le démontrer , prenons le plan perpendicalaire à la droite OD ; désignons par C la somme des projections de a^ d^ ct^ etc. ^ sur ce plan; soient toujours q^ q\ q'f les angles que cette droite OD fiiit avec les axes Oa:, 0/, Oz, et c Tangle afOD qui mesure rinclinaison de ce plan sur celui de la plus grande projection. On aura ^ d après ce qu'on vient de trouver ( n° 277 ) ,
C = Acosç + A'cosç' + A*cos^^
En substituant B cos a^ B cos Q j B cos ^ , à la place de A y A', A% on aura donc
C = B (cos a cos ç + cos C cos 9' + cos y cos <() ,
ou bien , en vertu de la formule (5)^ C = B cos c , et, en mettant pour B sa valeur ,
C = V'A' 4- A'* + A'* cos c;
par conséquent , la valeur de C est la même pour tous les plans qui font le même angle d avec le plan yO:i de la plus grande projection.
Cette valeur diminue à mesure que l'angle c approche de go°; elle est nulle pour tous les plans perpendiculaires à yOz'.
281. Pour appliquer maintenant à la théorie des moraens ces propositions relatives aux projectioDS des surfaces planes, il suffit de supposer que les aires a, a\ a% etc. , sont les doubles des triangles qui ont pour sommet commun le point 0, et pour bases les
droites qui représentent , en grandeur et en direction , les forces P, P', P*, etc. , que l'on a considérées précédemment. Leurs momens L, M , N, par rapport aux axes Oz , O/*, Ox , des coordonnées positiyes de leurs points d'application ( n"" 274 ) seront alors les sommes des projections de a, dy a% etc.^ sur les plans xXify ocQzy y^z ; et voici les conséquences qui résultent des propositions qu'on vient de démontrer :
I*. En appelant E le moment des forces F, F', F* y etc. y par rapport à un axe passant par le point O^ qui fait avec les axes 0«r^ Oj^ Oz^ des angles € ^ ë', ^^ aigus ou obtus , on aura
E = N cos 6 4- M cos é' 4- L cos c'.
2**. Parmi toutes les directions autour du point 0, de l'axe du moment E^ il en est une pour laquelle ce moment est le plus grand possible et égal à
V^L* + M* + N*. Par rapport à tout autre axe , passant toujours par le point 0 et perpendiculaire à celui du plus grand moment^ le moment E est zéro,
et il est égal à v/L* + M* + N* cos cT, relativement à un axe qui fait l'angle cT avec celui du plus grand moment.
3"*. Enfin , si l'on appelle et , ^ , ^, les angles que fait l'axe du plus grand moment passant par le point 0^ avec les axes Qx^ OjTj Oz, des momens N, M, L , et que l'on désigne par G la grandeur de ce plus grand moment , ou aura
cos a = ^> cos b = ^, cos> = g.
et , en même temps ,
d'où il résulte qu'en prenant sur les axes Ojc, Oj^, O2; à partir du point 0 , des droites proportionnelles aux inomens N, M^ L^ et achevant le parallélépipède dont ces droites seront les trois côtés adjacens, Ii longueur de sa diagonale représentera la grandeur da plus grand moment , et cette droite sera Taxe de ce moment principal.
Ces théorèmes remarquables sont dus à Euler. Os établissent une parfaite analogie entre la compositioa des raomens et celle des forces ; analogie qui tient à ce que les forces étant représentées par des lignes droites , les momens sont exprimés par des sur&ces planes, qui se projettent sur des plans difiërens, de la même manière que les lignes sur des droites diflërentes ( n*^ 277 ).
282. Le point 0 et le système des forces P, V, P*, etc., étant donnés, j'appellerai moment principal de ces forces, leur plus grand moment G. Si Foo transporte toutes ces forces parallèlement à ellesmêmes , en ce point 0 , elles auront une résultante que je désignerai par R, et dont les composantes, suivant les axes Ojc, 0/', Oz, seront les trob quantités X , Y, Z , du n"" 26 1 • La considération de cette nfsultante et du moment principal , fournit un énoncé très simple des résultats du chapitre précédent.
Pour l'équilibre des forces P, P', P*', etc. , appliquées à un corps solide entièrement libre , il suffira que la résultante R et le moment principal G soient
égaux à zéro ; car ^ à cause de
les équations R =: o et G =5 o , entraioeront les six équations d équilibre du n* 261 •
On en peut conclure que pour quun système de forces fasse équilibre à un autre ^ il est nécessaire et il suflit : i"". que les résultantes R qui ont lieu dans ces deux systèmes soient égales et contraires ; 2«. que^ pour un même point 0, leurs raomens principaux soient égaux et répondent à des axes dirige en sens contraire^ ou dont l'un soit le prolongement de lautre. La résultante R et sa direction , le moment principal et la direction de son axe, resteront les mêmes, dans toutes les transformations qu'on peut faire subir à un même système de forces, et, généralement, pour deux systèmes de forces équiyalens.
Soient IX, b , c, les angles que la force R fait ayec les axes Ox, O/", O2, on aura
cos a = g- , cos 6 = g- , COS C =s g-.
Soient aussi ro l'angle compris entre sa direction et Taxe du moment principal ; a, C , >» étant les angles que fait cet axe ayec Ox, Ojr, Oz, nous aurons
cos C9 = cos a cos a 4- co§ b cos 6 + cos c cos y,
ou , ce qui est la même chose ,
XN 4- YM -h ZL
cos G? = ^^- .
U s'ensuit donc que la condition d'une résultante 1. 3«
unique qui est exprimée ( n** ^63 ) par Féquation
XN + YM + ZL = o ,
cimsiste en ce que l'axe du moment principal G et la direction de la résultante R doivent se couper à angle droit. C'est ce qu'on vérifie , en effet, en obsekfaot que si les forces P, P', F", etc. , dans leur vëritiUe position^ ont une résultante unique^ cette force doit être égalé et parallèle à R> et que sbn moment ptr i^pport au point 0, doit aus<^i être le moment prindjpiî O ; eh sorte que Taxe du moment priocipal est ators perpendictdaire à cette résultante transportée au point 0 parallèlement à elle-tnémè ; mais tb raisonnement ne suffirait pas pour prouver que réciproquement , quand l'équation ^précédente a lieu , ks forces données ont une résultante unique.
283. Je transporte le point Ô en tm antre point cfuëlconque que j'appelle O, ; je désigne par Jf,, ^„ z„ les coordonnées de 0. , rapportées aux axes Ojc, (fy, Oz, et par L, ^ M,, Nj^ ce que deviennent L, H, N , relativement à àe point Ù, : les valeurs de ces dernières quantités se déduiront des premières (n° 261 ), en y mettant jc — x», j- — jr^^ z — 2,, à la place de a;^ ^, z ; et il en résultera
iVI. = lÔ + Zjc, — Xz„ \ (a)
N. = N + Yz. - Zr.. 1
Ces formules montrent que quand P, P', P*', etc. , se réduisent à des forces égales , parallèles et dirigées bit setis eontranre y mais non directement oppMées,
auquel casonaX = o^ Y=so,Z=70,le$ quantités L| , M, y N, , sont indépendantes des coordonnées du point 0, ; en sorte que la grandeur du moment principal ^t la direction de son axe ne varient pas avec la position de ce point. £n effet, quelque part que soit placé le point 0. , il est évident que Taxe da moment principal des deux forces parallèles qu'on peut substituer aux forces données P, P^, P'^ etc. , est la perpendiculaire à leur plan; et bous savons d'ailleurs (n* 4^) que la somme des momens de ces deux forces qui sera le moment principal des forces données, est une quantité constantie.
Dans tout autre cas, le moment principal change avec la position du point 0, ; et l'on peut demander quel doit être ce point, on ces points, s'il y en a fin-' sieurs , pour lesquels ce moment €st un minimum» En le désignant généralement |Mir G. , c'est-à^^ire , en faisant
G/ = L/ + M,' + N.% nous aurons
Si Ton égale à zéro ses trois différences partieHès par rapport à j:, , ^«, Z| , afin de déterminer sa valeur minîma, et si Ton observe que ,1
on obtient trois équations qu'tt <st facile d'écrire sou$
cetlto forme :
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R*^, =:X( Xx, + Yj. + Zz, ) + YL — ZM, R«7/=Y(Xr.+Yj. + Zz.) + ZN — XL, R*z, == Z ( X^. + Yj^, +Zz, ) 4-XM— YN.
Or, si Toa ajoute ces trois équations après les ayoir multipliées par X , Y , Z , ou trouve une équation identique ; il s ensuit donc que Tune d'elles est une suite des deux autres ; ^et comme les coordonnées Xtjj't , z, , ne s'y montrent qu'au premier degré, elles appartiennent à une ligne droite qui est le lieu des centres des momens, par rapport auxquels le moment principal est au minimum. Il n'est pas nécessaire d'examiner lequel a lieu du maximum ou du mini-' mum y car il est évident que la valeur de G. croit indéfiniment avec les variables x^, jr^f ^tf et n'est pas susceptible de maximum.
:i84« Eq éliminant la quantité Xx, -|- Y/*, -f- Z2, , entre les équations précédentes, prises successivement deux à deux , on trouve
équations qui appartiendront aux projections sur ks trois plans des coordonnées du lieu des centres des momens principaux minima.
On en déduit
^ NX + MY + LZ , ,
pour la valeur du moment principal minimtfm, qui est ainsi la même pour tous les centres O..
Si Ton appelle a.^ ^r» >i^ les angles que taxe du moment G, fait avec des parallèles aux axes Oar, O^'y Ozy menées par le point 0, ^ on aura
cos a, = ^ , cos b, = g-, cos 5., = g^ ,
quel que soit le centre des momens ; et , d après les équations (a) , (b) , (c) , il en résultera , en particu-» lier^ pour un point O, appartenant à la droite déterminée par les équations [b) ^
cos a, = g-, cos^, = j^, cos>. =^;
ce qui montre que les axes de tous les momens principaux minima , dont la valeur commune est donnée par la formule (c), sont parallèles entre eux et à la direction de la force R.
Quand les forces données ont une résultante unique, il est évident que la plus petite valeur de G| doit avoir lieu lorsque le point 0, est pris sur sa direction ; ce qui rend cette valeur égale à zéro. Réciproquement , si la valeur de G, est nulle par rapport à un point 0, , on en conclura que les forces données P, P, P*, etc. , ont une résultante unique f passant par ce point; car si elles se réduisaient à deux forces non comprises dans un même plan , on pourrait faire passer l'une d'elles par le point 0,, et réduire leur moment principal à celui de l'autre force, lequel ne serait pas zéro, contre l'hypothèse . On conclut de la que la condition néces-
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saire et suffisante pour que les forces données aient une résultante unique , consiste en ce que leur moment principal puisse être égal à zéro. Ce moment étant alors un minimum , la condition dont il s'agit sera exprimée par l'équation
LZ + MY + NX = o ,
d'après la formule (c) ; et le point 0^ auquel il se rapporte , appartenant à cette résultante , les équations de la droite suivant laquelle elle est dirigée , seront
XjTt — Yo?, 4- L.SS1 o,
Zx^ — Xz, -f- M =r o,
Yz, _Zr. 4-N = o,
en vertu des équations (b). Ces résultats coïncident avec cevLt du n* 265 qu'on a trouvés par d'autres con« sidérations.
• .« «ftiff* • »
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CHAPITRE m
EXEMPLES DE L'ÉQUILIBRE D'UN GOEPS FLEXIBUU
§ P'. Équilibre du poljrgone funiculaire.
:285. Od appelle, en général , machine Jimiculaire, tout assemblage de cordes liées entre elles par des nœuds fixe$ , ou simplement passées dans des anneaux qui peuvent couler le long de ces cordes. Le nombre des cordons qui viennent aboutir à un même nœud peut être quelconque ; mais pour simplifier la question , nous supposerons que chaque nœud n'as« semble jamais que trois cordons; et , en premier lieu^ nous exclurons les anneaux mobiles.
Prenons donc une corde parfaitement flexible et d*une longueur quelconque , dont A et B (fig. 71 ) soient les deux extrémités. Soient M, M', IVf'^ etc. , difTérens points de cette corde ; attachons à ces points des cordons MC ^ M'C, M'C% etc. , suivant lesquels agiront des forces données P, P^, fg etc. ; appliqiKMii^ aussi au point M une force donnée H » agissant dans la direction du cordon MA , ^%sm 4emiçr des pointe M^ M', M", etc., upe autre force donnée K, dirigée vers 1^, point B. Dans Fétat d'éqqilibre, cette cord^ flexible fonnera un polygQi^ demi les saonniets seront
55a TRAITÉ DE MÊCAMIQUE.
les points A , M , M', M% . . . B , et que nous appelle* rons spécialement un polygone funiculaire. U s*agit de trouver les conditions que les forces données H, P, P', P, . . . K , doivent remplir pour que cet équilibre soit possible , et de déterminer la figure du polygone qui convient à cet état.
Pour trouver ces conditions , je pars de ce principe évident que si l'équilibre existe , chacun des cordons MM^, M^M', etc., doit être tiré, à ses deux extrémités, par des forces égales , dirigééls suivant ses prolongemens ; car si ces deux forces n'avaient pas la même direction que le cordon , rien ne les empêcherait de le faire tourner; et si elles n'étaient pas égales et contraires^ elles feraient avancer le cordon suivant sai direction.
U s'ensuit d'abord que la résultante des deux forces H et P^ appliquées au point M , doit coïncider avec le prolongement MD du cordon M'M. On peut donc transporter le point d'application de cette force an point M' situé sur sa direction ( n"" 4^ ) » en la composant ensuite avec la force P, appliquée à ce point, il faudra que cette seconde résultante , qui sera celle des trois forces H , P, F, coïncide avec le prolongement M'D' du cordon M'M' ; et, par conséquent, il sera permis de la transporter au point M'. Je prends encore la résultante de cette force et de V qui i^'t en ce même point W ; j ai , de cette manière , la force qui tire le cordon M'TVf "' à son extrémité M", et qni doit être dirigée suivant son prolongement M"D^. Cette force est, comme on voit, la résultante des forces H, P, F, F'; un raisonnement seraMaÛe prou*
verait que la force qui tire le même cordon à son extrémité M'", et qui doit coïncider avec son autre prolongement M'^'D''', est la résultante des forces P''', P'% . . . y K ; ces deux résultantes sont donc égales et directement opposées; et^ conséquemment , la résultante de toutes les forces données H, P, F, P*. . . . K , doit être égale à zéro. On parviendrait évidemment au même résultat , en considérant les forces qui agissent aux deux extrémités de tout autre côté du polygone. Ainsi y les forces appliquées au polygone funiculaire doivent être telles qu'en les transportant en un même point parallèlement à elles-mêmes^ elles s'y fassent équilibre; ce qui donne, comme on sait, trois équations entre les grandeurs de ces forces et les angles que font leurs directions avec trois axes rectangulaires menés par ce point. Ces équations sont ( n^ 55 )
Hcosa-hKcose+Pcosa-|-P'cosa'+etc.=o, ) HcosJ-|-Kcos/+PcosS+P'cos^'-|-etc.=o, > (a) H cosc-|-Kcosg+I*cos5^P'cosy+etc.=o; 3
a, e, a, af, etc. , désignant les angles relatifs à l'un des axes ; b , f^ €, €% etc. , les angles relatifs à un autre axe; et c, g, y^y\ etc., ceux qui répondent au troisième.
^86. Lorsque les forces H , P, F, F', ... K , et les directions des cordons par lesquels elles agissent, ne satisferont pas à ces équations, il sera impossible qu'elles se fassent équilibre par le moyen du polygone funiculaire, quelque figure qu'on lui donne; mais toutes les fois que ces équations seront satis-
faites, on pourra donner au polygone une iîg«re telle qae l'équilibre ait lieu. Les grandeurs et les directions des forces H, P, F, P",. . • K., ^tant données, cette figure est déterminée^ et sa constructioi résulte de la suite de compositions de forces que nous venons d'indiqué.
En effet , connaissant les directions des oordoss MA et MCy par lesquels agissent les forces H et P| on déterminera la grandeur et la direction de le» résultante. Sur le prolongement de cette direction, à partir du point M , je porte la longueur donnée da côté MM^; cela fait, j'applique au point Mf la résultante de H et P suivant la ligne M^M , et la force V suivant la direction donnée du cordon M'C Je praids la résultante de ces deux forces, et sur le prolongement de sa direction , à partir du point M% je porte la longueur donnée du côté M'M'^ Maintenant , je fais au point M'^ une construction semblable à celle que je viens d'indiquer pour le point M ; j'applique en M'' la dernière résultante sur le côté M^^^ et la force P'' suivant la direction donnée du cordon M"C'; je compose ensuite ces deux forces en npe seule, et, sur le prolongeipent de celle-ci, je porte la longueur donnée du côté M'^M'*
Je continue ainsi jusqu'à ce que je sois parveim «o dernier dqs nœuds M, M^, M"^ etc.» qui sera ^ je suppose, le point M'% de sorte que M'^B soit le denûer côté du polygone. Sa direction est connue , pois* qu'elle représente celle de la force extrême K, qui est donnée par bypothès^^ U faudra donc que la direction prolongée de la résultante des deux forces a|qilh
qoëes tu point. M'% suivant le c6tc M^'IM'^et suivant le cordon M*^C'% coïncide avec la direction donnée du côté M'^B. C'est y effectivement , ce qui arrivera toujours; car^ d après notre construction , la force dirigée suivant M'^M^^ n'est autre chose que la résultante des cinq forces H , P, F, P'', P''', transportées ao point M'^ parallèlement à leurs directions; en la composant avec la force P'% dirigée suivant M'^C'% on aura la résultante de toutes les forces données , moins la force K ; or ^ en vertu des équations (a) , qu'on suppose satisfaites, cette résultante est égale et directement opposée- li la force K (n"" 35).
Si l'on mène par le point A, les trois axes auxquels 86 rapportent les angles a, e^ m,, aJ^ etc., h, f^ C, C^p etc. f Cf gfy,y'^ etc., les coordonnées de chacun des sommets du polygone, rapportées à ces axes, seront les projections sur ces mêmes axes de la partie du polygone comprise depuis le point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calculer, en fonctions de ces «D^es, des longueurs des côtés du polygone et des forces données ; les formules générales que Ton obtiendrait de cette manière serviraient, dans chaque cas y à construire directement tous les sommets du polygone, ou seulement un ou plusieurs de ces points ; mais il est plus simple de déterminer succès* sivement, et les uns an moyen des antres, les diflëreos côtés du polygone, ainsi qu'on vient de rindiquer.
aS'j* Quand les forces données remplissent les conditions exprimées par les équations (a), et qu'on a fah prendre an polygone la figure propre i l'éqni*
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libre, l'intensité coniniune des deux forces égales et contraires qui tirent chacun des côtés suivant son prolongement, est la tension que ce cordon éprouve; il est donc important , dans la pratique , de calcoler cette tension , et de s'assurer, par Texpérience, qu'elle ne dépasse pas celle qu'un cordon du même dit*mètre et de la même matière peut supporter sans se rompre.
Or, d'après ce qu'on vient de voir^ cette tension variera d'un côté à l'autre du polygone ; la tensioa du côté MM' sera égale à la résultante des forces H et P, ou à celle des forces F, P", P''', ... K ; la tension du côté M'M'' sera égale à la résultante des forces H , P, P', ou à celle des forces P'^ P'", ... K; et ainsi de suite* Il sera donc aisé, dans chaque cas particalier, de déterminer les tensions qu'éprouvent tons les côtés du polygone en équilibre , lorsque les grandeurs et les directions des forces H, P, P', F",. .* K, seront toutes données.
Si les points extrêmes A et B du polygone sont fixes , les forces H et K représenteront k la fois Us tensions des cordons qui aboutissent à ces points et les pressions que ces points éprouvent. Dans ce cas, les valeurs de H et K, et des angles a, bj c, e^f, gf qui déterminent les directions des deux côtés extrêmes du polygone, ne seront plus données; maison aura huit équations pour déterminer ces huit inooiH nues, savoir, les équations (n), les équations (n*6) cos*a+ cos*6 + cosV= I , cos^e + cos'y-f- cos*gf =1 , et trois équations rfôultant de ce que la. position des deux points fixes A et B est donnée. On formera
celles-ci en calculant les valears des trois coordonnées de l'un de ces points , rapportées à des axes passant par l'autre points c'est-à-dire, les projections du polygone entier sur ces trois axes, et les égalant aux valears données de ces mêmes coordonnées.
La détermination de ces huit inconnues sera généralement très compliquée; mais après que le polygone funiculaire aura pris de lui-même la figure propre à l'équilibre des forces appliquées à ses sommets , on obtiendra sans difficulté les tensions de ses différens côtés ; ce qui suffira pour la pratique. Ainsi , en décomposant la force P appliquée au point M en deux autres forces dirigées suivant les prolongemens des côtés AM et MM', les composantes, données immédiatement par la règle du parallélogramme des forces, seront les tensions de ces deux côtés. Celle qui agira suivant le prolongement de AM devra être égale à la force agissant suivant ce premier côté, lorsque le point A sera libre; et quand il sera fixe, elle exprimera la pression exercée sur ce point. Pareillement, les composantes de la force P' suivant les prolongemens de MM^ et M'M'^, exprimeront la tension de BfM^, déjà connue par la décomposition de P, et celle dn côté adjacent M'M''; et ainsi de suite.
288. Les cordons qui forment les différens côtés d'nn polygone funiculaire sont toujours un peu extensibles; chacun d'eux s'allonge d'une petite quan*> tité , en raison de la tension qu*il éprouve dans l'état d'équilibre; et lorsque cette tension est connue, on peut calculer l'allongement correspondant.
En effet, l'expérience prouve que tant que la
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tensioa d'un fil homogène et d'une «^Miisseur constante n'aj^roche pas de la force nécessaire pour le rompre y son allongement est proportionnel à sa Iongœur et à la tension qu'il éprouve ; il varie d'ailleurs, d'un fil à un autre , avec l'épaisseur et la omtière du (il. Gela étant , je suppose que Ton attache à an point fixe un fil de la même épaisseur et de la mèaie matière que le cordon AM , et que l'on suspende k son extrémité inférieure un poids donné IT, très giaod par rapport à celui du fiL Soient./ et /(i -4-9)86$ longueurs avant et après la suspension da poids fl ; cette quantité ^ sera une fraction très petite , indépendante de / et proportionnelle an, en négligeant le poids du fil^ en sorte que â, dans une autre expérience, les trois quantités l, ^,n, sont t, m^^ Tt^ 00 aura
I mit
quels que soient Z et /'. Or, il est évident qu'un fil at« taché à un point fixe et tiré à son autre extrémité par une force dirigée suivant son prolongement , est dans le même état que s'il était tiré par cette même force suivant ses deux prolongemens. Si donc on appelle T la tension du cordon AM^ et si Ton suppose qu'il se soit allongé dans le rapport de 1+ r ^ l'uniiéy on aura
_ «T '^ ff '
pour déterminer cet allongement; et il en sert de même pour tous les autres côtés du polygone.
289. Soit que les points extrêmes A et B da polygone soient fixes , ou qu'ils soient libres , si Tun ou plusieurs des nœuds M, M', M'^, etc., sont remplacés par des anneaux , cette circonstance donnera lieu à <le nouvelles conditions d'équilibre. Supposons, par exemple ^ qu^ M'^ soit un anneau mobile qui puisse glisser le long du cordon M'M'IVl^' ; il est clair que dans ce mouvement la somme des distances i/lM^ et M"M'", du point M" aux points M' et M''', restera constante. Or, si Téquilibre existe, cet état ne sera pas trouMé en rendant fixes ces deux derniers points; mais alor ; le point M'^ sera dans le môme Cas qtte s'il était astreint à demeurer sur la surface d un ellipsoïde de révolution , dont M' et M^'' sont les deux foyers, et dont le grand âxe est égal à la longueur donnée du cordon M'IM^'iM'''; donc ce point ne peut rester en équilibre (n* 36), à moins que la force P'' qui lui est appliquée ne soit perpendiculaire k cette surface ; ^ak ii suit , d'après une propriété connue db lelKpse, que la direction de cette force doit couper en deux parties égales langle des deux rayons vecteurs M"W et M"M'".
hotÈ donc qu'en exécutant la construction du n^ a86, on sera parvenu k un anneau mobile tel que iSH" , et que l'on aura pris la résultante des deux forces dirigées suivant M"M' et M"C", dont le prolongement sera le côfé M'TVI'"; si l'on trouve qufe les angles C'M'M' et C'M"M'" ne sont pas égatïx entre eux, il en (andi^ Conclure que l'équilibre n'exige pas. En général , il faudra lyiie la direction du cordon M''C', attaché à un anneau mobile^ no
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soit pas donnée d avance , afin qu'on poisse , en U déterminant d'une manière convenable , remplir h condition de 1 égalité des deux angles M'M'^C et
Observons que dans 1 état d équilibre, les tensions des deux côtés adjacens à un anneau mobile serait égales entre elles; cela résulte de ce que ces deux côtés font des angles égaux avec la direction de la force appliquée à cet jinneau, et que leurs tensiooi sont les composantes de cette force suivant lean propres directions; mais cette égalité de tension peut aussi être considérée comme évidente en eUe-mémey puisque les deux côtés le long desquels 1 anneau peut glisser ne forment qu'un cordon, qui doit nécessairement éprouver U même tension dans toute soa étendue.
290. Ce que nous disons à Tégard d'un anneia obligé de glisser le long d'un fil considéré comme inextensible et parfaitement flexible, peut s étendre à tous les points d'un système de points niatéridk en équilibre. Quelle que soit la liaison de ces points entre eux , on ne troublera pas cet équilibre ea fixant tous les points du système , excepté un seul. Or, si la liaison de ce point avec les autres est teUe qu'il puisse encore décrire une surface ou seulement une ligne courbe autour de ces points fixes, il est évident que le point mobile sera dans le même cas que si la surface ou la ligne courbe existait réellement; par conséquent, la direction de la force qui lui est appliquée doit être normale à cette surface ou à cette ligne.
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Concluons donc que dans tout système de points matériels en équilibre , la force appliquée à chacun de ces points est perpendiculaire à la surface ou à la ligne sur laquelle ce point serait obligé de rester^ si tous les autres points auxquels il est lié étaient regardés^ pour un moment, comme des points fixes.
Quand cette condition , relative à la direction des forces et à la liaison des parties du système, n'est pas remplie, on peut ôtre certain que l'équilibre n*existe pas; mais elle ne sufEt pas à elle seule pour assurer l'équilibre du système,
291. Si toutes les forces qui agissent sur un polygone funiculaire suspendu aux deux points fixes A et B, sont des poids donnés, il résulte de la construction du n* 286, que ce polygone tout entier sera contenu dans le plan vertical passant par ces deux points; et cela est d'ailleurs évident en soi-même, puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'écartât de ce plan plutôt d'un côté que de l'autre. En prenant alors la perpendiculaire à ce plan pour l'axe auquel répondent c, g, >, 7'^ etc. , tous ces angles seront droits, et la troisième équation (a) disparaîtra ; les deux autres se réduiront à
H cos a + K cos e = o , \ (b)
Hcos^^ + Kcos/+ n = o, J ^^
en supposant que les angles a, e^ ol, a, etc., répondent à un axe horizontal, et les angles 6, J) C, C\ etc., à un axe dirigé dans le sens de la pesan- I. 36
leur, et en représentant par El la somme des poids F,
V, V\ etc. , appliqués an poljf^one.
L'équilibre de ce polygone ne sera pas tronUë ai Ton rend sa forme invariable; par conséquent, la force n devra être égale et directement opposée à la résultante des forces H et K* En yertu des équations (6), elle est déjà égale et contraire à cette lé* sultante ; il faudra donc encore qu'elle passe par le point 0 ( fig. 72 ), où les prolongemens des oordooi extrêmes AM et BN viennent se couper, et qo'oo peut prendre pour le point d'application commun aux deux forces H et K. Ainsi, dans l'état d^équilibre, la résultante El des forces verticales P, P, P', etc., sera dirigée suivant la verticale OD; et, cela étant , on aura les proportions (n* 29)
H : n :: sin BOD : sin AOB , K : n :: sin AOD : sin AOB,
qui feront connaître les tensions des cordons extrêmes, ou les pressions H et K exercées* sur les deux points fixes A et B, quand on aura mesuré les angles AOD et BOD.
292. On peut faire sur les tensions des cordons qui supportent un poids donné , la même remarque qœ l'on a déjà faite à Tét^ard des pressions éprouvées par les points d'appui d'un plan horizontal sur lequel ao poids est placé (n* 270).
Supposons que les trois cordons attachés aux points fixes A, By C (fig. 73), se réunissent au point M , et qu'en ce point un poids F soit suspendu et agisse suivant la verticale MD. Prenons un point D' sur le pro-
longement de cette droite , et construisons le parallélépipède dont MD' est la diagonale, et qai a ses trois côtés adjacens MA', MB", MC, sur les directions des trois cordons. Si Ton représente la force P par la droite MD', ses composantes suivant ces directions seront représentées par les droites MA', MB', MC, et elles exprimeront les tensions des trois cordons MA , MB, MC, ou les charges des trois points fixes A , B, C, lesquelles se trouveront, dans ce cas, complètement déterminées. Mais , lorsque les cordons aboutissant au point M seront au nombre de quatre , ou en plus grand nombre, on pourra décomposer la force P d'une infinité de manières différentes, suivant leurs directions; en sorte que leurs tensions et les charges des points fixes ne seront plus déterminées , et nne ou plusieurs d'entre elles pourront être nulles ou prises arbitrairement. Or, cette indétermination aurait réellement lieu dans la question abstraite , où Ton n'a tenu aucun compte de Texteusibilité des cordons; mais elle n'existe plus dès qu'on a égard à cette propriété de la matière : alors tous les cordons s'allongent un tant soit peu ; leurs extensions dépendent de leur nombre et de leurs positions relatives; et si Ton mesurait ces petits allongemens, on en pourrait conclure la tension de chaque cordon, ou la charge de chaque point fixe qui a réellement
lieu.
Ainsi, en supposant que le cordon AM, par exemple, se soit allongé dans le rapport de i+<^^ l'unité, et sachant, d'ailleurs, qu'un cordon de même matière et de même diamètre s'allonge dans le rapport de
I ^. ^ à TaDÎté, quand on le suspend verticalement à un point Bxe , et qu'on attache le poids P à son extrémité inférieure, on en conclura (n* a88) que la tension éprouvée par ce cordon , ou la charge que
supporte le point A , est égale au produit - P.
Si l'on désigne par ^sr' et J"', taf' et J^", etc., ceqae deviennent les fractions ^etj^ relativement aux cor* dons MB, MC, etc., et par 7, y', y", etc., les angles aigus que font les cordons MA, MB, MC, etc. , avec la verticale MD', il faudra qu'on ait
- cos y + -/ cos y' H 7, cos y*' + etc. = i,
afin que la somme des composantes verticales de toutes les tensions soit égale au poids P. En projetant les mêmes cordons sur un plan horizontal mené par le point M, et désignant par co, œ', (J\ etc. , les angles que les projections de MA,. MB, MC, etc., font avec une droite MO tracée arbitrairement dans ce plan, on aura aussi
- sin 5^ sin « -f- -7 sin y^ sin û>' -|- etc. = o ,
- sin y cos » H , sin y* cos »' + etc. = o ,
pour exprimer que la résultante de toutes les tensions est une force verticale.
Quand il xiy a que trois cordons , ces trois «piations suffisent pour déterminer les rapports de leurs
tensions au poids P, ou les valeurs de - , -> , -*, au
moyea des angles que ces trois cordons font avec la verticale MD', et des angles compris entre les plans de cette droite et de leurs directions. Quand il n'y en a que deux, leurs directions et cette verticale sont comprises dans un même plan; ce qui réduit à une seule les deux dernières équations.
§ II. Équilibre ctiin Jil Jlexible.
nQJi. Considérons d'abord un fil pesant^ homogène et d'un diamètre constant; supposons-le parfaitement flexible et attaché par ses extrémités A et C (fig. 74) à deux points fixes ; et proposons-nous de déterminer la courbe ABC quil forme dans son état d'équilibre. On nomme cette courbe la chaînette; elle est évidemment comprise dans le plan vertical passant par les deux points fixes A et C ; car il n'y aurait aucune raison pour qu'elle s'en écartât plutôt d'un côté que de l'autre.
Par un point 0, menons dans ce plan deux axes rectangulaires Ox et Ojr , qui seront ceux des coordonnées positives ; prenons Ox horizontal et dirigé du côté du point A, et 0^ vertical, dirigé en sens contraire de la pesanteur, et passant par le point B, le plus bas de la courbe. Soient x et jr les coordonnées OP et PM, rapportées à ces deux axes, d'un point quelconque M de la chaînette, et s l'arc BM aboutissant en ce point el compté du point B; et dé-* signons par x\j\ s\ ce que deviendront x, j , s , relativement à un autre point de cette courbe , tel que l'on ait s > .y.
Si l'on appelle p le poids de l'unitë de longneor du fil, lorsqu'il est couché sur un fdau borizontil, p (s' — s) sera y dans cet état, le poids d'une longuevr s' — ^ du même fil , puisqu'on le suppose homogène et d'une épaisseur constante. Quand il sera suspendu aux deux points fixes A et B, ses différentes parties s'allongeront inégalement , à raison de leurs tensions respectives; et, en même temps, leurs densités on leurs épaisseurs diminueront de manière que leurs masses ne changent pas; par conséquent, le poids de cette longueur y — s ne sera plus exactement le même qu'auparavant ; mais si la matière du fil est très peo extensible, et qu'on néglige les petites dilatations de ses parties, on pourra encore prendre p{s^ — s) ponr le poids correspondant à l'arc MM' de la chaînette.
Soient, en outre, T et T' les forces inconnues qui agissent à ses extrémités M et M', et proviennent de ce que ces points sont liés aux parties CM et AM' de celte courbe. En joignant ces forces au poids /> (y— ni), on pourra considérer MM^ comme entièrement libre; par conséquent, si l'on représente par et et ^ les angles que fait la direction de la force T avec les proloogemens des coordonnées jc eljr de son point d'application, et parot' et Q' les angles analogues relativement à la force T', nous aurons
T cos «t + T' C08 «t' = o, )
Tcos^-+.T'cosC=/7(/— j), \{a) T(ar cos C — j-cos «) +T (^cos ^— y cos a') = /?(5'— j)x„ )
pour l'équilibre de ces trois forces comprises dans un même plan ( n" 262 ) ; x, étant l'abscisse hori-
sontale du œntre de gravité de 1 arc MM'. ESles auront lieu , quelle que soit la longueur de cet arc : si on la suppose infiniment petite, on pourra né-* gliger, dans ces équations , les quantité infiniment petites du second ordre; mais il £siudra conserver les quantités du premier ordre; ce qui n'empêchera pas qu'on ne doive considérer la force T comme étant dirigée suivant la partie MH de la tangente , à l'extrémité M , et la force T', suivant la partie ' MU' de la tangente , a l'autre extrémité M^
Pour le faire voir, prenons sur MM' un point m tel que l'arc Mm soit infiniment petit du second ordre; ce qui permettra de négliger le poids de cette partie de la chaînette. Si l'on fixe le point m^ réquilibre ne sera pas troublé ; or, le fil étant supposé parfaitement flexible , il n'y aurait rien qui empêchât la force T de faire tourner l'arc Mm autour de m, si elle n'était pas dirigée suivant son prolongement MH. On verra de même que la force T' doit être dirigée suivant MU'.
D'après cela, nous aurons
, dx' /•/ 4r'
et en négligeant les infiniment petits du second ordre , ces dernières valeurs seront
On peut aussi prouver qu'on a T'= T-f- ^fT. En
effet, la quantité T est une fonction des coordonnées du point quelconque M auquel elle répond , qui devient, conséquemment, T + ^ a^i point tff; en ce point, elle exprime la force qui agit sur la partie supérieure AM^ de la chaînette, suivant la direction MH^ , prolongement de HIVf '. Or , si mf est un point de la courbe dont la distance à M' est infiniment petite du second ordre , la force qui agit en m' sur la partie Am!, sera la même , en grandeur et en direction , que celle qui agit en M' sur AM^ ; par conséquent , la partie M W de la chatnette est tirée en sens contraire, suivant M ^^ et mH^^ par des forces T' et T -f- dT , qui doivent être ^ales pour que M W demeure en équilibre.
Cela posé, je substitue ces différentes valeurs dans les deux premières équations (a), et j'y fais s' — s — rf'; elles deviennent
rf.T^ = o, d,T^ = pds. (b) Quant à la troisième, elle prendra la forme
en y négligeant les infiniment petits du second ordre, ce qui permet de remplacer sc^ par jo dans son second membre. Or , cette équation est la même chose que
xd.T^ -jd.T^^pxds; et, comme on voit, elle est une suite des deux ao-
très. Effectivement, le problème ne peut dépendre que de deux équations , puisqu'il n'y a que deux inconnues ^ et T à déterminer en fonctions de x ; la première , pour connaître Téquation de la courbe , et la seconde, pour savoir quelle est ]a tension en un point quelconque M , c'est-à-dire , la grandeur des forces égales qui tirent l'élément Mm suivant ses deux prolongemens.
294 • L'intégrale de la première équation (b) est
^ ds '^ ^'
en d^gnant par c la constante arbitraire. Au point B, on a —z=si et T = c ; si donc on représente la tension en ce point le plus bas, par le poids d une longueur h du fil^ on aura cz=zph, et, en un point quelconque ,
La seconde équation (b) deviendra donc
d'où l'on tire
dx '
en observant qu'on a , en même temps , ^ = o et
^=z=o au point B. Ces équations feront connaître
immédiatement l'arc s et la tension T , lorsque l'ordonnée j* aura été déterminée en fonction de x.
En mettant dans Tëquation précédente , à la place de dSf SSL yalenr
on en déduit
f dx
En intégrant et observant qu'on a;r = oet ~z=lo au point B, on en déduit
, = *iog(|+v/-+£).
et, par conséquent,
e étant, à l'ordinaire, le base des logarithmes népériens. Je multiplie cette équation par
il en résulte
V ' ^ dx» dx*
on aura donc
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d'où l'on tire
en observant que ^ = o et x=:o, au point B , et
prenant lorigine 0 des coordonnées k la distance h
au-dessous de ce point, de sorte qu'on ait^ = A
quand a:=zo,
dr Ces équations (c) donnent s^zh-j- , comme plus
haut. La seconde est l'équation de la chaînette , sous la forme la plus simple; elle montre que cette courbe est symétrique de part et d'autre de son point le plus bas.
La valeur précédente de T deviendra
en sorte que la tension en un point quelconque M est exprimée par le poids d'une longueur du fil , égale à la perpendiculaire MF abaissée de ce point sur la droite horizontale , passant par le point 0. C'est au point B que cette tension est la plus petite ; et sa valeur en ce point est ph^ comme on l'a supposé.
:295. Il ne reste plus qu'à déterminer la constante h qui entre dans ces formules. L'expression de^ fera ensuite connaître la figure de la chaînette ; mais pour que sa position soit connue dans le plan vertical passant par les points A et C , il faudra aussi déter-
miner la distance de Taxe Of à 1 un de ces points
fixes.
Pour cela , je mène par le point A une horizontale qui coupe Taxe Ojr en un point Q , et par le point C, une verticale qui rencontre cette horizontale au point D. La position du point C, par rapport au point A, étant connue^ les distances AD et DC seront données. Je les représente par a et 6 ; je désigne aussi par il la distance AQ; en sorte qu'on ait
AD = a, DC = i, AQ = *, OB = h;
a et b étant des quantités données, et A: et A les deux inconnues qu'il s'agira de déterminer.
J'appellerai kf la distance QD , / la longueur don« née de la courbe ABC f g et g' ses parties AB et BC , f la flèche BQ ; on aura
en regardant k* et g' comme des quantités positives ou négatives, selon que le point C appartiendra au prolongement de AB ou à AB même. Les ordonnées des points A et C seront h ^f et h +y — b, en considérant aussi la quantité b comme positive on comme négative, selon que C sera au-dessous on au-dessus de la droite horizontale , menée par le point A.
Si l'on fait dans les équations (c) , d'abord
a: z=z k, ^ = g, y = h +f, et ensuite
X = — k', s es ^ g', j- = h +f^ b,
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il en résultera
Ke^-e"*), A+/=K/-f-eO.
d'où Ton tire
De là et de A: + ^' = <^ > on conclut
Z* — i* = A* (e^ + e~^ — 3), et , par conséquent ,
-L(/ _ e'O = 71, (rf)
2flt
en faisant , pour abréger ,
Cette quantité n étant composée de quantités données, réquation (^d) fera connaître la valeur de a, et par suite celle de h. En général , cette équation se résoudra par des essais ; et Ton en déduira la valeur numérique de a d'après celle de ii , aussi exactement qu'on voudra. Si ri diflere très peu de Tunité , la valeur de a sera très petite ; eu développant alors
574 TRAITÉ DE MÉGANIQUE,
les exponentielles ^ et négligeant la quatrième puissance de tf , on aura simplement a* = 6 (/i — i). Si nous faisons aussi
nous aurons
A = ia + ^^, k' — \a — h€; et la valeur précédente de b deviendra
è=Ke'^-r>^)(/-rO;
ce qui fera connaître la valeur de C , d'après celk de A y et ^ conséquemment , les quantités A: et A:'. Le signe de k' décidera de quel côté de Oj^, le point C sera placé.
Le cas le plus simple aura lieu quand les points fixes A et C seront situés sur une même droite horizontale. On aura alors 6 =: o ; Téquation (e) donnera é = o, et, par suite, k::=k' = ja, comme cela doit être. On aura, en même temps,
h +f= hKe^+ e~V;
ce qui fera connaître les tensions aux points A etC, ou les charges que ces points fixes auront à supporter, après que la valeur de h aura été calculée. Dans le cas général, ces tensions extrêmes se déduiront des valeurs de j , correspondantes à or = A et X = — A'.
2g6. Parmi toutes les courbes de même longueuri
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qui aboutissent aux points donnés A et C , la chaînette est celle dont le centre de gravite est le plus bas.
En effets menons par le point A ( fîg. j5 ) un axe horizontal Ay, et un axe Ax' vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient x^ et y les coordonnées d'un point quelconque M, rapportées à ces axes. En appelant ^, la distance du centre de gravité d^une courbe quelconque AMC , à l'axe Ay, nous aurons
b étant la valeur de x' qui répond au point C , et / désignant la longueur donnée de cette courbe , de sorte qu'on ait
Or, d'après la formule (e) du n? 201 ^ la courbe dans laquelle la première intégrale est un maximum entre toutes les courbes de même longueur, a pour équation différentielle
c et d étant des constantes arbitraires. En intégrant et observant que les variables x^ et y sont nulles en même temps , il vient
y = c' log ^l+.^-±-»^^^^,
IL -y
pour réquatîon de la courbe qui jouit de la propriété demandée. Au point C, ou aura
a étant la distance donnée de ce point à Taxe A^, de sorte qu'on ait à la fois x^ s= 6 et ^ = a. Cdte équation particulière et la longueur / de la courbe serviront à déterminer les deux constantes c et c^
Maintenant^ pour faire coïncider Téquation (y) avec celle de la chaînette ^ désignons par £ une constante indéterminée , et changeons les coordonnées x' etr en d'autres y telles que Ton ait
or' + c = — 7-, / = € — a:;
de manière que ces nouvelles coordonnées x et/ soient dirigées en sens contraire de jr' et x\ et rapportées à une autre origine. Par ce changement, le-
quatioQ {f) deviendra
DéterminODS la quantité € , en posant Téquation
et désignons par — h^ la valeur conunune de ces deux quantités égales, de sorte qu'on ait
Comme on a yy' = £?'•, il en résultera A = c'; et réquation précédente de la courbe deviendra
ce qui coïncide avec la seconde équation (c) que nous avons trouvée pour la chaînette.
297. Si la force verticale qui agit sur chaque élément du fil suspendu aux points A et C ( fîg. 74 ) > au lieu d'être proportionnelle à la longueur de Téléinent ds^ est proportionnelle à sa projection horizontale dx , la seconde équation (b) deviendra
p étant une constante donnée qui repr^nte le poids d'un prisme dont la hauteur est l'unité linéaire. En vertu de la première équation (b) , qui ne changera pas, on aura toujours
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en désignant par h une ligne de loogneur incoiinae, et par ph un poids équivalent à la tension au point B, le plus bas de la courbe. U en résultera donc
hd. -^ = dx; d'où l'on tire
A^ âtt X, 2hjr =t ûcr,
en plaçant l'origine des coordonnées x otj^ au point B. Dans ce ca^, la courbe sent, comme on yoit^ une parabole qui aura son sommet au poiut le plus bas ; et Ton aura
T = p VA* + X*,
pour la tension en un point quelconque.
En employant les notations du n"* 2g5f ou aura, aux points A et C ,
2hfz=zk', ah{f-b)^k'%
et à cause de ^ + ^' = ^^ on en conclura
ahb = a{k— k');
ce qui fera connaître k, k',/, quand on aura déterminé h, dont la valeur se déduira de la longueur / du fil. Oo aura, en effet ,
ce qui donne , en effectuant l'intégration par les règles ordinaires ,
En supposant, poui* plus de simplicité, les deux points A et C dans une même droite horizontale, on aura
6 = 0, * = jf es ^a;
réquation précédente se réduira à
et l'on en déduira , par des essais , la valeur approchée dt h, lorsque les valeurs numériques de / et A: seront données.
Cette inconnue h se déterminera plus facilement quand la longueur l de la courbe différera très peu de sa projectiob a; ce qui rendra la valeur de h très grande par rapport à a. On aura alors, en séries très convergentes,
\/h- + A* = A + 1 -^- ^ ip + etc. ,
Au moyen de ces valeurs, Téqnation précédente de^ vient j à très peu près,
h'Q— 2/:) = iA:»; d'où Ton tire
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On a choisi cet exemple , parce qu il trouve une application utile dans la construction des ponts suspendus, où il est important de calculer la tension de la chaîne de suspension et la charge de ses points d'appui.
298. Supposons actuellement que tous les points du (il soient sollicites par des forces quelconques. Il formera, en général, une courbe à double courbure; les équations d'équilibre de chacun de ses élément seront au nombre de trois ; et, en supposant toujours te fil parfaitement flexible , on obtiendra ces équations par les considérations que nous ayons exposées en détail dans le n^ 295. De cette manière , on trouve
d.T^ + Xids = o,
d.T^ + \6ds =i o, ) (1)
d.T nr -j- Z £ éstf = o;
^9 y% ^f étant les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M de la courbe , ds l'élément différentiel de sa longueur, « le produit de la densité du fil et de la section perpendiculaire à sa longueur qui ont lieu au point M, de sorte que eds soit l'élément de la masse du fil ; T la tension en ce même point , ou la force, de grandeur inconnue, qui tire cet élément €ds suivant chacun de ses prolongemens ; X , Y, Z , les forces rapportées à l'unité de masse et parallèles aux axes des Jc^jr, 2, qui répondent au point M et seront des fonctions données de ses trois coordonnées.
En vertu de la tension T, rëlément ds aura éprouvé une extension et la quantité £ une diminution , telles que la masse ^ds n'ait pas changé; en désignant donc par ds' et k\ ce que ces quantités étaient dans l'état naturel du fil , on aura
eds = g'dly';
et en supposant l'extension proportionnelle à la force qui la produit (n* 288), nous aurons, en même tcmps^
ds = {\ + ùù'T)ds'; (2)
cû étant un coeflicient très petit, dépendant de la matière et de l'épaisseur du fil au point M. Quand le fil sera homogène et d'une épaisseur constante dans toute sa longueur, ë' et cê seront des quantités constantes; mais, en général, ces deux quantités pourront être regardées comme des fonctions données de l'arc/, compté d'un point déterminé du fil et aboutissant au point M.
299. Si le fil , de nature quelconque, est seulement soumis à la pesanteur et suspendu verticalement à un point fixe que j'appellerai A, les deux dernières équa-» lions (i) disparaîtront, et la troisième se réduira à
dT + gubc = o,
en prenant l'axe des x vertical et dirigé dans Te sens de la pesanteur, et désignant cette force par g. Je place au point A l'origine des x, et j'appelle Q la valeur de T qui répond à a? = o , c est-à-dire , la charge que ce point aura à supporter. Au point quelconque M , on aura
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T = Q - gfeda:;
ri^t^rale étant pulle ea ipême tçipps que jc.
Appelons B rextrémité inférieure du fil; atlt» chons en ce point un poifls P , et désignons par / la longueur de AB. II est évident que P sera la tension au point B; on aura donc, en nnéme temps» jr = /, et T = P ; ce qui donne
Q = P +gf',dx,
et, par conséquent,
T = P + g f^ îdx—gfedjc.
Or, le second et le troisième terme de cette forraale sQQt les poids du (il entier et de sa partie AM ; il g*ensuit donc que la tension au point M est le poids de la partie BM , augmenté du poids P ; ce qui est d'ailleurs évident.
Ij4 loi de rallongement du fil dans toute son étendue , dépend de sa nature et de son épaisseur. Je soppQse , par exemple , qu'il soit homogène et partoot d'une même épaisseur, ce qui rendra constant le coefficient où. En appelant x' la longueur de la partie AM y avant que le fil soit tendu, laquelle longueur devient x par l'elTet de la tension , et mettant , en conséquence, dx' et dx au lieu de (i/ et ds, dans l'équat^pn (a) , on aur^
dx = (i + foT) dx'.
Soient aussi /' la longueur totale du fil avant son al-
longem^ut, et p son poids eatier, he poids de la par*-
tie BM sera ^-^ — j, -, et la tension au point M
aura pour valeur
En la substituant dans Téquation précédente, intégrant et observant qu'on ajt^^ro eta:scoau point A , il vient
X - or' = t,?œ' + '!d^fL
pour l'allongement de la partie AM . On en déduit rallongement total en faisant x'= V et x = l; ce qui donne
en sorte que pour avoir égard au poids du fil dans le calcul de cet allongement, il faut ajouter la moitié de ce poids à celui qui est attaché à son extrémité inférieure.
3oo. Dans le cas général , j'ajoute les équations (i), après les avoir multipliées P^r^r » ^» T J ^^ ®" résultp
dT + i{Xda: 4- Y^/r + Zdz) 5= o, (3) à cause de
IF ^ ds^ ^ ^- — ^'
ds ds * ds ds * ds ds
Si l'on suppose le fil homogène et son épaisseur cons-
tante ^ et qu'on néglige la petite dilatation de ses élémens, la quantité e sera constante; de plus^ la formule Xd!r + Yd^ + Zdz est, en général, la différentielle exacte d'une fonction des trois variables ^9 y 9 ^9 considérées comme indépendantes ; en disant donc
Xdx + YdfT + Zdz = — éi. ^ ( x,^, z ) ,
nous aurons
dT = ui.(p{x,jr, s^.),
et, par conséquent,
en comprenant la constante arbitraire dans la fonc' tion ^. Cette constante disparaîtra dans la diflerence des valeurs de T relatives à deux points du fil ; il s^ensuit donc que sans avoir déterminé la figure d'équilibre, on connaîtra Taccroissement de la tension d'un point à un autre ; en sorte qu'il suf&ra que la tension soit connue en un point déterminé , pour qu'elle le sôit aussi dans toute la longueur du fil.
Quant à la courbe formée par le fil , elle sera déterminée par deux tles trois équations (i) , ou par deux combinaisons quelconques de ces trois équations, dans lesquelles on substituera la valeur précédente de T; en sorte qu'il faudra généralement intégrer le système de deux équations différentielles dn second ordre pour connaître cette courbe. Son rayon de courbure au point quelconque M s'exprimera aa moyen de la formule différentielle suivante, qui n'est
qae du premier ordre , et qui suppose seulement connue la direction de la tangente en ce point.
Les équations (i) peuvent être remplacées par celles-ci :
qui sont la même chose que
dxdy — djd^x = (Xdf/ — \dx) '«y- 9 cîzd^x — dxd^z = {Zdx — lUz) -f, [ (4) djrd^z — dzdy = {\dz — Zdy) "^ ,
en effectuant les diflerentiations et prenant l'arc s pour la variable indépendante. Or, si Ton appelle p le rayon de courbure au point M, on a (n^ 18)
d'après les équations précédentes et la valeur de T , on aura donc
(p {X , y, *) ds
[(Xrfr — ^dxy ^- g.dx — Xdzy + çïdz — Zdxyy
Dans le cas de la chaînette , on a
X = 0, Y = — g, Z=z=:0, (P=évr^
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en prenant les axes et Torigiiie Ueii coordonnées <{Qe
supposent les équations (c) du n* !294* On aura donc
ds
ce qu'il est aisé de vérifier, d'après ces éqqatioos.
3or . Appliquons ces formules au cas d'un fil tendo sur la surface d'un corps solide , et supposons , pour plus de simplicité, qu*il ne soit soumis à aucune force donnée , de sorte que la seule force qui agisse sur ses différens points soit la résistance inconnue du solide sur lequel il s'appuiç*
Au point quelconque M du fil , soit Nds la grandeur de cette force appliquée à l'élément ids du fil, et dont les trois composantes seront ^sds , Xids, Tàids; sa direction sera normale à la surface du solide, et dirigée dedehoi^ en dedans. La pression qni aura lieu sur I9 partie du solide correspondant 1 ds ser9i égale et contraire à cette force ]>U!r, de mailière que N exprimera la mesure de la poiession rapportée à l'unité de longueur»
En appelant x, pc, i' , les angles que fait la parlie extérieure de la normale en M avec des parai* lèles aux axes des x , jr ^ z, menées par ce point, on aura
€X = NcosA, 6Y = Ncosft, €Z=Ncosr.
De plus, si L ^c o est l'équation de la sur£sice du solide, et qu'on fasse, pour abréger,
^ ~ \dx* "^ dy "^ dz^J »
on aura aussi (n^ 21)
^7. dL mj d\j -mj dJj
cos X = V -3- , cos te =V -7- , cos p = V -j- , dx' dj dz ^
en prenant convenablement le signe de V. Cela étant, nous aurons
Xdx + Ydjr + Zdz = NVrfl. = o;
ce qui rendra nulle la valeur de dT donnée par réquatîon (5). La tension sera donc la même dans toute la longueur du fil , quelle quç soit la forme du corps solide. Je supposerai sa valeur donnée, et je la représenterai p^r k* Si le fil est attaché par une de ses extrémités à un point du corps, et qu'un poids considérable , par rapport à celui du fil qu'on a négligé , soit suspendu verticalement à son autre bout, ce poids sera la tension ^ et la pression que le point fixe éprouvera. Si le fil est libre par ses deux bouts, et que des poids considérables y soient suspeqdus , ils exprimeront les tensions extrêmes ; par conséquent, ils devront être égaux, et chacun d'eux sera la tension k. Enfin , si les deux bouts do fil sont supposés fixes, sa tension Jù se déduira de sop extension, qui sera constante dans toute sa lon-t gueur*
5o2. Je désigne par X\ ju', v'^ les angles que fait la perpendiculaire au plan osculatcur au point M , avec des parallèles aux axes des iT, ^, z. Le rayon de courbure en ce point étant p , on aura (n** 19)
dxd*Y — dyd^x ,
^ = f COS }>%
dzd*x — dxd^z d?
= f COS fJtf,
drd^z — dzdW ^-
Si donc on ajoute les équations (4) après les a?oir multipliées par cos v, cos a&, ces A , et quon ait égard aux valeurs de X , Y^ Z, qui ont lieu dans le cas que nous considérons, il en résultera
cosi^cos/^ cosjt;tcosft'+cosA cosX' = o;
par conséquent y les normales à la surface du corps solide et au plan osculateur de la courbe formée par le fil , en chaque point M , sont perpendiculaires lune à l'autre; ce qui est la propriété caractéristiqnc de la ligne dont la longueur est un minimum ou un maximum sur une surface donnée (n® i6i). Il s'ensuit donc quun fil tendu sur un corps solide, trace, eo général, la plus courte distance d'un point à un autre sur la surface. A la rigueur, il est possible que celte distance soit, au contraii^, un maximum ; ainsi , par exemple, deux points donnés sur une sphère sont les extrémités communes à deux arcs de grands cercles, dont l'un est la plus courte distance entre ces points, et l'autre la courbe plane la plus longue; oft il est évident que l'équilibre du fil tendu sera rigou* reusement possible sur ces deux arcs de cercle, puisqu'en le plaçant sur l'un des deux, il n y aurait aucune raison pour qu'il s'en écartât plutôt d'un cote que
de lautre; mais sur le petit arc Féquilibre sera stable, et sur le grand il ne sera qu'instantané, de sorte qu'il ne pourra subsister, physiquement, qu'à Taide du frottement du fil contre le corps solide.
Si l'on substitue encore les valeurs de éX , éY, €Z, du numéro précédent, dans la fomiule (d), on aura
N[(s*^osA-^cosA«) + (^cosy-JcosA)' + (^cos,*-^cosy)J = -,
à cause de €^ (a:, j", 2) = A. En même temps, on a
ds^ ^^ ds"^ ^^ ds^ — V
cos' A + cos^ ft -I- cos' y = I ;
la normale à la surface du corps et la tangente à la courbe du fil, en chaque point M, étant perpendiculaires l'une à l'autre, on a aussi
^cosA + f cosf« + gcosi' = o;
or , au moyen de ces trois dernières équations, on réduit sans didiculté le coefficient de N, dans la précédente, à l'unité. On a donc simplement
ce qui montre que la pression rapportée à l'unité de longueur, exercée par un fil tendu sur la surface d'un corps solide, est égale, en chaque point M, à la tension divisée par le rayon de courbure du fil ^
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c*est4i«dire^ par le rayon de la section Dormale a la sarfaoe et tangente à la courbe du fil.
3o3« Ces rësollats seront modifiés par le firoit^ment du fil contre la surface da corps sur lequel 3 s*appnie. Pour montrer comment on doit avoir ^rd à cette force dans l'équilibre d'un fil flexible , je Tiis considérer l'équilibre d'un cordon ABMQO (fig. 76), dont la partie BMC est appliquée sur la gorge ^ooe poulie fixe» et qui est tiré, suivant les prolongemens BÂ et CD de Cette partie , par des forces données. La poulie et la droite ÂB seront supposées verticales; la force agissant suivant BA Sera un poids ^, et je représenterai par F celle qui agit suivant CD. Les tensions qui ont lieu aux points B et C suivant les tangentes BA et CD, auront A: et F pour valeurs. Je supposerai aussi , pour simplifier la question , que la {boulie soit drcalaire; j'appellerai c son rajon, et je prendrai son centre 0 pour l'origidie des coordonnées : l'axe des z Sera perpendiculaire à la poulie, l'axe des j' vertical et dirigé de bas en haut, l'aie des X horizontal et passant par le point B« Enfin, je fixerai au point C l'origine de l'arc s aboutissant aa point quelconque M du cordon , de sorte qu'on ait
CM
Cela posé , si le frottement était nul , il faudrait qu'on eût A: = F dans le cas de l'équilibre ; mais , à raison du frottement , l'équilibre peut subsister tant que la différence de ces deux forces Ar et F n'a pas dépassé Que certaine limite. Concevons donc que l'équilibre soit sur le point de sel rompre dans le sens do pi^ds kf ce qui suppose qu'on ait Ar > F. A cet
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instant f le frottement du cordon contre la poulie , qui a lieu au point quelconque M^ sera dirige^ suiyant la partie MH de la tangente , en ce point. Je représente par /j* son intensité , et ^ comme précédemment, par N la résistance normale qui à lieu au même point M , suivant le prolongement MO' de MO , de manière que /ids et ^ds soient les forces tangente et normale qui agissent sur Télément €ds du cordon aboutissant au point M ^ et que jtt et N représentent ces mêmes forces, rapportées à l'unité de longueur. Si l'on mène par ce point M des parallèles Mjc^ et My aux axes Ox et O/*, ou aura
cos xWi = — • f , cos/MH = - ,
de là on conclut
C C ' ce'
pour les valeurs de cX et êY qu^il faudra substituer dans les équations (i). La force éZ sera évidemment nulle; la troisième équation (1) disparaîtra, et les deux premières deviendront
as C c '
d.Tf + Mi+'^^o.
as c c
Le point M appartenant à la circonférence de la poulie , on a
x^^jr^src^, xdœ ^ jrdj 1=r: o ;
cos or'MO' = - , cosjr'MO' = ^- ;
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au moyen de quoi les deux équations précédentes peuVeat être changées en celle&ci : .
xd.T^ +jrd.T ^ + Ncds =o ,
Mais 7 (j'da: — J^djr) est la diiTérentielle du secteur décrit par le rayon OM , à partir d^une ligne fixe (u* i56), qui sera OC, par exemple. Ce secteur étant circulaire et répondant à Tare ^, sa Taleorest ics; on a donc
j^dûc — xdjr = cds.
D'ailleurs, on a aussi
dx d?
ce qui réduit les équations (6) à
T = cN, dT = /juis;
d*où Ton tire
crfN = fjids.
La pression qui a lieu au point M, sur la gorge de la poulie , est égale et contraire à la force N ; si donc on suppose le frottement proportionnel à la pression ( n° 269 ) , on aura
/ étant un coefficient constant qui dépendra de I2
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nature des deux surfaces en contact. On aura donc
crfN =fSds, et , en intégrant ,
N = Ae*» ;
A désignant la constante arbitraire , et e la base des logarithmes népériens. On aura, en même temps ,
T = Acc% ,jL = Afe\
Au point C, on a ^ = o et T =: F ; on a donc
A = - ; et si l'on appelle / la longueur de l'arc CMB,
on aura s=^l et T = A:, à son autre extrémité B» Nous aurons donc finalement
N=:-^cS T = Fe% a=-^e% en un point quelconque M , et, de plus,
A = Fe%
pour l'équation d'équilibre.
En représentant par F' le frottement total qui a lieu dans toute la longueur de CMB , on aura
r= f^fids = f(c"~i) ,
et réquation d'équilibre pourra s'écrire ainsi :
Si nous faisons
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fl
nous aurons'
OÙ Ton voit que le frottement total F^ est égal à la plus petite des deux forces A: et F^ oaultipliée par un coefficient f'^ qui varie non-seulement avec la quantité f^ mais aussi avec Tétendue / du contact et le rayon c de la poulie. La différence des forces A: et F, à llnstant où l'équilibre se rompt, fera connaître la valeur de F, et leur rapport , diminué de Tunité, sera la valeur du coefficient /', d'où Ton pourra ensuite déduire celle de^^ Lorsque F sera un poids, ainsi que A:, on devra, pour plus d'exactitude, comprendre dans ces poids A: et F, ceux des parties verticales BÂ et CD du cordon.
5o4- D'après les trois équations (i), il est facile de vérifier que les six équations générales de l'équilibre (n* 261) ont lieu dans le cas d'un fil parfaitement flexible.
Pour cela, j'appelle K et K' les deux extrémités du fil 9 et / sa longueur; et je fixe au point K l'origine de l'arc s. En intégrant les premiers membres des équations (i), depuis le point K jusqu'au point K', on aura
(tD.-Ct|]+/>^=<>-
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les quantités comprises entre les crochets répondant au point K, et celles qui sont renfermées entre deux parenthèses^ au point K^ Indépendamment des forces lLfY,Z, qui agissent dans toute la longueur du fil , je suppose que des forces particulières ^ données en grandeur et en direction , soient appliquées à ses deux bouts : j'appelle k celle qui agit au point K ^ et ee, €j y, les angles que fait sa direction avec des parallèles aux axes des oc^ jr, z, menées par ce point ; et je désigne par k^, af, €', y', les quantités analogues relativement au point K'. Ces forces k et Araseront les tensions extrêmes, en grandeur et en direction; et d'après les parties des tangentes en K et K', avec lesquelles leurs directions devront coïncider, nous aurons
L'^^Jr-' ~''*' [4]=-* -»^' K>-* ^--' ^^^j
(Tg)=*'cos.'. (TD=*'cosr. (Tg)=*'cosv'; '
les équations précédentes deviendront donc
kcos€ + k'cos€' + f^Yuisz:^o, \ (8)
Arcos y-\' /^cos y + / Zeds = o ;
et elles expriment, comme on voit, les conditions d'équilibre renfermées dans les trois premières équations (i) du n* 261.
En observant qu on a identiquement
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on déduira des équations (i) du n* 298
dx dz
Si donc on intégre ces quantités nulles depuis le point K jusqu'au point K'^ et que Ton désigne par a, b, c, les valeurs de x, jr, z, relatives à K^ et par a', b', c\ celles qui répondent à K'^ on aura, en ayant égard aux équations (7) ,
Jb(aco8C — 6co8«)+*'(a'co$C — ^'co8«')+ / {xï^-jlL)%dsz=. o , Jt(ccoB«-wic08y)+^'(c't08«'— a'co8y')4-/ (xX— jrZ)irfy = o A (9) k{J)t.o%c — ccosé)-f ^'(i'cosc' — c'cosr)4- 1 {jZ — zï)idsz=z o ;
ce qui exprime les conditions dequilibre relatives aux momens des forces données , qui sont renfermées dans les trois dernières équations (1) du n"* 261 . 3o5. Ces équations (8) et (9) serviront , en général, à déterminer les coordonnées a, A, c^ a\ b\ c\ des deux points extrêmes K et K' ; toutefois, il y aura
des. cas où une partie de ces quantités devra rester indéterminée. Si, par exemple, les forces doooées qui agissent sur le Hl sont la pesanteur et d'autres forces indépendantes des coordonnées de leurs points d'application , il est évident que la position absolue du fil dans l'espace ne pourra pas être déterminée : on pourra alors prendre arbitrairement les trois coordonnées de l'un des points K et K^; les équations (9) détermineront les trois coordonnées de l'autre point; et, pour que l'équilibre soit possible, il faudra que les forces données satisfassent aux équations (8).
Lorsque l'un des points K et K^ sera fixe, le premier par exemple, les équations (8) et (9) auront encore lieu^ pourvu que Ton regarde la force k comme inconnue, en grandeur et en direction, et représentant la pression que le point K aura à supporter. Dans ce cas, les valeurs de n, 6, c, seront données; les équations (9) détermineront celles de a\ h\ c\ et les équations (8) feront connaître les trois composantes de la force k. Quand les deux points K et K' seront fixes et donnés de position , on connaîtra leurs coordonnées, et les équations (8) et (9) serviront à déterminer, en grandeur et en direction , les pressions k et V exer-r cées sur K et K^
Dans tous les cas, soit que les coordonnées de K et K' aient été données , soit qu'on les ait déduites dc3 équations (8) et (9) , on assujettira la courbe formée par le fil à passer par ces deux points; ce qui servira à déterminer les quatre constantes arbitraires q^e renfermeront les intégrales complètes d^ ses deux équations différentielles du second ordre. Quant à la
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constante arbitraire que contiendra la fonction f du n^ 3oo y on déduira sa valeur de la longueur donnée du fil y c'est-à-dire ^ de Téquation
dans laquelle on regarde ^ et z comme des fonctions de x. De cette manière ^ le problème sera complètement résolu.
§ III. Équilibre dune verge élastique.
3o6. Noos entendons par cette dénomination une verge droite ou courbe , dont on ne peat changer la courbure sans j appliquer une ou plusieurs forces^ et qui reprend sa forme naturelle dès que ces forces ont cessé d'agir^ tandis qu'au contraire un fil parfaitement flexible conserve , sans le secours d'aucune force, la courbure qu'on lui a fait prendre, et n'est élastique que dans le sens de sa longueur. Pour qu'une verge soit élastique par rapport à la flexion , il faut qu'elle soit formée d'une matière fort peu ex* tensible et contractible ; mais cela ne suffit pas : il faut encore que les dimensions de son épaisseur, quoique très petites par rapport à sa longueur, aient cependant une grandeur convenable ; car, quelle que soit la matière de la verge, on peut toujours diminuer assez son épaisseur pour qu'elle n'ait plus ancune tendance sensible à reprendre la figure dont on l'a écartée , et qu'elle soit ainsi réduite à Tétât d'un (E par£siitement flexible.
Lorsqu'une verge élastique est écartée de sa forme naturelle par des forces données^ chacun des filets longitudinaux dont elle se compose peut éprouver trois efièts difiërens : chaque partie y d'une longueur aussi petite qu'on voudra^ peut être contractée ou dilaf ée, sa courbure naturelle peut être augmentée ou diminuée, et cette partie peut avoir été tordue sur ellemême. La tendance de chaque partie à reprendre son état naturel , dépend des attractions et répulsions mutuelles qui ont lieu entre les molécules de tous les corps et ne s'étendent qu'à des distances insensibles. Le calcul des forces totales qui en résultent et doivent faire équilibre aux forces données , appartient à la Physique mathématique : je renveri'ai, pour cet objet, à mon Mémoire sur Véquilibre et le mouvement des Corps élastiques (*). Dans ce Traité , on formera les équations d'équilibre d^une verge élastique^ en partant de principes secondaires qui sont généralement admis.
On appelle y en particulier, lame élastique un parallélépipède rectangle d'une petite épaisseur ^ que Ton courbe dans le sens de sa longueur, de ma-^ nière qu'il se trouve compris entre deux surfaces cylindriques, dont les arêtes sont égales à sa largeur. Cette dimension peut avoir une grandeur quelconque; en la divisant par des plans très rapprochés et perpendiculaires à sa direction, la lame sera partagée en verges élastiques rectangulaires. Jacques Bernouilli a déterminé, le premier, la figure de la lame élas-
(*) Mémoires âc V Académie des Sciences, loiuc VIII.
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tique en équilibre, d'après des considératioDs qae nous allons développer, et qui serviront ensuite à la solution complète du problème , dans le cas d'une verge élastique quelconque. .
307 • Considérons une lame élastique encastrée par une de ses extrémités, c'est-à-dire, fixée de manière que l'un des deux petits rectangles qui la terminent perpendiculairement à sa longueur, ne puisse prendre aucun mouvement. Supposons qu on la plie dans le sens de sa longueur au moyen d'une farce appliquée à son autre bout , et qui sera la seule qui agisse sur la lame. Pour que la lame prenne une figure cylindrique , comme on vient de le dire, il faudra qu'elle soit terminée, a son extrémité li^ bre , par un rectangle inflexible , au milieu duquel on appliquera la force donnée, dans un plan par* pendiculaire à la largeur de la lame. Toutes les coupes longitudinales ou perpendiculaires à cette largeur seront égales; celle qui renferme la direction de la force donnée est représentée par la fi*gure 77 ; et les courbes ÂMB et A'M'B' sont les sections des deux surfaces cylindriques de la lame, qui formaient ses deux faces planes dans son état na-* turel.
On suppose que tous les points qui appartenaient, dans cet état, à une même perpendiculaire à ces deux faces, sont encore situés, après que la lame a été pliée, sur une même normale aux deux surfaces cylindriques; ce qui est, effectivement, conforme à ce qu'on observe dans son changement de figure. Il en résulte que si MNF est une normale à
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la courbe ÂMB, elle sera aussi perpendiculaire à A^'B', et contiendra tous les points de la lame qui étaient situés primitivement sur une des perpendiculaires à ses deux faces ; «il s^ensuit aussi que si Ton décompose la lame, dans son état naturel^ en filets longitudinaux ^ et que la courbe CND représente un de ces filets après le changement de figure, elle coupera à angle droit en N la normale MM'.
Soit m un point de la courbe ÂMB, infiniment voi«sin de M; menons la normale mnm! aux trois lignes ÂMB, CND, A'M'B', qui les coupe en m, n, n/; les prolongemens de MNM' et mnm' se rencontreront en un point 0 , qui sera le centre de courbure commun à ces trois courbes. Appelons p le rayon de courbure du filet moyen, ou également éloigné de AMB et A'M'B'; a la partie de ce filet comprise entre ces deux normales MNM' et mnm' ; u la distance dû filet quelconque CND au filet moyen, et o*^ la longueur de N^2. En considérant cette distance u comme positive ou comme négative , selon que CND se trouve , par rapport au filet moyen , du côté de la convexité AMB de la lame, ou do côté de sa concavité A'M'B', )e rayou de courbure NO de CND sera égal à f +w, et les longueurs infiniment petites tr' et er seront entre elles comme p-^ueX p , de sorte que l'on aura
ex' = (T + — .
En se courbant , les filets longitudinaux auront éprouvé de très petites extensions ou contractions , et les longueurs cr' et s y qui étaient égales auparavant.
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seront devenues inégales. Désignons par 7 leur grandeur primitive^ et faisons
cT et S' étant de très petites fractions, positives ou négatives, selon que le filet moyen et le filet CND se
seront allongés ou raccourcis. La fraction - est aussi
supposée très petite ; si donc on néglige le produit de
J^ et -, on aura
ce qui montre que quand le filet moyen n'aura pas changé de longueur, les filets situés du côté de la convexité se seront tous allongés , et les filets situes du côté de la concavité se seront tous raccourcis, les uns et les autes proportionnellement à leurs distances au filet moyen.
Cela posé, rendons invariable la forme de chacune des deux parties de la lame qui répondent à ÂMM ^A' et Bmm'B', et que nous appellerons H et K, pour abréger. La partie H sera immobile; la partie K sera tirée vers H , ou en sera repoussée , par la tendance de la partie intermédiaire M/ii/n'M' à reprendre son état naturel et redevenir une tranche d'une épaisseur constante y. Le filet N/i de cette tranche tendra à se contracter ou à se dilater, selon qu'il aura été allongé ou raccourci, c'est-à-dire, selon que la quantité cT'sera positive ou négative. La partie K sera donc tirée dans le premier cas, et poussée dans le second cas, par une
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force appliquée au point n ; or^ on suppose que cette force, provenant de l'action de N/i , est proportion* nelle à la quantité S"' et normale à mnm\ comme si ce filet INti était isolé.
En adoptant cette hypothèse y je représenterai par aS"' la force dont il s'agit , rapportée à Tunité de surface, et , conséquemment , par aS^'Xdu la force normale exercée sur l'élément transversal de la surface K, qui répond au point n\ a étant une constante dépendante de la matière de la lame , A sa largeur, et ?^du l'aire de cet élément. Si donc on désigne par 2î l'épaisseur de la lame, et qu'on représente par T la force totale qui tirera ou poussera K, selon qu'elle sera positive ou négative , on aura
T = axT^du,
et , en mettant pour J"' sa valeur,
T = !2aA€cr.
Soit, en outre ^ fi le moment des forces normales à la surface de K , pris par rapport à l'axe transversal également éloigné des deux faces de la lame; nous aurons aussi
et, par conséquent,
On voit par là , i*. que la force T, qui tend à contracter ou à dilater une tranche quelconque de la lame , est proportionnelle à Textension positive ou né-
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gative du Glet moyen, et indépendante de sa conrbaiv; 3*. que sou moment al est, au contraire, în(lép«idant de cette extension , et eu raison inverse du rayon de courbure; 5°. que la matière çt la largeur de 1* lame restant les mêmes, la valeur de T est propor- { tionnelle à son épaisseur, et celle de f^, au cube tle celte dimension.
Quand le filet moyen n'a pas changé de longaeur, on »(/■ = (> et T = o; les forces parallèles qui tirent ou poussent K se réduisent ii deux , égales et contraires, mais non direclement opposées, dont le moment, par rapport à l'axe transversal perpendiculaire à ces forces, est toujours égal à fi. Celle quantité /j. est ce qu'on appelle le moment de (éhzsticité, lequel est proportionnel, en chaque point, à la courbuie de la lame, ou à l'angle de contingence de son filet moyen.
5o8.Ilest facile actuellementde former les équationi d'équilibre de cette lame. Dahord, si l'on appelle T ce que devient la force T au point M, on voit que U tranche inliniment petite qui répond à Mfîi/n'M', sen tirée ou poussée, d'un côté par cette force T', et de l'autre par une force égale et contraire à T; et puisque , par hypothèse , aucune force donnée n'agit sur cette tranche, il faudra donc qu'on ait T' = T. Ainsi la force T est constante dans toute la longueur de b lame, et, par conséquent, égale à la composante suivant cette longaeur, de la force donnée qui agit à son extrémité libre. La dilatation / sera aussi con^ tante, proportionnelle à cette force, et positive ou négative selon que celte force tendra à allonger otti
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contracter les filets longitudinaux. Elle n^aura aucune influence sur la figure de la lame ; mais quand on laura mesurée , elle pourra servir k déterminer la valeur de la constante a, relative à la matière de la lame. En représentant par nar un poids équivalent à la force qui tire la lame dans le sens de sa longueur » et par co Faire de chaque section transversale de la lame^ on aura
Pour déterminer la figure de la lame , menons par le point Â , dans le plan du filet moyen , deux axes rectangulaires Ax et Aj^ dont le premier sera tangent à la courbe AMB , et représentera la direction de la lame dans son état naturel , et dont le second sera tourné du côté de sa concavité. Soient a: et jr les coordonnées rapportées à ces deux axes> d'un point quelconque du filet moyen ; aetb, celles de son extréxnité libre^ que nous prendrons pour le point d'application de la force donnée qui tient la lame en équilibre ; PetQ les composantes de cette force^ suivant les prolongemens de a et 6. Par le point qui répond h x e\.y^ menons Taxe perpendiculaii*e au plan de la figure , auquel répond le moment désigné par/b^^ et faisons une section perpendiculaire au filet moyen. Pour réquilibre de la partie de la lame comprise entre cette section et son exti'émité libre ^ il faudra que le mo-^ ment /t^ ajouté aux momens de P et Q^ par rapport au même axe, donne une somme égale'^à zéro, en ayant égard au sens dans lequel les forces dont fe est le mo«-
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ment, et les forces P et Q, tendent à faire tourner cette partie de la lame ; on aura de cette manière
iu + P(i— ^) — Q(a— a:) = o.
En prenant Tabscisse x pour la variable indépendante, et observant que la lame est convexe vers Taxe kx , on aura
où Ton regardera le radical comme une quantité positive. Si donc on substitue cette valeur dans celle de fjL, et celle-ci dans Téquation précédente, et quon fasse , pour abréger ,
il en résultera
pour réqualion de la courbe formée par la lame élastique en équilibre.
Son Intégrale contiendra deux constantes arUtraires que Ton déterminera par les conditions ^=c
et ^ = o, quand ^ = o, ou, si Ton veut^ = o
et -^ = o y pour cette valeur de x, k cause de la
petitesse de €• En faisant ensuite x = a et jr=:b dans cette intégrale , on aura une équation en a et b, que l'on joindra à celle qui résultera de la longueur donnée de la lame ; on aura alors les deux équations nécessaires pour déterminer ces inconnues a et b; et
la courbe élastique proprement dite ^ sera complètement déterminée.
309. Si la lame^ au lieu d'être encastrée^ est entièrement libre à son extrémité A ^ il faudra pour la maintenir en équilibre^ appliquer à cette extrémité une fohre dont les composantes soient égales et contraires à P et Q; en prenant l'extrémité correspondante du filet moyen pour son point d'application, il faudra, de plus, que la résultante de P et Q vienne passer par ce point; ce qui exigera qu'on ait
Qa=P (* — €).
Cette équation suffira, quand la lame sera retenue par un axe fixe, passant par cette extrémité du filet moyen, et dirigé dans le sens de sa largeur. Si elle est simplement posée sur un plan perpendiculaire à sa longueur, qui ne l'empêche pas de tourner autour de l'arête d'une de ses deux faces , il faudra que le frottement de cette arête contre le plan , ou une autre force^ empêche la lame de glisser
La lame n'étant point encastrée, la direction de son plan tangent en A ne sera plus connue ; si l'on place toujours en ce point l'origine des coordonnées X e\ jr j on aura encore ^ = € ou ^ = o , quand a: = o; mais on ne pourra plus prendre l'axe des x sur la tangente en A , dont la direction ne sera pas donnée à priori. Cet axe sera alors la direction donnée
dr de la force P, et l'équation ~=o, quand a:=o,
devra être remplacée , pour la détermination des constantes arbitraires , par l'équation précédente ,
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relative aux momens des forces P et Q , qu'on ponm réduire à Qa = Pi.
3 lO. Supposons qu'on ait P = o; en sorte que la lame sôit pliée par une force Q perpendiculaire à sa direction primitive ; ce qui est, par exemple^ le cas d'une lame horizontale > encastrée par un bout, et à l'autre bout de laquelle on suspend un poids donné Q.
Je fais dans ce cas
c étant une ligne dont la longueur donnée sera généralement très grande , à moins que le poids Q ne soit aussi très considérable. L'équation ( i ) deviendra
et en intégrant de manière qu'on ait ^ = o quand x = o^ on aura
On en déduit
(oax — «■) dx
djr
ils
l/4c* — (aux — x»)»'
ds étant l'élément différentiel de la courbe. Ces for* mules s'intégreront exactement par le moyen des fonctions elliptiques ; mais à cause de la grandeur de c^ on a J = X , à très peu près^ et l'on peut réduire à
la valeur de djr} d'où Ton tire
pour l'équation de la courbe.
La laïue s'écartera peu de la direction horizontale; l'abscisse a pourra être prise pour sa longueur, et l'ordonnée b eicprimera son plus grand écart. A cause de
3QC»= OU576%
si l'on fait 2€A == co y comme précédemment , nous aurons
dans le cas de j: = a et ^ = &• Il en résulte donc que la nature de la lame restant la même, la quantité b dont elle fléchira sera proportionnelle au poids Q et au cube de la longueur a , et en raison inverse du carré de son épaisseur € et de l'aire C7 de sa section tranversale.
Si l'on substitue pour ao) sa valeur j du n* SoS, et
qu'on appelle h l'allongement total acT de la lame , produit par un poids ^sr, on aura
En supposant #29' = Q, on en conclura que si un même poids Q , applique à l'extrémité libre d'une lame élastique , agit successivement dans le sens de sa
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longueur et perpendiculairement à sa longueur, rextehsion h 6t la flexion b^ supposées très petites par rapport à la longueur a , seront entre elles comme les carres de l'épaisseur et de cette longueur.
3i 1. Quelles que soient les forces P et Q, on obtiendra toujours une intégrale première de Téquation (i) en la réduisant à la forme de l'équation (2) par la transformation des coordonnées. Nous nous bornerons à considérer le cas où la lame, appuyée contre un plan et non encastrée ^ s*écarte peu de sa forme naturelle. Ce sera, par exemple, un ressort posé sur un plan horizontal par son extrémité inférieure A , et chargé d'un poids donné à son extrémité supérieure B. On suppose qu'en se pliant sous cette charge, le ressort s'écarte très peu de la verticale AB, et que dans toute sa longueur, la tangente a la courbe qu'il forme dans son état d'équilibre , fait un très petit angle avec cette ligne droite. La figure 78 représente diflférentes formes qu'il peut prendre dans cet état.
Prenons pour axes des x et des ^ , la verticale kx dirigée en sens contraire de la pesanteur, et l'hori-
zontale kjr. La quantité —• sera très petite , par hypothèse; nous négligerons son carré dans l'équation (i); on aura aussi Q = o, puisque la force qui agit à l'extrémité B est verticale ; en vertu de l'éqnation Qa = P6 du n° Sog, il s'ensuivra è = o; et comme le poids P sera dirigé de B vers A, il faudra changer le signe de cette force dans l'équation (1 ), qui la suppose dirigée en sens contraire. De cette
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manière, cette équation deviendra simplement
en faisant, pour abréger,
€ c= -^ CUOi^ = — P.
On représente ici par 0 Taire de la section du ressort, perpendiculaire à sa longueur; par i sa demi-épaisseur, dans le sens où il est plié; et par a une quantité dépendante de la matière dont il est formé. Ces trois quantités sont supposées constantes, el par suite c est une ligne de grandeur constante et donnée.
A cause que Ton a j^=o, quand j:=o, on déduit de cette équation
, . «rjr dr wk vrx
r = A sm — , -y- == — côs — ; •^ c dx ç c '
k étant une constante arbitraire qui doit être nulle ou très petite par rapport à c.
Quand on aura ^ s= o, le ressort restera droit , et sa longueur AB sera un peu diminuée par la pression du poids P. Lorsque ce coefficient k ne sera pas nul , le ressort se pliera; au point B, on aura x z=za et ^ = 6 =: o ; en désignant par f un nombre entier, il faudra donc qu'on ait
pour la valeur de a ou de AB. Si Ton appelle / la longueur du refisori, on aura aussi
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' =/: v/^Tl<i-=/;\/.+'-^c„-T'^^
en négligeant la quatrième puissance de - ^ et mettant pour a sa valeur^ il vient
d'où Ton tire
Ainsi le coefficient k sera nul ou exprimé par cette formule.
3 12. Voici les conséquences remarquables qui se déduisent de ce résultat.
1^. Tant que / sera moindre que c, la formule (5) sera imaginaire^ pour toutes les valeurs du nombre entier £; on ne pourra pas prendre le coefficient k différent de zéro, et le ressort ne sera pas plié parle poids P.
2"*. Soit parce qu'on aura augmenté la longueur du ressort ^ soit parce qu'on aura diminué la quantité c en faisant croiti'e le poids P , supposons que / surpasse c ; la valeur de k , différente de zéro et qui répond à î = i, sera réelle, et le ressort pourra être plié par ce poids. En désignant par J' une fractioo très petite , et faisant
on aura
i = I, a s=t c, k =ya;
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Tequation de la courbe du ressort sera donc
/jrx a sin —,
où Ton voit qu^elle ne coupera pas la verticale entre les deux points A et B.
5"". Le rapport - continuant à croître ^ s'il vient à
surpasser a, la valeur de k qui répond à / = 2 sera réelle , et le ressort pourra prendre une figure différente de la précédente. En désignant par/' une frac-* tion très petite , et faisant
nous aurons
i =i 2, a z=z 2C, k =sfa;
d'où il résultera
a sm -^ ;
ce qui montre que , dans ce cas , la courbe coupera la verticale au milieu de AB^ qui répond à a:=:ja^ 4''. En continuant ainsi , on voit que si l surpasse un peu ic, et qu'en désignant par Ç une très petite fraction^ on ait
on pourra prendre ce qui donnera
y = (pa sm — \
6i4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
équation d'une courbe qui coupera la droite AB en un nombre î -(- 1 de points équidistans , y compris A et B.
Lorsque / surpasse un multiple de c d'une quantité qui nest pas très petite^ la valeur de A:^ donnée par la formule (3) , cesse d'être très petite par rap-
port à c; et celle de ^ n'étant plus alors une très
petite fraction , la figure du ressort ne peut plus être déterminée par l'analyse précédente. U faut observer que y dans tous les cas, la figure rectiligne, qui répond à A; =: o , est possible ; mais elle n'est stable et nécessaire que quand / est moindre que c.
5i3. On entend par la Jbrce d'un ressort, supposé vertical pour fixer les idées, le plus grand poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids F est déterminé par l'équation c=^l , qui donne
oii l'on voit que, toutes choses d'ailleurs égales, la force d'un ressort est en raison inverse du carré de sa longueur. Le ressort étant un parallélépipède rectangle , on voit aussi que si l'on essaie de plier successivement les faces adjacentes, sa force sera proportionnelle au carré de l'épaisseur perpendiculaire à la face qu'on voudra plier.
Quant à la grandeur absolue de P, on la calculera en mettant dans la formule précédente la valeur de a, que l'on déduit soit de l'extension ^de ce ressort» soit de sa flexion b, que produirait un poids 9 ; or.
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d'après les n*' 3o8 et 3 lo^ et à cause de aS'^^h et a^=l, ces valeurs soot
wl'
et "~"
par conséqaent, on aura
Si 4- Les résultats du n"* 5oj s'étendent aisément à une verge élastique, lorsqu'on la suppose droite ou à simple courbure dans son état naturel , et qu'en la pliant elle reste encore k simple courbure et n'éprouve aucune torsion.
On prendra, dans ce cas, pour le filet moyen, celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections perpendiculaires à sa longueur, lesquelles pourront être constantes ou variables, pourvu qu'en chaque point leurs dimensions soient très petites par rapport au rayon de courbure de la verge. Soit œ l'aire de Tune de ces sections, faite par un point quelconque du filet moyen ; décomposons (» en élémens perpendiculaires au plan de ce filet ; et soit sfdu l'ajre de l'élément qui répond à la distance u de ce même filet ; la variable u pouvant être positive ou négative, et i^ désignant une fonction donnée de u. Soient aussi k et — kf les valeurs extrêmes de u; nous aurons
la seconde équation résultant de ce que l'origine de la variable u est le centre de gravité de œ.
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Désignons par cr ^ o^, J^ , J^', f ^ les mêmes quanti* tés que dans le n^ Soy , et par y, y', r, ce qu'étaient a, (r\ f, dans letat naturel de la yei^e élastique; od aura , pour les deux états de cette verge ,
et , pour le passage de Tun à l'autre ,
(r=>(iH-<r), (r' = >'(i-f.cr').
Si donc on néglige les produits — et — , on en déduira
j^'=er + «(i-i)'
valeur qui coïncide avec celle du numéro cité, dans le cas Ide la vei^e naturellement droite , où l'on i r = 00.
Soit encore T la somme des forces perpendiculaires à cû qui tirent ou poussent l'une des deux parties de la vei^e , séparées par cette section normale. Appelons fi le moment de ces forces par rapport à Taxe passant par le centre de gravité de a^ et perpendiculaires au plan du filet moyen; d'après l'hypothèse du n® 3o7 , on aura
CL étant une quantité dépendante de la matière de la verge y qu'on suppose constante dans l'étendue de chaque section a> , mais qui pourra varier d'un poittt à un autre du filet moyen. En substituant pour J*
sa valeur précédente , et faisant , pour abréger,
il en résultera
Quand la verge élastique sera à double courbure , dans son état naturel ou après son changement de figure , la force T aura encore la même expression ; de plus, le filet moyen étant toujours celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections normales y et en désignant par r et f ses rayons de courbure en un même point, avant et après ce changement , on pourra prendre cette expression de fjt, pour le moment de l'élasticité par rapport à un axe passant par ce point et perpendiculaire au plan osculateur du filet moyen ; mais il faudra, en outre, avoir égard à la torsion de la verge , comme nous le ferons tout à Fheure.
Si 5. En comparant cette valeur de /le à celle du n* 307 , on voit que Téquation différentielle seconde de la courbe plane formée par le filet moyen d'une verge élastique qui n'a éprouvé aucune torsion , ne difi*érera de celle qui répond à la lame élastique proprement dite , qu'en ce qu'elle contiendra au
lieu de - , et la quantité 9 à la place de la demiépaisseur €. Si la verge est homogène , et qu'elle soit, dans son état naturel,, un prisme ou un cylindre al-
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longe, les titMS quantités a, a, q, seront consUntes, et l'on anra r = oo • On en conclut que la flexion d'une verge naturellement droite, produite par un poids Q perpendiculaire à sa direction , et la force de ce ressort , se déduiront des valeurs de 6 et P troavées dans les n*^ 3io et 3i3, en y mettant 9 à la place de £. Par cette substitution , / étant la longueur de cette vei^e , on aura
ou , ce qui est la même chose ,
Pour deux verges différentes , mais de même kmgueur^ les flexions produites par un même poids seront donc en raison inverse des forces de ressort ; en sorte qu'il suffira de comparer entre elles les grandeurs de ces forces, dans les différentes hypothèses sur le contour de la section normale.
Supposons que la section normale soit un triangle isocèle , et qu'on veuille plier la verge , de manièie que la face correspondante à la base de ce triangle d^ vienne une surface cylindrique , concave ou convexe. Soient a et c la base et la hauteur de ce triangle* Dans le cas de la convexité , vers laquelle sont dirigées les valeurs positives de u (n* Soy) , nous aurons
et il en résultera
Dans le cas de la concavité , on aura
d^où l'on conclut
ce qui montre que , dans ce second cas , la force du ressort est triple de ceUe qui a lieu dans le premier. Si la section normale est un carré représenté par y*, et qu'il s'agisse de plier le ressort, de sorte que deux de ses faces opposées deviennent des surfaces cylindriques, on aura
Si eUe est un cercle dont le rajon soit k , nous aurons
et en supposant Faire de la section normale égale dans les deux cas, de sorte qu'on ait f^^=^ 'Ttk^y on voit que la force de ressort qui a lieu dans le premier cas surpasse celle qui répond au second , dans le rap* port de ^ à 3.
Supposons encore que le ressort cylindrique soit un tuyau creux , dont les surfaces concentriques, intérieure et extérieure, aient g et ^ pour rayons. Pour avoir la force de ce ressort, il faudra mettre
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1^ cosf, fjL cos g , ft ces h.
Soient M' un point quelconqoe de l'arc MB; j/,^, z\ ses trois coordonnées ; / l'aine AM', et y\ a»', X', Y'f Z'p ce que deviennent y, a, X, Y, Z, relativement à M'. En appelant l la longueur totale du filet moyen , et faisant
ces trois quantités X^, Y^, Z^, seront les momens des forces données qui agissent sur K , par rapport aux axes menés par le point M, suivant les directions
Enfin y supposons que des forces particulières agissent à l'extrémité libre de K; représentons par Py Q, R, les sommes de leurs composantes parallèles aux axes des a: ,^, z, et par a', b\ c', les coordonnées du point d'application de leur résultante; leurs momens par rapport aux mêmes axes que Z^ ^ Y^ , X^, seront
et si l'on désigne par a, b, c, les coordonnées de l'extrémité B du filet moyen p on pourra remplacer ces momens par
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en faisant^ pour abréger,
Généralement^ les coordonnées c^, b\ c', seront distinctes de a, b, c , parce que les forces extrêmes F^ Q, R, ne seront pas appliquées immédiatement à la yerge élastique, et qu'elles agiront aux extrémités de bras de levier. Soit que ces forces aient ou non une résultante unique , les quantités P', Q', R', seront leurs momens par rapport à des axes menés par le point B, parallèlement à ceux des oc, jr ^ z,; si donc on suppose qu'on ait en ce point
ds
-^ = cos CL', ^ = cos C% T- = cos y.
et qu'on fasse
Fcos a' H- Q' cos €' + R' cos/ = L,
cette quantité L exprimera le moment des forces extrêmes par rapport à la tangente au point B (n* 281); d'où l'on peut déjà conclure que L sera le moment de la torsion extrême , où la valeur de r relative à ce même point.
Cela posé pour l'équilibre de la partie K de la verge I. 40
élastique , il faudra que la somme des momens par rapport à chaque axe , de toutes les forces qui agissent sur ses différentes tranches et à ses extrémités , soit égale à zéro; ce qui donne ces trois équations
^cos/-r^ + X,+F + R(ft-jr)_Q(c — z) = o, /•cos^-r^ + Y,+Q' + P(c-»)-R(«-a:) = o,) (i)
Si 8. D'après les formules du n* 19, on a
y, drd^z — dzdW
COS g
Xds^
COS A = — ^ — TT
>A^ étant la racine carrée de la somme des carrés des trois numérateurs. Il en résulte
d.ii, cosg = dzd.'!^—dxd.^,
et, par conséquent ,
^d./jLtsosf -{- J d.ftcosg •+■ Jld.f* COS h=o.
On a d'ailleurs
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^ "*" ^ "•" df« ~ ^'
dx ^ dx djr j djr ^^ dz m dz
ds * ds "" ds * ds "•" ds * ds "^
Si donc on ajoute les différentielles des équations (6), après les avoir multipliées par ^, -j-f j-, on aura, en réduisant,
mais à cause que les quantités soumises à l'intégration dans les expressions de X^, Y^, Z^, s'évanouissent à la limite / = s, il suffit (n** 14) de différentier sous les signes /par rapport à x,^, z, pour obtenir les valeurs de cDij, dY^, dZ^; on a donc simplement
dS.^ = dz J^^X'y^où'ds' — djr f^^Zya>W, dï^ = dx f^^Z'yWds' — dz f^lLya>'ds\ dZ^ = dy f^^X'yWd/ — dxJ^'yWd/ ;
et en substituant ces valeurs dans Féquation précédente , elle se réduit à rfr = o.
Ainsi le moment de la torsion est constant dans toute la longueur d une verge élastique en équilibre, quelles que soient les forces qui y sont appliquées.
Sa valeur sera donc partout la même qu a chacun des deux bouts de la verge; et il est facile de vérifier qu'au point B, onaT = L, comme on l'a dit plus haut. En effet, en ce point, on a, x = a, j = b,
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jss= c; les intégrales X^^ Y^, Z^, s'évanouissent^ et les équations (Jb) deviennent
T cos a' = At cos y* + P', T cos €' =: fl cos g + Q!f
r cos 5.' = ft cos A + ïl'-
A cause que la normale au plan osculateur du fUet moyen et la tangente à cette courbe , sont perpendi culaires Tune à l'autre, on a ^ en ce même point B,
cos fit' cosy 4- cos €' cos g + cos y cos A = G ;
en ajoutant donc les équations précédentes , après les avoir multipliées par cos a\ cos €', cos y', la quantité fc disparaîtra p et , d'après la valeur de L , on aura T = L.
Le moment de la torsion peut seul se déduire des équations d'équilibre ; quanta la torsion elle-même, sa grandeur est variable le long de la verge, lorsque la matière ou la section normale varie d'un pointa un autre. Si la verge est homogène, et que la section normale soit constante, la différence des angles de torsion est la même aux extrémités de deux parties de la verge, d'égales longueurs, et proportionnelle aux longueurs, quand elles sont différentes. Supposons, pour fixer les idées, qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique, soit encastrée par un bout, et qu'on applique à son autre extrémité deux forces égales , parallèles et contraires , agissant à distances égales et de deux côtés différens ; cette verge restera droite ; mais elle se tordra sur elle-même, proportionnelle^ ment a sa longueur et au moment de ces deux forces
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par rapport à son filet moyen, lequel nnonient sera ]a valeur de la quantité L. J'ai trouvé, en outre, dans le Mémoire déjà cité (n* 3o6), que si la section normale de cette verge est un cercle , la quantité de la torsion sera proportionnelle, toutes choses d'ailleurs égales, à la quatrième puissance de son diamètre; ce qui est conforme à Texpérience.
3 19. Deux des équations (b), ou deux combinai^ sons quelconques de ces équations, après qu'on y aura substitué la valeur de jea et mis L à la place de r, serviront à déterminer la figure de la verge en équilibre. Si elle est droite dan^ son état naturel , et que toutes les forces qui y sont appliquées soient comprises dans un même plan , les trois équations (h) se réduiront à une seule qui sera celle de la courbe plane formée par le filet moyen.
Prenons le plan de ces forces pour celui des x et^; nous aurons
2 = 0, cosy=o, cosg = o,
c = o, c' = o, R = o, co8>' = o;
d'où il résultera
et les deux premières équations (6) s'évanouiront»
A cause de r = 00 , la valeur de /a se réduira à - ;
on aura aussi cos A s= db 1 ; mais en ayant égard au sens de l'action de T Sur la partie K de la verge
(n** 5i4)> î^ ^^ ^^ ^^ ^^^^ T^'^1 faudra prendre cos A == — 1 dans la troisième équation (6), qui
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deviendra , de cette manière ,
et Ton remarquera qu en conservant les notations du n"* 3 1 4 y le coefficient £ aura poor valeur
Lorsque les forces X et Y seront nulles , cette ëqoa* tion (c) coïncidera avec l'équation (i) da n* 5o8, en observant que dans celle-ci^ les forces P et Q agissent à l'extrémité même de la verge , ce qui rend nul lenr moment R'. Dans tous les cas, on fera disparaître pir des différentiations y les intégrales contenues dans cette équation (c), qui se changera par là en une équation différentielle du quatrième ordre.
La figure de la verge étant déterminée par l'équation (c) , il faudra en outre que les forces données qui y sont appliquées^ satisfassent aux conditions d équilibre du n^ 261 , qui se réduisent à trois ^ à cause que ces forces sont toutes comprises dans un même plan. Désignons donc par D et E les sommes des forces particulières qui agissent à l'extrémité A de la verge y parallèlement aux axes des x et /, et par F' leur moment par rapport à ce point A, de manière que D , E , F'^ soient à l'égard de ce points ce que P^ Q, R', sont relativement à l'autre extrémité B; les trois équations dont il s'agit seront
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OÙ Ton mettra pour a: et jr les coordonnées do point A.
Lorsque les deux bouts de la verge seront entière* ment libres , les forces extrêmes et leurs momens se-» ront donnés. Si la verge est encastrée à son extré^ mité A , les forces D et E, ainsi que leur moment F% seront indéterminés; mais on connaîtra les valeurs
de or,^, ^, relatives à ce point A. Si la verge est
seulement retenue par le point fixe A , les forces D et E seront encore indéterminées ; leur résultante sera égale et contraire à la charge de ce point d'appui , dont elle exprimera la résistance , et Ion aura F'= a pour leur moment : on connaîtra alors les valeurs
de a: et^, mais non plus celle de -j-. Les mêmes remarques s'appliquent au point B.
5:io. Supposons , par exemple , que la vei^e soit homogène et naturellement prismatique ou cjlin«^ drique; ce qui rendra constantes les trois quantités y, a, S. Supposons^ en outre, qu'elle ne soit sou^ mise qu'à des forces perpendiculaires à sa longueur, qui l'écartent très peu de sa position primitive; et prenons pour l'axe des x , le filet moyen dans cette
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position; on aura alors
ce qui Êiit disparaître la première équation (d). En négligeant le carré de x ^ ^^ ^^^ aussi
ds = dxm - = -T^ i et l'équation (c) se réduira à
Cg=ïR'-|-Q(«-x)+><»//Y'(^'— Jc)di'. W Ea la difiëreatiant une preniière fois, on a
« g = _ Q - >»//ïA.
On a aussi (n® i4)
d.f^^YW = — Y^^;
en difTérentiant une seconde fois^ et mettant dx m lieu de ^^ on aura donc
Les quatre constantes arbitraires que contiendra rintégrale complète de cette dernière équation , se détermineront d'après les conditions relatives aux deux bouts de la verge , et en observant que la valeur de^ tirée de cette équation devra satis&ire aux deux précédentes pour toutes les valeurs de jt. Or, Téquation (/) résultant des deux autres par la difie-
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rentiation^ il suffira^ pour cela, que cette yaleur de^ satisfasse à celles-ci pour une valeur particulière de oc; il suffira donc qu'on ait
«j-|=R', «g=-<}, fe)
pour x^s=^a; conditions qui résultent de l'équation (e) et de sa différentielle première, en y donnant & x cette valeur particulière. Si l'on y donne à or la valeur relative au point A, et qu'on ait égard aux équations (d) , on aura
mais ces équations n'expriment pas de nouvelles conditions distinctes de celles que renferment les équations (d) et (g) , que Ton pourra , si l'on veut , remplacer par le système des équations (g) et (h).
3a I. Ces formules comprennent le cas de la verge pesante. Alors, je suppose le point A fixe, et j'y place l'origine des coordonnées or et ^; je suppose aussi que Taxe des x, qui représente la direction naturelle de la verge, soit horizontal; je prends l'axe des jr positives dans le sens de la pesanteur, et je représente cette force par g. On aura Y = g, et l'intégrale de l'équation (f) sera
g/ = ^o^-l-Car^-l-C'jc^-f-Cxî (i)
C, C, C, désignant trois constantes arbitraires, et la quatrième étant nulle , k cause qu'on a or s= o et j^ = G au point A.
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Supposons la verge encastrée à cette extrémité; 3
faudra qu'on ait aussi ^ = o quand a? =2 o ; d où il
résulte C'= o. Supposons, en outre, que le poids Q soit attaché immédiatement à lautre extrémité B, de sorte que son moment R' soit zéro; en yerhi des équations {g) , qui répondent à ce point , ou à a: z=z o , on aura
igyœa* 4- 6Ca + 2C' =i o,
gye^a -f- 6C = — Q.
Je tire de là les valeurs de C et Cj je les substitue dans l'équation (i), dont je supprime le terme Cx; j'appelle q le poids de la verge , de sorte qu'on ait (l:=gye»a'j il vient
équation qui coïncide avec celle du n* 5 10, quand on néglige le poids de la verge , et qu'on y met Qc* à la place de C.
Dans les deux cas de Q = o et ç = o, on a
pour l'ordonnée du point B , qui exprime la flexion totale de la verge. En supposant Q == g, on voit donc que les flexions produites par un poids Q suspendo à l'extrémité libre d'une verge horizontale encastrée par son autre bout , et , par ce même poids , réparti uniformément sur toute la longueur de cette verge f sont entre elles comme 8 est à 5.
522. Si le point B est fixe comme le point A, et situé sur la même horizontale , il faudra qu'on ait ^=o quand a: = a; ce qui change Téquation (i) en celle-ci :
Cr = ^^(a:^—a^)+Cx(x^—a')+ax{x^ay, (2)
q étant toujours le poids de la verge. La détermination des deux constantes C et C présentera les cas suivans.
10. Quand la verge est encastrée à ses deux bouts^ il faut qu'on ait ^ "= o pour x = o et pour xs=za; on tire de là
et l'équation (2) devient
qx^ {x — a)*
En appelant f la flèche de la courbe formée par cette verge, c'est-à-dire, la valeur de^ qui répond à son milieu, ousLX=^in,on aura
:2*. Si la verge est simplement retenue par les points fixes A et B, les charges de ces points d'appui seront les forces E et Q, prises en sens contraire de leurs directions, et leurs momens F' et R' seront nuls (n® Sig). En vertu dés premières équations (g) et (/*), on aura
Sqd^
~ s= o pour X = o et pour jc = £i ; d*oii Foo conclut
Ou aura alors
^^ gx {a — x) (g* + gj: — jc^)
et la flèche / sera
c'est-à-dîre , cpiintuple de celle qui ayait lieu dans k premier cas. D'après les dernières équations (g) et (h), on aura aussi
valeurs qui ont aussi lieu dans le premier cas , et qui sont évidentes en elles-mêmes.
3^. Enfin ^ lorsque la verge est encastrée à soq extrémité A, et seulement retenue à son autre boat,
dr dW
on a ^==o pour x = o, et ^ = o pour jrstf ;
ce qui donne
r ^^ cf ^^ .
au moyen de quoi l'équation (2) devient
Les secondes équations {g) et (A) donnent ^ en même temps y
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ce qui montre que le poids de la yerge se partage inégalement entre les deux points d'appui , et que la charge de l'extrémité encastrée est plus grande que celle de l'autre , dans le rapport de 5 à 5.
5^3. En supposant toujours les points A et B fixes et situés sur une même horizontale, et la vei^e homogène et prismatique, considérons le cas où les autres points sont chargés de poids inégalement distribués dans toute la longueur.
Soit donc
ymY = ^(pjci
<px étant une fonction donnée qui s'évanouit quand a:==o et quand ar = cz, et q désignant le poids total , ce qui suppose
/ ^xdx
Cette fonction ^x pourra être continue ou discontinue, c'est-à-dire que son expression analeptique pourra changer une ou plusieurs fois entre les valeurs extrêmes ar = oetar=:a;ou, autrement dît , si on la représente par l'ordonnée d'une ligne dont x soit l'abscisse, cette ligne pourra se composer de plusieurs portions de courbes différentes. Si l'on désigne par ^ une ligne d'une longueur aussi petite qu'on voudra, nous pourrons supposer, par exemple, que (px soit zéro depuis x=2 0 jusqu'à ar = ia — J^, et depuis x = 7a 4" ^ jusqu'à j:=a, de sorte que cette fonction n'ait de valeurs différentes de zéro que dans / une très petite étendue cT de part et d'autre de xz=z\a.
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Ce cas sera celui d'an poids q agissant an milieu de la verge élastique , que nous examinerons tout ï l'heure en particulier.
Quelle que soit la fonction (px , continue ou discontinue^ pourvu qu'elle soit nulle pour x:=o et pour a::=a, on aura^ depuis a: = o jusqu'à x=û inclusivement ,
^a:=-2f / sm (pccdx jsia — ; (a)
n étant un nombre entier et positif ^ et la caractéristique 2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de n^ depuis 77=1 jusqu'à 71 = oo . Cette formule est due à Lagrange, qui l'a donnée dans les anciens Mémoires de F Académie de Turin (*) ; nous la démontrerons plus bas. En en faisant usage , l'équation {f) devient
et en intégrant et observant que ^ = o pour jc = 0 et pour x:=a, on aura
^•r=-S-2-,(y^ sm— (pa:^)sin— ;
+ a:(a — a:)[Ga:-hC(a — x)]; (b)
C et C étant des constantes arbitraires que Ion déterminera comme dans les trois cas du numéro précédent.
3a4« Examinons en détail le cas où le poids q est
{*) Tome III y page 261.
suspendu au milieu de la verge, c'est-à-dire, le cas où, comme on vient de le dire, la fonction <px' est nulle pour toutes les valeurs de x* qui diffèrent un tant soit peu de -a.
On pourra aloi*$ faire x' = ^ a dans le facteur
sîn que renferme l'intégrale relative à a:'; ce
qui donnera
sm (ùxdx = sm — / ^xdxz=a%ia — ,
et fera disparaître tous les termes de la somme Z qui répondent à des nombres pairs n. Je désigne par i un nombre pair ou impair; je fais n=2« — i, et j'étends la somme Z à toutes les valeurs de £, depuis /= i
jusqu a 1= 00 . A cause de sm ^ — = — ( — i)' ,
l'équation (b) devient
Çj-zzzxÇa — x) [Cx + C (/ï — x)]
a^fl% (— 0! •„ (2i— ï)irx 7n {m — i)* a
Mais d'après une formule connue , on a , comme on le verra plus bas ,
pour toutes les valeurs de», depuis 01 = 0 jusqu'à a>=f7r. Si donc on a a:< - a, on fera o) =s — et l'on aura
<«» ( — «y ' (2* — ï)*"^ *•*//< ly . X
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si, au contraire, on a x > - a. on fera ce :=: ^i^Z^;
et comme on a
(ai — i)jr(a — x) • (a£ — \\wx sin ^ ' — ^ '-■ r= sm ^ ^—
on en conclura
De cette manière, nous aurons l'une on l'autre de ces deux équations :
Çr = x(a-x)[Cj:+C(a-x)]- ^ (4*S-3««x)
U ne restera donc plus qu'à déterminer les constantes C et C/ dans les trois cas suiyans :
I*. La condition ^ =o pour a:=o et pour a:=a,
qui a lieu quand la verge est encastrée à ses deux extrémités^ donne
Les équations (i) deviendront
au milieu de la verge, on aura ^ = o , comme aox extrémités; et la flèche/*, ou l'ordonnée correspon-
daate k x s=z ^a, sera
c*est-à-dire , double de celle qui avait lieu dans le premier cas du n"* 322. En vertu des secondes équations {g) et (K), on aura aussi
comme cela devait être
2*. Dans le cas de la verge simplement retenue par
ses deux bouts, où l'on doit avoir ^^=0 pour
•r = o et pour a: = a , il en résulte
et, par conséquent,
La tangente au milieu de la courbe est horizontale, et les valeurs de Q et E sont — -Jç, comme dans le premier cas; mais la flèche y a pour valeur
en sorte qu'elle est quadruple de la précédente, et plus grande dans le rapport de 8 à 5, que celle du second cas du n"" 322. Si l'on mène une tangente à la courbe élastique, par Tun ou l'autre des points A ctB; que Ton appelle ft son inclinaison, et qu'on
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désigne par f l'ordonnée verticale du point de cette droite qui répond à Tabscisse égale à ^ ^^ on aura
tanga = -^|l, / = ^atanga; d'où l'on conclut
Dans le second cas du n* 522, le rapport de y ày scrait ^.
5*. Enfin , si la verge est encastrée à rextrémité A et seulement appuyée à l'autre bout B ^ on aura
^ = o pour j: = o,et^=o pour or = a; on eu
déduira
et les équations (i) deviendront
Ç.j = ^(5x* — i5/M:*-f-i2a'x — 2rt').
Elles donnent pour x z=.\ a^ la même valeur de y ^ savoir
mais ce n'est pas la plus grande ordonnée. On aura aussi
F ili O — — êf.
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en sorte que le poids q se partagera dans le rapport de 1 1 à 5 entre les points d'appui A et B.
325. Nous allons maintenant démontrer la formule de Lagrange ^ citée précédemment.
Four cela , considérons la quantité
1 — aA cos ô 4- ^* '
qui est une fraction rationnelle par rapport & A ^ et dans laquelle 6 désigne un angle réel. Son développe^ ment suivant les puissances de h sera
I 4- ^^ cos 9 + aA* C08 aS -f- ^^^ cos 3â -fr aM cos 4^ -f- «te ;
ce qu'on peut aisément vérifier; car si Ton multiplie cette série infinie par le dénominateur i — aA cos G-hV de la fraction, on retrouve son numérateur, en observant qu'on a
a cosnflcos9 = cos(n-}-i)fl-f-cos(n — i)fl, ,
quelque soit le nombre n. Si h est moindre que l'unité^ abstraction faite du signe, cette série sera convergente , et la fraction sera rigoureusement égale à son développement prolongé à l'infini ; à cause de
I— aAcosfl + A* = (i — À)»H- 4Asin4fl, nous aurons donc, dans cette hypothèse.
I -f- aZ^'cos/iO
la somme Z s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier tx, depuis zi = i jusqu'à 12= oo . Quelles que soient la fonction yiB et la constante réelle «, on aoa
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donc aussi
Soit g une quantité positive et infiniment petite; cette équation subsistera encore en y faisant A= i— g, puisqu'elle a lieu pour toute valeur de h moindre que l'unité. Pour toutes les valeurs finies de 71 • on aura
pour des valeurs infinies de cet exposant, A* pourra différer de l'unité , mais en intégrant par partie , on a
'f^nft~~vt)di=iji sin !•(♦-«) - Ij'^ sin h(9— «yj;
en sorte que siy*8 ne devient point infinie, entre les li* mites 8 = o et 8 s'Tr, ni pour ces limites, Tint^pide
f y 6 cos /i (6 — a )rf6 , qui multiplie A', s'évanouira
pour 71 = 00 ; d'où il résulte qu'on pourra toujours remplacer h" par l'unité sous le signe Z. Au numérateur de la fraction comprise sous le signe y*, on aura I — A* = 2g, en négligeant g* par rapport à ag; dans le second terme du dénominateur , on pourra mettre l'unité au lieu de A ou i -— g ; et , de cette manière, nous aurons
Le ooeflgcient de d^ sous cette dernière intégrale jest infiniment petit, excepté pour les valeurs de (
infiniment peu ^ijBféreptesL de a^qw reoflén^ «on Dominateur infiniment petit ; cette intégrale est infiniment petite ou nulle^ tant '(|ue la différence 8 — CL est une quantité finie ; ce qui aura lieu dans toute l'étendue de l'intégration , lorsquVm 6ViFf>pds^^ eL<C o, ou a"^ tt; donc toutes les fois que la constante a tombera en dehors des )imJîtèiB'iéraià| ^^,.on aura Téqnation
Si, a^ contraire, on a. a >.;9:.,çt < ar, ^ y aura des valeurs dé 6 qui différeront infiniment jijBa de et; en faisant donc . , : r ^
^ > . . ■ l J ■ tk S.
rintégrale dont il s'agit s'évanouira encore ;ppur If^ valeurs finies de u, mais xtçn plu3.pouj: Jcif val(ep($ infiniment petites de cette variab}ej,^ppçitiyps^u.nér gatives; à l'égard de celles-ci, on aura
/0«>, «nfC9-i-di.).iàTà;
par consëcpieat^ le second membre âeVéquatioa~(i) devient
lorsque a tombe entre zéro et ^ar. (Jr, cette intégrale étant nulle pour toute valeur de u quii n'est poifai infiniment petite, nous pouvons maintenant l'étendre, sans en altérer la valeur , à des valeurs quelconques de u, positives on négatives, et la prendre, si pous
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yonloDS, depuis ii ss — oo jusqu'à i^= oo : on aun
alors
/• gàu
et finalement
\fy^+^J^f^ COS 71 (6 — ct>» = ^. (5)
Ce raisonnement conviendra encore au cas où a coïncide avec une des deux limites zéro ou ^; mais si Ton a a= o, on ne pourra donner à u que des valeurs positives ^ et seulement des valeurs négatives, si Ton 9l (tz=±nCf afin que dans ces deux cas^ la variable 9 qu'on a faite égale à «t-f- u , ne sorte pas des limites de Fintégration. De cette manière, rintégrale relative à i£ se trouvera réduite à la moitié àt sa valeur, où à {tt; et si Ton repr^nte par £ et 7 les valeurs de fa qui répondent à oc = o et « c=7r, il en résultera
Maintenant âiisons et soit aussi
La quantité a: étant positive et moindre que la cous-
tante a, mettons à la place de a, dans l'équation (2) et — dans Téquatiôn (3) ; en observant que les limites relatives à x^ seront zéro et a, nous aurons
— / çx dx + - X I ^x CO8 — ^ dxr r= o ,
— / ^xdx -I S / ÇX COS ^ -dx r=: ^x ;
liaj o a J o a
et en retranchant ces deux équations lune de l'autre, il vient
- 2 f / (px sm dx'y sin = ^x ;
ce qu'il s'agissait de trouver.
326. Cette formule représente les valeurs de la fonction (px, pour toutes les valeurs de la variable X, qui sont positives et moindres que a, et même pour xz=Q et j: = a, lorsque (px sera nulle pour ces valeurs extrêmes^. Il est important d'observer que la série indiquée par S, finira toujours par être convergente; car pour de très grandes valeurs de 71, l'intégrale relative à o:' deviendra une très petite quantité, qui diminuera de plus en plus à mesure que 71 augmentera, et qui sera tout-à^fait nulle pour n = 00 9 comme on l'a vu plus haut au moyen de l'intégration par partie. Cette remarque est nécessaire et suffit pour justifier l'emploi qu'on fera de la formule précédente.
Les difTérentes formules par lesquelles on peut ainsi représenter en séries de quantités périodiques, toujours convergentes, des portions de fonctions arbi-
traires continues ou discontennes^ se dédaisent des équations (5), que nous venons d'établir. Je me contenterai de donner ici deux de ces formules , qui nous seront utiles dans la suite ; pour de plus grands développemens sur cette matière, je renverrai à mes Mémoires sur le Calcul intégral^ qui font partie du Journal de F École Polytechnique, et où l'on trouvera une théorie complète de ce genre de transfor^ mations.
Après avoir ajouté les équations (5) et retranché la première de la seconde, j'y mets al au lieu de /i, puis jc-f-/etj/+/àla place de x et a:% et ensuite ça: et Çx' au lieu de ç(x -j- /) et ?(j/+ Z) ; les limites des intégrales relatives à x^ deviennent db /, et ces équations sont remplacées par celles^i :
Partageons chaque somme 2 en deux autres, dont l'une se rapporte aux nombres n pairs, et l'autre aux nombres n impairs. Pour cela, soit i un nomlnne entier quelconque ; et faisons successivement nsez ai, 71 ss 21 -— I ; nous aurons
C08 ^-^ i=(_,)lc08-y-, Sin ^^-!_' =(_, )%„!_,
"^^^ n =(-0'sin-^,siii ^ 4=^.,)W-/
et de même pour les sinus et cosinus compris sous
les signes A par conséquent , on aura
pj:= j 2 ^y ^^^j: 8in -j- £/a: j sm -y-
les sommes 2 s'ëtendant à toutes les valeurs de i, depuis £=1 jusqu'à 1 = 00. Ces équations auront lieu pour toutes les valeurs de jc qui seront comprises entre les limites dz L
Cela posé, si la fonction çx est telle que l'on ait (p (— x) = — ça: , il en résultera
^xdafsso^ I ^xcog-j-dir:=o, / fxcos^ j — aar=s;:o,
et, en outre ,
r' ça/sin "^ e£a/s=: a y yx^sin^^^*"' d!a/;
au moyen de quoi la seconde équation (6) coïncidera avec la formule (a), en y changeant a en Z; et la première se réduira à
^x=f2(/>..'sinfcîlH:^>ia^'l. (7)
Si , au contraire, la fonction çx est telle que l'on ait
(p (— jt) = Çx, on aura
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(px' sm ^ j — alr'== o , / ^fix sin -y-ox = 0;
et les autres intégrales pourront s'étendre seulement depuis X = o jusqu'à x=:l, en doublant les résultats. La seconde équation (6) rentrera dans Téqualion (7), en y mettant / — x an lieu de j?, et Çxï la place àe (p(l — x). La première équation (6) deviendra
(px:=2jf (px'dx'+^^(f ^jc'cos— ^cîr'Jcos^.(8)
Ces formules (7) et (8) représenteront les valeurs de ÇXf depuis a: = o jusqu'à jc = Z ; celles qui s'en déduiront, en les différentiant par rapport à a:, exprimeront, dans le même intervalle, les valeurs
de -j-. La formule (7) suppose ^x = o pour ar=o, et -^zzzzo quand x=^l; la formule (8) exige que
l'on ait ^— = o pour or = o et pour x=L Lorsque
ces conditions ne sont pas remplies, ces formules ou leurs différentielles n'ont pas lieu pour les valeurs extrêmes de X.
327. Réciproquement, les formules de ce genre font connaître les sommes des nombreuses séries périodiques que l'on a obtenues par différens moyens. Ainsi , par exemple^ pour en déduire la somme de la série dont on a fait usage dans le n** 324 » j*^' joute les équations (2) et (5), après avoir mis — 1 à la place de a dans la première; il en résulte
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f'f^ + a2 {f'jO cos n m) cos n* = wjct. Je prends ensuite yd = â ; on a alors ■
fJ/Bcosnm
COS nw — I
quantité ntdle pour t(ràs les nombres pairs , et égale à — . pojxv n =: ai — i . L'équation précédente devient donc
(2/ -*-!)* ÎT
la somûie" Z s'étendant à toutes l'es valeurs du nombre entier i, depuis / = i jusqu'à f = 00 .
En multipliant pare/a et intégrant, on en déduit
^8in(2i— i)tf _ «•, .
2r — j—, Tj — — 5 \pr — et) et»
On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce que les deux membres de cette équation sont nuls, soit pour a:^o, soit pour a=;7r; en sorte que cett^ équation a lieu pour toutes les valeurs de a, depuis ct=:o jusqu'à tt = ^ inclusivement. Si l'on ^ fait asrs-r'Tr + â>, on aura
sin (^i — i) a 2= — (— ^ i)'cos fi/'-^ 1) û? ,
ety par conséquent,
(— 0' cos (at— !)«> __'/„._> _.\
depuis o) = — i^ jusqu'à « = 7^. Je multiplie par dm et j^atègre de nouveaa; il en résulte
ce qu'il s'agissait d'obtenir.
328. Si l'on met 2a au lieu de a , et ensuite a/+^ et or + a à la place de x et x\ dans la seconde équation (5), et qu'on fesse ^ (a -f- jc) =s Fx , on aura
pour toutes les valeurs, de X comprises entre db a. En faisant
. w. __^ nsr
cette équation pourra s'écrire ainsi :
fx = -±.J^2j^a:'dx'+ '^l,]^f2jx'cosu(x'—x)y
u étant un multiple de €, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de u , depuis u z^ i jusqu'à 2^ = 00. Or, si la constante a devient infinie , la différence € des valeurs consécutives de u deviendra infiniment petite , et la somme 2 se changera en une intégrale prise depuis !<=€, ou ii:=o, jusqu'à uz=zço. En feisant donc a =00 et e^zdu^ mettant le signe f au lieu de 2 , et supprimant le premier ternie de la formule précédente^ nous au-
rons
Fourier a donné le premier cette formule importante , qui s'étend à toutes les valeurs réelles , positives ou négatives, de la variable x, e\ convient, comme les précédentes , dont elle se déduit , à une fonction quelconque Fx, continue ou discontinue.
CHAPITRE IV
PASSCIPB SES VlT£8fi£S VIBTDELLB8.
329. Dans les cas les plus simples de l'équilibre des machines^ la puissance et la résistance sont réciproquement proportionnelles aux espaces que leurs poinb d'application décriraient simultanément^ si l'équilibre venait à se rompre. Pour que ce rapport ait toujours lieu, il faut prendre les espaces infiniment petits qui seraient décrits dans le premier instant , et les remplacer par leurs projections sur les directions des forces. Il a été remarqué depuis long-temps dans les machines simples; Jean Bemouilli Ta ensuite étendo, par induction, à un système quelconque de points matériels sollicité par des forces données ; et^ sous la dénomination de principe des vitesses virtuelles, il est ainsi devenu le principe général de l'équilibre. Nous le démontrerons dans toute sa généralité, après 1 avoir vérifié sur les exemples suivans.
i*. Soient (lig. 79) A, A', A",... une suite de poulies contenues dans une même chape, et formant une moufle fixe, et B, B', B'', . . . une autre suite de poulies aussi contenues dans une même chape, et formant une moufle mobile. Supposons qu'un fil soit attaché à la poulie inférieure de la moufle fixe, et s'enroule successivement sur toutes les poulies, en passant alternativement d'une moufle à l'autre. A l'ex-
tremité libre de ce fil, suspendons un poids P qui fasse équilibre à un poids R suspendu à la poulie inférieure de la moufle mobile. La tension du fil sera la même dans toute sa longueur^ et égale au poids P; de plus^ si les diamètres des poulies sont très petits, eu égard à la distance qui sépare les deux moufles , les cordons qui vont de l'une à l'autre seront sensiblement parallèles et verticaux : la force qui soutient le poids R sera donc égale à la somme de leurs tensions ^ ou à 72 fois le poids P^ en appelant n le nombre de ces cordons; par conséquent, dans Tétat d'équilibre , on aura
R = wP.
Or, si l'équilibre se rompt , et que le poids R monte ou descende d'une quantité a^ tous les cordons qui aboutissent à la moufle mobile se raccourciront ou s'allongeront de cette même quantité. La longueur totale du fll devant rester la même, la partie à laquelle est attaché le poids P s'allongera ou se raccourcira de n fois cette quantité a; donc, en désignant par & la quantité dont le poids P s'élèvera ou s'abaissera , on aura €=:ncLf et, conséquemment,
Ra = Pg ;
ce qui renferme le principe qu'on vient d'énoncer.
2^. ABC ( fig. 8o ) représente la roue d'un treuil^ et A'B'C l'intersection du plan vertical de cette roue et de la surface du cylindre; 0 est le centre commun de ces deux circonférences, et AOC et A'OC sont leurs diamètres horizontaux. Un fil s'enroule sur la roue ,
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et s'attache à l'un de ses points; un autre fil, attadiëa l'un des points du cylindre ^ s*enroule de même sur a surface. On suspend un poids P au premier fil, et on poids R au second ; ces deux poids tendent k fiure tourner le treuil en sens contraire , et sont supposés en équilibre. Cela pose, si l'on applique an point C deux forces R' et R'^, verticales, égales et contraires, l'équilibre ne sera pas troublé; si, de plus, ces forces sont égales à R , la force R'' et le poids R se feront équilibre , puisqu'il n'y aurait pas de^ raison pour que leur action simultanée fit tduimer le treuil plutôt dans un sens que dans le sens opposé ; il faïudra donc qu'il y ait aussi équilibre entre le poids P et la force R^ perpendiculaires à AOC, et qui agissent aux extrémités de ce levier, dont 0 est le point d'appui. Donc, en appelant r le ray ou AO de la roue , et r^ le njtm OC du cylindre, l'équation d'équilibre sera
Pr = Rr',
à cause de R'=:R. Maintenant, si l'équilibre se rompt, et que le poids R monte on descende d'une quantité «, tandis que le poids P descendra ou montera d'une quantité Ç, il est évident, par la nature de la machioe, qu'on aura €r^ z=:ar; d'où l'on conclut
Pg = R« ,
conformément à 1 énoncé du principe qu'il s'agissait de vérifier.
5^. Supposons qu'une vis verticale soit chargée d'un poids R à son extrémité supérieure; qu'une roue borisontale, ayant son centre dans l'axe de
cette yis^ soit adaptée à son extrémité inférieure; f[u'un fil soit enroulé sur cette roue et attaché par un bout à sa circonférence , et qu'on applique à son autre bout une force horizontale F qui agisse sui^ vaut une tangente à la roue» et fasse équilibre au poids R. On pourra , si l'on veut , placer sur la direction de cette tangente une poulie fixe et verticale, plier le fil sur cette partie, et remplacer F par un poids P égal à cette force et attaché à Textré* mité libre de la partie verticale du fil. En appelant h la hauteur du pas de la vis , et c la circonférence de la roue, on aura
Pc = RA,
d'après la condition connue de l'équilibre dans cette machine. Les deux poids R et P tendront à faire tourner la vis en sens contraire; si l'équilibre vient à se rompre, l'un de ces poids montera, et l'autre descendra; et si le poids R s'abaisse ou s'élève d'un pas A de la vis, le poids P s'élèvera ou s'abaissera d'une hauteur égale à la circonférence c de la foiie; d'où il résuite qu'en appelant, en générai, a et € les espaces parcourus simultanément par les deux poids R et P, on aura (tc=iChj et, par conséquent,
PS = Ra,
conformément au principe dont nous nous occupons. 40. Considérons encore deux poids P et R posés sur deux plans inclinés, et attachés l'un à l'autre par un fil passant sur une poulie fixe , située en haut des deux plans qui sont adossés l'un à l'autre. La fi-
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gure 8i représente une section yerticale de œ système; AC est la longueur du plan sur lequel est posé le poids R^ BC œlle du plan qui supporte le poids P, AB une droite horizontale , et CD une verticale qui représente la hauteur commune des deux plans. Faisons
AC = a, BC = ô, CD = A; la composante de R suivant CA sera R - , et celle de
P suivant CB aura P r pour valeur. Pour rëc^ni-
libre, il faudra que ces deux composantes soient égales; en sorte que l'on aura
Ta ^Rb.
Si Téquilibre se rompt , et que le poids R glisse d'une quantité y sur le plan CB , le poids P glissera de la même quantité , mais en sens cpntraire » sur le plan AC; et eh appelant a la hauteur verticale dont le poids R sç sera élevé ou abaissé , et C celle dont le poids Pse sera abaissé ou élevé, il est aisé de voir que l'on aura
d'où il résulte
Pg = Ra ,
comfne dans les exemples précédens : mais ici a et f sont les projections verticales des espaces décrits simultanément par Les poids R et P^ tandis que, dans le cas précédent^ « et ^ étaient ces espaces mêmes.
53o. D'après ce qu'on a vu dans le n^ 49 > <leux forces qui se font équilibre par l'intermédiaire d'un levier quelconque > sont en raison inverse des espaces infiniment petits, projeta sur leurs directions ^res<^ pectiyes, et que peuvent décrire en même temps leurs points d'application. Cet énoncé est celui qui convient à tous )es cas. Ainsi , en appelant P et R la puissance et la résistance en équilibre par Tintermé-* diaire d'une machine quelconque, supposant' qu'on imprime un mouvement infiniment petit à cette machine, et désignait par Cela les projections sur les directions dç ces forces, des espaces qui seront décrits en même temps par leurs points d'application , on aura toujours
à quoi il faut d'ailleurs ajouter que l'une des projec-» tions devra tomber sur la direction même de la force correspondante, et l'autre sur son prolongement, ainsi que cela a lieu dans le levier.
Dans la pratique, il suffira que le mouvement im*^ primé à la machine soit seulement très petit. En mesurant les longueurs des projections € et a, on en con* dura immédiatement le rapport de la puissance à la résistance, sans rien connaître de la composition particulière de la machine.
53 1. Non seulement cet énoncé convient aune machine quelconque, mais il s'étend aussi à un nombre quelconque de forces en équilibre. Soient donc, en général , M , M', M'', etc.* (fig. 812) , un système de points matériels liés entre eux de telle manière qu'on
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youdra; supposons que des forces P, P', P^, etc., agissent sur ces points, suivant les directions MA, M'A% M"A'', etc.; faisons subir à ces points des dé* plaqemens infiniment petits et compatibles ayec les conditions du système, de sorte qu'ils soient transportés en N, N', N", etc.; projetons N, N', N", etc., sur les droites MA, M'A', M"A", etc, en a, a', a", etc., et posons
Ma=z p, MV = />', MV = p\ etc.
En considérant ces projections p, //, p% etc., comme des quantités positives ou négatives, selon qu'elles tombent sur les directions des forces correspondantes, ou sur leurs prolongemens , nous aurons
?p + Py + Py + e!c. = o,
lofsque l'équilibre aura lieu ; et réciproquement il y aura équilibre , quand cette, équation subsistera pour tous les déplacemens compatibles avec les conditions du système.
Les droites infiniment petitesMN, MT>î', M"JN'', etc., sont ce qu'on appelle les vitesses virtuelles des points M, M', M", etc.; dénomination qui provient de ce qu'elles sont considérées comme les espaces qui seraient parcourus simultanément par les points du système , dans le premier instant où l'équilibre viendrait à se rompre.
On doit observer que le principe des vitesses virtuelles , contenu dans la formule qu'on vient d'écrire , donne seulement les conditions d'équilibre qui peuvent être exprimées par des équations.
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mais non pas celles qui sont relatives à la direction de certaines forces , et à l'étendue dans laquelle elles doivent rencontrer un plan fixe (n* a66). Les mouy emens compatibles avec les conditions du système , qui donnent lieu à des équations d'équilibre, sont ceux dont les mouvemens directement contraires sont également possibles. Mais, par exemple , si xSa point matériel est posé sur un plan fixe, le mouvement sera possible dans ce plan , suivant chaque direction et suivant la direction contraire ; et perpendiculairement à ce plan, il ne pourra avoir Heu que (lans une seule direction. Or, la considération des mouvemens dans le plan, donnera lieu aux conditions d'é^quilibre qui s'expriment par des équations, et la considération du mouvement perpendiculaire détermi*nera seulement la direction de la force normale , qui doit être contraire à celle du mouvement possible. Dans l'énoncé du principe des vitesses virtuelles, on suppose implicitement que chacun des mouvemens compatibles avec les conditions du système , et le mouvement directement contraire , sont également possibles; en appliquant successivement l'équation précédente à ces deux mouvemens, les quantités p^ p'j p"f etc., changeront toutes de signe, et il n'en résultera qu'une seule équation d'équilibfe.
Si la force P, est la résultante de plusieurs forces données Q, Q', Q", etc. , et qu'on représente par ç, q\ q'', etc. , les projections de MN sur leurs directions, on aura (n® 34)
Pp = Qç 4. qq' + Q'V' + etc. ;
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eâ sorte qu'on pourra remplacer dans rëqoalion pré^ cédente, le terme P/i relatif à la force P, par celte somme de termes de la même natnre, qui répondent à ses composantes; et de même, par rapport ani forces Py f, V, etc.^ si elles sont aussi les résnltanta de plusieurs autres forces.
Le principe des vitesse^ virtuelles , dans le cas d'un point isolé en équilibre ^ est, comme on Ta vu dans le n° Sg^ une conséquence de cette dernière équa* tion , soit qu'il s'agisse d'un point entièrement libre , ou qu'il soit assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée. Il s'agit actuellement de démontrer ce principe général , dans le cas d'un système quelconque de points matéridsM, M', M", etc.
332. Supposons ces points liés entre eux par des verges inflexibles ou par des fils flexibles^ dont les uns soient fixement attachés à ces points, tandis que ci autres les traversent comme des anneaux mobiles. Dans ce dernier cas, ces points ou anneaux ont la liberté de glisser le long des fils qui les traversent, et que Ion suppose, pour cela , parfaitement flexibles.
Après qu'on a appliqué les forces données P, F, P^ etc. , aux points M , M', M'', etc. , et que l'équilibre s^est établi, il est clair que les fils qui joignent ces points deux à deux , éprouveront chacun une tension particulière, c^est-à-dire, que chacun de ces fils sera tiré à ses deux extrémités par des forces égales et contraires, dirigées suivant ses prolongemens , ainsi qu'on l'a déjà dit dans le cas du polygone funiculaire (n*" 285). L'intensité de cette force sera la me-
sure de la tension inconnue que ce fil éprouve^ Un fil qui ne serait pas tendu , ne contribuerait pas à l'équilibre, et l'on pourrait en faire abstraction,
lia tension peut varier d'un fil à un autre ; mais s'il s'agit de deux fils qui sont le prolongement l'un de lautre à travers un anneau , la tension est la même dans ces deux parties d'un même fil qui doit nécessairement éprouver une égale tension dans toute sa longueur (:k89). Ainsi, par exemple, si M est un anneau traversé par le fil M'MM'', la tension de MM^ sera égale à celle de MM'.
Lorsque plusieurs fils viennent se croiser dans un même anneau , la tension est la même dans les deux parties de chaque fil , et peut varier d'un fil à l'autre. Si donc, outre le fil M'MM'^, il passe encore un fil M'^'MM'^ dans l'anneau M, la tension sera la même dans les deux parties MM'^^ et MM'^ de ce dernier fil^ et, en général, elle sera différente de celle des deux parties MM' etMM'^, du premier fil. Et si un autre fil, tel que MM% vient s^utir au même anneau M auquel il soit fixement attaché, ce fil aura sa tension particulière, généralement dijBTérente de toutes celles des autres fils qui aboutissent au même point M.
Observons encore que si M' est un anneaii ainsi que M, et que le fil M'^MM', après avoir traversé l'anneau M , passe encore par l'anneau M' pour aller aboutir au point M^'^, la tension sera la même dans les trois fils M"M, MM', M'M'^; car alors ces trois fils n'en font qu'un seul M^'MM'M'^'. En général , lorsqu'un fil est partagé en plusieurs parties, par des an*-
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neaux mobiles , la teosîoTi est la même dans toutes
ces parties.
A regard des vergés inflexibles , quand l'équilibre existe, elles sont tirées ou poussées dans le sens de leur longueur, par des forces égales et contraires , agissant à leurs extrémités. L'intensité conraïune de ces deux forces, pour chaque yerge, est la mesure de la tension ou contraction qu'elle éprouve. *S'il en existe une ou plusieui*s dans lé système , qui ne soit ni tendues , ni contractées, elles sont inutiles à l'équilibre , et Ton peut les supprimer. Ainsi , dans ce qui .va suivre, nous supposerons tous les liens physiques qui existent dans le système , tendus ou contractés suivant leurs longueurs par des forces inconnues.
L'avantage du principe des vitesses virtuelles est de donner l'équation d'équilibœ dans chaque cas particulier, sans qu'on ait besoin de calculer ces forces in-* térieures ; mais comme la démonstration que nous allons donner est fondée sur la considération de ces forces, de grandeur inconnue, voici la notation dont nous ferons usage pour les représenter.
Nous désignerons par [m y m''], la tension ou la contraction du fil flexible ou inflexible qui joint deux points quelconques M et M' du système. De cette manière [w, m"], [_m\ t/ï"], etc., représenteront les tensions ou contractions des fils qui joignent M et M", M' et M", etc.
353. Nous aurons aussi à considérer les variations infiniment petitesqu éprouvent les distances des points M, M', M", etc., pris deux à deux, soit quand l'un de ces points change seul de position, soit quand ils
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sont déplacés simultanément. Alors , nous désignerons par (m, m') la distance de deux points quelconques M et M'; en sorte que (m, m"), (m! , m"), etc.f soient de même les distances de M et M% M' et M'', etc. Nous emploierons la caractéristique J^^ y pour indiquer les variations de ces distances , relatives au dé-* placement du point M; la caractéristique cT/^ pour indiquer celles qui ont lieu quand c'est le point M' qui se déplace ; la caractéristique cT/^, pour indiquer les variations provenant du déplacement de M'^ ; et ainsi de suite. Enfin , nous réserverons la caractéristique S'y sans aucun accent, pour indiquer la variation de la distance de deux points y résultant de leurs déplacemens simultanés.
Puisqu'on suppose , par exemple y que M a été transporté de M en N et M', de M' en N', nous aurons
J^ (m, m7= MM' — NN',
S^ {rriy m') — MM' — NM',
S!(mym') = MM' — MN';
n est important d'observer que la variation totale, indiquée par cT, est égale à la somme des variations partielles , indiquées par S", et cT/ j de manière qu'on a y pour deux points quelconques^
/(m, m') = S^{my m!) + S;{my mT);
équation qui résulte de ce que les déplacemens de M et M' sont infiniment petits y et qui n a lieu que dans cette hypothèse. En effet (m y m!) est une fonction des coordonnées de ces deux points; ces variables pren-
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Beot des accroissemens iafiniiiieDt petits , posllils ou négatifs, quand M et M' sout transporta eo N et N'; or, en rejetant les puissances de ces accroissemens supérieures à la première, il est évident que raccroîssèment total d'une fonction quelconque de ces coordonnées, est égal à la somme des aocroisseme» partiels qui seraient dus à la variation de chaque /Coordonnée isolément; par conséquent, la variation totale de (m, m'), indiquée par la caractéristique «T doit être égale à la somme de ses variations partielles qui répondent à S'^ et J^/.
534- Tout ce qui précède étant admis, considérons le point quelconque M , auquel est appliquée k force donnée P. Ce point est lié aux autres par les filsMM'y MM% etc. ; il est donc tiré ou poussé , dans le sens de chacun de ces fils , par une force égale à la contraction ou à la tension que ce fil éprouve ; eu sorte qu'outre la force donnée P, le point M est encore soumis à Faction d'autant d'autres forces qu'il j a de fils aboutissant à ce point. Après qu'on a eu égard à ces forces intérieures^ il faut faire abstraction des iiis qui lient M aux autres points du système , et le considérer comme un point isolé, autour duquel les forces [m, m'], [m, i?/], etc., et la force P, doivent se faire équilibre. Si M est un point fixe, il n'en résultera aucune équation de condition; mais s'il est entière* ment libre , ou s'il est seulement assujetti à rester sur une surface ou sur un courbe donnée , on aura entre ces forces l'équation des vitesses virtuelles , déjà dé* montrée pour l'équilibre d'un point matériel isolé.
Pour former cette équation , prenons un point N
infiniment voisin de M, et appartenant à la surface ou à la courbe sur laquelle ce point iVl est astreint à demeurer, s'il n'est pas entièrement libre* Soient /i, t, t'f i", etc. , les projections de MN sur les directions des forces P , [m, înf] , [m , m''] , [m , m'"] , etc. j nous aurons (n? Sg) ,
Vp J^[m,m'].t+ [m, m"] . f+ [m, m'"] . t''+ etc.= o.
Mais, à cause que la ligne MN est infiniment petite , il est aisé de voir que sa projection sur la ligne MM' n'est autre chose que la différence des deux distances MM' et NM'; car si Ton abaisse du point N (fig. 85) la perpendiculaire NR sur MM', la droite MH sera cette projection , et Ton aura
MH = MM' — HM'.
Or, on a aussi
HM' = n/(NM')' — (NH/ = NM',
en négligeant les infiniment petits du second ordre ; on aura donc
MH = MM' — NM.
D'après les notations convenues, cette équation est
et Ton aura de même
t'zz^J'^im, m'O , <" =:zj'^(m, m'") , etc. ;
par conséquent, l'équation d'équilibre deviendra
Pp + [//i, m^.iTXiii, m')-4-[/», m"].^^/^, m") + [m , m'"] . cT, (m , m"') + etc. = o .
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En cDosidérant les autres points M^, W, W^, etc., du système, oo aura pour chacun d'eux une équation pareille à <xUe-ci{ ces éqnalioos seront
H- \m% mr''].S'l {m\ mT") H-etc. =o,
Fy'+ [m", m] . cT/K, m) + [m", mT] . cT/Xm", m')
+ [m'', m"^.^;\m\ m"') + elc.==o,
+ [m"', m"] .<r/^(m^ m") + etc. = o;
p', p", p'"^ etc., étant les vitesses virtuelles de M', M", M'", etc., projetées sur les directions des forces données P', F^, V"', etc., qui agissent sur ces points matériels. Ajoutons toutes ces équations : en observant que [m, nf] et (m, m!) sont la même chose que [m', m] et {m\ m), et de même pour toutes les notations semblables ; et en substituant la variation totale de chaque distance à la somme de ses variations partielles, noos aurons
Pp ^ py 4. ?y+ Vp^+etc.
+[m,7?i']./^(m,m')+[m,m^.ir(m,7?i')+[m,7n^V(m,in')+ctc. +[m', m'^.l(m\ m')+ [m\ m''].t{m\ m') + ctc. }W
+[m\ m*] .^(th*, m") + etc.
-|-etc. = 0
355. Jusqu'ici les déplacemens MN, M^N', M'W',etc. (Eig.82)p sont indépendans entre eux; et l'équation {a) suppose seulement que ces poiats n'ont pas quitté les surfaces ou les courbes données, sur lesquelles ils sont obligés de rester; mais si nous supposons, en outrCi qu'en vertu die ce^ déplacemens, les points du sy stèmt
qui sont joints par une verge ou un fil tendu, ont conservé les mêmes distances respectives, nous aurons
cT (m, m!) = o, cT (m, w!') = o, / (jn\ m") =0, etc.,
et réquation (a) se réduira à celle-ci :
p^+py+py + p/y^+eicsno, (Jb)
qui est précisément celle du principe des vitesses vir^ tuelles(n® 53 1).
Si dans les déplacemens des points M, M', M'', etc., ceux qui sont des anneaux ont glissé le long des fils qui les traversent, 1 équation {b) aura encore lieu, pourvu que les longueurs totales de ces fils niaient pas varié. Supposons, par exemple, que M est un anneau qui a glissé le long du fil M'MM''; alors on n'a plus séparément /(m, m')sz=o et «^(m, 77i") = o, mais on a toujours
cTCin, ni) -t- cr(m, ni') = o,
puisque la longueur totale du fil reste constante. Mais, dans ce cas, les tensions [m, 771Q et [m, m^Q des deux parties de ce fil sont égales; les termes qui renferment ces tensions dans Téquatibn (a) peuvent donc s^écrire ainsi :
[m, m'].[cr(m, ni) + /(w, m")],
et, par conséquent, ils se détruisent.
En général , on conçoit que si un fil flexible passe à travers un nombre quelconque d'anneaux , les tensions égales de ses différentes parties disparaîtront de
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l'équation (a) toutes les fois que la longueur totale,/de ce fil ne variera pas.
Concluons donc , enfin ,
i^. Que lequatîon résultante du principe des vitesses virtuelles a lieu pour tous les mouvemens iofiniment petits qu'on peut donner à un corps solide, libre ou gêné par des obstacles fixes ; car dans tons ces mouvemens les distances respectives des points de ce corps sont invariables.
2*. Que cette équation a aussi lieu pour tous les mouvemens infiniment petits que peut prendre on système de points ou d'anneaux liés par des fib flexibles^ pourvu que ces fils restent droits ou tendus. Quand cette condition n'est pas remédie , les tensions ne disparaissent pas toutes dans Téqoation {a)f et, conséquçmment, l'équation (b) n'a plus lieu.
356. Il faut encore démontrer que, recîproqnement, quand l'équation (b) a lieu pour tous les mou* vemens infiniment petits qu'on peut faire prendre au système des points M, M', M'', etc. , les forces données P, P'i P'', etc. , sont en équilibre , ainsi que nous lavons énoncé précédemment (n* 53 1).
Supposons pour un moment que l'équilibre n'ait pas lieu. Les points M, M', M'', etc. , ou une partie d'entre eux, se mettront en mouvernept, et, dans le premier moment, ils décriront simultanément des droites telles que MN, M'N', M"N", etc.; on pourra donc réduire tous ces points au repos, en leur appliquant des forces convenables, dirigées suivant les prolongemens de ces droites, eu
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sens contraire des mouvemens produits; par conséquent, si nous désignons ces forces inconnues par R, R', R", etc. , l'équilibre aura lieu entre les forces P, P', F', etc., R, R', R", etc.; en sorte que r, r', i^'p etc. y désignant les vitesses Tirtuelles^projetées sur les directions de ces nouvelles forces R, RV R'^ etc«> on aura, d'après le principe des vitesses virtuelles qui vient d'être démontré ,
p^ + P'^'+py 4. etc.+ Rr + RV 4.R V+ etc.=o^
ou simplement
Rr 4. RV H- R V + etc. = o , {c)
en vertu de l'équation {b), qui a lieu par hypothèse.
Cette équation (c) existant pour tous les mouvemens infiniment petits compatibles avec les conditions du système des points M, M', M'', etc. ^ nous pouvons choisir pour leurs vitesses virtuelles les espaces réellement décrits MN, M'JN', M'W, etc., dans un même instant ; mais comme ces lignes sont comptées sur les prolongemens des directions de R , R', R", etc., il s'ensuit que toutes les projections r, r^, î^\ etc. , seront négatives Cn* 55i), et égales, abstraction faite du signe, à ces mêmes lignes MN, M'N', M'W', etc. Alors, tous les termes de l'équation {c) étant de même signe, leur somme ne peut être nulle, à moins que chaque terme ne soit séparément égal à zéro ; on aura donc
R.MN = o, R'.MW=o, R^M'W=o, etc. Or, pour que le produit R.MN soit nul, il faut
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qu'on ait, ou Rso, ou MN = o; ce qui signifie, dans l'un et l'autre cas, que le point M ne peut prendre aucun mouvement : il en est de même à l'é* gard de tous les autres points; par conséquent, le système entiv est en équilibre; et c'est ce que nous nous proposions de démontrer.
357. Lorsqu'il sera question jdes fluides, nous ferons voir, en partant de leur propriété fondameolalei que le principe des vitesses virtuelle a aussi lieu dans l'équilibre d'un système de forces dont les actions se transmettent par l'intermédiaire d'un fluide conteDu dans un canal ou dans un vase de forme quelconque. De cette manière , la démonstration du principe général de l'équilibre aura toute l'étendue que l'on peat désirer; car les verges inflexibles, les fils tendus, les fluides contenus dans des canaux, sont les difierentes sortes d'intermédiaires qu'on peut éfablir entre des points matériels, séparés les uns des autres, pour transmettre l'action des forces de l'un de ces points à un autre; et si d'ailleurs » parmi ces points, il j en a qui soient immobiles , d autres parfaitement libres, et d'autres assujettis à rester sur des surfaces ou sur des courbes données, on aura le système de points matériels le plus général qu'on puisse avoir besoin de considérer. Toutefois, je vais donner une autre démonstration du même principe , que l'on doit à Lagrange, et qui repose sur des notions plus élémentaires que la précédente ; elle est fondée sur la possibilité de remplacer toutes les forces appliquées à un système quelconque de points matériels, par un seul poids agissant comme on va d'abord l'expliquer.
338. Si un point M (fig. 84) est sollicité par Une foix:e P dirigée suivant la droite MA , on peut d'abord supposer que cette force soit appliquée au point A , et agisse au moyen d'un cordon MA attaché à ce point M. On peut ensuite remplacer ce cordon par un'fil qui s'enroule alternativement sur une moufle fixe et sur une moufle mobile, et soit attaché par l'un de ses deux bouts à l'une ou à l'autre de ces deux moufles ; celle qui est fixe répondant au point A, et celle qui est mobile au point M. En suspendant verticalement un poids K à l'extrémité libre du fil, la tension sera égale à K dans toute sa longueur. Si les dimensions des poulies sont regardées comme infiniment petites, les tensions de toutes les parties de ce fil , qui aboutissent à la moufle mobile , auront la même direction ; en appelant / leur nombre, leur résultante sera égale a îK , et agira sur le point M suivant la direction MA; par conséquent, si l'on a fK = F, on pourra remplacer l'action de la force P par celle dn poids K.
Il en sera de même à l'égard des autres forces P^, P", etc., appliquées à des points M', M", etc. , suivant des directions M'A', M"A", etc.; chacune d'elles pourra être remplacée par un poids égal à un sous-multiple de son intensité, agissant comme on vient de l'expliquer pour la force P. De plus, il est aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer successivement, comme le représente la figure 85, un seul et même fil ^nr toutes les moufles fixes en A, A', A'', etc. , et sur toutes les moufles mobiles attachées aux points M, M', M", etc. Supposons donc que 1, i', i'', etc., sont I. 43
des nombres entiers , et qu'on ait
iK = P, rKnzF, rTl = F', etc. \d)
En suspendant verticalement le poids K à lextrémité libre de ce fil y le système des forces données P, P', F", etc., se trouvera remplacé par ce seul poids» dont l'action sera transmise aux points H, M' , M'^, etc. f par l'intermédiaire de ce fil , et des moufles fixes et mobiles. A la vérité, les équations {d) supposent les forces P , F, F^, etc. , commensurables ; mais cette hypothèse est toujoui*s admissible, puisque leur commune «nesure K peut être un poids aussi petit qu'on voudra, et même infiniment petit, %\ cela est nécessaire.
339. Concevons actuellement qu'on imprime aux points M, M', M'', etc., un mouvement qui soîl compatible avec les conditions du système , ainsi que le mouvement directement contraire ; soient N, N^ N'^, etc. , leurs positions après un temps infiniment petit; et appelons, comme précédemment,/^, p\ fy etc., les projections de MN, M'N', M'W, etc., sur les directions de P , P', P'^, etc. , ou sur leurs prolongemens.
Le point N étant projeté en a sur la droite MA , chacun des cordons qui vont de A à M sera rao courci d'une quantité AM — AN, pour laquée ou pourra prendre M^., en négligeant les infiniment petits du second ordre ; ce cordon serait , au contraire , allongé de Ma , si le point a tombait sur le prolongement de AM; d'où Ton conclut qu'à raison du déplacement de M, le poids K descendra
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dans le premier cas, et montera dans le second, dune quantité égale au produit de Ma et de î; ce qui revient à dire, d'après le signe de p (n* 33i), que la variation positive ou négative de sa hauteur verti* cale sera exprimée par ip , à i*aison de ce seul dépla-* cément. U en sera de même par rapport à tous les autres points M', Wy etc.; par conséquent, si Ton désigne par 2f une quantité infiniment petite, qui représente, selon qu'elle sera positive ou négative, la quantité totale dont le poids K descendra ou montera , par suite des déplacemens simultanés de tous les points du sys^ tème, nous aurons
ir — ip + i'p' + ry + etc.
Or, le poids K tendant à descendre, et étant la seule force qui agisse sur le système, il est évident que rien ne Tempêchera de produire le mouvement que nous considérons, si cette valeur de ^ est positive; et que, si elle est négative, rien n'empêchera le poids K de produire le mouvement directement contraire, qu'on suppose également possible, et pour lequel ^ changera de signe. Pour que l'équilibre ait lieu , il est donc nécessaire que ^ soit zéro. Réciproquement, le poids K ne pouvant produire aucun mouvement quelconque, sans descendre d'une quan-<> tité infiniment petite dans le premier instant, il s'en** suit qu'il n'en produira aucun , et que l'équilibre aura lieu, si l'on a ^=^0, pour tous les déplacemens des points M, M', M", etc., infiniment petits et compa^ tibles avec les conditions du système.
Maintenant, si l'on multiplie par K l'équation
ip + fp' + ly + etc. = o ,
nécessaire et suffisante pour l'équilibre, et qu'on ait égard aux équations {d) , elle se changera dans l'équation (6) du principe des vitesses virtuelles , qu'il s'agissait d'obtenir.
540. Cette démonstration ne suppose pas le principe préalablement démontré pour un point matériel isolé. Si le système se réduit k un seul point M auquel sont appliquées les forces P, P', P\ etc. , données en grandeur et en direction , on substituera à leur action simultanée celle d'un seul poids K, comme dans le n* 358; et, dans le cas de l'équilibre de ces forces, le principe des vitesses virtuelles se déduira de cette substitution par le raisonnement qu'on vient de faire : or, ce principe fournira immédiatement les équations d'équilibre du point M, assojetli k rester sur une surface ou sur une courbe , ou entièrement libre (n* 39). Dans ce dernier cas, en considérant l'une des forces données comme étant égale et contraire à la résultante de toutes les autres , on en déduira les règles de leur composition et de leur décomposition, et le théorème du parallélogramme des forces. En appliquant ce principe à l'équilibre de trois forces parallèles, dont Tune est, par conséquent, égale et contraire à la résultante des deux autres , on en conclura également les règles de la composition et de la décomposition des forces parallèles.
On déduit aussi , sans difficulté, du prindpe général des vitesses virtuelles, les équations d'équilibre
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dun corps solide entièrement libre 1 que nous avons trouvées d'une autre manière dans le n* 260.
En effet , nous pouvons d abord supposer que tous les points de ce corps décrivent des droites égales entre elles et parallèles à l'un des axes des coordonnées. En appelant h la longueur de ces droites 1 et & ^ a', a", etc. , les angles que leur direction commune fait avec celles des forces données, nous aurons
pzmhcoscif p'=zhcosa\ /?'' = Acosa", etc.,
pour les vitesses virtuelles des points M, M', M'^, etc*, du corps solide , projetées sur les directions des forces P, P', V", etc., appliquées à ces points; donc, en substituant ces valeurs dans 1 équation (b), et supprimant le facteur h , comme k tous les termes , on aura Téqnation d'équilibre
P cos a + T! cos a' + F' cos a" + etc. = o.
En considérant successivement les mouvemens du corps parallèlement aux deux autres axes des coordonnées, on obtiendra de même les deux autres équations d'équilibre semblables à celle-là.
Nous pouvons aussi faire tourner le corps autour de l'un des axes des coordonnées. Pour former l'équation qui correspondra à ce mouvement , je représenterai les coordonnées des points M, M', M', etc., et les angles que font les directions des forces P , P', P*, etc., avec celles de ces coordonnées, par les mêmes lettres que dans le n^ 260. En supposant que la rotation ait lieu autour de Taxe des z, chacun de ces points décrira un arc de cercle parallèle au plan des
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X éijTf qui aura pour rayon la perpendiculaire abaû* sëe de ee poinl sur cet axe. De plus, par la nature dn corps solide , Tangle décrit par cette perpendiculaire sera le même pour tous ses points. Si donc on le suppose intinimenft petit, qu'on le désigne par o», et par r, t'y r^', etc. , les distances des points M, M', M'^, etc., à Taxe des z, on aura rco, r^û», r^'c», etc. , pour leurs vitesses virtuelles ; et en appelant aussi J^ J^9 J^'f ^tc, les angles aigus ou obtus que font les directions de ces vitesses avec celles des forces P , r', V", etc. , il en résultera
ptszT^cosJ", p' sss/m cos J"', />*== r^« cos J^*, etc.,
pour les projections de ces mêmes vitesses sur les di* rections de ces forces ou sur leurs prolongemens.
Soient, en outre, a, b^c, les angles compris entre la direction de la vitesse ro» et des parallèles aux axes des ûo ,jr ^ z, menées par le point M ; les mômes angles relatif à la direction de la force P étant a^C^y^ on aura
cos<r=cosacosa-f-cos 5 cos ^+cosccos y ;
mais à cause que la vitesst roo est tangente en M , aa cercle du rayon r qui a son centre dans Taxe des £, il est aisé de voir qu'on a
cos 6=3:-, cos a = 31 - , cos c = o »
et , par conséquent,
p = râ^coscT = =t(xcosff — ^'COSflt)a.
Ou aura de même
p' =: dz (x' cos S' — jr cos a')», p' z=z db {af cos S' — y cos a!') c$, etc.
Les signes dépendront du sens de la rotation ; et 1 on devra prendre, à la fois , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs ; en les substituant donc dans l'équation (1) et supprimant le hc" leur zha>, coaimun à tous les termes, nous aurons
/?(:rcos^-— ^cos (t)+p'(a:cos€' — -y cos a')-4-etc.ç=o.
Cette équation d'équilibre est celle des . moroens par rapport à Taxe des z, autour duquel le mouvement a eu lieu ; on obtiendra de la même manière les équations des momens par rapport aux axes des jo et des^, en faisant tourner successivement le corps solide autour de ces deux droites.
341 . On peut donner à l'équation (b) , une forme différente qui en rendra les applications plus faciles.
Pour cela , soient a:,jr, z, les coordonnées du point M dans sa position d'équilibre ; 0*+ J'jc, y + jy , z + J^z, ce qu'elles deviennent quand on transporte ce point matériel dans une position N infiniment voi* sine ; X , Y, Z , les composantes de la force P suivant les prolongemens des :v, jr, z, dans le sens positif; ces quantités infiniment petites eTx, jy, cfz, seront les projections de la vitesse virtuelle MN sur les directions de X , Y, Z ; et /? étant toujours sa projection sur là direction de P, on aura (n* 33 1)
Fp = XcTo: + YJ^r + Z/^^
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En désignant par les mêmes lettres avec des accens, les quantités analogues qui répondent aux points M', M'^^ etc. , on aura aussi
etc. ;
et si Ton ajoute ces équations et la précédente, on pourra écrire
Pp4.py + py + etc.= I(X;ir+Yitr+Z/i);
la somme 2 s'étendant à tous les points M, M\ Ml'p etc. f du système , et se composant , par conséquent, d'un nombre de parties semblables, égal à celui de ces points. De cette manière , Téquation (b) prendra la forme :
2(Xerar + YJjr 4. ZcTz) = o, (e)
qu'il s'agissait de lui donner.
Or, quelle que soit la liaison des points du système, on pejit toujours l'exprimer par une ou plusieurs équations entre leurs coordonnées. Soient donc L , L', L", etc., des fonctions données de a:, ^, z, j/, y, etc. , ou d'une partie de ces coordonnées; et supposons que ces équations soient
L = o, L' s= o, L" = o, etc. (/)
Les déplacemens simultanés de tous les points do système devant être compatibles avec les conditions auxquelles il est assujetti, il faudra que les coordonnées a:,jr,z, x'y y, etc. , de M , M', WT', etc. , et les coordonnées jc-f-cf jc, J-^r^ïf sj-f-cTz, x'-\'S^x\ etc..
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de N , N', W, etc. , satisfassent successivement à ces équations; par conséquent , en négligeant les infiniment petits du second ordre , nous aurons
f J^^ + f è-+ f J^z+Scrx'+etc.=o,
etc.
Si l'on change en même temps le sens des déplacemens de tous les points du système , les signes de cTj:, jy, J'z, J^x', etc., changeront tous à la fois, et ces équations seront encore satisfaites; en sorte que le mouvement infiniment petit auquel elles répondront, et le mouvement directement coiitraîre, sont également compatibles avec les conditions données, comme le suppose implicitement Ténoncé du principe des vitesses virtuelles (n** 35i).
Cela posé , au moyen de ces équations (g) , on éliminera, dans chaque cas, de l'équation (e), un nombre des quantités J'jCj S^y^ cfz, J^jcr', etc., égal à celui des équations (y) j celles de ces quantités qui resteront ensuite dans le premier membre de Téquation (e), seront indépendantes entre elles; on devra donc égaler séparément leurs coefficiens à zéro ; ce qui fournira toutes les équations d'équilibre du système , dont le nombre sera égal à trois fois celui des points matériels M, M', M'', etc., moins le nombre des équations (y). Lorsque les positions de ces points, c'est-à-dire, les valeurs de leurs coordonnées x^j^Zy x\ etc.,
tion de condition L= o , par cette force inconnue. De même, on pourra remplacer L'=z=o par une force f6| normale à la surface qui répond à cette équation ; L'' = o par une force /t«« normale à la surface correspondante; et ainsi de suite. Donc, en joignant à la force donnée P , ou à ses composantes X, Y, Z, ces forces normales f&, ft, , jEt», etc. , on pourra ensuite considérer le point M comme entièrement libre et isolé. Par conséquent, si Ton désigne par â, byC^ les angles que fait la direction de la force /u avec des parallèles aux axes des x^y^Zj menées par le point M; par a, , b^^ c^, les mêmes angles relatifs à ^ la forte |i, ; et ainsi de suite , nous aurons
H-jrfA cos a'\'fÂ^ cos a, +ft. cos a,+etc.=o, Y +A^co6 6+A^i cos 6, + /BAt cos 6«-|^etc.=o, Z +A* cos c +11, cos c,+jte» cos c» H-etc. = o,
pour les trois équations d'équilibre du point M. De plus, si Ion fait, pour abréger,
>.-v/(0+(l)+(sy-
etc. , on aura aussi , par les formules connues (n* a i).
i dL , i dL i dh
ces /ï = - j - , COS O = - -j- , COS C = - -r- ,
9 dx ¥ dj f dz ^
idV , I aL' I JL'
cosa,==— j— , cosa,= - 7—, cosc,=--T- • i ,, f»,dx' f.djr* ' f , Jz ' \ (A
COS a,= - -j- , COS ^,= - -=— , COS c,=- -3- ,
^x dx^ ■ v> dj' ■ », rfs '
etc. ;
ce qui changera les trois équations d'équilibre en celles-ci :
Y 4.^^ + ^^ + i!^^ + elc. = 0,
f dz * fi dz ' f^ dz *
Or^ en les cooiparant aux trois équations (g) avec lesquelles elles doivent être identiques , on en conclut
jtA = fA, a^, = v.X', fe, = v.A''. etc.
Ainsi , par rapport au point M , les forces provenant de sa liaison avec d'autres points du système, sont exprimées par les produits vÀ, , v.A', v^\", etc. ; ces forces devant être des quantités positives , on donnera aux radicaux V, v^, v^^ etc., les mêmes signes qu'aux quantités A , A', A'', etc. , et leurs directions seront complètement déterminées par les équations (e) .
Si Ton appelle de même fc^jw,', fCg', etc., les forces provenant de la. liaison du système, qui agissent sur le point M' et sont normales aux différentes surfaces
sur lesquelles il est obligé de se mouvoir, quand tous les autres points M, M'', M^'', etc., sont rendus fixes, on trouvera pareillement
,i! = /A, /^/ = l'/A', fi: = f/X", etc. ,
en faisant pour abréger,
etc.
* On obtiendra de même les expressions des forces relatives aux points M", M'", etc.
344* £>^ comparant les valeurs de fe et /jl', on a
/JLV^ =i fi'v ;
de sorte qu'elles sont entre elles comme les quantité V et /. Lors donc que deux points matériels M et M' sont liés entre eux, et, si l'on veut, a d'autres points en nombre quelconque , par une équation L = 0 , il en résulte, dans l'état d*équilibre, des forces /4 et /â! appliquées à M et M', dont les grandeurs sont entre elles comme v et v', et qui font avec les axes des coordonnées , des angles dont les cosinus sont
I dlj i dL i dL 7 dx' 7 ^ » 7 S '
pour la force ;<t, et
1 dL i dh i dL
?dP' »"^'' /5?'
pour la force /â!. Le sens et la grandeur de ces forces dépend du signe et de la grandeur d'une quantité A qui se déduit y dans chaque cas^ des équations d^équilibre.
La considération des surfaces sur lesquelles chacun des points d'un système conserve la liberté de se mouvoir, lorsque tous les autres sont supposés fixes, détermine les directions normales des forces provenant de la liaison de ces mobiles, pour chacune des équations par lesquelles cette liaison est exprimée (n* 2go); mais on n'en peut conclure aucun rapport entre les forces relatives à deux points matériels liés par une même équation ; et c'est le principe des vitesses virtuelles, ou les équations {h), {K)^ etc. , qu'on en a déduites , qui fait connaître ce rappoit à priori^ dans le cas de l'équilibre.
345. Pour donner une application de ces formules, reprenons l'exemple du polygone funiculaire que nous avons déjà considéré dans le § r*" du chapitre précédent ; et supposons que les points matériels M, M', M", etc. , soient les sommets successif de ce polygone.
Si Ton appelle /, /', T, etc. , les longueurs données des côtés MM', M'M", M"M^ etc., les équations (/), seront , dans ce cas,
L'= y/^x'^x'^)^My—ir+{^-^y—i=Of
etc. j
d où il résultera
dl dL X — x' dV^ dU jt' — x'
di~'^d7-^ '~ir'' dx"~'^d^'^~T~' ^^'' dh_ dL_jr^y dV _., , dL' _y— y .
^— ~^— / rdf- ^— r ' ^'^•'
dL_ àL _z —z' dl^_ dV z' — z"
di~~d/~ l * d£ ~ dz" — r ^ ^^^^
et toutes les autres différences partielles de L, L', L"y etc., qui entrent dans les formules précédentes, seront égales à zéro.
En considérant les deux points M et M', on aura
où Ton prendra les signes supérieurs ou inférieurs , selon que la valeur de A sera positive ou négative. On conclut de là et des équations précédentes, que lei; points M et M' seront sollicités par des forces égales et contraires, dirigées suivant la droite MM^ ou suivant ses prolongcmens , et dont la quantité A, abstractioQ faite du signe, sera la grandeur commune. Il en sera de même à l'égard des points M' et M", M"et M'^ etc.; en sorte que dans Tétat d'équilibre , les quantités A, A', a", etc., exprimeront les contractions ou les tensions des côtés successifs MM', MW, M"M*, elc Comme on aura , d'après les équations (i) ,
cosa==t — j — , cos6=±'^-j^, cosc==t — ~,
et qu'on devra prendre les signes supérieurs ou inférieurs, selon que la valeur de A sera positive ou né^ gative, on en conclut, par exemple, que la force ap-
pliquée au point M sera dirigée de M vers M', et ex* primera une contraction du côté MM', quand cette valeur sera négative ^ et que cette force agira dans le sens opposé et exprimera une tension , lorsque la valeur de X sera positive. L'un ou l'autre de ces deux cas sera possible , si les côtés du polygone sont des verges inflexibles, jointes par des charnières; et le second cas pourra seul avoir lieu , si les côtés sont des fils flexibles.
Les équations (h) , (hf), {h''), etc., pourront s'écrire
ainsi
Y — ^Cr^->r) ^ — j — ,
yi - ^(^^-^) _ ^l(fl— /) Z. -J j — j ,
Vf/ 1 ^'{y-y) _ y^'iy—y)
etc.
Les trois premières montrent que la tension A sera la résultante des forces X, Y, Z. En les ajoutant aux
trois suivantes, on aura
ce qui fait voir que la tension A' sera la résultante de X', Y', Z', et des forces X, Y, Z, transportées au point M', parallèlement à elles-mêmes. En continuant de même, on aura pour la tension d'un côte quelconque la même valeur que dans le n"* 28J.
Le nombre des sommets M , M', M!', etc. , étant désigné par n, celui des équations précédentes sera 3n, et celui des tensions A, A', A", etc., égal a n — I. En éliminant ces quantités, on aura donc 272 -|<- I équations d'équilibre, lesquelles, jointes aux 71—1 longueurs données /, /', Z", etc. , des côtés du polygone, suffiront pour déterminer les 372 coordonnées de ses sommets, et, par conséquent, sa figure d'équilibre. Mais ce calcul n'aurait aucune utilité; et il yaut mieux, comme nous l'ayons fait dans le n^ :286, tracer successivement les côtés du polygone funiculaire , d'après les grandeurs et les directions données qui agissent à ses differens sommets.
346. Dans le cas d'un système quelconque de points matériels M , M', M", etc. , si les forces données, qui sont appliquées à ces points, proviennent de leurs attractions ou répulsions mutuelles, et de forces semblables qui émanent d'un ou plusieurs centres 1
on aura
:L(S.da:+Ydjr'{'Zdz)=^dç{x,jr, z, x'^f^ z', etc.);
(p désignant une fonction donnée des coordonnées de M y Wy M''y etc. y dépendante de la loi de ces forces par rapport aux distances.
En effet , à Fégard des forces provenant des centres fixes, cela résulte de ce qu'on a vu dans le n"* i58. Supposons, en outre, que U exprime Faction mutuelle de M et M\ qui sera attractive, pour fixer les idées. Soit aussi u leur distance mutuelle , de sorte que U soit une fonction donnée de 1^, et qu'on ait
u^ = {af — xY + (/ —ff + {7! — zy.
Les cosinus des angles que fait la droite MM' avec des droites menées par le point M, suivant les directions des x,jr^ z, positives, seront
en*les multipliant par U, on aura les composantes de cette force appliquée au point M et dirigée suivant MW. Celles de la même force U, appliquée au point M' suivant la direction M'M, seront égales et contraires; et de là on conclut
^[(a:^-x) {dx^dx') + {jr'—jr) (dr—dy) + (z'^z) {dz^d2f)l
pour la partie de la somme 2 qui provient de l'action et de la réaction de M et M'. Or, en différentiant la valeur de u*, on a
ce qui réduit la quantité précédente à — IJduy c'està-dire, à la différentielle d'une fonction de u. Il en sera de même pour les parties de la somme Z proYenant des actions mutuelles des autres points du système; par conséquent, sa valeur entière se composera de tei^mes qui seront tous des différentielles exactes , et cette valeur sera aussi la différentielle d'une fonction donnée des coordonnées de tous ces points.
En vertu de l'équation (é), cette fonction, que nous représentons par ^, sera un maximum ou ua minimum, relativement aux valeurs des coordonnées qui répondent à une position d'équilibre du système; et, réciproquement, si Ton détermine le maximian ou le minimum de la fonction ^ , en ayant égard aux équations {f) qui peuvent être données entre les coordonnées, les valeurs qu'on obtiendra pour ces variables répondront à des positions d'équilibre.
On conclut de là que quand le système des points M, M', M", etc., est en mouvement, de sorte que leurs coordonnées , et, par suite, la quantité ^, soient des fonctions du temps, cette fonction (p atteindra son maoci" mum ou son minimum, toutes les fois que le système passera dans une position où il resterait en équilibres si les points qui le composent n'avaient pas de vitesses acquises.
347* n y aura entre le maximum et le minimum de la quantité ^ une différence essentielle, à laquelle ii importe d'avoir égard, et que nous allons expliquer.
On dit que Tétatd équilibre d'un corps on d'un sys-
tème de corps est ^/a&/e^lorsqu*en écartant un tant soit peu ces mobiles de leurs positions, ils tendent à y revenir, en faisant de petites oscillations que les frottemens et les résistances des milieux finissent toujours par éteindre ou rendre insensibles. L'équilibre est non stable ou instantané, lorsque le corps ou le système de corps qui est dans cet état, tend de plus en plus à s'en éloigner , et finit par chas^irer, dès K{\xovl l'en a un peu écarté. En ne supposant aucun frottement qui puisse, jusqu'à un certain point, retenir les corps dans leurs positions, ce second état d'équilibre est un cas purement mathématique, qu'on ne saurait jamais observer, puisque la moindre force perturbatrice suffirait pour le détruire.
Cela posé, les équations fournies par le principe des vitesses virtuelles, ou, ce qui est la même chose, par la condition du maximum ou du minimum de la fonction ^, sont communes à ces deux états; mais le maximum, convient à la stabilité, et le minimum à l'équilibre instantané; et c'est, en effet, ce que nous ferons voir dans un autre chapitre , où nous considérerons la nature du mouvement qui a lieu lorsqu'un système de points matériels a été très peu écarté d'un état d'équilibre quelconque. En attendant , nous allons donner des exemples de ces deux états d'équilibre dans le cas d'un système de corps pesans, et faire connaître d'abord une propriété de son centre de gravité.
348. Supposons donc que la pesanteur soit la seule force appliquée aux points M, M', M'^, etc., lesquels seront les centres de gravité de corps dont nous
représenterons les poids par ^29-, ^, ^\ etc. En prenant la pesanteur yerticale et dirigée dans le sens de cette force, nous aurons
Z = ^, Z' = m^\ 71' = «•", etc.;
les autres composantes seront toutes nuUes, et il eo résultera
d^ = rtsrdz + ^'(b! + ns^dJ -|- etc.
Mais en appelant n la somme des poids «o*, ^^ 4/, etc., et z, lordonnée de leur centre de gravité, verticale et dirigée dans le sens de la pesanteur, on a aussi (n^ 64)
riz, = nstz 4- 'S'V + ^V + etc.;
on aura donc
rflp =s ricfe, , ç = c -f- riz, ;
c étant une constante arbitraire.
Or, on conclut de là, i"*. que l'ordonnée z, est la quantité qui devra être un maximum ou un miminum, lorsque le système sera en équilibre , et réciproquement ; 2''. que le maximum de z, répondra au cas de réquilibre stable, et son minimum au cas de l'équilibre instantané.
Ainsi , la condition d'équilibre d'un système quelconque de corps pesans , consiste en ce que le centre de gravité du système entier soit le plus bas ou le plus haut possible ; le plus bas quand l'équilibre est staUe, et le plus haut quand il n'est qu'instantané.
349. D'après ce théorème, si une chaîne pesante , attachée par ses deux bouts à des points fixes, est en
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équilibre, son centre de gravité sera le plus bas possible; ce qui s'accorde ayec le résultat du n*" 296.
Si un point matériel pesant est posé sur une courbe, et qu'en plusieurs points la tangente soit horizontale, rordonnée verticale du mobile , comptée dans le sens de la pesanteur, sera un maximum dans ceux de ces points où la courbe est concave par en haut, et un minimum dans ceux où elle tourne sa concavité par en bas; par conséquent, les premiers seront des positions d'équilibre stable , et les derniers des pasitions d'équilibre instantané.
Si Ion pose un ellipsoïde homogène et pesant, sur un plan fixe horizontal , son centre de gravité, ou de figure, sera le plus bas possible lorsque l'ellipsoïde touchera le plan fixe par l'une des deux extrémités du plus petit de ses trois axes ; et alors l'équilibre sera stable. Quand il le touchera par l'une des extrémités du plus grand de ses trois axes, son centre de gravité sera le plus haut possible ; et l'équilibre ne sera qu'instantané. Enfin , si le point de contact est une extrémité de l'axe moyen , l'élévation du centre de gravité sera un minimum pour une partie des sections du corps , et un maximum pour les autres sections ; par conséquent , l'équilibre sera stable ou non stable , selon que les déplacemens auront lieu dans le sens des premières sections ou dans le sens des dernières* Tout cela étant évident, à priori, peut servir de vérification au théorème du numéro précédent.
Supposons encore quW ait versé dans un vase deux liquides homogènes et pesans. Si la surface de séparation et celle qui termine le liquide supé-
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rieur sont toutes deux horizontales, et que ce li*ij quide soit celui qui a la moindre densité , le centre' de gravité de ces deux liquides sera le plus bas po»* sible ; car il est aisé de voir qu'en inclinant ou coupbant lune ou Tautre des deux surfaces, on élevert toujours le centre de gravité du système. Ces deux surfaces étant toujours horizontales , si le liquide k moins dense est au-dessous de l'autre , on verra de même que le centre de gravité du système sera W plus haut possible. Par conséquent , pour l'équilibre de deux liquides superposés , il est nécessaire et il suffit que chacun d'eux soit terminé par un plan horizontal; mais, pour la stabilité, il faut, de plus, que ce soit le liquide le plus dense qui occupe la partie inférieure du vase. Quand la différence des deux densités est peu considérable » il est possible, avec beaucoup de précaution , de faire surnager k liquide le plus dense ; mais cet équilibre non stabk ne peut se maintenir assez de temps ^ pour être observé , qu'à raison du frottement des deux liquides contre les parois du vase.
FIN DU PEEMIER YOLUME.
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