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CHAPITRE !•'. Principe général de la Djna-nùque^ P^ge i
Énoncé de ce principe, dont Fauteur est D'Alembert, et d'après lequel on ramène toutes les questions de Dynamique à de simples problèmes de Statique , n^ 35o
Autre énoncé du même principe, dont Tayantage est de conduire immédiatement à des équations entre les données et les inconnues de chaque problème , n* 35i
En Terto de ce principe, les tensions des liens physiques d'un système de points matériels , et les pressions exercées sur des surfaces ou des courbes données, se déterminent, dans l'état de mouvement, par les mêmes règles que dans l'état d'équilibre ; les forces motrices qui agissent sur les mobiles se
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cette réciprocité , pour déterminer la longueur du pendule • gîmple, correspondant à Un pendule donné ; on fait voir que
pour on même corps, il y a une infinité d'aies autour desquels
les petites oscillations ont la même durée, n^ 3g6, 397, S98 Mouvement d'un pendule composé, dans un milieu résistant ;
la longueur du pendule simple qui a le même mouvement ,
lie dépend pas de U résistance , n*^ Sgg
Mouvement d'un treuil et de deux corps pesans , suspendus au
cylindre et à la roue ; appli&tion à la m«chine d'Aihaad,
n~4<'oet4oi Pendule de Rcbiru f usage de ce pendule pour déterminer les
vitesses initiales des projectiles de- l'artillerie, n^ ^Of% et 4o3
CHAPITRE IV. Du mous^ment dun corps solide autour duh point ^fixe j page 121
5 I**» ForPhities préliminaires , ibid.
Le mouvement de roution d'uft système de forme invariable , autour d'un point fixe , a lieu autour d'une droite variable d'un instante l'autre, que l'on appelle axe instantané de rotation, n** 4^4
Détermination de la direction de cet axe , soit par rapport à des droites fixes dans l'intérieur du corps , soit par rapport à des droites fixes dans l'espace ^ n** 4o5
Expression de la vitesse angulaire de rotation du corps autour de Taxe instantané ; décomposition de cette vitesse en trois autres, autour de trois axes rectangulaires, fixes ou mobiles ; la composition et la décomposition des vitesses de rotation se font suivant les mêmes règles que celles des vitesses de translation^ n*' 4^^ ^^ 4^7
Composantes de la vitesse absolue d'un point quelconque du corpa, par rapport à trois axes fixes dans son. intérieur; composantes de la force acc^ératriee , par rapport aux mêmes axes , n^ 4^^
Momens des quantités de mouvemettt de tous les points du
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corps à QD instant quelconque , par rapport à trois axes passani^r le point fixe ; «as où ces trois droites sont les axes principaux qui se coupent en ce point ; signe de chacun de ces momens , d'après le sens de la rotation autour de Taxe correspondant ; moment principal de ces mêmes quantités de mouTemeut, et direction de son axe, n^4^9
Équations difierentielles qui ont lieu entre les trois angles du n* 3^8 y d'où dépend la position du mobile à chaque instant, et les trois composantes de sa Titesse angulaire par rapport à ses trois axes principaux , n^ 4^^
Antres formules qui pourront être utiles dans la suite, n^4' '
$ II. Équations différentielles du mouvemeni de rotation autour J un point fixe ^ page i36
Ces équations , au nombre de trois , s'obtiennent très Csicilemeut| au moyen des formules du n^ 4^ ^ ^^ principe de IXAlembert ; on les réduit à leur forme la plus simple , en rapportant les composantes de la force accélératrice d'un point quelconque du mobile , à ses trois axes prin* eipaux ; le problème général du mouvement de rotation dépend de six équations du premier ordre , savoir, celles qu'on vient de former, et celles du n^ 4'^> ^^^ ^^ ^ pesanteur est la seule force qui agit sur les points du mobile, u®*4>^^^4'3
Quand ce mobile n'est soumis à aucune force motrice , on bien , quand il s'agit d'un corps pesant,. et que le point fixe est son centre de gravit^ , on parvient à intégrer les six équations du mouvement de rotation , et à faire dépendre les inconnues, de deux fonctions elliptiques ; dans ce mou- Tement , produit par des percussions initiales , les momens des quantités du mouvement de tous les points du coq)s, par rapport à des axes passant par le point fixe, sont constans ; leur moment principal et sa direction sont invariables, et cette considération Cscilite l'intégration des équations du problème , n~.4i4 9 4'^ y 4^^ ^^ 4'7
Détermination complète des constantes arbitraires, contenues
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dans les intégrales de ces équations , en supposant , pour fixer les idées, que le mobil» a été frappé , à llhigine du mouvement I -par ua auti*e corps qui y est resté attaché ,
Diverses propriétés générales du mouvement de rotation d'un corps qui n'est soumis à auciwe force motrice, ^ig .
Détermination de ce mouvement , plus simple que la précé^ dente, mais seulement approchée, lorsque Taxe instantané de rotation s'écarte constamment très peu de Tun des trois axes principaux du mobile, et qui se coupent au point fixe ; . on retrouve la propriété des axes principaux déjà démontrée dans le n® 889; on fait voir, de plus, que le mouvement est stable autour des axes du plus grand et du plus petit moment d'inertie > et seulement instantané autour du premier axe principal ; détermination des constantes arbitraires dans le cas de la stabilité , n^ 4^o , 4^' ^^ 4^^
Le mouvement de rotation produit par des percussions initiales , devient plus simple , quand le mobile est un solide de révolution , et que son axe de figure [Misse par le point fixe; les inconnues se déterminent alors sans le secoiurs des fonctions elliptiques , n** 4^^
Autre démonstration de la stabilité du mouvement autour de deux des axes principaux, n*^ 4^4
§ III. Solution d'un cas particulier du mouvement de rota-» tien dun corps pesant , page 162
Le mobile est un solide de révolution dont l'axe de figure passe par le point fixe ; on appelle équateur la section de ce corps faite par ce point et perpendiculaire à cette droite ; le mouvement parallèle à l'équateur est uniforme ; l'intersection de l'équateur et du plan horizontal passant par le point fixe , s'appellera la ligne des nœuds y définition du net, ud ascendant g -et distinction de son mouvement direct et de son mouvement rétrograde sur le plan horizontal ,
n'**4^5et4a6
Dans ce cas, les six équations du mouvement de rotation s'intè-
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grent, et les inconnues du problème s'expriment exactement par des fonctions elliptiques ; détermination des constantes arbitraires , contenues dans les intégrales , n^ 4^7 ^^ 4^^
Cas où le mobile se réduit à un point matériel , dont la distance au point fixe est constante ; on retrouve alors les formules du n^ 2o5 , relatives au pendule simple y n" 4^9
Lorsque Taxe de figure a été écarté de la verticale , et qu'après avoir imprimé au mobile une vitesse de rotation autour de cette droite inclinée , il est ensuite abandonné à luimême y on démontre que le mouvement du nœud ascendant sera direct ou rétrograde , selon que le centre à% gravité du corps sera situé au-dessus ou au-dessous du plan horizontal, passant par le point fixe ; quand la vitesse de. rotation est nulle, le mouvement du corps se réduit à celui d'un pendule composé , n** 43o
On applique les formules du numéro précédent , au cas où l'axe de rotation a été , primitivement , très peu écarté de la verticale , et l'on détermine de cette manière les valeurs approchées des angles d'où dépend la position du mobile à un instant quelconque , n** 4^'
On applique les mêmes formules au cas où l'inclinaison de l'équatenr demeure à peu près invariable ; il faut pour cela .que la vitesse. dt rotation soit très rapide ; on détermine , dans cette hypothèse , les petites variations de l'inclinaison de l'équateur , et le mouvement de la ligne des nœuds , qui est très lent par rapport au mouvement de votatipn , et à peu près uniforme ; ce cas est celui de la machine de Bohnenberger , n? 4^^
CHAPITRE y. Du mouvement et un corps solide entièrement libre, page 179
Décomposition de ce mouvement en deux, autres, Uiin de rotation autour d'un point du corps, l'autre de translation, commun à tous ses points ; cas où le second mouvement est réyolulif, et. où chaque révolution s'achève dans le
X TABLE DES MATIÈRES
même temps qae chaque rotation ; ce cas a lieu dans le mouvement des satellites ^ et | en particulier, dans le mouvement de la lune , qui tourne , en conséquence, constamment la même face vers la terre , n° ^33
Détermination de la vitesse que prend le centre d'un corps solide, sur lequel on exerce mie ou plusieurs percussions déterminées ; réciproquement , cette vitesse finit connaître la direction et l'intensité de la percussion, soit que le corps qui a frappé celui que l'on considère y soit resté attaché , ou qu'il s'en soit séparé après le choc, n^ 4^4 ®^ 4^*^
Gomment on pourrait déterminer le mouvement initial de rotation autour d'un point quelconque du mobile, si l'on connaissait, en {pondeur et en direction, la vitesse initiale .de ce point ; quand ce point est le centre de gr^tvité , cette connaissance est inutile , et le mouvement de rotation initial est le même que si le centre de gravité demeurait en
repos , n^ 4^^
Détermination de l'axe instantané initial qui passe par le centre de gravité , et de la vitesse angulaire autour de cet axe ; cas où cette droite est un des trois axes principaux qui se coupent au centre de gravité , n* 4^7
Équations différentielles du mouvement du centre de gravité ; comment on formerait celles du mouvement de rotation autour de ce point, n^ 4^8
Ces deux systèmes d'équations différentielles, ainsi que les deux mouvemenscorrespondans,sontindépendans l*un de l'antre, dans le cas d'un corps soumis à la seule action de la pesanteur; détermination complète du mouvement d'un ellipsoïde pesant, frappé dans un plan perpendiculaire â l'un de ses trois axes de figure, n* 4^
Ita. même indépendance a lieu dans le cas d'une t^ère composée de couches concentriques et dont tous les points sont soomis à des attractions dirigées vers des centres fixes ou mobiles ; quand le mobile s'écarte de la forme sphérique , ces attractions influent sur son mouvement de rotation ; perturlMitîons du mouvement de la terre autour de son
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centre de gravité, duesâ m iHHi*«pb^ricilé, etprodtutetpar les actions du soleil et de la lune ; ces forces , qui daniient lieu à la précet§ion de» éqttinoxet et i la nuUUion de t'axe de la terre , n'ont cependant aucune influence sensible sur la direction de cet axe dans l'intérieur du globe, ni sur la durée de sa rotation autour de cette droite mobile daos l'espace , n" 44^ et 44'
X'inTariabililé du jour sidéral et du jour moyen est confirmée par le» éclipses que les Chaldient ont obsenées; calcnl qui fait voir que la durée du jour moyen n'a pas varié d'un centième de seconde en aSoo ans , n"" 44^* '^ 44^
Examen des diQérens effets qui peuvent être produits par le frottement de la surface d'un projectile contre l'air dans lequel il se meut, et par la rëMBiance proprement dite de ce fluide, n" 444, 445 et 446
CHAPITRE VI. Du mouvement dun corps solide
pesant sur un plan donne' , P^S^ ^^
% l". Cas où f on n'a pat égard aufroiletnent , ibid.
On supposera que le mobile touche le plan donné par un aenl point ile sa surface, pendant tonte la durée du mourement; équations différentielles du mouvement du centre de {rrftvite et du ntouvement de rotation autour de ce point,
Équation résultante du contact du mobile avec le plan donné, qui peut être fixe ou avoir uu mouvement donne ; distinction entre le cas où le point de contact se déplace à la surface du mobile, et le cas où ce point est coiislaramenl l'extrémité d'une pointe, comme dans le jeu de la toupie , n- 448
Cas où le plan donné est fixe et faoriiontal ; on indique , comme exemples, les petites oscillations d'un ellipsoïde homogène ou d'une sphère hétérogène ; on obtient deux inl^ralcs premières des équations di^rentielles du n" 44? > qui suffiront pour la solution rigoureuse du problème, ail
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moyen des foDctiont dl^ii^wi, <pmid le molMle est un
ioUde de rérolntîoii , n* 449 ^ 4^
MoaTement d'un solide de lércdiitkm, tenniné pu- une pointe,
et qui s'appuie , pou* son extrémité, sur «i pUn dont les os-
. ctUatioDS sont connues , n* 4^ <
Quand le mobile a tine ritesse de rotation très rapide par lap-
■ port ans dirers mouyemens du plan donné, on réduit les
équations différentielles du proUème à la forme linéaire,*
par la transformation dont Lagimnge a £ût usage dans le
cas de la libraAm de la lime , n** 45a et 4^3
Intégration de ces équations linéaires; leurs int^;rales font
Toir que les oscillations du plan sur lequel le corps s'appuie,'
s'afiaiUissent dans le mourement de son axe de figure , et
deriennent insensil^les quand la rotation autour de cette
droite est suffisamment rapide ; moyen fondé sur ce résul*
tat, qui a été proposé pour obtenir à la mer un hori-
son artificiel propre atix observations astronomiques ,
n*» 454 et 455
J II. Cas oli Ton a égard aufroUemeiU, page 22g
Lois du frottement d*im corps en mouvement, données par l'expérience , ' n® 4^^
Mouvement d'un corps glissant sur un plan fixe horizontal , et entraîné par im poids donné , n®* 4^7 ^^ 4^^
Intégrale de l'équation de ce mouvement , dans le cas où Ton fait abstraction de la résistance de l'air ; détermination dui coefficient du frottement par deux ipoyens différens ; quand ce coefficient est connu, et que l'on incline le plan, on détermine immédiatement le mouvement du même corps sur ce plan , n®* 4% ^^ 4^^
Conséquence de cette proposition , que le frottement est indépendant de l'étendue de la sunface frottante , et proportionnel à la pression totale ; en quoi cette loi du frottement consiste réellement ; examen de ce qui arriverait si la matière de la surface frottante n'était pas partout la même,
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Double mouvement d'un corps qui glisse sur un plan horizontal , et qui tourne en même temps autour d'un axe vepûcal, * n^ 462 et 463
Ëooncé des diffërenscas que peut présenter le mouvement d'un corps solide qui roule sur un plan ; frottement de la pre^ * mière et d^ la seconde espèce, n^ 4^3 ^^^ O
Mouvement d'une sphère qui roule sur un plan horizontal, n^" 464
CHAPITRE VIL Du choc des corps de forme quel-conque j pag'e
En quoi consiste le problème du choc des corps, dans le cas le plus ge'nëral , n« 4^5
Équations fournies par le principe de D'Alen^)ert, dans le cas de deux esrps de forme quelconque et entièrement libres 9
u«>* 466 et 467
Inde'termination du problème, quand on n'a pas égard à la compressibilité des mobiles; équation nécessaire à sa solution, et qui résulte de cette compressibilité, quelque ^ petite qu'elle soit , n*^ 468
Modification des formules du n* 4^7» provenant du degré d'élasticité des mobiles ; le problème est complètement résolu dans les deux cas des corps, entièrement déuués d'é-* lastidté , et des corps parfaitement élastiques , n** 469
Le choc de deux corps n'altère pas les vitesses de leurs centres de gravité , parallèlement au plan tangent à leurs surfaces, mené par leur point de contact, non plus que les moraens de leurs quantités de mouvement , rapportés à leur normale commune , n** 4?^
Quand cette normale passe par le centre de gravité de l'un des deux corps, son mouvement de rotation autour de ce point est le même avant et après le choc ; cas où cette
(*) Le numéro qni devrait se trooTer au bas de la page 347 a cie omît par cnear , et Ton eit oblige de rvp<{tcr U numéro prccëdeul.
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^ II. F'ibraiiM longitudinales et une verge élastique^ page 3i6
Hypothèses que l'on fiait sur cette verge; son mouyeinent
, longitudinal dépend de la même équation aux différeiices
: partielles que celui de la corde tendue , et ne diffère de celui-ci que par les conditions relatives aux extrémités de la verge, n^* 498 et 494
Solution du problème , analogue k celle du n® 4^ » ^^^ ^^
vibrations dans les différeus cas rdatifs. aux extrémités ;
élévation du ton fondamental , à raison des nœuds de
' vibrations , n** 49^
Cas ou la verge s'étend indéfiniment ; pirepagation des ondes sonores dans une barre homogène, cylindrique ou prismatique ; conditions pour qu'une onde sonore ne se par- * tage pas en deux autres ; comment la vitesse constante de cette propagation se conclura du ton longitudinal d'une verge élastique de la même matière que ' la barre ,
n** 496 et 497
Cas où la barre est terminée d'un côté ; réflexion du son à cette extrémité; les lois de la propagation et de la ré*flexion du' son dans un canal cylindrique rempli d'air,, d'un gaz quelconque , ou d'un liquide , sont les mêmes que dans une barre solide ; celles des vibmtions des veines élastiques conviennent aussi aux sons des fiûies , et des tuyaux
' à! orgues, sauf les modifications relatives à l'embouchure,
J III. Choc longiludinml des verges élastiques , page 33 1
Comment on pourra appliquer les formules du n® 49^ ^^ choc longitudinal des verges élastiques ; ce phénomène consiste dans l'action , à distance insensible , des points extrêmes des deux verges ; les vitesses de ces points varieront très rapidement , et seront inconnues pendant la durée du choc\ n*^ 499
Conditions pour que les deux verges se séparent après s*être rencontrées, et que le choc se termine , n°' 5oo et 5oi
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£^Uon8 commune^ à tous les points des d^àx verges , excepté les points extrêmes par lesquels elles se choquent ,
n^'Soi
Application des formules du n* ^9^ au choc de deux verges
' entièrement libres ; sommation des séries pe'riodiques
qu'elles renferment ; on vérifie qu'elles représentent l'état
initial des deux verges , ' n^ 5o2 et 5o3
Les deux verges d§ m6me inatière et de même diamètre se
séparent dans le seul cas où .elles ont une même longueur ;
durée de ce choc; échange des^vitesses primitives; cas
où l'une d«8 deux veines est composée de plusieurs parties,
dont une se sépare des autres après le choc , n^ 5o4
Choc d'une verge dont l'extrémité est fixe , par une verge
. entièrement libre; réflexion de celle-ci avec une vitesse
égale et contraire à la vitesse primitive , quelles que soient
les longueurs des deux verges ; durée du choc, n^ SoS et 5o6
J lY. Digression sur les intégrales des équations aux diffé" rences partielles , P^K^ ^4?
Le nombre des fonctions arbitraires que renferme l'intégrale complète d'une équation aux différences partielles, peut être moindre que le nombre qui marque l'ordre de cette équation ; il peut changer avec la variable par rapport à laquelle la série est ordonnée ; toutes les fonctions arbi4 traires peuvent disparaître , et se trouver remplacées par des séries infinies de constantes arbitraires; dans ce cas singulier, l'intégrale complète est exprimée par la somme d'am nombre illimité d'intégrales particulières, n^ 607 et 5o8
Exemptes très simples de ces diverses transformations ,
n®* 609 et 5io
Les séries qui se présentent dans cet exemple , et l'intégrale de Téquation donnée , peuvent s'exprimer sous forme finie, au moyen d'une intégrale définie, n*'5ii
Valeur d'une intégrale définie qu'on a souvent occasion d'employer, n**5i2
Application de ces considérations générales aux équations
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linéaires relatives à des problèmes de Physique et de MëcaDÎqae ; leurs intégrales complètes s'expriment , généra* lement ,• par des séries d'exponentielles ou de sinus et cosinus, dont les exposans ou les arcs sont proportionnels au temps ; par la manière dont elles sont obtenues | on est certain que ces expressions en séries, des inconnues d'un problème , en renferment la solution la plus générale ; il y a un procédé uniforme pour déterminer dans' chaque cas les coefficiens de ces séries, d'après l'état initial du système ; après cette détermination , si l'on fait le temps égal à zéro dans ces séries , on oUtient des séries particulières qui représentent les fonctions.arbitraires relatives à cet état initial , mais seulement dans l'étendue du système, n**' SiS,
5i49 5i5et5i6
Toute solution d'un problème dans laquelle on n'a pas yéri-
fié, à posteriori, l'exactitude de ces dernières séries, ou
démontré , à priori, la généralité de l'intégrale en série dont
on a fait usage, doit être regardée comme insuffisante,
§ V. Vibrations transi^ersales dune verge élastique, page 368
On énonce les diverses sortes de vibrations dont une verge élastique est susceptible , et entre lesquelles l'analyse a fait connaître des rapports que l'expérience a confirmés , n** 5 1 8
Équation du mouvement transversal , et conditions relatives aux extrémités, n** Sig
Calcul du coefficient que renferme cette équation , dans différentes hypothèses sur la section transversale de la verge,
n^ Sao Intégrale en série de cette équation , n^ 5i\
Détermination des coefficiens de cette série , d'après l'état initial de la verge, par le procédé indiqué dans le n® 5i5; formules du n® 5i6, relatives à l'état initial de la verge ; cas où elle doit prendre un mouvement de translation ou de rotation , n®' Sni et 523
On démontre , dans le cas de la vei|;e libre par ses deux bouts,
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la réalité des racines de l'équation transcendante qui sert à déterminer les coefficiens du temps sous les sinus et cosinus contenus dans l'intégrale en série , n® 624
Condition pour que la verge exécute des vibrations isochrones ; les différens tons que la verge libre peut fjEÛre entendre, dépendent des racines de Téquation précédente ; toutes x:hoses d'ailleurs égales, ils varient avec la figure de la section tratos-
. versale , et leur élévation est en raison inverse du carré de
. la longueur ; détermination des nœuds de vibration qui leur correspondent, n^ 5^5 et 526
Vibrations isochrones d'une verge encastrée par une extrémité, et libre à l'autre bout, n*^ 527
Calcul dn nombre de vibrations correspondant au ton fondamental et aux tons plus élevés , dans le cas de cette dernière vei^e élastique , et dans le cas de la verge libre aux deux extrémités, n? 628
Comparaison des nombres de vibrations transversales et longitudinales d'une même verge, n? 629
CHAPITRE IX. Équations et propriétés génitales du mouvement d'un sjrstème de corps ^ page SgS
% i**. Equations générales du mouvement, ibid.
Combinaison du principe de D'Alembert'et du principe des vitesses virtuelles , n® 53o
Elle conduit à une formule générale , d'où l'on déduira , par un procédé uniforme, toutes les équations différentielles du mouvement d'un système de points matériels, dont la liaison mutuelle est exprimée par des équations données ; ce procédé fera aussi connaître les tensions des liens physiques, et les pressions sur des surfaces ou sur des courlis données, qui auront lieu pendant le mouvement, n"* 53 1
On indique l'usage de la méthode fondée sur la variation des constantes arbitraires pour la résolution des équations précédentes , n*" 532
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Gis où l'une des équations, qui expriment la liaison des point .if du système, est une suite d'une ou de plusieurs autres de ce» équations; exemple d'un problème indéterminé , quand on fait abstraction dé l'extensibilité des liens physiques, et déterminé, quand on y a égard, quelque petite qu'elle soit , uo* 533 ei 53^
Formule analogue à celle du n*^ 53 1, et relative aux change* mens brusgues de vitesse , n® 535
Considération essentielle à laquelle il faudra avoir égard dans les usages qu'on fera de cette formule ; comment ou tiendra compte, dans cette formule, de l'effet du frottement pen~ dant la durée des changemens brusques ; ce serait une er-* reur d'y introduire les effets des forces moléculaires, qui y sont déjà compris implicitement , n^ 536 et 53^
Équations différentielles du mouvement de translation d'un système entièrement libre, qui sont celles de son centre de gravité , n** 53&
Équations différentielles du mouvement de rotatiou du mêmç système ; elles conservent la même forme , soit que le centre du mouvement soit un point fixe ^ ou qu'il soit le centre de gravité du système, n®* 539 et 540
Les sommes des quantités de mouvemen't de tous les points d'un système libre, suivant trois axes rectangulaires, et leurs momens par rapport à ces axes , ne varient pas dans les changemens brusques dé vitesse ; équations du mouvement initial de translation et de rotation du système ; comment on peut les déduire des équations de ces mouvemens à un instant quelconque , n?* 54 1 et 54^
On retrouve , d'une autre manière , les formules du n® 4^^9 >*^~ latives aux vitesses de rotation ; la similitude de la composition de ces vitesses et de la composition des vitesses de translation , peut conduire à l'analogie entre la composition des momens et celle des forces , n*^ 543
§ n. Lçis générales des pett les oscillations, • page 4^4
Développemcns en séries des coordonnées des points du sys-
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lème, et des expressions des forces qui leur sont appliquées, . n** 544
Formation des équations différentielles linéaires et du second ordre , d'où dépendent les valeurs approchées des inconnues du problème y auxquelles valeurs on s'arrête toujours dans les questions de ce genre ; le nombre de ces équations, é{;al à celui des inconnues înd^^ndantes entre elles , peut s'éle^ ▼er depuis un jusqu'à trois fois le nombre des mobiles ; quand les mobiles sont des points matériels en nombre infini , les équations différentielles se changent en équations aux différences partielles , n** 545
Intégration générale de ces équations différentielles ; conséquences qui s'en déduisent; principe de la coexistence des petites oscillations, ' n®* 546 et 547
€as où les oscillations ont lieu dans un milieu résistant,
Exemples de la coexistence des petites oscillations ; application du principe précédent au mouvement d'un point pesant sur un ellipsoïde , n* $49
Autre théerème général , distinct du précédent , et qu'on peut appeler principe de la superposition des petits mouvemens; applications nombreuses de ce principe, n^ 55o et 55 1
^ III. Principes de la conservation du mouvement du centre de gravité et de la conservation des aires, page 447
Loi générale de Yégalité de V action à la réaction , n® 552
Principe de la conservation du mouvement du centre de gra^ vite , fondé sur cette loi de la nature ; conséquences diverses de ce principe , n** 553
Dans le mouvement d,'un système de points qui ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles , les niomens de leurs quantités de mouvement sont constans, par rapport à trois axes qui se coupent , soit en un point fixe , soit au centre de gra« vite du système, soit en un point animé d'un mouvement rectiligne et uniforme ; le même théorème a encore lieu, par rapport à un point fixe , quand les mobiles sont , en outre ,
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sollicités par des forces dirigées vers ce point, n®' 554 * 555
et 556
Détermination du moment principal de ces quantités de mouvement I et de la direction de son axe , n® 557
Dans le mouvement de rotation de la terre , ce moment principal est indépendant du refroidissement du globe , des explosions volcaniques I du souffle des vents , etc.; conséquence qui en résulte relativement à la durée du jour,
Auti^ énoncé des théorèmes précédens ; primcipe de la corner^ nation des aires, n^ S5g
Théorème dnplan invariable, dans toute sa généralité, n* 56o
Usage de ce plan et d'une droite invariable dont il est accompagné dans le système, solaire, n^S6i
Formules pour déterminer ce plan à un instant quelconque ^ en ayant égard au mouvement de translation et au mouvement de rotation des corps célestes ; les termes qui proviens nent du- mouvement de rotation dépendent de la constitution intérieure de ces corps, et demeureront toujours inconnus; on fait. voir qu'en négligeant la partie variable de ces termes , il n*en résultera aucune erreur que les observations puissent jamais rendre sensible , ' n® 562
Formules du plan invariable, rapportées au centre du sor leil, n»563
5 IV. Principes des forces vives et de la moindre action ,
page 475
Équation et énoncé du principe des forces vives , n? 564
Conséquences immédiates de ce principe , n® 5Q5
Calcul des forces vives dues aux forces qui émanent de centres fixes, aux attractions et répulsions mutuelles des corps du système , et à leurs poids , n® 566
Variation des forces vives dues aux pressions contre des surfaces mobiles, et aux frottemens; à l'égard de ces forces, le
théorème du n® 564 ^'^ P^^^ ^^^" » ^^ '^^^ ^^'^ V^^ ^^^ frottemens et les résistances des milieux produisent toujours des
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dîminatioDS de force vive , qui fioissent par anéantir le mouvement du sysitème, quand ces pertes ne sont pas réparées par d'autres forces , n^* 567 et 568 G>mment la force vive absolue d'un système se déduit de la force vive due aux vitesses de ses différente parties dans leur mouvement relatif autour du centre de gravité ; application de Téquation générale du principe des forces vives au système solaire ; usage de cette équation pour reconnaître si Taction des comètes a une influence sensible sur les mouvemens des autres corps célestes , n* 569 La proposition relative à la stabilité de l'équilibre qu'on a supposée dans le n"* 347» est maintenant démontrée , à l'aide du prindpe des forces vives , n* 570 Équation relative aux changemens brusques de vitesse , et anidogue à l'équation du principe des forces vives ; vérification de cette équation dans le mouvement initial d'un corps solide autour d'un point fixe , n® 67 1 Au moyen de cette équation , on démontre qu'il y a toujouss perte de force vive dans le choc des oorps dénués d'élasticité, augmentation dans les explosions qui séparent les parties des corps , et invariabilité dans le choc des corps parfaitement élastiques, n"* 572 Énoncé général du principe de la moindre action ; ce principe, en cela différent des précédens, ne fait connaître, aucune intégrale des équations différentielles du mouvement ; résumé des intégrales qui sont fournies par les principes de la conservation du mouvement du centre de gravité, de la conservation des aires et des forces vives , n** .573
TABLE DES MATIÈBES.
CHAPITRE I**. Notions préliminaires^ page 5o
Objet àeV Hydrostatique; comment on y considérera les fluides, n»574
Distinction entre les liquides, les fluides aériformes et les vapeurs , n' 575
Propriété caractéristique des fluides, que l'on prendra pour une donnée de l'expéricuce, et qui servira de base à THydroatatique , n® 676
Explication détaillée de cette propriété ; définition de la pression rapportée à Tunité de.sur&ce , n^ 677 et 578
Démonstration du principe des vitesses virtuelles dans Téquilibre d'un liquide y ^^^19
Pression exercée par un fluide élastique , u^ 58o
CHAPITRE IL Équations générales de Féquilibre desjluides^ page
Formation des équations générales , qui sont au nombre de trois, entre la pression intérieure et les forces données,
n~58iet582
Condition à laquelle ces forces doivent satisfaire, pour que l'équilibre sfît possible ; équation différentielle de la surface libi*e d'un fluide , n^ 583
Propriété de cette surface; définition des surfaces et des couches de niveau, n® 584
Équilibre d'un liquide homogène soumis à des attractions dirigéeà vers des centres fixes , n® 585
G>ndition relative aux surfaces de niveau d'un liquide hétérogène ou d'un fluide élastique , n® 586
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Lois de la densité et de la pression dans un fluide élastique en équilibre , n® 687
Cas où les forces qui agissent sur les points d'un fluide sont leurs actions mutuelles; parmi ces forces, on ne doit pas tenir compte de celles qu'on appelle proprement^ôrce^f mole--' culaires,etqm produisent la pression à laquelle on a déjà eu ^^ard dans les équations générales de l'Hydrostatique ; ces équations sont nécessaires et suffisantes pour Téquilibre des fluides , n^ 588
Figure constante d'un fluide qui tourne autour d'un axe fixe , on équilibre des forces qui le sollicitent et des forces centrifuges provenant de la rotation , • n^ 589
Figure d'un liquide pesant , contenu dans un vase qui tourne autour d'un axe vertical , n*' 590
La figure eUiptique de révolution satisfait à l'équilibre d'un liquide homogène , tournant autour d'un axe fixe et soumis à l'attraction mutuelle de ses points en raison inverse du carré de la distance , pourvu que la vitesse de' rotation ne dépasse pas une certaine limite; en deçà de cette limite il y a toujours deux aplatissemens de l'elIipsMdey qui répondent à une vitesse donnée ; au— delà , la figure elliptique est impossible ; mais ce n'est que quand on suppose l'aplatissement très petit , qu'il est démontré que la figure elliptique soit la seule qui convienne à l'équilibre ,
Application des formules du numéro précédent; cas où le rapport de^ la force centrifuge à l'attraction totale , qui a lieu à l'équateur , est une très petite fraction , comme dans le mouvement de rotation de la terre', n® 692
Difliérence essentielle entre les couches de niveau dans ua fluide soumis à l'action mutuelle de ses diffîérens points , et dans un fluide dont les points sont sollicités par des forces dirigées vers des centres fixes et donnés, nf 598
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CHAPITRE m. De VéquiUbre des fluides pesons
page 554
Équilibre d*un liquide homogène contenu dans un vase ; la pression sur le fond du vase est indépendante de sa forme ,
Équilibre de plusieurs liquides superposés ; valeur de la pression sur le fond du vase , n® 5g6
Lois de l'équilibre des liquides contenus dans des yases cornmuniquans , n® 697
Énumération des applications principales dont ces lois sont susceptibles*; siphon, presse hjrdraulique ^ baromètre, pompe, n® 5g8
Pression exercée par un liquide sur une paroi plane inclinée ; le centre de pression est toujours plus bas que le centre de gravité , n® Sgg
Exemples de la détermination du centre de pression , n** 600
Pression exercée sur un corps plongé dans un liquide; les pressions horizontales se déti*uisent ; résultante des pressions verticales , n*^ 601 , 60a , 6o3
Perte de poids d'un corps pesé dans un fluide ; détermination de la pesanteur spécifique , au moyen de la balance h ; drostatique , ù^ 6o4
Pression exercée par un liquide sur la surface entière du vase qui le contient ; principe des machines à réaction , n® 6o5
CHAPITRE IV. De VéquiUbre et du mouvemerU des corps flottons j page 679
Conditions de l'équilibre d'un corps flottant; problème de géométrie auquel se réduit la détermination des positions d'équilibre d'un corps homogène , n^ 606
Solution complète de ce problème , dans le cas d'un prisme triangulaire couché horizontalement , n^' 607 et 608
Cas où la base de ce prisme* est un triangle isocèle ; cas où elle est un triangle équilatéral, n^* 609 et 6io>
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Équilibre d'an prisme, d'un cylindre et d'un solide de lévolulion , dam une «tuation verticale ; uuge dea pèie- Uqtieurt, ■ n" 6ii
Règle du méiacenm pour s'auurer, dan> an cas particnlier, de la stabilité de l'équilibre d'un corps flottant , n' 6ia
Application do principe dea forces Tires au moiwemeDt d'yii corps flotiant de formf qaelconqne , très peu écarté d'one powtion d'équilibre ; condition générale de la stabilité de cet équilibre, n**6i3, 6i4,6i5et6i6
Détermioation des petites oscillations d'un coipa flottant, sjKtétrique par rapport k une section verticale; oscillations verticales du centre de gravité ; oscillations do CMps autour d'un axe passant par ce point et perpendiculaire à cette secUon , ""lÉtf ** ^'^
CHAPITRE V. De la mesure des hauteitrs par tobservation du karol^tre , ■ ^ft page 6og
La pression baroinétpque est ^le au poids de la colonne d'air supérienra ; sa dimiaotien fera connaître la bauteur verticale de l'élévation , n* 619
liasse totale de l 'atmosphère comparée à celle de la terre ; limite de la bautear de l'atmosphère ; déoroissement de la température à mesure qu'on s'élève au-dessus de la terre ,
n" 6ao
Manomèlrc; usage qu'on pourrait faire de cet instrument pour comparer les intensités de la pesanteur i difierentes latitudes, n°6ai
A température ^1e, la densité d'un fluide élastique est proportionnelle à la pression qu'il éprouve , ce qui constitue la loi de Marioue , n* 63a
Usage de cette loi pour calculer l'élévation de l'eau dans une pompe , quand il se trouve de l'air au-dessous du piston , u° 6a3
Dilatation égale et uniforme de tous les gai par les vapeurs, pour des dsgrés égaux de température , mesures sous une
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pression constante par le thermomètre à air ; coefficient de la dilatation pour chaque degré; ce coefficient, commun à tous ks fluides élastiques , n'est pas rigoureusement constant , quand la température est mesurée par un thermomètre à mercure; équation qui donne la pression en
* fonction de la densité et de la température ; calcul du rapport dé la pression à la densité , dans l'air parfaite-
« ment sec et dans l'air au maximum d'humidité, pour la température zéro , n^ 624 et 626
Équation d'équilibre d'une colonne verticale de l'atmosphère ; loi de la pression et de la densité ; on vérifie que le poids total de la colonne est équivalent à la pression inférieure ,
Mouvei|^|^ d'un ballon qui s'élève dans Tair , n® 627
Formule pSur lIP mesure des hauteurs par l'observation du baromètre ; le coefficient constant de cette formule s'accorde avec ^f^Êtoyenne d'un grand nombre de hauteurs mesurées tngPTométriquement , n^ 628
Modification qu'on doit faire subir à cette formule , d'après la remarque du n® 255, quand on veut la faire servir à calculer la hauteur d'un lieu ai^-dessus du niveau de la mer ; exemple de ce calcul , n^ 629
Formule moins exacte , mais plus simple que la précédente , et qui suffit aux usages ordinaires ; comment on peut substituer à l'observation du baromètre , celle du degré de l'ébullition de l'eau à différentes hauteurs , n^ 63o
Remarques relatives à la densité et à la force élastique ou tension des vapeurs ; formule oui donne la densité de l'air mouillé , d'après la tension delà vapeur qu'il renferme , et la densité de l'air parfaitement sec , u® 63 1
Comparaison de ^atmosphère aqueuse qui se formerait , si notre atmosphère n'existait pas, à la quantité de vapeur d'eau que notre atmosphère peut contenir , j^^ 682
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CHAPITRE VI. De la force élastiat^ et de la chaleur des gaz, «IP page 637
Cas 911 Ton a besoin de connaître les variations de la pression et de ta température d'nn gaz^ produites par celles de la densité , sans que la quantité de chaleur irarie , n* 633
Déûnition de la chaleur spécifique, soit à volume constant, soit à pression constante; équation aux différences par^ tielles d'où dépend la quantité de chaleur en fonction de la' pression et de la densité , n^ 634
Expérience propre à déterminer l'accroissement de température d'un gaz , correspondapt à une petite condensation sans perte de chaleur ; calcul numérique de cet accroissement de température , qui peut aussi se déduire de la vitesse du son , n® 635
Comment cet accroissement de température est lié au ra|vport des deux chaleurs spécifiques du gaz • valeurs différentes de ce rapport, données par Texpérience; on le regarde comme indépendant de*la température et de la pression dans l'air atmosphérique , n^ 636 et 6?7
Int^ration de l'équation du n"* 634 9 ^^^^ l'hypothèse de ce rapport constant ; lois de la pression et de la température en fonctions de la densité , quand la quantité de chaleur est invariable , n^ 638
Expression de la quantité de chaleur en fonction de la température et de la densité , dans l'hypothèse que la chaleur spécifique du gaz est indépendante de la température mesurée par un thermomètre à air ; chaleur spécifique en fonction de la pression ; application à l'air atmosphérique ; rapport des quantités de chaleur perdue , par un même volume d'air , sous différentes pressions ; ce rapport est confirmé par l'expérience , n** 639
Application des formules précédentes à la vapeur d'eau ; remarque relative aux machines à vapeur à hautes pressions,
n"^ 640 et 641
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Objet de VHjrdrosUUique; comment on y considérera les fluides , n® 574
Distinction entre les liquides, les fluides aériformes et les vapeurs y n" 5^5
Propriété caractéristique des fluides, que l'on prendra pour une donnée de Texpérieuce, et qui servira de base à THydroatatique » n® 676
Explication détaillée de cette propriété; définition de la pression rapportée à l'unité de. surCaice » n*** 677 et 578
Démonstration du principe des vitesses virtuelles dans l'équilibre d'un liquide , n* 679
Pression exercée par un fluide élastique , u® 58o
CHAPITRE IL Équations générales de FéquiUbre des JhùdeSy page Siy
Formation des équations générales, qui sont au nombre de trois, entre la pression intérieure et les forces données,
n~58iet582
Condition à laquelle ces forces doivent satisfaire, pour que l'équilibre sfît possible ; équation différentielle de la surface libre d'un fluide , no 533
Propriété de cette surface; définition des surfaces et des couches de niveau, n® 58i
Équilibre d'un liquide homogène soumis à des attractions dirigéeà vers des centres fixes , n® 585
Condition relative aux surfaces de niveau d'un liquide hétérogène ou d'un fluide élastique, n" 586
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Cas où les forces qui agissent sur les points d'un fluide sont leurs actions mutuelles; parmi ce^ forces, on ne doit pas tenir compte de celles qu'on appelle proprement^ôrce^ molé^ culaires,etqpx produisent la pression à laquelle on a déjà eu ^ard dans les équations générales de 1*H jdrostatiqttc ; ces équations sont nécessaires et suffisantes pour Féquilibre des fluides , n<> 588
Figure constante d'un fluide qui tourne autour d'un axe fixe, ou équilibre des forces qui le sollicitent et des forces centrifuges provenant de la rotation , • n** 689
Figure d'un liquide pesant , contenu dans un vase qui tourne autour d'un axe vertical, n^ 590
La figure eUiptique de révolution satisfait à l'équilibre d'un liquide homogène , tournant autour d'un axe fixe et soumis à l'attraction mutuelle de ses points en raison inverse du carré de la distance , pourvu que la vitesse de rotation ne dépasse pas une certaine limite; en deçà de cette limite il y a toujours deux aplatissemens de rellips6ïde, qui répondent à une vitesse donnée ; au-delà , la figure elliptique est impossible ; mais ce n'est que quand on suppose l'aplatissement très petit , qu'il est démontré que la figure elliptique soit la seule qui convienne à l'équilibre ,
Application des formules du numéro précédent; cas où le rapport de la force centrifuge à l'attraction totale , qui a lieu à l'équateur , est une très petite fraction , comme dans le mouvement de rotation de la terre', n® 692
Difllérence essentielle entre les couches de niveau dans ua fluide soumis à l'action mutuelle de ses différens points , et dans un fluide dont les points sont sollicités par des forces dirigées vers des centres fixes et donnés , nf 693
Équilibre d'un fluide dont les points s'attirent proportionnellement à leurs distances mutuelles ^ ' n"* 694
xxxij TABLE DES MATIÈRES.
tlieotic du son, dans la supposition du n® 653, ^ui con'» vient aux deux cas particuliers qu'on va considérer , n^ 667
Cas où l'aAr est contenu, dans un tuyau cylindrique ; le mouvement est le même que suivant la longueur d'une verge élastique ; comment les différens tons d'un instrument à vent peuvent servir à déterminer le rapport des chaleurs spécifiques à volume constant et sons une pression constante , pour les différens gaz que Ton fait vibrer dans cet instrument , n** 658
Propagation du son à Tair libre, dans le cas où le mouvement est semblable en tous sens autour du centré de l'é^ branlemej^ ; intégration , sous forme finie ,* de Téquation relative à ce mouvement*; détermination des deux fonctions arbitraires qu'elle renfermé, n^' 65g et 660
La vitesse de cette propagation est la même que dans un tuyau cylindrique ; intensité du son à une grande distance du lieu de l'ébranlement ; elle dépend , toutes choses d'ailleurs égales , de la densité de Tair en cet endroit; à quoi l'on doit attribuer, suivant Euler, la différence d'une syllabe à une autre , chantées avec la mémo force et sur le même ton , n** 661
Coexistence des sons dans un air ébranlé simultanément en plu&ieurs endroits, n® 66a
Réflexion du son sur un plan fixe , qui s'étend indéfiniment en tous sens , n^ 663
Calcul numérique de la vitesse du son dans l'air; comparaison du résultat 4e C6K;alcul ik celui de l'observation , n® 664
Différence entre les formules de la vitesse du son, données par r^ewton et par Laplace ; cause de la propagation du son dans les vapeurs au maximum de densité , n® 665
Vitesse de la propagation du son dans l'eau , n*'.666
CHAPITRE III. Du mouvement des fluides dans laie hjrpothèse particulière ^ P^ge 721
On explique en quoi consiste cette hypothèse, qni ne peut conduire qu'à une solution approximative ; elle est connue
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«ma la dénonuiiation d^hjpoihese du parallélisme des irmnches; elle réduit k problème à laMétermination de deox inconnues, savoir , la pression et la vitesse de chaque tranche, n^ 667
Fc^rmnlea qui feront connaître ces deux inconnues, en un point quelconque du vase d'où le liquide s'écoule par un orifice horizontal , lorsque l'on connaîtra la vitesse qui a Uea à cet orifice , il^ 668 et 669
Équations différentielles d'où dépend cette vitesse et la hauteur du niveau du liquide au-dessus de l'orifice , n° 670
Solution complète du problème^ et calcul de la dépense du fluide , dans le cas où le niveau du liquide est entretenu à une hauteur constante , n® 67 c
Gis où le niveau est variable ; application au mouvement de Teau qui sort d'un cylindre , par un orifice horizontal ,
n** 672 et 673
Etamen pardculier du cas où l'orifice est très petit; théolème relatif à la vitesse du fluide à cet orifice , horizontal ou incliné , n** 674 et 675
La dépense observée s'écarte beaucoup de celle qui résulterait de ce théorème , dans le cas de l'orifice en mince paroi ; explication qu'on donne de cette différence; contraction de la veine fluide ; augmentation de la dépense produite par un ajutage , n^ 676
Mouvement d'un fluide élastique qui sort d'un vase par un orifice , dans l'hypothèse du parallélisme des tranches ; vitesse de l'écoulement; cas où l'orifice est très petit,
n«* 677 et 778
Bdaiive à ^usage du principe des forces vives dans le calcul
des machines, en mouvement.
OligeC de cette addition , n° 679
Définitk>a des forces mouvantes et des forces résistantes ;
équation différentielle sufiEuante pour déterminer le mouve-
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ment d'ane machine; tnuulbrmatimi de cette équation, dans laquelle tes deux sortet de forceB sont distingaées Fane de Tautre , n^' 680 et 68i
Éqaation du principe des forces vives , sous la forme où on l'emploie dans le calcul des machines en mouveinent ; défi« nition de la quantité de trasHÙl élémentaire, du trawdl moteur et du travail résistani, n® 68a
Quantité de travail due à la chute ou à Tëlëvation d'un poids ; unité djmamiqtie; mesures d'une quantité de travail et d'une force vive quelconques , en unités dynamiques ,
Équations qui ont lien quand une machine part du repos et quand elle est parvenue à un état permanent; considération du frottement et des autres résistances ; effet gé-> néral d'une machine , n* 684
Définition et usage du volant dans les machines, n® 685
Effets nuisibles des chocs et des chàngemens brusques de vitesse dans les machines , n^ 686
La diminution graduelle de la force vive , due aux frottemens et aux résistances des milieux, peut aussi être produite par la communication d'une partie du mouvement aux supports de la machine ; exemple de cet effet ; ces diverses causes détruisent totalement la force vive , et finissent par réduire les machines au repos , quand les forces mouvantes ont cessé d'agir, n* 687
Notion relative à la quantité de travail d'un homme ou d'un animal marchant et portant ou traînant un fiurdeau , sur une route horizontale ou inclinée, n^688
Distinction des vitesses co|nmi|i|eA et des vitesses relatives des différens points d'une machine en mouvement , n® 68g
Transformation de la formule gënéiale du W* 53 1 , dans laquelle on distingue entre elles les différentes sortes de forces qui agissent sur les points d'un système quelconque, n^âgo
Application de cette formule transformée aux cas où l'on prend successivement pour les déplacemeus de ces points.
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ceoz.ijiii rëflaltent de leurg vitesses absolues , ^KS^^'^ V^ réndtent de leurs vitesses relatives , 11^691 et 692
Équation des forces vives dues aux vitesses relatives des points d'une machiiie ; équation rësultaute de la combinaison de cdie des forces vives dues aux vitesses absolues , et de celle des forces vives dues |iux vitesses relatives ; autre équation qui se déduit de la précédente dans un cas. particulier, et qu'on peut re^ardeir comme évidente en elle-même,
n*»» 693 et 694
Application de cette dernière équaidou au cboc d'un corps solide oootre un plan t et ^ 1* pression d'an corps pesant contre on plan animé d'une vitesse donnée , n® 696
Uage de cette même équation , pour déterminer la pression d'une veine fluide en mouvement contre un plan incliné ou perpendiculaife 4 sa direetion, en mouvement ou en repos y n** 696
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Supplément à V errata du premier volume.
Page itTÎ , lignes 7 et 8 , chemiat de fer , Usez ponts snspendns t3y ligne 4> les perpendicnliiires, //«es la perpendicnUire 17, 8,- x=o, /ûtfs jtssa
t57, ire en remontant,' be^ lisez |/Sc
t8o» 10, l'axe Oxy lues Taxe Dx
186» . a en remontant, UfJtUem r (étau les trois ëqnations).
348, 6en remontant, Cs^Ay/ûes C=sJA*
4 10, . 9 <n descendant , et 1 '• en remontant , ces C doit être ai
mëratenr, an lien d*étre an dëriominateor 4'7» ' 3» il lant exeepier la planète Mercure, dont PexceiUi
surpasse nn cin^îème.
4*9* ^^*» 5o^»|i^)7» /<<«* 5o*,a34a7 4^49 cos /, lisez sin /
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PRINCIPE GENERAL DE LA DYNAMIQUE
55o. Lorsqae des points matériels, soumis à des forces données, sont liés entre eux d'une manière quelconque, ils prennent, à chaque instant, des vitesses infiniment petites > différentes de celles que ces forces leur imprimeraient s'ils étaient libres. Ces forces étant connues, ces dernières vite&ses le sont aussi; et le problème général de la Dynamique consiste à en déduire, eu grandeur et en direction,
2 THAITÉ DE MÉCANIQUE,
les accroissemens de vitesse qni ont réellement lieu Sa solution dépend d'un principe très simple que Toc doit à D'Alembert ^ et d'après lequel od ramène to«1i|f let questions relatives a« monvemeiH^ à desimpbi questions d'équilibre ^ toujoui^ résolubles par les règles exposées dans le livre précédent.
Pour énoncer ce principe d'une manière précise j soient m la masse d'un des points matériels que l'on considère ^ et «r la vitesse que la force qui k sollicite lui imprimerait, s'il était libre, dans un temps t infiniment petit. Appelons qr l'accroissement de vitesse qui aura également lieu pendant ce même instant , et dont la direction différera , en général , de celle de la vitesse donnée ur. Fàr la règle du parallélogramme des forces, qui s'applique également aux vitesses (n* i^5), décomposons ur en deux autres vitesses , dont l'une soit qr , et l'autre sera représentée par pr. La force motrice appliquée au mobile aura le produit mu pour mesure ; celles qui seraient capables des vitesses qr et /r , auront pour valeurs mq et mpi et nous pourrons regarder la force donnée mu comme la résultante de la force mq. Il laquelle est dû l'accroissement de vitesse qui a réellement lieu , et de la force mp, dont l'effet est détroit parla liaison des points du sjrstème. Nous appellerons cette deiv nière la frrcè perdue.
Désignons par les mêmes lettres avec des accens , savoir, m', m', q\ />'; m", a", ^'r p"f etc., les quantités analogues vl m, u, q, p, qui répoodent aux autres p(Mnts du système. Quels que soient leur nombre et leur liaison mutuelle, il est évident que les forces
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perdue nq^^ m!p\ Hfi'ff^ otc«, devront se faire ëqui-* lîbfV*) car si cet équilibre nWait pas lieu , ces forces {Mt^ailraient de oerlaines vitesses iafioiaient petitef peadant rinslâat r^ et» par conséquent^ qx y q'r'^ f'V^ elc*y ne seraient plus^ contre l'hypothèse, les accroissemens de vitesse qui ont réellement lieu.
Cest eo cda que consiste le principe de I>'Alembert. Au- lieu des forces mp , m'p', V^'fl'f etc. y oo peut mettre I daiàs les équations d'équilibre du système <{ue l'oa considère , us quautités de mouvement mpr^ wfpW^ vnP^W ^ qui leur sont . pi^porfiocmelles , él alors on dit qu'il y a équilibre entré les quantités de mouvemeat infiniment petites^ peidues dans chaqM instant par tous les points du système , en verte de leur liaison mutuelle.
53i. On peut changer cet énoncé général en un i^tre qui sera souvent plus commode.
. Obserlfons^ pour cela; que mu étant la résultante de Pfiq et m/>, chacune de ces composantes^ la s^ conde par exemple , est aussi lia résultante de tnu ert de laulire composante mq ^ prise en sens contraire dé sa direction; en remplaçant ainsi chacune des forcvs perdues fièp ^ valpl^ ^V^ ^^'^ P^** ^^ àsiVCL forces dont elle est la résultante y iious voyons que le prindpe4e D'AIemberf revient à dire qu'il y aconstamment équilibre entre les forces- données j qui agissent sur tous les potttifS d'un système de points matériels en motH vemefilf et les forces auxquelles sont dus les accrois^ semeos iiifinimeni petits de vitesse qui ont Ken d chaque instant^ ces dernières forces étant prise» en sens contraire de leurs directions. On remplacera ^ si
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l'oQ veut j les premières forces par les quantités dé mouvemeat mur, m'u'r, ni'vl'Ty etc^ et les dernières par mqr , mfq'r, m"^'T, etc. , en donnant à chacone des vitesses q , q', q", etc. , une direction contraire à la sienne , et laissant k u, u', u''^ etc. , leurs propre» directions.
Ce second énoncé a l'avantage de conduire immédiatement k des équations entre les inconnues q , q', q", etc.^ et les données du problème , qui sont tes vi^tesses Uf u% u'\ etc. Ces équations résulteront , soit des conditions d'éfJuUibre, soit des liaisons qui au^ ront lieu , dans chaque cas , entre les points du sys-tème; elles seront toujours en même nombre que les coordonnées de tous ces points (n"" 34a) , et , conséquemment, en même nombre que les composantes des vitesses q, q', ^V ^te., parallèles aux axes de ces coordonnées ; en sorte qu'elles feront connaître , en grandeur et en direction , les accroissemens de vitesse de tous les mobiles à chaque instant; ce qui est, comme nous Favons dit, la solution générale du problème de la Dynamique. Remonter ensuite de ces accroissemens infiniment petits aux vitesses et aux coordonnées du mobile en fonctions du temps , est une question de calcul intégral. /
553. Lorsque les forces mq , infq\ m"^', etc. , auront été déterminées , si on les prend en sens contraire de leuis directions, et qu'on les compose avec les forces données niu , m'u\ mV, etc. , on aura les forces perdues mp , m'p, ml'p^'y etc. C'est à ces dernières forces que sont dues les tensions des fils , des verges élastiques et de tous les liens physiques qui
pényent exister entre les diffisrens points du système, ainsi que les pressions exercées sur les surfaces et les courbes données qu'ils peuvent être obligés de parcourir; et, d'après le premier énoncé du principe de D'Âlembert, ces pressions ou tensions se délermineront., dans l'état de mouvement de système y par les règles de la Statique appliquées aux forces perdues (n® 543).
• Pendant le mouvement,; une 'partie de la force donnée, qui agit sur chaque mobile, est donc employée à faire varier sa vitesse, et n'a aucune influence sur les pressions ou tensions dont il s'agit; et l'autre partie, qu'on regarde comme détruite ou perdue, produit ces tensions ou pressions, et n'influe nullement sur la vitesse. Lorsque le système est parvenu h, un état permanent dans lequel tous les points qui le composent se meuvent uniformément, la première partie de chaque force est nulle , et la force entière est détruite , c'est-à-dire , employée à produire les pressions contre les obstacles fixes, et les ten-^ sions des liens physiques , comme si ce système était en équilibre.
Supposons, d'après cela, qu'une corde soit en mouvement suivant sa longueur, et que des forces données agissent à ses deux bouts suivant ses prolongemens. Si ce mouvement demeure uniforme , les deux forces seront égales, et leur valeur commuiie exprimera la tension de la corde ; si , au contraire , les deux forces sont inégales, l'excès de la plus grande sur la plus petite sera employé à accélérer ou à retarder le mouvement de la corde , et sa tension aura
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pour mesure la partie de la plus grande force âi^ Iruite par la plus petite, oa égalé et contraire à celles ci. Par exemple, lorsqnW cfaeral tralne-un fardean atir ube route » et que le mouvement du système demeure uniforme, Teffort du cheval, parallèlement à la route, est égal au poids du &rdeau décomposé avivant cette direction , plus le frottement du fardeau contre la route; il est constant quand l'état de la route et son inclinaison ne varient pas; si%>n le suppose transmis au fardeau partie moyen de plusieurs cordons parallèles entre eux et à la route, Teffort total sera égal à la somme des tensions de fous ces cordons; et, dans la pratique, on mesure l'effort exercé suivant chaque cordon par l'extension d'un nessort interposé suivant sa longueur. L'inclinaison et l'état de la route ne changeant pas, si les efforts de l'animal augmentent ou diminuent, le mouvement du système s'acxrélère ou se ralentit, sans que les tensions éprouvent aucune variation. Lorsque la route est horizontale, le frottement insensible ^ et le mouvement uniforme , le cheval n'a d'autre force à développer que celle qui est nécessaire pour sa propre marche; il n'exerce aucun effort suivant les cordons attachés au fardeau, et leurs tensions sont constamment nulles.
553. Le principe de D'AIembert a aussi lieu rela-* tivement aux quantités de mouvement finies, perdues par des corps liés entre eux d'une manière quelconque, et sur lesquels on exerce des percussions simultanées , qui ne sont autre chose que des forces motrices agissant sur les mobiles avec de très
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{[Fttides intensitës et pendant de très courts intervalles de temps (n'' ia6).
Ainsi, snpposons qu'une force de cette nature agisse sar le point dont la masse est m, pendant un tenips fini, mais assez petit pour que le point m et tous les autres points du système ne changent pas sensiblement de position dans cet intervalle de temps. Représentons-le par i, et par U la vitesse de grandeur finie que cette force* impHmérait au point tn^ s'il était libre; et soit ausisi Q la vitesse qu'elle lui imprime réellement , de sorte qu'au bout dix tenips 6 il ae trouve animé de la vitesse qu'il avait auparavant , de la vitesse Q^ et de celle qui lui est communiquée, pendant le même temps, par des forces motrices qni peuvent agir sur le sytème, indépendamment des percussions. Décomposons la vitesse U en deur autres, l'une égale à Q^ et l'autre que je représenterai par F. Faisons des suppositions semblables à l'égard des autres points m', m", etc. , du système , et désignons , par rapport à ces points, par U', Q', F; U", Q", P?, etc.» les quantités analogues à U, Q » P* L'équilibre existera dans le système, soit au comnienceoàent , soit à la fin du temps e , entre les quantités de mouvement perdues /»?, m'P", m'T", etc.
En effet » décomposons la durée € des percussions en un nombre infini d'instans infiniment petits. Soient rTun de ces.instans, m^r, m'vV, m'Wr", etc., les parties infiniment petites de niP, wiT', in'T", etc., perdues pendant cet instant, et, comme précédemment, mpr, rnfp'r'f ?»"/?V', etc., les quantités infiniment petites de mouvement, provenant des forces
motrices, et perdues dans ce même instant. D'après renoncé du n^ 35o , ily aura équilibre, dans le système , entre ces deux groupes de quantités de mouyement ; chacune des équations relatives à cet équi* libre sera de la foriue :
AmtwT + k'm'^'r -|- AW^'V + etc.
B/wpT 4- B'myr + B"myV + etc. = o
en désignant par A, A% A", etc., B, B', B", etc., des coefficiens dépendans des positions des mobiles; et cette équation subsistera pendant toute la durée e des percussions. La somme des valeurs de son premier membre qui répondent à tous les instans de cette durée , sera donc égale à zéro ; mais , dans cette sommation, on pourra regarder les coefficiens comme invariables, puisque, par hypothèse, les positions des points m, m', ni\ etc., ne changent pas sensiblement pendant toute la durée des percussions ; de plus , les sommes des valeurs de m-xr , ml^'r^ rrl*ftafWy etc. , seront les quantités de mouvement mP , w!Y , m"P", etc. ; celles de mpr, m'pV, n/'p^Wy etc., pourront être négligées par rapport aux premières, parce ' que les effets des forces motrices, telles que des poids et des attractions dirigés vei^s des centres fixes ou mobiles, pendant les durées des percussions, sont généralement insensibles par rapport aux effets de ces autres forces ; par conséquent , nous aurons
AmP + A'm'P' + AWT" + etc. = o.
Il en sera de même à legard de toutes les équations d^équilibre du système, qift subsisteront toutes entre
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les quantités de mouvement pei^uës mP, rnlV^ mVy etc. ; ce qu'il s agissait de faire Toir.
A cause de rinvarîàbilité des coefliciens A ^ èi\ M^f etc., pendant la durée des percussions » ces équatioBS se rapportent indifféremment au comnience ment ou à la fin du temps e. Pour plus de commodité, on a supposé cette dui^e la même pour toutes ks percussions ; ce qui est permis évidemment , pourvu que € soit la durée la plus longue des percussions que Ton considère en même temps.
Ces percussions proviendront, en général, des chocs des mobifes entre eux ou contre des obstacles fibces. n pourra arriver que pendant le temps e, ces corps glissent un tant soit peu l'un contre l'autre ou contre ces obstacles ; ils éprouveront alors des frottemens qui leur enlèveront de certaines quantités de mouvement : or, on ne peut pas négliger ces quantités comme celles qui proviennent de la pesanteur et des attractions ; car le frottement est une force proportionnelle à la pression, c'est-à-dire, une force qui enlève aux mobiles, dans chaque instant, des quantités de mouvement infiniment petites , proportionnelles à celle que la pression pourrait leur imprimer dans le même instant ; d'où il résulte que les effets des frottemenSy pendant le temps e, peuvent être comparables à ceux des percussions. Ainsi , quand il y aura un glissement des mobiles pendant la durée des peraissions, il faudra établir l'équilibre entre les quantités de mouvement perdues par les frottemens et celles que nous avons représentées par mP , m'P', irtT^, etc. On pourra, si l'on veut, remplacer les vi^
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Je substitue cette valeur de d\f dans Féquation (i);
d*où je déduis ensuite
(mr — m'I) h ,
et, en intégrant ,
^ "^ {m+m')ir fi^^ "•" ^ '
c étant la constante arbitraire.
Si l'on multiplie par dt et qu*on intègre de nouveau , on aura l'espace parcouru par m sur son plan incliné ; mais cette valeur de i^ suffit pour montrer que son mouvement est uniformément accéléré ou retardé , selon qu'on a mF > m'I ou mF < n»'/. En vertu de l'équation </' = — v, le contraire a lieu à l'égard de m\
J appelle T la tension du fil auquel les deux mobiles sont attachés , laquelle est due à la force perdue à chaque instant par chacun de ces deux corps* Cette force motrice a pour valeur Tune des quantités de mouvement qui forment les deux membres de 1 équation (i), divisée par dt; par conséquent ^ on a
et , en mettant pour d\^ sa valeur précédente , il
vient
^ _ (/ + / ) mm'hg ^
{m + m) IV '
valeur qui se réduit à — .--, comme cela devait élre,
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dans le cas de mV z=z m'I^ qui est celui de Tequilibre. Quant à la pression exercée sur chaque plan incliné , elle est due à la composante perpendiculaire à ce plan, du poids du corps qu'il supporte i^ el là même que dans 1 état d'équilibre.
355. La constante c est la vitesse initiale de m; û les deux corps sont partis de Tétat de repos, on a c=o; mais si Fun d'eux, ou tons les deux f ont éprouvé une pei*cussion à Toriginé du mouvement, il faudra en déduire leurs yitessès initiales.
Supposons donc qu'à Torigioe du mouvement le^ mobiles m et mf ont éprouvé simtiltanément des per^ CQBsions qui auraient imprimé, suivant les proloil*^ gemens du fil auquel ils sont attachés , une vitesse a à tous les points de m , et une vitesse a* à tous les points de m'y si ces deux corps eussent été libres. Comme leurs vitesses initiales sont c et — é?, il s^snit qu'à cette origine les quantités de mouvement perdues ont été, en grandeur et en directicfnV iii(a— -c) et m'(a'-f-c); pour qu'elle» se &4ftit équilibre > d'après le n* 353^ il faudra qu'elles soient ^ales; on aura dobc
d'oii Ton tire
ma — m'a
C ss • - ■•
La percussion que ]fe fil a subie à cet instant , suivait chacun de ses prolongemens , est du^ à l'une, où Tautre de ces quantités de mouvement perdues, dont
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la valeur commune est
mm' (a -4- ^) .
eo sorte que la percossion initiale du fil est la même que s'il était sospènda verticalement à un point fixei et qu'un corpe attacbé à son exirëmitë inférieure fût firappéy dans le sens de la pesanteur^ par un second corp# animé de Mtte quantité de mouvement et qui $e réunit an premier.
356. Au Heu de deuit corps pesans^ on en pour^ r^t aonsidérer trdis oui un plus grand nombre > posés sur une suite de plana indinés, et dont chacun se-* raitlié-au suivant par un fil inextensible : le nKWh Yemeiit de qe systàne de oorps serait de la mêm;? Mture et se déterminerait de la même manière, que pcéfcédemnent. •
On petit aussi remplacer ks deux corps que Ton VMEt de considérer ^ par une chaîne pesante ^ posée sur tes d0ux plans inclinés. En la supposant homo^ g^lb et d'une épaisseur qonsti(nte , et désignant, au boiit du temps t ^ par a? e\:a^ les longueurs de ses deux parties, leurs masses seront entre elles comme ces quantités, de sorte qu'il faudra d abord remplacer, dans l'équation (i~), m et m! par x et x\ De plus, pendant l'instant ^, la première de ces deux parties augmente de l'élément dx ^ qui prend la vitesse (^ commune à tous ses points; pour cette raison, la quantité de mouvement perdue par cette partie sera diminuée d'une quantité positive ou négative, et égale à w£r. Par une raison semblable, la qnan^^ tité de mouvement perdue par la seconde partie
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de la cbatoe pendant le même instant ^ deyra être di« mîooée d'une quantité égale à s/dx^ : il faudra donc , en outre ^ retrenclier pdbr et i^(£r^ du premier et du «eond meral>re de cette équation (i% qui deviendra, 00 cette maiii^fe, '
x{^dt^â^^vdx^3if(^dt^ds/^^f/daf.
Si Ton appelle X la longueur constante de la chaîne entière, on aura
X '^ ai tsz Xf dx + dx'sco;
les vitesses i^ et (/ de ses deux parties seront d'ailleurs
^ dx , d^
^ ~ di' ^ — di *'
d*oèi il fésuhe dx'sss'^dx et wh: = i^'dx^; et, en élinmumt y'et dv^ de Téquation du mouvement, il vient
on Ton a fait, pour abréger.
L'intégrale complète de cette équation linéaire est
en désignant par e la base des logarithmes népériens, et par a et b les deux constantes arbitraires, dont on déterminera les valeurs d'après celles de x et
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2? 9 qui répondent à ^ = o. Lorsque toute la chaîne se
trouvera sur un même plan , c est-à-dire , lorsque la différence a:— x' sera devenue égale à d= A , ^e mouvement changera de nature, et deviendra yniformeT ment accéléré.
Pour que la chaîne demeurât en repos , il faudrait qu'on eût a=zoetb=io; d'où Ton conclut
ce qui fait voir que dans l'état d'équilibre les deux parties x et x' de la chaîne sont entre elles comme les longueurs l et F des plans inclinés sur lesquels elles sont posées; en sorte que ses deux extrémités se trouvent dans une même droite horizontale. Réciproquement, si cette condition est remplie k un insftant déterminé, et qu a cet instant les points de la chaîne ne reçoivent aucune vitesse, l'équilibre aura lieu ; car la proportion
donnant fTTf P^^^ ^^ valeur de x, on aura, à l'instant dont il s'agit,
ae + oe z= o;^
et la vitesse étant supposée nulle, on aura, en même temps,
j- = acte — bae = o ; d'où il résulte a = o et 6 =: o*
357. Pour second exemple de lapplicatioD da principe général de la Dynamique ^ considérons le mouvement de deux points matériels soumis à leur repulsion mutuelle ; et , pour réduire la question au cas le plus simple, supposons qu'on ne leur imprime aucune vitesse initiale, perpendiculaire à la droite qui va de l'un à Tautre; en sorte que leurs mouveraens aient lieu sur une même ligne droite , donnée de position.
Soient m et m' leurs masses ; au bout du temps t , désignons par x et x' leurs distances à un point fixe , pris sur cette ligne , et par p et / leurs vitesses , de sorte qu'on ait, à cet instant,
dx , djf
En même temps, soit R la force répulsive agissant en sens opposés sur m et m', et qui tendra , pour fixer les idées , à augmenter la distance x' et à diminuer la distance x. Pendant l'instant dt, cette force mo-*
trice imprimera une vitesse — - ^ la masse m'; et,
comme l'augmentation de vitesse de m! est réellement é/p'y il s'ensuit que sa vitesse et sa quantité de mouvement perdues pendant cet instant seront
—; dif' et l^t — m'dif'. La quantité de mou va-
fis
ment perdue par m, dans le même sens et dans le même instant, sera aussi — Kdt — md^'. Or, ces deux points matériels étant d'ailleurs entièrement libres, il faudra, pour Féquilibre de ces quantités de raoutei&ent > qu'elles soient séparément nulles ; 2. a
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par coDsécjuent , on aura
mdi^ + ïidt = o , m'dv^ — Kdt = o.
Soit r la distance comprise entre les deux points matériels m et m\ de sorte qu'oui ait
ûc' — a: =z r, dx' — . ^x =i dr.
A cause de dx = i^dt et dx' = i^'dt , on tirera des équations précédentes
jBn intégrant et désignant par c et c' les deux constantes arbitraires y on aura donc
La force R sera une fonction donnée de r; on pourra donc obtenir l'intégrale fKdr exactement ou par approximation ; et si l'on désigne par a la valeur de r a l'origine du mouvement ^ et qu'on suppose cette intégrale nulle quand r= a, sa valeur, à un instant quelconque y sera une fonction de r et a que je représenterai par y(r, a). Soient aussi a et a' les vitesses initiales de m et m^; on aura, à la fois,
r=zùL, y(r, a) = o, (^ = a, if's=zaf,
et, conséquemment 9
c = ma -|- m'a', c' z=^ma* + m'a'* j d'où il résultera, à un ingtant quelconque,
mif + mV = ma -|- m'a\
mv* 4- mV* = 2/'(r, a) -|- ma* -f- m
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Ces dernières équations feront connaître, à chaque instant, les vitesses des deux mobiles en fonctions de leur distance mutuelle : on en conclut que toutes les fois que cette distance redeviendra la même , les carrés v* et t>'' reprendront aussi lés mêmes valeurs, et que chaque mobile reprendra une ^ale vitesse, dans le même sens ou en sens con-* traire.
Connaissant ^ et v' en fonctions de r, on aura
dt z=z -jt — ,
pour déterminer, par une nouvelle intégi^ation , la valeur de t en fonction de r/ ou réciproquement. D'ailleurs, en multipliant la première des équations ( i) par dif intégrant et désignant par b la constante ar* bltraire, il vient
ma: + nixf=^{ma'\-' m'a') t-{^b.
On connaîtra h d'après les positions initiales des deux mobiles; et cette équation, jointe à x^ — a: = r, fera connaître leurs positions à un instant quelconque , c'est-à-dire , les valeurs de a: et j/ en fonctions de r ou de /; ce qui sera la solution complète du problème.
Si l'action mutuelle des deux mobiles était attractive, il faudrait changer le signe de R, et par suite celui de f{r, à), dans les formules précédentes. Si cette force était une répulsion à certaines distances , et une attraction à d'autres distances, on prendrait pour R une fonction de r qui changerait de signe
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dans retendue des valeurs de la Tafiablei Dans fbus les cas ; il résulte de rëquation précédente que 1 ac<r lion mutuelle xles deux mobiles n'altèi^ pas le mou-^ vement de leur centre de gravité; car son premier membre , divisé par m + '^^ exprime la distance de ce centre à l'origine fixe des x el x' 'y en sorte que le mouvement du centre de gravité est uniforme et indépendant de la force R.
358. Les équations (i) conviennent aussi au mouvement de deux corps solides ^ de grandeur quelconque y soumis à la fofce 1^ , et dont les masses sont m et ni 9 pourvu qu^ les vitesses de tous les points de ces deux corps soient constamment parallèles à une droite donnée. Cette force R.^ répulsive ou attractive, Igexki alors provenir d'un ressort qui ^se dilate ou se contracte entre les deux mobiles contre lesquels il est appuyé par ses extrémités ; ou bien encore , on peut supposer que la force R provient d'un fluide élastique qui se développe entre ces deux corps ^ et les repousse en sens contraire l'un de Tautre.
Ce dernier cas est celui du mouvement du boulet et du canon , pendant que le premier parcourt Vdme de la pièce. On prendra alors pour m la masse du boulet, et pour wt celle du canon. Il faudra, pour faire usage des formules précédentes , supposer que la totalité de la poudre se réduit en gaz à l'origine du mouvement. La longueur de la charge sera la distance initiale a des deux mobiles; et quand cette distance sera devenue r, la force R exprimera la pression que le gaz, ainsi dilaté, exercera sur chacun de ces deux corps. Il faudra, en outre, faire une suppo-
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«lion sur la valeur de R en fonction de P. Or , si la température du gaz deioâeHrait constante pendant sa dilatation , la force R , d'après la loi de Mariotte, serait en raison iiivers^e des espaces qu'il occuperait dans rintériepr du canon. Soit donc k la pressiop rapportée à Tunité de surface p exercée par le gaz à llnstant où la poudre vient de s enflammer et où il occupe encore le même espace que la charge. Désignons par cû la section de la charge perpendiculaire à sa longueur, qui est aussi la section intérieure de la pièce; ic? sera la valeur de R à Torigine du mouve-* jnent; et, dans le cas de la température constant!^ on aurait
à, rinstant qui répond à la distance r des deux mobiles; car, à ces deux époques, les espaces occupés par le gaz sont entre eux comme les longueurs a et r.
Cette expression de R est celle qu'on a générale* ment adoptée , quoiqu'elle soit fondée sur deux hypothèses inexactes : la totalité de la charge ne se réduit pas en gaz ayant le départ du boulet; et pendant sa dilatation dans Tàme de la pièce , le gaz formé doit .éprouver de très grandes diminutions de température, liais ces deux causes influent en sens contraire sur le décroissement de la valeur de R : la seconde tend évidemment à rendre ce décroissement plus rapide , tandis que Tefiet de la première doit être de le ralentir, à raison des nouvelles quantités de gaz qui vîent^ nent successivement s'ajouter à la quantité initiale.
aa TRAITÉ D£ MSËGAlflQUE.
On suppose qae ces deux causes contraires se corn*» pensent à peu ppes , et Ton £iit abstraction de Icgar influence, sur l'expression dç R en fonction de r.
Cela étant 9 d'après la valeur de R qu'on vient d'écrire, on aura
en observant que l'intégrale fi^T^ ^\ est supposée nulle pour r = et. On regarde comme nulles les vitesses initiales du boulet et du canon (^) ; en faisant donc a=:o et a'=: o dans les équations (i)^ et y substituant cette valeur àe f(r^ a), nous aurons
mv + 1» V = o , mv^ + /Il V* = a A-oia log -;.
Soient / la longueur de l'âme, Y la vitesse du boulet à la bouche du canon , V la vitesse corres^ pondante du recul; on aura, à la fois,
et l'on déduira des équations précédentes
m{m'^' m') ^ et '
ce qui fera connaître la vitesse de projection V^ Abstraction faite du signe, celle du recul sera égale
à cette vitesse V multipliée par le rapport —,.
(^ Voyez IVxamen de ce point de la question dans le ai* cahier du Journal de V École Polytedlmique, page 191.
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En égalant à zéro la différentielle de Y* par rapport k et, on déterminera la longaeor de la charge qui répond , toutes choses d'ailleurs égales , au maxir mwn de la vitesse de projection. On a, de cette manière,
»og^ = i;
et comme ce logarithme est népérien, il s'ensuit qu'en désignant^ à l'ordinaire, par e la base de ces logarithmes , on aura lz=: eet; de sorte que la valeur de a dont il s'agit surpassera un peu le tiers de la longueur / de la pièce.
359. La masse mf comprenant celle de la pièce et de l'affût, est toujours très grande par rapport à celle du boulet; en réduisant donc à m' le diviseur m -{- m' de la valeur de V% on aura sim-i plement
Pour foire usage de cette formule, il sera néces-f saire de connaître la constante kj qui représente la force élastique de la poudre réduite en gaz ^ à l'instant de sa plus grande intensité. Soit , pour cela , D la densité de la poudre dans son état naturel ; la masse de la charge sera Dcocl ; en supposant son poids égal au tiers du poids du boulet , on aunii, donc
m = SDû^a ;
et l'on tirera de Téquation (2)
s4 tRAITÉ DE MÉCANIQUE.
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a log -^
^ et
Cette quantité k sera la pression maxima du gaz de la poudre, rapportée à Tunité de surface; pour la comparer à la pression atmosphérique, soient «29* cette autre pression , ^ la hauteur barométrique , jK la demité du mercure , et g la gravité ; on aura
épient aussi M le module des tables de logarithmes ordinaires, et A le logarithme de - pris dans ce» tables, de sorte qu\>n ait
il résultera de ces yaleurs
k _ 3MDV»
A la température ordinaire d'environ i8', je prend» pour les densités de la poudre et du mercure
D = 6,8335, )x= 13,548; pu a aussi
g = g^SoSgô, h = o-",76;
çX à cause de
la formule précédente deviendra
Dans le cas d^ la pièce de 24 , chargée au tiers du poids du boulet y on a
et il en résulte
k = ii42.<w. .
Relativement à la pièce de 1 2 , on a de même
oe qui donne
Al = 1187. «Zy.
En prenant la moyenne de ces deux valeurs de X:^ qui devraient être égales si la théorie était rigoureuse et que les données fussent exactes, nous aurons donc
k = ii65.czr.
• Telle serait la valeur de k qu'il faudrait employer dans la formule (2); mais cette expression de V^ ne peut être regardée que comme une formule empirique , d abord li raison des hypothèses sur lesquelles elle est fondée 9 et, en outre, parce que dans le calcul direct, du mouvemÎE^ du boulet dans l'âme de la pièce , il aurait fallu avoir égard k la masse de la poudre réduite en gas. En même temps que ce fluide pousse en sens opposés le' boulet et le canon , une partie de la force qu'il développe est employée à transporter sa propre masse, qui n'est pas négligeable par rap- {>ort à celle du projectile; et l'on conçoit qu'il en doit résulter une vitesse de projection moindre que si , la force élastique de la poudre restant la même ,
sa masse était insensible, comme le suppose l'analysé, précédente. Cette remarque , due à Lagrange, prouye la nécessité de considérer à la fois les mouvemens de la poudre et des deux masses m et m'y pendant que le boulet est dans la pièce; mais alors la question se complique y et la difficulté du calcul ne permet guère d'arriver à aucun résultat utile pour la pratique. C'est donc à l'expérience qu'il vaudra mieu^it recourir pour déterminer les vitesses de projection des corps lancés par les bouches à feu. Indépendamment de la considération des portées, que nous avons déjà indiquée (n* 216), il existe un autre moyen d'obtenir ces vitesses, dont il sera question dans un des chapitres suivans.
36o. Appliquons encore le principe de D'Alerabert au cas le plus simple du choc des corps , et supposons qu'il s'agisse de deux sphères homogènes , dont les centi^s se meuvent sur une même ligne droite , et dont tous les points décrivent des parallèles à cette droite.
Soient m et m! les masses de ces deux corps; désignons par (^ et (^Meurs vitesses, lorsqu'ils commencent à se toucher, c'est-à-dire , au premier instant da choc : (^ et t^' seront de même signe ou de signes contraires, selon que les deux mobiles iront à la suite ou au-devant l'un de l'autre. Dans les deux cas , nous regarderons la vitesse (^ comme positive; et, après le choc, la vitesse de chacun des deux mobiles sera po-* sitive ou négative , suivant qu'elle sera dirigée dans le sens de cette vitesse de m avant le choc ou en sen^ contraire.
Quelque dors que soient les deux mobiles, ils sont toujours plus ou moins compressibles; à raison de la différence de leurs vitesses if et i^', ils vont donc se comprimer, en s'appuyant l'un contre lautre; et^ pendant cette compression , la vitesse de Fun des deux corps, de m^ par exemple, diminuera par degrés infiniment petits , et celle de m' augmentera de méme^ jusqu'à ce que ces deux vitesses soient devenues égaleSé Or, à partir de cet instant , il y aura deux cas distincts à considérer.
I *• Si les deux sphères sont entièrement dénuées d'élasticité, elles cesseront d'agir l'une sur l'autre à Hnstant où leurs vitesses se seront ainsi nivelées, et continueront de se mouvoir avec une vitesse commune , en restant juxtaposées et conservant les formes que la compression leur aura données.
• tT. Si , au contraire , les deux sphères sont élastiques, elles tendront à reprendre leur«€orme natu<^ reile; en y revenant, et s appuyant toujours Yanfà contre l'autre , la vitesse de m continuera de décroître graduellement, et celle de m^ continuera d'augmenter : il y aura enfin un instant où ces deux corps se sépareront, et ce sera la fin du choc. Or, dans le cas d'une parfaite élasticité, on suppose que la seconde partie du choc est tout-à-fait semblable à la première; qu'à la fin du choc , les deux corps ont repris exactement leur forme sphérique, et une vitesse commune à tous les points de chacun d'eux ; et que , pendant sa seconde partie, ils perdent ou gagnent des quantités de mouvement égales à celles qu'ils ont déjà perdues pu gagnées pendant la première.
a8 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
Le problërne du choc de deux sphères né présenterait aucune difficulté nouvelle, et rentrerait dans celui du n° 55j, si leurs rayons étaient infiniment petits. Pour le résoudre complètement, lorsque leurs rayons ont une grandeur finie , il faudrait avoir égard à la propagation du mouvement*dans leurs masses , ^(.déterminer l'état des deux corps à un instant quelconque de la dufée du phénomène; ce qu'on peut regarderjicomme impossible , dans Tétat actuel de la science. Nous admettrons donc les suppositions qu'on .vient d'expliquer comme étant les données de la question dont nous allons nous occuper ; et en combinant ces données avec le principe de D'AIembert, appliqué aux quantités de mouvement dé grandeur finie, il ne s'agira plus que de déterminer les vitesses des. deux sphères à la fin du choc, d'après leurs masses et leurs vitesses pnmitives, soit quand ces deux corps tont entièrement dénués d'élasticité, soit ..quand ils sont parfaitement élastiques. Il n'y a que les corps mous qui n'aient pas d'élasticité sensible; la plupart des corps €&nr ' reviennent à leur forme primitive , lorsqu'ils ne sont pas brisés par lé choc. 56 1. Dans le cas des corps mous, soit u la vitesse après le choc, laquelle est commune aux deux sphères; la vitesse perdue par m sera i^ — w, et la vitesse gagnée par m' sera w— p'. Si donc ces deux corps allaient au-devant lun de l'autre avec ces vitesses v—^u et M — i/, il faudrait , d'après le principe du n*' 555 , qu'ils se fissent équilibre ; ce qui ^xige(n' 127) que les quantités de mouvement correspondantes à ces vitesses soient égales. Nous au-
rons donc
d où l'on tire
pour la valeur de u qu'il s'agissait d'obtenir. *
Si m' est en repos ayant le choc , et qu'à raison de isa densité , cette masse soit extrénienient grande et conune infinie^ par rapport à m, on aura sensiblement a = o. La masse m! représentera aloi*s uû obstacle fixe ; et le corps , dénué d'élasticité > sera réd^t au repos par le choc contre cet obstacle.
On appelle f^rce vwe d'un point matériel , ou f plus généralen^t^ d'un corps dont tous les points ont la naênie vitesse , le produit de sa masse par le carré de cette vitesse. La somme des fonres vives de m éL ni est donc ms/ + wls/^ avant le choc , et mu^ + wlu^ après le choc. Or, il résulte de la îom mule (a) que la seconde somme est toujours moin-^ dre que la première ; car, sad^ altérer leur diflférencî^
on peut en retrancher la quantité
2w(mp + /nV — mu — m!u) ^
qui est nulle, en vertu de l'équation (a)} et cette différence devient alors
m {y ~ uY + m' (u — iO% qui est une quantité positive.
3o TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
II y a donc toujours perte de force vive dans le choc de deux sphères dont la matière est dénuée de toute élasticité ; et cette perte est égale y comme on voit, à la somme des forces vives dues aux vitesses Sf — u et u — s^', perdue et • gagnée par ces deux corps. Ce résultat est un cas particulier d'un théorème général qui est dû à Camot, et que nous démontrerons par la suite.
56^. Dans W première partie du choc, c'est-à-dire, jusqu a l'instant de la plus grande compression , les deux sphères se comportent toujoui^ de même, quel que soit leur degré d'élasticit<? ; en sorte que la vitesse u qu'on vient de déterminer, est toujours ^le qui leur est commune à cet instant. Pendant cette première* partie , la diminution de la vitesse de m et l'augmentation de celle de m' sont donc s^ — u et u — t^. Or, si ces deux sphères sont parfaitement élastiques, m éprouvera , dans la secondie partie du ^oc, une seconde diminution de vitesse égale à la première, et, conséquerament, sa vitesse à la fin du choc sera \f — 2 (y — m) ou 3W — sf. En même temps, m! éprouvera une seconde augmentation de vitesse égale à « — i^', et sa vitesse finale sera i^' + 2 (w — s/) ou 2W — /. Si donc on appelle V et V les vitesses de m et m', après le choc , on aura
V= 2W — t^ , V = Qtt — p' ;
la valeur de u étant toujours donnée par la formule {a).
En retranchant ces vitesses l'une de l'autre, on a
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€6 qui montre que dans ce choc la vitesse relative des deux mobiles change de signe et conserve la même grandeur.
Si la masse m^ est regardée comme infinie, à raison de sa densité , par rapport à la masse m, et qu'on ait p' :?= o y on aura u t=: o , et , par conséquent, V = — p; d'où il résulte que quand une sphère, donée d'une élasticité parfaite, vient frapper un obstacle fixe, elle est réfléchie avec une vitesse égale etvcontraire à celle qu'elle avait avant le choc. S'il s'agit, par exemple, d'une sphère pesante, qui tombe dans le vide, sur un plan horizontal et inébranlable, elle devra remonter à sa hauteur primitive.
La somme des forces vives sera la même avant et après le choc, ou , autrement dit, on aura
niif^ -f- iwV* = m {2U — vy -H m\2U — v^')* ;
équation qui se réduit à
^(mu + m'w — mu — mV) = o , .^.
et qui est identique, en vertu de la formule (a).
Il n'y a donc aucune perte de force vive dans le choc de d^ux sphères parfaitement élastiques; et ce. résultat , comme celui que présente le choc de deux sphères non élastiques, est compris dans im théorème général , qu'on démontrera aussi dans un autre chapitre.
Si l'on suppose m'=m, on aura
U y a donc échange de vitesse dans le choc de deux
sphères parfaitement élastiques , dont les massés sont égales; et si l'une des deux est en repos avant le choc y lautre demeurera en repos après le choc, et la première prendra la vitesse primitive de la seconde.
Il suit de là que si l'on a une série de billes égales en masse , et dont les centres soient ranges en ligne droite; que la première soit seule en mouvement, et que sa vitesse, qui sera désignée par i^, soit dirigée suivant cette droite et du côté des autres billet; cette première bille sera réduite au repos en choquant la deuxième ; celle-ci prendra la vitesse v, avec laquelle elle ira choquer la troisième , et sera ensuite réduite au repos; la troisième prendra la vitesse i^, qu'elle perdra en choquant la quatrième ; et ainsi de suite y jusqu'à la dernière, qui conservera la vitesse </• Après cette suite de chocs, toutes les billes seront doue en repos, excepté la dernière , qui se trouvera animée de la vitesse que la première avait primitivement; et comme ce résultat est indépendant de la grandeur des intervalles compris entre les billes consécutives, il est naturel d'en conclure qull aura encore lieu quand ces intervalles disparaîtront, et que les billes , choquées par la première , seront en contact.
Ainsi, lorsqu'une série d'un nombre quelconque de billes parfaitement élastiques, en repos, juxtaposées, égales en masse, et dont les centres sont en ligne droite, sera choquée par une autre bille élastique, égale à chacune d'elles, et en mouvement suivant la ligne des centres, celle-ci se réunira à la série qui
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demeurera en repos , excepté la bille placée à l'autre extrémité y laquelle se détachera seule avec la vitesse de la biUe choquante : c'est ^ en effet, ce qu'on a soufrent l'occasion de vérifier, avec des billes de biUard, par exemple.
En général , les lois du choc des corps sphériques, mous ou durs , qui sont les conséquences des h jpo-thèses du n"* 36o, ont été confirmées par de nombreuses expériences, faites sur des billes ^égales ou inégales, de même matière ou de matière différente, et dont les vitesses avaient entre elles diffé«^ rens rapports.
364 • ^ mouvement du centre de gravité d'un système de corps n'est jamais altéré par le choc ou toute autre action mutuelle des mobiles. On démontrera par la suite , dans toute sa généralité , cette importante proposition, dont on a déjà vu le cas le plus simple dans le n® 557 , et qu'on peut aussi vérifier dans le choc des corps sphériques, mous ou par^ &itement élastiques.
Pour cela, soient x et x\ au bout du temps ^, les distances des centres de m et m' à un point fixe de la droite sur laquelle ils se meuvent. Soit aussi, à cet instant , x^ la distance au même point du centre de gravité de m et rri\ nous aurons (n* 65)
(m -f- vfi)x^ = mx + nixf.
On en déduit , en différentiant ,
dm
équation qui fera connaitre la vitesse -j-' du centre
de gravité, correspondante aux vitesses des deux sphères. Or, avant le choc , on a
dx dx f
et^ conséquemaient ,
dx^ ^_^ mv '\^msf dt "^^ m + m* *
Après le choc, on a
dx dx'
Tt '^ dt — ^'
dans le cas des corps mous , et
dx dx ,
5r = ^"•~ ^' -rfr = ^«- ^»
dans le cas des corps élastiques. En substituant successivement ces valeurs dans l'équation (ô), et ayant
dv
égard à l'équation (rt), on en déduit -^ = u dans
les deux cas; ce qui est la même valeur qu'avant le choc, en vertu de cette équation (a). Par conséquent, le choc de deux sphères ne change rien au mouvement de leur centre de gravité.
Comme la vitesse de ce point est toujoure la somme des quantités de mouvement des corps, divisée par la somme de leurs masses, cela revient à dire que dans le choc de deux corps sphériques, mous ou élastiques, la somme des quantités de mouvement
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ne change pas, en ayant égard , dans cette fiorome , aux signes des vitesses.
Si la vitesse s/ de ni est nulle , et que cette niasse soit très petite par rapport à m, la quantité de mon* yement imprimée à w! et enlevée à m^ sera, à très peu près 9 ntV ou j3mV, selon que ces corps seront dénués d'élasticité ou parfaitement élastiques.
365. Jusqu'à pr^nt; on a assimilé la résistance des fluides à une suite de chocs du mobile contre les molécules du milieu qu'il traverse ; quoique , selon laoi , la théorie de la résistance fondée sur cette considération doive être abandonnée, il est bon , cependant, de l'expliquer ici en peu de mots.
Supposons que le mobile soit un cylindre droit qui se meut dans le sens de sa longueur. Soit ca Taire de sa base , perpendiculaire à cette dimension et à la direction du mouvement; soient aussi m la masse du mobile, et p la densité du fluide, liquide oo aériforme, dans lequel il se meut. Au bout du temps £, appelons v sa vitesse, et x la distance de sa base antérieure à un point fixe, pris sur la perpendiculaire à ce plan, de sorte qu^on ait dxz=:iSHit. Dans l'instant dty cette base parcourra l'espace dx\ le mobile frappera donc tous les points matériels du fluide, compris dans une tranche dont la base est 0»^^ la hauteur dx , et la masse fœdx. Or, on considère tous ces points comme isolés et n'ayant aucune action sur le flnide environnant; et, dans cette hypothèse, on (>rend pour la diminution de la quantité de mouvement éprouvée par le mobile pendant cet instant dt^ le produit de sa vitesse v et de la masse frappée
^ùùdXf oa le double de ce produit, selon que Ton compare ce choc à celui des corps dénués de toute élasticité, ou qu'on l'assimile au choc des corps parâdtement élastiques. La première valeur 9fodx est celle qui s'écarte le moins de l'expérience ; en l'adoptant donc , et observant que mdif éproujre la variation de la quantité de mouvement de la masse ntp dans l'instant dt^ nous 'aurons
md\f = — ifpcêdx;
^ et en mettant pour ^Er sa val|pr i^dt , et divisant par di , il en résulte
du
pour la force motrice provenant de la résistance exercée sur une surface (Jane, perpendiculaire à la direction du mouvement.
Cette r^istance est , comme on voit , proportionnelle à la densité du fluide , à la surface sur laquelle elle s'exerce, et au carré de la vitesse du mobile. En appelant h la hauteur due à cette vitesse , et g la gravité , c'est-à-dire , en faisant i^ = agk , sa va* leur devient agpû^h ; en sorte qu'elle est égale au poids d'un cylindre du fluide qui aurait pour base la surface perpendiculaire à la direction de la vitesse , et pour hauteur le double de celle dont un corps pesant devrait tomber dans le vide , pour ac* quérir cette même vitesse.
Si la direction du mouvement n'est pas perpendiculaire à la surface plane qui éprouve la r&is-
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tmce y on décompose la vitesse du mobile en deux autres , Tune perpendiculaire , et l'autre parallèle à œ plan; on suppose que la vitesse parallèle ne donne lieu qu'à un frottement dont on fait abstraction , et que la résistance proprement dite est la même que si la vitesse normale existait seule : c'est pourquoi l'on substitue cette composante à la vitesse V dans la valeur précédente de la résistance ^ (jui devient alors peav^ cos' i ; i étant l'angle que Eût la normale à la surface eo^ avec la direction de la vitesse v.
366. En admettant c^ résultat , et l'étendant aux élémens infiniment petits des surfaces courbes, on en conclut , par le calcul intégral , la résistance éprouvée par un corps solide de forme quelconque. Pour plus de simplicité , supposons qu'il s agisse d'un solide de révolution , dont tous les points décrivent, avec la vitesse v , des parallèles à son axe de figure. Soient ÂB cet axe (fig. 1'''), et AMB sa courbe génératrice ; prenons cet axe pour celui des abscisses ; et appelons a: et ^ l'abscisse CP et l'ordonnée PM d'un point quelconque M de cette courbe. Supposons que la plus grande section du solide , perpendiculaire à l'axe de figure, soit celle qui répond an point C ,, origine des coordonnées, et que Q) soit , en conséquence , la plus grande ordonnée de la courbe AMB. Le mouvement ayant lieu de B vers A y la portion de la surface qui éprouvera la résistance du milieu sera celle qui répond à la partie ttM A de cette courbe. Soit ds l'élément difierentîel de cette courbe au point quelconque M ; on
aura
pour le cosînns de Tangle que la normale en ce point, fait ayec Taxe des x, c'est-à-dire, avec la direction du mouvement ; et cet angle sera le même dans toute l'étendue de la zone engendrée par ds en tournant autour de AB, dont la surface est 2'9rjrds. Chacun des élémens plans de cette zone éprouvera donc une résistance normale qui sera égale au produit de cet élément , multiplié par p v^ cos* L En •décomposant cette force en* deux autres, Tune perpendiculaire et lautre paraDèle à Faxe ÂB, il est évident que les composantes perpendiculaires à AB se détruiront deux à deux ; d'ailleurs, chaque composante parallèle k AB aura pour valeur la r&îstance nonnale à la zone, multipliée par cos i; par conséquent, la somme de ces composantes, poiir la zone entière, sera égale au produit de la surfiice
vTTjrdsj de pi^cosi, et de cosî, ou à ^'^^^J'-^tf
d'après la valeur de cmi^
Il suit de là qu'en appelant R la résistance totale éprouvée par le solide en sens contraire de son mou** vement, et faisant CAs=£X, nous aurons '
^^'^fy^' (-)
pour la valeur de cette force motrice.
Si le mobile est une sphère , le point C sera sob centre, et a son rayon. En désignant par 6 l'angle
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MCA^ on aura
et il en résultera
R = aTTf i^*a* r * ' cos' 6 sin &/6 = ^ TTfa^v* ;
ce qui montre que la résistance éprouvée par une sphère est la moitié de celle qui aurait lieu sur le cylindre circonscrit, dont ica* serait la base perpendiculaire à la direction du mouvement.
567, (?est à Newton qu'est dû ce premier essai sur la résistance des fluides; et c'est lui qui a déterminé y le premier, le mouvement des corps soumis à une force dépendante de leur vitesse. En comparant le résultatide son calcul au temps observé de la cbute d'une sphehe qui tomb.e dans l'air, d'une grande hauteur, il a reconnu qu'il faudrait, pour accorder l'un avec l'autre, réduire à moitié la valeur précédente de R.
D'après d'autres expériences, faites par Borda, cette valeur doit être seulement réduite aux trois cinquièmes; ce qui donne
R = —TTca^i^*.
En appelant D la densité de la sphère, sa masse sera
^' ^ ; et si l'on divise R par cette masse, et qu'on
appelle ^ la force accélératrice qui eu proviendra, on aura
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ce qui est, effectivement , Texpression de la résistance que les auteurs de Balistique ont adoptée le plus gé-^ néralement, et que nous avons citée dans le n* :2i6.
En vertu de la formule (c) , la détermination du solide de révolution qui éprouve la moindre résistance , consiste à trouver la courbe ^^nératrice de ce
stÀiàe pour laquelle Tint^rale f ^ ~ est un nti-
nbnum; problème qu'on résoudra sans difficulté par les règles du calcul des variations, et dont» Newton a donné la solution avant que d'autres géomètres se fussent occupés de ce genre de questions , mais sans indiquer la méthode qu'il a suivie pour y parvenir.
Cette théorie de la résistance repose, comme on Ta vu, sur une comparaison va^e de Faction du fluide au choc des corps, et sur la supposition inadmissible que, dans ce choc, les molécules du fluide agissent isolément sur le mobile et nullement Tune sur l'autre. Elle est démentie par l'observation , quant à la grandeur absolue que le calcul donne à peu près double de celle qui résulterait de l'expérience ; elle l'est aussi par rapport à la loi de la résistance en fonction de la vitesse, qui serait toujours proportionnelle au carré de la ^vitesse, suivant cette théorie, tandis qu'il résulte du décroissement observé des amplitudes, dans les très petites oscillations du pendule (n"* 187), que cette force est seulement proportionnelle aux très petites vitesses. La résistance qu'un fluide , liquide ou aériforme , oppose au mouvement
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d*an corps solide, se compose d'un frottement contre la surface y et de la résultante des pressions que ce fluide exerce sur cette surface tout entière. Pour déterminer convenablement cette seconde' partie , qui est la résistance proprement dite , il faut considérer k la fois les mouyemens du corps et du fluide , comme je Fai fait dans le mémoire déjà cité (n* igi). Cette force peut être différente dans le mouvement oscillatoire et dans le mouvement progressif, dans les liquides et dans les gaz ; et , dans ceux-ci , elle peut dépendre de leur température , et non pas seulement de leur densité 3 ce qui serait. important à vérifier par l'expérience.
DÉTEBIONATION DES M0MEN8 D'INERTIE ET DES AXES
PRIIVGIPAUX.
368. Dans les chapitres suivans, nous considérerons les différens cas da mouvement d'un corps solide. Pour former les équations de son mouvement , nous le diviserons en parties insensibles^ mais de grandeur finie , comprenant néanmoins des nombres immenses de molécules. Quoique ce corps soit formé de molécules disjointes, les sommes relatives à ses parties insensibles pourront être changées , sans erreur appréciable, en intégrales définies, comme dans le n^ 98; et, dans tout ce qui va suivre, on pourra traiter les parties doïit il s'agit comme des infiniment petits.
Les intégrales définies que les équations du mouvement renfermeront seront au nombre de neuf, savoir :
fxdm , ffdm , fzdm , fxydm^ J zxdm , fjzdm , fz^dm , fj^dm , faudra ;
dm étant lelément différentiel de la masse, qui répond aux trois coordonnées rectangulaires x , y^ z, et les intégrales s'étendant à la masse entière du mobile, que nous désignerons par M.
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Les trois premières dépendent de la position du centre de gravité ; et si l'on appelle ^i f ^i , z, , ses trois coordonnées^ on aura (n* gi)
en sorte que chacune de ces intégrales sera nulle , lorsqu'on prendra ce point pour Torigine des coordonnées.
Quelle que soit cette origine , on prouvera plus loin qu'on peut toujours déterminer la direction des trois axes de manière qu'on ait
fxjrdm=:Oy fzxdni:=iO, fyzdm'=LO.
Les trois axes rectangulaires des x,^ J^, z, qui font ainsi disparaître ces trois intégrales , s'appellent des axes principaux.
Quant aux trois dernières des neuf intégrales , on les exprimera au moyen de trois autres que nous re- 'fNrësenterons par A^ B, C, et qui seront
d*où Ton tire
2/z*dm = A + B — C, 2fjr'<bn^ C H- A — B, 2fx*dm:=2 B H- C — A.
On appelle , en général , moment dinertie d'un corps par rapport à une droite quelconque y la somme des ëlémens de sa masse , multipliés par les carrés de leurs distances à cette droite. Ainsi , A ^ B, C^ seront les momens d'inertie du mobile par rapport aux axes
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des x; jr, z} car, par exemple,^ + z* est le carré de la distance de dm k Taxe des x. Lorsque ces droites seront des axes principaux, nous appellerons A, B , C , des momens d'ineftie principaux.
Le centre de gravité et les axes principaux ont Tavantage de simplifier les équations du mouyement, en faisant disparaître une partie de leurs termes, quand on les prend pour origine et pour axes des coordonnées; ils jouissent, en outre, de propriétés très importantes dans la Dynamique , ainsi qu^on le verra par la suite.
369. La détermination des momens d'inertie est un problème de calcul intégral , que l'on résoudra toujours exactement ou par la méthode des quadratures.
L'exemple le plus simple est le calcul du moment d'inertie d'un parallélépipède rectangle et homogène^ par rapport à l'une de ses arêtes. Prenons trois de ses arêtes adjacentes pour axes des x^jr^ z, et désignons para, bf c, leurs longueurs; puis divisons chacune de ces trois droites en une infinité de parties infiniment petites. En menant par tous les points de division, des plans parallèles aux faces du parallélépipède , on aura trois séries de plans qui le partageront en élémens infiniment petits dans leurs trois dimensions. Le volume de l'élément qui répond aux trois coordonnées Xf jTf Zj sera évidemment dxdjdz; on aura donc pour sa masse
dm =s pdxdjrdz; f étant la densité du parallélépipède , que Ton sup-
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p06e constaote. Par conséquent , le moment d'inertie C, par rapport a Tarète qu'on a prise pour axe des z, 3t doal la longueur est c , sera
On étendra cette intégrale triple à tous les élémeiis du parallélépipède donné , en intégrant , dans on ordre quelconque , depuis a: =: o, ^=0,2 = 0^ jusqu'à x^szUy yzzzihf zz=^c\ ce qui donne , sans aucune difficulté ,
OU; ce qui est la même chose ,
M étant la masse du corps , de sorte qu'on ait
M = fàbc.
On aura de même
pour les momens d'inertie du même corps, par rapport aux arêtes dont les longueurs sont 6 et a.
570. Pour second exemple , calculons le moment d'inertie d'un ellipsoïde homogène par rapport à Fun de ses trois axes de figure.
L'équation de sa surface sera
en désignant par !ia , 216 , nc^ les longueurs de ses
trois diamètres principaux , que Ton prend pour axes des Xj y ^ z. Son moment d'inertie, par rapport à Taxe des z , sera exprimé par la nièmt intégrale triple que dans le problème précédent ; la constante p étant toujours la densité du corps. Pour obtenir cette intégrale triple , qui doit être étendue à la masse entière de lellipsoide , j ^intégrerai d Sabord par rapport à z^ en regardant a: et j' comme des constantes ; ensuite , par rapport à ^, en continuant de regarder a: comme constante, et, enfin, par rapport à ûc. On peut suivre Tordre qu'on veut dans ces trois intégrations successives; celui que je choisis revient à concevoir l'ellipsoïde partagé en une infinité de tranches elliptiques, parallèles au plan des^ et z; chaque tranche partagée de même en une infinité de parallélépipèdes parallèles à l'axe des 2, et terminés k I^ surface; et chaque parallélépipède en élémens infiniment petits dans leurs trois dimensions. Les limites de l'intégrale relative à z seront les deux valeurs de cette variable qui sont données par Téquation (a) ; cette iBtégrale définie exprimera , en fonction de j: et ^, le moment d'inertie de l'un quelconque des parallélépipèdes. L'intégrale relative aj" aura pour limites les deux valeurs de cette variable, qui répondent à la même valeur de ûc, dans l'équation de la section de l'ellipsoïde par le plan des xetj^; elle exprimera le moment d'inertie de la tranche parallèle au plan des ^ et jz, qui se trouve à la distance x de ce plan. Enfin, l'intégrale relative à xsera prise depuis a: = — a jusqu'à ^ = a, et elle exprimera le moment d'inertie de l'ellipsoïde e«itier.
41 intégrant par rapport a z, il vient
(x' H-^) zdjodj^^ constante.
denx limites données par l'équation (a) sont
^[rale définie sera donc
i Ton fait ^ pour abréger ^
i^prale relative à ^ de la première partie de la noie précédente , deviendra
juatîon de la section de l'ellipsoïde par le plan ûc et jr , savoir :
ne jrz=dzr pour les deux limites de l'intégrale rive à ^ ; et , comme on a
1 résulte^ en remettant pour r' sa valeur.
Ea intégrant par rapport à x depuis <r s=s — a jusqu'à X =s a, on aura donc
sans nouveaux calculs, et par de simples changemens de lettres , on aura de même
par conséquent 9 le moment d'inertie C par rapport à Taxe des z , qui est la somme de ces deux dernières ' intégrales , aura pour valeur
On obtiendra de même les momens d'inertie B et A par rapport aux axes des y et des x. La masse de rellipsoide étant M, on aura, d'après son volume ( n* 89 )
|Lc_ 42f*f .
et les trois momens d'inertie , par rapport aux diamè^ très nay 2b, 2c, seront
A=fM(6*+c^), B==jM(c*+fl*), C=^M(aH-i^)-
Ces diamètres sont les trois axes principaux du corps, qui se coupent à son centre de gravité ; car en les prenant pour axes des x,jr^ z, les trois intégrales fxjrdm, fzxdnip fjzdm, étendues à l'ellipsoïde en-^ tier, sont zéro, puisque chacune d'elles se compose
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d'élémens qui sont^ deux à deux , égaux et de signe contraire. ^
On voit que parmi les trois quantités A ^ B ^ C , la plus grande et la plus petite sont celles qui répondent au plus petit et au plus grand des trois diamètres; ce qui est d ailleurs évident ^ par la définition des momens d'inertie.
37 1 . Dans le cas d'une sphère ^ on a a = 6=: c ; les trois momens d'inertie deviennent égaux entre eux ,
et sont exprimés par -s pa^. Si le rayon a augmente
d'un infiniment petit, et se change en a-^-da , l'aC" croissement correspondant de ce moment d'inertie de
ftr
la sphère, savoir, -^pa^day exprimera le moment
d'inertie de la couche sphérique, dont les rayons intérieur et extérieur sont a et a -{- da. Maintenant, supposons que la sphè^ ne soit pas homogène , mais qu'elle soit seulement composée de couches concenty^u^ ^t liomogènes , de manière qu'en appelant r le rayon d'une couche quelconque, la densité p soit une fonction donnée de r. Pour avoir le moment d'inertie de la sphère entière , il faudra intégrer celui
de cette couche quelconque, savoir, -5- fr^dr, par
rapport à r, et étendre l'intégrale au rayon entier de la sphère; donc, en désignant ce rayon par c, on
aura
pour le moment d'inertie demandé.
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Si on le compare à celai d'une sphère homogène du même rayon», et dont la densité soit égale à la densité moyenne de celle que Ton considère , il est aisé de voir qu'il devra élre, par la déBnition des momens d'inertie, et qu'il sera eflFectivement , d'après son expression, plus grand ou plus petit, selon que. la densité / croîtra ou décroîtra continuellement du centre à la surface.
372. Le calcul du moment d'inertie d'un corps homogène, terminé par une surface de révolution, se réduit à une. seule intégration dépendante de la courbe génératrice, quand on le prend par rapport à Taxe de figure. On décomposera alors le solide en anneaux circulaires, d'une épaisseur et d'une largeur infiniment petites, dont chacun ait son centre dans l'axe , et soit compris» d'une part , entre deux plans perpendiculaires à l'axe, et d'une autre part, entre deux surfaces cylindriques , dont cette droite sera l'axe commun. En appelant r le rayon de la surface intérieure , r+ dr celui de la surface extérieure, et dx la distance des deux plans, le volume d'un anneau sera ^ (r -f- rfr) V/x — "^r^dxy ou 2irrdrda: , en négligeant le terme infiniment petit du troisième ordœ. Sa masse sera donc 27c frdrdx, en désignant par f la densité du corps; et comme tous les points de cet anneau sont à la même distance r de l'axe de figure, le produit tnrfr^drdx^ de cette masse et de /^, exprimera son moment d'inertie par rapport à cet axe. Donc si cet axe et la courbe génératrice sont la droite AB et la ligne AMB (fig. i»^), et qu'on fasse
AP = jr, PM =^,
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on aura le moment d'inertie de la tranche infiniment mince du solide de révolution , perpendiculaire à AB et correspondante au point P, en intégrant niFpt^drdx depuis r=o jusqu'à r^=^yy ce qui donne ^yrpjr^djc. Dofic aussi , si Ton désigne par / la longueur de Taxe ABy et par /x le moment d'inertie du solide entier^ on obtiendra la valeur de ft en intégrant cette difTérentielle j Trfjr^dûc, depuis x = o jusqu'à a:= /, et il en résultera
Si 1 on désigne par a et ^ des valeurs données de jCf telles que l'on ait a < ^ et ff < /, il suffira d'intégrer depuis X2=:cL jusqu'à a::=^€ , pour avoir le moment d'inertie de la tranche du solide comprise entre les deux plans perpendiculaires à l'axe, dont d et C sont les distances au point A. Si ce corps est un solide creux y compris entre deux surfaces de révolution qui ont le même axe AB , on aura son moment d'inertie, en régardant ce corps comme la différence de deux solides de révolution, dont on retranchera , l'un de l'autre, les momens d'inertie relatifs à Taxe commun. Enfin, si l'on demandait le moment d'inertie d'une portion du solide de révolution, comprise entre deux plans menés par l'axe de figure, il est évident que ce moment, par rapport à cet axe, serait à celui du solide entier comme l'angle des deux plans est à quatre angles droits.
SyS. En prenant la demi- circonférence d'un cercle pour la génératrice AMB, et désignant le rayon par a, on aura
y^ = 'iox — or',
pour la valeur de j^ qu'il faudra substituer dans la formule {b) ; et si Ton demande le moment d'inertie du segment sphërique. dont la flèche est (t^ pris par rapport au diamètre perpendiculaire à sa base, il faudra intégrer, dans cette formule, depuis j? = o jusqu'à ^ = a ; ce qui donne
Dans le cas de la sphère entière , on fera a = sa , et
il en résultera fjL = ^^ , comme précédemment.
Si la génératrice est une droite passant par le point A, et qui fasse, avec l'axe AB, un angle dont la tangente soit 8, on aura .
Je substitue cette valeur dans Téquation (6), et j'intègre depuis :r=:ot jusqu'à j: = C; il vient
Cette valeur sera celle du moment d'inertie d'un cône tronqué , pris par rapport à son axe de figure. En appelant a et 6 les rayons de ses deux bases, et Â sa hauteur, nous aurons
ôa = a, ô^ = A, & — « = A ;
et nous pourrons écrire la valeur de ft sous la forme
Dans le cas d'un cône entier, on fera b = o; et M étant sa masse , on aura
Quand le cône tronqué se changera en un cjrlîndre^ on fera 6 = a ;] et la niasse étant toujours M , H en résultera
M = 'TTfha^ , ;t = ^ Ma*.
574* Connaissant le moment d'inertie d'un corps par rapport à un axe passant par le centre de gravité, on en conclut aisément le moment d'inertie du même corps , rapporté à tout autre axe parallèle au premier.
En effet, plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité, et prenons le premier axe pour celui des z. Soient a el Q les coordonnées du point où le second axe coupe le plan des x et jj auquel ce second axe est aussi perpendiculaire. Désignons par a la distance du centre de gravité au second axe ; par r la distance d'un élément quelconque dm du corps au premier axe; par r^ la distance du même point matériel au second axe. Le moment d'inertie connu sera fr^dnty et celui qu'on demande sera fr^^dm; ces intégrales s'étendant à la niasse entière du solide. Or, nous aurons
en multipliant par diriy intégrant et observant que x* + 7* = r*, a*-f-^' = rtV
on aura donc
ft^^dmzzifT^dm — 2cifxdm — r nQfjdm + a^fibn;
mais les intégrales fxdm et fjrdm sont nulles , à cause que le centre de gravité, est sur Taxe des s (n* 368); de plus,yZ//?i est la masse entière du corpSji que je repr^nterai par M; par conséquent , l'équation précédente se réduit à
Ainsi Ton aura le moment d'inertie demandé, en ajoutant à celui qui est donné la masse du corps « multipliée par le carré de la distance du centre de gravité au nouvel axe.
D après cette règle, on aura immédiatement le moment d'inertie d'une sphère homogène ou composée de couches concentriques, par rapport à un axe quelconque , puisque ce moment est connu par .rapport à tous les axes passant par le centre de figure, qui est aussi le centre de gravité.
Dans un corps quelconque, le moment d'inertie par rapport à un axe passant par son centre de gravité, sera plus petit que par rapport à tout autre axe parallèle à celui-là. Les momens d'inertie d'un même corps seront égaux , par rapport a tous les axes parallèles entre eux, et également éloignes du centre de gravité : leur valeur commune augmentera à mesure qu'ils s'éloigneront de ce point.
375. Non -seulement le moment d'inertie d'un corps varie avec la position absolue de l'axe auquel on le rapporte., mais il change aussi avec la direction
de cette droite. Pour montrer comment cette direction influe sur la grandeur du moment d'inertie d'un corps quelconque y proposons-nous de trouver celui de la masse M par rapport à un axe mené par lori* gine des coordonnées , et qui fasse avec les axes des XjjTy z, les trois angles donnés cl, C^ y.
Soient p la perpendiculaire abaissée de 1 élément dm sur le nouvel axe, D la distance de ce point matériel à Torigine des coordonnées , J^ langle compris entre la ligne D et le nouvel axe. Les coordonnées de dm étant x ^ y, z, les cosinus des angles que fait la direction de son rayon vecteur D avec les axes
de ces coordonnées ^ seront g» ^* g î P^ir conséquent y on aura (n* 9)
cos cT = g cos ût + ^ cos ^ + g cos y.
D'ailleurs, on a
p = Dsin«r, p*=D* — (DcoséT)*;
en substituant donc pour D cos «T la formule précédente, multipliée par D, et mettant a:* + ^*-f-is* au lieu de D*, il en résultera
p* = or* sin* a +^' sin' ^ -f- z' sin* y — ajy^cos CL cos C — 1XZ cos et cos 5^-— ojz cos ^ cos y ;
d'où Ton conclut
fp^dm = sm^ct.fx^dm +Sym^S./ydm'{-sin*y.fz^dm
— 2COScLCOsS . fxjrdm — 2 cos CL cosy . fxzdm
— 2 cos S cos y.fjrzdm.
' Au moyen de cette formule , on aura donc le moment d'inertie fp^dm , relatif à un axe de direction donnée, et passant par Torigine des coordonnées, quand on connaîtra les six intégrées /jo^dm^ /jr^dm, fz^dm, fxjdm^ fxzdm^ Jjzdm , étendues à la masse entière du corps, et relatives aux axes des coordonnées. Si ces trois droites sont des axes principaux, les trois dernières intégrales seront nulles (n"" 368) , et la formule précédente se réduira à
fp^dm = sin*ct .fx^dm + sin*C •fy^dm^ sîn*>^ .fz^dm.
Mais , en vertu de Téquation
cos^a + cos*C + cos*> = i^
nous avons
sîn» a, s= cos* Q + cos* y , , sin*Ç = cos*^ + cos*«t, sîn* y = cos' tt + cos' C ;
ce qui change la valeur de fp^dm en celle-ci :
ff^dm^=i{fy^dm'\-fz^dn{)QO%^aLy + {fz^dm ^fx^dm) ces* & , {fa^dm+fjr^dm) ces* y ;
donc en réunissant chaque couple d'intégrales en une seule , et désignant par A , B , C , comme dans le n* 368, les momens d'inertie par rapport aux axes des Xf jTf z, nous aurons finalement
fp^dm = A cos' a + B cos* ^ + C ces* y. (c) Ainsi, il suffira de connaître les trois momens.
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dlnertle relatifs aux trois axes principaux qui se coupent en un point donnée pour en conclure immédiatement le moment d'inertie correspondant à un axe quelconque y passant par ce point; et^ en combinant ce résultat avec celui du .numéro précédent , on voit que le calcul de tous les momens d'inertie d'un même corps se réduira à déterminer les trois momens d'inertie principaux qui répondent à son centre de gravité. Ayant calculé, par exemple (n* Syo), les valeurs de ces trois momens d'inertie, dans le cas de l'ellipsoïde homogène , nous pouvons regarder comme connu le moment d'inertie de ce corps, par rapport à un axe quelconque.
376. Le plus grand et le plus petit des trois momens d'inertie principaux A, B, C, qui entrent dans la formule (c) , sont aussi le plus grand et le plus petit de tous les momens d'inertie du même corps, par rapport aux axes passant par l'origine des coordonnées.
Soit, en effet, A la plus grande dés trois quantités A , B, C ; en mettant i — cos' C — cos* 5/ à la place de cos* a dans l'équation (c) , on aura
/p*dm = A — (A — B) cos»g — (A— C) cos* >;
d'où l'on conclut que fp*dm est moindre que A , quels que soient les angles S et y. De même, C étant Ja plus petite des trois quantités A, B, C, si Ton met l'équation (c) sous la forme
y/>*é/m = C -f- (A — C) cos* a H- (A — B) cos* ^,
on voit qu'on a constamment fp^dm > C
Dans le cas particulier où les trois quantités A , B| C 9 sont égales, on a aussi fp^dm = A , quelle que' soit la. direction de Taxe auquel le moment d'inertie fp^dm est rapporté ; donc alors les momens d'inertie sont égaux par rapport à tous les axes passant par l'origine des coordonnées. Ce cas est celui de la sphère homogène ou composée de couches concen-triques , lorsque l'origine des coordonnées est placée à son centre ; il a également lieu pour le cube , l'oc* taèdre régulier et d'autres corps homogènes, dont les trois momens d'inertie principaux ne peuvent difiërer entre eux , en plaçant toujours Torigine des coordonnées à leur centre de figure.
Si Ton a seulement A =: B , l'équation (c) se réduira à '
fp^dm = A sîn* > -f- C cos* y;
et cette valeur àefp^dm étant indépendante des angles (X et ^ y le moment d'inertie sera le même par rapport à tous les axes menés par l'origine des coordonnées, qui font un même angle y avec l'axe des z. Ce cas est celui d'un solide de révolution homogène, quand cette droite est son axe de figure.
D'après ce qu'on a déjà vu dans le n** 874 , nous pouvons dire, maintenant, que le plus petit de tous les momens d'inertie qu'un même corps puisse avoir, répond à l'un des trois axes principaux qui se coupeut à son centre de gravité. Ainsi, par exemple, le plus petit de tous les momens d'inertie d'un eUipsoïde homogène , se rapporte au plus grand de ses trois diamètres conjugués rectangulaires.
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377. Nous allons actaellement démontrer l'existeace des axes prindpaiix que nous ayons supposée jusqu'à présent, et déterminer leur direction pour chaque point d'un corps dé forme quelconque; mais, pour cela , il est nécessaire de rappeler les formules générales de la transformation des coordonnées, dont nous aurons besoin, d'ailleurs, dans d'autres occasions.
Soient jc, jr, z, les trois coordonnées d'un point quelconque M, rapportées aux axes rectangulaires Ox, Ojr, Oz (fig. 2). Désignons par x^, jr^, z^ , les coordonnées du même point, ayant la même origine, et rapportées aux trois axes Oa:^ , 0/^ , Oz^ , qui sont aussi perpendiculaires entre eux. Du point M, abaissons des perpendiculaires MP et MK sur Taxe Oa: et sur le plan des x^ eXjr^ , et du point K, une perpendiculaire KH sur l'axe Ox^ ; en sorte qu'on ait
La projection sur l'axe Ox, de la ligne brisée MKHO, sera OP; les projections de ses parties OH, KH, MK, seront égales à ces droites, multipliées par les cosinus des angles que les axes des x^jy^^z^y font avec l'axe Oo:; en en faisant la somme, on aura donc
X == j:^ cos xQx^ 4-/, cos x^y, + 2, cos ^rOz^.
La figure suppose ces trois angles aigus, et les trois coordonnées x^ , y^ , z^ , positives ; auquel cas leurs projections tombent sur la direction même de Ojt ,. et doivent s'ajouter en grandeur absolue j mais il est facile de s'assurer que cette équation subsistera dans
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tous les cas^ en ayant égard aux signes des coordon-* nées x^f jr^9 z^, des cosinus, et de l'abscisse or. Par exemple , on verra aisément que si Tabscisse x^ est négative, et Fangle xOa:^ aigu , ou bien , si cette abscisse est positive, et cet angle obtus, la projectioMT de OH tombera sur le prolongement de Oor, et la valeur absolue de cette projection devra être retranchée ; et Ton verra , au* contraire , qu'elle devra être ajoutée, quand cette abscisse x^ sera négative, et igu^en même temps Fangle jcOx^ sera obtus ; ce qui s'accorde, dans les deux cas, avec le signe du produit
On verra de même que les projections de la ligne brisée MKHO sur les axes 0;^ et Oz, ou sur leurs prolongemens , sont toujours égales h jr ei z. Cela^ étant,, si nous faisons
cos jcOXf 2=5 a , cos xOj^ = è , cos xOz^ == c , cos jOx^ = a\ cosjrOjr^ = b\ cos jOz^ = & , cos zOa:^ = a", cos zOjr^ = b", cos zOz, = c^',
nous aurons
X = ax^ + br, + cz^f ) j^a'x,+ by,+ c'z,, \ (i)
z = a!'x^+ by,+ c\. )
Ces neu& cosinus a , b , etc., sont liés entre eux par six équations, savoir :
a* + a'* + a"*=i, ab + a'b' + a!'b''=zo, ) b^ + b'^ + &"■ = 1, ac+ dd + aV=o, > (a) c* + c'* + c''*=i, *c+feV + 6V=o. )
La première, gar exemple, résulte de ce que a, oi^
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(i\ sont les cosinus des aiigles que fait une même droite Ox^ avec les trois axes rectangulaires Oo: , 0^^ Oz ; et la quatrième , de ce que cette droite Oor^ et la ligne Qjf^ y à laquelle répondent les cosinus 6, b\ Wj sont perpendiculaires lune à l'autre. On obtient aussi ces six équations en substituant les valeurs de x ^ y^ Zy dans 1 équation
dont les deux membres sont le carré de OM ^ et quF doit être identique.
En ayant égard aux équations (2), les équations (i.) donnent, réciproquement,
o:^ =z= «a: + dj + d*Zy \
jr, = bx + Vjr + by, \ (3)
z^ := ex + c'jr -{- d'z ; )
et Ton peut remplacer les équations (2) par celles-ci :
^' -f- A' + c*=:i, rta' + *6' + cc'= o, ) a'*+ 6'*+c'»=i, aa"+èi"+cc"= o, > (4) a"*+ 6"*+c"*=i, flV+è'6''+cV'= o. 3
La comparaison de ces formules avec celles du n** 277 montre clairement lanalogie qui existe entre les projections des lignes droites et celles des surfaces planes , d'où résulte l'identité de la composition des forces représentées par des portions de droites, avec la composition des raomens représentés par des aires planes.
378. Dans la transformation des coordonnées, oa devra donc considérer six des neuf coeAficiens a, 6, etc.^ comme des fonctions des trois autigos^ déterminées
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soit par les équations (2) , soit par les ëc|ualions (4) t mais il vaudra mieux exprimer ces neuf coèfficiensy au moyen de trois nouvelles quantités , par des formules qui satisferont aux équations (3) ou (4)«
Pour oèla, supposons que la droite NON' (fig. S) soit rintersection du plan des x^ et j^ avec le plan des X et ^'; et faisons
NOar=:^[/, NOx^=^, ZOz,= fl:
ces trois angles %[/ , 9 , 0 , détermineront , sans ambiguitéy la position des axes des x^,^^, z^, par rapport à ceux des x^j^z^ pourvu que l'on convienne préalablement du sens dans lequel ces angles seront comptés. Pour plus de commodité, je supposerai que le plan des xçXy soit horizontal, et que , Taxe vertical des z positives soit dirigé dans le sens de la pesanteur.
L'angle 6 s'étendra depuis zéro jusqu'à i8ô^; selon qu'il sera aigu ou obtus , l'axe Oz^ sera situé au-dessous ou au-dessus du plan des x ^X, ji pour 0 ;^ o , Ôjz^ coïncidera avec Oz, et pour 6 = 180^, Oz^ tombera sur le prolongement de Oz.
Dans le mouvement d'un corps solide autour du point 0 , les axes Oa?^, Oy^, Oz^, seront des droites fixes dans sou intérieur et mobiles avec lui , et les axes Oa?, 0^, Oz, seront des droites^ fixes dans l'espace. Il pourra alors arriver que les angles 4 et f soient positifs ou négatifs, et qu'ils comprennent une ou plusieurs circonférences; mais, à un instant quelconque , on aura toujoui^
en désignant par n et / des nombres entiers, positifs ou négatifs, ou zéro, et par uei v des variables positives et moindres que vtt. Or, langle u sera compté, â partir de la droite Ox , dans le sens indiqué par la flèche j; de sorte que, par exemple, la droite ON coïncidera avec Ox pour 2i = o, avec le prolongement de Ojr pour i/ = go«, avec celui de Ox pour u = i8o*, et avec Oj pour u = 270*. I/angle \f sera compté, à partir de ON, au-dessus du plan des x et^, de manière que Taxe Ox^ se trouvera au-dessu de ce plan, quand s^ sera moindre que 180% et audessous quand cet angle surpassera 180^. Pour (^=0, Taxe Ox^ coïncidera avec la droite ON, et pour 1^= 180% avec le prolongement ON' de ON. Dans tous les cas, Tangle 0, aigu ou obtus, sera langle dièdre dont l'arête est ON , et dont les faces sont les angles NOx et NOoC^ , réduits à leurs parties u et v. La figure suppose que les trois angles 1/, i^, 9, soient aigus. Cela posé, lorsque l'angle %[/ sera donné, on portera sa partie u sur le plan horizontal , à partir de Taxe Ox, et dans le sens de la flèche s ; ce qui déterminera la position de la droite ON. Langle ^ étant aussi donné, on portera d'abord sa partie i^ sur le plan horizontal, à partir de la droite ON , et dans le sens de la flèche s\ c'est-à-dire, en sens contraire do 5; ensuite y on fera tourner le plan de l'angle <p autour de ON, de manière que la partie de ^adjacente à ON s'élève au-dessus du plan horizontal. Quand ce plan aura décrit l'angle donné d, l'autre côté de l'angle 9 sera la réritable position de l'axe'Oo:^, au-dessus ou au-dessous du plan horizontal, suivant qu'on aura
i^ <C i8o* ou i^>^ i8o^ En augmentant, dans son plan, l'angle u de go*, on aura la posîrion de Taxe 0/^; et après avoir mené une perpendiculaire à oe plan, on prendra pour Oz^ la partie de cette droite , comprise au-dessous ou au-dessus du plan horizontal, selon que Tangle S sera aigu ou obtus.
Les trois axes Ox^ , Ojr^ , Oz^ , étant ainsi complètement déterminés par rapport aux axes Ox, Ojr^ 02,
au moyen des angles 4^9) ^9 î' ^^^ fP^ 1^ ^^^^ <^* sinus a, b, etc., soient des fonctions de ces trois angles; et, en effet, en leur donnant les directions qu'on vient d'expliquer, on a
a == cos 8 sin >|/ sin(p -f- cos 4 cos ^ ,
b = cos 0 sin 4 cos ^ -* cos 4 sîi^ ^ »
c = sin 6 sin 4 »
a' = Gos 8 cos 4 siii ^ — sin 4 cos ^ ,
b' =: cos6cos4cos9 -f* sin4 sin 9, )> (5)
c' = sin 8 cos 4 p
a"= — sin 8 sin ^,
i" = — sin 8 cos 9, c" = cos 8.
On vérifie aisément que ces valeurs de a, 6 , etc. , rendent identiques les équations (3) et (4) 9 et qu'il n'en résulte aucune relation entre les angles 49^9 8*
579. Quoique ces formules (5) soient généralement connues , il ne sera pas inutile d'indiquer la manière suivante d'y parvenir.
On sait que ^, €, y^ étant les trois angles d'un triangle sphérique qu.elconque, et A l'angle opposé
an côté ^, on a
cos fit = cos A sin € sin y 4* cos € cos y.\
Qr, si nous imaginons une sphère décrite du point 0 comme centre, et d'un rayon quelconque, nous aurons d'abord sur cette surface un triangle formé par les trois arcs qui répondent aux angles NOjt, NOor^, aOx^,dans lequel l'angle opposé au dernier côté sera égal à 6; donc, à cause de NOj:=:'v[/ et N(Xr^=^, on aura
cos xOx^ = a = cosfi sin •\(/ sin ^ + cos 4 co& 9.
Cette équation ajant lieu pour des valeurs quelcon-7 ques de ^ et 4 y on peut suppos^jr que ^i devienne ç-f-go*; alors. Taxe Ox^ prendra la place de Ojr^^ Tangle acOa:^ deviendra xOjr^ , et Ton aura •
cos xOjTj = b = cos 6 sin 4 cos ç — cos 4 sin <p.
De même , en mettant 4 + 9^* ^ ^^ place de 4 # dsLUS l'équation précédente, l'axe Ooc se changera dans Taxe O^, et l'angle acOx^ deviendra yOjc^; de sorte que l'on aura
cos jOo:^ = a' = cos 9 cos 4 sin ^ — sin 4 cos ^.
Et si Ton met à la fois dans cette équation précédente ,
4 4" 90* et ^ -f* 9^** ^^^ 1^®^ de 4 et ^ , l'angle xOûc^ sera remplacé par l'angle ^^^ ,. et il en résultera
cosjOj'^:= b' = cos 6 cos 4 cos ^ + sin 4 sin ^.
Considérons de même le triangle sphérique dont les trois côtés répondent aux angles NOx , NOz^ , a. 5
jcOzy L'angle opposé au dernier côté est go^ — fl j de plus, on a N0x = 4 et NOz^ ^Q^""* ^^ Êûsant A=:90* — ô, ff = 4» > = 90% ct=xOz^, réquation générale se réduira donc à
cos ûcOz^ =s c = sin 6 sin «4/ ;
d'oà l'on conclut aussi
cos^^Oz^ = c' = sin 6 cos >[/ ,
en mettant 4 + 90^ ^ I^ place de 4 7 <^ V^^ change Taxe Ox 4lans Oj', et l'angle xOz^ dans l'angle jOz^. Enfin y dans le triangle sphérique dont les côtés répondent aux angles NOz , îiOx^ , zOx^ , l'angle opposé au derniei* côté est égal à 6 -f- 90^ 9 et l'on a NO;25 =î go»* et NOa^^sst ^. Si donc on fait A= 90**+ fl , ^=90**, y:==i(Pf asrzzOx^, dans l'équation générale y on aura
cos zOx^ = a" = — sin 6 sin ^.
En mettant ^ -{- 90* à la place de (p , dans ce résultat, l'axe Ox^ se changera en 0^,, et l'angle zOjc^ en zQt^^; par conséquent , nous aurons aussi
cos zOjr^ =:z h'^ =: — sin fl cos (p.
Quant au neuvième cosinus c'\ on a
c" =r cos zOz, = cos â.
58o. Supposons maintenant que les axes des coordonnées Xfj jr^j z^j soient les axes principaux qui se coupent au point 0; d après leur définition (n* 568), on aura
fxj^dmz=zo, fz^jdm^o, fjr;&fimz=^o^, (a)0
et il s'agira de prouver que ces trois équations donnent toujours pour les angles 9^ «4/^ 6> des vs^leurs réelles.
En faisant y pour abréger,
X= a: cos 4/ — jr sin 4 9
Y z=^jo cos 9 sin 4 •+• ^ cos 9 cos 4 — 2 sin ô,
et substituant les formules (5) dans les équations (3) , nous aurons •
x^ =s Y sin ^ -f* X cos ^ , "' ^^ = Ycos^ — -Xsîn ç , z^zszx sin 9 sin 4 -f-j^ sin 9 cos 4 + ^ cos fl.
Au moyen de ces valeurs , la première équation (a) prend la forme
sin 2^/(X» ~ Y*) ^în = 2 cos 2(pfXYdm , (b)
et les deux dernières deviennent
cos (p/Yzjdm — sin pf\zjdm = o, sïa^fYz^dm + cos ^/Xz^dm =nx o.
En ajoutant ces dernières équations après les avoir multipliées par cos (p et sin 9 , ou par — sin p et cos 9 , elles seront remplacées par celles-ci :
fYzjim = o, fTLz^dm = 0,
qui ne contiennent plus l'angle ^. J'y mets pour X, Y, z^j le^rs valeurs , et je fais
^ fx'dm=zf, fjr^dm — g, f2^dm:=sh, fjrzdm=zf\ fzxdm'=ig\ fxjrdm^ll ;
ces six intégrales s'étendant à la masse entière du corps que l'on considère. Il en résulte
(ysjn*4 + ^A' sîn \ cos 4 + ff cos*4 — ^) sîn 6 cos fl + (g' sin 4 +y' cos 4) (cos*9 — sîn*fl)=o,
' (6' (cos* 4 -^ sîn* 4) + (/^ — &) s^*^ 4 ^^^ 4] s^° ^ -f- (g^'cos 4 — f sin 4) cos 0 ssso.
Or, s» nous faisons
tang4=^^9 sîn 4= , " — t cos4=="-7==*
la seconde de ces deux équations donnera
et la prenoûère prendra la ftrnie
+ g'«4./' = (g'«+/)teng'9.
En y mettant pour tang 8 sa valeur, elle devient
son preçiier membre est la même chose que
W- 88'+ f h'- (hf-ff-h 8' h') «](!+«•); par conséquent, on aura finalement
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+ (g'u+f){f'u-gy = o. (d)
Ainsi , les ëqnations (a) sont remplacées par les équations (b), (c), (d). Or, cette dernière étant du troisième degré, elle aura au moins une racine réelle; on aura donc une valeur réelle de u ou tang â f à laquelle répondront un angl^ 4 moindre que j TT, et un autre égal au premier augmenté de tt, qui appartiendront aux deux parties ON et ON^ do nntersection du plan inconnu des x^ et /^ , avec le
plan donné des x et ^. A cause du radical v/i-j- u*, l'équation (c) donnera ensuite deux valeurs de tang 0/ égales et de signe contraire, qui appartiendront à un angle aigu et à son supplément^ et, conséquem** ment , à Taxe Oz^ et à son prolongement. Enfin , ou tirera de Téquation (b) une valeur réelle de tang 29/ à laquelle répondront deux valeurs de ^, dont l'une sera moindre que 7 ^, et l'autre égale à la première augmentée de -^tt. La première étant prise poui* la valeur de l'angle MOx^ , la seconde sera celle de l'angle NO/*^; et, en effet, tout étant semblable par rapport aux deux axes Oûc^ et Oy^, ils devaient être déterminés par une même équation.
On voit de même que les trois racines de l'équa-^ tion (d) devront être réelles, et qu'elles représenteront les tangentes des angles compris entre Taxe O^ et les trois droites suivant lesquelles les plans des coordonnées x^y y^j z^, viennent couper le plan des X et jr* car ces trois tangentes doivent être données par une même équation, puisqu'on ne saurait ex pri-^.
mer, dans le calcul , aucune différence entre les trois axes principaux dont on cherche la position.
Nous conclurons donc de cette analyse qu'il existe toujours trois axes principaux rectangulaires qui se icoupent en un point donné O , et qu'en général ce système d*axes principaux est unique. Pour qu'il teû existât plusieuirSy il faudrait ^e l'équation (éf) (ùl dHifi degré supérieur au trtiidème , tet qu'elle eût t^ois fois atftant de Mcines réelles qu'il y aurait de tts ^tèmes|j[nais , dan$ certains tas, left équations dbnt xlépendent les valeurs de 4 » ^t 9f deviennent identiques, et akM les axes principaux sont en nombre ftifim. Nous pOUirriotts déterminer ce&tas particuliers )>ar Texlmiétt des ^équations dont il s'agit ; mais on y parviendra plu ifacilement pat les cetosidérations^ Buivantes»
58t. D'apràs les formules (i) et les équations (a), qui carsctéri^nt les axes principaux Ojc^, Ojr^, Oz^, oto a évidemment
fxjrdm s= aa'/x'dm -|- hh'fy^dm + cc'fz^dm^ fzxdm =zMé'fx;dm *{- bh"fx;dm •J^cd'fz^dm^ fyzdm sacCd'fx;dm-{'h'b"fj;dm-{'c'c"fz;dm.
Or, si les trois intégrales fx^dm^ fft^^p fz^dm , sont égales, ces valeurs de fxjrdm, fzxdm^fyzdm^ se réduisent à zéro, en vertu des trois dernières -équations (4); par conséquent, dans ce cas, les droites Ox, Qt*, Ois, forment un second système d'axes principaux; et comnie leur direction reste absolument indéterminée par rapport aux axes Ox^,
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OjTj f Ozj y il s'ensuit que tous les systèmes d'axes reciangolaires qu'on peut mener par le point O, «sont des axes piindpaox. Ce cas est celui où les trois momens d'inertie principaux sont égaux ; car, de ce qu'on suppose
fx^dm =: fjr^dm = fz^dm , il en résulte
/(^/+jr/) ^^ =/(^/*+ V) dm =/(//+ z^) dm.
Si deux seulement dcjs trois momens d'inertie principaux sont égaux , par exemple, ceux qui se rapportent aux axes Qx^ et {^y^ , de manière qu'on ait
/(jr; + V) dm = /(x/ + 2/) dm,
il existera encore un nombre infini de systèmes d'axes principaux , qui auront tous un axe commun y savoir, l'axe Oz^. En effet, dans ce cas, les deux intégrales yy'/c&» et fx^dm seront égales ^ et, en vertu des dernières équations (4)# les valeurs de fxjrdniy fzxdm, Jjrzdnif pourront se mettre sous la forme :
fxjrdm = c&(fz*dm — fx^^cbn), fzxdm = cd^{fz^dm — fx^dm)^ fyzdm z=s^c'd\fz^dm — fx^dai).
Or, si Ton fait coïncider l'axe Oz avec Taxe principal Oz^ , les angles aOz^ et y^z^ seront droits ; on aura donc c =0 et c'=i=o, et, par conséquent,
fxy'dm c= o , fzxdfn = o , fyzdm = o*
Donc, dans ce cas, tout système formé de Taxe Oz^ et de deux autres axes rectangulaires , menés arbitrairement par le point 0 dans le plan X,Ox^ , sera un système d'axes principaux.
Enfin ^ lorsque les trois momens d'inertie principaux sont inégaux, on peut être certain qu*il n'existe (ju'un seul système d'axes principaux ; car, soit A le plus grand de ces trois momens inégaux ; supposons, pour un moment, qu'il existe un second système d'axes principaux , et désignons par A^ le plus grand des trois momens qui s'y rapportent : il faudrait , d'après le théorème du n* 376, quon eût à la fois A>'A' et A'>>A; ce qui est impossible, et rend inadmissible la supposition d'un second système d'axes principaux.
382. Les points d'un corps, quand il en existe, pour lesquels les trois momens d'inertie principaux , et , par conséquent , tous les momens d'inertie , ^ont égaux, jouissent, comme on le verra par la suite, d'une propriété remarquable , relativement à la rotation de ce corps. Il est donc utile de les déterminer ; et voici comment on y parvient.
Supposons que l'origine des coordonnées x jjy z, soit placée au centre de gravité du mobile , et que ces coordonnées soient rapportées aux trois axes principaux qui se coupent en ce point; désignons par A, B, C, les momens d'inertie relatifs à ces axes des a: , 7", z ; nous aurons (n* 368)
fxdm = o , fjrdm = o , fzdm = o , fyzdm'siso y fza:dm:=o ^ fxydm=iO^
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toutes ces intégrales s'ëtendant à la masse entière du mobile*
Soient cl, 6p y, les coordonnées inconnues d'un des points demandés ^ rapportées aux axes des x ^jr, z, de sorte qu on ait, pour ce point particulier^ a:z=:cL, jr=rC, z^=:y. Transportons-y l'origine des coordonnées, sans changer la direction des axes ; les coordonnées de l'élément dm deviendront a: — et,jr — C, z — y. Mais si l'on veut que les momens d'inertie relati& à toutes les droites qui passent par cette nou- Yelle origine soient égaux, il faut que toutes ces droites soient des axes principaux , puisque , d'après le numéro précédent, l'une de ces conditions est une suite nécessaire de l'autre. Les axes des coordonnées X — et,jr — C, z — y, étant donc des axes principaux, on aura
f(X'^a)(j' — C)dmz=zfxjrdm — ajjrdm — Cfxdm + €tCfdms=Oy f(z — y)(x — a)dm-=ifzxdm — yfxdm — ofzdm-j-yoLfdmssOj f(jr^^Ç)(z — y)dm-=/jrzdm — Cfzdm-^y/jrdm-^-'Cyfdm^.o;
équations qui se réduisent à
a^ = o , ya=:o, €y:=zo ,
en vertu des précédentes. Or, pour satisfaire à ces équations , il est nécessaire que deux des trois quantités a,€,y, soient nulles. Si donc le point demandé existe, il ne peut se trouver que sur l'un des axes des coordonnées jr,^^ z, c'est-à^^re, sur l'un des trois axes principaux qui se coupent au centre de gravité. Je fais € = 0 et ^ = 0; ce qui revient a supposer \fi point demandé, sur l'axe des fc, à une distance cl
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de ce centre. Aloi^ les momeos d'inertie relatife k ce point y seront A, par rapport à l'axe des x , et, en vertu du théorème du n'' 374 , B4- M«* et C +Ma\ par irapport aux parallèles aux axes des jr et des z ; en désignant pur M la masse du corps. D'après la condition du proUeme , on aura donc
B + Ma* «= C 4- M«* = a î
mais poar<|ue ces équàâous* soient possibles , fl faut quVm ait B^=€; et quand ces deux quantités senmt effectivement égales, on aura
Ma-= A — C;
il faudra donc encore quon ait A >> C, afin que la quantité a soit réelle. Cela étant > on aura pour a deux valeurs réelles , égales et de signe contnûrei savoir:
par conséquent , il existera deux points qui jouiront de la propriété demandée, et seront situés sur l'axe des x, à égale distance de part a d'autre du centre de gravité.
Ainsi , lorsque les trois moment d'inertie A , B , C , d'un corps , relalift aux axes principaux qui se coupent à son centre de gravité , sont égaux , il n'existe aucun autre point du corps pour lequel les momens d'inertie soient tous égaux ; mais si deux de ces trois momens sont égaux , et que le moment jnégal soit le plus grand des trois , il existe , sur Taxe du
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plus grand moment , deux points pirar lesquels tons les momens d'inertie seront ëganx , et dont les poj^ sitions sont détemsin^ par la formule (e).
583. En applicjoant ces résultats k l'ellipsoïde homogène,^ on Y<nt qne s'il s*agit d'an ellipsoïde qnelconqoe dont les trois diamètres principaux sont inéganx , û n'y aura aucun point , en dedans ou en dehors du corps, par rapport auqneL tous les momens d'inertie soient ëganx ; mais si l'on considère un eilipfioïde de révolution engendré par une ellipse * tournant autour de son petit axe , il y aura deux points sur cet axe ou sur son prolongement , qui jouiront de la propriété dont il s'agit; car, dans ce cas, deux des trois momens relatifs aux diamètres principaux seront égaux, et le moment inégal répondant au plus petit diamètre , sera le plus gi»and des trois.
Si l'on appeUe a eib les demi-axes de l'elKpse génératrice , et qu'on suppose a •< b, de sorte que a soit le demi-axe de révolution , on aura
en faisant bz=c dans les formules du n* 5^0 : d'après la formule (è) , on aura donc
pour la distance des points demandés au centre de l'ellipsoide. Selon qu'on aura b* > 6a* ou b* < 6rt% ces points se trouveront sur le prolongement de l'axe de révolution, en dehors du corps , ou sur Taxe
même, en dedans du corps; dans le cas de b'^^Sa^i ces deux points se trouveront à la surface, et coïncideront avec les pôles de l'ellipsoïde.
Les axes principaux d'un parallélépipède rectangle, qui se coupent à son centre de gravilé, sont éviderftment parallèles à ses arêtes. En appelant donc a, b,c, les demi-longueurs de ses trois côtés adjacens , les rooniens d'inertie relatifs à ces axes se déduiront de ceux du n" 369, qui répondent à ses arêtes, en y mettant 2a, ib, ic, au lieu de a, b, c, et en en retranchant, d'après le théorème du n" 574 » les produits IVI(è'+c'), M(c*-|-a')» M(a*+i»). De cette manière, ou aura
A= iM(/;'+c'), B = 4M(c*+a'), C — ^M^a^+b');
M étant toujours la masse du parallélépipède, dont le volume est maintenant jabc. Je suppose donc qu'on ail b = c, afin de rendre égaux les momens d'inertie B et C, et, de plus, a *C b , pour que A soit plus grand que C. L'équation (e) donne alors
et selon qu'on aura b'^ 2a , b^sa, b <Cia, les deux points demandés seront situés en dehors da mobile, à sa surface, ou dans son intérieur.
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AXE FIXE
§ I*'. Mous^ement de rotation umforme.
584- Lorsqu'un système de points matériels ^ liés entre enx d'une manière invariable, tourne autour d'un axe fixe, auquel ils sont aussi inyariablement atoMcliés , ils décrivent des cercles perpendiculaires à cet axe, et qui ont leurs centres sur cette droite. Les arcs décrits dans le même temps fivr deux points diflerens, sont semblables et d'un même nombre de degrés ; leurs vitesses absolues sont entre elles comme leurs distances à cet axe ; et l'on appelle vitesse onrgidaire du système, la vitesse absolue des points dont la distance à Taxe est l'unité. En la désignant par ûi, et la distance d'un point quelconque à Taxe de rotation par r, la vitesse absolue de ce point sera rc9. Cette quantité œ, commune à tous les points, variera ^vec le temps y quand les points du système seront PTioumis à des forces motrices, qui produiront un mouvement varié ; elle demeurera constante dans le cas du mouvement uniforme, produit par des percussions exercées simultanément sur les différentes par-
ties du système , qui aura ensuite été abandonné à lui-même. C'est de ce dernier cas que nous allons d'abord nous occuper.
385. Soient m^ m! 9 m'\ etc., les masses des points ttat^els que nous considérons, et r, /, r^', etc., leurs distances à Taxe de rotation. Supposons que des percussions simultanées soient exercées sur tous ces points; chacune de ces forces se décomposera en deux autres, l'une parallèle à l'axe, l'autre dirigée dans un plan perpendiculaire à cette droite ; et l'on pourra faire abstraction de la première, dont l'effet sera évidemment détruit par la résistance de l'axe fixe. Soient donc u , (^, p", etc., les vitesses dirigées dans des plans perpendiculaires à l'axe fixe , qui seraient imprimées à m, m% wl', etc. ^ si ces points matériels éûujbnt lilnres. En désignant par ûê la vitesse angulaireau système qui en résultera, ces points prendront des vitesses rof, r^eù^ i^'a^ etc. , perpendiculaires à Taxe et aux rayons r^i^^ /', etc. ; et, d'après le principe du n° 553, il y aura équilibre entre les quantités de mouvenient na^y mV, wV, etc., prises dans leurs directions données , et les quantités de mouvement circulaire mrcù y m'rco^ ni'r^'cê y etc., prises en sens contraire du mouvement du système, qui aura réellement lieu.
Four former Téquation de cet équilibre, projetons les points m , m', m'', etc. , et les directions des vitéfôes que nous considérons , sur un plan perpendiculaire à l'axe fixe. Soit Oz cet axe (fîg. 4) > faisons passer le plan de projection par le point 0 ; sur ce plan , soient F la projection de /n ^ PA la projection
de la Yilesse i^, et PN celle de la vitesse rro, laquelle est perpendicalaire au rajon rou OP. Soit aussi p la perpendiculaire OF, abaissée de O sur la droite PA ; les momens des forces mv et mr^ , projetées suivant PA et PN, seront mi^p et 7iir*â)j et si Ton appelle aussi p', jf'f etc* , les perpendiculaires abaissées du m^e point 0 sur les projections des autres vitesses «^, ^'f etc. f on aura
nu^ûù + m'r^^i» -f" "*V'*û> + etc.
= ms^p + mVy + mVy -f- etc., *
pour l'éqtiation d'équilibre demandée (n"* 267).
Lorsque parmi les percussions simultanées, il y en aura qui tendront à faire tourner le système dans un sens, et d'autres dans le sens oppQsé, il faudra prendre , avec des signes contraires, les momens des unes et des autres dans le second membre de cette équation. Le système tournera dans le sens des forces qui donneront la plus grande somme de momens , abs«traction faite du signe. En représentant par L la somme , positive ou négative , de tous ces momens pris avec des signes convenables , on tirera de l'équation précédente
Cû =
2mr"'
Z indiquant une somme qui s'étend à tous les points du système.
Si toutes les vitesses v^ i^', i^', etc., sont égales, L sera le produit de leur valeur commune v et de la somme
mp -f- rh!p' 4- /»"/>'' + ^^^' > î^' > ^^ pl""^ ; ces vitesses sont toutes parallèles 'entre elles, et qu'on mène par
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l'axé Oz, un plan parallèle k leur direction ccNiiinune^
p, p\ p"f etc. y seront les distances des points m, m'y
rti'y etc. , à ce plan ; et y d'après les signes qu W don-*
sera aux termes de L , il faudra les considérer comme
positives ou comme négatives ^ selon que les points
m y vfiy ni' y etc. y seront situés d'un côté ou de Tautre
de ce plan. Far conséquent, M désignant la somme
des masses m y ni y ni' y etc. , et 9 la distance po-^
sitive ou négative de son centre de gravité à ce même
plan, nous aurons (n"" 65) «
mp + m'p'- H- ni'p^' + etc. = Mçj
il en résultera L s= M(^ , et la valeur de û» deviendra
Si la vitesse 9 est imprimée seulement à une partie des points du système, et qu'on ne communique directement aucune vitesse à l'autre partie , on aura de même
fjL étant la somme des masses qui ont reçu la vitesse Vy et y* la distance du centre de gravité de cette partie du système au plan mené par Taxe fixe, parallèlement à la direction de p.
586. Supposons actuellement que le système des points m, m'y ni' y etc., soit un corps solide; il suffira, alors de changer, dans les formules précédentes, la masse m d'un point quelconque dans l'élément différentiel de la masse du corps , que nous repré-
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ssenterons par dm, et la somme Z en une intc^ grale. La quantité Znir* deviendt^a donc l'intégrale fr^dm^ étendue à la niasse entière du corps , et elle exprimera son moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation ; par conséquent^ la dei^uière formule se changera en celle-ci :
CSstte formule se rapportera au cas d'un corps solide retenu par un are fixe, et frappé par un autre corps qui s*allache au premier, de sorte que ces deux corps n'en forment plus qu'un seul , tournant autour de l'axe fÎM arec la vitesse angulaire €9, La massé du corps cho^ quant est /iy sa vitesse avantle choc, qui était commune à tous aes jpoints et perpendiculaire à la direction de Taxe fixe , esX v, et f exprime la distance de son centre de gravité à un plan parallèle k tette vitesse et passant par Taxe de rotation. L'intégrale yr*é3&n devfa s'étendre aux deux masses réunies aprè^ le choc. Si le corps choquant .ne restait pas attaché à l'autre après le choc , la détermination de la vitesse augu^ laire de celui-ci serait un problème différent , d<yit nous nous occuperons dans un autre chapitre.
Quand le torps retenu par un axe fixe sera choqué simultanément par plusieurs masses u , /Af, fi!', etc. > animées de vitesses v, (/, s^', etc. , perpendiculairea à la direction de Taxe, qui se réuniront à ce corpfe après le choc, on aura, pour la vitesse angubirë qui sera produite,
_ M</+ f^'^T -4- f^'^T + etc. ,
"^ — fr^dfn ^
rintégrale s'étendant à la masse totale ^ et f^ f% f\ etc. I désignant les distanoes des centres de gravité èe fJLf fÂfy fjd'f etc., à des plans menés par Vaxè de rotation, parallèlement aux vitesses p, v% s/*^ etc. Ayant pris avec le signe -f* 1^ premier terme du numérateur de cette formule, on prendra les ao^ très termes avec le signe + ou avec le signe — , selon que les percussions correspondantes tendront à faire tourner dans le sens de celle qui repond au premier terme ^ ou dans le sens opposé; et selon que la valeur de oi se trouvera positive ou négativie* la rotation auora lien dans le-sena de 09tte ficR^ce ou en sens contraire. Quand on aura* la se o , le ayatèfine restera en -repûtit, et toutes, les percussions se iiaronl.-^uilibre. Au lieu d'être siniultanéea , si elles sont successives, la valeur de ^, après tous les chocs I sera encore donnée par la formulé précédente; car api^ un premier choc le mouvement est le même à chaque instant , que si ce choc avait lieu actuellement; par conséquent, on peut supposer qu'il ait lieu à l'instant du second choc, pour déterxx4lEier la vitesse angulaire après la seconde percussion; et ainsi dé suite.
587. Lorsque le mouvement de rotation commence autour d*un axe fixe , cette droite éprouve des percussions quil est important de déterminer; elles sont dues aux quantités de mouvement peixlues^ à cette époque, par les différens points du mobile, qui se font équilibre au moyen de Taxe fixe, et doivent, conséquemment, se réduire a des percussions dont les directions rencontrent cet axe, ou lui sont pa-
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imllèies. Les percussions parallèles se déterminent immëdiatement ; ce ^ônt les composantes, suivant oetfe direction, des quàtititës de mouvement qui ont été imprimées au mobile : nous en ferons abs-^ traction > comme dans le n° 385 ; et nous supposerons que le mouvement de rotation soit celui qui a été produit par un choc perpendiculaire à la direction de Y axe fixe, et auquel répond la formule (i).
Prenons le point P pour le centre de gravité de /e^, et la droite PA pour la direction de sa vitesse avant le choc^ de manière que y soit la distance OF de cette droite à Taxe Oz. Dans le plan perpendiculaire, à cet axe fixe y et comprenant la droite PA, menons par le point 0 de cet axe deux autr^ axes rectapgulaires Ox eiOjr. Soient x, jr, z, les trois coordonnées de dm^ rapportées aux axes Ox, Oj, Oz ; la vitesse rw de ce point matériel étant perpendiculaire au rajon r et parallèle au plan des x et y , il est aisé de voir que les cosinus des angles qu'elle fait avec ces trpis
axes sont --*-*^, - et zéro , en supposant que la rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flèche s ; par conséquent, elle se décomposera en deux vitesses
— YC0 et XC0 , parallèles aux axes Ox et 0/. Les composantes des quantités de mouvement de tous les points' du corps suivant ces directions , seront donc
— ùâjydm et cêfxdm,^ ou , ce qui est la même chose ,
— ciHiy^ et mVLx^ , en désignant toujours par M la masse entière après le choc, et représentant par x^ et y les valeurs àé x et jr qui répondent k son centre
e$l aisé de yérilSer; car en considérant lés momens p^r rapport aax plans des a: et z et des ^ et z , de toutes les quantités de mouvement parallèles k ces plans y dont les sommes sont — foMjr^ et cûMûc,, on aura
My^y = fydm , MxjX^ = fx^dm ;
et ces yaleurs^ jointes à ceUes de o, rendent identique réquatlon précédente.
rour que Taxe fixe n*éprouve aucune percussion , il est aisé de voir qu'il faut d'abord que les distances z' et z'' soient nulles ; en yertu des équations (2) I cela ne peut donc arriver que quand la dmîte Oz est un des âxes principaux qui se coupent an point 0^ ainsi que nous menons de le supposer. Cette condition remplie, il faut^ en outré, que la force R soit nulle ; ce qui exige qu'on ait
On en déduit
X COS et .
y^ cosQ ^ ^
équation qui exprime que la droite PA doit être perpendiculaire au plan passant par l'axe fixe et par le centre de gravité de M . De plus y en désignant par r^ la distance de ce point à cet axe, les équations précédentes donneront
et si l'on met pour o sa valeur fournie par la for**
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mule (i), oa ea condara
Ainsi , quand un corps solide , retenu par un axe iixe y est frappé par un second corps dont la masse demeure attachée à celle du premier, il fa9t , pour qu'il n'y ait aucune* percussion sur l'axe fixe, i*. que le choc soit dirigé dans le plan de deux droites qui font y avec Taxe fixe, un système rectangulaire d'axes principaux du corps formé des deux masses réunies; 2*. que sa direction soit perpendiculaire au plan dii centre de gravité de ce corps et de l'axe fixe; 3°. que cette direction PÂ rencontre ce plan: en un point dont la distance f à Taxe de rotation est donnée par la formule précédente. Ce point est ce qu'on, appelle le centre de percussion.,
389. Fendant qu'un corps solide tourne autour d'un axe fixe, les forces centrifuges de ses difiTérens points exercent sur cet axe des pressions que nous allons déterminer, et qui sont les seules qui aient lieu dans le mouyement uniforme où les points du mobile ne sont sollicités par aucune force motrice.
En conservant les notations précédentes , on aurn nsf^dm (n* 169} pour la force centrifuge de l'élémèfnt dlm, dont la*vitesse est reo^ et qui décrit un Cercle du cayon r ; ^ comme cette force est dirigée suivant le prolongement de r, les cosinus des angles qu'elle ïait
avec les axes dés à:,r,z, seront -, - et zéro. Si donc on la transporte au. point où. ia direfcîioa rea-f
contre l'axe Ojz ^ elle pourra être* renAplacée par deux forces comprises dans les plans xOz et jOz, parallèles aux aL%es Ox et Oj^, et égales à Xû}*dm et jro^dm. La même chase ayant lîeu pour tous les élémens du mobile, on en conclut que l'axe Oz sera tire, suiyant ces directions^ par des forces qui auront pour valeurs œ^fxdm et cal^fydm^ ou , ce qui est la même chose, cai^Vix^ et fi7*M^^, d'après les notations pré^ cedentes. On voit aussi que les di^nces z^ et li* de e,e& deux pressions totales , au plan des x et y^ seront données par les équations
Mbc^z' = fxzdm , M/^s'' = fjrzdm , (5)
inverses des équations (2) relatives aux percussions.
Lorsqu'on' aura /=sz'', les deux pressions eo^Mx^ et dû^Tfijr^ , seront appliquées en un même point de Taxe Oz; elles se réduiront à une seul^ force perpendiculaire, à cette droite, dirigée dans le plan qui comprend le centre de gravité du mobile , et dont a>^Mr^ sera la valeur } r^ étant la distance de ce centre k l'axe fixe.
Ce cas aura lieu toutes les fois que Oz sera un des trois axes principaux qui se coupent au point 0. Dans ce cas, les seconds membres des équations (3) seront nuls, et l'on aura :if s=:o et js" ss o. La pression unique, que l'axe éprouvera pendant lennouvemenl de rotation passera donc par le point 0; en sorte qu'il suffira, que ce point soit fixe , pour que cette pression soit détruite, et que Taxe demeure immobile. Quel que soit le point fixe 0 appartenant à un Vorps solide, ou lié invariablement à ce corps , il y a
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donc tOQJoars trois droites rectangulaires, passant par ce point, autour desquelles le corps peut tourner, $ans que ces axes de rotation se déplacent, et comme 8*ils étaient entièrement fixes.
Telle est la propriété relatiye au mouvement uniforme de rotation , dont jouissent les droites que nous avons nommées axes principaux. Elle leur appartient exclusivement; car si le corps tourne autour d'une droite Oz , qui ne soit pas un des trois axes principaux relatifs au point fixe 0 , les deux pressions a^Mx^ et cj^Mjr^ seront, en général, irréducti^^ blés à une seule, ou bien , si elles se réduisent à une seule, a cause de z' =: z!', cette pression unique passera par un point diflerent de 0 ; par conséquent , il fiiudra qu'un second point, ou Taxe entier, soit supposé fixe, pour que les pressions dues aux forces oentrifuges soient détruites , et que l'axe de rotation ne soit pas déplacé pendant le mouvement.
Quand un corps retenu par un point fixe 0, et qui n'est soumis à aucune force motrice , aura commencé à tourner autour d'un des trois axes qui se coupent en ce point , le mouvement continuera indéfiniment autour de cette droite. Cela aura lien , par exemple , si le mobile est mis en mouvement par un choc dirigé dans le plan des deux autres axes principaux re« ÏÊÛk à ce point 0, puisqu'alors , d'après le numéro précédent, les percussions qu'éprouvera Taxe, dans le premier moment, se réduiront à une seule qui passera par ce point fixe , et sera détruite par sa re-' sistance. Si 0 est un des points particuliers pour lesquels tous les momens d'inertie sont égaux, l'axe au*
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tour duquel le corps, commencerm à tourner sera nécessairement un axe principal ; et , dé quelque manière que le corps soit mis en mouvement autour de ce point fixe , la^e de rotation demeurera immobile. Ainsi ^ un ellipsoïde de révolution , ou un paraliëlépipède^ retenu par un 4^s points dont nous avons déterminé précédemment la position (n^ 385) ^ tournera toujours autour d'un axe immobile» Il en jsera de même à l'égard d'une sphère dont le centre est fixe, ou 4'un Cube retenu par le point situé à l'intersection de ses trois diagonales; et de pluâ, datis ces deux derniers cas, le point fixe étant le centre de gravité, l'axe de rotation demeurera encore immobile, quoique le corps soit pesant. Dans le cas général ^ les forces motriœs qui agiront sur le mobile ^ produiront, comme les forces centrifuges, des pressions Mr Taxe de rotation, qui contribueront à le déplacer, quand elles ne se réduiront pas à une seule force passant par le point fixe.
Sgo. Si la droite Os est un des trois axes principaux qui se coupent au centre de gravité G du corps que l'on considère , elle sera encore un des trois axes principaux de ce même corps au point quelconque 0 de sa direction. En effet, soit y la distance OG de ce centre au point 0. Sans changer la direction précédente des coordonnées œ y / , z » transportons leur origine au point G ; celles de l'élément quelconque dm deviendront j?, ^, s — 7 ; et, d'après la définition, des axes principaux , on aura
fx {z — y)dmz=ifxzdm — y (xdm = o , Jjr \z — y)dm =fjrzdm — yfj^dfn = o.
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De pln&y Je point G éUat mr late des z, éa m fxdm s=i o et fjrdm est o; il en réduite donc fxzdm =: o ttffzdm^ssi o; d'où Ton cooclut que Os est un des ttoh Mes principaux qui se coupent au point O. - ^
On déterminera la direction des deox antres axes principan» dans le plan des x et j^ par la tranfifor^ aution dies qoordi^nnëeâ. Soient x' et y celles de dm par rapport à cé$ deux autrss axes ; il firadra qu'on ait
/rydiw = o, fx^zdm=:Of jyzdni=zo;
mais si Ton affile 0 Tangle compris entre Taxe des â^et œlui des or^ on aura
jcr' = X CM 6 ^—y sîn ô, 7^=^ sin 9 +^ôos 9;
or^ en sufetituant ces valeurs dans les équations pré* cedentes^ les deux dernières disparaissent à cause de fxzdm = o et fjzdm = o ; la première derient
(cos*8 — sîn* S)fxj'dm + sin 6 cos fl (fx^dm — fj^dm) = o ;
et Ton en tirera la valeur de 6. Les intégrales que cette équation renferme pourront changer de valeur avec la position du . point O ] en sorte que le long de l'axe Os» les ^ux autres axes principaux ne se* ront paSjt en général, parallèles à eux-méoo^es. Lef quatre équations
fxdm=z o, /xzdm = o, //dm = o, Jjrzdm = o,
ayant lieu en même temps , il suit des deux pre<ttières que les pressions parallèles et comprises dans
le plan dés or et z , qui fMroviennent des forces oenn tnfbges 9 se réduisent à deux forces égales et direclenoent opposée ; et en vertu des deux dernières équations, la. même chose a lieu à Fégard des composantes ccmiprises dans le plan des j^ et z. Par conséquent, lorsqu^un corps tourne autour de 1*uq des trois axes principaux qui se coupent sT son centre de gravité ^ les , forces centrifoges de tous ses points ae produisent aucune pression sur Taxe de rotation; et si le mouvement a commencé autour d'un t^ axe , il continuera indéfiniment , sans que cette droite ait aucun point fixe, en supposant toujours qu'aucune force motrice n agit sur le mobile.
Ce résultat est évident dans le cas d'un ellipsoide tournant autour d'un de ses trois axes de figure; car tout étant symétrique autour de chacune de ces droites, il ny aurait pas de raison pour qu'elle éprouvât une pressiotf dans un sens plutôt que dana le sens opposé.
§ II. Mbuifcment de rotation varié.
391. Soit toujours dm un élément quelconque de la masse du mobile, tournant autour de l'axe fixe Oz ( fig. 5 ). Par un point 0 ^ nâs arbitrairement sur cette droite , menons deux autres axes fixes Oœ et 0/f perpendiculaires entre eux et à Taxe Oz; et au bout du temps quelconque t , désignons par jr, jr, Zy les trois coordonnées de dm , rapportées à ces axes Ojc , Oj , Oz. Au même instant , les compo-^ santés de la vitesse, parallèles à ces droites., seront
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S*» 7" * jr.'^t*V^^^ *f^^ soient lès forcée appti-
qiiées à 1 elémeat dm ^ je les déoompose ' parallèleméat à ces mêmes axes; et, au bout du temps t^ je désigne par X , Y, Z , les composantes suivant \^x f jr, Zf positives, de la force accélératrice don* née qui agit sur ce point matériel. Si ce point était
libre, les composantes -£ ^ ^, ^' ^^ ^^ vitesse,
augmenteraient de X^, \dty Zdt, 'pendant Fins^ tant di (n* 147) ; niais ces fonctions du temps aug-
ûgentent réellement de leurs différentielles d. -^,
d.^ f ^'5iî P^^ conséquent , les vitesses perdues
pendant Finstant dt, suivant les directions des coordonnées, sont
XA—rf.^, \dt^d.%, TÀt^dt.^.
dt^ dt ^ di 9
En les multipliant par dm, et divi&nt par di, on aura
pour les composantes de la force perdue par l'élément dm y pendant cet instant dt^k raison de sa liaitt>n avec les autres points du corps et avec l'axe dé rotation. Donc, «n vertu du principe du n"* SSo* l'équilibre devra avoir lieu autour de cet axe fixe, entre de semblables forces impliquées à tous les points du mobile.
• Pour former l'équation de cet éf|uilibre^ il suffira
de mettre les deux premières des taois forces précédentes à la place de P cos a et P cos € , dans le premier terme de l'équation (5) du n" !i66, et d'égaler ensuite k ±évo lâ somme des valeurs de cette quantité , podr tons les ]points dû corps , laquelle somme stit^L une intégrale étendue à la masse entière. En fàfsanf passer les diffërentielles dans le premier membre et 1^ forces données dans le second , nous aurons^ de cette manière . .
pour l'équation demandée , qui sera celle du mouvement de rotation autour de l'axe des z.
59^ • Sôit 09 laf vitesse angulaire au bout du temps t} et supposons que l'on considère cette quantité comme posil^îve ou comme négative , selon que le mouvem^nt de rotation aurU lieu dans le sens indiqué par Is flèche s , ou Mans le sens opposé. Soit aussi r le rayon du cercle que décrit dm, ou la perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe Oz ; sa vitesse absolue sera rœ , et Yotk aura
dx dy
pour les valeurs.de ces deux composantes. £n effets si É est la projection dç din sur le plan des x eïy, et <}a'4Xi tire ie rayon OP et la perpeiidiculaire QPP' à OP, la-* Quelle coupe en Q et Q' les axes Ox et Qjr^ on aura
0P==:/, cosa:QP=r-.'J, cosjQ'P'= J;
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et çoudm/ii . la vitesse fw sera parallèle h. la droite QPFy ce sera par ces CQsiiius qu'il faudra la miil* tiplier^ pour avoir les valiçurs dcTses composantes
- et ^^
Ea observant que x^ 4^^» 5= r% çn d^dait de :es Yalear9
xdf — jrdx = i^<odt. ' (2)
le differentle par rapport à /; ii. cause qu^ele rayoi^ r est constaqt » on a
xtPjr — fd^x =r r^dù>de;
3t iÙD étant une quantité commune à tous les points 19 Gprpsî^ qui doJLétre regardée comnie eonstanle lans Tintégration fflative à dm, lequation (1) dé<ncnt
^/,*dm^f(xY -.jrX)dmi (3)
iif^ijpiî f^r^ conualfrq la Taleor de d», correspondante i mie^ pwitîofi donnée du mobile.
Si IVq décomposi^ la force accélératrice qui agrt si^r .dm 09 deux autres» Fune pavidlèle ^ Ta^e Oa^ et. retire compnse' dans un plan perpeiidîctdaire à calt|9 dcpite , oq pourra faire alstraetion de la pre-onèiie, qoi qe peut contribuer au mouyemenijt de rotation; la seconde , que j'appellerai ^^ cM^ U' résultante de X et Y. Je projette les trois, forces X , Y^ ^ , sur le plan des a: él j; je suppose que PC soit la ^iroqlioa de ^ ainsi pffojetéq ; eC j'tfpp^le A la perpeQdic!idaîre;0& abaisséedn pointO'taT'PCon sur son
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proloDgement. En considër^anl les tnoniéDs par rap-^ port au poiat 0 , on aura ( n"* 4^ )
opY — y% :=: zh h^ ,
selon que la force (p tendra à faire tourner dans lé sens de la flèche s^ ou dans le sens opposé. Tappelle aussi cT l'angle QTC que fait la droite PC avec la perpendiculaire PQ' au rayon OP, menée dans le sens indiqué par la flèche s. Cet angle sera aigu ou bbtu$y selon qu'on deyra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur dans l'équation précédente ; à cause de OFcs r, on aura donc toujours
h = rcosJ";
et, au moyen de ces valeurs ^l'équation (S) ée^
viendra
dm ^
-j-Jf^dm = fnp cos ^dm.
OVf si les forces données n'agissent sur le mobile que pendant un temps très court; qu'elles soient néan^ moins capables de produire ^ pendant cet intervalle de temps , des vitesses données qui ne soient pas très petites ; et que pendant ce même temps les directions de ces forces » non plu^ que les positions des points du mobile y ne changent pas sensiblement^ on aura, en intégrant par rapport & f les deux membres de cette équation ,
œfr^dm = /rv cos cT rfm ;
\> étant l'intégrale fpdt pendant la durée de l'action des forces, c'est-À-dire > la vitesse que la percussion
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«xercee sur dm imprimerait à ce'point matériel ^ s'il était entièrement* libre. Cette équation est celle du mouvement uniforme de rotation ^ et l'on en déduira , sans difficultés^ les formules du n* 386. .
Dans le mouvement varié » l'équation (3) se change en une équation différentielle du second ordre , de laquelle dépend la position du mobile à chaque instant, et sa viles^ en fouction du temps, ainsi qu^on le verra tout à Fheure par un exemple; mais auparavant il convient de déterminer les pressions que l'axe de rotation éprouve pendant )a durée du mouvement.
393 • Je considérerai seulement lés pressions perpendiculaires à cet axe 0^ , qui sont dues aux compo-* santés parallèles aux axes Ooc et Ojr, des forces perdues par tous les points du mobile, dont les résultantes devront couper Taxe fixe.
En appelant U et Y les sommo&de toutes ces forces, on aura, d'après le n® 391,
et si 1 on désigne par u et v les distances de^ forces totales U et y au plan des ar%t ^, on aura aussi (q* 54)
En vertu des valeurs précédentes de -^ et ■£, on a
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; 'A*X __^ dÎÊ âj' •dm ,
d*Y dm , dx dm
^/* <// * dt di ^
cy
J'élimine ^ au» moyen de l'équation (3); je désigne
par x^ et y^ les valeurs de x et ^ qui répondent au centre de gravité du mobile ^ et par M sa masse , de sorte qu'on ait
fxdm = IMLr^, fydm =r M^*,;
en substituant ensuite les valeurs de j-r et -^ dans les .formules précédentes , elles deviennent
Quand la vitesse angulaire c? sera connue, ces équations feront conrraîlre les pressions U et V parallèles aux axes Ox et 0/ ^ que l'axe Oz aura à supporter, et les distances u e\ if comprises entre le point 0 et les points d'application de U et V sur cet axe. Lorsque les forces X et Y sont nulles, ces résultats coïncident avec ceux du n° SSg. Quand la droite Oz passe par le centre de gravité du mobile^ on a jc^ = o et
j^,=o, et, conséquemment,
U = p>Jm, V = pidm',
en sorte que la charge totale de l'axe fixe est la même que dans Tétat d'équilibre ;'mais elle est, en général, autrement distribuée. Sj Taxe fixe est, en outre, un des axes principaux qui se coupent au centre de gravité, on a aussi fxzdm = o et fjrzdm = o ; il en résulte
Mu = fzlUm, Vi^ = fz\dm;
et la charge de Taxe se trouve partagée, dans l'état de mouvement, comme dans l'état d'éq^^ilibre.
5p4* Appliquons actuellement l'équation (5) au cas d'nn corps pesant^ tournant autour d'un axe horizontaK
Si Ton désigne par g la pesanteur , et qu'on suppose l'axe Oy vertical et dirigé dans le sens de cette force, on aura
et, à cause de /xdm = Ma:^, l'équation (3) se réduira à
J//-rfm = glVlr,. (4)
ÂH bout du temps t, désignons par G l'angle com . pris entre le plan mobile qui passe par le centre de gravité du corps et le plan fixe desj^ et z; angle; que nous regarderons comme positif ou comme négatif, selon que le plan mobile se trouvera, relativement au plan fixe, du côté de Taxe des x positives ou du
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côté opposé. Soit a la distance Cônâtaoté du centre de
gravité à l'axe Oz ; on aura
x^ = asin 9 ;
et, d'après le sens de la vitesse g?, positive ou négative f on aura aussi
ce qu'on déduit également de l'équation (a) , appli^ quée au centre de gravité , c'est4Miire , aux valeurs orsinây ^cosfl, a, de x, j, r. Soit enfin M^ le moment d'inertie du corps par rapport à un axe passant par Sbn centre de gravité et parallèle à Oz ; k sera une ligne de grandeur donnée ; et , d'après le théorème du n* Zj4 9 ^oxi& aurons
fr^dm = M (a» -f- A:») ,
pour le moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation.
Au moyen de ces valeurs de x^ , co, fr^dm , Téqua*^ lion (4) devient
d^è ga sin ô
En multipliant par 2d^, et intégrant ^ on aura donc
db* ^ga cos ô
c étant la constante arbitraire. Si Ton suppose qu'on ait y à l'origine du mouvement ,
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oeUe ooDstaote aura pour valeur
et il eu résultera y à un iostaut quelçoaqiie ^
dt* a^a (co8 a — cos B) , .
dF •* ^F+T = " • '(^)
Cette équation est celle du mouvement d'un pendule de forme quelconque , tournant autour d'un axe iMHÎzontal. Dans son, état d'équilibre ^ le plan passant par Boa centre de gravité et par Taxe fixe est bon-' zonf al , et Ton aa=:o^ Aqso, Gsaso. On écarte le fx»rps de cette pQsitipn> de sorte que ces deux plans Ayunpf^WiÇkiit un angle dipnné u. Si on r^ai;idonne ensuit^ k Im-v&éme, oa aum Ct=^o; si, i^ja fiçin-* tndre , le mobile éprouve une percussion à Forigine de son mouvement, la vitesse initiale H devra être déterminée par les règles du n** 586, ou donnée d'une manière quelconque; et, dans tous les cas, Téqua-* tion (a) fera .connaître la vitesse angulaire du mobile à un instant quelconque , d'après la position de son . eeotra de jgravité. En la résolvant par rapport à dt , et intégrant, on aura la valeur de f en fonction de 6, ^m réapiroquement ; ce qui déterminera la position vaiiable de ce oentre, «t, par conséquent, ceUe du mobile à chaque instant.
596. Si ce corps pesant se réduit à un point matériel, attacfa^ à l^axe Oz par un fil inextensible ^t inflexible , dont on néglige la masse, et qui soit perpendiculaire à Os^ on aww le ois du pondule 8ijmfile,.d'afijr^ h défi-<
nition du n^ 179. Eu appelant / sa longueur , on aura a = / ; M sera la masse du point matériel ; et le moment d'inertie M (a' -f- A:*) devra se réduire au produit de cette masse et du carré de sa distance / à Taxe* fixe. On aura donc ^ = o ; par conséquent ^ l'équation (a), appliquée à ce cas particulier, deviendra
^ H- ^ (co8« - cosfl) = n«; (A)
e|t^ en effets il est aisé de vérifier .qu'elle s'aooorde avec Féquation (i) du n"* 180, relative au mouvemept du pendule simple.
En c<Hnparant leé équrations (a) et (b), un voit que ce mouvement coïncidera avec celui d'un pendule quelconque, toutes les fois que les coefficiens
T ^* T^Tî»' P*^ lesquels ces deux équations diffe-
rent l'une de Tautre, seront égaux , c'est - à - dire 1 lorsqu'on aura
Cest donc d'après cette formule que l'on calculera, ainsi que nous l'avons annoncé dans le n^ ^79 9 ^^ longueur du pendule simple, correspondait à un pendule donné; les deux quantités a et k qu'elle renferme pourront toujours se déterminer exactement , ou par approximation , au moyen des règles connues, quand on connaîtra la forme du pendule composé.
Lorsque ce pendule fera de très petites oscilla-
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tioDS, il en sera de même à Fégard du pendule simple. Si Ton .désigne par T la durée d'une osciK lation entière y on aura donc (n* 182)
En comptant , pendant un temps considérable , le nombre des oscillations du pendule composé , et divisant le temps total par ce nombre , on aura la valeur de T ; et en la substituant , dans cette der« nière formule , avec la valeur de t correspondante au pendule qu W aura employé , on en conclura , comme nous lavons déjà expliqué (n* 192)^ la mesure de la pesanteur g avec une extrême précision. Les longueurs du pendule simple étant entre elles comme les carrés des durées des petites oscillations, si Ton appelle A la longueur du pendule, à secondes, et qu'on prenne la seconde pour unité, on aura aussi
. pour calculer la valeur de A d'après celles de / e^Tw 396. Si Ton trace dans Tintérieur du pendule composé, au-dessous de son centre de gravité et dans le plan de ce centre et de Taxe de rotation , une dnnte parallèle k cet axe , dont / soit la distance à ce même axe, le mouvement des points de cette parallèle ne sera ni accéléré ni retardé par leur liaison avec les autres points du corps. Parmi tous les points de cette droite, on appelle proprement centre ctos-^ cUlation le point situé sur la même perpendiculaire à Taxe que le centre de gravité.
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Soient ABD ((ig. 6) là sèctàon du pendule perpendiculaire à Taxe de rotation et passant par Mn centre de gravité y G ce centre > ^ C lé point ou cette section est coupée par Taxe ; prolongeons la droite CG jusqu'en 0^ de sorte qu'on ait
«ft^ oMiséqueniniènt ,
GO « rt + - 2= 7.
Le point 0 sera le centre d^Mcillation ; et après ;avoir £ut ôsoiUer jb pendule donné autaor de latt perpendiculaire « la section ABD et passant par le point Çy si tfn le reoyerse et qu'on le fiE^se tosciller dewyaveau autour de l'axe passant par le point O et peiv pendiculaire à cette menée sectioB^ le point C détiendra le centre d'oscillation; théorème que l'on énonce ordinairement en disant que les centres C et O de suspension et d'oscillation ^ sont réciproques l'un de l'autre.
En effet y dans les deux cas, le moment d'inertie Ma:* est le même, puisqu'il se rapporte toujours à l'axe perpendiculaire à ABD et passant par le point G; en sorte que la quantité k* ne changera pas. De plus^ soh 0^ le point du prolongement de OG qui sera le centre d'oscillation, quand 0 sera devenu le centre de suspension ; en appelant t la distance 00', sa valeur se déduira de la formule (c) , en y mettant OG au
lieu de CG, c'est-à-dire, — au lieu de a; on aura
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donc
r = - + a = /, 00' = CO;
et , coQséqueimieiit ,, le point O' coïncidera arec le point C.
397. La dnrée des osciDations 1res petites; autoar des deux axes perpendic«laires à ABD et passant par les points C et 0, est la iaênie et éff^e à
Tt\J -\l étant tonjoors lia distsince CO. Réciproque-
ment^ si la durée dès oscillations très petites est la même autour de deux axes parallèles , dont le plan contient lé centre de grayité G ^ et qui n'en sont pas ëquidistans, leur distance mutuelle sera la longueur l du pendule simple qui oscille aussi dans le même temps.
£a e£G3t^ soient /i et a' les distances inhales 4« oentre de gravité à ces deux droites paiaillèles, et^ consëquemmeot^ a -f- ^ l^^ur distance mutuelle; soit aussi MAf le moment d'inertie par rapport à l'axe parallèle passant par le centre de gravité. Puisque la durée des oscillations est la même autour des deux droites, il faudra qu'on ait
d'où l'on tire
a z=z a ou fl' = -^ ;
donc 9 en rejetant la première valeur de a\ nous aurons
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Par conséquent y si Ton mesure la distance a + a' i)es deux axes synchrones, on aura la longueur du pendule simple qui correspond à la durée commune de leurs oscillations.
Ce moyen a été employé avec s&ccès , en Angleterre f- pour déterminer la longueur du pendule simple f sans aucun i:alcul relatif à la forme du pendule composé (*).
SgS* Il y a une infinité d^axes différens autour diesquels les petites oscillations d'un même corps sont d'égale durée.
D'abord, il est évident que la valeur de / et la durée des oscillations seront les m'êmes pour tous les axes de suspension parallèles entre eux et équidistans du centre de gravité, puisque, pour tous <:es axes, les quantités k et a, comprises dans la formule (c) y ne varient pas. On peut aussi changer la direction de ces axes et leur distance au centre de gravité, sans que la valeur de / soit changée; car si l'on appelle a , € ^ y , les angles que la parallèle à Taxe de suspension, rïienée par le centre de gravité, fait avec les trois axes principaux qui se coupent en ce point , et que Ton désigne par A , B, C, les momens d'inertie relatifs à ces axes, et par Mk*, comme précédemment, celui qui répond à la parallèle, on aura, d'après l'équation (c) du n* 5j5^
(*) Transactions philosophiques, diïiïike 181$..
MAf = A cas' a + B cos' ff + C cos* y ^ et^ par conséquent^
A cos' «t 4- B cos* C + C cos* y
Ma
Or ^ on peut éyidemment donner a a , a , € , y ^ une infinité de valeurs différentes ^ pour lesquelles cette valeur de / restera la même.
Si Ton voulait que cette fonction / fiit un minimum par rapport aux variables a^ a, €,y,ïi résulte de sa forme qu'en supposant A la plus petite des' trois cons* tantes A,B, C^ il faudrait d'abprd -qu'on eût 11=:: o, € = go% y = go^, et , conséquemment , ,
^ — Ma '
d'oii Ton conclut , par la^gle ordinaire , ^ = 1/^ pour la valeur de a qui répond au minimum, et
/=:2 ^ g pour ce minimum.
Sgg. Nous savons que la résistance d'un milieu n'influe pas sur la durée des petites oscillations du pendule simple, d'une longueur donnée (n* 190); mais il faut aussi prouver que cette force ne change pas non plus la longueur du pendule simple, dont le mouvement est le même dans l'air que celui d'un pendule donné, dans ce même fluide.
Or, pour déterminer ce mouvement, il faut joindre aux forces ILdm et '^dm , que renferme le second membre de l'équation (3), et qui agissent sur tous
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les points de la masse dix mobile^ les composantes de la résistance de l'air^ exercée sur les élémens de sa surface. Supposons donc que cette résistanee jscHt exprimée , généralement , par la somme de plusieurs puissances de la vitesse , et, pour une vitesse quelconque V, représeutons>la , sur l'unité de surface p par
. . Av* H- Àt^*'+ Ap*^ H- etc. j
A^ A', A!' , etc., oLj a', ti",eic., étant des constantes éoBnées. Soit f la tlistance d'un point M de la surfece du pendule , k l'axe de rotation; sa vitesse, au bout du temps t , sera feo, en désignant toujours par œ la vitesse angulaire à cet instant. Si Ton appelle £ l'angle que fait sa direction avec la partie intérieure de la norn^ale en ce point , on aura pc» cos € pour sa composante suivant cette droite; et , d'après ce qu'on a dît précédemment ( p? 565 ) , c'est cette composante normale qu'il faudra employer pour la vitesse ^ , dans l'expression de la résistance qui répond au point M. En appelant da l'élément différentiel de la surface, en ce même point, et Kdj la résistance exercée sur cet élément, on a«ra donc
R = A/>*a>*cos*é + Ay*'^*'cos*'€ -|- etc.
Je désigne par /x ^et \v les angles .^jxe fait la normale intérieure au point M , avec des parallèles aux mjuss des X et des /, menées par ce point; les composantes] de U résistance suivant ces droites seront RcosM^^ et Kcospih; et si l'on appelle a:' et jr' les valeurs de x^etjr qui répondrai au point M, on aura
X 'K cos vdr — j'R cos fidir ,
pour la partie du second membre de rëquation (5) , relative à Télémeiit dr ; par conséquent , en prenant Fiiit^rale de cette quantité dans tonte la portion de la surface du mobile qui éprouve la résistance du nûlien f on aura la quantité qu'on devra ajouter à ce second membre , pour avoir égard k èette ré^stance. Je fiiia, pour abréger ,
jr/cofif — ^cos;t=Ç,
et cette quantité aura pour expression :
Aa>yÇf*cos*€rf(r 4- A^oi*/^* cos*'«ir + etc.
D est visible que Ç est la longueur de la plus courte distance entre l'axe de suspension et la direction de la vitesse pe» du point M, comprise dans un plan perpendiculaire a cet axe ; Ç ne dépend donc pas du tenope^ noti plus que l'angle \ et le rayon p ; par con?séquent , si Fou fait
/(p^cos'^édj = y, yCp* cos'érfij = y, etc. ,
ces intégrales y, y', y'^ , etc. , seront des constantes dépendantes de la forme du corps , et dont les valeurs pourront être différentes dans deux oscillations consécutives. Pour déterminer leurs limites^ on circons* crira au mobile , dans sa position d'équilibre , un cylindre perpendiculaire au plan vertical passant par Taxe fixe; la courbe de contact de ce cylindre avec la sur£ace du corps divisera cette surface en deux partfes, dont l'une éprouvera la résistance de l'air, pendant que le mobile se mouvra dans un sens , et l'autre , pendant qu'il se -mouvra dans le sens opposé; ces intégrales devront donc s étendre à l'une
de ces deux ps^rties pour une osciUatioQ entière , et à routire partie poi^r Toscillation suivante; et quand ûès deux parties seront différentes 3^ les Valeurs de y , y\ y% etc. y le seront aussi d^ns deux oscillations consécutives. Ces valeurs ne changeront pas^ dans le cas d'un mouvement révolutif.
Cela posé 9 après avoir ajouté la quantité précédente au second membre de lequation (3), ou^ ce qui est la même chose , après avoir retranché cette quantité divisée par le moment dlnertie M(a* + ^} ^
de la valeur de g-; du n* 594 ; nous aurons
pour réquation du mouvement d'un pendule- quelconque dans un milieu résistant. On aura de m^e
^ = — f sinfl— Bû)* — B'û)- — etc. ,
pour réquation du mouvement du pendule simple dont la longueur est /; B ^ B', B", etc. , désignant des coefficiens constans.
Les vitesses et les positions initiales des deux mobiles étant supposées les mémes^ si Ton veut que leurs mouvemens le soient^ aussi , il suiEra et il sera nécessaire de prendre
g g^ 1> Ay j., AV
l — a^ + k'^' Mia^ + k^y ^ ~ M(û» + A') ' • ' ^
ce qui détermine la valeur de Z^ qui coïncidera avec la formule (c), et celles de B, B', B", etc., pour toute la durée de chaque oscillation.
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d , quelles que soient la forme d'un pendule et la loi de la résistance du milieu d^ns lequel il se meut y on voit qu'il y a toujours un peùdule simple dont le mouvement est le même que celui du pendule aoniié; que la résistance du milieu dans lequel le pendule simple doit se mouvoir, se déduit de celle du milieu donné , et de la forme du pendule composé ; et que la longueur du pendule simple ne dé-^ pend que de cette forme , et nullement de la résistance.
Toutefois y il n'en résulte pas que la longueur de ce pendule correspondant a un pendule donné , soit la même dans Tair et dans le vide : la perte de poids que le pendule composé éprouve dans Tair , et qui n'est pas la même dans l'état de mouvement que dans Tétat de repos, influe sur la longueur du pendule simple, réduite au vide , ainsi que nous l'avons déjà dit (n° 191 ). .
400. Pour déterminer le mouvement d'un treuil et de deux poids suspendus, l'un à la roue et l'autre au cylindre , on formera , comme dans le n"" Sgi , la somme des momens des forces perdues à chaque instant par tous les points du treuil, puis on ajoutera à cette somme les momens des forces perdues dans le même instant par ces deux poids, et on égalera à. zéro la somme totale de tous ces momens. Or, supposons qu'une corde soit enroulée sur la roue et attachée par un bout à un point de sa circonférence , et désignons par nt\z. masse du corps suspendu verticalement à l'autre bout ; soit aussi m' la masse du corps suspendu verticalement à l'extrémité d'une
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seconde corde éàroiilée sar le cjfUndn el attadiée par Fautre eKtjrëmite à sa sarfica; au boni da tenoqps tf si Ton appelle u et u' 1^ distances des- centras de gntTHé de 79 et mf an plan * Iioriaofttal pesssrt par Taxe da tranily les tovçeà perdues par ces Inasses penê*
dantnnsta1cit£b^ seront m (g— ^etw^g— ^);
itars moinens par rapport à Taxe du trenil^.se dëdniront de ces forces en mi^tîplÛQt la premièie par îe rayon de la roue que j'appellerai c^ et la second^ par le rajon du. cylindre que je désignerai par e'i et parce que ces forces tendent 1 fidre tourner le treuil en sens contraire Fune de l'autre , il fiindra donner le signe -f- au moment de l'une^ et le signe — ' au momait de l'antoe. Pour axer les .idées ^ je supposerai que ce soit la première force qui tende à frire tourner te treuil dans le sens ou il tourne réellement, ou, autrement dit, je supposerai . que . ce soit la masse m qui descende et la masse m' qui s'élève. Oa en conclut que le second membre de l'équation (5) se trouyera augmenté de gmc — gmfc' , et son premier membre , de m -^ ^«— m' -^ c' ; d'ailleurri l'intégrale que contient le second membre sera aéro , parce qu'elle doit s'étendre à tous les pointe du treuil, dont le centre de gravité est sur Taxe de rotation; on aura donc
pour l'équation du mouvement du treuil et des deux masses m et m^
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Pendant tonte la durée de ce n^pnyement, la vitesse
^ de m ébt égale à la yitesse et» du point de la roue
ou la corde commence à se détacher de sa circonfé-
rence , et dont le rayon est horizontal; la vitesse -^-
de n/ est de même égale et contraire à la vitesse c'cù du point de la surface du cylindre, dont le rayon est aussi horizontal , et qui est situé de l'autre côté de Taxe : on a donc coilstamment
du du! s
an moyen de quoi , l'équation précédente devient
(M^« + iru^ + mV) -J- = ^mc — mV) ,
en désignant par M la masse du treuil y et par MA:* son moment d'inertie par rapport a l'axe de rotation.
Si Ton suppose nulles^ pour plus dé simplicité, les vitesses initiales du treùif et des masses m et tu', on aura, à un instant quelconque,
{jnc — m'c')gt
et , sans aller plus loin , on voit que le mouvement du treuil sera uniformément accéléré.
Les tensions des cordes auxquelles les masses m et m' sont attachées , auront pour mesure les forces perdues par ces masses; en les désignant par T et T\ on aura donc
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^t si Ton appelle p, p^ , P^ les poids de ces corps et
du treuil^ d^ sorte qu'on ait
on conclura des équations précédentes
A cause que le poids p descend, ce qui suppose pc >> p'd , la tension T sera moindre que ce poids , qui serait sa valeur dans Tétat d'^uilibre, et la tension T* sera plus grande que p'.
Les pressions teerçées sur Taxe du trenil par les forces centrifuges de ses différens points , se détruisent évidemment deux à deux , k cause de la symétrie de ce corpis autour de cette droite. La charge totale que l'axe éprouvera pendant le mouvement, se composera donc seulement du poids du treuil et des tensions T et T' ; de sorte qu'en appelant n cette force verticale , on aura
En substituant pour T et T' leurs valeurs , il en résultera
ce qui montre que cette charge est toujours moindre que celle qui a lieu dans 1 état d'équilibre , et qui est égale kV +p'\- p'.
On appliquera ces différentes formules à la
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vnaduDe d'Athood, en y faisant c' as c ; et elles fe^ rOBt connaître toutes les circonstances du niouve* méat des deux poids inégiiax p et p\ dont l'on monte et Fautre descend dans cet appareil.
Si Ton appelle , par exemple , h la hauteur dont le poids p descend dans* un temps donné 0^ on aura la valeur de h eh intégrant celle de ^ ou de e^dt ^ depui$ t:9ç^o jusqu'à if z;:: 8 ; ce qui donne
Les poids V^p, p'j ainsi que le rayon de la roue, sont donnés; la quantité 1^ peut être calculée d'après la forme de la roue; et l'on peut mesurer la hauteur A. Par conséquent , si le temps 0 est donné par l'obseiw vaUon* celte formule fera connaître la valeur de g^ Mais quelque soin qu'on appA^te dans cette expé*^ rience, elle ne sera jamais susceptible d'une précision comparaUe à celle du pendule ; car , dans celles:! , la durée de chaque oscillation s'obtient en divisant 1^ temps pendant lequel le pendule a oscillé , par le nombre très grand des oscillations qu'il a faites ; ce qui rendra toujours l'erreur à craindre , sur la durée d'une seule oscillation, beaucoup moindre que l'erreur inévitable sur la mesure du temps 8 dans la machine Hijêthood.
On &it ici abstraction de la masse du fil auquel sont suspendus les deux poids p et p'; il serait facile d'y avoir égard de la'm^me manière que dans le problème du n*356; mais alors la loi du mouvement serait plus ocMnpliqu^, On néglige aussi la résistance que Taîr
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'Oppose aux monvernens des dent poids petp^z pour eQ atténuer Teffet, et aussi pour rendre le temps 6 plus facile à aiesurer , on ralentira ces mouye^ meus , en diminuant l'excès de Fun de ces poids sur l'autre.
. 4<)2. On a aussi employé le pendule pour détermi* ner la vitesse des projectiles de Tartillerie. Cette machine est ce qu'où appelle le pendule de Bobins, du nom de Fingénieur qui en a le premier fait usage : elle consiste en une masse très considérable, retenue par un axe horizontal solidement fixé. Le boulet dont on veut connaître la vitesse, pénètre dans cette masse sans la traverser, et met le pendule en mouvement; on mesure la grandeur de l'arc que décrit un point déterminé de la masse totale ; d'où l'on conclut facilement sa quantité de mouvement , et , conséquemment, la vitesse du boulet # l'instant ou il a atteint le pendule. • *
Soient, en. effet, AEBF (fig. 7) une section du pendule par un plan perpendiculaire à l'axe fixe et par son centre de gravité , G ce centre , O le centre d'oscillation (n° SgG) , C le point où cette section coupe Faxe, de sorte que CGO soit une droite verticale, dans l'état d'équilibre. Soient aussi B le point où le prolongement de cette droite rencontre la surface inférieure du pendule , BB' l'arc de cercle qui sei*a décrit par ce point B et dont C est le centre, E le centre de Fouverture circulaire que le boulet fait à la surface du pendule, ou, plus généralement, la projection de ce point sur le plan de la section AEBF. Appelons ^t la masse du boulet, v sa vitesse
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a riostaat du choc, f la peirpendiculaire abaissée da point C sur la direction dé f^, projetée sur le plan de AEBFy M la masse du pendule et du boulet , a la distance du centre de grayité de M à Taxe fixe, M(a*+A:*) son moment d'inertie par rapport à cet axe ; nous au-» rons (n* 386)
pour la valeur de £1 qu'il faudra substituer (^ans l'équation (a) du n^ 394, dans laquelle on fera aussi a = o, puisque le pendule part de sa position d'équilibre* Il s'en écartera jusqu'à ce que la vitesse angulaire soit nulle; par conséquent, si l'on désigne par £ Tangle BCB', on aura , d'après cette équation (^) ,
g étant la gravité. En désignant par h la corde de l'arc BB', et par c le rayon CB, nous aurons
fi by
ÇOS b = I -.
Je substitue cette valeur dans l'équation précédente, et j'en déduis ensuite celle de (^*; ce qui donne
n étant le rapport de M à )Ct, qui sera un très grand. . nombre donné.
Toutes les autres -quantités contenues dans cette formule seront aussi connues. La distance c se tne-«
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sure ioinlédiatetnent; la corde b ^t donnée aa moyen d'un ruban attaché au point B> et pas*sant dans un akineau fixement attaché au terfcin : la partie de ce ruban qui &e déroule et traverse Tanneaii pendant rélévation du pendule ^ est efiectÎTe* ment égale a b. Si le tir est horizontal ^ la quantité f est la distance de l'axe de la pièce à Taxe de jt>tation ; si le tir s'écarte un peu de ^horizontalité , auquel cas la droite qui va du point E à lo bouche du canon n'est plus horizontale^ il est facile de calculer, avec une approximation sufliaante^ la quantité qu'il £auI ajouter à la distance dqs deux axes^ ou qii'il 0n faut ret(pancher, pour avoir la valeur de f. Quant aux quantités aetk, on peut les calculer d'après la fonne du pendule et les densités de ses parties ; mais leurs valeurs s'obtiennent aussi par l'expérience. «
On attache une corde à la partie inférieure du pendule; on fait passer cette corde sur une barre fixe, parallèle a l'axe de ce mobile, et élevée a la même hauteur, au-dessus du terrain; puis, à l'autre bout de la corde, on suspend un poids qui soulève le pendule jusqu'à ce que son centre de gravité se trouve au niveau de l'axe et de la barre. Dans celte position, si Ton appelle M' le poids suspendu à la corde, et a^ la distance donnée de la barre à Taxe, oï\ a cette proportion :
qui fait connaître la valeur de a.
Si l'on fait faire au pendule de petites oscillations, et qu'on appelle T la durée d'une oscillation entici'e.
et / la disUuce du centre d'oscilktioD k Taxe de sus-» peasKHiyOn aura (a? 5g5)
d'où Ton tire
et la yâleur de k sera connue diaprés celle de a. Au moyen de cette yaleur de a* + A:% on aura , plua simplement ,
poar l'expression de la vitesse du boulet.
4o3« Si la bouche du canon n'est pas très éloigne» du pendule, la valeur de Vf donnée par cette formule, différera peu de la vitesse de projection du boulet; et en supposant connu le coefficient de la ré-^ sistance de 1 air, il sera facile de calculer , au moyen de la formule (5) du n® 212» la (juantité dont on de-vra augmenter cette quantité (^ , pour avoir la vitesse de projection. Mais on obtiendra immédiatement la grandeur de cette dernière vitesse, en attachant fixement le canon au pendule : la quantité de mouvement imprimée au pendule, ainsi composé, sera alors la masse /a du boulet, multipliée par la vitesse du boulet à la bouche du canon , dont le recul ^ à raison de la compressibilité de la matière , ne commencera pas sensiblement avant que le projectile ait parcouru toute la longueur de la. pièce ; par conséquent, la valeur de (^, donnée par la formule (a), sera cell^
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de la vitesse de projection , sans aucune correction , et sans qu'oa ait besoin de connaître le coefficient de la résistance.
En tirant successivement à différentes distances données du pendule^ avec un même canon, chargé de la même manière, on aura autant de valeurs de (^, dont les différences entre elles et avec celle que Ton obtient quand le canon fait partie du pendule, pourront servir à vérifier la loi de la résistance de Tair, sur laquelle est fondée la formule (5) du n* 212, et à déterminer le coefficient de cette résistance.
On a fait, en Angleterre, un grand nombre d'expériences au moyen du pendule de Robins^ employé des deux manières que nous venons dlndiquer (^). Une des conséquences les plus générales quW en a déduites, consiste en ce que, toutes choses d'ailleurs égales, les carrés des vitesses de projection sont à peu près entre eux comme les poids des cliarges, et que ce rapport approche d'autant plus d'être exact , que la longueur de la charge est moins considérable , relativement à celle du canon.
(*), Nouvelles expériences d Artillerie , par Ch. Hutton; ouvrage traduit de l'anglais , la première partie par Yillantroys, et la seconde par M. Terquem.
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POINT FIXE
S !•'. Formules préliminaires.
^o^. Considérons d'abord en loi-même^ et indépendamment des forces qui le grodaîsent, \e mouvement de rotation d'un corps solide de figure c{uelconque, autour d'un point fixe appartenant à ce corps, ou qui y $oit invariablement attaché.
Soient 0 (fig. 5) ce point; Ox^ Oy^ Oz^ trois axes fixes et rectangulaires, choisis arbitrairement; Ox^^ ^Jif Ojz^, trois autres axes rectangulaires, (îxes dans le corps, et mobiles avec lui autour du point 0. Dans la suite, nous supposerons que ces dernières droites sont les axes principaux du corps; mais maintenant leurs directions sont entièrement arbitraires. Soient aussi Xy jj z, les coordonnées d'un point quelconque M du corps, rapportées aux premier^ axes, et o:^, Jtf^if ses coordonnées rapportées aux axes Ox^ , Qj^ , Oz^. En conservant toutes les notations du n"" 377, nous
aurons
X z=:, ax^ + bjr^ + cz^ ,
jr = a'x^-\r *'j,+ c'z^,
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et les neuf coefficiens a, b, etc., seront U& entre eux par les équations (2), ou par les équations (4)» de ce numéro.
D est évident que ces quantités a, b, etc., sont les mêmes, à chaque instant, ppur tous les points du corps; mais elles variqnt pendant le mouvement, et l'on doit les considérer comme des fonctions du temps. Au contraire, les ooardonnées x^^jr^, z^, va^ rient d'un point à un autre du mobile; mais elles restent constamment les mêmes pour un même point, et ne varient pas avec le temps. En représentant donc le temps par t, et différentiant par rapport à cette va-« riable , on aura
dj _ d^ , db' d^
dî "^ ^f dî '*' ^^ di ^ ^^ di '
dz _ da" dV , d£^
di — ^'1Û '^^'Tt "*" ^' dl'
Ces valeurs de ^ , ^ , j- > exprimeront^ a un instant quelconque , les composantes parallèles aux axe& Ox j Qy^ Ozy de la vitesse du point M. Si donc on veut connaître les points du corps dont la vitesse est nulle à cet instant, pn les déterminera en égalant ces quantités à zéro ; ce qui donne
xjia + jjih + zflc = o , ) xjia! -h j^iW + z^dd = o , > (i) xfi(i^+ 7,^A"+ zfid'— o. î
Or, en ajoutant ces équations, après les avoir mui-
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tîpliées par c, c', c"; faisant, pour abréger,
cdb+c'db'^'dWznpdt, cda+c'da!+if'da";s:s^dt;
et obdervaût que rëquation c*4- 0^*+ £î"*ss i donne cdc -+• ddd ^d^dd^zst o , il vient
Si Ton ajodte ces n^mes équations (i), après les avoir multipliées par 6, h\ V*, on troiire
rx, — /?^, = 0,
en fiasuit, pour abrégteri^'
bda + Vdd + y'dd' = ïdt,
et observant que l'équation h^-^ V^-^ V'^z=si i donne bdb + Vdb'^ V'dV^=: o, et que, d'après l'équation hc 4- fi/ H- 6V= o du n* 877, on a aussi
bdc-\'b'dc'+b"dd'z=:^cdb—ddb'— d'dV'^^^-'pdt.
Enfin, les équations ( 1 ) étant multipliées par a^ a' y ti'j et ensuite ajoutées, il en résulte
car on a ada + eldd + ci^dd* = o jt a cause de a* -f- «'•-+- «''• s= i; et, de plus, les équations *a+6V + AV' = o et ca4-cVH-cV= o du numéro cité donnent
adb+a'db'+d'dV'z=^—bda—b^di^^V'da!'=-^rdu ode + ddd+d'dd'^ —càa —c'da'^d'dd'=:qdt.
Au lieu des équations (i), nous aurons, de cette
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iMaière,
Chfciine de; celles-ci est ix>inprke dans les deux an-» très; et elles appartiennent à une droite passant par Torigine 0 des coordonnées.
Q sut donc de cette analjrse qœ tons les points du corps, dmit la vitesse «stnnlleà un instant ^judeon-* qne , sont riuigés snr.nne -droite passant par le oeotre dé rotation. Cette droite peut être regardée comme immobile pendant un instant infiniment petit; donc, pendant cet instant, le corps fonme autour de cette droite comme autour d'un axe fixe ; et Ton doit se tepràenter le mouvement de rotation d'un ^corps sdidé antonr d*un point fixe, comme ayant lien, à dbaqne instant, autour d'un axe qui reste immiofaSle pendant un intervalle de temps infiniment petit. Eif général, la position de cet axe dans Tintérieur 4n corps change, d'un instant à l'autre, ^pendant le mouvement; et, pour cette raison, on l'appelle Yaxe instantané de rotation.
4o5. Supposons que la droite lOI' soit cet axe au bout du temps t ; les équations (2) seront celles de ses projections sur les trois plans des coordon- Idées x^9 jTff z^i d'où Ton conclut £siciiement
cos lOx. =s
COS lOz, =s . -■=..
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Lors donc que les trois ^nantîtes p ^ q^ r , se*ruai oonoues, pa pourra assigner la position de Taxe instantané^ par rapport aux- axes mobiles Ox^/C^,^ OZfi et y d'après le signe qu'on donnera au radical, la partie 01 de cette droite , à laquelle ces formules appartiendront, sera complètement déterminée : doré^ navant , nous regarderons toujours ce radical comme une quantité positive.
Toutes les fois que /?, q , r, seront des constantes. Taxe de rotation restera fixe dans le corps, c'est4idire , qu'il le traversera constamment dans les mêmes points. Qr , les points du corps dont la vitesse est nulle à chaque instant, étant toujours les mêmes, ils demeureront immobiles pendant toute la durée du mouvement ; donc, dans ce cas, Taxe de rotation sera aussi une droite fixe dans Tespace.
D'après Téquation (â) du n"* 9, et les notations du n** 377. , on aura
cosIOix = a cos \Qx^ +^ cos \Qjr^ + ccos lOz^ , cos K)/- = a'cos \0x^ + ^ cos \Ojr^ + c'cos lOz, , cos lOz =^cos lOx^ +6'cos \0j^ 4-c^co$ \0z^ ;
en vertu des équations (5) , on aura donc
ir» a'p + b'q + </r \ ,,.
cosIQr=^^^_^^^^=, ^ (4) cos lOz = g>+^'y+cV
pour déterminer la direction de l'axe instantané, par
m6 n inurit VB MËQUriQIlB.
ffapportJifizaves fixes Q^, 0;^, Ojs, U'enriéBalta ^e
aiittëratètifs dé ces forant in-
éëpîindfeiiB de 1 } ce qefon ▼ëfttfêni^ efRreâTemeiit ,
4è6^ fWBiii|a'à chtqM isMant le mouTenieiit a Ke« Wltttt^ là dMMte lOI' torame autènr d'iiti axe Smï
il en résulte q[oe tous les points da corps Ont , jgendknl tin fnstatat infiniment petit , nne^ mêoiè yitiesse iÉi||btÉire àtttoàr de éèt axe (h* 584). Pour en deter- ^ittâ^'la VdetJi^ cônridérons lé pointcpi se traate iMr Vftié Oz^, à une distance' dn p6int 6 ^lé à l*iinlltf ; Itan^ âiifoiiSi t^ ii ce point , x^ts^oi
j/^^Eâfô'/'it^^ ï; sa Titesie absolue sera do^
^ '■ - C. V îî.- .(. *-. \
d'après les valeurs précédentes de ^r f ^9 -jrl et Ton aura, pour sa distance à lajce de rotation ,
sinIO«,=:Vi-cos-10z= ^.yj^M=i
donc , en divisant la vitesse absolue par cette distance, nous aurons
poar la vitesse angidaire. Or, nous avons
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d'où l'on déduit, en ayant ëgard anx équationa dn n» 377,
{j^^tf)deszdc*+dc'*-{-dc?'*^{cdc^-c'dc'-{-dW'yi
quantité qui se réduit à ^ib'H- dc'^+ dc"^p à cause de cdc '\* ç'dd -^ d'dc*' r^o^ Donc, en appelant m la YÎtesae an^^ulaire au bout du temps / , et la eonsido-rtitt comme une quantité positive, on aura sim-
plenoient . ^_____
On voit que cette vitesse sera constante toutes les fois que la position de l'axe de rotation sera invariable; mais la proposition inverse n'est pas également vraie; et il est possible que l'axe instantané diange de position , sans que la vitesse angulaire ebange de valeur, ou, autrement dit, il est possiMe que les quantités/?, 9, r\ soient variables, et que la valeur de to demeure constante.
407. On appelle p^q^ r, les composantes rect&n-> gulaires dé la vitesse de rotation g) autour des axes Oar/, Ojr^ , Oz^-; et Ton dit aussi que chacune de ces trois quantités est la vitesse angulaire du mobile autour de l'axe correspondant.
Or, les équations (5) peuvent être remplacée» par
p = 69CO8l0a:^, 9 sBCicosIO/^, r = «7CO8l0z^;
et Ton peut écrire les équations (4) sous cette forme :
rocoslOx = ap -f- è^ + cr, G}CO&lOjr =2 a'p+ b'q+ dr^ d^cosIOz = a>4- 6"9+ cV;
d'ob r<m oondiit ^ue k déoompositkm des TitWKs de rotation aoit les mêmes lois qne celle des vitestes de tnnslatioo^ en remplaçant les directi<His de celles-ci par les directions des axes de rotation* .
I«a résiiltante ai étent nne quantité pokitire, et ivjrjint pris k partie déterminée 01 de la droite KM' pottr f axe àiiqnel die se rapporte, lescbiiipioaanifci ir, q,rp dont les axes sont Oar^ , Of ^ , 0«^ t seront pSntives on négatives , selon que ces droites fimnrt des enflées aigus on olitus avec Pake .01 ; et génialement, on devra regarder comme ^ales, nuôs de sfgneâ contrairea, les .composantes de ai ^rapporléei ânx deux parties d^une même droitè«^ pu duît les axes* 'seroM le prolongement Vtn de Tau^.
4^ Non<-6eidem.fnt on peut, au mojren des trois quantités /^^ q^.rp déterminer k .ritessç juignkiie dn corps et la position de son axe de rotatkm, par rapport aux aies mobiles t)x^, Oj:,, Oz^, mais ou peut aussi exprimer les vitesses et les forces accélératrices de ses différens points, décomposées suivant ces trois axes ; ce qui nous servira, comme on le verra l^entôt, à trouver de k manière k plus directe, las équations de son mouvement de rotation.
En effet, les composantes de la vitessedu point M étant •^, -^f -^9 P^r rapport aux axes fixes Ox,
0^ y Os , il s'ensuit que les composantes de la même vitesse, par rapport aux axes Oor,, O/*^, 02^, seront
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dt
dt dt '
dt
ds
dt *
dt
dz
d'après les notations du n'' 677 , et parce que la composition des vitesses suit les mêmes lois que celle des forces. Or , en substituant dans ces expressions
les valeurs de ^ , ~^, ^, du n* 4^4 f ®* effectuant des réductions qu'on a déjà faites dans ce numéro, on trouve
dx ^ I djr . „ dz dx , I dr . Il dz'
par conséquent , les trois quantités* qz^ — rjr^ , rx^-^pz, , pjr^-^qx^y qui sont nulles pour tous les points du corps situés sur l'axe instantané de rotation , expriment , pour un autre point quelconque M , les composantes de sa vitesse , parallèles aux droites Ox^ ,
Or,, Oz,.
On tire de ces dernièi*es équations , en ayant égard à celles du n" 377 ,
^ = a (qz, — rrJ + ô (rx, — pi,) + c{pr, — qx,),
f- = a'iqz, — rr;) + b'(rx, —pz) + c'{px, — qx,),
J = H'Xqz, - fj,) + b\rx, -pz,) + c"{pr, - qxy, 2. 9
i3e TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
et en difTérentiant par rapport k t,il vient .
de
+{qz,—rjr;/ùi+(rx—pzl)db-{-(pjr.--qx,)dc ,
=a!'(z,dq—jr,dr)^b'Xx/li^z,dp)+c"{r>dp - xjdq)
\jit& <]aantitës -y— ^ ~^^ ^, sont les composantes
parallèles aux axes fixes Oor, 0;^, Oz, de la force accélératrice du point M ; si donc on désigne par p,, q,f r^t les composantes de la même force , parallèles aux ates 0;r^, ^i» ^^,t <>° ^^^^
P' dt- ^ ^ di' ^ ^ dr '
Or, en substituant les valeurs précédentes de ^ ,
^> ^9 et faisant des réductions semblables à celles du n° 4^4» ^^ trouve
p,dt^z^dq—j^dr+{pr—qx)qdt+(pz^^rx)nlt , q^dtz^œ^dr—z^dp + {qz^ — rj;)rdt+{qx, —pr,)pdi ,
^A^—rAp — ^,dq'\'{r^—P^i)pdt + {rj—qz;)qdt; et en divisant par dt^ on aura les valeurs dep^,q ^ r ,
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exprimées au moyen des variables Pf q^ r , et de leurs dîfiërentielles.
409. Si Ton considère à un instant quelconque les quantités de mouvement dont tous les points du corps sont animés , leur moment par rapport à chacun des trois axes Ox^^ Oy^^Oz^^ suivant Ja définition du n* 273, pourront encore s'exprimer au moyen des quantités/?, q^ r.
Pour le faire voir , soit dm lelément difiërentiel de la masse du corps qui répond au point M, et dont les coordonnées sont x^y jr^ z^; les composantes parallèles aux axes Ox^, Ô/^, Oz^ , de sa quantité de mouvement seront les produits des vitesses J^y — (7^, rXf — pz^, pj^ '. — qx^, multipliées par dm ; en désignant par h, M, M , les momens par rapport aux axes Qz^, Ojr^ , Ox^ , des quantités de mouvement de tous les points du corps , on aura donc , d après ce qa on a vn dans le u"* 374 1
L = /[(rx, — pz>, — (qz^ — rr,]jr,']dm,
les intégrales s étendant à la masse entière du mobile. On simplifiera ces valeurs en prenant pour Ox^ , 0;^^, Oz^ y les trois axes principaux du corps qui se coupent au point 0 ; ce qui rendra nulles les trois intégrales fxjrjdm , fzpc^tm , fyp>/im\ et en désignant par A , By C , les trots moment d^inertie principaux , de sorte qu'on ait
/(»/ H-x/)rfm = B ,
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on aura simplement
L = Cr, M = % , îi = Ap.
Les quantités r, q/p^ auront donc-constamment les mêmes signes que L , M , N ; par conséquent , leurs signes dépendront du sens dans lequel le corps tournera autour de chacun des trois axes principaux : selon, par exemple y que le corps tournera^ parallèlement au plan ooOj'^ , de Ox^ vers 0/^ , ou dans le sens opposé , le moment L (n® 274) et par suite la vitesse r, seront des quantités positives , ou des quantités négatives; et , réciproquement , le signe de r (eXfL connaître, a chaque instant , le sens de rotation autour de Oz^. * D après les théorèmes du u"* 281, si Ton désigne par G le moment principal des quantités de mouvement que nous considérons , on aura
G = \/kY + ^Y -f C*r* ; en regardant ce radical comme une quantité positive; si la droite Om ( fig. 8) est l'axe de ce moment, sa direction par rapport aux axes mobiles Ojo , 0^^ , OZj y sera détermiiicc par les formules
cos mOx^ = -^ , cos mOjr^ = -^ , cosmOz^= g- ; ^5)
et pour déterminer sa direction par rapport aux axes fixes Ox , O7*, Oz , on aura
G cos mOx = Apa + Bqh -|- Crç , ) G cos mOj = Apa' + ^qb' + Qrc\ [ (G) G cos mOz = kpa!'+ Bqb'' -h Oc"; ) équations dont les seconds membres sont les momens des quantités de mouvement du mobile par rapport aux axes fixes O.r, 0/, Oz.
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4 10. La position de ce mobile à chaque inskant, par rapport aux axes fixes ^ dépend des trois angkis 4 » 0 y ^ , da n* 378 ; car au moyen de ceâ angles , les trois sections du corps que Ton a prises pour les plans mobiles des coordonnées x^ , y^ , z^, sont dé« terminées de position à Fégard de ces plans fixes ; et il suffit même de connaître la position de deux sections non parallèles d'un. corps solide, pour que les. positions de tous les points de ce corps soient entière-^ ment connues. D ailleurs, quand les angles 4/» 6, ^,. seront connus , les coefficiens a, b , etc. , le seront aussi , et Ton connaîtra , par conséquent, les coordonnées, x,^, z, d'un point quelconque du mobile. Le problèmedn mouvement de rotation autour d'un point fixe se réduit donc, en dernière analyse, à déterminer en fonctions du temps , les valeurs de '^,9, ^. Or , quand les valeurs de p , q , r , sont coqnues , celles de ces trois angles dépendent de trois équations du premier ordre , que l'on obtiendra eu substituant les valeurs de a, b, etc. (n** 578), en fonctions de >{/, 6, ^, et celles de leurs difTérentielles, dans les valeurs de pdt, qdt , rdt , savoir :
pdt=:^ bdc — b'dc' — Wdd' , qdt = adc +• a' de' + al'dd' , rdt = bda -f- Vda' + b'da!'.
Les valeurs de c, c', c", ne contenant pas l'angle f , il s'ensuit que celles de pdt et qdt ne contiendront pas sa diflférentielle ; et comme les valeurs de b , b\ V , se déduisent de celles de a , a\ d' , en augmentant (p d'un angle droit, la valeur de — pdt se déduira de même de celle de qdt. Le coefficient de d^ sera:
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runité dans la valeur de rdt; car d après les formules
du n"* 578, on a
dp — ^' ékp — ^ ' dp — ^ ' d'où il résulte
pour la valeur de ce coefficient. Toutes réductions faites y la substitution des valeurs de a, b^ etc. y dans celles de pdt ^ qdt , rdt , donne
pdt =; sin <p sin Qé/4 — cos (pd^j^
qdt = cos ^ sin flrf^ + 5^° ^^f } (7)
rdt =: d^ — cos 6e/4-
On peut remarquer que 1 angle •>{/ n'entre pas dans ces formules ; et , en effet , l'angle 4 on NOo: étant compté à partir d'un axe Ox entièrement arbitraire, les valeurs de p^ q , r, ne doivent pas changer quand on augmente ou diminue cet angle d'une quantité constante.
Puisque r est la vitesse angulaire du mobile autour de Taxe Oz^ , il s'ensuit que rdt doit être l'angle décrit dans le plan des ûc^ et jr^ pendant l'instant dt , par chacun des axes Ox^ et Oj"^ ; cet angle serait dç , si la droite ON , h partir de laquelle on compte l'angle ^ dans ce même plan , était immobile ; mais dans l'instant dtf l'angle NOx augmente de d'^, dont la pro«
jection est cos 0^4 ^^^ ^^ P'^^ ^^^ ^/ ^^JKtf ^*> selon que l'angle 6 est aigu ou obtus, il est aisé de voir que la diflerentielle dç doit être diminuée ou augmentée de cette projection , pour avoir le déplace-
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ment de Oa:^ ou Ojr^ , par rappc^rt k une droite fixe dans le plan de ces axçs. Par conséquent on aura ^ dans tous les cas, rdt=dp — çqs ^df^f comme on vient de le trouver.
4i !• Il existe entre les cosinus a, b, etc. , et les quantités p 9 q, r, des relations qui peuvent être utiles dans beaucoup d'occasions , çt qui sont expri-^ mées par les équations différentielles
dcz{aq—bp)dl, dt'={d q—bip)dt ^ dc'=:{afq'^b''p)dl, j db={cp—ar)dt, db'^{ç'p—ar)dl, db'';=z(c'p^a''r)dt, 1(8) dar=z(br-'Cq)dl, da=ib'r^^q)dty da''=rz{b''r'^c''q)dt. J
On obtient les trois premières de ces équations, ea ajoutant les équations
ode •+• a'dc' + ^dc' =s qdt^ bdc + h' de' + h^'dc' ^^ pdU cdc 4- c'dc' -h d'dc' =;= o ,
après les avoir multipliées respectivement , soit par a^ b, Cp soit par a', b', ^, soit par a", b", ç', et eu ayant é^ard aux équations du n'^ S77. On obtient les trois suivantes , en opérant d'une manière analogue sur. les équations
cdb + c'db' + (/'db" =? pdt, adb + a'db' +d'dV' = -. rdt, bdb + Vdb' + V'dW = o;
et en opérant de même sur les équations
bda + Udci + V'dd' = fdt, cda + dda' + d'dd' = — qdt y 0jda 4- ddo! -fr d'dd' = o,
on parvient aux trois dernièrçs équations (8^.
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On a encore les ëqnatîons
, pda + qdb + cdr = o,
* pda! -^ qdV + cdi^ zsz o,.
pdà'+ qdV'+ cdf^'^ o,
qui sont une conséquence immédiate des neuf éqna-^ lions (8)t et qui servent à vérifier Tinvariabilité des numérateurs des formules (4) 9 lorsque fp q^ry sont
des quantités constantes.
§ II. Équations du mouvement de rotation autour
dun point Jixe.
412. Tout ce qui précède étant établi, supposons maintenant que des forces motrices données agissent sur tous 1^ élémens du mobile , et cherchons, en ayant égard à ces forces, les équations différentielles de son mouvement autour du point fixe 0.
Au bout du temps t quelconque , désignons par ILjdm , Y^dm, Z^dm, les trois composantes parallèles aux axes principaux Ox^ , O/*^ , Oz) , de la force motrice de l'élément dm. Si ce point matériel était libre, ces forces lui imprimeraient, dans l'instant dt f suivant leurs dii^ections, les vitesses ^/it, X/it , Ti^dt. Les accroissemens de vitesse qu'il reçoit réellemeut , suivant ces directions , sont les quantités p^dt^ qjdtf rflt y du n® 4^®> ^^^ composantes de la force perdue par lelément dm^ pendant l'instant dt , sont donc
(^— /^/) ^'^i (\ — 9i)dm , (Z, — r^) dm. Le corps sera donc en équilibre (n® 35o), en sup-
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posant tons ses él^mens sollicites par -de semblables forces. Or, les écpiatioiis d'équilibre d'un corps solide, antoor d'an pmnt fixe, sont au nombre de trois (n* a66), qoi seront, relativement à ces forces,
/Pf/ — ^/) *. — (X, — p^ J/] 'A» = o,
JV^I—P)^, — (K — Oa:,-]dmz= o, /P,- r,)jr, - (Y, - q,) zj rf/»= oj
les intégrales s'étendanl à la masse entière du ikiobile.
La considération des axes principaux simplifie les termes rÀoltant de la substitution des valeurs de p^ , ^if^sf s^^^ 1^ sigues f. En obseryant qu alors les intégrales fx^jjdnif fzflcjdm^ fjfifim^ sont nulles , et d&ignant par A ^ B , C , les trois momens d'inertie principaux du mobile ^ de sorte que A, B, C, représentent les mêmes intégrales que dans le n"" 4^ f ^^ qu'on ait, par conséquent ,
f{x- — r:)àm = B — A, /(z/ — xf)dm = A — C,
/Cr/- V)^'« = C- B,
les trois équations précédentes deviendront
G/r + (B — k)pqdt = Y<dt ,
Bdq + (A — C) rpdt =: Qdt , } (a)
Adp 4- (C — B) qrdt = Tdt ,
où l'on a fait , pour abréger,
fiziX., - a:;Z,)dm = Q ,
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4iS^ Les composantes X^ , Y, , Z^, éUnt œlkf dm forces données, suivant les axes Bfobiles Ox^ , C^^,^ Oz^, leurs valeurs dépendront de la direction de œa droites dans l'espace , ou des trois angles f^f^pPi les quantités P, Q^ R, seront donc des fonctions de %(/, 6j Çy données dans cha<{ue cas parti{;uUer; par . conséquent, le problème du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe , conduit à six équations différentielles du premier ordre, ^ntre les six inconnues/], 9^ r, >|/, 6,^^ et la variable t^ savoir, les trois équations (a), jointes aux trois équations (7) du n^ 4^ o* ^ éliminant , dans les premières équations, les trois inconnues p,q, r^ au moyen des dernières équatioos, on obtiendrait trois équations différeotieUes du second ordre, relatives à «vj/, 6, f, qiii sont les inconnues définitives du problème ; mais il vaut mieux conserver les six équations du premier ordre.
Nous nous bornerons à considérer le cas où la pesanteur est la seule force qui agisse sur les points du mobile. Prenons, dans ce cas, Taxe Oz vertical et dirigé dans le sens de cette force constante , que nous représenterqns par g; ses trois composantes suivant les axes Ojc^ , Ojr^ , Oz^ , seront
X,=:ga", Y,=g6", Z,=gc",
à cause de (n* Syy)
a" = cos zOx^ , b'^ = cos zOj^ , c" ^^ cos zOz^ ;
et si Ton désigne par M la masse du mobile , et par ^f ^f y? les trois coordonnées constantes de son
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centre de gravité , par rapport à ces axes mobiles^ de sorte qo on ait
fxjdm=:^a^ fjrjcbnz='!AQj fzjim=^'!Ay^ il en résultera
P = {Qd' — yb")Mg.
Les équations (a) deviendroat donc
Bdq+{\ — C)rpdt=:lya"^ac")Mgdtf Ub) Adp+(C^B)qTtlt—(Çc"—yb")Mgdt, ) .
auxquelles il Êiudra joindre les équations (7) et celles-d (n* 578) :
a'zsz'm^Anù ùnpj b =: — sin B cos ^ , c* =;i coa 9. (c)
414* On parvient facilement à intégipçi^s équa*» tions (&) , lorsque leurs seconds membiies Mut nuls ; ce qui a lieu qtiand on fait abstraction de la pesan-^ teur, ou bien , lorsque le point fixe O est le centre de gravité du mobile, et où l'on a^ conséquemment ^ a=o, C=o, >' = o.
Les équations (b) se réduiseift alors à
Cdr + (B — A)pqdt = 0,1
Bé«7 + (A — C)rpdt = 0 , [ {d)
hdp + (C — Bjçrcfe = o. J
Or^ si on lés multiplie par r, q, p, et qu'on les ajoute^
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il vient
Crdr + Bqdq + Apdp = o;.
et , en intégrant ^ on a
Cr^ + Bq^ + Ap* = h; (e)
h étant une constante arbitraire. Si Ton ajoute ces mêmes équations, après les avoir multipliées par Cr, Bq , Ap, il en résulte
Ordr + B^qdq + A.*pdp = o ;
d'où l'on tire y en intégrant,
A* étant une seconde constante arbitraire, qui ne peut être q:ii'une quantité positive, ainsi que la pre-
mière.
Ces équations (e) et (f) donnent
, j^'— B^4-(B— C)Cr* \ j^*— AA-^(A— ^CjO*
En substituant les valeurs de p etq dans la première équation (^, et la résolvant ensuite par rapport à dt, on a •
de = ^v^^^ ^
[k^—Bh + (B— C) Cr^Jï [AA — it«+(C -A)Cr»]i
On regardera le dénftminateur comme une quantité constamment positive; et Ton prendra, au numérateur, le signe + ou le signe — , selon qu^la différentielle dr sera positive ou négative, afin que le temps soit toujours croissant, et sa différentielle toujours positive.
En intégrant cette formule (g), on aura la valeur de / en fonction de r; d'où Ton conclura, réciproquement, la yaleur de r en fonction de / : les valeurs des trois quantités />, q, r, peuvent donc être censées connues en fonctions de cette variable, ou du moins elles ne dépendent plus que dWe seule intégrale , qui se réduira toujours aux fonctions elliptiques (^).
On obtiendra cette intégrale -sous forme finie , sans le secours de ces fonctions, lorsque deux des trois momens d'inertie A, B, C , seront égaux, ou lorsque la constante k" sera égale à 1 une des trois quantité; A A, BA, CA.
41 5. Si Ton examine avec attention (a forme des équations (d) , et qu'on ait égard aux formules (8) du n* 41 1 » on parvient à découvrir d'autres équations immédiatement intégrables.
En effet, j'ajoute les équations (d), après les avoir multipliées par Cfb,a;ce qui donne
lcdr + (aq — bpydt] C + [bdq -f (cp — ar)qdt] B [adp -j- {br — cq) pdt] A = o ,
ou bien, en vertu dets trois premières formules (8), Crf.cr+ Bd.bq + Aid.ap=:o.
On trouvera semblablement
Cd.c'r+Bd.b'q + hd.a'p=so, Cd.c"r+Bd.b'q-hkd.a'p=o.
(*) ^oy^^f sur ce point, le pi'cniier volume de la Théorie des Fonctions elliptiques.
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En iaiégceLUif on aura donc
Crc + Bqb + Apa = l , Crc'+Bqb'+ kpd^ l\ \ (h) Crd'+ liqW+ Apa!'= V,
l| t^ r'f étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales ne sont pas des équations tinctes entre elles; car si l'on ajoute leurs carr^, on trouve y en ayant égard aux équations du n» 577,
CV + B*9* + AY
r^ultat qui retitre dans l'équation (f) , et d^où l'on conclut^ entre les constantes k, l, P, t\ la relation
Si l'on substitue dans ces équations (A), à la place de a, bj etc., leurs valeurs en fonctions de 4^^ 0, 9 (n"" 578) y on obtiendra trois équations entre les six variables ^^^ ^f <p y p ^ q^ r ^ et \es constantes arbitraires Z, /', Z", qui devront être des intégrales des équations (7) du n' 4>o > et c'est, en effet, ce qu'il est aisé de vérifier. Comme ces trois intégrales n'équivalent qu'à deux, équations réellement distinctes, il s'ensuit qu'il doit exister une troisième intégrale des équations (7); mais avant de la chercher, il est nécessaire de voir ce que signifient les équations {h).
416. D'après ce qu'on a vu dans le n' 4^9» ^^^es* montrent que les momens des quantités de mouvement de tous les points du mobile, par rapport aux axes fixes Ox, 0;^, Oz, sont constans et égaux à /, ïy r, pendant toute la durée du mouvement. En les
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comparant aux formules (6) de ce Daméro> et obser« vant qu en vertu de Tëquatlon (f^), le moment principal G est égal à la constante k, regardée comme positive , on aura
C05 iTtOo: =z: T » cosiiiO;^= T> cosmOz = T
pour déterminer la direction de l'axe Om de ce moment y qui* demeurera immobile, ainsi que le plan perpendiculaire à cette droite. La position de Taxe Ont changera par rapport aux axes mobiles Ox^, Oj-^, Oz^; mais on la retrouvera^ à chaque instant, au moyen des formules (5) du n® 4^9 » ^^"^ lesquelles on peut supposer connues les quantités Pfq,r. On pôUrfli dotic assigner y à un instant quelconque , le point où cette droite rencontre la surface du mobile 9 et la trace , inr cette surface , de la section du plan mobile perpendiculaire à cette droite.
Ainsi , lorsqu'un corps solide tourne autour d'un point fixe, en vertu d'une ou plusieurs impulsions primitives y sans qu'aucune force motrice agisse sur ses points, il existe un plan passant par le point fixe, qui demeure invariable pendant le mouvement , et dont on peut déterminer la position, à chaque instant, par rapport aux plans mobiles des axes principaux du corps.
Nous aurons occasion, dans la suite, de généraliser ce théorème ; maintenant , il va nous servir à trouver la troisième, intégrale des équations (7).
417. L'axe Om étant immobi^, nous pouvons le prendre pour l'axe fixe Oz , dont la direction est ar-
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bitraire ; nous aurons alors
cos mOiCj = cos tQx^ = u", cosmO;^^ = cosz();^^ = V, cos mOz^ = cos zOz^ = c".
A cause de G = Ar et des formules (5) du n® ^oq y il en résultera
les équations (c) deviendront donc
sinâsin9= j^, sîn9cosÇ= — -^, cos8=s-j^; (i)
elles s'accorderont entre elles ^ en vertu de Tëquation (f), et serviront à déterminer les angles Ç et 69 en fonctions du temps , d'après les valeurs de
Maintenant y si l'on élimine dQ entre les deux premières équations (7) du n^ 4^^» ^^ *ï^ra
sin* ^d-^ = sin 6 sin (p pdt + sin 9 cos (p qdt; doù l'oq tire y en vertu des équations précédentes,
donc y à cause de Téquation {e)\ on aura
H = -\E^kdt; {k)
et en substituant la formule (g) à la place de dtj il en résultera une valeur de ^4' ^^^^^ l'intégration se ré-
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claira aussi aux fonctions elliptiques ^ et qui s'ôhlien- <lia sous forme finie dans les mêmes cas que Fintë* grade de dt. De cette manière , on connaîtra donc la valeur dû troisième angle 4 ^^ fonction de r, et, par conséquent , en fonction de t.
Les quantités h — Cr* et k* — CV étant positives, en vertu des équations {e) et (/) ^ at^ étant aussi une quantité positive , il en résulte ïjÊà la vitesse angulaire -^T sera toujours négative, et que le mouye-
ment de la droite ON aura constamment lieu dans Ii^ même sens. A cause que l'angle <>|/ est compté dans le sen$ indiqué par la flèche s (n* SyS) , ce i^uvement se fera eo sens contraire, c'est-à-dire, de Taxe Ox vers Taxe Ojr^ sa direction constante dépendra donc du sens de l'axe 0/*, que nous déterminerons tout à llieure.
41 8. Les valeurs des six variables />| 9^ r, ^fr, d, 7, r^oltant de notre analyse , seront des fonctions du temps, qui contiendront ^ en outre , quatre constantes arbitraires, savoir, Ar , A, et les deux constantes qui seront introduites par l'intégration des formules (g) et (Je). Les intégrales complètes des équations (7) et (^,dont ces valeurs dépendent, devraient renfer* mer si^ constantes arbitraires ; mais le choix que nous venoi^ de jaôre 1^ de Taxe Om du moment principal , poor.ran des axes des coordonnées x^ jr ^ z , a fait disparaître deux de ces constantes ; car , Om coïncidant avec O2, les angles mOx et mOjr sont droits, et, d'après les formules du n® 4^6> ^^ ^^ résulte Izzio et f'=:o. Nous n'avons donc plus , pour achever la sea. 10
i46 TRAITÉ DE BiÉCANIQUE.
iution complète du problème^ qu'à déterminer, an moyen des données initiales du mouyenient, les quatre constantes restantes , et les parties des droites passant par le point 0^ auxquelles répondent les angles variables, pendant toute la durée du mouvement.
Four cela ^apposons que le mobile dont on cou-» sidère le monument de rotation , soit formé, comme dans le n"" 386, de deux corps, dont l'un était en repos et retenu par le point fixe 0, et dont l'autre, animé d'une vitesse donnée , est venu frapper le premier, et s y attacher^ Soient /t la masse du corps choquant, v^ vitesse commune à tous ses points ayant le ch6c, FE la direction initiale de son centre de gravité, HEK la section du mobile par le plan de cette droite FE et du point 0 , et /* la longueur de la perpendiculaire OL , abaissée de ce point sur cette droite. La percussion qui a produit le mouvement de rotation sera dirigée suivant FE, et égale à fâv» D'après le principe du n* 353 , si l'on prend en sens contraire de leurs directions les quantités de mouvement de tous les points du mobile , qui auront lieu immédiatement après le choc , l'équilibre devra exister entre ces quantités de mouvement finies et la force /jLi^ prise dans sa direction; or, pour cet équilibre, il faudra (n° 282) que le moment fiyf àe cette force soit égal au moment principal de ces quantités de mouvement , et que les axes de ces deux mômiens soient dans le prolongement l'un de Tautre. Puisque ce moment principal, qu'on a appelé Cr, est constamment égal à A' (n* 4^6), on aura donc d'abord
pour la yaleur de cette constante positive.
De plus, si Ton mène par le point 0 Taxe du moment pwj^ perpendiculaire à la section donnée EHK du mobile, cette droite sera aussi l'axe du moment principal , que nous ayons pris pour Taxe Oz ; lés di«reclioos Ox^ , 0/; , Oz^ , des trois axes principaux du mobile, seront également données à Torigine du mouvement ; les angles que font ces droite^ avec O2 seront donc connus; et, d'après le numéro précé^ dràt, nous aurons
^cosjeOj:. icoszQr. A:co8jbOz^ ...
pour les valeurs initiales de p , 9 , r. En les substituant dans réquation (e), on aura la valeur de la constante A.
On prendra arbitrairement pour les droites Ojt, , Qt*/ 9 Oz^ y ^^ parties qu'on voudra des axes princî-t paux du mobile qui se coupent au point 0 ; mais après les avoir choisies, et ^Vôir fixé les points de la surface du mobile où ces portions de droites vien^ nent aboutir, elle ne devront plus changer pendant lé mouvement.
Le sens de la percussion exercée sur le mobile, suivant la direction FE, déterminera celui de la rotation autour de chacun des axes Ox^, ^n ^^/^ ^ l'origine du mouvement, et, par conséquent, les siwt gnes des valeurs initiales de /?, 9, r (n*^ 4^)- On saura donc aussi, d'après les équations précédentes, si lefi an^rles zQr. . lOr. • zOz. • sont d'abord aififus
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viye de ce point matériel (n"* 56 1); et ea intégrant ensuite y dans toute l'étendue de la masse du corps, on obtiendra la somme des forces vives dont il est animé au bout du temps t. Or , en supprimant les termes multipliés par fxjjint , fzpc^dm , Jjr^zjdm , k cause que les coordonnées x^^jr^^z^^ sont rapportées à des axes principaux, et ayant e'gard aux valeur des momens d'inertie A / B , C , on a , pour cette
somme ^
A/>* + 89* + Cr»;
donc y en vertu de l'équation (e), la somme 4^ forces vives de tous les points du mobile est constante pendant le mouvement.
a*. Si Ton appelle ^ la vitesse angulaif^e autour de l'axe du moment principal , qui coïncide constamment avec OZf cette composante de la vitesse m^re^ lative à l'axe instantané ^ se déduira de celle-ci , en la multipliant par le cosinus de l'angle que fait l'axe instantané avec l'axe Oz ; d'après le n** 4^7 , on aura donc
et si Ton substitue pour a", b", c", leurs valeurs trouvées dans le n® 417, et qu'on ait égard à l'équation (e), il en résultera
La vitesse angulaire du mobile^ parallèlement au plan dans lequel la percussion primitive a eu lieu , est donc constante et égale à la somme des forces
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myes de tous les points da corps, divisée par le moment de. cette percussion par rapport au centre fixe. 3*. Soient a?% y, z% les coordonnées d un point quelconque de l'axe instantané , rapportées aux axes Ùjc, j Ojr^ y Ozi^ei u la distance de ce point à leur
origine O. En observant que '^j - f ^i sont les cosinus des angles que font ces droites avec Taxe instantané
si donc on multiplie les équations (e) et {f) par — y elles deviendront
AV+ By + Oz'» = ^' ;
et si l'on élimine — entre celles-ci , on aura
A(yf— AA)y*+B(** — BA)y + C(A* — CAX*=o ;
d'où Ton conclut que l'axe instantané de rotatîop demeure toujours sur la surface d'un cône du second degré, que l'on peut tracer dans l'intérieur du mobile, lorsque les constantes h et k sont connues. Ce cône se change en un plan. , quand le *carré , de k est égal à l'un des produits Ah jBhjCÂ; il devient un c6ne droit à base circulaire , ayant pour axe l'un des .trois axes principaux relatifs k ce point, toutes les fois que deux des coefficiens de l'équation précédente sont égaux*
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4* L'axe Oui ou Os do moment prindptl dèsipMi^ tivÂi de mouvement, étant immobile, la nite des droites snivant leaqnelles il iravene le eorpa pendant le mouvement, se tronvera aor nn c6ne qni a le point 0-poar commet. Or, oe o6ne est ansar dn aeoond degré, comme le prëcédenL En effet^ ai Toa appelle ^,y^ a!*, les trois coordonnées d'un point qîûconqne de Taxe Om , rapportées ans area Oxj^ Ôjr^ ^ Os;, et si Ton d^gne par u^ la distance de%fe point k rcMrigine 0 , on anra
ar^d\, f=^Vu^ «'^«^^.t et,parconiMÎqnent,
En anbatituant ces valenrs dans les é(|aation8 (€) et (/) , i) vient
et par rëlimination de k/ , on en conclut :
— A — ^ ^ r~-^ + ~C — « =Of
pour réquation de la surface du c6ne dont il s'agit.
5*. Pour que ce came et le précédent ne soient pas imaginaires , il faudra que les quantités A* »- AA , A:*— BA, A* — CÀ, ne soient pas toutes trois de même signe. Cela étant , si A est le plus grand et C le plus petit des trois momens dlnertie principaux^ les
DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. i«»
ûenx ^pantitÀ A:* — ÂA et Af — Ch devront être de s^* gnes ocmtraîres. Or , selon qoe la troisième quantité A*^'BA aura le même signe que A*— -ÂA ou A:*— CA, ks sections de ces deux cônes seront des ellipses perpendiculaires à l'axe du plus grand oi^ à l'axe du plus petit moment d'inertie. Far conséquent, pendant toute la durée du mouvement ^ l'axe instantané de rotation ne s'écartera de l'un de ces deux axes principaux, que de quantités limitées; et, en même temps , cet axe principal ne s'écartera non plus que de quantités limitées, de l'axe O/n perpendiculaire au plan de la percussion primitive et du point O.
420. Lorsque l'axe instantané de rotation 01 (fîg. 3) s'écarte très peu de l'un des trois axes principaux, par exemple de Taxe Oz, , pendant toute la durée du mouvement , on peut déterminer sa position et ceHe du mobile à un instant quelconque , d'une manière très simple, et sans recourir aux fonctions elliptiques. A la vérité, cette autre solution du problème n'est qu'approchée; mais on pourra pousser l'approximation aussi loin qu'on voudra : celle à laquelle nous nous arrêterons suffira pour compléter ce qui a été dit dans le n"" 689 ^ $ar les propriétés mécaniques des axes principaux.
Nous avons ( n* 406 )
sin 10^. = -.^25
Vp' + q' + ^
l'angle lOz^ étant très petit par hypothèse , p eiq seront deux fractions très petites de r; si l'on néglige leur produit, la première équation (d) se réduit
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k dt^ss/Oi et. donne rtsan; » étant une oonsr litote ?arlntmre^ exprimera la^Titene de rottfr
tiofr da^corpi/ on^la 9fi|lear de^\//^^r9'•+''*> * iié^igeuif anaai les caità de p et 9. Les deux- autres équations (d) derieiidront
Bdq+(k-^ (l)hpdt z± o, I , .
Ai^ 4, (Ç — B)ng£ft a o. J ^ ^ ;
Pour les int^rer , |ê fida
Ci ^1 y,WyétnA dés qiEiantitës conalantas. En auba* tituant ceà-^tâtenra de p et q dans les équations (i), -«ÎOaiippriiiiànt enstaite le sinus ou cosinus qui se trouve ftctenr commun à tous leurs termes, il Tient
B^n^-.(A— C)tfn=o, Atfn'— (B — C)tf'»=±oi
d'où Ton tire
a ëUnt une constante 4|iii testera arintraire, ainsi qae ^. Si donc on &it , pdnr abréger, <
il en résultera
/> = « \/B(B — C) sin (J'nt + >),
ç = et VACA— C) cos («Tu* pour les intégrales complètes des équations (i)^
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Si Toii projette Taxe instantané 01 sur le plan* des x^ ^fif et qu'on appelle Ç l'angle que fait cette -projeo tioQ ayec l'axe des j^ , on aura
de plus, la yaleur de sîn lOz^ se réduit à
sîn I0«^ = -\/p^ + 5^,
au degré d'approximation où l'on s'est arrêté ; par conséquent y les valeurs précédentes de p et q feront connaître immédiatement, à chaque instant , la position de l'axe de rotation dans l'intérieur du mobile. On va voir les conséquences qui en résultent.
4^1. Si, à l'origine du mouvement, cette droite a coïncidé exactement avec l'axe Oz^ , il faudra qu'on aît/i =: o et 9 == o, quand / =o ; ce qui exige que la constante a soit nulle. Alors on aura constaiùraent pssoetç = o; et l'axe instantané 01 coïncidera , pendant toute la durée du mouvement , avec l'axe Qs^, qui demeurera immobile (n"* 40^)* L<»^ donc que le corps retenu par le point fixe 0 aura commencé 1 tourner autour de l'un des trois axes principaux qui se coupent en ce point, il continuera indéfini* ment à tourner autour de cet axe, comme s'il était entièrement fixe; ce qui est la proposition du n® SSg.
Mais, si à l'origine du mouvement Taxe 01 s'é« cartait un peu de Oz^ , les valeurs initiales de p et ç , et, conséquemment ^ la constante a, seront seulement très petites. Or , pour que les valeurs de /i et 9 demeurent toujours très petites, il faut quQ la cons-«
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tmlè J^floit réeUe; car> lonqu'elle ert imagimirey le dniis et le oosiinu contenus dans les équatioos (a) se changent , pipr les formules connues , m expo* réelles, et les valeurs de /i et 9, qui en , croissent, indéfiniment avec le temps t. La réalité de J^ exige que le moment principal C suit le plus grand ou le plus petit des trois momens d'inertie A , B , C. Dmc 9 quuid Taxe instantané de rotation a été un tant soit peu écarté de Taxe principal qui répond au moment d'inertie moyen» cet ^ôurt augmente avec le temps^-et ne reste pas renfermé entra, de très pietites limites; et » au contraire, lor8q<iV>n Ta un peu écarté de Taxe principal auquel répond le plus grand ou le plus petit moment d%* nertie, il s'en éloigne très peu, et ne fint que db très petites oscillations pendant tonte la durée du mou* yement.
n 7 a donc une différence essentielle entre les trois axes principaux du mobile qui se coupent au point fixe 0 : en supposant que A soit la plus grande, et C la plus petite des trois quantités A, B , C» le mouvemMt de rotation est stable autour des axesOj^r^ et Oz, , et ne peut être qu'instantané autour de Taxe Ojr^* S'il s'agit, par exemple , d'un ellipsoïde homogène ; retenu par son centre de figure, le mouvement est stable autour du plus grand ou du plus petit de ses trois diamètres principaux, et non stable autour de son diamètre moyen.
422 • Dans le cas de l'instabilité du mouvement, les formules (2) n'exprimeront les valeurs appipchées àe p etq que pendant les premiers instans du
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mooyement , et tant qu'elles seront très petites, comme ie supposent les équations (i), dont elles sont déduites. Pour avoir les valeurs de p , q, r, k un instant quelconque ^ il faudra alors recourir à la scdution' rigoureuse du problème» Dans le cas de la stabilité^ les valeurs approchées ^e p et q, données par les équations (2), subsisteront pendant toute la durée du mouvement; et l'on déterminera de la manière suivante celles des trois angles 4 » d > 9*
Je supposerai , comme dans le n® 4^8, que le mouvement a été produit par le choc d'une masse fi, dont tous les points avaient une vitesse i^, parallèle à une droite FE ( fig. 8 ) , passant par le centre de gravité àe fA, et comprise dans le plan des x et jr^ Les équations (£) auront lieu comme précédemment; et en désignant toujours par^^la distance de cette droite au point 0, la quantité k quelles renferment sera encore le moment fii^f de la percussion initiale. Au moyen de r = n et des formules (2), ces équations (/) deviendront
sin 6 sin 9 == — a — ^ ^^T' ' sm{S^t + y\
cos9 5= — ..
hyf
Les angles 6 et ^ étant donnés à Torigine du mouvement, si Ton &it ^ = o dans les deux premières de ces équations , on en déduira les valeurs des deux ooostantes a et y. Ces deux équations feront ensuite connaître les valeurs de ^ et 0 à un instant quel-
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conque , après que la oonatante n aura aussi été déter« minée. U faudra que cl soit une quantité très petite y pour que les valeurs .de petq, données par les équa-* tions (3), soient très petites^ comme on Ta supposé. Cela étant , 6 sera constamment un très petit angle.^ et Taxe principal Qz^, dont s'écarte très peu Taxe instantané de rotation^ s'écartera lui-même très' peu de Taxe Oz perpendiculaire à la direction FE de la percussion primitive.
En négligeant le carré de 6, la troisième équation ' (3) se réduit à
f^uf = Cn ;
ce qui fera connaître la constante n , qui sera , à très peu près , la vitesse angulaire du mobile autour de l'axe instantané.
La troisième équation (7) du n* 410 se réduira de même à
ndt B ^ — -, d'^ ;
d'où l'on tire
c étant une constante arbitraire , que l'on détermir nera d'après les valeurs initiales de (p et 4/. Cette dernière équation fera ensuite connaître l'angle >|/ à un instant quelconque ; ce qui complète la solution du problème.
4^3. Lorsque le mobile est un solide de révola-' tion, dont'Os^ est l'axe de figure , on a BssAj la première équation {d) se réduit à //r= o ; r est'^onc une constante arbitraire n; et toutes les formules du'
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n* 4^ y ^^^ V^^ 1^^ équations (5) , ont lieu rigoureusement.
L angle 6 n'est plus assujetti à être très petit; mais , en vertu de la troisième équation (3) , sa valeur est constante pendant le mouvement ; en sorte que Taxe de figure du piobile décrit un cône droit à base circulaire , autour de la droite Oz perpendiculaire à la direction FE du choc primitif. En désignant par € la valeur constante et donnée de cet angle 0 , on aura
pour déterminer la constante n* D'après les deux premières équations (5), on aura aussi
u»(^/»sin»€ = £fA»(A -- C),
pour déterminer la c<fnstante a; et en vertu des équations (3) la vitesse angulaire ô» autour de Taxe instantané sera ( n® 4^)
Oà
ce qui montre que cette vitesse sera constante , de manière que le mobile tournera uniformément^ soit autour de Taxe instantané • en vertu de cette vitesse • soit autour de son axe de figure ^ en vertu de la vitesse n.
Les deux premières équations (3) donnent aussi
tang^ = tang(€r/ir-f->), (^^snj'nt + y. La troisième équatipu (7) du n° 4^^ devient
ndt =1 Sndt — cos id'\ ;
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en désigoanl par c une constante arbitraire ^ on en
déduit
I (i — i") ni uyf ^
^ cos t A '
par conséquent , langle (p , compté sur un plan per*» pendiculaire à Taxe de figure , et Tangle 4 » compté sur le plan du choc primitif et du point 0, varient Fun et Tautre uniformément.
4^4* ^ stabilité du mouyement autour des axes principaux du plus grand et du plus petit moment d'inertie 9 ayant été conclue des équations (3), qui ne sont qu'approchées, on pourrait conserver quelque doute sur l'exactitude de cette conclusion ; mais on démontre rigoureusement la stabilité dont il s'agit , au moyen des intégrales exactes (e) et {f) des équations du mouvement. •
En effet , ea multipliant la première par C , et la retranchant de la seconde , on a
D désignant, pour abréger, la constante A:* — C^. Si donc l'axe instantané s'écarte très peu de Taxe principal Oz^ à Torigine du mouvement, de sorte que les quantités p et q soient très petites à celte époque, la constante D sera aussi très petite ; d'où je conclus que les valeurs de p et q devront rester très petites pendant toute la durée du mouvement , lorsque les deux différences A — C et B — C seront de même signe; car il faudra, en vertu de l'équation (4), que leurs carrés , multipliés par des quantités de même signe, et ensuite ajoutés, donnent constamment une
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somme très petite. Ou peut même-, dans . ce cas , fixer des limites aux valeurs depetq, et l'on voit <}u.'on aura loujouni
Mais si les différences A — C et B — C sont de signe contraire, et qne la constante P soit enbojre supposé^ très petite , on ^conçoit que Téquation (4) pourra néanmoins être «satisfaite, sa^s que les va^ leurs dé pat q soient astreintes à demeurer constamment très petites; et, en effet , l'analyse do n* 4^0 montre qu'alors ces valeurs ne sauraient être, supposées trèf petites pendant toute la durée du nâO]Uryement.
Au reste, les axes principaux relatifs au point fixe O sont les seuls axes qui puissent rester les mêmes dans l'intérieur du mobile, et demeurer en repos, quand ils ne sont pas entièrement fixes, ainsi qu'on Fa déjà vu dans le n** SSq. Cela résulte actuellement des équations (d). En effet , pour que l'axe instantané de rotation conserve toujours la même position, il faut que les trois quantités /i , 9 , r, soient constantes. On a donc dpsso, 'dqsszo, dr=^o; ce qui jréduit les équations '\d)k
(B~A)/iyt=o, (A — C;ipss:o, (C— B)yr=o.
Si les trois momens d'inertie A , B, C, sont inégaux , U faudra supposer nulles* denx des trois quantités /i, f , r, pour satisfaire à ces équations ; et alors Taxé instantané coïncidera avec l'un des trois axes Oor^ »
O;^,, Oz^. Si deux de ces. trois momeqs d'inertie sont égaux y de sorte que Ton ait B = A ^ par exemple, la première équation disparaîtra , et Ton satisfera- aux deux autres en prenant r = o. L axe instantané sera donc alors situé dans le plan des deux axés Ox^ et Qjr^; mais on sait que, dans un pareil cas, toutes les droites comprises dans ce plan , et passant par le point 0 , sont des axes principaux ; Taxe de rotation iilimobSe sera donc encore un axe principal. Enfin , lorsqa'on a A =3: B = C , ces trois équations sont identiques, et Ton peut prendre les valeurs de p, q, r, arbitrairement ; mai$ aussi , dans ce cas particulier , tontes les droites qui passeiit par le point 0 sont des axes principaux ; par conséquent^ dans tous les caSj Taxé de rotation , s'il demeure immobile, ne pourra être qu'un axe principal .
§ m. Solution dun cas particulier de mouvement de
rotation dun corps pesant.
425. Lorsque le point fixe 0 n'est pas le centre de gravité du mobile , et qu'on ne fait point abstraction de la pesanteur , on n'est parvenu , jusqu'à présent , à intégrer le système des équations (7) et (b) des n*' 410 et 41 3, que quand le mobile est un solide de révolutiop, et que le point 0 appartient à son axe de figure. C'est ce cas particulier que nous allons maintenant considérer.
Supposons que Taxe principal 0%^ sqjt l'axe de fi- ^re, et qu'on ait, par conséquent, 6 r= A. Supposons aussi que le centre de gravité G du itiobile (fig. p)
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appertieiiiie*à Taxe dies z, positives^ de sorte qu'on ait (n* 4i3) ^ = o et f = o, et que y soit une quantité positive ^t donnée , qui représente la distance OG. L'axe Oz étant vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, 1 angle 0 ou zOz^ sera aigu ou obtus , selon que le point G se trouvera au-dessous ou au-dessus du plan horizontal tnené par le point 0. Dans ces deux cas , les équations (b) deviendront
A^ — (C — k)rpdt = yaf'Mgdt, > (i) Adp -t- (C — K)njdt fe —yV'Mgdt} )
les quantités a" et b'' qu elles renferment étant , d'après les équations (c) ,
a" = — sin 0 sin 9 , b" = — sin d côs ç.
Nous appellerons équateur du mobile la section perpendiculaire à son axe de figure , et passant par le point 0- Soient NEN'F cette section, et KON' la droite suivant laquelle elle coupe le plan horizontal mené par ce point fixe. Toutes les. droites qui passent par ce point et sont comprises dans cette' sSction, étant des axes principaux , Tangle <p pourra se rapporter à Tune quelconque d'entre elles; et'E étant un point déterminé du mobile , on pourra prendre pour (p l'angle NOE. L'angle %|/, dont la troisième équation (7) renferme la différentielle , sera l'angle NOx, compté à partir d'une droite fixe Ox, menée arbitrairement dans le plan horizontal. On aura donc, à un instant quelconque ,
aOz, = fl V 'NOE s= ^ , - NOor = 4 ; .
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et Fôii » saffijMumreat explique ^'dânll^ v^'^i^p vmpt^ nhût la (Misition du motiile sera dëtemrioée^ nils an» côiie: ainbigaittf ,^ au màyetx ésB tit>i8 angles ^ff
: 4^* TBm dësîgoant par 71 une ûonstaute ajjj^traire, on aura rss n , dVprès la première équation (i). lA inouTénient de rotation do corps sera donc titnforme, p^rallèleipenl; à son équateur. Tour définir la-dmo^ tîotai de ce inou^ement , nous supposerons que le point Naoit le nœud astendani de rëquattfdr; en aorteque, quaikd-le point Ë panrieiid.ra à« point N^-SOfli nryon EO s'ëleréra aunlessus du* plan «horiaontal^en Vertu de la vitessé-ai^làire n , qui sera àlorà iinè*quAnâkë positive. En eflfet^ d'ajpirès la troisJKàaie équation (7} du n^4^^9'0^ aura
d^ SSL ndt ^ çM-fid^^ . (^) .
Lorsque le point E est en N ^ Tangle ^ est zéro ou' un multiple de aTC; et^ dans l'instant suiyant, il s'élèvera ou s'abaissera ^ selon que l'angle (p augmentera ou diminuera (n* 378) ;, donc, pour que Iç point E s'élève obmmè on le suppose, en ayant seulement égard au mouvement du corps parallèlement à son équateur , il £Eiu.dra que le premier 4erme de d^ aoit positif.
Cela étant , si son second terme est aussi positif, il augmentera la valeur de dp^ qui sera donc plus grande que si le^ nœud N était immobile; par conséquent, son mouvement proj.eté sur l'équateur sera nArtH grade j ou en sens contraire du mouvement du corps, parallèlement à ce plan. Le contraire aura lieu, et le
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mouvement do nœud sera direct^ lor$que le second terme de la valear de dp sera négatif. Dans le second GttSy si le second terme remportait sur le premier, la Taleor complète de d(p serait négative, et le point E), parvenu en N, s'abaisserait au-dessous du plan horizontal , au. lieii de s'élever au-dessus ; mais cela n'empêcherait pas que N ne fût toujours le nœud ascendant,, en égard au mouvement du corps autour de son axe de figure.
hjpû , le sens du mouvement du nœud* ascendant N dépendra du signe qu'aura, à chaque instaut, le produit de cos 6 et //>|/ ; et ce mouvement sera direct
00 rétrograde , selon que cos 0 et d^ seront de signe contraire ou de même signe.
427. En ajoutant les équations (i), après les avoir multipliées par c'', V% d\ les seconds membres des deux dernières se détruisent , et l'on trouve , comme
dan5len''4i^f
donc, à cause de r= /i, c''= cos0 , et des valeurs de d^ et }sf\ on aura , en intégrant,
O» cos 6 — A (/i sin 0 sin ^ 4" 9 sûi 0 cos ^) = / ; (3)
1 étant une constante arbitraire, qui exprimera, comme dans le numéro cité , le moment des quantités de mouvement de tous les points du corps par rapport à l'axé Oz. Dans le mouvement que nous considérons, le moment de ces cpiantilés de mouvement est donc une quantité constante, mais seulement par
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rapport à Faxe VeUtcal , et niatk phii par rapport k tOM les axiQspaMutit par le point 0.'
JTajcnite encore lea-de^x dernières équations (i)^ apiès^ aroir moltipliëes par 9 et ^ ; ce qoi donne
VboBp en Vertu des deox premièrËs^éqQations (7} du
n*4iQ, (ma . /
psiniBoQS 9 — -fLSÎn 8 sinf SB—» sin 0^; on aura donc
et en intégrant et dëaignàiit par A la constante arbf-^ traire t il en résultera
D'après, les ëqnatipns (7) qu'on vient dé citer ^ on a d'ailleurs
psinOsin^-f-^sinfi cos^sssin* â ^t
au moyen de quoi les équations (3) et (4) pourront être chan^fées en celles<i :
Cwcosfl — Asin-ff§ = /,
di
A(«"'fl§ + D = ^Mg>cosflH-A
Les équations (2) et (5) donneront des valeurs de
dtfd^fd^^ dont chacune sera de la forme Ffic/Q ; il ne a'agira donc plus que d'intégrer ces trois formules difierentielles , pour avoir les valeurs de ^ ^ «^^ (p^ en fonctions de 0 ; or/ leurs trois intégrales s^ réduiront, dans tous les cas , aux fonctions elliptiques. Mais ^ sans recourir à ces fonctions , on pourra aussi obtenir des valeurs approchéesVde 4 > ^ 9 6 9 en fonctions de <, dans les exemples que nous donnerons plus bas, après avoir déterminé les trois constantes arbitraires /i, /, A, que contiennent les équations précédentes» Les troi$ nouvelles constantes qui seront renfermées daife leurs intégrales, se détermineront d'après le^ valeurs de 4» ^9 8> V^^ répondent à ^=0: celle de 6 sehi donnée ^ on prendra , si l'on "^eut , 4 = o et ^ = o, pour les valeurs initiales de 4 et ^.
438. Quelles que soient les quantités de mouTement que prendront les points du corps à l'origine du mouvement, leur moment principal relatif au point O, et la direction de son axe, seront connus, d'après les percussions qu'on aura exercées sur le mobile il cet uistant, et auxquelles ces quantité de mouvement inconnues, prises en sens contraire de leurs directions , devront faire équilibre (n* 555). .
Par la règle du n° 281 , je décompose ce moment principal en trois autres rtiomens, dont les axes rectangulaires soient la partie Oz^ de l'axe de figure qui comprend le centre de gravité G, une droite perpendiculaire à Oz^ et contenue dans le plan vertical de Oz et Oz^, et une droite horizontale perpendiculaire à ce plan. Ces trois droites étant des axes principaux, le moment par rapport à Oz^ aura Gr ou C>i pour va^
iSB ^TRUTÉ DE HÉGARIQUE. '
U!ax(te 409) ; il ifeti)^ djMi6 eotuudftra la tal^
iibm jesQppoiotei, anomtraire; cette viMtiedoii^
née difMtçaieiît, et je= prendrai Oi (KNif 'tt lâô^
meet*
• / le daignerai par fâ le moitient par n^port^aa ae- '
ebnd aze^ et par m le moment pa^ mppofî k Taxe
HonsMmtal; éa aorte qûela raleor kiitide dtf momttit
jrtindiMl «era VÇ^f^+f^^-^^i * <»iwèdè B==: Jt et r^n,sùa cmé est A* (/>• + g*) + CV (n(^ 409) , & tm instant quelconque ; si donc on appeÛé à fat Ta- Ifenr initiale dé l'angle 0, on auM,' en t^rta «k Téduation (4)>
(^g^Gosa + A) A =8 At' -h m\'
à Torigine du 'monveàientf ce qoi'donne
Laxe du moment désigné par /u fera un angle « + 90^ avec Oz; Taxe du moment m étant perpendiculaire à cçtte verticale $ ce moment n'influera pas sur le moment / par rapport a Oz; d'après l'expression générale de £ du n® 281^ nous aurons donc sim» plement
/ s= Oz cos a — ft sin ce.
On devra se' rappeler que dans ces valeurs de h et /, l'angle ol sera aigu on obtus, selon qu'à For?gine du mouvement, le centre de gravité 6 du inobiie se trouvera au-dessous ou au-dessus du plan horizontal , passant par le point O. «
429* Pour vérifier ces dijQférentes formulcfs, je
BUfipo&d que la masse M du mobile Boit concentrée à son centre de gravité , et qu'il se change en un pen-^ dttle simple dont 7 sera la longiiear.
Dans ce cas, on n'aura point à considérer l'angle ^, et le mouvement dépendra seulement des angles >[/ et 0. Si le point matériel G a reçu, à Foriginé'^ une vitesse k^ perpendiculaire à GO^et dirigée dans le plan GOz , et une vitesse k perpendiculaire à ce plan, on aura ^
ft = Myk, m = Mykf.
On aura aussi
Il en résultera
A = (A* + *'• — 2gy cos a) M , /= — Myk sin a ;
les équations (5) deviendront
y sîn' 9 -j s=z k gina,
>*(«no'ô ^+§) = *'H-*"+2g7<co8fl-cos«);
et il est aisé de les faire coïncider avec les équations (5) et (6) du n"" ao5.
La première , multipliée par \ ydt , exprime que Taire décrite autour du point 0 pendant l'instant dt, par la projection horizontale du rayon vecteur GO du mobile , est constante et égale à sa valeur initiale 7 yk sin a. Le premier membre de la seconde est le carré de la vitesse de ce point matériel, au bout du temps t; et A* + ^' étant le carré âe cette
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vitesse à rorigio^ du mouvement ^ cette équation est
la formule du p.ti5g.
430é Dans le cas d'un corpa qui ne se néduit pas à un point matériel , si Ton écarte le molnle de sa position d'équilibre , qu'on lui imprime une vitesse de i^tatiloh autour de son axe de figure-, et qu'on l'abandonne ensuite k lui-même, les deux quantités /k <^t m seront nulles , on aura
• / = Cn cos a , A = — aMgj^ cos a ,
If
et les équations (5) deviendront
sin* fl ^ **= X (cos 9 — cos a) ,
En vertu de la seconde^ la différence cos 8 — cos« est toujours positive ; en vertu de la première , la différentielle d'^ le sera donc au^i ; par conséquent (in? 4^6) f ïc mouvemeui du nœud ascendant N sera direct, quand cos 0 sera négatif, ce qui suppose le centra de gravité G au-dessus du plan horizontal passant par le point 0; et ce mouvement sera rétrograde , lorsque G sera au-dessous de ce plan , ce qui répond à cos 6 positif.
Quand n. sera zéro, la différentielle d^, et par suite la différentielle d(p donnée par l'équation (a), seront zéro; les angles 4 ^t ^seront donc constans, et pourront êu*e supposés nuls ; le mouvement se changera dans celui du pendule ordinaire , autour d'un axe horizontal par rapport auquel le moment.
d'inertie est Â| et , efifectÎTement ^ en faisant d^tszo dans là secondé équation (6), elle se réduit à Téqnation (a) du n^ S94 f qpand on suppose dans celle-ci la Titesse initiale égale à zéro. « ,
L'élimination de ^ entre les deux équations (6)
donne
sin*fl^*=^ [sin*6— 2e*(cos6— c06a)3(cosô— cosa), (7)
en faisant pour abîmer , '
M> _^ I CW __ 4gC*
où Ton peut remarquer que A est la longueur du pendule ^ simple qui ferait ses oscillations dans le même temps que le mobile, si la vitesse n était nulle. En même temps, la première équation (6) deviendra
.sin*a^= aff-y^f (cosô — cos<t), (8) •
en regardant € comme une quantité positive et. donnée. •
Les valeurs approchées de 0 et / qu'on ti^ra de ces équations (yj. et (8) , et celle de ^ qui résultera de l'équation (2), s'exprimeront aisément sous forme finie, dans les deux cas dont nous allons nous occuper. •
43 1. Je suppose 'd'abord que la partie 0^^ de l'axe de figure qui contient le centre de gravité G du mobile ait été (i^ peu écartée àe la verticale Oz k
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rorigioe da moay émeut >.-dtt aorte. que Fangle • soit très ^etît ; Vangle fi- le sera âàuif puiaqu'op a foujouncoB 0,> CM «; el, en obligeant les qvotrièpici poissanoes de^«|^ 0 dans les défeloppemena de ^eos « etxosfiy Ifs éqoidioiis (7) et (8) dei^ieiidrQDt
La première montve «jae 6» qai doit' toajonn être une quantité potàtiye (n** 578) , B*exoédera jamais a ,
et ne sera pas m<oindre que , ...i ■ , ♦ En la HBSoiraat
par vappiirt à d!(,«ii a
,oa l'on regardera toujoors le dénominateur ooiniiiè une quantité positive , et Ton prendra le signe infé- ^rienr ou le signe supérieur, sèlQu que 6 croitra on décroîtra.
Pour Êudliter intégration , je fais
• â=sasini«, dO^iâtt cos udui
il en résulte/
V ^ l/i_(t ^;')cot*ii
En intégrant , on aura donc il/- v^i ^- G^z=^ c±arc(sin= y^i + f%cos u) ;
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c étant la constante arbitraire. Pour f = o, on a 0= a et cos tt =£: o; l'angle qui i^pond au sinus zéro est zéro ou un multiple quelconque de ^ ; on a. donc c ^=ziic ^ en désignant par i un nombre entier positif, n^atif ou zéro ; et en remettant pour cos u sa valeur , on aura
t y/\ s/i"+g*=w±arc(sin==:y^^ y/^^^*).
L'angle 0 décroissant d^abord dépuis d=âi jusqu'à
Ci . ^ , • '
6 = ^"^T^f ^^ prendra le signe supérieur et 1=0;
croissant ensuite depuis cette dernière valeur jusqu'à 0=€t, on prendra le signe inférieur et z= i; décroissant de nouveau , depuis ^=^a jusqu'à
8 =: f on prendra le signe supérieur et £=2 ;
et ainsi de suite. C'est dé cette manière qu\>n doit déterminer l'a constante arbitraire^ ajoutée à un arc de cercle que l'on considère comme une fonction de son sinus ; mais il est plus simple de passer de l'arc an sinus, avant cette détermination.
A mi instant quelconque , on aura , d'après l'équation précédente ,
fl* = «•
^ siu^ , /eîs:
En appelant T le temps pendant lequel l'angle 8 )>assera de sa plus grande valeur a à sa plus petite valeur , qui suit immédiatement , ou reviendra de la plus petite à la plus grande , on en- conclut
rj4 . IF^Ardï BB MÉCiNEQinS.
>vÇ
,Aa moyen de oêtte yalçur de jT j, oelle de f24>.9Û t donnée, par I9 seconde éqimtton (g^ ^ sen ^
^ înt^^ra^t er^j^posant.^lon ait 4^s9=o..fai|nd ^s=o. on en déduit
^ . C un, , v/#^
fMttnilie ({ni ^étertnin^^ le mouvement inftrogiâfle du no^ud asoeadimt N nwle i^mh bociao^tal. pksawnt par te point 0. Si la ooru^nte I? n'est 'pu nvlk , les iralenn ié l'àrc compris datis cette 'fornkiile tteixmt
arc(taDg = Qo)c=:i^7r, arcrtangs=o)«=s«, arc(tang=: — cb)s=f^, etc.,
au bout des premier, deuxième, th>îsième, etc., întervaRés dé temps T; pat conséquent, l'arc parcouru par le point N pendant le premier intenralle de temps T, sera
4 1 ■ mTrQ
pendant les deux premiers intervalles '
4 = îr-^ •* '
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au bout des trois premiers , on aura ^*
et ainsi de suite. Il eu résulte que les arcs parcourus par le nœud N pendant les intervalles T siiccessifs seront tous égaux entre eux, et auront pour valeur commune
Ikcpielle est d'autant moindre, que la constante ^ sera un plus grand nombre.
Quant à la valeur de ^ , si l'on néglige le carré de 0 dans 1 équation (:i)y et qu*op suppose ^x=o quand Y = 0, on aura
ce qui achèvera de déterminer la position du mobile à un instant quelconque.
45a ^ Quel que soit l'aiigle a, supposons actuellement que Tangle â demeure à peu près constant., et par conséquent très peu différent de «t ^ pendant toute la durée du mouvement. Faisons donc
ô sa flt — w, . ^ =; — du\
et considérons u comme ^me variable très ]!>etife. En neigeant les puissances de u supérieares au carré, on aura
sîn*9 = sîn*a — uwxicl + i^cosact, cos fl — cos a = 2£ sin çt — \ u^ cosee ;
el a ce degré d'aq>pr6xinuilioh , l'équation (y) donne
^où.l'ota tire
|/att sm « — If* (eoêm 4- 46}*
En* iot^prant ^t tolweiTaut que 11 s= o 4iiiuid isa^Of il irient
etv par conséqaQBt^
Pour '^que h variaUe jv soil loajjrars très petite , ôoïnitfe je Tai sqjqposë, il fradra que la qoaiitit^ € smt ti^ grande;. ce qiii èkigç, eft gëilériil^''qii'oà dt imprimé aa mobile une très' grande yitesse de rotation antour de son axe de figure. On pourra ^alors piettre 4^' à la place de cos a -f- /^€^, et Ton aura^
plos simplement'.,
u = -L sîn a sin* 5/ 1/ -.
2C* Va
jSn mettant «t-f-^K au lieu*de 6 dans reqnation*(8), négligeant le carré de « , et supposant que Tangh}^ ne soit pas nul , ce qui permet de supprimer le fao«> teur sin* ct^ commun aux deux membres, nom au-:* rons
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d'où l'on tire
En vertu de Téquatlon (2), on aura, en même
temps ,
^ = /i^ -f- -^ ces CL,
en supposant l& angles ^ et 4 ^^ ^ Forigine du mouvement ; et la position du mobile , à un iostant quelconque , sera complètement déterminée.
On eondut de ^ = a -^ u , etde cette valeur de 4 y I*. que qioand le mobile ^e nous consi^ dmm a reçu une très 'grande vitesse de rotation autour 4e son axe de figure , après que cette droite a été écartée ^e la direction verticale , son équa«teur conserve une inclinaison à peu près constante^ sur le plan horizontal passant par lé point 0, pendant toute la durée, du mouvement qui en résulte; 2*. qu'en même temps l'intersection de ces deux plans prend un mouvement à très peu près uniforme^ très lent par rapport à la rotation du mobile , et qui est direct ou rétrograde , comme on l'a déjà dit ( n* 4^0 ) , selon que le centre de gravité du corps est au-dessus ou au-dessous du plan horizontal. Pourvu que l'angle et ne soit pas zéro , l'angle 4 ^^ 1^ mouvement du nœud sont in-* dépendans de sa grandeur. L'inégalité u de ririclinaison de l'équateur, et celle qui a lieu dans le mouvement du nœud, sont d'autant moins sensibles, que la rotation est plus rapide, et la quantité ë un plus grand nombre.
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II existe f dans beaucoup de cabinets d^ physique , une machine de Bohnenberger , qui représente fidèlement toutes les circonstances de ce mouvement de rotation, de même que la machine d'Âthood montre aux yeux toutes les circonstances du mouveulent des corps graves. Le mouvement de rotation est produit au moyen d'un fil enroulé sur l'ëqnateur du mobile, et attaché i l'un de ses points, que Ton déroule rapidement, comme dans le jeu de la toupiCé
On remarquera que quand a est zéro , 0 Test aussi ; ce qui rend l'équation (8) identique , et l'angle 4 î^ déterminé 3 l'angle ^ — 4^ ^g^ ^ ^ » représente alors le mouvement du corps autour de son axe de ^gure , qui demeure constamment vertical.
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CHAPITRE V
DU ■OUVEMElffT DTN CORPS SOLIDE ENIURElIEirr
UBEE.
453. Pour se représenter avec plus de facilité le mouvement d un corps solide dans Fespace, on y substitue deux autres mouvemens, l'un de rotation, autour d*nn des points du mobile, et lautre de translation, commun à tous ses points. Cela revient évidemment à regarder , à un instant quelconque , la vitesse de chaque point comme 4a résultante de deux autres vitesses, dont l'une soit égale et parallèle à celle du point que l'oi^ prend pour centre du mouvement de rotation, et dont l'autre soit particulière «à chaque point du mobile : en ayant seulement égard aux vitesses particulières, le corps tourne autour du centre, comme autour d'un point fixe ; et , en vertu de la vitesse commune, tous ses points sont transportés dans l'espace , d'un mouvement commun qui n'altère en aucune manière Is mouvement de rotation.
Le mouvement de translation peut être révolu tif autour d'un autre corps en repos ou lui-même en mouvement. H n'y a pas de rotation toutes les fois qu'une face ou une section déterminée du mobile reste constamment parallèle à elle-même; il y a, au contraire, rotation dans le même temps que la révolution, lo)*sque le mobile tourne constamment la
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même face vers le corps central. C'est ce second cas qui a lieu dans lè mouvement dès satellites autour de leurs planètes. La lune tourne toujours la même face vers la terre ; et le rayon vecteur qui va du centre de la terre au centre de la lune , rencontre toujours en un même point la surface du satellite (n"^ i40» d'où il résulte que la rotation de la lune sur ellemême et sa révolution autour tle la terre y's'acbèvent danis un même temps, lequel est 27^,52166. On démontre , dans là Mécardque céleste, que Fégalilé de ces deux mouvemens subsistera toujours, quoique le mouvement révolutif s'accélère de siècle en siècle (n* 2144) ' ^° sorte que le mouvement de rotation participe également à bette accélération, dont Laplace a assigné la cause.
Tant V)u'on aura seulement pour but de décomposer le mouvement d'un corps en deiflc mouvemens plus simples et plas faciles à 'concevoir, on pourra choisir arbitrairement le centre du mouvement de rotation; mais lorsqu'il s'agira de déterminer effectivement ces deux mouvemens, nous prendrons pour ce point le centre de gravité du mobile , parce qu'alors , dans le premier instant , ces deux mouvemens se détermineront indépendamment l'un de l'autre, et qu'il en sera de même , dans plusieurs cas, pendant toute leur durée : le choix de ce centre de rotation rendra toujours plus simples les équations différentielles des deux mouvemens , ainsi qu'on va le voir.
434* Appelons G le centre de gravité du mobile , . M sa masse , et dm un élément quelconque de M. Au
boat du temps t , compté depuis rorigiue 4u mouvemeot, d&îgooDs par ar,/-, z, les trois coordoonées rectahgulaires de ce point matériel , et par ar, ,^, , 2, ^ celles du point G par rapport aux mêmes axes. Nous aurons
Ma:,=fxdm, Mjr^=:/ydin, Mz,=:fzdm,
en étendant les int^rales à la masse entière. Si rôo différentie ces équations par rapport à ^ , on pouml effectuer cette opération sous les signes y. On aura , de cette manière ,
etf pour en conclure les composantes de la vitesse initiale du centre de gravité, il suffira de connaître les valeurs de ces dernières intégrales à l'origine^ du mouvement» * .
Pour cela , supposons qu'à cette époque des parties /t, ;t% fi!', etc. , de M , reçoivent des vitesses qui soient les mêmes pour tous les points de chacune d'elles , et que nous représenterons par f^, /, ^, etc. ; en sorte quelles prendraient les quantités de mouvement /lify ftV, A^V\ etc., si elles étaient libres. D'après le principe du n"" 555, l'équilibre doit exister entre ces quan*tités de mouvement, prises en sens contraire de leurs directions, et .celles que prendront, réellement , dans le premier moment , tous les points du mobile , lesquelles seront, parallèlement aux axes or, j^, z , les valeurs initiales de ^dm, S" ^ ' 7t^"^^ relativement
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à Télemeût iim. Or, les directions des vitesses i/, /, ^, etc. f étant données , on pourra décomposer , parallèlement à ces axes, les quantités de mouyement qui leur correspondent. Si donc on désigne par P, Q, R, les sommes de ces composantes , suivant les directions des oc, j^, z, positives , et si l'on observe que y par hypothèse, le mouvement est entièrement libre, il faudra qu'on ait, pour l'équilibre dcmt il s'agit,
pour la valeur particulière ^x=:o. Les équations (i) deviendront donc
à l'origine du mdhvement ; et l'on en conclut que la vitesse initiale du centre de gravité sera la même , en grandeur et en direction , que si la masse entière M du mobile y était concentrée, et que toutes les quantités de mouvement ^ti^, /leV, /lcV^ etc., ou leurs composantes?, Q, R, y fussent appliquées parallèlement à leurs directions respectives.
455. On peut supposer que /jl, //, fji!\ etc., sont les masses de corps animés des vitesses p, p', i/', etc., qui sont venus frapper simultanément un autre corps en repos , et y sont restés attachés , pour former une masse totale M, dont le centre de gravité G a pris la vitesse qui a pour ses trois composantes les valeurs de
^, -^' , -^, données par les équations (2).
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Le problème serait différent si les corps choquans ne restaient pas attachés au corps choqué après les percussions. G>ncey(ms qu'une masse M en repos soit frappée par un autre corps en mouvement, qui touche M eo un seul point £ (fîg. lo) de sa. surface ; suppo* sons, de plus, que pendant la durée du choc il n'y ait pas de glissement de l'un des corps sur l'autre , ou du moins, s'il y en a un d'une très petite étendue, faisons abstraction du frottement considérable auquel il pourrait donner lieu (n* 353); supposons , enfin, que ËF soit la normale en £ à la surfaire de M, et comprise dans l'ftitérieur du corps. On verra, dans un autre chapitre , que le mouvement de M sera le même que si une certaine partie fc de la masse , dont le centre de gravité serait situé sur £F, recevait , suivant cette direction , une certaine vitesse (^, commune a tous ses points. La droite EF est donc la direction du choc; et son intensité, c'est-à-dire , la quantité de mouvement /Lti', sera déterminée, dans ce chapitre, d'après le mouvement du corps choquant et la forme des deux corps, élastiques ou non élastiques.
Cela étant, si Ton appelle Y la vitesse que prendra le centre de gravité G de M , elle sera dirigée suivant la droite GD , parallèle à EF , et elle aura pour va<* leur le rapport de ft(^ à M , de sorte que l'on aura
Réciproquement, si la vitesse V du centre de gravité est donnée par l'observation , en la multipliant par M, on aura la quantité de mouvement qui a été im-primée au corps choqué, suivant la partie intérieunei;
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de la normale à la sar^sice, menée par le point E où le choc a en Heu ; propriété qni appartienf exdoaiyement au centre de gravité G , et qui n'aurait pas lien , en général , poilr la vitesse que prend le pont E, ou tout attire point de M , situé ou non sur la direction du choc.
456. Afin que Ton voie plus clairement comment le mouvement de rotation d'un corps se trouve simplifié/ quand on le rapporte à son centre de gravit^ supposons d'abord que l'on veuille déterminer . ce mouvement autour d'un point déterminé C (fig. ii) de ce corps, que nous ferons ensuite coïncider avec son centre de gravité G.
Soient CA, en grandeur et en direction , la vitesse du point C, et BD celle d'un autre point quelconque B du mobile. Par le point B , tirons une droite BE égale et parallèle à CA, et achevons le parallâogramme BEDF. On pourra remplacer la vitesse BD par ses deux composantes BE et BF ; et si Ton décompose de même les vitesses de tous les points du mobile, ils auront tous une vitesse commune, égale et parallèle à CA , et chacun d'eux aura, en outre, une vitesse particulière. Or, si l'on imprime au point B et à tous les autres points du corps, une vitesse égale, parallèle et contraire à CA , on réduira le point C au repos, sans altérer le mouvement de rotation autour de ce point , qui sera dû aux vitesses particulières des autres points , savoir, BF pour le point B. Pour déterminer ce mouvement, on pourra donc considérer C comme un point fixe, après avoir imprimé à tous les élémens du corps , des quantités de mouvement
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égales aux produits de leurs masses et de la vitesse CA y et dirigées eu sens contraire de CA. Or, la résultante de toutes ces forces parallèles et proportion-* nelles aux niasses , sera égale à leur somme, et passera par le centre de gravité G, comme la résultante des forces qui proviennent de k pesanteur; par conséquent , si l'on désigne par U la vite^e CA V et toujours par M la masse du mobile , il suffira de joindre aux quantités de mouvement données, qui peuvent être imprimées simultanément à différentes parties de Af , une autre quantité de mouvement MU , dirigée suivant la droite GA', parallèle et contraire à CA. On déterminera ensuite le mouvement de rotation autour du point C , par les règles du chapitre précédent , et comme si C était un point fixe.
Cette détermination exigera donc que l'on connaisse là vitesse U. du point C ; mais lorsque ce point sera le centre de gravité G , il est évident qu'a(Mres avoir appliqué au mobile la quantité de mouvement MU, dont la direction passera par ce point G, on en pourra faire abstraction; car une force quelconque , passant par le centre d'un moQrvement de rotation , ne peut influer en aucune ndanière sur ce mouvement, puisqu'elle ne saurait faire tourner le corps autour de ce point, plutôt dans un sens que dans le sens opposé.
Concluons donc que quand on imprime simultané*ment des quantités de mouvement données, en grandeur et en direction , à différentes parties d'un corps solide , le mobile commence à tourner autour de son
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centre de gravité , comme autour d'un point fixe , et sans qu'on soit obligé d'ajouter aucune autre quantité de mouvement à celles qui sont données.
457. En combinant ce théorème avec ce qui précède 9 on déterminera complètement le mouvement initial d'un corps solide de forme quelconque , de quelque manière qu'il soit produit.
Pour fixer les idées, supposons que le mobile dont le centre de gravité est G (fig. 10), et dont la masse est M, soit frappé en un point E de sa surface par un autre corps qui s'en détache après le choc. En prenai^t pour son mouvement de translation celui du point G, et ayant seulement égard à ce mouvementi tous les points du mobile décriront /dans le premier instant, des droites parallèles à la normale EF ; on pourra toujours, comme on l'a dit tout à l'heure , déterminer leur vitesse commune, qui sera la vitesse complète du point G; mais, pour plus de simplicité, je la supposerai donnée par l'observation, et je la représenterai par V. Indépendamment de ce mouvement de translation, le coi^s tournera autour du point G comme s'il était fixe , et qu'une partie de la masse M , dont le centre de gravité serait sur la droite EF, reçut une quantité de mouvement équivalente à MV. Par conséquent , dans le premier moment, la direction de Taxe instantané de rotation et la vitesse angulaire du mobile autour de cet axe, se détermineront d'après les équations (/) du n"" 4^^^ ^^^^ lesquelles on fera
k = MV/j
/* étant la perpendicolaire GL, abaîssëe du point G snr la droite EF.
Appelons , pour cela , <ù cette vitesse angulaire , et a^Q^ y^ les angles que fait k direction de l'axe instantané avec les trois axes principaux du mobile qui se coupent an point G ; soit aussi HEK la section da mobile qui renferme le point G et la droite EF; par le ^^nt G^ élevons sur ce plan une perpendiculaire^ et représentons par a^ h^ c^\e& angles qu'elle fera avec 1«5 axes auxquels repondent et, C, 9/: d'après les équations (/) et les formules (3) du n"" 4^5 , nous aurons
Ââ»oosa=A:cosa, Bû;cosf = A'cos^, Câ^cos;<=A:cosc;
Â, By C, étant les trois momens d'inertie du mobile par rapport aux mêmes axes. On en déduit
^ k" cos* a , k^ cos* b , k^ cos* c
Les valeurs de a, h^ c, seront données dans chaque cas ; on connaîtra donc la vitesse ein ; et les équations précédentes détermineront les angles a, ^, >, c'està-dire^ la direction de l'axe instantané.
Si la perpendiculaire à la section HEK coïncide avec l'un des trois axes principaux , de sorte qu'on, ait, par exemple, a = 90% 6 = 90% c = o, il en résultera « = 90% 6 = 90®, c = o , et l'axe instantané coïncidera aussi avec le même axe principal; d'oii il suit qu'un corps libre , qui est frappé dans le plan de deux des trois axes principaux relatifs -à son centre de gravité, commencera à tourner autour du
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troisième axe. £a mettant pour k m valeur^ celle de la vitesse initiale de rotation sera , dans ce Cas ,
Réciproquement^ il est aisé de conclure des équations précédentes que le mobile ne peut commeocer a tourner autour de la perpendiculaire au piau^ A la section HEK , de manière que cL^S,.y, soient égaux aux angles €Z^ 6^ c, ou à leurs supplémens, à moins que cette perpendiculaire ne soit un des axes principaux qui se coupent au point G.
Lorsque le mobile sera une sphère homogène on composée de couches concentriques , la perpendiculaire EF passera par le point G , qui sera son oentre de figure. On aura donc y*==o,A: = o.| A»=:o;en sorte que le mobile ne prendra aucun mouvement de rotation. Quand on parvient , par une percussion, à faire tourner sur elle-même une sphère entièrement libre, c'est toujours parce que le corps choquant glisse plus ou moins sur cette sphère , et le mouvement de rotation est alors produit par le frottement qui a lieu pendant la durée du choc.
Quelle que soit la forme du corps choqué, si le corps choquant s'y attache , les formules précédentes auront encore lieu, en y mettant la quantité de mouvement du second corps avant le choc, à la place de MV , et prenant pour / la perpendiculaire abaissée du centre de gravité des deux masses, sur la direction primitive du centre de gravité du second corps : A, B, C, seront alors les momens
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d'inertie principaux du corps formé des deux masses
réunies.
438. Occupons-nous maintenant du mouvement de la miasse M au bout d'un temps quelconque t, et Doasidér<ms successiTement ses mouvemens de translation et de rotation , rapporta lun et l'autre à son centre de gravité.
i\ A cet instant , soient X , Y ^ Z , les componnles parallèles anx axes des or, jr, 2/ de la force aooélératrice donnée qui agit sur' l'élément quelconque dm; les forces .perdues par ce point matorid , pendant l'instant dt , seront ( n* Sgi )
(x-p)^. (ï-^)<fa, (?-^>,
paràll&ment aux mêmes axes. Le mobile étant eutièrement libre , il faudra pour l'équilibre iles forces perdues par tous se& élémens ^ que les intégrales de ces quantités, étendues à la masse entière, soieat éfjÊles à xéro ; par conséquent , on aura
Mais en différentiant de nouveau les équations (i), on a
il en résultera donc
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autre côté , je poids du corps étant une force appliquée constamment à son centre de gravité > il n aura aucune influence sur le mouvement de rotation autour de ce point , qui sera^ uniquement dû aux percussions initiales , et le même que si le centre de gravité ne se déplaçait pas.
Supposons 9 par exemple , que le corps soit un ellipsoïde liomogène, frappé par un autre corps qui le touche au point E de sa sur&ce (fîg. lo) ; la droite 6D, parallèle à la normale EF, sera la tangente à la parabole que le point' G va décrire; et Ton conisftruira aisément cette courbe , d'après la vilesse initiale. du point G , que je représenterai par Y. Concevons , de plus p que la section HEK du point G et de la droite £F comprenne deux des axes de figure de l'ellipsoïde ; a et b étant leurs- demi-longueurs, C le moment d'inertie par rapport au troisième axe , et M la masse du corps , on aura (n^ 370)
Or, le mobile devra tourner autour du point G , comme s'il était dénué de pesanteur, et que ce point ne prit aucun mouvement ; mais alors l'axe perpendiculaire à la section HEK demeurerait tout entier immobile (n*** 389 et 4^7) f ^t sa vitesse angulaire de rotation serait donnée par la formule relative an mouvement initial d'un corps solide autour d'un axe fixe. Donc , en la désignant par cû ^ observant que la quantité de mouvement imprimée au mobile est équivalente a MV , et appelant f la perpendiculaire GL abaissée du point G sur la droite EF, nous aurons ^
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d'après. la formule (i) du n* 586,
ou bien , en mettant pour C sa valeur ,
Les deux vitesses o et Y sont ainsi liées Tune à l'autre, parce quelles résultent toutes deux d'une même percussion.
Ainsi 9 tous les points du mobile décriront des parabdles parallèles à la trajectoire de son centre de figure; et, en même temps, le corps tournera uniformément autour de l'axe perpendiculaire à la section HEK I qui sera emporté en restant constamment parallèle a lui-même.
44o- Si le mobile est une sphère homogène ou composée de couches concentriques^ dont tous les points soient attires' ou repoussés en raison inverse du carré des distances , par les points d'autres corps en repos ou en mouvement , la résultante de toutes ces forces sera la même que si la masse entière du mobile était réunie à son centre de gravité ; car chacune d'elles sera égale et contraire à la réaction de la sphère sur le centre dont elle émane. Par conséquent, le centre de gravite se mouvra comme un point isolé , soumis à des attractions ou répulsions données; et le mouvement de rotation du mobile sera indépendant de ces forces , et le même que si le centre de gravité demeurait en repos ; en sorte que ,
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dans ce cas, lès deux mouvemens.de trandatidn et de rotatioii seront encùré indëpendans Vvn de Fautre. AbstractioQ fiiite de Ik non-sphéridltf parfiute des couches de U terre , elle toumerait. donc fionstamment et uniformément autour d'un de ses dUumètrêSy qui serait toujours le même et demeurerait toujours parallèle k lui-même; en même temps le mouvement e]]Q»tiq99.'sde «oniceplK de gravité autour du aoleQ ]'m^ fmi^. m. V^càfm des antres plaiiàtes,: mais rigouteusement indépendant du mouvement de raîi*
: :. 44&« m n'en mt jphis de.niime iMhqu'pq «-^po^à
~Ki9^ti«eaifont du sphëraide. femsire. I^abovd^: si
l'l0ce;de ArtatiHoft n'a pi^ coïncidé ewctemeqt^ àT^Ni-
ginftivsKmeQien î^Toerasedefigure/raiceite-
tantanë de rotation oscillera autour dfi oeflto diuke
O^v 4ia»:>ir.^ ïjMiqontrefa successivement, Ja tem.èn
, diÇéi^ns.ppints jie sa sutface. Les p61es et l'éqùateur
^^^piêceTfàient àopc a la surfiuse du. globe; et il
^, réBulteiait , pour les . différens lieux de la terre ,
. des jchfpgemeos dans lieurs latitudes géographiques.
. li'aaiplitude de ces oscillations serait arbitraire; nuis
J^iur. durée. dépendait des différences entre les mo-
,.piens ^V^rtîe de la terre; et, d'après ce qu'on sait
sm qes différences , çettq durée serait d*Un peu.uKnns
d'uiie année. Or, dans cet intervalle de temps , les
o|»ervations les plus précises ne font connaître au*
, ,cùne variation dans la distance du zénith d'ua lieu
. déterminé de la terre au point où Taxe de rotation
va. rencontrer )e deL II en &ut donc conclure que les
oscillations dont il s'agit , si elles ont existé autre-
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fois y sont devenues .tout -à -fait insensibles à Tëpoque actuelle; en sorte qu'il n^existe plus maintenant que les forces permanentes , provenant des attractions au soleil , de la lune et des planètes sur le sphëroide terrestre ^ qui puissent faire varier la direction de Taxe de rotation de la terre.
, Pr, à raison de la non-sphëricité des couches de la terre, ces forées renferment une partie, à la vérité très.ppt^te par rapport, aux attractions sur le sphéroïde jçntier , dont la direction ne passe pas constamment par spn centre de gravité. C'est cette partie qui produit les petrturhations du mouvement de rotation , ssLVcir^J^précessiQn des équinoxes et la nutation de ra:|[:et/de la terre.
, {a y^erfu de, la préc|ÇSsion , la rétrogradation annfiçlle des équinoxes sur Técliptique fixe de 1 800 est de ^'^^3648:2 ; sur le plan dç l'orbite de la terre, xeif^ Jlif>h^^ par l'action des autres planètes , c'esfà-dîre,^f uf T^cliptique yraie^ ellje est un peu moindre, et ^[ale à,^o'',^34?7> comme nous l'avons, déjà dit daii$. on .^utre endroit (n* 219).
La nutation est une oscillation de l'axe de la terre , qui s'approche et s'éloigne alternativement de la perpeadjcu|aire au plan de l'écliptique : elle çst due à Tf^ttr^çtion) de la lune ; sa période est celle du mouvement des nœuds de l'orbite lunaire , ou d'environ
18 ans; et son amplitude s'élève à c}\^o (n* aaS), en supposant la masse de la lune égale à un soixantejiijîçzièmc de celle de la terre. - \^ lies actions du. soleil et de la lune sur le sphéroïde
terrestre ne produisent qu une variation très lente et
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qui ne sera sensible qu'après une longue initë de jrijbeles^ dans Tindinaison de Tëquateor sur Fécliptîqiie; la diminution aonndle de robliquîtë d^réd^ptique ,
que Ton observe et qui fl!'éleYait.à.o"94^'4 ^^ commencement du siècle, est due aux actibns planétaires qui font varier le plan.dc l'orbite de la terre (n^ a44)*
Un examen approfondi de la question a fiât voir que les mêmes forces^qui produisent lés variations que nous venona d'indiqnercbuis l'a direfctioii abscrfue, oq rapportée à des lignes fixés, de Taxe de lOtatiaMe la terlne, sont impuissantes pour déplacer oet axe^* dans llntérieur du spbéroide, nonjdns que pour- fiore varier sa vitesse de rotation. Ainsi, la terre toitfne constamment autour d'un même diamètre, qtai est soin axe de figure; et son mouvement est nnîfanue autour de cette droite mobile, dont' la divectitan change continuellement dans l'espace. Le jonraidâràl est donc constant ; il en résulte que le jour mo/en (n** m) l'est aussi, on, du moins, il n'est soumis qu'à une variation séculaire tout-à-fiût insensible ; et l'une ou l'autre de ces durées peuvent être prises pour unité de temps.
Pour tout ce qui concerne cette importante théO' rie , dont je n'ai pu ' ici qu'indiquer succinctement les principaux résultats , je renverrai k mon Mémoire sut le ihouswnent de la terre autotur de son cmtrede grai^itéf inséré dans le tome VII des Mémoires de T Académie des Sciences.
44^* L'invariabilité du jour est confirmée par les observations les plus anciennes, qui font voir' que sa durée n'a pas changé d'un centième de ^eçoddè.
par exemple, depuis 25oo ans, ainsi que nous allons l'expliquer.
Si la durée du jour était variable , les longitudes et les latitudes du soleil , de la lune et des autres corps célestes , calculées en la supposant constapte ^ ne s'accorderaient plus avec les longitudes et les latitudes observées ; le mouvement de la lune autour de la terre , à cause de sa rapidité , serait le plus propre à nous éclairer sur ce point; et si la variation du jour était progressive^ les différencies entre le calcul et l'observation seraient d'autant plus grandes qu'elles se rapporteraient à des époques plus éloignées de la nôtre.
Cela étant , soient l et l' les longitudes vraies de la lune et du soleil à une époque déterminée. Si l'on sait qu'à cette époque il y a eu une éclipse de lune ou de soleil, la différence / — l' devra s'écarter d'un multiple de 180", d'une quantité moindre que la demi-somme des diamètres du soleil et de la lune ; si donc on appelle J^ cette différence , abstraction faite du multiple de 180^ qu'elle peut contenir, il faudra que J" n'excède pas un demi-degré , et soit même, en général, beaucoup au-dessous de celte limite. Or, on a calculé, dans la Comiaissance des Tems de 1 800, les valeurs de S" qui répondeut à n'j éclipses observées par les Chaldéens , les Grecs et les Arabes ; les valeurs qu'on a trouvées pour cette différence sont tantôt en plus, tantôt en moins, et toutes très petites. La plus grande , qui répond à une éclipse observée 382 ans avant l'ère chrétienne, s'élève à — 27^4 1 "> pour l'éclipsé la plus ancienue, observée par les Chaldéens 720 an^
igS fikVtÈ HÉ I^Akkc^.
âyaiàt ^otte ère, -la Valenir dé J" est 2i''8ètalçiii6pt.,Cette comparaison proQTe Texactitade des tablés làniuMs qhe'ttoiiis îK)i5séd6ks, et la nécéasîti dés îfa^alités séculaires que Lâiplacé y a introduites:' Elle fait aûsâ TOirqtiq l'a dnree du jbà^, qa*6û à râj[lpoii^ éétasHinlfe dans le calcoT des longitudes' dé la lèîiej éif àû sôlëil; n'esï ; en effiet'^ sujette à' atiCutie variatibA' p^ji^jcé»^ si?e. Mais pour qp'il ne rèstiè atibdii dbfrte attiroè point important t calculons là' rdSem àe^, c6tttspondante Ji/l'éclipse la plus ancienne V qui r&nlt^rt!t d'une semblable variation , si elle ex!iist ait.
44^. Prenons pour unité rîntierville de tëtnp^ qui
^oinne aujourd'hui le jour moyen; supposons <pâè,
depuiii une époque très éloignée^ cette dûWSè ait
ffinkinué, d'un jtfur au smvané , de 'la ^na^Vte ooinh
tante '«• Soît n le mojen mouvéïjiént cté là limé,
c'est-à-dire; le nônibre de degfes qu^élle déèrif dalb
chaque unité de temps , abstraction faite des inl^-
lites de son mouvement vrai; les arûs parcourus
aujourd'hui et les jours précédéns seront h, /tCi-f-ft),
n(ï-i-2i), ii(i-(-5flt), etc.; et Tare décrit pendant
un très grand nombre t de jours^ sera nt'+'{àni(t'^i),
ou, à très peu prèâ, nt + ^ant^. Le terme M est
déjà compris dans la valeur dé l, calculée dVprès
les tables , en considérant le jour comme constant ;
là variation du jour augmenterait donc de ^ttrii^, la
longitude vraie de la lune , à une époque séparée
de nous par un nombre t de jours. Celle du soleil ,
a la même époque , serait augmentée de | dnfi^, en
appelant n' le. moyen mouvement diumç du soleil ;
a raison seulement de la variation du jour, on aurait
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donc à cette époque
et , pw rapport à rëcltpse observée 730 ans avant notre ère , ce serait toute la valeur de la différence des* longitudes de la lune et du soleil » puisque cette différence , calculée en supposant le jour constant , n'est que de 2" , ou à peu près nuljie.
$oit I le nombre de siècles contenus dans le nombre i deJQura; on aura
Soient aussi
e = {X525)a, m = (56525)n, m' = (56525) n' : Véquation (r) se changera en celle-ci :
dans laquelle C sera maintenant la diminution sécufaire du jour , et m et mf représenteront les mouvemens séculaires de la lune et du soleil. D'âpres leurs valeurs déterminées au moyen des observjatîons mo-> dernes, on a
jii — m' = 445a68%
en néglig^t les fractions de degrés. Or, si Ton suppose que le jour a diminué d'un cQx-millionième depuis la plus ancienne éclipse caloéenne , on aura
Ci =s 0,0000001 , i 5=s a5;5a ;
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et il en résultera
vtlear qui rendrait impossible l'éclipsé observée.
On ne peut, donc pas admettre que la durée du jour ait diminué de cette fraction , un peu rooin'dre qu'un centîèmede seconde, dans un interyalle de temps qui surpasse vingt-c^nq siècles. S'il existait des variations périodiques dans la durée du jour, il en résulterait des illusions dans la mesure du temps , qui produiraient des inégalités apparentes dans les mouvemens des astres. Ces inégalités seraient fisiciles à distinguer, parce qu'elles suivraient toutes la même loi p pour la lune , le soleil et les planètes , et que leurs grandeurs seraient proportionnelles , pour chacun de ces corps, à la rapidité de son mouvement
Les astronomes n'ont reconnu aucune inégalité de cette nature* dans le^ mouvemens des corps célestes. Ainsi l'observation , d'accord avec la théorie , prouve que la durée du jour moyen n'est sujette à aucune variation , périodique ou progressive, qui ait une grandeur sentie.
444* Hevenons actuellement à l'objet spécial de ce chapitre.
Lorsqu'un corps solide se meut dans l'air ou dans un autre fluide, les résistances exercées sur tous les points de sa surface doivent être transportées parailèlement à elles-mêmes , avec le poids du corps , à son centre de gravité ; et le mouvement de ce centre est celui d'un point matériel pesant, dans un milieu résistant; la masse de ce point étant celle du corps,
et sa force motrice , provenant de la résistance , une force dont les composantes dépendront de la forme da mobile, des vitesses des différens élémens de sa snrfiice , et dés condeisatimis ou dilatations du fluide en contact avec ces élémèns. En même temps le mdbile tournera autour de son centre de gravite, comme si la vitesse de ce^ppint était nulle, et que les vitesses des points de la surface fussent, néamnoins, celles qui ont réellement lieu à cba-* que instant. Il en résulte que la résistance du milieu influera , à la fois , sur le mouvement de translation et sur le mouvement de rotation du mobile, et que, pour un corps de forme quelconque , ces deux mouvemens dépendront l'un de Tautre et ne pourront pas être déterminés séparément.
Si le mobile est une sphère homogène ou composée de couches concentriques , à laquelle On n'ait imprimé aucune vitesse de rotation à l'origine du mouvement, il ne s'en produira aucune pendant toute la durée de ce mouvement, qui sera un simple mouvement de translation, dans lequel tous les points du mobile auront à chaque instant des vitesses parallèles et égales entre elles. En effet , si l'on mène alors par le centre de la sphère , une tangente à la courbe qu'il décrit, il est évident que tout sera semblable autour de cette droite , soit pour les vitesses des points de la surface , soit pour les condensations ou dilatations du fluide environnant. Par conséquent, la résultante des résistances exercées sur tous les points de ta surface , passera constamment par le centre de flgure>
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<pi est mm U œiitrq dfi £pn^téj»/et^cl|e. qft. ponm modaire wçxm ipoay:em^ 4? ^^^^'JM^îlHIf Ifôi. CQ«e *4eàMtKm8 ou iUl#tatifn)s4o*flii}c)A eii^i^^ l|Si
mime à fayos les {Knotpi da^mphpi; ,, ^ ^9f^». ^^^jtr lents.» .'diff^ntes pom^Jes diflÇi^|^tM -.sf^Of^ pendkfalAuies. à la ViQgei|te <pi!9% a, iflf^ufe éir 1; oeittre^ D911P aq^dj l^^r^Ratt^n ^ei^téffij^^ n«^pes , .<pa cmiN^^
d^QdiYsqiie 4f q^ xi^9iW!f à» V^epAfM *l 1^ fiurfiiçeji et 4fi:h ^rce ela^ipje natnidlfQ 4^ flùÂM; et le iffiQnyemeii^t à^^^mjSfieip graxitë «ora, çdhl^ d*09 pqii^tm»térieJli^fi,^4^^ p|à^4^ççiqpR,
«|b av^iel çn 4yq^U^ la ri^tw*»^ d<wit .il 8*a|pit» OftPtiii^Bea^Mt 4irigfe ei> sf os ÇfiQtrav^ 4*^ «ft i|î* tesse, et, en oupre^ le poids du tDoUle. Ç^cf que nous ayons snjipçiifé dans If p"^ af9 » à l^prd des projectiles de Tartillçrief spikpQçi^ pÂr^tequ^t sphériques et homogènes.
Dans œ c^, le centre dVn boulet ne peqt pus for-* tir du plan vertical passant par. la direction de sa y itesse ipitiale , et par rapport ^uqnel tput est semblable à\kix côté et de l'autre. Mais si le prqjectile s'écarte un peu de la forme sphériqup , on s'iL n'a pi|s U même densité dans toute son étendue , la tipùr tante des résistances extérieures^ qui sont npr|wilçs k sa surface» ne passera plus constamment par le centlp de gravité; elle produira donc un mouvemant d^ i|Oh tation ; et si elle n'est pas toujours comprise dans la plan vertical oii le centre de gravité comii^ence k ffi mouvoir» dile le fera sortir de ce plan ; en sorte que
DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. noS
la ' trajectoire du projectile ^ rapportée* à ton centre de gravité, ne sera pïufif une conii>e pland.Tontcela est facile à concevoir, k Fégard d'un projectile nonsphérî<}Qe on non homogène; mais j'ajouterai que , abstraction faite du (ïisfaut d'homogénéité où de sphéricité , si le boulet a reçu , à là bduche du canon > une vitesse de rotation>, le frottement de sa surfeoe contre l'air, pendant son ùiouyemént, pourra encore' faire sortir d'un plan vertical son centre de gravité et de fijgurei
445- Pour le faire vOir, soient G (fig. i %) le centre de gravité et de figure d'un corps sphéri<|iie et hom<^ène, et A6B le diiamètre tangent à sa trajectmre. Suppoéèiis, pour plus de simplicité, que Taxe de ror tation qui passe par le point G > soit perpendiculaire à ce diaoMftre. Soient ADBE k section d» iliobile , per|)eiidici|)aire à cet axe, et DGE un . diaitiètre de cette sectibn , qui conpe AGB à angle droit. SuppO* sons aussi que le motivèment du point O a lien de A vers B, où dans le sens indiqué par la flècoe ^ ^ et le mouvement de rotatioti dans le sens indiqué par les flèches placées en A^ D, B, Ë. Le frotteibent de # chaque élément de la surface contre l'air, qui nal*» tra du mouvement de rotation ^ sera une fbrce tangente à la surface^ et dirigée eh sens contraire de ce mouvement. Sur chaque section parallèle à ADBE, il variera d'un point à un autre » à raison de la dî^ férence de densité du fluide. En avant du projectile, le fluide sera condensé; en arrière, il sera dilaté ; par conséquent , le frottement sera le plus grand du côté du point B, et le plus petit du cèté du point
m4 traité oe mécanique. . '
A* On oondiift de là ^e si IW trwiapdrte an point 6/pnrtIlMetioent k ëHes-mènet, tontes les forces pratetie^it du frottement etereé à là snrfiitee'y il en réialteni' une force dirigée saivant la partie GD du diamèire DGE. J'appellerai F cette force, P le poids 'do corps, ètR la .résistance proprement dite du milieo y transportée ta pointG/et £rlgée sni- Tant la partie GA* da diamètre AGB. La force motrice da point>£ sera la Tésnltante des trois forces F, P, Ifl, etea force accélératrice, cette rraoltante di«- Tiséè .par la ma|»e du projectile.
Gda posé^ si Taxe de rotation est vertical, et compris, par conséquent, dans le plan des dèÎDX forces P et il, ladiracfien GD de la force.F sera perpendicolaire à/de pUm; elle-fora donc sortir le mobile de ce plan vertical^ en- le poossantdn c6té dn point IX; et , dam oe cas, la traiectoirè dn point G sera nne combe à double courbure. Si, au contraire, l'axe de rotation est horizontal, la direction GD de la force F sera comprise^Uins le plan yertical des forces P et R , qui sera celui de la section ADBE; par conséquent^ le point G ne sortira pas, de ce plan , et sa trajectoire sera plane.
446*^îi9Xts ce dernier cas, on voit que la co^nposanté verticale de la force. F augmentera ou diminuera le poids P, selon que lia -flèche A sera dirigée vers le haut ou vers le bas.. La force F sera verticale, et cette diminution ou augmentation de poids, la plus grande,^ quand la direction ÂB sera horizontale. Ainsi, dans le tir horizontal, et en supposant que le boulet tourne autour d'un axe horizontal , perpeur
DYNAMIQUE, SECONDE PAJI^TIE. ao5
dîculaire à la direction du tir, le frottement du projectile coDttre Tair augmentera son poids et diminuera la portée 9 lorsque la partie antérieure de ce corps tournera de bas en haut; et quand cette par^ tie tournera de haut en bas, le frottement diminuera le poids et augmentera la portée. Il pourrait même arriver, dans ce second cas, que la trajectoire devint convexe vers le terrein : il suffirait, pour cela, que la rotation fût assez rapide pour rendre la force F plus grande que le poids P ; mais alors le frottement diminuerait la Titesse de rotation, la force F décroîtrait, et finirait par devenir moindre que P; ce qui ramènerait la trajectoire à sa forme concave vers le terrein , comme a Vordinaire.
Ces considérations, jointes à celles du numéro précédent , montrent qu'indépendamment du défaut de sphéricité ou d'homogénéité du boulet, le frottement de sa surface contre Tair, provenant du mouvement de rotation qu'il peut avoir contracté en roulant dans Tàme du canon, est une circonstance qui peut influer, soit sur la justesse du tir, parce que ce frottement fait sortir le centre du boulet du plan vertical de projection, soit sur l'inégalité des portées, h cause que cette force augmente ou diminue le poids du mobile. Toutefois , on doit observer qu'aucun de ces effets n'aura lieu , si le boulet tourne autour du diamètre ÂB, dans le sens duquel il se meut; car alors le frottement est égal et contraire pour deux élémcns opposés de chaque section de la surface , perpendiculaire à Taxe
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de . rstatiOD j AQfh il Fé8iiit6-'^ii6*lfli fifpcw pravft- Mogitda finottcmevl . emoé Bnr toos in âéoDieiiSi Aut InoiportÉn m '€mtn''dfe'graE?itef ..&«▼ cUilnD- Mof .deux à deux f en nrle^qse le moaTcment de ee.{K>iiit:ae.8era pas. dénuoig^ pur le fhoftiwnent i<H td^li4 àriftffQliitiiMi.
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CHAPITRE VI
BU HOUVEHENT IPVM COUPS ROUBE PESAliT SUE Wi
FLAN DQ2VNÉ.
§ I*'. Cas où Toïi ri a pas égard au frottement.
447* Pour simplifier, je supposerai que le mobile ne tonche \e phin donné qu'en un seul point, que j'appellerai K, et qui vatiera^ en général, sur sa surfilée et sur le plan. Lies for^ed perdues dans chaque instant infiniment petit devant se -faire équilibre , il faudra qu'elles-se réduisent à* une seule force> passant par le point K, normale au jilan donné", et dirigée de manière qn^elle terfde à appuyer le mobile sur ce pbn. Cette résultante sera la pression que ce plan épi^uvera , et qui sera détruite par sa résistance, que je représenterai par R.' En joignant au poids du corp6 la force R> de granijeur inconnue , on pourra faire abstraction du- plan jdoimé , et considérer le mobile comme etitièremtent libre.
Son centre de gravité, que j'appellerai G , se mouvra donc comme un point matériel isolé, dont la masse serait celle du mobile, et auquel on appliquerait, parallèlement à feurs directions, le poids de ce corps et la force R. Au bout du temps /, je repi*ésen-
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ferai par x. , j^ , z^ , les coordonnées dn point G^
'.rapportées- à des asces^fimes et rectangolairas^ et par X, fj^fPp les angles que la direction de la fyrce R fiJt avec des parallèles à ces axes«^ menées par le pouit K« En supposant 1 axe des z^ positives , vertical et dirigé
;tdè]MS en lianf>et en appelant g la pesanteur él M la masse du corps> nous aurons
M^* = ReosA,
, M^f =:RÇ08,»> . V (0
U-^ = Rcosr T^Mg,
p9ur les trois équations différentielles dft monve- .ment du pQint G. Si le |dan. donné est fixe, les . apgles Xy /A, Pf seront oonstans et donnés; 8^ est en mouvement » nous supposerons que oe moave- ^ ment soit connu, et ne puisse pas être modifié par celui du corps : ?i , pt, v , seront alors des • fonci tions données de t. Le mobile étant im corps pe- , fiant y il Àudray pour qu'il ne se détache pas.de ce plan , fixe ou mobile , qu il soit toujours situé audessus; eq sorte que la composante verticale Roosr . de la i^ésistance du piaiji sera constamment positive, ...et V un angle aigu : les deux autres angles donnes A et fe pourront être aigus ou obtus.
En même temps, le corps tournera autour du
point G comme autour d'un point fixe, en vertu
. des forces R et M^ , appliquées aux points K et G
( n"" 4^0 ) ; mais le poids Mg ninfluera pas sur ce
. , mouvement de rotation^ dont les équations difle-
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i^^f^Jl^K ne défendront qne de la force R. Féiir- les former^ on pretidra pdat les seconds membres des éqmaAons(a) dn n"" 4 ^ ^f ^^ niomens mvlriplî^ par dt, de la forée R, par rapport aux trots axes priocîpaux do mobile y qui se coupent au point G. En appelant ^f ^9 y 9 les coordonnées du point K rapportées k ces axes y et X% /i% v', les angles que £dt la direct tion de la force R avec les parallèles à ces mêmes axes y menées par le point K^ ces momens seront
aRcosf&' — CRcosx', yK cos A' — aR cos v^, ^cos / -^ yRcosft',
et les équations Ça) deviendront
Gir4-(B— •À)pî^f^=:R(Acos/ot'— ffGOsA')i&, ) hdq 4- (A— C) rj)dt = R(> cos A'— etcos vyU, > (a) A4?+(C — B)ç/tft = RCffcos /— >cos;t>ft; 3
A y By C, désignant les momens d'inertie qui répondent respectivement aux mêmes axes que les angles X\ fjif, /i et que les composantes p, q, r, de la vitesse Angulaire de rotation (n* 4^7).
Il y fiiudra joindre les équations (7) du n^ ^io , savoir :
^pdt c= sin ô siii çd-^^^cos fd8 , )
qdt = sin 8 cos ^d^+ sin (pd& , > (52'
rdt := d^ — cos 9^4/. ) ; •
Nous supposerons que les neuf cosinus a^ b , etc., dont les valeurs en fonctions de^, 4^ 8^ otit été
axo TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ^
données dans le n^ 378, soat ceux dés angles que font les axes fixes des coordonnées x, ffifZ^ ,.dn point G, avec des parallèles aux axes principaux relatifs à ce point , menées par l'origine de ces coordonnées ; et , d'après la signification des angles A, /t, v^ X', fi\ /, et l'équation (2) du n* 9 , nous aurons alors
cosX' == aeosK + a'cos/jL -+• a"cosF, \ Vosft' = icosA + V cMiA + b^'cosv p C (4)
cos y' = c cos A + c' COS fJL- + ^'' cos V , )
pour les valeurs de cos X\ cos/jl', cos f', qu'on devra su1>stituer dans les équations (2).
La position du mobile à un instant quelconque, par rapport aux plans ûxes des ^1 , J^i , ^i t sera complètement déterminée au moyen de ces coordonna et des trois angles ^,, 4^ ^f précédeniment définis (a* 378) ; la position de l'axe instantané de rotation , dans l'intérieur du mobile ^ et sa vitesse autour de cet axe , dépendront , en outre , des trois quantités p , q , r: la solution du problème consistera donc à dé-* duire des neuf équations (i), {2), (3), les valeurs de ces neuf inconnues en fonctions de t; mais comme ces équations renferment la force R et les trois coordonnées a, S ,y, qui sont aussi inconnues, il faudra encore quatre autres équations, que Ton obtiendra de la manière suivante.
448* Soit L une fonction donnée de a^, € , y , et représentons par L = o , l'équation de la surface du mobile, rapportée à ses axes principaux qui* se coun pent au point G. Si nous faisons '
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v=[(ty+©>(^)-]-',
nous aurons (n"" 21)
cosA' = v|^, cos;*' = V§, cos/=vg, (5)
OÙ Ton prendra le signe de Y de manière que les angles A', yJ.y v', se rapportent à la partie intérieure de la normale à la surface du mobile^ qui sera la partie supérieure de la normale au plan donné. L'une de ces équations sera une suite des deux autres. En mettant les formules (4) à la place de cos A', pos f/, cos v', et les joignant ensuite à Féquation L = o ^ on aura déjà. trois des quatre équations demandées.
Si l'on représente par x, jr , z ^ les coordonnées courantes, du plan donnée rapportées aux mêmes axes fixes que x^^ Jr^ , z^, et en observant que A ^ fi», p f sont les angles que fait la normale à ce plan ayec ces axes , on aura , pour son équation ,
.rcosA +7'cosfc + zcosjf = Ç;
Ç étant une quantité donnée, qui sera constante^ quand le plan donné sera fixe , et , généralement , une fonction donnée de t. D'ailleurs, en supposant que x^jjZ^ répondent au boint K qui appartient à ce plan, on aura, d'après Jes formules du n"" 377,
j = j. + ^'aV *'ff+c>, f (6) z = z, + a"tt+ Vt'\- d'y.)
lies valeurs de jc, ^, z, devront donc satisfaire à
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réqnatioii précédente ; eu les snhititqimt dans cette équation, 4t ajant ^;wrd ans formules (4)f on aura
pour la quatrième équation qu'A s'agissait d'ob-
teoir.
Loiï;qu^ le oiolnW sera termiiié par une pointe, et qull toiM^iera constamment le plan donne jiar son extrémité, les coordonnées «^ C, >, du peint K seront constantes, et données d'après la position de cette pointe sur la sur&ce et ses distances wat plana des axes principaux du mobile , qui se coupent au point G. Mais les équations (5) n'auront plus lieu m un point de œtte nature j l'équation (7), <pu exprime que ce point appartient au |dan donné, subsirtera toujours; et il suffira de la joindra aux équations du numéro précédent, pour déterminer les neuf inconnues du problème et la grandeur de la force R que ces équations renferment,
449* Quand le plan donné sera fixe et horiaontal , on le prendra pour le plan des coordonnées x et j^; il en résultera
cosX = o, cosf&=:o, cosy = i, Ç = o;
ce qui réduira les formules (4) ^
cosX'Œia", cos/t'soi", cosi'' = c*'.
En vertu des deux premières équations (x), le mouvement horizontal du point G sera rectiligne et uniforme; sa vitesse^ parallèlement au plan donné ,
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dépendra de la percussion horizontale que le mobile aura éprouvée à Forigine du mouvement. La troisième équation (i) donnera
ce qui fera connaître la valeur de R, quand celle de z, aura été déterminée. En même temps, les équations (a) deviendront
C;cfr4-(B-A)/>g^=M(^'H-^)(«*"-^a">/', RA74.(A-C)/7«fe==:M(^'+g)(>a''-rtc''>àA(8)
et l'équation (7) se changera en celles:! :
de laquelle on tirera la valeur de z, , pour la substituer dans les équations précédentes.
Ainsi 9 dans ce cas, le problème dépendra des équations (5) et (8), qui serviront à déterminer /? ^ Ç f ^7 9 f '^ y ^> ^^ fonctions de t, comme dans le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. Si le p<^t K varie à la sûrSace du mobile , il Vfaudra éliminer de ces équations les quantités a , C , y, au moyen de L s= o et des formules (5) , qui seront maintenant
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Sip -au contraire , K est constamnaent le mètne point de la BQxhoé dn mobile , on mettra dans les éqpa-^ tions (8) f à la place de «^ € , y\ les coordonnées constantes et données de ce point. Ce second cas sera c^ni du mouYement de la toupie sur on plan horizontal p abstraction faite du frottement de la pointe K contre ce plan.
Dans Fétat d*équiltbre d*un corps pesant sur un plan fixe et horizontd , la <broite GK sera verticale ; si cet état est stable, et qu'après, en avoir écarté le mobile un tant soit peu-, on l'abandonne à Inîmémey.il fera des oscillations- très petites, que Ton déterminera, aussi approximativement qu'on voudra, au mojen dés équations précédentes. Jç me contente dlndiquer cet exemple, comme un exercice de calcul. On pourra supposer , pour fixer les idées et simplifier la question , que le mobile soit un ellipsoïde homogène , ou bien une sphère dont le centre de gravité ne coïncide pas avec le centre de figure.
45o. On peut obtenir deux intégrales premières des équations (8).
D'abord en les ajoutant après les avoir multipliées par d'f V'p a*' , leurs seconds membres disparaissent , et , en intégrant, on trouve , comme jgns le n"" 4^^^
Aa> + Bb"q + CcV = /; 4
l étant une constante arbitraire qui exprimera la somme des momens des quantités de mouvement de tous les points du corps ^ par rapport à un axe vertical passant par le point G.
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Pour obtenir une seconde intégrale de cesf mentes équations (8) , je les ajoute , après les avoir multipliées par r y q, p; ce qui donne
Cnir ^Bqdq + A/4i = M(^+g) [<6'V-c'!g)
oa bien, à caose des trois dernièreSk équatiotas (8) du n"4ii,
C«Zr+Bç£iî+A/jd'^=M(^4-gy«<faH^rf**H->rf'c').
En différentîant Téquation (9), par rapport k t, on a '
Or 9 le second membre de cette équation est nul^ quand K est toujours le même point de la sur£sice du mobile , puisque alors ses coordonnées cl, €, y, sont constantes. Il est encore zéro , lorsque K se déplace à cette surface^ car^ en vertu des équations (10) ^ on a ••
quantité nulle , à cause que Ton a L±=p pendant toute la durée du mouvement , et , conséquemnient^ ££L = o. On aura donc, dans ces deux cas,
ado!' + Çdb'' + ydc" = — dz,; d'où il résulte
ai6 VIU^ M
h étant la constante arbitraire.
Cet dent intdf[nlèa aaffiront pour réModre le proUèine, : lam^'U s'agira . d<an solide bqmogène tenniné par .nne snr&ce de rérolationu; ce qm a Ucfu f par.demptey dans le cas de la tbnpie. L*aze de figare est la droite 6K ; en supposant que G soit ]e.iiioinoQ|td^inertieqnirtfpo«4 AcetajiO> mama
y ^era.la longnenr de GK ; et , d après Féquatioa (9)
et V = cos 0 . on and^
z, = — ^ cosfl,
ponr EordonnâB verticale dn point G. La piemiim équation (8) donnerarssn^ en désignant par 1» une constante arbitraire qui représentera la vitesse de rotation du mobile autour de son aie de figure* Mais diaprés les valeurs de a!' et b'^ (n? 5j8), et les deux premières équations (5), on a
les deux intégrales qu'on a trouva deviendront donc
O»cosô — A8in*8^=s /,
A (sîn- 8 ^+5) +M(>- sia- fl^-2>gcos8)=A,
en comprenant — Cn* dans la constante h.
Ces deux demies équations feront çpnnaitre , au mpyea des fooctions elliptiques , ks valeurs de 4 et t en fonctions de 8 ; la troisième équation (5) donnera ensuite la valeur de ^ ; et le problème sera résolu , copime celui du n"" 4^^ f <loQt novts nous sommes occupés ea détail*. ^
45i. Le mobile étant toujours un solide de révolution homogène et terminé par une pointe , et ce corps touchant constamment le plan donnée par l'extrémité K de cette pointe , supposons main-** tenant que ce plan soit en mouvement ^ de sorte que les anglél À, /jl, 9 , ei la quantité ^ soient des fonctions données de t. L'axe de figure répondant au momeut d'inertie C , les deux autres momens B et A seront égaux, les coordonnées a et C seront zéro ^ et 7 exprimera la longueur de GK. En désignant par n une constante arbitraire, la première équation (2) donnera encore r= n ; ea sorte que la vitesse angidaire du mobile autour de son axe de figure, sera constante, comme dans le cas du ph(h fixe. Si Ton a égara aux formules (4)9 les deux autres équations (2) deviendront
AdqJ^(k — C)npdt=:'Ky{acosX+a^cosit + a''coSf)dt, î A4p--(A--C)i»|7A==:--Ry(ftcosA+ft'cos^+**co8f)rf/./ ^'^^
L'éouation (7) deviendra de même
jr,COfA+7-,COS/»+«,C08f+y(cC08A+c'C08/»+C^C08f) = i ; (la)
et les équations (i) et (2) ne changeront pas.
Le système des équations (1), (3), (n), (is), devra donc servir à déterminer les neuf inconnues
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Pi 9» 9» 4^> ^f ^tfT%f ^i> R ; ntaû ntit^ntùm rigon-reuae -dé œs- éqnatioiis est impossible; et, pour en dëdaire d» Takiire approchéBs des ineodnatt , qui ne soient pas très compliquées , on est oblige de* restreindre la généralité de la question , par diflërentes suppositions qne^ Ton énoncera à' mesure qi^'elUs seront nécessaires.
' 4^3* J^^rappûserai y en premier lieu> que la rota- Ktiïm du mobile autotir de son aùce dé £^ure est très rafnde^ et que les diflërens mouyémens du' plan donné sont très lents par rapport 2i cette roti^fion ; en sorte que j si V par -exemple , la perpendiculaire au plan donhé-y menée par le point K, oscille de part et d'autre ou tourne autour de la vertiade qui pisse par ce même point, la durée de chaque osdllation ou ' de chaque révolution soit très grande , relativement à une révolution du mobile* autour de l*axe KG j et de même , si le plan donné exécute des oscillations parallèlement à lui-même.
*Je supposerai, secondement ,^ue les angles 0 et 4^ varient aussi très lentement par rapport à l'angle f ; hypothèse qui devra être confirmée à posteriori , par les valeurs que l'on obtiendra pour ces trois angles. En négligeant , dans une prepiière approximation , la différentielle d-^ que contient la troisième équation (3) , et en supposant qu'on ait ^ = o qund ^ = o, on aura ^:ssnt^ à un instant quelconque. Au moyen des formules du n* ^jS, on aura alors
a cos X -4- û' cos fi + a" cos i^ = P sin nt -f- Q cos «/, A cos A + 6' cos ft +^" cos r = P cos ni — Qsin ni,
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où FoD a fait , pour abréger ,
P z= cos Acos fi sia 4 +cos ^ucos G cos '^ — cos^Fsin ^, Q = C05 XjCOs4 — cosfi sin %[/ ; et les ëqnatioùs (11) deviendront
Adq H- (A — C)npdt .= R>(P sin nt^Q^ cos nt) dt , lidp — • (A — C)nqdt = R3<(Qsin ni — P cos ni)dt.
Or , dans la seconde hypothèse , les quantités P et Q varieront très lentement ; il en sera de même, comme on le verfa tout à l'heure , k l'égard de R; en intégrant ces ' équations , on pourra donc considérer, dans une première approximation, P, Q » R , comme des quantités constantes, et n'avoir égard qu'à la variation de sin nt et cos nt dans leurs seconds membres. Si m esCgune très petite fraction de n, et que le coefficient de sin nt contienne , par exemple ,. un terme qui ait cos mt pour facteur, sin nt devrait être remplacé par j sin (n + m)t + 7 sin (n — in)t; en regardant comme constant le coefficient de sin nt , cela revient donc à négliger mt à l'égard de 7^, du moins dans la preinière approximation.
De cette manière, les intégrales complètes des équations précédentes sercmt
p = Dsm^ ~ h Ecos^ ~ ^(Qcosni -f Psinn/) ,
-, (A— C)7i£ „. (A— C)n/ , Ry,^ . „ ,,
D et E étant les deux constantes arbitraires. Pour les déterminer, je suj^pose qu'à l'origine du mouvement,
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Taxe instantané de rotatioa a oolncidé avw Taxa de .figure ; onaara alocs/»=so etq =0^^, quand t^i ai él A Ton déB%ne par JP'f Q', R^ les yalenfs de P, Qy Ry qui ont eu lito, à la ménàe éjpoqiie,'ii en lësnltera
^^-cT* '^ — -Tsr-
Noos atirons donc^ à un instant qodoonqne, '
— .i^smi^ + QoMitief],
-i- R(P C08 Jif — Q sîn n/y].;
En &isaat 9 S58 nf dans lea denz preenbei ë^iifr*
tions (3) , on en déduit ,
sinO^>[/ =s (psiant -|- qcosnt)dt,
dS = (qsinnt — poosnt)dt;
et en y mettant pour peiq leurs valeurs précédentes, il yient
8mflrf4 =^R'(P'cos ^+Q'8m^) — RP] ,
rf9 = ^R(P'sin ^ - (J'eus ^ )+ RQ].
Or y si C n'est pas une très petite firaction de A , i! faudra ^ pour que 0 et «^^ varient très lentemeiil t comme oa l'a supposé , que les termes dépmdans de
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sin -j- et cos -p disparaissent dans ces formules ;
condition que Ton remplira toujours , en supposant qu'à Torigine du mouvement , Taxe de fi{|[ure KG coïncidait avec la perpendiculaire au plan donne.
En effet , à Torigine du mouvement , soient e langle que la perpendiculaire au plan donne fait avec la verticale , et e' langle que sa projection horizontale fait avec la droite d'où Ton compte l'angle 4* A cette époque , on aura ( n* 8 )
cosy = cos£, cos ft =: sin écos 6^, cosA=sin€sin£' ,
et en supposant que 4' ^^ ^ soient les valeurs initiales de 4 ^t fi , il en résultera
P' = cos 6" sin € cos (c' — 4') — ^in fl' cos e , Q' = sin € sin (é' — 4')*
Or , si Taxe de figure a été perpendiculaire au plan donnée quand le mouvement a commencé^ on aura^ 4'= i' et fl'= «; d'où il résultera F=o et Q' = o; ce qui réduit les formules précédentes à
455. Maintenant 9 il faut encore supposer que Ta perpendiculaire au plan donné et l'axe de figure du mobile , s'écartent très peu de la direction verticale , pendant toute la durée du mouvement. Le supplément de l'angle 6 sera constamment très petit ; car 0 est l'angle pbtns , compris entre la verticale menée de bas en haut par le point G , et la droite menée de G vers le point K qui est au-dessous de G. Nous
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négligerons le carré de sinO^ et «nous prendrons 'cos 0 == — I • Les quantités cos A et cos/x seront très petites; en n^igev^t leors carrés, on aura oosr=?i. Oq a d'ailleurs ( n^" 578 )
C£=sin0sin4'» c^=:sin8oos4^y c"=scosdc=—- 1.
En négligeant donc les produits sindooaA et cosêcoqu» l'éqnatibn (i 2) donnera
«« s= 9. H- Ç — or.cos.A — * >i cos /Et.
Si donc , indépendamment de la petitesse de cos A et cos /x y les oscillations verticales du plan donné sont aussi supposées très petites ,. les yariations de z, le seront également ; la yaleur de R , donnée par la troisième équation (i) , savoir ,
différera très peu de 1% ; et si Ton néglige les pro-
daits de ^^ et de chacune des quantités cos A ,
cosyx^sinO, il snffira de mettre Mg à la place deR, dans les équations (i3). En y mettant aussi les Tableurs dé P et Q, elles deyiendront
sin flrf>j/ = -^ (sinô — cos Asin4 — cosyx coS'^}dt, ^ = -^ (cos A cos 4/ — cos fi sin '^ )dt.
Les deux premières équations (i) deyiendront, ea même temps ^
-^=gC08A, -^ = gCOSf«. (l4)
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En diffëreotiant par rapport à t les valeurs de c et c'y et mettant dà au lieu de ^.sin 6, en a
de ;?= sin •>[/ ^ -{- cos 4 sin 6^%|/ , ûfc' = cos -vlz/iS — sin 4 siu 9 d^ ;
et si Ton substitue dans ces formules^ à la place de sin 8^4 ^^ ^8 9 leurs valeurs précédentes, il en résulte
de — c'mdi = — mco&/idtf | . ^
où Ton a fait , pour abréger ,
Mgy _ ^
Âin^ la question est réduite Bnaiement à Tintégratien de ces équations linéaires, à coefHciens cons* tans et du premier ordre , par rapport aux inconnues c et c\ C'est aussi en employant ces mêmes inconnues, c est-à-dire , sin 6 sin 4 et sin 6 cos^sp , dans le problème du mouvement de la lune autour de son centre de gravité , que Lagrange a ramené à la forme linéaire les équations différentielles de ce problème ; ce qui l'a conduit à l'explication complète du phéji iMmène de la Ubra^fj^ , qu'il n'avait pas donnée dans ses premières recherches sur ce sujet.
454* Eu intégrant les équations (i5) par la métthode ordinaire , désignant par k et II les deux con^ tantes arbitraires , et remettant pour c et c' ce que ces lettres représentent , on a
m4 ^nurrfi lœ mécanique.
sm^co^sskoMnU — k^sinmi •
— mcosnUj[c€)^LàiÈmt — cosXcosnu)dt^
Je sapposend que les intégrales indiquées dans oes formules commencent avec ^ , et je représenteni , comme plus haut, par d' et 4' 1^ T^lears initiales de 0 et'^;ea fiiJsant tssto^ on aura
k = sina'eàs4^ kf s ^nO'sm^' ,
pour les valeurs de it et A:'^ qui seront nulles, lorsque Taxe de figure, du mobile sera vertical à Torigine du mouvement , auquel cas on aura 0^ e= o« ' Lorsque les valeurs jde cos A et cOs fk, étt fonctions de t j seront effectivement données , on effectuera les intégrations indiquées, e,t les équations (i6) feront connaître les valeurs de 6 et 4, et, par conséquent, la position de Taxe de figure du mobile, à un instant quelconque. D'après la troisième équation (5) , on aura , en même temps ,
^ s= nt — 4 -^- 4 f
en y faisant cos 0 = — i, et suffisant ^ = o, qumo ^ = o. Les deux premières équations (5) , dans lesquelles on fera simjAement ^ := ti^ , donneront les valeurs de p et ç , lesquelles , en les joignant à rssn^ détermineront, à un instant quelconque. Taxe de rotation et la vitesse angulaire du mobile autour de cet
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^axe. Enfin, par deiiz intégrations succes6ivefr,;<m tirera; des équations (i4) les valeurs de x^ ^^ X% ^ fonctions de /; doù l'on déduira immédiatement celles de z, et R.
Les v^eurs approchées de toutes les inconnuesdu pro^ blême seront donc déterminées , au moyen des valeurs données de cos X et cos fc. Au moyen de ces valeurs approchées, on pourra calculer celles des quantités qu'on albégligées dans cette première approximation ; en ayant égard , dans une seconde approximation , à ces quantités ainsi calculées , on parviendra à d'autres valeurs des inconnues, plus approchées que les premières; et, si l'on continue de cette manière , on obtiendra, par le procédé général des approxi^ mations successives, des expressions des inconnues, aussi approchées qu'on voudra. Nous nous arrêterons ï la première approximation; la seconde et les suivantes n'auraient d'autre difficulté que leur longneiv.
455. La vitesse de rotation n , imprimée au mobile autour de son axe de figure, étant supposée très grande, la quantité m sera généralement très petite. Il résulte donc des formules (16) que les variations de cos A et cos (i y provenant des petites oscillations de la normale au -plan donné sur lequel le mobile' s'appuie, seront très affaiblies dans la valeur de 6. Par conséquent , si le mobile est terminé à sa partie supérieure par une surface plane perpendiculaire à son axe de figure, et qu'à l'origine du mouvement cette surface soit horizontale et l'axe vertical , ce qui fera disparaître les termes multipliés
«oB JZRAITË DE MÉCAinQOE.
pir.k'^'Vf 4sette sw&ce omseni^ teiisiUMMiit Mft iibijtotitalttë pendant toute k dorée dti moatMient , teilgfé lei petites oaeilktioiis du plati donné , nt eda d'autant plus exactement que la yifeise de rotKtkm impriniée an mobile sera pltes considérable. CTesl snr CD principe qu'est fondé k moyen qui à été propOié pouir obtenir à la mer, indépendamment des tfMat^ memens dé rouUs et de tenjgvgê du Taiaséati/nn honion' artificiel- qui puisse serrir aux ollftryations astronomiques*
A miaett de la petitesse de m, on peut considërèr aurms et oosmif comme des quantités cedstantes daas^les int^rales que contiennent les ferniukM (rOjf. Aittft^ par exempla, en intégrant par pirtié, te
et si les Yâriatièns de cos X sont très rapides par rapport à celles de sin mt et cos mt , quoique très lentes par rapport k la rdtation du mobile, cette série sera très convergente et pourra se réduire à son premier terâie; ce qui revient à considérer cos mi tôtntne constant dans l'intégrale /côs A cos m/ift.
De cette manière , et en supposant A = o et A^ =o, ks formules (i6) se réduiront à
sin8sin4 = — mfcosfjuit, sinficos^^s^^CosAift.
Si Ton suppose aussi que le centre de gravité da mobile n'ait reçu , à l'origine du mouvement^ aucune
vitesse horizontale , de sorte qu'on ^ait ~ == o et
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^ = 6 , qnand £ = o , les ikjtiations (i4) donneront
■^ = gfcosAdt , ^ = gfcosfjidt ;
les intégrales commençant avec t , comme dans lés équations précédentes. En les éliminant et remettant pour m sa yaleur, on aura donc
• A • I ^y 4T\ • n ^ I My dx,
La différence de* signe dans ces deux fi;>rmules provient de ce que l'angle ^ augmentant de 90° , F^e des abscisses positives va tomber sur Taxe des^ ordonnées négatives , et celui-ci sur Vaxe des abscisses positives ( n*" SyS ) ; efi sorte qu'en mettant 4 + 9^^ dans la première formule , il y faut, en même temps, changer^, en — nt^j ce qui donne la second^ formule.
En divisant ces équations Tune par i autre , il vient
tâng^/ =x i-Uif SIl
Or» si l'on mine par le point G un plan perpendtctilaire à l'axe àê figure GK , 4 ^^^ l'angle que fait Tintersectîon de cet équairar du mobile et du plan horizontal des X, et^-, f avec Taxe des at, ; d'ailleurs , les variables x« et^, sont les coordonnées de 1^ projeo tîoD du poist G sur ce plan borisontal ; il en résulte donc que cette intersecticm est constamment parallèle à la tangente à la ooinrbe décrite par la prûj[ectiott horizontale du centre de gravité du mobile. Si ron
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appelle u la vitesse horisontalè de c^ point , de sorte
qU)On ait
on aura aussi
sinô s=
pour le sinus de Finclinaison du mobile sur le plan horizontal» laquelle inclinaison est le supplément de
langle 0.
Ces différentes formules , et les conséquences qui s'en déduisent, subsisteront tant que la vitesse n de rotation du mobile autour de son axe de figure sera très grande ; mais la résistance de Tair et le frottement de la pointe K contre le plan sur lequel le mo« bile s appuie, diminueront continuellement cette vitesse ; et quand elle aura cessé d'être très grande , l'axe GK s écartera de plus en plus de la directfon verticale , et le mobile finira par tomber sur ce plan , comme dans le cas de la toupie ordinaire.
On doit aussi obsenner que les oscillations verticales du plan donné , d'où il résulte des variations alternatives de la quantité Ç , n'ont aucune influence sur les variations des angles 4 ^t 6. Mais si le plan donné s'élève au s'abaisse verticalement d'un nàoavement uniformément accéléré , la quantité Ç comprise dans son équation (n* 44^) f renfermera un terme =^ i g'^* 9 ^1^^^ lequel g' représentera une quantité constante et positive. La valeur de R dont on a frit usage dans le n* 4^5, au lieu d'être Mg, sera alors yi{gdbg'); on devra donc remplacer g par g dbg'
dans la yaleor de m; en sorte qu'un mouvement de cette nature influera sur les yariatîbns de G et 4 • Si le jAan donné s abaisse , auquel cas on devra prendre le signe inférieur devant g', il âiudra qu'on ait g' ^ g , sans quoi la valeur de R deviendrait négative; ce qui signifierait que le mobile cesserait de s'appuyer sur le plan donné , qui tomberait phis vite que ce corps pesant, et s'en détacherait par conséquent.
§ n. Cas où Ton a égard €Ui frottement.
456. Dans l'état actuel de la science , les lois du frottement des corps en mouvement ne peuvent être déterminées que par l'expérience ; avant d'introduire cette force y d'un genre particulier, dans les équations du mouvement dHm corps qui s'appuie sur un plan donné , nous allons dpnc faire connaître les résultats généraux de Fobservation sur cette matière (^).
i*". Le frottement d'un corps solide sur un autre est indépendant de la vitesse du mobile ;
2"*. Il ne dépend pas non plus de l'étendue de la surface frottante;
3®. Il est proportionnel à la pression totale exercée sur cette surface.
Ces deux dernières lois sont celles qui ont aussi lieu dans Tétat de repos ( n? 269) ^ a Fiostaot où l'é-^
C**) Les expériences les plus re'centes sur ce sujet important sont celles de M. Morin, officier d'artilUrie attaché à l'École de Metz, dont le travail est inséré dans le tome V des Mé» moires présentés à rAcadémie des Sciences,
aSo TWilTÉ DE lEËGAinQDE; *'''
qtiilifan va se rôètÊfttf et quand'k cdiftiM'deft oorpi • âMé BÊÊOZ ÛiSil^Émpê pour qùê k> fro^Otakent ail ifttamt son marâMim.
. , ^atitiBiiient à on flaide qai coule rar m, corps wààObr le finottament soit des lois diffiSreotes. Qp ad* iMt> d*après rekp<rieiioe^ .c|a'il est alon proptaiionoel à la YtlesBOrdu flôidé^et à Péten^jEie de la siirfiite, et qu'il ne dépend pas de la pressioné Qoaêil il Vagit dSnn' fluide aérifonpiD^ il y a lieu de croire que le frottement augmente oi^odiminué ayec la densitë , comme nous l'avons supposé dans le n"" 444 i ^^ ^osrte ïpL% températue i^le^ il se trodve' dépendre Indi* ndement de la |pnndeur de la preésioh. ' ■^ 4^* Supposons JNïtuellêmeht qikr'itn corps mSÊSk\ dotat4a bése' est- mie smfiu» plane d'une étenSâ qMloOttqtte, smt posé isus un jplatf fixé et lioriiMMild, et que ia verâcidê menée par soA centre & gMdié G ( fig. iS ) rencontre le plan fixe dans TéteMibe de cette base y ce qui est la condition nécessaire et suffisante de Féquilibre. Soient M sa masse» et F son poids. En un point A de sa su.r&ce, situé dans le plan horizontal mené par le point G , attachons une corde qui vienne passer sur une poulie fixe B, de sorte que BA soit le prolongement de GA. A Textrémité inférieure C de cette corde » suspendons un antre o(»rps dont la masse soit M '^ et lé poids V, et qui ait son centre de gravité G sur la verticale inemée par le point C.
L'équilibre subsistera tant que le poids P', augmenté du poids de la partie verticale de la corde , sem moindre que le frottement de M sur le plan fixe^
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et de h corde sur. U pouliç B; et si P' wgmente gmdnelleaienty l'équilibre se rooiprt il Tiostant où P^ surpassera cette somme de frottemens^ diminuée du poids de la corde verticale. Si Fou néglige ce dernier poids relativement à P', et que Ton désigne par F et F' les firottemens de M contre le plan fixe et de la corde contre la poulie fixe ^ qui ont lÎQu immédiatçmçut avant la rupture de Téquilibrei on aura
La pression exercée sur la base de M est le poids P de ce corps; le frottement F est donc proportionnel à P, D'après ce qu'on a vu dans le n"" Soa^ le frottement F' est aussi proportionnel k la force F; par conséquent, on a
ea désignant par f et f des fractions indépendantes des grandeurs de P et F. An moyen de ces valeurs , réquation précédente, devient
d'où l'on tire
Le* poids F étant connu à l'instant où l'équilibre commence à se rompre , cette équation déterminera la valeur de y,. relative au corps M et au plan hprixontal sur lequel il est posé^ quand on connaîtra la valeur de f qui répond à la corde et à la gorgç de la ]>oulie. Le moyen indiqué dans le n"" 269 fait cou-
1^2 I^ITÉ DE MfiCàMIQtS; :^
ikftltre cette Taleur de /*, itadëpendaiàiMDtvd'aacttiie* aittre qàfeiititë deméoie nature; d'aprèalVngfe'Wiw lèljiiel le mobile ooiilbièiio& à glidier ràr mt-filatt ^e IVm itidine gradaellement.
45â. Dès que le poids V, *a!ignieiitë du poôdr de la' oôrde Terticale p remportera mi tant soit peir ' Bvùt h qoànfitë F + F'» Tëquilibre seita rompu, et, k {dns finrte raison', pour un poids V enoom* plos grand. Le corps M glissera sur le plan hori- Mnital, .et M' descendra verticalemenU Pendant ce mcmyement, j'appeUerai H le iBrottement de M contre ce Tfimn, qni stira n^è fraction donnée dé la pressionr F. Qnant à la poulie B, on pourra supposer i|u*élle est etatièrement fixe et demeure immobile , on Ueir, qu'elle tourne autour d'un axe horizontal, perpendiculaire au plan de la corde ABC. Dans le premier cas, il 7 aura, pendant le mouyement, un certain frottement H' contre la poulie, qui sera différent de F', et devra être ajouté à H ; dans le second cas , â la corde ne glisse aucunement sur la poulie, il n'y aura aucun frottement de l'une contre l'autre ; mais il faudra tenir fbmpte du mouvement communiqué k la poulie par l'intermédiaire de la corde , comme si elle y était attachée. Je supposerai que ce soit le second de ces deux cas qui ait lieu.
Pour former l'équation du mouvement, dengnons, au bout du temps quelconque ^, par z et if les parties horizontale et verticale de la corde ABC, et par fi et fi' leurs masses. Les vitesses de M
et M', à cet instant , seront — -r et ^^ ; et Ton pourra
représenter par a-^^d -^ les résistances de Tair
exercées à leurs sar£ices: a et a! étant des constantes qui dépendront de leur forme et de leur étendue. Si Ton appelle g la gravité ^ les forces motrices appliquées au ^stème seront donc le poids ( M' + At') g >
diminué de la résistance a' -^ , et la force horizon-*
taie H , augmentée de la résistance a 2^. Leurs mo-
mens , par rapport à l'axe de la poulie B, devront se retrancher Fun de lau^fy et en appelant c le rayon de cette poulie circulaire , on aura
^[(M'+AtOg-^'^'-H-a^], (a)
pour leur différence. Les forces motrices qui auront effectivement lieu seront (M' + /jl') -^ dans
le sens vertical ^ — (M^ A^) -^ dans le sens horizon*
tal , et celles de tous les points de la poulie. Les momens de toutes ces forces par rapport à Taxe de la poulie devront s'ajouter ; et la vitesse angulaire de la poulie étant - j-^ si Ion représente
par m sa masse, et par mAf son moment d'inertie relatif à son axe, on en conclura , cooune dans le n* 5o2 ^
— "3? pour le moment de ces dernières forces par rapport à cet axe ; par conséquent , la somme des momens des forces effectives , par rapport au même axe, sera
qS4 TBArrÉ DS MÉGâRIQœ. ' .
Or^ pour qn^ les fore» iaioti^^ ftppliqiiées au sv»tèiiie fassent équilibre, au moyea del'axedç la poulie, aux forces effectives p prises en sens coiitraire dp lenr jiirèctioif , il fitudra que les deux quaotit& (à) et (b) soient ^|ales entre elles; d'où il résollera
- («r+KH-^);g--(ii+M)^
ff
La ecitde ABC étant ragar^l^ comme inextensiMe y la somme de ses parties seva feonslanta ; en appdant / sa longn^nr totale, on aura donc . .
*'+•* •^•* ar'*' ^ it' ^^^
Soient mr- le poids de la corde entiëre, et p \é pends de la masse in de la ponlie, on anra'irassi
on a également
et parce que le frottement H est proportionnel av poids P, on a , en outre ,
en désignant par h un coefficient indépendant de P* Au moyen de ces différentes valeurs , l'équation du mouvement deviendra
DYNAMIQUE, SECÙVOE PARTIE. ' a35
= fir[AP - F - -.^ + ^ + (« + «') ^.].
459. Elle n'est point intëgrable sous forme fin^, k moins qu'on ne néglige les termes qui provienUNdlt de la résistance de Fair ; ce qui la réduit à
d*z gZz ,
en faisant , pour abr^jer ,
V—hf + * __ _•
Son infinie complète sera alors
« = Ce -|- Ce "^ T '
C et C étant les deux constantes arbitraires , et e la base des logarithmes népériens.
En substituant cette valeur de z dans les termes de l'équation du mouvement qui proviennent de là résistance de Tair , et intégrant de nouveau cette équation, on aura une valeur de z plus approchée; mais nous nous arrêterons a la précédente ; et pour déterminer les constantes C et C, j'appellerai y la'
dz
valeur initiale de 2; on aura z = ^ et -i- =0^ quand t =^0j d'où il résulte
à3S TRAITÉ DE HÉGAHnyOE.
oe qui dtknne
cooaéqjOBnt , '
à ua instant quelconque.
Si Ton appelle 8 le temps que le pmds P emploien à afeeindre Im poulie B^ c'est4-dire , à parcourir la distance y, on aura à la finis £:=6et js=so; d*où Ton conclut
Lorsque 0 sera donne par Tobsenration , cette équation servira à déterminer la valeur de «, et^ par suite^ celle du coeiBcient A. relatif au frottement du poids P en mouvement sur le plan horizontal. Dans cette expérience , on pourra prendre pour P' un poids quelconque^ pourvu qu'il surpasse le frottement qui a lieu dans Fétat d^équilibre. Si le poids 4r est tris petit par rapport aux poids P et F , ^ sera une très petite fraction^ et Ton pourra développer les expo* nentîelles en séries très convergentes, suivant \^ puissances de £• De cette manière , on aura
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et si l'on n^lige tout-à-^fiatt la quantité € , on aura simplement
ce qui doit être, en effet, puisque alors ft mouvement du poids F est uniformément accélère.
Quel que soit le mouvement du système que nous considérons, la tension delà partie horizontale de la corde ABC est constamment égale ii la plus pMile des deux forces qui agissent à ses extrémité (n* 552)/ <^e8t-4-dire , au frottement H augmenté de la résis* tance de l'air , exercée sur la surfiu» de M. Elle est donc constante et égale à H , ou AP, pendant toute la durée du mouvement, lorsqu'on fait Jibstractibn de la résistance de lair; et sa valeur, mesurée par l'extension d un ressort placé dans la longueur de cette corde, peut aussi servir à déterminer le coefficient A.
460. Les valeurs que rexpériènce a données pour œ coefficient , soit par l'observation du temps 0, soit par la mesure de la tension de la corde , varient avec le degré de poli des 'surfaces frottantes et la matière des corps ; elles ne dépendent pas , corfune celles du coefficient y^ (n^ ^^9)f ^^ temps pendant lequel les corps ont été en contact avant de glisser Tun sur l'autre. Quand celles-ci onX atteint leur maximum , elles surpassent toujours les valeurs correspondantes de h; en sorte que, dans l'état de mouvement , le frottement H est moindre que le frottement F qui a lien à l'instant où l'équilibre va commencer à se rompre.-; et la tension de la corde en mouvement est
^9 ^. nAnS.DEMÉQtJ^IQOB.i'^^
mmi phig .potHe qne odld qai.iundt Jinjguj^ moment de rëcpiilibre* '-i^;^. •*
Le poids P éUnC en np^H-ré^^î^re vd^^ que Je poids F est plus petit qoe F; ma& àpi- a- re^ ÉDif^m qM & 'F 9 qaMque nl»J&si&^jjgB^ -yâfjliafe notablement H ; il suffit d'ftcptw i£lr fM||^^^ xonlaL^ pw^/de petites . pépsMBÎcwfc » pQçf ïlilS^^ pdids P 4e mette ea mtiovtomçKlu . fy^ij
4kSQmiid le «MMffimeioA A est aÉHia> il «M -déterminer le mo&¥emeàl:d^ pèàds P.
iMlia& JediisigiierMptr i TiacImMbon decéipli^^ tmplàii hèriionlal ^ qui devra swiyiMscgJltoilfjp^ 1^1 l^é^oilib^ào^ ^ se*|x>mpn^telhà
tel; qnWji^ te0§&.>/ ( Q"^ ^26g)i h» oèragMÉdÉk dflt P 9 jpÉnUHesi el peipendioalAirëi àee jptm^t s^oilt JRein t et:P cbs i. La '. prenciièise ,- dimiBnéef dà fioUtr Btent Hy sera lafilit» motncedamcAUe^'^aoçtlftÉrit la masse ; en appelant z Tespace parcouru au bMit'da temps t, op. aura donc
M tjjr ^^ Psiiii -^ H.' • *
D'aillears, la pression suc ce. plan ëteiit Y^stOte
composanteL JP cos î 9 on aura aussi
H s= ^Pcosi;
& cause de P^sMg^ Téquation précédente deviendra donc
2f s=s (i --• hcùXi)gAniy
ce qui montre que le mouvement sera. uniforme* ment acoëlërë. et le même one si le froMement
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n'exipttit pas, et -que le sinus de rindinaison &A dimiaaé daos le rapport de i — A cot i a r.unité» CSfeÉlé quantité i— Acoti est positive , puisque ron a, par hypothèse , h </ et /cot i < i .
461. Le frottement H étant proportionnel à Ik pression , et indépendant de Fétendue de la sur&ce firottaote , il s'ensuit que les poids P et P' dû n"" 4^7 , restant les mêmes , le mouvement de P sur le plan horiédtifal ne changera pas, quelle que soit Tétendue de n fane , pourvu qu'elle ait toujours le même degré defioU» Ainsi, ien prenant pour ce corps un parallé^ lëpipède rectaligle, d'une, matière homogène , et dont tontes les £sice$ soient également polies , son mouve- Tttent horizontal sera toujours le même, si on le pose successivement sur chacune de ses faces ; et il en sera encore de même, sur un plan incliné, sans le secours du poids P'. *-
Au reste, cette proposition, que le frottement est indépepdant de Tétenduc et du contour delà base dbP, et simplement proportionnel au poids P, revient à dire qu'à chaque point de cette base, le frottement est proportionnel à la pression relative à ce point. En effet , soient b cette base, e£r l'un de ses éléiqens différentiels, etpdj la pression verticale que supporte cet élément, de sorte que p représente la pression rapportée à l'unité de surface. Il faudra que la résultante des pressions exercées sur tous les Aemens de^, reproduise le poids P a{^qué au centre de gravité G ; îl faudra donc qu'on ait
fpdff = f; (a)
«4d tvV^TiiAiTB de: MÉC4ni(K^^ ^
i^d Ton mUm par b.firojectioii dà poiat-G-Mr^Ie IJ^i five.^ .dauc âxes horusontamc et rectamnkdraiy 4ttQt :rmi flér», par exemple i^ Im pràjèctiM'da la droite GB^et qu'on appellejelaidiataiioedirdiràeietle prjgectkm^ et j^ sa distance à raptrp .m. r oo^dem eoan avoir 4 .
fxpdfsA o, * ffpdr se- 6 ; (*>
ees inli^grales ejt oellç q^e contieat Tâqnation (fi) a'é- ^l!^dant àla base i tout entière. Cela étant j êvppmom j^'lrottimi6nt de Fëléinent d!?* siirle plan fixe, pno|artionnef à la prearidn /nefir.qall rfprouvej 0t repiMea loiift-]e par Apeb^ en désignant par A on ooeffioeat indépendant de.p et relatif à la pâtnre. de la aoffficjç dffi nous anrons
H ^=x fhpdff^
pour le finottement total; et comme les frottemens de ,tous les éléroens sont parallèles à la direction CB du raouyement , si Ton appelle x^ la distance de leur résultante H au plan vertical passant par la droite GB , on aura également
^^%fMx^ s=: fhœpdj»
Or, si la base du mobile a le même degré de poli daiis toute son étendue , le coefficient h sera constant , et il en résultera • ^
H=sA//M6r=:AP, lAx^=ihfxpdffzszO;
par conséquent , le frotten^ent total ne dépendra que du poids P, quels que soient retendue et le contour
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desaiiase;-et la direction de cette force tombant^ à cause de j?^ = o , dans le plan yertical passant par la droite GB , elle ne pourra imprimer aucune rotation au mobile , dont le mouvement sera parallèle à ce plan ,. comme on l'a supposé.
Lorsque les centres de gravité du poids P et de la base b sont situes sur une même perpendiculaire à cette base , comme dans le cas d'un prisme on d'un cylindre vertical y on satisfait aux équations (a) et (6), en supposant la pression p constante et égale au rapport de P à 6. Réciproquement y pour une valeur constante de p, les équations (b) donnent
fxdT = o, ^dj = o;
ce qui exige que le centre de gravité de b coïncide avec la projection horizontale du point G; par conséquent, lorsque cette condition n'est pas remplie, la pression p varie nécessairement d'un point à un autre de la base du mobile. La détermination de sa valeur en un point quelconque est alors un problème très difficile , qu'on ne peut résoudre qu'en ayant égard à la flexibilité de la matière du mobile et à celle du plan horizontal sur lequel il s'appuie , et qui donnerait lieu, sans cette considération, à une indétermination apparente y comme dans le problème du n^ 370.
Si Ton suppose que les deux centres de gravité soient sur une même verticale, on aura donc à la fois, quel que soit le coefficient h,
p=^j, H = -^/hdtr,. xjhdff z^ijhxda.
^ft TRAITÉ DE MÉGAHIQUE.
Têt conséquent, la base Testant h mémè^, le frottement total H sera proportionnd an poids P, eomnw -si lé degté de poli était le méine dans toute Tëtendoe de cette base; mais, en général, on n'aura' plu x/= o , la direction de la force H ne coïncidera pins avec la projection horiaontale de la droite GB, et ipiand le poids P entraînera le poids P snr le plan hôriaôntal , le frottement fera tourner le mobile autour de la. verticale qui passe par son centra de gravité G.
46a.^ Le poids P étant toujours posé sur un plan fixe horiaontai , et la projection horîxontale du point G coïncidant avec le centre de gravité de la base b, supposons que l'on imprime à ce corps , par un 'moyen quelconque , des quantités de mouvement panll^es au plan fice, qui ne le &sseirt pas trébucher, cTest-À-dire, qui ne détadient pas sa baae b de ce plan. Le mobile prendra deux roouvemens horizontaux , Fun de translation , qui sera celui de son centre de gravité G, et Fantre de rotation, autour de la verticale passant par ce point. Or, il s'agit d'examiner l'influence du frottement sur ces deux mouvemens difierens.
AP Représentons par -.- dff le frottement éprouvé par
l'élément do' de b , et dont la direction sera contraire à celle de la vitesse de cet élément. Appelons r sa distance k l'axe de rotation ; au bout du temps t , désignons par^ x et / les coordonnées rectangulaires du centre de gravité de b , rapportées à des axes fixes mena arbitrairement dans le plan
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lioriMDtal , et par A Tangle que fait r airee le prolongement de jc. Les coordonnées de dff seront, an même instant ,x-f-rcosOetj^-f-rsiàd;etsi I on désigne par i^ la vitesse , et par a et f les angles qi|e fiiit Sa direction avec des parallèles aux axes des jo etjr^ on anra
i^cosessl^ + rc^fl^, )
povr les deux composantes de cette vitesse. Celles dn fiottement seront , en même temps ,
— -x-cos«a(j, T-€Os6a(J^
Or, le mouvement du centre de gravité G étant le même que si la masse du mobile y était concentrée , et que les forces motrices de tous ses points y fussent apfJiqoées parallèment à lenrs directions, nous ancrons, pour le» équations de ce mouvement ,
dâ
= -.^/cosarf(r
P en déâgnant par g la gravité, de sorte que - soit la
masse, et supposant le coefficient h constant dans tonte l'étendue de b.
En même temps, le mobile tournera autour de la verticale passant par le point G, comme si cette droite était fixe, et que les forces qui agissent sur ce
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4NVp6 ne luBent fas thmagées. Le ipoaieiit iki €ntr .teiM»t de lAr aéra ^Rii à k différence des nwqwBB de ses daox composantes, et aura pour filenr
-r «rcos6H j— •r«nfll^
en supposant que la rotation a lieu dans le sens oa Fangle 0 augmente, c^est-è^dire, del'exe des x positives yers celui des jr positives. Cela étant, si Ton désigne par oà la vitesse an(||blaire du mobile au bout du
tenq» t, et par — son moment dlnertie par rapport a l'axe de rotatio», on aura (n* Sga)
pour r^qaaKson du mouvement autour de cet axe,
de 'dans laquelle on fera a» := ;r- , et Ton étendra llnté-
grale k la base entière b du mobile.
Dans ces équations (a) et (3), les variables jr,/, A, ne sont pas séparées ; les mouvemetis de translation et de rotation dépendent ainsi lun de l'autre , et ne peuvent, être déterminés, en général, que par approximation. Q y a deux cas qui peuvent se résoudre aisément , et que nous allons conâidérer.
4^5. Si le centre de gravité G demeure en repos,
dx dy
on aura g^ = o et ^ = o ; les équations (i) don*
neront
cosflir= — sinfl, cos^scosO, ^ = r?;
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et {)biir que les équations (a) soient satisfaites, i) £iii« dra que les intégrales /sin 6 ^/o' cfl/cosOé/j soient nulles ; ce qui ne dépendra que du contour de & , et aura lieU| par exemple, toutes les fois qn'iï sera sj** métrique autour du centre de grayité de cette base. L'équation (3) deviendra
d'où Ton tire
dm ^_^ ïicg .
en appelant c la constante />%&*. Le mouvement de rotation sera donc uniformément retardé ; et si l'on appelle A la vitesse initiale angulaire ^ on aura , à un. instant quelconque ,
boat d'un temps exprimé par -r— * ^ pour lequel on
aura o» = o » et le corps sera en repos.
Lorsque la vitesse de rotation sera , au contraire ,. très petite par rapport à celle du mouvement de
de
traijslation , et qu'on négKgera le eanrré d^ r ^ , les équations (i) donneront
»,• = «•- a(^siDfl-fcosfl)r^, en désignant par u la vitesse du point G ,. de sorte
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qn'oD «i
"^ ~ 3? "^ S" On dédoin de là et des mimes équaûom (x)
oosa
I dxi I /d!r n ^ 4f • à\4T ^^
L'origine des coordonnées polaires r et S étant It centre de ^yité de la base è, on a d'aillenis
fràn^dr. = o, freos^th ss o^
Cela étant, si Ton substitue ces yaleurs de cos «t et *cos ^ dans les équatio|is (2)^ et si Ton observe que fdrzszb^ elles deyiendront
d*x hg dx dy hg dx ,.%
Pom* plus de simplicité , je supposerai la base & symétrique autour de son centre de gravité , de manière qu'on ait
/r*cosOsin0ab-=:o, /r'8in*fl£ir=/r"cos'Mr=*>^î
y étant une ligne donnée* Par la substitution jies yaieurs de cos a et ços Q , Féquation (5) se ré* duira alors a
'^i/i* ~ Il 57' ^-^i
en observant que tûziz -rr»
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Les intégrales complètes des équations (4) sont
^=(a — hgt)co&ê, %^{a — hgt) sin « j
a et « étant les deux constantes arbitraires. On en déduit
w = a — hgt;
et l'on voit que le mouvement du point G sera unii formément retardé, et que a et s seront la vitesse initiale et Tangle que sa direction fait avec Taxe des X. L'équation (5) devient
d^ hgy^ dB
de "" ]^{a—hgt) dt ^
son intégrale complète est donc
dd - / hffCK^
en daignant par Cl la constante arbitraire, qui exprimera la vitesse angulaire initiale. Les valeurs de
dt ue^ ^ ou œ, seront d'autant plus* approchées , que
le produit de H et de k plus grande valeur de r sera une jJus petite fraction de la vitesse u ; elles montrent que les mouvemens de translation et de rotation finiront ensemble, au bout d'un temps égal
Lorsqu'un corps solide se meut sur un plan fixe ^ en le touchant constamment par un seul point dé sa surface, il peut arriver plusieurs cas qu'il im-^ porte de distinguer.
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-I*. Le corps prat rouler ^ mw gliBser , -eiir le plan fixe, de manière que leg deux courbes tracées sur ce plan et sur là irailkce dn mobile, qui sont les Keux géométriques de leurs poinis de contact succeasift, aient constamment des longueurs égales.
2*. Le mobile peut tonmi^ sur lui-même, en touchant constamment le plan fixe , en un même point ^•'ce plan.
S^. Le corps peut glSter sans tourner, de aoite que le point de contact soit constamment Te même pdnt de sa sur&ce.
4** Ei^fin f îl P^ut glisser et tourner à la fois sur le plan fixe.
Dans le deuxième et dans le troisième cas, le finot^ tèment dn mobile contre le plan fixe est le même que si le contact àyait une étendue quelconque-; sa grandeur est proportionnelle à la pression qui a lieu au point de contact , et sa direction contraire à celle de û vitesse de ce point. En le désignant par H, et la pression par P, on a H == AP ; le coefficient h étant le même que dans le n^ 4^8. Cette loi est une conséipience de ce que le firottement est indépendant de rétendue du contact ; elle aurait besoin, toutefois, d'être yérifiée par des expériences directes. La farce H est ce qu'on appelle un frottement de la première espèce.
Dans le premier cas, le frottement du mobile contre le plan fixe se nomme un frottement de se^ conde espèce. L'observation fait voir que cette force est généralement très petite, et peut être négligée.
Dans le dernier cas, les deux espèces de frottement
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ont lieu en même temps ; on nëgKge celai de la seconde espèce par rapjport an frottement de Isr , pre-^ mîere espèce 9 qai est dirigé, à chaque in^nt^ en sens contraire de la vitesse du point de contact, ei toujours proportionnel à la pression en ce point.
Ces résultats ne conviennent pas au cas où le point de contact est Textrémité d'une pointe, ou quand il appartient à une arête vive; ils aurontt encore lieu lorsque le mobile sera un cylindre qui touchera le plan fixe suivant une ligne droite; et, toutes les fois que sa surface n'aura ni pointes ni arêtes vives , ils suffiront pour former les équations différentielles des mouvemens de translation et de rotation. L'exemple suivant montrera comment on en devra faire usage pour cet ohyet.
464* Je suppose que le mobile soit une sphère homogène, posée sur un plan fixe horizontal. On imp^me à ce corps un mouvement de rotation autour d'un diamètre horizontal , et à son centre une vitesse horizontale et perpendiculaire à ce diamètre. U est évident que le mobile tournera autour de ce diamètre , qui sera transporté parallèlement à lui-même et an plan fixe, et que le centre de figure et de gravité décrira une droite horizontale , dans le plan vertical «perpendiculaire à l'axe de rotation. Il s'agit de déterminer, à un instant quelconque, les vitesses de ces deux mouvemens.
La figure i4 représente une section du mobile, perpendiculaire à son axe de rotation et passant par son centre G. La droite AKB est la section du plan fixe ; la parallèle CGI> est k droite que décrit le point G ^
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et l6<x»Dtacl , aa iMmt da temps qodôniqne ^ , ai liea «a point IL Aoet mstant, Boieatx Ik distance G6, oomp-
tée k partir^Vi point fixe C , ^layiteaBedapointG^
m la ntease angolaire da mobile antonr de son axe de rotation, qui sera x^^îdée comme positÎTe on comme négatiTe , selon qne la rotation anra lien dans le sens indiqnë psr la flèche s on en aens contraire.. En appelant, an même instant, i^.la Titesse absolue dn pdlnt K, et désignant par c le ny<Mi CSG de la qphàre, on anra
Selon qne cette quantité sera posithre on native ^ le point K s'avancerss yers B on vers A ; et le 6ot^ tement qni a lieu en ce point K en sens contraire de V, sera dirigé sniyant KA on snirant KB. Qnani^ on a vssio^ le corps roule sans gfisser , et le frottement n*est plus que de la seconde eq>èoe.
Cela posé , désignons toujours par P le poids do
corps , par g la gravité , par le moment dlnertie
par rapport à l'axe de rotation , et par &P le finottement au point K. En supposant , pour fixer les idées, la vitesse (^ positive, et, couséquemment , le frottement dirigé suivant KA , les équations differen* tielles des mouvemens de translation et de rotation seront
^=-Aff, *-J = — Acg; (a) car le centre G devra se mouvoir comme si la masse
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- du mobfle y était reunie , et que le frottement y
fût appliqué parallèlement à sa direction; et^ en même temps , le mobile devra tourner autour de son axe de rotation , comme si cet axe était fixe, et que le point d'application du frottement et le sens de cette force ne fussent pas changés. Le pnobile étant une qphère, on a aussi
les équations précédentes auraient encore lieu^ mais avec une valeur différente de Af, si ce corps était un solide de révolution, ou un cylindre droiln^ base circulaire, tournant, dans ces deux cas, autour de Taxe de figure.
En supposant le coefficient h constant, et intégrant les équations (a) , on a
a et a étant les deux constantes arbitraires qui repré» senteront les valeurs initiales des vitesses ^ et a?. On aura , en même temps ,
(; = a + ca — (i H- jr)Ag^. m^.
Par hypothèse, la constante a-^ca est positive; la vitesse v Yès\ donc aussi pendant un temps 9., au bout duquel elle est nulle , et qui a pour valeur
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dans le cas de la sphère. Pendaot l'iatervalle de temps 6, les valeurs précédentes de r- et a subsisteront, et lesdeox moavemens du mobile seront uni-
Tileur de j-, sera nulle ; si donc ce temps est moindre gue â, ce gui aura lieu si l'on a - -ac»
la vitesse -j- deviendra négative au-delà de t^-r-,
et le centre de la sphèi'e rétrogradera. Cest ce (jui arrive, par exemple, lorsqu'on frappe une bille de billard, de mauïère à la faire tourner rapidement autour d'un diamètre horizontal et à faire avancer en même temps son centre avec une moindre vitesse, en sorte que les quantités a et a. soient tontes deux positives et satisfassent à Tïnégalilé précédente^ Le froCtemeat contre le tapis détruit bientôt le mimfem«nt de trwHletioB; nuis le moavenenf de rotlK tion subsistant encore , le frotiement continue d*a^ en sens contraire de ce dernier mouvement; et c'est
^Ite fbrce^ traosportée au centre de gravité , qui le
Vmène vers son point de départ.
Si , à Forigiae du mouvement, la spbère ne tourne pas, de sorte qu'on ait a^o, ou, plus g^nérar knient , si l'on a
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la vitesse ^ ne deviendra pas nulle avant la vitesse 1^, et le centre G ne rétrogradera pas. Mais dans tous les cas , au bout du temps 6, le point d'appui K du mobile n'ayant plus de vitesse ; le frottement hP de la première espèce di^raltm ; la sphère continuera de rouler sans glisser ; et il se produira un frottement qui ne se;'a plijis que de la seconde
espèce. Les vitesses -yr ^f» deviendroat constantes ,
ou ne décroîtront plus que très lentement ; leurs valeurs seront celles des formules (b) , qui répondent à / = Q , savoir :
dx 5a — 2C9t acoL -^ 6a
6tf = —
dt n '
Kinsi f i'efiet général du frottemeat ordinaire ou de la première espèce , est de réduire au repos les corps qui glissent sans tourner, et de réduire seulement à runiformfté et a l'égalité , en sens opposés, les^deox mouvemens desx:orps qui glissent et roulent ^en même temps. Dans un vide parfait , le roulement du mobile qui résulte de ces deux môuveniens , subsisterait indéfinimient , et le frottement de la seconde espèce maintiendrait la vitesse v nulle , et les deux
vitesses ^ et a» égales, et contj*aires. Mais la ré-
ôstaoce de lair trouble cette égalité ; le frottement de la première espèce reparait , et le concours de ces deux, forces finit par réduira le mobile à Tétat de repos.
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CHAPITRE yn
BU CmO BU CCMM BB FOBMB QUBUMHIQDE.
if65. Là position et T^t d'an oorpi adide n moaTemeht, sont oomplèlaaaenit détermines à nn instant donné 9 lorsque Ton connaît, à cet- instant, les coordimnées de son centre de gravité, les oomposantes de la vitesse de ce point, les directions dei trois axes principaux qui se coupent en ce. même point , et les composantes de la vitesse angnlaire de rotation autour de ces trois axes. Si ce corps est rencontré par un autre, mobUe, pour lequel tùoies ces choses soient ^[alement connues , les compo* santés de leurs vitesses de translation et de rotation seront changées par le choc , mais non pas les positions de leur^ centres de gravité, ni les directions de leurs axes principaux ; car , quoique le choc ne soit pas instantané , cependant la durée de ce phé* nomène est toujours assez petite pour qu'on puisse faire abstraction du déplacement des différens points des deux mobiles^ pendant qu'il s accomplit, et, par conséquent, pour qu'on puisse considérer comme sensiblement imitaobîles leurs centres de gravité et les points des deux mobiles qui appartiennent à leurs axes principaux. %e problème du choc des corps aura donc pour objet de déterminer, en grandeur et en direction , leurs vitesses de translation et de rota*
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lion après le choc, an moyeni de ces mêmes quantités ayant le choc, et d'après la forme et la situation rela-^ tires des mobiles.
Nous allons donner la solution générale de ce pro- Mème, ^ans les deux cas extrêmes où les mobiles sont moQS et dénués d'élasticité , et où. ces corps sont au contraire parfaitement élastiques.
466. Supposons d abord que les mobiles soient au nondbre de deux , qu'ils se louchent par un seul point , et qu'ils soient entièrement libres. Soient M et M' leurs masses , G et G' ( fig. i5 )' leurs centres de gravité , K leur point de contact , RKW la normale à leurs surfaces en ce point. Soient aussi Go:, Gjr, Gz, les axes principaux de M, et G'x', Gy, GV9 ceux de M'.
Immédiatement ayant le choc , désignons par u , if,w,]es composantes de la vitesse de ^G suivant les axes fiar , Gjr, Gz ; appelons en même temps «? la vitesse angulaire de M autour de l'axe instantané de rotation, passant par le point G, et p, ç, r, les trois composantes de cette vitesse , autour des mêmes
axes Gx , Gjr, Gz ; en sorte que ^ , ?, -, soient les
cosinus des angles que Taxe instantané fait avec ces trois droites ( n* 407 ) f et qu'on ait
fi>* = />■ + ç* + r*.
Cela étant, si Jc , jr, z, sont les trois coordonnées d'un point quelconque de M , rapportées aux axes &r p Grjr, Gz , les composantes de sa vitesse , paraià ces axes et provenant de la rotation du mo-
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JiUe(a*4iS) seront qz — rjr, rx^r^fat Ry^f^i par CQnaéffaentf <m aurm celles 4^ sa viteate absolue, en y ajoutant les composantes Up v^ Wf-àià la vileaie 4(1 point Gj ce qui donne
■ u + çz — 17, »-^rX'-»pz, w-\-ff^—gx.
Je désigne par n; 9 ^/> ^/>P/y î/f •*•/> c&^^^àb^ Tiennent II, ^fW^ p^q^r^ iinmédiateiaettt a|jrès le ohoc En obsenrant' qne le point dont les coordonnées aôntXy jTy s y ne change pas sensiblemcttit da^jpôsitiott. pendant le choc, les trois composantes pnSrïSdentés ^mendront
.et comme Içs axes Gx , Gj^ Gz , auxquels dites Âmt parallèles*, sont aussi . supposés idMbobfles pieiiÀuit le choc y on aura les vitesses perdues par ce jptmii'sm- Vaut ces axes , en retranchant ces dernières qûatititéi des précédentes. Si donc on désigne par dm rétément de la masse M qui répond aux coordonnées x, y^ Zf nous aurons /
[^ — ^; + (^ — O^— (P — Pi>ldm, [w—w, + (p ^ p;^^ (q— qyx:]dm,
pour les composantes parallèles à Go:, Gjr, Gzp de Is quantité de mouvement perdue par dm , pendant Is durée du choc.
Eu vertu du principe général de la Dynamique (n"" 353 ) , les quantités de mouvement ainsi perdues
par M et M' devront se faire éqnilîbre ) .et , d'après oe qa'oD a yu dans le n® ^65, on formera les équations d'éqnilîbre de ces deux corps ^lides , srppujës Tun contre Tautré, en considérant chacun d'euit isolément, après avoir joint aux forces relatives à Bf ^ Une force inconaue N , dirigée suivi^nt KH , et aux forces apjdi^ées à M', la même force N agissant au potfjflK suivant KH^
Ces forces N, dirigées suivant KlTet IU9^ sçront les quantités de mouvement imprimées par 'là choc aux masses M et M' ; et , avant d'écrire les équations d'Àjuilibre^ on peut remarquer que les effets du choc y qii'eUiBS serviront à déterminer, seront les méflaes» poof ia masse M , par exemple, que si Ton appliquait à une partie arbitraire fc de cette masse , ayant 809jcentre.de gravité sur la droite RH, une vitesse k pÉ^lèle à KH , et telle que Ton eût /tA: = N ; car il fsl li vident que la résultante des quantités de mouvement de fc serait N , en grandeur et en direc* tion : la percussion exercée sur M, suivant KH, équivaut donc toujours, comme nous Tavons dit dans le n* 455 , à des vitesses égales , imprimées , parallèlement à cette normale KH, à tous les points dune partie de M , qui a, son centre de gravité sur cetle droite.
467. Cela posé, désignons par a, b, c, les trois coordonnées de K , rapportées aux axes Gor, Gjr, Gz, et par a , f , 7 , les angles que la droite KH fait avec des parallèles à ces axés, menées par le point K ; les six équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues par tous les points de M , seront
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une treizièine équation, que rpn.obtieadi^ par It . considération suiyftnte^ dans le cas.deg corps ^féanik d'ëlasticittf. '
468. La. solution du proUèvft serait, en effieit, indëtermiikée , si ^, Ton considérait les deux mohUes comme. alKsolament durs , et qu'on fit abstraction de la compression quib éprouveol pendant la dnrée-du dioc Biais en ayant éffird à.cette oompreasion , qijdcnie petite qu'on la sniqpose, on .conçoit qa'dle effl due k ce que les jknnts des deux mobiles^ par lot: quds ils viennent se toucber , n'ont pas la iqftfni Vitesse iniiTant Jbi normale commune à leurs surfiioes. A raison de la différence des yitess^ noçasaks de ces deux points, les deux corps s'ai^mient et as cpQipriiyient gnûduellement l'un ccmtre Tautre ^ ap même tany», cette différence diijpnue par 4f^ff4^ infioSment petits, jusqu'à ce qu'elle. ait fntiiè};^ii)snt disparu ; et quand les deux mobiles sont dénniÉ^''d^élasticité, le phénomène du choc est achevé à Vim^ tant où cette différence est devenue nulle , et ces deux corps conservent la forme qu'ils ont prise k cet instant de leur plus grande compression. (Test cette ^alité des vitesses normales des deux points de contact, à la fin du choc, qui fournit la treizième équation demaqdée, et qui fait dispar^^U^ rindétermination du problème.
En tant que le point K appartient au corps M , ses coordonnées^ rapportées aux axes Gx^ G^,- Gs, sont 4ip b, C} en les substituant à la place de or» jTf £, dans les formules du n* 466, on a, immé'diatement après le choc, «^-f-y^c — rfi, i^^+ rflr-^p^
Wf +/'i^''*9/^> pour les composantes de sa vitesse parallèles à ces trois axes ; et comme a , €$ y, sont les angles que la droite KH fait avec les directions de ces composantes^ on en conclut
+ K+ Pfi — 9/«) cos y,
pour la vitesse finale de ce^point suivant cette droite. Si Ton considère le même point K comme £usant partie da corps M% sa vitesse après le choc, soi* ?ant la direction KH', sera
Ctt/+îy— <*Ocosa' + (p/ + r/a' — />/c')cosC'
Or, pour que', daos les deux cas, la vitesse norr maie du point K soit la même, et dingép dans If^ . même sens, il faudra que ces deux dernières quantités soient égales et de signe contraire, ou que leur somme soit nulle ; par conséquent , on aura
(**/ "Ha — ^ft3cosa+ (tt/H-î/e'— r/6')cosa' J -K^, +^/l--p,£?)cosC^-(i^/^-^>'— p/c')cosr I (3)
Les . équations (i), (a), (3),. du premier degré, par raj^rt aux incoamies Nf i^/i ^,f etc., donneront, dans chaque cas particulier, des valeurs eâtiièreipent déterminée^ pour ceft qmintitéa> qui fe«ront connaîtra l^étajk^Qs deux mobjlefrafms lecboc, et.Jea quantités. de mouvement, égales et contraires,^ que la percussion. lejur aura . imprimées suivant la normale conmiune à leurs surfaces.
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469* Haintenant ^ si les deux co^ SOM ëhstî-* qiie9 9 11 fiiadn distiiigaer trois époques siitecwivei dâtis le pbén'omèo^ du choc : la premiiôte-hipondra k Fiostant où les deux mobiles cdmineiiGent a se toucher par un point K de leurs ^urÊures; la dienzième sera celle de leur plus grande compression , où les Titesses normaleé du point K seront égales et dans le' même' sens pour ces «deux corps; la' trcHsième sera la fin du choc , o& les deux molitlM aé sépa^ xêroot l'un de l'autre , après avcnr repris exactement leurs formes primitives, s'ils sont supposes parfaitement élastiques. . ^ .'
Depaif la première jusqu'à la seconde époque, le phénomène est le même que si les. deux mohiles «taieift déirnés d'éhùticité. Ainsi, rou Àéterniiiiierai au moyen des 'équations préoédientés^ lèi domie eoioi* posantes tt/, s^^, etc., des vitesses de transliticMi et de rotation des mobiles à Finstant de leur plus grande compression, et la quantité de mouvement N que chacun des deux corps aura reçue , suivant KH pour M, et suivant KH' pour AT. Depuis la deuxième époque jusqu'à la troisième, ces dew corps , en revenant à leurs formes primitives , recevront , suivant ces directions , une nouvelle quantité de mouvement, qui sera encore égale à N , dans le cas d'une parfiiiCe élasticité. Par conséquent, cette seconde partie du phénomène devra être considérée comme une seconde percussion , identique avec la première , mais exercée sur des corps animés des vitesses de transls'tion et de rotation qui ont lieu à la fin de la première partie.
D'après ce principe , conforme à ce qui a déjà été exj^qnédans le n^ 36o, si Ton appelle^ à là troisième époque y U^ Y, W, les composantes de la vitesse du point G^ suivant les axes'Gâ?^ Gjr, Gz, et P, Q , R , les composantes de la vitesse angulaire de M autour des Qiêmes axes, on aura , pour déterminer cas six inconnues, les six équations
Ncosct + M(tt,— U) =3 o,.
NcosC + M(P, — V) = o^
Ncos> + M(w,—W) = o^
N(acos€ — r ôcosflt) + C(r, — R) = o-,.
N(ccosa — acosy) + 8(9^ — Q) s= o,
N(Aco8>. — ccosff) + A(p^ — P) = o,
qui se déduisent des équations (i), en y mettant Uj^ V, W, P, Q, R , à la place de w,, p,, <^,pP,, q^, r^% et ces dernières quantités au lieu de u, ^9^9 Ptq, r, et en conservant la quantité N.
Pour faire disparaître les inconnues intermédiaires »/> ^i» ^,f Pi> q,f ^if j*ajoute chacune de ces six équations à Téquation (i) qui lui corrgspond; ce qui donne
aN CO8 a + M (w •— U) = o ,
aNcosff + MCp — V) = o,
^cos>^ + M(w — W)=o,
aN(^cosff — icosa) + C(r — R) = o, ^ ^^^
aN (c cos a — a cos 7.) 4- B (9 — Q) =0,
oiS^{bcosy — ccosê) + A(/? — F) == o.
Ces équations (4) sont celles de l'équilibre des
964 7»àn$ wMÈaangm.
qf»nûté& de mouTemeal pmdoef < pw li pendhat la àfxie Iptalç dii<€^i0Cf JoiuQBS^kîki quotité de am
^M:tian.JKP# (le^d«|lt,cQlte iiiéme/(^^ Qoy
x«»id0 l^âfBllio».C5)i;ii^^ wàbÊl&fnè'im
leurs des inconmies t^^^ «i» Mo^f «/r •^'t «boiy par les équations (i) et (al. Noos qqus dispcnacroDS d'écrire ici l'expressioii géi^Snie dé Cette ^àntiééH, qoi serait très compliquée, et'dont pu calcfUera , sans di£Bcuhé « la yakîdr numftn^àe ,' dans cbaqoè cas particoUer.*âï les êeax Qiolnlês o^ébieot pas koj^poses parMtementéllIsHqoeB,. If serait mèihdfe 'dans la seconde partie dé dioe que *dânâl la pramièM; il frçdnJt prendre alors poor sa valeur, dans 1^ 1^?f9^ partie, one fraction fée m valeor, dâcloit^ Çfm 4^g^ tions (i) , (à) , (5) , et mettre (i + /} N à h pbMce <kf iN dans les équations (4)« Cette fraction / dépen-* drait du degré d'élasticité des dçux mobiles, et. ne pourrait se déterpiiner que par des expériences faites sur des corps de la même matière , dans le cas le ptos simple , par rapport à leur forme et à leur mouvement primitif. Nous nous bornerons à considérer le cas de rélasticité parfaite, en observant, toutefois, que la remarque qui termine le n* 4^6 a également lieo , qoel que soit le degré de Télasticité*
Quant au corps M', si Ton désigne, à la;fiit do choc^ par U', Y', W, les composantes de la vitesse de G' suivant les axes G'x', G'/, G'z\ et par P', Q', R', les composantes de la vitesse angulaire de M' autour de ces axes, on aura pour déterminer ces six
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inconnues des équations semblables aux équations (4)^
savcMr :
aNcosa^ + M'(tt'— U') = o, 2KcosC + M'{i/ - V') = o,
aNco8y + M'(w'— W') = o„
aN(a'cose' — 6'cosaO + C'('^— R';= o, ^ (^) aN(p'cosa' — a'cosy) + B'(9'— QO = o,
Telle est donc la solution complète et générale du problème du choc , dans le cas de deux corps entièrement libres y dénués de toute élasticité, ou parfaitement élastiques. Qu retendra , sans difficulté , au choc simultané de trois ou d'un plus grand nombre de mobiles; nous en donnerons plus bas un exemple.
470. On peut conclure des équations précédentes que le choc des corps M et M' n'altère nullement les vitesses de leurs centres de gravité G et ' G^ parallèlement au plan tangent commun en K à leurs deux surfaces.
En effet, par le point G , menons une droite parallèle à ce plan , qui fasse des angles ^,ftf v , avec les axes Gx, Gj-, Gz ; cette droite étan^ perpendicu-» laire a la parallèle. à KH, menée par le même point G, on aura
coset cos A + cos^ cos jct + cos ^ cosy = o ;
et, d'après cela , si Ton ajoute les trots premières équations ( 1 ) ou (4) , après les avoir multipliées par ces A, cosft, coB i^,.il en résultera
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=:UcOS X+ Vc08ft-f-WcOS f ;
ce qui montre que la vitesse de G, soivant une direction quelconque, parallèle au plaortangent en K , sera la mÂme avant et après le choc des corps mous ou élastiques. Il suffira donc , pour connaître , en grandeur et endirection, la ritesse finale de G, de déterminer, dans chaque cas, la vitesse de ce point après le choc, parallèlement à la normale KH, et de la oomposetavec la vitesse de G parallèle aii plan tangent en K, qui ktait lieu auparavant, et qui n*aura pas changé pendant la percussion. La m£me chose aura lieu relativement au centre de gravité G' de If ^
En ajoutant les trois demières-équatioiis ( i) on (4) » après les avoir multipliées par cos ^, ços C^ ooa d, u Tient
= CR cosy + BQcos.^ + AP cot a.
Or, ces trois quantités égales sont les momens par rapport à l'axe KH ( n® 4^9 ) 9 ^^ quantités de mouvement dont sont animés tous les points de M , avant le choc, à rinstant de la plus grande compressio|^ , à la fin du choc; d'où il résulte que la percussion ne change rien à la grandeur de ce moment , pour le mobile M, et , de même , pour le mobile M', mous ou élastiques.
471- Appliquons maintenant à difierens exemples les équations générales que nous avons obtenues.
Supposons d'abord que la normale KH au point de contact des deux mobiles, passe par le centre de gra-
Tité G de M, de manière qu'elle soit la droite KGII (fig. 16 )• D après la signification des Iett]*es et, ^ y y f ^9 -^ f ^9 ^^ est aisé de yoir qu'on aura, dans ce cas,
a cos € =s b cos oL ,
CCOSCL =z= a CCS ^ y
6cos^ = ccosC;
alors les trois dernières équations (1) et (4) dopneront
ce qui signifie que la direction de Taxe instanfané de M et la vitesse de rotation seront les mêmes immédiatement avant et après le choc. Donc, toutes les fois que la normale au point de contact passe par le centre de gravité de l'un des deux mobiles mous ou élastiques, le choc ne change rien au mouvement de rotation de celui-ci , et n'influe que sur son mouvement de translation.
Si la même normale passe aussi par le centre de gravité G' de M', de sorte qu'on ait également
a^cosC = b'cosa\ c' cos ce' = a' cos y-, V cosy = c' cos ^1
les vitesses de rotation disparaîtront de l'équation (3) , qui se réduira à
u^ cos a + i^^cos S -f- ^/ cos y -f- «/cos a' -h p/cosS'+u'/cosy = 0;
mais les trois premières équations (i) et (2) donnent
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N=M [(w^— w)cosa +{if^ — i')oo6C+(fv^— w)cos >],) N=Mt(<-«0cosa'4<i'/-</)oose'+(w^/-w^
et en divisant ces équations par M et M' et les ajoatant ensuite à la précédente , il en résulte
+ /cos ff'+w'cos >'= o.
0% si GL et &U sont les directions de G et G' avast le choc et 0 et Q' leurs vitesses initiales , on aura
OcosHGL = i^cosa + i^coaC' + îvcos^^ , û^cosH'GX' = i/cosaf+ i/cosff'+ w/cos/,
d'après ce que les lettres u, 9, tv^ct, €, y^ Mi^ v' ^W^ ol\ C, y' f represenfenti On aura donc
pour la valeur de N , qui devra être essentiellement positive : lorsqu'elle serî' négative , on en conclura qu'il n'y a pas de choc entre les deux^mobiles M et M'. De même , sî G/ et GT sont les directions de G et G' à l'instant de la plus grande compression des deux mobiles , et fl^ et 0/ leurs vitesses au même instant, on aura aussi
ô^cosHGZ = l^^cos a -f- <^;cos Q + tv^cos y^ fi;cosH'G7'= tt'^cosa'+ v^/cos C' + w^co^y';
et de ces diverses équations ^ on conclut
A ^ni Mo cos HGL — M'ô'cos H'G'L' fl, cosHGZ = ^^^:^, ,
6, cosH'G7'= j^j-^-^p ,
poor les composante* des vitest>es de G et G' suivant GH 8l GW , à rinsUot qne nous «Hisidqagis. Elles sont, comme oa voit, égales et contraires; d'où il soit qn'à l'instant de la pins grande compression , les centres de gravité des denz mobiles ont la même vitesse, ea grandeur et en direction, suivant la normale an point de contact K. Dans le cas des corps mous f celle vitesse normale sera celle qui aura lieu après le choc. Lorsque les deux mobiles seront par- Cutement élastiques , on aura
0, cosHG^ — UcosaH- Vcosf + Wcos?', 6/oosH'G'r = U'cosa'+V'cos Z' + W'cosj-' ; en supposant que les vitesses 0, et â/ et les directions G/ et G'/' se rapportent à la fin du choc. Donc , en vertu des trois premières équations (4) et (5) , et de la valeur qu'on vient de trouver pour N , nous ■nrons
il n*>i {M— M')9cosHGL— sM'B'eosH'G'L' 1 0, C08 tw*( ^ a -ITm' * \
A. viriP (M'— MjfcOTH'G'L' aMScosHGL 1^^ e.COsHGf = g-j-^j, ,)
pour les composantes des vitesses finales de G et G' suivant les directions GH et G'H'.
473..Dans le cas particulier où les deux points G et G' se meuvent , avant le choc , sur la normale HKH', leurs vitesses peipendiculairefi à cette droite seront nulles , et elles le seront encore après le choc ; en sorte qne l'on aura
00s HGL =zh i, CO8 HG/ =: ± I , cos H'GX'^ d: I , cos HGr^ dt 1 ,
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selon le sens de leurs directions , en considérant^ dans tou|^s cas , les vitesses 0 , 0\ 0^ , 0/, comme des quantités positives.
Si G et G' vont dans le même sens avant le choc, par exemple , de H' vers H , 1 angle HGL sera zéro , et Tangle H'GX'égal à deux droits; en vertu des équations (7) , on aura donc
cos HG/ = I , cosH'G'r = — i , Ô, = 8/ = ^^•
Si , au contraire , G et G' vont au-devant Tun de l'autre avant le choc , de manière que le point G se meuve de H vers H', et le point G', de H^ vers H , on aura cos HGL = cos H'G'L' = — 1 , et les équations (7) donneront
cosHG/==f:i, cosH'G7=±i,Ô,=fl/=±?^^;
les signes supérieurs ou inférieurs ayant lieu selon que la différence Mfl — M'ô' sera positive ou négative. On appliquera de même les formules (8) à ces deux hypothèses.
Ces résultats coïncident avec ceux qu'on a obtenus dans les n°* 36i et 562 , relativement au choc des corps sphériques et homogènes ; mais on voit de plus qu'ils sont indépendans de la forme de ces corps et de leur mouvement de rotation, et qu'ils supposent seulement que les centres de gravité des deux mobiles se meuvent, avant le choc , sur la normale au point de contact.
Si Ton suppose M' = M, les équations (8) deviennent
8,coslHi/=— Ô'cos H'GX', Ô;cosH'G7'=— BcosHCL,
d'où Ton conclut que dans le choc de deux corps parfaitement élastiques et égaux en masses , les centres de gravité des deux mobiles échangent leurs vitesses parallèles à la normale au point de contact, lorsque cette normale , commune aux deux surfaces en ce point , passe à la fois par ces deux centres.
Quand le point G^ sera en repos avant le choc , en . sorte qu'on ait d' = o, et que , de plus, la masse M , à raison de sa densité , sera très petite et négligeable par rapport à M', on aura, en vertu des équations (7)
B, cos HGZ = o, 0/ cos WG'l' = o ;
en sorte que les Centres de gravité G et G' de deux corps mous n'auront , dans ce cas , aucune vitesse normale après le choc. Mais, en vertu des équations (8) 9 si ces corps sont , au contraire , parfaitement élastiques , on aura
fl/cosH'G7' = o, Ô^cosHGZ = — ÔcosHGL;
ce qui montre que le centre de gravité G' ne prendra aucune vitesse , et que G prendra , après le choc , une vitesse normale égale et contraire à celle qu'il avait auparavant.
Q est aisé d'en conclure que le centre de gravité G sera réfléchi en faisant avec la normale au point de contact des deux mobiles , l'angle de réflexion ^al a l'angle d'incidence.
En effet, prenons sur le prolongement de GL (fîg. 17) , un?^rtie gG pour représenter, avant le choc, la vitesse de G, qui se mouvra de g vers G; soit
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toujours 6H la normale au point de contact des deux mobiles , laquelle passe ^ par hypothèse, parie point G ; décomposons la vitesse gG en deux autres. Fane aG, dirigée suivant cette normale, et l'antre bG parallèle au plan tangent : la seconde ne sera pas changée par le choc , et la première sera changée en une vitesse cG égale et contraire à €tG. Donc , si Ton achève le rectangle G6^c y et qu'on prolonge la diagonale Gif d'une quantité G/ = Gd, la vitesse du point G, après le choc , sera G/, en grandeur et en direction ; par conséquent p l'angle de réflexion HG/ , sera ^al à l'angle d'incidence HGg, et, de plus, la vitesse du mobile aura la même grandeur avant et après le choc. Ce cas est celui d'un corps élastique qui vient rencontrer un obstacle fixe , doué également d'une par£ute élasticité.
474* Lorsque les mobiles sont des sphères homogènes, la condition que la normale HKH'(fig. 16) passe par leurs centres de gravité G et G' , est toujours remplie. Par conséquent, si ces corps sont parfaitement élastiques , ils échangeront , en se choquant , leurs vitesses dans le sens de la droite qui va d'un centre à l'autre, et conserveront, sans altération, leurs vitesses perpendiculaires à cette droite; et, quand ils viendront frapper un obstacle fixe et aussi parfaitement élastique, ils se réfléchiront en faisant l'angle de réflexion égal à 1 angle d'incidence.
C'est sur ces principes qu'est fondé le jeu de é/Zlard; mais il faut observer que non-seulement ils supposent l'élasticité parfaite des bames et des billes, mais que la non- altération, par le choc, de la vitesse
des flwbiles , mit parallèletnenf k leur plan fdfrgent conmniiy uni parâllèlenient afint bandes qu'ils ren-^ CDnirent , n'a lien qne quand on hit abstraclion du firottement provenant de leur rotation et du glissement d'une surface sur l'autre. On 'va voir, par exemple , que Faogle de réflexion dépend de la rotation de la bille, et qu'il n*est plus égal à l'angle d'incidence , quand en tient compte du frottement de la bille contre 1% bande. La même chose a lieu dans le rico'ckei dPmi boolet : le frottement de ce projectile contre le lermin et sa vitesse de rotation influent aussi sur Tangie de réflexion, qui peut être, pour celte raison, difféfent de Tangle d'iocidenee*
Celle question nous fournira l'occasion d'expliquer comment on doit avoir ^ard au frottement dans le choc des corps, et de compléter ce que nous avons dit, sor ce genre de résistances , dans le second par»* graphe du chapitre précédent. Nous allons d'abord espoaer les principes qui mus guideront dans cette matière ééticale ; on y est conduit par l'analogie ; mais ils auraient besoin, ainsi que les conséquences qui s'en déduisent, d'être confirmés par des e«périences directes.
475* ^ formant les équations d'équilibre des quan^ tités de mouvement perdues dans le choc , par les deux masses M et M', nous n'avons point tenu compte des quantités de mouvement produites par les poids de ces corps pendant la durée de la percussion, parce que cette durée étant très petite, ces quantités, qui loi sont proportionneKes , sont aussi très petites , et peuvent être négligées par rapport à celles que les a. 18
274 TRAITÉ D£ MÉCAMQUE.
mobiles reçoivent de leur choc mutuel. Mais il nen est pas de même, cpmme nous Favons déjà remarqué (n? 553) y à legard du frottement qui a lieu pendant le choc , lorsque les surfaces des deux mobiles en contact glissent l'une sur lautre. Quoiqu'on n'ait pas fait d'observations sur l'intensité de ce frottement, on peut supposer, par induction, qu'il suit les lois générale» du frottement des corps soumis à des pressions proprement dites, puisque la percussion n'est autre chose qu'une pression d'une très grande inten* site, exercée pendant un temps très court. On peut donc admettre que pendant la. dorée du choc le frottement, à chaque instant, est proportionnel à la grandeur de la pression normale, qui appuie, à cet instant , les deux mobiles l'un contre l'autre ; qu'il est dirigé, pour chaque mobile, enr sens contraire de la vitesse relative du glissement de ce mobile sur l'autre, et indépendant de la grandeur de cette vitesse; et qu'il disparaît, ou devient négligeable, quand le glissement se change en un simple roulement.
Or, la quantité totale de mouvement imprimée à M suivant la normale KH ( fîg. i5), a été représentée par N , quand ces deux mobiles sont dénués d'élasticité, ou par 2N, quand ils sont parfaitement élastiques. Si donc, pendant toute la durée du choc, la surface de M glisse, dans une même direction, sur celle de M', et qu on appelle Q la quantité de mouvement imprimée à M par le frottement , en sens contraire de cette direction, on aura Q = /iN, dans le cas des corps dénués d'élasticité , et Q = 2//N >
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dans le cas des . corps par£|îteinent élastiques ; h étant un coefficient qui ne dépend que de la natore des surfaces de M et M', au point . de contact K, et pour lequel on pourra prendre celui qui a été déterminé par l'expérience , relativement à des pressions ordinaires (n* 4^)*
Si le glissement a lieu dans un sens pendant une partie du choc ^ et dans le sens opposé pendant l'autre partie, on aura Q = A(N' — N"), en désignant par N^ et N^' les quantités de mouvement produites par la perc}ission pendant ces deux parties du choc y de sorte que N ou ^N soit leur somme N^-f-N'', et en supposant N'> N". Si, à U fin de la première partie , le glissement se change en un simple roulement , on prendra Q =b hS^'^ en négligeant le frottement de la seconde espèce ^ qui aura lieu pendant la seconde partie.
£a appelant, Q' ce que Q devient relativement à M'y il est évident que Q' sera , dans tous les cas , une quantité de mouvement égale et directement opposée à Q ; car la pression normale que M' exerce sur M pendant toute la durée du choc, est de même grandeur que cell^de M sur M% et la vitesse relative du glissement de M' sur M est toujours égale et contraire à celle du glissement de M sur M^
Il résulte de là que pour former les équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues pendant le choc par le corps M, en ayant égard au frottement, il suffira de joindre à la quantité- de mouvement N ou :2N,. imprimée à ce mobile suivant la normale KH , une autre quantité de mouvement
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Q, perpcndicukir^e à KH, et exprimée eonmie on vieot de le dire ; et qme pom obtenir, en même temps, les équations relatives à M', il faudra joindre k ht cpianrtité de rooavement N on ^N, dirigée suivant KH', une ^antité de mouvement Q' égale et con* traire à Q. Cest ce que nous allons faire , dans le cas do choc d'un projectile spkérique et homogiae contre un obstacle fixe.
476. Pour fîieer les idées , je supposerai que l'obstacle fixe que la sphère M vient Â*api)er est un plan horizontal, et que cette spfaère4oume, arant le cboc^ avtawr d'un axe horizontal , perpendiculaire à la di-foction GH de son centre de gravité. La figure iS représente une section du plan fixe et de M par ce plan ▼ertical« Tout étant semblable de part et d^autra de celte section, le point 6 ne s'écartera point de cedemier plan pendant le choc, M continuera de tourner autour du diamètre perpendiculaire à ce même plan , et le point de contact K glissera, pendant cette percussion, le long de AB, intersection de ce plan vertical et du plan fixe.
Immédiatement avant le choc, j'appelle a la vitesse horizontale de G , dirigée suivant* GD , b sa vitesse verticale, dirigée suivant GK, et >^ l'angle dTincidence HGK, de sorte qu'on ait*
*ang y — i'
Le mobile M étant supposé parfaitement ékistique , ainsi que Tobstacle fixe qu'il vient frapper, il perdra d'abord, en se comprimant, sa quantité de mouve-
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ment yerticale Mi; puis il reprendra, en rereiunt à sa .figure primitive , ooe <|aaatité de mouvemeat ^le et contraire; eo sorte <{ii après le choc^ le centre de gravité G aura uue vitesse verticale b , diluée suivant le prolongement G£ de GfL Si donc ou appelle, k œtte époque , a' sa vitesse liortzontale , di«ngée suivant GD, ou en sens contraire , selon qu'elle sera positive ou négative ; que GH' soit la direction de ce poiut^ et <pion désigne par y laogle de réflexion EGH\ on aura
tangy = -j-.
La droite GH' sera située à gaucbe de la verticale EK y comme la droite GH, ou à droite de EK^ selon que la quantité a^ sera positive ou négative. Pour que Tai^^le de réflexion soit égal à Fangle d'incidence^ il £uidra que cette vitesse a^ soit positive et égale à a ; la difierence y' — ^ de ces deux angles sera toujours de même signe que o! — a; et le point G rétrogradera quand la vitesse a' sera négative.
Soit aussi a la vitesse angulaire de rotation de M avant le choc , laquelle vitesse sera considérée conune positive ou conmie négative , selon qu'elle aura lieu dans le sens indiqué par la flèche s^ ou dans le sens oppoaé. Désignons par a! ce que devient celte vitesse angulaire après le choc. Le problème consistera à dé* terminer les valeurs de a' et a/ d'après celles de a et a. Selon que la vitesse absolue du point K sera posi-^ tive ou négative y c'est-à-dire, dirigée suivant KA ou suivant KB, pendant une partie de la durée du cboc^
OU pendant sa durée entièi^ , la solution présentera différens cas distincts, que nous allons examiner auccessivemeut dans le numéro suivant.
477' Je supposerai, en premier lieu, que la vitesse du point K soit positive, ou dirigée suivant KA , pendant toute la durée du choc. En aj^lant c le rayon GK de M, cette vitesse sera a + cct au commencement , et a' + ca' à la fin ; de sorte que ces deux quantités devront être positives. La quantité totale de mouvement imprimée à M suivant GK,« soit pendant que le mobile se comprime , soit pendant qu'il revient à sa figure primitive , étant égale à 2Mbp la quantité de mouvement provenant du firottement, et dirigée suivant KB, sera 2hMb, d'après le n^ 4^5; par conséquent, la vitesse horizontale €^ du centre de gravité G après le choc, sera la même qtie si la masse M y était réunie , et que les quantité de mouvement Ma et ^hMb y fussent appliquées, en sens contraire Tune de l'autre ; ce qui donne
al z=. a — ihh.
En observant que | Me* est le moment d'inertie de M par rapport à son axe de rotation , et que oh^hc est le moment, par rapport au même axe, du frottement dirigé suivant KB, on verra, sans difficulté , que la diminution â( — - a de la vitesse angulaire de rotation sera déterminée par l'équation
£Mc*(a — flt') = 2}Mbc\ d'où l'on tire
De ces valeurs de ol et a! y il résultera
a! + ca! =z a '^ cet — jhb ;
et cette quantité a' -f- ex' deyaot être positive dans le cas que nous examinons ,. il faudra que la quantité ^-f-ca, aussi positive, soit plus grande que jhb. Quand cette condition aura lieu, on aura
tang >' = T — 2^=5 tang y — 2// ,
peur déterminer l'angle de réflexion y' d'après l'angle d'incidence y et le coefficient h.
Si la vitesse absolue du point K est constamment négative, ou dirigée suivant KB, le frottement sera dirigé suivant KA, et il suffira de changer les signes des termes multipliés par h, dans les formules du cas précèdent, qui deviendront
a^ :=z a '{^ 2lib j a'=îa--| , tangy=stangy-h2^.
Pour que ce cas ait lieu^ il faudra que la vitesse initiale du point K soit en sens contraire de celle de G; ce qui suppose que la rotation primitive ait lieu dans le sens opposé à celui qui est indiqué par la flèche s. A cause de
a' + cet' = rt -fc- ca -f" jhb,
il faudra, en outre, que cette quantité négative a^cct l'emporte sur le terme positif jhb. Dans ce second cas, l'angle de réflexion surpassera l'angle
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d'incidence, tandis qoe , dans le premier cas , y' était moindre que >•
La yite^ du point K étant positive au commencement du choc, si elle devient zéro à un certain instant de sa durée, et qu'elle reste ensuite nulle jusqu'à la fin , on prendra , d'après le n^ 4?^ » ^^ ( ^ + ^') pour l'effet total du frottement, en désignant par V la vitesse verticale de G à Tinstant dont il s'agit , et regardant h' comme une quantité négative ou positive, selon que cet instant arrivera pendant que le mobile se comprime, ou pendant quil revient à sa figure primitive. On en conclura, comme dans le premier cas.
et , par suite ,
tang y = tang y g .
Si la vitesse du point K est zéro dès le commencement du choc, on aura ^ = — /^ ; et le frottemeot étant nul, ou de la seconde espèce, pendant toute la durée de la percussion, il n'influera pas sur les valeurs de a\ a' y tang^'. Si , au contraire, la vitesse de K ne devient nulle qu'à la fin du choc, on aura b' = b , et ces formules coïncideront avec celles du premier cas. Généralement, la valeur de b' sera inconnue , et Ton saura seulement qu'elle ne peut pas dépasser db&; mais comme on suppose nulle la vitesse finale du point K, il faudra qu'on ait
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d'où l'on tire
A(ô + y) = ^^^-f^^ et, par conséquent,
d^—ca^ — —, tang>=tang> ^ ^
La vitesse du point K étant positive dans une première partie du choc, si elle devient négative dans la partie suivante , et que V soit la vitesse verticale, positive ou négative, de G, à l'instant de ce changement de signe, les quantités de mouvement imprimées à M, suivant la direction de KG, seront M (6 + h') et M (A — V) pendant ces deux parties de la percussion. D'après le n"* 47^9 on prendra donc AM(i + V) — AM(6 — V) pour la quantité totale de mouvement produite par le frottement suivant la direction KB ou KÂ, selon qu'elle sera positive ou négative ; et comme cette quantité se réduit à 2AM&', on en conclut que les formules relatives à ce quatrième cas se déduiront de celles du premier , en y mettant V au lieu de h. On y changera le signe de h, comme dans le second cas, si la vitesse de K a d'abord été négative, pour devenir ensuite positive. Mais la quantité If n'étant pas donnée , ces formules ne feront pas connaître la diminution ou l'augmentation de l'angle de réflexion, et Ton saura seulement que l'une ou l'autre est moindre que dans le premier ou le second cas.
La question serait encore plus compliquée, si le projectile tournait autour d'un axe qui ne fût pas
perpendiculaire 9 comme nous l'avons supposé , au plan vertical dans lequel le point G se meut avant le choc* Le frottement ferait alors sortir ce point de son plan pendant la percussion ; et non seulement l'angle de réflexion différerait de l'angle d'incidence , mais encore ces deux angles ne seraient plus compris dans un même plan vertical .
4 y 8. Maintenant, pour montrer, indépendamment du frottement^ l'influence du choc sur le mouvement de rotation , prenons un exemple simple , dans lequel la normale au point de contact des deux mobiles^ qu'on peut regarder comme la direction du choc , ne passe pas par le centre de gravité de l'un de ces deux corps.
Supposons que dans le choc Taxe instantané de rotation de M coïncide avec l'un des axes principaux qui se coupent à son centre de gravité , par exemple^ avec l'axe Gz (fig. i5) ; on aura alors p = 0 et ç = o. Supposons aussi que le point K et la normale comknune aux deux surfaces en ce point, soient compris dans le plan des axes Gjc et Gj* ; ce qui rendra nulles les deux quantités c et cos y. En faisant
^=0, ^ = 0, c = o, cos 5^ = 0^
dans les deux dernières équations (1) ou (4), on en conclut />,= o et ^r^ = o, ou P = G et Q == o ; en sorte que , dans les deux cas des corps mous et des corps élastiques , Taxe de rotation coïncidera encore , après le choc, avec Taxe Gz, et le choc changera seulement la vitesse de rotation sans changer Taxe
iostaotané, conforméraent à ce que nous ayons déjà vu dans le-n» 467.
Prenons pour le corps M' une sphère homogène* La direction du choc passera par son centre de gravité ; on aura donc, comme dans le n"" 4? < »
rt'cosff'=i'cosflt', c'cos€tf=^afcosy\ b'cosy'=c^cosS' ;
en ayant égard aux suppositions précédentes , Téquar tion (3) se réduira à
(acosC — 6cosa)r^+ u^coscl + i^^cos^ + u/coscl' + i^/cos^' + w/cosy' = o;
et f en la combinant avec les équations (6) ^ on en déduit
jj!" + ij7 + (^cos 5 — 6cosa)r^ + ucosa + i^cos^ + tt'cosa'+ i/cos^' + tv'cosy = o.
Menons parle point K des parallèles aux directions des vitesses fl et fl' de G et G' avant le choc; soient J" et cT'les angles que ces parallèles font avec KH ; nous aurons
i£COStt + V'cosf == âcoseT^
m' cos a' + i^'cosÇ ' + w'cos >' = — ô' cos J"'.,
pour les composantes de G et 0' suivant cette partie de la normale au point K; et en éliminant r, au moyen de la quatrième équation (i)^ l'équation pré^ oédente deviendra
N , N , (ncosf — ^cos«)'N , , /» î v'
Ijj + ^ H Q ' f- (û cos b — O cosay
+ ÔCOSeT— Ô'coscT' = o;
d'où ToD tire
^ MWC[{b cos et — a cos C)r -4> ycos /"— 9 tos J]
. — (M + ir)C + MM'(ftco8 «— iicosC)*
Au moyen de cette valeur de N^ les trois pneniiènes équations (i) ou (4)^ selon que les mobiles seront mous ou élastiques ^ feront connaître les trois composantes u^^ i^f^w^y ouV fY, Wy de la yifteiie de G après le choc, et les trois premières équations (a) ou (5) détermineront de même celles de la vitesse finale de G'. Quant à la valeur de r^ ou de B , elle se déduira de la quatrième équation (i) ou (4)«
La quantité N doit toujours être positive , nous l'avons déjà remarqué ; et quand sa valeur négative, il n'y aura pas de choc entre lea deux mobiles. Le dénominateur de cette valeur est pontif , ainsi que le facteur MM'C de son numérateur. Les quantités â et 6\ contenues dans lautne facteur, sont aussi positives; les quantités a, b, cos cl ^ cosSp cos cT , cos cT', pourront être positives ou négatives; et leurs signes seront donnés dans chaque cas parti* culier. A cause de/> = o et q = o , r sera , abstrac* tion faite du signe , la vitesse de rotation avant le choc. Pour savoir le signe qu'on devra lui donner dans la valeur de N, je considère un point situé sur l'axe Go:, à l'unité de distance du point G; la vitesse Je ce point, parallèlement à Taxe Gjr, sera i^^r avant le choc ( n'' 4^^ ) ? ^'^^ ^'^^ conclut que sa partie r devra être positive ou négative , selon que le mouvement de rotation primitif aura eu lieu, de Taxe Gx vers l'axe Gjr, ou de Taxe Gjr vers l'axe Gx,
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c'fSt-^-^ire, dans le sens ât la flècbe sou dans le sens opposé. Aprèsr le choc^ la rotation aura aussi Kea dans le^premier sens ou dans le second, selon que la valeur de r^ ou de R ^ra positive ou native.
479^ Jusqu^ci nous avons supposé les deux corps M et M^ entièrement libres ; mais s'ils sont retenus par un point ou un axe fixe, la détermination de leurs inouvemèns après le choc dépendra toujours des mêmes principes, ef ne différera que par le nombre des équations qu'on aura à considérer..
Tir exemple , si te mobile M est retenu par un point fixe G, les trois premières équations du n* 467 ne seront plus nécessaires pour l'équilibre de M et dies quantités de mouvement perdues, pendant le choc f par tous les points de ce corps. Ce point fixe G ne sera pas toujours , comme précédemment , le centre de gravité de M^et les intégrales /jcéAn^ //dm,, fzdm , ne seront plue nulles ; mais les six quantités a, i^p Wf u^j^if w^f seront zéro; et en prenant pour Cat , Gr^, Gz , les trais axes principaux de M qui se eoirpent en ce point G , les trois dernières équations d'équifibre se réduiront encore à
N(âCOs^ — bcosa) + C(r — rj = o, N(ccostt — ^ acosy) + B(g — q,) = o, N(icos> — ccos€) + A(^p — p,) = o,
ccmime dans le numéro cité. En y joignant les six éqitaiions (i) relatives au corps WK, que je contîmMMi de supposer entièrement libre, et Téquatien (5)-, dans taquelle on fera u^t^o, i'y==o, îv^ = o, (m âttra les dix équations nécessaires pour déterminer
la valeur de N, et les mouvemeas des deux corps après le choc , lorsqu'on les supposera dëaué^ d élasticité. Qnaod ils seront parfaitement élastiques ^ on remplacera les trois équations précédentes par les trois dernières équations (4) f et Ton fera usage des équations (5) au lieu des équations (2).
Si le corps M est retenu par un axe fixe Gz , qui ne sera plus un axe principal, la quatrième équation du n^ 4^7 sera seule nécessaire pour l'équilibre de N et des quantités de mouvement perdues par M. Comme l'axe de rotation coïncide alors avec Gz, avant et après le choc, on aura p = o, 9 = 0, p=Of q;=- o ; et les trois composantes de la vitesse de G étant aussi nulles, cette équation se réduira encore à
N(acos^ — ôcosflt) + C(r — rj = o;
C étant toujours le ndoment d'inertie par rapport à Taxe Gz. On la remplacera par
2N(acosê — bcosct) + C(r — R) = o,
lorsque les deux mobiles seront parfaitement élastiques; et eu y joignant l'équation (3) et celles qui répondent au corps M', on aura toutes les équations nécessaires pour déterminer N et les mouvemens des deux mobiles après le choc.
480. Au lieu de deux corps seulement, si trois ou un plus grand nombre de mobiles se choquent simultanément, on formera les équations d*équilibre des quantités de mouvement perdues, dans le choc, par chacun de ces corps, en le cousi' dérant isolément , après avoir joint aux quantités de mouvement perdues par tous ses points, d'au-
très forces inconnues N, N', N''^ etc., appliquées aux points de contact de ce corps ayec tous les autres , et dirigées, de dehors en dedans, suivant la normale à sa surface. Pour tous les mobiles, ces forces inconnues seront en même nombre que les points de contact de ces corps; car elles representeront des quantités de mouvement égales et contraires pour les deux mobiles qui se touchent en chaque point. Mais , à l'instant de la plus grande compression , c'est-à-dire , à la fin du choc des corps dénués d élasticité , 1 eqaation (3) aura lieu pour chaque point de contact ; <l*où il résulte qu'on aura toujours un nombre suffisant d'équations, pour déterminer, à cet instant, letat de tous les mobiles , et les valeurs de N , N' , îi"p etc. Quand les mobiles seront parfaitement elas-* tiques, on obtiendra la solution du problème, pour chacun d'eux séparément , par la considération employée dans le n"* 4^*
481. Pour donner un exemple simple de cette solution générale, soient M, M', /bc, les masses de trois sphères homogènes , dont les centres sont G , G', C(fig. 19). Supposons que pt soit en repos avant le choc , et que cette sphère soit frappée simultanément par M et M% qui la touchent aux points K et K'. Si M et M' ont un mouvement de rotation avant le choc , il ne sera pas changé par le choc ; etfJL n'en prenant aucun pendant cette percussion , on aura seulement à déterminer, en grandeur et en direction, les vitesses de G, G', C, après le choc, au moyen des vitesses et des directions de G et G' auparavant.
Désignons donc , ayant le choc^ par a, b , c , les composantes de }a yitesse de 6^ parallèles à trois axes fixes et rectangulaires , Ox, Ojr, Oz , et par a!y h\d\, les composantes de la vitesse de C, parallèles aux mêmes axes. Représentons par UyS^^w^ u\ i/ w/^ ce que dcTiennent ces six composantes à l'instant de la plus grande compression , et par u^^ p^, w^^ les Gompofiantes snivant lea mêmes axes^ de la yitesse de C à cet mst^uif. Soient aussr ^^ f ^ >, les angles compris entre le rayon K€ et des parallèles aux axes Oxy Oj^ O2, menées par le point K, et a\ C\ y\ ks asgles que fait le rayon K'C avec des parallèles à ces axes, menées par le point K^ Appelons, a l'instant dont il s'agit, N la quantité de mouvement gAb« nraniquée à fA par M suivant KG, ou à M par ^ soi* vani KG, et N' celle qui est communiquée à fjt. par M' suivant K'C ^ ou à M' par fA suivant K'G'. Les neuf équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues y et des forces N et N' ^ qu'il suffira de con- ^dcrer, seront
M (a — u) — N cos CL =.0 , M (6 — i^) — N cos f = o , M (c — iv) — N cos j. = o ,
M'(a' — «0 — N'cos a'= o ,
U'{b' — v') — N' cos ff' = o , \ (a)
U'{c' — tv') — N'cos y = 0 ,
N cos a + N' cos a' — uu^ = o ,
N cos ^ 4- N' cos €^ — )Dti^^ = o ,
IN cos 5. + N' cos y — /tfcw^ = o , ;
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en observant que KG et KG/ sont . les prolongemens de KG et K'C.
L'équation (3)^ appliquée aux points K et K', donnera, en même temps ,
ujcosa -f-i'^cosC + w^cosy = u cosce + vcos^ + w cos y , | ii^cos *'+ i'^cos f + tv^cos y'= u'cos «t'+ /cos Q!+ w' cos y' ; J
et l'on aura y de cette manière ^ les onze équations nécessaires et sufEsantes pour déterminer les on^se inconnues N, N', 2^, p, etc.
Si nous fiisons
€06 m cos a + cos f cos ^' + cos y cos 7' = cos /, a cosft + b cos S 4" ^ cos> = A:, a' cos a' H- fc' cos C + tr' cos ^ = A<,
J^ sera Fangle GCG', et k et A:' représenteront les yrtesses primitives de G et G' suivant GK et GK^ En observant que
cos*a+cos*^+cos*7=i, cos^a'+cos*6'+Ws'>''=i, les équations (a)- donneront
u cos » + p cos C -f" ^ ^^ y = k — g , . j/ cos a' + i^' cos C + w' cosy = A' — ^, ,
i^; cos et + i'^cos^ + w^cos^^
M' N + TTcos^
ir + N cos ^T
tt^ COS a' + u^ cos ff ' + w^ cos y =
av moyen de quoi les équations (^ deviendront 2. 19
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M/»* ^ N (M + A^) + N'M coséT, M'fik^=^ N'(M'4- A*) + NM' coscT;
d'où l'on tîre
^_ k (W + ^) M^ — yMM>co8 #^ — (M + ^) (M'4- A*) — MM' cos' /'
^, y (M + f*) M> — iHtflir^cos /- ^
~ (M 4- ft) (M'-h /u) — MM'cos'/ ^
valeurs qui devront toujours être des quantités positives. Après qu'on les aura substituées dans les équations {a) j on en déduira immédiatement les valeurs des neuf composantes u^ v^ etc. , des vitesses de G, G^ C, qui auront lieu à la fin du choc, lorsque les trois mobiles seront dénués d'élasticité.
Slls sont, au contraire, parfaitement élastiques , et qu'on désigne, à la fin du choc simultané de ces trois corps , par U , V , W, les composantes de la vitesse de G, par U", V, W, celles de la vitesse de G', par Û^ , V^ , W, , celles de la vitesse C, on aura , par la considération déjà employée dans le n®4^> ^^ neuf équations :
M (m — U) — N cos ot = o , M(i; _ V) — N cos^ = ô, M(w — W) — N cos> = o, • M\w' — U') — N' cos oc' = o , M'(p'— V) — N'cosf'«; o, M V'— W') — N' cos >' = o , Ncosa4-N'coset' + ju(w, — UJ z=: o,
lScOs€+N'cOSe'+yLt(i;^ _ \[) — o\
Ncas7 + N'cos3' + ;t(çv, — WJ = o.
En ajoutant chaciA^e d'elles à cel)e qui lui conespomi
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parmi les équations (a) , il vient
M (a — U) — :iN cos a = o ,
M(6 — V) ~ oN cos € = o,
M(c — W) — 2N cos y z=z o,
MV— U') — aN'cos ct'= o, M^b'^T) — :iN'cos €' = o , MYc' — WO — :iN'cos >' = o ,
:iNcos a + 2N'cos a' — /jJJ^ == o , aNcos C -f- aN'cos ^'— ;tV^ = o , 2N cos T' + aN'cos y — AtW^= o ;
et il ne restera plus qu'à substituer dans ces dernières équations les valeurs précédentes de N et N', pour en déduire ensuite immédiatement les valeurs des neuf inconnues U, V, W, U', V, W, U,, V,, W,.
Les vitesses finales des points G , G^^ C , seraient encore les mêmes , si les chocs de M et de M ^ contre fZf an lieu d'être simultanés^ se succédaient à un très petit intervalle de temps ^ de sorte que ces trois points ne se fussent pas sensiblement déplacés pendant ce temps très court. Les durées très courtes des deux chocs, simultanés ou successifs, peuvent aussi être inégales , et l'instant de la plus grande compression n^étre pas le même aux points K et K'.
<^»WV\<W^W»fVV»V»»<»VM»<»»%V»<VWW»»<V»%»^^%V%^^^^»^^^^*^^^^'»^^^^»^^*^^*^^<»<^«^»^»^'»^*^^^»»»^»»
CHAPITRE VIII
ElUSMPLES DU MOUVEMENT D^Ulf COUPS VLEXIBLE.
§ !•*. Vibrations dune, corde Jlexihle.
483. Soit AMB (fig. no ) une corde parfiiitement flexible^ très peu extensiUe, homogène et partout de la même épaisseur , tendue suivant sa longueur par une force équivalente à un poids donné 9 , et attachée par ses deux extrémités à des points fixes A et B. On néglige son poids par rapport à «; et on la regarde, par conséquent, comme rectiligne dans son état d'équilibre. Cela étant, supposons qu'on l'écarté un tant soit peu de cette direction, et qu'on imprime de petites vitesses à tous ses points; cette corde osciUera de part et d'autre de la droite AMB; et il s'agit de déterminer , à un instant quelconque , sa position et les vitesses de ses différens points.
Au bout du temps quelconque t^ supposons que
cette corde forme la courbe AAfB, plane ou à double
ourbure , dans laquelle M' est la position qu'a prise
3 point quelconque M. Soit P la projection de M'
our la droite AMB; faisons
AM = X, AP = X '■{' u;
DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. ag3
et repres^toDS par^ et 2 les deux autres cooitlonn oées de M\ perpendiculaires entre elles à Taxe AB^ Les déplacemens des points de la corde étant supposés très petits^ les variables Uj jr^ ^^ seront aussi très petites y et la question consistera à déterminer leurs valeurs en fonctions de x et /.
Appelons ds l'élément différentiel de la courbe AM'B f qui répond au point M', et £ la densité de la corde en ce point , multipliée p&r Taire de la section perpendiculaire à sa longueur en ce même point , de sorte que ids soit Télément de sa masse. Dans Tétat d'équilibre , les élémens de cette masse spnt proportionnels aux longueurs, puisque la corde est homogène et d'une épaisseur constante ; la longueur de l'élément qui répond au point M est cbc; sa masse sera
donc -^^ y en appelant p et /le poids et la longueur
de la corde entière, et g la gravité; et comme la' masse de cet élément ne doit pas changer pendant le mouvement, on aura constamment
Si cet élément ids était sollicité par une force mo« trice donnée, dont les composantes parallèles aux axes des coordonnées fussent représentées par Xed!; , Xêds , Zids , les composantes suivant ces axes , de la force perdue pendant l'instant dt , seraient ,
par conséquent, pour avoir les équations d'équilibre
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dû ces forces^ qui seront celles du mouvement de la
çqrde^ il faudrait mettre
k la place de X, Y^ Z^ dans les équations (i) du n*" 398 , et y substituer pour éits sa yalenr précédente. Or, les quantités K, Y^ Z, étant niiUes> par hypothèse I il en résulte
, Tdlx + u) p d*u j
''•Tf = ^^'i-. > (0
T étant la tension de Télément ids ^ et en observant que X'i'U est l'abscisse du point M' auquel ces équations répondent. Elles ne sont intégrables que quand on les a réduites à la forme linéaire, par la considération du peu d'étendue des vibrations de la corde.
483. L'élément de la longueur de la corde étant ctx dans l'état d'équilibre et étant devenu ds dans l'état de mouvement , et les tensions qu'il éprouve , dans ces deux états, ayant ^zir et T pour mesures, leur différence T — fisr devra ^ être proportionnelle au rap[>ort de son extension ds — djo à sa longueur primitive da: (n® 288) ; on aura donc
rp q (ds — dx)
T_^= rf^— î
DYNAMIQUE, SEœNDE FIHTIE. dgS
q ëtâot un poids constant et donnée ^t dépendra de là matière et de répais^ear de la corde. D'ailleint ^ <m a
d^ tt^ (jtia: ^ duy *^ ify^ ^ da^î
de pins, si non-seulement les points de la courbe AM^B^ mais aussi les directions de ses tangentes, s'écartent peu
de la droite AMB, les quantités j- et ^ seront de
très petites fractions ; en négligeant leurs carrés , il en résultera donc
ds::=:da: + du, T = *w + ç — ; et si l'on n^lige également les prodoits ;r^ 7^ et
T' dg^^^ équations (1) deviendront
où l'on a £siit, pour abréger,
Les variables u^ jr^z, étant séparées dans ces équations (2) , on en conclut que les vibrations de la corde, parallèles aux axes de x^fy z, seront indépendantes entre elles, et coexisteront ensemble, sans s'influencer mutuellement. On Voit, de plus, que les vibrations trdnsPersales seront les mêmes dand le sens des^ et dans le sens des z ; en sorte qu'il suffira de considérer les premières , par e!témple. Quant aux
àgS ! ' iT&iLlTfi DE MÉCAKIQBI^: /^^
pnraftila: pranûèDe deftëqMli6ii8(i) àlkuM^doBidenk dernières I qu'elles saÎTront les mêmes iois que les antres y dtmidtes ne difiereroot qoeiMOila grandeur du coeffident a^, qui surpassera a^ dans le rapport
4i^4* 'li'dqiiatkin aux dtflKrfifnces partielles da aecond
a pour infinie complète
y ïs /(in- a«) H- F (x — a«) ; (5)
■f et F (déngDtnt lëé denx fbndioitt «rlntranes. En. effet, quelle qne aoit une fonction . i(> , on a
d^ (g ± €U) j, ^ Af (« d: «0
d'où Ton conclut
et comme on a aussi
dy _ d*f(x + ai) d^F{x^ai)
ces valeurs rendent identique l'ëquation donnée. Si le temps t est compte à partir de l'origine d
mouvement, et qu'on regarde a, ou v/— ,comm^
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une quantité positive ^œ + at sera une quantité po-« sitive pendant toute la durée du monvement, et X'^at une quantité négative , ou une quantité positive et moindre que /• Si donc on désigne par ^ une variable positive » il suffira, pour pouvoir faire usage de la formule (3), de connaître les valeurs de fl^ et F(— Ç), depuis Ç=o jusqu'à Ç = oo , et celles de FÇ f depuis ^= o jusqu'à ^ = /. Or , on détermi«r nera, comme on va le voir, ces valeurs de JX et F (± ^) , par la condition de l'immobilité des points A et B pendant tout le mouvement , combinée avea l'état initial de la corde.
Supposons qu'on ait, à l'origine du mouvement
ces deux fonctions ^x et ^'x seront nulles pour x = o et pour x = /, et données, depuis x = o jusqu'à xzzzlj par la figure initiale de la corde et d'après les vitesses imprimées, à cette époque , à ses différens points. En faisant ^ = o dans la formule (3) et dans sa difiérentielle par rapport à ^, on aura
(px=fx + Fx, <P^=^i^—^d^'^
et si l'on fait
-f^'xdx = ^x ,
. et qu'on mette Ç au lieu de or , on en déduira
y^ = T<pr H- i^ç> n = ipç - i^K. (4)
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La fonction 4>( contiondni nae ciomI— le îÉrfailnm; wmg il est éYident qn'eUe dispinltni dMS la lbf(nrale (5)^ qui ae oompose de- la lomine dm Vrievit àe/X et F^^ relatiTei à denx valenri difféwntei de (f • On peat donc faite abstraction de cette donetaBle;» et nppoter^ {loar fixer leB idëes^ ^ne -k feotiboo ^ a'éfanonitie , qnaiid»Ç=±ow Les éfamSém (4) fiaront aloie ooiUialtre leeValtun dr/^JCtF^^ «Éaii eeolAmeiit dephiîs (cso jnBqn'ii Çtsal^ paieque Im fiMKtioBfl fÇët<l^iie tant doUiléca q« dans cet in* tenralleL
Les points A et B étant files, ii fandrà qiiè leé ▼alenrs de j^ qui rrfpondbnt kat e=^o et « t» I , uSent constamment nulles. En disant at=sÇp on attra donc 9 d'après Téquation (5),
pour toutes les valeurs de la variable positive ^.
En vertu de la première de ces deux équadoosi les Valeurs de FC — ^ ) seront égales et de signe con* traire à celles de y(. Si l'on met dans la seconde équation (5) , /+^ à la place de Z 9 ^^ qu'on la retranche ensuite de la première , il vient
ce qui fera connaître y^, depuis C=o^ jusqu'à (^=00, quand cette fonction aura été déterminée^ depuis C= o jusqu'à ^ = 2/. Enfin, en supposant Ç < Z, et mettant l — ^ à la place de Ç", dans la seconde équation (5) , on a
Par conséquent > les valeois de /{ iU^^ Ç ) , depuis ^ £= o joaqfu'à Ç =:/| ou , ce qui est k même chose, Délies de /Ç depuis t^^snl jusqu'à Çtss:^l, seront connues, d après les valeurs de FÇ, depuis ^s^o jusqu'à Ç ts: l.
Ainsi y les valeurs* de /Ç et FÇ étant données par les équations (4)f depuis ^sno jusqu'à Ç^=^ly les équations (5) détermineront celles de/{l'^Ç)ttâe F( — Ç) , depuis Ç = o jusqu'à Ç s» 00 . On connaîtra donc toutes les valeurs de ces deux fonctions , d'où dépendent celles de / ^ pour tous les points de la oorde et à un instant quelconque du mouvement. Les valeurs correspondantes de -^ et -^ ^ et^
par suite y celles de —^ seront aussi connues; et les valeurs de z et -r- s'obtiendront de la même manière.
al
Par conséquent, on connaîtra la figure de la corde, ides vitesses transversales de tous ses points à un instant quelconque ; ce qui est la solution complète du problème, eu ce qui concerne le mouvement de la corde, perpendiculairement à sa direction naturelle.
U n'y a rien , dans la question , qui puisse servir à déterminer les valeurs de f{ — Ç), non plus que celles deFÇ, qui répondraient à ^>>Z; de sorte que ces parties des deux fonctions arbitraires, dont l'usage de la formule (3) n'exige pas la connaissance , resteront tout-à-fait indéterminées.
486. Pour connaître la valeur de ^ qui résultera des équations (3), (4); (5); je considérerai successi-
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HIBiMiit . la partie de cette Taleor picovenant de la figura initiale de la corde , on de k fimdMQ:^ , et CjBUe'qni provifnit des vitettes initiales de aat diffii^ Dens points, ou de la.fonction ^'x.>
I*. A Torigine dn mouyement, soit ACB (fig. ai ) la projection dcmnée de la corde sur le plan des. « ^j, de socte qn'en prenant sor AB la putie ADs=«, l'ordonnée correspondante DCaoit fur. Après amir prolongé AB, je true la ccvnrbe Wk\ égale à A£D, maisinfersementplaoée, de manière qne, si Tmi prend WD's RD, Foidonnée IV C soit égale et de signe contraire à DCSnr les deux prolon^pnnens de AA', je répète indéfiniment la conrbe ACBC' A' ; en aorte qae A'C'Btl'^A'' 9oit la position qne prendrait ACBCA^ si cette. courilie glissait parallèlement à l'axe des x, jnsqn'è ce qne A vint en A' et A' en A% et qne AC,B,C,^, soit la position de A'CDCA, après atoir glisse de même jusqu'à ce que A' vint en A et A en A, ; et de même au-delà de A'' et de A^. Cela fait , si Tod prend deux abscisses
AE = X + a^, AE' = x — atj
dont la seconde pourra être positive ou négative y et qu'on élève les ordonnées correspondantes EF etE'F» positives ou négatives , leur demi-somme
•i(EF + E'P),
sera la partie de^ dépendante de la figure initiale de la corde.
2*. Supposons que les ordonnées de la courbe ACB, au lieu d'être les déplacemens primitiEs des points de
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la cor4e, représentent maintenant leurs vitesses initiales, divisées par a; en sorte qu'en prenant AD.=^,
on ait DC = - ç'x. Traçons une autre courbe AGH (fig. 22) , telle qu a l'abscisse AD = a: réponde l'ordonnée DG = " f^^xdx = <i>x. L'intégrale commençant avec Xy et la fonction ^^x étant aussi nulle , quand x =s o , cette courbe touchera l'axe des x au point A. Si l'on prend AB == / ,. et que BH soit l'ordonnée correspondante , on aura
BH
= \pjccdx,
et la tangente en H sera parallèle à l'axe des abscisses, à cause que l'on a ^*x = o , quand or = /. Je trace la courbe HCA^ égale à ACH, et placée de manière qu'en prenant BD' =BD , on ait D'C=I)lC ; puis je répète indéfiniment la courbe ACHCA% sur les deux prolongemens de AA", comme dans la construction précédente; et cela fait, si l'on prend deux
AK = X -f- fl^ , AK' = X — at ^
dont la seconde pourra être positive ou négative , et qu'on élève les ordonnées correspondantes KL et R'L', positives ou négatives , on aura
i(Kl,-K'I/),
pour la partie de y qui résulte des vitesses initiales des points de la corde.
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Lavakmr oompttte à» y sera done ■
et la m6mè 'construction donnera la valeur correspondante de %• En effets on a
rf.EF rf.EF rf.ET rf.ET
on aura donc
èl _ «/^J^ _ {rf, gr y , g /if; KL <f,Kl/-\ * ""iV^ ite dx J'*'tt\dst "• ST"/*
Or, si Ton mène par la pQiote F^ P^ h,V (fig* ai. et aa), lés tangentes F/; FJ', U,LT,el W^itiitntf ^^ F^or, tiXy L'a:, parallèles à Taxe des or et dirige dans le sens des ^ positives , on aura aussi
^=tahgxF/, ^-^ = tang ^F'/' , -^ = tang xLl, -^ — = tang xUP; il en résultera donc
+ - (tang xLl + tang xl/t); j
formule dans laquelle les angles seront toujours aigus, mais positifs ou négatifs; ce que la figure in* diquera pour chacun des points F, P, L, h\
DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 3o3
On construira de la même manière les yalevrs de z et ^.
487. Il résulte de la construction des courbes représentées par les figures 2 1 et 2a , que quand le produit
ai augmente de sZ, l'ordonnée j^ et l|i vitesse —^ ex**
primées par les formules (a) et (6) , reprennent les valeurs qu'elles avaient auparavarfl. Il en est de
même à 1 égard d^s valeurs de z et ^. Far conr
séqnent , la corde revient au même état , pour sa forme et pour les vitesses transversales de tous ses points, au bout de chaque intervalle de temps
égal à —. Daps le vide, et en supposant les points
A et B rigoureusemenl fiices^ la çoide exécutei^t dpQÇ ui^ suite indéfinie de petites osciUatiops
dont la durée serait — , pQur chaque osciUatiou eo-^
tière , l^Hée et le retour compris. Mais la résistance de Fair et la communication d'une partie du mouvement de la corde à ses points extrêmes A et B , affaiblissent graduellement les amplitudes de ses oscillations^ et finissent par les anéantir, sans altérer sensiblement 41sochronisme ; résultat semblable à celui que nous a présenté le mouvement du pendule dans Fair (n* 190), et que je me contente d*indiquer. comme une conséquence de 1 analyse , confirmée par l'observation.
Si donc on désigne par T la durée d'une vibration ou oscillation e&tière de la corde, et par n le nombre des Vibrations qui auront lieu dans l'unité de temps ^
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Lé tôH d'noé corde sonore est d*aataitt plîis 'dÙté i]ft'dlç &ît un plus grand nombre de Tiimtion» en nn temps donner il est donc détermine par le jnomhre /», lequel est, comme on voit , indepcmuRi^jjb lia' grandeur dès amplitudes, supposées très petitBS. Ftiitt* une même coide , ce hombri^est ptoptirtiAiiitiBl i'ia racine cacrëe de la tensionar ; pourdeuAfCoqfa dîune «èflêe matiàre et d*nne mémo épeissenr'. Je poids jrest pr<qportionnel à lalongneoiv^Vf'^ k nombre n, ^ tension ^;ale,.en imispn invmè^ odk longueur; enfin, pour deitx cordes de quAqie kmgncfnr et égalenaâit tendues, n âft* étt' rtiâôtt it/ftaïc des râdnes caitéèb de teur poidsl €és dMKrè^ âi ont été confirmées depuis long-temps par rèzpénenœ* Toutefois il y a des cas dont nous parlerons bientàt, ou la corde , à raison de son état initial , se dirâe en parties égales, jointes par des points qni demearent immobiles pendant toute la durée du mouYement; ce qui élève le ton proportionnellement sa nombre de ces parties aliquotes. . .
Si les points de la corde n'ont pas de vitesses ini- ^iiales, on aura simplement
j^ = i EF + lET' , I = j(tang^F/-t«ng*r/;;
En considérant avec attention la forme de la . coudre représentée par la figure :2i, on verra que toutes ks
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fois quelle sera un mnltiple quelconque de l, la vitesse
j- sera nulle , et la corde reprendra la même figure ,
mais située dans des positions alternativement inverses l'une de l'autre. ACB (fîg. 2?) étant sa figure, ]uand ^ = o y ce sera encore sa figure et ^a position ^ i]uand ai sera un multiplç^, jciif* ,dp, hiV^^^^ lorsqup <i( sera un multiple impair de /^ i H çojrde, prendra la portion inverse ACB , telle qu'en faisant AD'=s BD , cm ait D'Ci =s — DC. Dans ces deux positions extrêmes ACB et ACB, les vitesses transversales de tous les points de la corde seront zéro ; et la corde emploiera le temps ^T d'une demi - vibration , à passer de Tune à l'autre.
488. En général , les parties des lignes que représentent les figures 21 et 22 ne sont pas les prolongemens analytiques Tune de Vautre; ces lignes forment des courbes discontinues, c'est - à •*' dire , des courbes dont tous les points ne sont pas assujettis à la même équation entre labscissc et l'ordonnée; mais, aux points de jonction A^, B^^ A, B, A', B^^ etc. ( fig. 21 ) , A, , H^ , A, H, A', ir, etc. (fig, 22 ) , de deux portions difierentes , la tangente est toujours commune aux deux parties adjacentes. La courbe relative à la forme initiale de la corde ^ et celle qui représente la loi des vitesses imprimées à tous ses points, peuvent aussi être des courbes discontinues, pourvu qu'en chacun des points où leur forme cbange, la tangente reste néanmoins la même pour les deux parties adjacentes.
Cette restriction est fondée sur ce que par leur
ao
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nature , la force accélératrice d'an point matériel et la vitesse dont il est animé , sont toujours des quantités finies, existantes et mesurables; en sorte que, dans les problèmes de Dynamique, les fonctions du temps qui expriment les vitesses et les forces accélératrices des différens points d^un mobile , ne doivent jamais devenir infinies. Ici , la condition relative aux vitesses est remplie ; car les vitesses transversales s'expriment par la formule (b), au moyen des tangentes de certains angles , multipliées par la constante a ; et par hypothèse , ces angles ne s'élèvent jamais à 90"*, et sont, au contraire, toujours très petits. Quant aux forces accélératrices , elles deviendraient infinies , dans les pointa où deux portions de la corde se couperaient sous un angle fini , et ces forces croltraient sans limite, près de semblables points de jonction.
En effet , soient m et m' ( fig. 20 ) deux points de la corde , très rapprochés de M ^ , et dont nous rendrons ensuite les distances à ce point infiniment petites. Considérons, a un instant quelconque, les forces qui agissent sur la portion mM'mf de la corde, c'est-à-dire, les tensions qui ont lieu à ses extrémités , et sont dirigées suivant les parties mh et m'h' des tangentes en /n et /n^ Repréisentons ces tensions par H et H' , et par fjt, la masse de mM'm\ Pour que la force accélératrice, parallèle à AB , de cette petite masse, ne devienne pas infinie, quand jul sera infi« niment petite , il faudra que la différence H — Hf soit très petite et au moins proportionnelle à ^t. De plus, les composantes de H et H' perpendiculaires à AU
et pandlèles à Taxe des j, seront H (^ et H'fjn,
«n rabstituaot ^ à ^ , comme dans le n® 4^3 , et
daignant par f^\ et [^ j les valeurs de ^ qui répondent à m et m'« La force motrice qui tire /t vers AB f aura alors pour valeur
«(©-«'Ci3
Pour que la force accélératrice correspondante ne soit pas extrêmement grande , et ne devienne pas iafinie^ quand la masse fc sera infiniment petite , il sera donc nécessaire que cette différence soit aussi très petite, et au moins proportionnelle k /ul; et commfe les quantités H et H' différent déjà très peu Tune de l'autre , il faudra qu'il en soît de méâlé à Fégard
, dont la différence devra être infiniment petite y quand les points m et m! seront infiniment rapprochés de M^ Donc , en aucun endroit de la corde et à aucun instant, les tangentes mh et m^h', en deux points infiniment voisins , ne pourront se couper sous un angle fini ; ce qu'il s'agissait de faire voir.
Cette conclusion aura encore lien, lorsque la cord^ sera composée de deux parties de matières diffé^ rentes : k leur point de jonction , l'ordonnée^ et son
coefficient différentiel -y- devront avoir constamment
une même valeur pour ces deux parties; ce qui fovrr-
a. (rs .. [$
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nira, comme la fixité des poiats extrêmes, des équations indispensables pour la détermination des fonctions arbitraires , et sans lesquelles la solution du problème serait indéterminée (^).
48g. D'Alembert a résolu le premier le problème des cordes vibrantes ;• la solution qu'il en a donnée est celle qu'on vient d'exposer , et qui est fondée sur l'intégration, sous forme finie, de l'équation
-^ = a* 2^; mais au moyen de la formule (a)
du n* Sj3, on peut aussi résoudre cette question d'une autre manière.
Quelles que soient les fonctions données ^ et f 'x, pourvu qu'elles scAent nulles , quand x = o et quand âp =s /, on a, d'après la formule
fx = j 2(/Sin ^ (p^dic') sîn iyi , ^'x=J.2(/;siaiî^(pV^')sin^^ ^^""^
pour toutes les valeurs de x, depuis x:r=o jusqua x=/ inclusivement, c'est-à-dire, pour toute la longueur de la corde-; i étant un nombre entier et positif, et les caractéristiques Z indiquant des sommes qui s'étendent à toutes les valeurs de /, depuis /=i jusqu'à £ = 00 . D'un autre côté , toute expression telle que #
(♦) Voyez y pour cette solution, le Journal de l'École Polytechnique, XVIII' cahier, page 442-
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j zBs (h sin état + B.cos aat)sin(eix + C)j. (b)
satisfait, comme il est facile de le vérifier, à Yé-^ qoatioQ donnée
AyB, CL, 6 , étant des constantes arbitraires. D'après cela , si Ton prend
cette valeur de j^ satisfera à toutes les couditions du problème, et en renfermera, conséquemment , la solution.
En effet , chacun des termes des sommes Z satisfera séparément à Téquation (c); par conséquent, ces sommes y satisferont aussi , puisque cette équation est linéaire. Si Ton fait a:z=o ou a::=zl dans la formule {d) , on ^jz^o, quel que soit t} ce qui remplit la condition de la fixité des points extrêmes de la corde. Enfin, la formule (d) doAne
ï=7^Uo sm^ipor'.ir'jsm-j-cos-^ p"^V / sin— ^ ^xaor'J/sm-y- sm-j-;
et si Ton fait tz^Oé^iws ces valeurs de^* et ;^ ^
3io TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
deviennent ^x et ^'x, en yertu de l'équation (a); ce qui satisfait à Tétat initial de la corde , dans tonte st généralité.
Cette autre solution du problème est due k Lagrange» qui a aussi fait voir qu'elle coïncide avec celle de D'Alembert.
Avant Lagrange , D. Bernouilli avait déjà résolu }e problèinç des cordes vibrantes , en prenant pour j une valeur composée de termes compris dans la formule {b) , et assujettis à devenir nuls, quel que soit t, pour xa=o et pour xsnl, c'est-à-dire , au moyen de l'expression
2irX
A sm -7 -|- 13 cos -T- J sm -j- -|- (A sin -j- -|- B'cos — 7~ ) sm -y
+ (A 'sm —j — [-B 'cos —j-j sm -y- , etc..
dans laquelle A, A', A", etc., B, B', B", etc., sont des constantes arbitraires. Il manquait à cette solution, pour être complète , la détermination de ces coefiiciens , d'après un ctat initial de la corde, donné arbitrairement; ce qui était, sous le rapport de l'analyse, la difliculté principale de la question : cette formule (J^) suffisait, d'ailleurs, pour faire connaître les différens modes de vibrations transversales des cordes sonores , et les lois de ces vibrations.
490. Les formules (d) et (e) mettent en évidence les lois du mouvement de la corcfe vibrante, que Ton
a énoncées dans le n* 4^7 ; elles montrent aussi que le ton peut quelquefois s'élever, comme on la dit dans ce numéro , et le nombre n des ribrations dans l'unité de temps, devenir un multiple de sa valeuir générale, sans que K tçnsion de la corde ait été changée.
En effet , supposons que les yaletlrs de ^af et ^'x' soient telles que Ton ait
/ ^x' sin -~ dx' = o , f ^'tr' sin -^££r'= o, (g)
pour toutes les valeurs de i qui ne sont pas des multiples d'un nombre donné m; conditions que Ton peut remplir d'une infinité de manières différentes. Les formules (d) et (e) ne renfermeront que des sinus et cosinus des multiples de --7— ; par conséquent , l'état et la position de la corde redeviéridrotlt les mêmes toutes les fois que at augmentera d'un
multiple de — ; et d'après la valeur de a,^ celle du nom-
bre n , d'où dépend l'élévation du ton (n** 4S7) 9- sera
c'e8t-à-4ire, qu'il se trouvera Àugndenté dans-le rapport de m à l'unité.
Datis ce cas , la formule (d) ne contiendra que le^
sinus des niultiples de ^^^ ; (m aura donc consfâïtt-
ment ^ sa o pour les points équidistans N , N', N"j, ef€ , de là corde (fig. 24)» ^"^ répondent, à
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0?=— , =— f =-> etc.; en sorte que ces points,, •
9u nombre de m — i , demeureront immobiles , comme les points extrêmes A et B , pendant toute la durée du mouvement. Pour cette raison^ on appelle les points N , N', N", etc. , des nœuds de t^ibnUions. A Torigine du mouvement , ils n'auront reçu aucune vitesse, et n'auront pas .été écartés de la droite AB^ Les parties de la corde ACN, NCW, N'CW, etc., situés alternativement d'un côté et de l'autre de AB, vibreront comme des cordes isolées, dont les longueurs AN, NN'* NW, etc., sont toutes égales à - , et dont les vibrations isochrones et simultanées s'effectueront dans un temps égal à — .
La manière la plus simple de satisfaire aux conditions exprimées par les équations (g), est de prendrCi par exemple,
<px = h sm —j— , ^ a: = o ;
h étant une constante donnée. Cela suppose que les points de la corde n'ont pas reçu de vitesses initiales^ et qu'à loriglne du mouvement elle était formée de m parties égales et situées alternativement djun côté et de l'autre de AB. Chacune de ces parties de courbe est ce qu'on appelle une trochoïde^ qui a pour Ion-
gueur —, et pour hauteur A. Dans ce cas, la forr
piule [d) se réduit au seul terme de la première partie, qui répond à i:^m. En effectuant Imtégra^iou
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• relative àV, on a simplement
y = /tsin -y- cos -j— j
la figare de la corde est donc composée, pendant tonte la durée du mouvement , d'un nombre m de trochoideSj d une largeur constante et d'une hauteur variable ; et elle coïncide avec la droite ÂB^ toutes les
fois que (U est un multiple impair de — . Cette solution particulière du problème des cbcdes yibfantes est celle que Taylor avait donnée /avant qiié Ta' solution générale fût connue.
491 • Tout ce que nous avons dit par rapport aux vibrations transversales s'applique immédiatement aux vibrations longitudinales. U suffira, pour avoir a un instant quelconque l'expression de la variable ik du n* 482 , de mettre dans celle qu'on a trouvée pour jj la constante tt du n° 4^^ ^ ^^ place de a* On pren* dra alors pour ^x le déplacement du point M (Gg. 20) à l'origine du mouvement, suivant la longueur de la corde, c'est-à-dire, la valeur initiale de MF; et ^^x exprimera la vitesse initiale du point M , suivant MB ou MA, selon qu'elle sera positive ou négative. Ces fonctions ^x et ^'x seront données arbitrairement , depuis X s= o jusqu'à x=:l; et si elles changent de forme dans cet intervalle , il faudra que , pour les valeurs de x où cela arrivera , chacune de ces fonctions et son coefficient différentiel aient cependant la piême valeur dans les deux parties adjacentes de la corde.
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Il résulte de là que si Ton appelle T^ la durée eu- # tière d'une vibration longitudinale , c'est-à-dire , Fin* tervalle entre deux états identiques de la corde , et n' le nombre de ces vibrations dans l'unité de temps ^ nous aurons (n* 4^?)
Ce nombre n' et le ton de la corde qu^il détermine, ne dépendent pas de sa tension ^ar; cependant Tobservation indique que le ton longitudinal s*élève un peu quand la tension augmente ; circonstance qu'on peut attribuer à ce que la longueur de la corde, comprise entre les points A et B, restant la même» son poids p diminue quand on Tétend davantage.
49a. En comparant ce nombre n^ à celui des vibrations transversales de la même corde, on a
en sorte que, toutes choses d'ailleurs égales, le tOD provenant des vibrations longitudinales sera plus aigu que celui qui répond aux vibrations transversales , dans le rapport de \/q à V^<zsr.
Le poids 9 est la tension qu'il faudrait employer pour doubler la longueur naturelle de la corde, en supposant que la loi de son extension fat constante. En effet, si Ton suppose que, pour une tension donnée A, la longueur d'une partie quelconque de la corde augmente dans le rapport de i + J^ à l'unité,
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rélément adjacent au point M , qui éprouve succe»sivement les tensions « et T dans 1 état d'équilibre et dans letat de niouyement, augmentera dans les rap-
hm /T
ports de 1+ — et de i + -r- à l'unité; les longueurs
dx et dsy dans ces deux états, seront donc entre elles comme A + J^^ est à A -|- ^T ; en sorte que l'on aura
ds A + n:
d'où l'on tire
dx
- A+fit'
ds
— dx dx
en négligeant le carré de la fraction «T. D'après les valeurs de ds'-^dxet de T— « du n® 4^^^ ^° ^^^ donc
par conséquent , q sera la tension qui répondrait à cT = I , ou qui doublerait la longueur de la corde , si son allongement croissait toujours uniformément.
Comme la tension w. d'une corde sonore est toujours très éloignée de celle qu'il faudrait employer pour en doubler la longueur, il s'ensuit que le rapport
^ de n' à n est toujours très considérable. On
peut le déterminer, à priori^ d'après l'allongement de la corde produit par la tension nsr, et mesuré directement; car si l'on appelle y cet allongement, on aura
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puisque J'tesl celui qui répond à la tension A; et en substituant cette yaleur de ^ar et celle de q dans Tex-
pression de —, il vient
d'où Ton coiiclut, réciproquement.
pour la valeur de rallongement y, d'après celle de 4. ' '
Ce rapport très simple du nombre dès* vibrations longitudinales à celui des vibrations transversales d'une même corde , a ét;^ vérifié par une expérience que M. Cagniard-Latotir a faite sur une corde très longue, dont les vibrations transversales étaient visibles et assez lentes pour qu'on pût les compter.
§ II. Plhtniions longitudinales dune verge
élastique.
495* Cette verge sera homogène ; et, dans son état naturel , je la supposerai prismatique ou cylindrique: la figure 2^ représente alors une section faite par le filet moyen AB , c'est-à-dire , par la droite qui passe par les centres de gravité de toutes les sections de la verge perpendiculaire à sa longueur (n* 3i4)- Si la verge est, par exemple, un cylindre à base circulairCi AB est son axe de figure; son diamètre est très petit,
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•et, dans tons les cas, les dimeasioDS des sections normaies sont très petites par rapport à la longueur de cette droite; mais elles sont, cependant, assez grandes pour que la verge résiste à la flexion , et soit ce qu'on appelle une vei^e élastique (n* 3o6)«
Dans le mouvement longitudinal de cette verge , que nous allons d'abord considérer , tous les points appartenant à une même section normale auront, à chaque instant, la même vitesse parallèle à ÂB; en sorte qu'il suffira de déterminer le mouvement d'un point quelconque M de cette droite.
Prenons sur cette droite un point fixe C ; et , dans l'état naturel de la verge , représentons par oc la distance CM , qui sera positive ou négative , selon que M appartiendra à la partie CB ou à la partie CA de AB. Dans l'état de mouvement, soit M', au bout du temps t , la position que prendra ce point M ; faisons MM' z=z u; et considérons u comme une quantité positive ou négative, selon que ce déplacement aura lieu du côté de B ou du côté de A, de sorte qu'on ait toujours CM':=x-^u. Il s'agira de déterminer la valeur de ii, en fonction de x et t.
Appelons p le poids de la verge, / sa longueur AB, et g la gravité. Dans l'état naturel de la verge, la masse de l'élément qui répond au point M , et
qui a dx pour longueur, sera ^-j- . Cette masse ne
changera pas pendant le mouvement ; et si l'élçment est sollicité par une force accélératrice X , dirigée dans le sens M'B ou M'A, selon qu'elle sera posi-
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ti¥6 ou négative, sa force perdue pendant Tînir
tant dt sera
pdx /^ d^tt\
Désignons par T la tension du même élément qui agit à son extrémité M', et sera une quantité positive ou négative, selon qu'elle aura lieu du dedans en dehors , ou du dehors en dedans;
T+§dx exprimera la ten«OD qui agi», en «s
contraire de T, à Fautre extrémité de c^ élément; il sera donc tiré , dans le sens M^ , par une force
égale à j-dxi et , pour l'équilibre de cette force et
4le la préoédente, il fiiudra qu'on ait
ce qui s'accorde avec l'équation (a) du n* 5 16.
Aux deux bouts A et B, il faudra, en outre, que la valeur de T soit égale à une force particunère, qui agira suivant AB à lextrémité A, et suivant le prolongement de AB à l'extrémité B.
494* LiA longueur naturelle de Felément que nous considérons étant dx , et sa longueur devenant dx + du, quand il est soumis à la tension T, on aura
f désignant un coefficient constant, dont la valeur.
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doqiiëe par rabservaiion ^ sera
si Ton représente par i'I rallongement total de la verge, lorsqu'elle est soumise à une tension constante et donnée A (n° 49^)*
Je supposerai qu'aucune force donnée n'agit sur les points de la verge ; on fera alors X = o dans l'équation du mouvement ; et en y mettant pour T sa valeur, il en résultera
OÙ Ton a fait, pour abréger,
P On aura , ea outre ,
du du m
"""^li* '^Tx' ^=^*'
fB d9sig«ant par t' la vitesse dn point Mf , et par s la dilatation de la verge en ce même point. Quand la valeui! de s s»a négative,, cette' dilatatioa se chapger^. eni une contraction ; et k tension T agira daaa le sews M'A ou dans k sens M^fi, selon qu'il y aura , effectivement , dilatation ou contraction.
L'état de la verge , à un instant quelconque , sera donc connu , lorsqu'on aura déterminé u en fonction de X et ^ ; mais , pour obtenir sa valeur, il faudra joindre à l'équation (1) celtes qui répoudeni à l'état
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initial de la verge et à ses extrémités. Or , quand tz=zo,je supposerai qu'on ait
de sorte que ^x et ç'x soient des fonctions données arbitrairement , depuis a:=: o jusqu'à a:s=zl, en prenant pour C la position initiale de A. De plus, à chaque extrémité fixe de la verge , il faudra qu'on ait u = o, pendant toute la durée du mouvement ; et T exprimera la pression que ce point fixe aura à supporter. A chaque extrémité libre qui ne sera sollicitée par aucune forcé donnée , il faudra qu'on ait
de même T=:OyOu ^ = o, pour toutes les valeurs de t.
495. On résoudra ce système d'équations de la même manière que celles qui répondent aux cordes vibrantes, soit en partant de l'intégrale sous forme finie de l'équation (i) , soit par des formules sembla» blés à celles du n* 489. Voici , en employant ces formules/ les résultats qui répondent aux différentes hypothèses qu'on peut faire sur les extrémités de la verge •
] ^. Si les deux points A et B sont fixes , il faudra que les fonctions données (px et (p^x soient nulles pour x = o et pour x=zl, et l'on aura, comme dans le numéro cité ,
z^ = j 2( / sm —j— (pxdx )sm -v- cos -j-
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Toates les fois que at augmentera de 2I,' cette yaleiir de u et celles de i^ et ^ qui s'en dëdnisent ^ et par suite l'état de la verge , redeviendront les mêmes qu'auparavant; par conséquent , si l'on appelle T la durée d'une vibration entière , et n le nombre des vibrations dans l'unité de temps , on aura
a y gÇ ^V pi ^
en sorte que le ton sera le même que si la verge était une corde flexible vibrant longitodinalement.
a®. Si le point A est fixe et le point B entièrement libre, il faudra que les fonctions ça: et (p^œ soient nuP-
les, quand a:=o, et que l'on ait aussi ^ = o quand
x:ssl; l'expression de if sera alors
les sommes 2 s'étendant toujours à toutes les valeurs du nombre entier i, depuis 1=1 jusqu'à î := 00 . En eflct , tous les termes de cette valeur de u satisfont à l'équation (i); ils remplissent, quel que soit ^, les
conditions iis=o quand a:=o, et -^'r^o quand
xs=/, qui répondent à ce second cas ; et , pour ^ = 0, on en déduit
œ qoi est effectivement vrai , ëh vertu de Vëqua*lion (7) du n^ 526.
La valeur de « et celles de 9 et de s qu'on en déduit^ redeviendront les mêmes > toutes les Ms que aê augmentera d'un multiple quelconque de 4h f^ conséquent , si Ton aj^Ue T' la durée d'une vibration entière de la verge ^ ou l'iatervalle compris entre deux retours consccutifii de la verge au même ëtat , on aura
Gptte durée sera donc double de celle qui avait lieu dans le premier cas ^ et le nombre des vibrations dans l'unité de temps sera seulement moitié. Donc le ton longitudinal d'une verge fixe à un bout et libre à son autre extrémité'^ est à une octave au-dessous* da ton de la même verge fixe par ses deux bouts; ce qui est effectivement confirmé par l'expérience. S"". Enfin , si la verge est libre à ses deux bouts, ks
valeurs de -^^ devront être nulles pour x = o et
pour a* == / , et l'on aura, daos ce cas,
U-=r. j J ^Xdx +j2( I C08— y-fx'Éfcr J COS -j- C08 —.—
les sommes 2 s'étendant, comme précédemment, à toutes les valeurs du nombre entier i^ depuis i^s i jusqu'à 1=00 .
Cette valeur de u satisfait, effectivement, à l'équa-^
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Ûoû (i), ainsi qa*à la Goodicion ^= o pour xcs o
et pour xrsilp qui doit svoir lieu, quel- que soit t^ dans ce troi$ièaie eas. Pour / sb.o ^ elle donne
ce qui s^accorde avec la formule (8) du n"" 326.
Lorsque j ^'x'djc'iiest pas sero, la verge ^ i
pendamoient de ses vibrations, a un monvenient prog^-essif et uniforme» dont la vitesse , commune à tous ses points, est égale à cette intégrale divisée par /• Si on la suppose nulle, la verge reviendra au même état, pour l» vdeiur» de t qui dîfféreronf entre elles ,
d'un midtiple de — ; en s<Mrte que la durée de cha-
cune de ses vibrations , et leur nombre dans l'unité de temps, seront lesi mémeir que dans le premier cas. n en résultera donc que le ton d une verge fixe par les deux bouts , est à Vimisson de celu^ de la même verge entièrement libre ; ce qui est aussi conforme à Texpérience.
Au reste, il ne s'agit , dans ce qui précède^ qn^ du ton fondamental f ou le plus bas, d^me verge élastique* La rennrque du n"" 49^ ^^^ ^ nœuds de vibrations et sur les élévations de ton qui leur correspondent , s'étendra sans difficulté au ttiouvéïiléiit de cette verge ^ dana diacun des cas qu'on vient desamiNer*
ai.*
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496. Qaand la vei^e dont nous considéroiis le moaTement longitudinal, s'étendra indéfiniment de part et d'antre du point C , on n'aura plus à tenir compte de ce qui arrive à ses deux bouts^ et les valeurs de la vitesse (^ et de la dilatation s , relatives à un point et' un instant quelconques, se dëdniront immédiatement de rintégrale de Téquation (i) sous forme finie, dans laquelle i} suffira de déterminer les deux fonctions arbitraires , d après les valeurs initiales de i^eiSj qui seront données en fonctions de x*
Cette intégrale est
u = ^ j: + fl^) + 4(^ ~" ^)j f et ^ indiquant les deux fonctions arbitraires. On en déduit, à un instant quelconque,
5F — '' — ^V— as 5 j!
dk dp(x + at) d^{x — ai)
^"^ dx '' dx *
Pour ^ = o, je suppose qu'on ait
p s=z foc, s =z Fx.
Dans le cas que nous considérons , ces deux fonctions seront données pour toutes les valeurs positives ou négatives de la variable; eu faisant ^ = 0 dans les formules précédentes , on aura
dçx d^x y. dmx . dix «,
d'où l'on tire
dx
=ÎFx+i/x, ^'=iF«_Jj/x,
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et y par conséquent ,
i» (x + al) I „ ,^_, ^,\_, i v./ , ^v
3g-^ = -F(ar-a/)--/(x — ai).
Qaels que 'soient tel a:, oa aura donc
P==^/(xH.af)H.i/(a:-a^)
formules qui feront connaître Tétat de • la yerge à un instant quelconque; ce, qui est la solution complète du problème.
497* Ces équations (2) renferment les lois de la propagation des ondes spnores le long d'une verge élastique , et, généralement^ dans une barre solide ^ homogène , d'une longueur indéfinie , et dont les sections perpendiculaires a cette longueur sont partout les mêmes et d nne petite étendue.
Le son partant du point C ^ la barre aura été ébranlée , à l'origine du mouvement , dans nne éten» due peu considérable^ de part et d'autre de ce point. En désignant par 2cl la longueur . de l'ébranlement primitif, les fonctions fx et Vx seront nulles depuis xss a jusqu'à x= oo, et depuis a: 2= — a jusqu'à X = — 00 ; elles seront données arbitraire* ment et indépendamment l'une de l'autre , pour toutes les yaleiirs de x comprises entre dzaj et lei
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fonctions /(ar4- o^), f{x—ai)j F(jrwM<)t f(a>-<<^)r n'anront aussi de valeurs différentes de zéro que quand U quantité ^ «f- ^^ ou x — o^ , contenue sous le signe y ou F , sera plus grande que *— « » et pl^s petite que a^ en ayant ^rd aux signes et en regardant a comme une quantité positiTC.
D'après cela 9 dès que o^aura surpassé aa> on aura i; = o et s^ss^o pour tous k$ pointe compris dans rétendue de Tébranlemant primitif; en sorte que le mouvemeift de cette partie de la barre ne durera que
pendant un temps ^^1 à — «Pour un p<»nt M situé
au-delà de cet ébranlement ^ du côté des x positives, on aura
. et les équations (a) se réduiront à
^ = - ~/(^-«<)4- î F (X - a«) î d'où il résulte
Tant qu'on aura a: > £ï« -f- a , ces valeurs de v ^\s seront nulles ; elles le redeviendront dès qu'on aura jr < ^^— " *î l'ébranlement parviendra donc au point
M au bout d'un temps égal à ; sa durée sera
— ; et la partie de la barre qui sera ébranlée à la fois, et dont M fera partie, aura aa pour longueur. Les
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némei résollmU auront lies du côté des x nëgn-^ tives.
Ainsi , de part et d'autre de rëbranlement primitif, il se produira une onde sonore^ dune étendue constante et ^[ale à celle de cet ébranlement y qui se pit^Migera uniformément avec la Vitesse a. Les vitesses propres que prendront siiccessivement les points de la barre , ne varieront pas avec leurs distances au lieu de rébranlemént primitif ; en sorte que riutensité du son , qui dépend de la grandeur de ces vitesses, sera constante, et ne s'affaiblira pas en se propageant; ce qui tient à ce que cette propagation a lieu dans une barre cylindrique ou prismatique.
Dans rétendue d'une onde sonore, la vitesse ne sera pas , eorome en tous les points de Tébranlement [irimitif , indépendante de la dilatation correspondante i l'une sera proportionnelle à l'autre , en vertu de l'équation v^sst^^^as^ qui montre que la vitesse v du point quelconque M est une fraction de la vitesse de propagation, exprimée par la dilatation s qui répond au même point , et que le mouvement propre de M aura lieu en sens contraire ou dans le sens de la propagation , selon qu'il y aura en ce point dilatation ou condensation*
U est important de remarquer que c'est à raison de ce rapport entre y et ^, que chaque onde sonore produite ne se partage pas en deux autres , et se propage dans un seul sens. Si ce rapport existait dans tonte rétendue de l'ébranlement primitif, le mouvement ae se propagerait aussi que d'un seul côté. Ainsi , eu
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snpposant qu'on 9\Xfx = — - àSXf lés équations (2)
se réduiront à
pour les valeurs de x négatives et plus grandes que — a^ abstraction faite du signe , on aura donc v ss o et ^ = o ; en sorte que le mouvement ne se propagera pas au-delà de l'ébranlement primitif du ràté des X négatives. Il en serait de même du côté des x posi*^ tives y si l'on supposait fx =: àSx.
D'après ce qu'on a vu dans le n^ 49^ 9 ^^ vitesse a de la propagation du son dans une barre indéfinie, pourra se conclure de la dorée des vibrations longitudinales d'une verge élastique, de la même matière et d'une longueur donnée. En supposant cette verge fixe ou libre à ses deux bouts , la valeur de a sera égale au double de sa longueur divisée par la durée de chacune de ses vibrations , laquelle durée se déduira de leur nombre dans l'unité de temps, et, par conséquent, du ton le plus bas de la veige: on doublerait le résultat de cette division, si la verge était fixe à une seule extrémité.
498. Au lieu de s'étendre indéfiniment dans le sens des x positives, si la barre est terminée en un point B, situé en dehors de l'ébranlement primitif, le son , après être parvenu en B , sera réfléchi vers le point C ; et il se formera un écho en ce point B, soit qu'on le suppose fixe , ou qu'il soit entièrement libre.
Je représente par c la distance CB , qui sera plus
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grande i{iie a. Dans le cas où B est nn point fixe , il faudra qu'on ait constamment 1^=0 pour ar=sc. Or, on remplira cette condition en remplaçant les formules (2) par celles-ci :
-♦--F(x+a/)---F(a:~a/)4--F(2C— or— a^),
+ iT{x + at)+^F(a: — a/) H-^ F(2C-a:-aO,
sans que ces expressions cessent de repr&enter Fétat initial de la barre , et sans que la yaleur de u , qui s'en déduit d'après les équations
du du
cesse de satisfaire à l'équation (i).
En effet y la variable a: n'étant plus grande que c pour aucun point de la barre , et c sui^passant a , on a 2C — Jf > «, et, conséquemment , y(ac— ar) :=o et F (ne — x) = o ; d'où il résulte v'=^fx et ^ =Fj:, quand ^ s=: o. A cause de c ^ et , on a aussi
f{c -I- ^) = o et F (c + ^0 ^== ^ ! ^ ^î donne v = o, poura^=c et quel que soit t. Enfin, on a
identiquement ^ = ^ ; et la valeur de .11, dont la
différentielle complète est s^^sdx^ sera la somme d'une fonction de x — at et d'une fonction de X + atf qui satisfera , par conséquent , à l'équation (1).
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GeU posé , pour un point M tel que Toii ait x^^a,. les <|.ttaQtitë8 f{a: -|- ai) et F (x -f« ai) seront nnller,. et les yaleurs précédentes de p et ^ se rédairont à
en faisant , pour abréger^
- F(!2C — jc — at) f^ac — x — ai) == i'^.
La quantité v' œssera d'être nulle quand on aura a^ > X — a; elle le redeviendra pour a/ = a: 4* «t le temps continuant de croître , i^^ cessera d*étre xéro pour a/ = 2C — X — a y et le redeviendra pour at=s2C — x+a; d*oii Ton concltit que le point M éprouvera deux ébranlemens séparés Tun de l'autre
par un intervalle de temps égal à ^^-^^ ^. Le
premier sera le son direct, et le second le son réfléchi ; ils auront lun et l'autre la même intensité, et se propageront avec la même vitesse a ; et commet d'après le sens de la propagation, l'un répondra à v' et l'autre à — (^,, on voit qu'il y aura , pour tous les deux » le même rapport entre la vitesse propre du point M et la dilatation positive ou négative dont elle sera accompagnée. On trouvera les mêmes résultats en supposant que le point B soit entièrement libre , auquel cas on devra avoir constamment 5 = 0 pour xts^c. Ces lois de la propagation et de la réflexion du son dans une barre solide , ont également lieu dans le cas*
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ée Tair OMteon daas ud canal cjKndnque ou prisiM-tique, très étroit; «elles des ▼ibratiotiS'^loogitodf-* nales d'une Ytfge âastiqae ,. qu'on a exposées dans le 9* 4gS f (COwrifinneBt aussi anx vibrations de l'air reo-fisrmé d^is un tnyau d'une loognenr donnée, ouvert ou fermé à ses eatrémitëSf e'est-à-^ire , aux sons.des fiâtes^ en faisant abstraction» toutefois, des modifia cations qui sont dues à rembonchure (^).'
§ m» Choc Um^iiudmàl des verges Mastiques.
499< L^ fimnules du n"* 49^ s'appliquent au cho^ de deux ou plusieurs vergés élastiques , formées d'une même matière^ ajant la même section nor^ malf , et dont les filets moyens se meuvent sur une mèous ligne ditoite. Pour cela, pendant toute la du«* rée du contact de ees corps » on les considérera oomme wie seule verge élastique, cylindrique on^ prismatique, dont l'état, variaUe d'un instant à rantarei^ra déterminé par ces formules dans toute sa longuenr, excepté dans une étendue de grandenr insensible, de part et d'autre des points de jooctk>n»
JS9 effet, considérons seulement deux terges élastiques dont A£ et FB (fiig. a6) soient les fileta moyws. Lorsqu'en se rapprocbant à raison de la
(^; Wqfez, sar ce point , mon Mémoire sur le Moui^ement éss Jflmidcs élastiques dans les tuyaux (^Hndriques et sur là Tliéom dûs imsirumens à vent, q«î fait partie du tome II des Mimmrss dcfJcaHémir des Sciences.
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différence de. leurs vitesses ^ la distance EF de leurs extrémités £ et F sera devenue insensible ^ et ne^nrpassera pins le rayon d'activité des forces moléenlaires , les molécules extrêmes de FiyM des deux verges commenceront k agir sur celles de Faotre, et réciproquement ; cette action mutuelle subsistera, en variant . d'intensité , tant que la distancç EF sera moindre que le. rayon- d'activité ; la force totale pourra être répulsive ou attractive ; et c'est réellement dans cette action à distance insensible, des points extrêmes des deux corps, que consiste le phénomène du choc. Or, la loi de l'action moléculaire en fonction de la distance nous étant inconnue, on ne pourra pas déterminer la valeur de EF en fonction du temps, non plus que les variations de vitesse que les points extrêmes des deux verges éprouveroM en vertu de cette force; en sorte que- si e et f MA des points de AE et FB^ situés à des distances^ de E et F y insensibles et moindres que le rayon d'activité moléculaire, les vitesses des points matériels appartenant aux tranches qui ont eE et F/* pour épaisseurs , seront inconnues pendant toute la durée du choc. Mais au-delà de e et y, et dans toute l'étendue de Kt et f^f l'équation (i) du n* 494 ^^^ lieu^ et l'état de ces deux parties de la verge totale se déterminera, à un instant quelconque , au moyen de l'intégrale de cette équation , suivant Thypothèse que l'on fera sur les deux bouts A et B, fixes ou mobiles, c'est-à-dire, au moyeu des différentes formules du n® 49^ f àm& lesquelles on n'aura plus qu'à mettre des valeurs convenables pour les fonctions arbiti^aires (px et f'x^
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5oo. Les forces moléculaires rariant très rajndement arec la dislance , il s'ensuit que les vitesses inconnues des points extrêmes des deux verges varié* TOnt de même ; de sorte qu'à un instant quelconque les vitesses des points E et F pourront différer beaucoup de celles des points e et jf , quoique les distances eE et yr soient insensibles» U en sera de même à l'égard des vitesses des points e et f, comparées Tune'à Tautre , que nous déterminerons d'après leurs valeurs initiales, et qui seront inégales et pourront même avoir des signes différens ; mais on démontrera , comme dans le n* ^SS, que la tension T, positive ou négative , devra être sensiblement la même en ces points e et ff sans quoi la force accélératrice de la maMe de grandeur insensible , comprise entre les sections normales en. ces mêmes points, deviendrait extrêmement grande et comme infinie.
Avant le choc , nous supposerons que chacune des deux verges a ]a même vitesse dans toute son étendue; dans cet état, la tension T sera nulle pour tons les points des deux mobiles : au commencement du dmc, c'est-a-dire , lorsque la distance EF atteindra le rajon d'activité moléculaire, on aura donc Tss o aux points e et f, comme dans tous les autres. La tension, toujours égale pour ces deux points extrêmes, cessera ensuite d'être nulle : nous en déterminerons la valeur ; et l'on verra qu'elle redeviendra aéro après un certain intervalle de temps. Or, si à * cette époque les vitesses des points eeif permettent que les deux- verges se séparent, c'est-à-dire , si ces vitesses sont dirigées en sens -contraires, ou bien , si
ellMsont dirigées dans le même setis, et que hi yitesse du point qui va devant soit la ptnê grande, IM deux verges se à^revont effectivement , et le dMe sera tei^miné. Mais si, à Tépoqae.dont il s'agit, les vi» tessea de e et y* ne remplissent pas Fnne de ces deux conditions , le choc recommencera , pour mui dire ; la tension^ ^^ ^^^ points e et /, reparaîtra ; puis elle redeviendra nulle an bout d'un nouvel intervalle de* temps ; et ainsi de suite , de manière q«e les deux Y^ff^es ne se sépareront pas, et vibreront comme une yerge unique , dont la longueur est AB.
Ainsi p la condition nécessaire et suffisante poar qne le choc se termine, et que Fune des étax^rtrgti se détache de Tautiu, est le concours de ces dea circonstances: i*. il est nécessaire que la tension soit nulle aux points e et /*, afin que lee'deux vergei ne s appuient pas Tune contre l'aiftre i 2\ il ikèit , en même temps , que les vitesses de ces deux points soient dirigées en sens contraire, ou bien, qu'elles soient dirigées dans le même sens, et que celle da point qui va devant soit la plus grande.
Quant aux deux bouts A et B , nous supposerom successivement qu'ils sont libres tous les deux, et qu'un seul est libre et l'autre fixe.
5oi. Désignons par c et c' les longueurs AB et FB des deux verges, et par l la distance totale AB; de sorte qu'en négligeant la distance insensible EP, on ait c + c' sK Z pendant toute la durée du choe. Soit M un point quelconque appartenaM à AE ou FB; immédiatement avant le choc, appelons x U distance du point M à un point fixe, pris sur h
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droite AB, et qoi sera la position du point A à cet instant. Au bout du temps t , compté de cette époque, mit a: -^ u \si distance du même point M k ce point fixe; nous aurons
a étant une constante qui représentera la vitesse de la propagation du son dans la matière dont les deux Tcrges sont formées (n* 497)* On aura^ en même temps ,
pour la vitesse u du point M , et pour la tension T, positive ou négative , qui aura lieu en ce même point; q daignant une constante donnée. La dilatation qui accompagne la vitesse 9 se déduira de T ,
et aura - T pour valeur.
Ces trois équations auront lieu pour toutes les valeurs de se, depuis ^ = o jusqu'à x^=zl^ excepté celles qui répondrarient à des points situés entre e et f, et qpi différeraient ^ conséquemment, de c d une quantité insensible en plus ou en moins.
5oa. Pour t=:Op on aura ii=o dans toute, la longueur de AB; ainsi ^ il faudra supprimer le terme dépendant de fx, dans les formules du n^ 495. Examinons d abord le cas où les deux bouts A et B sont entièfement libres.
Soit h la vitesse commune à tous les points de AE, il llnstant 011 le choc commence, laquelle vitesse
sera supposée positive ^ ou dirigée de A. vers B. Sent aussi hl la vitesse des points de FB, au même instant, qui sera positive ou native, selon que. les deux verges iront à la suite ou à la rencontre Tune de l'autre. Ces constantes h et K seront données , et leur différence h — K devra être une quantité positive , afin que le choc ait lieu. Dans l'expression de u rela^ve an troisième cas du n® 49^ f ^ faudra prendre pour ^'x une fonction qui soit égale à A , depuis AT =r o jusqu'à une valeur de x un tant soit peu moindre que Cy et égale à h\ depuis une valeur de or un tant soit peu plus grande que c ^ jusqu'à xss If ou , sensiblement , ^ = c + ^* On aura alors , sans erreur appréciable ,
f^f'x'dx' = Ac + AV,
V^co» *^dx'= 4- (h — h') un ^;
► ^ / ITT ^ ^ / '
eif à cause de ^x' = o, l'expression de u deviendra u=(hC'+'h'c) j + -;^(A — A ;2 jg sm -^cos-y- sin -y- ;
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier et positif i, depuis î = i jusqu'à / = oo . On aura donc , dans ce premier cas ,
T= -{h — A ;2 -sm -j- sm -j- sm — j— ;
et si l'on appelle m. et m' les masses des deux verges
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propoitipniielles à leurs longueurs c el c% le pre- * mier terme de cette valeur de i^ est . la vitesse
; — 7- de leur centre de gravité. Si les deux
vitesses A et h' sont égales et de même signe , on aura constamment v=ih et Tc=o; et, en effet ^ les deux verges vont alors à la suite Tune de l'autre, avec une vitesse commune, et sans se comprimer.
Les séries périodiques' et convergentes que ces formules renferment sont comprisei/parmi' celles dont on sait déterminer les sommes exactement* Pour toutes les valeurs données de â: et ^, ces sommes se déduiront , sans difficulté, de la formule connue
iÔ = sine— isinaS-f-lsinSe— Jsin494-etc., (5)
d^ns laquelle 6 est une variable renfermée entre les limites =b^ exclusivement. On pourra donc calculer les valeurs exactes de la vitesse sf et de la tension T, à chaque instant et en un point quelconque de Ae et y*B; ce qui est la solution complète du problème.
n y a plusieurs manières de parvenir à la formule (3). On l'obtient, par exemple, en différentiant par rapport k x, Téquation (8) du n*" 3^6, après y avoir mis a^ pour (px ; ce qui donne
équation qui a lieu pour les valeurs de x moindres que /, et dans laquelle la somme Z s'étend à toutes les valeurs du nombre entier i, depuis t= i jusqu'à
a. aa
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j 99» 00 » Ea effectuant rimégntiiHi ptr les lèglea ordinaiires» on a
on Mit donc
— * sa ■*• 2 ■ 1 ■ nn
frfmltat qoi coinoide avec Téquliaii (S), en ftoiiBC
5oS. Ea yerta de la isGonde ëqMliiHi (i)^ la ?a^ leur de T ert nulle, non-eeulement quand tsso, mais M8|i qMnd. f eat un imdtiple qndcoiuiiie
de -; elle, l'est 9mA^ quel ^^m ieit I» «v deu
bo^nte A et 9f ^{ca repMident a x ss 6 et jt dss /.
Si ^ est zéro ou un multiple pair de -, la première
équation (a) donne
ou, ce qui est la même chose ,
à cause de c +^' =: ^ et cosôr =: (— i)'. Or, on peut
DYNAMIQUE, SBGOIfDE PAMIE. 339
prendfe -^-^ — ^ pour 6 dans la formule (S) ; et il e« rëralle
Si Ton a jr <<c, cW-Ji-dire^ si le point M appartient à Ae, on pourra aussi prendre pour 8 la quantité
"T f <|ui sera moindre qi^e ^| on aura 4onc
«t cea valeurs nédniront Téquation (4) à (^ «= ^. Si ^ au contraire y le point M appartient à fB, on aura oc > c et 2/ — c' — j: < / ; on pouir» donc prendre
à caufiç de
an — r^ = — SMï — af — '
la formule (3) donnerai
j— sm j j
et y au moyen de cette valeur et de ceUe de 2^-iyl'sin'^^'^^"'"^\ l'équation (4) se réduira à
Les blesses initiales h et A' des depx jparti^ Ae et fB de la verge totale, sont donc ainsi vérifiées. On voit, de pl^s, quIeUçs4[mt lieu nop-MMlen^^t qn^d
tiple.pair de^; et comnoè à oft époques T «t^wfao
pour la :-^OTJ^' entière, il s'ebmit qur^ pô^ toni^ ces Talêursde i , les deux parties ite la verge se troiir MRKiid^l^ mèmf état qu>u cQoaoQMiimmpi^^ii
Ou peut fwuffquer i|ne k ynilftrw é^uatioBt^ 8fn«it ék èiËïit, st iNi r^^ dupmolB^ayp si Joi| y^fiditlso^ tf q|li*oii.ait . enéteÉMuA'X ss c , il en résultera ^
^;'a>iqpiliè«<riéi|Mttàn:(5)V ' '
ïlp^rii *SS cr - :!^,
on aurait donc i^ = A'; ce qui ne serait vrai que'da» le cas de V=:h,' où letat de lajpartie correspondante à eE ne peut différer de ceHii du reste de k Terge. Mais nous avons dit que, dans le cas générd, cette partii? et celle qui répond à F/*ne sont pas comprises dans les équa^ons du mouvement.
Si ^ est un multiple impair de -,1a première équi- ^iion (2) donne immédiatement
v=j {hc + Vc')
Or, en comparant cette valeur de p à la Coirmnle U),
on voit qu'elles se déduisent l'une de l'autre par rechange des lettres h et h', c et d\ d'où l'on conclut, sans nouveau calcul, que quand t est un multiple
impair de -, les points qui répondent à une valeur
de X moindre que d^ auront la vitesse h\ et ceux qui répondent à x^ c , la vitesse h\ c'est-À-dire , que si 6 est un point tel que l'on ait ÂG = c' et GB = ^^ , et qu'on prenne g et ^ k des distances insensibles de part et d'autre de G , la vitesse h'' aura lieu dans la partie Ag, et la vitesse h dans la partie g^.
5o4* Il résulte de cette discussion que si l'on a c=idf la partie ke aura la vitesse hl au bout du
teoips ^=-, et la partie y*B, la vitesse h au bout
du même temps; et cpmme à cet instant la tension T est partout égale à zéro, et que, par hypothèse , on a Â >• Â', il s'ensuit que \&& deux verges se sépareront l'une de l'antre ( n"* 5oo ) ; en sorte
que, dans ce cas, la durée du choc aura été -,
et les deux mobiles, parfaitement âastiques et égaux en masse, auront fait, après le choc, échange de leurs vitesses avant le choc.
Réciproquement, si les longueurs c et d sont différentes, le choc ne finira pas, et les deux verges élastiques ne pourront pas se séparer; car les époques où la tension est nulle coïncideront toujours avec celles d'une vitesse conimune et. égale, soit à A, soit à A^ pour les deux extrémités E et F , ou , plus eicactement , pour les deux points ^ et /^,
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Mais si Ton ^d^c^ auquel cas le p^fit 6 appati^ tidÉidra à f3 ^ et si Ton suppose que la rerge ëlas^ tiqne soit coupée en ce point , de sorte que la partie FB soit elle-même formée de deux parties FG etGB, qui avaient une même vitesse h* avant le choc^ la
partie GB se séparera au bout du temps < = -• En
effet ^ à ce< instant, la tension T sera ilulle» et les vitesse^ h' et h des points g éi g^ permettront la di»* jonction dfes parties Â6 et GB. Apl*ès le choc, dont la
durée aura été - • comme dans le cas de c' = c , la
partie GB se mouvra avec la vite^ A , et bs parties AE et FG, avec la vitesse commune A^ La même chose aurait encore lieu si les trois parties AE , FG , GBy étaient elles-mêmes coupées et divisées en d'autres portions égales ou inégales p pourvu qu'aTant le choc toutes les portions de AE eussent une même vitesse h, et toutes les portions de FG et GB une vi* tesse commune h'.
Ainsi, supposons y par exemple, qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique, soit coupée en un nombre n-f-n' de parties égales; et imprimons une vitesse h aux n premières parties, av^c laquelle elles viendront choquer la série des n' autres parties , qui seront en repos avant cette percussion . Si n surpasse n', aucune partie ne se séparera, et elles seront toutes transportées dans le sens du choc , en oscillant suivant cette direction, et faisant entendre le ton correspondant h la longueur entière de la verge , libre par ses deux bouts; mais si Ton a n'> w , les
parties antérieures , au nombre de /i ^ se détacheront des antres^ poutr se mouvoir avec une vitesse commune et ^ale à A ^ et les n' autres parties demeureront en repos et juxtaposées. Ce r&ultat^ étendu par analogie à une série de sphères /comprend le phénomène dont il a été question dans le n* 365.
5o5. Considérons maintenant le cas où le point A est fixe. Avant le choc , supposons que la partie AE soit en repos, et que tous les points de la partie FB aient une vitesse commune et négative, que nous représenterons par — A:. 11 £siudra alors &ire usage de l'expression de u relative au second cas du n"* 49^ f dans laquelle on fera (p'x = o depuis ^ = o jusqu'à X = c , et p'x = — « A: depuis x =i c jusqu'à X =r c + ^'= '• À cause de ^x = o, pour toutes les valeurs de x, il en résultera
w^a (21 — ly a/ 2/ 2/ '
d OÙ Ton tire
4^- ' (^^ — iWc . (2« — i)jrx (li — iWa/
r=: — -Î-2-T — cos^ r-^ — suai— r~ — cos= r^-—
«- af"-! 21 2/ 2/
^ 4^^- » (^ — ï)«^ (2«-*-f)i»jr . (21 — i)'7Tat
T=:— 22-2-- — co«^ 7-i— cos^ r^ — sm^ ,^ —
formules dans lesquelles les séries sont du genre dis celles dont on sait déterminer tes sommes , et qui feront connaître exactement la vitesse et la tension , à chaque instant ^ en un point donné de Ae ou àeJU.
Oa emploiera , à cet effet , la formule connue
j=:cosB — ^cos36+ 4 C08 58 -|- etc. y (6)
ç|ui a lieu pour toutes les valeurs 4e fl comprises entre ±iT exclusivement ^ et qui se déduit, par exemple , de la formule (7) du. u^ 5^6 , en la dif-
férentiant après y nvoir mis jc au lieu de for; et en
y. fakant; ensuite -j = 6« •
5o6., En vertu de ia* seconde équation (5), la tension T est nulle en toqs )és ptiints des deux verges, lorsque t est zéro ou pu multiple . quelconque
Si t est zéro ou un multiple pair de —, la première équation (5) donne
vr L ai — I 2/ a* J
ou, ce qui est la même chose,
à cause de c + c' = / et sin ~ = — (— i)'.
Or, d'après l'état initial des deux verges, cette formule , en tant qu'elle se rapporte à ^ = o , doit se réduire à ^ = o pour x <C c , et à ^=: — k pour ^ > c ; et c'est d'abord ce qu'il s'agit de vériOer.
pn prenant ^^7 — • pour G dans l'équation (6),
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il en résulte
2 (riVcos^iir •)-<—''')-
at — 1
Qaand on a x <^ c , on peut . aussi inrendre
— T pour fl; ce qui donne -; ;:
2(=iO:cos^îi=:-)'(^+''')
al
et ces formules réduisent^ effectivement ^ Tëquation (7) à f^ = o. Quand on a x > c, on aura aussi al — or — c' < /; en prenant donc
et observant que
cos
(21— _l)jr(x +V)
= — cos
la formule (6) donnera
au moyen de quoi et de la valeur précédente de
2 ^-r-j^cos ^ ^-y^ ' , 1 équation (7) se réduira
à (/=3— -A:, comme cela doit être.
Lorsque / est un multiple impair de — , la valeur
de i^, donnée par la première équation (5)^ est égale et de signe contraire à celle qui a lieu quand t est
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zéro ou un multipU pair de — ; il s'ensuit donc quaii
bout d'un temps égal k — , tous les points ie Ae ont
de3 vitesses nulles , et tous ceux de /b, des vitesses positives et égales kk; et comme à cet instant la tension T est partout égale k séro , il en résulte que la verge FB se détachera de la verge AE ^ et sera ré* fléchie ayec une vitefise égale et coutraire à celle qu'elle avait avant le choc.
Ajinsi 9 le choc de la verge FB contre la verge AE, qui s'appuie en A contre Un obstacle fiie^ durera
pendant un temps égal à —, et sera conforme à ce
qui a été dit, dans le n* 36a # sur la réflexion d'un corpd par&itemeht élastique. On peut aussi remarquer qu'au milieu du choc, c'est-à«4ire , au boot
d*un temps égal à -, on aura (^ = 0, d'après la première équa|ion (5), pour toutes les valeurs de x; en sorte qu'à cet instant la verge choquante FB aura perdu toute sa vitesse, et la verge AE n'aura aussi aucun mouvement. Au même instant, on aura, en vcTlu de la seconde équation (5) ,
d'où l'on conclura, par le même calcul que pour l'équation (7), T = — — ou T = o, selon quoa aura j^ < c ou jc > c. Au milieu du choc , la tenr
sion est donc nuUe pour toute retendue de la vergt choquante; mais la rerge choquée est condensée tinw formément; et c'est la pression qu'elle exercé dans I0 sens ÂE, ou de dedans en dehors , qui fait rebondir la verge choquante.
S rV. Digression sur les intégrales des équations aust
différences partielles.
5oj. Si Ion excepte un petit nombre d'équations aux différences partielles, celles d'un ordre ^upé^ rieur au premier ne sont point infégrables sous forme finie, lors même qu'il s'agit d'équations It-i* néaires. Pour résoudre les problèmes qui conduisent à ces équations , on est donc obligé , le plus souvent , de recourir à leurs intégrales en séries ; et il faut alors qu'on soit certain, dans chaque cas, que la série dont on fiiit usage a toute la généralité que éomporte réquâtion donnée aux différences partielles, et qu'elle renferme des fonctions arbitraires en nom«bre suffisant pour exprimer l'intégrale complète de celte équation. Ok", il n'j a pas de règle générale à ce sujet : ce nombre peut être moindre que celui qui toarque Tordre de l'équation donnée , ou des différences partielles les plus élevées qu'elle renferme ; il change avec la quantité suivant les puis^ sanoes de laquelle la série est ordonnée ; et il peut même arriver que toutes les fonctions arbitraires disparaissent 9 et que la série ne contienne plus qu'un nombre infini de eopstantes arbitraires , sans qu'elle cesse, néanmoins, d^exprimer l'intégrale com«
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plète. Ce sont ces diverses circonstances que nous allons examiner^ d'abord en général, et ensuite plus particulièrement, en ce qui concerne les équations linéaii^ auxquelles on est conduit dans la plupart des problèmes de Mécanique et de Physique.
5o8. Soit u une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes t^ oc ^ y^ z, etc. Sup- ]k>sons que cette fonction doive satisfaire à une équation donnée aux différences partielles , que nous représenterons par h'^'oi QueUe^que soit.la Yaleur de i^> lOD/.peut .toujours la coricevoip développée ea série ordonnée :shivaht lest puissances de Tune des variables t , xy jr^f z, etc., ou , plus généralement , d'une autre quantité 6 dépendante d'une ou plusieurs de ces variables. Soit donc
«t, €f y f etc., P, Q> R, etc. , étant des exposans et des coefficiens indéterminés. Si je substitue cette valeur de u dans l'équation L = o , que je développé ensuite L suivant les puissances de fl, et que j'égale séparément à zéro les coefficiens de tous les termes de ce développement, j'aurai une série d'équations, dont chacune renfermera une variable in* dépendante de moins que L = o ; et si je parviens à obtenir les valeurs les plus générales de a, C, y , etc. , P , Q , R , etc. , qui satisfassent à cette suite d équations , la série ( a ) sera aussi la valeur la plus générale de u qui satisfera à l'équation L = o. Selon la quantité G qu'on choisira, on aura ainsi différentes expressions de u en série ^ qui se-*
Tont toutes y sons des formes équivalentes , Fiittégnde complète de L = o ; en sorte qne si cette iot^pnde pent aussi s'exprimer sous forme finie, chacune de ces séries en sera un développement diflërént, et pourra toujours s'en déduire. Toutefois, lorsqu'on sera parvenu, d'aprfes les autres conditions du problème qui aura conduit à l'équation L=o^ à déterminer toutes les quantités arbitraires que contiendra la série (à) , il faudra qu'elle soit convergente pour qu'on en puisse faire usage ; et si elle devient divergente pour des valeurs de 8 , on devra changer cette quantité , et remplacer la série (a) par une autre , ordonnée suivant les puissances d'une variable différente.
Cela posé , en prenant pour L = o , des équations linéaires de différens ordres , on verra que les coefficiens P, Q, R, etc., déterminés de la manière la plus générale , peuvent néanmoins renfermer des nombres inégaux de fonctions arbitraires , selon que la série (a) sera ordonnée suivant les. puissances de telle ou telle variable 9; et l'on verra même, comme nous l'avons dit plus haut , qu'il pourra arriver que toutes les fonctions arbitraires disparaissent de cette série ^ qui ne renfermera plus alors que des constantes arbitraires en nombre infini , et qui n'en sera pas moins l'intégrale complète de l'équation L=o« Lé caractère distinctif de cette forme singulière de l'intégrale complète, sans aucune fonction arbitraire, d'une équation linéaire aux différences partielles^ consiste en ce que tous les termes de la série qui la représente se déterminent indépendainment les
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ni» des aatres, et $atis6>ot sëfn^rément ^ r^qfu^fâ^ dopn^, 4^ maïuir^ q«e la val^or gén^rfdia 4» ii $9t >. wiiim^ 4'iu9 iioîp])i« ioftai do yakiw» parti' çvAi^ ^ cette fiwMctioii.
\ 5ffQ..^ltf t^v «simple, r^qmtio» frjii m^
éaas laifaella o eft ana. coh)8taata doanëe. Si f aa dareloppa la valaw de ic tuivast las poissuoea éa4t Ml traa^a pour la série k plM.grfnérale qu iaditÊÊÉÊ à>jpalte ëqoatioa
^ ëtaot «ne fonction arintraira. Sou œtte forme; riatëgialé complète de l'équation (b) ne comporte donc qu'une seule fonction arbitraire^, laquelle re^ présente la valeur de u qui répond k t=so. Mais si Ton développe la valeur générale de u suivant les puissances de jcr , on trouve
>P^ et 'i^/ étant deux fonctions arbitraires, qui expriment les valeurs de i< et ^ , relatives à x=o. Par conséquent, sous cette autre forme, Finlégrale comr
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plète de l'ëquatiob {b) renferme deux fonetions ailM» traires.
Ces deux séries s'obtiennent par la méthode des coefficMBs et des exposans indéterminés ^ en faisant successivement A ss ^ et 6 ss op dans la série (a). On les déduit aussi du théorème de Taylor; car on a, d'après ce théorème ,
«=U+(<-.a)D'4-^VH-^~if|a)*H-etc.,
en désignant par a une valeur particulière de ^ ^ et supposant
ponr cette valeur f = a. Or^ l'équation {b) et ses différentielles snccessives par rapport ii t donnent • •
etc.
if'U
dx* dx*
Uit\ « u •
d'V dx^ »
dx»
La quantité l) restera donc seule arbitraire , et l'on aura
ii = U4-A(/-*)jj + -ij-;^;^+etc.;
ce qui coïncide avec la série Çc)^ quand on prend zéro pour la constante a, c'est-à-dire, quand on développe suivant les puissances de l, el que Ton
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fait U = Çx. On obtiendra semblablement la série [d).
Ces deux séries (c) et {d) peuvent, au reste, se transformer l'une dans l'autre. Eu effet, développons ^x suivant les puissances de :r , et soit
OÙ l'on désigne par A, B« C, B, E, F, etc., des censtantes arbitraires; nous aurons
li'^x _
«B i»^i»i it ifiàilttlé» (^ Utimài ■■ - ..ii«.
+ (b H- D<a + î^ + «c. ) X + (C + Eat + etc.) ^ + (D + F<tf + et<:.)^, + etc.
Or, si l'on fait
A + Gu + ïî^ + etc. = 4( , B + D<il + — + etc. =x= *« ,
■\t et 'i't senint deux fonctions arbitnires-.et joâér
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pendantes Tune de l'antre ; on en déduiira
HF<ï/ + etc- î±= ^J, etc
et la valeur précédente de u coïncidera avec la série (d). On transformera semblablement cette série (d) dans la série (c).
5i04 Blaintenanty désignons, à l'ofedinair»^ par e la base des logarithmes népériens, et prenoi^ dase^* La série (4) deviendra
iis=Pc**4-Qe^' + R<5»^ + etc.j
tes' eoeffidens F, Q, R, etc., seront des fi>nctions de ty et les exposans a, €, y, etc. , des quantité constantes. On aura donc
gss ««Pô-" + «HJc*' + >*«»• + etc.
En substituant ces valenn dans l'équation (b), et galant ensuite les eoeffidens des termes semblables dans les deux membres, on en conclut
f = ««'P, §==ae-Q, §=»«>'R, «te; par conséquent y les exposans tL, €,y, etc., resteront
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atlutraires , et l'on aura
m iàéàigami mmj^J^, B, Q, pte^ 4» conBtratet arbitraires. Initie il eo réBoItram
« z= Ae''""'e" + Be''^'e'' + Ce"*"'^*' + etc. , ■ (e)
pour rÎDtégrale complète de l'équation (b), ordonnée suivant les puissances de l'exponentielle e*; série qui est aussi le développement de cette intégrale , ordonnée suivant les puissances de e'. Or, on voit que cette série (e) ne contient explicitement aucune fonction arbitraire ; qu'elle renferme seulement deux séries infinies A, fi, C, etc., a, £, y, etc. , de constantes arbitraires; et que chacun de ses termes satisfait isolément à l'équation (6).
En développant celte eipr^on de u suivant Ip paissanceB de f, on a
« =à fte« + Be*' +0»* + etc.
. + (A«'< +.BCvf^, + (y^ -I- etc.) «<
etc.; et si l'on feit
Ae" 4- Be«' + 0>* + etc. =fx, 9x sera une Cooction arbitnire, on aura
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A«»c^+Bg»/' + Cyey, + etc. = ^s . ; .
etc. ,
et la série (é) coïncidera avec la série (c). On fera de même coïncider la série {e) avec la série (d) , çi^ développant la première suivant les puissances de a:, pour la rendre comparable à la seconde.
5i I . Chacune des deux séries (c) et (e) peut être «sprimée sous forme finie, au moyen.d'une même inl^prale définie.
D'abord, eu désignant par n un nombre entier positif, on a évidemment
Soit aussi
/ e~**rf« ^= k ;
en daignant par g une constante positive, et mettant
(à v/g et \/gdùà à la place d^'ai et dcùf lès Uiiiiies de cette int^rale ne seront pas changées, et f ttn
aura
/oo - • vr
d'où Ton tire
/oo _^, ^j I.3.5.. .a« -^i . ,.
en diiférentiant /i fois de suite par rapport è* g , et
faisant ensuite g^ i. Au mo^cn de ces valeurs, la
fonmule (c) pourra s'écrire ainsi :
. 8ir'fl(l/â/ d^tx i6«Vf d'mx , \
-1 L^— -^ -\ 5-; -5—- + etc. Je—o'dM.
et, d'après le tb^rcme de Taylor, elle se réduira à
QoeUe que soit la couslaote et, on ae chaDgera pas non plus les limites de l'intégrale f e— *W«o, en y mettant & — cl ^at au lieu de o; on aura donc
d'où Ton tire
OïliOplûn^n d« nièiuqlw aigres exponeutielles ^u> i^tr^t 4«u la ««nfi,(e)b b^ieUe deviendra, de celle manière ,
+ Co (' + »• V^> + etc.] e— "dw.
Or, si ng^ inUèi^i 'cdrii'me-pto luftit,
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nous aurons, en xaéroe temps,
ce qui fait coïncider la valeur précédente de u avec la formule (/).
Cette équation {f) est , sous forme finie , llnt^ràle complète de Féquatioa (b) ; elle 9e hnilfemie^ comme on voit, qu'une seule fonction arbitraire, qui se déterminera immédiatement d'après la valeur de u relative à ^ = o. Toutefois , cette forme de Tintégrale complète suppose que cette valeur de u , qui sera celle de ^x, croisse avec la variable dans un moindre rapport que e**, et que le produit e-"*"^jc s'évanouisse pour or = d= 00 , sans quoi la quantité comprise sous le signe / croîtrait indéfiniment avec a>, pour toutes les valeurs de t différentes de zéro, et l'intégrale définie , dont les limites sont a» = db 00 , aurait gênéi*aleraent une valeur infinie, ce qui est inadmissible.
Si nous faisons , pour un moment ,
nous déduirons de l'équation (y*),
du a r^ — «i»^/ / , . /— :\ •A»
« "^ = J /r„ ^""'"P" (^ + 2« Vât) da; en inic'grant par partie, et supposant que le produit *.
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de flr-** et ^' (or -f- a« ^^Mlûntaite an deu mites, on « - ,
- ' • . ' M à ■ _ mf.m^ k ' "
oe qai finit coindder la yileiir de ^r ^▼k ^^Dé de
]^'Ea piurtiEn]^ éie'^ sérié (d), on pairiéndrait k n'iie ifit^nde ^u fi[>râ^' finie de oetteéqiuitioii, moim î^qEiqple '(^e la ifiùrmnle (/), el qni contiendrait deux fonctions lurUfnotes, ''/^ jSTiÀ.^LaTdenr coiinné'de là quantité k, renfermée
'obtient.
y^riaUés dâSs^entes sons le^sispae A de manièie qu on ait
d'où Ton condut
à cause que les deux variables xeijr sont indcpea^ dantes Tune de Fautre. Si donc on fait
d'où il rësoltera
lOO
et si l'on regarde x^jr^ z, comme les coordonnées courantes d'une surface , t^ sera le volume . terminé par cette surface de révolution , et prolongé indéfiniment autour de son axe de figure, qui sera Taxe des z. Or, on obtiendra la valeur de ce volume en le décomposant en un nombre infini de tranches cylindriques, dont cette droite sera Taxe commun. Le volume de Tune de ces tranches , infiniment minces, dont les surfaces intérieure et extérieure auront r et r^dr pour rayons, sera égal au produit de sa base TfFrdr^ multiplié par sa hauteur z ou e^^'; le volume entier s'en déduira , évideinment , en int^prant depuis r t= o jusqu'à r =s oo ; par conséquent, on aura
f^fdr = TT
et A: = V^ ; ce qu'il s'agissait de trouver.
Je ferai remarquer qu'en prenant ^xsscos j:, et mettant a* au lieu de at dans l'équation (c), on aura
M= (i — «•+ A ^ — ÎL-- -f. etc.^ cos jrr ,
ou , oe qui est la même
u s= ér-*"cosx.
L'équation (/) devient , en même temps*,
u=s —T, I e-***cos(a:H-a««)a«;
mais on a évidemment
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d'oii Ton conclut
e| en égidant cette valeur de << s^ lune des précédentes, pu a
On peut donner une valeur imaginaife à la cons^
tante et dans cette équation; etsironynurta \/ — i au lieu de a y on aura
On a souvent occasion d'employer ces formules , qui se présentaient ici naturellement , et que Ton ob* tient aussi par d'autres moyens.
5i3. Les équations aux différences partielles auxquelles on est conduit , dans la plupart des problèmes de Mécanique ou de Physique , sont linéaires à l'égard d'une inconnue u, dn premier ou du second ordre par rapport au temps, et généralement à quatre variables indépendantes, dont u est fonction, savoir, le temps, que nous représenterons par t, et les trois coordonnées d'un point quelconque du système dont on s'occupe ; que nous désignerons par jt.
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jpZ.Si Ton exoepte lear dernier terme , indëpendant de tt et qu'oD peut toajoars faire disparaître , elles ne contiennent pas cette variable I explicitement , c^est* à-dire , que dans ces équations les coefficiens ne sont fonctions que deXfjr, z.Or, Ls=:o étant une de ces équations sans dernier terme , si Ton prend 0 s: e*, la série (a) deviendra
iis=Pe^4-Qe^ + Rev^+etc. ; (g) '
et si Ton substitue, dans h, cette série (g) au lieu ie u, il est aisé de voir qu'il en résultera
L = (M«- + N« + 0)e^ + (M'C* + N'ê + (y)eû ^ (ftp/y + N"> + Of') c^^+ etc. ;
My Ny 0^ étant des quantité qui ne contiennent que rinconnue P, d'où se déduiront M'^ N', 0', en y mettant Q au lieu de P^ puis M'', N"t 0'', par la substitution de R à la place de Q^ et ainsi de suite* Toutes les quantités M, M', M'', etc., seront nulles, lorsque Véquation L := o ne sera que du premier ordre, par rapport à L Dans tous les cas, cette équation donnée L = o se décomposera en celles-ci :
MX' + N'e
etc.
Br>*+ N">H- ^" * ^*^
Par conséquent, les exposans et, 6, y, etc. , seront des constantes arbitraires; les coefficiens P, Q, Ry etc. y se détermineront indépendamment Tun de lautref au moyen de ces équations (h)^ qui sont toutes semblables; et tous les termes de la série (g),
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c'est-à-dire, de l'intégrale complète de Fëquation L ^ o y ordonna suivant les pnissances de Texponenfiell^e ef^ seront des intégrales particolières de cette même équation.
Les équations (A) seront linéaires , comme L = o , par rapport à l'inconnue que chacune d'elles renfermera. Si L ne contient qu'une seule des trois coordonnées x^ y ^ z, elles seront simplement des équations différentielles ; et alors la série (g) ne renfermera que des constantes arbitraires p savoir, ^p^t y, etc. y et les constantes qui seront introduites par l'intégration des équations (h). Quand elles Seront aoi différences partielles , on pourra souvent les traiter comme l'équation L=sO| et exprimer leurs intégrales complètes en séries d'intégrales particulières.
5i4- On peut donner une autre forme à la série (g), en y changeant les exponentielles en sinus et cosinus. Soient y en effet, X, ft, p, etc., d^autres constantes arbitraires, et /?, ç, r, etc., p', c(y r', etc., d'autres inconnues. Si l'on met dans cette série
dbx V — I* =*=J^ V— I, =1=1/ \f — I, etc., au lieu de a, S, ^, etc. ; qu'on y remplace P, Q, R, etc. , par
ip±ijt>y— 1, 7?=^^?; V^i, irrfciK V— I, etc.; et que l'on prenne ensuite la somme des valeurs de u
qui répondront aux deux signes de V — i * oa aura
i4=zp cos M + q cos fJLt + r cos vt + etc. \ (*\ + p' sin M -|- y' sin [jLt + r' sîn vt + etc. j
Pour la généralité de l'intégrale de Ls=o, .exprimée indifféremment par cette dernière formule ou
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par la série (g) , il faudra que les constantes A » ft ^ p, etc. y aussi bien que ^, Cpy, etc., soient réelles ou imaginaires ; m^s il y a des problèmes dans lesquels les valeurs déterminées de X, fi, p, etc. , seront toutes réelles y et d'autres dans lesquels aucune des valeurs de a, €, y, etc. , ne sera imaginaire. Dans le premier cas , il conviendra d'employer la formule (i ), et dans le second, la formule (g); et lors même que réquation L =3 o sera intégrable sous forme finie , il arrivera souvent , dans des problèmes de Mécanique^ ou de Physique , que l'expression de son intégrale , au moyen de l'une ou l'autre de ces deux séries , sera plus propre que l'intégrale sous forme finie, à faire découvrir toutes les circonstances du phénomène; dont on s'occupera. Les questions relatives aux petites oscillations des points d'un corps élastique ou d'un fluide , qu'on a un peu écartés de leur état d'équilibre, sont celles où il conviendra d 'employer les expressions des inconnues sous la forme dé lasérie (î).
Lorsque les valeurs générales de P, Q , R , etc., et, par suite, celles de p, 9, r, etc. , p\ q', /, etc. , ne renfermeront que des constantes arbitraires, la for^ mule {£) s'écrira plus brièvement de cette manière :
^ u ^=^ 1p cos Xt -f- ^p' sin Xt ;
les caractéristiques 2 indiquant des sommes qui s'étendent à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires de A et des autres constantes arbitraires, contenues dans p et p'. On pourra , si l'on veut , faire croître ces valeurs par degrés infiniment petits , et remplacer les sommes Z par des intégrales; mais
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cette aaire forme équivalente de Texpression de u D a aacan avantage ; et il vaut mieux conserver la précédente. «
5i5. Indépendamment des équations aux diflerences partielles qui conviennent k tons les points du système y il j a toujours, dans les divers problèmes de Physique ou de Mécanique, d'autres équati<ws qui n'ont lieu que pour les points extrêmes; telles sont y par exemple , dans le problème des vibrations longitudinales d'une verge âastique , les équations relatives ht la fixité ou k Tentière liberté des deux bouts de oette verge. Ces équations particulières serviront^ dans chaque cas, à déterminer les valeurs d'une partie des quantités arbitraires que renfermera la série (g) ou la série (i); quant à oelles de ces quantités qui resteront encore indéterminées après qu'on aura eu égard k toutes les équations de ce genre, elles dépendront de l'état initial du système. Pour en obtenir les valeurs , j'ai suivi, dans un grand nombre de problèmes dlflerens , un procédé uniforme , que je crois applicable à tous les cas, soit que la question ne présente qu'une seule inconnue u, et ne conduise qu'à une seule équatioa L = o , soit qu'il y ait à déterminer plusieurs inconnues dépendantes d'un égal nombre d'équations aux différences partielles , linéaires et simultanées. Ce procédé général a aussi lavantage de fournir, dans chaque exemple, la démonstration de la réalité des coustantes a, ^^ y, etc.» ou des constautes A , fi , v , e^c. , qui dépendent d'équations transcendantes quelquefois très compliquées^
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et dont il serai! souvent difficile de déterminer autre* ment la nature des racines.
L'exemple que nous donnerons de l'application de cette méthode , dans le paragraplw suivant , sui^ fira pour l'expliquer , et pour qu'on puisse l'employer dans d'autres problèmes. Au moyen de cette méthode, on déterminera, sans aucune difficulté^ les vibrations longitudinales des verges élastiques, dans les trois cas du n* 49^1 ^^ ^^on sera conduit, d'une manière plus directe, aux mêmes formules que dans ce numéro. Pqur exemple d'une question dépendante de plusieurs équations ' aux différences partielles, j'indiquerai le choc longitudinal de deux ou plusieurs verges élastiques, formées de matières différentes ; question qui a été résolue dans le pa-* ragraphe précédent, pour le cas particulier de l'ho* mogénéité, et dont je supprime ici la solution gé^ nérale, à cause de la longueur des formules qui sy rapportent.
5i6* Supposons que le temps i smt compté i partir de l'cnrigine du mouvement ; et soient
u=z/(a:,jr,z), ^ = F(a:,jr, 2},
les valeurs de l'inconnue u et de son coeflicient diff^ rentiel par rapport à t , qui répondent à ^ s= o ; de sorte que /(x, jr, z) et F {ûc^ jr, z) soient des fonc-* tions données arbitrairement pour toutes les valeurs des coordonnées oc, jr^ z, qui répondent aux points d'un système dont on considère les vibrations. Après qu'on aura déterminé toutes les quantités arbitraires
qne renferme la série (i) , d après Tétat initial de ce système , et en ayant égard aux équations particulières qui peuvent avoir lieu à ses extrémité , il faudra que cette série et son coefficient différentiel coïncident y pour ^ = o ^ avec les fonctions fipc^y^ z) et V{x p jr^ z)j dans les limites du système. Ainsi , il faudra qu'on ait
/(^f ^1 a) = P + ? 4- r 4- etc. , 1 .^. F(x, j^, z) =:?ip'+,jL(jf+,/+ etc.; j ^ ^
ce qui fournira un développement, ou une transformation d'un genre particulier, pour chacune des fonctions quelconques f{x, ^^ ^) et F(jc, j^, 2); transformation qui ne sera pas identique , et n*aura lieu que pour des 'valeurs limitées des yariables x.
Quoique le plus souvent on ne puisse pas démontrer directement l'exactitude de ces équations (A:), cependant il ne peut rester aucun doute à cet égard. En effet, d'après les considérations précédentes , la série (i) représente certainement l'intégrale complète de 1 équation L = o , c'est-à-dire , la valeur la plus générale de u qui puisse satisfaire à cette équation. Par hypothèse, on a déterminé les quantités arbitraires que cette série renferme , au moyen des autres conditions du problème qui a conduit à cette équation L = o ; si ces conditions ne sont pas incompatibles, et que le problème soit susceptible d'une solution , il faut donc qu'après cette détermination, la série (/) exprime la valeur de e£ à un instant quelconque et en un point quelconque da
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système; par conséquent, en faisant ^ = 0 dans eette série et dans celle qu'on en déduit par la différentiation relative à ^, elles devront repr^nter
les valeurs initiales de u et j- , c'est - à - dire • les
% al ' .
fonctions fÇx , jr, 2) tt F (x ^ jr, z) , quelles qu'elles soient, mais seulement pour les valeurs de a?, jr y Zy comprises dans les limites du système que l'on considère.
Dans l'exemple du mouvement longitudinal d'une verge élastique, les séries {k) représenteront, pour toute la longueur de cette verge , et dans les différentes hypothèses relatives à ses extrémités , les deux fonctions arbitraires qu'on a désignées par (px et q/x dans le n^ 49^» ^^ ^^^ séries coïncideront avec les expressions de px et ^'xy dont on a fait usage dans ce numéro, et qu'on avait démontrées auparavant.
517. La conclusion de tout ce qui précède est que, pour exprimer dans un problème relatif aux petites vibrations des corps, et dans d'autres questions de Physique, chaque inconnue, au moyen de la série {g) ou (1% il est nécessaire d'avoir démontré, préalablement, que cette série représente la valeur la plus générale de l'inconnue qui puisse satisfaire à l'équation aux diffi^nces partielles dont elle dépend , et , ensuite, de déterminer toutes les quantités arbitraires que cette série renferme, au moyen des données particulières du problème, qui répondent aux extrémités du système et à son état initial ; ou bien , il &ut omnaltre , à priori, comme dans le n^ 49^^ des expressions en série de la valeur initiale et arbitraire
de chaque inconnue, dont tous les termes » multipliés par des sinus ou eosinus d'arcs proporfionnds au temps I ou par des exponentielles, satisfassent isolément à réquation donnée aux différences partielles et aux autres équations relatives aux points extrêmes du système. On doit regarder^nmie incomplète une solution dans laquelle on n a pas démontré , à priori, la généralité de la série (g) ou (i) dont on &it usage, ou dans laquelle on ne vérifie pas , à posteriori , que cette série peut représenter la valeur initiale de chaque inconnue, quelle que soit cette valeur, dans tonte retendue du système , y compris les points extrêmes. D'après ce qui précède, la première méthode sert toujours apfriiicable; la seconde ne le serait que dans un très petit nombre de cas particuliers.
§ V. F'ibrations transversales dune verge
élastique.
5i8. Les verges élastiques sont susceptibles de quatre sortes de vibrations, auxquelles répondent des tons différens, et qui peuvent coexister dans une même verge, droite ou courbe dans son état naturel. Ces vibrations sont longitudinales, transversales» normales, tournantes ou produites par la torsion. Les vibrations normales consistent en des dilatations et condensations alternatives des sections de la verge, perpendiculaires à sa longueur ; elles n'ont pas encore été déterminées par la théorie. Les trois autres espèces de vibrations l'ont été; etlaualysema fait connaître, entre les tons qui leur correspondent, des rapports
que L'expérience a confirma, ou que les phjsîcîeiis avaient déjà remarqués. Telle est, par exemple, l'obeenration curieuse que Ton doit ht Chladni^ l^ suivant laquelle une verge encastrée par un bout et libre par Tautre, rend un ton plus grave d une quinte^ lorsqu'on la fait vibrer par torsion , que quand ellfe vibre hmgitndinalement ; cela revient à dire que 1% *' ton qu'elle rend dans le premier cas est le Aréme que celui qu'elle ferait entendre dans le second, si sa longueur était augmentée dans le rapport de 3 à 3 ; or, j'ai trouvé que ce rapport devrait être celui dé
^Tô à 2; œ qui diffère k peine d'un vihgtiènie du résultat que Chladni a énoncé en nombre rond.
Je renverrai, pour les développemens de tette partie importante de la Physique mathématique , au mémonre s^r V Équilibre et le tnoupement des corps élastiques, que j'ai déjà cité (n^ 5o6), et où je me suis aussi occupé des vibrations des membranes tiexi- Uea et des plaques élastiques. Il suffira , dans ce Traité , d'avoir considéré les cas les moins compliqués de ce genre de questions , qui sont ceux des cordes vibrantes et des vibrations longitudinales des verges élastiques , auxquels nous allons encore ajouter le Cis «des vibrations transversales.
5 19. Nous supposerons, comme dans le cas des vibretioiis longitudinales (n*49')f V^*^ s'agisse d'une MTge homogèiie , et , dans son état naturel , prismatique ou cylindrique ; nous supposerons , de plus , qu'elle n'éprouve aucune torsion sur elle-même ; en sorte que tous lei points de chaque filet longitudinal 2. 24
3^o TRAITÉ DE BiÉGANIQUE.
ne sortent pas d'un. même plan pendant toute la dorée du mouvement.
Soient AMB (fig*. 2j)'\9L' direction rectiligne du filet moyen dans Tétat naturel de la vei^e ^ Z sa longueur, et 0? la distance ÂM du point quelconque H à Textremite A. Au bout du temps t ^ supposons que M soit transporté en M^; abaissons de M' la perpendico-^ laire Ml^sur AB ; et faisons
Si ces deux variables uetjr sont supposées constamment très petites, et qu'on n^lige , en conséquence; leurs carrés et leurs produits , leurs valeurs en fonctions de ^ et 0? dépendront , comme dans le cas des cordes vibrantes (n* 4^3) , d'équations linéaires dans lesquelles ces inconnues seront séparées ; les mouvemens très petits , dans le sens longitudinal et dans le sens transversal , coexisteront donc sans s'influencer mutuellement; et comme nous avons déterminé, d'une manière complète, le mouvement longitudinal, nous pourrons maintenant en faire abstraction. Je ferai donc uz=zo,de sorte que tous les points du filet moyen oscilleront sur des droites perpendiculaires à sa direction naturelle , et que xeijr seront , à un instant quelconque , les coordonnées courantes de la courbe plane A^M'B', formée par ce filet. Je ferai aussi abstraction des petits mouvemens de dilatation ou de condensation qui pourront avoir lieu dans chaque section de la verge , perpendiculaire à sa longueur ; le mouvement qu'il s'agira de déterminer sera alors le même pour tous les points d'une même
DYNAMIQUE, SEœNDE PARTIE. 3)i
section; et il suffira de considérer celui du point qui appartient au filet moyen.
L'équation de ce mouvement transversal se déduira de réquation {/) du n* 3iio ^ en y mettant
Y — ^, OU simplement — ^, au lieu de Y, à
Ton suppose qu'aucune force donnée n'est appliquée aux différens points de la verge. Cette équation sera donc
b^ étant une constante positive, qui dépendra de la matière de la verge , de l'étendue et de la figure de la section normale.
Outre cette qquation ( i ), commune à tous les points du filet moyen, il y aura des équations relatives à ses extrémités , qui seront les mêmes que dans le prO^ blême de l'équilibre. A cet égard, il pourra se présenter' six cas différens , selon qu'à chacun des deux bouts la verge sera encastrée, ou seulement appuyée^ ou entSèremmit libre. Mais* comme ces six cas se traiteraient de la même manière, nous nous bornerons à en considérer un seul en détail , et nous supposerons que la verge soit entièrement libre à ses deui^ bouts A et B , auxquels ne sera d'ailleurs appliquée aucune force particulière.
Cela étant, pour toutes les valeurs de e, nous aurons ( n"" 3ao )
à l'extrémité A^ et
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k rextrémitë B^.
A Torigine du mouvement, la courbe du filet
ipoyen Qt los vitesses imprimées à tous ses points se* ^ ront connues ; si donc on compte le temps t à partir
de cette origine, et quon représente par ^x et ^'x • des fonctions données depuis x^so jusqu'à x =: / ,
on aura , à la fois ,
« = 0, jr = ^x, ^ = (p'a:. (4)
Ces fonctioQs arbitraires ^x et 9^'x devront , tonte-? fois , remplir les conditions relatives à or ss o et X^=^lf qui seront exprimées par la% équations (2) et (3) pour la fonction ^ , et par lenrs d^érenlielles rçlatiye^ k t pour la fonction ^'x*
Ainsi, la question que nous aurons à résoudre ood* sistera à trouver la valeur de j-, en fonction de ^ et x, qui satisfait aux équations (i), {7)^ (3), (4)» dont la première est la seule qui ait lieu pour tontes les valeurs de ces deux variables. Mais, auparavant, il est bon de comparer, pour une même vei^e élastique, le coefficient b qui entre dans l'équation de son mour vement transversal, et le coefficient a contenu dans l'équation de son mouvement longitudinal.
5ao, En désignant par g la gravité , par p le poids de la verge, et par q la tension qu'il faudrait employer pour doubler sa longueur /, on a (n^ 494)
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Le produit de la densité de la verge et de Faire de sa
section normale sera égal à ^ ; et d'après Tiequa-^
lion (f) da n"" Sao^ d'an Ton a déduit Féqyalioil (i) du mouvement transversal^ ou aura
b^^^^fl^^du; (5)
u, sf, k, k'p ayant la même signification que dans lé n"" 3i4> et la constante « du même numéro étant la valeur de ^^ rapportée à Tunité de surface^ de sorte qu on a
en aj^peUnt m Taire de la section nomiale àû tat verge^ Faîaoqs aussi
r sn^du =;= (êh^;
h sera une ligne dont la valeur dépendra^ de réten«> due et de la forme de son contour; et il en résulterai
d'où Ton conclut
Si la section normale de la verge est un rectan^ite dont la base soit perpendiculaire au plan de la courbe A^B', et ta hauteur égale 2l ut, on aura
ùd = ai^é , A:' = A: = 6 , wh* = ^ / "*^" = {y^y
* ■ et il en résultera
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Ikm k ctt d'iine v«ff^ cjKndrique 9 dont le njOB •era reprâenté pir ê, on apra
d'où Ton dëdoira d'abord
trt y ensuite y
Sni^posons enoore qve la section normale de la Terge soit nn triangle isoscàle, 4]» ait sa base perpendicnlaire an plan de la oonrbc AHIV; et, pour fixer les idées, supposons anssi que ce plan s<nt vertical , et que la base du triangle réponde à la bœ supérieure de la verge. Appelons A cette base, et 2S la l^auteur ; nous aurons toujours
mais la valeur de k sera différeute, selou que la face supérieure de la vei^e tournera sa convexité par en haut ou par en bas (n* 5i5). Dans le premier cas, on gara
d'où il résultera
et, par conséquent,.*
* = ^- Dans le second cas, on aura
aAi'
on en déduira et, entité,
Ces résultats nous serviront, plus loin, à compa«rer entre eux les tons d une même verge élastique , lorsqu'elle exécute des vibrations longitudinales , ou des vibrations transversales.
521. Maintenant, soient f? et g des fonctions de x, et m une constante par rapport à i^ et à qo. Pour sa-^. tisfaire à Téquation (i), prenons
cette équation devant subsister pour toutes les valeurs de ^, il faudra qu'on ait
et, en intégrant ces deux équations différentielles du quatrième ordre, il vient
• p :» Asinmj: + A'cMmx ■ '
y ^ Cunnuc + G' «m nu;
A,k% h, B';, C« CVI># B'^ étont le« Imii; o
A cause de k forme Upifaire de Téqaà^nm (i)', m 7 HtMen encore en^nyMBl ^''
et étendant les sommes S à toutes les Talenrs possibles, réelles ou imaginaires, de m et des huit autres constantes A, A', etc. De plus , cette valeur de^ sera l'intégrale complète de l'équation (i), d'après les considérations qu'on a exposées dans le paragraphe précédent.
- ' Si OB la sn1»titne dans les équations (a) et (3), qoi ont lien ponr tontes leé Talenrs de /, et, par comé^ qnent, ponr tons les termes des sommes 2 pris séparément, OQ aura
poar X = o ^t pour x ^ /. En mettant ponr p et f leurs Talenrs précédentes, il en résulte d'abord
et, eu outre,
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Al (2 sîn m/ — e"' 4" ^"""O = A'(e" ' + e"""' — 2 cosml), A'(asÎQ 111Z+ e^ — e"^*) = A (ii cos m/ — e"' — e~"^), C (2 sînm/— e-' + e— 'J =C'(e-' + e— '— a cosml)^ C (2 sîn/n/+ e"' — e"'^) == C (2 cos m/ — e"' — 6-"'J.
Or, en multipliant membre à membre les denx premières ou les deux dernières de ces quatre équationSi et supprimant , dans les produits, le facteur commun AA^ ou ce, on a
4 sin*m/ — (e"'-^e"""'/-|-(2COsm/ — e"'— c''"')*= o,
ou bien, en réduisant ^
(c"' 4- ^^■^) cosm/ — 2 s:s o ; (n)
équation qui servira à déterminer les valeurs de m. Les valeurs de A , A% etc. , qu'on tirera des équations précédentes, seront d'ailleurs
B = A s E(6"' 4- e— ' — 2 cosm/), B'= A'=^ E(2sinai»/— e-' + r^), D ss; C a= F(è^ 4- «-^ — 2 cos m/), ITœ C = E'(2sin2m/ — 6^4- iT-»;,-
E et F étant deux nouvelles constantes qili resteront indéterminés.
En faisant , pour abréger ,
X «: («"'4^ e"^' — 2COS JdiZ) (ainiiw: -f- ï e~ — ^ e^**) 4-(2 sini»/— c^4- ^■""') (cos mx 4- Jc^ 4-t^'"*^)^
la valeur précédente de jr deviendra
jr = 2X (E sin m'bt + E' cos m^bt) ; (b)
3j9 'WÊêXÈ m lÊickWS^PÊj Miti
kfomme S s?<tei4Mit,to«igwpff4 ;tgBtet.>i,.yilttii. jtapïMenjk» E eitEf, mus.sevlçpent à^jUMi^t ^nfMpt dttmiltmiâis ÎMrr&raatMm (a), j^ôur tmrtnciv tlh*
' r' ,^^ MM. m»V' '»./^l.. • . />j..^
des Meflidem E^t^F^ tcMms I èhhqM ifUèiir étin^
b n* 5i5. . , ,.^4 ; : ], .^ y, w ^ ^tj:u-Jr# j^iq
Remarquons d'abord que si m est ime radne « réquation (aj/il en sera de même à Tégard de —m,
m V — ïf — *m V— I ; de pins, les valeurs -correspondantes de X ne différerpnt entre elles qne parle
signe, on par on facteur V— i; d'où il r&ulte qu'on pourra réunir en un seul terme , dans la formule (b)f les termes qui répondent à ces quatre racines, et n'étendre ensuite la somme Z qu'à des valeurs réelles et positives de m, ou bien, à des valeurs composées d'une partie réelle et d'une partie imajginaire , s'il en existait , dont la partie réelle - serait positive. J)e cette manière . si m et m^ sont deux racines de l'é- . qiiation (a) dont on fera usage \ ni et m'* différeront de db m et d= m».
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Cela étant convenu , je multiplie Téquation (i) par Xi2r, puis j'intègre depuis x=o jusqu'à xs^l; ce qui donne ^ '
En intég;rant par partie, on aora
Jo dx* \ dx* dx dx'^dx' dx^d^yj
r^d'j- dKd'j- , j'X^r d'à n,rfd*x ,
"~L rfï^~"aï dx^'^'dP dx^'ap^sKIo'SFi^
Les termes compris entre les parenthèses répondent à x=:lf et ceux qui sont renfermés entre des crochets, à 0? = o ; ils se détruisent les uns et les autres, en Tertu des équations {2) , (3) , (4) , relatives à ces limites ; et , d'après Féquation {d) , qui a lieu pour toutes les valeurs de a?, si Ton met m^X à la place de
j-f sous le signe j, on aura Donc I à cause de
Jo^dë~^— — 3? '
nous aurons
L'intégrale complète de cette équation différentieUe du second ordre est
9^ . iinutsTÈ'va WÉCÊÊtMfm:^^
fl et ff daignant les deux constinl Pour 1^ d^iteniMnfif I j« fias < =t o d«|i ^Wla finmude et dans sa ^SBeréotMfe pair rapport k #} et^ en ayant ^fd an équations (4J^ g cnj^f^^ , ,^ , ,,
a<^>, o« tara doue , ,^
iiie«i|i#;a^|i« «o^ileMiit fae œa «Iti* ef .M«4ii4l m'est une racine de Tëquation (a), telle que mf et m'* différent de db m et =b m*, comme on Ta supposé tout à l'heure, il fundra que le terme correspondant à m' disparaisse du premier membre; ce qui exige qu'on ait
f^\Kfdx = Oi (J)
X' désignant ce que X devient quand on y change m en m\ Mais pour le cas de m'szm, on conclura de œttt même équation (e) ,
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ce qui (en connaître les valeurs de E et E' en fonc-tions de m y au moyen desquelles la formule (fi) deviendra
I— ri
= îX
/Xfxdx I X^x dx
*mW X*Ac
Cette expression de^ et la valeur de ^ qui s'en
déduit^ ne renfermant plus rien d'inconnu, elles feront connaître , k chaque instant , Tordonnëe et la vitesse d'un point quelconque M' de la courbe AIVTB' ; ce qdi ist la solution complète du problème. L'intégrale 1 \*dx s'obtiendra , sous forme finie f par
les règles ordinaires; les valeurs des intégrales j X^^rviret j Xjp'xdx, ne pourront , généralement, se calculer que par la méthode des quadratures. 5^3. Si l'on fait t^sio dans les expressions de 7*
dy
et ^ , on aura , d'après les équations (4) et (g) ,
Ces deux formules semblables auront lieu pour des
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ioDCtions quelconques ^x et ^x continues ou dis* continues, mais seulement depuis a? s= o jusqu'à X z=: t, et en observant qu'elles ne conyiendront aux valeurs extrêmes de x que quand celles de ces fonctions rempliront la condition énoncée précé* demment (n^ ^19)* Quoique nous ne puissions pas démontrer ces formules directement, elles n'en sont pas moins certaines, ainsi qu'on l'a expliqué dans le n* 5i6.
Dans le cas particulier où tous les points de la verge ont i^çu primitivement une vitesse commune et une vitesse proportionnelle à leurs distances à son milieu, il est évident qu'elle doit prendre un mouvement de translation et un mouvement de rotation, sans aucune courbure ni vibrations. Cest aussi ce qu'on peut conclure de ces équations (h) et de la foimule (g).
En désignant par c et y deux quantités constantes, on a alors
(px=:o, q>'x = c + y{x — il);
et si Ton dîfférentie la seconde équation (h), et qu'on ait égard à l'équation (d), on en conclut
I étant un nombre entier et positif. Par conséquent , le développement suivant les puissances de ^, de la partie
DYKÂMIQtlE, SECONDE PARTIE. 383
X an fn*bt dx
de la formule (g) , se réduira à son premier ferme
ts.1 ■>'
X<p'xdx\
lequel aura pour valeur t^'x , en vertu de la seconde équation (A). Donc^ à cause de ^o? = o et de la va • leur de ç'or, la formule (g) sera simplement
comme cela doit être.
534* Au moyen de l'équation (/)^ on peut prou-* ver que lequation (a) n admet aucune racine composée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire.
En effet , supposons qu'il existe une racine telle que
/ + gr V — i; il y en aura une autre qui ne différera de
celle-là que par le signe de \/ — 1, et setzf — g^ — i j on pourra donc prendre , dans l'équation {f) ^
y* et g désignant des quantités réelles dont aucune n'est zéro. On aura , en méma.temps ,
F et G étant aussi des quantités réelles. Par oonsé^
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quent , Técpiation (/) deviendra
équation impossible , puisqu'il faudrait , pour qu elle eût Heu p qu'une intégrale dont tous les élémens sont positifs, et qui en exprime la somme (n"^ i5), f&t égale à zéro. Donc aussi la supposition d'une racine
f + g V^ — I est inadmissible.
Cette dernière équation serait encore inadmissible si f OVL g était 2séro; mais alors on ne pourrait plus
prendre f-^-g V— i et / — gV^~i pour m et m'; car réquation (/) suppose que m' et m'* diffèrent de db m et zbni^ } oe qui n'aurait pas lieu dans le cas où l'une des deux quantités / et g serait nulle.
5!i5. Pour la racine m =s o de Téquation (a) , le terme œrveapondant de la formule (jg) se présente sous la forme ^ ; on obtiendra sa véritable valeur en supposant que m soit seulement une quantité infiniment petite. On aura alors
X = /^mH\x — ^Z) , cos m^bt = i , sin m^bt =. m*bt ;
et le terme dont il s'agît sera
Il répond à des mouvemens de translation et de rotation communs à tous lès points de la verge; nous en ferons abstraction ; et en n ayant point égard à la racine m = o, tous les termes de la série (g) seront périodiques.
Mais si Tcm fait attention que les différentes valeurs de m sont incommensurables y on voit qu'il n'arrivera pas, en général;» que tous les points de la yerge reyieotient, en même temps , à leur état' primitif , ou , autrement dit , une verge élastique n'exécutera pas dans tous les cas , comme une corde tendue , des vibrations transversales isochrones. Pour que Fisochronisme ait lieu, et pour que la verge fasse en* tendre un son unique et appréciable , il faudra que , d'après sa courbure et les vitesses de ses points à l'o^ rigine du mouvement , tous les termes de la foi^% mule (g) disparaissent, excepté un seul, et qu'elle se réduise à ia forme
^ = X(E sin m^bt + F cos m*bt) , (î)
où l'on a remis, pour abréger, les constantes E et E' à la place de leurs valeurs trouvées plus haut. Lorsque la foanule (g) se réduira à un petit npnibre de termes, la verge fera entendre à la fois plusieurs sons distincts, dont les tons ne pourront pas être comparés
entre eux exactement.
Désignons par A une valeur numérique de
mi tirée de l'équation (à), de sorte qu'on ait m =: ?.
Soit T la durée d'une vibration entière de la vei^e , correspondante à cette racine m , et n le nombre de vibrations dans l'unité de temps. D'après l'équa-* âon (i), on aura
en sorte que les diflerens tons cfue peut faire entendre une Yèrge pliée dans le même sens, vibrant transyei^ salement et libne par ses deui^bouts , dépendront des valeurs de A , et le plus grave , ou le ton fondamental , répondra à la plus petite de ces valeurs.
Il est évident que la quantité b*, donnée par la Formule (5) , ne dépend pas de la longueur / de la verge; s'il s'agit d'une verge cylindrique ou circulaire, on voit aussi que cette quantité est proportionnelle au carré du diamètre. Pour deux verges cylindriques et formées de la même matière, et pour le même ordre de vibrations, c'est-à-dire , pour la même valeur de X, le nombre n sera donc en raison directe de l'épaisseur et inverse du carré de la longueur.
S'il s'agit d'une verge prismatique, elle fera entendre , en général , deux sons différens , selon qu elle vibrera transversalement dans un sens ou dans un autre. Ainsi, en supposant, par exemple, que la section normale soit un rectangle, et qu'on fasse vibrer successivement la verge, de manière que la base ou la hauteur du rectangle soit perpendiculaire au plan de la courbe A'M'B', les valeurs successives de n seront entre elles comme cette hauteur et cette base , pour le même ordre de vibrations. Lorsque la section normale sera triangulaire, comme dans le troisième exemple du n* 520, la valeur de A' ne sera pas la même pendant deux demivibrations successives ; leurs durées seront donc inégales; ce qui n'empêchera pas les vibrations entières
d'être isochrones , en supposant toujours que la formule (g) se réduise à un seul terme.
En égalant à zéro le facteur .X de la formule (i), on déterminera les valeurs de x qui répondent aux nœuds de vibrations, c'est-à-dire, aux points immobiles sur la droite ÂB , pour chaque valeur de m, ou pour chaque ton que la verge peut faire entendre.
537. Lorsque la verge élastique que nous considérons sera encastrée à son extrémité A et libre à son autre bout, le filet moyen demeurera tangent en A, à la droite AB, pendant toute la durée du mcfuvement ; de sorte que les équations (2) du problème précédent devront être remplacées par
dr •
On modifiera, en conséquence et sans aucune difficulté, Tanalyse précédente; et l'on trouvera que la valeur générale de jr sera encore exprimée par la formule; {g); mais les valeurs de m, qu'on j devra employer, devront être tirées de Téquation
(e-* 4. c-"') cos mZ -|- 3 = o , (a')
<{ui ne diffère de l'équation (a) que par le signe du dernier terme : I9 valeur qu'on prendra pour X sera, en même temps,
X= (c"'+ €r^+ 2 cos ml) (sin mx — { «"'+ î ^r-"*) H-(2sin m/+e^— e— ')(cosiilï: — ie"'— ïe-~).
Pour que la verge ^ vibrant ainsi transversalement ,
ne fiasse entendre qu'nn seul son, il £atadra que, d'après son état initial , la formnle (g) se réduise à un seul terme ou à ja formule (i) , comme dans le cas précédent. Si Ton désigne par A' une valeur positive dé nU, tirée de l'équation (a'); par "F la du-
rée d'une vibration correspondante à m = v , et par
n' le nombre de vibrations dans l'unité de temps, on aura
et tout ce que Ton a dit, dans le numéro précédent, Snr là comparaison des tons des verges IflSres à leurs deux bouts, s'ap{>liquéni également au cas des verges encastrées à l'une de leurs extrémités : on dé« terminera aussi les noeuds de vibrations qui accompagneront chaque ton rendu par une même verge , en égalant a zéro la valeur précédente de X.
528. Pour résoudre , par approximation , les équa* tions (a) et (a'), je désigne par / un nombre entier positif ou zéro, et je fais
m/ = A == ^(21 + i)sT zfz cT, dans l'équation (a), et
m/ = A' = f (21 + i)<7r ± cT',
dans réquation {a'); / et eT' étant des quantités positives et qui ne peuvent pas surpasser j-pr. Je prends les signes supérieurs ou inférieurs devant ces nouvelles inconnues, selon que i est pair ou impair;
et /de cette manière, les équations {à) et (pT) deviennent
D'après les limites de ^T et /', il est aisé de voir que chacune de ces inconnues n'aura qu'une seule valeur pour chaque valeur de i; celle de J^, pour £=0, sera J" = jTT ; et comme elle répopd à m = o, il en faudra faire abstraction. Pour £=1, on a ^==0,01797, en négligeant cT dans le second membre de la pre^ mière équation (A:) ; et si l'on y substitue cette première valeur approchée de J^, on aura, plus exactement,
eT = 0,01765.
I^es valeurs de J^ relatives à î = 2 , f = 3 , etc. , seront encore plus petites que celle-ci 3 les valeurs de A différeront donc très peu des multiples impairs de 7 ^ ; et , d'après l'expression du nombre n , les tons de la verge libre par les deux bouts fonxieront, à très peu près , une série croissante comme les carrés des nombres 3, 5, 7, etc. La plus petite valeur de X, correspondante au son le plus grave , est
Dans le cas de £=:o, après quelques essais, OB^ trouve , à un degré suffisant d'approximation ^
cT' ff= 0,3043 1.
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La plus petite valeur de A' sera donc
X' = ^TT H- /' = i,87Qir.
En comparant donc son carré à celui de la valeur pré* cédente de A ^ et observant que ces carres sont entre eux comme les nombres rJ et n des vibrations, on aura
pour le rapport du ton le plus grave de la verge encastrée par un de ses bouts, à celui de la même verge libre à ses deux extrémités. Les autres valeurs de J' sont très petites; les valeurs* correspondantes de X' seront donc , à très peu près , les multiples 3,5, 7 , etc. , de ■£ ^ ; et les tons de la verge encastrée, le ton le plus grave excepté, formeront une série croissante comme les carrés de ces nombres impairs.
L'expérience a confirmé depuis long-temps tout ce que la théorie a fait connaître relativement aux séries de tons que font entendre les verges élastiques, libres ou gênées par leurs extrémités, à la position des nœuds qui accompagnent ces difTérens modes de vibrations , et aux rapports des tons, suivant les longueurs et les épaisseurs» Nous allons maintenant cornparer entre eux les tons, ou les nombres de vibrations transversales et longitudinales d'une même verge élastique. L'observation a aussi confirmé, sur ce point, les résultats du calcul.
Je supposerai, pour fixer les idées, que la
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' verge soit librct à ses deux bouts dans ces deux sortes de vibrations, et je me bornerai à considérer le ton le plus gt^ave pour les unes et pour les autres.
En employant la plus petite valeiur de A trouvée dans le numéro précédent, on aura
pour le nombre de vibrations transversales dans Tunité de temps. Si l'on désigne par n^ le nombre de vibrations longitudinales dans le même temps , on aura, d'après le troisième cas du n* 49^ f
et comme on a h=:.ah (n* 5ao), il en résultera
formule indépendante de la matière de la verge , au moyen de laquelle on conclura le ton transversal du ton longitudinal , ou réciproquement.
La grandeur de la ligne h qu'elle renferme dépendra de la figure de la section normale, et sera proportionnelle, toutes choses d'ailleurs égales, à l'é-* paisseur. Cette dimension étant très petite relativement à la longueur /, il s'ensuit que le ton des vibrations transversales sera très grave par rapport à l'autre ; ce qui est conforme aux observations qu'on fait le plus communément. D'après le n^ 620, si la vei^e est un cylindre dont le rayon soit €, on a A^ 76; et si elle est un parallélépipède, et que € soit aussi la demw
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épaisseur, on a A = — -L ; on aura donc • dans ces
deux cas y
n = (7,12164)5^^, n:^ (7,iai64)^
G>mine le nombre n^ est indépendant de la figure et des dimensions de la section normale, il s'ensuit que pour les mêmes grandeurs de € et de Z, ]e nombre de vibrations transversales est plus petit dans le premier
cas que dans le. second, dans le rapport de \/3
(*) Pour la comparaison de ces formules à robservation» vq^ez les Annales ds Chimie et de Physique, toine XXXTI, page 86. t
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CHAPITRE IX
EQUJLTI01V8 ET PEOPMÉTES QÉIVÉEALES DU
HoûvEMEirr v^ïju système db gorfs.
§ P', Équations générales de ce mous^ement.
53o. Puisque les forces perdues par tous les points du système pendant la durée de chaque instant doi-r vent se faire continudlement équilibre (n* 55o)y si l'on applique à ces forces le principe des vitesses virtuelles, on obtiendra une fonnule générale, de laquelle on pourra déduire, dans chaque cas, toutes les équations du mouvement, de même que Ton déduit toutes celles de l'équilibre , de l'équatiofi géné-^ raie des vitesses virtuelles. Quelque naturelle que paraisse cette combinaison du principe /général de la Dynamique avec celui de l'équilibre , on ne l'a pas faite cependant à l'époque où le premier de ces deux principes a été connu , et quoique le second eût été donne auparavant dans toute sa généralité. Ce rap* procfaement des deux principes est dû à Lagrange , qui a réduit, par là, à un procédé uniforme les solutions de tous les problèmes de Mécanique , ou du moins la formation des équations difierentielles dont
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ils dépendent. C'est ce procédé général qae nous allons maintenant exposer, en observant , toutefois, que Tordre qui a été suivi dans ce Traité, où Ton a résolu directement les problèiqes relatifs aux corps solides et aux corps flexibles, en allant du plus simple au plus composé» a paru plus propre k une étude approfondie de la «Mécanique et k renseignement de cette science , que l'on ne doit pas considérer seulement sous un point dé vue abstrait et indépendant des circonstances physiques.
53 1 . Soient m , m\ m", etc. , les masses des points du système dont nous allons nous occuper. Au bout du temps ^, compté depuis l'origine du mouvement, désignons par Jc^jr, z^ les trois coordonnées rectan* gulaires de m, et par X, Y, Z, les composantes de la force accélératrice appliquée à ce point matériel , dirigées suivant les prolongemens de or , ^, z^ dans le sens positif. Convenons aussi de représenter par les mêmes lettres, avec des accens, les quantités homologues qui répondent aux autres points m\ ni^ etc. Les composantes suivant les directions de X, Y, Z, de la force perdue par ce point quelconque m pendant Tinstant dt , seront
par conséquent, l'équilibre aura lieu dans le système, en supposant le point m sollicité par ces forces, et chacun des autres points ni^ m", etc. , par des forces semblables. Or, on formera l'équation générale de cet équilibre, en mettant dans lequation ((?)du n"" 54i^>
DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. SgS
les trois Icomposantes précédentes à la place de X , Y^ Z; ce qui donne
les sommes 2 s'étendant à tous les points m, m\ ni\ etc., du système, et se composant» par conséquent, d'un nombre de parties égal au nombre de ces points.
Nous supposerons, comme dans le numéro cité, que les liaisons de ces points matériels sont exprin mées par les équations
L = o, L' = o, L'' = o, etc., (2)
daés lesquelles L, L', L'^, etc., sont des fonctions données des variables or, ^, 2, x', etc., ou d'une partie d'entre elles, qui peuvent aussi renfermer le temps t explicitement. Si, par exemple, le point m est assujetti, à demeurer sui^ une surface qui change de forme graduellement , ou qui soit en mouvement dans l'espace , et que L = o représente l'équation de cette surface, L sera alors une fonction donnée de
Quelque les forces dont l'équation (i) exprime l'équilibre répondent à des quantités de mouvement perdues pendant la durée du temps dt^ et que pendant cet instant les positions des points m,* w! ^ ni\ etc., changent infiniment peu, on peut, néanmoins, supposer que cet équilibre a lieu dans les positions que ces points occupent au bout du temps t , c'est-à-dire , que l'on peut faire abstraction de leur
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changement de position pendant Tinataot dii qui ne saurait altérer les quantités de mouyement perdnes pendant qa'il s'effectue, que d'un infiniment petit da second ordre , et les forces motrices oorrespondaijtes, que d'un infiniment petit du premier ordre. Les déplacemens infiniment petits que suppose le principe des vitesses virtuelles , et qui sont exprimés , suivant les directions des coordonnées, par J'jp, ^, J'z ^ pour le point m , par J'x', J^y, «Tz', pour le pioint m\ etc., doivent donc satis£siire aux conditions du système, telles qu'elles sont à la fin du temps t ; par conséquent, il ÊLudra que les équations (2) aient encore lieu quand on y mettra ^H-J^x,^-!- jy, z + /s, Jc'H- J^x', etc. , à la place dea:,jr, z, a/, etc. , sans fiûre varier le temps t qu'elles pourraient contenir explicitement; d'où l'on conclut, comme dans le n*> 541 ,
^ ^. + P:r + g J^^ H- g,J^^+etc.=o, ^ J^^+^' jy + ^ «^^ + ^crj:'+etc.=o,U)
etc. ^ »
Au n^oy en de ces équations , on éliminera dans le prefaiier membre de Téquation (i) une partie des quantités cAr, jy, etc. , puis on égalera à zéro les coefficiens de chacune des quantités restantes. En employant, comme dans le n"" 34a » la méthode des facteurs indéterminés , on sera conduit , de cette
ananiirpj aux équations
etc.,
dans lesquelles A , X', >!'^ etc. , sont des facteurs dont les valeurs feront connaître les forces provenant de la liaison des points du système , et de la résistance des surfaces ou des courbes sur lesquelles ils peuvent être astreints à se mouvoir (n^ 343).
Les équations (3) et (4) seront toujours en même nombre que toutes les inconnues du problème , savoir: les quantités A^ X', A'', etc. , en nombre égal k celai des équations (a) , et les coordonnées des points m f m% m", etc. , en nombre triple de celui de ces mobiles y et égal au nombre des équatiofas (4) ; elles suffiront doiic pour déterminer, dans tous les cas , les valeurs de toutes ces inconnues en fonctions du txnoips*
53:2. Supposons que les forces données qui agissent sttr tous les points du systèmfe se partagent en deux groupes , de sorte qu'en ait
X = P + U, Y==Q + V, Z = R + W, etc.;
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supposons aussi qu'on soit parvenu à intégrer les équations différentielles du problème, en ayant seulement égard aux forces P, Q, R, P', Q', R', etc.; et soient a, b, c, etc. , les constantes arbitraires que renfermeront ces intégrales. On étendra cette solution aux forces complètes X , Y, Z , X', Y', Z\ etc. , au moyen de la méthode fondée sur la variation des constantes arbitraires , dont le principe a été exposé dans le n^ 22g. Les différentielles des quantités a, b, c f etc., devenues variables, seront linéaires par rapport à U, V, W, U', \\ W, etc., et de h forme :
Aï = AU -f- BV -f- CW H- ATJ' -I- etc., db = A,U+ B,V-f- C.W-f- A.'U'+ etc., de = A.U-1. B,Vh- C.W-1- A^^U'^ etc., etc. ;
A, B, etc., étant des fonctions des mêmes inconnues a, b, c, etc. Par là, les équations différentielles secondes du problème se trouveront changées en un nombre double d'équations différentielles du premier ordre ; mais cette transformation sei*a principalement utile , lorsque les forces secondaires U, V, W, U', etc. , seront très petites par rapport aux forces primitives P, Q, R, P', etc. ;*ce qui permettra , dans une première approximation , de considérer comme constantes les quantités a, & , c, etc. , que renferment les coefficiens A, B, etc., et, conséquemment , de déduire des formules précédentes, par rintégration immédiate ou par la méthode des quadratures, les parties variables de ces inconnues.
DYNAMIQUE, SEœNDE PARTIE. 899
Cest Lagrange qui a ainsi étendu k tous les problèmes de la Mécanique la méthode de la variation des. constantes arbitraires, à laquelle il avait ramené^ autrefois , ImÊhéorie des solutions particulières des équations différentielles, et dont il avait aussi fait d'autres applications moins génëjales. Mais il s'était borné à donner les expressionUgénérales des quantités U, V, W, U', V, W, etc. , en fonctions linéaires des difierentielles da^ db, dc^ etc. ; et il restait à trouver les formules inverses qui donnent directement , dans le cas général , les différentielles des inconnues a y h^ c ^ etc., en fonctions linéaires des forces U, V, W, etc. , et à démontrer, d'une manière directe et générale, les propriétés importantes dont jouissent leurs çoefBciens A, B, C , etc. C'est ce qui a été fait dans les mémoires que j'ai insères, sur ce sujet, dans le i5* cahier du Journal de V École Polj^technique, et dans le tome !•' des Mémoires de Vjàcadémie des Sciences ^ et auxquels je me contente de renvoyer le lecteur, curieux de connaître cette théorie dans tous ses détails et les conséquences qu'on en a déduites. En appliquant successivement les expressions générales de da, db, de, etc. , au problème du mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe suivant une fonction quelconque, et au problème du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, on obtient les mêmes expressions pour les différentielles des constantes homologues dans ces deux problèmes, si différens Fun de l'autre ; et par là les deux questions principales de l'Astronomie, savoir, la déter*:
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mination du mouvement des corps célestes^ comme des points matériels isolés, et la déterminatioa du mouvement de ces corps autour de leurs cenlresÀ gravité respectif, se trouvent ramen^aa aux mêmes formules et dépendre de la même analj^.
533. U est évident que si l'une des équations (i) est une suite des ^tres. Tune des quantités A, A", a'', etc. , devra rester indéterminée , puisque alors on pourra $upprimer ou conserver ari>itrairemeiil cette équation superflue. Si a et 6 sont des constantes doanéegf et qu'en ait, par exemple ,
V = flL + bU,
chacune des trois premières, équations (a) n*ajoiH tera rien aux conditions exprimées par les deux autres, et, conséquemment , l'une des trois incomiues A, A', A'', devra rester indéterminée. C'est effectif veraent ce qui aura lieu; car si Ton fait
A + oA" = )tA , A' + M" = ijl',
ces trois inconnues se réduiront, dans les équations (4)9 aux deux quantités yu et yi!j qui pourront seules être déterminées au moyen de ces équationsy et dont on pourra seulement déduire les valeurs de deux des trois quantités A, A', A'^
SI le point matériel m est assujetti à rester à des distances constantes et données de trois points fixes A j A', A!' (fig. 28) , sa position sera complètemeot déteinninée ; ses coordonnées auront donc des valeurs constantes ; et les trois premières équations (4) se réduiront à des équations d'équilibre , qui déter-
mioeroat les tensions des fils Am, A'rrif A"m, par lesquels le . mobile m sera attaché aux trois points fixes. Si ce point matériel est assujetti à deq^urer à une distance constante d'un quatrième point fixe A!", lune des quatre distances Am, A'm, A"m,A"'m, sera déterminée d'après les trois autres ; Tune des quatre conditions données étant ainsi une suite de trois d'entre elles ^ la tension de l'un des quatre fils Am^ A'm^ A"m, A" m, demeurera indéterminée , d'après ce qu'on vient de dire^ et conformément à ce qu'on avait dit déjà dans le n^ 292. Appelons , en effet, l, r, C\ V'\ les quatre distances données ; désignons par a^bf c, les trois coordonnées de A, par a', b\ c\ celles de A', etc. ; nous aurons
L =\/('^— a)* + (jr_6/+(z~c)-— / =0,
pour les équations (2) ; et si l'on représente par a , C, y^ des valeurs constantes àex^j, z, qui satisfont à ces quatre équations, on aura
m£i-jr — j 1 j h — j, h — js — o,
pour les équations (4)^ qui laisseront indéterminée
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Ynne àeé qfuitre cpânlHës A, A^ A'', A'^, ItaquMn 90ntf conme oa Yà dit dans le n* 345 ^ let^ Mnrioiui des fils^m^ h^m, A!'m, A'" m. Mais, quelque peaez^ tetKÎbléÈ que soient ces fils, si l'on a égard k cette eireonstatice physrîqne, le peint matérid m fera de petites YÎlrations , qui seroilt complàtèaieiit détei» minëeSy ainsi que les tensions des quatre fib^ à dnn que izffrtànt.
554* Pour le laite voir, supposons, pour fixer lel iéëes^ que la force qui agit sur le point m soit k pe»' ssinteui^ f que nous représenterons par' g^ En pretiaflt Taxe des a yertioal et dirigé dans le sens 4le cette foite^ ses ti^is composantes seront Xstiîo,Y&20,Z ^^tg^ Appelons i, é', J\ ^"^ les eutensions que les quitre fils / y Tf r'f V^f éprouyeraient si le poids mg était suspendu fSrticâlëméât à \elxt éitréttiité inférieui^; soient Ç , tj^ ^^ ^^, les extensions de ces mêmes ffls au bout du temps t , pendant le mouvement ; leurs tensions au même instant auront pour valeurs (n* 288)
gi^ gm^' grnZ'' g^K"
Le mobile m n'étant plus assujetti à demeurer à des distances constantes de A, A', A", A"', on devra supprimer les terities de^ équations (4) y qui dût A , A', A", A'", pour facteurs^ et qui provenaient de ces conditions ; tnais , d'un autre côté , il faudra joindre aa poids de ce point matériel les quatre forces précé* dentés, dirigées de m vei^ A , de m vers A', de m vers A", de m vers A'"; ce qui revient à substituer , dans les équations (4) > 1^ valeurs précédentes de L , Vf
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U', U^, ûn y faisant f en nciéme temps,
Au bout dn temps t, soient anisi *
^9 ^fyf étant les mêmes constantes qne précédemment, et u, if, w, des yariable» très petites, dont nous n^ligerons les carrés et les produits ; il en r^ soltera
Ç = 7 [(« - a)ii + (ff - b)sf + (> - c>v],
et y relativement à cé& inconnues u, (^, fv, les équa-* tions (4) seront linéaires , et se réduiront a
+^_j^ +— /7- +— r7~+— îv- J=^'
IF
Leurs intégrales s'^tiendront par les règles ordi*^ naires ; elles renfermeront six constantes arbitraires , que l'on délerminera de manière qu'à l'origine du QMttvement les fils An» A'nt , k^m^ A^m, aient leurs
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longueurs naturelles ly If, V, V^^ et que la vitesse
initiale de m soit zéro, cest-'à-dire, de manière que
1 • ^m.' du dv dw . ^ „
les SIX quantités '^j ^^ ^f 21 * 7i^ "dî* soient nulles
quaiM / = o. Cela fait, ces intégrales feront connaître, à un instant quelconque^ les valeurs de u^VpWf ou la position du point m ; et les extensions Ç , Vf a^f K'"f ^^ quatre fils, ainsi que leurs tensions au Tnême instant, seront aussi déterminées. La même analyse peut facilement s'étendre au cas ou le point m serait retenu par cinq ou un plus grand nombre de fils attachés à des points fixes.
Si l'on suppose nulles les quantités u, v , u^ , et qu'on supprime, en conséquence, les premiers termes des trois dernières des sept équations précédentes, les valeurs de w, i^, cv, ^, Ç', Ç", Ç'^, qu'on déduira de ces sept équations y répondront à l'état d'équilibre du poids de m et des quatre fils de suspension.
535. iNous avons expliqué, dans le n* 355 , comment le principe de D'Âlembert a aussi lieu dans le cas d'un changement brusque de vitesse , résultant de ce que des forces qu'on nomme impulsions ou percussions, agissent sur les mobiles avec de grandes intensités, pendant des intervalles de temps extrêmement petits, et leur impriment des vitesses qui peuvent être très grandes, sans que les points de ces corps soient déplacés sensiblement. L'équation fournie par la combinaison de ce principe avec celui des vitesses virtuelles, s appliquera donc également à ces ^ortes de cas. Ainsi , supposons que des forces de ce enre soient appliquées simultanément aux points
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matériels m , m', m", etc. , du syntème que nous cdusidérons. Désignons par A , B, C^ les vitesses données et parallèles aux axes des coordonnées, que ces forces imprimeraient au point m s^il était libre , et par a, b, c,les yitesses inconnues qu'il prendra réellement , suivant ces mêmes directions. Appelons A' , B', G\ d^ h\ c\ les quantités homologues relativement au point ni ; A'', B", C", d\ b", d\ celles qui rép<rtidcïit au point vfi^ ; etc. Les quantités de mouvement per«dues suivant les directions des coordonnées 'seront
pour le point m, et de même pour tous les autres;, par conséquent 9 si l'on applique à ce système de forces l'équation (e) du n^ 54x^ on aura <
2m [(A— a)J'x + (B — *)jy + (C — c)J^]= d j (5)
la somme 2 s'étendant h tous les points du système , et J)x, jy, J^z , étant les accroissemens qii*on attribue aux coordonnées du point quelconque m,
Si les liaisons des points du système sont toujours exprimées par les équations (2), il faudra que J^x , Jj^s J'z, et les accroissemens Saf^i^yi^j ^af'ye\c.^ des coordonnées des autres points ni\ ni[, etc.> satisfassent, aux équations (3); au moyen de ces équations^ on éliminera donc de la formule (5) une partie des quantités S'a:, Sjr^ etc.; puis on égalera à séro les coeffidens des quantités restantes. ' En employant; comme plus haut^ la méthode des -i&ctetirs iDdëtei'-^ minés , leurs valeurs feront connaitre les percussions ^'éprouveront les liens inatériels des points du sys^
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tèxne , par l'effet d'an cluingemeQt brusque de vitesse^ et les percussioiift Bormales aux stur&ceB ou avx conii^eft sur ksqueUes ces points sont astreints à se mouvoir.
536. Lorsqu'on voudra appliquer l'liquation (5) à un changement brusque de yitesse produit par le choc des corps du système entre eux , ou oontre des obstacles fixes » il y aura plusieurs observations im* portantes à £aire.
Soient M et M' (fig. ag) deux de ces corps solidesi K leur point de contact , JXKB! la normale commune à leurs surfaces en ce point. Les déplacemens des différens points de ces mcrinles pendant toute k durée du choc, étant regarda comme insenribles, l'équilibre des quantités de mouvement perdues peut se rapporter à tel instant qu'on voudra de œtte dnrée ( n* 353); en sorte qu'ayant pris pour A , B , C, les composantes de la vitesse d un point quelconque au commencement du choc, on peut prendre, en même temps, pour a, b, c, les composantes de sa vitesse à un instant quelconque de ce phénomène; et les vitesses de tous les points du système , qui varient très rapidement pendant cette durée , devront toujours satisfaire aux conditions de cet équilibre. Mais pour que ces conditions soient exprimées par l'équation des vitesses virtuelles , il faut que les déplacemens infiniment petits qu'on attribue aux pmnts du système , soient compatibles avec sa nature et avec la disposition relative de ses parties k l'instant que Ton considère; et, de |dus, il est nécessaire que la même pbose ait lieu à l'égard des déplacemens
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g»mtnàKH (a^ 53i). Ainsi, par «xcmpla, si «in point muiénel en ^ffnîlibns est pose sur la Aur&oe d'an tf>rp6 «oUée f contre lequel il «'appuie , os point peut ee tmmwcir «n tstus sens sur le jAan tang^na^ à oeMe lenifMe, et idans wat eens seulement sur la normale. €ek iélanl, l'équation ides vitesses ¥irtuelles a lie^ iponr «tons les déplacemens teogentiels , parce que les jAépiaeemens opposa sont également possibles $ nais ioHe ne eubsiste pas pour le dqplaoem^st nonnd , à cause de Timpossibilité du deplacemetit aontndre.
Il TCSKilte de cette obserYation que si 1^^ veut appliquer l'équaiiott (6) k «ne époque déterminée de la dftréedfudioCy et x{ue fOi eit /k' soient , à œt instant, Jbs points matériels de M et M' qui lépondent an point de contact K , on pourra attribuer à /u et pt/ des éhéplaeemens infimment petits, tout-rÀ«4ait ar^traires 4Bfc iodépcndans l'un de l'astoe, smTant le plan tuw ffmtmk K ( nais les défdacomens de /tt et ft' eoivant la ■OWjnelp, devropit être égaux et .dirigés snvr^nt la jnAne partie KH ou JtJi' de cette dnoke ; car s'ils étaient tnégauz , ou quSls n'anaseMt pas liau dans nu s , ces .iéplaœmens ou les ^éfdaccMnesis^ lies poiafts fe et fi'^ seraient impossiMes, m% réqBBtiom {S) 3ie leur serait fova^ .applicable. Cest 4atÊkt d'avoir fait atteption A oBl|te condi^pon .essentielle, «q^e quriqnes auleavf oot >mal inlerpcélé l!éqoalion xkNst il s agit.
Si ma trpjsième corps «solide MJ'iomAe M au pcmit K', m la normde comnmne à jeurs sorfaces ioat la droite lU'Ur^ que m' et m'^ soient les points mi^ének de fiT et If' qui lépondroift à K^ ^ l'instant .que
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l'on considère pendant la durée da choc y il fandn
aussi que les déplacemens infiniment petits, attribués
à tn^ et tnl' suivant cette normale, soient ^auz et de
même sens dans l'équation (5) ; et de même pour tons
les points de contact des corps du système , lorsque
. plusieurs d'entre eux viennent se choquer simultané-
. ment. Dans le cas du choc d'un de ces corps contre
.un obstacle fixe, le déplacement normal du point de
. contact devra être suji^posé nul, puisqu'il ne serait pas
possible dans le sens opposé.
557. Quand les deux mobiles M et M^ glisseront l'un sur l'antre pendant la durée da choc, il fiindra . avoir égard , dans l'équation (5) , au frottement qui . en résultera , et qui pourra être très considérable , comme on la dit dans le n* 355.
. . La quantité de mouvement infiniment petite q«e cette force enlèvera, pendant chaque instant^ aux deux mobiles M et M', en sens contraire des vitesses des points matériels fjL et f/ qui répondent au point de contact K , sera proportionnelle à celle que M aura communiquée à M' suivant KH'^ ou M' à M suivant KH , pendant le même instant. Donc , en supposant que le frottement conserve la même direction , pour chaque mobile , pendant toute la durée du choc , et qu'on représente par U la quantité finie de mouvement communiquée par un mobile à l'autre , suivant les parties KII ou KH' de la normale, pendant cette même durée, le frottement total. pourra être représenté par fH ; f étant un coefficient qui ne dépendra que de la nature des deux corps près de leur point de conU^ct. Cette force devra être appliquée à M
DYNAMIQUE, SEœNDE PAATIE.* 409
en sens contraire du glissement de fi ^ et a M^ ea sens contraire du glissement de fi'. En supposant donc que ces mouremens aient liieu suivant les ddux parties KF et KF' dune tangente FKF aux* deux mobiles , et qu'on repr^nte par p et // les protjectioDs sur cette droite , des déplacemeiis infiniment petits attribués y dans l'équation ($) ^ aux points^ et fi0% on aura
-f^ip + p'),
pour le terme qu'il faudra ajouter au premier membre de cette équation , à raison du frottement que nous considérons : la quantité p est positive on né^tive, selon que cette-projection tombera $nr la direction KF du mouvement de /t ou sur son prokmgement KF', et de même la projection p(. seva positive ou négative ^ suivant qu'elle tombera: svr KPonsurKF.
On introduira de semblaUes termes dans l'équa*tion (5)f pour tous les points dana lesquels deux des oorp^do système viendront se choquer. La constdé^ ration de ces termes est nécessaire dans la pratique^; l'exemple du n® 477 suffit pour mointrer ISofluenoe que ces termes, on les frottemens dont ilé.protâennent , peuvent avoir sur les pcvcussiéas ; ikiais 0a en fait abstraction lorsqu'il s'agît des théoorèmes généraux sup le choc des ccMrps; et, dans la suite, noua les supposerons nuls ou insensibles^ =
On néglige aussi les quantités de mouvement produites par le poids des soobiles pendant ladnréç éa choc, attendu que ces. quantités 'SOnt pco^«rtî<
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œlles à cette durée, et, censëquemnciitt inMnwMtt. <^aiit mxx «puntitéi de mon vement pmdnitat par les «Itactioiis nuriecukiras qui se déreloppeat fendant le choe , soit id'un eorps à un autre, quand la dwtanoe idè leur surftce est devenue tnsensîfcle, aottdans Fintéiîeur de diaque ccMrps , k raison des oooaprassiaQS «u dilatations qu'il éptowm f on en a dbéjk tenu compte dans Téquation (5) , et leurs composant Uh' taies sont précisément les quantités qui ont été représentées par mA , mR , mC , pour le point quelconque m.
558* Lorsqu'nn 6]f«tème de points maiéiîels est lentièiieaieiit libfe sdans l'^espace , de aorte que les équations (a) tcpà exprimeiit leur liaison , ueoentiennant que les distances nautuelles de ces points^ dont jnemi n'est spqqposé fixe, on assujetti à demwmr eur «ne 8nrfiioeK>u sur une oonrbç donnée , on peut décomposer le mouvement d'un tel système dans l'espaoe, comme nous l'avons fait précédemment pour un oorps solide entièrement libre {n"* 4^3), «n deux moa- VMemens plus simples : Tun de translation , coafknna à loq^s les points du système, et qui sera celui de son oeotre de gravité; l'autre de. rotation autour de ce centre. Nous allons déduire successivement de la éormule (i) les ^piations différentielles de ces .deux n^uveroens.
D'après la nature du système, il est évident qu'^m peut déplacer à la ibis tous ses points d'une même quantité, suivant une même direction quelconque. Supposons qne «, C^ y, exprinaent les projections de oe déplaoement commun sur les trois âmes des coor-
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donMMB; on asm «Ion
« ;;= (Azr = iaf = JV, etc.,
C a= «ly c= «ly = jy, etc.,
y f^ ^z a» J'z' ss ^jl', etc. j réqaatSon (i) deriendra donc
el oomiiie les trois quantitéi ^y ^ » >f s<Hit itiàépnrdaiitcs eotre elles, cette éqnatioa se déoKnpoien ea
Sm-^s^SiiX, ZiTt:^ acSinY, Sm^sssS^nZ. (6)
Or, si Ton appelle x^, J$f ^$9 les trois coordopnées do centre de gravité du système ^ Pa aura
l'on déduit
^Z/ii = Zing:,
^Z;ii = 2mgj par conséq«eiit, lOn aura ^ 2iii=2iiiX, ^' ïmasSwiY, ^' 2m=2inZ, (7)
pour les équatiom difiereotîelles du mommuciA du
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centre de gravité, qui sera le monvement de trans* lation du système. £Ues montrent que le centre de gravité dé tout système entièrement libre, est le même que si les masses de tous les mobiles y étaient réunies, et que leurs forces motrices y fussent transportées parallèlement à leurs, directions, comme dans le cas d'un seul corps solide ( n"* 438 ).
, Si, parmi les points m,. m', ni'^ etc. , il y en avait qui fussent assujettis à se mouvoir sur des sur£sices doonées, les équations (6) et (7) pourraient encore subsister, en joignant aux forces données , d'antres forces inconnues en grandeur, perpendiculaires à ces surfaces, et qui exprimeraient leurs résistances; ce qui permettrait ensuite de faire abstraction dés snrfiices données, et de considérer les points m, m'^ ni', etc., comme appartenant à un système entièrement libre. 539. La nature d un tel système permet aussi de faire tourner à la fois tous ses points autour d'un même axe, et d'une même quantité angulaire, de manière que leurs distances mutuelles ne varient pas. Supposons que cette droite passe par l'origine des coordonnées. Soient A, ^t, y, les angles que fait sa direction arbitraire avec les axes des oc y y, z ; si nous faisons pour un moment
les cosinus des angles que fait la direction du dépU-» cément de m, avec des parallèles aux trois axes, menées par ce point, seront x • A ' 7" ^ ^^ comme cette direction est comprise danâ un plan perpendiculaire
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à Taxe de. rotation , il faudra qaon ait
i)r ^r iz
-r COS ^ + "T COS ffc + -T- COS V = O.
De plus f l'axe de rotation passant par l'origine des coordonnées, la quantité ^x* +^* + z* ne variera pas pendant le déplacement de m ; on aura donc aussi
et Fou tire sans difficulté, de ces deux dernières équations ,
Sz = (^cosA — xcosfÂ,)if )
S^jr = {œ COS V— z COS ^ ) €, ^ (8)
/d: = ( z COS f< — ^ COS V ) ^; î
£ étant un fadeur indéterminé. On aura de même
cT/ = {y COS A — or' COS iJL ) e', jy = {x' COS y — z' COS A ) é', cTj::' = ( / cosft — y cos v ) e';
e' étant aussi un facteur indéterminé qui devra ctre égal à é, pour que le mouvement de rotation soit le même pour m et pour wl^ et que la distance de ces deux points ne varie pas. En effet, le carré de cette distance étant [x — «r' )• + (^ — y / + ( ^ — ^' Y 9 et les formules précédentes rendant déjà constantes les deux parties x^+y+z'^ et ar'*-|-^'*+ z'* de cette quantité , il faut que la variation de xx' +jy + zz^ soit aussi nulle; d'où il résulte
x'^x -f- y J'Y + a' J'a -*- x^^' +J^y + zj'z' = o;
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oa bien, en mettant pour J'x f J'aff etc« f leurs trt^ leurs y
[(^ -^yx) cos F +{z'x — * jc'z) COSft
équation qui ne peut subsister pour tous les poinb du système , quVutant qu'on aura €' = i.
Je substitue les formules (8) à la place de J^or, jy, J^2, dans l'équation (i). En observant que <, cos A^ cosfc y cos y , sont des quantités communes à tous les points du système , il vient
.cos,2m[^(f-Y)-.,(^-X)] +iC08A»2m[z (^_x)-a:(0- z)]
+ .cosX2m[r (^f-Z)-z(g:-Y)]=o,
et à cause que les coefBciens des sommes Z sont trois quantités indépendantes entre elles, cette équation se décomposera en trois autres , savoir :
lesquelles équations seront celles du mouvement de rotation d'un système entièrement libre , autour d'un point fixe qu'on peut prendre arbitrairement, et où Ton placera l'origine des coordonnées. Ces équations
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sufamterant encore^ lorsque tous les pointt m^^ m\ m", etc. , oa une partie d'entre eux , sercmt assujettis à rester a des distances données de eette origine ^ puisque les valeurs de J'x $ J'x^ etc. , dont ou a &it usage, satisfont à cette condition.
Si le système se réduit à un seul point, le mouve-' ment dé rotation ne se distinguera pas du mouvement de translation ; les équations (9) ne seront efTéctivement qu'une combinaison des équations (6) ; et Ton voit, de plus , que chacune d'elles sera une suite des deux autres; car en supposant que le système se rér duise au point m , et ajoutant les équations (9) après les avoir multipliées par z, ^, x, il en résultera une équation identique.
Au lieu de faire tourner le système autour d'un axe quelconque , pour obtenir à la fois les trois équations (9), on obtiendrait plus simplement chacune d'elles, en faisant coïncider cette droite , comme dans le n* S40 , ftvec Pun des axes des coordonnées ; mais le (^Ictil précédent a l'avantage de montrer que la cotisidération d'un mouvetnent autour d'un axe quel* eotiqae ne peut dotmef que les trois équations (9), de même que la considération d'un mouvement parallèle à un axe quelconque ne peut donner que les trois équations (o).
S'il y a> dans le système , un axe fixe , et qu'on le prenne pour celui des Zp par exemple, la première équation (9) subsistera seule , et sera celle du mourvement de rotation autour d'un axe fixe , commç dans le cas d'un corps solide ( n"" 591 ).
S40. Dans le cas d'un système entièrement libre, ou
4ié * TâÀtTÉDBMÉCAVIQDK'^/' . é
let iéciMlibnft (6)'et (g) dot liea nmohinéiiilMli poirloil» l^rigitte des ooovdoniiëes iia.|ioiiit.dM sy»tkM :ilcliit la* coordonnées vtritUes aeroat npré-« fltedtëes iHtf i^if fxf h 9 relatiyiBment à la preidèra origine; etfiûsons, poar cela,
a!'=sJç.+.«/, yssjri-^y/, «'«.«.-j-i/, etc.; .
en aorte q[ne x,, f,, z,, x/, ^/, z/, etc., soient les coorâonnëes de m, m^ et&j rapportées à la noo- VéHe origine. La première équation (g) pourra d'à-* btfrd Vécrfre ainsi :
les termes multipliés par x, et j", se détruisent, en vertu des deux premières équations (6); et en acheyant la substitution des valeurs précédentes de x, ' jc'f etc. , dans la partie restante du premier membre, on aura
qaelle que soit l'origine mobile des coordonnées. Mail si ce point est le centre de gravité du système , les sommes Smx^ et ^mjr^ seront nulles ; par conséquent,
les termes multipliés par -— et -^ , disparaîtront
encore comme ceux qui avaient x^ eljr^ pour facteurs; ce qui simplifiera l'équation précédente. En faisant des réductions semblables sur les deux autres équations (9) , nous aurons
pour les trois équations du mouvement de rotation du système autour de son centre de gravité. En les comparant aux équations (9) ^ on voit que ce mouvement sera le même que si le centre de gravité était un point fixe , et que les forces données, qui agissent sur tous les points du système, ne fussent pas changées; propriété qui n'appartient qu'au centre de gravité, et que nous avions déjà trouvée (n* 4^^) ààns le cas d'un corps solide entièrement libre.
541 • Si l'on donne aux quantités eTx, jy, etc., que renferme l'équation (5), les mêmes valeurs que dans le n"" 538, on en déduira
2/7ia=:2mA, 2m6 = 2mB, Z77ic=:2mC; (11)
ce qui montre que dans les changemens brusques de vitesse, la somme des quantités de mouvement de tous les points d'un système entièrement libre demeure la même , parallèlement à chaque axe des coordonnées, et, par conséquent, suivant une direction quelconque. U en résulte aussi que la grandeur et la direction de la vitesse du centre de gra- 2. a;
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yiii ne dbâDgent pas non plus; eu; leè eompotmt» .de tttte titeflBei myènt^ et après le ckangement hn»qa&f sopt les deux membres de .diacmie des éqna^ lions (il) y divisés par la massç totale Zm. Ainsi, dans le choc de deux on d'un pins grand nombre de corps 9 de nature et de fomo^e quelconques, la vitesse de leur centre de gravité et la quantité totale de mouvement suivant chaque direction, n'éprouvent jamais aucun changement, oomtne nous l'avons déjà vu dans un cas particulier (n** 564)*
Si a, b, Cf if, Vf df etxjv, sont les oooiiposaBttt .des vitesses initiales db m, lii^, etc. , et A, B, C, A% B^ Cp etc«, les composantes des vitesses qui lenir seraient imprimées d une manière qudconqne i l'origine du mouvement, si œs pmnta nutériels étaient isolÀ, on aura
et, par conséquent,
pour ^ = o ; équations qui feront connaître les composantes de la vitesse initiale du centre de gravité i d'après les vitesses données A , A', etc. , ou seulement d'après la somme totale des quantités de mouvement communiquées au système parallèlement aux troii axes des coordonnées.
Je mets encore dans l'équation (5) les fcurmules (8^ à la place de Sx^ cTr, cTz, et i'en conclus
2m {xb — jra) =z= 2m {xB — jA) , l 2m(z/z — xc)=2m(zA — xC), > (la) 2m (^c — zb) = 2m (j^C — zB) ; )
ce qui fait voir que^ dans les changemens brusques de vitesse p les momeas des quantités de mouvement de tous les points d'un système entièrement librt restent les mêmes , par rapport à un axe quelconque; théorème qui subsiste encore, lorsque le système renferme un ou plusieurs points fixes, pourvu que ces points appartiennent à l'axe des momens.
En supposant que ces équations (la) répondent k lorigine du mouvement, de sorte quW ait
djc dr t dz
pour ^ = 0, et en transportant, comme dans le numéro précédent , Torigine des coordonnées au centre <le gravité du système, qu'on suppose entièrement libre , on changera ces équations en celle-ci :
^'" ( ^' ^' ~" ''> A ) ~ 2m (z^ — x,C) , 2"»(r, S'- 2.f ) = 2/»(xC - Z.B),
dans lesquelles o*^, j^y z^, sont les coordonnées du point quelconque m , relativement à la nouyelle origine. Ces équations seront celles du mouvement initial du système autour de son centre de gravité ; et comme elles ne renferment pas les composantes de la
TÎtesse de ce point, il s'ensuit que œ momrement de rotation -sera le mime que si le centre de grmTité était an point fixe, et qae les vitesses données A, A% etc. f qui sont comprises dans les seconds membres ^ ne (lissent pas changées; r^ltat conforme à c»lui que nous avons déjà trouvé » d'une autre nunière, pour le cas d'un corps solide (n* 4^-
54a* Nous ferons remarquer que les équaticms (i i) et (la) peuvent se déduire des équations (6) et (9), en supposant^ dans ceUes-d, que mX^ mY, mZ, m'X^ mXf m'Z% etc., soient les composantes de forces motrices agissant sur les points m, mf, etc., avec une grande intensité , et susoeptiUes de produire pendant un tris court intervalle de temps, que nous représenterons par fl, des quantité de mouvement données inA| mB, mC, m'A', m^^ mfGp etc.
JEn effet, d'après cela , on aum
yjxrf^ = A, f^dt^zh, f^Zdt^C;
et si les points du système sont en repos au commencement du temps d, et que à^ b, c^ d^ h\ d^ etC| soient les composantes de lears vitesses à la fin de cet intervalle de temps y on aura aussi
pour le point quelconque m.
Or, en multipliant la première équation^6) par^ftf et intégrant ensuite ses deux membres depuis itsO jusqu'à i=sQ\ en a
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ce qoi coincide, d'après ce qui précède, avec la première équation (i i); et de même pour les deux autres équations (6) et (i i).
De plaSy si l'on fait abstraction des déplaceméns des points m^ni^ rri\ etc., pendant le temps 0, et que l'on considère, en conséquence, leurs coordonnées comme constantes pendant l'action des forces données , on déduira de la première équation (9)
ce qui n'est autre chose que la première équation (12), en vertu des suppositions précédentes; et l'on conclura de même les deux autres équations (12) des deux dernières équations (g).
543. Les accroissemens des coordonnées dont on a fait usage dans le n^ SSg, supposent que les distances des points du système entre eux et à l'origine des coordonnées, sont invariables; leurs expressions, divisées par dt, doivent donc coïncider avec les composantes de la vitesse, relatives aux élémens d'un corps solide , tournant autour d'un point fixe ; ce qu'il n» sera pas inutile de vérifier.
Pour cela , soient Ox , Oj', Oz (fig. 3o), les axes dea coordonnées , et 01 l'axe qui répond aux angles A , fi, V, du n° 539, autour duquel on fait tourner le système d'une quantité infiniment pelile. Dans co:
'noa^ement, les poipts du s^tis|f ^éenwat des ara rtf mrrlr nrmMthIrnf, ut nnt tniiiU mfmr riUiij «a . JpUaÛe; poar.U çoDualtre, ïl snfBra de déterminer j^ilt d'oli pràort K f cpi{ se trotlTait , par exemple , uif KuK Oz >n commencement de l'instant de. Or, pour oe pohit^ on a x ^ 0 et^ » o ; ce qui réduit las ibiuralM;^ il
^ '(ÀçssVÇM^t jyvR*mHO0aA» /aaK»;
ll'étens^àlMMriiiednipoIntKsendonc'
i^cante fb CM' A -|- ÇM* A« -f- OQs* p ss I . Sa distanc» i f axe OI ert X sÎQ p ; pir oorisëquent, od aura ^ pour sa vhesM angnlairef qaî •«« celle de toétte tjt^ «ème.
En Id représentant par w, on aura donc t^=:tidt; et si l'on &it
9CQsA=;;:j>, 0COSf<=f, ocospssr,'
1m formules (8) deTiendront
lesnltat» qui coïncident avec ceux du n" 4o8 , en pranailt, dans ceux-ci, les directions des axes mobUn Ox,^ Ojit ^*,f à l'instant que Ton coDsidère-, pour celles des axes fîxes et arbitraires Ox , Oft Qz.
On peut remarquer que si le plan triOz décrit d'abord nn an^e rdt autour de l'axe Ox, et que U mou-
yement ait liea de Ox vers Ojr^ ou dans le sens indi* que par la flèche s, on aura les accroissemens des coordonnées x^j^z^àu point m, en faisant p =o et ^ = o dans les valeurs de cTx , J'jr, J^z ; par conséquent, ses trois coordonnées deviendront
X — jrrdt , y + xrdt , j&;
Apres ce premier mouvement , si le plan mQy décrit un angle qdt autour de l'axe Ot*, et en allant de l'axe Oz vers Taxe Ox , les accroissemens des coordonnées de m s'obtiendront en faisant p = oetrr=o dans les valeurs de cTx, dy, eT^^, et y mettant ensuite les trois coordonnées précédentes à la place àiàx^j^ z; d'où il résulte qu'après ce second mouvement les coordonnées du point m seront
jc — yrdt^zqdt^ jT'^xrdt, z — {x "^ jrrdt) qdt i
et la troisième se réduira à z — xqdt , en négligeant l'infiniment petit du second ordre. Enfin ^ après le second mouvement , si le plan rM)x décrit un angle pdt autour de l'axe Ox, et en allant de Taxe Oy vers l'axe Oz, on trouvera, en négligeant les infiniment petits du second ordre ,
x+{^—jr)dty y+{xr—zp)dt, z+(yp'—xq)dt,
pour les trois coordonnées du point m, à la fin du troisième mouvement, qui étaient primitivement
On conclut de là que si un point m tourne successif vement autour de trois axes rectangulaires, avec des vitesses angulaires />, q, r, et pendant des iifstana
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égaux f son déplacement Bual sera le même qac sll eût toorné pendant un de ces îastans, avec une vitesse angulaire ù) , autour d'un seul axe , faisant avec les trois premiers des angles dont les cosinus sont
-,-,-. Cette remarque , relative aux trois vitesses de
rotation p,'q,r, qa'oo appelle les con^ponuttet de la ^âto^M (n^4o7), s'ap^î^ye ëgalemàif tM9ooaq»|A- ■■àtes d'une vitesse de traiulMlon»
La compoaitîoii des TÎtenes de nMatiOD nk lai mèmeB ioïa, et est comprise dans lei uÉftaiefe (anàtàm que celle des vitesses de Vaoslation; en partant deeeîlt analogie àe oea deux sortes de moaremént, oo «a peut déduire l'identilé de la cfmipositioQ'des niaàtm et de la compositîim des forces, qoe. aomMfookûOé- due (n* aSi), d'une sembUble analogie entre lèi projectionB des lignes . drcnteB et 1er {wc^ectÛMli 4>* ' surfaces. ■ ■ . ■ ,
§ II. Lois générales des petites oscillations.
544' lodépendamment des mouTcmens de trans' lalîoQ et de rotatioa coiïiniuDS à tous les points d'un système quelconque, et dans lesqaeb leurs distances ne varient pas, il y a d'autres mouTemens o^ les mobiles s'éloignent et se rapprochent les uns des autres. Or, si leurs de'plaoeroens sont constamment très petits, on pent réduire le problème à des équations linéaires, etdéterminer, par approximation, les coordonnées des mobiles en fonctions du temps. Des phénomènes très nombreux et très variés dépendeal
de ces petits mouvemens oscillatoires , dont nous allons maintenant faire connaître les lois générales.
Soient i le nombre des mobiles m, m\ m", etc., et V le nombre des équations (2) du n^ 53i, qai expriment les conditions du système. Le nombre des coordonnées de ces points matériels sera Si , et si Ion fait 3/ — p =z n, les équations (2) détermineront un nombre p de coordonnées en fonctions des n autres , ou , plus généralement , toutes les coordonnées pourront être déterminées au moyen de ces équations, en fonctions de n variables indépendantes. Je représenterai par a, € , y, etc., les valeurs initiales de ces n variables, et par a-f"^> ^+ ^f > + ^1 etc., leurs valeurs au bout du temps ^; et je supposerai ' que les inconnues u, p, w, etc., soient de très petites quantités pendant toute la durée du mouvement. Chacune des coordonnées des mobiles sera une fonction donnée de a-|-^y^ + ^i> + ^9 e^^*» qui pourrait, en outre, renfermer le temps ^, si cette variable entrait explicitement -dans les équations (2). Ces fonctions pourront se développer en séries très convergentes , ordonnées suivant les puissances et les produits de u, v,Wf etc. Je repr&euterai ces développemens par
jr = p -f- aw H- 6p ^- cw -f- etc.
+ï^"*+t/^+- 7gW+ hw + kuw + Mv-f- etc., jr s=p^ 4- ^, w + 6,p -f- c,tv -f- etc.
+îe.«'+i/'.^+îg.H'»4-A , wi^+A:,im'+/,iwH- etc. ,
z ==/>, -t- aju 4- b^v -|- c^w + etc. + î^»«*-KA<^+ïg.H^4-*."H-*.«w-f-'. w' -f- etc . ,
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[',« -(- i',t' + c\w + etc.
-i-A',uiv-(- ^'.vn' + elc. , 3' î=: />', + a'.u + i'.u + c'.iv 4- etc.
+ A'.Mïv -t- i'.OTi' -(- etc. ,
et je supposerai que les équations ( 2 ) ne contiennent pas le terme t explicitement, auquel cas tons les coefficiens des puissances et des produits d« u^ V, \v, etc., dans ces séries, seront des constantes . données. Si le système avait un mouvement do* translation ou de rotation commun à tous ses points, il faudrait comprendre les parties variables de leurs coordonnées, qui en résulteraient « dans les [h«miers termes p t P%» C^^. ; mais, pour plus de simplicité, je supposerai qne cette circonstance a'a pu lien ; et ces premiers termes seront aussi des constantes données.
Les composantes des forces qui agissent sur les points m , m', m", etc. , étant des fonctions données de leure coordonnées , si l'on substitue dans leurs expressions les valeurs de .x , ^, etc. , 00 pourra ensuite les développer suivant les puissances et les produits de u» v, w, etc. De cette manière, on aura donc
X = P + A« + Bi^ + Cw -H etc., Y = P, H- A,M + B,p H- C,w + etc, , Z = P. + A.tt + B.i^ -H C.U/ 4- etc., X' = F + Mu +* BV + Gw + etc.,
F = F. 4- A',w-H B'.i;+ C'.tvH- etc., Z' = P',+ A'.M+ B>+ C'.TvH- etc., etc.;
les premiers termes P, P. , etc. , et tous les coeffidexis A , A, , etc. , étant des fonctions données de /i , /7|, etc., a, 6, etc., qui pourraient, en outre, renfermer le temps ^, si cette variable entrait explicitement dans les expressions des forces données. Nous supposerons que cela n'a pas lieu ; et nous regarderons les quantités P, Pt, etc.. A, A,, etc., comme des constantes données.
545. Cela posé, pour appliquer l'équation (i) du n* 53 1 au mouvement que nous considérons, il faudra attribuer aux variables indépendantes u^ v ^ IV, etc. , des accroissemens infiniment petits , qu'on représentera par S^u^ cT^^, cTu^, etc.; puis substituer, dans cette équation (i), les valeurs correspondantes de <Px, cjy, «Tz, qui seront, en négligeant les infiniment petits du second ordre ,
Jlr = (a + CM + Ap -4- kw + etc.)J^«
-H (* + y^ + hu -■{- Iw ^ etc.) S'v
+ {c + gw+ ku '^^ Iv -f- etc.)criv ' etc. ,
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^ s=a (a,+ c.iiH- A,i'+ A:,w^+ «tc.)/tt
-H etc.,
J^i as (a.+ e.tt4- ^.^^4- A:,w+ etc.)J^tt + (*.-*-/.«' + *.«+ /.w + etc.) cf M -h (^•H-^.w+ A-,a+ 4^ + etc.)JV etc.;
formules d'où l'on déduira lès V^^^u^ AeJ'af, jy, Sz\ en ajoutant on trait snpdrieur k toutes les constantes; celles de JV, jy', J'J'f en en ajoutuit deux; etc. La substitution de ces valeurs de J'sif jy, etc., étant eflectu», on égalera à séro, dans le premier membre de l'équation (t), le ooeflSdent de chacune des quantités J^u^ ^"9^ cTtv, etc., qui sont arbitraires et indépendantes. De cette manière, oa aura
ImT^-g^ — X.Va.+ ew + Ai/ + Aw 4- etc.)
+ (^ — Y)(a.+ e.«+ V+ A:.w+ etc.)
+ (^ — Z)(^.+ «.«+ V+ ^â^H- etc.)] = o, ^
2/1» [(^—X) (6 +fu + kuJ^ Iw + etc.) -H(^ — y)(6. + >+ ;i,«+ l,w+ etc.) -♦- (^ - Z) (6. + /.P 4- *.« + i.w + etc.)] = o ,
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2m[^(^— X)(c +jw+ ku + h + etc.) + (^— Y)(c.+g.^+ *.«+ l^^ + etc.)
etc.;
les sommes Z s'étendant toujours à toos les points m, m\ m", etc., da système.
U restera encore à substituer dans ces équations , à la place de x , ^, etc. , X , Y, etc. , leurs valeurs pré* cédentes. La substitution faite, on négligera, dans une première approximation, les carrés et les pro^ duits de Uf {^, w, etc. , ainsi que les produits de ces inconnues et de leurs coefficiens différentiels d*u cîv d*w . • ^ ». • j ^-^ /
IF ^ "dF ^ "SF ^ ' ^* *^^* quantités
constamment très petites; il en résultera alors uu nombre n d'équations linéaires à coefBciens coustans, que nous indiquerons par (a), et dont cha^ cune sera de la forme :
d1!!14.E — 4.F— 4-etc )
GM4-Hi; + Kw4-ctc. = Q;S
les coefficiens D, E, F, etc., 6, H, K, etc., ainsi que la quantité Q , désignant des fonctions données des constantes qui entrent dans les valeurs précédentes de x,jr, etc. , X , Y, etc.
Après avoir déterminé les valeurs approchées de u, P,w^ etc. 9 au moyen de ces n équations, on tes
s«l»titpete dao^ les terpes des éqm^^
^éa ft ni^igiâ cEETiui cette prtiiiiière âpprôrimittoii jf |
* des premières en ce que leurs seconcjb membres, .tu . ^i rlMi d^temh-ccmstftfis^.àertal .de» Jcnietioiis oonéMs de*^! ; on en déduira d*autres valeurs de tt, p, ii% Je^^ plus approchées que les premières; et ainsi de siute, perla méthode des aj^irovii^^ nous bomerans à la premièie ftppr&idmêtioD ^ sdhraÉl l'oitfÉ ordBnaive dànt l«a ^uestlmi de ce jpette.
; 'iiiâilvo inBmy les éepationa {^BÈf se diatigerèiit «ft . dij^tiotiiosfttr iKS^pcei partiittMi eoMûMîMii'i ipMwleip^ti di| s|rslèm#, et dont lé ndinhte ÉM > Hiyoun i%aVà alitt dM indouttuéi tf| <^/ii^^ «MM CMt ce q^e l'on a TU , par exemple^ dMto le 0^^ des cordes vibrantes (n* 4^)^ ^^ ^^ mCOamài sont au nombre de trois , qui eicpriment les déplace mens d'un point quelconque de la corde suivant trois directions rectangulaires ^ et dont les valeurs dépendent de trois équations aux différences partielles, du second ordre par rapport à t.
546. Les seconds membres des équations (a) et les coefficiens qui entrent dans les premiers , étant des quantités constantes , on pourra toujours faire dispa-r raltre ces seconds membres , en augmentant chacune des inconnues u, is u^, etc. , dWe quantité constante y qu'on déterminera facilement. Sans restreindre la généralité de la question ^ nous pouvons donc supposer qu'on a Q = o dans chacune des équations (a) ; ce qui revient à dire que les valeuis iai^
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tialeà a, €,y, etc. , des n variables indépendantes, répondent à un état d'équilibre du système, dont on Ta écarté en déplaçant un tant soit peu les points m , m', m", etc. , et leur imprimant de très petites vitesses. Ces déplacemens et ces vitesses devant être compatibles avec les liaison^ des points du système, ce ne sont pas les valeurs initiales des coordonnées or,/, etc., et de leurs premiers coeffidens différent
tîels ^> 37» etc., qui sont données arbitrairement
dans chaque cas , maïs seulement les valeurs initiales des inconnues indépendantes u, {f, tv, etc., et de
leurs coefficiens différentiels 21 * T^ 7"' ^*^*
On satisfera aux équations {a) sans seconds membres, en prenant
« = RN sin {t V/p — r) , j
V = RN'sinC^V'p — r), ( ,^v
IV = RN''sin(^Vp — r)/ etc.;
R et r étant des constantes arbitraires , dont la seconde pourra être supposée positive et moindre que Trj et p, N, W, N'^ etc., désignant des constantes qu'il s agira de déterminer. La substitution de ces valeurs àe u^ Vy Wy etc., dans les équations (a), donnera évidemment un nombre n d'équations de cette forme :
(DN+EN'H-FN"+etc.)p==GN+HN'+KN"+ etcv
En éliminant entre elles un nombre n — i des quan-^ tités N , N', N", etc., la n""*' s'en ira en même temps.
et ToQ aura, pour déterminer p, une équation du de^ gré n , que je représenterai par
De plus, les valeurs de /t — i des quantités N, N', Pî", etc., par exemple ,^e N', N", etc. , qu'on tirera de ces mêmes équations, seront des fractions rationnelles du degré n, par rapport à p, ayant un dénominateur commun, et multipliées toutes par la quantité N, qui restera indéterminée. En faisant celle-ci égale au dénominateur commun , les n quantités N, N', N", etc., seront exprimées symétriquement par des polynômes du degré n relatiTcment à p. Or, à cause de la forme linéaire des équations (a), on y satisfera non-seulement par les valeurs précédentes de i/, (^, iv, etc., relatives à telle racine qu'on voudra de Féquation A = o , mais aussi en prenant pour w, i^, tv, etc. , les sommes de toutes ces valeurs particulières, dans lesquelles on pourra changer les constantes R et r en même temps que la racine de A = o. Si donc on appelle f, Pi» f%f c^c. , les racines de cette équation, et qu'on représente par N, N, , N^, etc., les valeurs correspondantes de N; par N', N', , N'., etc., celles de N'; etc., on satisfera aux équations (a) au moyen de
M=RN sin(Vp— ^)+R.N, sin(V^— ^>-|-etc.,i
i^ ===RN'sin(Vp— 0^-R.N^siQ(^V^— r,>4-etc.,/ ^^
sv=Ri\'sin(Vf— ^-^-^ N' sin( Vp .— r.)+etc.,l etc.; 1
R, R,, R,, etc., r, r, , r^, etc., étant des constantes arbitraires; et comme elles sont au nombre de 2n , il s'ensuit que ces formules (c) seront les n intégrales complètes des équations (à) , dont chacune est du second ordre.
Dans chaque cas, on déterminera les valeurs de R cos r , R, cos r, , etc. , R sin r , R, sin r, , etc. , au moyen des valeurs données pour ^ = o , des an quan-
*•* ' . du dv dw ^ m .
tites u, if, w, etc. , ^9^9 ^, etc. Toutes ces valeurs étant supposées très petites, celles de R, R, , R«, etc., le seront aussi; par conséquent, si toutes les racines p » Pi , p., etc. , de l'équation A = o, sont réelles et positives, les valeurs de u, {f, w, etc., en fonctions de t, seront périodiques et demeureront très petites, comme on l'a supposé pendant toute la durée du mouvement. Mais si une ou plusieurs de ces racines sont imaginaires ou négatives, les termes qui leur correspondront dans les équations (8) se changeront, par les formules connues, en exponentielles, et croîtront indéfiniment; par conséquent, les valeurs de £i , (> , tv , etc. , quelque petites qu'elles aient été à l'origine du mouvement, finiront par cesser de l'être ; et les formules (c) ne pourront plus représenter les valeurs approchées de ces inconnues, que pendant un temps peu considérable. Dans le premier cas, que nous allons examiner spécialement , l'état d'équilibre, d'où le système a été un peu écarté , est un état stable ; dans le second cas , cet équilibre est non stable , du moins relativement aux dérangemens primitifs, pour liesquek les coeflficiens R; R, , R,^ etc., 2. 18
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des termes non périodiques, ne sont pas égaux à zéro.
547* Lorsque tous les coefficiens R, R,, R., etc., sont nuls, excepté le premier, par exemple , les formules (c) se réduisent aux formules (b). En négligeant toujours les carrés et les produits de p^ u, Wf etc., on aura donc simplement (n^ ^44)
x—p +{àS{ + 6N'-f- cN"-l-etc.)Rsin(^V^— r), j =p, + (^.N-f- 6.N'-^ c,N"^- etc.)Rsin (t\/p—r), z =p,-^(a.N-h6JîJ'+c^N''+etc.)Rsin(Vp--r), x'=ip' + (a'N H-6W+ c'N"-hetc.)Rsin(Vf— r), y=p\+ (a'.N-l-A'.N'4-c'.N'+etc.)Rsin ( Vf— r) , y =p'.-f-(a'.N+*'.N'+c',N'+etc.)îlsin {t\/^—r), etc.
Les premiers termes p, Pif etc., étant constans, ainsi que les coeiEciens des seconds termes , il s'ensuit que, dans ce cas, tous les points du système feront, suivant la direction de chacune de leurs coordonnées , des oscillations isochrones et d'une amplitude constante , dont la durée sera la même et égale
à — zr, pour tous ces mobiles, et dans toutes les
Vf
directions. Les rapports des amplitudes pour deux points ou deux directions difierentes, seront déterminés, et dépendront de la nature du système et de la racine p de l'équation A =^ o. Leur grandeur absolue, dépendante du facteur R, sera arbitraire, et n'influera pas sur la durée des oscillations. Tous les mobiles reviendront ' à la fois à leur position
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d'équilibre , qui répondent , par hypothèse (n'' 546) ,
à f/ = o, (^ = o, w sso, etc. , on k X ss p ,
j-zinp^^ etc.; le premier retour aura lieu au bout
d'un temps t = — = , qui dépendra , ainsi que R ,
Vf de leur dérangement primitif.
Un système de points matériels ^ dans lequel la liaison de ces points laisse un nombre n de varia-* blés indépendantes y et qu'on dérangera un tant soit peu d'un état d'équilibre^ pourra prendre un nombre n de mouvemens semblables au précédent j qui répondront aux n racines de l'équation A = o. De plus y en vertu des formules {c) et des valeurs correspondantes des^ coordonnées x , y y etc. , tous ces petits mouveiAens ^ ou seulement quelques uns d'entre eux, pourront avoir lieu en même temps dans ce système; et réciproquement , quel que soit son dérangement initial y on pourra toujours décomposer le mouvement de chacun de ces points, parallèlement à chaque axe des coordonnées, en un nombre n^ ou moindre que /i, d'oscillations simples, comme celles qui répondent aux équations (£/), dont les durées indépendantes du dérangement initial «eront
-^ , -^ , --rz. , etc. Quand ces durées seront toutes
Vf Vf, i/p.
commensurables , le système entier reviendra au même état au bout de chaque intervalle de temps égal à la plus longue; c'est ce qui a lieu , par exemple, dans le mouvement des cordes vibrantes, et n'a pas lieu dans le mouvement transversal des verges élastiques (n~ 49^ e* 5a5).
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Cest dans ce thëorèfne général que consiste le principe de la coexistence des petites oscillations. Il a encore lieu lorsque le nombre des points mp mf, m", etc. I du système est infini; le nombre des oscillations simples, qui sont alors possibles, peut être aussi infini ; mais leurs durées et les rapports de leurs amplitudes n'en sont pas moins des quantités dâerminées. Ainsi , dans le mouvement transyersal d'vne c?orde tendue, dont la longueur, le poids et la tension sont /, p et 49*, et en désignant par g la grayité, les durées des oscillations simples ne peuvent être
que la quantité 2 W— et ses sous-multiples ; et ,
d'après la formule {d) du n^ 4^ 9*1^ amplitudes de rosciUation qui répond au sous-multiple quelcon-
que /, sont entre elles dans le rapport de sin -7- à
sin -j- > P^^^ ^^^ points de la corde , dont x ei x'
sont les distances à Tune de ses extrémités.
548. Lorsque les points m, n/, m" , etc. , oscilleront dans un milieu résistant , les composantes X , Y, etc., des forces qui les sollicitent, renfermeront dans
leui*s expressions les composantes -r $ -^ f etc. , des
vitesses de ces mobiles. Si la résistance du milieu est proportionnelle au carré ou à une puissance supérieure de la vitesse, elle n'inAuera pas sur le mouvement du système , au degré d'approximation où nous
nous sommes arrête, parce que les termes ^, 77, -j-^ , etc. , qui en résulteraient dans les
de X , Y , etc. ^ sODt da niéine ordre de petitesse que les quantités qui ont été n^ligées. Mais si les moavemenB des points m , m', m" y etc. , sont peu rapides, il faudra , comme dans le cas des très petites oscillations d'un pendule simple (n"" 187 ), supposer la ré^ sistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse ; supposition qui introduira daiis les expressions Xy Y, etc.^ et par suite dans les équations (a), des termes multipliés par 'jf'^9'^9 ^(c.,
qu'on ne devra pas négliger.
Ces équations, que j'indiquerai par (e)y seront alors de la forme
D— 4*E^^-F— ^etc -|- Gii + Hp + Kw + etc. > (e)
D% £^ F', etc.', étant aussi des coefficiens constans,. qui seront proportionnels à la densité du milieu , et généralement très petits par rapport à ceux qui entrent dans le premier membre. Or, on satisfera à ce système d'équations au moyen des formules (B) multipliées par des exponentielles , c'est-li-dire , en prenant
u ï= RNsin(e v/p — ^)e""*^ j
V = RN'sîn (f V^ — t^)e^'^\ > (f)
w = RN"sin (tV} — r)r'*S ) etc. ;.
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e désignant la base des logarithmes népériens, et «#, a»', (J'j etc., étant des quantités constantes et très petites. Je négligerai leurs carrés et les produits de ces inconnues et des coefficiens D', E', F', etc. Les valeurs deii, u,Wf etc. , satisfaisant déjà aux équations («) sans seconds membres, lorsque l'on fait abstraction des exponentielles , leur substitution dans les équa-* tions (e) donnera un nombre n d'équations de la forme ,
aDN^+aEN'û^'+aFNW+etc.rz^D'N+FN'+ctc,
d'où l'on tirera les valeurs des n inconnues cê, ùà\ a", etc.
Ces valeurs seront positives, parce que l'effet de la résistance d un milieu est de diminuer graduellement les amplitudes des oscillations. Cette diminution sera plus ou moins rapide pour les diverses variables indépendantes UjVy w^ etc. ; elle dépendra aussi de la racine p de l'équation A = o^ qui entre dans les valeurs de N , N', N", etc. ; en sorte que les amplitudes des oscillations simples dont le système est susceptible y ne décroîtront pas toutes avec une même rapidité. La résistance du milieu n'aura d'ailleurs aucune influence sur la durée de chaque sorte
d'oscillation , qui sera toujours — —_ pour celle qui
répond à la racine p. En prenant les sommes des formules {f)f relatives à toutes les racines de l'équation . A = o, on aura, comme précédemment, les valeurs les plus générales de w , i' , u' , etc.
549. 11 résulte du principe du n* 547, que si les points d'un système sout tellement liés entre eux.
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qu'il ne reste qu'une seule variable indépendante , ils ne pourront faire qu'une seule espèce d'oscillations , pour lesquelles la durée et les rapports des amplitudes relatives aux difierens mobiles , dépendront des forces qui les sollicitent^ et de la nature du système. Ce cas aura lieu, par exemple , dans le mouvement de deux points matériels m et m\ attachés l'un à l'autre par un fil d'une longueur constante, et obligés de se mouvoir sur des courbes données.
Si, au contraire, les points m, m', m\ etc., ne sont pas liés entre eux ni assujettis à demeurer sur des surfaces ou sur des courbes données , ce qui n'empêche pas qu'ils ne soient soumis à leurs attractions ou répulsions mutuelles et à d'autres forces semblables dirigées vers des points fixes , toutes leurs coordonnées seront des variables indépendantes; et , dans ce cas , inverse du précédent , le nombre des oscillations simples qui pourront avoir lieu, sera triple de celui de ces points matériels. C'est ce qui arrive efiectivement dans le problème du n"* 534 f relatif au mouvement très, petit d'un point m , considéré comme entièrement libre , et soumis à des forces dirigées vers quatre points fixes.
Pour donner encore un exemple de l'application du principe précédent, considérons les petites oscillations d'un point matériel pesant m, sur la surface d'un ellipsoïde dont l'un des axes est vertical. Soient 2c\b. longueur de cet axe, 2a et 2b celles des deux axesr horizontaux , et conséquemment
^* j- -^^ u. îl — .
;ïr -1- 7;r -t- ^. — I ^
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l'équation de la surface , quand l'origixie des coordoiinées est à sou centre. Si Ton transporte cette origine au point le plus bas, et que les z positives soient dirigées de bas en haut , il faudra mettre c—Zf au lieu de z, dans cette équation. Les oscillations du mobile étant supposées très petites, de part et d autre de ce point inférieur, les abscisses horizontales x etjr de m le seront aussi, et son ordonnée verticale z sera très petite par rapport à a: et ^. En négligeao^ le carré de z, après la substitution de c — z à la place de Zf on aura alors
car* j^ çf '
et si Ton appelle het k les rayons de courbure des deux sections principales de la surface , relatifs à son point le plus bas , ou à a: == o et j" = o , on en déduira
Cela posé, dans cette question, les variables indépendantes sont au nombre de deux , savoir x et j^; le mobile ne peut donc exécuter que deux sortes d'oscillations simples; et son mouvement le plus général, résultera de la coexistence de ces deux mouvemens particuliers. Or, si Ton écartait le mobile du point le plus bas de lellipsoïde , dans la section dont Taxe horizontal est 2a, et quon lui imprimât une vitesse dirigée dans le plan de cette section , il est évident qu'il n'en sortirait pas pendant tout son mouvement. En désignant par g la gravité, la dui*ée de ces pe-
tites oscillations serait alors 27ri/- , comme celle du V g'
pendule simple dont la longueur est h (n* ]85) ; et ,
à un instant quelconque, on aurait
j: = R sin( t y/| — A , > = o ;
R et r étant, comme précédemment, deux constantes arbitraires. Dans le cas ouïes petites oscillations auraient lieu dans le plan de la section dont l'axe horizontal est ab , leur durée serait iitKf - , et l'on au- ' V g'
rait, à un instant quelconque ,
P j: = o, 7 = R'sin(i\/f — r');
R'et r' étant aussi deux constantes arbitraires. Donc, les valeurs tes plus générales de x et jr seront les sommes de ces valeurs particulières, c'est-à-dire
X = Rsi-ti( < y/f - r), ^ = R'im(t\/i- /).
Pour déterminer les quatre constantes arbitraires R, R' , r, r", supposous qu'on a, à l'origine du mouvement,
dx I dr '
il en résultera
R sior = — Pf R'sia/ := — q, R cos I- = p' y - , R' cos / = î' y - ;
44^ TRAITÉ DE MÉGANIQUE.
par conséquent, en ayant égard aux valeurs de h et kf nous aurons , à un instant quelconque,
X = pco&t î-^ + -^s sin t 5155
Dans le cas de as^bs=:Cp ces formules doivent coïncider avec celles du n^ 2oj , en faisant , conune dans celles-ci ,
X z=z a^ cos 4/ , ^ = a8 sin 4* En effet , elles deviennent alors
aflcos4. =;?cos^^| + /^|sin^^J,
a fl sin ^^ = 9 cos f y/| + q' ^^ sin t \/^ ;
mais dans ce numéro on a supposé
9=a, 4 = 0, ^==0, a^-^^Cs/ga,
quand ^ = o ; ce qui exige qu'on prenne
p = act, p' = o, q = o, q'=zey/8^; il en résultera donc
6 cos 4 = fit cos 1 1/ -> 6 sin 4 = ^ sin 1 1/- ; d'où l'on lire
atang4=Çtang^^|,
comme dans le numéro cité.
55o* Supposons généralement qu'on ait
M = U, p = V, fvs=W, etc.,
pour les i^aleurs des variables indépendantes à un instant quelconque^ quand on a
uz=zu^^ i; =s 1^, , tv = IV, , etc. ,
du dv dvi^
à Torigine du mouvement; supposons qu'oii ait aussi , à un instant quelconque ,
M=U', i^ = V', fv=W', etc-,
lorsqu'on a
uz=zu/f (^=si;/, iv = fv/, etc.,
du , dv f rftv , .
pour t = o; et ainsi de saite. Je dis qu'on aura, au bout du temps t quelconque ,
« = U + U' + U" + etc.,
V = V + V 4- V" 4- etc., . , .
w = W + W + W" + etc., ' ^^
lorsqu'on suppose , à l'origine du mouvement.
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«=«, + «,' + u' -f» etc., i» = V. 4- f .' H- »»,• + etc. , wss w, + w,'4- w,'+ etc., etc.,
^ = «, + »/ + «/ + etc. , ^ = i»^ + p/ + i»; + etc.,
— == ïv^+ w; + fv/ 4- etc., etc.
En effet, d'après les premières suppositions qu*OD a faites sur les valeurs initiales de k, v, w^ etc.,
^ , ^ , -T- , etc. , les formules {g) satisferont évidemment pour ttssio à ces dernières équations ; de plus y les valeurs particulières de u^ ^, tv, etc., satisfaisant, par hypothèse, aux équations différentielles du mouvement y leurs sommes ou les formules {g) y satisferont aussi, puisque ces équations sont linéaires, et ne renferment pas de termes indépendans des inconnues m, v^ w, etc. (n* 546); les formules (g) rempliront donc toutes les conditions de la question, et seront , par conséquent , les valeurs des inconnues à un instant quelconque.
55 1. Ce théorème général peut être appelé le principe de la superposition des petits mouveinens. On ne doit pas le confondre avec celui de la coexistence des petites oscillations : il est indépendant des lois particulières des petits mouvemens que Ton considère , et résulte seulement de ce que les déplace-^
mens et les vitesses des niobiles sont traites comme des infiniment petits, puisqu'on néglige lenrs pro* dnils et leurs puissances supérieures à la première.
En vertu de ce principe , les ondes sonores qui partent de différens points , se propagent et se superposent dans l'air sans se modifier; en sorle qu'à chaque instant le déplacement et la vitesse d'une mo-* lécule d'air^ suivant une direction cfueleonque, sont les sommes des déplacemens et des vitesses qui répondraient à toutes ces ondes considérées isolément ; ce qui nous permet d'entendre distinctement et sans confusion plusieurs sons & la fois, produits par dififijrens corps sonores. Les sons simultanés peuvent aussi résulter de la coexistence des petites oscillations dans un même corps sonore. Ainsi, par exemple , lorsqu'une corde tendue exécute, en même temps', lés oscillations isochrones qui répondent j| sa longueur entière , et celles dont la durée correspond au tiers de cette longueur, le Ynouvement de Pair est le jnéme que si deux cordes, dont les longueurs seraient entre elles comme un fst a trois , exécutaient simultanément les vibrations les plus lentes dont elles sont susceptibles ; et Ton entend , en même temps , le ton fondamental de la corde donnée, et un autre ton jrfus élevé , qui est la qumie de Yoctave supérieure. C'est aussi pour cela qut l'on entend distinctement les sons (rôdttits par les vibrations longitudinales et par les vibrations transversales, qui ont lieu à la fois dans une même corde tendue, ou dans «Ae même Wrge élastique.
D'après le même principe , les ondes produites eu
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fhukms poînts de k snAce et Teau, te {yropagent fUiiiiltuiéiMnt «atotir de ces centres dtflBfmift, et penrent se croifler en tons seoeà cette snrfiMae, ssni se modifier mntaellement ; de tnaniàre qu'à nn iostint qaeloonqne rélérattcm de Tean, en te| point qn^on vondra^est le somme des élévations positives on négatives qni enraient lien en verin de tontes lies fmdes considérées isdément* • •
L'explication qn*on donne dn phénomène des ni* •Ê^fkfÊÊCêi, dans là tbéorie des ondulations Imni-
anssi fondée snr le principe delasiqpep- BjQwwmunSy qu est^ comme en 'voslwsnseenliUade nesidmnaBS anDiicatiOlia. : . Pour le compléter^ nons ajonteons qur si des Jbroes émanées de centres mobiles sgisnfnf enr^lss points dn sysl&me, les seconds memhpea dee éqna lions (a) deleurs petits monvemens {vf 545) » seeent des fonctions linéaires des composantes de ces forces données. U en sera de ménïe à Fégard des intégrales complètes de ces mêmes équations différentielles; d'où Ton conclut que les parties de u, p, w, etc. , iiH dépendantes de l'état initial du système , et, psr suite y les parties semblables des coordonnées deà mobiles , seront les sommes des valeurs qu'elles auraient si les forces données agissaient séparément. Ainsi ^ par exemple, dans le phénomène des marées, l'élévation totale de la mer en chaque point et à chaque instant est la somme des élévations, prises avec leftrs signes, qui seraient causées par les actions isolées du soleil et de la lune; et c'est pour cela que, toutes choses égales d'ailleurs, les
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haates mers sont les {^us considérables dans les sjzjrgies, et les moindres dans les quadratures.
§ n. Principes de la conseivation du mous^ement du centre de gras^ité^ et de la consen^ation desaire^.
55a.* Puisque le mourement du centre de gravité d'un système entièrement libre est le même que si les masses de tous les mobiles y étaient réunies f et que leurs forces motrices y fussent transportées parallèlement à leurs directions, il s'ensuit que les forces données dont les composantes paral- ^les à chaque coordonnée seront égales et contraires, n'entreront pas dans les équations différentielles de ce mouvement. Or, ce cas est celui des forces mo< trices provenant des actions mutuelles des points du système , en vertu de la loi générale de Yaction égale à la réaction, qui s'observe toujours dans la nature , ainsi qu'on va l'expliquer.
Si un point matériel situé en M agit sur un autre point situé en M% et lui imprime ou tend à lui imprimer, dans un instant, une quantité de mouvement infiniment petite, que je représenterai par /et, on obsene toujours :
I*. Que cette action est dirigée suivant la droite menée du point M' ve«s le point M, ou suivant son prolongement au-ddà de M';
a^. Qu'en même teiÉips le point situé en M^ réagit sur le point situé en M, suivant la droite qui va de M vers M', ou suivrait son prolongement de M.
3*. Que cette reaction oamniDnîqae oa tend à communiquer an point sitné en M une qoantitë de moavement précisément égale à ft.
On dit qu il y a attraction ou répulsion entre ces deux points matériels, selon que leur action mutuelle tend à augmenter ou à diminuer la distance BfM'; s'ils sont entièrement libres , et que leurs masses soient représentées par m et m'^ les TÎteeses qu'ik
prendront seront — et -^ , c*est-à -dire , en raison
inverse de leurs masses, et les quantités dont ik se rapprocheront ou s'écarteront , pendant un temps infiniment petit, seront égales à ces vitesses multipliées par la moitié de ce temps (n® 1 14) : d'aillenn, la quantité fc pourra dépendre de la nature des corps auxquels m et m' appartiennent, ou en être indépendante et proportionnelle au produit mmf de ces masses (n"" ^40> comme dans le cas de Tattraction universelle.
La première des trois propositions qu'on vient d'énoncer peut être regardée comme évidente en elle-même; car des quantités de matière m et m', étant réduites à des dimensions infiniment petites, et placées à une distance finie Tune de l'autre, il n'y aurait aucune raison pour que l'action d'un de ces points sur l'antre s'exerçàtd'un côté déterminé de la droite qui les joint, et autour de laquelle tout est semblable ; mais les deux autres propositions ne peuvent être pour nous que les résultats de l'expérience, généralises par induction et confirmés par toutes les conséquences qui s'en déduisent. En eflfet.
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nous ne pouvons regarder comme impossible, à priori j qu'un point matériel iti agisse surun autre m'y sans que celui-ci réagisse sur le premier, en sens contraire et avec une égale intensité. Ainsi , nous ad« mettrons le principe de la réaction égale et contraire à l'action comme une loi générale de la nature , qui nous est donnée par l'observation , de même que la loide l'attraction universelle , en raison inverse du carré de la distance.
553. Cela posé, si tous les points matériels d'un système entièrement libre ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ces forces motrices, transportées au centre de gravité du système, s'y détruiront deux à deux; le mouvement de ce centre sera donc rectiligne et uniforme^ et conservera constamment sa vitesse et sa direction initiales ; ce qui a fait donner à ce théorème le nom de principe de la conservation du niou^ cernent du centre de granté.
Ce mouvement n'est pas altéré par le choc des corps, quel que soit leur degré d'élasticité (n® 540; et, en ; effet, le phénomène du choc est produit, comme nous l'avons déjà dit (n''4^)^ P^ 1^ actions mutuelles^des molécules du corps choquant et du corps choqué, qui s'exercent à des distances insensibles, mais de grandeur finie , et pour lesquelles la loi de la réaction , égale et contraire à l'action , ne peut manquer d'avoir lieu. Par la même raison , si un corps solide est en mouvement , et qu'il soit brisé par une explosion intérieure, la direction et la vitesse du centre de gravité de toutes ses parties ^ après cette explosion , seront les mêmes que la direction et la vi-: 2. 29
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tesse du centre de gravifé qui avaient lieu auparayant. En génër&l , les cbangemens brusques de vitesse qui accompagnent les chocs ou les explosions , sont les effets des actions mutuelles des molécules ; ces forces varient dans de très grands rapports, quand les molécules se rapprochent ou s^éloignent les unes des autres ; et , par suite , elles font varier de même les vitesses des corps pendant de très courts intervalles de temps.
Le principe dont il s'agit est indépendant de la liaison des points du système , pourvu qu'aucun d'eux ne soit lié à d'autres points étrangers au système que Ton considère / et ne soit pas assujetti k se mouvoir sur une sur&ce ou sur une courbe fixe ou mobile. Des. conditions de cette espèce, s'il en existait, donneraient naissance k des forces qu'il faudrait tranaporter au centre de gravité, et qui pourraient (airs varier sa vitesse. Il en sera de même, lorsqu'il y aura des forces appliquées aux points du système qui ne proviendront pas de leurs actions mutuelles ; et , dans ce cas, les actions mutuelles pourront influer indirect tement sur le mouvement du centre de gravité, en diminuant ou augmentant les distances des points du système aux points fixes ou mobiles d'où émanent les forces étrangères, et changeant , par conséquent , leurs intensités.
L'inertie d'un point matériel consiste en ce qu'il ne peut se mettre de lui-même en mouvement, ni modifier aucunement le mouvement qu'il a reçu , sans le secours de forces émanant d'autres points; l'inertie d'un système de corps consiste, de même»
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en ce que l'action mutaelle de ses parties ne peiit prpdaire ni modifier le mouvement de son centre de gravité , sans le secours de points d'appui ou de forces étrangères. Ainsi , le mouvement du centre de gravité du soleil , des planètes , des satellites et des comètes, doit être rectiligne et uniforme dans l'espace^ abstraction faite de l'action exercée par les étoiles sur tous ces corps , et de la résistance du milieu , si elle existe.
La manière dont les différentes parties d'un muscle agissent l'une sur l'autre , pour produire ses mouvemens ^ nous est inconnue j nous ignorerons peut-être toujours par quel moyen. la volonté met ces parties de nature diverse dans la disposition respective, nécessaire pour qu'elles exercent actuellement leurs attractions ou répulsions mutuelles : quoi qu'il en soit, nous ne pouvons pas douter que ces actions ne soient soumises à la loi de réciprocité, comme toutes les autres forces naturelles; d'oii il résulte qu'an animal , dé quelque manière quil s y prenne, ne peut jamais déplacer son centre de gravité par sa seule volonté , et sans le secours d'un point d'appui extérieur. L'homme et les animaux peuvent élever ou abaisser verticalement leur centre de gravité, en s'appuyant sur la terre ; ils peuvent aussi s'avancer horizontale^ ment, à l'aide du frottement contre sa' surface; mais la locomotion leur serait impossible sur un plan parÊiitement poli , où cette résistance serait tout-à<rfait inseo'sible. Dans le vol des oiseaux, c'eât le centre de gra^ vite de l'animal et de toute la masse d'air qu'il met en mouvement, qui demeure constamment en repos;
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etf dans le yide, il ne poorrait piinreiiir à dëplacer jMm propre etatre de gravite, <|Be]le' que îtkt la rapidite du moairement de ses ailes.
n n'y a pas de doute, non .plos, qne les'flnides impondérables ne soient soumis à la loi de réaction ^ale et contraire à l'action, et que le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité , qjiii en est la conséquence, ne doive aussi s'observer dans leurs mouvemens, comme dans celui de' tontes les autres substances, dont' ils nè'difl%rent que ptr leur extrême ténuité. Ainsi, lorsque l'électrictté, la Âaleur, la lumière, s'écli|ippent d'un mobile par un seul c6té, ce corps doit fiQCuler en sens contraire , ^afiii. que le centre de grajfité du système entier de^ meure en repos; mais la quantité de mouvement quH prendra ne sera sensible, qu'autant que odle du fluide impondérable le sera éfflemeat, malgré . la petitesse de sa masse, et à raison de la grandeur de sa vitesse. Cest ce qui ne peut-être décidé que par des expériences très délicates.
554* Non-seulement les forces provenant de l'action mutuelle des points m, m% m" , etc. , d'un système entièrement libre, n entrent pas dans les équations (7) de leur mouvement de translation , mais elles disparaissent aussi des équations (9) de son mouvement de* rotation autour de l'origine des coordonnées (n""' 558 et SSg).
En effet, soit F la force provenant de Faction mutuelle de m et m', qui est la même pour ces deux points matériels, et dirigée, si on' la suppose attractive , de m vers m! pour le point m , et de m'
Ters m pour le point m\ Eq appelant p la distance de ces deux points , les cosinus des angles que fait la droite mm! , avec des parallèles aux axes des x>. j^fZ, menées par le point m , seront
relativement à la force F , on aura donc
pour les composantes de la force motrice du point m / et Ton trouvera de même
pour les composantes de la force motrice de m% provenant de cette force F. Or^ d'après ces valeurs , noua aurons
m{xX — jUi) + m'{an' — flL!) = o, m(zX — xZ) + m' (z'X' — x'Z") = o> m{jZ - z\) + m'Cr'Z' - z'X") == o;
par conséquent, les termes provenant de Faction mutuelle des points du système , se détruisent deux à deux dans les seconds membres des équations (9) du n* 559.
Si donc il n'y a pas d'autres forces motrices qui agissent sur les points m, m'y ni\ etc., le mou-^ vement de rotation du système autour de Torigine des coordonnées , sera uniquement dû aux vitesses.
194 tÊkàiTÈ m mç0i»m^ j
IritfiJmi ^ CHil élii ilipriMfak è ^«s foiolsi w
seule action ikiatpelle 4e «M pArfits^' Mi i|^8lèiw ^peloonqae de corps ne peut prodoirç aiicaii moii^ Tement de transbrtioa dn dé rots^on cooiaiim à tons ses points, ni xnodiflîer, en inconè mvoSIkep cdoi qu'il a Mtçtt (Mciliiltivêu^tt.
9Si. Les jieconds n^embires des ëqiatioiis (9) se- ^ffiolt édooire'ÈÊcù, IcHrs4ue les points du s jstèmê, indépendamment de^nrsactÎQns mtitnelieSySerontaMB iûfiidMf par dés' jfoit^^ dir^ées'^Ti^ IWigine 4el Coordonnées; car pour nnib Sitôllaiite mte, iqp» pial|néoaa pointillé |ese<mipoiuites mS.,niï,m^ éoiat entre et£^ comiaoe les coordonnées ir, / , s ^ de ce point ; on a donc
et le terme qui en provient disparaît de chacune des équations (9).
Ainsi y dans tout système ëntiàrenlént libre , ou qui ne renferme qu'un seul point fîxe> et dont les points m, m\ ih', etc. , sont soumis à leurs actions mutudles et à des forces dirigées Vers ce point fixe, en le prenant pour origine des coordonnées , on aura
^"^ (^ dt^
^'"O'rfi-
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S'il n'y a aucun point fixe dans le système , et que les mobiles soient uniquement soumis à leurs actions mutuelles, on pourra prendre tel point qu'on vou* dra pour origine des coordonnées; et comme daxis ce même cas, les équations (7) du n"" 538, se réduiront à
il s'ensuit qu'on pourra aussi prendre pour cette origine, un point qui ait un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace.
En effet, en désignant para, €, ^^ les coordonnées de ce point mobile^ on aura
dF ~ ^' df^ ~ ^' dt- ~
pour y transporter l'origine des coordonnées, il faudra faire
relativement au point quelconque m ; or, en substituant ces valeurs , dans la première équation (a) , on peut la mettre sous la forme
au moyen des équations précédentes , elle se réduira donc à
456 TRAITE DE MÉCAWIQCE.
et l'on trouvera de même que les deux antres éqna-
tïoDs (a) ne changent pas de forme, et deviennent
quand on transporte l'origine des coordonnées an point dont le mouvement est rectiligne et uoifonne. Dans ]e cas dont il s'agit, le mouvement du centre de gravite du système étant rectiligne et uniforme (o" 553), il en résulte que les équations (a) devront subsister en prenant ce centre pour origine des coordonnées.
556. En multipliant les équations Ça) par dt, et observant qu'on a
"^ di ^ dt — '^\^ dt ^ dt)' tfx dH j / dx <fe\
Ar tPr ,f da dr\
intégrant et désignant par c, c', c*, les constantM arintraires, il vient
équations qui montrent que dans le mouyement d'un système entièrement libre , où les mobiles ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ou à des forces dirigées vers un centre fixe , les momens des quantités de mouvement de tous les points du système, par rapport a trois axes rectangulaires qui, se coupent en ce point, et par conséquent, par rapport à toute autre droite menée par ce même point , sont des quantités constantes. Ces momens ne changeront pas de valeur, dans le choc des corps du système, ou dans l'explosion d'un ou de plusieurs d'entre eux, puisque les forces qui produisent ces phénomènes , sont des actions mutuelles de leurs molécules; ce qui s'accorde avec le résultat du n* 54 1*
S'il n'y a pas de forces dirigées vers un point fixe, il résulte du numéro précédent, que ce théorème aura encore lieu, par rapport à un axe quelconque qui se meut parallèlement à lui-même , en passant constamment par le centre de gravité du système, ou, plus généralement, par un point dont le mouvement est rectiligne et uniforme. Dans ce même cas, on conclut des équations (b) , que les sommes des quantités de mouvement de tous les points du système, suivant trois directions rectangulaires, et conséquemment suivant une direction quelconque, sont également des quantités constantes; théorème qu'on peut aussi regarder comme renfermé dans celui qui répond aux mon^ens de ces forces, en éloignant à l'infini le centre des momens et l'origine des coordonnées.
557. Les valeurs des constantes c, &, c", dépendront de la direction des axes rectangulaires.
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qu'on prendra pour ceux des coordoaaées ; mais si l'oo Ëùt
Il qtiantité -y sera iion-sealement iodépendaate de l, mais aussi de cette directloD ; car elle exprime le moment principal' d'un système de forces (n' a8i), doot la valeur ne pent pas dépendre de la direction arbitraire des droites suivant lesquelles ces forres sont décomposées. Lorsqu'il n'existe pas de point Oxe dans le système» on trouvera donc une même valeur de y , en U calculant à deux époques différentes du mouvement, et prenant te centre de gravité pour origine des coordonnées, quelle que soit d'ailleurs leur direction, di0ërenlc ou ta même, à ces deux époques. Dans ces calculs, on n'emploiera que des positions et des vitesses relatives des moliiles aux époques données, savoir, les perj^endiculaires ^tT' ^' aI>AÎ^ées de cbaqne point m Stir trois pitni rectangulaires, menés arbitrairetneat par Ee centre de
gravité, et les excès ^» ■£ * j, » des composantes de la vitesse de m, parallèles à leurs intersectioiis^ . sur les composantes de la vitesse du centre de gr»* vite suivant les mêmes directions. Lors itiâma tpti serait survenu entre les deux époques ponr lesqndles on anra ainsi calculé la valeur àe y, nn ofl .phi^* sieurs chocs ou explosîotis des corps du sjstètaMi cette valeur ne serait pas changée, pourvu que ^ dus le cas d'une explosion , (hi comprit dans le calcul d* la seconde époque toutes les perdes du corps Ixîsé. Si donc on la trouvait diiërente à la second* épOtp»
de ce qu'elle était à la première , on en pourrait coi dure que des forces étrangères ont agi, dans Tinter* yalle, sur les mobiles , ou bien qu'ils ont choqué d'autres corps qui ne font pas partie du système.
Si l'on appelle a, a\ a", les angles que fait Taxe du moment principal avec les axes des z, y f Xj dont l'origine est au centre de gravité, od aura (n* 281 ) ^*
cos a = - , cos a' = - , cos a" = — ; y y y
en supposant donc que ces axes soient constamment parallèles à eux-mêmes, les quantité c, c^, d'^ ne changeront pas, et la direction de l'axe du moment principal sera aussi invariable , comme la grandeur (lu moment qui s'y rapporte. La même chose a lieu par rapport à un point fixe , lorsqu'il y en a un dans le systètne , et qu*on le prend pour origine des coor-* données; ce qu'on à déjà vu dans le n* 4i6> rela^ tivement à un corps solide.
558. Il est important d'observer que le6 termes provenant de l'action mutuelle du système disparaissent dans les seconds membres des équations (9) du n®539, lors même que l'intensité de cette action varie avec le temps , indépendamment de la distance , c'est-ànlire , lorsque les composantes de cette force renferment le temps t explicitement. Les équations (o), et, par conséquent, l'invariabilité du moment principal et de la direction de son axe , ont donc encore lieu dan» ce cas, qui se pr^ente, par exemple*, quand les points du système perdent , sous forme rayondAfite , une partie de leur chaleur propre; ce qui dimi*
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nue y à distance égale, Finteiinté de leur action imitoelle. .
,: ^ Ainsi ,.'en faisant abstraction de Faction dn soleil et de la Inné sur la masse de la terré, et supposant ^pie notre planète , autrefois à Tëtat gazeux , a'est solidifiée par le refroidissement, sans perdre aucune parlie de a matière pondérable, on peut assurer que, ' dans cette Innsfonnation , le moment, principal des quantités de mouTement de tous ses points n'a pas diangé de grandeur, ni son axe de direction. Cette droite est devenue Taxe de figure de la terre, autour duquel elle tourne maintenant; et, dans ce mouvement , il est aisé de voir (n* 586) que Ton a
pour la valeur du moment principal ; a» étant la vi* tesse angulaire de rotation, M la masse, et Btt*!^ moment d'inertie par rapport à Taxe de figure. Si le refroidissement et la rotation de la terre continuent encore actuellement , et que son rayon diminue en conséquence , la valeur de k diminuera dans le même rapport; à cause que la quantité y est constante, la valeur de c^ augmentera donc en raison inverse da carré de A:, et la durée du jour décroîtra proportion- 'nellement au carré du rayon. Une diminution , due à cette cause, d'un dix-millionième sur la durée du jour, supposerait un décroîssement d'un vingt-mil-* lionième sur la longueur du rayon ; et comme on est certain que le jour n a pas éprouvé cette diminution depuis sSoo ans (n* 44^) ^ il ^^ résulte que le rayon moyen de la terre n'a pas varié d'un vingt-millio^
nième , ou d a peu près 3 mètres , dans ce long intervalle de temps, par Teffet du refroidissement, si la température moyenne de la terre n'est pas encore parvenue à un état permanent.
Les tremblemens de terre , les explosions volcaniques, le souffle des vents contre les côtes, les frottemens et les pressions de la mer sur la partie solide du sphéroïde terrestre, répondant à des actions mutuelles des parties du système, il n'en peut résulter aucune' variation de la quantité y; et les déplacemens de ces. parties qui ont lieu dans toutes ces circonstances, n'étant pas assez considérables pour produire des çhangemens sensibles dans la valeur de A:, ces causes diverses ne produiront aucune altération appréciable dans la rapidité de la vitesse o? , ni dans la durée du jour.
55g. Les théorèmes qui se déduisent des équations (c) peuvent encore s'énoncer d'une autre mar nière.
Observons, pour cela , que la formule j(xdjr—yda:) est l'aire décrite pendant l'instant elt, ou la d^Térentielle de l'aire décrite pendant le temps ty par le rayon vecteur de la projection du point m sur le plan des x et jr, en allant de Taxe des a: positives vers l'axe des jr positives ( n* i54)« La formule ^ (zdx — jcdz) est de même la différentielle de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du même point m, sur le plan des z et x, en allant de l'axe des z vers l'axe des ûc; et ^ {jdz — zdjr) exprime la différentielle de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection de ce point sur le plan
des jr et z, en allant de l'axe des x ^^^^ ^'^^^ des 0.
Cela posé , considérons les aires comme des quantités positives ou négatives , selon qu'elles sont décrites sur chaque plan , dans le sens qu'on vient d'îodiquer^ ou dans le sens opposé. Soit ~ X la somme des aires décrites^ pendant le temps t , par les rayons vecteurs des projections de tous les points du système, et multipliées respectivement par leurs masses m, m% ni'f m!", etc. Appelons ^X' la somme des aires décrites sur le plan des zei x^ pendant le même tempSt par les rayons vecteurs des projections de ces points matériels, et multipliée aussi par leurs masses. Soit enfin 7 >!' la somme des aires décrites sur le plan des/ eïZy pendant ce temps / , par les rayons vecteurs des projections de ces mêmes points, multipliées de même par leurs masses. Ces trois sommes seront des fonctions de t, dont les valeurs s'évanouiront avec cette variable , et qui auront pour différentielles
ï rfA' = ^ 2m [zdjc — xdz) , i d^!'^ 1 2m {fdz — zdj).
En vertu des équations {c) , on aura donc
dK — cdt, dK'=ic'dt, d\''=c''dt; et, en intégrant^ on en déduit
A = ct, ?sfz=zc't, h"=c''t.
Doue, dans le mouvement d'un système entièi^ment
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libre, dont les points ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, les sommes des aires représentées par 7 A , \\'p { a", sont proportionnelles au temps employé à les décrire /et les sonmies des aires décrites pendant Vunité de temps, conservent leurs valeurs initiales pendant toute la durée du nïouvement; le centre des aires étant un point fixe , le centre de gravité du systèine, ou tout autre point dont le mouvement est rectiligne et uniforme.
C'est en cela que consiste le principe de la conservation des aires. Il a encore lieu lorsqull existe dans le système un point fixe vers lequel sont dirigées des forces agissant sur un ou plusieurs des mobiles, pourvu que l'on prenne alors ce point fixe pour centre des aires; ce qui comprend le théorème du n^ i54> relatif il un point matériel isolé.
Npus ferons remarquer que, quand télT points m, n/, m", etc., tournent dans un même sens autour du centre des aires, comme les centres des planètes autour du soleil, il en sera de même à Tégard de leurs projections sur les plans des coordonnées; de sorte que tous les termes des sommes -j A , ^ X', jX", auront le même signe : ils auront, au contraire, des signes différens, et ces sommes pourront être des quantités positives ou négatives, lorsqu'une partie des mobiles tournera dans un sens, et l'autre partie dans le sens opposé , comme dans le mouvement des comètes autouf du soleil.
56o. Maintenant, soient 0 (fig. 3i ), le centre des aires , fixe ou mobile ; Ox, Ojr, Oz, les directions des axes rectangulaires des coordonnées; M et M^
les positions du point quelconque m au bout des temps t et t -^ dt; P et P, les projections de M et M^ sur le plan des x et y. Le triangle MOM^ sera l'aire plane décrite, pendant Finstant dt , par le rayon vecteur de m, et il aura pour projection sur le plan des x et ^ , le triangle POP^ ,^ ou Taire décrite pendant cet instant , par le rayon yecteur de la projection de m sur ce plan. Les projections de MOM^ sur les deux autres plans des coordonnées , seront aussi les aires décrites par les rayons vecteurs des projections de m sur ces plans. Il en sera de même pour les aires décrites dans l'espace , pendant toutes les parties infiniment petites du temps t, par les rayons vecteurs de tous les points du système , et multipliées par leurs masses, ou , autrement dit , pour toutes ces aires augmentées dans le rapport des masses m, m% m", etc. , à l'unité. Par conséquent, les quantités 7A, i X% 7 A'', qu'on vient de considérer, seront les sommes des projections de ces aires infiniment petites , sur les trois plans des coordonnées ; et Ton pourra appliquer à ce système d'aires planes et à leurs projections, les théorèmes des n°* 1176 et suivans.
Ainsi , parmi tous les plans qu on peut faire passer par le point 0, il y en a un sur lequel la somme des projections des aires planes , prises avec les signes qui résultent du sens du mouvement pour chacune d'elles , est un maximufn. Si Ton désigne par fi la valeur de cette aire maxima, on aura
ft' = A- + A'* + A"»;
DYNilMIQDE, SSœNDE PAlA*I£. 46S
et f A (XL est llr petpeiidiciilrire à son- plan , et quW fasse
2OH = C, yOVL = C, xOVL == &\
on aura aussi cos
tf = — , GOS^iA— , cosff"=— .
Or^ d'après les râleurs de A^ X'y 7^', ces formtdes sont la même chose que
C JBt» C
COsffsSt-, COsff^ss— , COS^'s:^— ; ((/)' y y > ^
€, c'yif', y, étant las m^èmes constantes <pie précédJeniraent. Il en n^sulte donc que ta direction d^ phn: de Taire maxima demeurera constante peÀdiânt lonAe la durée du Aiouyement , et que k normale ^ce plan menée pair lexentre des aires coîncidiera tMi^ jours avec l'acse du moment pri»cipat dés quancitëi de mouvement de tous les points du* système.
On conclut de là que dans le moiv^ement de tout s^rstraie entièrement Ubre^ dont les poiMs matériels ne 90nt soumis qnfà kucs actions mutaelles^ il existe vnt phoy passant patr le cettitre de' gravité"^ qui de^ meure constamment parallèfo à Kii^méme, et dont, on pettt» à cfaaqne instant , déterminer' k direction', «u nMiyen des masses de feus ces points, de leurs coordonnées rapportées au centre éà- gravité comme origine^ et des excès des composanfes^ de leurs vi*tesses SUT celles de la vitesse de ce centre.
Ce tliéorème est dû: h Laplaw^ qui a dontll^ au plan dont il s'agit» k dénomination de plan ins^a^
rit s, et qui a proposé d'en faire osage, en Aslro-
iie, pour rapporter à sa direction constante les
., jctioQs variables (n* a44) des plans des orbites
1 Détaîres.
L 61. Cest au plan de l'orbile de la terre , et à une o.«ite menée, dans ce plan, par le centre du soleil et parallèlement à la ligue des équiuoxes, que les astronomes rapportent les positions des astres et les directions des plans dans lesquels ils se meuvent. L'écliptique vraie et la ligne des équinoxes étant en mouvement dans l'espace, on détermine leurs posi-
• lions, à un instant douné, en les comparant à celles des étoiles ; mais on peut craindre que les mouvemeos propres des étoiles, qni sont inconnus pour la plupart, ne nous induisent en erreur sur les déplaccmens absolus de l'orbile de la terre, après plusieurs siècles ; et , pour pi-évenir cet embarras, il est bon de pouvoir assigner sa direction vraie à un instant quelconque.
; SopposoDs donc que le plan dies j; et ^ sok le plan
* de l'écliptique à na instant donné» on, plus exactement , un plan parallèle ii celai de cette édiptiqw et qnené par le centre de gravité 0 du système a»- Ifire. Far le point 0 (fîg. Sa), menons arbitrairement dans ce plan les «ses Oo: et 0;';et d'après les coordonnées et les vitesses actaelles de tous les points dn sjrttème solaire, rapportées aux axes rectangulaires Or, QjTf Oz, et les masses de ces points, supposons awisi qu'on ait calculé les valeurs des quantités c , c', e". Si OH est la perpendicolaire «i plan invariable de ce système , et E^E' l'intersection de ce plan a\'ec
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celai des x et /, les équations {d) donneront
cosHOz=-, tangEOx=^; (c)
ce qui fait connaître la direction du plan inyaiiable par rapport à celui dçs Ji? g!irj\*Mm .ipoxxv en conclure, réciproquement,, la dî^rectlta/^bscllue du plan de récliptique, parallèle à celui dos Jb et '^, il faut encore qu'il existe, sur le plan invariable, une droite qui demeure tonstanunent parallèle à elle-même , et dont la direction soit connue à chaque instant. iX, étant cette droite, on connaîtra Fangle KOx à l'époque que Ton considère; de cet angle, joint à HOz et EOo:, on déduira l'angle EOK; et les deux angles HOz et EOK détermineront complètement la direc«tion absolue du plan de l'édiptique.
Or, l'existence du plan invariable , dans le système solaire, suppose^ implicitement, que Ton fait abstraction de l'action des étoiles sur le soleil et sur les planètes , et que toutes les parties du système sont soumises uniquement à leurs actions mutuelles. Mais, dans ce cas , le mouvement du centre de gravité 0 est rectiligne et uniforme; par conséquent, à moins que la direction de ce mouvement ne soit exactement perpendiculaire au plan invariable , on aura une droite OK, toujours parallèle à elle-même, en projetant sur ce plan la droite que décrit le point 0 dans l'espace. On ne voit pas une autre ligne qu'on puisse prendre pour la droite OK ; mais pour faire usage de celle que nous- indiquons , il faut /qu'on ait préalablement déterminé; par l'observation, la direction
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du mouvement du centre de gravité de notre univers, (tue nous ne connaissons encore que très imparfaitement.
En comparant les valeurs des angles HO: et EOK , déterminées à deux époques différentes, on connaîtra IcB dépUceinens réels de lecliptique qui ont eu lieu dans l'intervalle, et que le seul angle HOz, inclinaison du plan mobile sur le plan invariable , ne suffirait pas pourdéterminerc-omplètenienl. Toutefois, fii les quantités c' et tf" sont très petites par rapport à c, l'angle HOs sera aussi très petit, et de très petites différences dans les valeurs de c' et c'' en produiront de très grandes dans les valeurs de £0x, et, par «itte, de l'angle EOK; en sorte qu'il paraîtrait, dans ce cas, que l'intersection OE de l'écliptiqne et da plan invariable aurait éprouvé un déplacement très considérable sur ce plan. Mais, en généra), ce déplacement ne serait pas réel; car les petites différences im Tftlenn de c' et c" prOTiendront , en grande partic * des erreurs inéritâblea dans les obserrations qm «rreat à détenniner ces râleurs, et des quanthét qa'ion cal obligé de neiger en les calculant.
Au reste , quand l'angle HOz est très petit , c*est-àdus, c[«and l'édiptique est très peu iDclînée sur le |dan invariable, l'angle EOK, qu'on peut alors très dHEcUtment déterminer, n'a qôe très peu d'influence Mr la direction vraie du plan de l'orbite de la tem.
563* Le nombre et tes masses des comètes nous âtant înconatu , 0a sera obligé de négliger les termes qui leur correspondent dans les râleurs de c, c', c*.
DYNAMIQUE^ SEGÛHI» PAITTIE. 46$
relatives au sy^ème sokire; mm les valevr^de df ef^ c'^9 données par les formules (c)8er€iit frespettalléf^ par cette omission ^ vu la petitesse* de ces masses , et parce que les termes de ce» formules^ qui correspon-* dent aux comètes , se détruisent , en grande partie , par ro{q|K>sîtioa des signes^ (n^ 55g)v
On calculera de la mai^ière suÂTante kt pmti«r àa c f c\ d'j qui répondent au soleil, aux plaaèles ci aux satellites.
Soient M la masse d'un de ces corpa^ et àm Félé^ ment de cette aiasse, dont x^ y y z, sont les cowdoi»* nées rapportées aux axes Oar ^ Gyr, Oz. Appelons- ^, f jTty Zfp les coordonnées èxi centre de graTité de M ^ par rapport aux mêmes axes^ et x^^j^j z^, les coor«données de dm ,. rapportées à des parallèles à ces axss^ menées par ce centre de gravité; de sorte qu'on ait|f à un instant quelconque ,
x = x,+x^, jr zsf, ^j^, z^t^+z^y
d^^ di '^ di^ dt — dt^dt^ dt'^ dt'^di'
L'origine des coordonnées x^^ jr^j z^, étaat ann centre de gravité de M ^ on a
fxjdm = o, /jr,dm ss o, fzj^ =: o,
et , par conséquent ,
/^.^ = o, /%*. = «, /t*.= o; les intégrales s'étendant à lamasse entière. D'après cela^
dx ^r d%
si l'on substitue les valeurs àe Xfjr, z, ^>-?> ^^
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dans U première ëquatîoo (c), et qa'oD y change n
et £ en tfm et /, on trouve
ce crai montre que le momenl des qaanlilés de mot)' Tentent de M , par rapport à l'axe 0^ , se compose de deux parties : la première ne dépend que do mouvement du centre de graTÎté de M, et est b même qae si cette masse était concentrée en ce point; b seconde est indépendante de ce monTemenl, et la même que si le centre de gravité de M était en repos, et que l'axe Os fût transporté en ce point, parallèlement à lui-même. Le même résultat s'applique ans quantités c* et c", et a encore lien par rapport à nn axe quelconque.
Maintenant, soient A, B,C, les momens d'inertie de H, par rapport à ses trois axes principaux qui >e ooopent àsoD centre de gravité; ptq, r, les ecHuposantesdesa vitesse angulaire de rotation, relatrra anx mêmes axes; ^, ft, r, les angles qne font leon directions avec une parallèle à Taxe Oz , menée par leur point d'intersection; d*a{»ès ce qn'on a vn dans le n*> 409, nous aurons
J{fi~df~Ji ■^')c6»=A/>cosA+Bjco«/*+Cpcosf,
pour le moment , par rapport à cette parallèle , des quantités de monvement de tous les points de H, provenant de sa rotation autour de son centre de gravité. Il s'ensuit (}ue la valeur complète de c sen
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i?=2M (j:,^i-:r,^) +2 (A^ cos A+BçGOsH-CrcoffO ; (/)
les deux sommes 2 s'étendant aji soleil , à toates les planètes et à leurs satellites, et se composant par conséquent de 3o termes. Or , les rapports de A , B ^ C, à M, dépendant de la constitution intérieure de ce corps M , ils nous seront , sans doute , toujours inconnus : nous savons seulement que ces trois rapports différent peu l'un de l'autre , à cause de la forme à peu près sphérique des corps célestes; et qu'ils sont moindres que si ces corps étaient homogènes , parce que les densités des couches concentriques vont en décroissant du centre à la surface de M . U senit donc impossible de calculer la valeur de c ^ et de même , les valeurs de c' et c", si l'on devait avoir égard à la partie de chacune de ces quantité ^ qui provient de la rotation des corps célestes. Mais quelles que soient la forme de M et sa constitution intérieure, bipartie de A/icosX + B^cosft + Crcosy^ qui est due à rétat initial de ce corps solide , demeure cons« tante pendant toute la durée de son mouvement (n® 4^6); en sorte que cette quantité ne peut varier, pour chaque corps céleste , qu'à raison des attractions des autres corps, en tant que leur résultante ne passe pas exactement par le centre de gravité de M, c'est-à-dire^ en tant qu'elles s'exercent sur la partie non sphérique de M. U en résulte que pour chaque corps céleste, la partie variable du. second terme de la formule (f) est très petite, et peut être négligée par rapport à la partie du premier textosi^
4f4 KtlACnt JMS MtCOHfllK ^
relatiTe au même corps. Aiori, par exemple, en ^gipMit pfur i len^wi 4v glab» »y*wtw, par m la vitesse angulaire de son mouvement de rotation , ^ a lien autoor de son on 4e fignse, et par ^ Eaufl^ qneîfiptcet axe jwreeh pamiifclc à FaxeOisyle «BAo^é latine .dp la Avraskile (/^^ ^ Hpond à la
torre^ sera' îpouidrtp vue — b- a» ços (fV^ W serait la
vale^v^ si Ja^tsrreaftsfe fceoMgèaef seientanasi p il 4 Inaigfxm mbjnB-de l'oiftils ^ la terveet sa wlHse aasgjDeone dans: aeta éso vffwent naniieif )e pasnisr 4e^i|:temàle //> w^nlUk k taive, aom par fÊf/ê^ffÊmr ^vatoar; ^, si faxe Os paiipanJBdttuaè an flan dé eetle ^orbiM, anqnel i*-iÉpiqéseaiera l!oUiqnitrf de MelipliqiHi, «mi vana ^'«aeiaariation de cinq degrÀ dans la grandenrde . oafSa9|^nefroddraitpasnnevarialiand»mlavnieiir
de —g-cûCOBj", qui soit i^n ceat-inillionième de la
qoantf té Mp*0. On s en assurera , en otiaervant qnç le vapporl de û» à 8 excàdeà peine 566 , qne oelui de p à &<est environ a4ooo, et Tangle J^ ,k peu près a 3* ad'. B^n sera df même à Tégard de toutes les autres pUn BÀtes* Far raj^ort au soleil^ il y a lieu de oroire quf la partie variable du second terine de la formule (/) qui lui correspond , est tout-4i*-fait insen^Ue, à causa de sa forme sphorique qui résulte des observatioas, et que Ton peut aussi supposer fi ses pouches i«té« rilrares, à raison de la petitesse de la force centri|«ge comparée à la pesanteur , dans les différens points de ce corps (n^ 260); d'où Ton conclut que la résol-
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tante des attractions des plai^ètai doit piuaer €Xm^ tamment par son centre d^^avité , et ne pilaire auccme pertnrbaticm dans soRiouvemetit^te i^ation autour de ce point.
D'après ces eonstdéralîoBs , «i Ten &it passtr ^mile premier membre de Téqualion (f), le second terme de son aecond memlane, on fMMnnra compceodue dans la constante c, la partie inrariable de ce aeoond terme, prise aviec m ngne contrave; et en néf^ géant seulement sa partie variable, et opérant de même sur les iquatioos qui dounent les valeurs de i/ et c" , on aura, avec une approximation l)ien supérieure à celle des observations,
IM(r.^
563. Les coordonnées x^^y^^ z^, qui entrent dant ces formules , ont leur origine au centre de gravité du système solaire; pour plus de oiMnmodké, il est bon de la transporter au centre de gravité du soleil.
Pour cela, soient gf, h y A:, les coordoonées de ce point rapportées aux mêmes axes que Xtf jr^p z^; appelons oc, yj z, les coordonnées du centre de gravité de M, rapporta à dea axe^ parallèles, passant par le centre de gravité du soleil ; nous aurons
x, s= x — g, y, =y — k, z, = z —k; en substituant ces valeurs dans la première équa-
■4t4 traite de mécanique.
tiOB ijgy, die deviendra dooc
et l'on transformera de même les expressions de c'd c". D'ailleurs, l'origine des coordonnées x,,^,^ s,, étant au centre de gravité du système, on en coaclut
gSM = 2Mx, hSM = 2M7-, *2M == 2M:,
et, par conséquent;
dt ' dt
An moyen de ces équations, j'élimine g, h^ k, di* It* "di' ^ *îtpi«*M<»w de c, c*, c", qui derieiH neot fiDaleniiBttt
-â(ïM'-2M^-ï«k.SM^),
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Les coordonnée» x^ jr^ s, du centre de grtivité de chaqoe planète on satellite, et les composantes
Â" ' "T"* It^ de sa vitesse , pourront être regardées
comme des données de l'observation anx différentes époques pour lesquelles on voudra calculer les valeurs de Cf c\ é\ et, par suite, les angles HOz et EOx relatifs à la direction du plan invariable, au moyen des équations (e). L'origine des coordonnées étant actuellement le centre du soleil , les sommes Z qui s'y rapportent, ne contiendront pas la masse du soleil , laquelle se trouvera seulement dans ZM , et • rendra conséquemment très petit le second terme de chacune des formules Qi) par rapport au premier.
s IV. Principes des forces vives et de la moindre
action.
564* Lorsque les équations (2) du n* 53 1 ne ^ renfermeront pas le temps explicitement, on satisfera aux équations (3) du même numéro , en prenant pour /x, jy, cTz, cTor^ etc., les différentielles dxp djr, dz, dad , etc. , relatives à cette variable ; car alors ces dernières équations deviendront les différentielles complètes des premières, savoir :
i/L = o, dV! = 0, dU'^zsz o, etc.;
et les quantités L, L^, L'', etc., étant nulles par hypothèse , pendant toute la durée du mouvement , leurs difierentielles complètes , prises en considérant
476 MTAAlT&SEBftGAMItpIE. f
a;, j9%r ^ f ^^•p cooune de» fiMictioiui d« t. Mot
timiégiksà idro*Maift ai L, ptr exemple^ feaferme
le temps explidtement, 8a diffëreatielle ooo^ilèlt
^ dLi^^dt+^dx + f ^ + etc.;
Qt tt pnlwit
' ^sijssidx^ ijr^s^dj^ J'zssidt^ S'xf^^djf^ etc.»
w|irMuefe éijuafioii (5^ ne s^sccxircteta âvéc Fei{iutUHi A esKO, que poar \b& Yakimp parliciilières de <j| ià
* en ei^te , pour. lesqueDcs on aun -^ :s= o. Je snp-
pomw dMB w qui Ti 8iifTre>q]ie ks qrstème de poiotB matériels m, m^, m^, etc., ezpriméee par Les équations (a)» sont indépendantesr |b temps il les quantités L , L^, îfp etc. » seront, d*ttl-'
leurs 9 des fonctions quelconques des coordonnées de ^ ces mobiles, qui ne contiendront pas seulement leurs
distances mutuelles, et le sjstème pourra renfermer ^ des points fixes et àes points assujettis à demeurer
sur des surfaces ou sur iç& courbes immobiles* Cela étant , si Ton substitue les valeurs précédentes
de S'Xy 9y^ etc., dans Téquation (i) du numéro cité,
elle deviendra
2'»(^g/t«: + ^ rfj- + ^ <3fe)
Ea appelaot ^, t^^ /, etc., les vitesses des points wt, ni, ni' , etc. , àtt bout du temps t , on aura^ iekiliv«raeBk
au point quelconque m ,
dC^ ^ d^ ^ d^ ^ ^
et en différentiant par rapport à <, il en résultera
ce qui changera Tëquation précédente en celle-ci : -irf.Zmp* = ^mpLda: + Ydj + Zà). (a)
Maintenant, si les points du sy^me sont attirés ou repoussés par des centres fixes , et que ces forces soient des fonctions quelconques de la distance , la formule Xdlr -f- Yt// + Z^b sera une différentielle exacte (n"" i58), pour chacun des mobiles en parti* culier. Si les points m, m', m", etc. , sont, en outre, soumis à leurs actions mutuelles, dout les intensités soient aussi des fonctions de la distance, et qui satisfassent à la loi de la réaction, égale et contraire a l'action , la somme des quantités Xd[r + Hdj- + Zdz et X'dx' + Vdy+Z'dz', relatives à Faction mutuelle de m et m' , sera encore une différentielle exacte (n* 346); et de même pour toutes les autres parties de la somme Z, fUrises deux à deux. Il suit donc de là que s'il n'y a dans le système aucune force dirigée vers un centre mobile étranger, qui introduirait le temps t dans les expressions de X , Y, etc., ni aucune résistance d'un milieu, pour laquelle ces expressions renfermeraient les vitesses des mobiles, et que les points m, m\ m", etc. , *ne soient soumis
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qu'à leurs actions mutnelles , et à des attractions oo
répulsions, émanant de centres fixes, on aura
Xm(S.da:-\-\dx-i-Zdz) = (i<pÇx, /, z, x*, etc.);
p désignant une fonction donnée des coordonnées de m, Tn' , m', etc., qai dépendra des lois de ces forces en fonctions des distances.
Alors, en intégrant l'équation (a) et désignaot par I C la constante arbitraire, nous aurons
Smc' = C + 3Ç(x, jr^ z, af , etc.).
Poar éliminer C, soient k,k. A", etc., les vitesses initiales de m, m', m", etc.; désignons par a, b, c, les coordonnées initiales de m, par a' , b' , c*, celles de m% etc.; on aura à l'origine du mouvement J^H
irof = C + a^(«, *, c,a't etc.)î ^^
et en retranchant cette ëqnation de la précédente, il en résultera , à nn instant quelconque ,
Soie*— ImAf=:2^a:,7', »,a:',etc.)— a^a, b, c, a'), (ft)
Les quantités Imv^eX XmÀ* sont les sommes des fixca vives' de tous les points c|p système à cet instant et àl'origine dunloovement; cette équation signifie à»at que la différence de ces deux sommes ne dépend que des coordonnées des mobiles , à ces deux époques, et nullement de leurs liaisons ni des chemins quik ont suivis pour passer de leurs positions initiales à celles qu'ils occupent au bout du temps t. Cest en cela
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que consiste la loi da mouvement, à laquelle on a donné le nom de principe des forces vives.
On en déduit comme conséquences immédiates
!**• Que la somme des forces vives est constante, toutes les fois que les points du système ne sont soumis à aucune force motrice, et que leurs vitesses ne varient, en grandeur et en direction , qu'à raison de leurs liaisons mutuelles, on de Tobligation on ils peuvent être de se mouvoir sur des sur&ces ou sur des courbes fixes et données.
:2*. Que si tous les points du système occupent les mêmes portions à deux époques différentes, les sommes de leurs forces vives seront aussi les mêmes à ces deux époques.
Les forces qui produisent le choc des corps de nature quelconque, étant les actions réciproques de leurs molécules (n^ 553), il s'ensuit que Téquation (b) a lieu pendant toute la durée de ce phénomène. Or , dans le choc des corps doués d'une élasticité parfaite , on suppose que les mobiles reprennent exactement , après la percussion , la forme qu'ils avaient auparavant , et que tous leurs points reviennent à leurs positions primitives; si donc cela a lieu effectivement pour deux ou plusieurs corps de forme quelconque , lorsqu'ils commencent à se séparer après s'être choqués, ia somme des forces vives de tous leurs points sera la même à cet instant , que dans le premier moment de la percussion , ou , autrement dit , il n'y aura aucune perte de force vive dans le système, ainsi que nous l'avons déjà vu(n'' Sôi)^ dans le cas par-
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ticulier de deux spbères homogènes , dont les centm
se meuvent suivant nue même droite,
56ê. St Von représente par R la force d'attraction ou de répulsion qui émane duo centre fixe, et agît snr le point m , et qu'on appelle r la distance mutuelle de ces deux points, on aura (o* i58),
mpicLv 4- V^ + Zdz) = ± Rrfr; le signe supérieur ayant lieu dans le cas de la Ibroe répulsive , et te signe ioFc ;ur dans le cas de la foroe attractive, et R désignant une fonction donnée der, que l'on regardera toujours comme une quantité |)Ositive. Far conseillent , sî la distance r est A à l'origine du mouvement, et u au bout du temps t, On aura ± 2 / Yi.dr pour ta variation de la force vive du système, produite par la force R, pendaDi le temps t, c'est -à-dïrc , pour la partie du second memlïre de l'érpiation (h) , qui répond à cette force. Lorsqu'elle sera re'polsive , ÎJ y uira donc aoginaH' tatioa ou cHminutiou de force Tive, flelon qoç umiauœ r aura augmenté ou dïmmné; et fe confMÎR aura fieu quand ta force R sera attractive.
D'après ce qu'on a vu dans le n" 546 , il ea ien
de même Ji Tegard des actions mutuelles des pimA
du système; el, en effet, sî Ton appelle, comide ilui
le n" 554 f F Taclion mutuelle de m et m', par ercin'
. pie, et p la distance irtm' , on anra
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selon qoé la force F sera répulsive 00 attractive i à cause de -
= (i— yXir — (fa') il en résultera donc
+7n' (X'rfa:' -j- ^Jf-^Z'(b') = zfc F.^p ,
pour la partie du second membre de l'équatioD (d), qui répond à la force F, et par conséquent, ±2 / ¥dp pour la variation de la force vive du système qui produira cetle force , pendant que la distance p passera de p = a à p = «. Le signe supérieur ajant lieu dans le cas d'un action répulsive, et la quantité F étant toujours positive, on voit qu'il y aura augmentation ou diniinuttoo de force vive, selon que Ton aura u>a ou u<C.a, c'est-à-dire, selon que la distance p aura augmenté ou diminué : un en conclut, par exemple, que l'action mutuelle des molécules d'uu gaz qui tend a augmenter leurs distances mutuelles, produit toujoui's une augmenl:ltion de force vive, dans le sjstènie dont ce Auïde fait partie, lorequ'il se dilate effectivement, et une diminution quand il se condense. Le signe inférieur aura lieu devant la quantité précédente, et la force F produira des effets inverses, lorsqu'elle sera atiractivE.
On voit encore qu'un poids P appliqué à une ma-' 3t
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cette yariaticm ; mais il est facile ée pronyer qtie Teffet du frottement sera toujours une dîminntkm de force vive. \ ,
En effet , à cause que ïfi frottement est proportionnel à la pression , on pourra représenter celui du pbint m , contre là surface dont Téquation est L = o, par fîi f en désignant par f une fraction donna» qui sera une quantité positive» ainsi que l'inconnue N. De plus 9 la direction du frottement étant tangente à la trajectoire du mobile , et dirigée en sens contraire de savitesse, si Ton appelle ^ rave décrit par le point m pendant le temps t , les composantes de la force JTi , seront
. -/Nf, -/Nf, -/N*,
parallèlement aux axes des x,jr, z ; donc^ à cause de da:^*i'djr^ + d;^=ids*, le terme du second memlure de Téquation (a) , qui provient de cette force , se réduira à — f^cls; et il en résultera , dans le second membre de Téquation (i), un terme — oJ/Hids, dans lequel on prendra l'intégrale de manière qu elle s évanouisse avec s, et qui exprimera évidemment une diminution de force vive.
Ce résultat conviendra également au cas où un corps du système glissera sur lautre : en prenant pour fis l'élément de la courbe décrite par leur point de contact en vertu de ce glissement^ pour N la pression réciproque de ces deux corps, et pour^ un coefficient dépendant de la nature de leur surface, la quantité *— rxjy^ds exprimera encore la diminution de force vive due à ce frottement.
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On y^rra de même que Ja r^stance d'un milieu produira aussi constamment une fliminution de force vive, qui dépendra de la vitesse des mobiles. Ainsi ^ les frottemens des parties d un système , entre elles ou contre des obstacles fixie$^ et les résistances du milieu que les mobiles traversent , diminuent conti-* nuellement la somme des forces vives de tous ces corps; et c'est de cette manière que ces forces finis^ sent toujours par réduh^ au repos le système entier , s'il a été mis en mouvement, puis ensuite abandonné à lui-même, sans être soumis k d'autres forces motrices qui puissent reproduire incessamment les forces vives détruites par ces résistances. Cest ce que fait , par exemple, la force du ressort dans les pendules ordinaires : son action restitue au corps oscillant la force vive qu'il aurait perdue sans cela, à chaque retour à la verticale, et le fait ainsi remonter constamment à la même hauteur, maigre la résistance de l'air et les frottemens. Dans les horloges à poids , la force vive perdue est restituée au pendule par un poids, qui descend un tant soit peu pendant chaque oscillation.
56g. Si Ton représente par a:, , ^i, Zt, les coordon-r nées du centre de gravité du système des points ma-r tériels m, m% m", etc. , à un instant quelconque, et qu'on fasse
a: =s X, + x^, .y —jr.-^-jr^, z ^ z, + z^^
de sorte que x^^j^^ z^, soient les coordonnées du point quelconque m, rapportées à ce centre comme origine^ on aura.
et à cause de
3 en résultera
OV 9 ce qui est la même chose ,
en désîgnailt par v^ la vitesse do centre de gravite , et par i^^ ia vitesse du i)oint m dans son mouvement autour de ce centre. Par conséquent , on aura la somme àe& forces vives abfiiblues de tous les points do sjstèmei en ajoutant le produit du carré de la vitesse de leur centre de gravité et de la somme de leurs masses , à la somme des forces vives de tous ces mêmes points dans leur mouvement relatif autour de ce centre.
D'après ce théorème, si Ton appelle m la masse de Tun descorps célestes, U la somme des forées vives de tous ses points dans son mouvement de rotation autour de son centime de gravité, et qu'on désigne par u la vitesse de ce centre dans l'espace, on aura U+ nui*^ pour la somme des forces vives absolues de m. En appliquant l'équation {b) au système solaire, on aura donc
2U +2mw* = D + 2<p(:r, j-, z;, j:', etc.); les sommes 2 s'étcndant au soleil, aux planètes, aux
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satellites, et même aux comètes, si leurs masses étaient conuties;D étant une constante arbitraire dépendante des positions et des vitesses de tous ces corps à un instant donné; et (p désignant une fonction relative à leurs attractions mutuelles. En vertu du même théorème f on aura aussi
en désignant par V la vitesse du centre de gravité du système solaire dans l'espace, et par x^y y^^ z^, les coordonnées du centre de figura de m , rapportées à ce centre de gravité comme origine. Par conséquent^ réquation des forces vives deviendra
= D + 2<p {pc, jr, z, x\ etc.). {c)
Pour obtenir l'expression de la fonction (p\ obser*vons qu'à raison de la forme à peu près sphénque des corps célestes, et de la petitesse de leurs dimensions par rapport aux distances qui les séparent, on peut les considérer comme des masses réunies à leurs centres de gravité (n® ^42). Soient donc y^ l'intensité de l'attraction universelle à l'unité de distance et rapportée à des masses prises pour unité, m et m' les masses de deux de ces corps, et p la distance de leurs centres de gravité; leur attraction mutuelle sera
— -r f ^^ le terme correspondant de la fonction ^ aura pour valeur — ; d'où il résultera
tm ' * ><ihlàITÉ.J)E l|&UlJlIQIi^'-
pqrar n valedr'ooaiplke; la somnip £ VâenduA, ar tous les corpâ célestes, t>ns.deax à^i^axr . '* -
Observons maintenant, pour simiflifier ^ Té^pàati6n (c), qne si Ton ne tient pas compte de Pàttîon deS étoiles fiir les corps du système sQkire , le nioinrement de son centre de gravité est fectiligné et nnî> ^MPme, et la vitesse, Y ^ iioe quantité constante; de pins, abstraction dite ^es p^rtUrb^ations du monye- «nent 4^ rotation d^ chacun des corps c^esteSi^* qui pirfmennent Iles attraçtiops de tous les antres sur la partie non sph^rique dft celui quç Von considère, Ja quantité U est aussi constante pour chaque corps en particulier (a^J^^g); si donc çn n^lige H partie yar riaMe de ZU, et qu*on mette une autre constante C , 2i la place de D — 2mU — r V*2/?i , l'équation (c) deviendra
Si l'on veut transporter roriginedescoordonnéesao centre de figure du soleil , on désignera par g , h, k, les coordonnées de ce point, dont l'origine est au centre de gravité du système solaire; par x, jr, z, les coordonnées du centre de m, rapportées à celui da soleil , de sorte qu'on ait
X, z= X — g, Y,^jr — h, z, = z — k, pour les coordonnées du centre de nt, dontrorigine
est au cestre de gravité du système. Il en'içsultera
et à cat^ de
dt di di di ^4H àt >
réquation (d^ se changera en celle-ci :
après leliminatioa des quantités -j. "J"? "T-
Les sommes 2 , excepté Hm et 2 , ne comprendront plus la masse du soleil. On peut aus^i séparer de ces deux sommes les termes relatif à cet astre , lesquels sont
• • Mm Mm' Mm* M,— ^, —p-, ~i5r> etc.,
en appelant M la masse du soleil, et r, r' , r^' , etc. , les distances des centres de m, m', m", etc., an centre de M. De cette manière l'équation des forces vives, appliquée au système solaires deviendra fins^-* lement
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les sommes Z ne s'ëtendant plus qu'aux planètes , aux satellites et- aux comètes, s'il est possible; et Tongine de leurs coordonnées étant actuellement air * centra du soleil.
Nous ferons remarquer, à cette occasion, que le mfoyen le plus direct de savoir si l'edsemble des actions des comètes exerce une influence sensible dans le système du monde, serait de calculer, a des époques éloignées Tune de l'autre , la valeur de la quantité C, déduite de cette équation , d'après les vitesses relatives, les distances mutuelles, et les masses des autres corps célestes, à ces différentes époques : si Ton trouvait des valeurs de C sensiblement inégales, on pourrait attribuer leurs variations à raclion des comètes, en négligeant toujours l'action des étoiles , et en supposant qu'il n'y ait eu ni choc, ni explosion dans rintervallc; car on verra bientôt que les changemens brusques de vitesse allèrent la somme des forces vives du système, et font changer, par conséquent, la valeur de la quantité C.
570. D'après ce qu'on a vu dans le n* ^^46, la fonction désignée par (p dans l'équation (/>), est un niaxiniuni o\\ un minimum pour les valeurs des coordonnées Xy jy Zy x\ ctc. , qui repondent à une position d'équilibre du système; il s'ensuit donc que la somme des forces vives de tous ses poipts cesse
d^augmenter ou de diminuer , toutes les fois que le système, pendant son mouvement, passe dans une position où il demeurerait en équilibre, si ses points n'avaient pas de vitesses acquises ; et comme les maxima et les minima de cette fonction du temps devront être alternatifs^ il en résulte aussi que les positions d'équilibre par lesquelles le système passera, seront alternativement stables et non stables; cellesci répondant aux minima de la fonction ^ , et celles-là à ses maxima.
Toutefois, le caractère distinctif des deux états d'équilibre a été seulement énoncé dans le n"" 547; et il nous reste à prouver qu'en eflet, la stabilité de l'équilibre a lieu , quand la fonction ^ est un maximum; ce que nous allons faire au moyen de l'équation (b).
Pour cela supposons que a^ b, c, a' , b' , c\ etc., soient les coordonnées des points m, m', m", etc., dans un état d'équilibre du système; supposons aussi qu'on les écarte un tant soit peu de leurs positions, et qu'on leur imprime de très petites vitesses k, k' , k!'f etc.; au bout du temps t, soient
X =2 a + p, jr=zb + q, z = c + r, x'= a'+ p\ y=b^+ /, z'= c'+ r', etc.,
les coordonnées des mêmes points; il s'agira de faire voir que les variables pf q, r, p' , etc. , demeureront toujours très petites, si la quantité ^ {a, b, c, a', etc.), est un maximum.
En effet, je développe ^ (x, jr, z, x\ etc.), suivant les puissances et les produits de p, q, r,
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jfy etc. Par la propriété commune aux maxima €l aux minima , la somme des termes dépendans des premières puissances de ces Tariablés sera toujours nulle, quel que soit le nombre des variables indépendantes que la question comporte. Oh démontre aussi , dans le calcul différentiel , que la somme des termes dépendans des carrés et des produits de p, qf r, p\ etc., c'est-à<-dire, la somme des termes du second ordre par rapport à ces quantités, pourra se décomposer dans le cas du maximum^ en plusieurs carrés , pris avec le signe — , et dont le nombre est celui des variables indépendantes. En désignant par R , le reste de la série comprenant les termes du troisième ordre et des ordres supérieurs, on aura donc
9 (x, Y yZ ^ af ^ etc.) ssz ç^a, b, c, al ^ etc.)
— (j* + y + /'• + etc.) + R ;
Sj s\ y, etc., étant des fonctions linéaires de/>,y, r f p' f etc. , qui seront toutes nulles en même temps que ces variables. La substitution de cette valeur de (p dans réquatioQ (a) donne
i- 2mt^» = ^ 2mÂ:» — (^» + /• + ^"•+ etc.) -f- R.
Or, au commencement du mouvement, les variables Pf qf r^ p' f etc., sont d abord très petites; tant qu'il en est ainsi, les quantités s , s', /', etc. , sont également très petites ; et , réciproquement, à des valeui's très petites de s, s', s", etc. , correspondent toujours de semblables valeurs de /?, ^, /\, //, etc. D ailleurs, pour de telles valeurs^ chaque terme du second
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ordre esl plus grand , abstraction faite de signe, que R, qui ne renferme que des termes d'un ordre supérieur au second ; par conséquent, tant que tous les . carrés s* , /*, /'•, etc., sont encore très petits, chacun d'eux surpasse la valeur de R.
Cela posé , nous sommes en droit de conclure que toutes les quantités s, /, /', etc., demeureront toujonrs très petites , et que chacune d'elles ne surpassera jamais y/^Xk'} car, ces quantités variant par degrés continus, cela ne pourrait arriver avant que la plus grande d'entre elles, qui sera s, par exemple , ne soit devenue égale à V^^ 2A'; et comme cette valeur de s serait encore très petite, puisque toutes tes quantités k, U, A", etc., sont très petites, par hypothèse, on aurait à la fois
i» = lSA', /'>R, j"'>R, etc., 1 SmV = — (5'* -f 4"' -H etc.) -f- R ;
ce qui serait absurde, puisque 7 2mc* est essentiellement une quantité positive. Donc aussi les variables p,q, r, p', etc., resteront constamment très petites, et le système ne fera qu'osciller autour de sa position d'équilibre, qui est alors un équilibre stable; ce qu'on se proposait de démontrer.
Lorsque la quantité ^(rt, h, c, a', de.) est un minimum, la somme des termes du second ordre, dans le développement de ^(sc,/, z, x', etc.), est une quantité positive; l'équation des forces vives peut alors subsister, sans que les variables p,q,r, p' , etc., tenent toujours très petites; mais cela ne sniBt ]
pour en conclure qu'elles cesseront, en effet, dei'ètre au bout d'un certain temps, quelque petites quoa le& siq)pose à l'origine du mouvement , ainsi que les vitesses initiales k, I^f k'\ etc.; et ce n'est qu'en déterminant, dans chaque problème, leurs valeurs en fonctions 4e f, qu'on pourra s'assurer qu'elles ne sont pas limitées.
571. Les vitesses initiales, dont les composantes ont été représentées par a, b, c, a\ b\ c\ etc. , dans le n* 535, et que les points m, m', rri\ etc., ont prises «flectivement, quand le mouvement du système a commencé , satisfont nécessairement aux coudîtioos données qui lient les mobiles entre eux et à d'autres points de l'espace; et comme, par hypothèse, ces conditions sont exprimées par des équations, savoir, par les équations (2) du n^ 53i, il s'ensuit que si Ton désigne par € un temps infiniment petit, et qu'on prenne
Sx^:=iaiy ^jz=zhiy S'zzizLCiy S^ x' ^=z o! i j etc.,
les déplacemens des points ni , w', /n'\ etc. , qui répondent à ces accroîssemens de leurs coordonnées, et aussi les déplacemens contraires, satisferont atix conditions données, c est-a-dire, aux équations (5), qui ont été déduites des équations (2) dans le n° 53 1. On pourra donc employer ces valeurs de Jlr, cT;-, etc., dans l'équation (5) du a' 535 ; en sorte qu'à lorîgine du mouvement, et en supprimant le facteur é commun a tous les termes, on aura cette équation
entre les composantes A , B, C, A', etc., des vitesses que les points m, rd^ rri\ etc., prendraieat s'ils étaient libres et isolés, et celles des vitesses qu'ils prennent réellement.
Il est facile de vérifier cette équation dans le mouvement initial de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. En effet, changeons m en dm et 2 en y, et faisons
de sorte que h représente la somme des forces vives de tous les points du corps. L'équation précédente deviendra
/(Aa + B6 + Ce) dm = h. (f)
D'ailleurs , on aura (n® 4^)
oc^^ y^j z^j étant les trois coordonnées de dm^ rapportées aux axes principaux du corps qui se coupent au point fixe ,^t p ^ q , r , désignant les composantes (\e la vitesse de rotation autour de ces mêmes axes. De plus, en appelant k le moment principal, relatif au point fixe, des quantités de mouvement imprimées à tous les points du corps , et a^ G, y, les angles que l'axe de ce moment fait avec les axes de ^ifJ,f Z;, on aura
S (Bjc^ — A^^) dm = k cos y ,
S (Az^ — Ca:^)dm = k cos G ,
S (Cjf?, — Bz^) dfn = k cos a ;
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car il est évident que les premiers membres de ces équations sont les momens, par rapport aux axes des ^ifJif^i> ^^ quantités de mouvement dont k est le moment principal; en sorte que les valeurs de ces intégrales doivent se déduire de la valeur de A:, en la multipliant par cos^^, cos C^ cosci (n° a8i). Or, si Ion substitue les valeurs de a, b, c, dans Téquation (/), et qu'on ait égard à ces dernières équations, il vient
A' ( /> cos a + 9 cos C + r cos >) =s A ;
donc, en désignant par 9 la composante de la vitesse angulaire de rotation autour de l'axe du moment principal , de sorte qu'on ait
4ar=p cos a -f- y cos €+ t cos y ,
il en résultera
kfsr = A;
ce qui s'accorde avec le théorème du n* 419^ d'après lequel cette composante de la vltesss de rotation est égale à la somme des forces vives, divisée par le moment principal des quantités de mouvement.
672, Maintenant, s'il survient pendant le mouvement un changement brusque dans les vitesses des mobiles, on pourra prendre pour J'jCf Sj-, etc., dans l'équation (5) du n^ 535, les déplacemens infiniment petits de tous les points du système , qui ont effectivement lieu à une époque quelconque de ce changement, pourvu qu'à cet instant, comme on l'a expliqué dans le numéro suivant, les points par lesquels les parties du
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système sont en contact y aient une même vitesse ^ pour les deux parties adjacentes, dans le sens normal à leur surface commune. Cela étante il y aura deux cas distincts à examiner.
I®. Si le changement brusque est produit par la rencontre de deux ou plusieurs corps du système, ou •par le choc de ces mobiles contre des obstacles fixes, la condition dont il s'agit sera remplie à l'instant de la plus grande compression (n** 468). En supposant donc que les composantes a, hj c, ci y etc., des vitesses des mobiles se rapportent à cet instant, çt A, B, C, A^ etc., au commencement du choc, on pourra prendre, comme dans le numéro précédent ,
Sxz=:^(Uf S^j"==.htj J^z^s^ce, J^^=û'€, etc.;
et l'équation (é) aura lieu entre les composantes des vitesses à ces deux époques, qui seront celles du commencement et de la fin du choc, lorsque les mobiles n'auront aucune élasticité. Or, cette équation (é) donne
2m (Aa+ B6 + Ce) = ^m(a^ + b^ + c^); et comme on a identiquement
— a2m (Aa + B6 + Ce) , il en résulte
2iii(A*+B* + e*) — 2m(a-+** + ^) = 2m[(A— €i)* + (B— J)*H-(C — c)*];
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en sorte que Fexces de la somme des forces vives de tous les points du système avant le choc, sur la somme des forces vives après le choc , est uoe certaine somme de forces vives, et, consequemment, une quantité positive. Par conséquent, dans les changemens brusques de vitesse, provenant du choc des corps dénués d'élasticité, entre eux ou contre des obstacles fixes, il y a toujours perte de force vive, ainsi que nous lavons déjà vu , dans le choc de deax corps sphériques et homogènes, dont les centres se meuvent sur une même droite (n^ 36 1).
2^. Lorsque le changcmeilt brusque sera produit par des explosions intérieures qui briseront an oa plusieurs corps du système, ce sont les composantes A, B, C, A', etc., des vitesses au commencement da phénomène, et non pas les composantes a, 6, c, i/, etc., des vitesses finales, qui satisferont à la coodition du n** 556; en sorte que, dans ce cas, ou ne pourra plus emplo^'cr les valeurs précédentes de cTx, jy, etc. , dans réquation (5) du n*" 555. Mais en désignant toujours par é un temps infiniment petit, on pourra prendre
crJc = A6, J> = B€, crJ3 = C6, cr^' = A'é, etc.,-
ce qui changera 1 équation (5) en celle-ci :
2m[(A — a)A + (B — ^^)BH-(C — c)q = o; d/où Ton déduit
J/n (a» -}- *• -f- c') — 2m(A' -j- B' -+- C») = ^mla — A)* + (* — B)»-f-(c — C/] ;
ce qui' montre que la somme des forces vives de tons les points des parties des mobiles , après l'explosion , est toujours plus grande que la somme de leurs forces vives avant l'explosion. U est évident^ en effet, que si les mobiles sont en repos avant la séparation de leurs parties, cette séparation sera toujours suivie d'une augmentation de force vive; mais, en vertu du théorème qu'on vient d'énoncer, quels que soient les mouvemens de translation et de rotation d'un corps, le changement brusque produit par une explosion intérieure, donnera toujours lieu à une augmentation de force vive, et non pas à une diminution, comme dans le cas d'une rencontre de corps dénués d'élasticité.
Sans qu'il soit nécessaire de rien ajouter à ce que nous avons dit, dans le n^ 4^ > ^^^' ^^ choc des corps élastiques , on voit que la première partie de ce phénomène, depuis le commencement jusqu'à l'instant de la plus grande compression , peut être assimilée au premier des deux cas précédens , et la seconde partie , depuis cet instant jusqu'à la séparation des mobiles , au second de ces deux cas : il y a donc perte de force vive pendant la première partie , et accroissement pendant la seconde. De plus, ai les mobiles sont parfaitement élastiques, de sorte qu'ils reprennent, en se séparant , la même forme qu'ils avaient avant le choc , et que les deux parties du phénomène soient exactement semblables , l'augmentation de force vive, pendant la seconde partie , sera égale à la diminution qui aura eu lien pendant la première ; par conséquent, la somme des forces vives du système sera
même avant et après le choc, conformément à œ qn'on a vu dans le n*" 565. Gela sappose, toutefois, qu'on fesse abstraction de la perte de force vive , qui aura toujours lieu ( n* 568 ) . s'il y a glissement et frottement des corps l'un contre l'autre pendant la durée de leur contact.
575. Le principe de la moindre action^ qu'il nons reste à considérer, consiste en ce que , dans le mouvement d'un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu , si l'on fait le produit de la vitesse de chaque point matériel du système , de sa masse et de l'élément de^sa trajectoire; que l'on prenne la somme des produits semblables pour tous les mobiles; et qu'on intègre cette somme, depuis une position donnée du système jusqu'à une autre position aussi donnée, la valeur de cette intégrale sera généralement un minimum.
Ce théorème est une extension de celui du n** 160, et se démontre de la même manière ; c'est pourquoi nous en supprimerons la démonstration , pour abréger. Si l'on appelle ds l'élément de la trajectoire de m y dont la vitesse est i*, ce sera l'intégrale de ^m\>ds qui aura, en général, une valeur minima; mais dans quelques cas, comme dans celui du mouvement d'un point matériel sur une surface fermée, le minimum pourra être remplacé par le maximum; et ce que l'on démontre seulement , c'est que la variation infiniment petite de /l,m^^ds est toujours égale à zéro.
A cause de dsz=witf l'intégrale dont il s'agit est la même chose que /Vrf/, en faisant ¥== Z/nc'*. liC
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priucipe de la moindre action revient 4ooc i diïé que l'intégrale du juroduit de la force vive du sys-* tème et de rélément du temps , est généralement un nUnimwn; en sorte que, dans la nature, un système de corps est transporté d'une position dans une autre, en dépensant la moindre quantité possible de force vive. Lorsque les mobiles ne sont soumis à aucune force motrice, la quantité Y est constante (n^ 565)^ et c'est le temps du trajet qui est un minimum.
Si l'on compare le principe de la moindre action aux principes des forces vives , de la cQ§servation du mouvement du centre de gravité , et de la conservation des aires, on voit que le premier n'est qu'une règle pour former les équations différentielles du mouvement, maintenant inutile, puisqu'on obtient ces équations d'une manière plus directe et plus générale , au moyen de la formule ( i ) du n* 53 1 ; tandis que les autres principes , outre qu'ils renfennent des propriétés importantes du mouvement, ont encore Favantage de fournir des intégrales de ces équations différentielles , qui sont les seules que l'on connaisse dans la plupart des problèmes.
IjC principe de la conservation du mouvement du centre de gravité fournit trois intégrales en quantitéss finies, savoir :
Imjc = aim + A/,
^my = 62m + B^^ 2/wz = c2/n + C/;
A,. Z^,^ c, A, B, C, étant les six constantes arbitraires^.
5oa TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
dont les trois premières représentent les coordonnées du centre de gravité du système à Torigine du mouvement, et les trois autres sont les sommes des quantités de mouvement imprimées, k cette époque, a tous les points du système, parallèlement aax axes des coordonnées.
Les intégrales qui résultent du principe de la conservation des aires sont trois intégrales premières , savoir :
2m (âcdjr — j'dx) == cde ,
%m{zdx — xdz) = c'dt y
TLm (jrdz — zdjr) = c"dt ;
e, c\ d\ étant les trois constantes arbitraires qui expriment les momens des quantités de mouvement initiales de tous les points du système , par rapport aux axes des z^y^x^on le double des aires décrites, dans l'unité de temps, autour de ces mêmes axes.
Enfin , le principe des forces vives ne fournit qu'une seule intégrale, qui est 1 équation (^) du n* 564 j ^^ qu'on peut écrire ainsi :
1 2„i^ ^^ j == D H- (p (.r , y, z, x\ etc.) ;
D étant une constante arbitraire.
%fci>Aj»%tA/»a>«l»«««>««**>>««a«»«««««.»««>««^«««....>.^.^.,..^^y^py^,yy^.^^,^^^^^^^^.^^.^^^^^^
CHAPITRE PREMIER
NOTIONS PRELUUNAI^.
574* V Hjrdmsiatiqiie est la partie de la Statique qui traite de l'équilibre des fluides. On y coosidèro un fluide comme un amas de points matériels qui cèdent au moindre eflbrt que Ton fait pour les sépa-t rer les uns des autres. Les fluides que la nature nous présente approchent plus ou moins de cet état de fluidité parfaite; ladhérence qui existe entre les mo^ lécules de plusieurs de ces substances, et qui produit ce quon appelle leur viscosité, s'oppose à la sépara-* tion de leurs parties ; mais , dans la théorie que nous allons exposer, nous ne nous occuperons que des fluides parfaits; et, si Ton excepte quelques liquidea où la viscosité est très considérable, les lois de Té- Cfuilibre auxquelles nous parviendrons sapplique-i ront, sans erreur sensible, à tous les autres fluides..
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Ces substances, comme les corps solides, sont composées de molécules disjointes , et séparées par des espaces vides; mais si l'on divise un fluide en parties d'une étendue insensible, dont chacune renferme, néanmoins , un nombre immense de molécules , on pourra admettre que les conditions dequilibre de chaque partie sont les mêmes que si elle était infiniment petite, <|ii'elle conservât toujours sa fluidité, et qu elle eût pour densité celle du corps, telle qu'on l'a définie dans le n^ 98. Cela revient à considérer un fluide comme une masse continue, dont la densité est constante, ou variable par degrés insensibles.
576. On distingue deux sortes de fluides, savoir: les liquides et les fluides Mrijàrmes.
On appelle aussi les liquides des fluides incompres" sibles; mais, dans la réalité, ce sont des substances qui ne se compriment sensiblement que sous des pressions extrêmement grandes. Si , par exemple , un cylindre vertical est rempli d eau jusqu'à une certaine hauteur; que cette eau n'éprouve dabord aucune pression à sa partie supérieure , et qu'elle soit ensuite chargée d'un poids équivalent à la pression atmosphérique, Tobservation a fait voir que la hauteur primitive de l'eau diminue seulement de 46 millionièmes, en supposant que le cylindre conserve sou diamètre , et que ses parois ne cèdent pas à la pression qui leur est transmise par le liquide. En augmentant la charge du liquide, et la portant à plusieurs centaines de pressions atmosphériques, l'expérience a donné une condensation de l'eau croissante dans le même rapport que cette charge. Le mercure est eii-
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core moins compressible que Teaa; e!^ qnelcpie eflTort que Foir ait fait , on n'est pas parvenu à diminueF son volume d une manière apprëciaUe.
Les fluides aérîformes , comprenant Taîr atnosphë^ rique et les difierens gaz , sont compressibles, et doués d'une par&ite élasticité; en sorte qu'ils peuvent chan-» ger, à la fois, de forme et de volume parla comprts^ sion , et revenir exactement a leur forme primitive des que cette compression a cessé. On le& nomme aussi ^ pour cette raison, desjbûdes élastiques.
Les nmpeiars sont également des fluides élastiques; mais f pour une tenorpérature donnée, un espace aussi donné ne peut contenir qu'une quantité déterminée de vapeur ; de manière que si la vapeur a atteint cette limite , et qu'on diminue un tant soit peu, soit l'espace, soit la température, une portion de vapeur ae liquéfie. L'expérience a prouvé que ce maxùman de vapeur est le même , à température égale, dans un espace vide d'air et dans un espace rempli d'air plus ou m<^ns dilaté ou comprimé. La densité de la vapeur est, en général, peu ccmsidérable , relativement i celle du liquide dont elle provient; mais, quand un liquide est contenu dans un vase fiermé , dont il occupe, par exemple, le tiers ou la moitié, et qu'on élève sa température à un très baut degré , le liquide tout entier , après s'être dilaté , se réduit subitement en une vapeur transparente dont la densité est le tiers ou la moitié de la densité primitive de ce même liquide.
L'air et les gaz sont appelés des fluides pemnmens, par opposition aux vapeurs ; mais il y a lien de croire
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qu'ils peuTent être liquéfiés par une très grande com^ pression ou par an très grand refroidissement; et c'est, en effet, ce que Ton a yérifié à l'égard de plusieurs d'entre eux.
576. La propriété caractéristique des fluides , qui les distingue essentiellement des corps solides et qui servira de base à la théorie de leur équjlibre , est la faculté qu'ils ont de transmettre également, en tous sens, les pressions exercées à leurs surfaces. Dans mon Mémoire sur les Équations générales de réqui-libre et du mous^ement des corps élastiques et des Jhddes (^), j'ai £siit voir comment cette propriété provient d'une disposition respective des molécules du fluide, à laquelle il revient très rapidement quand il a été comprimé ou dilaté; et comment la résultante des attractions et répulsions moléculaires , qui produit les pressions intérieures , peut varier dans un très grand rapport, pour les très petites variations de distance des molécules ^ qui ont lieu dans les liquides. Mais, dans cet ouvrage, on regardera la propriété dont il s agit comme une donnée de l'expérience , admise par tous les physiciens et les géomètres qui se sont occupés de l'Hydrostatique, et dont l'exactitude ne peut laisser aucun doute. C'est ainsi qu'en traitant de l'équilibre de la lame élastique (n° 3o6) , nous sommes partis d'un principe secondaire , au lieu de remonter aux actions moléculaires dont il dérive.
(*') Jou/naldc l'École PolytCi:hmqHc, :*o* cahier.
577. Four nous former une idée précise du principe de régalité de pression en tous sens, considérons d'abord les fluides incompressibles.
Supposons qu'un vase prismatique , droit et posé sur un plan horizontal , dont ÂBCD (fig. 33) représente une section verticale, soit rempli jusqu'en £F d'un liquide, tel que l'eau, par exemple; supposons aussi que l'on recouvre celte eau d'un piston horizontal qui ferme le vase exactement. Pour simplifier la question, faisons abstraction de la pesanteur de l'eau, de sorte que ce fluide n'exerce, par lui-même, aucune pression sur les parois du vase; enfin, posons sur le piston un poids donné P, comprenant le poids même du piston. Il est évident que la base horizontale du prisme sera pressée de la même manière que si le poids F était posé immédiatement sur cette base, et qu'il fut distribué imiformément sur toute soa étendue. Tous ses points éprouveront des pressions verticales égales entre elles; la pression qui en résultera, pour une portion quelconque a de cette base , sera proportionnelle à ol : elle équivaudra à une force verticale, appliquée au centre de gravité de l'aire ot,
et exprimée par — ', en désignant par a Taire de la
base entière du prisme, qui est aussi celle de la base du piston en contact avec le liquide. Or, Je principe de l'égalité de pression en tous sens , consiste en ee que la pressiou que le poids P exei*ce à la partie supérieure de leau , se transmet, par l'intermédiaire du fluide, non-seulement sur la base du vase, n\ais encore sur ses faces latérales : tous les points du vase
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sont également pressés dans des directions perpendiealaures aux paroi»; et une aire a, prise sur une des faces latérales du prisme , éprouve la même pression
— , que si elle faisait partie de sa base horizontale.
Généralement , supposons que le vase ait la forme d'oa polyèdre quelconque^ dont la figure 34 Kpréeente une section. Ce vase étant fermé de toutes parts I et fîxement attaché , concevons qu'il soit rempli exactement d'un liquide sans pesanteur. Si l'on enlève une face de ce vase , et qu'on la remplace par «n piston , auquel on applique une force donnée P, perpendiculaire à la surface du liquide adjacent , le vase et le fluide demeureront en repos , et , d'après le principe que nous expliquons, la pression que la force P exerce sur la surÊice adjacente , se transmettra, par l'intermédiaire du liquide, sur toutes les faces du polyèdre. Tous les points du vase , en y comprenant les points de la base du piston, seront également pressés de dedans en dehors, suivant les directions perpendiculaires aux parois; et, relativement à une aire a, prise sur une de ces parois, ou sur la surface du piston, la pression sera une force perpendiculaire à son plan, appliquée à son
centre de gravité, et égale à — ; a étant Taire entière de la base du piston, en contact avec le li* quide.
Cette pression transmise s'exerce de la même manière dans l'intérieur du liquide; et si l'on y considère une portion du liquide terminée par des faces planes,»
ou un polyèdre solide qui y soit plongé , chzqne pai^ lie CL de Tune des faces éprouvera aussi , de dehors
en dedans , la pression normale égale à — .
On étend, sans difficulté, ces résultats au cas où la surface pressée n'est plus supposée plane; il suffit alors de la décomposer en élémens infiniment petits,, que Ton regardera comme les faces planes d'un po^ lyèdre infinitésimal ; et si l'on d&igne par cj l'aire
d'un de ces élémens , on aura — pour la pression
normale qu'il éprouve ; a étant toujours l'aire' du piston , et P la force perpendiculaire qui y est appli-' quée. En désignant par p la pression constante qu'éprouverait une aire plane égale à l'unité, on aura
- = p , et les produits pcû et pa exprimeront les,
pressions sur l'élément 19 et sur l'aire plane égale k a.
Si le liquide a un certain degré de viscosité, la propriété de presser également en tous sens a encore lieu; seulement, il arrive que la pression ne se trans« met pas latéralement avec la même rapidité que suivant la direction même de la force P; mais, après un temps convenable , la pression latérale devient égale à la pression directe ; et c'est à cet instant que l'on considère l'équilibre du liquide.
578. Quand le liquide contenu dans un vase est pesant, il transmet les pressions que l'on exerce k sa surface , de la même manière que quand il est dénué de pesanteur ; mais il exerce en outre, sur les parois du vase, une pression due à son poids et variable
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d'un point à un autre : il en est de même à Tégard d'un liquide dont les points sont sollicités par la pesanteur et par d'autres forces données, et qui demeure en équilibre dans un vase. Si les parois du vase sont nécessaires à 1 équilibre , en sorte qu'on n'y puisse pas faire une ouverture sans que le liquide ne s'échappe aussitôt , il en faudra conclure que les parois éprouvent y en chaque point, une pression particulière, dirigée de dedans en dehors, suivant une normale à la surface du vase ; car ce n'est que suivant cette direction quune surface peut empêcher de se mouvoir un point matériel en contact avec elle, et détruire, par sa résistance, la force motrice de ce mobile.
La même chose a lieu dans l'intérieur du liquide, comme on la dit dans le numéro pi*écédent, soit sur des portions du liquide même, soit sur des corps qui j sont plongés. La pression en un point quelconque est unequanlité inconnue, que nous déterminerons dans la suite, et qui dépendra de la position de ce point et des forces motrices appliquées au fluide. Comme elle change, en général, d'un point à un autre, on ne peut la supposer rigoureusement constante que dans une étendue infiniment petite; or, pour mesurer la pression exereée sur un élénîent déterminé d'une surface, on conçoit une aire plane, que Ton prend pour unité, et qui éprouve, dans toute son étendue, la même pression que cet élément : p étant la pression totale que cette aire supporte, et cj letendue infiniment petite de cet élément, le produit pcj sera la pression correspondante à cet élément , et normale à
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la surface dont il fait partie, (je coefficient p sera une fonction des coordonnas de ce même élément , que nous appellerons la pression rapportée à f unité de surface.
Cela posé, si Ton enlève une portion plane de la surface dû vase , qu'on la remplace par un piston de même étendue , et qu on applique à ce piston une force égale et contraire a celle que cette portion du vase éprouvait, il est évident que lequilibre subsistera comme auparavant. De plus, si le vase est fermé de toutes parts, partout en contact avec le liquide , et fixement attaché , l'équilibre ne sera pas non plus troublé en ajoutant à cette première . force une autre force quelconque P; car les forces appliquées aux points du fluide étant en équilibre, tout doit se passer, relativement à cette force P, comme si ces forces n'existaient pas, et de même que dans le numéro précédent. Par conséquent, la pression exercée par cette force P, sur la surface du liquide en contact avec le piston , sera transmise également en tous sens , par l'intermédiaire du fluide , et la pression p , rapportée à l'unité de surface , se trouvera augmentée , en chaque point , d'une
/ . P quantité constante et égale à -; a étant toujours
l'aire du piston , en contact avec le liquide.
Il est important de distinguer, comme nous le fisiisons ici, les deux sortes de pressions qui sont exercées sur les parois d'un vase contenant un liquide en équilibre, ou que supportent les parties mêmes de ce fluide : l'une de ces pressions, qui
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varie d'an point à pn antre» est due au poids et aux autres forces motrices de la niasse flnide ; Tautte, cpii est partout la même , provient des forces appliquées à sa surface, et transmises par son intermédiaire. Ces deux pressions s'ajoutent en chaque point, pour former la pression totale.
579. D'après la prapriëté de transmettre également en tous sens les pressions exercées sur sa surface, un âuide incompressible 9 contenu dans un vase fixement attaché y doit être regardé comme une véritable machine ; car une machine est, en général , un appareil au moyen duquel une force agit sur des points qui sont hors de sa direction , et exerce sur ces points des efforts plus grands ou plus petits que si elle y était immédiatement appliquée, ce qui est le cas de la force P, .que nous avons considérée dans les numéros précédens.
Le principe des vitesses virtuelles s'observe dans 1 équilibre de cette machine, comme dans celui de toutes les autres machines connues. Pour le prouver, considérons un vase immobile et de forme quelconque ( Hg. 35 ) , qui ait un nombre quelconque d'ouvertures; à chacune de ces ouvertures, appliquons un cylindre qui se prolonge indéfiniment en dehors du vase; emplissons ce vase d'un liquide, tel que l'eau, dont nous ne considérerons pas la pesanteur; supposons que l'eau s'étende dans tous les cylindres , jusqu'à une certaine distance de leurs orifices, et qu elle y soit terminée par des surfaces planes, perpendiculaires aux longueurs des cylindres ; enfin , })OSons sur ces surfaces EF , E'F', E'T", etc. , des
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pistons qai les recouvrent exactement ,. et qni pnis^ sent , néanmoins , glisser sans frottemffnl; le long des cylindres. Soient a^d^ d\ etc., les bases.de ces pistons, qui sont aussi celles des cylindres; appliquons à ces corps des forces P> P-, F^.etc^ peipemdiculaii^s il leurs bases , et dirigées de. d^l^osted .dedap^;.et supposons que ces forces données,' qui; agiront Tune sur l'autre par l'intermédiaire de Tean, se fassent équilibre. Dans cet état, la pression rapportée à Tunilé de surface doit être la même sur. toutes les parois du vase, en y comprenant les bases des pistons (n* 577). Si donc on la représente par p y on aura pa , p^a , ^*a , etc. , pour les pressions totales que supportent de dedans en dehors les bases des pistons. Pour l'équilibre , ces pressions doivent être respectivement égales aux forces P, P'^ F', etc. ; par conséquent , on aura
Y — ap, F = «>, V':=zal'p, etc. (a)
L'une de ces équations servira à déterminer la valeur de p} et en la substituant dans toutes les autres , on aura les équations d'équilibre du système, qui sesonl en nombre égal à celui des pistons moins un.
Maintenant , imaginons , conformément à l'énoncé du principe des vitesses virtuelles , que l'on déplace les parties du système, de manière que les pistons répondent actuellement aux sections CD , CD' , CÎ)", etQ., des cylindres. Une partie de ces corps aura avancé, et l'autre partie aura reculé ; je repré-» senterai leurs déplacemens par h , A% h'*, etc. ; et je considérerai ces quantités comme positives ou comme 2. 33
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négatives ^ selon que les pistons auront avance oo re* cnlé. Ainsi, dans la figure, la distance h comprise entre les sections EF et CD, est positive, et la distance hf comprise entre les sections FP et CD', est ii^[ative. Les volumes d'eau qui sortent des cylindres pour entrer dans le v^Lse , répondent aux valeurs positives de A, h\ h!'p etc. ,. et ceux qui sortent du vase pour entrer dans les cylindres, à leurs valeurs n^atives ; les uns et les autres seront exprimés par les produits ah, a'h\ a^'h', etc., abstraction faite des signes. Par conséquent , Teau étant considérée comme incompressible , et la figure du vase comme invariable, la somme de ces produits, positifs ou n^;ati6, devra être nulle, et Ton aura
ah + dV 4- û"A" 4- etc. = o. (A)
Je multiplie cette équation par /i ; et en ayant égaid
aux équations {ci) , il vient
P^ + Yh! + Y^K' + etc. = o ; (c)
ce qui est Téquation résultante du principe des vitesses virtuelles, appliqué aux forces P, P', Y\ etc., et aux déplacemens h , A', A", etc. , de leurs points d'application.
La condition du système, qai est ici l'invariabilité du volume du liquide , est exprimée par l'équation {b). Non -seulement les déplacemens h, A', Wj etc. , remplissent cette condition , mais aussi les déplacemens contraires — A, — A', — }i\ etc. , ainsi que Fexige le principe des vitesses virtuelles (n* 53 1). Les quantités //, A', A", etc., peuvent avoir des
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grandeurs finies , poarva qu'aocon des pistons n'en^ Ire dans le Tase, et ne sorte du cylindre où il doit être contenu*
58o. Le principe de l'ëgalité de pression en tons sens convient anx fluides élastiques comme aux liquides; mais relativement aux premiers ^ il nW pas nécessaire que des forces motrices agissent sur leurs molécules, ou qu'on etetce des pressions sur leurs surfaces , pour qu'ils pressent euxHOiémes les parois des vases qui les contiennent; il itafl^t pour cela de leur élasticité, en vertu de laquelle ces fluides font continuellement efibrt pour occuper un plus grand volume. En supposant donc qu'une masse d'air, d'un gaz ou d'une vapeur, soit contenue dans un vaâe fermé de toutes parts , et qu'on fasse abstraction de la pesanteur du fluide, les parois du vase éprouveront des pressions égales en tous leurs points, et dirigées de dedans en dehors, suivant les normales à ces parois. La pression rapportée à l'unité de surface sera la même dans toute l'étendue du vase; pour k déterminer, on fera une ouverture en un endroit du vase , pris au hasard ; on y appliquera un piston , et à ce cprps , la force nécessaire pour le maintenir en équilibre; en divisant cette force par l'aire de la base du piston en contact avec le fluide^ on aura la pression demandée; et Ion trouvera toujours le même quotient , quel que soit l'endroit où le piston aura été appliqué. Si , par exemple , le vase représenté par la figure 35, est rempli d'un fluide élastique, les forces P , F , F' , etc. , qu'on devra appliquer aux pistons qui ferment les cylindres, pour les empêcher
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de glisser y seront proportionnelles aux bases a^ d ^ d' y etc. ; le rapport de chaque force à la base correspondante, sera le même pour tous les pistons; et l'équation (c) aura encore lieu , mais seulement pour les mouvemens du système dans lesquels le volume total du fluide ne changera pas.
Cette pression constante qu'un fluide élastique exerce sur les parois du vase qui le renferme, dépçnd de sa matière , de sa densité et de sa température. On la nomme aussi la force élastique da fluide. L'expérience prouve que pour un même fluide, et la température ne changeant pas , la force élastique est proportionnelle à la densité; de sorte qu'en désignant par p la mesure de la force élastique, c'est-à-dire, la pression rapportée à l'unité de surface , et par p la densité , on a dans chaque fluide ,
P — kp;
k étant un coefficient qui ne dépend plus que de la matière et de la température du fluide.
Lorsqu'on aura égard à la pesanteur du fluide ou plus généralement, lorsque ses molécules seront sollicitées par des forces données, la pression p variera d'un point à un autre du vase , suivant une loi dépendante de ces forces, et qu'on déterminera dans la suite.
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FLUIDES
58 1 . Pour traiter la question de la manière la plus générale , considérons nne masse fluide ABCD (fig. 56), homogène ou hétérogène, compressible ou incompressible, dont tous les points matériels sont sollicités par des forces données, et proposons-nous d'exprimer par des équations les conditions de soh équilibre.
• Soient x , ^ , z , les coordonnées d'un point quelconque M de cette masse , parallèles aux axes rectam gulaires 0:r , 0/ , Oz ; nous supposerons, pour fixer les idées , le plan des x et jr horizontal , Taxe Oz dirigé dans le sens de la pesanteur, et la masse ABCD comprise au-dessous du plan des x etjr, dans Fangle trièd|re des trois plans des coordonnées positives. Partageons la masse fluide en parties que nous traiterons comme des élémens infiniment petits , d'après ce qu'on a dit précédemment (n^ ^74)» supposons ces élémens compris entre des plans infiniment rag«> proches l'un de l'autre^ et parallèles à ceux des coordonnées ; de sorte que ces élémens soient des parallélépipèdes rectangles, dont les côtés adjacens seront parallèles aux axes et égaux aux différentielles des coordonnées : les deux bases horizontales àfi celui qui
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répond au point quelconque M ^ et qui est repre* sente dans la figure^ seront égales à dxdjr; il aura dz pour sa hauteur verticale MM', et dxdjrdz pour son yolume.
En appelant p, la densité du fluide en ce point M, telle qu'elle a été définie dans le n* 98, et désignant par dm l'élément différentiel de la masse correspondant à ce même point , on aura donc
dm = pdxdjrdz.
Le facteur p sera une quantité constante dans les liquides homogènes, abstraction faite des petites compressions qu'ils éprouveront et qui pourront être inégales en des points différens ; f sera une fonction connue ou inconnue des coordonnées x^ jTf z^ dans les liquides hétérogènes, et dans les fluides élastiqiies qui ne seront pas partout également comprimes.
Soient aussi 1/Ldm, Ydm, Zdm, les composantes parallèles aux axes des jc^jr^z^dehi force motrice donnée qui agit sur lelément dm, de sorte que X, Y , Z , soient les composantes de cette force rapportée à l'unité de masse, ou de la force accélératrice relative au point M. Chacune de ces trois quantités sera une fonction de x, j-, z, dont on regardera les valeurs comme positives ou comme négatives, selon que la force qu'elle représente tendra à augmenter ou à diminuer la coordonnée à laquelle elle est parallèle. L élément dm sera , en outre , pressé de dehors en dedans sur ses six faces, par le fluide environnant; et, pour qu'il demeure en repos, ces pressions ex té-
rieures devront faire écpiilibre aux forces intérieures Hdm, Yi/m^ Zdm.
Cela étant, désignons par pdxdj, la pression Verticale qui d'exercé sur la base supérieure dxdf^ dans le sens de la pesanteur, de manière que p exprime la pression rapportée à TuBÎté de suriace, qui répond à cette base infiniment petite (n* 577)4 Cette quantité p sera une fonction inconnve des coordonnées x^ y, %} wl point M% dont les coor^
données sont x^j, z-^dz, elle deviendra P+^^^r
et elle exprimera la pression verticale, rapportée à l'unité de surface et relative à la base inférieure dçdm. -Cette* seconde base éprouvera donc , dans le sens de la
pesanteur, une pression égale à ff + -^ ^} dxdj] la
résistance du fluide sur lequel l'élément dmesi appu)ré^. sera une forceégale et contraire à cette pression; en sorte que cet élément sera poussé verticalement parles deux
forces contraires ;«terfret(/» + J<fa)^dr, ou p.f
une force égale à leur différence -^dxdjdz et dirigée
du bas en haut. Or , pour que cet élément dm Yie s'élève ni ne s'abaisse , il faudra que cette force soit égide à la composante verticale Zdm de la force- motrice, qui agit dans le sens opposé ; par conséquent , on aura d'abord
^ dxdjrdz =:*Zc/m.
Ou trouvera de même les équations
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j-dûcdjrdzzzzXdmy —dxdjrdz :=^\jdm,
qui seront nécessaires pour que rëlément dm ne se meuve ni dans le sens des j^, ni dans le sens des x, et dans lesquelles 9 et r représentent les pressions rapportées à Tunité de surface , qui répondent aux faces de dm , parallèles aux plans des or et z et des j et z y et les plus voisines de ces plans. £n substituant dans ces trois équations, la valeur précédente de dm, et supprimant le facteur commun dxdjrdz, elks deviennent
• |=pZ, | = ,ï. * = pX. (.,
582. Observons actuellement que si les élémeos dans lesquels nous avons partagé la masse ABCD, étaient solides, de sorte que cette. masse fût un assemblage de parallclépipèdes rectangles, solides et juxtaposés, il n'y aurait aucune relation nécessaire entre les pressions que chacun de ces parallélépipèdes éprouverait sur ses faces non parallèles; l'élémeot dm pourrait, par exemple, éprouver une pression quelconque sur ses bases horizontales, et n*eu éprouver aucune sur ses faces verticales; mais cet élément infiniment petit devant être considéré comme fluide, aussi bien que toutes les parties de la masse totale, qui auraient une grandeur finie (n® 5'j/^), il suit de la propriété fondamentale des fluides, que les trois quautités p , (/y r, doivent être égales entre elles, ou du moins, qu'il ne peut exister entre elles qu'une difië-
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reace infiaiment petite , négligeable dans les équations (i).
En effet, la pression que le fluide environnant exerce sur chacune des ' faces du parallélépipède dœdjrdZf se transmet sur les autres faces, par Tintermédiaire du fluide , dont l'élément dm est compose ; cette transmission se fait de la manière que Ton a expliquée précédemment, et d'où il résulte qu'ayant appelé pdxdy IdL pression qui a lieu de dehors en dedans , sur la base horizontale supérieure, il faudra représenter, en même temps, par pdx dz et pdjrdz, les pressions transmises sur les faces latérales , et qui s'exerceront de dedans en dehors; de plus, à ces pressions transmises, il faudra ajouter celles qui rér sultent de la force motrice dû Auide dm; par consé-* quent , si l'on appelle y la pression due à cette force , et exercée, par exemple, sur la face djrdzy la plus voisine du plan des^ et z ^ on aura pdjr dz + y po?r la pression totale, qui a lieu de dedans en dehors, on de droite à gauche , sur cette même £ice. D'un autre côté, la pression provenant du fluide environnant, et exercée de dehors en dedans, ou de gauche à droite, sur cette face djrdz, a été représentée par rdjrdz; cette force est la résistance que le fluide environnant oppose à la pression intérieure pdjr dz^y; par cou-* séquent il faut qu'on ait
rdjrdz = pdydz ■+• y.
Or, quoique la valeur de y soit inconnue, nous sommes certain , néanmoins , que cette quantité ne peut être qu'un infiniment petit du troisième ordre.
comme la force motrice de £//», dont elle provient j* en négligeant donc y par rapport à pdjr dz, nous aurons rzapf et Ton prouvera de même que Fou doit aussi avoir çsssp.
La conclusion serait encore la même , si Féléaieot dmp au lieu d'être un parallélépipède rectangle, était un polyèdre quelconque dont touteis les dimensioiis fussent toujours infiniment petites; et Yon démon* trerait de la même manière, que la pression extérieure exercée normalement sur toutes ses fiices parle fluide environnant, est proportionnelle à leurs aires respec* tiyes , et indépendante de la force motrice du polyèdre. Il s'ensuit donc que tous les élémens de snrfiioe qui passent par le point M , éprouvent une même pression rapportée à Tnnité de sur&ce , et que si m est Taire de Tun d'entre eux, la pression normale qu'il supporte , sur l'un ou l'autre de ses deux côtés , est ^ale à pco y quelle que soit la direction du plan auquel il appartient.
D'après la condition r = q:=p, les équations (i) deviennent
et elles sont maintenant les équations générales de l'Hydrostatique , qu'il s agissait de trouver.
583. Les conditions d'équilibre qu'elles expriment se réduisent, dans chaque cas particulier, à ce quon puisse trouver pour y? une fonction de jc, y ^ z, qui satisfasse en même temps à ces trois équations. Or^ si ou les ajoute après les avoir multipliées par dx.
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djr, dskj il vient
dp = p ÇUx + \dj + Zdz) ; (5)
il faudra donc, pour que la valeur de p soit possible^ que le produit de p et de la formule 'Xdx+Ydy+Zdzp soit une différentielle exacte d'une fonction de trois variables indépendantes a:,jr,z. Réciproquement ^ quand cette condition sera remplie , on prendra pour p Fintégrale de ce produit, et Ton satisfera de cette manière aux équations {2).
En mettant dans cette valeur de p , à la place de ^ 9 J i ^«1^ coordonnées dW point quelconque de la surface de ABCD , on aura la pression qui aura lieu en ce point sur la paroi du vase dans lequel cette masse fluide sera contenue; pression qui sera toujours détruite , pourvu que cette paroi soit fixe et susceptible dune r^istaince indéfinie; mais dans les endroits oii le vase est ouvert , et où le fluide est entièrement libre , *rien ne pourra détruire U pres-r sion p\ par conséquent, il fisindra que sa valeur soit nulle t pour tous les points de la surface libre d'une masse fluide en équilibre ; ce qui donne
Xdlr + ^dy + Zdz = o, (4)
pour lequation différentielle de cette surface.
Cette équation subsistera encore lorsqu'on exercera une pression constante à la sur&ce libre du fluide ; dur alors il faudra qu'on ait d(p s=s o , pour tous ses points ; et la densité f n'étant pas nulle , Téquation (4) résulte alors de la formule (S). Si Ton exerçait, par un moyen quelconque, une pression variable d'un
point à un autre de la surface libre d'un fluide , et que cette pression rap^rtée k Tunite de sur&ce , fût représentée -parfÇxfjr^ z), il faudrait que la valeur de p y tirée de Téquation (4) 9 coïncidât, pour tous les points delà surface libre, avec cette fionction donnée àe Xfjr p z; eif dans ce cas, l'équation différentielle de cette surface serait
Dans la suite, nous supposerons toujours que la pression extérieure est nulle ou constante dans toute l'étendue de la surface libre d'un fluide en équilibre.
La pression p étant proportionnelle à la densité, dans les fluides élastiques (n* 58o), il s'ensuit que cette pression ne peut jamais être zéro dans un fluide de cette nature, tant que la densité n'est pas nulle , c'est-à-*dire , tant que le fluide existe, et qu'il n^a pts perdu, parle froid, toute sa force élastique. Un fluide élastique ne peut donc être en équilibre que quand il est contenu dans un vase fermé de toutes parts, oa bien lorsqu'on exerce à sa surface des pressions dirigées de dehors en dedans.
584. Il suit de réquatiou (4), que la résultante des forces accélératrices X , Y , Z , qui agissent sur chaque point d'un liquide en équilibre, appartenant à sa surface libre , est perpendiculaire à cette surface, soit qu'il n'y ait aucune pression extérieure, soit qu'on exerce à cette syrfacc une pression constante d'un point à un autre. En effet, traçons sur la surface libre une courbe quelconque, et soit ds Télénient diflérentiel de cette courbe, correspondant au point
dont les coordonnées isont oc^ j^ z^ de sorte que
j-9 ^f -^fSoientlescosinus des angles que latangenté
à cette eourbe^ en ce même point , ùit avec des parallè^ les aux axes des coordonnées. Appelons R la résultante des forces X, Y, Z; les cosinus des angles que fait sa
direction avec ces parallèles, seront ^r, r'R^^^^^^ Ton divise Téquation (4) par Kds, on aora
K ds^K ds'^^Iids — ^^
ce qui montre que la direction de la force R , et la tangente à la courbe qu'on a tracée arbitrairement sur la surface , sont perpendiculaires Tune à Tautre , et, par conséquent, que cette direction coïncide avec la normale au point que l'on considère. Cette force agira, en général, de dehors en dedans; mais quand la pression extérieure ne sera pas nulle , elle pourra être dirigée , au contraire , de dedans en dehors/
Si Ton intègre Téquâtion (4) , et qu'on donne à la constante arbitraire , contenue dans son intégrale , autant de valeurs particulières quW voudra, les équations déterminées qui en résulteront, appartiendront à autant de surfaces ,' dont chacune aura l'é-* qoation (4) pour équation différentielle, et jouira, par conséquent , des propriétés d'être également pressée dans toute son étendue et de couper à angle droit , en tous ses points, la direction de la résultante des forces X, Y, Z. Celles de ces surfisices qui pasAit dans l'intérieur du fluide, d'après la valeur de la
constante arbitraire^ sont ce qu'on appelle des sur* faces de niveau. Si Ton (ait croître cette conatanle par degrés infiniment petits ^ on divisera la masse fluide en une infinité de couches* infiniment minces, et comprises entre deux surfaces de niveau consécutives, que Ton nomme, pour cette raison, des couches de niveau.
La valeur de la constante qui répond à la snr&œ extérieure se déterminera, dans chaqne cas, d*après le volume donné du liquide ; en sorte que la pressioa extérieure n'aura aucune influence, ni sur la figure d'équilibre, ni sur les dimensions de ce fluide re^udé comme incompressible. L'équilibre ne sera pas trot* blé si le liquide vient à se'solidifier ; il s'ensuit donc qu'une pression constante et normale , exercée de dehors en dedans sur tous les élémens de la ani&oe d'un corps liquide ou solide, se détruit d'elle-même, et ne peut imprimer à ce corps aucun mouvemeot de translation ou de rotation. Pour un liquide , cet équilibre des pressions extérieures résulte de la propriété caractéristique des fluides, de transmettre <^lement en tous sens les pressions exercées à leur surface (n** 577); on vérifiera, par la suite, qu'il est indépendant de cette propriété, et qu'il a également lieu pour un corps solide de forme quelconcjue.
585. Supposons actuellement que le fluide en équilibre soit formé d*une matière homogène, et qu'il ait partout la même température et la même densité. La quantité f étant constante, il faudra, d'après Té" qnation (5) , que la formule \dx + Xdjr-^Zdz soit la différentielle exacte d'une fonction de trois varia-
blés indëpendantes. Si cela n'a pas lieu, rét{iulibre est impossible dans la masse fluide » quelque forme cfu'on lui donne y et lors même qu'elle serait ren* fermée dans un vase ferme de toutes parts.
Mais la condition d'intégrabilité est toujours remplie à l'égard des forces de la nature , qui sont des attractions ou des répulsions , dont les intensités ya-^* rient en fonctions des distances aux centrée dont elles émanent (n^ i58). L'équilibre d'un liquide homogène, soumis à de semblables forces, sera donc possible; et pour qu'il ait lieu effectivement , il faudra donner au fluide une forme , telle que sa surface libre coupe à angle droit, dans toute son étendue, la résultante de ces forces attractives ou répulsives^.
Si , par exemple , la masse fluide est entièrement libre ; que Ton' exerce à sa surface une pression constante , et qu'il n'y ait qu'une seule force dirigée vers vn centre fixe, la figure de la masse ABCD, en équilibre autour de ce point , sera une sphère qui aura ce point pour centre, et dont le rayon se déduira du volume donné de cette masse. En supposant que la force dirigée vers le centre fixe soit une attraction en raison inverse du carré de la distance, désignant par g l'intensité de cette force accélératrice à la surface du liquide, par a son rayon, et par nar là près-
sion extérieure, ^ sera l'attraction à la distance /*•
et l'on conclura de l'équation (4)
p := asr +^ g fa,
pour la pression à la même distance. La mémo chose
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'^ura li^u si Foo remplace le centre fixe par une spbère solide dont tous les points attirent ceux du liquide en rauon inverse du carre de la distance; mais alon c étant le rayon de cette sphère » la valeur de p nt s'appliquera qu'aux valeurs de r comprises depuis r=c jusqu'à r=a« Lorsqu'on changera l'attraction en une force répulsive^ il sufiurade changer le signe de g ; en sorte que l'on aura
P == « + gf« — ^.
La plus petite valeur de p repondra à r = c , et sera
p = fsr — »
Il faudra qu'elle soit positive , sans quoi la couche li« quide se détacherait du corps solide î et serait dispersée dans l'espace ; par conséquent , il £radn que la pression extérieure ^tar surpasse la quantité
gfo[a c; j,^ général , il est nécessaire, dans l'équi-
libre d'un fluide, que la pression p ait une valeur positive dans toute l'étendue de sa masse , afin que les parties contiguës s'appuient partout Tune contre l'autre , et que le fluide ne se divise pas.
Quand le rayon c est très grand, la force attractive dirigée vers le centre de la sphère est sensiblement parallèle, et la surface du liquide, sensiblement plane et perpendiculaire a la direction de cette force, dans une étendue peu considérable. Ce cas est celui d'un liquide pesant, que nous considérerons spécialement dans le chapitre suivant.
HYDROSTATIQUE. Sag
586. Quelles que soient les forces d'atteaction oa de répulsion dirigées vers des centres fixes qui agissent sur tous les points d'une masse fluide ABCD , faisons
Xdx + Y(fy + Zdzs= d<p;
p désignant une fonction des coordoAnée3 x, j-, z, dépendante des lois de ces forces en fonctions des distances.
L'équation (3) deviendra alors
dp = fd^.
Pour qu'elle subsiste quand la densité p sera variable, il faudra que cette densité soit une fonction de la quantité ^ ; et , réciproquement , lorsque cette condition sera remplie , il y aura toujours une valeur de p qui satisfera à cette équation d'équilibre. Or, d'après réquation (4)^ la quantité (p est constante dans toute rétendue de chaque couche de niveau; dans un fluide hétérogène et dans un fluide compressible en équilibre, il est donc nécessaire que la densité soit constante dans toute l'étendue d'une même couche ; et la couche superficielle , soumise à une pression constante et donnée, étant une couche de niveau, il faut aussi qu'elle ait une même densité dans toute son étendue.
Si le fluide est incompressible , la densité p pourra être une fonction quelconque , continue ou discontinue , de la quantité (p ; quand elle sera donnée , on en conclura la valeur de p en fonction de p , en inté«
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grant la formule fdp , et dëtenniqant la constante arbitraire d'après la grandeur constante , et aussi donnée , de la pression extérieure.
Dans le cas d'un liquide hétérogène soumis ii une force centrale^ il faudra, pour 1 équilibre, que sa masse soit formée de couches sphériques et concentriques, dont la densilà sera la même dans tonte 1 étendue de chacune d'elles, et pourrai varier arbitrairement iTnne couche à une autre. De même , si plusieurs liquide» pesans sont contenus dans un vase , il faudra , pour l'équilibre , que chaque couche horizontale et infiniment mince ne contienne qu'un seul liquide ; condidition qui sera remplie, si la surface supérieure, qu'on suppose soumise à une pression constante , et les sur&ces de séparation de deux liquides consécutifs, sont toutes planes et horizontales. La stabililé de l'équilibre exigera , de plus , que les densités des liquides superposés décroissent, en allant du liquide le plus bas au liquide le plus élevé , afin que le centre de gravité de ce système de corps pesans, soit le plus bas possible (n* 548).
587. Dans un fluide élastique, la densité est liçeà la pression (n** 58o) , et ne peut plus être donnée arbitrairement, comme dans un fluide incompressible et hétérogène. En divisant les équations dpz=pd^ et p = kp l'une par Tautrc, il vient
Si la température est partout la même, k sera une quantité constante; et , en intégrant, on aura
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/i = W, p=je*, , (6)
pour exprimer les lois de la pression et de la densité ^ dans l'état d'équilibre du fluide ; e désignant la basé des logarithmes népériens , et 9 étant une constante arbitraire , qui exprimera une certaine pression , et se déterminera d après la pression qui aura lieu en un point donné. ^
Si la température varie d'nn point à un autre , k variera égalepient; Qiais pour que l'équation (5) subsiste, il faudra que cette quantité soit une fonction de (f, qui pourra être donnée arbitrairement. La température devra donc être aussi une fonction de (p; par conspuent, la température est constante dans toute rétendue de chaque couche de niveau d'un fluide élastique en équilibre. Cette condition étant remplie, il faudra remplacer les équations (6) par celles-ci :
Abstraction faite de la force centrifuge et de la nonsphéricité 4e I4 terre ^ la pesanteur des molécules d'air est dirigée vers le centre de la terre, et les couches de niveau de }a terre sont sphériques et concentriques. Pour qu^ r^tmospbère demeurât en équi^libre, il faudrait dope que la température fut partout I4 même, à une même hauteur aundessus de la surface de la terre, et qu'elle ne variât qu'avec l'élévation des couches concentriques. Or, il n'eu est pas
ainsi ; et le soleil échaufTe inégalement les diffërens points de la surface de la terre et de cbaqi\e couche atmosphérique. La température dépendant de la latitude, cette circonstance empêche Tcquilibre da- Yoir lieu , et produit des vents permanens^ que Ton observe , en effet , près de Téquateur. Au reste , la condition de Téquilibre des couches atmosphériques ne pourrait rien nous apprendre , relativement à li variation de la température dans le sens vertical; eu 1 équation (5) a lieu , quelle que soit la valeur de k en fonction dé ^, et, par conséquent, quelle que soit la loi de cette variation.
Lorsque la masse ÂBCD est composée de plusieon gaz de nature diverse, les conditions d'équilibre peuvent être remplies de deux manières différentes: quand ces gaz sont parfaitement mêlés ensemble, de sorte qu'ils forment un fluide homogène dans toutes ses parties; et quand ils sont, au contraire, disposés en couclies superposées , dont les surfaces de séparation sont toutes des surfaces de niveau. Le premier cas a lieu dans l'atmosphère dont la composition a été trouvée la même à toutes les hauteurs. Cet état d'un mélange parfait est celui de l'équilibre le plus stable ; et quand deux gaz différens sont superposés dans un vase fermé de toutes parts, ik finissent, à la longue, par se mêler exactement, à moins qu'on ne parvienne à garantir le vase qui contient ces fluides , des plus petites agitations.
588. Les centres des forces attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque point M de la masse fluide ABCD, peuvent être tous les autres points ma-
tériels de cette masse. Dans ce cas ^ les composantes X , Y, Z , de la force accélératrice totale du point M, se composeront d'nne infinité de termes; ce qui n'empêchera pas qu'elles ne soient de certaines fonctions de x^ jy Zf communes à tous les points des fluides^ en supposant que la loi naturelle de l'action égale et contraire à la réaction , ait lieu dans leurs attractions et répulsions mutuelles, et que tous ces points soient d'ailleurs soumis aux mêmes forces étrangères.
Dans la nature, ces actions mutuelles sont de deux sortes di£férentes : les unes varient en raison inverse du carré de la distance, et les intensités des autres sont exprimées par des fonctions qui décroissent avec une extrême rapidité et n'ont de valeurs sensibles que pour des distances insensibles. On calculera les composantes totales X, Y, Z, des forces de la première espèce, en partageant la masse de ABCD en élémens infiniment petits (n* 98) , et faisant ensuite , par le calcul intégral ^ les sommet des attractions ou répulsions de tous ces points , suivant chaque direction. Quant aux actions de la seconde espèce, que l'on appelle proprement les forces moléculaires^ et qui sont attractives ou répulsives, selon que l'attraction de la matière pondérable est plus grande ou plus petite que la répulsion calorifique, on ne devra pas en tenir compte dans le calcul des forces X , Y, Z , relatives à un point intérieur M; car ce sont précisément ces forces moléculaires qui produisent la prèssion/>, égale en tous sens autour de M, à laquelle en a déjà eu égard en formant les équations d'équilibre.
n résalte de t^tte dernière considération , que les é<}ûation$ (a) auxquelles on est parvenu , sont ïes conditions d'éqnilibre^ nécessaire}^ et suffisanies, de toutes les forces, y compris les actions moléclilaires, qui agissent sur un élément quelconque dm de la masse fluide ; ^n sorte que Tëquilibré li lieu , certain nemént > quand il existe une valeur dé p q^î satisfait à ces équations pour tous les points du fluide , qui coïncide avec la valeur donnée dir^ecf^hvetit de la pression à la surface libre, et qui ne devient hëgatire en aucun point > afin que les parties dU IRuide restent contiguës.
Si la loi des fotx^es nNoléculaires , en fonction de k distance , était donnée , et 'qu'on put déduira de ces forces l'expression de la quantité p en fonction de riûtervalle moyen des molécules (n^ 98) , on substituerait cette expression dans les équations (2) ; Tune d'elles déterminerait là grandeur de cet intervalle, qui a lieu , dans Tétat d équilibre, autour du point M; et les deux autres exprimeraient les conditions de cet équilibre. La valeur numérique de p résulterait ensuite de celle de l'intervalle moyen , ou de la valeur correspondante de la densité; et j'ai expliqué ^ dans le mémoire cité précédemment (n* 576), comment cette pression p peut varier, dans de très grands rapports, pour les très petites variations de la densité qu'on observe dans les liquides. Mais la détermination directe de la pression p étant impossible , on est obligé de déduire sa valeur des conditions mêmes de 1 équilibre, ou de la formule (5), qui en est la conséquence.
Lorsque le poidt M est situé à la surface du fluide y ou qu'il n en est éloigné que d*iine. distance moindre que le nyon d'actiyité dçs forces nH>lécu» laires, on doit avoir égard à ces forces et à la va-* riation rapide de la densité superficielle , dans le calcul des composantes X ^ \, Z, et^ par suite, de là râleur de p, déduite de la formule (3). Il en résulte une influence des forces moléenlaires snr la figure du liquide en équilibre, qui n'est pas sensible, en général, et qui ne le devient que dans les espaces capillaires. On n j aura point égard dans ce Traité; et, pour tout ce qui concerne 1^ pfaéno<^ mènes de la capillarité , je renverrai k la Nouvelle théorie de t Action capillaire^ que j'ai publiée il y a denx ans.
689. Si nn liquide homogène ou hétérogèafe tourne uniformément autour d'un axe fixe , les for* mules précédentes feront connaître les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il conserve une figure permanente, et se meuve comme un corps solide. Il suffira pour cela, de joindre aux composantes X> Y^ Z, celles de la force centrifuge qui résulte de cette rotation.
Prenons alors Taxe de rotation pour celui des s. Soit r- la distance du point quelconque M à cette droite , de sorte qu'on ait
Appelons a la vitesse angulaire constante . et com* raune à tous les points du fluide ; ra sera la vitesse absolue du point M ; et comme il décrira un cercle
dont le rayon est r^ la force centrifuge aura ree* pour valeur (n* 174)- Cette force étant dirigée suivant le prolongement de r, on obtiendra ses composantes parallèles aux axes des x et des j^ en la multipliant
par -et"^; ce qui donnera* et^a*, qu'il £siudra
ajouter aux forces X et Y; et comme la force Z ne changera pas, la formule (3) deviendra '
dp^fÇSJx + Ydj+Zdz+a^xdx+xyifyy (a)
La quantité comprise entre les parenthèses sera encore u^e différentielle exacte, savoir, la différentielle de la fonction (p du n^ 586, augmentée de xa'(x'+j^), oude^aV. Par conséquent, la forme permanente sera possible; et si la surface libre da liquide épipuve une pression constante dans toute son étendue , Téquation commune à x^ette surÊice et à toutes les surfaces de niveau sera
Xdjo + Ydj + Zdz + a' (jcdx + jdj) = o. {b)
Dans le cas d un liquide homogène , il suffira que la surface libre soit déterminée parl'intégrale de cette équation différentielle, dont on déterminera la constante arbitraire, d après le volume entier du liquide, comme on le verra tout à l'heure par un exemple. Dans le cas d'un liquide hétérogène, il faudra, de plus, qu'il se compose de couclies homogènes, dont les figures seront aussi déterminées par l'intégrale de cette même équation, et qui ne différeront de la figure extérieure, que par les valeurs de la constante arbitraire.
5go. Appliquons l'équation (b) au cas d'un liquide homogène^ soumis à la pesanteur, tournant autour d'un axe vertical , et contenu dans un vase ouvert à sa partie supérieure.
En appelant g la gravité , et comptant les z positives dans le sens contraire à cette force, nous aurons * X = o, Y s= o, Z = — g.
L'équation (b) deviendra donc
gdz = a» (xdûc + jrdjr) ;
d'où l'on tire en intégrant , et désignant par c la coustante arbitraire
ce qui montre que la figure libre du liquide sera celle d'un paraboloide de révolution dont l'axe sera celui de la rotation.
Pour déterminer la constante c, supposons que le vase soit un cylindre vertical à base circulaire, dont l'axe de figure soit Taxe des z ou de rotation. Appelons a son rayon , et à la hauteur due a la vitesse absolue act de la surface, de sorte qu'on ait
a^a^ = 2gh , et par conséquent z sss — -f- c. Soit
aussi b la hauteur de l'eau avant le mouvement; 'Tra^b sera le volume du liquide qui ne changera pas pendant la rotation; or, en divisant le paraboloïde en couches cylindriques et infiniment minces , qui aient pour axe commun celui des z, on aura TTrrdr pour
la base , et ikvrzrdr pour le volume de la couche dont le rajron est ret Tëpaisseur dr; ce yolume total s'obtiendra donc eu intégrant 27rzrdr, depuis r=s:o jusqu'à r=a; d'où Ton conclut
a^b z=: 21 zrdr.
En substituant pour r sa valeur et effectuant Tintégration , on en ddduit
pour la valeur de c.
L'équation de la surface supérieure du liquide sen dotIC
z = ^ + i - lA.
La plus petite et la plus grande . valeur de 2 qui répondent à /* = o et r =s /i , seront b — \h A A-f-^A; en sorte que rabaissement du liquide dans l'axe et son élëvalion à la circonférence, qui résulteront de la rotation, seront les mêmes, et auront pour valeur la moitié de la hauteur due a la vitesse de la circonférence.
591. Quand les forces dont X, Y, Z, sont les composantes, proviennent des attractions de tous les points du liquide, en raison inverse du carré des distances , ou suivant d'autres lois , les valeurs totales de X , Y, Z, dépendent , en général, de la forme du liquide et de ses couches de niveau; et, réciproquement^ cette forme dépend des valeurs de ces composantes. Cette dépendance mutuelle des attractions du fluide et de sa iigure , rend la détermination de celle-
ci très difficile au moyen de 1 eqilittion (&)• Lotà même qUe le liquide est homogène^ on n est parvenu à résoudre ce problème , dans le cas ordinaire de Tat-* traction en raison inverse du carré des dislances, qu'eu supposant la (ùtce centrifuge peti considérable, de manière que le fluide s'écarte peu de la forme sphérique qu'il pourrait prendre si cette forcé était tout-à-fait nulle 9 c'est-à-dire , si le fluide était en repos. On démontre alol*s , par une analyse fondée sur la considération des séries , et qui ne peut pas trouver place ici , que la figure du fluide est nécessaii'eraciit celle d'uà ellipsoïde de révolution y dont on déteritiine l'aplatissement, d'après la grandeur dé la force centrifuge à l'équateur , comparée à l'at^ traction du fluide âu même point.
Mais p il est facile de vérifier que la figure ellipti« que satisfait toujours à l'équation {b)y lorsque la vitesse «ne dépasse pas ime certaine limite, et qu'il •y a alors deux ellipsoïdes de révolution qui repon*^ dent à une même valeur de cette vitesse de rotation. Supposons, en efi*et , que la surface du fluide, dans son état permanent, a pour équation
qui est celle d'un ellipsoïde de révolution , dont Taxé de figure et le diamètre Ae l'équateur ont 2c et
ac\/i ^y* pour longueurs. Appelons X, Y, Z, les composantes de la force accélératrice provenant dé Tattraction totale de ce corps sur le point de sa surface qui répond sl x, jr, z, et dirigées suivant les
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prolongemeas de ces coordoanéeSy c'est- à-»dire, eo sens contraire des composantes dont on a donné les expressions dans le n^ i o6. En changeant les signes de ces expressions , et observant que f ^TCpc^ ( i -|* >*} est la masse de l'ellipsoïde , nous aurons
Z ^MLi+Z> [an: (tang ==:,)-->];
f étant, comme dans le n^ cité, Fintensilé^ de Fattraction à l'unité de distance, et entre des masses dont chacune est égale à l'unité. Il s'agira donc de prouver que ces valeurs, jointes à l'équation (c), sat^ tisfont à l'équation (b). Or, en les substituant dans cette équation , multipliant tous ses termes par y, ce qui suppose que y ne soit pas zéro, et faisant pour abréger
et»
vient
[r > - T ( 1 + >0 arc (lang = y) + éy'] ÇoocLv +jdf) + (i + >') [ai'C (tang = y)—y] ziiz z= o;
eu diflerentiant 1 équation (c), on a
xdx + jdj + ( I + >*) zclz = o ;
et, pour que cette équation différentielle coïncide avec la précédente, 11 est nécessaire et il suffit qu'où ait
ï y—i ( 1 4->')a^c (tang=>)+éy = arc (tang=>)— 7, ou bien en réduisapt
en sorte qu'il ne restera plus qu'à s'assurer si cette équation a des racines réelles ; et à en déterminer le nombre.
Pour cela, je représente par Ç son premier membre > et je suppose que l'on trace la courbe dont yet€ sont l'abscisse et l'ordonnée courantes : cette courbe coupera l'axe des abscisses à l'origine ; mais la racine y =z= o est étrangère à la question , tant que la vitesse a et par suite € n'est pas zéro. Les autres racines de l'équation (d) sont deux à deux égales et de signes contraires; mais il suiEra de considérer ses racines positives, par exemple, attendu que l'équation (c) ne contient que le carré de y.
Cela étant, si l'on égale à zéro la difTérentielle de 6, on trouve
pour déterminer les abscisses correspondantes aux Truzxima et aux minima de cette ordonnée. Or , cette équation étant du second degré par rapport à ^*, il s'ensuit qu'il ne peut exister qu'un maximum et un minimum de chaque côté de l'origine des abscisses ; d'où l'on conclut d'abord que la courbe ne pourra couper qu'en deux points l'axe des abscisses positives, au-delà de cette origine ; en sorte qu'il existera , au
plus, deux racioes réelles et positives de l'équation (//). Observons en outre, que si les équations (d) et (é) ont lieu pour une même valeur de y, la courbe toucfaera l'axe des abscisses en un point qui répondra à une racine double de Téquatiou (d). Ov, pn tire de Tequation (e),
en substituant cette valeur dans l'équation (/d), il vient
équation qui ne peut avoir qu'une seule racine positive , outre ^ = o. Cette racine existe effectivement; et par des essais, oh trouve pour sa vateor approchée
La valeur correspondante do 6 est
d oii nous pouvons conclure que pour des valeurs de 6 plus petites que cette fraclion, il y a deux intersections distinctes de Taxe des abscisses positives, ol deux racines inégales de 1 équation (d); que pour cette valeur de g, ces intersections se changent en un contact, et les deux racines deviennent égales; et qu'enfin , pour des valeurs plus grandes de c, les intersections n'ont plus lieu, non plus que les racines réelles de l'équation {d). il est certain que ces racines répondent aux n^oindros valeurs de ê, et non
pas anx plus grandes; car pouf € ss oo , Tëquation (d) na aucune racine différente de zéro; et, ati con>^ traire , quand 6 est une très petite fraction , on détermine aisément les deux racines réelles de cette équation.
Lorsqu'on aura déterminé^ au moyen de Féquation (d), les deux valeurs approchées de 7^ qui répondent à une valeur donnée de e moindre que la fraction précédente , les valeurs précédentes de X, Y, Z, feront connaître l'attraction du fluide en un point quelconque de son intérieur ou de sa surface , et on déduira les valeurs de c, du volume aussi donné du Uquide. Quand la valeur de g surpassera cette fraction , on ne sera pas en droit d'en conclure que la ligure permanente du liquide soit impossible , mais seulement qu'elle ne peut pas être uu ellipsoïde de révolution ; car si l'on excepte le cas où Ton suppose cette figure très peu différente d'une sphère, on n'a point encore démontré que la figure elliptique dé révolution soit la seule qui convienne à Féquilibre des forces centrifuges et des actions mutuelles des molÀniles : on n'a même pas prouvé que )a sphère soit la seule figurô que puisse prendre une masse fluide en repos , dont les molécules s'attirent mutuellement, quelque naturel que cela paraisse. * 592^ Si 1^ quantité f est une très petite fraction , on satisfait a l'équation {d) en prenapt pour y une quantité très petite. On a alors
arc (tang = y) zr;;: y ^ ^y + etc.,
et en substituant ces valeurs dans Féquation (d)f supprimant le facteur y , conunun à tous les termes, et négligeant ensuite les puissances de y sopérienres î la première, on trouve
ce qui répond à un ellipsoïde très peu aplati. L*a[datissement sera à peu près iy^y puisque les deux
demi-axes sont c et c v/i + >** On pourra prendre a^c pour la force centrifuge à l'cquateur, et ^"xfpc pour l'attraction en un point de la surface ; ce qui serait les valeurs exactes de ces deux forces , si le corps était exactement sphérique. Le rapport de la première à la seconde est égal à Se ; par conséquent, lorsqu'on fluide homogène tourne autour d'un axe fixe, et s'écarte très peu de la figure sphérique , son aplatissement est égal à cinq fois la force centrifuge à l'équation divisée par quatre fois l'attraction à la surface. On démontre aussi que si le fluide est composé de couches très peu aplaties, dont les densités décroissent du centre à la surface ^ l'aplatissement sera toujours plus petit que dans le cas de l'homogénéité, et cependant plus grand que les deux cinquièmes de celui qui répond à ce cas.
Dans le mouvement de rotation de la terre, le rapport de la force centrifuge a la pesanteur, ou à l'attraction terrestre , est environ -^ {^'* 177) à l'cquateur. Si la terre était une masse fluide homogène, son aplatissement serait donc ^j^ , dont les deux cinquièmes sont — ^0; sa valeur j^, qui résulte de
robsenriktiqiiy est comprise entre ces deux limites, comme dans le cas d une masse fluide doiit hk dfmité décroît du ceotre à la sur&jice.'
Eu faisailt
dans les valeurs de Z et V^X'-f- Y*, et développant ^Qsuite suivit i^ puisfai^^ de y , on trouve
pour les attractions qui ont lieu aux pôles et à Téqua* teur. J ajoute à la seconde la force centrifuge a^c, dont la valeur est ^fi^f^^p ^ \^ prad^i( de | vrfyc ^t
dé ^ , d'après ce qui précède ; îl vient
VXr+Y-+«'c=-M-^(,-2^-hetc.), -
pour la pesanteur à Téquateur. En en retranchant la pesanteur Z au pôle> et divisant par celle-ci , on a
en sorte qu'en négligeant le carré de y^ , ce rapport
est égal à laplatisseptent -y^ et par conséqùei^J,
la somme de ces deux quantités a pour valeur cinq f<À» U fwce centrifiige divisée par le double de là
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pesanteur h l'éqnatenr, conformémeiit au théorème
cite dans le n* igS.
Dans ce même cas d'one tràs petite yalenr de ê, on satisfait encore à l'éqnation (d) au moyen d^ene très grande valeur de y. On a identiquement
arc(tang = >) = i^ — arc(tang=^);
pour une semblable valeur de y ^ on aoni donc , en série convergente,
arc(tang = >)=-^ — -H-jP — 5^4-etc.;
on a de même
et en substituant ces développemens dans Tëquation (d) y on eu déduira ensuite une valeur de y or-» donnée suivant les puissances croissantes de €, sa-
voir.
j^-- + etc
qui sera la seconde racine réelle de cette équation.
Pour de plus grands détails sur cette importante théorie et sur son application à la figure de la terre , je renverrai aux tomes II et V de la Mécanique céleste.
595. Il y a une difierence essentielle entre les surfaces de niveau , tracées dans l'intérieur d'un liquide soumis à l'action mutuelle de tous ses points , et celles qui sont décrites dans un fluide dont les points
ne sont sollicites que par des forces étrangères ^ c'est-à-dire, par des attractions ' on répulsions qni émanent de centres fixes , et sont fonctions des distances à ces centres. Supposons que ABCD (fig. 37) soit la surface libre d'un liquide en repos , ou tournant, pour plus de généralité, autour d'un axe fixe. Soit EFGH une surface de niveau tracée dans son intérieur; et appelons R la résultante de toutes les forces qui agissent au point quelconque M de cette surface. Dans les deux cas quW vient de distinguer, cette force sera dirigée suivant la normale NMP en ce point; or, dans le second cas, sa grandeur et sa direction ne dépendant d'aucune action des points du fluide, elle restera encore perpendiculaire à la surface EFGH , si l'on enlève la couche du liquide comprise entre EFGH et ABCD; de sorte qu'après cette soustraction , le liquide terminé par EFGH demeurera encore en équilibre : mais dans le cas des actions mutuelles des points du système , la force R dépendra de l'action de ce liquide intérieur et de celle de la couche extérieure ; elle changera , en général , de grandeur et de direction, lorsqu'on supprimera la couche comprise entre ABG) et EFGH, et l'équilibre du liquide terminé par EFGH n'aura plus lieu. Pour qu'il se rétablisse, il faudra que la surface IP'GH change , et devienne perpendiculaire , en chaque point' M , à la seule partie de la force R qui subsistera.
L'action de la couche extérieure, comprise entre ABCD et EFGH, sera nulle sur tous les points du fluide intérieur et de la surface EFGH, lorsque la
Gffi TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
jnasse entière du fluide sera homogène, qu'elle se* cartera peu de la flgure sphériqne , et que ses points ne seront sollicités que par leurs attractions mutuelles en raison inverse du carré des distances, et par la •ftnrce centrifuge. En etTet, toutes les surfaces de ni- Tftau sont alors des ellipsoïdes semblables, et, oonsé- •qiiemment , la couche comprise entre deux de ces sur- . faces ABCD et EFGH, n'exerce aucune action sur les points situés dans Tespace intérieur (n* io5). Mais ,oette nullité de Faction d'une couche terminée par deux surfaces de niveau , sur le fluide intérieur, n'est pas une condition de l'équilibre des fluides; les forces étant toujours celles qu'on vient de supposer, elle n'a plus lieu f par exemple , lorsque le liquide est bëténogène ; ce qui rend dissemblables les surfaces dé niveau , qui sont encore elliptiques , et telles que l'dlipticité de la snrface quelconque EFGH dépend de l'épaisseur et de la constitution de la couche extérieure (*).
Dans le cas particulier de rhomogénéité , on peut enlever ou rétablir à volonté la couche elliptique comprise entre ABCD et EFGH , sans troubler l'équilibre ni changer la forme du fluide intérieur, en supposant que la vitesse de rotation soit toujours la même. Mais il y a aussi d'autres couches qu'on peut ajouter au fluide terminé par EFGH , et qui ne troublent pas son équilibre, quoique leur attraction ne soit pas nulle sur les points de ce liquide. H est évident que la
(*) Mécanique céleste, tome II, pages 85 et suivantes.
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surfaoB exiéiieure de la couche additîve peut être ùik ellipscndt semblable à EFGH, et ayant pour centre uo point de Taxe de rotation diflerént du point 0. La surfinre extérieure de cette couche peut aussi aroà^ ce point pour centre ^ et être un ellipsoïde dont l'aplâtissement soit différent de celui de la surface iaté^ rieure. Pour le Satire voir, soient ABCD et Alb'.CSy (flg. 58) les deux ellîpsdides différens qui satisfont à la condition d'équilibre d'un mènie fluide honoogèDéty tournant autour d'un axe fixe avec une vitesse v^gu-t laire donnée (n^ Sgi) ; soient aussi EFGH et ET'G'H' deux surfaces de niveau , tracées dans l'intérieur de ces ellipsoïdes, semblables aux surfaces extérieures^ ayant le même centre 0 que celles-ci^ et se. cou-* pant au point M : sans troubler l'équilibre du li-^quide terminé par EFGH, on y pourra ajouter la couche comprise entre les deux surfaces EFGH et A3'CD', dissemblables et concentriques. On remar* quera que non •seulement l'action de cette couche additive sur les points du liquidé intérieur et de la surface EFGH , n'est gas nuUe , mais que cette action sur chaque point de la surface n'est pas dirigée suivant la normale. Ainsi , au point ii., Faction de la couche comprise entre les surfaces EFGH et A'B'C'D', n'est pas dirigée suivant la normale NMP à la première surfaice ; car déjà Taction du liquide intérieur, terniiné par cette surface ^ est dirigée suivant NMP ; et si l'action de la couche additive avait aussi cette direction , l'action de la masse totale ^ terminée par la surface A^'CD', serait encore dirigée suivant cette normale y tandis qu'elle doit l'être
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suivant la normale N'MP^ à Fautre snrface de ni** veauET'G'H'.
Quelles que soient les forces cpii agissent sur un fluide homogène ou hétérogène tournant autour d'un axe fixe, on ne doit pas perdre de vue que la seule condition d'équilibre est l'existence d'une quantité p qui satisfasse à l'équation (a) , et qui soit nulle ou constante à la surface libre du liquide. Toute autre condition qu'on y voudrait ajouter est déjà |:omprise dans celle-là , ou ne se vérifiera pas. 594* Parmi les différentes lois d'attraction > il y en a une qui n'est pas celle de la nature , mais qui jouit d'une propriété remarquable. Cette loi est celle d'une action mutuelle en raison directe de la distance, et la propriété dont il s'agit consiste en ce que la résultante des actions de tous les points d'un corps, sur un point quelconque, est indépendante de la forme et de la constitution de ce corps, homogène ou hétérogène , et la même que si la masse entière était réunie à son centre de gravité.
En effet , soient a: , y , z, les coordonnées du point attiré, x\ y y z', celles d'un point attirant, fJL la masse de ce second point matériel , u la distance des deux points, k}xu la force accélératrice dirigée du premier point vers le second ; k étant un coeflicient constant. Les composantes de cette force suivant des parallèles aux axes des coordonnées , menées par le point attiré , seront kfjL^x' — x), kfJL(y — j)f kfjL{z' — z), puisque les cosinus des angles que fait sa direction avec ces droites sont les différences o^' —- x , j^' — ^ , z*^ -^ z , divisées
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par II. Far oonsécpient / sî^Kon appelle X , Y , Z , les composantes totales de la force accélératrice du poiat attiré, on aura
X = kl, fia/ — kx:E/i, Y = /ûLf^y — ty^fj^, Z =z k2fiz' — kz:2fA;
les sommes 2 s'étendant à tous les peints du corps attirant. Or, si Ton appelle m la masse entière de ce corps , et œ^, j-^, js. , les trois coordonnées de son centre de gra?ité, on aura
il en résultera donc
X = km{x^ — a:), Y =km{j^ — f)^ Z = A7n(z, — z);.
équations qui renferment évidemment la proposition qu'il s'agissait de démontrer.
En substituant ces valeurs de. X , Y, Z , dans l'é-
quation (6), et faisant, pour abréger, t- =< ^^ il vient
(x.. — ce) ctc -f Cr. — /) <(r + (2. — ^) <=&
Cette ëqiutiopr. . Kf* ^lè^ ^B". nrfiièee de niTcn diiis un liqmde:|Mni»Dt-j|utf^^ Taxe des %, dpnt les points s'attirent en nison directe de k d»«
t^Msr^Mla^ttlirttrilr fM tGMiih:eêi''s&flMiitt«e^ ttocéitiiywi <» àà seoottAj'^ègMf.i Dte '{Mis > «I i%k Iteiiyai le i Wgiae ^des^ ooMlMinëé» i leitt éBiittt Goôiniiin , c'e8t4-dii«)<Mi omttë éé |lM!hé'iltf Ikili^ les premières pnisssnoes des coordonnées oonianlei devront di^aialtrej'ce qai !nê pent avoir lien, à moins qn*on n'ait Jt; = 077*1—0, S|:=o. L'éqna* tion prëoëdente se rédiîit doné à'
«'+(«--«)(«*+Jr)=cî (f)
par conséquent^ les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes ou des hypcrboloîdes de i^volution, seloo qu'on a£«<ioUfi>i;et, dans les deux cas , elles ont toutes le même axe de figure, qui est Taxe de rotation.
Le volume du liquide étant donné p lliyperboloide n'est possible que quand le fluide est contenu dans un vase , et alors Téquation (y) s'applique seulement k la partie libre de sa snrftioe. Lors donc qu'on â € >> I , la figure permanente d'un liquide libre de toutes {9bts est impossible , dans le cas des forces qne nous considérons. Si l'on a < << i , toutes les surfims de niveau smit des ellipsoïdes qui difierent par les
HYDROSTATIQUE. 55af
valeurs de c. Pour déterminer la valeur de cette quantité qui repond à la surface extérieure, on égalera le volume de Tellipsoïde , dont Fexpression est
^i'cyc ^^ yolume donné du liquide. Il est remar-
quable que , dans cet ettittple f là loi des deilsités des couches du fluide n'a aucune influence sur sa figure exténeure et sur ceUe de ses couches de niveau.
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CHAPITRE m
DE L>EQIIILniE£DB8. FLUIDES PESAlVa.
595. Soit ABCD (fig. 39) UD vase ouvert à sa partie supérieure , et dont la base horizontale AB est posée sur un plan fixe. Supposons qu'un liquide pesant et homogène s'élève dans ce vase jusqu'en A'B'. Pour l'équilibre de ce liquide, il faudra que la surface libre A'B' soit horizontale ou perpendiculaire à la direction de la pesanteur, et cet équilibre ne sert pas troublé, si l'on exerce sur cette surface une pression constante et de grandeur quelconque,
La pression rapportée à l'unité de surface sera b même dans toute l'étendue de chaque section hori* zontale du liquide; en la désignant par p à la profondeur z au-dessous de â'B', et appelant f la densité constante du liquide , et g la gravité, on aura dp = fgdz , d'après l'équation (3) du n* 585. En intégrant , on aura donc
<Z9- étant la pression extérieure, qui sera généralement la pression atmosphérique qui répond a z=zo. Cette pression constante se transmettra, sans altération , sur tous les élémens des parois du vase et des corps plongés dans le liquide ; elle s'ajoutera , en chaque
point (0^578), à la pression variable due à la pesanteor da liquide. Il sera donc toujours fiicile d*y avoir égard ; et , pour plus de simplicité , nous pouvons la supposer nulle, et réduire Téquation précédente à
P = fg--
Soient b la base AB du vase , P la pression totale exercée sur celte base , A la distanqp de A'B' à cette même base , ou la hauteur du liquide ; nous aurons à la fois
z = A , P = 6p = fghh ;
ce qui montre que la pression exercée sur la base ho* rizontale du vase est égale au poids d'un cylindre rempli du liquide, qui aurait pour base celle du vase, pour hauteur celle du liquide, et dont le volume et la masse seraient , conséqueninient, bh et fbh. Cette pression P est donc indépendante de la forme da vase ; en sorte que pour les trois vases représentés par la figure 40 , qui ont des bases équivalentes , posées sur un même plan horizontal , et dans lesquels un même liquide s'élève à une hauteur qui est aussi la même , les pressions exercées sur leurs bases sont égales, quoique Fun des vases soit un cylindre droit, qu*aB autre s'élargisse en partant de la base, et que le troisième aille en se rétrécissant. Cette pression est, pour chacune des trois bases, le poids du liquide contenu dans le vase cylindrique ; r^ultat très remarquable, qui est pleinement confirmé par rexpérience.
Dans le cas de plusieui^ liquides. superposés dans
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un vase, il suffira^ et il sera nécessaire ponr leur équilibre, que la surfisice de séparation de deox Kquides ooosécotirs soit horizontale (n* 586) ^ et, en effet , si cela est , chaque noureau liquide snperposé exercera sur tous les points de sa base uw pression constante , qui ne troublera pas rëqnilibie du liquide inférieur. Voici comment on pourra déterminer la pre^ion totale exercée sur le fond d« rase.
596. Versons sur le fluide en équilibre dans le vase ABCD (fig. 39) un nouveau liquide , dont li densité soit p', qui ait sa surface supérieure A*V horizontale, comme celle du premier, et qui ^élèrre k .une hauteur h' an-dessus du niveau AV ds premier; ces deux fluides demeureront en équilibre dans le vase. En appelant b' Faire de A'B', qui cit la base du second fluide, il exercera sur cette boe une pression égale à p'ghIV. Cette pression sera transmise, par Finterraédiaire du liquide inférieur, sur le fond AB du vase ; et l'aire de AB étant b , il en résultera, sur cette surface plane, une pression exprimée par p'gh'b (n* 577); par conséquent, la pression totale exercée par les deux fluides sur la base horizontale du vase , sera pghb -f- p'gh'b.
Si Ion verse un troisième liquide dans le vase, dont la surface S!"V" soit encore horizontale, 1 équilibre ne sera pas troublé; p'' étant sa densité, V la hauteur de son niveau A'"B'" au-dessus de la surftœ supérieure A"B" du second liquide, et ^" l'aire de celte dernière surface , ce troisième liquide exercera sur sa base A"B'', uno pression égale à p'gA'V/', qui sera
par le second liquide, et deviendra f"gh"bf sur la turface supérieure A'B' ou b' du liquide inférieur; cette pression sera transmise de même, par llntermëdiaire du liquide inférieur, et deviendra f/'gK'b sur le fond AB du vase; par conséquent, les tnns liquides superposés exerceront sur le fond du vase une pression égale à pgAi + p'gh'b-^p'gh"b, oa {fh-hf'h'+p"h")sb.
En continuant ainsi, on voit que quand un nombre quelconque de liquides de diflëren tes densités, sont superposés et en équilibre dans un vase , la pression qu'ils exercent sur la base horizontale de ce vase, ne dépend que de l'étendue de cette base, des qpaMMurs des différens fluides , et de leurs densités. Dans le cas d'un vase cylindrique et vertical, die sera énle à là somme des poids de tous les fluides t et die ne Tariera pas quand on changera la forme du vaie, ponrvn que sa base ne change pas d'étendue, nOD plus que l'épaisseur et la densité de chaque liqûde.
Ce rnultat étant indépendant de l'épaisseur des coudiM horizontales, il subsisteencore lorsque ces couches wat infiniment minces, c'est-à-dire, lorsque la densité de la masse fluide varie par degrés continua dam le sens vertical, et convient, par conséquent, aux flnides compressibles. Il est c'gatemcnt vrai quand la pesanteur varie d'une couche a l'autre avec la àenàié i ce qui arrive lorsque la hauteur du fluide n'est pas négligeable par rapport au nytm de la terre. Cesl iVUBÎ ce que l'pn peut déduire de l'équation dpssfg^t, qui convient à l'équilibre de tous les
fluides pesansy compressibles ou non, et dans laquelle on peut supposer la gravité g et la densité p, fonctioai de l'ordonnée verticale z.
597. Considérons actuellement l'équilibre* des liquides pesans contenus dans plusieurs vases , et qm peuvent s'écouler de l'un dans Tautre par des oqvertures latérales. Si l'on ferme à la fois toutes ce ouvertures, l'équilibre ne sera pas troublé; il tanin donc d'abord que les liquides soient disposés , dans chaque vase, par couches horizontales; mais cette condition ne suffira pas ; et il faudra encore , quand les ouvertures ne seront plus fermées, qu*il existe tu certain rapport entre les élévations des liquides dans les vases différens , qui dépendra du rapport de leuis densités. «
S'il n'y a qu'un seul liquide répandu dans plusiems vases communiquans , il faudra que le niveau de œ liquide soit le même clans tous ces vases. En effet, considérons un liquide homogène contenu dans deux vases, par exemple, qui communiquent latéralement par le canal EF (fig. 40' ^^ ^^^ ^^^"^ posés sur des plans fixes horizontaux. Supposons que ce liquide s'élève jusquY'n AB dans Tun des vases, et jusqu'en CD dans l'autre, et que ces deux sections horizontales ne soient pas dans un même plan, de sorte qu'en prolongeant le plan de la section CD de l'un des vases , il vienne couper l'autre vase, suivant une section a6 située à une distance cT au-dessous de AB. Si Téquilibre existe dans cet état , il ne sera pas troublé en remplaçant la section ouverte CD par une paroi Rxe: le fVuide compris entre AB et a€, exercera sur af une
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preasioii égale à fgyj^f en appelant p sa densité f et ^ Faire de cette section a€; cette pression se transmettra^ par rintennédiaire dn liquide contenu dans les deux Taaes, jusque sur la paroi CD; et il en résultera, sur ce plan horizontal , une pression dirigée de bas en haut et exprimée par fgyc , en désignant par c Taire de CD. Par conséquent, l'équilibre n'aura plus lieu des que Ton enlèvera la paroi CD , à moins que la diffiérenoe de niveau ^ du liquide dans les deux vases, ne soit nulle ; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Les deux sections AB et CD étant comprises dans on même plan , si l'on verse au-dessus de AB un fiquide qui s'élève jusqu'en A^' , et dont la densité loit f^p il exercera sur AB une pression égale à f^gbhf b et h étant l'aire de AB et la distance comprise entre les sections horizontales AB et A'B'. Cette pres^ mon se transmettra sur CD , où elle sera égale à f'gch^ et s'exercera de bas en haut; et pour la détruire, il budra fermer le vase en CD par une paroi fixe, ou verser an -dessus de CD un fluide dont la pression sur CD soit égale et contraire à p'gck. Dans ce dernier cas, si le fluide s'él^K jusqu'en CD', que Ton représente par ff sa densité , et par k la distance comprise entre CD' et CD , la pression exercée par ce fluide sur CD^sera fjgkc; et pour l'équilibre, il fiiudra qu'on ait p^k =5 f'h.
On voit donc que pour l'équilibre des liquides di(fiérens contenus dans des vases communiquans, il est nécessaire que leurs densités soient en raison inverse de leurs élévations au-dessus des sections de ces vases, eûtes par un même plan horizontal. Si l'on verse de
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nouveaux liquides au-dessus de ceux qu*on viéot de considérer , on verra de même qu'en dësigoanl pu Â, Kf A" 9 etc., les épaisseurs de ces liquides dim l'un des vases ^ et par p', p' , f\ etc., leurs densitn, et en représentant par k,k^, k,^ , e!c. , p^ , p^^ , p^^^ , etc., les quantités analogues dans nn autre vase, il faudn qu'on ait l'équation
f 'A +pT + p'WH- etc. = p^^h-pA + p„AJH- ««c;
d'où il résultera que les pressions rapportées à rnoité de surface seront égales sur les deux surfaces supérieures AB et CD du liquide homogène qui va d'im yase à l'autre, et qui peut être celui dont U denâté .est p', ou celui dont la densité est p^, ou plus généralement un autre liquide quelconque, pourvu que la deux surfaces A3 et CD, qui le terminent, soient comprises dans un même plan horizontal.
On peut remarquer que des couches infiniment minces, comprises dans des vases diflerens, et conte- .nues entre les mêmes plans horizontaux, éprouveroot la même pression rapportée à l'uiité de surface ; mais au-dessus du plan qui termine^e liquide inférieur, elles pourront contenir des liquides diflerens; en sorte que les propriétés des couches de nivea^ , ou perpendiculaires «1 la direction de la pesanteur, ont bien lien, quant à Tégalité des pressions , mais non plus quant à rhoniogénéitédu liquide (n" 586), lorsque ses couches sont interrompues par des parois fixes.
5c)8. Les lois de 1 équilibre des fluides pesans, daiis des vases communiquans, sont susceptibles d'un grand
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nomlire d'applicstion;: dont nous uous bornerons à imlifjucr les plus comnimies.
Celle qui se présente la première, et que nous ne ferons qu'énoncer, est la théorie des nivellcmens et des instrumens qu'on appelle des niveaujc.
Dans le j//ï/;on, dont les deux branches s'ouvrent h leur partie supérieure, et qui contient de l'eau ou un antre liquide, l'équilibre a lieu quand les deux extrémités du fluide honl comprises dans un mémo plan, quelle que soit la f^randcur de la pression atmo=plicrîquc en ces deux points. L'équilibre pcntanssi exister dans le siphon renversé, pourvu qu'aloi-s la pression atmosphérique ait une grandeur convenable. Soient ABC(fig. 43), ce tube renverse, Jison point le plus haut, E et F les points ou le liquide s'arrêlo dans ses deux branches, et qui sont situés dans un même plan horizonlal. Si l'on appelle p la densité du liquide et h la hauteur du point B au-dessus de ce plan, la pression rapportée à l'unité de surface, exercée par le liquide en ces points E et F sera égale à fgh; et en appelant '^s■ la pression atmosphérique qui s'iixeree de bas en haut en chacun de ces points, il faudra donc qu'on ait '^ff';^ ^gh, ou tout au plus, 'îïr = FgA, pour que cette pression empêche le liquide de s'écouier.Dansle second cas, la pression au point B sera nulle; dans le premier, elle sera égale à ijff — fg/i; et si l'on avait ■w-c^pg^, la pression au point B serait négative , le liquide se diviserait en ce point, cl s'écoulerait par les deux branches du siphon. Au reste, dans le siphon renversé, l'équilibre du liquide ji'est qu'înstanlauc, et ne peu ts'observer qu'à raison de
l'adhérence de ses molécales entre elles ou contre l'intérieur du tube; dès que son extrémité F est un peu au-dessous ou au-dessus de son extrémité E, l'excès de la pression atmosphérique sur la pression du liquide, est pins grand ou plus petit au point E qu'au point F , et le liquide s'écoule par la branche BC ou par la branche BA du siphon. Dans Tusage ordinaire de ce tube renversé , la branche la pins courte BA est plongée dans un vase H , contenant uo liquide qui s'élève jusqu'au point D du tube; on ùiï le vide, en aspirant l'air que ce tube renferme; le liquide s'élève au-dessus de son niveau primitif, jusqu'à ce qu'il ait atteint le sommet B du tube ; il descend ensuite jusqu'au point C, puis il s'écoule par cette extrémité du tube. L'écoulement s'arrêterait » lorsque le point D, en s'abaissant dans la branche BA, se trouverait au-dessous du point C; ce qui ne peut arriver, puisqu'on suppose que AB est la plus courte des deux branches du tube.
La presse hydraulique , dont l'invention est attribuée à Pascal, consiste en une caisse prismatique et verticale II (fig. 45), ouverte a sa partie supérieure» et remplie d'eau jusqu'en AB. Un couvercle placé sur ABy lerme exactement la caisse, et peut cependant glisser le long de ses parois. Au-dessous de AB se trouve une ouverture C , à laquelle on adapte un tube coudé CDE, dont la branche verticale DE est ouverte à sa partie supérieure E. L'eau de la caisse s'écoule par rorifice C; et, à cause du couvercle posé sur AB, ce liquide s élève, dans le tube DE, jusqu'au point F, situe au-dessus du prolongement de cette
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seclion horizontale AIÎ. Cela étant , si l'on ajoute an poids (lu couvercle un nouveau poids X, le liquide s'abaissera en A'B' dans la caisse H, et s'élevcra en F' dans le lube DE. Par cette addition de X, la pression rapportée à l'unité de surface sera plus grande en A'B'
qu'en AIÎ, de la quanlilé y , en désignant par b l'aire
tle la section liorizoatale de H; en même temps, la pression, aufisi rapportée à l'unité de surface, et duc au poids de leau amienue dans le tube vertical DE, augmentera d'une quantité fgo: , en désignant par p la densité du liquide , et par x l'élévation du point ¥' au-dessus du point F. Pour que l'équilibre subsiste, il faudra donc qu'on ait
X = fgbx;
équation qui fera connaître le poids X d'après l'observation de a.'. On a soîo que b soit une très grande surface, ah'n que des élévations peu considérables de l'eau dans le tube vertical, puissent répondre à de très grandes charges du couvercle mobile, et servir à les mesurer. La section horizontale du tube est très petite par rapport à ^, et il en résulte que les abaissemens du couvercle dans la caisse H sont très petits, par rapport aux élévations du liquide dans le tube ; car si l'on appelle^ la dislance comprise entre AB et A'B', et c la section horizontale du tube , on anra hr= ex , puisque le volume total de l'eau doit être invariable. Le tube DE pourrait, au reste, n'être ni vertical, ni cylindrique; et la formule précédente donnerait toujours la valeur de X, pourvu que x fût
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la disLiiice comprise entre les d«ux niveaux da liquide en F et en F'.
Un baromètre est, eu [jéiicrsl, un tube ABC [{i^. 44) , dont les deux hiaiiches lîA cl BC sont verticales, et qui est ieruié à rextrémîté A de BA , el ouvert à l'exlicniilé C de BC. On fait exactement le vide dans ce lube, puis on y verse du mercure, qiii s clève j Hsqu'en D dans la branche AB, et à «ne moindre hauteur, jus(|u'en G, dans la branche ouverte Cit. Si l'on mène par le point E un plan horizontal qui conpc en F la branche AB, le mercure situé nu-dcssous de ce plan sera de lui-même en èquilil>rc; et, pour que cet état finl>siiile , il faudra que les prcwîoiB rapportées à l'unité du surface , qui sont exercées en F par le mercure FD , et eu E par l'atmosphère, soient égales entre elles. D'après cela , j'appelle ■» b pi-cssion atmosphérique, je désigne par m la densité du mercure, el par h la hauteur verticale du point D au-dessus du point F, c'est-à-dire, la dilTércnce des niveaux M et F du fluide dans les deux branches iln baromètre; la pression du mercure an point F aura pour valeur le produit nif^h, et l'on aura, consêquemmcnt,
II' équilibre du mercure ne sera pas trouble, si. imagine que la branche BC se prolonge vertical»* ment jusqu'à rexliémilé do l'atmosphère ; par conséquent, la pression atmosphérique 'le, qui fait équilibre à celle du mercure, n'est autre chose que le poids de l'air contenu dans un cylindre vertîoiJ
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ayant pour hase l'iinUé de surface, et s'efcndaiit iiKlcfuiiment dans l'atmosphère : il dépend du dJci'ois.sement de la pesanteur, à mosorc que l'on selève an-dessus de la surface de la terre, de la densité et de la température des couches d'aïr, ot des quantités de vapeur d'eau qu'elles peuvent contenir. Ce poids pouvant varier dans un miiiue licTi de la terre , la hauteur barométrique h varie aussi; elle cliangc encore de grandeur, à raison des vents verticaux, qui rendent la pression atmospliéi'iquc plus grande on plus petite qu'elle ne seniit dnnu l'état de repos de l'air: à Paris, la valeur la plus commune de h est <i'",-G.
Si l'on remplaçait le mercure par un autre liquide dans le baromètre, la liauteur h clianijLTatl en raison inverse de la dctmîté de ce liquide, "comparée à telle du mercure, en supposant toujours qu'il y ait un vide sensiblement parfait, au-dessus da niveau D, dans la branebe fermée du baromètre. Pour l'eau, cette élévation h est d'envîixm iO",4; et c'est aussi la plus grande hauteur à laquelle l'eau puisse s'élev.ei* dans une /toiitpe, audessus de sou niveau cjt^ieur. Quand il existe une couche d'air entre la surface du liquide et le piston, cet air se dilate; il exerce sur le liquide intérieur une pression moindre que celle de l'atmosphère, .mais qui diminue l'éiévatioii de l'eau, et la réduit k une grandeur que nous déterminerons dans un autre chapitre.
5;)g. Nous allons maintenant nous occuper du calcul des pressions exercées par les liquides pesaus
566 TRAITÉ DE MÊGâNIQL'E.
sur les parois inclinées ou courbes des vases qui les contiennent I et sur les surfaces des corps solides qui y sont plongés*
La pression exercée par un liquide homogène sur une paroi plane inclinée, est égale au poids d'un prisme de ce liquide qui aurait pour base cette paroi, et pour hauteur la distance de son centre de gravité an niveau du liquide. £n effet , soient a un élément de cette paroi, et z sa distance au nivean du liquide ; la pression sur cet élément sera pa ou Fgzo», en mettant pour p sa valeur précédente (n* SgS); et comme les pressions sur tous les élémens sont perpendiculaires à la paroi plane , la résultante de ces forces parallèles aura pour valeur le produit de fg et de l-intégrale de zù>, étendue à la paroi en* tière. Or, cette intégrale est égale à hz^, en appelant b l'aire de la paroi, et z^ la distance de son centre de gravité au niveau du liquide ; la valeur de la pression sur le plan incliné sera donc fgbz^^ conformément a renoncé du thcorème.
Dans le cas de plusieurs liquides superposés dans le vase , on déterminera séparément les pressions exercées ou transmises sift#la paroi inclinée, par chacun de ces liquides; et leur somme sera la pression totale que cette surface plane aura à supporter. La pression <2sr de l'atmosphère augmentera cette pression totale d'une quantité égale à b<ef.
Tous les points de la base horizontale du vase éprouvant des pressions égales , la résultante de ces forces parallèles passe par le centre de gravité de cette base; mais, dans le cas d'une paroi inclinée,
les élémens inférieais éprouveront des pressions plus grandes qae celles des élémens supérieurs; et le point où la résultante totale vient percer la paroi f qu'on peut appeler le centre de pression^ sera toujours plus bas que le centre de gravité de cette même surface. Quand une paroi plane , plongée dans un liquide homogène f tourne autour de son centre de gravité ^ la pression qu'elle éprouve ne change pas de grandeur, mais le point d'application de cette force normale et constante change de position sur cette surface.
6oo* Pour donner un exemple de la détermina-* tion du centre de pression , supposons que la paroi plane soit un trapèze ABCD (fig. 4^) , dont les deux bases AB et CD sont horizontales. Si nous partageons cette surface en élémens parallèles à ces bases et d'une hauteur infiniment petite, chacun de ces élémens éprouvera la même pression dans tonte sa longueur, et son centre de pression sera situé à son milieu ; or, si l'on prolonge les côtés AC et BD du trapèze , jusqu'en leur point de rencontre K , et qu'on mène la droite KH, qui va de ce point au milieu H de AB, cette droite passera aussi par le milieu G de CD, et par les milieux de tous les élémens du trapèze ; elle renfermera donc le centre de pression demandé ; et il ne s'agira que de déterminer la distance de ce point à AB.
Soient af cette distance, x celle d'un élément quelconque à la même base AB , m la longueur MN de cet élément, z sa distance au niveau du fluide, h la hauteur du trapèze. L'aire de cet élément et la pression qull éprouve seront udx et (^zudx ; la près-
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hiuii totale aura pour valeur / fgzudxy ut d'après
b llieorie des momeus des foi-ces parallètcs , on aun
Soit aussi c la distance de AB au niveau du li- <|uiiJ[:; appeJoiis a l'angle compris entre le plan vertical, qui va de cette droÏEe au niveau du liquide, et le prolongement du plan du trapèze; on aura
3 = c + X cos a ;
et si l'on sabstttae cette valeur de z dans l'équation précédente, et qu'on supprime le facteur gp constant et commua à ses deux membre», il en rcsullcra
x' (c ( udx + cos a . I cctiffjc)
:^c( xudx -\- cos X. j x'iuijc.
Je désignerai par a et i les longueurs des deux bases Alt et CD, et par A: la perpendiculaire abaissée du point K sur CD ou b. La perpendiculaire abaissée da même point sur AB ou a bcra lc-\-h, et sur MM ou «, elle sera k-\- h — a:; et ces droites a^ 6, u, étant parallèles, on aura
Je tiré la valeur de A, de la seconde proporiroii, puis je la substitue dans la première; ce q^uî doiiu«
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, _ Lh a}t — ia—h)x
V-n nicltanl cette valeur de u dans lequalïou precé- «leute, et cfTecluant les iulégratîoiis, on en dédait
», aAc (« + a/)) + fi- [/i + 3i) cos ■ ■^ 6cta + A) + 2A(a -j-2i)cosa "
Par conséquent, si l'on mène à celle distance x' , une parallèle EF à la droite AB, le point P, où elle coupera la ligue GU, qui va du milieu de AB à celui de CD, sera le centre de pression du trapèze.
La figure 45 suppose que la base supérieure AB sott la plus grande; si le contraire avait lieu, îl est aisé de voir qu'il sutBrait de remplacer l'angtc a. par soD supplément, ou de chauger le signe de cosa, dans cette formule.
Dajis le cas de a = go**, la paroi est horizontale, et la formule se réduit à
ce qui coïncide, eETectivement, avec la distance du ceitli'e de gravité du trapèze à sa base a.
Quel que soit l'angle a, si celte base esta /leur <reau, on a t' = o, et la valeur générale de x' devient
^tfl + ai)'
de sorte qu'elle est, dans ce cas, indépendante de l'inclipaisoii de la paroi. Le trapèze se cbangcra en un
â<70 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
parallclogramme^ quand on suppose b= n; cl Ton a
alors
il se change en un triangle dans les deux cas de b ^o et a = o ; pour lesquels on aura
x' = ih, x' = Ih.
Dans le premier cas , c'est la base du triangle qui ot -à fleur deauy et or' est la distance du centre de pression à cette base; dans le second cas, or^ est h distance au sommet qui se trouve à la surÊtœ du liquide.
60 1. Sur une portion de surface courbe, les prêt' sions se détermineront en décomposant d'abord b pression normale à chaque élément, en trois foroei parallèles aux axes des coordonnées, et calculant ensuite par des intégrales doubles , les composantes totales suivant ces trois directions, lesquelles composantes se réduiront au moins à deux forces, qui pourront, le plus souvent, n'être pas réductibles à une seule (n® 26 î). Mais quand il s'agira des pressions exercées sur la surface entière d'un corps plongé daos un fluide, la réduction à une seule force aura tou^ jours lieu, et cette résultante unique sera verticale, ainsi qu'on va le voir.
Soit AMB (fig. 46) le corps dont il est question; désignons par x^y^ z^ les coordonnées rectangulaires (lu point quelconque M de sa surface, et prenons le niveau du Auide pour le plan des x et j-, et Taie des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur.
Appelons û» rélëment diflëi^ntiel de la sarface, et p la pression rapportée à l'unité de surface , qui répondent au point M , de sorte que pto soit la pression exercée sur cet élément, et dirigée suivantla normale intérieure MN. La valeur de p sera la même pour tous les points qui sont à la même distance z du niveau du liquide, soit que ce fluide stagnant soit homogène , ou qu'il soit seulement composé de couches horizontales dont la densité ne varie que d'une couche à une autre. Soient encore a^^^y^leB angles que fait la normale MN avec des parallèles aux axes des jp, j'fZ^ menées par le point M dans l'intérieur du corps. Enfin, projetons cp sur les trois plans des coordonnées, et désignons les projections de cet élément, para sur le plan des^ elz^ par b sur celui des z et or, et par c sur celui des x eljr. En observant que ^9 ^ f y^ sont aussi les inclinaisons du plan tangent en M sur ces trois plans , nous aurons (n* i o)
a z=z a)cosa, b = fi^cos^, c = oicos}^;
et si Ion multiplie ces équations par p^ il en résultera
pa =:pa} cos et , pb =/?« cos S, pc z=zpcj cosy;
ce qui montre que les produits pa, pb , pCp sont les composantes parallèles aux axes des x ,y, iï, de la pression normale ptù\ en sorte que la composante perpendiculaire à chaque plan des coordonnées, et^ généralement à un plan quelconque , se déduit de/M9 , en y remplaçant l'élément a? par sa projection sur ce plan.
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Cela posé, le corps AMB étant terminé de toatas parts, il y a, au moin!;, un second clément Je sa soir face qui a la même projection sur ciiaque plan tlonnr, que 1 elémetit a. Ainsi, eu abaissant du point N, une perpendiculaire MPsur le plan dcs_?'et z, cctie perpendiculaire, ou son piolongenient, rencontrera b surface du corps en uu point M', et la projection dt 1 élément û)' qui répond à ce point, sera égale à nsatce plan, comme celle de a. Les deux élémens étant situé à la même distance du niveau du liquide, cproiireront les pressions normales pM et pcji' , qui senwl entre elles comme les aires « et ai', dont le rapport peut avoir une grandeur quelconque. Mais leurs composantes parallèles à l'axe des .r, auix>nt noc valeur commune pa, et les forces pa> et p'j>' ai;issatil suivant les normales intérieures M^ et M'?i', cet composantes égales agiront évidemment en sons co»* traire l'une de l'autre, savoir, de M vers M' au pOÎol M, et de M' vers M au point M'. Par conséquent la composante parallèle à l'axe des .r, de la pression exercée sur w, sera détruite par la composaote suivant la même direction, de la pression exercée sur un autre élément w'. On verra de même que la composante de p'^ , parallèle à l'axe des j- , sera aussi détruite par la composante suivant celte dircctiou, dir la pression relative à ou troisième élément, lequel répondra au point où la perpendiculaire abaissée do point M sur le plan des x et s, rencontrera une seconde fols la surface du corps. Or, on conclut de là que ces composantes liorizonlales des pressions exerci>es sur les élcmens du la suriacu du curp:» |iluugè('ic.
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ilciruiscnt dans cliacuue itcs sections horlzonlalcs et îtilïnimcntniinccs, cl, conacquemmcDt, sur sa surface entière. 11 s'ensuit donc aussi qne toutes ces pressions se réduisent h nue seule roi'ce, qui est la rcsultanle de leui-s composantes verticales, et qui provient de la prepotiUérance de la valenr tle^ daos la partie inférieure du corps.
Si p résultait d'une pression exercée à la surface da liquide, sa valeur serait constante dans toute l'étendue de ta surface AMJ!; et les composantes des pressions £C détruiraient deux à deux , dans lo sens vertical autist hien que suivant les directions liorizontales. Quelle que soit 1.1 forme d'un curps solide ou fluide, uae pression constante et normale, exercée en tous les poiuls de sa surface, ne peut donc produire ni un mouvement de translation, ni un mouvement de rotation, comme nous l'avons dit précédemment (n" 584)-
6o3. Pour déterminer la résultante des pressions verticales exercées sur AMB, j'abaisse du point quelconque M une perpendiculaire sur le plan horizontal des x et_7', qui rencontre en M, cette surface AMB. Les éle'mensci; ctû)^, qui répondent aux points M et M,, auront une même projection c sur ce plan; mais les pressions rapportées à l'unité de surface y seront différentes; et si on les dési{;ne par p et p,, le /ilet du corps que terminent ces deux élémens, et dont la longueur est MN, sera poussé verticalement de bas en haut par une force pc — p^c. Je suppose, pour plus de simplicité, que le Uquîdc dans lequel- le corps est plongé soit homogèoe; je représente par f
1 densité, et pat- / la longiMuir de MU^i oa-âura
p-^pj=zpglf et la pression verticale fglc sera lepo'uU du volume le du liquide , c est -à -dire, le poids du volume du liquide dont ce (ilet du corps occupe la place. En décomposant le corps en (îlels verticaux et infiniment minces , chacun de ces filets sera poussé de bas en haut par une semblable force ; d*où Ton conclut que la résultante de toutes les pressions verticales ne diiîéreradu poids des filets fluides remplacés par ceux du corps plongé, que par le sens de sou action; en soite qu elle sera égale au poids total du volume du fluide que déplace ce corps solide, et appliquée en sens contraire de la pesanteur, au centre de gravité de ce volume; lequel centre de gravité se confondra avec celui du corps même, lorsque celui-ci sera homogène.
Si le corps n'était pas entièrement plongé dans le liquide , on pourrait, dans le calcul de la pression qu'il éprouve, {faire abstraction do sa partie située au-dessus du niveau du liquide; le point !NI appartiendrait alors a la section du corps faite par le prolongcmeut du plan de ce niveau ; et , en prenant /)^ = o, ce cas rentrerait dans le précédent. La rcsultante des pressions verticales, qui sera toujoui^ celle de toutes les pressions, aura alors pour valeur le poids du volume du liquide déplacé par la partit' plongée du corps flottant, et pour point d'application le centre de gravité de ce même volume.
()o5. Ces résultats ont encore lieu, lorsque le liquide est composé de conclics horizontales. On y parvient aussi par une considération indirecte, qu'il c^i bon d'indiqufr.
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L'équilibre ayant lien daos ce liquide, ïl ne sera pH troublé si l'on solidifie une partie quelconque du liquide , de sorte que cette partie devienue un corps plongé ou flottant. Or, pour que les pressions normales exercées sui- la surface de ce corps par le liquide environnant , fassent équilibre au poids de cette partie solide, il faudra qu'elles se réduisent à une seule force égale et directement contraire à son poids. D'ailleurs, si l'on remplace la partie solidilice du liquide par un autre corps qui ait exactement la même suîf ace, il|est évident que rien ne sera changé anx pressions du fluide environnant ; par conséquent, les pressions exercées sur la surface d'un corps plongé en tout ou en partie dans un liquide stagnant, homogène ou hétérogène, se réduisent lonjours à une force unique , égale au poids total des ooodies horiiontales du liquide, dont ce corps oocnpe la place, et appliquée, en sens contraire de la pesanteur, an centre de gravité de ces mêmes couches. On conclut de là que, pour l'équilibre d'un corps entièrement plongé dans uu liquide, il faut que sa dennté moyenne soit égale à celle du liquide dont il occupe la place , et que son centre de gravité , et celui de cette portion de liquide, soient situés sur une même verticale. La seconde condition est toujours remplie, quand le corps est homogène, ainsi que le liquide. Quant aux corps qui ne sont immergés qu'en partie, et quï flottent a la surface du liquide, nous examinerons les conditions de leur équilibre dans le chapitre suivant.
6o4' Ordinairement, on énonce le principe do
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rilj (Irostatiqoe qu'on vient de démontt-cr, eu Uknl quuii corps plongé dans un liquide, y perd une jmlie de MU poids* égale au poids du duide qu'il déplace (u" igi).
Il en résulte qae pour avoir le véritable poidS'd*ii<< corp'î , il doit cire pesé dans le vide. Deux corps prscs dans l'air , dans l'ciu , ou dans tout autre flaiile, et qui se font équilibre au moyen d'une balance exacte, ont des poids réellement diffcreos, à moios que leurs volumes tic soient équi%'atens. he poiiU kc plus grand est celui dn corps qui a le plus grand nlumc, puisque ayant éprouvé une plus grande périt dans le fluide, il y^ait encore équilibre à l'autre.
Si un mùme corps est pesé successivement dnts le vide et dans l'eau, et que P soit son poids dan& le vide , cl P' son poids dans l'eau, P et P — P* seront les poids absolus de ce corps et de l'eau sous un même volume; ils sont donc entre eux comme It' densités de ces deux substances (a" (îo). Par coastqucnt , si l'on prend pour unité la densité de l'eai|Cl qu'on appelle D celle du corps , on aura
C'est d'après celle formule qu'on détermine les densités des corps qui peuvent être pesés dans l'eau, sans s'y dissoudre, au moyen de la balance hydrostalîque-
Go5. La démonstration du n° 6oi «'applique^- ■ ■ . lemcnt aux parois l.ilérales d'un vase qui contient nu * ,. liquide ; et l'on en conclura que les coniposautes ho-
HYDROSTATIQUE. 5-yj
rizontales des pressions exercée! de dedans en dehors, sur toute la surface iotérieure du vase , se'detruisent deux à deux ; en sorle tjue si le fond du vase est posé sur un plan ûxe et horizontal, l'action des fluides ' qu'il contient ne pourra pas te mettre eu mouvement; ce qui résulte aussi dh principe de la conser- Tation du mouvement du centre de gravite' ( n* 555). Uais si l'on fait une ouverture à l'une des parois latérales, au-dessous du niveau du liquide, celui-ci secoulera par cet orifice; et la pression n'ayant plus lieu sur la partie de la paroi qu'on a enlevée, celle qui est exercée à la partie opposée du vase ne sera plus détruite ; par conséquent , ce vase sera mis en mouvement en sens contraire de l'écoulement du fluide. Ce principe est celui des différentes sortes de machines à réaction , et sur lequel est fondé le moyen proposé par D. Bernouilti, pour mouvoir les bateanx; sans le secours des rames ni du vent.
Oq verra aussi, par le même raisonnement que dans le n" (ioa , que la pression totale exercée sur le fond do vase et sur ses parois latérales , est toujours égale au poids du fluide qu'il contient, et appliquée, dans le sens de la pesanteur, au centre de gravité de ce fluide. Chaque filet vertical du fluide, qui va, sans interruption , de son niveau à un point quelconque du vase , exerce sur ce point une pression normale , dont la composante est égale au poids de ce même filet. Celui qui rencontre en deux points la surface intérieure du vase, comprenant le fond et les parois latérales , exerce en ces deux points des pi-essions dont les composantes verticales sont dirigées en sens 3. 3j
contraire Tune de laiHre. La composante qui répond au point iifférieur» est dirigée dans le sens de la pesanteur, et l'emporte sur l'antre d'une quantité égale
• au poids de ce filet ; et , de cette manière , la résultante des pressions vefticales de tous ces filets fluides, n'est autre chose que 16 poids même du fluide ea question.
Il faut distinguer cette pression de celle qui a lien seulement sur le fond du yase (n* SgS), et qui n'est égale au poids du fluide que quand le vase est un cylindre ou un prisme droit. Elle est moindre que œ poids , lorsque le yase s'élargit en allant du fond à si partie supérieure, parce que les filets verticaux da fluide, qui partent de son niveau, et sont interoqrtà par les parois latérales, né pressent pas sur le (bod du vase ; elle est , au contraire , plus grande que k poids du liquide , quand le yase ya en se rétrécir
. sant, parce que les filets verticaux qui partent do fond du vase , et sont interceptés par les parois latérales , exercent néanmoins la même pression verticale sur le fond du vase, que s'ils s'étetidaient jusqu'au niveau du liquide ; ce qi^ manque au poids de chacun de ces filets incomplets, étant remplacé pai la résistance de la paroi à laquelle ils viennent aboutir
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FLOTTANS
6o6. Ppar qu'un corps pesant puisse se tenir en équilibre à la surface d'un liquide stagnant, il est nécessaire que son poids soit moindre que celui d'un volume de ce fluide égal au sien ; toutefois, il y a des cas où il se forme autour d'un corps flottant un espace vide de peu d'étendue, qui doit être ajouté à json volume, et qui diminue, conséqilemment , sa densité moyenne ; de sorte que des corps d'un petit volume peuvent surnager, quoique leur densité propre surpasse celle du liquide. Nous ferons abstraction de cette circonstance, qui se rapporte à la théorie des phénomènes capillaires, dont il ne sera pas question dans ce traité (n« 588).
La densité du corps solide, s'il est homogène, ou sa densité moyenne , s'il ne l'est pas, étant moindre que celle du liquide, le corps s'enfonce dans le fluide, jusqu'à ce que le poids du liquide qu'il dé* place soit devenu égal à son poids entier ; et quand cette égalité alieu, le corps reste en équilibre , si son centre de gravité et celui du fluide déplacé sont si-^ tués sur une même verticale; car la pression dn liquide qui doit Ëairie équilibre au poids du corps, est
égale aa poids du liquide déplacé ^ et appliquée à son centre de gravité, eu sens contraire àe la pesân*teur (n* 602).
Si le corps flottant est homogène, aussi bien que le liquide y le centre de gravité du liquide ^déplacé coïncide avec celui de la portion immergée du corps. Dms rétat H équilibre j, le volume de cette partie da corps est a celui du corps entier , comme la densité du corps est à celle du liquide ; et la détermination des positions 4'équiivbre d'un corps flottant se réduit À un jptoMème de Géométrie , dont Voici Fénoncé. Couper «n corp* ipar un plan , de manière que le voluipe d'un segtneiit soit k oelui du corps , dans un rapport dminé , et «que les centres de gravité du seg^ 4nent €t da corps se troirv^ent sur une même perpen^ diculaive au pian coupant. Quand on a déterminé une section «du^oq» qui satisfiiit k ces deux ctmditfonB, on la palace au niveau du liquide^ de manière -que le s^tgment <doiift on a consid^ le volume / soit situé au-dessous,, et l'on a une des positions d'équilibre dA coiips flottant.
Dans chaque cas particulier, on exprimera ces deux conditions par des équations , dont la mlution complète fera connaître toutes les positions «d'équilibre de ce corps. Quelquefois leur nombre sera isrfini , comme daps le cas des solides de révolulioià dont l'axe est horijBOntal ; d'autres fois^oe nombre «en fini et déterminé ; mais il serait difficile de démontrer, à priori, qu'il y à toujours une position «dtéqutlibre , quelle que soit la forme du corps.
Je choisirai , pour exemple du prablè
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qu'on vient d'énancer , le cas d'un prisme droit et Iridogutaîre^ dent les arêtes sont horisontales. Le plan coupant leur sera évidemment parallèle ; 'de plus y sa direction sera indépendai^t^ de la distance comprise entre les deux bases. On pourra donc fiaiire abstraction de la loogueur du prisme, et déterminer aeuleroeot l'intersection d« plan coupant^ et de l'une des deux bases ; de sorte cfue le problème se rapportera a la Géométrie plane ; ifp qui aurait Kèu également dans le cas d'un prisme ou. d'un cylindre bon-* zontal à base quelconque.
Soit ABC (fig. 47) 1*^*^ ^^ bases chi prisme donné. U peut arriver que deux sommet de ce triangle soient ploogés dans le Uquide , ou qu'il n'y en ait qu'tin seul
. au-dessvis du niveau. J'examinerai d'abord le cas d'un seul sommet immergé; on verra ensiiiite comment l'autre cas se ramène à celui-^là. Soient donc C ce sommet immergé y et BIN l'intersection du plan coupant et
. de la base ABC, qu'il s'agit de déterminer, et qui re^ présentera le niveau du liquide. J'appellerai a, b, d, les côtés donnés de ce triangle ABC, qui sont irespectivement opposés aux angles A , B , C ; et je désignerai par or et j^- les c6tés inconnus CM el CN du t inangle MNC ; de sorte qu*on ail
BC^a, AC = è, AB*:c, CMsca:, CN==r-
L'aire d'un triangle qyelconque est égale au pro-duit de deux de ses côtés et du sinus de l'i^ngle. compris ; on aura donc
ABC = ia6sinC, MNCss^xr «aC.
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Le prisme entier et le prisme plongé dans le liquide sont entre eux comme leurs bases ABC et MNC; on doit donc avoir .
MNC : ABC :: > : i ;
r étant une quantité plus petite que Tunité, qui re-' présente le rapport de la densité du corps flottant à celle du liquide. En mettant pour ABC et BINC leus valeurs précédentes , ce|f e proportion doDoe
. , xjr c=: rab. (i)
Maintenant, soit D le milieu de la base AB; menons la droite CD, et prenons sur cette ligne DG^ jDQ le point G sera le centre de gravité du triangle ABC. De même , E étant le milieu de MN , si Ton prend sur CE une partie EF = jCE, le point F sera le centre de gravité de MNC. La droite GF devra donc être perpendiculaire à MN; mais, à cause que les lignes CD et CE sont coupées en parties proportionnelles aux points G et F , les droites DE et GF sont parallèles; par conséquent, la droite DE, qui joint les milieux des deux bases AB et MN, est aussi perpendiculaire à MN; et il en résulte que les deux obliques DM et DN sont égales.
Réciproquement, si Ton a DM = DN, la droite DE sera perpendiculaire a MN , ainsi que sa parallèle GF; donc, pour que la droite qui joint les deux centres de gravité G et F soit perpendiculaire à Fintersection MN, il est nécessaire et il sufBt que les valeurs de DM et DN soient égales.
Cela étant, faisons CDz=zh, et désignons par ^
et S les deux parties DCA et DCB de l'angle ACB, En considérant les deox triangles DCM et DCN , nous aurons
DM = A* + a:* — 2ha: cos a , DN = A» -(- ^ — 2hjr cob'€ î
et en égalant ces deux valeurs, il en résultera
x* — 2hx cos a = j^^ — 2hjr cos €. (2)
Les équations (1) et (a) sont celles qui devront servir à déterminer x et jr. Par Félimination de ^ , on en déduit
jc* — aAx^ cos a + 2hrabx cos f — r*a*A* = o, (5)
On tirera donc la . valeur de x de cette équation dû quatrième degré ; et Ton aura j^ == — pour la valeur correspondante de jr.
L'équation (3) étant d'un degré pair, et ayant son dernier terme négatif , il s'ensuit qu'elle a une racine positive et une négative. Les deux autres racines peuvent être réelles ou imaginaires. Si elles sont réelles, la règle de Descartes fait voir que Téquation (5) aura trois racines positives, et une racine négative; car en considérant les signes de ses termes, et soit qu'on donne le signe 4* ou le signe — au troisième terme , qu'on y peut comprendre avec un coefficient nul, on trouve toujours trois variations et une permanence. Ijes inconnues xetjr, qui sont les côtés du triangle WNC, ne pouvant être que des quantités posjtives,
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4mîn|^ ABCy ài wjeMè» AwiQi MÉnti tflmil^glMJià la ^asticm , U radne n^atiye de Fégiatioii (^'?hi Taleon de x pins grandes que a, et çeOet qui do^ neraieiit uM tide^tif de j* pins gnnde qm 'ift. AioBt il yraurftji â« fbm^ tmii fi08i|ioo||.d'ïJqiâU»ro popr leKpielks le sommet C est seul Fkiigé dane le &?*
ipUMm
6q8. SiYçai suppose ce sooainijet iioft db flpide^d les demi points A et B an-dessous dn oÎTema iDf, li prablène semlenlae qne^dans le ces psdoddsiit, a¥ec .qsM» mth J^SémMe '^oe h ^MPtîlrf rdeos Atre lemplaoée par i^^r dans les ëqBstiDae{fi)ot(3)k ] En «flBrt , le triangle ABC , et ses deux parties BDf G al ! irifEfBA, agra&t le^ oçnti^ dé ghrfitl siir a draHe». et çenx de A9G et de la 8eeond# pw^ TantAtre situés sur une petpendicolaîre à BfN^flfiah ] dra toujours que les triangles ABC et MNfC Éôêà aussi leurs centres de gravité sur cette perpeodies* laire ; eu sorte que l'on aura d'abord , sans aucun changement^ Féquation (2) , qui exprime cette dition. D'ailleurs , la proportion
MNBA : ABC
qui doit aroir. lieu maintenant , peut être changée en celle-ci :
MNC : ABC :: 1 _ r : i; ce qui change aussi Téquation (i) en cette autre:
^ = (ï — r)ab.
En s'en, servaut pour éliminer f de l'éqnation (a), on retrouvera Téqualion (5), dans laquelle le report r sera remplacé par i -^ r, c'est-à«*dire, que l'on aura
a:*— Tha? cos et •+• aA (i — r) abx co8 C— (i— r)* ii*ft*=: o. (4)
En raisonnant comme précédemment , on conclura de cette équation , qu'il y a au plus trois positions d'équilibre , pour lesquelles les deux sommets A et B du solide sont plongés dans le fluide.
Si l'on considère successivement les trois sommets A ^ B;'C^ et si Ton examine, pour chaque sommet, les cas où il est seul plongé dans le fluide et seul hors du fluide 9 on déterminera toutes les positions horizontales d'équilibre du prisme donné ; et il résulte de ce qui précède , que ce nombre ne pourra jamais être plus grand que 'dix-huit.
609. Lorsque le triangle ABC est isoscèle , on peut se passer de l'équation (3) ou (4), et résoudre direc* tement les équations en x et y. Je suppose qu'on ait h^=zay les triangles CAD et CED seront rectangles et égaux; on aura
€ =: oL, h* = a* — ^c^ , acoscL 5= h;
et les équations (i) et (2) deviendront
ay^ = ra', ^-x-- ^^^^0-x)=o. (5) On y satisfait d'abord , en prenant
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faleon^ sont* admiMMes^ k «•on de r;4^i il il yè< «»#>n léolte iri»e prinièie poriliiMt* 4tiaibiëvén^ le tmngte MMC of iméÉli
et 0I1 U bise AB du triangle ABC terapanllèle k El oa Wiioatalp. En diangouît r en i *^r, «m «li ùBe. seconde poâticn^:^; le point 6 eera alii iijbtt dn lh|ddej(.0l&l)^ AB tottjou» honMnldti Miis il pent'aiMn exister d'aotras ponlioos d^i^ Itibrey pont baqàdles. cette hÊaé âen* indinée.
En eflbt, âTon snpprimé le.fiictenr j^-^-x deli i^x>iide é|aat}on (5), il T^ •
.Celle- ci ^u, j/KPéadiii ëqqaMon (5) donnant k aOinine et le prodniîk ^lA' ^l'rax inofmnnM a; étj, 1 a'epsnit qne ces quantités seront les deox raciasi
d'ane même éqaation du second degré ^ lesqnellci racines auront pour expression
On prendra successivement chacune d'elles pour x et l'autre pour j^; et quand elles seront toutes deoi •réelles et moindjres que a , il en résultera deux nouvelles positions d'équilibre , dans lesquelles la baie AB sera située hors du liquide. En mettant i — -rao lieu de r^ et supposant toujours les racines réeDes plus petites que a , on aura deux autres positions ou cette base sera immergée.
Lorsque les deux racines qu'on Tient d'écrire sont égales , la base AB est horizontale , et ces nouvelles positions d'équilibre doivent rentrer dans les précédentes; et, effectivement, on a alors 4^*— c'=4a\/r, ce qui donne^ = x = a \/r.
610. Dans le cas du triangle équilatéral , on fera c = a , dans les formules précédentes. Les valeurs égales de x etjr ne seront pas changées ; leurs valeurs inégales deviendront
J (5 =fc V9 — i6r), dans le cas d'an seul sonamet immergé , et
dans le cas d'un seul sommet hors du liquide. U s'a-gira donc de savoir queUe doit être la fraction r, pour que ces valeurs soient réelles et moindres que a.
Or, si l'on a r < ^ et > i, la première formule sera réeUe, et ses deux valeurs seront moindres que a; hors de ces limites, cette formule sera imaginaire, on bien une de ses valeurs surpassera a; et de même, pour que les valeuiWde la seconde formule soient réelles et plus petites que a, il est nécessaire et il suffit cfue Ton ait r< ^ et > 1^. On voit donc que depuis r=:-^ jusqu'à r=^, la première formule sera seule admissible ; que ce sera, au contraire , la seconde qui sera seule admissible depuis r=:j jus-
fBnii«lMdenoqtte« njetôoi. > .>^»
. Çapaipfi tvmm ifloililaU* pw ilflJHWt ^^fcHâ
ntïons d'éqaiUora sera timjom >■> nitiltigle je t^^*
et ce nombre total pourra être six oo dix-bait, sninnlla valeur de r.
6ii. Oatre leurs positions horizontales d*éqtulîlin| |0S prismes et les cylindres homogènes ont aussi an pontions d'équilibre, dans lesquelles leurs artta ftmt Tprtifales, etleun Iwev penlUM «i omn^ liquide, et qni ieat dodbla'ptmr chaifae anfii puœ.qne l'une ou Fautre dn. deiù Immb peut tel plonfée dàAs ife-^ftiîde. Un ' {Hfcqie -verdcal «l'a > parUe immeigée oatlenn centres degnTÎté «n^wi même perpeodiqdwe an WTeÉn j te.'ni|^iort de Ihb. Tolnmes est le mime qne cdni dfl tenra haulfii;. et^ par côniéqneiit, h hantinr dn pfîame iiuiiMH< est à cdie dn priame entier, comme la dennté di corpi est à celle da liqnide, ce i^oi suffit pour déltfminer renfbacement du corps dans son état d'éqn* libre.
Les solides de révolution) et généndement ton» les corps symétriques autour d'un «ze , ont de ri4vI deux positions d'équiUlKvdans^kvqaeUes cette dioîl* est verticale, et qu'on déternybera sans diffic«Ué> Supposons qu'il s'agisse, par exemple, d'on ellipaolda homogène, dont les trois demi-axes «oient a, b, m plaçons l'axe 3C verticalement, et soit u la '^■■'ff"* du plan des deux autres axes à la section kjieunftmi u étant une inconnue positive ou négativei «ebm qw
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cette sectkm se «rouyera aaniessous tm ati*^dessiis du 4ceiiti^ de rdlipsoide. Soit aussi Z rairé de la section liorizoôtale de ce oorps, laite à une distance quelconque z de son ceaAre; le volume dit ^emi«ellipsoide
étant Y ^^ 9 ^° ^^^ ^^^ ^^ sqgment plongé , en rc;
tranchant de ^nbCfVintegnAe f Zcîz, qui exprime
la valeur de la tranche comprise entre la section kjleur iTeau et la section horizontale faite par le centre du corps , et qui aura le même signe que u. Dans le cas d'équilibre , on aura donc
j^abc -^ I Zdz =:^ abcr ;
r étant toujours Je rapport de la densité du coips flottant à celle xlu liquide. Ce coqis étant un ellipsoïde , on aura (n^ '89)
et l'équatieti «d'-équilibre deviendra
£Ue aura toujours «ne setile racine réelle, comprise entre db^c, qui «ra positive ou négative, selon que Ton aura r> \ ou r <^. Hans les cas extrêmes de .r=s:o et r=i , •cette racitie wra tts= c et
Un €01^ ^symétrique autour d'tm axe vertical , étant pkohgé successivement et par la même partie^ dans diffévens li^des , s j enfeacera de quantités
dont les volumes seront en raison inverse des densités de ces fluides. C'est snr ce principe qu'est fondé l'usage du pèse-liqueur ou aréomètre^ pour comparer entre elles les densités de divers fkiides.
612. Parmi les différentes positions d'équilibre d'an même corps solide flottant à la sur&ce d'un liquide, il y en a qui sont stables^ et d'autres qui ne le sont pas ; et d'après ce qu'on a vu dans le n"" 670 , si Foo fait tourner ce corps autour d'un axe horizontal/ pour fixer les idées > ses positions successives d'équilibre seront alternativement stables et instantanées. Il importe de distinguer avec soin les premières des dernières , qui ne subsistent assez de temps pour être observées, qu'à nason d'une petite a^érence di corps flottant^ au liquide avec lequel il est en amtact. • *
Supposons d'abord que le corps flottant soit pirfaitement symétrique, pbur la forme et pour la densité de ses parties, de part et d'autre d'une section verticale ABCD (fig. 48). Soit G son centre de gravité, qui appartiendra à cette section. Dans son état d'équilibre , soit aussi AC la droite où cette section est coupée par le niveau du liquide, prolongé dans l'intérieur du corps, et H le centre de gravité du volume du fluide déplacé par le corps; ce point appartiendra aussi à la section A6GD, et se trouvera sur la perpendiculaire BGK , abaissée du point G snr la droite AC. Quand le corps sera homogène, H sera au-dessous de G , comme la figure le suppose ; mais qua\id on aura lesté le corps flottant, c'est-à-dire, quand on aura augmenté la densité de sa partie in-
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rérieure, le point G pourra tomber aa-desipns da* point H. •
Cela étant , concevons que Fou écarte un peu le corps flottant de sa position d'équilibre , en le faisant tourner autour d'un axe perpendiculaire à ÂBCD., et l'abandonnant ensuite à lui-même sans vitesse ini- . liale. Quel que soit le mouvement que le corps prendra f la section ÂBCD demeurera toujours verticale , et corojAndra constamînent le centre de gravité 6. . Dans cette nouvelle position , soit h!Q! (fig. 49) f ^^ droite qui représente le ni?eau du liquide^ et qui coupe AC au point E , de manière que le segmçnt du corps qui répond à AEA' y soit entré dans le liquide , et que celui qui répond à CE(7 , en soit sorti. Je supposerai égaux les volumes de ces deux segmens; il en résulte que le volume du liquide déplacé par le corps n'aura pas changé ; le poids de ce volume de fluide sera donc encore ^al à celui du corps ^ comme dans l'état d'équilibre ; or , le centre de gravité G du corps flottant doit se mouvoir comme si la masse de ce corps y était réunie , et que le poids de ce corps et la pression du fluide y fussent appliquées (n* 4^^)» et ctes deux forces verticales agissant en ^ns contraire l'une de l'autre^ et étant égales dans notre hypothèse , on n'aura point à considérer le mouvement du point G.
Soient H' le centre dé gravité du volume du liquide déplacé, après que le corps a été écarté de sa position d'équilibre. Ce point appartiendra, comme le centre de gravité G , à la section ABCD ; mais ils ne seront plus situés, en général, sur la même verticale ; la pression
'du ûwde fera donc toamer le corps autour d'ôiie droite passant par le point G, et perpendiculaire k h section ÂBCD; et il s'agira de savoir si ce mouvement
■ tendra à ramener le corps à sa position d'équilibre,
ou à l'en écarter davantage, et à le faire ckawrer.
' Or, si Ton mène par le point H' la verticale E%
qui rencontre la droite BGK perpendiculaire à AG,
au point M , il est évident que ia pressÎMi du fluide
. qni s'exerce de bas en haut suivant la direc An HV, tendra à ramener la droite BGK à sa position verticale , correspondante à l'équilibre , on à l'en écariff davantage , selon que le point M sera situe au-dessos on au-dessous du point G. Dans le premier cas, Féquilibrc sera stable , et dans le second , il ne le sert pas. Quand le point M et le point G coïncideront, k corps restera encore en équilibre, dans la positioi voisine de la première, où on l'aura place.
Si le centre de gravité G tombe au-dessous de celui du volume du liquide déplacé, qui était H, dam l'état d'équilibre, c'est-à-dire, si ce point G se troare entre les points B et H , sur la ligne BK , le point M 8e trouvera au-dessus de G , et l'équilibre sera nécessairement stable. Si, au contraire, le point G est au-^ssus de H, comme dans le cas d'un corps homogène , le point M pourra se trouver au-dessus on aodessous de G, et l'équilibre pourra être stable ou non stable. Le point M, dont la considération sert à dis* tinguer l'un de l'autre , les deux états d'équilibre d'un corps flottant , symétrique par rapport à une section verticale, est ce qu'on appelle le métacentre. Mais nous allons donner une autre règle , déduite du principe
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des forces vives pour s assurer, dans tous les cas, de la stabilité de cet cquilibie.
6i 5. Pour cela , considérons un corps d'une forme quelconque^ homogène ou hétérogène ^ en équilibre à la surface de leau. Soient ABCD (fig. So), la sec-tion de ce corps par le niveau de l'eau prolongé dans son intérieur, G le centre de gravité du mobile , H celui du volum%d'eau déplacé par la partie immergée de ce corps, V le volume de cette partie , et M la masse du corps entier ; puisqu'on le suj^ose en équilibre, la droite GH est perpendiculaire au plan ÂBCD, et la niasse d'eau déplacée est égale à celle du corps, de sorte qu'en appelant p la densité de Teau , on a
M = Vp. ,
Supposons qu'on élève la section ABCD au-dessus du niveau de Teau (fig. 5i), ou qu'on l'abaisse audessous, d'une quantité très petite ; qu'en même temps , on incline un tant soit peu le plan de cette section; et, pour plus de généralité, qu'on imprime aussi de petites vitesses aux points du mobile. L'équilibre sera troublé; q]L la question de la stabilité consistera à examiner si, par suite du mouvement que le corps prendra, la section ABCD, fixe dans l'intérieur du mobile, s'écartera de plus en plus du niveau de l'eau, ou si elle tendra à y revenir, eu oscillant de part et d'autre de ce niveau. Pendant le mouvement qui aura lieu , le niveau naturel de leau coupe le corps flottant suivant une section variable dans son intérieur , qu'on appelle le plan de Jloilai-^ son. A un instant quelconque, soient A'B'C'D' cette
section; ÂB'^CD'' une autre section variable de ce corps, faite par un plan horizontal qui passe par le centre de gravité de la section ABCD ; ÂC Tintersection de ABCD et AB''CD'', variable sur ABCD ; 6 Finclinaison mutuelle de ces deux sections ; Ç la distance de âB'^CD'^ au plan de flottaison, laquelle distance sera regardée comme positive ou comme négative , suivant que cette section se trouveip au-dessous ou au-dessus du niveau de l'eau. Les quantités variables 6 et ^ sont supposées très-petites à l'origine du mouvement; il s'agira de savoir si elles resteront très petites pendant toute sa durée.
6i4« En appelant u la vitesse variable d'un élément quelconque dm de la masse du mobile, la somme des forces vives de tous ses points sera donnée par Tin- . tégrale fvfdm étendue à la masse entière , et l'équation qui résulte du principe général des forces vires, sera de la forme (n* 564)
fu^dm = c + 2^; {a)
e étant une constante arbitraire , et ^ une fonction dénudante des forces qui sont appliquées aux points du mobile*
Ces forces sont la gravité , qui agit sur tous ses points , et les pressions verticales que le fluide exerce sur la partie immergée de la surface du corps; or, on peut substituer à ces pressions des forces motrices agissant sur tous les élémens dm de sa masse , qui sont situés au-dessous du niveau de l'eau, en prenant pour chaque élément une force dirige en sens contraire de la pesanteur, et égale au poids du
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volume d'eau qu'il remplace ; car la résultante de ces forces motrices aura la même grandeur , la même direction et le même point d'application^ que celle des pressions verticales (n^ 602). De cette manière, en désignant par g la gravité et par Jp l'élément du volume du mobile qui correspond à l'élément dm de sa masse, la force motrice dç dm sera gàm-^g^v^ si ce point matériel se trouve au-dessous du niveau de l'eauy et gdm sll se trouve au-dessus. Soit de plus z la distance variable de iùn au plan de flottaison , positive ou négative, suivant que dm sera au-dessous ou au-dessus de ce plan ; il résulte de la valeur générale de la fonction ç, donnée dans le n* 564 » 9^^ dans la question qui nous occupe, on devra avoir
(p =: fzgdm — fzgpdvi
la première de ces deux intégrales s'étendant à la masse entière du corps flottant , et la seconde, seulement à la partie immergée de son volume.
En abaissant du centre de gravité G de la masse M, une perpendiculaire GE sur le plan A'B'CD', et faisant GE = ^^ , on aura d'abord
fzgdm = gMz,,
pour la valeur de la première intégrale. Je partage la seconde en deux parties, l'une relative au volume y situé au-des$ous de ÂRCD, dans l'état d'équilibre , l'autre relative au volume compris entre les sections ABCD et A'B'CTD'. J'ai alors gVpz' pour la valeur de la première partie ; 2! étant la distance variable du centre de gravité H du vobime V au plan
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tic floltaison , c'est -à-dire , la longueur de la perpm- (liculaire Hi-' abaissée du point H sur le plan A'B'CD'. En représentant donc pour un moment par A la Xileur de l'intégrale /rc/i', étendue à tous les élémew (iwùu volume contenu entre ABCD et A'B'C'D', gft sera la seconde partie de la seconde intégrale con»prise dans l'expression de <p , et nous aurons
? = gM:, — gpV:' — gfk,
pour la valeur complète de celle quantité. IVhis b droite GH étant perpendiculaire au plan ABCD , Vaille qu'elle fait avec la verticale GE est rinclinaiwat du plan AliCD sur un plan horizontal ; si donc oa appelle rt la longueur constante de GU, ou aura
l^ = s' dz rt cos 8 ;
le signe supérieur aj^ant lieu quand le point G al au-dessous du point H, et le signe inférieur danslc cas contraire. Eu substituant cette valeur de z^ cUu celle de <p, et observant que M = Vf , îl vient
p = =t gpn V cos 9 — gfk ;
et il ne restera plus qu'à déterminer I3 valeur de l'intégrale représentée par A.
(Ji5. Pour l'obtenir, je décompose l'aire de la seclion ABCD en élénieiis infiniment petits ; je les projette tous sur le plan de flottaison A'B'C'D'; ce qoi divise le volume compris entre ces deux sections do corps, en uae iafinité de cylindres Terticaox qw Ml pour bases les projections horizontales desélétbensde ABCD. Je coupe ensuite un c^'liadre quelconque pK
une infinité de plans horizontaux, et je prends pour leléoient dv du volume que je considère , la partie de ce cylindre comprise entre deux plans consécutifs, dont les distances au plan de flottaison sont z et z+dz, de sorte que cet élément soit égal à la base du cylindre, multipliée par dz. Or, d\ étant Télémcnt difTérentiel de la section ABCD , la projection horizontale , ou la base du cylindre correspondant , sei.*a dAcosQ, puisque 9 est l'inclinaison du plan de dK sur le plan de projection ; on aura donc
d^ = dzdA. cos 6 ;
par conséquent, l'intégrale fzdi^, relative à l'un des. cylindres verticaux, sera le produit de £2A .cos 6» et de fzdz , ou égale à ^jr* cos 9 . rfA , en appelant jr la hauteur de ce cylindre , ou la perpendiculaire abaissée de dK sur le plan de flottaison* La quantité qu'on a représentée par k sera donc
A: = icos6j5^rfA;
l'intégrale s'étendant à Taire entière de ABCD.
La perpendiculaire jr se compose de deux parties : Tune comprise entre les deux plans parallèles A'B'CD' et AB^'CD'', qu'on a représentée par ^ , l'autre comprise entre dA et le second plan > qui sera égale à / sin 6, en désignant par l la distance de cet élément à l'intersection AC des deux plans ABG) et AB"CD''; ou aura donc
7 = ^ + ZsinG,
où l'on regardera l comme une quantité positive ou négative, selon que dA se trouvera au-Hle5sq[p ou
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au-dessus du second plan. En subsliluant celte t»-
leur dans l'équation précédente, et obser\'ant que i
et 6 sont constantes dans rintégiatioD iadiquée, 8
TÏeat
A-=^Ç*cos6/rfA+slnflcose/"WA-|-isin'flcosfi/ï"'^-
J'appelle b l'aire de ïa section ABCD, où la valeur defd^i la droite AB renfermant, par Iiypothèsr , le centre de {gravité de cette section , l'intégrale /IdX «t nulle ; et si l'on fait
/î^d\ = ày',
de sorte que -y soit une ligne dépendante de la figan et de l'étendue de ABCD , on aura liualcnient
>t = i A cos S (C -f- J-'sin'fi).
Cette formule n'est pas rigonreusement Ta va!enr de k; pour qu'elle le fût, il faudrait que le voluaic compris entre les sections A'B'CD' et ABCD fût no cylindre vertical , tronqué par le plan de la section ABCD; mais quelle que soit sa forme, on conçoit que la valear exacte de k doit différer très pen de la p» cédente, tant que les variables Ç et 8 sont très petites; et il est facile de s'assarer que la diflerenoe de ces valeurs est une quantité da troiâime ordre à l'égard de Z ^t 6<. En subsUtuaut la valeur approchée de k dans l'expression de 9 , faisant aussi
sinfl = fl ^ + etc., cosfl=i — -+etc.,
et neigeant tous les termes du troisième ordre fU
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rapport à ces variables 0 et Ç, nous aurons donc
ce qui change l'équation (a) en celle-ci :
/u^dm + gplbi:^ + {by-zt\a)^]=:c, (b)
en comprenant le terme dz 2gp\a dans la constante arbitraire c.
6i6. La valeur de cette constante se déterminera d'après les valeurs de u, Ç, 6, k l'origine du mouvement, qui sont supposées très petites; c est donc au^i une quantité très (letite; et, de plus, l'équation (b) montre que sa valeur est positive, si le coefficient by^dzVa est positif, quand le mouvement commence. Si ce coefficient reste positif pendant toute la durée du mouvement, on peut conclure de cette même équation, par le raisonnement déjà employé dans le n® Syo , que les variables Ç et fl demeureront constamment très petites; de manière qûW aura à un instant quelconque.
ce qui fait voir que la stabilité de l'équilibre du corps flottant tient au signe de la quantité by^::t:\a, et que cet équilibre sera stable toutes les fois que cette quantité sera positive à l'origine et pendant tonte la durée du mouvement.
L'intégrale /l*d^ , qui est représentée par by* , ne peut être qu'une quantité positive, puisque tous ses élémens sont positifs. Le terme =b \a doit être pris
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aveele signe -J-, quand le poîiilG est plus Iws qneV" point II; donc, dans ce cas, le coeOlcient /fy'zhWi cat posiûf, et l'équilibre est stable. Lore donc quek centre de gravite de la masse entière d'un corps fid^ lant est plus bas que celui du volume dVau qo^ déplace dans sa position d'équilibre, on peut itn certain de la stabilité de cet équilibre par rapporta I tous les petits niouvemens qu'il est possible d'ii]i|)nnier ù ce corps.
Si, au contraire, le point II est pins bas qtiC le ' point G, le terme ± \a doit être pris avec le signe— f il faut alors qu'on ait l>y Z> Vn , pour que le coefficient è>*rfc Va soit positif, et qu'on puisse a«SBiir la stabililéde l'équilibre. Or, la grandeur de la ligne y varie avec la position de la droite AC, qui pUK . toujours par le ccutre de gravité de la section AfiCP, et peut lourner autour de ce point pendant la dorée du niouvenieiil; mais eu faisant faire à la di-oite AC, une révolution entière, il est évident qu'il y aon une position dans Liquelle la ligne y sera plus petite que dans toute autre position; si donc on calcolc cette plus petite valeur de y, et qu'on trcove by' > Va, il sera certain que le coefficient ^"ifcVfl ne peut devenir négatif, cl, par conséquent, que l'équilibre est stable.
Dans un vaisseau , par exemple , il est aisé de voir que la droite AC, à laquelle répond le minimum àt l'intégrale fl^dk , est la ligne qui va de la proue i h poupe. Ou partagera donc l'aire de la section à ^^ deati en étéoiens infînimeot petits; puis on déterminera par le calcul iclégral la somme de toos ces
clémens , multipliés respectivement par le carré de leurs distances à cette ligne ; et pourvu que cette intégrale surpasse le produit du volume d'eau déplacé par le vaisseau , et de la distance du centre de gravité de ce volume à celui du vaisseau, on pourra assurer que l'équilibre est stable, par rapport à tous les petit;, mouvemens du vaisseau , lors même que le second centre de gravité sera plus élevé que le premier. . 6 1 7 . A près nous être occupé de l'équilibre et de la stabilité des corps flottans , nous allons actuellement déterminer leur mouvement, lorsqu'on les a un peu écartés d'une position d'équilibre stable. Four résoudre la question d'une manière complète , il faudrait avoir égard à la fois à ce mouvement et à celui du liquide ; c'est ce que je tâcherai de faire dans un autre ouvrage. Maintenant, je ne tiendrai pas compte du mouvement du fluide; et pour simplifier le problème, relativement au corps solide, je supposerai qu'il soit symétrique de part et d'autre d'un plan , qui restera vertical pendant tout le mouvement.
Ce plan renferme les centres de gravité G et H du mobile et du volume de fluide qu'il déplace dans son état d'équilibre. Dans cet état, la droite GH est verticale ; on l'incline en la faisant tourner dans ce plan autour du point G ; puis on abaisse ou on élève , parallèlement à elle-même, cette droite dans ce même plan ; on abandonne ensuite le mobile à l'action de la pesanteur et du fluide environnant, sans lui imprimer aucune vitesse initiale ; et il est évident que la section du mobile faite par le plan dont il s'agit , et
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qui le conpe en deux paiHÎes symétriques, demenrcra coustammeut verticale. LlutersectioD AC de» sections ABCD et AB"CD", restera toujours perpendiculaire à ce plan vertical; et comme la droite AC renferme, par hypothèse, le centre de gravite de ^BCD, il s'ensuit que ce centre sera le poiot K oâ elle coupe ce même plan, et que la droite AC rencontrera toujours le contour de ABCD dans les mêmes points A et C. Indépendamment de la symétrie du corps par rapport au plan perpeodicnlaire à AC, je supposerai , eu outre, pour simplifier encore plus la question, que la droite GK soit perpendiculaire au plan de la section ABCD; ce qoi ann lien , par exemple , lorsque le plan des deux droites OK et AC coupera aussi le mobile en deux parties symétriques. i
Au bout du temps quelconque t , compté de l'origine du mouvement, je représenterai par s, la distance GE du point G au plan fixe A'B'C'D', par Ç k distance mutuelle des deux plans horizontaux AB'^CIT et A'B'C'D', par 6 l'angle KGE compris entre la droite GK et la verticale G£, par^ la distance de relément quelconque dÀ. de la section ABCD au plan A'B'CD'f et par x sa distance au plan vertical mené par le point G et parallèle à la droite AKC. Je désigiwm aussi par / la distance constante de cet élément à cette droite , et par Jt la longueur donnée de GK. Il est aisé de voir qu'on aura
Zj=^-^Acos9, ^-=^H-/siQfl, x=/cosô+Jlsiii9,
où l'on regardera l, k, Ç, comme des quantités po-
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sitives on nëgaliyes, selon que Félément ^ est à droite ou à gauche de la droite AKC, que la droite GK se trouve à droite ou h gauche de la verticale 6E , et que le plan ÂB^'CD'^ est au-dessous ou au-dessus de A'B'C'D^ Enfin , b ëtant Taire de la section ABCD , et y la même ligne que précédemment, on aura aussi
fd\=ib, fld\ = o, f^d\=:by^i (i)
les intégrales s'ëtendant à tous les élo^iens de b.
Les variables Ç et 6 feront connaître la position du mobile à chaque instant. Pour < = o , on aura
fl = ût, f==e, ^J = o, § = o,
parce qu'on suppose nulles les vitesses initiales de tous les points du corps , et en désignant par a et C des quantités très petites et données. Le problème consistera à déterminer les valeurs de 0 et Ç en fonctions de / , en supposant que ces variables demeurent très petites pendant toute la durée du mouvement ; supposition qui permet de négliger le carré de 0 et le produit de G et Ç, et de considérer comme un cjrlifidre tronqué , le volume compris entre AB€D et MWGlï^ 6i8. Le centre de gravité G se mouvra comme si la masse M du mobile y était réunie, et que le poids Mg du corps et la résultante des pressions du fluide y fussent appliqués. Cette résultante est dirigée en sens contraire de Mg; elle est égale à (V-|-U)fg, en désignant par Y le volume d*eau déplacé par le mobile dans son état d'équilibre, et par V+U ce vo-
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luraeaubouldu temps ^ La force motrice du poitilG, dirigée dans le sens de la pesanteur , sera doiic Mg — (^_}-U)Fg, ou simplement — Vfg^ a cause de M ^ Vf ; sa vitesse initiale étant nulle , tl ne sortira pas de la verticale où il se trouve à rtirigioe du mouvement, et l'équation de son mouvement sur cette droite sera
M g' = - fgU.
Abstraction faite du signe , U est le volume compris entre les deux seclions ABCD et A'B'CD'; de sorte qu'en décomposant ce volume en prismes ver* ticaux , comme précédemment , ou aura
U = ffcoihtlh;
l'intégrale s'ctendant à tous les élémens de A; ïm. mcttaul pour j sa valeur précédente , on en conclut
U = ftfcosÔ.
$î donc on prend ruoitc pour cosd dans cette tileur et dans celle de z, , qu'on les substitue ensuite dans, réquatton du mouvement dii point G, et qa'oQ y mette aussi Vf au lieu de M , il vient
En même temps, le mobile tournera autour du point G, comme s'il était fixe, et que les forces qi^i le sollicitent ne fussent pas changées (n° /jSâ )■ Ce mouvement de rotation aura donc lieu aaloar de
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Taxe mené par le point G, et perpendiculaire au plan qui coupe le mobile en deux parties symétriques , et il sera du uniquement aux pressions du fluide environnant, puisque le poids du corps passe constamment par ce point; par conséquent, l'équation de ce mouvement sera (n*^ Sga)
en désignant par MA:* le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe de rotation, par g? sa vitesse angulaire de rotation au bout du temps t, et par yx le moment total des pressions au même instant et par rapport au même axe. On regardera la vitesse ûù comme positive ou comme négative , selon que le mouvement aura lieu dans le sens indiqué par la flèche s , ou dans le sens opposé ; de sorte qiy Ton aura
^ ~ di^ dt '^ d? '
et, cela étant, on devra prendre avec le signe -|ou avec le signe — , dans la valeur de ^ , les mômens des pressions qui tendront à faire tourner dans le sens de la flèche s , ou dans le sens opposé. Or, le moment total /t pourra se diviser en deux parties, l'une relative au volume constant V , et l'autre au volume variable U. La partie de la pression correspondante au premier volume est égale à Vf g, appliquée au point *H, et dirigée suivant HF; la perpendiculaire abaissée du point G sur cette droite prolongée, s'il est nécessaire, a pour valeur
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asia 8, eQ désignant par a la distance 6H : la ipt^^ mière partie da moment fju sera donc dt^ofgûû 6, où Ton prendra le signe supérieur ou le sagqe in-^ fiérieur, selon que le point H sera plus haut ou plus bas que le point G. Quant ï, la partie de /« qui repond à U , si l'on d^mpose toujours ce vo^ lume en prismes yerticaux, et que l'on considère la pression correspondante au prisme quelconque /"cosS^A, laquelle est égale et contraire au poids du volume d'eau qu'il déplace ^ on aura pgo^cos S^A pour le moment de cette pression, et, par conséquent, fgfxj cos fl dx pour la seconde partie de fJi ; l'intégrale s'étendant à Taire b tout entière. En mettant pour x et y leurs valeurs , et ayant égard aux équations ( i ), cette quantité deviendra (7' cos 6 + hQpgb cosfisinG; par conséquent, la valeur complète de /i sera
Jt = (6>» cos* fl rfc Va + ftAÇ cos 6) f gr sin 9.
Je réduis, dans cette valeur, cos 6 et sin6 à lunité et à fl , et je néglige le produit de ^ et Q ; puis je la substitue , avec les valeurs de M et de ûi , dans l'équatioQ du mouvement de rotation , qui devient , de cette manière ,
Le problème dépend donc des deux équations différenfielles (2) et (5) ; et comme les variables 0 et ^ y sont séparées, il s'ensuit que le mouvement de roUtion du corps flottant et celui de son centre de gravité seront indépendans Tun de l'autre ; circons-
tance qui tient a ce qu'on a suppose la droite GK , qui va du centre de gravite du mobile à celui de ABCD, perpendiculaire à cette section.
En intégrant ces deux équations p et déterminant les constantes arbitraifès d'après les valeurs initiales
L'ordonnée verticale du centre de gravité étant égale à A + Ç, quand on néglige le carré de 0^ il s'ensuit que le mouvement de ce point sera le ^lême que celui d'un pendule simple dont la longueur serait
•V. Pour que la valeur de 0 ne croisse pas indéfiniment f c'est-à-dire , pour que l'équilibre , d'où l'on a écarté le corps flottant , soit stable , il faudra et il suffira que la quantité by^ ± Va soit positive ; ce qui s'accorde avec le théorème du n® 6i6. Cette condition étant remplie, les oscillations de la droite GK^ de part et d'autre de la verticale GE^ seront les mêmes que celles d'une pendule simple qui aurait
^75 vi pour longueur.
Si le corps flottant n'était pas symétrique de part et d'autre du plan des droites GK et AKC , et que la perpendiculaire abaissée du point G sur la section ABCD différât de la droite GK, les variables Ç et 0 ne seraient pli|S séparées dans les équations (2) et (3) ; la pre-
mière renfermerait un terme multiplié par -rj et la
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seconde un terme qui aurait Ç pour facteur; les mouyemens de rotation et du point G ne seraient plus indépendans Fun de l'autre ; et le mobile pourrait exécuter quatre sortes d'oscillations simples^ dans lesquelles son mouvement se dégomposerait toujours , conformément au principe de la coexistence des petites oscillations^ et qui se réduisent à deux dans le cas particulier que nous venons de considérer.
CHAPITRE V
|Œ LA mSUBE DES HAUTEUHS 9AB i.»OQ8BaVAT101V
BU ]|AROM£TEE.
619. D'après ce qu'on a yu dans le n^ 598, Fëquatioù d'équilibre du mercure contenu dans la branche fermée du baromèlre, et de la pression atmosphérique qui a lieu dans la branche ouverte ^ est
mgh = fO", (î)
^ désignant cette pression rapportée à l'unité de surface , g la gravité , 1?» la densité du mercare, et h la différence de niveau de ce fluide dans les deux branches du baromètre; et en supposant qu'il n'y ait aucune pression sen^ihl^ au-dessus de son niveau dans la branche fermée.
De ce que l'équilibre ne doit pas être troublé , si Ton suppose que la branche ouverte du baromèftre se prolonge jusqu'aux limites de l'atmosphère, nous avons conclu que la pression ^ est le poids d'une colonne verticale et cylindrique de Fatmosphère, qui aurait pour }misç l'unité df» surface et pour hauteur celle de ce fluide. Ce poids ^st donc celui dun cylindre de mercure, de même buse, et dopt la hauteur est environ o"',76; et il en résulte que la pression de l'atmosphère sur chaque mètre carré de la surfaee de la terre, e^t s^ peu près dix mille Ulogrammies. 2. 39
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Quand on s'élève au-dessus de cette surfaee, la hauteur et le poids de la colonne d'air qui presse sur le mercure du baromètre, diminuent de plus en plus ; la hauteur h doit donc aussi diminuer, et il doit exister un rapport entre cette hauteur et celle dont on s'est élevé, qui fera connaître l'une au mojen de l'autre. Cette détermination sera l'objet spécial de ce chapitre ; mais auparavant , il convient de tirer quelques conséquences de l'équation (i) , et d'exposer les lois de la pression de l'air ou d'uq gaz quelconque^ relativement à sa densité et à sa température.
620. Ea appelant S la surfece totale de la terre , exprimée en mètres carrés , la masse de l'atmosphère sera égale à mS (0*^,76); m étant toujours la densité du mercure. La masse de la terre est ji^Sr, en désignant par r son rayon, et par cT sa densité moyenne. Si donc la fraction y représente le rapport de la première masse à la seconde, on aura
et comme on a
3^r = 40000000"" , m = 1 3",5975 , VT s=s 5",5o,
on en conclura
f = 0,0000008854 ; en sorte que la masse de l'atmosphère est un peu moindre qu'un millionième de celle de la terre.
Si l'air avait la même densité dans toute la hauteur de la colonne atmosphérique, la hauteur de cette colonne et la hauteur h du mercure dans le baromètre seraient en raison inverse des densité
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de Fair et du mercure ; en appelant l la hauteur de ratmqqphèrey dans cette hypothèse , et désignant par p la densité de l'air à la température zéro et sous la pression barométrique 0*^^76 , on aura donc
et à cause de (n* 6t)
— = 10462, il en résulte^ a très peu près,
L'atmosphère doit évidemment s étendre beaucoup plus haut, puisque la densité et le poids de ses couches diminuent à mesure qu'elles s'élèvent aunlessus de la surface de la terre. On fixera une limite qu'elle ne peut atteindre , en déterminant la hauteur à laquelle la force centrifuge est égale à la pesanteur ; car audelà, la force centrifuge disperserait les molécules d air dans l'espace. Cest à l'équateur que cette limite est le moins élevée; or, en ce lieu, la force
centrifuge est -f^ (n* 1 78) à la sur£sice de la terre ;
à une hauteur z au-dessus de cette surface, elle de-
vient ^ aSor * ^* Tintensité de la pesanteur est
^ , en désignant par r le rayon de la terre ; la
limite dont il s'agit sera donc déterminée par l'équation
de laquelle on tire , pour cette limite ,
L ei3
c'est-à-dire, à pen près cinq fois le rayon de la tare. Mais il y a lieu de croire que, bien avant d'atteindre
une si grande hauleur, l'air est lîquéGé par le froid, qui augmente rapidement à mesure qu'on sc- Icve dans l'atmosphère. Nous ne connaissons pas b loi de celte augmeotatiou à l'air libre, qu'il ne (aal pas confondre avec celle que l'on observe sur les montagnes, où la température de l'air et celle du sol ;'influencent mutuellement; la seule donnée que nous ayons sureesujct, est celle qui résulte de l'asceo* sioa aérostatique de M. Gay-Lussac,dans laquelle i) s'est élevé i une hauteur de ôgSo": les temperaturesde l'air à la surface de la terre et à cette hauteur étaient de 5o',75 et — 9%5d, du thermomètre centigrade; ce qui fait une diminution d'environ un degré poar lyS™ d'élcvation, en supposant le décroïssenieut de la chalear nniforme.
631. Si l'on ferme en C (fig. 44)* ^ branche odverte du baromètre, ou, plus généralenieut , si r<» place cette brandie daus un vase H fermé de tiMia parts (fîg. 5i)t l'équUibre du système ne aen pM troublé : ce sera aloré la pression exercée en E par l'air contenu dans ce vase, qui fera équilibre à celle de li colonne Iff du mercare, suspendue dans la brancbe fermée, au-dessasxle son niveau Edans la brancbe ouverte. Cette pression rapportée à l'anité de saifaa, ou ce qu'on appelle la force élastique de l'air, aura donc pour mesure la pression mgh du mercure, et elle sera équivalente au poids «■ de b ctAoaae st-
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niospliçrique. Un baromètre qui s'ouvre ainsi dans un vase fermé ^ et qui sert à mesurer la force élastique de l'air ou d'un fluide quelconque, contenu dans ce vase , s'appelle alors un mqnomètre. Le poids mgh du mercure dépend de la nature , de la densité et de la température de ce fluide élastique.
Si l'on transporte un manomètre d'un lien dans un autre , et que la température et la densité de Tair contenu dans le vase H soient les mêmes en ces deux endroits, il faudra que la hauteur du mercure varie en raison inverse de la gravité , afin que le poids de la colonne de mercure reste le même. L'observation de cette hauteur à des latitudes différentes pourrait donc servir k mesurer les variations de la pesanteur ; mais, pour l'exactitude de cette mesure, il faudra avoir égard à l'augmentation du volume occupé par l'air contenu dans A , qui résultera d'une augmeutation de hauteur du mercure dans la branche fermée.
Ainsi , supposons que g Qlh soient la gravité et la hauteur DF du mercure, en un lieu de la terre; le manomètre étant transporté en un autre lieu , et la température étant restée la même , supposons que le mercure se soit élevé de D en D' dans la branche fermé%^et qu'il se soit abaissé, en même temps, de E en E' dans la branche ouverte ; menons par le point E' un plan horisontal , qui coupe en F' la branche fermée ; désignons par h' la différence DT' de niveau du mercure dans les deux branches , et par g* la gravité correspondante. Les pressions barométriques seront enti*e elles comme gh et g'h! , dans les deux observa ûons; elles seront proportionnelles aux densités du
6i4 TRAITÉ DE MÉCASIQUE.
fluide contenu dans H, et, par conséquent, eu ratsou inverse des volumes qu'il occupera dans ce vase; en appelant ces volumes Y et V, on aura donc
gk — V Or, si l'on appelle c l'aire de la section horizontale du tube au point D, le volume du mercure compris entre D et D' sera {h' — h)c; mais, à cause de Fincooipresslbilité de ce fluide, il faudra, quelle que soit la forme du vase H, que le volume V surpasse V de cette quantité (A' — A) c ; on aura donc
V' = V + CA'— A)f; et l'on conclura de l'équation précédente
S- ~ rV+ (A'_A)c]ft" pour le rapport des lutensités de la pesanteur dans 1 les deux lieux des observations. Mais , quelque soia que l'on apporte dans la mesure des quantités que cette formule renferme, ce procédé sera toaionn beaucoup moins susceptible d'exacthnde que celai qui est fondé sur les expériences du pendule.
6a3. Maintenant, fermons en C (6g. 44) ^ brandie ouverte du baromètre , et ouvrons en A la brMdie qui était fermée ; la pression atmosphérique s'ajon* tant à celle du mercure, l'air contenu dans EC Ta le comprimer, et, conséquemment, le niveaa du mercure s'élèvera dans cette branche et s'abaissera dans l'autre. Ajoutons dans cette autre branche uae'aoïtvelle quantité de mercure, de manière que la diA^ Fcnce de niveau dans les deux branches soit encore
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égale à A, oomme auparayant. Dans cet état , si le mer* cure s'est élevé de DenD^etde EenE', et que l'on mène par le point E' un plan horizontal qui coupe l'autre branche en F^ on aura DT'=DF« Au point F, la pression du mercure sera mgh ; en ajoutant la pression atmosphérique <r , qui a lieu au niveau IX, on aura mgh-\-nsrj ou 2mgh; par conséquent, la force élastique de Tair contenu dans CE', qui s'exerce sur le niveau E' et qui Êiit équilibre à cette pression totale , sera double de celle qui avait lieu quand l'air occupait l'espace CE. Or, l'expérience prouve que l'espace CE' est moitié de CE; elle &it voir aussi que si l'on triple la pression par une addition convenable de mercure , l'espace occupé par l'air est rédui^ au tiers ; et, généralement, on trouve que le volume du iluide varie en raison inverse de la pression qu'il éprouve , ou , autrement dit, que la densité croit dans le même rapport que la force élastique.
Cette proportionnalité est ce qu'on appelle la loi de MariûttBj du nom du physicien qui l'a déduite de l'observation. Elle suppose que le fluide n'éprouve aucune variation de température ; en sorte que, pour l'observer exactement , il faut donner à l'air contenu dans CE, le temps de perdre l'augmentation de température qu'il acquiert par la compression , et de revenir à sa température primitive. Elle a lieu pour tous les gaz , et aussi pour les vapeurs, en supposant la pression moindre que celle qui les réduit en liquides. Enfin, elle subsiste également pour les mé-. langes de différens fluides ; et si , par exemple , deux gaz ont la même température et un même volume V,^
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qwe p soit la force âtaCBtiqne de l'an et p* cèle de r«atre.9 et qpJoa les réunisse sons le volanie V, là température du mëlauge sera encore la mèttie , et la* force élastique , ou la pression qu'il exerce sur Tunitë de siur&ce, deviendra p'^p'.
6a3é Au Aïoyen de la loi de Maiîotte, on peut fe«cileâtieat calculer Félévation de Teau dans une pompe, loirsqu'il existe de Tair entre ce liquide et le piston ^ laquelle âëvatîon serait io*",4 > comme nous Tavons dit précédennzient (n"* 598 ), si l'eau était en contact aviec le piston. •
Itoux cela , s(Hent ABCD ( fig. 55 ) le tuyau cylindrique et vertical' dune pompe, plongé dans Teau jusqu'en EF, et GH^ base horizontale du piston. La pression atmosphérique s'exerce sur le niveau ti%\é^ rieur de l'eau y qui est le même que le niveau intérieur EF. Cette pression , rapportée à l'unité de suiv face y sera égale ^ gl, en prenant la densité de Feau pour unité, et désignant par / la hauteur io"',4 ^^ ^ colonne d'eau qui lui ferait équilibre. L'espace con^ tenu entre EF et GH est rempli d'air, dont la force élastique &it équilibre à la pression extérieure , et a aussi gl pour mesure. Dans cet état, j'appelle a ia hatiteur donnée de GH au-dessus de EF ; je suppose ensuite qu'on élève le piston jusqu'en GH', et je désigne par c )a liauteur aussi donnée de G'H' au-dessus de GH. L'eau s'âevera , dans l'intérieur de la pompe , jusqu'en Ë'F', à une hauteur x au-dessus de EF, et s'abaissera en dehors, au niveau d'une section E^F^de pompe , située à une distance^ au-dessous de ES. En appelant b la section horizontale de la pompe , et ^
celle du réservoir dans lequel elle esH plongée, on aura
d'abord
bx
à raison de rincompressibilité du liquide ; et la question se réduira à déterminer la valeur de x.
Or , Tair qui occupait l'espace EFHG , occupera maintenant Tespace ETH'G'; et celui-ci étant à Tau-tre comme a-|-c — or est àa, il s'ensuit oue la force élastique g/ du fluide sera diminuée daxùrle rapport
inverse, et deviendra ^ _ . Ce sera la pression
rapportée à Funité de surfoce qui aura lieu sur ET^; en 1 ajoutant à la pression- de Feau comprise entre ET' et E^F^ , dont la valeur est g (x ^j") , on aura la pression totale exercée sur le niveau intérieur E^F^ , qui devra faire équilibre à la pression extérieure gl ; ce qui exige qu'on ait
la . . bx j
• ' ^ -f- X -#- -ÎT = ♦ i ^
en supprimant le Êicteur commun g, et substituant pour j- sa valeur précédente. Cette équation est du second degré , et peut s'écrire sûnsi :
X* — X ilf+ (i + c) + clfzsz o ^
en réduisant, et faisant, pour abréger,
En résolvant cette équation , on trouvera deux valeurs réelles et positives de x ; mais il est aisé de voir que Tune d'elles sera toujours inadmissible. En effet , l'élévation x-f^ de l'eau au-dessus du niveau extérieur, ne
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peut pas surpasser 1} à cause de x +7"= ^, on a donc
x<,fl\ d'ailleurs y il est évident qu'on doit aoai avoir ar«<a-{-c;or, la somme des deux racines de réquation précédente étant fl+a^c, si Tune eit plus petite que a+c, l'autre sera plus grande que//, ou bien , si Tune est moindre que yi, l'autre surpassera a^i-'C; par conséquent , l'ime des deux raciaei sera seule admissible, et l'autre devra être rejetee comme étisugère à la question.
En vertu de l'équation d'équilibre, la force âis-
tique f^ , de l'air contenu entre ET' et GT,
est égale à gl — gfjp+j^). Il en résulte sur la base inférieure du piston, une pression dirigée en sens contraire de la pesanteur, et ^ale à glb — g(a: +/)^* La base supérieure de ce corps est poussée en sens contraire par la pression atmosphérique , égale à glb; la charge que le piston supporte , ou l'excès de cette seconde force sur la première, est donc g (a: +/)i, c'est-à-dire , le poids de l'eau contenue entre E^F^ et ET', et élevée au-dessus du niveau extérieur; ce qu'on peut regarder, à priori j comme évident.
624* 11 nous reste actuellement à considérer la loi de la force élastique de l'air, relativement à sa température.
Si l'air et différens gaz , soumis à une pression constante , et la même pour tous , sont placés dans une enceinte dont la température varie d'un instant a l'autre, l'observation prouve que tous ces fluides se dilatent également. En prenant l'un d'eux , Tair, par exemple , pour thermomètre , c'est-à-dire , en
divisant sa dilatation totale en parties égales , qui marqueront les degrés de la température, il en résulte que les accroissemens de volume de tous ces gaz seront les mêmes pour des augmentations égales de température j et proportionnels \ ces augmentations. L'observation prouve aussi que, dans une étendue très considérable, les indications du thermomètre à air différent très peu de celles du thermomètre à mercure ; en sorte que , dans <^tte étendue ^ la dilatation d'un gaz quelconque est proportionnelle à son accroissement de température, indiquée par les degr& du thermomètre ordinaire. Enfin, de zéro à loo*", c'est-à-dire, de la température de la glace fondante à celle de Feau bouillante, M. Gay-Lussac a trouvé que le volume de l'air soumis à une pression constante, et, parconsé- <]uent , celui d'un gaz quelconque, augmentent dans le rapport de l'unité à 1,375 ; ce qui donne une dilatation de 0,00375, pour chaque degré du thermomètre centigrade.
D'après cela , soient Y le volume d'un gaz quelconque, à la température zéro, <r sa force élastique, et D sa densité. La pression 9 , rapportée à l'unité de surface, restant la même, et le nombre de degrés de la température devenant 0 , désignons par Y ' et D' ca que deviendront le volume et la densité du gaz ; nous aurons
r = v(i ^-•cte),
en faisant
OL
et comme la densité varie en raison inverse du vo-
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lame, nons aurons aussi
t + cc9
Maintenant ^ supposons qu'on fasse varier la pressioi sans changer h température 0. Soient p et p œ (jv deyiennent simultanément la pression et la densité, qui étsdent « et D^; d'après la loi de Mariette, on aura
et en mettant pour D' sa valeur précédente, et faisant
il en résultera
pour l'expression de la force élastique d'un gas quel* conque^en fonction de sa densité et de sa température. 625. Cette formule convient aux gaz, aux vapenrs, et à leurs mélanges. La température fl étant indiquée par le thermomètre à mercure , elle a lieu pour les valeurs négatives de 6, jusqu'à environ — 56®, ou un peu moindres que la température de la congélatioD de ce fluide. Elle a aussi été vérifiée pour des températures qui surpassaient beaucoup loo* ; et la différence entre les lois de dilatation de lair et du mercure, ne commence à devenir un peu considérable que quand X s'élève à environ 5oo° (*}.
(*) Voyez, sur ce point, le Mémoire de MM. Petit et Dulong. insère dans le i8* caliier du Journal de V École Polj-iechniqin
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Le coeffidefit k est différent pour les différent fluides. Relativement à lair atmosphérique, MM. Biot et Arago ont trouvé, à TObservatoire de Paria,
pour le rapport de la densité du mercure à celle de lair, sous la pression barométrique de 0^,76 , et à la température zéro (n® 61). En Élisant donc, en même tempe,
€ar ss: mGA, h 3= 0^,76,
la valeur de k sera
* = (7951, ia)G;
et, dans celte valeur, il faudra prendre pour 6 la gravité au lieu où le rapport -^ a été déterminé, c*ert-Àrdtre, à la latitude de Paris, pour laquelle on a
Le coefficient de G se rapporte à Tair parfaitement sec ; si Tair était humide , sa densité serait moindre , sous la même pression et a la même température, et la valeur de k varierait en raison inverse de cette densité. Sous la pression barométrique de cTpjô, et à la température zéro, soit, par exemple, cT le rapport de la densité de lair au maxi^ mum d'humidité, à la densité de l'air parfisiitement sec ; on aura , comme on le verra plus l(nn ,
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pv conséfjQCnt , en divisant la valeur précédeole de k par cette valeur de /, oa aura la valeur de 1 qm répond au maxinmm d'humidité de l'air, s** ■Â>ir:
636. Maintenant, nous formeronssans difficulté les différentes équations d'équilibre d'une colonne atmoiphériqne.Snpposonsqne cette colonne soit cylindrii^ et verticale) et qu'elle ait sa base à la surface de la Inre et s'étende Jusqu'à la limite de l'atinosphère. SoitA l'aire de sa section horizontale. Divisons cette colonnt en couches horizontales infiniment minces, et sa^ posons la surface A assez peu étendue pour que U densité et la température ne varient pas sensibletncat d'un point à un autre d'une couche quelconque. Appelons /), p, â, la force élastique de l'air, sa deosil* et sa température, qui ont lieu à la distance s de la surface de la terre. Soit aussi g' la gravité à œUe même distance ; Ag'fdz sera le poids de la concbe dont l'épaisseur est dz , et dont les deux faces répondent ■ z et z — dz. La pression qu'elle éprouve sur sa face supérieure sera Ap ; celle qui aura lieu snr sa £mx in*
férieure aura pour expression A(p — ^^(iz\Maiseii passant de la première à la seconde face , la pression doit augmenter du poids Ag'pdz; il faudra donc qu'on ait
*(''-|<'=) = *'' + Vf<'=.
ou simplement
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dp^^^fdzi (5)
ce qui coïncide ayec réquation qu'on déduira de la formule (5) du n* 585 , en y disant
En éliminant /) au moyen de Téquation (3), il
vient
^ _ ^dz
Si Ton appelle r le rayon de la terre et g la pesanteur k sa sur&ce, on aura
k la hauteur z , en négligeant la variation de la force centrifuge, ainsi que Faction de la masse d'air comprise entre les deux surfaces sphériques et concentriques dont les rayons sont r et r+z, laquelle action n'entre pas dans la valeur de g , et devrait s ajouter à celle de g' (n^ 101). Nous aurons', de cette manière,
p "" k(i + iiB)(r + zr'
Pour intégrer cette formule, il fiiudrait encore connaître l'expression de 0 en fonction de jz ; mais la loi des températures étant inconnue , on est obligé de considérer 0 comme une constante; et Ton prend dans chaque cas, pour sa valeur, la moyenne des températures qui répondent aux points extrêmes de la colonne d'air à laquelle on applique cette équation*
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Son int^rale est alors
C étant la constante arbitraire. En désignant par <ar la pression atmosphérique qui a lieu à la aor&oe de la terre ^ on aura à la fois
a = o, p = m, log « = Y{0;rSr) + ^^
et il en résultera , à une hauteur quelconque z aui^essus de oettQ surfi3u;e ,
»°g £ = -- iK. + ir(r + .)- (4)
En vertu de cette équation et de la formule (21)^ et en désignant par € U base des logarithmiis pépérians, ou aura maiatenaut
pour les expressions de la force élastique et de la densité de lair ^ depuis la surface du globe jus({li'à la hauteur où ce fluide a perdu par le froid toute son élasticité.
D'après ce qu'on a dit dans le n*" 619, le poids de la colonne atmosphérique qui a pour base l'unité de sur&ce, doit être équivalent à la pression 4D* relative an point le plus bas; et^ en effet, ce poids est donné
par llnt^rale / fg'dz, dont la valeur est or^ d api^ les expresMOos de f et de ^^
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.637. La force motrice d'un ballon qui s'âève ver^ ticalement dans l'atmosphère, est l'excès da poids de l'air qn'il déplace à chaque instant , sur son pMpre poids. En appelant fc sa masse et Y son Volume, cette force sera donc Vfg' -— /ij^ , à la. hauteur z au-dessus de la terre ; par conséquent , on aura
pour l'équation différentielle du mouvement yertical de ce corps , au bout du temps quelconque /• Si l'on appelle c sa densité moyenne, de sorte qu'on ait juL=zcVp et*qu'on substitue pour p et g' leurs valeurs précédentes, cette équation deviendra
En multipliant par idz, intégrant et désignant par C la constante arbitraire , il vient
Si Yon suppose que le mobile soit parti de la surface de la terre avec une vitesse nulle , on aura à la
fois zz=zo et -^^ = o ; il faudra donc qu'on ait
C = 2«zr — 2Cgr; et il en résultera
pour le carré de la vitesse à une hauteur quelconque.
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Eo résolvant cette équatioa par rapport à ^/, od terdÛDera ensuite par k méthode des quadratures , le temps ((ue le mobile emploiera k parvenir à une hauteur donnée.
En égalant à zéro la valeur de ^ , on détermi-*
nera la hauteur à laquelle le mobile demeurerait en équilibre I s'il y parvenait sans vitesse acquise; et de
même l'équation -r; = o , fera connaître la plus
grande hauteur à laquelle le ballon s'élèverait dans l'atmosphère , en supposant que sa masse et son volume ne varient pas. La première de ces deux hauteurs s'exprimera au moyen d'un logarithme ; la seconde dépendra d'une équation transcendante, et ne pourra se calculer que par approximation.
6a8. Proposons -nous maintenant d'appliquer l'équation (4) a la mesure des hauteurs verticales.
Soient h et h' les hauteurs du mercure dans le baromètre , à la station inférieure et à la station supérieure; T et T' les températures correspondantes du mercure ; ^ et ^ celles de l'air , qui seront différentes de T et T^, lorsque le mercure du baromètre n'aura pas eu le temps de se mettre , pendant les observations 9 en équilibre de température avec l'air environnant. Si m est la densité du mercure
(T — V\ I -f- ,g, jm sera sa densité à là station supérieure , parce que la densité de ce fluide augmente de m^ pour chaque degré de diminution dans la température. Pour plus de simpli<*
cité , nous compi*endroDs le facteur i -f" "^^ — dans
la hauteur h', qui sera alors la hauteur observée^ multipliée par cette quantité ^ et nous supposerons ensuite que m soit la densité du mercure aux deux statioil^. De cette manière , nous aurons
au moyen de quoi Féquation (4) deviendra
ïog^ + alog"-±i= A(.^^(,^,)- (5)
Ainsi qu'on Ta dit plus haut , il faudra {nrendre iÇt-^tf) pour 0. La valeur de a est 0,00375 pour l'air sec y aussi bien que pour celui qui l%nferme la vapeur d'eau en quantité constante , et dans une proportion quelconque. Mais il £aiut observer que p quand la température s'élève , la quantité de vapeur augmente y en général , dans l'atmosphère; et comme la densité de la vapeur serait à celle de Fair comme 10 est à i6y sous la pression ordinaire o'^^^ô, il s'ensuit que la densité de l'air libre , dont la température augmente , doit diminuer dans un plus grand rapport que celui qui répond au coefficient OyOoSyS. Pour tenir compte , autant qu'il est possible, dé la quantité de vapeur qui se trouve dans l'atmosphère y nous augmenterons donc le coefficient a; et, pour la conmiodité du calcul , nous le ferons égal à o,oo4 ; en sorte que nous aurons
aO =
Les logarithmes qui entrent dans le premier membre de réquation précédente , sont népériens ; pour les conriertir en logarithmes ordinaires , je multiplie cette équation par le module de ceux-ci , que j'appelle M^ et dont la valeur est
La gravité g que renferme son second membre , est celle qui répond à la station inférieure et à la latitude du lieu de l'observation. En désignant cet angle par 4 f 6^ comparant la gravité g: à celle qui entre dans les valeurs de k du n^ 6^5 et qui répond a la latitude de Paris ^ on aura
_. (l — 0,002688 CO8 2-4) G
•^ I — o,oo2588 C08 2 (48*5o' i4')*
D'ailleurs I les coefficiens de G dans ces deux valeurs de k répondant, l'un à l'extrêrae sécheresse de l'air, et l'autre à son extrême humidité, on peut prendre la demi-somme de ces deux quantités, ou 7961°*, 10, pour le coefficient qui convient à réiat ordinaire de l'atmosphère. On aura alors
-.[,— o,oo2588cos2(48^5o'i4")] == (i8337»,46)G;
et, au moyen de cette valeur, jointe à celle de gf on tirera de l'équation (5)
(i8337-,46)ri + i^i±iln ^ )
l — 0,002588 cos 2aJ; ' L ^^ ^*' ( {^,
formule dans laquelle les logarithmes sont actuelle-* nient ceux qui ont pour base le nombre 10.
Pour faire usage de cette équation , on n^ligera
d'abord la fraction - contenue dans son second mem-
bre ; ce qui fera connaître une première valeur approchée de z : en la substituant dans cç second membre, on obtiendra une seconde valeur de z, plus approchée que la première, et à laquelle on pourra toujours s*arrêler.
En remplaçant le nombre 1 8337,46 par un coef^ ficient inconnu a dans cette équation , et dcter^iinant a d'après la moyenne d'un grand nombre de hauteurs z, mesurées trigonométriquement, on trouve
ce qui difière très peu du coefficient 18337,46, que nous avons calculé directement.
629. Si l'on veut employer la formule (6) à déterminer l'élévation d'un lieu de la terre; au-dessus du niveau de la mer, on supposera' que T^ tf, h', se rapportent à ce lieu , et T, ^ , A , au bord de la mer qui eil est le moins éloigné; et, pour plus d'exactitude', on devra prendre pour *>[. une latitude moyenne entre celles de ces deux points. D'après la remarque du n"* a55, il faudra aussi avoir égard, dans l'expression de la pesanteur g', à Faction de la couche de la terre dont la hauteur est z ; en supposant sa densité égale à la moitié de la densité moyenne de la terre, on a alors
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et, à cause de la petitesse de la fraction - , od (tov- Tera qu'en faisant usage de cette pesanteur ^, U qtuatité > + - > coateoue dans la formule (6) ^ dem être remplacée par i + g^-
Pour donner ou exemple du calcul de cette Ibrmole, ainsi modiScë, je prends celui qui est dté dans l'annuaire du Bureau ries Longittddes, et i^ se rapporte à la hauteur de Gnanaxuato au-dessus da niveau de la mer.
Les doimëes de cet exemple sont :
k ^o",765i5, T =t =25*3, A' ^ o-,6oo95 , T'=f' = 2i'5, ^ = ai* La bautear h', corrigée et multipliée par le facteir j ^ -j&û~-/ 1°* ^^^ ^^ emploj^ée dans b formule (6), devient
h' = <r,6oi58.
Eia n^Ugeant U firactioD ^ dans œtle formule > oa
trouve
pour la première valeur apjHXKli^ de z; et en ni»tihunt cette valeur dans la même formule^ prcDUl
I H~ gr au Uen de i H- - f comme il vient d'être dit»
et oliserraDt qu'on a
on obtielit
poar la bauteur demandée , laqueHe est moindre que celle de Vj^nnuaire, d'à peu près 2 mètres et demi.
65o. Lorsque la hauteur z n'est pas très considérable, on peut négliger la fraction - dans la formule (6) , et remplacer en même temps le nombre 1 8537°'^46 , par un coefficient plus grand. Celui qui résulte d'observations nombreuses que Ramond a faites dans le midi de la France , est iSSgS mètres. La latitude correspondante est h peu près «4/ =4^^> et^ cela étant; l'équation (6) se réduit à
ce qui est la formule barométrique dont on fait hplus conHnunément usage.
Dans un même vase , et sous la même pression atmospfaérique^ l'ébuUition de l'eau distillée commencetoujours à une même température , et cette tempéra-^ ture s'abaisse à mesure que la pression extérieure^ diminue. Si donc on avait formé, par l'expérience , une table des températures ou l'eau commence à bouillir y sous dés pressions décroissantes par des différences très petites , et qu'on portât un vase con-^ . tenant de l'eau , a différentes hauteurs au-dessus de la terre 9 les températures où cette eau commencerait à^ bouillir, feraient connaître, au moyen de la table que nous supposons , les hauteurs barométriques eor* respondantes; que Ton pourrait employer dans la.
63a. TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
formule précédente. C'est de cette inaaière^ju'oii a proposé de déterminer les différences de hauteur au-dessus de la terre , par l'observation de réboUition de Fean , et sans recourir explicitement aux mesures du baromètre.
65 1 . Je terminerai ce chapitre par quelques remarques relatives au poids et à la force élmstique des vapeurs y laquelle force est aussi ce qu'on appelle b tension de ces fluides*
Si un vase fermé renferme un liquide en quantité suiBsante pour fournir toute la vapeur qui peut s'j former, celle qui s'élève de ce liquide atteint » plus ou moins vite, un maximum qui ne dépend que àt la température , et qui est le même quand le vase est vide d'air I ou quand il contient de l'air ou un gaz quelconque y condensé ou dilaté. Soit que cette quantité de vapeur ait atteint son maximum, ou quelle soit encore au-dessous, sa tension s'ajoute a la force élastique du gaz sec^ et la somme forme la foixe élastique du mélange. Â la môme température^ la tension maximu est différente pour les différentes vapeurs; et la loi qu'elle suit, pour une même vapeur, n'est pas encore connue en fonction de la température. Relativement à la vapeur d'eau, les expériences les plus étendues qu'on a faites, jusqu'à présent, sont celles des commissaires de l'Académie des Sciences, dont il est rendu compte dans les tomes X et XI de ses Memoii'es.
La force élastique majcima de la vapeur deaii, formée dans le vide, à la température de i8%-5, par exemple, est mesurée par une hauteur Ixiru-
métrique de 0^^016. Quand elle ae produit dant Tair sec t à cette température -et sous la pression ordinaire 0^^769 sa force élastique s'ajoute à cette pression y et l'expérience donne effectivement 0^^776 pour la pression exercée par le mélange»
Si Ton pouvait 9 sans liquéfier la vapeur isolée^ élever sa tension de 0^,016 k o'^,j6f ftt densité^ d'a^ près la détermination de M. Gray*Lu5saCy senut à celle de l'air sec, sous la même pression et à la même température! dans le rapport de lO à i6« En vertu de la loi de Mariotte, la densité de la vapeur que nous prenons pour exemple ^est dodt
-g, * ^ ; celle de l'aîr, à la température de i8%75
et sous la pression de o^fjG, étant prise pour unité. Far conséquent , si l'on appelle F le poids d'un litre de cet air , et F' celui d'un litre de la vapeur d'eau , on aura
A la température zéro , F serait égal à 1000 grammes, divisé par 769^4 (n** 61); pour obtenir sa valeur à la température de i8%75y il faut diviser ce quotient par 1 4- (18^75) (0,00376) y d'après la loi de la densité de l'air ; il en résulte
et l'on en déduit . .
F= o%oi597.
Le poids d'un litre di vapeur, à la température de
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tenae dans ane colonne d'air de notre atmosphère ^ dépend de k loi du décroissement de la température dam le atns Vertical , et ne saurait être calculé ; mais si la base de la colonne est un décimètre carré ^ et lai température infwieure i8%75; on s'assurera aisément que ce poids doit surpasser 35oo grammes « en observant que^ dans toute la partie de cette oo* lonoe ddnt la température différera peu de id^fjSf et jusqu'à la hauteur oii la pression ne sera pas ré* duite a o^^^iô, diaque litre d'air peut renfermer en* viron i6 milligrammes de vapeur.
Ainsi». Tatmosphere qui presse sur la surface de la terre, n'est pas, comme on le disait autrefois, la cause qui empèdie les liquides de se vaporiser et de se disperser dans l'espace ; au contraire , sa prince permtft aux vapeurs de se maintenir, au-dessus de la ferre , en plus grande quantité que si l'atmosphère n'existait pas.
l««MMA«WMnM% ^/^^0ltMi^^ÊVmiVWIItfVmMtM^IIM^y*^0lllfltliMtlll>'tl^0Mi^tk^nn^
DES GAZ
633. Lft loi de Mariotte suppose , comme doos l'avons dit ( n'' 6aa) ^ qu'on a laifi»^ an fluide , dilaté on condensé , le temps de revenir à sa température primitive. Si Ton ne prend pas cette précaution , la température augmente ou diminue en même temps que la densité , et la force élastique croissant ou dé^ croissant ainsi , à raison de la densité et à raison de la température, on conçoit qu'elle doit yarier , pour un même fluide , dans un plus grand rapport que sa densité. Lorsque le fluide est contenu dans un Tase dont les parois sont imperméables à la chaleur, il conserve tout son calorique , en se condensant ou en se dilatant , et sa température augmente ou diminue en conséquence. Il en est de même toutes les fois que ses variations de densité sont assez rapides pour que sa chaleur propre n'ait pas le temps, dans le cas de la condensation , de s'échapper sous foinme rayonnante, ou de se communiquer, par le contact, aux corps voisins, et pour que, dans le cas de la dilata^tien , ces corps ne puissent communiquer au fluide , par le rayonnement ou par le contact , une quantité sensible de calorique. C'est ce qu'on suppose.
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par exemple, comme on 1 expliquera par la suite , relativement aux variations de densité qui ont lieu dans les ondes sonores, et dont la durée n'est que de quelques millièmes de seconde. Dans cette question ^ et dans beaucoup d'autres , il serait important de connaître l'expression de la force élastique d'un gaz , en fonction de la densité , et l'élévation ou l'abaissement correspondant de la température, lorsque la quantité de chaleur de la masse fluide demeure invariable. Mais nous manquons, dans l'état actuel de la science , des données nécessaires pour la solution complète de ce problème ; et je vais exposer, dans ce chapitre, ce que le calcul et l'expérience nous ont appris, jusqu'à présent, sur cette matière.
634- Soient p la densité d'un gaz , fl sa température en degrés du thermomètre centigrade , et /» la pression qu'il exerce sur chaque unité de sur&oe, ou la mesure de sa force élastique; on aura (n^ 624)
p = kr{i +«fi); (i)
«t et À: étant deux coefficiens indépendans de f et 9 , dont le premier est le même pour tous les gaz et égal à 0,00375 , et dont le second doit être donné pour chaque gaz en particulier.
La quantité totale de chaleur contenue dans un poids donné d'un corps , dans un gramme , par exemple, ne saurait être calculée; on la regarde conmie inépuisable , et comme extrêmement grande par rapport aux quantités dont elle varie quand ce corps change de densité ou de température; et ce sont
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ees quantités additîves ou soustractives qae Ton compare entre elles ^ et que Ton soumet an calcul. Ainsi ^ nous désignerons par q l'excès de la quantité de chaleur contenue dans un gramme du gaz que nous considérons^ sur celle que ce gramme renferme^ lorsque le gaz a une température et une densité choisies arbitrairement, qui seront^ pour fixer les idées y la température zéro et la densifé correspondante à la pression ordinaire de o",f6. Cette quantité q sera une fonction de p, f, A^ ou simplement de p et f, puisque ces trois variables .sont liées entre elles par Féquation précédente. On aura donc
f indiquant une fonction dont il s'agira de déter^ miner la forme.
La chaleur spécifique de ce gramme de fluide est la quantité de chaleur qu'il faudrait lui communi-* quer pour élever sa température d'un degré ^ ou ,* pouf ainsi dire , la vitesse de raccit>îssement de q
par rapport à 0 , dont l'expression sera ^. Mais on
pourra la considérer sous deux points de vue différens : en supposant la pression p constante , et laissant au gaz la liberté de se dilater, ou bien en le tenant sous un volume constant, et supposant que la pression p augmente avec la température. En vertu de l'équation (t), on a
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qoând on regarde p comme mie constante ^ et
dp dtp
lorsqu'on suppose f invariable. Si donc on appelle c la chaleur spécifique du gaz à pression constante ^ et c^ sa chaleur spécifique à yolume constant, de sorte quW ^t
^^dq df ^ ^àq dp
il en résultera
^~ df i +àtA' ^'~dpi+aB' ^^^
et y par conséquent^
rt + yp^^"*' (5)
en désignant par y le rapport des deux chaleurs spécifiques, c'est-à-dire /en Élisant
Il est évident, à priori, que ce rapport y doit surpasser Tunité; car il faut plus de chaleur pour augmenter la température d^un gaz, et le dilater en même temps , que pour augmenter sa température d*une même quantité , sans écarter ses molécules. Mais Texpérience peut seule faire connaître la valeur de y pour les différens gaz , et comment cette valeur dépend de la pression et de la densité.
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Cette Valeur se déduit, comme on le verra tout à l'heure y de Taccroissement de la tem|iérature correspondant à une petite condensation du gaz, sans aucune perte de chaleur.
655. Représentons toujours par 0 la températuf^ du gaz ; et soit 0 -f- 61 ce qu'elle devient après que la densité du fluide a été augmentée , par une compression tnès rapide , dans le rapport de i + ^ & Tunité; cT étant une très petite fiviction. Si la perte de chaleur, pendant la durée de cette compression , a été insensible, laccroissement de temfiérature (» correspondant à la très petite condensation J^, est la quantité qu^il s'agira d'abord de déterminer par lexpérience suivante.
Pour cela , supposons que le gaz soit de Tair at« mosphérique contenu dans un vaisseau fermé , et dont la pression , la densité et la température soient les mêmes qu'à l'extérieur, où nous supposerons qu'elles sont représentées par p, ff 6, pendant toute la durée de l'observation. On enlève une petite portion de l'air inténeur; et, après que l'air restant a repris sa température primitive, on désigne par p' et f' sa pression et sa densité. On rétablit ensuite la communication avec l'air extérieur ; la pression , la ^ densité et la température augmentent en même temps; en sorte qu'après un temps ti*ès court, la pression intérieure est égale à la pression qui a lieu an dehors. Â cet instant, on interrompt la communication , et l'on désigne par f " et 0 + a» la densité et la température intérieures. Enfin , cet accroissement oà de la temipérature se dissipe ; et , sans que la
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denstlé f '' varie f la pression intérieure diminue p et denent p".
La densité de l'atr intérieur ayant passé très mpi* dément de r' k f » si Ton prend >
et qu'on fasse abstraction dé la petite quantité de chaleur qui a pu être absorbée par le vase^ pendant le temps de ce passage , raccroîssement de teippérature oê sera celui qui répond à la condensation ^, et dont on cherche la valeur. L'indication d'un thermomètre plongé dans l'air intérieur^ serait trop lente pour faire connaître cette augmentation de tempéralure, qui ne subsiste que i)endant un temps très court ; mais on peut conclure la valeur de cà, des trois pressions p , p', p", ou des trois hauteurs barométriques correspondantes , que Ton a le temps d'ob* server.
En effet, il y a deux époques, dans l'expérience qu'on vient de décrire ; où la même température 0 répond à des densités différentes f' et f'\ et aux pressions données ^^et p". D'après la loi de Mariotte^^ on a donc
et , conséquemmeut ,
c« qui feit ooonaltre la condenaatioD ^. De pins, fl y a aussi deux «pocpw où la même densité f" a lien
poar lea tempënitiires 8-f- ^ ^ d» ^^ lèa presftiotia p et. jf. D après la loi des forces élasUqiies^ à ëgllè daositét oa aura donc aossi
dV>ù Ton tirera la valeur de où correspondante à la condeittation J".
Dans une expérience frite par MM» Desormes et Gléoient^ où le ^lassage de la densité f' à la densité f^ a'ett effecioé en moins d'upe demi^seconde, on à en
/>aso%7665, />'== 0^7527, / = o-,76a9;
ce qoi donne
Od avait ânssi âs^ia%5 ; et^ à cause de e:â;M|Oo575| on déduit de l'équation (4)
d'où il résulte que pour une condensation de 0,01 35 , sans perte de chaleur ^ la température de l'air augmenterait de i*,3i73y ou d'à peu près un degré pour une condensation
flv o.ot39i
CeC accroissement de température peut aussi se dédnire de la yitesse du son ; et de cette manière j'avais trouvé, autrefois, un accroissement d'un de*
gré pour une condensation —g , sans perte de cha-
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leur; résultat dout respéricnce que notis citons ne
s'écarte pas beaucoup.
656. Maintenant, je dis que le rapport y An n* 634 a pour expression
Supposons , en effet , que la force élastique et la température d'un gaz étant, comme précédemment,/' et 9, la condensation cT soït équivalente k celle que le fluide éprouve, lorsqu'on diminue □□ laat soït peu sa température , sans changer la pression. Ea ' désignant par e cette petite variation de teroperatore, on aura
Appelons r la quantité de chaleur qa'ïl faudrait communiquer à un gramme du gaz que l'on considère, ' pour élever sa température , de â — £ à 8 , sans cban- ^er la pression p; li ctlàleur S[iécîfiqae, à pressioa constante, étant c, on aura aasù
Après cette communication de chalear, sdj^kmooi que l'on comjyime subitement ce fluide , de m*nièfe aie ramènera sou volume primitif ; il éprouvera jAors la condensation J^; ets'il,a'a perdu aaciiK quantité de chaleur, sa température aura angAenlé , de et, et sera devenue 6 4* "■ Dans cet ^lat, 1> pression du fluide sera devenoe plus grande que p> mais, sans, dianger le volume f' si on laisse la ton-
péiature s'abaisser jq^u'à 0 — e , cette pressioQ diminuera ausiisi, et redeTÎçndra ëgalç à p. Pendant cet abaiafseai^qt , Je gaz perdra une quantité de chaleur proportionnelle a 1 ji petite diniinution de. température €+^, et exprimée par c^(i + o)), puisque c^ est sa chaleur spécifique à volume constant. Le volume , la température et la pression étant les mêmes, après cette perte de chaleur, qu'ils étaient avant que la quantité de chaleur F eût été çpmmnniquée au fluide , il est nécessaire que la perte c^(e + cû) de chaleur soit égale à T; on a donc
ce = c^É + (»)i d où l'on tire
et , en ayant égard à la valeur précédente de ^ ^ cette valeur de y coïncide avec la formule ^).
Si nous mettons y dans cette formulé
au lieu de «T , et pour a sa valeur tirée (& Téquation (4) y nous aurons
ce qui fera connaître la valeur de 7^ diaprés les pressions p , p% p", ou les hauteurs barométriques correspondantes^ qui résultera de l'expérience cidessus décrite.
En faisant usage des valeurs numériques à% p , p\ /?", précédemment citées , on trouve
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y = 1,548a, pour la valeur du rapport des dçux chaleurs sp^i cïHques c et c^, dans le cas de l'air atmosphénim MM. Gay-Lussac et Welter ont obtenu, par bb procédé analogue , une valeur de ce rapport us p«D différente , savoir :
et ils se sont 3S5iureit que celte quantité est ÎDilépeadante de la température et de la pression tk l'air j en sorte que dans l'équatios (3) , appliquai à ce fluide , on pourra considérer y comme une quantité constante. Par un procédé différent, M. Dolong a trouvé, pour l'air parfaitemeot sec (*),
y = 1,421 , et une valeur sensiblement égale à celle-ci ponr fe ga* oxigèoe et pour le gaz hydrogène. Mais poor d'autres fluides, tels que l'acide cartKHiiqiK et le gn oléfiaDt, ce procédé, que nous indiquerons par la suite, a , donné des valeurs très inégales de y, et moindres que la précédente ; de manière que ce rapport dépend, en général, de la natui^- du gu anqud il répond.
658. Eq' regardant y comme uoe quantité cointante, l'intégrale de l'équation (5) aux diffénnca partielles est
(*) Mémoire» de F Académie de» Science^ tome X.
f désignant la fonction arbitraire. On aura réciproquement
et^ à cause de Téquation (i),
^ étant une fonction inverse de /•
La quantité q restant la même , si /i , f /d^ deviennent p^f f\ 9', on aura de même
p'=e'><f>q, fl' = Jjr'^-<pç-i. '
On a - == 266,67 i ^^ pour que â et â' soient des degrés centigrades, il faudra que ce facteur de leurs expressions exprime de semblables degrés. En éliminant , en outre , (pq entre ces dernières équaticms et les précédentes, il en résultera
Ces équations (6) contiennent les lois de la force élastique et de la température des gaz, comprimés ou dilatés sans aucune variation dans leur quantité de chaleur; elles sont fondées sur la seule hypothèse que le rapport y des deux chaleurs spécifiques ne varie pas , pour un même fluide , avec la pression et la température \ hypothèse qui a été vérifiée , quant à
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antre hauteur K du barottiètre. Ea appelaot d la qnautité de chalear perdue par ce même vtdnm «ou cette aatre [wession, et pour l'abaissement n k température, nous aurons donc ,
d'oâ l'on dëdoit
pour le rapport des quantités de chaleur penlK par un même volume d'air, sous des pressions dîScrentes.
Dans on cas où l'on avait
h' = i",oo58, h = o-,74o5,
MM. Laroche et Bérard ont trouvé
en prenant la moj'enne de deux observations. Pour ces valeurs de h et A', et en faisant y ^ ii43'i ^ formule donne
ce qui ne diffère pas sensiblement du résultat ik ' l'expérience.
640. Si l'on veut appliquée la formule (7) à Un* peur d'eau , il fiiudra soj^poser :
I*. Qnequand un gramiaede vaiwar est rofVJ«4 qu'il ne s'en pNcipite aucune partie, ai ne s'en i^P**
on a, par exemple, £^0,2669 pour l'air sec, sous la pression de o'",'j6; la chaleur spécïnque de l'eau étant prise pour unité. En appelant •19' la pression correspondante à cette hauteur barométrique, on aura donc
0,3669 = Bw"* ;
et si l'on appelle aussi b la hauteur du baromètre , exprimée en mètres, et qui répond à la pression quelconque p» àe sorte qu'on ait - = ■ — ^, il en résultera
d'oii Ton déduira la valeur de c^ , en divisant par la constante y. Comme cette constante est plus grande
que l'unité, ce qui rend positif l'exposant ■ , on
voit que la chaleur spécifique d'un gramme d'atr diminuera, quand sa force élastique ou la hauteur h augmentera.
Si l'on désigne par m la quantité de chaleur perdue par un gramme d'air, quand sa température s'abaissera de n degrés, sans que la force élastique varie , on aura
= »<o,:.66g) (iJ5)-
A volume égal , et pour une même température primitive, le poids de cet air sera augmenté dans le rapport de h' a h , sous une pressiou mesurée par une
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Il serait à désirer que le degré d'eicactitude db cette fommle fôt yérifié par4'expérience , et que «les trois constantes C , c ^y^ quelle renfermey fussent déterminées avec précision. Si l'on prend pour unité la chaleur spécifique d'un gramme d'eau à la température zéro^ on a
en adoptant pour C la moyenne des yaleurs de cette quantité p que différens physiciens ont obtenues. En même temps, on aura
d'après une expérience assez peu concluante , et qui mériterait d'être répétée. Quant à la valeur de y , elle nous est, jusqu'à présent , tout-à-fait inconnue. 641* Soit que la densité f de la vapeur d'eau correspondante à la pression p et à la température 8, ait atteint son maximum^ ou qu'elle soit au-dessous, l'équation (i), qui convient aux vapeurs et aux gaz permanens , fera toujours connaître la valeur de f , quand celles de p et â seront données. En appelant D la densité à la température de loo"* et sous la pression ordinaire de o^^^jô, et désignant , comme précédemment, par h la hauteur barométrique qui répond ap, on déduira de cette équation (2)
_ Dh 366^,67 ^ ~ o",76 266%67 + ô'
Le pofds d'un litre d'air sec , à la température zéro et sous la pression de o"',76, étant i^',aj433 (n*" 63 1),
il^ deviendra ' '1 , ou o*',885 , à la température
de 100*; et le poids dan litre de vapeur d^ean , à la même température et sous la même pression ^ sera rf (o^,885), ou o*%55j par conséquent, on aura
pour le poids d'un volame (^ de vapeur, à k température 6 et sous la pression quelconque h. Donc , en appelant Y la quajitité de chaleur nécessaire pour former ce poids de vapeur, l'eau étant primitivement à la température zéro , V sera le produit de ce nombre de grammes et de la quantité q donnée par la formule (8) ; en sorte que nous aurons
L'unité a laquelle cette quantité V se trouve rapportée , est la quantité de chaleur nécessaire pour élever, de zéro à un degré, la température d'un gramme d'eau; et cette unité est, comme on sait, égale à soixante-quinze fois la quantité de chaleur qu'il ftut employer pour liquéfier un granune de glace à la température zéro , sans élever cette température.
Diverses observations ont porté plusieurs physiciens à penser que quand la vapeur d'eau a atteint le maximum de densité, correspondant à sa température, la quantité de chaleur que nous avons désignée par q ne varie plus avec cette température. Cest à cet état que Von emploie ce fluide dans les machines à vapeur : le rapport de la -quantité de chaleur produite \' à sa tension A, serait donc alors,
toutes choses d'aiHeors égales^ en raison inyeree de 366%67 + S; par conséquent, le rapport de la dié-pense de dialenr a l'effort exerce tar le piston » qui a h pour mesure, diminuerait quand la température deviendrait plus grande , et ce rapport serait le moindre dans les machines à haute pressioA. Mais Fëconomie de combustible qui«en moherait en4tfùr AiTetir serait loin de répondre à «Ile que Fexpérienoe' pihralt indiquer; et c'est sans doute à d'autrte droon»* tances que oi| machines, doivent leur avantage re^ latif.
S^M. Concevons que la partie du cyKndre viMical ABCD (fig. 53) 9 qui est comprise entre la surfiice^EF de r^au et \â base GH d'un |>iston , soit remplie par de la vapeui^ d'eau au mojcimum de densité , correspondant à la température 8 de cette vapeur, de l'eau inférieure I du cylindre et du pistonw Dans cet état^ supposons que la force élastique de la vapenr fasM équilibre au poids du piston , de sorte qu'en appelant p «cette forée , P ce poids^ y compris la pression exté*** rieurequele piston supporte , et A l'aire de. sa base horizontale y on ait
Si l'on augmente le poids F, et qu'il devienne P«+-n, le piston descendra^ et l'espace occupé par la vapeur diminuera; mais comme on l'a supposé à son nuuti'ïïnum de densité^ une partie se liquéfiera; et si la tem« pératurc 8 estinvariable, la preission pie sera aussi; A la vérité^ dans le premier moment de la compression, la température 8 augmentera, de telle sorte que la
liquëfactioa poorra n'avoir pas lien dabord , et la pression p pourva aoginenter. Mais si le mouvement du piston n'est pas extrêmement .rapide> cette angmentatioa de température disparaîtra avant que le déplaoement de oe mobile soit aj^réciable, et. Ton devra considérer 0 et /^ comme constantes pendant tout Bon mouvement. Il &ut aussi remarquer que la condensation du fluide y qui le réduit en eau, et qui est produite immédiatement à la partie supérieure OH en contact avec le piston , se trapsmet jusqu'en EF , dans un temps extrêmement court , pendant- lequel le dé[dacement du piston est insensible; d'où il suit que la densité du fluide est sensiblement la même dans toute sa hauteur , pendant la chute du piston. Cela étant , la force motrice de ce corps sera cons* tante et égale à l'excès de P + H sur Xp^ ou à II ; abstraction faite du frottement contœ les parois du cylindre, son mouvement sera donc uniformément accéléré ; et si l'on £iit aussi abstraction du raouve-* ment communiqi^ à la vapeur , c'est-à-dire , si Ion néglige sa masse par rapport à celle du poids fi , la force accélé^trice de ce mouvement sera la pesanteur diminuée dans le rapport de fi à P+n. Par conséquent, si l'on appelle / la hauteur de GH au-dessus de £F , la force vive produite par la.chute totale du pkton aura 2 Vil pour valeur.
Le piston étant d'abord arrêté en GH , supposons que la température de l'eau inférieure soit subitement abaissée et devimine 9^, moindre que 8. La couche de vapeur en contact avec EF se liquéfiera par le froid; elle sera remplacée par une autre qui se liquéfiera de
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niême; et, si la masse d'eau est assez gran<k por que ces couches successives de vapeur ne fassent p> varier sensiblemeut sa température, les liquéfadiiiB coutiauerout jusqu'à ce que la masse entière de b vapeur ait la force élastique p' , qui répoud à la iempérature ô' et à son maximtati de densité relatifi celte température. Cependant, la température deli colonne de vapeur ne sera pas la même , non ptas que ta densité, dans toute ss. hauteur; et c;e seraitm problème curieux ; étermtner les lois de »
température et de isil i'après les température! f
et â'iquiont lieucousiamni sut à Ses deux e^Etreinilés et en regardant la deusité ce ciiaque couche conmif une fonction de sa tei iture, telle que la fbnc
élastique soit consts e aie ap'. Cette consbincf de la pression dans i hauteur de la colotne
de vapeur est évidemi. la condition d'éqnîlibff de ses couches successives; et quand l'équilibre s'd clabli, il est également évident que la valeur de b pi-ession constante ne peut pas excéder celle qui repond à la plus petite des deux températures 0 et 8', tandis qu'elle peut être moindre que la force' élastique correspondante à la plus grande. L'expénenct montre, au reste, que la vapeur parvient , dans hd temps extrêmement court , à l'état d'équilibre dool il s'agit ; eu sorte que si une vapeur-d'esa , à son mkx^ mum de densité et de pression , est conteDoe dans on espatx fermé dont les parois aient partoot sa pnfA température,' et qn'tm vienne à abaisser ïnCg^sMOt la, température d'une paf lie ^ ces parois, une partie lie lavapeur se liquéfierti, et la-paptie restante pm-
dra dans tonte son élendne, avec une très grande rapidité, la force élastique maxima qui répond à la moindre température.
Cela posé, lorsque le piston ne sera plus retenu , il descendra , et Ton verra , comme dans le cas précé* dent, que son mouvement sera uniformément accéléré, sa force motrice égale à P — A/>' ou K{p — />'), sa force accélératrice- égale à la pesanteur multipliée
par le rapport - — ^, et enfin, la force vive produite par la chute totale, égale à 2A(p — p')L Quand le piston est parvenu en EF , si Ton élève la température de l'eau inférieure, et que ce liquide produise une vapeur dont la pression constante sur la base du piston soit plus grande que le poids de ce corps, il remontera d'an mouvement uniformément accéléré, et la force vive produite, quand il aura parcouru une longueur /\ sera égale au double de /' multiplié par 1 excès de cette pression sur ce poids 9 en faisant toujoui*s abstraction du frottement. C est d'après ces considérations que l'on calcule la force vive due à la chute on à l'ascension du piston dans les machines à vapeur; laquelle force se distribue ensuite dans le système auquel la machine est appliquée, et s'y trouve en partie détruite par les frottemens, et en partie employée à produire un eQet utile. Le calcul serait différent, si la densité de la vapeur contenue dans le corps de pompe n'était pas au maximum; ce qui arrive, en effet, pendant ce qu'on appelle la détente de la vapeur, c'est-à-dire , pendant qu'on interronnpt la communication de ce fluide
avec la chaudière, et que la vapeur se dilate, sans qu'il s'en ajoute de nouvelle : le mouvement du piston est alors celui que nous avons considéré dans le n^ 358; et d'après ce que nous avons vu dans le numéro suivant y la force vive produite pendant qu*il parcourt
une longueur quelconque , a pour valeur 2pu log ^,
en désignant par if le volume primitif du fluide , et par/) et p^ ses forces élastiques au commencement et à la fin du mouvement.
643. Il nous reste maintenant à considérer les forces élastiques et les quantités de chaleur des mélanges de plusieurs gaz , comparées à celles de ces fluides.
Supposons qu on ait deux gaz différens , à la même température â et sous la même pression p , dont les volumes soient a et a\ Si on les superpose dans un vase fermé , dont la capacité soit a-4*a% il est évident qu'ils pourront s'y tenir en équilibre , puisqu'ils ont la même température , et qu'ils exerceront l'un contre l'autre la même pression ; mais l'experience prouve que cet équilibre n'est pas stable : elle fait voir que ces deux fluides se pénètrent graduellement jusqu'à ce qu'ils soient parfaitement mêlés; et elle montre aussi que, dans cette opération , il n'y a aucune variation de température , ni aucune perte on absorption de chaleur; en sorte qu'après un certain temps, différent ponr les différens fluides , on a un mélange homogène dans lequel la proportion des deux gaz est partout la même , et dont la température et la force élastique sont toujours â et p. De ces faits, constatés par l'observation, on peut conclure
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un autre r^altat que rexpérience vérifie également. Si Ton a deux gaz mêlés ensemble et remplissant un A'oliime t^, à la température 0, et si l'on désigne par/iet^'les pressions rapportées a l'unité de surface^ que ces deux gaz supportent ^parement à la même température et sous ce volume p, la force élastique du mélange sera p'i'p^ En effet, supposons d'abord que les deux gaz soient séparés , et qu'on ait p' ^ p. Si Ton dilate le gaz soumis à la pression p', sans changer sa température , et de manière que sa force élastique se réduise a p, son volume sera alors
^—, d'après la loi de Mariotte. Supposons ensuite
qu'on superpose les deux gaz dans un vase fermé ,
dont la capacité soit t^ + ~ * ^^ ""(/' + p') i c^ g^i
se mêleront s^sTariation de température, d'après ce qu'on vient de dire ; et il en résultera un mélange homogène à la température 0 et sous la pression p. Or f la loi de Mariotte s'appliquant aux mélanges des gaz y aussi bien qu'aux gaz simples , si l'on comprime ce mélange sans changement de température/ jusqu'à
ce que son volume - (p +/>') soit réduit à i^, sa force
élastique p deviendra P'^p^i ce qu'il s'agissait de démontrer. Le même principe aura également lieu pour trois ou un plus grand nombfe de gaz , et pour un mélange de gaz et de vapeurs : la pression du mélange sera toujours la somme des pressions que cet fluides supporteraient isolément , à la même tempe* rature et sous le même volume que le mélange.
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G^/f- Soienl achicUemcnt n et 71' les numhi-c& de grammes de deux gaz , mêlés ensemble et remplissanl un Totume f, à ta température ^ etsoiis la pression />; désignons par c et c' les elialeuis spécifiques d'nn gramme de ces gaz, sOus une pression constante et égale k p , et par <r la chaleur spécïfîqae d'uii gramme da mélauge sous ta même pression ; on aura
(« H- n')c'' =5 ne H- n'c'. (9)
En eflel, je suppose que les deux gaz> an lin d'être parfaitement niélés, ne soient que Ruperpodés de sorte qu'ils occupent des portions séparées a cl a' du volume f ; d'après ce qu'on a dit tout à l'heure . la quantité de chaleur sera la même dans les deux gn séparés et dans le mélange de ces deux gaz j et celle égalité de chaleur subsistera encore, si l'on aagnienie d'un degré ta température 6 des de^ gaz et dn mélange. Or, pour cette augmentation , il faudra coqj* moDÏquer, la pression p restant la même, une quaotité (n + n') c" de chaleur an mélange , et ôcà ^antités ne et n'c' anx deux gaz. La première quantité devra donc être égale à la somme des deux aatres ; ce qui donne l'équatien (9) , que l'on éteodra sans peine à un nombre quelconque de fluides élastiques. Elle donnera la chaleur spécifique d'an mélaiige, lorsque celles de tons les gaz on Tapeurs qni le composent , et les proflortions de ces fluides , seront coonues; réaproquement, on pourra s'en aerrir |KMr déterminer la chaleur spécifique de-Tan des comp»* sans, d'après celles de tous les autres et du mélaegt; et l'on peut remarquer qu'elles ne supposent pas qw
les chaleurs spécifiques des gaz mélangés soîeut in«dépendaates de leur commune température.
Au lieu de considérer les chaleurs spécifiques c, c', c", des gaz et du mélange sous une pression coDstante, ou aurait pu considérer , de la même manière , leurs chaleurs sp^fiques à yolume cons^ tant ; et en les désignant par c, , cjf c", on serait parvenu à une équation semblable à la précédente , savoir :
(n + n'jcj' = «r, + n'c/. (10)
Or, si Ton fait
on tirera des équations (9) et (10)
> ~ nc^ + n'cf ' ^^'>
équation qui fera connaître le rapport y" relatif au mélange , quand les quantités semblables y et y', et les valeurs de c^ et c/, seront connues pour les deux gaz mélangés. Soit qu'on prenne y = 1,375 ou y = 1,4^ I 0^^ 657) pour la valeur de y relative à l'air sec, et quelle que soit la valeur inconnue de y qui répond à la vapeur d'eau , la valeur de y" relative a l'air ordinaire différera peu dey^k cause de la petite proportion de vapeur que cet ain renferme.
D'après ce qu'on a vu dans le n"" ôSg, si les rapports y et y sont indépendans de la pression p, mais différens pour les deux gaz , les quantités c, et c/ seront exprimées par des puisbances inégales
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de p; d'où il résultera , en yerta de Téquation ( 1 1 ) , que le rapport y" relatif au mélange ne pourra pas être aussi indépendant de la pression. L'hypothèse de l'inyariabilité du rapport de la chaleur spécifique d*un même fluide sous une pression constante , à sa chaleur spécifique sous un même volume, et les formules que nous en ayons déduites , ne peuyent donc convenir en même temps aux gaz simples, pour lesquels ce rapport n'est pas le même, et à leurs mélanges en proportion quelconque; et si ce rapport a paru constant dans les expériences faites sur l'air à difierentes pressions (n® ôSy ) , c'est parce qu'il est sensiblement le même pour l'air et loxigène, et, par conséquent aussi, pour l'oxigène et l'azote dont l'air est composé.
i w»,%» v%%»»% v»i<W»»»W»»»»*^**<»^*»* %%»v»%»^«%»»%% %»»»v>,»»%-»\%\\<A%^»»v»%% v\<^»^ \\^»> t\«%4Ar M«
FLUIDES
645. Les équations de Fcquilibre des fluides que nous avons trouvées dans le n"" 582 , sont fondées sur la propriété caractéristique commune aux liquides et aux fluides aériformes^ de transmettre également en tous sens les pressions appliquées à leur surface , et d exercer autour de chaque point de leur masse , en vertu de Faction moléculaire , des pressions égales suivant toutes les directions. Cette propriété^ comme nous lavons dit précédemment (n® 5j6), tient à ce que les molécules d'un fluide qu'on a compnmé ou dilaté reviennent très promptement à une disposition semblable à celle qui avait lieu primitivement autour d'un point quelconque, de telle sorte qu'après sa compression ou sa dilatation, un fluide est un
système de points matériels semblable à ce qu'il était auparavant ^ et seulement construit sur une plus petite ou une plus grande ophelle. Le temps de ce retour à un état semblable n'influe pas sur les lois de Téquilibre^ que Ton n'observe jamais qu'après qu'il est écoulé; mais, quelque petit qu'il soit, on comprend qu'il peut influer sur les lois de leur mouvement, surtout dans le cas où les vibrations des molécules fluides s'exécutent avec une grande rapidité; de manière que le principe de l'égalité de pression en tous sens peut convenir à l'Hydrostatique , et n'être pas toujours applicable à YHjrdrodjrnamique^ c'est-à-dire, à la partie de la Mécanique qui traite du mouvement des fluides.
Une différence analogue entre l'état d'équilibre et l'état de mouvement, a déjà été remarquée par Laplace, relativement à la loi de Mariotte. Cette loi exige que la température du fluide soit redevenue la même, après la compression, qu'elle était auparavant; et le principe de l'égalité de pression en tous sens suppose, de même, que les molécules du fluide ont eu le temps de revenir à une disposition respective semblable à leur disposition première. Elle n'a plus lieu , oii doit être modifiée, dans les vibrations très rapides des gaz, où la température primitive n'a pas le temps de se rétablir; et, de même, le principe de Tégalité de pi^ession en tous sens n'est pas rigoureusement et toujours applicable aux mouvemens des liquides et des fluides aériformes. On a reconnu dans la vitesse de propagation du son, Finflueuce de celte modification de la loi de Mariotte;
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el il y a sans doute aussi des phénomène^i dn mouvenicntdes fluides, en général , qui dépendent de la nonégalité parfaite de pression en tous sens, résultant de la cause que nous indiquons. Cette circonstance introduit dans les équations générales du mouvement des fluides, dés termes qui ne peuvent se déduire de leurs équations d'équilibre; j*y ai eu égard dans le Mémoire déjà cité (n** 676), et je me propose de revenir, par la suite, sur cette importante considération. Mais dans ce Traité, je supposerai, suivant la méthode qu'on suit ordinairement, la propriété de Tégalitc de pression en tous sens, commune à l'état d'équilibre et à Tétat de mouvement; et, dans cette h)^potlièse, les équations de l'Hydrostatique, fondées sur cette propriété, s'étendront immédiatement à l'Hydrodynamique, au moyen du principe de D'Alemhert, qui est applicable h tous les systèmes de points matériels.
6\6. Considérons de nouveau la masse fluide ABCD (fig. 36), dont nous avons déterminé les équations d'équilibre ; supposons maintenant qu'elle soit en mouvement, et que toutes les notations du n"* 58 1 répondent à la fin du temps quelconque t , compté depuis Torigine de ce mouvement. Ainsi, la niasse fluide est homogène ou hétérogène, liquide ou aériforme; jc, ^, z, sont, aU bout du temps ^, les cooixlonnées d'un élément quelconque dm de cette masse ; p représente la densité du fluide qui a lieu en ce point et à cet instant ; et \dm, Ydm, Zdm, sont les composantes parallèles aux axes des a:,y, z, de la force motrice de dm à ce même instant. Les
ble, cette densité p sera une fonction inconnue detj ^f y, z', dont la valeur initiale vsera seulement donnée. Excepté le cas où f est luie constante , cette densité , rapportée à la position de dm au bout du temps t^ devra toujours être considérée comme une fonction inconnue de x^jr^z, t. Si Ton désigne alors par p'dt, son accroissement pendant Tinstant dt^ on aura , d'après la formulé (2) ,
et dans le cas d'un fluide incompressible^ homogène ou. hétérogène , cette valeur de p ' devra se réduire à zéro.
647. Les composantes de la force perdue par Télément dm pendant l'instant dt, seront
(X — w') dm, (Y — i^') dm, (Z — w') dm ;
en substituant donc X — u^ , Y — i^', Z — w\ à la place de X, Y, Z^^ns les équations (2) du n*" 583, il en#ésultera ces trois équations de son mouvement :
|JkX-«^ $=f(Y-»"), |=f(Z-»v');
p, étant la pression rapportée à l'unité de surface , qui a lieu au bout du temps t , au point qui répond aux coordonnées a:, jr, z, et qu'on suppose la même suivant toutes les directions.
Si ce point appartient à une paroi fixe^ p exprimera la pression normale que cette surface aura à sup-^ porter y et qui devra être détruite par sa résistance.
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Si ce point appartient à la sarface libre d'un liquide , il laadra qu'on ait p^=^o, on plus gënéralethcnt, dpsszoy en sorte que Féquation différentielle de la sarfiice libre du liquide en mouvement^ sera- •
D'après la remarque du n^ 585, il faudra que la râleur de p, quand on l'aura déterminée, soit constamment positive dans l'intérieur de ce liquide, si Ton veut que sa masse ne se divise pas pendant le mouvement : quand elle sera négative en un point d*ane paroi, ce qui ne pourra avoir lieu que pour on liquide, cette surface cessera d'être pressée de dehors en dedans, et le liquide s'en défachera.
Au moyen des valeurs de u', v\ u/, les équations précédentes deviennent
I dp _^ Y du du du du \
'f dx^^ dt dx'^ djr dz ' i
I dp ^ di^ dif dxf dv f ,^v
i dp rt dw dw dw dw \
f dz dt dx djr dz
Comme la quantité p qu'elle renferme est ^ ainsi que chacune des vitesses u, i^, tv, une fonction inconnue de Xfjf z, ^, ily faudra joindre une quatrième équation, lorsque la quantité p sera une constante donnée, et deux autres équations, dans le cas général oà cette quantité est aussi une fonction inconnue de ^f ^f 2« ^- (^s équations s'obtiendront de la manière suivante.
Chacun dos élémcns dm de la niasse fluide
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changera de forme pendant l'instant dl, et il changera même de volume , si le fluide est compressible: niais comme sa masse devra toujours rester la même, il s'ensuit que le produit de son volume au bout du temps f -|-(/^, et de sa densité p+f't/iqui reponilaa même instant, devra être le même qu'an bout da temps t; par conséquent, la variation de ce produit dans l'instant dt sera égale à zéi'o; l'c qui rourain' une nouvelle équation générale du mouvemenl.
Pour la former, considérons le parallctépipèdt rectangle dont le volnme était dxdjrdz-, à la Un da temps t , et cherchons la forme que prendra cet élément du fluide à la fin du temps /+rfi. Soit M(fîg. 54) te sommet de ce parallélépipède qui répund aux coordonnées 3^,j, z; soient aussi MA, MB, MC, les trois côtés adjacens à ce sommet et respcctïveiDent parallèles aux axes Ox, Of, Oz; en sorte qu'où ait
MA = dx, MB = dy, MC = dz;
supposons que D, E, F, G, sont les quatre autres sommets, et que pendant l'instant dl, les liuilpoinl M, A, B, C, D, E, F, G, soient Iransporlés en M' A', B', C, D', E', F', G'; je dis que le polyèdre dont ces derniers poîiiLs sont les sommets, sera un paralléiépipcdc obliquangle; et pour le prouver, je vais déterminer et comparer entre elles Icsiongueun de ses douze côlés M'A', M'B', etc.
Les coordonnées x,j, z, du point M dcvîenncol
X + iidt, y -f-, vdty z + iidt,
;iu Ixtut de l'instant dt; ces quantités sont donc les
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coordonnées du point M'; on en déduira celles de tout autre sommet , en y remplaçant x ^y^ z, par les coordonnées primitives de ce sommet ; ainsi , Ton aura les coordonnées de G' , en y conservant x et^, et mettant z-^dzklz place de z, parce que x,jr^ z^j^clz sont les coordonnées ^e C. De cette manière^ les coordonnées de C ^ seront
a: + udi + -j- dzcU^
jr + i^dt + ~ dzdi,
2 + efe + wdt -fi- -j- dz dt ;
dz et, en les comparant à celles de M', on en conclura
en extrayant la racine carrée et négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on aura donc
M'C = dz +^dzdt.
Les coordonnées de D' se déduiront de celles de M^ et les coordonnées de G', de celles de C^, en y mettant x + dxetj+djralB, place de x et^ ; par conséquent y la longueur du c6té D'6' se déduira de même de celle du côté WC ; ce cpii donne
donc, en négligeant les deux demiet^ termes, qui
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sont du troisième ordre> la yàleor de D'G^ sera la même que celle de M- C On trouvera de la même manière,' que les QÔtés Â'E' et B'F sont égaux au côté M'C, aux quantités près du troisième ordre ; en sorte que Ton ;iura
WC =^ A'E' = B'F = D'G'.
Si Von changez enjr,etwen^^^ dans la valeur de WC\ elle deviendra celle de M^fi', savoir :
en changeant de même z en a: et u^ en u ^ on aura la valeur de M'A', qui sera
M'A' — dx+ '£da:dt;
et Ton trouvera aussi
M'B' = A'D' = CF' = EG\ M'A' = B'D' = CE' = F'G
Nous voyons donc* que les côtes égaux enire eux dans le parallélépipède primitif, sont encore restes égaux après son changementde forme : le parallélisme de ses côtés est une conséquence de leur égalité; par conséquent y l'élément de volume que nous considérons conserve , à la fin de dt , la forme d'un parallélépipède, mais qui n*est pas rectangle, comme au commencement de cet instant.
On aura le volume de ce parallélépipède obliquan-^ gle, en multipliant Tune de ses faces, par exemple , la face M'A'D'B', par la perpendiculaire CT' abais-
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sée du point C sur cette face ; Taire du parallélogramme M^A^D^B' est égale au produit de sea ^eux, côtés M'A' et M'B' , multiplié par le sinus de l'angle AIVI'B'; et la perpendiculaire GT' se déduit du côté CM', en le multipliant par sinCIVIT'; par conséquent, le volume du nouveau parallélépipède aura pour valeur
M'A' . M'B' . MC . sin ATVTB' . sin CMT'.
Or , les angles A'M'B' et CMT' étaient droits da^s le parallélépipède primitif; chacun d'eux ne peut donc maintenant différer d'un angle droit, que d'une quan« tité infiniment petite; le sinus de chacun de ces angles ne différera donc de l'unité^ que d'un infiniment petit du second ordre; par conséquent , si Ton néglige les infiniment petits du cinquième ordre, il faudra faire sin A'M'B'= i et sin C1VfT'= i , dans le produit précédent ; ce qui le réduit à
M'A' . M'B' . MC
Donc y en mettant pour chacun des facteurs sa valeur précédente^ effectuant la multiplication, et négligeant toujours les infiniment petits du cinquième ordre , ce produit sera
Tel est donc , à la fin du temps t'-i-dt, le volume de l'élément qui était dxdjrdz ^ à la fin du temps t: En même temps, la densité p est devenue p + p^dt; en multipliant donc ce volume par p-jrp'dt, et re-
tranchant du produit la niasse primitive fdx dydz^ on aura la variation de cette masse pendant l'instant dt; et cette variation devant être nulle, il en résultera réquation
, , fdu , dv , dw\
p+p(rr + ^ + -^)=o,
en négligeant les infiniment petits du cinquième ordre, et supprimant ensuite le facteur dt dxdj dz^ commun à tous les termes. Par conséquent, d'après la valeur de p^ du numéro précédent, la quatrième équation du mouvement qu'il s'agissait de former, sera
649* Cette équation appartiendra aux liquides et aux fluides aériformes; mais la quantité p' étant nulle, dans le cas des liquides regardés comme incompressibles , cette équation se partagera en deux autres , savoir :
àu'd}^.dw^_ I W dx'^ dj^ dz~ ^'
En les joignant aux trois équations (3) , on aura un nombre d'équations ^;al à celui des cinq inconnues p,p,tt, i^fWp qu'elles doivent servir à déterminer en fonctions de x^j-^ z, t. Quand le liquide est homogène, la densité p est une constante donnée; ce
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qui réduit les inconnues à quatre , et fait en même temps disparaître la première équation (5).
Relativement aux fluides élastiques , on n a aussi que quatre équations, savoir, les équations (3) et (4); mais alors la densité est liée à la pression; ce qui réduit à une seule les deux inconnues p et p. Si Fou suppose que la température soit la même dans toute la masse du fluide à l'état de repos, les dilatations ou compreGiisions des élémens de ce fluide, qui auront lieu pendant son mouvement, feront varier cette température, et la pression p ne sera plus proportionnelle à la densité p, dans l'état de mouvement, comme elle l'est dans l'état d'équilibre. On verra, dans la suite, comment on peutavoir égard à cette drconatance , dans le cas d'un mouvement très rapide* Maintenant je supposerai qu'il s'agisse d'un mouvement assez lent pour qu'elle n'ait aucune influence sensible ; en sorte que l'expression de p en fimction de p, soit celle qui convient k l'état d'équilibre, savoir (n^ 6a4) f
p:^kf{i -H.afl); (6)
d Résignant la température commune à tous les points^ du fluide , « le coefficient 0,00^75 de la dilatation des gas, et k une constante relative à la matière du fluide que l'on considère.
- 'Lofsque les valeurs de p, p, u, ^, w, auront été 4élttmmées, soit au moyen des cinq équations (3) et (5), soit d'après les cinq équations (3), (4), (6), on en déduira les valeurs de or,^, z, en fonctions de /, et de leurs valeurs initiales a/, 7^, z', au moyen des
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éqaationB (i). Les intégrales de toutes ces équations aux différenoes partielles renfermeront des fonctions arbitraires , qui resteront encore à déterminer, d auprès l'état initial du fluide , et au moyen de certaines conditions relatives à sa surface dont il sera question plus bas.
65o. Quand la tenipérature n'est pas la même dans toute la masse fluide à Torigine du mouvement ^ elle varie ensuite d'un point à un autre, et, pour un même point, d'un instant à l'autre; en sorte que si l'on désigne, au bout du temps t, par 9, la température qui répond aux points dont oc\jr^ z, sont les coordonnées, cette quantité 0 est une fonction inconnue de t, XfjTp Zj et pour la déterminer il faut joindre une nouvelle équation aux précédentes. Cette équation sera différente dans les deux cas d'un liquide et d'un fluide aérifbrme, que nous allons successivement considérer.
i?. Supposons qu'il s'agisse d'un liquide homogène, tel que l'eau, pour fixer les idées. La température 6 variant d*un point à un autre, la densité f variera de même , et sera une fonction déterminée de 6 , que Je représenterai par f^ (^). La quantité f ne sapa plus nulle, et l'équation (4) ne se décomposera plus * dans les deux équations (5). La chaleur spécifique du liquide et la mesure de sa conductibilité seront aussi des fonctions déterminées de 0; mais si Ton suppose qu% la comn^unication de la chaleur ^dans
(*) Pour la forme de cette foDction, voyez le Traité de Pl^-' sique ik M. Biot , tome V'^ chapitre XI.
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rintérienr de^Peait, ait liea comme dans un corp$ solide^ par un rayonûemedt k distance insensible, l'équation rc^latiye au mouvement de la chaleur dans un corps hétérogène, que j'ai trouvée autrefois , s'appliquera à la masse d'eau que nous considérons ; car#Ile fait connaître l'accroissement instantané de température qui a lieu «n un point quelconque d'un <x>rps, dans lequel la chaleur spécifique et la conduor tibilité varient arbitrairement d'un point k un antre j et d'après la manière dont elle a été formée , elle ne dépend pas du mouvement du point matériel que Ton considère, non plus que du mouvement des points circonvoisîns. Ainsi, en appelant 6'dt l'accrois^ sèment de 8 pendant l'instant dû, on aura (^)
éqoation dans laquelle on fera, d'après la formule (3)» ., di , dd , dâ , di
et où g et ^ sont des fonctions tle 0, qui représentent la chaleur spécifique rapportée à l'unité de masse, et la mesure de la conductibilité. Chacune de ces fonctions est censée connue , ainsi que f& , de manière que les équations (3), (4), (7), seront en nombre égal k celui des inconnues 6, /?, u, i^, w, qu'elles renferment. Dans le cas d'un liquide hétérogène , les
(*) Journal de t* École Polytechnique, 19* cahier, page §7.
trms quantités pf gf h, relatives an pOÛHt de sa niasse dont les coordonnées sont Xjjri%^ dépendraient de la températare 0 et de la matière du fluide en ce point, et seraient, par conséquent^ de^ fonctions données de 6 et des coordonnées initiales x' ^y ^ :^ ^ de ce niènie point. ^
qT. Si le fluide que Ton oonsidère est uile masM d'air ou d'un gaz quelconqtie , dont la température S varie d'un point à une autre , et que dans l'état dé mouTement , la pression soit toujours supjposée pro«* Iportionnelle à la densité, comme dans le n* prëcé<^ dent, l'équation (6) aura toujours lieu ; mais l'équa^ tion (7) ne subsistera plus ; <^r elle est fondée sur l'hypothèse que la communication de la chaleur dans l'intérieur du corps se fait par un rayonnement Si distance insêiisible; et, au contraire, la dialeur rayonnante traverse les fluides aériformeft,^ dans de très grandes épaisseurs; en sorte qu'il y a échange de chaleur entre des molécules très éloignées Tune de l'autre. Cette équation devra donc être remplacée par une autre, que l'on joindra aux équations (3j, (4), (6) , afin d'en avoir un nombre égal a celui des inconnues p p p^ ^y Uy i^, w. Dans le problème des vents alises^ par exemple, qui sont produits paroles difierences de température des couches atmosphériques, on formera cette sixième équation de la manière suivante, qu'il nous suffira maintenant d'indiquer.
La quantité de chaleur reçue pendant l'instant dt, par l'élément quelconque dm de la masse fluide, et qu'on peut supposer proportionnelle à dmdt^ se com-
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pose de la chaleur solaire absorbée par dm pendant cet instant dt^ à laquelle il faut d'abord ajouter la chaleur rayonnante que cet élément reçoit, dans ce même instant , d'une partie de la surface de la terre et de la |>artie de l'atmosphère dont la communication avec dm n'est point interrompue par cette surface, et, en outre, la portion de chaleur qui peut être communia quée à dm par les élémens circonvoisins , comme dans les corps solides. £n retranchant de cette somme la quantité de chaleur émise au dehors par l'élément dm^ pendant l'instant dt^ soit par communication, soit par rayonnement à grande distance, on aura l'augmentation instantanée de la chaleur de dm^ que l'on peut représenter par Admdt; A étant un ooeffi*cieut dont je me borne à indiquer l'origine. D'un autre côté, cette «ogmentation de chaleur est égale à g^'didm, en désignant toujours par g et 6W^, la chaleur spécifique rapportée à l'unité de masse , et l'accrcHSsement instantané de température; on aura dooc ^dmdt = g^'dmdt, ou A = gO', pour l'équation demandée , qu'on devra substituer à l'équation (7).
65 1. Avant d'aller plus loin, il y a une remarque importante à faire relativement à l'équation (4).
D'après la manière dont elle a été formée , elle exprime que la masse de l'élément différentiel dm du fluide ne varie pas pendant l'instant dt; mais c'est pour abréger que l'on a considéré le volume de cette partie du fluide comme infiniment petit ; et si l'on divise le volume total en parties de grandeur finie, mais insensible , dont chacune renferme néanmoins un nombre extrêmement grand de molécules, l'é-
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quation (4) exprime réellement que chacune de cei; parties renferme toujours les mêmes molécules^ et que, par conséquent ^ sa masse est invariable. Cest pour cela qu'elle est désignée sous la dénomination inéquation de la continuité du fluide. Or , il existe des mouyemens dans lesquels cette continuité n'a pas lieu, et où. Ton ne doit plus faire usage de l'équation qui s'y rapporte.
Supposons, parexemple, que de l'eau soit contenue dans un cylindre vertical , ouvert à sa partie supérieure. Si l'on échauffe le liquide par en haut, la température seracroissante, et la densité décroissante, en allant du fond à la surface; la masse fluide s'allongera, les couches horizontales se remplaceit>nt successivement , et l'équation de la continuité s'appliquera à ce mouvement. Mais si letiquide est échauffé par en bas , la densité sera croissante , et la température décroissante de bas en haut : à la rigueur, les couches horizontales pourront encore se remplacer successivement; mais un pareil mouvement ne serait pas stable ; et l'observation montre que les molécules d'eau s'élèvent du fond vers la surface , en travelrsant les couches supérieures. Toutes les parties très petites du liquide ne sont pas constamment fondées des mêmes molécules; l'équation (4) n'a donc pas lieu dans ce genre de mouvement; et il est même douteux que les équations (S), fondées sur le principe de l'égalité de pression en tous sens , puissent s'y appliquer; en sorte que, dans l'état actuel de la science, nous n'avons aucun moyen de déterminer le mouvement d'un liquide dont les couches se traversent
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mutaellement, les unes en montant^ les antres en descendant. La même remarque s'applique anx znouvemens verticaux qui peuvent exister dans chaque colonne atmosphérique^ dont les conches ipférieures ^ échauffées par le contact avec la terre , et devenues plus légères^ s'élèvent en traversant les couches supérieures. La détermination di^cesmouve^ m ensy d'un genre différent de ceux qu'on a considérés jusqu'à présent, et leur influence sur les variations diurnes du baromètre, sontdes questions sur lesquelles il importe d'appeler l'attention des géomètres.
65^. Dans les mouvemens des fluides que l'on soumet au calcul , on a coutume de supposer que . les points qui se trouvent , à une époque déterminée, sur une paroi fibce ou mobile, ou qui appartiennent à la surface libre d'^un liquide, demeureront sur cette paroi, on appartiendront à cette surface , pendant toute la durée du mouvement; en sorte que l'on exclut les mouvemens très compliqués dans lesquels des points d'un fluide, après avoir appartenu à sa superficie , rentreraient dans l'intérieur de la masse , ou réciproquement ; et l'on exclut même les cas ou des points ^'un liquide passeraient alternativement de la surface libre à la surface en contact avec une paroi fixe ou mobile. Ces conditions particulières auxquelles on assujettit les mouvemens que l'on considère, s'expriment par les équations suivantes.
Soient toujours x, ^, z, les coordonnées variables d'un point du fluide , et 4^
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ttiOD d'une surface iixe ou mobile qui passe par ce point au bout du temps t, et que nous appelle- S, pour abréger. Désignons aussi par jr',^,»', ^coordonnées initiales du même point, de sorte que X, j-, z, soient des fonctious de t, j:' ff', s*. Si rottsubstitue leurs valeurs dans l'équattoa doatwe, elle se changera eu
V[t,sc',y, s*} = o;
us les points du fluide dont les coordonne»
< tiales satisferont à cette équation , seront ceux qnï
I II bout du temps i, k la surface S;
- coti nt, pour que ces points soient coostam-
t les , dra que la fonctiou F oe
i la U Si donc S est la surface
ou celle a une paroi ixe ou mobile , il £iudn
la fonction /(t, x, j, z) soit îodépendaate
de i , eu y regardant x, j, ;, comme des fonction*
de ces variables; sa différeatielle complète par np-
port à £ devra donc être DuUe ; et d'après la Honnaie
(s), ou aura
pour exprimer la condition ci-des£us éooDcée.
Dans le cas d'noe paroi fixe , la fonction yne reofermera pas.explicitement le temps £; eola représentant par L, de sorte que L = o soit l'équatioo donnée de ^ paroi, l'équation (8) deviendra
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Si Ton désigne par ^ la résultante des vitesses Uf Vj Wy et par a , ^y^^^^les angles qu'elle fait avec les directions des x, jfZ} si l'on appelle aussi a^ b, c , les angles que fait la normale à la paroi avec les mâmes directions , et qu'on fasse
on aura, en même temps,
i^=±s ^cosa, p SS5 ^cosff, fV = ^cosj^, as = ^cosa, ^ = Acosé,^ Œ Acoscj
et, en substituant ces valeurs dans l'équation (9), et supprimant ensuite le facteur commun ^A , elle deviendra
cos A cds a + cos C cos b -f- cos y cos c sr o.
Cette équation (9) signifie donc que k vitesse de diaque point de fluide adjacent à une paroi fixe , est normale à cette surface ; et , en effet , c'est la condi-* tion nécessaire et suffisante pour que ce point ne se détache pas de la paroi, et ne fasse que glisser sur sa surface.
A la surface libre d'un liquide, la pression p est, en général , une quantité constante ^ mais elle pour* rait dépendre de ^ et être seulement indépendante de Xfff Zf si la pression extérieure, commune à tous les points de cette surface, variait avec le temps; en la désignant par T, l'équation de la sur£iioe libre sera donc p — T = o ; et en mettant p — T à la
pUoe dcy^ans rëquatioa (8) on aura
dt ^^ dx^^ 4r^ dz dt ^ v"o^;
pour réquation qui aura Heu en même temps que p — T =«: o, ou en même temps que Téquation difierentielle de la sur&ce libre , qui a été donnée dans le n* 647.
Nous ferons remarquer que les équations (8) , (g) , (10) auront encore lieu , sans erreur sensible, lorsque les points d» fluide ne s'écarteront de sa superficie , que de quantités insensibles. Par conséquent , si Ton considère , comme dans le numéro précédent , une portion du fluide dont les dimensions soient de grandeur finie , mais insensibles, et qui contienne néanmoins un nombre immense de molécules , et si l'on suppose qu'une partie de sa surface appartienne à celle du fluide, à une époque déterminée, ces équations exprimeront, en réalité, que cela aura lieu pendant toute la durée du monyemient. Cette partie commune aux deux surfaces, pourra, d'ailleurs, varier en étendue dans des rapports quelconques ; €t la petite portion dé fluide dont il s'agit, en se dé* plaçant à la superficie du fluide, pourra s'étendre ou se rétrécir sans que son volume change dans le cas d*un liquide , ou sa masse dans le cas d'un fluide cpielconque. Ainsi , par exemple, lorsqu'un liquide pesant oscille dans un vase ouvert à sa partie supé* rieure , l'étendue de sa surface libre et celle de sa surface de contact avec les parois du vase varient pendant le mouvement , de sorte que le nombre des
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points matériels du liquide, qui soatsituÀ à l'une ou Tautre de ces deux surfaces , n'est pas constamment le même ; mais les équations (9) et (10) peuvent avoir lieu néanmoins, si l'on considère qu'elles ne répondent pas seulement à des points isolés , mais qu'elles se rapportent à de petites portions du liquide , de grandeur insensible et de forme variable.
Ces équations particulières que Lagrange a introduites dans la théorie des fluides, concourront , dans chaque cas, avec l'état «initial du système, à déterminer les fonctions arbitraires qui seront contenues dans les équations du mouvement.
653. Dans un cas très étendu, on peut réduire les trois équations (3) su une équation aux différences partielles du premier ordre , et faire dépendre d'une seule quantité, les trois inconnues 1^ , i^ , fv. Ce cas a lieu , lorsque la formule udx -f- \fdjr + wdz est une différentielle exacte d'une fonction àe œ^ jr^ z^ regardées comme des variables indépendantes, et que le fluide dont on s'occupe est homogène et partout à la même température, dans son état d'équilibre.
Soit alors •
udx 4- vdjr + wdz = rfnp;
^ désignant une fonction inconnue des quatre variables ^, X y j^ z, mais la différentielle d^ étant prise seulement par rapporta x^j^ z, de sorte quon ait
d^ dp dp f \
D'après la nature des forces X, Y, Z, qui provien-
nent toujours d attractions ou de répulsions , dont les centres sont des points fixes ou mobiles, ou les points mêmes du fluide , on a aussi
Xdx + Y^r + Zife = dv,
eif par conséquent,
V étant une fonction de ^, ^^Jt^t qui n'est diffé* rentiée que par rapport à x, ^ , z. Dans le cas d'un fluide élastique dont la densité est constante à 1 état
de rapos, l'int^rale \ ^ sraprimera par un logarithme f si Ton suppose que la loi de Mariotte ait encore lieu à l'état de mouyement; si Ton tient compte des variations de température qui accompagnent celles de la densité pendant le mouvement, cette intégrale sçra une autre fonction de /? ; et ,dans le cas
jd'un liquide homogène, elle se réduira à ~/i, abs-*
traction ^ite de la constante arbitraire. Pour comprendre tous ces cas en un seul, je ferai
il en résultera
\dp d9 i dp dP i dp d? f dx dx' f dj djr^ f Iz ''^ dz'
et au moyen de ces valeurs et des précédentes , les
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équations (3) deviendroDt
dP dV d"^ dp dV dp ^p dp d^p
dx dx dxdt dx dx^ djr dx^ "" S dxdz •
d9 rfV d^p dp é^ dp d^p dp d^p
t^ ^ djdt dx djrdx Ify djr^ dz djrdz^
dP dY d^p dp d^p dp d^p dp d^p
dz ^^ dz dzdi dx dzdx djr dzdjr dz dz*
Je les ajoute après les avoir multipliées ^psœdXf djr , €&; il vient
dP:=dV'^d.
^•H-'-cay+cD+S)"]'
et tous les termes de cette équation étant des différentielles exactes à trois variables x, ^^ z, on en déduit immédiatement
La constante arbitraire qu'on, devrait ajouter dans cette intégration , peut être censée contenue dans la quantité inconnue ^ 9 et Ton peut regarder les inté^ grales Y et P comme des quantité entièrement dé*termînées.
Cette équation , qui remplacera les trois équations (3) , fera connaître la valeur de p, quand ceUe de p sera déterminée; les équations (a) détermineront aussi les trois inconnues u, 9^ iv; et quant à la va« leur de ^, elle se déduira de Téquation (4)^ qui devient
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, dp dp dp
di^ dx ^ ^T^ ^ ^bT — ^- t^/
Dans le cas dun fluide incompressible , cette équation se réduira à
dans le cas d'un fluide aériforme, on y mettra pour p sa valeur en fonction de p, et pour p sa valeur tirée de réquation (b).
654* Pour que la formule uda: -f- vdjr -f- wdz soît une difiërentielle exacte pendant toute la durée du mouvement , il faut qu'elle le soit à l'origine , et que les valeurs initiales de li, ^$ Wj qui sont données arbitrairement en fonctions àe x^ jr^ z^ satisfassent aux conditions d'intégrabilité. Réciproquement , on admet qu'il sufiit que cette formule soit une diffé-* rentielle exacte relativement à une valeur déterminée de t , pour qu'elle le soit aussi pour toutes les valeurs de cette quantité; mais cette proposition n'a pas toute la généralité qu'on lui suppose. Voici comment on la démontre.
Soit t, une valeur particulière de t; supposons que' pour celte valeur on ait
udx + i^djr + wdz = d^^;
(p^ étant une fonction de x , ^ , z> Si l'on désigne par i un intervalle de temps infiniment petit, et que le temps t devienne ^y + €, les quantités u, v, w, varîeronl aussi; et en supposant que leurs exprès-
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sions en fonctions de t soient développables suivant les puissances de £ , on aura
et , par conséquent ,
en désignant par w^, i^y , Wf » des fonctions àeœ^y^ z. Pour avoir les valeurs des différences partielles
dî^ di^ 1i^ ^^^ entrent dans les équations (5) , il
faudra différentier ces valeurs de w , i^, ïv, par rapport à é ; ce qui donne - *
du dv dw
En les substituant avec celles de 2/, p^ îv, et de leurs différences partielles relatives à x, y^ z, dans ces équations, et supprimant ensuite les termes multipliés par i , il vient
1 ^_x — tt ^' ^' — ^^ f^. ^^
f dx ' dx d[r* dy dxdjr dz dxdz *
i^dp Y ^ d^, £p, ^ £V, _ d^, d^
f djr ' dx drdx djr djr* dz djrdz ^
i -^ = Z TV — — ' ^^ ^ ^^ — ' — ' •
m dz ' dx dzdx djr dzdjr dz dz^ '
d^où l'on tire y d'après les notations précédentes,
ujdx + s^^djr + wjdz
=rfV-.F-l.*.[(0+(|;)+ (*)■],
et d'où il résulte que la q«aatité (ujdj>^^efy'^+w,dz)€, dont s'accroît la formule udsc -f- vdjT'^wdz pendant le temps € , sera une différentielle exacte. Par conséquent, cette formule sera une dtfierentieHe exacte au bout du temps ^^ + ^9 puisqu'on suppose qu'elle Test au bout du temps tj\ elle le sera au bout du temps ^^+ 3a 9 puit»qu!elle l'est au bout du temps t^^%; et ainsi de suite. Et comme on peut prendre é positif ou négatif, on en conclut que cette formule udx + vdjr + wdz est une différentielle exacte pour toutes les^ valeurs de ^ , si l'on s'est assuré qu'elle le soit pour telle valeur qu'on voudra de cette variole.
Mais cette démonstration suppose que les valeurs de Uy ^, Wj qui répondent k t -^ $, peuvent se développer suivant les puissances de £, ou, ce qui revient au même, elle suppose que les expressions de 1^ , i^, TV , en fonctions de ^ , satisfont aux équa* tiolis du problème et à toutes celles qui s'ed déduisent par des différentiations relatives à f. Or, cela n'a pas toujours lieu à l'égard des expressions de Uy sf ^ w , en séries d'exponentielles et de sinus ou cosini|s , dont les exposans et les arcs sont proportionnels à ^ ; et la démonstration étant eadéâiat, la proposition peut aussi étrei^ ^^ ^U^ ^st effectivement en défaut, dans certains cas dont j'ai rencontré des exemples. Dans chaque problème, les expressions de tt , p , w , dont il s'agit ,. satîisfont aux équations relatives à la masse et à la surface du fluide en mouvement; en y déterminant convenablement les coefficiens des exponentielles et des
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s\nas ou cosinus , elles re{>rësenteiit Tëtat initial et donné d^ toiis les points du fluide ; et si les séries qui en résultent sont d'ailleurs convei^entes , cela suffit pour qu'elles renferment la solution de la question , quoiqu'un de leurs càriictèrefif piarticuliers soit de ne pas toujours satisfaire aux équations qui se dédinsen^ de celles du lâOuveimM^ ptfr èè ti6ti-^ irelles diAirentiations.
655. La eodBtioii d'itrt^pMd[>ilité de h formule iidâo*^¥d)i^^U^ ù^af pâH lieu dafus le itaouyemeirt d'un fluide qui tourne , sans cbanger de fbrme, ^xa^ tour d'un axe fixe. En effet , les composantes de la vitesse d'un point quelconque sont alors les mêmes que dans le cas d'un corps solide ; en prenant donc l'axe fixe pour celui des z , et désignant par œ la vitesse angulaire de rotation, on aura (n* 387)
d'où il résulte
udx'^ i^djr + wdu ^=: (D (xdjr -^ jrdbc) ;
quantité qui n'est point une différentielle exacte, puisque le Êicteur o» est indépendant des coordonnées xet^-.
Il en résulte que pour déterminer la pression p en un point quelconque, il faudra recourir, dans cet exemple , aux équations (3). Or, en y mettai|t les valeurs de u, i^, w, et considérant o comme une quantité constante par rapport ht, aussi bien que par rapport à x, /, z, il vient
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d'où l'on tire
^dp= Xdûo + ^djr + Zdz + œ^{pcdx + T'rf^) ;
équation qui coïncide avec celle qu'on a trouvée dans le n* 589, par la considération de l'équilibre des forces données qui agissent sur tous les points du fluide 9 et de leurs forces centrifuges résultant de son mouvement de rotation.
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CHAPITRE II
DE LA PROPAGAnOIf DU SON.
656. II n entre pas dans le plan de cet ouvrage, de faire connaître les résultats nombreux qui ont été déduits des équations générales du mouvement des fluides quV)n vient de donner ; je me contenterai d'indiquer les ouvrages dans lesquels on peut les trouver. Dans lechapitre suivant, jedéterminerai le mouvement d'un fluide qui s'écoule dans un vase, d'après une hypothèse particulière et approximative, générale-» ment sufiisante pour la pratique ; et , dans celui-ci ,. je prendrai pour exemples de Tapplication des équa-> tiens générales, les cas les plus simples de la théorie du son.
i"". On trouvera, dans les tomes II et V de la Mécanique céleste^ tout ce qui est connu jusqu'à présent sur les oscillations de la mer et de l'atmosphère , produites par les attractions de la lune et du soleil.
2°. Le tome II de la Mécanique analytique renferme la détermination, par le moyen de séries conyergentes , du mouvement d'un liquide pesant , soit dans un canal très étroit, soit dans un vase très profond.
3*. Relativement aux oscillations de ce liquide dans un vase d'une profondeur quelconque, je
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renverrai au Mémoire qae j'aî inséré^ sur ce sujet,
dans le tome XIX du Journal de M. Gergonne.
4^« Pour le problème de la propagation des ondes à la surface et daii^ l'iiit^rieur 4'qn9 eau stagnante , je renverrai de même à mon Mémoire inséré dans le tome P' de l'Académie des Sdonoes.
5^. Sur l'écoulement des fluides élastiques dans les vases çt dans )e3 tifyauiCi op p^fft ppns^ller )ç Jlfçmoire dç M. N^yier, qiji fs^it partie dn tpjpe IX f}^ cette Ac^émie.
(3*. (Infin f pour tout ce qui concerna h thépfip d^ son, et, gi^néralepa^nt , la propfigation du oiouveipen^ d^ns un milieu élastique pu daus plusieurs mî- \ lieux superposés, j'indiquerai les Mémpirç^ que j'ai écrits sur ce sujet , et qui fopt partie du i4* ei^bi^i* ^Vk Journal if$ VÉcqle Polj technique , et des tpmQS II et X de rAc£(démi§ des Science^.
; 657* Pour donner une application des équfitiQU3 générales, considérons un fluide élastique homogène f don^ U t^uipérature et la di^nsité soient partout les mênies dans son état d'équilibre, et qu'on ait écarté un tant soit peu de cet état, de sort^ que pepdant tout le luouvement qui en trésultera, )es vitesses de sçs dif-* férens points soient très petites , et les condensations ou dilatations dpnt eU^ seropt accompagnées soient aussi de très petites fractipns. l^us négligerons, en conséquence , les carrés et les produits de ces quantités ; ce qui réduira les équations du mouvement à la forme linéaire, et permettra d'en obtenir les intégralesr sous fornie finie. Nous ferons aussi le$ forces X^ Y, Z, égales à zéro, afin que la densité du fluide.
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dans rétat d'équilibre 9 soit constante , comme nous le supposons.
Soit D cette densité ; p étant celle qui a lieu dans l'état de mouvement, au bout du temps t et au point dont les coordonnées sont âf ,^, z, on aura
en désignant par s une fraction positive ou négative , qu'on suppose très petite. Soient aussi h et gmh la hauteur et la pression barométriques qui répondent à la densité D ; g représentant la gravité, et m la densité du mercure. Dans l'état de mouvement, la pres-*sion p, qui répond à la densité p, serait gmh{i+ s), d'après la loi de Mariotte , si la température du fluide était invariable ; mais , à raison de la condensation positive ou négative s , la température augmente ou diminue; et si le mouvement est assez rapide pour que le fluide n'ait pas le temps de revenir à sa température primitive, la pression variera dans un plus grand rapport que la densité. Nous suppose* rons donc qu'on ait, en général,
p = gmh (i + s + tr);
tr désignant une quantité de même signe que j, et qui en est une certaine fonction. A cause de la petitesse àeSjOn peut supposer cette quantité tr propor^ tionnelle à ^,. et faire
C étant un coefficient positif et indépendant de s^ Au moyen de ces valeurs, on aura
dp 5= gmh{i -I- C)ds}
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et il en résultera
/^ = «Mog(H-/),
en^ supposant que l'intégrale s'évanouisse avec s , et faisant, pour abréger,
gmh(i +g) ^.
Si Ton néglige le carré de s et qu'on prenne cette intégrale pour la valeur de la quantité P comprise dans réquation (b) du n"" 653 , on aura
en négligeant aussi les carrés des vitesses -r-f^^ -j-y
et supprimant le terme V qui provient des forces X^ Y, Z, cette équation {Jb) deviendra
et en la joignant aux équations (a), savoir,
d^ d0 dû , .
ces quatre équations feront connaître la condensation, la grandeur et la direction de la vitesse du fluide, au bout du temps t et au point dont les coordonnées sont x^jr^z^ lorsque la foqction ^ aura été déterminée en fonction de x^ jr^z^t.
Si les déplacemens des points du fluide sont aussi supposés très petits, c'est-à-dire, si les points du fluide ne font que de trèfpetites oscillations, et n'ont pas un mouvement commun de translation ou de
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rotation^ les ' variables oc^ y ^ z, différeront très peu des coordonnées initiales x' , y, z' ,du, point auquel elles répondent; on pourra les regarder comme égales a x' ,y, :^ , en intégrant les valeurs de udt , ^fdt y wdt / pour en déduire, à un instant quelconque , les déplacemens de ce point suivant les trois axes des coordonnées; et alors, on aura
ûc — a:'z=fud£, J^'^y =^/^cU, Z'-^:^^zJi^dt}
les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent quand 1=0.
Quant à la quantité ^, pour obtenir Téquation dont elle dépend , je mets D (i + •^) ^ 1^ place de f dans J/équation (c) du numéro cité; et en négligeant les
produits de ^ et de ^, ^, "X« ^'^ vient
■ dt'^ dX*'^ djr-^ dT- — ^^
ou bien, en substituant pour s sa valeur précédente.
Ces équations (i}^ f 2), (3) , sont celles de la théorie du son dans un air dont la température et la densité sont constantes. Elles supposent que la formule mix -f- çdjr -f- wdz soit une différentielle exacte ; ce qui a lieu, effectivement, dans les deux cas particuliers auxquels nous allons les appliquer.
658. Supposons, d'abord, que l'air soit contenu dans un tuyau cylindrique , . et que ses points se
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meuvent paraUèlement à Faxe^ qui sera horieoiiUl , afîa que la pesantear ne fiisse pas varier la denaite* En prenant l'axe des a: dans cette direction 9 on aura (;s=:oetfvs=so;la quantité (p ne sera fonction que de or et t; etTéquation (5) se réduira à
On en déduira les mêmes conséquences que de l'équation (i) du n^ 494 y relative aux vibrations longitudinales d'une verge élastique. Quand le tuyau se prolongera indéfiniment , a sera la vitesse de la propagation du son suivant sa longueur; quand il sera terminé p et d'une longueur / , le nombre des vibrations du fluide^ dans l'unité de temps, correspondant au son le plus grave, sera en raison inverse de /; quand le ton s'élèvera , ce nombre croîtra dans le même rapport que celui des nœuds de vibrations; et en désignant par X la distance comprise entre deux nœuds consécutifs , et par n le nombre correspondant des vibrations, on aura
En ces points, la vitesse des molécules dWest nulle, et la condensation s ne l'est pas ; il j a, au contraiie^ d^autres points où cette condensation est aéro, et oà le fluide est en mouvement. Les distances qui sépan rent ces autres points sont les mêmes que pour les premiers, comme on peut le vqir par les formules do vf^ 49^- Ik jouissent d'une propriété qui sert à les déterminer par l'expérience, et qui n'appartient qu'a
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eux. Si Ton fait une oaverture à la paroi da tuyau en l'un de ces poiats où la condensation est nulle p et qu'on établisse la communication avec l'air extérieur , le mouvement du fluide intérieur n'est aucil^ nement changé j non plus qiw le ton qu'il fait entendre. En prenant pour A Ta distance de deux de ces points consécutifs, et pour n le nombre correspondant au ton observé , l'équation précédente fera connaître la valeur de a, et par suite celle de la quantité €, contenue dans l'expression de cette vitesse, li'usagei pour cet objet, du ton élevé qui répdndà une partie aliquote de /, est préférable à celui dq ton fondamental , qui peut être influencé par le mode d'insufilation du tuyau et par les circonstances relatives à l'embouchure. C'est de cette manière que M. Dulong a déterminé, pour l'air et difierens gaz, les valeurs de Ja quantité y du n* 637; laquelle quantité est égale à i -f-f , comme on le verra tout a l'heure.
65g. Pour second exemple , je supposerai que la masse d'air s'étende indéflniment en tous s^ns , et qu'elle' soit ébranlée semblablement , suivant toutes les directions, autour d'un point fixe que je prendrai pour origine des coordonnées. Si l'on appelle r, au bout du temps t , le rayon vecteur du point qui ré- v^
pond à X, ^, z, et Ç sa vitesse, elle sera dirigée suivant ce rayon, et sa grandeur sera une fonction de r et ^, ainsi que la condensation s; car il est évident que tout doit être symétrique autour dq l'origine des coordonnées, pendant toute la durée du mouvement. On aura
et à cause de
a:* -\- y^ ~\- z* := r* , ,sc(fx -^ j-dx + zdz ^^ rdr ;
il en résultera
mîx + *^^ + 't'rfs ^ Çrfr ;
ea sorte que cette formule sera la différentielle exacte d'aofi fonctïoD de r et t. Cette fonction étant li quantité (p, déterminée par l'équation (5), on aura
pour la résultante des vitesses u, v, w.
En la diffërectiant par rapport â x^, jr, aus^i
dt
_dt jr ' dr r'
dp df t
en différentiant ane seconde fois, il vient
df r-
dz-~
et, d'après ces valeurs , l'équation (3) devient
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ou ^ ce qai est la même chose ,
Son intégrale complète est (n* 4^4)
rç = f(r + or) + F(r — at)î
/ et F désignant les deux fonctions arbitraires. Si donc on fait
pour une rariable quelconque z , on déduira de cette intégrale
-^[yC'-H-««) + F('— «<)]» ^ (5)
et ces formules feront connaître la vitesse et la condensation en un point et à un instant quelconques , après qu'on aura déterminé les fonctionsy*et f pour toutes les valeurs de r^at^ qui est une variable positive, et lies fonctions F et F' pour toutes les valeurs positives ou négatives de r — at.
660. Tout étant semblable, par hypothèse, autour de Forigine des coordonnées, il faut que le centre de Fébranlement du fluide demeure immobile pendant toute la durée du mouvement ;. il est donc nécessaire que la première formule (5) s'évanouisse avec r; ce
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qui exige qae quand ce rajoû est iufliiiitteMit petit , ou ait
f{r + a^) H- F(r — at) es Tr, f{r 4- a<) -f- V(r — o^) î* Tj
T daignant une fonction inconnue de t. En fisiisant le rayon r tout-à-fait nul dans la première de ces équatioDi^ M dan& du différeMieUe pw mpporl kat^
a dt
et mettant z au lieu de ^ , on aura donc
mais seulement piour les yalem^ positire^ de z. Ces ëquattions feront connaître les valeurs de F ( — z) et P'( — s)^ tf après ceHe ài^fz et fz j en sorte qu'il ne restera plus qu'à déterminer les valeurs de fz , fz , ¥z, ¥'z, pour toutes les valeurs positives de z.
Pottr eela, scâeirt -Ir et - "Fr les valeurs initiales
de Ç' et s.p de sorte que ^r et 'f^r désignent des foncliotis dctnnées depuis r=o jusqu'à r=soo ^ dont la première devra être nulle pour r=i^, et qui sont toutes deux de certlaines vitesses. En Êasant t;szo, dans les équations (5) , nous aurons
d.^fr d.^Fr
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d'où l'on tire
Fr— /r =*.#• + cj S
en repràentant par 6 et c deux constantes arbitraires, et faisant
f^rdr =a 4t''> frlrnlr = ♦.r:
on pourra supposer qoe ces deux int^pl^s s'éyanonissent pour telle valeur qu'on voudra dé r; nous prendrons tout à l'heure r = oo pour cette valeur.
Si Ton a seulement égard aux constantes b et c, les écjuations précédentes donneront
Fr =r i*r H- f c, F'r s» itfj oa en oondot
/(r -f- a«> = i6(r + «<) - i«î, /(r -f- a<) = ié;
pour r'^tUf on aura ansBt
F(r — <tf) a= ifr(r — <K) 4- ic, F'(r-«0 = i*î |K»u- r < a<, on «BFa
/(at — r) == ift(a< — r) — \c,
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et en vertu des équations (6) il en résultera
¥(r — at) ^\b(r -^ at) + ic,
comme dans le cas de r > at. Or, en substituant ces différentes valeurs dans les formules (5), on trouvera qu'elles se réduisent à zéro ; de sorte que les deux constantes arbitraires b et a disparaissent des expressions de ^ et s.
En en faisant donc abstraction y et mettant z au lieu de i4lans les équations (7) et dans leurs différentielleS, il vient
pour les valeurs qui restaient à trouver.
Les formules (5) ne contiendront plus rien d'inconnu, et renfermeront, par conséquent, la solution complète du problème. On peut remarquer que rien , dans la question , ne pourrait servir à déterminer les valeurs de /*( — z) , dont les formules (5) n'exigent pas la connaissance.
66 1. Voici maintenant les conséquences relatives à la théorie du son , qui se déduisent de ces formules.
Soit € le rayon de l'ébranlement primitif, en sorte que 4^ ^^ '^^ aient des valeurs données arbitrairement depuis r = o jusqu'à r = €, et soient zéro depuis r= £ jusqu'à r=oo • Les intégrales %[/,r et i^ir seront des quantités constantes pour toutes les
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valeurs de z qui surpassent t\ et comme on les suppose nulles pour r = 00 , elles le seront aussi depuis r:=z e jusqu'à r = 00 .
Cela posé , si Ton considère d'abord un point du fluide compris dans 1 étendue de Tébranlement primitif, on aura r<^€. Tant que t sera moindre que
, les valeurs de f{r+ al) et y'(r-4— a/) ne seront
pas nulles^ et on les déduira des équations (8;; il en sera de même à Tégarddes valeurs de F(r — at) et ¥^(r — at),
tant qu'on aura ^ <C -; quand t surpassera -, cellesci se déduiront de celles de /'(at — r) et fX^^ — 0 » au moj^en des équations (6) 3 enfin , quand le temps t
sera devenu plus grand que , tous les termes
des formules (5) seront nuls, et tous les points contenus dans Tétcndue de l'ébranlement primitif seront revenus à l'état de repos. Ainsi, pour tous les points compris dans la sphère dont le rajMi est €, la durée du mouvement décroîtra, du centre
à la surface, entre les limites - et -^,
En dehors de l'ébranlement primitif, on aura r^at^é'y ce qui fera disparaître /(r-^ at} et /''{r + at) des formules (5), et les réduira à
quand on a r"^ at , ou bien , en vertu des équa-
7oG TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
lions (6) , à
lorsqu'on a at^ r. Les valeurs des quantités comprises dans ces expressions de ^ et ^ seront données par les foimules (8); elles seront nulles tant qu'on aura r'^ at-^ê ^ elle redeviendront dès qu'on aura r'^at — 6 ; d'où l'on conclut que le son se propagera à l'air libre avec la même vitesse a que dans rinlérieur d'un tuyau cylindrique; que le mouvement de chaque molécule d'air subsistera pendant un
intervalle de temps égal à -^ , et que la largeur de
l'onde sonore sera égale au diamètre ae de l'ébranlement primitif.
A une grande distance du centre de cet ébranlemtnt , on pourra négliger les seconds termes des valeurs de Ç, qui sont divisés par r*, par rapport aux premiers qui ne le sont que par r; on aura alors, pendant toute la durée du mouvement ,
comme dans le n' 497f o^ ^ représentait la dilatation au lieu de la condensation. La vitesse propre des molécules d'air décroîtra alors en raison inverse de r. On suppose l'intensité du son proportionnelle au carré de cette vitesse; en sorte qu'à une grande distance du lieu de l'ébranlement primitif, elle décroîtra en rai*
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son inverse du carré de cette distance; ce qui parait con forme a rexpërîtnce.
Ces résultats ont encore lieu^ lorsque 1 ébranlement n'est pas le même en tous sens. A une distance considérable par rapport à son diamètre^y la vitesse du son est uniforme et égale à la constante a y les ondes ont une forme à peu près spfaérique, et, suivant la direction de chaque rayon, Tintensité du son varie en raison inverse du carré de la distance , quelle que soit , d'ailleurs, sa variation en passant d'un rayon à un autre. Cette intensité décroît aussi avec la den-* site du milieu où le son est prdduit; en sorte que, par exemple, elle diminue à mesure qu'on approche dû sommet d'une haute montagne. En considérant la propagation du son dans un air composé de couches de différentes densités, on trouve qu'à distance égale, son intensité ne dépend que de la densité au lieu de l'ébranlement primitif; d'où il résulte qu'une personne placée dans un ballon, doit entendre le bruit qu'on fait a la surface de la terre, comme si elle était à cette surface; tandis que le bruit qu'elle ferait serait entendu, à celte surface, comme si l'on était dans la couche atmosphérique où se trouve l'aérostat.
Si l'intensité du son dépend de la grandeur des vitesses des molécules d'air qui frappent l'organe de l'ouïe, si l'élévation du ton est réglée sur le nombre fdeces coups dans un même temps, c est-à-dire, sur la répétition plus ou moins fréquente des vibrations de l'air, on peut se demander ce qui fait la diflërence d'une sjUabe à une autre, chantées avec une même force et sur un même ton. Selon Euler, cette diffé-
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rence doit être attribuée à la forme de la fonctton qui exprime la loi des vitesses^ successives de Tair pendant chaque vibration ; de manière que Tor-^ gane de la voix aurait la faculté de donner à cette fonction la forme convenable, et l'organe de Touîe, la faculté d'en apprécier les formes diverses.
662. Sans que la forme de Téquation (4) soit changée, on peut transporter lorigine des coordonnées en d'autres points du fluide. D'après cela, si l'on désigne par r^, /;^, r^^^, etc., les rayons vecteurs d'un même point, comptés de ces diverses origines, et $i Ton suppose successivement que (p soit fonction de t et de chacun de ces rayons, on satisfera à l'équation (4) au moyen de la valeur de ^ du n** ôSg, et des valeurs qui s'en déduisent, en y mettant r^ , r^/, r^^^ , etc. , au lieu de r, et changeant à chaque fois les fonctions arbitraires. A cause de la forme linéaire de cette équation , on y satisfera donc aussi en prenant pour (p la somme de toutes ces valeurs particulières; ce qui donne
etc.
Or, on conclura de cette formule , que si l'air est ébranlé simultanément autour de chacune des on*
gines de r, r^, r^^, etc., la condensation -7- en un
point et à un instant quelconques, qui sera toujoura
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donnée par l'équation (i), aura pour valeur la somme des condensations qui auraient lieu en vertu de tous ces ébranlemens isolés. De plus , en vertu des équations (2) y les composantes de la vitesse au bout du temps ty et en un point M, dont x y jy Zy sont les coordonnées par rapporta Forîgi ne de r, auront pour expressions •
^ ~ di~Trdx dF^dx'^ dr^H'^^^'' ~ dr^ dr dj ^ dr, djr ^ dr^ dj -*-«'C'r'
fV
à^ _ ^ dr d^ dr^ dp dj;^ .
dz ~ dr dz^ dr, dz ^ dr^ dj "*^ *^*^* '
les dififérences partielles ^, —, ^, etc., étant
prises en regardant r, r^, r,^, etc. , comme des variables indépendantes. Mais, si Ton appelle x^y jr^y z^y les coordonnées de M rapportées à l'origine de r^ et à des axes parallèles à ceux des Xyj y z, ces coordonnées or^, j^y z^y ne différeront de Xyjy z, que d'une quantité constante ; de sorte que Ton aura
dr dr X dr dr y dr dr z
Ax dx, r, * dy djr^ r, ' dz dz^ r^ *
on aura de même
1 ^ — fs ^ ^ Ij! f^_i-
dx — r/ djr— r/ dz — r/
en désignant par ^^^ , jr^^ , z^^ , les coordonnées du • même point, dont Forigine^st celle' de r,^; et ainsi ^. de suite. Les formules précédentes deviendront donc
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u = -;—+/ -^ + :r — -h eic. ,
dr r dr, r dr.. r ^
~ dr r ^ drr'^ di^ r ^ ^^^' '
^i^.^f/4. El tiL ^ etc. •
dr r *^ dr. r dr. r„ *^ ' '
it
U'où l'on conclut que la résultante de ^^, t^, tv, sera la même que celle des vitesses -g-, ^ , ^, etc., dirigées suivant les rayons vecteurs r,r^, i)^ , etc. , et , ' par conséquent, en vertu de la formule (9), la même, en grandeur et en direction, que si tous les ébranlemens autour des centres de ces rayons avaient lieu isolément; ce qui s'accorde avec le principe de la superposition des petits mouvemcns.
663. Cette formule (9) servira aussi à détermitier la réflexion du son sur un plan fixe.
Pour cela , supposons que la masse d'air soit terminée par un plan fixe AB (fig. 55), et que Tébranlement primitif ait eu lieu autour du point C, origine du rayon vecteur r, et ne se soit pas étendu jusqu'au planAB. De ce point, abaissons la perpendiculaire CD sur ce plan ; prolongeons-la d'une quantité DC^ , ëgalc à CD; supposons que C^ soit l'origine de r^; et prenons la droite CDC^ pour axe des x et des x^. En appelant h la longueur de CD, on aura x = h et x^ = — h, pour tous les points du plan AB; pour ces valeurs de x etx^, il faudra donc que la vitesse u, perpendiculaire h ce plan, soit constamment nulle (n* 652). Or, on satisflfra à cette condition et a Téfat initial du fluide, en prenant pour cp la formule (9)
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réduite à ses deux jiremiers termes, savoir :
et déterminant convenablement les fonctions arbifraires/, F,/, F,.
En effet, on déterminera les deux premières , comme précédemment , d'après letat initial du fluide autour du point C; les points qui répondent à r,^//, n appartenant pas au fluide , on pourra donner telle valeur qu on voudra à chacune des fonctions y^r^ et F/^ sans altérer cet état initial; on pourra donc prendre pour les fonctions indiquées par^J, et F^ les mêmes fonctions qu*on aura trouvées pour celles dont les indices sont y et F j la formule précédente deviendra alors
et ne renfermera plus rien d'incontiu. De plus, pour tous les points du plan AB ^ on a r^ =: r; on uura
donc ^ ^= T* ^ ®* comme on a aussi pour ces mêmes
points a:=Aetar^ = — A, il en résultera u = o; en sorte que la formule (lo) représentera l'état initial du fluide, et remplira la condition relative aux points adjacens au plan AB; ce qu'il s'agissait d'obtenir.
Soit M le point du fluide dont les rayons vecteurs CM et C^M sont r et r^ ; en vertu des deux parties de
la formule ( lo)^ ce point sera d'akord ébranlé ati bout
d*ua temps égal à -^^^ , et ensuite au bout d'un
temps égal à , en désignant toujours par € le
rayon de l'ébranlement primitif. Le premier mouvement produira le son direct, et le second le son ré^ fléchi. Celui-ci sera le même que si le plan ÂB n'existait pas, et qu'un second ébranlement identique avec celui qui a lieu autour du point C , ait eu lieu simultanément autour du point C^. Il se propagera avec la même vitéfese a que le son direct, et aura l'intensité correspondante à la distance C^M, ou à la ligne brisée CEM, en supposant que E soit le point où le rayon C^M coupe le plan AB. Enfin EF étant la normale à ce plan, les deux parties CE et ME du rayon sonore qui se réfléchit au point E, feront l'angle d'incidence CEF égal à l'angle de réflexion MEF. Ainsi, il résulte de la formule (lo) que les lois de la réflexion du son sur un plan fixe sont exactement les mêmes que celles de la lumière.
664* Comparons maintenant la vitesse a , donnée par la théorie , a celle qui a été déterminée par l'expérience ; et pour cela, voyons d'abord ce que signifie la quantité € contenue dans son expression.
D'après les valeurs de p, />, c, du n® 657, on a
ou plus simplement
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en négligeant le carré de s. Supposons que d soit laugmentation de température qui répond à cette condensation s ; de sorte que la température , qui était 6 dans l'état d'équilibre , devienne 6 + )i ^u bout du temps t , dans Fétat de mouvement. A cet instant, la pression p, la densité p et la températurc 6 + ^9 auront lieu simultanément; d'après réquation (i) du n* 624» on aura donc
en désignant par k un coeiBcient indépendant de la densité et de la température, et par a le coeiBcient OyOoSyS de la dilatation des gaz. Dans l'état d équilibre , on a
p = gmh, p = D, u = o; appliquée à cet état, Téquation précédente sera donc
gmh = X:D(i + a6};
par conséquent, on aura, dans letat de mouvement,
et, en comparant cette valeur de /? à la formule (a), il en résultera
ttH
Or, si Ton suppose les vibrations de Tair assez rapides pour quie la condensation s ait lieu sans aucune perte de chaleur, on pourra mettre ^ et » à la place
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de cT et û> dans Téquation (5) du n^ 636; ce qui
donne
y étant le rapport de la chaleur spécifique de Fair sous une pression constante, à sa chaleur spécifique sous un volume constant.
La valeur de a* du n* 657 deviendra , de cette manière ,
Si Ton appelle A la densité de Tair sous la pression gmk et à la température zéro, on aura (n° 624)
1 +«9' et par conséquent ,
Puisque la quantité y est regardée comme indépendante de la température et de la pression (n* 657), on voit , i**, que la vitesse a croîtra avec la température 6 dans le rapport de v/i + afl à lunité; 2°. qu'elle ne variera pas avec les hauteurs barométriques, puisque A et A croissent en même temps et dans le même rapport. Les académiciens Français envoyés au Pérou , pour la mesure d'un arc du méridien, ont, en efiet, trouvé à peu près la même vitesse du son à Quito, où la pression barométrique n'était pas tout-à-fait de o",55, qu'à Paris, où elle s'élève à 0^,76. L'état hygrométrique de l'air doit influer un peu sur
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la valeur de a: la densité diminuant, toutes choses d'ailleurs égales, à mesure que l'air contient une plus grande quantité de vapeur, la vitesse a augmentera avec le degré d'humidité; mais d'après les données du n'63i , à la température de i8%75, par exemple, la densité de l'air sec excède à peine de -^ , celle de 1 air chargé du maximum de vapeur; ce qui ne fait qu'une variation de -^ pour la vitesse du son dans ces deux états extrêmes de l'hygromètre.
Dans l'expérience la plus récente que l'on a faite sur la vitesse du son, les commissaires du Bureau des Longitudes ont trouvé
en prenant la seconde pour unité , et la température de l'air étant i5',9 du thermomètre centigrade. Or, si l'on fait dans la formule (6)
on en déduit
ce qui diffère peu du résultat de robser\'ation. En prenant (n* 637) ,
y = 1,421, et conservant toutes les autres données , on trouve
a = 342^,69, dont la différence avec l'observation est en sens cou-*
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traire de la précédente , et toujours très petite. Sr l'on se sert de la vitesse observée, pour déterminer la valeur de y au moyen de la formule
on obtient, d'après les données précédentes,
665. Il ne faut pas perdre de vue, en comparant cette dernière valeur de 5^ à celle qui la précède ,^ qu elles supposent Tune et lautre la dilatation ou la condensation de Tair assez rapide pour que la quantité de chaleur du fluide n'ait pas le temps de varier sensiblement. Or, dans la propagation du son à l'air libre, d'où l'on a déduit la valeur 7=1 ,4061, il est possible que la chaleur s'échappe ou revienne plus facilement sous forme rayonnante, que dans le son produit par l'air renferhié dans un tube , dont la considération a donné l'autre valeur y == i,4^ï, et où la quantité de chaleur de chaque couche d'air ne peut guère varier que par le conlact avec les parois du tube. Cette remarque pourrait expliquer la différence des deux résultats, et porterait à penser que la plus gi*ande valeur de y est la plus exacte.
En n'ayant point égard à cette quantité, la vitesse
du son, réduite a y ^fr- j est celle que Newton a
donnée. Elle est trop petite de plus d'un sixième. Pour qu'elle s'accordât avec l'expérience, Lagrango avait remarqué qu'il faudrait supposer que la pression
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variât dans un plus grand rapport que la densité, et fût proportionnelle à peu près à la puissance |; et, en effet, en négligeant le carré de s, la valeur de /?, dont nous avons fait usage , est
poor la densité D(i + ^)« Mais il n'a assigné aucune cause de cette variation plus rapide de la force élastique de l'air; et c'est Laplace qui la attribuée, le premier, à la variation de température dont les condensations et les dilatations alternatives de Tair sont accompagnées dans le phénomène du son.
C'est à cette même cause qu'est due la propagation du son dans la vapeur d'eau au maximum de densité. Si l'or^ fait vibrer un corps sonore dans un vaisseau fermé, qui contienne cette vapeur non mélangée d^air, l'expérience prouve que le son se produit dans cette vapeur et s'entend au dehors. Or, si la température de la couche de vapeur adjacente à ce corps sonore n'était pas augmentée, quand elle est condensée par les vibrations de ce corps, elle se réduirait en eau et se précipiterait sur ce corps, puisqu'on la suppose au maximum de densité relatif à la température de l'espace où elle se trouve ; mais sa température augmentant par la compression , la couche ad-, jacente au corps sonore peut se maintenir à l'état de vapeur: elle condense ensuite la couche suivante, celle-ci , la couche qui vient après, et ainsi de suite; de sorte que le son se propage, comme dans un gaz permanent, jusqu'à la paroi intérieure du vase. Les dilatations des couches de vapeur, qui suivent leurs
condensations, sont accompagnées dune diminution de température t qui ne les réduit pas non plus en eau y puisque leur densité diminue en même temps, et descend au-dessous du maximum relatif à la température de l'espace où se {>asse le phénomène.
666. En considérant Teau comme un fluide on peu compressible et parfaitement élastique, le son s y propagera suivant les mêmes lois que dans une masse d air. Parvenu à la surface de l'eau , le son sera en partie transmis dans Tair extérieur, et en partie réfléchi dans l'eau ; dans ce partage , la direction des ondes sonores , transmise et réfléchie, se déterminera suivant les lois de la réfraction et de la réflexion de la lumière. La vitesse du son réfléchi sera la même que celle du son direct, et les rapports des intensités du son transmis et du son réOéchi entre elles et avec l'intensité du son direct, dépendront du rapport des vitesses de la propagation du son dans les deux milieux superposés, c'est-a-dire, dans l'air et dans l'eau. C'est ce qu'on peut voir dans les mémoires cités au commencement de ce chapitre ; ici , nous nous bornerons à calculer la valeur numérique de la vi|esse du son dans une masse d'eau.
D'après ce qu'on a vu , dans le cas d'un fluide élastique, celte vitesse sera la même que si l'eau était contenue dans un tube très étroit et d'une largeur constante; et, dans ce cas , cette vitesse est aussi la même que celle delà propagation du mouvement, suivant la longueur d'une verge élastique de la même matière que leau. Or, supposons qu'une colonne d'eau contenue dans un cylindre vertical , soit chargée d'un
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poids A à sa partie supérieure ; soient / sa longueur naturelle y et / — S'if ce qu'elle devient par l'effet de cette pression ; de sorte que cT soit une fraction très petite, qui exprime la condensation du liquide; soient aussi p son poids , et g la gravité ; si Ton fuit , comme dans le n® 494 9
a sera la vitesse demandée , ainsi qu'on Ta vu dans le
Appelons b la section horizontale de la 'colonne
d'eau ; supposons que la charge A soit égale au poids
d'une colonne de mercure qui aurait b pour base, et
.dont la hauteur serait représentée par h; désignons
aussi par m la densité du mercure, et par p celle de
Teau ; nous aurons
A = gmhb, p = gplb;
et il en résultera
en sorte qu'il suffira pour calculer la valeur de a , de connaître la fraction cT relative à une hauteur donnée h.
A la température de 10 degrés centigrades, le physicien anglais Canton a trouvé
cT = 0,000046,
sous une charge équivalente à la pression ordinaire de l'atmosphère. Ce résultat a été confirmé, comme on la dit précédemment (n® SyS), par les
expériences récentes qu'on a faites sous des pressions plus considérables , et qui ont donné une condensation proportionnelle à la pression et égale à la valeur précédente de cT^ pour chaque pression atmosphérique. De plus^ ces expériences, quelque grande qu'ait été la pression y n'ont indiqué aucune augmentation sensible de température; en sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la propagation du son dans l'eau , soit accompagnée , comme dans l'air, d'une variation de température qui puisse influer sur sa vitesse. Cela étant, si l'on substitue cette valeur de J" dans la formule précédente , et qu'on y fasse
on eu déduit
de manière que la vitesse du son dans l'eau surpasse le quadruple de sa vitesse dans l'air.
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PARTICULIERE
667. La supposition que nous admettons dans ce cbapitre.est connue sous la dénomination ^kypo^ thèse du parallélisme des tranches. Elle consiste à supposer que quand un fluide pesant , de Teau , par exemple, s'écoule dans un vase, et sort par un orifice horizontal pratiqué au fond du vase, les tranches horizontales et infiniment minces se remplacent successivement y en demeurant parallèles à elles-mêmes. Cela revient à négliger les diflerences des vitesses verticales des points qui appartiennent à une même tranche horizontale, et à regarder chaque tranche comme composée des mêmes points du fluide pendant toute la durée du mouvement. On néglige aussi les vitesses horizontales , qu'on suppose très petites par rapport aux vitesses verticales , et qui influent peu sur la vitesse verticale commune à tous les points d'une même tranche. Ces suppositions sont d'autant plus conformes à Tobservation , que les dimensions horizontales du vase varient moins , et que leurs différences, d'une tranche à une autre , sont plus petites, eu égard à la hauteur du liquide au-dessus ^ l'orifice. Quand ces conditions sont remplies , on observe , en effet ,
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que des parcelles d'une poussière légère, jetées dans le Ûquide et entraînées par son mouvement, se meuvent, à peuMps verticalement y avec une vitesse a peu près égale pour toutes les parcelles qui se trouvent dans une même tranche horizontale. Elles conservent ces di-< rections tant qu'elles ne sont pas très rapprochées de 1-orifIce ; quand elles en sont k de petites distances , et que rétendue de Tôrifice diffère notablement de celle des sections inférieures du vase, elles prennent des directions oblique», qui montrent qu'alors le parallélisme d^ tranches cesse d'être admissible; car il y a H^u da croire que ces légères particules ^'attachent au liq^id^, et prennent exactement le mouvement des points auxquels elles répondent.
P^qs l'hypothèse du parallélisme des tranches , tdle que qQus l'expliquons, on aura donc seulement deux inconpqes 1^ déterminer, en fonctions dq deux vari»^ blés, savoir : la vitesse d'une tranche quelconque et la pression qu'elle éprouve , en fonctions de la distance à un plan horizontal et du temps. La question sera ainsi réduite il sa plus grande simplicité, et susceptible, comme on va le voir, d'une solution complète^ dans Iç cs^ d'uu fluide homogène et inotMBpressible.
66a. Soient ABCD ((ig. 56 ) le vase, ÂB l'orifice horizontal , EF le niveau du liquide, (Xr un axe yer^ tical» sur lequel on compte les distances des tranches horizontales à un point fixe 0 , ou au plan horizontal ndei^ par ce point. Soil aussi MNM'N' une tranche quelconque, comprise entre deux sections bori-zontoles MN et M^' du vase, dont la distance au ppîot Q est X ao bout du temps t quel|pnque , et
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dont Tëpaisseur est dx. ÂppRons v sa vitesse an même instant , et /i la pression rapportée à l'nnitë de surface , qui a lieu sur la base supérieure MN , et est transmise ^ par le fluide , vit la base inférieure M'N' et sur les parois MM' et NN' du vase. Désignons par^ Taire de la section MN du va^e ^ qui sera donnée , dans chaque exemple ^ en fonction de x. Enfin, soient g la gravité et p la densité constante da fluide ; la question consistera , comme on vient de le dire y à déterminer les valeurs de i^ et ^ en fonctions •de ^ et jr.
La masse de la tranche que nous considérons sera le produit fjdbc de la densité p et de son volume ^^^ir. Si elle était libre, sa vitesse augmenterait de gdt pendant Finstant dt\ elle augmente réellement de. du ; la vitesse perdue est donc gdt -— dv ; et l'on a
pour la force perdue , c'est-à-dire , pour la partie du poids gpjrdx détruite par la pression des autres tranehes^ D'après le principe de D'Alembert, il y aura donc équilibre dans le fluide , si Ton suppose toirtias ses tranches sollicitées par de semblables forces ; dans cet état , la pression pjr qui a lieu sur la base supérieure MN de la tranche' p^d[r, se transmettra , en raison des surCaces ( n^ 577) , sur la baâé inlerieave M'N^, et deviendra , conséquemment , py^^ en désignant par y Taire de IMfN' ; par conséquent , si Ton ajoute à cette pression transmMèy la force motrice précédons, on aura ta pression ' totale exiercée sur
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M^N'; et en represeiMmt par p' cette pression , rapportée à l'unité de surface , il en résultera
py = p/ + (g — ^)p-r^-
Or , les quantités p^ et f sont ce que deviennent p et y^ quand on y met x^^dx zxi lieu de x ; en négligeant les infiniment petits du second ordre,' on aura donc
et, conséquemmenty
ce qui réduit l'équation précédente à celle-ci :
que l'on obtient aussi en mettant gf -^ ^ à la place
de X dans la troisième équation d*équilibre du n« 58a.
669. La seconde équation nécessaire pour déterminer les deux inconnues p etp^ sera fournie par la considération de l'incompressibilité du fluide. Q en résulte que le voliune du fluide qui passe, pendant Tins^ tant dt , par chaque section horizontale du vase , doit être le même pour toutes les sections ; par conséquent, les vitesses du fluil||ie qui répondent , en même temps> a deux sections différentes du vase, doivent être réci--
ir
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proquement proportionnelles aux aires de ces sections. Si donc on appelle u, an bout du temps ^ , la vitesse qui a lieu à Torifice horizontal AB; que l'on représente par a l'aire de cet orifice , et que l'on compare cette vitesse à celle qui répond à la section quelconque MN , on aura
if : u :: a : jr;
d'où l'on tire
Dans cette valeur de i^, u est une fonction de ^ , et jr une fonction de x; on peut donc en prendre la différentielle par rapport à Tune ou à l'autre de ces deux variables : la différentielle relative à jc exprimerait la différence çnire les vitesses de deux tranches consécutives, qui ont lieu au même instant; en différentiant par rapport à ^ , on aurait la différence entre les vitesses de deux tranches du fluide , qui répondent successivement à la même section du vase ; mais pour avoir la différence entre les vitesses successives d'une même tranche , qui se déplace pendant l'instant dt, il faut différentier à la fois la valeur de if par rapport aux deux variables ^ et j: , en considérant la seconde comme une fonction de la pre* roière ; ce qui donne
dv ^_^ A du au djr dr
dt jr dî '^ j* dx rfT*
On a d'ailleurs -^ =: p ; et en ayant égard à l'équa-
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tion (2)f il en résulte
du et du êt*U* âf
Cest cette valeur de -^ 9!^'^ ^^ emplojer dans l'équation (i) ^ qui devient , en conséquence ,
-^ = ffû — ^ — 4- — ^
Je multiplie ses deux membres par dx ; j'intègre ensuite par rapport à ir ; et en observant qu'alors les
quantités i^ et ^ doivent être regardées comme des
constantes , il vient
- du rdx ei^pïâ
€ étant la constante arbitraire qui peut être une fonction de f. Pour la déterminer, je représente par «ir la pression atmosphérique , et je suppose que ce soit celle qui a lieu à la surface supérieure EF du liquide. Avant que le mouvement commence, cette surface est horizontale; et comme on admet que chaque tranche horizontale se compose constamment des mêmes points du fluide, il s'ensuit que la surface EF demeurera horizontale pendant toute la durée d|i mouvement. Au bout du temps ^ , je désigne . par 6 la distance de EF au point 0 , et par œ l'aire de cette section variable du vase, de sorte que (d soit la même fonction de 0 que y est de ^ ; on aura à la fois
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— ccmmenae à
a:=flf, réquatiôn précédente donnera
= '»■ +^ — gpfl;
au moyen de quoi ^ cette équation deviendra
durdx J
Les équations (2) et (3) ferant tionnaitre immédiatement les valeurs des deux inconnues v el py lorsqu'on aura déterminé la valeur de u.
670. Pour cela, j'observe que la pression qui a lieu a Torlfice AB sera donnée : si le liquide s*écoule dans l'air libre , elle sera la pression atmosphérique, comme à son niveau ËF; s'il s'écoule dans le vide, elle sera zéro; pour plus de généralité, je supposerai que .l'écoulement a lieu dans un air dont la Iforce Mastique est égale à la pression «cr, diminuée de la; pression gpc correspondante à une hauteur donnée c du liquide; en sorte qu'en appelant /la distance de l'ot^éce AB au point 0 , on aura constamment
p=zv^gpc,
pont a:t=t l. Tappelle aussi h la hauteur du niveau EF du liquide au-dessus de cet orifice , ou la différence
l — 6 , et je représente par - la valeur de l'intégrale
— , étendue au volume entier du liquide ; de ma^
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nière que A soit une ligne , dont la longueur sera une fonction de h , dépendante de la figure du vase , et donnée dans chaque exemple. A Toirifice, on aura donc , en même temps, la valeur précédente de/?, et
par conséquent, Téquation (3), appliquée à cette section du vase , deviendra
en faisant, pour abréger,
On peut remarquer que cette quantité numérique 6* sera toujours une quantité positive et moindre que l'unité ; car, pour qu'elle devint négative^ il faudrait que l'aire de la plus petite section du vase surpassât celle de l'orifice, et le liquide se détacherait du vase à l'endroit de cette «section minimal qui deviendrait le véritable orifice par lequel l'écoulement aurait lieu.
Lorsque le niveau du liquide sera entretenu à une hauteur constante au-dessus de l'orifice, les trois quantités A, 0, A, seront des constantes données , et l'équation (4) suffira pour déterminer la valeur dé u en fonction de t. Quand le niveau EF s'abaissera pendant l'écoulement du liquide, h sera une variable qu^il faudra aussi déterminer en fonction de t. Or, à ce
niveau, on a^ = fi> et ^ = ^; et a cause que la.
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sonamc O-f-A est aire constante /, ona aussi ^^— ^;
sa vertu de l'équalion (2) on aura donc
et les valeurs de u et â dépendront des deux équations différentielles (4).^^ (S), qui sont du premier ordre. On déterminera les deux constantes arbitraires que leurs intégrales contiendront, au moyen de la hau-» leur initiale du liquide , et en observant qu'on a tt = o, à l'origine du mouvement.
Soit que le niveau s'abaisse ou qu il n& varie pas ^ si Ton appelle q le volume du liquide sorti du vase au bout du temps ^ , sa différentielle sera égale au volume audt de la tranche qui traverse Torifice AB pendant l'instant dt; on aura donc
dq = audt, q =: etfudt;
l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse quand ^ = 0.
Nous allons appliquer successivement ces différentes formules aux deux cas du niveau constant et du niveau variable.
Dans le premier cas, l'équation (4) donne
.^ » ^dtdu
d'où l'on tire , en mettant h au lieu de h^c,, et intégrant
^t = '_ loi- *^^+^":
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pn n ajoute pas de constante arbitraire f parce qu'on doit avoir i£=:o, quand t=siO. On pourra, sans changer cette formule , regarder, k volonfëj b et y2gk, comme des quantités positiyes OU négatives ; nous les supposerohs positives. L'on aur^npciproquement,
eu désigtiant , comtne h rordinaîre , par e ta l>ase des logarithmes népériens. A mesure que t augmentera, le second meitibre de cette équation diminuera; au lK>ut d un^i^ertain temps ^ il sera sensiblement nul ; ef à partir de cette époque, la vitesse u aura une valeur à pcm près constante , savoir :
En chaque point du vase, la pression p et la vitesse y varieront avec la vîtesde û, et deviendront sensiblement constantes en même, temps qiElè u. SA l'on
fait ^ s= o , dans la formule (3) , et qu'on y mef te
« pour u sa valeur préc^&ente, on aura
pour la valeur finale de p , relative au point quelconque M.
Dans l'état d'équilibi^y la pression en ee point serait ntr^gp{x — 6) ; elle est donc augmentée ou dî« minuée par le mouvement du liquide , selon qvl le dernier tenncMJe cette formule est positif ou négatif^
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c'est-à-dire, selon que la sectioa horizontale MN ou j, est plus grande bu plus petite que laaéctioa EF
OXi Où.
L'équation (6) donne
à cause de 9 s= afudl^ et de g.sfeO qiiaod t^sà Op oti aura donc 4P^
pour levplume de liquide sorti du vase pendant le temps THLu bout d'un certain temps, on pourra ne* jgliger la seconde exponentielle, par rapport à la première , et Ton aura simplement
Le premier terme est le volntne corregpoodant ii la
vitesse constante -^ \/2gk de l'écoulement; le volume
total est plus petit , parce qu'au comiD«3cement la valeur variable de 1^ est moindre que cette vitesse finale.
67a. Dans le cas du niveau Variable , je considère u comme une fonction de A , et j'élînune dt entre lea équations (4) et (5); ce qui donne
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en comprenant toujours la constante c dans h, J^ap-' peliez la hauteur due k la vitesse u, de sorte qu'on ait
u* = 2gZy udu = gdz.
L'ëquation précédente se change en une équation linéaire, savoir :
dont l'intégrale s'^^gdgndrA, comme on sait, sous forme finie. ^w
Connaissant z et tt en fonctions de h^ l'équation (5) donnera t en fonction de Â , par une intégration immédiate ; en sorte que Ton conimltra le temps écoUé, quand le niveau du liquide Wfk à une hauteur h au-dessus de Torifice , et , réciproquement, la hauteur h du niveau EF au bout d'un temps quelconque /• On aura le temps entier 4e l'écoulement de tout le liquide, en intégrant la valeur de^^ depuis la valeur initiale de h jusqu'à A = o, Quant au volume q du fluide écoulé , il sera , à chaque instant , égal au volume du vase compris entre le niveau variable et le niveau initial.
673. Supposons, par exemple, que le vase soit un cylindre vertical , terminé par un segment de surface dont la flèche est très petite et dans lequel est percé l'orifice horizontal AB. Soient a 1 aire constante de la section horizontale du cylindre, et 71 le rapport de a à a , de sorte qu'on ait
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'En faisant abstraction du segment inférienr dn yase qu'on suppose très petit, on pourra prendre
dans l'équation (7), qui deviendra alors
dz dh
Son intégrale complète est
ii«— I
z = CA''— • —
Af
en désignant par C la constante arbitraire. Si on ap< pelle H la valeur initiale de Â , il faudra que z s'évanouisse pour A = H ; ce qui exige qu'on ait
d'où il résultera , i un instant quelconque , On aura y en même temps,
et, en verta de l'éqnatiou (5),
dt
Cest donc cette formule qu'il faudra intégrer pour obtenir t en fonction de h. Dans le cas de n s= i , on
d'où l'on tire ,
/l=V'3g(A rf- C).
U ea resuite ce théorème : que la vitesse d'un liquide qui sort d'un vase par un très petit orifice , est égale à celle qu un corps pesant acquerrait en tombant dans le vide y d'une hauteur égale à celle du niveau du liquide au-dessus de cet orifice , quand les pressions supérieure et inférieure sont égales, ou, plus généralement, de la hauteur du niveau , augmelntée de la constante'^ quand ces deux pressions sont inégales. Dans le cas du niveau constant , ce théorème résulte de la valeur finale de u , trouvée dans le n* 671, en y faisant ^ = 1. Il résulte aussi de la formule (8), appliquée au cas où n est un très grand nombre', afin quQ4k>rifice et soit une très petite partie de la section horizontale a du cylindre. On peut alors mettre n* à la place de n* — a; ce qui change d'abord la formule (8) en celle-ci :
«=v/:.fV^-(ir
Or, dèa|||ue h^era notablement moindre que H, la puissance 71* du rapport r? sera une très petite
(hiction, et cette valeur de k se réduira, à très peu
près, à u:==:\/agh.
L'orifice AB étant très petit, si la section MN n'est pas très voisine de cette ouverture, le rapport — , qui entre dans la formule (5), sera très
petit; le rapport — l'est également ; on pourra donc
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Supprimer le dernier terme de cette formule; et si l'on néglige aussi le terme multiplié par a , eUe se réduira à
P = * + gp(j^ — Ô)î
dW Ton conclut que , dans le cas d'un très petit orifice, *la pression en tous les points du vase éloU gnés de cette ouverture, est sensiblement la même pendant le mouvement que dans l'état d'équilibre* 675. L'hypothèse du parallélisme des tranches exige, en général, que l'orifice soit horistontal; mais, dans le cas d'un très petit orifice , on l'admet encore lorsque le liquide s'ëcoule par une ouverture laté^ raie, dont le plan a une inclinaison quelconque, et peut même être vertical. L'observation fait voir quV lors le liquide situé à peu de distance au-dessous de cette petite ouverture , demeure stagnant, et que led tranches horizontales situées k une pareille distance au-dessus de cette même ouverture , descendent pa« rallèlement à elles-mêmes; en sorte que le parallélisme des tranches n'est troublé , comme dans le cas d'un petit orifice horizontal, que pour la partie du liquide très voisine de l'orifice. On pourra donc
prendre \/2g {h -(- c) , pour la vitesse d'un liquide qui s'écoule^r une très petite ouverture, quelle que soit l'inclinaison de cet orifice; h étant la hauteur variable ou constante du niveau du liquide au-dessus du centime de l'orifice, et c la constante provenant de la différence des pressions extérieures qui répondent à ce niveau et à cette ouveiiure. Si le vase est placé dans le vide, de sorte que les deux pressions et cette 2. 47
constante soient nulles, les rooléci^les du liquide au^
ronty en sortant du vase^ la vitesse K/agh due à la hauteur h, qui est aussi la vitesse uécessaire pour s'élever, dans le vide, à cette bautcur (n^* i3o). Par conséquent, si Ion donne au fluide, au moyen d*un tuyau , une direction verticale, il remontera , au dehors, à la hauteur de son niveau intérieur; ce.. qui est, en effet , conforme à Icxpérience. Généralement, les molécules du fluide décriront dans le vide, après un très court intervalle de temps , des paraboles dont la tangente h leur point de départ dépendra de la direction du jet, et le paramètre , de la hauteur h ou A -f* c, si la constante c n'est pas nulle.
La pression p sera sensiblement la même que dans lelat d'équilibre, excepté à l'orifice, où elle sera égale à ^ — gfc, au lieu de ^'\-gfh. Or, si elle était aussi égale à «r .-|- gfh sur cette partie du vase , les pressions horizontales se détruiraient , les pressions verticales se réduiraient au poids du liquide, augmenté de la pression nsrcû qui a lieu sur la surface dy niveau ; d'où l'on peut conclure que , dans l'état de mouvement , la charge totale que le vase aura à supporter se composera de la pression verticale qui aurait lieu dans l'état d'équtlibre, et d'une force normale au plan^oé Torifice, dirigée de dehors en dedans du vase, et égale à l'excès de la pression (^'i'gfh)cL sur la pression (<tr — gfc) et , ou à gp(h + c)a f en désignant toujours par a l'aire très petite de cet orifice.
676. Dans le cas d'un niveau constant et d'un orifice très petit, horizontal ou incliné, la dépense pen*
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dant le temps t , cest-à-dire, le volume q du liquide qui sort du vase avec la vitesse \/2gh , sera
ce qui résulte aussi de la valeur finale de q trouvée dans le n** 67 1, en y négligeant le carré de a. Mais on ne doit pas oublier que Thypothèse du parallélisme des tranches, sur laquelle cette valeur de q est fondée, n'est qu une approximation dont le degré d'exactitude ne peut pas être évalué à priori, et dont les résultats ne doivent pas être employés sans restriction. Or, Texpérience ne s'accorde pas toujours avec cette valeur théorique de la dépense.
Si la pardi du vase n'est pas très mince, et que Touverture pratiquée dans son épaisseur soit évasée intérieurement, de telle sorte que le fluide qui secoule hors du vase soit un cylindre vertical , ou un cylindre recourbé dont les sections normales soient constantes et égales à Faire a, de l'orifice , prise sur la surface extérieure du vase; dans ce cas, disonsnous , la dépense observée s'accorde avec la valeur pr^édente de q. Mais dans le cas d'un orifice en mince paroi, la dépense observée est toujours p^'oportionnelle à l'aire de l'orifice , et à la racine carrée de rélévation du niveau , comme dans la formule théorique; mais elle s'écarte de cette formule dans sa valeur absolue, qui en diffère par un facteur à peu près constant et moindre que Tunité. D'après les expériences qui méritent le plus' de confiance , ce facteur est 0,62 ; en sorte que la valeur de q, dont on*
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fait usage dans la pratique, est
q t=, ( 0,62 ) at \/2gKy
pour un très petit orifice en mince paroi , et une hauteur du niveau assez grande par rapport aux dimensions de cette ouverture , liorlEontale ou inclinée. On attribue cette diâerence aux directions inclinées que prennent les niolécules du liquide en approchant de lorifice, que je suppdse.horizontsd , pour fixer les idées; directions quelles conservent après avoir traversé la mince paroi du vase. Il en résulte que la veine fluide extérieure se rétrécit, jasqu a une petite distance du vase, où la section transversale est à son minimum j pour devenir ensuit^ constante. Ce phénomène est ce qu'on appelle la contraction de la veine fluide. L^écoulement du fluide est le jQième que si Torifice était la section de la veine à Tendroit de sa plus grande contraction , de manière que si Ton désigne par ol Taire de cette section , et par h! sa distance constante au niveau du liquide, La
dépense sera expnmee par a!t\/2gh' ^ ou, à très
peu près, par aft \/2gh , à cause du peu de difleretice de h! et h; or, en efl*et, par des mesures directes de la section a' comparée à Torifice a^ on trouve que ces deux quantités sont dans un rapport à peu près indépendant de A , et que Ion a constamment a! ss= (0,62) a:
Si Ton adapte à Torifice en mince paroi, un aju- ^^e cylindrique en dehorsdu vase, perpendiculairoau plan de lorificc, et par lequel 1 écoulement aura lieu.
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l'expérience montre que la dépense est augmentée, et peut s'élever aux quatre cinquièmes du résultat de la théorie. Si cet ajutage est enfoncé dans Tintérieur du vase , la dépense est ^ au contraire , diminuée , et réduite à aïoitié de la dépense théorique ; en sorte que^ dan^ la valeur précédente de 9 , le facteur 0,62 doit être remplacé par 0,80 dans le premier cas, et par o,5o dans le second. Je me borne à citer sucdncteraent ces r&ultats de l'observation , qui n'ont été ramenés y jusqu'à présent, à aucune théorie.
677. On admet aussi l'hypothèse du parallélisme des tranches dans le mouvement d'un fluide élastique qui sort d'un vase par un orifice quelconque ; et elle s'écarte peu de la vérité , quand les sections du vase, parallèles au plan de l'orifice, ne différent pas beaucoup l'une de l'autre, et que la longueur du vase est assez grande par rapport à leurs dimensions.
Dans ce cas, on peut faire abstraction de la pesanteur, et supposer que le mouvement soit uniquement dû à la force élastique du fluide , plus grande ou plus petite à l'intérieur du vase qu'en dehors. On supprimera donc le terme dépendant de g dans l'équation (i), qui convient aux liquides et aux fluides élastiques. De plus, la différentielle de i^, qu'elle ix^nferme , devant être prise par rapport à < et à la variable x considérée comme fonction de /, on aura
et , comme ou a aussi -g- = i' ^ cette équation de-
viendra
dp dv , d\^ / \ ^
Le fluide étant compressible , il n'en passera' plus un même volume y à chaque instant, par toutes les sections du vase , et l'équation (2} n'aura pas lieu. La ma&se de fluide qui passe pendant Finstant dt par la section MN , sera égale à pj^i^dt ; ce Sera cette même masse qui passera , l'instant d'après , «n changeant de volume, parla section M 'N' ; et pendant toute la durée du mouvement, sa grandeur ne variera pas. La différentielle du produit f^i^, prise par rapport à ^ et à la variable x considérée comme une fonction de ^, sera donc nulle ; et à cause que jr n'est fonction que
de a:, et qu'on a — =:v , on en conclura
Enfin , si l'on suppose que la température demeure constante pendant le mouvement, dans toute la masse du fluide, on aura
P = f*; k étant un coefficient constant et donné.
Cela posé , en mettant j au Heu de f dans les
équations (a) et (b) , on aura deux équations aux différences partielles du premier ordre , pour déterminer , en fonctions de x et ^, les deux inconnues i^ et p du problème! Elles ne sont pas intégrables sous forme finie , et lés valeurs de i^ etpne pount>nt s*ob-
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tenir que par approximation. Ces yaleurs renfermeront deux fonctions arbitraires , que l'on déterminera d'après deux conditions particulières; pour cela^ je supposerai, d'une part, que l'écoulement ait lieu à l'air libre, en sorte qu'en désignant par m la pression atmosphérique, rapportée à l'unité de' surface, on ait constamment /9= 9, à l'orifice ÂB. D'un autre coté, je supposerai aussi que le vase soit en communication avec un gazomètre d'une grande capacité , au moyen duquel on entretienne une pression constante et donnée , sur une section ÏF du fluide, parallèle à AB et de position fixe, de manière qu'en désignant par ^ cette pression rapportée à l'unité de surface, on ait aussi p^=i^'y en cet endroit du vase , pendant toute la durée du mouvement. Si donc on compte la distance x à partir du plan £F, et qu^on appelle l la distance comprise entre ÂB et EF, on aura /quelque soit ^, pz=zfsr' pour x=o, et p^=:^ pour j: = / ; ce qui servira à déterminer les deux fonctions arbitraires , et à compléter la solution du problème. Mais cette solution est trop compliquée pour qu'on en puisse déduire aucun résultat utile ; et, dans la pratique, il suffit de connaître la vitesse constante de l'écoulement du fluide par l'orifice AB, lorsque la pi'ession p et la vitesse if sont devenues constantes en chaque point du vase; ce qui arrive , en général , après un très court intervalle de tempSv
. 678. Faisons donc ^ = o et ^ = o , dans les
équations (a) et {b) ; elles se réduiront à deux équa-
tions différentielles , savoir :
h âp , ds^ dr . d.ps^
à cause de p=ikf.
L'intégrale de la seconde de ces équations est
c étant la constante arbitraire* En désignant toujours par a Forifice AB ^ et par u la vitesse du fluide à cet orifice, de sorte qu'on ait à la foisj^=a, i^sii^ p:=zitBr, et, par conséquent, cz=s, amu^ il en résultera , en un point quelconque du vase ,
En substituant cette valeur de \^ dans la première équation {c) , il vient
^dp m^'u^ 'pjr _ ^ ^ p dx^^ pjr dx '
d'où Ton tire , en intégrant et désignant par & la constante arbitraire.
«»^'ii'
Je désigne par a l'aire de la section EF , de sorte qu'on ait, en même temps, ^ = a eïpzszraf; on aura donc
/rlog^ +^— =c', et , en retranchant cette équation de la précédente ;,
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Les équations (^ et (e) feront connaître la vitesse et la pression en un point quelconque du vase^ dès que Ton connaîtra la vitesse u relative à rorifice* Or p en faisant />= ^ etj = «( ^ dans Fëquation (é) p on en conclut
d*où Ton tirera la valeur de u. On fera , dans cette formule ,
k = grh,
en appelant g la gravité, et r le rapport de la densité du mercure à celle du fluide intérieur , sous une pression barométrique dont la hauteur est [h, le volume du fluide qui sortira du vase pendant le temps t aura pour valeur euit.
Quand l'orifice sera très petit , on remarquera, comme dans le n* 676 , qu'il ne sera plus nécessaire qu'il soit parallèle à la section EF , c'est-à-dire , qu'il pourra être pratiqué à la partie latéraje du vase , et avoir une inclinaison quelconque sur le plan de cette section. On pourra alors négliger le terme dépendant
de ^, dans le premier membre de l'équation (/) qui
deviendra
«■ = 2grA.log — ;
par conséquent , la vitesse de Técoulemenl du fluide
par un très petk orifice, sera celle qui serait due à une
hauteur rk, multipliée par le logarithme népérien du
rapport — • La supposition qu'on a faite d^une température invariable pendant toute la durée du mouvement exige que la vitesse ù ne soit pas très considérable, sans quoi la température varierait comme dans la propagation du son.
Relative à T usage du principe clés forces visses, dam le calcul des machines en moui^ement.
679. Le principe des vitesses virtuelles donne immédiatement les conditions d équilibre des forces appliquées aux machines ; celui des forces vives renferme de même la théorie de leur mouvement , et fournit le mojen le plus direct de calculer les effets des forces qui leur sont appliquées. Cet usage du principe des forces vives forme , pour ainsi dii'é , le point de jonction de la Mécanique rationnelle et de la Mécanique industrielle. Cest pomrquoi j'ai cru devoir donner succinctement , dans cette addition^les notions les plus générales sur cette matière. Pour de plus grands' développemens, j'indiquerai les leçons de M. Navier, à FÉcole des Ponts-^t-Chaussées , et de M. Poncelct, a l'Ecole de l'Artillerie et du Génie , qui ont été seulement lithographiées^ mais auxquelles ces savans professeurs donneront sans doute plus de publicité.
680. Les machines sont des instrumens ou des systèmes de corps solides , propres k transporter l'action ' des forces, d'une partie à une autre de ces assemblasses.
Quand une machine est en mouvement, certains
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points sont donc soumis à des forces données, et d'autres partie exercent des pressions sur les corps extë* rieurs, ou sont pressées réciproquement par ces corps que .la machine est destinée à déplacer ou à déformer. Les premières forces s^appellent^/re.riitoii- \fantes; leurs points d'application se meuvent suivant leurs directions, ou, plus généralement, les directions des mouvemensdeces points font des angles aigus avec celles de ces forces. Par opposition , on nomme forces résistantes ^ les pressions exercées par les corps extérieurs ; et les directions des mouvemens de leurs points d'application sont contraires à celles de.ces forces, ou, du moins, elles font avec celles-ci des angles obtus.
La liaison des parties d'une machine est telle, qu'elle ne peut prendre , en général , que deux mouvemens directement opposés l'un à l'autre ; il s'ensuit donc que , qua^d le sens du mouvement qu'elle prend effectivement est connu ^ il suffit d'une seule équation pour déterminer ce mouvement d'une manière complète. Cette équation est celle que l'on obtient en intégrant les deux membres de l'équation {a) du n* 564 f savoir :
\ d. ^mv\ = 2m(Xd:r -f- Xdy -f- Zrfz). {a)
Au bout d'un temps quelconque t ^ compté depuis l'origine du mouvement, s^ représente la vitesse du point dont x, j^, z, sont les trois coordonnées rapportées à des axes fixes et rectangulaires ; m est la masse de ce point; dx^ djr, dz, sont les projections, sur ces axes , de l'espace qu'il parcourt pendant Tins-
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tant dt; on désigne par mX, niï, mZ , les composantes de sa force motrice parallèles à ces mêmes alces , et les sommes Z s'étendent à tous les points m du système.
681. Ayant d aller plus loin , il importe de distinguer, dans le second membre de Téquation (a) , les termes qui proviennent des forces mouvantes et ceux qui résultent des forces résistantes , et de leur donner une autre forme.
Po^r cela , soient P une des forces mouvantes , eta, € ^ y,les angles que fait sa direction avec des parallèles aux axes des x ^jr^z; relativement à cette force, on aura
inX=Pcosa, toY = PcosS, jnZ = Pcosjr.
Soient aussi ds l'espace décrit par son point d'application pendant l'instant dt, et A , ^t , y , les angles que fait la direction de ds avec ses projections djÊy djTp ^, de sorte qu'on ait
dx = ds cos Xy djr :=zds cos /Et , dz=:ds cos v*
Désignons enfin par dp la projection de ds sur la direction de la force P » et par <r 1 angle compris entre dp etiis; nous aurons
dp — ds cosff, cosffs=:cos(t cosX+cosf cos/t-f-cos^cos V ; et , de ces diverses équations , 6n déduira
mÇSJx + Ydx + Zdz)=:¥dp, •
pour le terme du second membre de Tcquation (a) , qui répond à la force P. ^
En désignant par Q une des forces résistâtes , et
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pnrdqla projection sur le prolongement de sa direction , de lespace parcouru pen^nt l'instant dt par son point d'application , on trouvera de même ^-Qdq pour le terme de ce second membre qui provient de la force Q. De cette manière, l'équation (a) prendra la forme
id.lEmu^ = 2Pûf/i ~ 2Qdq; (b)
Tune des sommes 2 contenues dans son second membre s'éteqdant à toutes les forces mouvantes de la machine , et Fautre à toutes les forces résistantes. D'après le.^ hypothèses qu'on a faites sur les directions de ces deux sortes de forces , eu égard au sens des mouvemens des points où elles agissent, les quantités dp et dq sont positives , ainsi que P et Q, et conséquemment, les sommes Z ne se composent que de termqs positifs.
• 682. En désignant par k la vitesse initiale du point quelconque /tz, ou la valeur de <^ qui répond à (^=^0, et intégrant les deux membres de l'équation [b), ou aura
les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent a l'origine du mouvement.
C'est sous cette forme qu'on emploie l'équation des forces vivesi, pour calculer les effets des machines en mouvement ; elle coïncide avec 1 équation (b) du n** 564 , lorsqu'on peut eflectuer les intégrations indiquées dans son second membre.
Les jjroduits Vdp et Qdq, dont les sommes sont
soumit à ces intégrations, ont reçu diQeix;ntes dé-
nominations : ou les appelle qiumtitës d action j mo^ inens dactwitê, effets dynamiques^ des forces P et Q. Il serait a désirer qu'on les désignât toujours par un même nom. M. Coriolis a proposé de les nommer quantités de travail élémentaire i nous adopterons cette dénomination. Les sommes ^dp et ZQcijr ser ront donc les qu«intités de travail élémentaire , pro* duites pendant un même instant par toutes les forces mouvantes et toutes les forces résistantes ; et leurs intégrales f^dp et flQdq 4kprimeront le tras^ail moteur et le travail résistant qui ont eu lieu dans la machine y depuis l'origine du mouvement jusqu'à rinstant que Ton considère.
Ainsi, réquation \^c) signifiera que, dans une machine en mouvement, Taccroissement , pendant un temps quelconque, de la demi-somme des forces vives de toutes ses parties, est toujours égal à Fexcès du travail moteur sur lé travail résistant ^ pendant le même temps.
683. Si la force mouvante P, ou la force résistante Q, est un poids n, qui descende, dans le premier cas, d'une hauteur verticale A, ou qui monte, dans le second cas , à la même hauteur, le travail moteur ou résistant qui en résultera, aura pour valeur le produit P/^, quel que soit le chemin parcouru par ce poids, de manière que h soit toujours la projection verticale de la ligne droite ou courbe que son centre . de gravité a suivie. Si cette ligne est fermée ou présente des sinuosités, il y aura eu alternativement ■travail moteur et travail résistant ; et h étant la difle-* renée de. niveau du point de départ et du point d ar-
rivée , n^serarexeès du premier travail sûr le seconde Dans le cas où il n'y a pas d'alternat! ves ^ la quantité de travail correspondante à un poids II élevé à une hauteur h, équivaut à la quantité de travail qui répond à un autre poids II' élevé à une hauteur h',
telle que Ton ait A' = --7 .
Quelle que .soit la force P ouQ^FintégraleyPi^ ou fQdq est toujours équivalente au produit d'un poids n et d'une hauteur h : et pour comparer entre eux et exprimer en nombres des travaux de différente nature ^ on peut ainsi les assimiler à des poids donnés, élevés à des hauteurs données. On prend alors pour unité de travail, que Ton appelle communément unité djmandque , le travail correspondant à un poids de 1 000 kilogrammes , qù'oti élève à la hauteur d'un mètre , ou qui descend d'un mètre de hauteur verticale. Cela étant, si l'on calcule les valeurs numériques des intégrales fPdp et /Qdq, en prenant 1000 kilogrammes pour unité de force, et le mètre pour unité linéaire, les nombres que l'on obtiendra de cette manière exprimeront , en unités dynamiques, les quantités de travail représentées par ces intégrales. Une somme quelconque de force vive, telle que ^Zm(^^, par exemple, pourra aussi être exprimée en unités dynamiques; car si Ton appelle / la hauteur due à la vitesse i^ , ^ la gravité, et p le poids de m, on aura
i;* = 2gl, p = gm, i2/nt^* = 2/>/;
et cette somme est de la même nature que les intégrales fPdp tifQçiq, ou que le produit FIA.
684- Lorsque la machine part du repos , l'équation (c) se réduit à
i^mi^^ = f:ETdp — /:iQdq. (d)
Son premier membre étant une quantité essentiellement positive, il faut que dans les premiers momens le travail moteur l'emporte sur le travail résistant. Mais les vitesses des points de la machine ne pouvant pas croître indéfiniment, ce premier membre atteint son maximum au bout d'un certain temps, qui est généralement peu considérable. Par un moyen qui sera indiqué tout-à-l'heure, on fait en sorte qu'à partir de cet instant du maximum , la demi-somme •7 2mi^* des forces vives demeure constante , ou n'éprouve plus que de très petites variations; et l'on dit alors que la machine est parvenue à son état permanent. Dans cet état constant, on a, en diflë*rentiant l'équation précédente ;
:ETdp = :EQdq;
de manière que la machine n'a plus d'autre effet que de changer, à chaque instant, le travail moteur élémentaire en une quantité égale de travail résistant. Mais il importe d'observer que la quantitéyZQ^f de travail résistant dans lequel S€i change le travail mo-* teur fliPdp , pendant un temps cpjelconque , ne comprend pas seulement le travail qu'on veut exécuter au moyen de cet instrument; rintégrale flQdq comprend aussi le travail résistant qui provient du frottement des. parties de la machine, entre elles ou 2. 4^
contre des corps étrangers, et de la résistance du
milieu dans lequel la machine est en mouvement.
Pour avoir égard , par exemple, aux frottemeas., il faut, d'après ce qu'on a vu dans le n" 568, ajouter à l'inlégrale/^Qf^, provenant du travail résistant proprement dit, une autre intégrale fS.f!^ds, diiis laquelle f est le coefficient du frottement , N U pression mutuelle des parties frottantes, et ds l'clément de la courbe décrite par leur point de contact. Cette addition changera réqua.tion {d) es celle-ci :
iïrav" z:=.fS.Ydp —fZQdq — fS.Jlids. {e)
U suit de là que quand une machine a atteint son état permanent, la quantité de travail J'XVdp, produite pendant un temps donné, par les farces mouvantes, n'est pas représentée en totalité par la partie utile /2Q(f</ du travail résistant, laquelle partie est toujours moindre que le travail moteur y~£Pt^, de tonte la quantité de travail correspondante aux froltemens et aux autres résistances. Une machine est d'aotant meilleure que le travail ntile /^Qdq approclie davantage d'être égal an travail moteur /ZPf^; mais la première intégrale ne peut , quelle que soit la combinaison des parties de la machine, ètee é^iie ■ a la seconde, ni, à phis forte raison, la surpasser. Parmi les machines imparfaites, où le traTail ntile n'était qu'une très petite fraction do travail moteur, et on la plus grande partie de celnï-ci se tronvatt absorbée par les frottemens, on peut citer', pour exemple , l'ancienne machine de Marly : le travail
moteur consistait en une chute d'une partie oonsi-^ dërable des eaux de la Seine, et le travail utile était rëléyation d une quantité d'eau a une hauteur qui était bien loin de compenser Texiguité de son volume.
685. Les quantités qui constituât ^essentiellement une machine sont la partie li laquelle sont appli-^ quées les for€es«mouvantes , celle qui est en contact avec le corps qae Ton a pour objet de mouvoir ou de déformer, et la partie intermédiairïB qiii transmet l'action des forces mouvantes. Quand on à* Sttiis&it aux conditions de la solidité , il importe, pour l'éco^ nomie des frais de construction et pour la diminu-^ tion des frotfemens , que la masse totale de la machine soit la plus petite possible ; mais il y a une autre considération, qui exige que l'on augmente cette masse , et qu'on ajoute anx trois parties essentielles dont elle se compose , une autre pièce qu'on appelle un volant, et qui consiste , en général , en un corps' solide tournant autour d'un axe fixe horizontal.
Les mouvemens des trois premières parties d'une machine étant alternatifs ou révolutife, la demi^ somme ^ l.mi^ de^ forces vives qui sy rapportent , après qu'elle a atteint son maximunij devient une quantité périodique ; il en est de même , par conséquent, à l'égard du second membre de l'équation (e); en sorte que si la machine était réduite à ses trois parties essentielles , le travail moteur et le travail résistant, en comprenant dans celui-ci les effets des frottemens, l'emporteraient alternativement l'un sur l'autre f et si les variations alternatives du travail mo-
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téur fHfdpf et de la partie flftids du travail résis«* tanty n étaknt pas réglées exactement sur les périodes de la machine y la quantité /'S,Qctq de travail utile varierait continuellement. Or^ pour la bonne exécution des ouvrages que Ton veut effectuer au moyen d'une machine y il est indispensable, le plus souvent , que le travail utile approche , autant que possible , de l'uniformité ; et c'est à remplir cette condition que le volant est destiné.
En effet, soient dm un élément de la masse du volant , et r sa distance à l'axe de rotation ; appelons ea la vitesse angulaire autour de cet axe, commune à tous les élémens dm^ et qui peut varier d'un instant k un autre ; rc9 sera la vitesse absolue de dm; par conséquent, la somme des forces vives de toute la masse du volant aura pour YBÏeurfr^o^dm, ou , ce qui est la même chose , le produit /jus)^, en désignant par fi le moment d'inertie du volant par rap- * port à son axe , c'est*à-dire , l'intégrale fr^dm étendue à sa masse entière. Si donc on ajoute 7/xâ»* au premier membre de l'équation (e) , et si l'on suppose que la demi -somme 7 Z/7t(^ se rapporte aux trois autres parties de la machine , on aura
.1 lia* + i 2mp* =zfX?dp —fXQdq ^ftf^ds ;
d'où l'on tire
f^Qdq = R - !;*«•,
en faisant , pour abr^er ,
R = flFdp — fl/^ds — irmf .
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Or*, on conçoit que les Tariations de C9 peuvent être réglées sur celles de cette quantité R, de manière que la variation totale de R — 4- jttûi* soit réduifë à de très petites amplitudes, et que, par conséquent, le trayail résistant soit à peu près invariable dans rétat permanent de la machine : on conçoit aussi que, toutes choses d'ailleurs égales, les variations de la vitesse » du volant seront d'autant moindres, que son monient d'inertie fjL sera plus grand.
686. Par l'addition d'un volant, la dépense de travail moteur nécessaire pour mettre la machine en mouvement et pour accroître la force vive totale jusqu'à ce qu'elle soit parvenue au maximum^ se trouve augmentée; mais quand la machine est arrivée ji son état permanent, les masses de ses différentes parties n'ont plus d'influence sur son travail , si ce n'est celle de leur poids sur les frottemens.
Pendant le mouvement de la machine, s'il survient un choc de ses parties entre elles ou contre des ^ corps étrangers, et qu'après le choc les points de contact aient une vitesse commune dans le sens normal aux surfaces , il y aura diminution de force vive dans le système; si les parties qui se sont choquées se séparent, en vertu de leur élasticité, il j aura encore perte de force vive, quand <ces parties ne seront pas parfaitement élastiques; et quand elles lé seront, il y aura perte de force vive dans la première partie du choc, puis une augmentation précisément égale h cette perte dans la seconde partie (n* S^a). Par conséquent, pour ramener la machine à son état perma«
i^ent , sans qu'il y ait dimioution dans la quantité de travail résistant , il faudra que les forces mouvantes fassent une nouvelle dépense de travail moteur^ seoiblable à celle qui a eu lieu ii l'origine du mouve-* ment, et égale à la moitié de la force vive perdue ^ns )e choc. C'est pourquoi , indépendamment du dommage que les chocs produisent dans les ma-* chines, il est encore nécessaire de les éviter, pour l'économie des forcer mouvantes.
687. En général, le travail résistant qui provient des frottemens et de l'action du milieu , est une quantité continuellement croissante ; pour qu'il y ait un travail utile, ou, seulement, pour que le mouvement de la machine soit entretenu, il est donc nécessaire que la quantité de travail moteur croisse également avec le temps, dans un rapport au moins égal à celui de l'accroissement du travail résistant. Si cela n'a pas lieu, le travail résistant finira par être égal au travail moteur ; a cet instant, la demi-somme des forces vives de tous les points du système sera nulle ; les vitesses de tous ces points seront zéro , et la machine s'arrêtera et se trouvera réduite au repos.
Aux frottemens et aux résistances des milieux qui produisept cet épuisement graduel de la force vive , on peut encore ajouter la communication d'une partie du mouvement de la machine à ses supports, laquelle partie va ensuite se perdre dans le sol sur lequel la machine est établie. Cette communication ne provient pas seulement du défaut de solidité des supports ; elle a aussi lieu en vertu de leur élasticité , qui permet au mouvement de s'y propager de la
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même manière que le son ; et il peut résulter de cette propagation une diminution de vitesse des parties de la machine, semblable à celle qui serait produite par la résistance d*un milieu. J'ai donné un exemple de cet effet singulier, dans le mouvement d'un pendule suspendu à l'extrémité d'une verge élastique et horizontale, d'une longueur indéfinie (^).
Quand on supprime l'action des forces mouvantes, et que le travail utile de la machine a aussi cessé , l'équation des forces vives se change en celle-ci :
Xmf^ étant la somme des forces vives de tous les points du système à cet instant , 2mp* cette somme a une époque subséquente, et f^JUds comprenant le travail qui provient des frottemens, de la résistance du milieu et de la perte du mouvement parles supports. Or, ce dernier terme sera bientôt égal à ^ZmA*; la force vive de la machine se trouvera complètement épuisée, et la machine cessera de se mouvoir, comme on l'a déjà dit dans le n° 568.
688. Quand un homme transporte ' son propre poids, que j'appellerai II, à une hauteur verticale h au-dessus de son point de départ, la quantité de travail produite est exprimée par Uh , d'après la règle du n® 685 ; mais cette quantité donnerait une idée très imparfaite des efforts musculaires qui ont été faits, et de la force totale que cet homme a déve-
(^ Additions à la Carmaiuance des Tems pour Taiif i^ée i833 y page a6.
loppée. U serait difficile d'en obtenir une mesure exacte; on peut seulement £aire yoir qu'elle doit sur* passer^ souvent de beaucoup , la quantité précédente, qui serait nulle si la hauteur h était zéro, qudique, certainement , il y ait une quantité de travail mécanique correspondante à la marche d'un homme sur un plan horizontal.
Dans cette marche , je suppose que Thommè ait d'abord le pied gauche en ayant du pied droit ; son centre de gravité est alors abaissé , au-dessous de sa position naturelle ,' d'une quantité que je désignerai par €. En s'appuyant sur son pied gauche , et s'aidant du frottement de ce pied contre le sol , l'homme ramène son pied droit au niveau du pied gauche, puis le pied droit devance le pied gauche, et va se poser sur le sol; ce qui fait un pas entier, composé de deux parties. Or, dans la première partie , l'homme soulève son centre de gravité de la hauteur i, et produit par là une quantité de travail égale à flg; il imprime , au même instant , à ce point une vitesse horizontale , que je désignerai par a , à la fin du premier demi-pas ; ce qui répond à une autre quantité de travail équivalente k la demi - force vive
, en désignant par g la gravité. On devrait
encore ajouter à , la partie de la demi-somme
des forces vives provenant des vitesses relatives de tous les autres points du corps (n"* 569) ; mais j'en ferai abstraction dans cette évaluation , qui ne peut être quun aperçu. Je supposerai aussi que le se-
cond demi -pas a lieu en yertu de la vitesse acquise à la fin da premier , et du poids du corps qui retombe sur le sol ^ de manière que , pendant le second demi -pas, l'homme n'exerce plus aucun effoit, et que les vitesses verticale et horizontale, dont son centre de gravité se trouve encore animé à la fin db pas entier^ soient détruites par le choc et le frottement de son pied droit contre le sol. Dans cette hypothèse ^ la quantité de tra-^ vail de l'homme pendant le pas entier sera la somme
n? H f ou n (€ -|- a) , en appelant a la hau-
teur due à la vitesse a , de sorte qu'on ait a* = 2ga.
U suit de là que dans un nombre n de pas égaux et semblables, la quantité de travail d'un homme ou d'un animal , portant un fardeau et marchant sur une route horizontale , aura pour valeur 71K (€ + et)^ en désignant par K son poids II augmenté de celui du ferdeau. Si le poids total a été élevé verticalement à une hauteur h au-dessus du point de départ , il faudra ajouter KA à la quantité /iK (€ -f- a) ; et si le fardeau est traîné sur une route, où il éprouve un frottement qui soit représenté par une partie F de son poids, il en r&ultera une autre augmentation de travail égale à F/, en appelant / la longueur du trajet.
68g. Dans le calcul des effets des machines en mouvement, il est souvent utile de distinguer les vitesses communes et les vitesses relatives de leurs différens points. Pour cela, soient toujours x^ j^ Zj au bout du temps ^, les coordonnées du point
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quelconque dont la masse est m; à cet instant^ les
composantes de sa vitesse absolue seront —^ -^^ — ;
et y «au bout du temps t^dt, les coordonnées de ce même point deviendront x -|- cÈr , ^ + ^ ^ z + ^- Or , on peut décomposer le mouvement du système, pendant l'instant dt, en un mouvement de translation et de rotation commun à tous ses points, dans lequel leurs distances soient invariables, et en des mouvemens particuliers ou ces distances varient convenablement. J'appellerai d!x, dj^ dz^ les accrôissemens àe Xjf, z, qui proviennent du mouvement commun, eid^x, djr^ d^, ceux qui résultent du mouvement relatif de m, de sorte qu'on ait
dxzszdx'i^d/x:, dj- z=2 djr ^^ d^jr ^ di = rf^z+rf^.
Pour ce point m, j'appellerai aussi i/, </, iv', les trois composantes de la vitesse commune qu'on regardera comme des fonctions données de^,ar,j^,z, et qui seront
celles de sa vitesse relative seront aussi -^ » "^ » "^î on aura
dx , dx dj . dj- d% j , ^«
pour les composantes de sa vitesse absolue; et en différent iant , il en résultera
dP
dt ^
dd^x
di' *
de
dd^
de *
dfz de
dw' ,
dd/i
de '
iGA
if)
pour les forces accélératrices de ce point m, suivant les axes des coordonnées ; les différentielles relatives à t qui sont indiquées , étant prises par rapport à cette variable et aux coordonnées x^jr^ z, regardées comme des fonctions de t.
Si ce point m est astreint à se mouvoir sur une sur* face qui peut être fixe ou mobile, mais dont la forme est invariable, il devra demeurer constamment sur cette surface, en vertu de sa vitesse absolue, et l'on pourra aussi supposer qu'il y resterait constamment , en vertu du mouvement commun du sysr* tème. En représentant par L =:? o , l'équation de la 8ur£aM:e , L sera une fonction donnée des coordonnées de ut , rapportées à des axes mobUes qui participent au mouvement ^commun, et cette quantité pourra être changée en une fonction du temps et des coor-» données dent rapportées à des axes fixes, c'est-à^ dire, en une fonction de ^, x,jr^z. L'équation Jj^ssso devra subsister, lorsqu'on y remplacera ces quatre variables , soit par t'^-dtf X'^^ dXf J'^r^Xf Z'+'dz, dans le mouvement absolu de m , soit par t^dt, jC'i'ctx, J'hd'jr^ Z'i'ctz, dans le mouvement commun du système. En négligjeant les infi-? niment petits du second ordre, on aura donc simul-i tanément
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dL , dJj w , dL jf , dL jn ^
6ty par conséquent^
Cela posé y nous allons chercher la somme des forces vives dues aux vitesses relatives de tous les points du système , et la comparer à la somme des forces vives qui résultent de leurs vitesses absolues.
6go. Reprenons ^ pour cela ^ la formule générale du n* 531» de laquelle on a déduit T-équàtion (^z) du n^ 680 , et formons successivement les termes de cetle formule, relatifs aux différentes sortes de forces qui peuvent agir sur le système que Ton considère.
Désignons d'abord par P une des forces extérieures et données; ^p étant la project&n^u déplacement de son point d'application, sur sa direction, et en Regardant cette projection comme une quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la direction même de P ou sur son prolongement > on aura, comme dans le n"" 681,
pour la partie de la formule citée , qui résulte de cette force P.
Soit aussi R l'action mutuelle de deux points du
système dont les masses sont m et m' ; appelons r la distance mm', dont R est une certaine fonction ; x,jr, z, x! ,y ^ z', étant les coordonnées de m et m% on aura
r* = (a: — or')- -H (r —/)•-!- {z — a')*;
et si jy exprime la variation de r qui résulte de leurs accroissemens J^x y iy ^ S'z, S'a:', J^, S'z' ^ on aura aussi'
rSr = (x — x*) (<rx — «Ta?*)
Les composantes de la fohre R appliquée au point m, seront
mX = =fc ^^=^,
mX
r nUà =3 ± ^ ^— ,
et celles de la même force appliquée au point m! ,
r ' „^Z' = =fc (îl^I^;
d'où Ton conclut
m ÇS.^x + Yjy + ZcTz) • *
+ m' (X'JW' + Y' jy + Z'eT/) = rfc RcT/-,
pour la partie de la formule générale , provenant
de la force R; le signe supérieur ou le signe infë'rieur ayant lieu , selon que cette force est répulsive ou attractive.
Si le point m est astreint à demeurer sur la surface dont on a représenté l'équation par L =: o^ dans le numéro précédent ^ et que l^n appelle 00 Télément de cette surface auquel le point m répond au bout du temps tf et loV la résistance qu'il en éprouve ^ cette force sera normale à la position actuelle de tf ; on aura donc pour ses composantes
en faisant I pour abréger ,
et si l'on fait aussi
il en résultera aUJJ'Uf pour le terme de la formule générale qui provient de I5 résistance oU. Le facteur U exprimera cette résistance rapportée à l'unité de surface; J^u sera la projection du déplacement de m sur la normale à l'élément œ; elle aura un signe ambigu^ à cause du radical V, et l'on regs^^er^Ti^ comme une quantité positive on néga-* tive , selon que la projection: du déplacement de m tombera sur la direction même de la résistance cAJ y ou sur son prolongement.
Oatre la résistance normale de la surface sur la* quelle le point m est assujetti à se mouvoir, il éprouvera encore une résistance tangentîelle provenant du frottement contre ccAte surfiice; et si l'on désigne cette force par ofV, et par J's la projection du déplacement du point matériel m sur sa trajectoire y il en résultera eoFJ'Sf pour le terme correspondant de la formule du n^ 53 1 .
D'après cela , cette formule pourra s'écrire ainsi :
la somme 2 du premier membre répondant à tous les points du système , et les sommes 2 du second membre s'étendant , la première aux points qui sont soumis à des forces motrices extérieures, la seconde . aux actions mutuelles de tous les points du système pris deux à deux , la troisième et la quatrième h tous les élémens des surfaces résistantes et frottantes. Cela posé , si l'obligation d'une partie des points du système, de demeurer sur ces surfaces, est IS seule condition qui restreigne les mouvemens du système entier, on pourra maintenant considérer tous ces points comme entièrement libres, et faire telle hypothèse qu'on voudra sur les variations ^x, ^/, J^z, des coordonnées d'un point quelconque.
691 • Je supposerai d'abord qu'on prenne
Sx z=i dx y S'y '=^ dj f Sz = dz; de sorte que le déplacement du point quelconque m
soit celui qui a lieu effectivement pendant l'instant dt. On aura , en même temps , Sr^air; et Ton rempla^ cera Jj), Jiij ^s^ par dp, du, ds, qui représentent les projections du déplacement réel du point m sur les directions des forces P , col] , coF. En appelant i^ , la vitesse d'un point quelconque m, et observant qu on a
l'équation (fi) deviendra
^d. 2mi^» = l,rdp ± tRdr + 2û>Ud« — 2û>F^. En intégrant , on aura donc
=zfl?dp zhfllXdr+JlLœUdu —flcôYds
k étant la valeur initiale de p ^ et les intégrales commençant à l'origine du mouvement.
Le terme fXPdp comprendra la partie du travail moteift qui répond au poids du système ; et si Ton appelle II ce poids , et Ç la hauteur verticale dont le centre de gravite sera tombé pendant le temps t , cette partie sera égale à n^.
Lorsque les distances des points du système que Ton considère demeureront invariables pendant le mouvement , on aura ^r = o , et le terme /iRdr disparaîtra de l'équation (i). S'il s'agit d'un fluide , ce terme comprendra les attractions ou répulsions mutuelles de ses points , qui s'étendent à de grandes
distances ; il comprendra aussi les actions mutuelles qu'on appelle proprement^rc^^ moléculaires (n** 588), qui ne s'étendent qu a des distances insensibles , et qui
* produisent les pressions intérieures, auxquelles on ' n*a point eu égard en formant l'équation (<)• La valeur
de cette intégrale /2Ri/r dépendra du changement de' forme et des condensations ou dilatations du fluide
• pendant son mouvement; et pour les très petites variations de densité qui ont lieu dans le liquide , elle pourra varier dans de très grands rappwts , à raison des forces moléculaires ou des pressions intérieures qui en résultent (n* S^G).
Les sommes l^Vdu et 2,ûùFds comprises sous les deux dernières intégrales, sont elles-mêmes des intégrales doubles étendues à tous les élémens eo des sur&ces résistante3 et frottantes. Si la partie du système qui frotte contre une de ces surfaces est un corps solide , la force oF sera indépendante de la vitesse de ce corps, et proportionnelle , pour chaque élément €0 , à la pression correspondante, laquelle est égale et contraire à la résistance alV. Si cette partie frottante du système est un fluide , la force â»F dépendra de sa vitesse relative , et sera indépendante de la pression ( n* 4^^ )* Lorsque la surface dont L = o est l'équation , sera immobile, la projection du déplacement de m sur la normale à cette surface sera nulle, puisque le point m est assujetti à demeurer sur cette surface ; on aura donc duzzzo; ce qui fera, disparaître Tintégnle/XcùVdu; et si l'on fait, de plus, abstraction du
^' frottement , l'équation (/) se réduira à l'équation or-
if dinaire des forces vives.
Prenons actuellement
de manière que les déplacemens des points du sy8<* tème que suppose 1 équation (A), soient leurs déplacemens relatifs. Désignons par d^p^ dju,^ djs^ les projections des ^déplacemens relatifs des points où sont appliquées les forces P, U, F, sur leurs directions. Les valeurs âasi S'pf iïif ds^ qui répondent à celles de cTx ^ Jy, S'T^ , que nous employons ^ seront dj^ , djbi^dfi. De plus, les autres parties dx^ dfjr, dz^ des diiférentielles totales dx,dj, dz, n'influant pas, par hypothèse, sur les distances mutuelles des points du système, cTrse changera dans la différentielle dr, comme dans le numéro précédent. L'équation (h) deviendra donc
= XPd^p ± 2lWr + ^a>\]d/i — 2û)Frf^^. )
Si Ton appelle i^^ la vitesse relative du point m,, dont
• ' dx djy d z
les composantes sont -^ > "jf > "^ > ^" ^^^^
et, en différentiant ,
En vertu des équations (/) , on aura donc
D ailleurs y si Fon metrf/c, d^y^d^z^ dans l'exprèssioQ de ^u du n® 690 , pour avoir celle de dju, , on aura
quantité nulle , en vertu de l'équation (g). Au moyen de ces valeurs , l'équation (A:) prendra la forme
= SSdiP de 2lWr — lotEd^s ; et t en intégrant , il en résaltera
A:^ «étant la valeur initiale de v^^ et les intégrales corn* mençant à l'origine du mouvement.
693. Cette équation (/) fera connaître l'accroisse-* ment , pendant le temps t, de la demi-somme des forces vives • dues aux vitesses relatives de tous les points du système. ^
En faisant directeifaent dans la formule générale du n* 55i y l'hypothèse qui nous a conduits à lequatioh (Z) . c'est-à-dire , en y mettant d/jc , d^ jr^ d^z ^ au lieu ue S'Xp S^y^ iz^ on aura
ou bien , d'après ce qui précède, 7 d. mv*
la somme Z du second membre s'ëtendant à toutes les forces qui agissent sur les points du système, excepté les forces provenant des résistances normales des surfkces fixes ou mobiles, que les valeurs prises pour S'œ, jy, cT^i ont la propriété de faire disparaître. Or, si l'on appelle H la force dont les trois ccyciposantes sont
et d^h la projection du déplacement relatif de son point d'application sur sa direction , on aura
^m(Z — ^)d,z^±:Edfi,
selon que cette projection d^h tombera sur la direc* tion même de la force H , ou sur son prolongement. Donc, en conservant H et d/i dans le premier cas, et employant L et d^l dans le second, on en conclura
la somme lUdfi s'ëtendant à toutes les forceb mou-
Tantes da système , et la somme 2Lt// à toutes les forces résistantes.
Cette dernière éqaation n'est autre chose que l'équation (/) présentée sous une forme différente. En la comparant à l'équation (d), on voit que le principe des forces vives a encore lieu à l'égard des vitesses relatives des points du système , telles qu'elles ont «té définies dans le n® 689 , pourvu que l'on remplace les forces données P et Q » par d'autres forces'H et L y qui dépendent des premières et du mouvement commun du système.
Ce théorème est dû à M. Corîolis. Il peut être employé utilement dans beaucoup de questions étrangères à ce traité de Mécanique rationnelle^ et pour lesquelles nous renverrons au mémoire de l'auteur sur le principe des forces visses dans les mous^emens relatifs des machines (*).*
694* Le terme flKdr, qui provient des forces moléculaires , est le même dans les deux équations (/) et (/); le plus souvent , le terme qui répond aux frottemens est aussi le même dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif du système ^ et ne change pas^ par conséquent , en passant d'une équation à l'autre; alors, en retranchant la seconde de ces équations de la première, on aura -
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Si les forces P se réduisent aux poids des différentes parties du système ; que Ton appelle fl le poids total , et Ç' la hauteur verticale que décrit son centre de gravité pendant le temps t, dans le mouvement commun à tous ses points, U est aisé de voir que l'on aura aussi
f:EV(dp - djp) = nç'.
De plus, s'il n'y a qu'une seule sur&ce résistante, «t qiie ce soit, par exemple, un plan qui se meut parallèlement à lui-même , on pourra prendre , pour le mouvement commun du système, le mouvement donné de ce plan , car il satisfait aux deux conditions du n'^ôSg : il ne changera pas les distances mutuelles des points du système , et il n'empêchera paa les points qui sont en contact avec ce plan mobile, de demeurer à sa surface. D'ailleurs, il ^st.évident que ce mouvement étant perpendiculaire au plan mobile , il n'influera aucunement sur les vitesses relatives des points qui glissent sur ce plan , non plus que sur Içs trajectoires qu'ils y décrivent; d'où il résulte que le travail résistant du au frottement contre ce plan, sera la même dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif, comme le suppose l'équation (m).
Pour simplifier encore cette équation , je suppose que le mouvement du plan résistant soit uniforme ; en sorte que tous ses points décrivent des perpendiculaires à sa position initiale, avec une vitesse commune, qui sera rendue, par un moyen quelconque, invariable et indépendante de l'action du système sur ce plan. Ses composantes m', t/, u^, seront con^-
tantes, et Ton aura
En désignant cette vitesse par Uy et par ot Tangle que sa direction fait avec celle de la pesanteur, on aura aussi
Ç' = atcosa.
Soit, en outre, Qla pression exercée, au bout du temps t , sur la surface entière du pian donné,' et dans le sens de la vitesse a. Le travail résistant qui répond à cette force prise en sens contraire de sa direc* tion, c'est-à-dire, à la résistance du plan, sera — Jl^adê, pendant la durée du temps t , en supposant que l'intégrale s'évanouisse avec cette variable. En faisant passer le facteur a enMehors du signe /y nous aurons donc
JlœMdu = — o/Qrf/,
pour la valeur du dernier terme de l'équation (m) , laquelle deviendra
La vitesse 9^ est la résultante de m et de la vitesse a prise en sens contraire de sa direction; si donc, on représente par €, l'angle que fait la direction de la vitesse \^ avec celle de ^i, on aura
et si Ton désigne par «T la valeur initiale de é, on
aura de même
V. = ^* — ^^k cos cT + a» ; d'où il résulte
i 2m(A:* — k;) = a Imk cos / — f a»2m , 7 2m(i^* — i^/) = a 2m<^ cos £ — \a^lm ;
ce qui change l'équation (n) en celles:! ,
HmkcosS' — 2mf cos e + n^cos « = /Qcfc, (o)
après qu'on a supprimé le facteur a comipun à tous ses termes*
Les sommes Hmk cos cT et 2m(>cos € expriment, au commencement et à la fin du temps t, les quantités de mouvement de tous^les points du système , dans le sens perpendiculaire au plan donné; le produit n^ cos a est la quantité de mouvement produite suivant la même direction par le poids II du système , pendant la durée du temps ^ ; et l'intégrale fQdt est la quantité de mouvement détruite pendant ce temps par la résistance du plan donné. Or, il est évident que cette dernière quantité doit être égale à l'excès de la première somme sur la seconde, aug-* mente de la quantité 11^ cos et ; en sorte que l'équation précédente, qui exprime cette égalité, peut être regardée comme une vérificatipn de notre analyse.
695. Lorsque la vitesse k de chaque point du système se changera brusquement dans la vitesse (^, l'action du système sur le plan Ékmé sera une percussion ; pendant sa durée très TOurte , on pourra
négliger l'efTetn^ coset de la pesanteur; et la quantité de mouvement détruit^ par le plan sera Texcès de 2mAcosJ^6ur2mi.co^€.
Si le système est un corps solide situé au-dessus du plan , et qui demeure juxta-po^ à sa surface après le choc y la composante (^cos£.de la vitesse inséra la mème^ à cet instant^ pour tous les points du corps ^ et égale à la constante a; en différentiànt Téquation (o) par rapport à ^^ on aura donc
n cos a ^= Q ;
et y en effet ^ la Vitesse du plan étant invariable ^ par hypothèse , il faut que sa résistance détruise incessamment les accélérations de la gravité , qui auraient lieu perpendiculairement à sa surface ; il faut donc que cette force soit égale et contraire à la composante du poids n suivant cette direction ^ et que la pression Q soit égale à cette composante.
.On peut remarquer que, quand 1 angle ot est obtus, la valeur précédente de Q a le signe — • Mais on a supposé plus haut que la pression exercée sur ce plan était dirigée dans le sens de la vitesse a; et, si le contraire avait lieu, il faudrait changer le signe de Q dans toutes les équations précédentes. Or, la pression Q s'exerce effectivement en sens contraire de la vitesse a, lorsque langle a est obtus; la valeur de Q est donc alors — n cos a , ou, autrement dit , cette valeur est toujours II cos et, abstraction faite du signe.
6y6. L*équation (o),. évidente en elle-même, peut
servir à déterminer la pression d'une veine flaidc en mouTeneot sur un plan ÂQ ( fig. 57), animé de li vitesse (9 perpendiculaire à ce plan, et dont la direction fait, arec celle de la pesanteur^ un angle a.
Pour fixer les idées , supposons que le liquidé sorte d'un vase par un orifice horizontal , et qu'il forme , au-dessous de la contraction de la veine (n* 676) , un cylindre vertical dont tous les points ont une vitesse commune et verticale, que nous désignerons par y. Supposons aussi que le niveau du liquide soit entretenu à une hauteur constante dans le vase; ce qui rendra la vitesse y indépendante du temps.
Jusqu'à une section horizontale CD^ faite à use petite distance au-dessus du plan AB , la veine coaservera sa forme cylindrique et sa vitesse y \ elle s'étendra ensuite sur ce plan , et finira par le deltorder. Au bout d'un certain temps, le fluide parviendra à un état permanent , dans lequel la vitesse de chaque molécule ne dépendra plus que du lieu . qu'elle occupe, et où la pression en un point quelconque du plan AB sera aussi indépendante da temps. C'est dans cet état qu'il s'agira de déterminer la pression totale Q, exercée'sur la sur&ce entière du plan.
La partie de cette pression due au poids da liquide, sera la composante de ce poids , perpeadlcolaire au plan AB , défalcation faite de la partie de ce même poids, qui est soutenue par les parois du vase d'où le liquide s'écoule. Comme il sera toujours facile d'y avoir égard, dans chaque cas particolier,
nous en ferons abstraction ^ et nous ferons , en con<séquence, IIsso^ dans Fëquation (o). Il est évident qu'on pourra aussi p dans les sommes 2mk cos S" et Xnw cos 6 j ne pas tenir compte des molécules du li-. quide situées au-dessus de CD, puisqu'elles conservent toujours la même vitesse, ce qui fait disparaître la différence de ces deax sommes. Enfin , si le diamètre de la veine fluide est très petit, l'épaisseur de la couche liquide sera aussi très petite, à une petite distance autour de l'axe de la veine. A cette distance ; les vitesses relatives des points de la couche seront sensiblement parallèles au plan AB, dans toute l'épaisseur de la couche, ou, ce ^ui est la même chose , leurs composantes perpendiculaires à ce plan seront égales à a. De plus, cette partie du fluide comprise entre AB et CD sera beaucoup plus considérable que la partie voisine de l'axe de la veine, si la surface du pkn AB est très grande par rapport à la section CD ; on pourra donc alors prendre a, sans erreur sensible, pour la composante i^ cos € de la vitesse i^ de chaque point du fluide contenu entre AB et CD.
Cela, posé , soit C^D' une autre section de la veine fluide, faite au-dessus de CD, et telle que le volume compris entre CD et C^D' soit équivalent au volume de fluide compris entre AB et CD. Appelons 0 le temps que le premier volume du liquide emploie à traverser la section CD et à se changer dans le secobd volume. Supposons que lés sonmies 2mk cos S" et Zmt^cos €, de 1 équation (o), étendues à tous les points du second volume, se rapportent au commencement et à la fin
du temps ô. Au 1
étaient situes au-dessu)
qaemment , une vitesse^
la vitesse a ; pour ud
donc
A la fÎQ du temps ( dire.
on a, comme 1
pour un -point quelconque m du liquide contenu entre AB et CD. Si donc on appelle jti la niasse de ce liquide^ il en résultera
"S-mk cos ^ — SiRL* cos £ = /* (5^ cos a. — a).
D'ailleurs , la pression Q étant constante , l'intégrale ff^dt est égale au produit Qô , pour la durée du temps 9 ; d'après l'équation (o) , nous aurons donc ^^B
f*.{y cos a. — a) = Q9. ^^I
Soit n le nombre de fois que le temps fl est contenu clans un temps t quelconque ; ïift sera la masse du liquide qui traversera la section CD pendant le temps t. Mais cette masse sera aussi '/:cj(, en appelant p la densité du liquide , c l'aire de la section CD , et observant que y est la vitesse constante de l'écoulement à travers celte seclion; ou aura»
par conséquent ,
Tifi, = fcyt ;
si l'on multiplie 1 équation précédente par n, que Ton y sulwtitue cette valeur de rifA , et qu'on supprime ensuite le facteur/, commun à tous ses termes^ on a tioalemeut
Q ^ fcy ( y cos a — a) ,
pour la valeur de la pression qu'on se proposait de déterminer.
On devra se rappeler que celte formule suppose l'angle a aigu ; quand il sera obtus , il faudra , comme on l'a dît plus haut , changer le signe de Q; en sorte
que
l'on aura alors
Q == fcy{y cos a -f- a).
Ces deux expressions de Q supposent aussi que le plan AB est entièrement recouvert par la veine fluide épanouie sur sa surface; ce qui exige que a ne soit pa^ un angle droit, et, qu'en général, il s'écarle sensiblement de 90°. Quand le mouvement du plan est vertical, on a a=o, ou *= 180°, et, conséquemment ,
Q = fo(> =F «);
le signe supérieur ayant lieu lorsque le plan se meut dans le sens de la pesanteur, et le signe inférieur dans le cas contraire. Si l'on a rt=:o, ,et que y soil
la vitesse due à la hauteur h, et g la graTÎté, on * aura
Q == 3gfch ;
en sorte que la pression Q sera ^ dans ce cas, lé poids d'une portion de la veine cylindrique égale en longueur k h.
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