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ATERTISSEMENT.
CSet ouvrage pouvant servir à l'enseignement^ j'ai dû entrer souvent dans des détails minutieux 9 et suivre, pour l'exposition des matières, Tordre le plus propre à en faciliter rintelligence. L'ordre que j'ai adopte est celui que l'on suit maintenant dans les cours de ' Mécanique de l'École Polytechnique. On s'en formera une idée précise, en parcourant les tables analytiques des matières qui précèdent les deux volumes. Je me suis aussi attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclaircir les théories générales; ceux que j ai choisis ont été pris, surtout, dans l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans l'Ar* tillerie.
Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité de Physique mathématique, dont la Nouvelle théorie de VAc-tion capillaire^ que j'ai publiée il y a un an , est dêjd^ une partie \ les autres parties se com-
ij AVERTISSEMEM?.
poseront des difierens Mémoires que j'ai écrite, soit sur réc[uilibre et le mouvement des corps élastiq^uiÈS.et.dœ fluides, soit sur les fluides impondérables, et que je me propose de réunir et de rendre aussi complets qu'il me sera donné de le faire.
On trouvera, à la fin du second volume, une addition relative à l'usage du principe des forces vives dana le calcul des machines eamoavemeat.
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601, 16, ces denz, lisez les denx
633, 5 en remontant, -, lisez -
658, 14, CB, lUez CA
16, AG, /ûe» BG
Nota. Les fantes des pages 478, 479 ^^ ^33, ont été corrigées dans le plas grand nombre dus exemplaires.
TRAITÉ
1. La matière est tout ce qui peut affecter nos sens dune manière quelconque.
Les corps sont des portions de matière limitées en tous sens, et qui ont, par conséquent, une forme et nu volume déterminés. On appelle masse d'un corps, la (jnantité de matière dont il est composé.
Un point matériel est un corps infiniment petit dans toutes ses dimensions ; en sorte que la longueur de toute ligne comprise dans son intérieur, est infiniment petite, c'est-à-dire, moindre que toute longueur qu'on puisse assigner. On peut regarder un corps de dimensions finies, comme un assemblage d'une infinité de points matériels, et sa masse comme * la somme de toutes leurs masses infiniment petites.
2. Un corps est en mouvement, lorsque ce corps ou ses parties occupent successivement différens lieux dans l'espace* Mais Yespace étant infini et partout identique, nous ne pouvons juger de l'état de mouvement ou de repos d'un corps, qu'en le comparant à d'autres corps ou à nous-mêmes; et, pour
cette raison, tous les niouyeniens que nous observons sont nécessairement des mouvemens relatifs.
Tous les corps sont mobiles; tnAîs la matière ne se meut jamais spontanément; car il n^y aurait pas de raison pour qu'un point matériel se dirigeât plutôt d'un côté que de l'autre j et, en effets si nous considérons un corps à l'instant où il passe de letat de repos à l'état de mouvement, nous reconnaissons toujours que ce changement est dû à l'action d'une cause étrangère ou sans laquelle nous concevons que ce corps pourrait d'ailleurs exister.
On donne, en général, le nom Aé force à la cause quelconque qui met un corps étl mouvement, ou seulement qui tend à le mouvoir, lorsque son effet est suspendu ou empêché par une autre cause.
3. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à la fois à un mêrtie corps, elles se modifient réciproquement, en vertu de la liaison qui existe entre ses parties, lèt qui les empêche de prendre le mouvement que tend à imprimer à chacune d'elles, la force à latjuelle elle est soumise. Il peut même arriver que ces forces se détruisent complètement, de sorte que le corps ne prenne aucun mouvement : on appelle équilibre cet état particulier d'un knobile, qui reste en repos quoiqu'il soit sollicité par plusieurs forces, ou autrement, on dit que ces forces ^e font équilibre.
La Mécanique est la science qui traite de l'équilibre et du mouvement des corps. La partie dont le but est, en général , de découvrir les conditions de l'équilibre, se nomme Statique. On appdle Dynamique l'autre partie, qui a pour objet de déterminer le mouvement
que prend un mobile ^ quand les forces qui lui sont ^>pliquées ne se font pas équilibre.
Les géomètres étant parvenus» comme cm le yerra dans la suite ^ à réduire toutes les questi<ms de mouvement a de simples problèmes d'équilibre , il serait naturel d'exposer d'abord la Statique entière et ensuite la Dynamique; mais, pour faciliter rijitelligence des matières^ il a paru préférable^ dans l'enseignement, de s'occuper de la partie la plus simple de la Dynamique^ avant de considérer les questions générales de l'équilibre. C'est cet ordre que je suivrai dans cet ouvrage.
4« li y aura trois choses à considérer dans une force agissant sur un point matériel : .la position de ce point, l'intensité de la force et sa direction, c'eslà-dire, l'espace rectiligne qu'elle tend à faire parcourir k son point d'application. Toutefois, on ne doit pas confondre un point matériel avec ce qu'on appelle un point en Géométrie, où ce mot désigne l'extrémifeé d'une ligne , ou l'intersection de deux lignes qui se coupent; l'espace que parcourt un point matériel n'est pas non plus une ligne privée de deux dimensions; mais ce corps étant infîniment petit en tous sens, et la largeur et l'épaisseur de l'espace que la force tend à lui faire décrire, étant aussi infiniment petites, on déterminera sa portion et la direction de cette foixre, de la même manière que l'on détermine la position d'un point et la direction d'une droite en Géométne.
Ainsi^ d'abord, la position dans l'espace, du point d'application d'une force, se déterminera, en général.
au moyen de ses trois coordonnées parallèles aux in^ tersections de trois plans rectangulaires ; ce qni> comme on sait^ ne laissera aucune indécision.^ quand on aura égard , en même temps , au signe et à la gran^ deurde chaque coordonnée. Quelquefois aussi, nous emploierons les coordonnées polaires , savoir : le rayon vecteur du point donné, ou sa distance à leur origine, l'angle que fait ce rayon avec une droite fixe menée par cette 'Origine, et l'angle compris entre le plan de ces deux droites et un plan fixe passant par la seconde.
5. Les forces ne peuvent se mesurer qu'en prenant pour unité une force convenue, et en exprimant par des nombres les rapports des autres forces à cette unité ; ce qui exige que l'on définisse, d'une manière précise, ce que l'on doit entendre par une force égale à une autre, et par une force double, triple, quadruple y... d'une autre , indépendamment de la nature particulière de ces diverses causes de mouvement»
Deux forces sont égales lorsqu'étant appliquées en sens contraire l'une de' l'autre, à un même point matériel ou à deux points liés par une droite qui ne peut changer de longueur, elles se font équilibre.
Si , après avoir reconnu que deux forces sont égales, on les applique dans la même direction à un même point, on aura une force double ; si Ton réunit ainsi trois forces égales, on aura une force triple; si l'on en réunit quatre, on aura une force quadruple; et ainsi de suite.
Lors donc que nous dirons qu'une force, appliquée à un point matériel, est un certain multiple d'une
autre force» il faudra entendre que la première peut être regardée comme formée d'un certain nombre de forces reconnues égales à la seconde, et agissant dans une même direction. Cest de. cette manière que les forces deviennent^ quelle que soit leur nature parti-* culière^ des quantités mesurables que Ton peut exprimer par des nombres^ comme toutes les autres sortes de quantités , en les rapportant à une unité de leur espèce. On .peut aussi représenter leurs intensités par des lignes proportionnelles à ces nombres^que Von porte sur leurs directions.^ à partir du point où elles sont appliquées ; ce qui a layantage de simplifier le-* nonce des théorèmes..
6. Les points d'application des forces et leurs intensités étant ainsi déterminés^ il ne nous reste plus qu'à nous occuper de leurs directions.
Soit M (fig. i"), le point d'application d'une force; représentons sa direction par la droite MD, de manière que cette force tende à faire avancer le point M'^ de M- vers D; par le point M menons trois axes rectangulaires MA ^ MB, MC, qui seront^ en général^ parallèles aux axes des coordonnées^ et dirigés dans le sens des coordonnées positives ; désignons par a, €,,y,\es^ angles aigiis ou obtus que la direction MD-. £ût avec ces axes^ de sorte qu'on ait
AMD = ct, BMD = e/ CMD = >;
je dis que cette direction sera complètement dé(erminée . quand ces trois angles seront donnés .
En effet y en ayant seulement égard aux deux angles a, et €, \\ faudra que la ligne MD se trouve à la
fois sur deux cônes droits^ dont le soinmet commuiir est au point M^ et qui ont pour axes les droites MA et MB. Il &udra donc que a et C soient tels , que ces deux cônes puissent se couper; œ qui aura lieu alors suirant deux arètes situées dans un méiae plan perpendiculaire au plan ÂMB, et qui feront ^ aTec Taxe MC^ deux angles supplémens l'un de l'autre^ La droite MD pourra donc encore avoir deux posi-* ticgis différentes; mais Tangle y étant aussi donné, on saura s'il est aigu ou obtus^ et l'on pourra cfaoiûr entre ees deux positions celle qui convient à la direction de la force.
Cette construction montre ^ en outre , que les angles a, €, y, ne peuvent pas être pris tous les trois au hasard. Il existe effectivement entre les cosinus des angles qu'une même droite MD fait avec trois axes rectangulaires > une équation
cos* a + cos* € + cos* ^ = i , (i)
que l'on démontre en prenant sur la droite MD, à partir du point M, une ligne égale a lunité, et formant un parallélépipède rectangle , dont cette ligne soit la diagonale, et qui ait ses trois côtés adjacens sur les trois axes MA, MB, MC. Ces trois côtés seront les cosinus des angles a, ^, y; et la somme de leurs carrés devant être égale au carré de la diagonale, d'après une théorème connu , il en résultera l'équation qu'on vient d'écrire.
y. On adoptera, dans ce Traité, la division de la circonférence en 36o% du degré en 60 minutes et do la minute en 60 secondes. La lettre tt sera conslam^
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iu0Dt employée à r^préa^atw U âeaii-i:ircaqfépenc«^ dont le raypu est ég^ k YumU } de sorte que l'oo aura
or = 5,i4i5g26...
Le quart de la circonféreuce répoad à l'angle droit ou à Fangle de 524000''; il s'ensuit que la longueur de l'arc correspondant à un angle d'un nombre quelconque n de secondes , sera le quatrième terme d'une proportion , dont les trois premiers seront ^t, n et 324000''. En désignant cette longueur par «»•, il euTésultera
2o6264>8...' Le logarithme ordipaire ^e ce diviseur coDStantest
5^3i44^^i* Dans les calculs numériques, ce sont les arcs ainsi calculés qu'on devra employer à la place des angles qui ne seront pas compris sous les signes trigonomé* triques sin^ coSj tang.
Pour qu'on puisse , au moyen des angles pl, Ç, y , représenter la direction d'une force dans toutes les positions possibles autour de son point d'application, il faudra et il suffira qu'ils s'étendent depuis zéro jusqu'à 180^ inclusivement. Si, par exemple, l'axe MC est au-dessus du plan des deux autres axes MA et MB, l'angle ^ devra être plus petit ou plus grand que 90% selon que la droite MD sera située au-deesus ou audessous de ce plan ; il sera zéro qtiand la direction MD Qoiacîdera avee MC, et égal k iBo* quand MP coïncidera avec le prolcHigemeot MC'de MC Les cosinus de a, é, y, pourront donc être po^Uîfs ou né-
gatife; mais leurs sinus seront toujours positife^ puisque ces angles ne dépasseront jamais i8o^.
En général , si nous considérons le prolongement MP' de la droite quelconque MD , il est évident que les angles qu'il fait avec les trois axes sont supplémens de et, €, y. En faisant donc
AMD' =. a', BMD' = C', CMD' = y\
nous aurons
cos6('= — cos6(, co8C'=— cosé^, C08 ^ = — cosy}
d'où il suit que les directions de deux forces qui agis* sent en sens contraire sur un même point M , Tune suivant MD, l'autre suivant MD', se distingueront Tune de l'autre par les signes des cosinus des angles qui leur correspondent.
8. Au lieu des trois angles a, C,yj liés entre eux par l'équation (i), on pourra n'employer que deux angles iudépendans l'un de l'autre, pour déterminer la direction d'une force.
En effet, soit ME la projection de MD sur le plan AMB ; appelons S" l'angle que fait cette projection avec l'axe MA, de sorte qu'on ait
AME = cT.
Lorsque cet angle J^ sera donné, il fera connaître la position du plan CME, et l'angle y achèvera ensuite de déterminer celle de la droite MD comprise dans ce plan. Il faudra que l'angle J" soit compté, à partir de MA, dans un sens convenu, et qu'il puisse s'étendre depuis zéro jusqu'à 56o^ ; l'angle y ne s'étendra toujours que depuis zéro jusqu a 1 80^.
La projection sur le plan AMB de la diagonale du parallélépipède précédemment indiqué ( n* 6 ) sera le cosinus de l'angle DME , ou égale à sin y. Si Ton projette de nouveau cette projection sur Taxe MA y cette seconde projection se déduira de la première, en la multipliant par cos /; elle coïncidera j d'ailleurs , avec la projection de la diagonale du parallélépipède sur ce même axe MA , et sera , conséqnemment, égale à cos et ;" par conséquent, on aura
cos a s= sin ^ cos cT»
On trouvera de même
cos ^ = sin y sin J*;
et ces deux formules serviront à transformer les équations où Ton aura fait usage des angles ct^ € , y, en d'antres où Ton n'emploiera plus que y et J^. On vérifie immédiatement qu'elles satisfont à l'équation (i).
9. n existe une autre équation qui comprend , comme cas particulier, cette équation (i), et qui nous sera souvent utile.
Pour la former, soient x, jr, z, les coordonnées d'un point quelconque M ( fig. 2 ) rapportées aux trois axes rectangulaires Ox, 0/, Oz. Appelons r son rayon vecteur OM, et a, f , y, les angles aigus ou obtus que fait ce rayon avec les trois axes , dé sorte qu'on ait , par exemple ,
zOM = y.
Si l'on abaisse du point M une perpendiculaire MN
sur Taxe 0%, la droite ON sera rordonnëe z, et
dans le triangle rectangle MON , on aura
z = r CCS y ;
on trouvera de même
j^ c= r cos ff , jtr 0= r cos a.
Soit M' un autre points et désignons par x\ y, z\ r'y a', S', y\ ses coordonnées ^ son rajon vecteur et les angles relatifs à cette droite ; nous aurons aussi
:r' s= r' cos «', ^ =a= r' cos f ', jg' = / cos 3/.
Appelons u la distance MM"; on aura, comme on sait,
et si l'on représente par g l'angle MO M', on aura en même temps
a» = r* + r'* — :irr^ cos € ,
dans le triangle dont r, /, m, sont les trois cotés. A cause de
x^ +j'^ Ji^z^ = T^, x'^ 4- r'* + ^'' = ^^f
la premièi*e valeur de v} est la même chose que
w' = r* + r'* — 2 {pcx^+jrjr' + zz') ;
en la comparant à la seconde, on en conclura
rr' cos € = 0:0:' -f- j-y + zz' ;
et si Ton substitue dans cette équation les valeurs précédentes de or, 7, 2, a:', x\ z% il en résultera
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cos e = cosa cos ai + cos ^ cos ff'-J-cos^ cos y' \ (a)
ce qu'il s'agissait de trouver.
Lorsque les deux droites OM et OM' coipçideot ^ ks angles ft\ &\ 'y\ sont les mêmes que ^^ €, > ^ et cette formule se réduit à l'équation (i). Quand ce^ deux droites sont perpendiculaires l'une à l'autre » on a é^go"*, et par conséquent
cos a cos a' cos & + cos C( + cos y cos y = o..
En mettant dans les valeurs de a:,^, z, celles de cos OL et cos ^, qu'on a trouvées dans le numéro précédent ^ on aura
ar=rsin7coscr> /*=''sin). siucP, z = rcos}.î
formules dans lesquelles les trois variables r, >, J^ sont les trois coordonnées polaires du point M , telles qu'elles ont été définies dans le n° 4> ^t qui serviront, par conséquent, à transformer les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires.
lo. La Considération des projections dont on s^est servi dans le n' 8, sera souvent employée dans cet ouvrage; il convient donc d'exposer ici leurs premiers principes.
La projection d'une droite sur une autre droite est la partie de celle-ci qui est comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissées des deux extrémités de la droite projetée. Ainsi , les différences x* — x ^y — y^ 3'— z, des coordonnées extrêmes sontles projectionsde la droite MM' sur les axes des a:, ^,2; et, d'après la première valeur de tt*, la somme des carrés des projections d'une même droite sur trois axes rectangulaires
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est égale au carre de cette droite. Si la droite projetée et celle sur laquelle on la projette sont dans un même plaki, la projection est égale et parallèle à la base d'un triangle rectangle , dont la droite projetée est l'hypoténuse; en sorte que si l'on désigne par /' la longueur de cette droite ^ par X celle de sa projec'>> tion , et par i l'angle de ces deux droites, on a
Xss Icosu
La projection d'une surface plane sur un autre plan, est la partie de ce plan terminée par la projection du contour de la surface projetée, c'est-à-dire, par la courbe que forment les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de ce contour. Or, l'équation précédente subsiste encore, si l'on y met à la place de / l'aire de la surface projetée, et au lieu de A l'aire de sa projection ; i étant alors Tinclinaison d'un plan, sur l'autre, pour laquelle on peut aussi prendre l'angle compris entre les perpendiculaires à ces deux plans.
En effet, décomposons l'aire de la surface projetée en élémens d'une largeur infiniment petite et perpendiculaires à l'intersection de son plan et de celui $ur lequel on la projette; la projection de chaque élément sera égale à cet élément multiplié par lecosinus de leur inclinaison mutuelle; par conséquent^ cette inclinaison étant la même et égale à / pour tous les élémens, la somme de leurs projections, ou A, sera égale à leur somme, ou à l'aire totale l multipliée par cos î; ce qu'il s'agissait de prouver. On conclut de là que le carré de l'aîre d'une surface plane
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est ^al à la somme des carres de ses projections sur trais plans rectangulaires, en prenant pour l'inclinaison sur chaque plan Fangle que fait la normale à la surface donnée avec les perpendiculaires à ce plan ^ etajant égard à l'équation (i).
II. Lorsque dans une question, ou considérera un sjstème de forces parallèles, on pourra supposer que l'un des trois axes rectangulaires MA, MB, MC, (fig. !"•), leur est aussi parallèle. Alors deux des trois angles a, C^y^les deux derniers, par exemple, seront droits pour toutes ces forces; et l'équation (i) se réduira à
cos* a = I ;
d'où l'on tire «tso ou A=â I8o^
De cette manière, la direction de chaque force serait fixée, en disant qu'elle fait ayec Taxe MA un angle nul ou un angle de i8o°; mais dans ce cas parw ticulier, il sera plus simple de déterminer cette direction par.le signe de la force, en regardant comme positives les forces qui agissent dans un sens,. et corame négatives celles qui agissent dans le sens opposé.
Au reste, le cas des forces parallèles sera le seul où nous considérerons des forces positives et des forces négatives ; dans tous les autres cas, les quantités qui représenteront les grandeurs des forces, dans le calcul, seront positives, et la variation de signe ne tombera que sur les cosinus des angles que leurs directions font avec des axes fixes.
Ce qui précède renferme les définitions préli
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minaires , et des détails suffisans sur la détermina^ tioa des grandeurs et des directions des forces ; mais, dans cet ouvrage ^ j'emploierai exclusivement la méthode des infiniment petits ; c'est pourquoi il est nécessaire de rappeler^ dans cette introduction , les principes de l'Analyse infinitésimale , et parmi les formules qui s'en déduisent le plus immédiatement, celles dont nous pourrons avoir besoin par la suite.
Un ii^niment petit est une grandeur moindre que toute grandeur donnée de la même nature.
On est conduit nécessairement à l'idée des Infiniment petits, lorsque l'on considère les variations successives d'une grandeur soumise à la loi de continuité. Ainsi y le temps croit par des degrés moindres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, quelque petit qu'il soit* Les espaces parcourus par les difTé* rens points d'un corps, croissent aussi par des infiniment petits; car chaque point ne peut aller d'une ppsition à une autre , sans traverser toutes les positions intermédiaires ; et l'on ne saurait assigner aucune distance, aussi petite que l'on voudra, entre deux positions successives. Les infiniment petits ont donc une existence réelle, et ne sont pas seulement un moyen d'investigation imaginé par les géomètres.
Du infiniment petit peut être double, triple « quadruple, , d'un autre : les quantités infiniment petites ont entre elles des rapports quelconques , dont la détermination est un objet essentiel de l'Analyse infinitésimale.
Si a et 6 sont des Infiniment petits , et que le rap>port àe b h a soit aussi Infiniment petit , 2^ est ce
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qu'on appelle un infiniment petit du second ordre. Par exemple y U corde d'un i^rc de cercle étant sup^ posée infiniment petite y le sinus vei^e du aiéine arc «st un infiniment petit du second ordre ^ puisque le mpport du sinus verse à la corde est toujours le xnéme que celui de la corde au diamètre, et devient , ]Mir €K>nséquent9 infiniment petit en même temps que le second rapport.
De même , b étant déjà un infiniment petit du -second ordre , si l'on suppose que le rapport de c à & «oit infiniment petit du premier Ordre » on apellera c un infiniment petit du troisième ordre ; et ainsi de 4Utte«
Il suit de là qu'un produit composé d'un nombre n de facteurs infiniment petits du premier ordre, devra être rangé dans la classe des infiniment petits de l'ordre n.
' L aire d'une surface infiniment petite dans toutes ses dimensions est au moins un infiniment petit du second ordre ; car elle est moindre que le carré de la droite kt plus longue qu'on puisse mener d'un point à un autre de son contour , laquelle droite est infiniment petite , par hypothèse. On verra de même qu'un volume dont toutes les dimensions sont infi*»^ niment petites , est au moins un infiniment petit du troisième ordre , puisqu'il est moindre que le cuhe delà plus longue droite menée d'un point à un autre de sa soperfide.
Cela posé , le principe fondamental de l'Analyse infinitésimale consiste en ce que deux quantités finies > qui ne difierent l'une de l'autre que d'un
i6 TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
infiniment petit , doivent être regardées comme égales p puisqu'on ne saurait assigner entre elles aucune inégalité , aussi petite que Ton voudra.
Il en sera de même à l'égard de deux quantité infiniment petites du premier ordre , dont la différence est infiniment petite du second ordre, et, généralement^ à Tégard de deux infiniment petits d'un ordre quelconque , qui ne diffèrent l'un de l'autre que d'un infiniment petit d'un ordre supérieur : on les considérera comme, des quantités ri* goureusement égales, et leur rapport, comme égal à l'unité.
On énonce encore ces principes d'une autre manière, en disant qu'il est permis de négliger dans un calcul , sans crainte d'altérer aucunement les résultats, soit les infiniment petits ajoutés à des quantités finies, soit les quantités infiniment petites d'un ordre quelconque, ajoutées à des quantités d'un ordre inférieur.
i5. La différentielle dx d'une variable indépendante x^ est l'accroissement infiniment petit qu'on attribue à cette variable ; la différentielle djr d'une fonction ^ de or , est l'accroissement correspondant de cette fonction, réduit au même ordre de grandeur que celui de la variable indépendante , par la suppression des infiniment petits d'un ordre supérieur ; d'où il résulte que cette différentielle djr est toujours de la forme ILdx; X étant une autre fonction de x. Pour quelques valeurs particulières de x , il peut arriver que le coefficient différentiel X devienne infini, ce qui rendra la différentielle \dx indéterminée ;
mais cette circonstance ne se présentera pas dans la Mécanique.
Soient^ une fonction donnée de Xy c une constante arbitraire , et ¥x + c l'intégrale complète ou indefime de fxdx. Soient encore a et b deux constantes données. En déterminant la constante c de manière que cette intégrale soit nulle ou commence qnand ^ == o , et faisant ensuite a:=:b, le résultat ¥b — Ya sera ce qu'on appelle Tintégrale définie , prise depuis x:=a jusqu'à x=ib. 3e la désignerai
par I fxdx^ suivant la notation très commode que
Fottrier a proposée; et j'écrirai, en conséquence ,
¥b^Yaz=^f^fxdx.
Si l'on donne successivement à x une infinité de valeurs , croissantes depuis a jusqu'à b par des différences infiniment petites, et que l'on prenne ces différences égales ou inégales, pour les valeurs de ^ , il est facile de faire voir que la somme de toutes les valeurs de la différentielle ^dlr sera égale à l'intégrale définie Yb — Ya.
En effet, en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur au premier, on a, d'après la définition de la différentielle ,
F(ar+ dx) — Yx =zfxdx.
Si donc on représente par eT,, cT», «Ta, • . . . cT,, un nombre infini de quantités infiniment petites ^ telles que l'on ait
J^i + J'. + cTs . . . : + cT. = è — ^ ;
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et que l'on prenne successivement, pouv j? et dx, les couples de valeurs a et d\ , <i+<r, et J^„ a+J\-4-J', et /s, • . .b — <r. et ^., il en résultera
équations dont la somme est
ce qui i^enferme le théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Lorsque la fonction fx deviendra infinie entre les deux limites aetb^ ctXXp démonstration «aura plus lieu, et le théqrème sera en dé&ut* Danis qe c^ d'exception , que nous ne rencontrerons pas dan$ la suite p l'intégrale définie n'a plus aucun rapport avec la somme des valeurs de la différentielle , et elle peot même être négative, lorsque toutes ces valeurs sont positives, ou positive, quand elles sont toutes négatives. Pour faire reparaître le théorème, il faut alors empêcher que^r ne devienne infinie entre a:=a et a:=:bj en faisant passer \z, variable x de l'une à l'autre de ces limites, par une série de valeurs imaginaires (*).
(*) Voyez f sur ce point, le Journal de V École Polytechnique, i8* cahier, page 320.
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Le théorème préeédent ^s'étend sans difficulté aux intégrales multiples. Ai^si^ par exemple, sif(x,^) est une foDodim donnée de deux variaMes indépen^ dantes a: ttjr; qne Ton donne successivement à ces variables des séries de valeurs croissantes par des diffë^ renœs infinimeot petites; et que l'on prenne en même temps pour dx, les différences entre les valeurs con«< sécutives de or , et pour djr , celles des valeurs consécutives de ^, la somme de toutes les valeurs de f{pCjX)dxdjry sera l'intégrale ^//(x, j)dxdy^ prise
entre des limites convenables.
14* Lorsque la fonction fx renfermera une quan-> tité <ft considérée comme une constante dans Tinté-
gration , la valeur de l'intégrale / fxdx sera ellemême une fonction de a. U y a des questions dans lesquelles cette intégrale n'étant pas connue sous forme finie ^ on aura besoin^ néanmoins, de déter«< miner sa différentielle par rapport à a. Or, cette opération présentera deux cas différens , selon que les limites a et b sei^nt indépendantes de a, ou qu*eUes en dépendront d'une manière quelconque. Dans le premier cas, il suffira de différentîer y^p par rapport à a sous le signe / j en sorte que Ton aara
dm J a dût
En effet, d'après le théorème du numéro prccédent , le premier n^embre do cette équation est le coefficient différentiel par rapport à ot de 1^ sommo
des valeurs de /xdx , comprises depuis x = a jusqu'à xz=bi tandis que son ;second membre est la somme des valeurs, entre les mêmes limites, du coefficient différentiel àQfxdœ relatif à 4»; et il est évident que Ces deux sommes sont identiques.
Dans le second cas, lorsque a se change en o^f^ât,
la limite b devient A + ^ rfa , et pour cette raison ,
la somme des valeurs de^dlr, ou Tintégrale f fjcdac se trouve augmentée de la valeur de fxdx qui répond àa:=6et^=j- J«, c'est-à-dire, à!àjb . -j^ot ;
dn en même temps la limite a se change en a -f- 7- dot,
ce qui diminue cette intégrale de la valeur de fie ,
correspondante à xz=s.a et dx = -^ da, ou de
fa. -j- da; donc, à cause de la variation simultanée
des deux limites a et b, produite par celle de et, l'intégrale se trouvera augmentée de la différentielle
et sou coefficient différentiel par rapport à flt, de ce coefficient de dx. Par conséquent , en l'ajoutant au second membre de l'équation précédente, on aura
d.J ^fxdx rhdfa, ,db^ da ^
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pour la valeur complète du coefficient diffëi^ntiel de
f fxdoc.
Quand a n'entrera pas dans ^, que cette qua.utitc sera Tune des deux limites & ou a^ et que ces deux limites ne dépendront pas l'une de L'autre, cette expression se réduira à
fxdx d. I fxdx
—ir-^f^' ou -^=-/ar
ce qui est, d'ailleurs, évident en soi-même.
Des remarques semblables s'appliqueront aux intégrales multiples , dont les coefficiens différentiels par rapport à une quantité qu'on a d'abord regardée comme constante, s'obtiendront aussi en différentiant sous les signes d'intégration , et en ajoutant au résultat des termes dépendans des variations des limites, quand elles dépendront de cette quantité devenue variable.
i5. Le calcul intégral fournit des règles pour déterminer exactement ou par approximation, les va-r leurs numériques des intégrales définies, simples ou multiples; en sorte qu'un problème est censé résolu , lorsqu'on-est parvenu à exprimer les inconnues par des intégrales de cette nature. On dit alors p que le problème est réduit aux quadratures j parce que, d'une part, une intégrale multiple n'est autre chose qu une intégrale simple plusieurs fois répétée ,
et que, d'un autre côté, une intégrale / fxdx peut
toujours être représentée par le carré, égal à l'aire
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d'u&e courbe plane, dans laquelle x etfx sont les coordonnées d'un point quelconque , et a et 6 les abscisses des points extrêmes.
Parmi les différentes formules dont on fait usage pour calculer les valeurs approchées de cette intégrale
/ fxdx^ nous citerons la suivante, qui suppose que
les fonctions^ et -^z ï*® deviennent point infinies
entre les limites a^Xh.
Conservons toutes les notations précédentes, et faisons de plus
Supposons que les différences cT,, J^», /j, etc., ne sont pas infiniment petites , mais seulement très pe<* tîfes; prenons-les égales, et représentons par «Tleur grandeur commune. Nous aurons, diaprés le théorème de Taylor,
F(/i + 3ir)=F(tf+2^) + i^/'faH.2^+J^*/(a + a^ + etc., F(«*f niT) t=F (a + n^— #) + if{ii^ni—'S)
Bonc^ en supposant ni 's^z h — a^ et faisant la somme de ces équations, on aura
+ iJ^^2/V+/J^)4-etc.;
i étant un nombre entier ou zéro , et les caractéristit^ues S indiquant des sommes qui s'étendent aux /»
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Talears de î comprises depuis is=r o jusqu'à i=sn — -i • En prenant snccessivement^ et fx^ f'x éxf^'x^ etc., an lieu de For etfx, ou aura de même
/6— /a=J^V'(«+iVr) + l/'2/'(a + //) + etc.,
fB—fd= crs/'(a+ i^) + etc.,
etc.
Cela posé^ si ron- veut négliger les puissances de ^ supérieures au carré dans la valeur de Vb — Fa, on pourra prendre, d'après les dernières équations,
JJ^S/' (^+»J^)=i«f (/*-»- icP-(/'*-/'«)»
i«f »2/'(a +i^) =1 <r*(/'i -fa),
pour les valéan dé ses deux derniers termes. Sa valéar entière deviendra donc
Fô — Fa = er2/(a + iVT) -f i J^ (/* —Jà)
on y ce ^i est la même chose ,
f^xdx = «f [kfa +f{a + /) +J{a + aJ^). . .
Cette formule sera d'autant plus exacte, que la différence J^, ou -{b — à), jsera plus petite, et que les
yalenrs de fx varieront moins rapidement entre les limites a et h. Le plus souvent on pourra négliger le terme dépendant de «T*; la formule ne renfermera alors que des valeurs de fx qui pourront être données en nombres, sans que la forme de cette fonction soit connue.
i6. Dans la théorie des infibitaient petits, on con^
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sidère les courbes comme des polygones d'un nombre infini de côtés infiniment petits. Cela suppose que la corde dW arc infiniment petit est égale à cet arc, oh que le rapport de leurs longueurs peut être pris pour l'unité; c'est efiectivement ce que l'on peut démon- 'trer de la manière suivante.
Soit MmmlVI' (fig. 3) un arc de courbe infiniment petit; tirons les cordes Mm, mm!, mW, et prolongeons la troisième, jusqu'à ce qu'elle rencontre le prolongement MT de la première^ en un point K. L'arc mm' est plus grand que la corde mm', et moindre que la ligne brisée mKm'; il suffira donc de prouver que cette ligne et cette corde^ infiniment petites^ ne diffèrent que d'un infiniment petit d'un ordre supérieur, et que l'on peut prendre le rapport de l'une à l'autre pour l'unité : cela sera vrai, à fortiori, à l'égard de l'arc mwL et de sa corde.
Or, s'il n'y a dans l'étendue de l'arc Mmm!W aucun point singulier où la direction de la courbe change brusquement, les cordçs qui vont d'un de ses points à un autre comprendront des angles infiniment peu difierens de deux droits. L'angle TKM', supplément de MKM', sera donc infiniment petit ; je le désignerai par <r ; et en faisant, en outre,
mK = a , m'K = h , mm' = c , on aura, dans le triangle rnSM, l'équation
c* = a* + b^ 4" 2^6 cosJ", que Ton peut changer en celle-ci :
c» = (^x H- A)* — 4a6 sin^ i <f „
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en observant que
cos cT =: I — 2 sin* i /.
Nous aurons donc
pour le carré du rapport de la corde mm' à la ligne brisée mKm'. On a d'ailleurs
Jjab /a — ft Y .
(a + 6)*~V Vû + */ '
ce qui prouve que le coefficient de sin* ^J^ ne peut pas devenir infini^ puisqu'il est toujours moindre que Tunité. En négligeant Finfiniment petit du second ordre ^ on aura donc Tunité pour le rapport de c i a + & ; ce qu'il s'agissait de démontrer.
17* Une courbe étant considérée comme un polygone infinitésimal^ les tangentes seront les prolongemens de ses côtés infiniment petits ; au point M , où le côté est Mm, la tangente sera la droite indéfinie T'MmT.
Si l'on désigne par x, j, z, les trois coordonnées rectangulaires du point M, celles du point m seront X + dx f jr + djTf z 4- dz. En appelant ds l'élément de la courbe, c est-à-dîre, son côté Mm, les différentielles dxy djr, dz, seront ses projections sur les axes iesxyj', z; par conséquent, si l'on représente par et, €, y, les trois angles que fait la direction de la droite MT avec des parallèles à ces axes, menées par le point M, on aura
dx é» àr dz
cos«==^,
P dr dz , ^
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et en même temps
En prenant, sur la courbe que Ton considère , un point fixe C, et supposant que s soit l'arc CM compté de cette origine, cet arc pourra être layariable indépendante , dont XfjTfSs, seront des fonctions données par les équations de la courbe. Dans ce cais, ds sera positif; mais dx, djr^ dz, et par suite cos et , cos € , cos y , pourront être positifs ou négatifs. Les angles a, €, y, se rapporteront toujours au prolongement mT du côté Mm, ou à la partie MmT de la tangente; les angles relatifs à Fautre partie MT' seront les snpplémens àe et,€, y, (n* 7).
La direction de la tangente au point M étant déterminée par les équations (i), on en peut côndure l'équation du plan normal en ce même point ; mais on obtient directement cette équation par la considération suivante.
Soit k le rayon d'une sphère qui a son centre au point M j son équation sera
(a:'-a:)\+ (f -ff + (^' - ^)'= ^'i a:\ff z\ désignant les coordonnées courantes. L'équar tion de la sphère du même rayon, qui a son centre au point 1», se déduira de celle-là, en y mettant œ + dxpj-^dj, z + d%^ à la placede jc, j-, js; en retranchant ces équations l'une de l'autre , et négligeant les infiniment petits du second ordre, il vient (or' —x^dx+ (y ^y)djr + (z' — z)dzz= o ;
éc{iiatM>n qai appartiendra à l'intersectiow des deftx sarùkces spkériqoes. Comme elle est Fétjuatioa d'uti plaît doftt a/^y, zf, sont les coordomiées courantes, ce' sera celle du plan de cette courbe , et , par conséquent , réquation demandée du plan normal , puis-* que les deux s]^èl*es se coupent suivant un cercle perpendiculaire à la droite TT' qui paisse par letrrs centres M et m.
En: la divisant par ds, et ayant égard aux formules (t), cette équation devient
{ûc^ — a:)coset + {y — jr) cos Ç + (z' — z) cos 3. = o.
Si donc
rf(x' — ^) + A(/~^) + c(y~z)=:0 '
représente Téquation d'un plan mené par le point dont les coordonnées sont ûc^ jr, z, et perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les angles tt,^^ y, il faudra qu'elle s'accorde avec la précédente ; ce qui exigera qu'on ait
h étant un facteur indéterminé. En vertu de l'équa* tîon (1^ du n* 6 ^ on en conclura d'ailleurs
ce qui fait connaître la valeur àeh, abstraction faite du signe. On aura ensuite
cosa= j, cos^ = ^, cos 7= p (2)
ce qui coïncide avec les formules connues d'après lesquelles on- détermine la direction de la perpendi*-
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culaire à un plan donné. Le signe de h reste indéterminé, parce que les angles * , ^^ 5^, peuvent se rapporter à lune ou à Tautre des parties de cette droite qui sont situées des deux côtés du plan.
18. On appelle angle de contingence l'angle infiniment petit compris entre deux tangentes consécutives. Ainsi Mm et mm' (fig. 4)9 étant deux côtés consécutif de la courbe^ cet angle, au point M, est le supplément de Mmmf, ou Tangle Tmt, sous lequel la tangente MmT est coupée par la tangente suivante mm' t. Je le représenterai par J"; en supposant que les angles cL,€,y, se rapportent toujours à la direction de MT, et désignant par a', €', y', ce qu'ils deviennent relativement à la direction de mt, on aura, en vertu de l'équation (2) du n* g,
sin*<r= I — (cosflftcosa'-l-cos^cosê'+cos^cosy )••
D'après le théorème de Tajrlor, on aura aussi
cos a' = cos a + rf, cos a + jd*. cos flft + etc. , cos €' = cos^+ d.cosC -+- {d*.cos C -f-etc. , cos y :=:cosy+ d .cosy'+' { d^ .cosy+eic.
Or, si l'on substitue ces valeurs dans celles de sin* J^y et qu'on ait égard à l'équation
cos*tf +cos*^+cos*5/= I ,
et à sa différentielle
cos a rf.cos a-f-cos C d.cos ^ -|-cos y d.cos j^ = o,
on voit que les cpautités finies et les infiniment petits du premier ordre se détruisent; en sorte qu'en négligeant les infiniment petits des.ordres supérieurs
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aa second y il \ient
sin*£r= — (cosctd^;co&ct'+^os€d*.cos€'+<osyd^.cosy).
En differentiant l'ëquation précédente^ on a, d'ailleurs,
cosarf*.cosflt 4-cosCrf*,cos^ + cos7rf*«cos7^ + (d.cos ày + (d. cos ff )• + (^. cos yy=zo;
ce qui change la valeur de sin'cT en celle-ci :
sin* cT = (d. cos a)* + (d.cos €y + {d. cos 5^)* ,
laquelle sera aussi la valeur de J^% à cause que l'arc infiniment petit ^ est égal à son sinus.
Les différentielles de cosâ^, cos^, cos^, se déduiront des formules (i) du numéro précédent. En ne spécifiant pas la variable indépendante, on aura
, ds'^d^x — dxdsits a.cosa=: ^5 ;
et comme on a
d^z=zdx^ + dj*^dz% dsd^s = dxd^x •+• dyd^y'\' dzd^z ,
il en résultera
d.cos a =z=: -^(djrd^x — dxdy) + j-^ (dzd^x — dxd^z)}
on aura de même
d.co8Sz=^,{dxdy—djrd^x)+^{dzd'jr'—djrd^z),
d,cosy=:^{dxd'Z'-Tdzd^x) -f- -^^^jd^z — dzdy);
ovj en faisant la somme des carrés de ces trois va-
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leurs, on trouve, après quelques réductions, que l'expression de sin* J^ ou de <r% peut se mettre sous la forme
cf •= -^ [ (dxdy — djd^xY + {dzd^x — dxd^zy
+ {djd^z^dzdyY\.
Le cercle osculateur est celui qui a deuxcôt^scoa* sécutifs communs avec la courbe. Au point M, ce cercle est donc celui qui passe par les trois points M , m, TTï", dont le centre se trouve à Tintersection 0 des deux perpendiculaires élevées sur les milieux de Mm et mni dans le plan de ces deux élémens consécutif, et qui a pour rayon la droite MO. Si ces deux élémens sont supposés égaux, cette droite divisera l'angle Minm' en deux parties égales : nous ferons cette hypothèse sans craindre d'altérer la valeur de MO; car il est aisé de voir que le rapport numérique des deux côtés infiniment petits Mm et mm' n'influe que d'une quantité infiniment petite sur la grandeur de ce rayon qui est> par conséquent, la même, soit qu'on prenne c^s deux c6tés consécutif égaux , ou qu'ils soient inégaux.
La longueur des côtés Mm étant ds, et en repré-* sentant par p celle de mO, la projecti^ de ^ opr Mm sera ^ds; en sorte que l'on aura
{dsz=:fcosMmO'y
et puisque cet angle MmO est la moitié du supjJément de J" ou égal à ^^ — jcT, il en résultera
i^=psinjcr = ipj^,
en prenant l'arc jj" à la place de son sinus.
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Gela étant , $i le rayon de coifrbure f était connu d'une autre manière, on anrait
pour la valeur de l'angle de contingence ; et réciproquement, d'après la valeur précédente de J^*, celle de /sera
[(dbp<l-x— 4r^*ar)*+ {dzd'x — dxd'zyj^ (djd'z - dzdyy]^
19. Pour achever de connaître la nature intime de la courbe au point quelconque M, il faut encore détâtainer son plan osculateur, c'«st-à-dire le plan des deux c6t& consécutifs Mm et mm\
Ce plan passant par le point M^ on pourra représenter son équation par
or', y, z', étant 1^9 CQordp^qii^s courantes» A cause qu'il doit aussi passer par les points m et m% les différen* ti^es première et seconde de cette équation, savoir :
Ad:r'+R^'+Crfz'==o,
Ad^x'-i- Bi/y-h Ç^VrF û ,
devront êtne satisfaites cûmme 1 équation même, en
y £iisaiit scz^jc, y=:j, ^zs^z; en sorte que Ton
ausa
AcLjc +Bdx+Ç(fz =0,
^'x+ Bdy+ Cd^zzrz o.
Les yaleura de A, B, C, qqi reaiplis$ent cos deux conditions sont , comme il est aisé de le vérifier.
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C = D (dxdy^ d/d^x) , B=:J} (dzd^x—dxd^z)^ Az=i1) (djd^z — dzdy);
D étant un facteur indéterminé. En les substituant dans réquatîon du plan osculateur, et supprimant ce facteur commun à tous ses termes^ elle devient
{:^—z)(dxdy'—dj'd'a:) + (y'—j'){dzd^a:'---da:d^z) + {pc' — x)(dfd^z — dzdy)=:o.
Si l'on appelle A^ fc^ v^ les angles que fait la normale au plan osculateur^ avec des parallèles aux axes des X, y y z, menées par le point M ^ on aura, d'api*ès les équations (2) du n° 1 7 ,
cos Xz=i-^(djrd*z — dzdy), ï
cos fJL:=T{dzd^a: — dxd^z), > (5)
cos y = ^(dûody — dyd^x), ^
en désignant par h^ la somme des carrés des trois nu* mérateurs.
On déterminera aussi l'angle infiniment petit compris entre deux normales consécutives , et qui sera 1 angle de deux plans osculateurs consécutifs y comme on a déterminé tout à l'heure l'angle de deux tangentes. En le désignant par €, on aura^ par un calcul semblable à celui du numéro précédent «
è* = (d. cos A)*-|- (d. cos ft)'-f- (rf. cos y)*.
20. .Le centre de courbure 0 se trouve à la fois sur le plan osculateur et sur l'intersection des deux plans
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normaux consçcutifs; ce qui fourûit le moyen de déterminer ses coordonnées d'après les équa^ons de ces trois plans, qui sont maintenant connues. L'équation du plan normal en M étant (n^ 17)
{x'^a:)dx + (j'''--j)dj'^{z'~z)dzs=zo,
ceUe du plan consécutif s'en déduira en y mettant x + djc, jr-^djr, z-^dzy au lieu de x, ^, z; par conséquent, la différentielle de l'équation du premier de ces deux plans, prise par rapport à oc,jr^ z, savoir :
{x'—a:)d^a:'^(y—j)dy+{z'^z)d^z=zds^,
appartiendra à leur intersection.
On tire de ces deux équations
(3if — x) {dxdy' — dxd'x) = (z' — z) {djd'z — dzd:'j) — ds^dj , Cr'— J") {dfd^x — dxd^jr) = {z'—z) {^dxd^z — dzd'x) — ds^'dx ;
et au moyen de l'équation du plan osculateur, on en conclut
— dx[dzd^x — ^rf*z)],
en désignant, pour abréger, par f la même expres- ^on que dans le n^ i8. On aura de même
/ —jr =^ [dx {dxdy—djrd^x)
— dz {djd^z — dzdy) ] , y — .ar=-|-;- [ dz {dzd^œ — ^ dxd^z)
— dj(dx(^jr'^-dyd^x)'\*f
ce qui fait connaître les trois coordonnées x', y , z\ du centre de courbure 0, et, par conséquent, Iç sens
de la courbure dont le raj^oa osculateur ne détermine
que la grandeur.
En ajoutant les carrés de ces valeurs de x'^^x, y — jr^ z'^^Zf et réduisant, on a
{aç' — or)- + (y — r)* + (i3'— zY = p- ;
doù il résulte que la quantité p est la distance du point 0 au point M, ou le rayon de courbure MO, comnie pn le savait déjà.
2 1 . Les formules des cinq numéros précédées ren^ ferment tout ce qui est relatif à la direction et à la courbure d'une ligne quelconque , plane ou à double courbure. Relativement à une surface quelconque, on a aussi à considérer la courbure et la direction de son plan tangent; quant à sa courbure, je renverrai au Mémoire que j'ai inséré sur ce sujet dans le ai* ca-^ hier du Journal de VÉcole Polytechnique^ et je ne m'occuperai ici que de ce qui concerne le plan tangent et la normale.
En un point M, dont les coordonnées sont x^jr^ z , l'équation du plan tangent peut être représentée par
A(^' — :c) + BO'— 7) + C(z' — z)=p;
x\ fj z' , étant les coordonnées courantes. Ce plan devra aussi passer partout autre point M' de la surface, infiniment voisin de M; il faudra donc qu'on satisfasse à cette équation, au moyen de ar'=ar + éfar, y z=j + dy , z'znz^dz, où à sa différentielle relative à x' ^y, z, en y mettant x,jr,z, à la place de ces variables. Par conséquent, on aura
L équation de la surface douuera
dz zispda: + çdjr ;
ji et f désignant des fonctions connues de x, jr, z. L'équation précédente devient dpnc
(A +pC)dx + (B + qC)dj = o;
et comme elle doit subsister pour toutes les directions de la droite MM'^ c est-à-dire , pour tous les rapports qu'on peut établir entre dx et djr, il faudra égaler séparénient à zéro lescoefficiens de ces différentielles ; d'où il résultera
A-|-/H: = o, B + qCz=:o.
Je tire de là. les valeurs de A et B^ je les substitue dans réquation du plan tangent, et je supprime le ikcieur commun C; il vient
:^—Z'^p{a:' — œ) — q(y — jr) = o .
Si a y b, c, sont les angles que fait la normale au point M, avec les prolongemens des coordonnées a:, jr, z, on aura , d'après les équations (2) du n° 17 ,
cos a
cos 6 =: — — =====^, \ (4)
cos C
Le radical sera positif ou négatif dans ces trois formules, selon que la partie de la normale quoa voudra considérer fera un angle c aigu ou obtus
avec la droite menée par le point M , suivant la direction des z positives.
En appelant où i élément de la surface dont la projection sur le plan des x el y est dxdy, on aura
dxdy = db acos c ,
selon que c sera aigu ou obtus; car cet élément infiniment petit en tous sens, est compris dans le plan tangent dont Tinclinaison sur le plan des ^ et^ est l'angle c ou son supplément ; et le théorème du n*' lo convient également à la projection d'une surface plane infiniment petite. D'après cola on aura
ùà = dxdy V I + p* + 9* >
en regardant toujours le radical comme une quantité positive.
Soit L une fonction donnée de o:*,^, z; représentons par
l'équation de la surface que l'on considère; en la différentiant successivement par rapport à a: et à ^, o\\ aura
dL , dh dL , dL
dbc'^PTz'='''^ Tj+'iTz='''
Je tire de là les valeurs de j9 et ç, et je les substitue dans l'équation du plan tangent qui prend la forme
(-' - -) S Mf-r)t + {-' — ) T. = o-
En même temps , les formules (4) deviennent
cos rt = V ^\ cos h = y ^, cos c = V ^^ , (5)
en faisant , pour abréger ,
22. Je placerai ici une remarque qui sera utile pour vérifier ou déduire les unes des autres les formules analogues qui répondent à différens axes.
Supposons que dans une question tout soit sem*^ blable à l'égard des trois axes des coordonnées jo , jf, z. Si l'on a une équation X=o, relative à Taxe des or y il en existera une semblable Y=o> qui répondra à l'axe des j-^ et une troisième Z=o, relative k l'axe des z ; et ces deux autres équations Y = o etZ = o^ se déduiront de X = o , par de simples diangemens.de lettres. Or , voici comment ces permutations devront s'effectuer.
On mettra dans X toutes les quantités relatives k l'axe des jc , a \a place des quantités analogues qui répondent à Taxe des jr , puis celles-ci à la place de celles qui répondent k Taxe des z ^ et , enfin , ces dernières quantités k la place des premières , qui répondaient à l'axe des x. Par cette permutation toumanêe^ on déduira Z de X; par une seconde permutation de la même nature , effectuée sur Z , on obtiendra Y; et par une troisième permutation tournante, effectuée sur Y, on retrouverait X.
S'il s^agity par exemple, des équations (3) du n° 19^ dont la première répond à Taxe des or, la seconde à l'axe des j'y et la troisième k l'axe des z , j'écrirai sur une même ligne ^ mais en deux parties, les coordonnées x, j^ z^ et les angles A, ju, r, qui
leur correspondent respectivement; puis, sur une seconde ligne, je disposerai ces six quantités , aussi en deux parties, et dans un ordre différent, de sorte qu'on ait
^> yj z, A, ;t, y; Zf :x:, j, », X, fi.
Cela fait, je remplacerai dans la première équation (3), chacune des quantités de la ligne supé* rieùre par la quantité correspondante de la ligne inférieure; par cette permutation, h ne changera pas, et l'on obtiendra la troisième équation (3). Je mettrai de nouveau, dans celle«ci, les quantités de la ligne inférieure à la place de celles qui leur correqiondent dans la ligne supérieure ; ce qui donnera la seconde équation (3); et en opérant de même sur cette étfuation , on retrouvera la première équation (3), d'où Ton est parti.
Chacune de ces opérations revient à un cbatigement d'axes des coordonnées, dans lequel on (sAt d'abord tourner les axes des x et des jr dans leur plan , de manière que l'axe des œ positives vienne tomber sur l'axe des ^.positives, puis celui-ci sur l'axe des x négatives ; et où Ton fait tourner ensuite cet axe desj- positives, ainsi déplacé, et l'axe des z positives , de manière que le premier vienne tonober sur l'axe dés z piositives, puis celui-ci sur l'axe primitif des a: positives; en sorte que, finalement, chaque axe des coordonnées pasitives ait pris la place d'un autre axe des coordonnées positives. C'est pour cela que les équations relatives aux trois axes des
coordonnées se déduisent Funé de l'autre par de simples pennutations dé lettres ^ et sans aucun change^ tnent de signe ; ce qui n'aurait pas lieu si l'on ne permutait pas simultanément les trois coordonnées et les quantités qui s'j rapportent de la manière qu'on vient d'indiquer.
25. Voici encore une observation géoérâle ^ par laquelle je terminerai cette introduction.
Les équations que nous aurons à considérer renfermeront des nombres abstraits, tels que le nombre 7t^ les logarithmes, les lignes trigonométriques,etc. ; elles contiendront, en outre, d'autres quantités de diverses natures, qui y seront aussi représentées par des nombres exprimant leurs rapports à des unités choisies ar* bitrairement, pourvu que chaque unité soit la même pour toutes les quantités d'une même espèce. Or, en changeant la grandeur d'une ou de plusieurs unités, les nombres qui expriment lès quantités correspondantes, varieront en raison inverse de cette grandeur; et, malgré ce changement, tout-à-fait arbitraire, les équations qui les rènfermeiit devront encore subsister. Il Êiudra, pour cela, que leur forme remplisse certaines conditions , faciles à vérifier dans chaque cas particulier, et qu'on appelle, dans l'acceplion la plus étendue , les conditions de Vhomogénéité des quart-thés. Toute équation qui n'y satisfera pas sera, par cela seul, inexacte, et devra être rejetée.
Ainsi , en indiquant par F une fonction donnée , supposons qu'on ait
ff/^y»-- ^ V y... m, m' y ... f, t\.. .)=o;(/7)
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.j\f f . . . désignant des forces, l,l\. .. des lignes , . . . m, m'y., .des masses , f, t\... des temps. Si l'on représente par n, w', n", n'^', des nombres abstraits^ et que l'on diminue à la fois l'unité de force dans le rapport de un à 71 y l'unité linéaire dans le rapport de un à n'f l'unité de masse dans le rapport de un à ri', l'unité de temps dans le rapport de un à n!" , les nombres 7i /%••• If ''v ^f m',... t , t\... deviendront nf, nfj . . • «7, riV, . . • ri'm, r!'m\ ... n!"ty ^ 7i'"t' f. . ., et l'équation (a) devra encore avoir lieu, c'est-à-dire , qu'on devra encore avoir
F(w/J nf'^ . • . TzV, TzT, . . . n'm^ ifm!. . . . n"V, n'^t'^ . . .)=o,
quels que soient w, n\ ri, nT. Si l'équation («) renfermait des surfaces s, s',. . . et des volumes ^, p', . . . leurs dimensions devraient être rapportées à la même unité que les lignes Z, /', . . ., et ces quantités s, /.. . if, i^',. . . deviendraient conséquemment n'*s, ri*/,. . . n'^if, îiW,. . . par le changement de cette unité.
L'équation du n** i8, qui donne la valeur de f , satisfait évidemment à cette condition; car elle ne renferme que des lignes finies ou infiniment petites p, ds, dx, dj, dz, d^x, d^y, d^z; et quand on change l'unité linéaire et qu'on multiplie, comme on vieut de le dire, chacune de ces lignes par un même nombre ri, ce nombre disparait et l'équation n'est pas changée. Celle du même numéro, d'où dépend la valeur de «T*, satisfait également à la condition de l'homogénéité, en observant que cT* est un nombre abstrait qu.i ne change pas, non plus que cette valeur, avec la grandeur de l'unité linéaire.
INTRODUCTION. 4i
Il sera impossible que 1 équation (a) ne renferme
quune seule quantité d'une même espèce; lors-
qii elle en contiendra deux , par exemple deux forces
J' et f, et qu'on la résoudra par rapport à Time
d^elleSy ce qui donnera .
il faudra, pour l'homogénéité des quantités, 9^^/ soil facteur à tous les termes de la nouvelle fonction F, on^ autrement dit, il faudra qu'on ait
N étant un j&cteur qui ne contiendra aucune quantité de la nature de f et f'y et ne variera plus avec l'unité de force.
Quelquefois le principe de l'homogénéité des quantités paraîtra n'avoir pas lieu, parce qu'on aura pris pour unité de force l'une des forces que l'on considère dans la question , ^u bien pour unité linéaire la distance de deux des points matériels dont on s'occupe^ ou bien pour unité de masse celle de l'un des corps du problème, etc. Mais, alors, si l'on change arbitrairement ces unités, et que la force, la ligne, la masse, le temps, qu'on avait d'abord pris pour unités, soient maintenant exprimés par ^, ^i, /t^^ ô, les autres quantités de ces diOerentes natures qui entrent
dans l'équation {c^ deviendront ^, —,...-,- ,
— 1 — 9 • • • r ' T > • • • ^ îl faudra donc qu'on ait
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équation qu'on pourra écrire ainsi
et qui devra maintenant satis&ire à la condition de l'homogénéité : F, indique ici une fonction qui se déduira, dans chaque cas, de la fonction donnée F.
i^%%»W»<^WI<W»ft<V»%^W<»»^M^A^M^<»^%»M<»»»»^»»i<>»VWVWW<l/^%^
CHAPITRE PREMIER
BE LA OOHPOSfnblff ET DE L'EQUILIBBE DES FORGES APPUQUEES A VN MÊME POINT.
a4' Lorsqu'un point matériel est soumis à l'action sinraltanée de plusieurs forces qui ne se font pas équilibre, il se meut suivant une direction déterminée , et l'on peut attribuer le mouvement qu'il prend à une force unique agissant suivant cette direction. Cette force est ce qu'on appelle la résultante des forces qui ont mis le mobile en mouvement , et cellesci sont nommées les composantes de la première. Appliquée en sens contraire de sa direction, la résultante £ût équilibre aux composantes , puisqu'elle tend à imprimer au mobile un mouvement égal et contraire a celui qu'il recevrait de l'action simultanée des composantes, et qu'il n'y a pas de raison, par conséquent, pour qu'il se meuve plutôt d'un côté que de l'autre.
Si toutes les composantes sont dirigées suivant une
même droite^ et agissent dans le même sens, il suit de la notion que nous avons donnée de la mesure des*forces fn' 5), que la résultante sera égale à leur somme. Si le mobile est sollicité par deux forces directement contraires y on décomposera la plus grande en deux autres, dont l'une, égale à la plus petite,, sera détruite par celle-ci, et dont l'autre, égale à Fexcès de la plus grande sur la plus petite , sera la résultante. On conclut de ces deux propositions que s'il y a un nombre quelconque de composantes, dirigées, en partie suivant une droite, et en partie suivant son prolongement, la résultante sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens , moins la somme de celles qui agissent en sens contraire, et qu elle agira dans le sens de la plus grande somme. Quand les deux sommes seront égales, la résultante sera nulle, et les forces données se feront équilibre.
â5. Il y a un autre cas dans lequel on détermine aussi très aisément la grandeur et la direction de la résultante.
Soient MA , MB, MC (fig. 5), les directions de trois forces égales appliquées au point M ; supposons ces forces comprises dans un même plan , et les trois angles AMB, BMC, CMA, égaux enti^e eux, ou chacun a I ao"" ; le point M demeurera en équilibre j car il n'y aurait pas de raison pour qu'il sortit du plan des trois forces, ni pour qu'il se mît en mouvement plutôt dans l'un que dans l'autre de ces trois angles. Chacune des trois forces sera donc égale et contraire à la résultante des deux autres. Or, si l'on prend sur les directions MA et MB de deux d'entre elles des lignes
égales MG et MH , pour représenter leurs intensités , et qu ou achève le losange GMHK, la diagonale MK tombera sur le prolongement MD de MC; l'angle MGK sera de 60% comme chacun des deux autres angles du même triangle, qui sera équilatéral; on aura donc MK = MG; par conséquent la diagonale MK du losange construit sur les deux forces MG et MH représente, en grandeur et en direction, la résultante de ces deux forces.
Cette proposition est comprise dans une autre que nous allons d'abord démontrer dans le cas de deux forces égales^ dont les directions font un angle quelconque, et que nous étendrons ensuite à des forces inégales.
26. La résultante de deux forcés égales coupe toujours en deux parties égales l'angle compris entre leurs directions; car il n'y aurait pas de raison pour qu'elle se rapprochât davantage de l'une de ces deux forces^ ni pour que sa direction s'écartât de leur plan plutôt d'un côlé que de l'autre ; sa direction est donc connue, et nous n'aurons que sa grandeur à déterminer.
Soient, pour y parvenir, MA et MB(fig. 6) les directions des composantes dont la valeur commune sera représentée par P. Soient aussi :10c Tangle AMB, et MD la direction de la résultante, de sortç qu'on ait AMD=BMD=:ar. Son intensité ne peut dépendre que des quantités P et ^; en la désignant donc par R, nous aurons
Dans cette équation , R et P sont les seules quantités dont l'expression numérique vnrie avec l'unité de force; d'après le principe de l'honiogénéité des quan-
titas (n'' a 3), il faut donc que la fonction /(P>x)
soit de la forme Ttpx. Ainsi Ton a
R=P(pxj
et la question se réduit à déterminer la forme de la fonction (px.
Pour cela, je mène arbitrairement par le point M les quatre lignes MA^ MA% MB', MB'; je suppose les quatre angles A'MA, A'MA, BTVfB, B*MB, égaux entre eux, et je représente chacun d'eux par z. Je décompose la force P dirigée suivant MA , en deux forces égales dirigées suivant MA' et MA', c'est-à-dire que je regarde la force P comme la résultante de deux forces égales dont la valeur est inconnue et qui agissent suivant MA' et MA'; en désignant cette valeur par Q> j'aurai
P = Q(pz;
car il doit exister entre les quantités P, Q, z, la même relation qu'entre les quantités K,T,x. Je décompose de même la force P dirigée suivant MB, en deux forces Q, dirigées suivant MB' et MB*; de cette manière, les deux forces P se trouvent remplacées par les quatre forces Q; par conséquent, la résultante de celles-ci devra coïncider, eu grandeur et en direction, avec la force R, résultante des deux forces P.
Or, en appelant Q' la résultante des deux forces Q, dirigées suivant MA' et MB', et observant que A'MD=B'MD=a7— z, cette force Q' sera dirigée suivant MD, et l'on aura
De même y la résultante des deux autres forces Q sera encore dirigée suivant MD, puisque cette droite coupe aussi l'angle A'MB* eu deux parties égales; et à cause de A*MD= B"MD = jc + z, on aura
Q^ désignant cette seconde résultante. Les deux forces Q^ et Qf^ étant dirigées suivant la même droite MD, leur résultante, qui est aussi celle des quatre forces Q^ sera donc égale à leur somme; par conséquent, on doit avoir .
Mais on a déjà
et en substituant cette valeur de R et celles de Q' et Q^' dans Féquation précédente, et supprimant le facteur Q commun à tous les termes , il vient
fa:^z = ^ (or + z) + ^ (ixr — z). (i)
Ceat cette équation qui nous reste à résoudre pour en déduire lexpression de ^x.
aj. On voit d'abord qu'on y satis&it en prenant
^or = a cos ax ;
a étant une constante arbitraire , de sorte qu'on ait, en même temps,
(pz = 2 COS az , ^ (or H- z) = 3 cos a (or + z) ,
^(ar — z) ==âcosa(jKr — z);
el, effectivement, si Ton substitue ces valeui^s dans
1 équation (i), on obtient 1 équation connue
2 cosax cosaz=:cosa(x + z) + cosa{jc — z).
Or, je dis que cette expression de la fonction ^x est la seule qui satisfasse à l'équation (i), et que de plus, dans la question qui nous occupe , la constante a est l'unité ; en sorte que l'on a
ÇX = 2 COS X. (2)
Cela est évident quand a: = o ^ car alors les directions des deux forces P coïncident, et la résultante R est égale à 2P, ce qui suppose <px=z'2. Admettons qu'il y ait une autre valeur a de x, pour laquelle on ait aussi ^ct = 2 cos a; je dis que Téquation (2) subsistera également pour toutes les valeurs 2cty 3a, 4*, ..•%, ioL, ^cL, J^a,... , de a:, et généralement pour
m et n étant des nombres entiei^ quelconques.
En effet , si lequation (2) se vérifie pour les trois angles x, z, x — z, de manière qu'on ait
<pj:=2Cp&r, ^z=2C0sz, ^(x — z) = 2C0s(x—- s),
elle aura encore lieu pour un quatrième angle x+z^ car, en vertu de l'équation (i), on aura alors
^ (j? 4- z) = 4 cos j: COS z — 2 cos (x — z);
équation qui se réduit à
<P(X+ Z) = 2 cos {x -f- z).
Ainsi l'équation (2) ayant lieu pour .r=:;o et a:=«.
il s*ensuit qu'elle subsiste pour ar = ^en; ayant lieu pour a:=za et a:=:a€L, elle subsistera pourir=5a; et y en continant de même, on verra qu'elle aura lieu pour X = ma.
Je fais maintenant ma = €; on aura donc
COS
et de là on conclura que l'équation (a) aura encore lien pour^ss^^; car en faisantars=sz = ^f , Fëquation (i) deviendra
(^Jff)* = 3COsf + :2;
d'où Ton tire
^^6 = acos^^-
En fiiisant ensuite a:=sz^=i^€, on aura, d'après réqnation (i) et cette dernière , -
(^iff)*s=2COS^ff + 2, Ç^6 = 2COS^ff;
et, en continuant ainsi, l'équation (2) sera démontrée pour a: = -j, c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de x comprises dans la formule (5).
Or, les nombres m et n étant aussi grands qu'on Toudra, et pouvant même devenir infinis, on peut £ure crottre ces valeurs de x par degrés infiniment petits.La formule (5) comprend donc toutes les valeurs possibles de l'angle x, et l'équation (2) est complètement démontrée, si toutefois elle est vraie pour une valeur particulière x = et , difi*érente de zéro. Mais, d'après le théorème du n"" ^5, la résultante R est égale à P , dans le cas de of =: 60® ; on a donc
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alors
^jcr = I = 2 cos 60** ;
donc l'équation (2) a lieu pour x = 60% et consé^ quemment pour toutes les valeurs de x.
Au moyen de cette équation, on aura
R = aP cos X.
Si donc Isb résultante R et les deux composantes P sont représentées^ comme dans le n^ a5^ par des droites prises sur leurs directions respectives^ à partir de leur point d application , la force R sera le double de la projection de P sur sa direction ^ ou égale à la diagonale du losange construit sur les deux forces P.
■Soient maintenant deux forces inégales P et Q, appliquées au point M ( fig. 7 ) suivant les directions MA. et MB; représentons leurs intensités par les lignes MG et MH, prises sur leurs directions , et achevons le parallélogramme MGKH : il y aura deux cas à considérer, le premier où l'angle AMB sera droit, le second où il sera aigu ou obtus.
Dans le premier cas^ tirons les deux diagonales MK et GH qui se coupent au point L; par les points G et H , menons les parallèles GN et HO à ML ^ qui rencontrent en N et 0 la parallèle à GH , menée par 'le point M. Le point L est le milieu de MK et de GH ; et comme , dans un rectangle , les deux diagonales sont égales, il s'ensuit qu'on a
GL = LH = LM
Les deux parallélogrammes GLMN et HLMO sont
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donc des. losanges ;* par conséquent^ d'après la proposition précédente, la force MG pourra être regardée comme la résultante des deux forces MN et ML, et la force MH comme la résultante de MO et ML. Donc, en substituant aux deux forces données leurs composantes, nous aurons, au lieu de MH et MG , les deux forces MN et MO, qui se détruisent, puisqu'elles sont. égales et contraires, et les deux forces BAL, qui s'ajoutent et donnent une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Dans le second cas, menons par les points G et H (fîg. 8) les perpendiculaires GE et HF à la diagonale MK, et les parallèles GN et HO à cette même droite; par le point M, menons aussi la perpendiculaire NMO à cette droite MK. Ijes deux parallélogrammes GEMN et HFMO seront des rectangles qui auront leurs côtés MN et MO égaux, comme étant les hauteurs des deux triangles égaux GMK et HMK. D'après le premier cas, on pourra remplacer les forces MG et MH par leurs composantes rectangulaires M£ et MN , MF et MO; au lieu des deux forces données, on aura donc les deux forces MN et MO, qui se détruiront , comme étant égales et contraires , et les deux forces ME et MF de même direction , qui s'ajouteront et donneront, à cause de ME = FK, une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Concluons donc que la résultante de deux forces quelconques, appliquées en un même point et représentées par des lignes prises sur leurs directions à
partir de ce point, est représentée, en grandeur et en direction, par la diagonale du parallélogramme Gonstrnit sur les deux forces données.
39. Voici les conséquences qui se déduisent le plus immédiatement de ce théorème.
On Yoit d'abord que toutes les questions qu'on peut proposer sur la composition de deux forces en une seulfs et sur la décomposition d'une force en deux autres, sont ramenées à la résolution d'un triangle. En effet, les grandeurs de la résultante et des deux composantes sont représentées par les trois côtés MK, MG , GK, du triangle MGK; et les trois angles de ce triangle sont ceux que fait la résultante avec chacune des composantes et le supplément de l'angle compris entre les deux composantes. U s'ensuit donc que trois de ces six choses, les trois forces et les trois angles compris entre leurs directions, étant données, ou trouvera les trois autres en résolvant le triangle MGK ; ce qui suppose une force au moins au nombre des données. Par exemple, soient P et Q les valeurs des deux composantes, et m-l'aiigle compris entre leurs directions ; on demande leur résultante R et l'angle x qu'elle fait avec la force P. On aura d'abord l'équation
R* = P*+Q»+2PQcosw,
pour déterminer la valeur de R 3 et celle de x se déduira de cette proportion :
sin X : sin w :: Q : R.
Si l'équilibre a lieu entre trois forces P, Q, S, ap-
pliquëes en un même point M (fig. g), suivant les directions MA, MB, MC, il faut que chacune de ces forces soit égale et directement opposée à la résultante des deux autres; et comme cette résultante est comprise dans le plan de ces deux forces, il s'ensuit d*abord que les trois forces données doivent aussi être diins un même plan. Soit MD le prolongement de MC; la résultante de P et Q sera dirigée suivant MD^ et Û on Id représente pBt R, on aura R == S. DVnlIenrs, en comparant la force R à chacune de ses eamposAntes, ùh a, d'après Ce qu'on vient dédire,
R : Q :: sin AMB : sîn AMD , R : P :; sin AMB : sin BMD;
à cause de
sinAMD = sinÂMG, sin BMD = sin BMC, il en résultera donc
S : Q : P :: sin AMB : sin AMC : sin BMC;
Ce <|ai mctotre que quand trois forces sont en équilibre autour d'un même point , la grandeur de chacune d'elles peut être représentée par le sinus de l'angle compris entre les directions des deux autres.
Du point 0, pris sur la direction de la résultante R ou Sur son prolongement , j'abaisse des perpendiculaires 0£ et OF sur les directions des composantes P et Q; on aura
()È = MOsînAMD, OF = MOsinBMD.
Si donc on multiplie par MO les deux derniers
teignes de la proportion
P : Q :: sin BMD : sin AMD,
il en résultera
P : Q :: OF : OE
en sorte que les composantes sont en raison inverse des perpendiculaires abaissées sur leurs directions, d'un point quelconque appartenant à la direction de la résultante. Réciproquement, si les composantes P et Q sont en raison inverse des perpendiculaires OE et OF, abaissées sur leurs directions, d'un point 0 pris dans leur plan, ce point appartiendra à la direction de la résultante ; car , en divisant par MO les deux derniers termes de la dernière proportion,^ on obtient la précédente, qui détermine cette direction.
5o. La résultante de deux forces étant connue , il est aisé d en déduire celle d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point et situées ou non situées dans un même plau. On prendra d'abord la résultante de deux de ces forces; ensuite, on composera cette résultante avec une troisième force , ce qui donnera une seconde résultante, que l'on composera de même avec une quatrième force; et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces données. Dans cette construction , il est aisé de voir que si les grandeurs de toutes les forces sont représentées par les côtés d'une portion de polygone, parallèles à leurs directions et tracés dans le sens de leurs actions, la résultante sera représentée, en gran-^
denr et en direction^ par la droite qai joindra les deux extrémités de cette ligne brisée et fermera le polygone. L'ordre dans lequel les côtés parallèles aux forces se succéderont sera indifférent. Quand le polygone se fermera de lui-même^ là- résultante sera nulle y et les forces données se feront équilibre.
11 sait de là que quand les forces données sont au nombre de trois ^ non situées dans un même plan> leur résultante est> en grandeur et en direction, là diagonale du parallélépipède dont ces trois forces sont les côtés adjacens.
3f . On peut effectuer dVne manière plus simple cette réduction d'un nombre quelconque de forces â une seule ^ en considérant d abord le cas particulier dé trois forces rectangulaires, auquel on ramène en^ suite le cas général.
Soient X, Y, Z, les trois composantes, R leur résultante, a, b, c,\es angles qu'elle fait avec X, Y, Zl D après ce qu'on vient de voir , R est la diagonale du parallélépipède dont X, Y, Z, sont les trois cô« tés adjacens ; or, ce parallélépipède étant rectangle , il s'ensuit qu'on aura
Il s'ensuit aussi que si Ton joint l'extrémité de la diagonale R à celles des trois côtés X ^ Y, Z , on formera trois triangles rectangles, dont R sera Thypo-^ ténuse commune; d'où l'on conclura
X = R cos fl , Y = R cos ft , Z = R cos c j (b)
équations qui s'accordent avec la précédente, à cause
qae les trois angles a, b, c , sont liés entre eux par
cette équation {n^ 6)
cos* a + cos' b + cos* c = i .
Lorsque les composantes X ^ Y, Z , seront don-* nées , réquation {a) fera connaître la valeur de la résultante y et les équations {b) en détermineront la direction au moyen des trois angles a, b, c } si, sm contraire^ la force R est donnée^ et qu'il s'agisse de la décomposer en trois forces rectangulaires X, Y, Z, qui fassent avec elle des angles donnés a, b, c^ les valeurs des forces demandées seront immédiatement déterminées par les équations (b).
Si Tune des composantes, la force Z par exemple, est nulle, R n'est plus la résultante que des deux forces X et Y; elle est comprise dans leur plan, et sa direction dépend seulement des deux angles a et b. Ces angles et la valeur de R sont alors déterminés par les équations
R*=:X* + Y% X = Rcosa, Y=Rcos6.
32. Supposons actueUement que M (fig. i'*) soit le point d'application d'un nombre quelconque de forces données. Représentons ces forces par P, P^, F', etc.; et, pour fixer les idées, supposons que la droite MD soit la direction de la force P. Les directions des autres forces sont inutiles à indiquer dans la figure. Soient ot , f , ^ , les angles que fait la direction MD avec les trois axes rectangulaires MA , MB , M€, menés arbitrairement par le point M. Désignons de même par cl\ €', y', les angles que fait la fdrce F'
avec ces mêmes axes; par a^, C% >', ceux qui répondent à la force P*j etc. Tous ces angles sont donnés et doivent s'étendre depuis zéro jusqu'à i8o* (n* 7), afin que les forces P, P', P', etc., puissent avoir foutes les positions possibles autour du point' M.
Décomposonschacone de ces fdf ces eii trois afutres di« rigées stiivant les axes MA , MB, MC. Les composantes de la force P seront P cos a^ P cos ff, P cos 3. j celles dcf la force P' seront P'cosa', P'cosC Fcoe^; etc.; et ces composantes agiront suivant les ax^s ou suivant leurs prolongemens, selon qu'elles seront positives ou négatives. Par exemple, la direction MD tombant, ainsi que l'axe MC, auniessus du plan AMB des deux autres axes, la composante P cos y de k force P tend à élever le point M, c'est-à-dire qu'elle agit suivant MC; et, dans ce cas, P cos 3^ est une quantité positive, puisqu'on sl y <C g(f. Au contraire, si cette direction MD tombait au-dessous du plan AMB, on aurait y '> 90^; la eoih^ posante P cos y serait négative, et , en mêmef temps, eDe tendrait à abaisser le point M, c'est-à-dire qu'elle agirait suivant le prolongement de MC. En ayant donc égard aux signes des composantes, ou voit, d'après ce qu'on a dit dans le n"* 24, que toutes les forces dirigées suivant un mêiiie axe et son prolongement se réduisent à une seule, égale à leur somme.
De cette manière , les forcés données P, F, P", ete., seront remplacées par trois forcée rectangulaires ; et en désignant celles-ct par X, Y, Z, on aura
X = Pcosa + Fcosa'+F'cosa''+etc. , 1
Y = Pcosff + Fcosff'+P"cose"4-etc., > (c)
Z =Pcos5.4-P'cos>'+P"cosy'+elc. î
Les valeurs de X , Y, Z, pourront être positives ou négatives^ et leurs signes feront connaître le sens de leur action. Si la force X est positive^ c'est qu'dle agit suivant Taxe MA ou dans le sens des composantes Pcosât, V cosa\ etc., *qui sont positives; si elle est négative, il en faut conclure qu'elle agit suivant le prolongement de MA ou dans le sens des composantes négatives ; et de même pour les forces Y et Z.
Gela posé , soit R la résultante des forces données P, P', P", etc., ou des trois forces X, Y, Z; soient aussi a,b,c, les angles que sa direction inconnue fiait avec les axes MA, MB, MG. Les valeurs de R, a, b, c, seront données par les. équations (à) et (6), dans lesquelles on mettra les formules (c) à la place de X, Y, Z. Les angles a, b, c, pourront être algos ou obtus ; à cause que la force R doit toujours être une quantité positive, les signes de leurs cosinus seront les mêmes que ceux des quantités X, Y, Z, en vertu des équations (b). De cette manière, la force R sera complètement déterminée en grandeur et en direction.
55. La grandeur de la résultante R ne saurait dépendre de la direction arbitraire des axes MA, MB, MG ; elle dépend seulement de la grandeur des forces données et des angles compris entre leurs directions; et, en effet, on en peut trouver une expression qui ne contienne que ces quantités.
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Pour cela , désignons par PMP', PMP'', FMP", etc. , les angles compris entre les directions des forces P et P', P et P", F et F', etc. D'après l'équation (2) du n* g^ nous aurons
cos PMP' == cos « cos et' -f- cos ^ cos €' 4- cos y cos y,
cos PMF'= cos CL cos et!' + cos € cos ^+ cos y cos y",
cosP'MF= cos a'cos «"-j-cos ^'cos C"+ ^o* y'^^^ ^'f etc.
Nous aurons aussi
cos* a -j- cos* € + cos* 5^ = i , cos*a'+ cos' ff'-|- cos' y = I , cos' a"+ cos' €"+ cos' >"= t , etc. ;
et^ cela étant, si l'on ajoute les carrés des formules (c), et qu'on ait égard à l'équation (a), il vient
R' s= P' + F' + P'" + etc.
+ 2PP' cos PMP' + 2VF' cosP MP'' + aPT'' cos FMP" 4- etc. ,
pour le carré de la valeur de R dont il s'agit.
34* On déduit aussi des équations (b) et (c) une propriété de la résultante , qui nous sera utile dans an des numéros suivans.
Dans une direction quelconque, je mène par le point M une droite, dont j'appelle 0 l'autre extrémité. Soient g, h, k, les angles ÂMO, BMO, CMO, que cette droite fait avec les trois axes MA, MB, MC. Désignons par RMO, PMO, PTMO, etc., les an-^
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gles compris entre cette même droite MO et ]6s directions des forces R, P, P', P", etc. j on aura, comme tout à l'heure ,
cos RMO = cos g cos a + cos h cos b + cos k cos c ,
cosPMO =!= cosg:co$tt-f-cosftcdâ^ + cos A: cos 5.,
cos P'MO= cos g cos a'+ cos h cos ^'+ ^^ ^ ^^ >^ etc.
D après la première de ces formules et les équations (b), on aura
R cos RMO sXcosg + YcosA + ZcosA:;
et, en vertu des formules suivantes, si Ton ajoute les équations (c) après les avoir multipliées, la première par cosg", la deuxième par cos h, la troisième par cosXr, il en résultera
R cos RMO = Pcos PMO +P' cos P'MO-f- etc. ;
ce qui montre déjà que la composante de la résultante R, suivant une direction quelconque MO, est égale à la somme des composantes de P, P', P", etc., suivant cette même direction.
Cela posé, je projette la droite MO sur les directions des forces R, P, P', P^ etc- ; j'appelle r, p, p', y, etc.^ ses projections, de sorte qu'on ait
r= MO cos RMO,
p = MO cos PMO , p'= MO cos FMO, etc. ,
en considérant chacune des quantités r, p, p', ^, etc. , comme positive ou comme négative , selon que la projection qu'elle représente tombe sur
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la direction même de la force ou sur son prolongement. Si donc on multiplie par MO Tëquation précédente, on aura
Rr = P/i-|-Py + Fy'+elc.; (d)
ce qui renferme la propriété de la résultante qu'il s'agissait de démontrer.
55. Pour que les forces P, P', P", etc. , soient ea équilibre, il suffit que leur résultante R soit nulle, et cette condition est nécessaire si leur point d'application M est entièrement libre; mais l'équation R=:o^ ou
ne peut ayoir lieu, à moins qu'on n'ait séparément
X = o, Y=:o, Zs=o,
c'est-à-dire, en vertu des équations (c),
Pcosa+P'cosa' + F'cosa"-|-etc. = o, ) Pco8Ç+Fcose' + F'cosC' + etc. = o, > (e) Pcos>«JrFcosyH-P"co$y' + etc.=:o. )
Telles sont donc les équations cP équilibre d'un point matériel qu'on suppose entièrement libre. Dans cet 'état, chacune des forces qui le sollicitent doit être égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres ; c'est, en effet, ce qu'il est aisé de yérifier.
Soit R' la résultante des forces P', F', etc. Appelons rt', b% c% les angles qu elle fait avec les axe» MA, MB, MC, et faisons, pour abréger.
X' == F cas et' + P" cos a!' + etc; , r=FcoôS' + P"cosC' + elc., Z' =Fcos>' + P"cos y + etc. j
nous aurons^ d'après le n** 32 ,
X' = R'cosa', Y' = R'cos6', Z' = R'cosc%
et par conséquent^ en vertu des équations d'équilibre,
P cos fit = — R' cos a\
Pcosff= — R'cos*',
P cos 7<= — R'cos c\
En ajoutant ces équations , après avoir élevé leurs deux membres au carré, on a
à cause de ( n^ 6 )
cos' CL + cos' ff -f- cos' 7^ =s I ,
cos' a'+cos' 6'-|- c^s* c'= I ;
on aura donc Ps dbR'; mais comme ces forces doivent être toutes deux des quantités positives , il faut prendre P = R'. Les équations précédentes deviennent, alors
cosa=— cosa', cosf=: — cos 6', cos 5/ = — cosc';
par conséquent, les angles cl^ C,y, sont supplémens de a% V y d y et répondent à une force dont la direction est le prolongement de la force R' ( n^ 7 ). Il s'ensuit donc que la force P est égale et directement opposée à la résultante R' de toutes les autres forces P', P", etc. ; ce qu'il s'agissait de vérifier, .
36. Si le point M^ auquel sont appliquées les forœs P, P', P", etc. , est assujetti à rester sur une surface donnée^ il ne sera plus nécessaire, pour l'équilibre^ que leur résultante soit nulle; il sufEra qu'elle soit normale à la surface, puisqu'alors elle ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens sur cette surface; et^ de plus^ cette condition sera nécessaire; car si elle n'était pas remplie, la résultante se décomposerait en deux forces, l'une normale à la surface et qui serait détruite, l'autre tangente et que rien n'empêcherait de faire glisser le mobile. On n'aurait donc qu'à chercher, dans chaque cas, la direction de la résultante des forces P, F, P^', etc., et à examiner si elle est perpendiculaire à la sur£sice donnée^ pour savoir si l'équilibre existera; mais il yant mieux , comme nous venons de le faire pour un point libre, exprimer les conditions de l'équilibre par des équations entre les données de la question.
Or^ la composante normale de chacune des forcesqui agissent sur le point M est détruite par la résistance de la surface ; par conséquent, cette résistance équivaut à une force égale et contraire à la totalité des forces détruites. On conçoit donc que l'on peut faire abs-^ traction de la surface donnée y et considérer le point matériel comme entièrement libre , pourvu que l'on joigne aux forces données P, P', P'^ etc. , une nouvelle force de grandeur inconnue et perpendiculaire à cette surface.
Soient donc N cette force, et A, jt^, y, les angles que sa direction fait avec les axes IVIA, MB^ MG; chacune des équations d'équilibre qu'on vient de trouver
sera augmentée d un nouyeau terme ^ de sorte qu'aux
Heu des équations (e) , on aura
NcosX+Pcosa+Fcosa'+P"cosa"H-etc.=oJ Ncos/t+Pcos eH-Fcos^'+P^'cosÇ'+ etc.=o, ' (/) Ncos v-\-T?cosy+V^cosy-\-Vcosy+eic.=iO. |
Je désigne par Xfjr,z,hs trois coordonnées de M i^pportées à des axes parallèles à MA, MB, MC , et par Lss=o l'équation de la surface donnée; la direction de la force N étant , par hypothèse, celle de la normale au point M, on aura, d'après les équations (5) du no 21,
COSA = V^, COSAt=V^, COSV=:V^,
en faisant > pour abréger^
Le signe de V sera inconnu, parce qu'on ne sait pas d'avance suivant quelle partie de la normale doit être dirigée la force N; mais V disparaît lorsqu'on élimine N entre les équations (/) ; et si l'on a ^^rd aux formules [c) , on trouve
pour les deux équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface donnée^
3<^. Si la position de ce point sur cette surface n est pas connue, les équations (g) , jointes à l'équa-
lion donnée L=o^ serviront à déterminer les coordonnées des différens points de cette snrfiatce , où le mobile pourra demeni^r en équilibre. Lorsque sa position sera donnée^ on aura seulement a vérifier si les coordonnées x^jr, z, des points d'application des forces données satisfont aux équations (g). Mais^ dans ce cas , on aura des équations plus simples en faisant coînciderrundesaxesMA, MB, MC, le premier, par exemple, avec l'une des deux parties de la normale ; d'on il résultera
cos X = ± 1 , cos ft =£= o , cos v = o }
ce qui cbange les équations (y) en celles-ci :
±N + Pcosa + P'cosa'4-P"cosa"H-etc. = o, p cos^ + Fcos ^' + P'^cos C' + etc. =o, P cos > 4- F cos y + P"cos >'' + etc. = o.
Ces denx dernières équations font voir, ce qui est d ailleurs évident, que dans le plan tangent à la surftce donnée , les composantes des forces appliquées au mobile doivent se faire équilibre , comme si cette surface n'existait pas.
La résistance N, que la surface oppose aux forces P, P', P", etc. , est égale et contraire à Xapression qu'elle en éprouve. En vertu des équations {f^^ cette pression, dans l'état d'équilibre, est la résultante même de ces forces. Dans la pratique , il en faudra calculer la grandeur au mojen de l'équation (a) , pour savoir si la surface est capable de la supporter. Si le mobile est seulement. posé sur cette surface, qui sera celle d'un corps solide, il faudra , de pins, que le sens de cette pression soit tel qu'elle appuie le mobile sur I. 5
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cette surface ; conditkm q«i ne peut être ex|irmiée pat* une éqteatiovi, M qu'on devra vérifier dans chaque cas, en dëlertninant lîi direction de tefte force d'après les équations {i). Cette vérificaiiou se fera plus simplement au moyen de la première des trois équations précédentes,
£n effet, supposons^ pour fî^xer les idées, que la partie de latiormale avec laquelle on a fait coïncider Taxe MA , soit la partie située dans la concavité de la surface. On saura si les angles donnés a, et% a!', letc, sont aigus ou obtus; et le signe de la aomnae X des composantes dirigées suivant cette droite sera connu. La quantité N devant être positive, il faudra, dans 1 équation dont il s'agît , c'est-à-dirè ,
prendre le àgne «^ou le signe '+'deYaiit N^ sdou que la somme X sera positive ou négative. Dans le premier cas , on aura cos X ss -^ i , et la pression contraire à N sera dirigée suivant MA ; dans >le second cas , on aura cos A = i , et la pression agira suivant le prolongement de oette partie déterminée de la normale.
58. Lorsque le point matériel M surlequeLagisscnt les forces P , P', P", etc. , sera assuj'^ti k rester sur deux surfaces données ou sur leur courbe d'intersection , il suffira , pour l'équilibre , que la résultante de toutes ces forces puisse se décomposer eit deux forces perpendiculaires aux sur&ces données, et qui seront détruites par leurs résistances. En joignant donc aux forces P, P', F', etc. , ^eux forces tior-
maies à .ces surâures, mais inconnues ea grandeur , on pourra faire abstraction des sar&ces, et considérer le mobHe comme entièrement libre.
N et N' étant doooc ces nouvelles forces ; x ^ /ce , v , les angles qui détemùnent la direction de N pariapport aux axes MA, MB, MC^ et ?/, fjJ^ y', ceux qui déterminent de même la direction de N^; les équations (e) deviendront
NcosA -f-N'cosA'-f-Pcosa+P'cos a'-|- etc.=o, ) Ncos;x4-N'cosju'+Pcosff+P'cosff'+etc.=o,> (A) Ncos y -t-N'cos /-|-Pcos7-|-P'cos>'+ etc,=o. J
D^aîUears^ en représetitant par x, j^, z, les coordonnées du point M rapportées à des ^xes parallèles à MA, MB, MC, et par L = o et L' := o, les équations des deux surfaces données, les valeurs de cos A, oes^, cos y, seront les méikies que précédemment, et celles de cos A', cos ju', cos p'j s'en déduiront en y cbaogeant L en L^ Si Ton snbstitae ces valeurs dans les trois équations (h) , et qu'on élimine ensuite N et N' entre elles, on aura l'équation d'équilibre à laquelle devront satisfaire les forces données P, P', F', etc. ; on bien, si la position du mobile n^est pas «donnée sor Tinlerseotion des deux surfaces , cette équation d'équilibre, et leséquations L=o et L'=:o, détermineront ses trois coordonnées x,jr^ z.
Quand la portion du mobile est donnée sur la courbe on il doit rester, on obtient immédiatement Téquation d'équilibre des forces P, P', P", etc., en poenaut les axes MB et MC , auxquels répondent les angles /t, C, €', etc., v, y, y% etc. , dans le plan des
normales aux deux surfaces données. Le troisième axe MA tombe alors sur la tangente à leur courbe d'intersection ; il est donc perpendiculaire aux forces normales N et N'j en sorte que Ton a Â = 90*, X' = go**, et , en vertu de la première équation (A),
P cos a 4- P' cos k + F cos a" + etc. = o ,
pour Téquation demandée. .
Cette équation exprime que la somme des composantes de P, P'," P", etc., tangentes a l'intersection des deux surfaces données , est égale à zéro; ce qui est, en effet , la condition pour que le point M ne puisse pas glisser sur cette courbe. Après s'être assuré qu'elle est remplie , on déterminera les valeurs des forces N et N', et le sens dans lequel elles agissent, au moyen des deux dernières équatipns (A). Si l'on prend ensuite des forces égales et contraires à N et N', et qu'on les réduise à une seule par la règle du parallélo* gramme des forces, celle-ci sera la résultante des forces P, P', P", etc., et fera connaître la pression exercée sur la courbe donnée, à laquelle elle sera perpendiculaire.
39. Par ce qui précède, on voit que quand le mobile est astreint à demeurer sur une courbe donnée, il n'y a qu'une équation d'équilibre ; qu'il y en a deux lorsqu'il peut se mouvoir sur une surface donnée, et trois lorsqu'il est entièrement libre; en sorte que le nombre de ces équations augmente , comme cela doit être effectivement, à mesure que les mouvemens possibles du mobile sont moins limita. C^ diverses équations peuvent être renfermées dans une
seule formule , qui deviendra^ par la suite , l^ua-lion générale de l'équilibre , applicable à un système quelconque de points matériels.
Pour obtenir cette formule , supposons que le mobile soit transporté d'un point M, qu'il occupe dans sa position d'équilibre , en un autre point 0 infiniment Toisin de M, et tel que ce déplacement soit compatible avec la condition à laquelle le mobile est assujetti , s'il n'est pas entièrement libre. Désignons par r, p, p\ /?", etc. , les projections de la droite infiniment petite MO sur les directions des forces R , P, P% P'', etc., dans la première position du mobile; et considérons chacune de ces projections comme une quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la direction même de la force à laquelle elle répond , ou sur son pl*olongement. Si l'on sup^ pose que la force R soit la résultante des forces P , P', P% etc. , le produit Rr sera toujours nul \îans le cas de l'équilibre : il sera nul pour un point matériel entièrement libre, parce qu'alors la résultante R devra être égale à zéro ; il le sera encore pour un point as-» sujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée , parce que , d'une part , la force R devra être dirigée suivant la normale, et que, d'un autre côté, la droite infiniment petite MO appartiendra au plan tangent ou à la tangente, ce qui rendra nulle sa pro<rjection r sur la direction R. D'après l'équation Çd) , qu'on a démontrée précédemment, et qui a également lieu quand la droite MO est infiniment petite , on aura donc
. Yp + py + ?Y + e^c- = ^ ^ i^)
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toutes* les foi» que les forces P, F, F', etc. , se feront ëquiKbre. Réciproquement ^ rëquitibi^ exktera quand cette équation aura lieu pour tous les déplacemens possibles d'un point matériel entièrement libre, ou astreint à rester sur une surface ou sur une courbe donnée.
On appelle vitesse virtuelle d'un point matériel en équilibre toute droite infiniment petite, telle que MO^ qu'on peut lui faire décrire^ en obseryant les conditions auxquelles il peut être assujetti; et le pnncipe d'équilibre contenu dans l'équation qu'ont vient d'écrire, sur lequel nous reviendrons par la suite , se nomnoe le principe des vitesses virtuelles. En l'appliquant successivement à un poiut matériel entièrement libre, assujetti à rester sur une surface, astreint à demeurer sur une courbe , on retrouvera sans difficulté les équations d'équilibre que nous avons précédemment obtenues. Chacune des équations (e) se déduira de la formule (i), en prenant pour MO le déplacement de M sur l'un des axes MA, MB, MC; on obtiendra les équations d'équilibre qui ont lieu dans le cas d'un point assujetti à rester sur une surface donnée , en considérant ses déplacemens suivant deux axes tracés dans le plan tangent; et la formule (z) fournit immédiatement l'équation d^équilibre d'un point astreint à rester sur une courbe donnée, en prenant pour MO l'élément de cette courbe, et pour /?, p'y /?", etc., les projections de cet élément sur les directions des forces P, P', P", etc. Les angles que ces directions font avec la tangente à la courbe étant a ,,
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et', a", etc-, on aura alors
p = MO cos a , p'= MO cos et! y p"= MO cos a", elc. ;
en. supprimant 1q fâc:te«ir MO commun à tous les termes de l'ëquation (f ) , il en résultera
P cos a + P'cos o! + P" cos a'' -f- etc. = o ,
cQnuue précédemment.
-^ iniit^
DE L9ÉQUILIBRE DU LEVIER
40. On considérera ici un lei^ier comme une ligne droite ou courbe ECF (fîg. 10) inextensible, et de forme invariable , qui ne peut que tourner , dans un plan, autour d'un de ses points C supposé fixe, que Ton appelle le point à^appui du levier. Ordinairement il n'y a que deux forces qui soient appliquées à celte machine^ et dont l'une a pour objet de tenir l'autre en équilibre; la première s'appelle la puissance, et la seconde la résistance. Mais, pour plus de généralité, nous supposerons qu'un nombre quelconque de forces dirigées dans le plan du levier agis^ ^ sent en différens points de cette ligne; et il s'agira de trouver les conditions de leur équilibre.
Je ne nje propose pas, dans cet ouvrage, d'appliquer aux diverses machines les lois de l'équilibre qui y seront exposées. Pour ce qui regarde les machines simples, je renverrai aux Traités élémentaires de Statique; mais la loi de l'équilibre dans le levier étant un. principe de la Mécanique , il est nécessaire de nous en occuper ; et Ton va montrer comment c^ principe est lié à celui de la composition des forces qui agissent sur un point isolé.
4x. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un corps qu'on suppose de forme invariable , on peut
transporter le point d'application de chacune de ces forces en un autre point du corps pris sur sa direction ou sur son prolongement. Si une force donnée P agit , par exemple, à l'extrémité E du levier^ suivant la droite AE, et que M soit un autre point appartenant à cette direction , qu'on suppose lié au levier d une manière invariable, il est permis de remplacer la force P par une autre force de même intensité, agissant au point M suivant la droite MA. En effet, on peut d'abord appliquer au point M deux forces égales entre elles, agissant en sens contraires, l'une suivant MA, l'autre suivant son prolongement MA'; si, de plus, on suppose que chacune de ces forces soit égale à P, celle qui agit suivant MA' détruira la force P appliquée au point E suivant EA, puisque ces deux fondes égales agissent en sens contraires aux extrémi* tés de la droite ME, de longueur invariable, par hj-* potbèse ; il ne restera donc plus que la force P agissant au point M dans la direction MA, et par laquelle la force donnée P, qui agissait au point E, se trouvera remplacée.
Les forces agissent souvent sur les corps qu'elles mettent en mouvement ou qu'elles tendent à mouvoir, soit en les tirant par le moyen d'un fil qui leur est attaché , soit en les poussant par le moyen d'une barre appuyée contre leur surface. Ce fil ou cette barre s'étend ou se contracte plus ou moins; c'est quand ils ont cessé de s'allonger ou de se raccourcir qu'on les considère comme des lignes invariables qui représentent la direction de chaque force, dont Faction est la même alors que si elle sexer-*-
çaitimmiédîatenient aux points de la surface du mo- Iule où ces lignes viennent aboutir. Un levier n'est pas non plus , comme on le suppose ici ^ une ligne de forme invariable ; c'est une barre qui fléchit un tant soit peu, et s'étend ou se contracte aussi dfune petite quantité^ en raison des forces qui j sont appliquées. La forme qu'il doit prendre serait très di{fictle à déterminer d'avance ; mais c'est quand il y est parvenu qu'on le considère comme invariable, et c'est à cette figure y très peu différente de sa fbrooe naturelle, que se rapportenmt les conditions d'équilibre qull s*agît de trouver.
4a* Supposons qu'une seconde force Q agisse à l'autre extrémité F du levier, suivait la droite FB, et que les deux directions £A et FB soient cootprises dans le plan où le levier peut tourner; ces deux droites, ou leurs prolongemens , viendront se couper en un certain point M, que l'on pourra prendre , d'après ce qu'on vient de prouver ^ pour le point d'applicatkm commun à P et Q. Cela étante par la règle du parallélogramme des forces on dé^ terminera la résultante de ces deux forces , de laquelle M sera aussi le point d'application. Or, pour qu'elle soit détruite et que le levier demeure en équilibre, il sera nécessaire que sa direction vienne passer par le point d'appui C; et cela suffira,' puisqu'en y transportant cette résultante, elle sera détruite par la résistance de ce point fixe. D'après ce qu'on a vu dans le n^ 29 , si l'on abaisse du point C des perpendiculaires CG et CH snr les directions des forces P et Q, on aura donc, dans le cas de
l'équilibre^
P : Q :: CH : CG
et , réciproquement, Téquilibre existera quand cette proportion aura lieu. Par conséquent, en appelant p et q les perpendiculaires CG et CH , 1 équation d*équâibre sera
Pp = qq.
Oa appelle ikoment dune force par rapport à un points le prodoil de cette force par la perpendiculaire abaissée de ce point sur sa difection; Ainsi , la condition d'équilibre dans le levier consiste en ce que les momensde la puissance et de la résistance, pris par rapport au point d'appui , sont égaux ; ces deux forces tendant d'aiUeurs à ÙLire tourner le levier en sens opposa.
Si Ton suppose les droites CG et CH liées inva^ riablement au levier, on pourra prendre G et H pour les points d'application des forces P et Q , et remplacer le levier de fîgure quelconque ECF par le levier coudé' GCH (fîg. ii)« Les perpendiculaires CG et CH s'appellent les brcis de leuierj de la puis* sauce et de la résistance. La condition de l'équilibre ne dépend pas de la grandeur de l'angle GCH ; et c'est aussi ce que l'on peut voir à priori.
En effet , si du point C et d'un rayon CH on décrit l'arc de cercle HH^, qu'on le suppose lié invariablement au levier , et qu'on applique au point H^ deux forces égales à Q, agissant en sens contraires, suivant les parties H'B' et H'B' de la tabgente en ce point, il est évident que la force Q, dirigée sni-
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vant H'B", sera détruite par la force Q dirigée suivant HB ; car ces deux forces tendent à faire tourner le système en des sens opposés/ et il n'y aurait pas de raison pour qu'il obéit plutôt à Tune qu'à l'autre. La seconde de ces deux forces se trouvera donc remplacée par la force Q dirigée suivant H'B', et l'angle GCH sera changé dans l'angle GCH'^ plus grand ou plus petit ^ sans que l'équilibre soit troublé.
Far ce changement^ l'angle des deux bras du levier pourra devenir iSo** ou zéro; alors le levier sera droit ; )â puissance et la résistance seront des forces parallèles dirigées dans le même sens ou en sens contraires; et, pour l'équilibre, il faudra toujours que leurs intensités soient en raison inverse des longueurs de leurs bras de levier.
45. Si l'on appelle R la résultante des deux forces P et Q concourantes au point M (fig. 10), et itz l'angle AMB compris entre leurs directions, on aura (n° 29)
R» = P»+Q*+2PQcosm;
et la valeur de R fera connaître la charge que le point d'appui C aura à supporter dans l'état d'équilibre. Appliquée en ce point, la force R aura pour direction la droite CD, prolongement de MC. La fi*gure 10 suppose le point C situé entre les points d'application E et F de la puissance et de la résis-^ tance. Le contraire a lieu dans la figure 12; mais les raisonnemens qu'on vient de faire s'appliquent à ces deux cas : ils différent l'un de l'autre en ce que, dans le premier cas, les forces P et Q agissent de deux côtés difTérens du levier, et l'angle AMB est aigu, ai^
Jieu que; dans le second cas, elles agissent d'un même côté , et l'angle AMB est obtas.
Lies trois points E, F, C^ restant les mêmes, si le point de concours M des trois forces P, Q, R, s'éloigne à rinfini , ces forces deviendront paraUèles. I>ans le cas de la figure 10, Tangle m devient alors infiniment petit; on a costtz = 1, et conséquemment
I>ans le second cas, c'est le supplément de l'angle m qui devient infiniment petit; on a. donc cos m = — I , et
en supposant P < Q, Par conséquent, la résultante de deux forces parallèles est égale à leur somme ou à leur difiérence , selon que ces forces agissent dans le même sens ou en sens opposés; et quand leurs directions sont contraires, la résultante agit dans le sens de la plus grande. Dans ces deux cas, les' composantes P et Q sont en raison inverse de leurs distances CG et CH à la résultante.
Cela étant, si l'on mène une perpendiculaire commune aux trois forces parallèles, et qu'on appelle a la partie GH de cette droite (fig. i5 et 14 j comprise entre les deux composantes P et Q , et ^ la distance CH de la résultante R à la composante Q qu'on suppose la plus grande, on aura
P : Q :: jc : û q= ^,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur.
selon que P et Q agiront dans le même seiis (fig. 1 5)
ou en sens cootraîres (fîg. i4)' On -ea dédtiH
P : Q ± P :: jc : a,
et, par ooméquent^
ce qui fera connaître la position de la résultante, dont la valeur sera en même temps Q zb P.
44- Lorsque les forces P et Q agissent en sens contraires, et qu'elles différent très peu Inné de l'autre, leur résultante, toujours dirigée dans le sens de la plus grande, se trouvera située à une très grande distance des forces données. Mais quand elles seront rigoureusement égales, cette distance deviendra infinie ; ce qui signifie que deux forces égales , parallèles et agissant en sens opposés, ne peuvent être remplacées par une senle force j et, en effet, il n'y aurait aucune raison pour que cette force unique agit plutôt dans un sens que dans l'autre.
Deux semblables forces agissant aux extrémité d'une droite GH (fig. i5), feront tourner cette ligne autour de son milieu K; effet qui, évidemment, ne saurait être produit par l'action d'une seule force. On -peut les remplacer d'une infinité de manières différentes par deux autres forces qui tombent dans le même cas j car on ne changera rien à leur action en appliquant, par exemple, aux points G et H, suivant les prolongemens GE et HF de la droite GH, des forces égales et de grandeur quelconque ; or, la résultante des forces dirigées suivant GA et GE, et celle
-des forces dirigées suivant HB et HF^ seront encore des foMes égales » parallèles et dirigées en sens opposes , suivant des di'oites GC et HD , et ces résultantes remplaceront les forces primitives qui agissaient solvant G A et HB. Si l'on appelle Pia grandeur com- Tanne de ces de«ix foix^es , et a leur distance mutuelle, l'une et l'autre de ces deux quantités changeront par l'opération que nous Indiquons; «nais leur produit aV demeurera constant , ainsi qu'oie le prouvera tout à l'heure.
45. Au reste, ce cas particulier est le seul dans lequel «m système d'un nombre quelconque de forces P, P\ f, etc. , comprises dans tin même plan et agissant sur des pomts matériels liés entre eux d une manière mrmmble , ne puisse pas se réduire à une seule fonce. En effet, soit que les deux forces P et P' concourent en tm point, ou quelles soie^it parallèles, on les rédaira à une seule force Q, par ]a règle du parallélogramme des forces , ou par celle du numéro précédent. On léduira de même à une seule force Q', ^sette première résultante Q et ¥"; pais à une seule force Q*, la seconde résultante Q' etP"'; et ainsi de mate y jusqu'à ce qu'on ait réduit toutes les forces données à deux seulement , qui se réduiront étles^mêmes à une seule force R , à moins qu'elles ne tombent dans le cas d'exception dont il s'agit.
Dans le cas général , cette force R est la résultante des forces données P, P, P*, etc. ; et si Ton joint aux composauftes une force R' égale et cofiFtraire à R, Il y aura équilibre dans le systèute. La grandeur de R et sa position dans le plan des forces données ne dé-
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pendra nullement de l'ordre dans lequel on aura pris ces forces dans les réductions successives qu'on yîent d'indiquer; car^ en changeant cet ordre» si l'on parvenait à une force S différente de R en grandeur ou en direction » il fjpiudrait que l'une de ces deux forces prise en sens contraire fit équilibre à l'autre; ce qui serait impossible.
Pour l'équilibre des forces P, P', P*, etc. , quand elles seront appliquées à un levier situé dans leur plan» il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une seule force ; car si elles se réduisaient à deux forces parallèles S et S' non réductibles à une seule , et que S' fut la plus rapprochée du point d'appui » on pourrait décomposer S' en deux forces Q et Q', parallèles et agissant dans le même sens» dont la première serait directement opposée à S et la seconde passerait par le point d'appui : ces deux composantes seraient l'une et l'autre moindres que S' ou S» la force Q' serait détruite» et il ne resterait qu'une foi^ce S— -Q» qui ferait tourner le levier dans le sens de S. Les forces données étant réduites à une force unique R» il fau*dra » en outre » pour l'équilibre du levier» que cette force vienne passer par son point d'appui. Cette con*dition s'exprimera par une équation» au moyen du théorème que nous allons démontrer.
46. Considérons d'abord deux forces seulement et leur résultante. Le moment de cette résultante » par rapport à un point situé dans le plan des trois forces» sera égal à la somme ou à la différence des momens des deux composantes par rapport au mênpie point : à la différence » quand le centre des momens est situé dans
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Tangle des composantes, ou, dans 'son opposé, au commet; à la somme, quand ce point est hors de ces deux angles.
En effet, sment F et P' ces deux forces , MA et MA^ (fig. i6 et 17) leurs directions, Q leur résultante agissant suivant MB , C le centre des momens^ /?, p'^ 9, les perpendiculaires Gi, Ca', G&, abaissées du point C sur la direction de F, F', Q. Décomposons chacune de ces trois forces en deux autres, dirigées sui^ vant la droite MC et suivant la perpendiculaire KMK' à cette droite; et coasidérons les composantes perpendiculaires. On a évidemment
cosBMK = sinBMC = ?,
en d^gnant par c la longueur de la droite MC ; donc la composante de Q suivant MK sera égale à -^. De méme^ les composantes de F et F' perpendiculaires à MC seront -^ et -^. Elles agissent en sens contraire, quand la ligne MC traverse Fangle AMA' (fig. 16), et dans le même sens, quand elle tombe hors de cet angle. Or, la somme de ces composantes, dans le second cas, et l'excès de la plus grande, sur la plus petite, dans le premier, doit reproduire la composante de Q^ puisque Q est la résultante de F et F'; en supposant la composante de F plus grande que celle de F', et supprimant le diviseur commun c, on aura donc
ce qu'il s'agissait de prouver.
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Si Von îniagirie que le point G soit fixe et qtie les perpendiculaires Ca, Ca'p Cb, forment uasystème invariable, les forces P, P', Q, qui peuvent être censées agir aux extrémités a, a', bp de ces droites, ne pourront produire qu'un mouvement de rotation au-* tour du centre dés momens. Or , l'inspection de la figure 1 7 > à laquelle répond le signe supérieur dans 1 équation précédente, montre que quand le point C tombe hors de l'angle AMB, et de son opposé au sommet, les trois forces P, F, Q, tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens slu^ tour du point G; au contraire, lorsque ce point tombe dans l'un de ces deux angles, la figure i6, qui répond au signe inférieur, fait voir que les forces P et P^ tendent à faire tourner les points a et a' en sens opposés; et Ton voit aussi que, dans ce cas, la résultante Q tend à faire tourner son point d'application dans le même seûS que la composante qui a le plus grand moment. D'après cette remarque ^ le théorème qu'on vient de démontrei' revient à dire que le moment de la résultante de deux forces est égal à la somme ou à la différence des momens de ces deux forces, selon que les composantes fendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens ou en sens opposés autour du centre des mo-, Inens, et que la résultante tend à Êiire tourner dans le sens de la composante qui a le plus grand moment.
Ce théorème ayant lieu pour des forces dont les directions font un angle quelconque, doit encore sub*sister lorsqu'elles deviennent parallèles; c'est effecti-<
▼emeàt une conséquence facile à déduire de la corn-* position des forces de ce genre (n** 45).
47 . L'avantage de ce dernier énoncé est de pouvoir facilement s'étendre à un nombre quelconque de forces P, V, V^, etc., dirigées dans un même plan. En regardant le centre des momens comme un point fixe, autour duquel les forces tendent à faire tourner le système de leurs points d'application, liés entre eux d\ine manière invariable, le moment de la résultante est égal à la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner dans le même sens qu'elle, moins la sonmie des momens des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire.
Pour ûxer les idées , supposons que les trois pre* mières forces P, F, F, tendent à faire tourner dans un même sens, et toutes les autres dans un sens opposé. Reprenons la série de réductions du n*" 4^* Soient Q, la résultante deP et F, et Q' celle de Q et F', ou de P, P', F. Soient aussi p, p', />', q, q\ les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de P, P', P", Q> Q'; nous aurons, d'après ce qu'on vient de voir,
Q9 = P/, + Py, QY = Q9 + P/>%
et, par conséquent,
QY =.?/> + py + py.
De même, si l'on désigne par Q^la résultante.de toutes les autres forces P^, P", etc.; par q; la perpendica^ lair« abaissée du œntre des momens sur sa direction ; par p", />'% etc., les perpendiculaires abaissées du
même point sur les directions de P'", P*% etc. , oo
aura aussi
Q^q^ = Py + T'y + etc.
Dr, la résultante R de toutes les forces données sera celle des deux forces Q' et Q^; si , donc, on représente par r la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur la direction de R, et si Ion considère que ces forces Q' et Q^ tendent à faire tourner en sens opposés, on aura
selon que Q'ç' sera plus grand ou moindre que Q^q,. Dans le premier cas, la force R tendra à faire toumer dans le même sens que Ja force Q', et, conséquemment, dans le même sens que les trois forces P, P', P*. Nous supposerons que ce soit ce premier cas qui ait lieu; et en substituant pour Q'g' et Q^q^ leurs valeurs, nous aurons alors
Rr=Pp4-Fp'+Py — PV — P'y — etc.; (i)
équation qui renferme le théorème qu'on voulait démontrer.
En supposant que le centre des momens soit le point d'appui du levier auquel les forces P, P', P*, etc., sont appliquées, il faudra, pour Téquilibre de ce levier, qu'on ait
Pp + F/ + F/ — PV — P'y^ — etc. = o, (a)
puisque, dans ce cas, ces forces doivent avoir une résultante qui doit passer par le point d'appui (d!'^5), ei pour laquelle on a donc r=: o.
46. On peut rendre l'équation (i) plus générale , eu supposant que par des décompositions et recomr positions des forces P, F, P^, etc. , on les ait transformées en d'autres forces S ^ SV S% etc., dont lensemble soit équivalent aux forces données. En désignant J>ar Sf sfy ^'y etc. , les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de S» S', S', etc., on trouvera, par le même raisonnement que dans le numéro précédent ,
S^+SV+SV+etc^Pp+Py+P*/;'— P*/>*— P*>»^— etc.;(3)
équation dans laquelle on devra prendre avec le signe +f ^^ momens des forces S, S^S', etc., qui tendent à faire tourner dans le même sens que P, P', F; et avec le signe -— *, les momens de celles qui tendent à £aire tourner dans le même sens que P'^', P'% etc.
Le Q8U3 particulier où les forces P, Y, P*, etc. , sont irréductibles à une seule, est compris dans cette dernière équation. Soient alors S et S' deux forces égales, parallèles et non directement opposées ; et appelons h leur distance mutuelle. Si le centre des momens est situé entre leurs directions, on aura ^ -f- / = A ; elles tendront à faire tourner dans le même sens autour de ce point; on donnera donc le même signe à leurs momens, et il en résultera
S^ + SV=S/i.
Si, au contraire, le centre des momens n'est pas compris entre S et S', et qu'on suppose ^>. j', on aura' s — s'z=h} ces deux forces tendront à faire tourner en sens opposés; on devra donner le signe + ^u mo-
ment de S et le signe ^^ an moment de S^; et il en
résultera
Par conséquent, l'équation (5) deviendra toujours SÂ=Pp + Py + F/-F>-_F7,-_etc.
Son second membre se composant de quantités qui sont toutes données, il en résulte que si les valeurs de S et A viennent à changer, leur produit demeurera constant, ainsi quon l'avait déjà dit plus haut.
On conclut aussi de cette dernière équation que, quand son second membre est nul, les forces données ne peuvent pas tomber dans le cas d'exception où elles sont irréductibles à une seule; il s'ensuit donc que l'équation (2) exprime à la fois que les forces P, P', P*, etc., ont une résultante unique, et que cette résultante passe par le centre des momens ; par conséquent, elle est l'équation nécessaire etsajQSsante pour l'équilibre du levier, dont ce centre est le point d'appui. La résultante R que l'on obtiendra par la série de réductions du n* 4^, exprimera la charge qu'il aura à supporter; quand elle sera nulle, les forces P, P', P% etc. , se feront équilibre dans leur plan sans le secours de ce point fixe.
49' L^ condition de l'équilibre dans le levier peut aussi s'exprimer par une équation analogue à la formule (î) du n** Sg.
Soient, par exemple. M, M', M'' (fig. 18), les points d'application des trois forces P, P', P", qui agissent sur le levier ECF, suivant des directions MA, M'A', M^'A^ comprises dans son plan. Faisons tourner infir
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BÎinent peu de leyier autour de son point 4'dppui C^
de sorte que M , M'^ M", viennent en m, m\ wl'. D'ar*
près la définition du n* Sp^ les arcs infiniment petits
Vkm , MW/ M"m!', que l'on peut prépare pour des
lîfp:se6 droites, seront les vitesses virtueUe{3 des points
dTapplîeation M^ M'^ M''^ des trois'fbrcesque Fou con«
sidère. J abaisse de m^ m', m', des. perpendiculaires
mu, m'a\ m'a', sur les droites MA, M'A', M"A'^, ou
sur leurs prolongemens ; Ma sera la projection de M/n
sur la direction même de la force P, qui tend à faire
tourner le levier dans le sens de la rotation qui a eu
lieu; MV et MV seront }^ projections de Mm' et
M'/n' sur les prolongemens des deux autres forces
P' et P", qui tendent à le faire tourner dans le sens
opposé. Pour cette raison, je considère la première
de ces projections comme une quantité positive, et
les deux autres comme des quantités négatives. Je
représenterai ces trois quantités par ^, 'sr', ^'.
Cela posé, en^ vertu du principe des vitesses virtuelles, la somme des forces données multipliées respectivement par les projections ainsi définies des vitesses virtuelles de leurs points d'application, est nulle dans le cas de l'équilibre^ et réciproquement l'équilibre a lieu quand cette somme est zéro; en sorte que l'équation d'équilibre du levier est
P^ + P'^-f-PV = o; (4)
et, en effet, il est aise de vérifier qu'elle coïncide avec celle que l'on a déduite de la considération des momens.
Pour cela, désignons par p^ //, p', les perpendîca-
laires CG, CG% CG% abaissées du point C sur les dirrections des forces P, F, P*; par c, c\ c% les distances CM, CM', CM', de leurs points d'application au point C; et par y^ y\ y'^ les vitesses virtuelles Mm, M W, M'm'. L'arc infiniment petit M/n se confondant avec sa tan* gente, les triangles Mma et CMG ont leurs côtés perpendiculaires l'un à l'a^itre, et sont semblables ; on a donc
Ma : Mm :: CG : CM;
et à cause de
Mas^r, Mm=:y, CGs=zp, CM = c,
on en déduit
fer ^— — .
On aura de même
en observant que ^ et n^^ sont, par hypothèse, des quantités négatives. De plus, la forme du levier étant supposée invariable, les trois arcs Mm, M'm', M"i»'', décrits en même temps, répondent à un même angle ; et en les divisant par leurs rayons respectif CM, CM', CM', on aura trois rapports égaux. En désignant par 0 la gi*andeur commune de ces rapports, on aura donc
et, par conséquent,
^ = /70, ^'=:— /)'ô, «•" = — /i"ft.
Or, si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (4) » et qu'on supprime ensuite le facteur 8 commun à tous ses termes, elle deviendra
Pp_py_rp' = o,-
ce qu^ est effectivement Tëquation d'équilibre du levier que nous considérons. Réciproquement, si Ton multiplie cette dernière équation par 0^ elle se changera dans, l'équation (4)*
Le raisonnement serait évidemment le même, quels que fassent le nombre des forces données P,P', P, etc., et le sens dans lequel elles tendent à faire tourner le levier.
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5o. La composition des forces parallèles se déduit^ ainsi qu'on la vu précédemment (u* 45)^ de lu règle du parallélogramme des forces, en considérant les forces données comme des forces dont le point de concours est à Tinfini ; mais en s'appuyant toujours sur cette règle, on peut aussi obtenir la résultante de deux forces parallèles par un autre moyen qu'il est bon de connaître.
Soient P et Q les deux composantes , agissant aux points E et F de la droite inflexible EF, suivant les directions parallèles EA et FB, dans le même sens (fîg. 19), ou en sens opposés (fîg. 20). On ne changera rien à ce système de forces, en appliquant aux extrémités de cette droite des forces égales, dirigées en sens contraire Tune de l'autre, suivant ses prolongemens EC et FD, et dont la grandeur commune sera représentée par S. Je prends la résultante des forces P et S appliquées au point E , qui sera une force P' agissant suivant une droite EA' comprise dans l'angle AEC; de même la résultante des forces Q et S, qui agissent au point F, sera une force Q' dirigée suivant une droite FB', comprise dans l'angle BFD ; et si l'on excepte le cas du n^ 44 ? ^^ 1^^ forces données
P et Q soDt ég^s et agissent en sens opposés^ leâ deux droites EA' et FB' ne seront pas parallèles. Par conséquent , en supposant leur point (Tintersection K lié Invariablement à La droite £F^ il sera permis de le prendre pour le point d'application commun aux deux forces P' et Q' (n** 4^)- ^^^ ^^ point K, je mène les droites ET' et KH', parallèles a la droite EF et à la direction des forces P et Q^ puis je décompose cha* cune des forces P' et Q' suivant ces parallèles : il est évident qu'on retrouvera de cette manière les composantes S et P, dirigées suivant K£^ et KH, et les composantes S et Q, dirigées suivant KF' et KH (fig. 19), ou suivant KF' et KH^ (fig. 20), Nous aurons donc les quatre mêmes forces qu'auparavant^ mais appliquées toutes quatre à un même point K. En supprimant les deux forces S, il restera les deux forces P et Q, dirigées suivant la même droite KH, dans le cas de la figure 19, ou suivant cette droite KH et son prolongement KH', dans le cas de la figure 20, qui suppose que Q est la plus grande des deux forces données. Donc, la résultante de ces deux forces leur sera parallèle ; et en la désignant par R, nous aurons
R = Q=bP,
selon qu'elles seront dirigées dans le même sens ou eu sens opposés.
Pour déterminer le point Q, où ^a direction viendra couper la droite *EF ou son ptt>longement, je supposerai que E' et F' soient les intersections des lignes A£et BF avec la droite ET'; les deux quadrilatères
EE'KO et FF'KO seront des parallélogrammes; et sr Ton prend leurs diagonales KE et KF pour représeij-" ter les résultantes F et Q', on aura
S : P 2: EO : KO, S : Q î: FO : KO,
pour les rapports des composantes. On conclut de là
P : Q :: FO : EO
ce qui fera, connaître la position du point 0, qu'oa pourra prendre pour le point d'application de la résultante R.
On en déduit aussi
P : Q =b P :: FO : EF, Q : Q =b P :: EO : EF;
les signes supérieurs se rapportant à la figure 19 9 et les signes inférieurs à la figure 26; en ayant égard a la valeur précédente de R, on aura donc, dans les deux cas,
P : Q : R :: FO : EO : EFj
ce qui montre que chacune des trois forces P, Q> R^ est proportionnelle à la distance comprise entre les points d'application des deux autres.
Cette proportion, et, par suite, la position du point 0 , sont indépendantes de l'angle sous lequelles directions des forces données sont coupées par la ligne EF , qui peut être une droite quelconque aboutissant par ses extrémités à ces deux directions.
5i. On résoudra maintenant, sans aucune diffi-
coltéy toutes les questions qui peuvent se pvésenter sur la composition de deux forces parallèles eu une seule et sur la décomposition dune force en deux autres qui lui soient parallèles. Nous n'entrerons dans aucun détail à ce sujet; et nous ne reviendrons pas non plus sur le cas particulier des forces égales et non directement opposées^ que nous avons exclu de la démonstration précédente , et qui a été suffisamment examiné dans le n"* 44*
Je vais actuellement considérer un nombre quelconque de forces parallèles ^ dont une partie agit dans un sens et l'autre partie dans le sens opposé, qui sont situées ou non situées dans un même plan , et appliquées à des points liés entre eux d'une manière invariable, par exemple, à différens points d'un corps solide.
ÏA composant deux de ces forces en une seule , puis celle-ci et une troisième encore en une seule, et ainsi de suite, on parviendra à déterminer la grandeur et la position dans l'espace de la résultante de toutes les forces données, à moins que les deux dernières forces qu'on aura à considérer ne tombent dans le cas d'e'xception du n** 44* Cette résultante sera évidemment parallèle à la direction ^ commune des composantes ; de plus , elle sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins la somme de celles qui agissent en sens contraire , et elle agira dans le sens de la plus grande somme. Si donc on regarde les unes comme des quantités positives, et les autres comme des quantités négatives ( n** n ) ; qu'on les représente
Gçogle
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toates par P, P', P*', etc. , et leur résaltante par R ,
on aura toujours
R = P+P'H-P^ + etc.
5a. Si les force$ données Tiennent à tourner autour de leurs points d'application sans cesser d'être parallèles, leur résultante tournera auasi autour d'un des points de sa direction ; car son point d'application , qu^on trouve en composant successivement les forces données ^ comme- on vient de l'indiquer y ne dépend en aucune manière de la direction commune de ces forces^ et reste, conséqueminent , le même quand cette direction vient à changer.
Ainsi y par exemple, supposons que les fondés données soient au nombre de trois, P, P', P% dingéés suivant les droites MA, M'A', M'A' (fig. ai). Soît d'abord NB la direction de la résultante de P et P', qui sera égale à P rHP'i soit ensuite N'B' la direction de la résultante <le P + P' et P'; cette dernière force P' étant supposée, dans la figure, agis* santé en sens contraire de P et P', et plus grande que P + P'* Concevons maintenant que les trois fprces P, P', P', tournent autour ^es points M, M^, M', en conservant leur parallélisnt^e et le sens i;e)atif de leuxs actions. Soient Ma, W4J ^ Wa'^ leurs nonvelles directions. Dans ce nouvel état^ la résultante des forces P et P' rencootrera la dixûte MM' au mênie point N qu'auparavant , puisque la position de ce point ne dépend que du rapport des composantes , et nullement de l'angle que la droite MM' fait avec leurs directions (n** 5o) ; elle sera présentement di-
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rigée suiraût la droite Nfr parallèle à Ma et 'Wa\ et encore égale à P -{- P^ Par la même- raison « la vKultante de P + P' et P rencontrera le prolon^ gement de la droite MM ^ an même point N' qu'au-pâravant^ et sera dirigée suivant une droite ^'b' parallèle à Né ; par conséquent , les trois foroes P ^ P'y V^ tournant autour de leurs points d ap^dicatioa M, M'^ M'y leur résultante tournera aussi autour d^un même point N'.
53. Nous appellerons centre des forces parallèles le point dans lequel viennent se couper toutes les directions successives de la résultante ^ quand ses composantes tournent autour de leurs points d'appli*cation > qu'on suppose invariables.
Ou verra par la suite combien le centre des jfbrces parallèles est important à considf^rer^ surtout dans les questions relatives à Téquilibre et au mouvem^snt des oorps pesans. On peut déjà observer que si un cxNrps solide est sollicité par des forces parallèles quelconques y que Ton détermine le centre de ce^ forces^ et qu^ou le suppose ùxe, l'équilibre aura lieu dans toutes les positions que le corps pourra pren^ dre autour de ce point ^ pourvu que les forces don* nées restent toujours parallèles et appliquées aux mèmeé points de ce corps; car alors leur résultante passera constamment par le point fixe , ce qui suffit pour ^'elle soit détruite.
Lés coordonnées du centre des forces parallèles , rapportées à trois axes rectangulaires, dépendent, comme ou va le voir, des produits de ces forces multipliées par les coordonnées de leurs points d'applica-
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tion. A cause qae ces produits se présentent dans un grand nombre de cas^ on leur a donné un nom parti* culîer ; on appelle moment ^une force par rapport à un plan, le produit Vie cette force et de sa distance à ce plan. Ainsi ^ P étant l'intensité dune forcé appliquée en un point dont les coordonnées sont x^jr^Zy les produits P2, Pjr, P-^r, seront ses momens par rapport aux plans des x eljr^ des x et 2, des j^ et z. Les momens de cette espèce n'ont rien de commun , en général^ avec les momens par rapport à un point x]u'on a définis dans le n^ 4^^ Ceux-ci dépendent de la direction de la force , et sont indépéndans de son point d'application; les momens par rapport à un plan dépendent y au contraire, de la position du point d'application de la force, et sont indépéndans de sa direction. On ne fait usage des derniers qae dans le cas des forces parallèles; en sorte qu'ils peuvent être des quantités positives ou négatives, à raison du signe de la force et des coordonnées du point où elle est appliquée.
54* Soient M, M^ M', etc. (fig. ^a), ie^ points d'application des forces parallèles P, P', P^, etc., dont il sera inutile d'indiquer les directions. Menons arbitrairement trois axes rectangulaires Ox^ Oj^ Oz, qui seront ceux des coordonnées; désignons par Xp j^, z, les coordonnées de M; par x\ y, z\ celles de M'; par j:% y, z', celles de M% etc.; et supposons que toutes ces coordonnées et ces forces sont des quantités données qui peuvent être positives ou négatives. Soient encore Q, Q', Q^, etc., les projections des points M, M', M', etc., sur le plan des x et /•;
en sorte qu'on ait
MQ^z, M'Q'=2', WQ^^z', etc.
Eofixi, i^préseDtons par x^, j^, ^,1^ troia coQr«> données du centre des forces parallèles dont il s agit de trouver les valeurs.
loL résultante P +P' des deux forces P et P' rencontrera en un point N la droite MM' ou son prolon-* gement^ selon que ces deux forces seront de même signe ou de signe contraire y mais dans les deux cas on aura
F : P + t' :: MN : MM'.
Soit K la projection de N sur le plan des x etjr. Par le point M, menons la parallèle MGH a la droite QBLQ', qui rencontre les droites NK et M'Q' aux points G et H^ de sorte quon ait
MQ s: 6K =: HQ'i on aura aussi
P H- POING = F. M'H
A cette équation , j'ajoute Téquation identique
(P + p')GK = P.MQ + F.HQ';
ce qui donne
(P + PONK ==Pz + Fz^
La résultante des deux forces P + P' et P* rencon-; I. 7
trera en un point N' la droite NM" ou son prolongement, selon que ces deux forces auront le même signe ou des signes contraires; et si K' est la projection de N' sur le plan des x ^l jr^ on trouvera , comme dans le cas précédent ,
(P4.p/4iF';N'K' = (P + P0NK + PV;
par conséquent^ on aura
(P 4- P' + P'O N'K' = Pz + Py + FV.
On continuera de même jusqu'à ce qu'on ait épuise toutes les forces données P, P', P'', etc. ; et si R est leur résultante totale ^ on aura finalement
Rs. = Pz -h PV + P V + etc,
La figure 22 suppose que tous les points M, M', M", etc. , N, N', etc., sont situés d'un même côté du plan des x et jy ou que leurs ordonnées parallèles à l'axe des z sont toutes de Vnême signe ; mais il est aisé de voir que si l'équation précédente est vraie dans ce cas, elle le sera encore lorsque ces ordonnées seront en partie positives et en partie négatives. £a effet, transportons le plan des x et jr, parallèlement à lui-même , à une distance quelconque A de sa position primitive. Par rapport à ce nouveau plan , soient Z, Z', Z", etc., les coordonnées de M, IVT, M", etc. , et Zj celle du centre des forces parallèles , de sorte qu'on ait
Z,=z,— A, Z=z— À, Z'=z'— À, Z"=:z"— À, etc.;
si Ton retranche de l'équation précédente l'équation
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identique
RA = PÂ + P'A + P"A + etc.,
il en résnltera
RZ. = PZ + P'Z' + P"Z'' + etc. ;
équation dans laquelle les ordonnées Z, Z% Tl\ etc.^ peuvent être positives ou ne'gatives. .
On voit donc que, dans tous les cas, le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles par rapport à un plan choisi arbiti*aire-* ment, est égal à la somme des momens de ces forces par rapport au même plan.
55. En prenant successivement les momens par rapport aux trois plans des coordonnées , on aura , d*apres les notations précédentes ,
Ra:,=Px + PV + PV+etc., j
Rr. = pj + py + py + etc. , ( (i)
Rz. =Pz H-Fz' H-PV + etc. ; \
et à cause de
R = P + F + P"+etc., (a)
les trois coordonnées du centre des forces parallèles seront complètement déterminées. En menant par ce point une droite i>arallèle aux forces données, dans le sens indiqué par le signe de R, on aura la dii-ection de la résultante. Ces quatre équations renfermeront, de la manière la plus générale , la théorie des forces parallèles.
La somme des momens des forces P, P', F', etc., est égale à zéro, par rapport à tout plan passant par le
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centre des forces parallèles; car, en prenant C6 pLin. pour celui des a: et jy il fMdra qu'on ait z. = 0, et^ conséquemment ,
Pz + PV + PV-hetc.
Dans le cas particulier où P, P', P", etc., se réduisent à deux* forces égales, agissant en sens oppose, leur somme R est égale à zéro ; ce qui rend infinies les valeurs de ^1 , ^, , 2,. Le cetitre des forces parallèles est donc dors situé à Tinfini , ou plutôt ce centre tt'existe pas, non plus que la résultante.
56. Lorsque tous les points d'application M , M', M", etc., des forces doiinées sont situés dans ua même plan, il est évident, par la nature du centre des forces parallèles (ti^ 5^), que ce point , s'il exjste, devra aussi se trouver dans ce plan; c'est aussi ce que l'on peut conclure des équations (i) et (â).
En désignant par a, b, c, trois constantes don* nées, on aura, dans ce cas,
Z == OûC + bjr '^ C,
z' = eue' + by -+- Cp z"=: aac"+ bf+ c, etc.
Je substitue ces valeurs de z^ z\ ^\ etc., dans la troi* sième équation (i); il vient
Rz. = (Po: + P V ^ P V + etc.) a + (Pj- + Y y H- Py + etc.) h + (P + F^-P'/ + etc.)c.
En vertu des deux autres équations (i) et de TéqUa-
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lion (:2), on peut remplacer par R^,y R/, , H/ les eoefficîens de a, 6, c; et en supprimant ensuite ie factenr commun R » on a
z.^ax. + bj-. + c;
oe qui montre que 1^ centre des forces parallèles appartMsnt 4tu plan des points M, M^ M'', etc.
I^iorscpie tons ces points sont sur une même ligne droite y ^ee centre s'y trouve également; et il suffit de la première des équations (i) pour déterminer sa posi* tîon, en prenant cette droite pour J'axe des x. Si , de plus, les forces P, F, F', etc., sont perpendiculaires h cetie droite , les momens que nous considérons actuellement se confondent avec les momens par rapport à un point, qui est ici ForigiDe Odes abscisses x, et la première équation (i) coïncide avec Téqua-* tion (i) du n^ 47* ^^ ®^^ ^^^^ ^^ voir, en effet, que parmi les forces données P, P', P", etc., celles qui tendent à faire tourner autour du point 0 dans le même sens que la résultante R, sont toutes les forces qui ont le mên^ signe que leurs diçt^Moces x, <r', af', etc., à ce poiiit, et qoe celles qui Rendent i faire tourner dans le sens oppose sont les forces qui ont un signe contraire à celui de <:es naémes distances; par conséquent, ies momens 4es piremières s'ajoutent, et ceux des dernières se retranchent , conformément à renoncé dn numéro cité.
Sy. Les équations .d équilibre des forces parallèles P, F, F', etc. , se déduisent aisément de la théorie ifaon vient d'exposer.
S'il n'existe aucun point fixe ;dans le système, il
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faut, pour réquili'bre, qu'en séparant Tune de ceé' forces , par exemple la force P, toutes les autres aient une résultante qui soit égale et directement opposée à P. Soit donc R' la résultante des forces P', P", etc.; . puisque les forces F et R' sont égales et dirigées en sens contraires, elles doivent être égales et de signes difierens, ou, autrement dit, on doit avoir F + 1^' == o* ^^îs R' est la somme des composantes P', P", etc.; il en résulte donc, pour la première équation d'équilibre,
P + F + P" + etc. =o. (a)
Pour exprimer, en outre , que les forces P et R' sont directement opposées, soient et, € , y, les trois coordonnées du centre des forces parallèles P\ P", etc,, de manière qu'on ait
R'ct == P V + P V + etc- ,
R'g = vy + py + etc. ,
K'y = Fz' + PV + etc. •
Ce centre étant le point d'application de leur résul-^ tante R', il sera nécessaire qu'il se trouve sur la direction de la force P, pour que R' soit directement opposée à cette force , ou , ce qui revient au même , ce centre et le point d'application M de la force P doivent être sur une même parallèle à la direction commune des forces données. Si donc on prend, pour plus de simplicité , le plan des a: et jr perpendiculaire à cette direction, il faudra que ces deux points soient situés sur une même perpendiculaire à ce plan ; ils auront alors la même projection sur ce
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fhn ; par conséqaent, leurs coordonnées seront les inêmes parallèlement aux axes des x et j^, de sorte que Ton aura
Je substitue donc j? et j^ à la place de a et ^ dans les deux premières équations précédentes, et, à cause deR' = — P, il vient
Par + P'a;' + F'a:" + etc. = o, 1 ,,. . Pr+F/ + Fy'4-etc.= o; 1 ^^
équations qui signifient que la somme des momens de toutes les forces P, Y y P", est nulle ^ etc., par rapport aux plans des a: et z, et des^ et z, parallèles à leur direction.
Ainsi , réqtiilibre de ces forces exige que les équa* tions (a) et (b) aient lieu en même temps. Réciproquement, quand ces trois équations sont satisfaites , l'équilibre existe y car si Ton considère la résultante R' de toutes ces forces moins une, on aura , en vertu de ces équations,
R'= — P, R'(X = ~P.r, R'e?= — Pjr,
et, par conséquent,
en sorte que cette résultante sera égale et directe-* ment opposée à la force P, qu'on avait omise. Il n'est pas nécessaire, pour cela, que les deux plans par rapport auxquels la somme des momens des forces données est zéro , soient perpendiculaires l'un à
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l'autre ; il suffit qu'ils soient parallèles à la direction de ces forces ; et Ton peut aussi s'assurer facilement que si cette condition est remplie par rapport k deux plans- parallèles à cette direction , elle le sera également par rapport à tous les autres.
Concluons donc que pour l'équilibre d'un système de forces parallèles , appliquées à un corps solide entièrement libre, il est nécessaire et il suffit,
I**. Que la somme de ces forces soit égale à zéro; a^. Que la somme de leurs momens soit nulle par rapport à deux plans quelconques parall^es à leur direction commune. Quand toutes les forces seront comprises dans un même plan, cette seconde condition sera déjà remplie par rapport à ce plan, et il suffira qu'elle le soit, en outre, par rapport à un autre plan.
58. Si l'un des points de ce corps solide est supposé fixe, il suffira, pour l'équilibre des forces parallèles , que la somme de. leurs momens soit nulle par rapport à deux plans passant par ce point et parallèles à leur direction , et il ne sera plus nécessaire que leur résultante soit égale à zéro ; car alors les distances de cette résultante à ces deux plans seront nulles : elle coïncidera donc avec leur intersection , et sera détruite par la résistance du point fixe.
Lorsque ce point sera le centre des forces parallèles, la somme des momens sera zéro par rapport à tous les plans passant par ce point ; par consé- • quent, les forces données se feront équilibre, quelle que soit leur direction commune; ce que nous savions déjà (n* 55).
STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. io5
Si le corps solide est retenu par un axe fixe , autour duquel il ait seulement la liberté de tourner, ii suffira y pour l'équilibre des forces parallèles appliquées en ses différens points, que la somme de leurs momens soit égale à zéro, par rapport au plan mené par cet axe parallèlement à leur direction ; car leur r&ultante tombant alors dans ce plan, elle y rencontrera l'axe fixe, et sera détruite par sa résistance. Lorsque l'axe fixe est lui-même parallèle aux forces données , le plan dont il s'agit est indéterminé ; la condition d'équilibre s'évanouit par conséquent; ce qui doit être , puisque des forces qui sont toutes parallèles à un axe fixe ne peuvent faire tourner un coips solide autour de cette droite , de sorte que , dans ce cas , l'équilibre a lieu indépendamment de leurs intensité et de leurs distances à cet axe.
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CHAPITRE IV
C01I8IDEEATION6 GEATERAIJBS SUE LES OOEM PESAN» ET SUE LES CENTEES DE 6EATITÉ.
Sg. Oa appelle indifféremnient pesanteur ou gra^ ifUéj la force qui précipite les corps vers la surface de la terre aussitôt qu'ils ne sont plus soutenus. Son action s'exerce sur tous les points matériels , dans des directions perpendiculaires à cette surface , ou suivant des lignes verticales. Les directions prolongées de la pesanteur en différens lieux de la terre convergent donc vers son centre ^ à cause de sa forme à peu près sphérique; mais en ayant égard à la grandeur du rayon terrestre^ relativement aux dimensions des corps que l'on considère ordinairement^ on peut supposer^ sans erreur sensible^ la pesanteur parallèle à elle-même dans toute l'étendue d'un même corps.
L'observation a prouvé que l'intensité de cette force varie à la surface de la terre avec la latitude, et que sur une même verticale elle varie aussi avec l'élévation au-dessus de cette sur&ce; piais il faut que les changemens de hauteur et de latitude soient très considérables pour que ces variations deviennent sensibles, et elles ne le sont nullement dans l'étendue d'un corps de dimensions ordinaires.
6o. On conclut de là que la résultante des forces parallèles, en nombre infini, qui agissent sur tous
les points d un corps pesant , est indépendante de sa forme; cette résultante est ce qu'on appelle le poids du corps. Dans les corps homogènes^ le poids est évidemment proportionnel au volume; mais une expérience journalière nous montre que les corps de nature difierente n'ont pas le même poids sous le même volume; ce qui peut provenir de ce que l'attraction de la terre ^ qui est la cause principale de la pesanteur^ comme on le verra par la suite, dépend de la nature des points matériels sur lesquels elle agit, ou bien, de ce que les corps hétérogènes renferment, sous des volumes égaux , des quantités différentes de points matériels également pesans. Nous expliquerons, dans un autre chapitre, comment on a conclu , du mouvement observé des corps pesans, que c'est le second de ces deux cas qui a lieu dans la nature.
Il en résulte que le poids d'un corps quelconque est en raison composée de sa masse et de l'intensité de la pesanteur dans le lieu où il est situé. Ainsi, en appelant P ce poids, M la masse, et g la mesure de la gravité, on a
p = gM.
Cette quantité g, indépendante de la nature particulière de cfiaque corps, est, comme on voit, le poids de celui dont on prend arbitrairement la masse pour unité. On yerra par la suite comment sa valeur a été déterminée en différens points de la terre, d'après le mouvement des corps soumis à la seule action de la gravité.
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F^ous pouvons aussi écrire
en désignant par ^ le poids du corps sous Tunité de volume, et son volume par V. Le poids ^ est ce qu*on appelle la ^pesanteur spécifique du corps que Ton considère; dénomination impropre, puisque la pesanteur est commune a fous les corps d'espèces différentes^ et qu'on devrait remplacer par celle de poids spécifique.
Enfin, si Ton représente par D la masse, sous Tunité de volume, du corps que Ton considère, D sera ce qu'on nomme la densité de ce corps, et l'on aura
M = DV, P 5= ^DV
Telles sont les équations qui ont lieu entre les cinq quantités P, g^. M, D, Y , dont chacune doit être exprimée numériquement, en la rapportant à une unité de son espèce.
$1. Jje gramjne, ou l'unité de poids, est celui d'iin centimètre cube d'eau distillée et prise à son maximum de densité, qui répond a environ 4* du thermomètre centigrade. Ce poids varie avec le lieu qu'il occupe ; mais comme les poids des autres corps, qu'il sert à peser, varient exactement dans le même rapport, il s'ensuit que le poids d'un corps quelconque , exprimé len grammes, est partout le même , et qu'on n'xi pas besoin de dire en quel endroit il a été déterminé» D'après les expériences de M. HallstrOni , le poids du .centimètre cube d'eau distillée, à la température zéro , est
os^«'n-,99989i8.
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Oa pretid communément pour unité de densité, celle de leau distillée à cette dernière température. lies densités d'un grand nombre de substances ont été déterminées par l'expérience, et exprimées 6n nombres an ikioyen de cette unité* Ainsi , par exemple , la densité du mercure à cette même température est
15,5975, et elle augmente ou diminue de
pour chaque degré de diminution ou d'augmentation de la température. La densité de l'air, prise aussi à la tempéra^tore de la glace fondante, sous la pression barométrique de 76 centimètres et h l'Observatoire de Parifi, a été trouvée égale à
et, pour chaque variation d'un degré dans la température, elle varie, en sens contraire , de
comme c^lle de tout autre gax.
Le poids de la colonne de mercure qui exprime la presstion barométrique variant avec la latitude et Vélévation aurdessùs de la surface de la terre, la densité de l'air , soumise à une pression d une hauteur donnée, "mrie en même temps. Voilà pourquoi il ne suffit pas d'assigner cette hauteur; il fsLui encore dire à quel lieu elle se rapporte, comme ici à l'Observatoire de Paris. Le rapport de la densité du mercure à
celle dé Tair^ qui rëpond aux nombres precédens^ est
Dès qu'on attribue un phénomène, tel que la dialeur, par exemple, à une substance matérielle, cette substance est soumise à la pesanteur; et l'expressioa impondérable ne doit s'entendre que d'une matière dont la densité est sî faible, qu^elle échappe à tous nos moyens d'investigation ; en sorte que sa présence n'augmente ni le poids ni la masse mesurables du corps dont elle fait partie, en quelque quantité qu'elle s'y trouve.
62. Les poids sont les forces qui nous sont le pluâ familières, et dont nous pouvons, au moyen de la balance, déterminer les rapports avec le plus d'exactitude et de facilite. C'est pourquoi il est naturel da les faire servir de terme de comparaison aux forces d'une autre nature. Ainsi, lorsque la force musculaire d'un animal, ou tout autre force, agit sur un corps par l'intermédiaire d'une corde attachée à sa surface, nous pouvons toujours concevoir que cette force soit équivalente à un certain poids déterminé, et nous pouvons même , sans changer sa direction , remplacer son action par celle de ce poids, en le suspendant à l'extrémité «de la corde, après avoir fait. passer celle-ci sur une poulie fixe convenablement placée.
Le poids fournit la mesure la plus commode de la masse ; sans le secours de la pesanteur, il serait , en eflet , très difficile de déterminer le rapport des masses de deux corps. On verra par la suite qu'on pourrait^
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h la rigueur, le conclure du choc mutuel de ces corps; mais il est beaucoup plus simple de remplacer le rapport des masses par celui des poids, auquel il est ^al en chaque lieu de la terre, en vertu dé Tëquatiôn P== g'M. Toutefois, on doit avoir une idée préalable de Fégalitë et du rapport des masses, indëpendamment dé la pesanteur, qui n'est qu'une propriété secondaire des corps, puisqu'elle deviendrait tout — à* fait insensible, sans que les masses eussent changé, en les transportant à une distance sufibamment grande de la terre. Nous reviendrons sur ce point dans un autre endroit de cet ouvrage.
65. Puisque tous les points d'un coirps pesant isônt sollicités par des forces parallèles, il s'ensuit que si on lui £ait prendre successivement diverses positions par rapport à la direction de ces forces, leur résultante passera constamment par un certain point de ce oorps. Ce point, que nous avons appelé , en général, centre des forces parallèles (d? 55) , prend ici le nom particulier de centre de gra^fité. Sa propriété caractéristique dans les corps solides, qui ne sont soumis qu'à la seule action de la pesanteur , consiste eu ce que , s'il est supposé fixe , le corps auquel il ap-> partient reste en équilibre dans toutes les positions possibles autour de ce point, puisque, dans toutes ces positions, la résultante des forces appliquées à tous les points du corps vient passer par le point fite.
On conçoit aussi que quand un corpis solide pe- ^ut est retenu par un autre point fixe , il est nécessaire et il suffit, pojçir l'équilibre, que la droite
qui joint ce point et le centre de gravite soit ver^^ ticale; ce centre pouvant d'ailleurs se trouver au* dessus ou au-dessous du point fixe* En efiet^ le poids du corps étant une force verticale appliquée à son centre de gravité, sa direction coïncidera^ dans œtte hypothèse, avec la droite qui joint ce centre. et le point fixe, ou avec son prolongement i par consé^ quehty cette force sera détraite par la résistance du point fixe» comme si elle y était immédiatementiap* pliquée*
Far U même raison, si Ton suspend an corps solide pesant à un point fixe, par le moyen d'un fii dont l'extrémité inférieure est attachée à un point de sa surface, la direction de ce fil sera verticale dans l'état d'équilibre, et son prolongement ira pas^ ser par le centre de gravité du corps. U en eera de même si l'on suspend , une ou plusieurs autres fois, ce même corps au point fixe^ en attachant rextrémite inférieure du fil à d'antres points de sa surface* Les prolongemens du fil, tracà successivenouent dans Tin^ térieur du oorps, s'y couperont à son centre de gra*^ vitéj ce qui fournit un moyen pratique de deter^ miner la position de ce centre dans un corps de forme quelconque, homogène ou. hétérogène.
Dans toutes les questions d'équilibre relatives à un corps solide, on pourra faire abstraction de la pesanteur de ses diverses parties, pourvu qu'on ajoute aux autres forces données qui agissent. sur ce corps, une force égale à son poids, et appliquée verticalement à son centre de gravité.. Ainsi , par exemple, dans le cas de l'équilibre du levier, il fan*
dra comprendre au nombre des forces données dont . la somme des momens doit être nulle, par rapport au point d'appui (n"" 47)9 ^^ poids du levier agissant à son centre de gravité suivant la direction de la pesanteur.
64* Lorsque Ton connaît les centres de gravité G et G' des deux parties d'un corps, et leurs poids p et p% on en déduit immédiatement le centre de gra^^ vite K de ce corps j car ce centre est le point d'application sur la droite GG', de la résultante des forces parallèlea^p et p'y qui agissent dans le même sens à ses extrémités G et G'; et, pour en déterminer la position, on a conséquemment
GK : GG' :: p' i p + p'.
De même, si Von connaît les centres de gravité K et G d'un corps et de l'une de ses parties, et que les poids du corps et de cette partie soient P et /i , on en conclura le centre de gravité Çr' de l'autre partie ; car ce point sera situé au-delà du point K sur le prolongement de la droite GK, et sa distance au point G sera déterminée par la proportion
GG' : GK :: P : P — p.
. Si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont les poids et les centres de gravité soient connus, on en pourra déduire son centre de gravité par une suite de proportions; mais il conviendra mieux de déterminer ses trois coordonnées au moyen du théorème relatif aux momens des forces parallèles (n^ 54).
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Soient, pour cela, p, p', p'\ etc.* les poids des^ différentes parties da corps, et P son poids total , de sorte qu on ait
P = P +?' + />" + etc.
Soient aussi a:, jr^z, les coordonnées du centre de gravité de la partie dont p est le poids; oc\y^ z'y celles du centre de gravité de la partie dont le poids est p' ; etc. Toutes ces quantités seront données par hypothèse; et si Ton appelle a:., j^, , z,, les coordonnées du centre de gravité du corps entier, rapportées aux méraes axes que les précédentes, on aura, d'après le théorème cité,
Vx^ =/Mc +7?'jrr' + /j V + etc. ,
i!r. = pr +py +pY + etc. ,
Pz, =/iz +p^2f H- pV + etc. ;
ce qui fait connaître les valeurs de ar„^„ z,.
65. On peut, dans ces équations, remplacer les poids par les masses auxquelles ils sont proportionnels. En désignant donc par m, m', w*, etc., les masses des différentes parties du corps dont les poids sont représentés par p, p', p\ etc. , et représentant par M la masse totale, de sorte qu'on ait
M = m + m' + m^'-f-etc. ,
il en résultera
Mot, = wur + mV + mV + etc. ,
M7, =W7+wy +iwy +etc., ) (1)
Mz/ ^=^mz ^ m'z' + nf:
nV + ctc, I /y+etc., > rfz' + etc. ; J
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ce qui montre que le centre de gravité est indépendant de l'intensité de la pesanteur, et qu'il sera tou^ jours le même point du corps, à différentes latitudes ^t à différentes hauteurs au-^dessus de la surface de la terre* En considérant que ce point ne suppose pas l'action de la gravité, et qu'il ne dépend que des masses et de leur disposition respective , Euler et d'autres auteiurs rappellent centre dinertie; mais la dénomination de centre de gravité a plus généralement prévalu.
Si la masse M a été divisée en un nombre infini départies infiniment petites m^ w!j rïi\ etc., on pourra prendre tel point qu'on voudra de chacune d'elles ipour son centre de gravité, puisque les coordonnées, suivant chaque axe de tous les points d'un même élément ^ ne différeront entre elles que d'un infiniment petit. Les seconds membres des équations (i) se composeront alors d'une infinité de termes infiniment petits^ dont les sommes seront des intégrales définies^ d'après le théorème du n*" 1 3 étendu aux intégrales multiples. Par conséquent, on pourra toujours, par les règles du calcul intégral, déterminer exactement ou par approximation le centre de gravité d'un corps quelconque, sans connaître celui d'aucune de ses parties.
Dans un corps dont toutes les parties sont homogènes, leurs masses sont entre elles com^)e les volumes ; on peut donc alors substituer les volumes aux masses, dans les équations (i); et si l'on représente par V le volume ©atier, et par v, i^', </', ^%f:. , ses parties corrçspoadgntes à /» , m", rri*^ etc. ,. OQ aura
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V = (^H-i^' + t'" + etc., Vx, = t^x + i^V+ p"x"+ etc* ,
Vjs. = (^2 + s/t! + pV + etc-
Le point qu'on détermine par ces équations est le centre des forces parallèles appliquées à tous les points d'un corps, et proportionnelles aux élémens de son volume; ce point s'appelle le centre de granié du volume, quoiqu'un volume n'ait ni masse ni pesanteur. On appelle aussi centre de gravité d'une surCsice ou d'une ligne, le centre des forces parallèles appliquées à tous leurs points, et proportionnelles à leurs élémens. On déterminera ses coordonnées en rem* plaçant^ dans les équations précédentes, les volumes V, v^ s^\ s^', etc. , soit par les aires de la surface et de ses parties, soit par les longueurs de la ligne et de ses parties.
66. Les masses M, m, m% m!', etc. ^ et les distances mutuelles de leurs centres de gravité, sont liées, entre elles par une équation facile à déduire des équations ( i ) .
Pour cela, plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité de M 3 ces équations deviendront
mx + m'a:' + m"a:" + etc. = o , mjr + my + m'y -f- etc. = 0, mz + mV + mV H- etc. = o.
En faisant le carré de la première, on en conclut
m^x^ + m'^x'^ + m"*jc''» -f. etc. = — %mw!xx^ — • 2mwl'xx'' "-^ 2m*m!'x'x'^ — etc.
J'ajoute, aux deux nombres de celte équation, la quantité
m (m! -f- m" + etc.) x* + to' (m + "»" + etc) af* 4- ml'{m + to' + etc.) ar"» + etc. ;
il en résulte
M (roar' + m'x'^-^ m'x'* -f- etc.) =s mm' (a: — x'y -f mm" (x — a^y + mW (j/ — x")* + etc.
La seconde et la troisième équation (i) donneront de même
M {mj* -f m'y*^ + m'y* + etc.) = mm' (j- — /)• H- mm' ( j —y)' + mfm' (/ — y)* -f etc. ,
M (mz' + mV» 4- mV+ etc.) = mm' (z— z')' 4- mm" (z — z")' + m'm" (z'— z")* + etc.
Or, si nous ajoutons ces trois dernières équations, et que nous fassions
jc'*4-y-f.z'» = /'*, etc. ,
{x —x'y+ (jr —yy + (z — z'y = f • , (a:' — x")«-l-(y -y')*+(2'-2")*=f>"%
etc. ,
nous aurons
M {mr* + mV» -J- m'V + etc.) =a mm'p* -^mm'Y' -f- mWy» + etc. ,
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pour rëquatioki qu'il s agissait d'obtenir^ et dans la^^ quelle p, ffy p", etc. , sont les distances mutuelles des centres de gravité de m, m\ rnfj etc., et r, /, r'', etc.,. les distances de ces points au centre de gravité de M.
67. On déduit aussi des équations (i) une propriété curieuse de l'équilibre d'un point matériel entièrement libre. Voici en quoi elle consiste.
Soit 0 (fig* :i5) le point en équilibre; représentons en grandeurs et en directions, par les droites OA, OA', OA*, etc., les forces qui le sollicitent; si leurs extrémités A, A', A", etc., sont les centres de gravité de masses égales, le point 0 sera le centre de gravité de ce système entier.
En effet, en appliquant les équations (i) à ces masses, et supposant que n soit leur nombre > on aura
njr, z=zjr +/ +y + etc. , /iz, = js +2' + 2" + etc.
D'un autre côté, si l'on désigne par a, €, ^, les angles que fait la force OA avec trois axes rectangulaires menés par lé point 0; par tt\ C, y', ce que ces angles deviennent relativement à la force OA'; par «'', €'\ y", ce qu'ils deviennent relativement à la force OA^'; etc., les équations d'équilibre de ces forces seront
0 A cos a -f- 0 A' cos a' + 0 A* cos a* + etc. = o , OA cos ^ + 0 A' cos g' + 0 A^ cos C' H- etc. = o , OA cos y + 0 A' cos y' + OA' cos y' + etc. = o.
Or, eu plaçant l'origine des coordonnées au point O^
en aura
oc =0A cosa , ^ == OA cos C , z = OA cos y ,
ar' = OA'cosa', y = OA'cose', /=5 0A'cos>',
j^'=OA^osa', yzsOA'cose*, z^=OA'cos/, etc. ,
pour les coordonnées des points A, A', A", etc* En Tertu des équations d'équilibre^ on aura donc
x^x^ H- or'' + etc. = o , •T+y +y'H-etc.r=o,
d'où l'on conclut
pour les coordonnées du centre de gravité des masses- ^ales; par conséquent, ce centre coïncidera ayec le point 0; ce qu'il s'agissait de démontrer.
68. 11 y a beaucoup de cas particuliers où le centre de grayité est immédiatement connu. Ainsi, le centre de gravite d'une sphère ou d'un ellipsoïde est évidemment au centre de figure ; celui d'un parallélépipède, à l'intersection de ses quatre diagonales; celui d'un cylindre à bases parallèles, au milieu de son axe. Le centre de gravité d'un cercle ou d'une ellipse est aussi au centre de figure, et celui d'un parallélogramme, à l'intersection des deux diagonales.Le centre de gravité d'une ligne droite est le milieu de cette droite 3 d'où l'on conclut sans difficulté le centre de gravité du contour d'un polygone quelconque, soit par une suite de proportions (n** 64), soit par les
équations des momens des forces parallèles. Oa voit de même que quand on aura trouvé les centres de gravité d'un triangle et d'une pjrramîde triangulaire, on en déduira, par Tun ou l'autre de ces deux moyens, les centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre donnés, que l'on peut toujours décomposer, soit en tiûangles, soit en pyramides triangulaires.
Mais, en général, la détermination des centres de gravité exige l'emploi du calcul intégral; et dans le chapitre suivant nous allons donner tous les détails qu'on peut désirer sur ce problème. "
CHAPITRE V
DETEBMCf ATION DES GENTBES DE GRAVITE.
§ i*'. Centres de grasnté des lignes courbes.
69. Soit s Tare de la courbe donnée, aboutissant à un point quelconque M , et compté à partir d'un point fixe que j'appellerai C. Soient aussi o:,^^ jz, les trois coordonnées rectangulaires de M» On considérera cette courbe comme un polygone d'une infinité de côtés; ds sera le côté ou Télément de la courbe qui répond an point M; et quelque part que soit le centre de gravité de cet élément, on prendra Xfjr,z, pour ses trois coordonnées, qui ne sauraient, effectivement, différer de x^jr, z, que de quantités infiniment petites*
Appelons l la longueur de la partie déterminée de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre de gravité ; et représentons par ^o et s^ les valeurs données de s qui répondent aux deux extrémités de L Soient a:, , j", , z, , les coordonnées du centre de gravité de cet arc /, rapportées aux axes des a:, jr, z. D'après le théorème du n"" i3, la somme des va* leurs de cbacun des produits xds, jrds, zds, dans toute rétendue de /, sera une intégrale définie prise de* pnîs j = ^o jusqu'à j:=j,, en regardant jc, \/, z,
comme des fonctions de s données par la nature de I» ' courbe que Ton considère. Nous aurons donc (n^ 65)
lx,=j^'^xds, Ijr.zszJ^^'yds, lz,=f^''zds, (i)
pour les trois équations qui serviront à déterminer
Supposons^ par exempte^ que la ligne donnée soit une droite^ et que sa partie / aboutisse au point C» de sorte qu'on ait ^^ = 0 et s, = L Désignons par a, C, ^^ les trois angles que fait cette partie / avec des axes menés par le point C suivant la direction des ^pj^^f positives; soient aussi a, b^c, les trois coordonnées du point C ; pour le point quelconque M nous aurons
x=za + scosa, ^=:& + ^cos^, zz=zc+scosy^
Je substitue ces valeurs dans les équations (i); et en effectuant les intégrations et divisant ensuite par l, il vient
x,=a+i/cosa, jr^=b+{lcos€, z,=C'^^lcosy;
ce qui montre ^ comme cela devait être, que le centre de gravité de la droite 2 est situé à son milieu.
70. Lorsqu'il s'agira d'une courbe plane, et qnW prendra son plan pour celui des «r et ^, il suffira des deux premières équations (i) pour déterminer la position de son centre de gravité dans ce plan. Si , de plus, la portion l de la courbe est symétrique de part et d'autre du point C, on aura Jo= — î^ c* ^, = 7/; le centre de gravité sera situé sur la nor-
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tekaie ttu point C ; et en prenant cette droite pour Taxé Biesa:, il suffira de déterminer la valeur de a:,, qui sera donnée par Téquation
Li'arc de cercle est compris dans ce cas particulier, en prenant pour axe des x, le diamètre qui passe par son inîlien. Si Ton place en même temps l'origine des coordonnées an centre du cercle, et qu'on appelle a son rajon , on aura
jcs=acos^,
pour Tabscisse du point quelconque M. On en con-* dut
ir, = 2fl'sin — '; et en appelant c la corde de Tare l^ on aura
ce qui montre que la distance x^ du centre de gravite d'un arc de cercle au centre du cercle, est quatrième proportionnelle au rayon, à la corde et & l'arc.
71. L'équation de la courbe plane fera connaître l'une des deux variables x eljr en fonction de l'autre. Si Ton suppose la valeur de jr donnée en fonction de x, on prendra
ds^y/r^ird:.;
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et en appdant a et € les valeurs de x qui répondent aux deux extrémités de Tare ly on aura^ au lieu de» équations précédentes ^
Si la courbe donnée est une section conique, on obtiendra sous forme finie , par les règles ordinaires^ les valeurs des intégrales contenues dans les deux dernières équations {2). Dans le cas de la parabole, oa obtiendra de même la valeur de l'intégrale que ren«* ferme la première de ces équations; en sorte que les deux coordonnées du centre de gravité d'un arc de parabole pourront toujours s'obtenir en fonctions des abscisses a et f de ses extrémités. D'après un théorème de Landen^ l'arc d'hyperbole s'exprime au moyen de deux arcs d'ellipse et d'une partie algébrique; quant à l'arc d^ellipse^ on le regarde comme une fonction irréductible à d'autres fonctions plus simples; et M. Legendrea calculé des tables fort étendues de cette fonction ^ qui en font connaître les valeurs numériques avec une grande approximation. Par conséquent ^ lorsque les valeurs numériques de et et f et celles des axes de l'hyperbole ou de l'ellipse seront données, il sera facile de calculer la valeur de /, et par suite les coordonnées a?, et jr^ du centre de gravité d'un arc appartenant à l'une ou l'autre de ces deux courbes.
7^. Je prendrai lare de cjcloïde pour, un autre rxemple de Vapplication des équations (2). Dans rette courbe^ la longueur^ Faire, la surface et le volume engendrés par sa révolution , et les coor-* Sonnées de leurs centres de gravité ^ se détermij(^eot exactement. La construction de la tangente en nu. point quelconque de cette courbe est aussi très simple; sa développée est une autre cycloïde; et, de plus , par une série de développemens successifs^ une courbe quelconque approche de plus en plus de se confondre avec la cycloïde, et s'y confondrait rigoureusement à l'infini (*). C'est encore la cycloïde que Ton trouve, comme on le verra par la suite, lorsqu'on cherche la courbe qui jouit des propriétés les plus remarquables, par rapport au mouvement curviligne des corps pesans. Cette réunion singulière d'un grand nombre de propriétés curieuses et de nature différente sur une même courbe, en rend la considération très utile et très fréquente en Géométrie et dans la Mécanique. Voici comment on ol)tient son équation.
La cycloïde est une courbe plane ACB ( fîg. a4 ) > engendrée par un point déterminé M de la circonférence d'un cercle pendant qu'il roule sans glisser sur une droite ÂB« Si le point générateur se trouve d'abord au point A, et qu'il arrive ensuite au point B de cette droite , l'intervalle AB sera égal à la circonférence du*cercle donné; on voit aussi que son
• (*) Journal de V École Polytechnique, x& cahier , page 43i »
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diamètre 3era égal à la perpeadiculaire. CD^ abaissée du sommet C de la cycloïde sar ÂB^ et qui div vise la courbe en deux parties symétriques. En ap* pelant c le rayon du cercle donnée on ann donc
AB = ^irc, CD = ac.
Dans une position quelconque, du cercle , soient HG son diamètre perpendiculaire à la base ÂB ^ et H son point de contact avec cette droite. Du point M , abaissons les perpendiculaires MF et MK sur AB et GH^ et faisons
APœ/>, PM = 9;
nous aurons
AH = AP + MK 9 /i +\/2cq-^(f, arcMH = c.arcTsin = ilffZJIlXj,
Mais le cercle générateur tournant sans glisser sur h droite AB, il s'ensuit qu'on a constamment
AH = arcMH;
réqnation demandée de la cycloide sera donc
p -f- \/^q — ç* =r r .arc (sînsss JLifl — 2. j -
p et 9 étant les coordonnées courantes. . En la différentiant, on a
pour son équation difierentielle. On en conclut qtie
ks deux cordes MG et MH du cercle générateur sont la taogente et la normale à la cjcloïde qui répondent au point M. En déterminant par la formule connue son rayon de courbure au même point ^ on le trouve égal au double de MH; d'oii il résulte qu'en prolou-* géant MH d'une quantité HN égale à MH, le point N sera le ceutre de courbure. En faisant de même la droite CDE double de CD, le point E sera le centre de courbure qui répond au sommet C; et de là on conclut aisément que la développée ANE de la demicycloîde AMC est la même courbe , renversée de manière que son sommet C soit transporté en A et son origine A en £• Il s'ensuit que la longueur de ANE ou de AMC est égale à la droite CDE , et que, par conséquent , la longueur totale de la cycldide est égale à quatre fois le diamètre de son cercle générateur.
73» Dans les usages que nous ferons de cette équation, il sera plus commode de transporter l'origine des coordonnées au sommet C ( fig.* 2i5 ). Je prendrai pour axes des x et des jr les droites Cx et Cj', perpendiculaires et parallèles à la base AB. En abaissant du point quelconque M une perpendiculaire MP sur Cr, on aura donc
CP = a:, MP=:jr;
et si l'on compare ces coordonnées aux précédentes , et que l'on appelle a le diamètre CD du cercle générateur, on voit que
p = ^7ra — jr, q ==z a — jc; donc, en substituant ces valeurs dans l'équation dif-
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férentielle de la cydoïde, et mettant aussi a au lien
de 2C^ elle deviendra
II en résulte
ds = yJldx.
En prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse quand a: = o ^ on a
j = 3 s/cujc ,
pour la longueur de l'arc CM , dont l'origine est au sommet C. Au point A^ona 0: = ^; ce qui donne , comme précédemment , tia pour la longueur de la demi*cycloïde CMA. On peut remarquer que 5*=4Ar est une équation de la cycloïde semblable à celle de la parabole^ dont elle ne diffère qu'en ce que l'ordonnée jr s'y trouve remplacée par l'arc s.
En appliquant les deux dernières équations (3) au centre de gravité de l'arc CM, nous aurons
SX, =:Ja: yldx, sjr, =y}- y/^ dx ,
où l'on prendra les intégrales de manière qu elles s'évanouissent avec x. En y mettant pour s sa valeur, il en résulte
iix,\/xz=zf\/xdx^ !ijr,\/xz=z f^.
On aura donc
d'où l'on conclut d'abord que le centre de gravité
d'un arc M'CM symétrique de part et d'antre du sommet G, qui doit appartenir à la droite CD, se trouve au tiers de QP^ à partir du point C.
En intégrant par partie » on a
y-^ = 3^V/^ — ifs/xdf.
Si l'on substitue pour dy sa valeur donnée par 1 equation (a)^ on aura donc
et 9 par conséquent^
r . = J + g^ [(a — xy-^aK/à] ;
ce qui , joint à la valeur de ^, , détermine complètement le centre de gravité de lare CM. Dans le cas de la detni-cydoide ,ona xzisa et jrz=z^ 7ra ; d'où il résulte
'74. Quand une courbe plane tourne autour d'une droite comprise dans son plan et que je prendrai pour Taxe des abscisses, elle engendre une surface de révolution dont rétendue peut se déduire de la longueur de cette courbe et de Tordonnée de son centre de gravité.
Pour le faire voir, soient x et j- l'abscisse et Tordonnée du point quelconque M de. cette courbe, et s l'arc CM aboutissant à ce point et compté d'un point fixe C; l'élément ds engendrera la surface d'un cône
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tronqué^ et son milieu décrira nne circonférence égale à 39r (^+ î dy), ou simplement à 31^, à cause que dj est un infiniment petit; D'après la règle connue , on aura donc 27rj'ds pour cet élément de surface. Donc^ si Ton appelle s^ et j. les valeurs de s qui répondent aux deux extrémités de la courbe généra* trice^ et S la surface engendrée^ on aura^ d'après le théorème du n® i5,
S =z 2^ I yds.
On remarquera que cette expression suppose que la courbe génératrice n'est pas coupée par Taxe des Xj sans quoi ses parties situées des deux côtés de cet axe décriraient deux surfaces différentes^ dont S n'exprimerait plus que la différence. Avec cette restriction , elle subsistera encore lorsque la génératrice sera une courbe fermée; et, pour l'appliquer à ce cas, il suf&ra de prendre pour ^1 l'arc s^ augmenté de la circonférence entière de cette courbe.
Cela posé , si Ton compare cette formule à la troisième équation (2), on en conclut
S = Tirlj, ;
ce qui montre que la surface engendrée S est égale a la longueur l de la courbe génératrice , multipliée par la circonférence 2^, que décrit son centre de gravité.
Ce théorème servira à déterminer la valeur de S toutes les fois que le centre de gravité de la génératrice sera connu sans aucun calcul, et, pour ainsi <ijre, à l'inspection de cette courbe; il ne servirait
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idius à rien s'il fallait calcnler TordoiiBée y^ , puisque ce calcul serait le même que celui de S. £u supposant^ par exemple^ que la courbe génératrice soit un cercle; désignant par a son rayon , par c la dis* tance de son centre à Taxe de rotation , et supposant qu'on nait pas c <C a^ on aura
/ = 2'^a , jr, =z c, et, par conséquent,
S = 4^^ac.
Quand le cercle touchera Taxe de rotation , on aura c:=a, et la surface engendrée sera équivalente au carré dont le côté est égal à la circonférence 27ra du cercle générateur.
§ IL Centres de grantédes surfaces.
75. Soient toujours x^jjZ^ les coordonnées d'un point quelconque M, et x^, j-^^ z^, celles du centre de grayité qu'il s'agit de déterminer. Je considère z comme une fonction donnée de a: et ^; je £ais
dz dz
et j'appelle cù l'élément de la surface donnée qui ré pond au point M ; on aura (n"" 2 1 )
Où = dxdj v/i + /)' + ?•*
Quel que soit le point de û> où se trouve le centre de gravité de cet élément y ses coordonnées différeront infiniment peu de ^r, ^, z; on pourra donc
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prendre 6ùx ^ ajr , cùz^ pour les momens de co par rapport aux trois plans des coordonnées^ et il e|i résultera (n*** i5 et 65)
A=://«, -Kx.^ffxdù, Xj,z=iffjr(», Xz,=ffzm;
A étant Faire de la portion de surface dont on demande le centre de gravité, et les intégrales doubles ^'étendant à tous les élémens de A.
Dans le cas d'une surface plane , et en prenant son. plan pour celui des a: et ^^ les quantités f et q seront nulles^ et Ton aura seulement à considérer les trois équations
X—ffdxdjTy Kx.zi^ffxdxdf, ^JTx—ffxdxdj.
Supposons que A soit alors terminée par la courbe ABC (fig. a6); à chaque abscisse x ou OP répondront deux ordonnées PM et PN, que je repr&enterai par y et j'y et qui seront données en fonctions de JC* par l'équation de cette courbe. Soient aussi a et C les abscisses OD et OE des points A et B où les tangentes sont parallèles aux ordon«* nées. Les intégrales devront être prises, d abord depuis y = PN jusqu'à y = PM , et ensuite depuis a? = a et a: == ^ ; et il en résultera
Au lieu d'être cix'conscrite par une courbe fermée
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ABC^ si Taire A est comprise entre deux courbes différentes et entre deux droites parallèles à Taxe Ojdes ordonnées y on tirera de 1 équation de la courbe supérieure la Valeur de ^, et de 1 équation de la courbe inférieure celle de y, et Ton prendra pour a et S les distances de ces deux parallèles au point O. Dans le cas le plus ordinaire^ la courbe inférieure sera remplacée par Taxe Ox des abscisses ; on aura donc y :=s o , et simplement
pour déterminer Faire et le centre de gravité d^une portion de surface plane comprise entre une courbe donnée^ Taxe des abscisses et deux ordonnées de cette courbe.
Observons aussi qu'on parvient directement aux équations (i) de la manière suivante.
Je partage l'aire ABC en éléniens tels que MNN'M', infiniment minces et parallèles à l'axe Ojr. J appelle u la longueur de la droite MN; par ses deux extrémités M et N , si Ton mène des parallèles à l'axe Ox^ on ajoutera à Télément MNNW, ou l'on en retranchera, des triangles infiniment pelits du second ordre, qui n'en altéreront pas la grandeur; par conséquent « cet élément sera égal à udx. Si l'on désigne par v la distance du milieu de MN à l'axe OXf on pourra prendre x ei v pour les deux coordonnées du centre de gravité de cet élément; car il est évident qu'elles n'en pourront différer que de quantités infiniment petites. D'après les autres
iiotations précédentes^ on aura donc
X = y udx, Xxi=j xudxj Xy^^ss^Ç smdx. (5J
D ailleurs^ y ^t y étant toujours les ordonnées PM et PN qui répondent à une même abscisse quelconque , on a aussi
ce qui fait coïncider ces dernières formules av^ec les équatipns (i).
76. Pour premier exemple, je suppose qu'on demande le centre de gravité du triangle ABC (fig, 37).
Je place l'origine des coordonnées au sommet C ^ et je prends l'axe des x perpendiculaire à la base ÂB; je représente cette base par b, et la hauteur CD par h. Par le point quelconque P appartenant à CD, je mène la perpendiculaire MN à cette droite ; CP et MN seront les variables x etu, et l'on aura la proportion
u \ X V. b l hy
de laquelle on tire
bx u = -j^.
On aura, en outre, a = o et ^ = A. Au moyen de ces valeurs, les deux premières équations (3) donneront
A = |ÔA, ix, = jM*;
d'où il résulte
On n'aura pas besoin de calculer la valeur de ^ f
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car si E est le milieu de AB, et qu'où tire la droite CE y elle coupera eu deux parties égales tous les élémens du triangle parallèles à ÂB, et contiendra^ conséqoemniént^ son ceoU*e de gravité. Si donc on prend sur CD une partie
CF = I CD = a:. ,
et qu'on élève la droite FG perpendiculaire à CD^ le point G où elle rencontrera CE sera le centre de gravité du triangle. La droite FG coupant CD et CE en parties proportionnelles, on aura aussi
CG = fCEj
ce qui montre que le centre de gravité d un triangle se trouve sur la droite qui joint son sommet an milien de sa base, aux deux tiers de cette droite à partir du sommet, ou au tiers à partir de la base.
77* On démontre aussi ce théorème sans le se* cours du calcul intégral.
En effet, par la décomposition du triangle ABC (fig. 28) en élémens parallèles au côté ÂB, on prouvera que son centre de gravité se trouve' sur la droite CD, qui joint le sommet C au milieu D de ce côté. En le décomposant en élémens parallèles au côté CÂ, en prouvera de même que ce centre de gravité est aussi sur la droite BE qui va du sommet B au milieu E de CA; ce point sera donc situé h l'intersection G des deux droites CD et BE. Or, si l'on tire la droite DE, elle sera parallèle à CB ,* puisqu'elle coupe CA et AB en parties proportionnelles; il en résultera, donc
DE : CB :: AD : AB :: i : 2, DG : CG :: DE : CB :: i : 2;
eu sorte que DG sera la moitié de CG, et, conséquemmeut^ le tiers de CD; ce qu'il s'agissait de démoutrer.
On en peut conclure que les trois droites qui vont des sommets d'un triangle aiix milieux des côtés opposés, doivent se couper en un même point; ce qui est conforme à un théorème connu.
Si les sommets A, B, C, du triangle sont les centres de gravité de trois masses égales, le centre de gravité de ces trois corps coïncidera avec celui du triangle ; car le centre de gravité des deux masses qui répondent à A et B se trouvera d'abord au milieu D de la droite AB; et ensuite le centre de gravité de ces deux masses et de la troisième sera le point G de la droite CD, tel que GD est moitié de CG ou le tiers de CD.
Il suit de là et du théorème du n*" 67, que si Ton applique au centre de gravité G d'un triangle , des forces représentées en grandeur et en direction par les droites GA, GB, GC, qui vont de ce point aux trois sommets, ces trois forces seront en équilibre.
78. Connaissant le centre de gravité d'un triangle, on en déduit successivement ceux d'un secteur et d'un segment circulaires.^
Soient CADB (tig. 2g) le secteur, et C le centre du cercle. Si l'on considère l'arc ADB comme une portion de polygone d'une infinité de côtés égaux, on pourra décomposer le secteur en élémens triangulaires aussi égaux, qui auront tous ces côtés pour bases et
leur sommet commua au point C. On appliquera ensuite la force qui agit sur chacun de ces élémens à son centre de gravité ; et comme la distance au point G de chaque centre de gravité est les deux tiers du rayon du cercle , il en résultera un système de forces parallèles et égales , appliquées à tous les élémens de Tare AD'B', décrit du point C comme centre, et d*un rayon égal à | CD. Par conséquent, le centre de gravité du secteur sera le centre de ces forces parallèles, c'est-à-dire, le centre de gravité de cet arc ATD'B'. Or, en désignant par a, /, c, le rayon CD, Tare ADB et la corde AB, les quantités analogues, relativement a AfH'lB^, seront fa, jZ, fc;si donc G est le centre de gravité demandé , et qu'on fasse CG = x, on aura , d'après le théorème du n* 70,
nac
Maintenant, soient S, S', S., les surfaces du secteur CADB^ du triangle CAB et du segment ADBE; appelons G, G', G|, leurs centres de gravité, qui seront évidemment sur le rayon CD aboutissant au milieu D de l'arc ADB ; si l'on désigne par a:, a:', x^ , les distances de ces trois points au- centre C, et qxxotx y applique des forces parallèles et proportionnelles à S, S', S., la première sera la résultante des 'deux autres^ en considérant les momens de ces forces, on aura donc
Sx = S'ar' -J- S^Xj.
On a, d'ailleurs,
En appelant h la hantenr CE du triangle dont la base
est AB ou c, on a aussi
Donc^ à cause de
l'ëquation des momens deviendra
^a*cc=£ I ch^ •+• î («^ — ch) x^ ;
et elle fera connaître la distance x^ du centre de gravité du segment ADBE au centre du cercle. En observant que
c ii^znasin — , h-^^a cos — ,
on en déduira
4a* sin' —
5ÇI — a sin -j
Lorsque Tare l est la demi-circonférence, on a l=:7ra; le secteur et le segment coïncident, ainsi que* les distances a: et x. , dont la valeur commune est
jg. Si Ton prend successivement les trois sections coniques pour la courbe à laquelle répondent les formules (2), les intégrations s'effectueront par les règles connues, et l'on pourra obtenir, sous forme finie ^ les valeurs des deux coordonnées x^ etjr^ du centre de
IpraTÎtë. «Tindique cet exemple comme exercice de calcul^ et je passe immédiatement à la détermination du centre de gravité de Taire de la cycloïde.
Soit CPM (fîg. a5) le segment dont on Tent trouyer le centre de gravité ; en désignant par oç ^\y l'abscisse CP et l'ordonnée PM^ comme dans l'équation (a) du n"* 75^ il faudra que les intégrales contenues dans les formules (2} s'évanouissent quand ;r = o ; et en intégrant par partie^ ces formules deviendront
A=a^ — fxdjTj ) ^cc,^\ocy^\fx-dj, \ (4)
les nouveUès intégrales s'évanonissant aussi en même temps que Xm
En vertu de l'équation (a), on a
fxdj =y\/ax— J7* dx ;
mais si N est le point où l'ordonnée FM rencontre le cercle décrit sur CD comme diamètre^ cette dernière intégrale exprime le demi-segment circulaire CNF ; en représentant y pour abréger, par y Taire de ce demisegment, on aura donc
A = xj — >.
Dans le cas où le point M coïncide avec le point Â^ on aura
ar=CD=:a, j- = DA = f^a, yz=z\7ra^y
et, par conséquent,
A = iT^a*.
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L'aire CAD de la demi-cjcloïde est donc triple de celle du demi-cercle CND, dont le rayon est ^ a^ ou^ autrement dit, Faire de la cycloïde entière est égale à trois fois celle de son cercle générateur. On aura aussi
fx^dyzs^fx \/ax — x' dbc,
ou, ce qui est la même chose,
fx*dy=i\af\/ax — x^dx — f{\a — x)\/ax — oc^ dx.
La dernière intégrale s'obtient immédiatement; et à cause qu'elle doit s'évanouir, quand a: =o, nous aurons
Xx, ={xy^ ^ay + i (ax — a:*)* ;
équation qui fera connaître la valeur de x^ d'après celle de A.
Dans le cas de la demi-cycloîde CAD, où Ton a, en même temps ,
on en conclura
7fL .
pour la distance de son centre de gravité à Taxe C^^. Ainsi, le centre de gravité de Faire entière de la cycloïde se trouve aux sept-douzièmes de la hauteur CD, à partir du sommet C.
Relativement à un segment quelconque CMP, il reste à déterminer l'ordonnée j^»; ce qui exige un calcul plus compliqué.
8o. En vertu de requatîon.(a), on a
et la valeur de j^' peut s'écrire ainsi :
_./*(i£— ^^ a r dx -^ J y'ax — ocf^ "*" ay \/ax — a^\
en faisant donc ^ pour un moment^
r dx J y ax — X*
et supposant que cette intégrale soit nulle comme toutes les autres^ quand :r == o^ on aura
d*où il résultera
fbcjrdjr = ^^ïa:^ — -j ^ + ^^fz \/ax —? x^ dx. (5) Parce que Ton a fait
y :=: f\/ax — x^dx, on aura, en intégrant par partie ,
fz \/ax — x^dx := zy — fydz. (6) On peut écrire l'expression de y sous la forme
y — la^ Ç ^ _ rga—xydx^
^ 4 J \/ax — x^ J \/ax — x* '
et en intégrant par partie dans le second terme, il vient
> = 7 a* / , ^ ■ — ( - « — X ) V^ûx— x'— /v/ ux— a: V/.r ; ^ i J i/ax—x* \a y
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d'où Ton conclut
A cause de \/a.r — * x^dz=^dx, on aura donc
Je substitue ces valeurs de y et/ydz dans Féquation (6); il en résulte
ce qui change l'équation (5) en celle-ci :
+ jT ^^ — i^2 (I ^ — ^) \/ax—*x^. (7) Au moyen de cette valeur et de celle de z^ savoir :
(a — axN cos = 1 ,
la troisième équation (4) ne contiendra plus rien d'inconnu, et fera connaître la valeur de^^ pour un segment quelconque CMP.
Dans le cas de la demi-cycloïde CAD, on aura
X = a, zz=, arc (cos = — 1) s=: ^r ;
la formule (7) se réduira à
et à cause de
jr = |7ra, A = \7Fa\ la troisième équation (4) donnera
<:e qui y joint à la valeur de x^ du numéro précédent^ déterminera complètement la position du centre de gravité.
81. Soît S Faire d'une zone de surface de révolution, comprise entre deux plans perpendiculaires à son axe de figure. Cet axe renfermera le centre de gravité de S : je le prendrai pour Taxe des x; et je désignerai par a*, la distance de ce centre à l'origine des coordonnées y et par a et € les distances à la même origine, des deux plans qui terminent S; la détermination du centre de gravité de cette zone se réduira à celle de la valeur de x^.
Je décompose S en élémens dont chacun sera la surface d'un cône tronqué décrite par le côté infiniment petit de la courbe génératrice, comme dans le n"" 74; celui qui répond au point M de cette courbe dont les coordonnées sont X eijTy sera égal à 2acjr\/dx 4- d/*^ ; il aura aussi son centre de gravité sur l'axe des or, et l'on pourra prendre x pour la distance de ce point à l'origine des coordonnées, puisqu'elle ne pourra différer de X que d'un infiniment petit. Cela étant, on aura(n- i5et65),
Sx, = 2Try^ xjr y/ ^+-^,dx, J
en considérant^ comme une fonction de ;r, donnée par l'équation de la génératrice.
Si cette courbe est^ par exemple^ un arc de cercle; que Ton place Forigine des coordonnées à son centre^ et qu'on appelle a son rayon , on aura
jr = Va* — x^i
d'où il résultera
S = T7ra{€ — a), Sx, = '7ra(Ç- — «•),
et^ par conséquent,
ce qui montre que le centre de gravité d'une zone sphérique est au milieu de la partie du diamètre comprise entre les deux plans qui la terminent • et perpendiculaire à ces plans.
82. La cycloïde nous fournira deux exemples de l'application des formules (8)v en faisant toomeT successivement Tare CM (fig. 25) autour de Taxe Cr et de l'axe C/.
Dans le premier cas, on aura, en vertu de Téquatîon (a) du n® 75,
%=v7F\/afjr -r= , Sx, = a* S/afjr s/xdxi
les intégrales étant prises de manière qu^elles s'éy:»nouissent au point C, où l'on a or = 0. En intégrant par partie, et ayant égard à la valeur de djTj donnée par la même équation J[«), il vient
Sx, = ^jx sjax — ^ \/a/r \/a — xdxy
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et, par conséquent,
S = içry y/âx + -r- \/a (a — xy — -5- a* ,
Sot, = ^/xy/ajc^ — xy/aÇa^^x)
ce qui fait connaître la surface concave vers Taxe de figure , eogendrée par l'arc CM, et la distance de son centre de gravité an point C. Quand cet arc devient la demi-cycloïde CA., ona x = a et^ss^^ra, et, conséquemment,
S=27fa^(7r^^), 80:^ = ^(7^ — ^)
Dans le second cas, il faudra, pour continuer de faire usage de l'équation (a) du n"" j5, permuter x et jr dans les formules (8), lesquelles deviendront, par là,
S = 27rfxy/ï+^dx,
Sj, = 27rfxjr y/i +-^dx;
y^ étant la distance au point C, du centre de gravité de S situé sur la droite Ç^- , et les intégrales s'évanoulssant au point C, c'est-à-dire , quand :r = o. D'après l'équation (a), nous aurons
S = !X7rJx \l\dx = ^x\/<xx\ la valeur de S^t sera la même que celle de Sar^ du
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premier cas, et en la divisant par cette yalenr de 5, on aura la distance au point C, du centre de graTÎté delà surface convexe vers Taxe de figure, engendrée par Tare CM. Lorsque cet arc deviendra la demi-cydoïde CA, la surface engendrée sera égale à 4^^f en même temps, la distance^, aura pour valeur
On peut remarquer que quand un même arc de courbe tourne successivement autour de deux ax» rectangulaires et passant par une de ses extremités, le second membre de la seconde équation (8} ne change pas de valeur, et, par conséquent, les distances à cette extrémité, de& centres de gravite des deux surfaces engendrées > sont en raison inverse des aires de ces surfaces.
85. Si la courbe ABC (fîg. 26) tourne autoar de l'axe 0^, compris dans son plan et qui ne la traverse pas, sa surface engendrera un solide de révolution dont le volume, que je représenterai par V, pourra s'exprimer au moyen de Taire de cette surface et de Fordonnée j*. de son centre de gravité.
En conservant toutes les notations du n^ yS, il est aisé de voir qu'on aura
En effet, la tranche infiniment petite de ce volume, engendrée par l'élément MNN'M' de l'aire génératrice, sera la différence Try^dx — ^y^cbc des deux cylindres dont les rayons sont PM et PN, et qui ont dx
pcmr bauteur commune ; eut on peut négliger les yo- Itttnes infiniment petits du second ordre, engendrés par les triangles que l'on retranche de cet élément , on qu'on j ajoute^ en menant par les points M et N des parallèles à Taxe Ox. Ot, si Ton compare Cette expression de V à la troisième formule (i) du numéro eité, on a
ce qui montre que le volume engendré par Faire A ^^me ccmrbe plane est égal à cette aire multipliée par la circonfiârence a^, du oerde que décrit son centre de gravité ; théorème analogue à celui du n* 74, et qui servira à déterminer le volume Y quand le centre de gravité de A sera connu à priori. Il subsistera encore^ lorsque la surface génératrice, au lieu d'être orconscrite par une courbe fermée, sera comprise entre deux courbes différentes et deux perpendiculaires à l'axe de figure, pourvu que cet axe ne passe pas entre ces deux courbes planes.
Si Taire génératrice est un demi-cercle tournant - autour de son diamètre, la distance de son centre de
gravité à cet axe de rotation sera égale à 4— (n^ 78), en désignant par a son rayon ; la circonférence décrite par ce point aura donc -^ pour longueur; et coomie Taire du demi-cercle est 7 Tra*, on aura
ce qui est, effectivement, le volume de la sphère.
i48 TRAITÉ D£ MÉCANIQUE.
Supposons encore que la courbe fermée. ABC, soit une ellipse, et représentons par a et b ses deux demiaxes^ et par c la distance de son centre à l'axe de. rotation. L'aire A sera, comme on sait, égale. à ^o^; et son centre de gravilé étant évidemment Je centra de figure, on auraj^i =^'; d'où il résultera
V = 27r*abc,
quelle que soit l'inclinaison de l'un ou Tautre des axes de l'ellipse sur Taxe de rotation.
84- Il est évident que le segment du solide de révolution comptais entre- deux plans passant par l'axe de figure, est au solide entier comme l'angle de ces deux plans est à quatre angles droits, ou, ce qui est la même chose, comme l'arc décrit entre les deux plans , par le centre de gravité de l'aire génératrice , est k la circonférence entière 27rjr^. Donc, en appelant / la longueur de cet arc, et L le volume du seg' ment , on aura
X étant toujours l'aire génératrice qui, par hypothèse, n'est point traversée par l'axe de rotation.
Cette formule peut s'étendre de la manière suivante à d'autres segmens qui n'appartiennent pas à des solides de révolution.
Supposons, en effet, qu'une courbe plane se meuve sans gh'sser ni tourner dans son plan, et de telle sorte que ce plan soit constamment perpendiculaire à une ligne donnée, qui peut être une courbe plane ou à double courbure. Dans ce mouvement, le même pqint de ce plandenietircra toujours sur la directrice.
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^t les autres points décriront des courbes seriiblables* il cette ligne. Soient A, L, /, l'aire de la courbe gé-i nératrice^ le volunie engendré par cette surface^ et la longueur de la courbe parcourue par son centre' de gravité. Si / était un arc de cercle, L serait un^ segment de solide de révolution; mais, dans tous les cas /-on peut diviser / en parties infiniment petites, dont cbacune se confondra avec le cercle osculateur' qui lui correspond. Désignons par a Tune de ces par-*' tiesy et par (^le volume du segment correspondant de Ij ; et supposons que les plans perpendiculaires à sa direction; par lesquels s^ est terminé, se coupent suivant une droite qui ne traverse pas Faire de la génératrice. Cet élément p de L sera un segment dosolide de révolution; et d'après l'équation précédente, , on aura
Donc, en prenant la somme de toutes les valeurs de v et observant que le facteur X est constant, il en ré-sultera que le volume L est égal au produit de 2 et ;^, comme dans le cas d un solide de révolution. La règles que cette équation h=.'M renferme est utile dans la> pratique, et susceptible d'un assez grand nombre d'ap-*. plications; toutefois, on ne devra point oublier qu'elle n'a plus lieu quand les génératrices consécutives se* coupent sur la surface engendrée, et forment, parleurs intersections successives, ce qu'on appelle une arête de rehroussement.
85. La considération du centre de gravité fournit aussi une règle pour évaluer le volume d'un. prisme
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ou d'un cylindre à base quelconque » tronqué par un
plan incliné sur cette ba$e.
Soient y l'aire d une section de cylindre perpendiculaire à sa génératrice^ A laire de la section inclinée qui le termine 9 0 Fangle de ces deux plans, 0^ un élément quelconque de A, € sa projection sur le plan de y, ou l'élément correspondant de l'aire y, qui est elle-'méme la projection de A. D'après le théorème du n"" 10 y on aura
y = AcosOy € = û)COsQ.
Cela étant) je suppose que A soit la surface à laquelle se rapportent les formules générales du u^ ^^ et que 6 représente l'inclinaison *de son plan sur celui des or et j-. Je multiplie la troisième de ces formules par cos6, et je fais passer ce facteur constant sous le signe /f; en vertu des valeurs de y et e, on aura
yz, = Jfzi.
Or, cette intégrale double est le volume du cylindre tronqué compris enti*e les deux sections ^ et A, et décomposé en filets infiniment minces et perpendiculaires à y, en supposant, toutefois, que ces deux sections ne se coupent pas mutuellement; il s'ensuit donc que le cylindre tronqué est égal à un cylindi-e droit ayant la même base ^^^ et pour hauteur la distance jZi à cette base', du centre de gravité de la section inclinée.
Ce théorème est évident dans le cas ordinaire, ou la base du cylindre est un cercle et la section inclinée une ellipse ; car en menant par le centre de cette courbe
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un ]dan parallèle à la base, ce cylindre ne change pas de volume 9 puisque le segment qu'on en retranche est évidemment égal à celui qu'on j ajoute.
Si les aires désignées par 7^ et A se coupent mutuellement y le volume se composera de deux segmens dont rintégrale ffzz exprimera la difierence et non pas la somme. Quand le cylindre sera terminé par deux sections inclinées dont les aires ne se coupent pas, on pourra toujours le diviser en deux parties, dont la base commune et perpendiculaire à la gêné-* ratrice, ne coupera ni l'une ni l'autre de ces deuxsections; et en observant que leurs centres de gravité se trouvent sur une même droite perpendiculaire à cette base, on voit que le volume total sera égal à Faire de cette base multipliée par la distance mutuelle de ces deux points.
§ m. Centres de gras^Ué des volumes et des corps.
86. La détermination du centre de gravité d'un volume dépend, en général, de plusieurs intégrales triples ; mais il y a des corps pour lesquels la position de ce centre se détermine par des intégrales simples. Ce sont ces corps que nous allons d'abord considérer.
Le centre de gravité dune pyramide ou d'un cône à base quelconque se trouve sur la droite qui va de son sommet au centre de gravité de la base; car cette droite rencontre toutes les sections parallèles à la base, en des points homologues qui sont leurs centres de gravité, et qu'on peut aussi prendre pour les
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centres de gravité des élémens de ce corps ^ infîniment minces et parallèles. à sa base. Par conséquent, la droite dont il s'agit contient le centre de gravité de la pyramide ou du cône^ et il ne reste plus qu'à déterminer sa, position sur cette ligne.
Soient 6 et X l'aire de la base et celle d'une section parallèle ; désignons par h^t x les perpendiculaires abaissées du sommet sur leurs plans 3 nous aurons^ comme on sait,
HT
De plus, on pourra prendre Hdx pour l'élément du volume du cône ou de la pyramide ; et si Ton appelle y son volume total et .r, la valeur de œ correspondante à la section qui contient le centre de gravité^ on en conclura, comme dans les questions précédentes,
Y ssi r Xdoc, Va:, = j x&dx.
En substituant la valeur de X et effectuant les inté-grations , il vient
Y — 3 , va:, — ^ ,
d'où l'on tire
Mais si l'on mène par le centre de gravité un plan p£H
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rallèle à la base^ il coupera en parties proportionnelles la hantear h et la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base ; il s'ensuit donc que le centre de gravité du cône ou de la pyramide à base quelconque se trouve aux trois quarts de cette droite^ à partrr du sommet^ ou au quarts à partir de la base.
87. Relativement à la pyramide triangulaire, ce théorème se démontre sans le secours du calcul intégral.
Soit ABCD (fig. 56) cette pyramide. Soient aussi E et F les centi:es de gravité des faces ACD et BCD ; tirons les droites BF et AE, dont les prolongemens se rencontreront au milieu H de l'arête CD ; et ensuite dans le plan AHB, tirons les droites AF et BE, qui se couperont en un certain point G^ Je dis que ce point sera le centra de gravité de la pyramide ABÇD j car en la décomposant en élémens parallèles à la base ÂCD.y on verra,. comme dans le numéro précédent, que son centre de gravité doit se trouver sur la droite BE; et en la décomposant en élémens parallèles à BCD, on verra, de même, que ce point appartient à la droite AF. Ces deux droites AF et BE, qui sont effectivement dans un même plan, devront donc se couper, et leur intersection G sera le centre de gravité demandé.
Maintenant^ dans le triangle ABH, la droite £F est parallèle à la base AB, puisqu'elle coupe les côtés AH et BH en parties proportionnelles, c'est-à-dire, au tiers à partir de H; on aura donc
FG : GA :: EF : AB :: EH : AH
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et , par conséijtient ,
FG : GA :: i : 5;
en sorte que FG est le tiers de GA ou le quart de AF; ce qu'il s'agissait de prouver.
On en conclut que si les quatre sommets A, B, C, D^ de la pyramide sont les centres de gravité de masses égales, le point G sera le centre de gravité de ces quatre masses ; car déjà le point F est celui des trois masses qui répondent à B, C, D (n* 77); et ensuite le point Gy tel que GF est le tiers de GA, sera le centre de gravité de ces trois masses et de la quatrième.
Il suit de là (n"" 67) que si l'on applique au centre de gravité de la pyramide triangulaire des forces re-» présentées 9 en grandeur et en direction, par les droites qui vont de ce point aux quatre sommets^ ces quatre forces se feront équilibre»
88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une pyramide triangulaire, on en déduit immédiatement celui d'une pyramide ou d'un cône à base quelconque, en décomposant cette base en un nombre fini ou infini de triangles : le centre de gravité de cette pyramide ou de ce cône doit se trouver à la fois sur la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base, et dans le plan parallèle à la base qui coupe toutes les lignes menées du sommet à cette base, aux trois quarts à partir du sonmiet ; ce qui s'accorde avec le résultat du n* 86«
On en déduit aussi le centre de gravité d'un secteur spbérique. En effet, si l'on décompose ce secteur en une infinité de pyramides dont le sommet com-
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inim sait an œntre de la spihèrs, et qai aient {lonr bases les âémens infiniment petits de la base du secteur^ leurs centres de gravité se trouveront tous sur la base d'un secteur concentrique , dont le rayon sera les trois quarts de celui du secteur donne; d'où l'on conclut que le centre de gravite du secteur donné sera le même que celui de la base du secteur con-» centrique ; ce qui en détermine la position.
Supposons que le secteur sphérique soit engendré par le secteur circulaire CADB (fig. ag), tournant autour du rayon CD , qui aboutit au milieu de l'arc ÂB; le triangle CÂB et le segment circulaire ABB engendreront, en même temps, un cône et un segment sphérique; et le centre de gravité de ce segment sphérique se déterminera d'après ceux du secteur sphérique et du cène.
Pour cela, appelons V, , V, V, les volumes respectifis de ces trois corps, et ^,, x, oc\ les distances de leurs centres de gravité au point C; nous aurons
V = V + V., Va: = VV + V.^.. [a)
Soient a le rayon CD, c la corde AB et/la flèche DE de Tare ADB. Relativement au cône , on aura
La base du secteur, sphérique sera égale au produit de la flèche et de la circonférence du grand cercle , on a vjraf^ et son volume aura pour valeur le pro*
duit de cette base et de ^a, ou ^^* Si Ton décrit du point C comme centre, et d'un rayon égal à
|CD*, un arc de cercle tel que A'D'B'y le centre dr gravité de la surface engendrée par cet arc se trouvera au milieu de la flèche D'E' (n* 8i), ou, autrement dtt^ à une distance du point C égale à CD' — -i D'^^ dont la valeur est |(^ — ï/^). Donc, ce centre de gravité étant, d'après ce qu'on vient de dire, celui du secteur sphérique Y, on aura
En substituant ces différentes valeurs dans les éijuafions (a) , il vient
d'où Ton tirera les valeurs de V, et x^.
Si l'on appelle l la longueur de l'arc AB, on aura
c = 2asin— , fz=za(\ — cos— j,
et il en résultera
Vt = -o— ( I — cos— — -sm*— cos — ),
5a sin* — or, =
8(1 — cos — — - sin* — cos — ) \ 2a a aa aa/
Lorsque l'arc ^ est la demi-circonférence, on a lz=z^a^
et par suite
•mr axo^ • 3a
8g. On détermine aussi par des intégrales simples le volume et le centre de graviié de tout corps symétrique par rapport à un axe, comme un ellipsoïde, par exemple.
Soient or, ^, z, les trois coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de la surface ; prenons Taxe de figure pour celui des x, et désignons par X Taire de la section perpendiculaire à cette droite, qui ré« pond à l'extrémité de l'abscisse x. Si Ton décomppse le volume en élémens infiniment minces et perpen-: diculaires a l'axe de figure , on pourra prendre Xjdjc pour le volume d'un élément quelconque,- et a: pour la distance de «on centré de gravité à l'origine des coordonnées. Donc, en désignant par Y une tranche comprise entre deux sections correspondantes à des abscisses données cl et C, et par jc, la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées, nous aurons
V = r Hdx, Vor, = 1 xXdx.
Dans le cas de l'ellipsoïde , l'équation de la surface est
a f b, c f désignant les trois demi-axes. Ceux de la ^section X seront
on aura donc
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et , par conséquent ,
d'où Ton tire
Si Foa applique cette formule au segment spliërique que Ton a considéré dans le n* précédent , 3 faudra prendre
tfc=aco8-, e^a; ce qui donne
3â(i+cos — ]BÏn* —
4l I — C08 1- sin* — )
^V aa ' 2û/
et en multipliant le numérateur et le dénominateur
de cette fraction par i — -< cos — ^ on yérifie qn'elle
coïncide avec la valeur de x, déjà trouvée-
Pour avoir la valeur ^entière de rellipsoïde, il faudra faire f=:fleta = — -a;ce qui donne
Ce volume est aussi donné par Tintégrale triple ffjdxdydz , étendue à tous les élémens de l'espace terminé par la surface de l'ellipsoïde ; mais en faisant
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réquation de cette surface devient
et llnt^rale triple se change en
abcfffda^dfdz'.
Cette nouvelle intégrale devra s'étendre à tous les élémens de Tespace circonscrit par la surface qui répond à l'équation précédente ; elle sera , par conséquent ^ ]e volume de la sphère qui a Tunité pour
rayon ; et ce volume étant égal à ^ , il en résulte
^2^, comme précédemment , pour celui de Tellip-
soîde.
(90), Les corps symétriques autour d'un axe comprennent les solides de révolution. Nous prendrons toujours Taxe de figure pour celui des abscisses x. En supposant alors un solide de cette nature engendré par nue aire plane ^ comprise entre deux courbes données et les perpendiculaires à Taxe des x 'qui répondent àa7:=€eeta7=Cyet désignant par j et y les ordonnées de ces courbes relatives à une même abscisse quelconque x^ il faudra faire
dans les formules du numéro précédent; ce qui donne
\=7rf^0^'^y')dx, yx.^ir f\y—y^)xdx.
Dans le cas le plus ordinaire où la courbe intérieure
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se confondra avec l'axe de figure, on aura ^ =0^
et sixnplement
La cjcloïde fournira encore des exemples de Tapplication de ces formules , dans lesquels toutes ks intégrations s^effectueront sous forme finie.
Si l'on considère ]e solide convexe , engendré par l'aire CMP ( fig. a5 ) tournant autour de Taxe Cx, on intégrera d'abord par partie; ce qui donnera
les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évanouissent au point C, ou quand ^ = o. En vertu de l'équation (a) du n"* jZ, on aura donc
V = tt^t"* — ^tt/j' \/ax — or* dx^
et les calculs s'achèveront par des transformations semblables à celles du n® 80. Dans le cas du volume engendré par la demi-cycloïde CAB , on trouve
cra3/9^ A _ (63x' - 64)a
S'il s'agît, au contraire, du solide convexe engendré par l'aire CMP , tournant autour de Taxe C/, il faudra préalablement permuter x ^\ y dans les équations [b) ; d'où il résultera
y = ^fx'djr, yjr.=vtfxydjri
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/-. étant la distance au point C ^ du centre de gravité qui se trouve sur Taxe Cjr , et les intégrales s'évanouissant en ce point C. En vertu de l'équation (à) de la cydoide, on aura donc
V = itfx yjax — x^do^y Sjx = 'Jrfyx s/a^x — x^ dx.
La première intégrale s'obtiendra sans difficulté ; la seconde , par des transformations semblables à celles du n^ 8o« Dans le cas où CM sera la demi-cycloîde entière , on trouvera
91. Maintenant^ soient x^y y^^ z^^ les frois coordonnées rectangulaires du centre de gravité d'un corps de forme quelconque , homogène ou hétérogène y dont la masse sera représentée par M. D'après ce qu'on a déjà dit dans le n" 65 y il faudra y pour déterminer ces trois inconnues, diviser M en parties infiniment petites y et changer, en conséquence,, les sommes en intégrales dans les seconds membres des équations(i) de ce numéro* On aura, de cette manière,
Ua:i=fffxdmy ^J,^fffjdmymi=fffzdmi (i)
dm étant l'élément difierentiel de la masse du corps
qui répond aux coordonnées XyjTy z. En appelant /
la densité de ce même élément , et d\^ son volume ,
on aura aussi
dm = fdi^.
On pourra prendre niainténant, pour l'élément di^ du volume, le parallélépipède rectangle dont les trois côtés adjacens sont parallèles aux axes des x, I. II
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jr, z, et égaux dux diffcrentiellçs dx, cty, th; à'oh
il résultera
d{^ s=E dxdjdz.
Si le corps est homogène^ sa densité sera constante ; en désignant par Y son yolurae, on aura
M=sfV;
et les équations (i) deviendront
'^x^^SfJxds^.yj^^^fjd^.yz.^fff^^. (a).
Si le corps est liétérogène^ il pourra se présenter deux cas différens. Dans le premier cas ^ ce corps se composera de parties homogènes de grandeur finie , et la densité ne variera que d une partie à l'autre. On appliquera donc à chacune d'elles les équations (a)^ puis on déterminera le centre de gravité du corps entier d'après ceux de toutes ses parties (n^ 64)* Dans le second cas, la densité variera par degrés insensi-» blés dans l'intérieur du corps; et alors on fera usage des équations (i), dans lesquelles/ devra être une fonction donnée à^ x ^j^ z.
Toutefois, on doit remarquer que, soit qu'il s'agisse d'un corps homogène ou d'un corps hétérogène, la division de lit masse en élémens infiniment petits, dont les densités sont les mêmes ou ne varient que par degrés insensibles , suppose que ce corps est formé d'une matière continue. Or, cela n'a pas lieu dans la nature, où les corps, au contraire, se composent de parties matérielles disjointes et séparées les unes des autres par des espaces vides , compara-* blés en grandeur aux parties pleines. Nous revien-
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drons sur cette observation dans le chapitre suivant , et nous ferons voir qu'on peut, néanmoins^ appliquer les formules (i) et (2) aux corps naturels , comme si la matière n'éprourait aucune disoontinuitë dans leur intérieur.
ga.^Âulieu des coordonnées a:,jrf z, il sera quel* quefois nécessaire > pour faciliter les intégrations , d'employer les coor^lonnées polaires de chaque élément dm. Soit alors r son rayon vecteur, 0 l'angle qu'il fait avec Taxe des x positives^ et -^ Tangle compris entre le plan de ces deux droites et celui des joetjr; nous aurons ( n* 9 )
ar = r cosO, j^==:rsin 6 cos 4 ^ z==:r sin 6 sin 4*
H £aiudra , en même temps, exprimer di^ au moyen des différentielles de ces nouvelles variables r, 6, 4- On a des formules générales pour la transformation des variables indépendantes dans les intégrales multiples; mais on peut aussi trouver directement l'expression de di^ dont nous devrons faire usage f savoir :
d9=ir* sin ^'drS û?4 f
ainsi qu'on le verra tout A l'heure.
Je mets fdi^ à la place de dm dans les équations (i), et jy substitue ensuite cette valeur de dv et celles Ae XfjTf zi elles deviennent
Ux,z=zffffr^ sin Ô cos Qdrd^d'\ , Mj,==/j7>r3.sin*flcos4^/rd8€/4, \ (5) M«. s=:>^/r»sin*fl6in4^rrf4^4j
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à quoi il faudra joindre Téquatioii
M=z/Jjrfr^sm^drd9d'^.
^uant aux limites de ces intégrales triplés, elles seront différentes selon que l'origine des coordonnées sera placée en dehors ou en dedans du corps; Lorsque cette origine sera un des points de M, on înt^rera d'abord depuis r= o jusqu'à r=u, en représentant par u une fonction de 6 et 4 donnée par l'équation de la surface; cela fait, on intégrera depuis 6=0 et n|/ = o jusqu'à 8 = sr et 4 = ^'^ ^ ^^ commençant à volonté par l'angle 8 ou par l'angle 4* ^^ limites seront généralement plus compliquées quand l'origine des coordonnées n'appartiendra pas à la masse M. Représentons , dans ce cas , par u et u' deux fonctions données de 8 et 4» P^^ ^ ^^ ^' deux fonctions de 4 9 6^ par «e et af d^ux angles donnés; supposons qu'il s'agisse d'une portion de corps comprise , d'une part , entre les deux surfaces qui ont pour équations r = tt etrjp=:u^ ; d'une autre part, entre les surfaces coniques qui ont pour axe commun l'axe des x, lear sommet aussi commun à l'origine des coordonnées, et pour équations 8 = û) et 8 = co'; enfin , entre les deux plans passant par cet axe, et qui font des angles a et af avec le plan fixe d'où l'on compte l'angle 4 «On intégrera d'abord depuis r==M jusqu'à r= m', en- • suite depuis 9 = a jusqu'à 9 z=lcû' , et finalement, depuis 4 = ^ jusqu'à 4 = ^'*
Prenons, par exemple, pour les deux premières surfaces celles de deux sphères concentriques qui ont leur centre commun à l'origine des coordonnées, et
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dont lés rayons sont a et a! \ supposons, en même temps, que les deux cônes soient à base ciixruïaire ^ oa , autrement dit , que (» et û>' soient des angles constans ; supposons , de plus , que la densité ne soit fonction que de r; de sorte que la portion de corps qne l'on considère appartienne à une sphère composée de couches concentriques infiniment minces , dont chacune ait la même densité dans tonte son étendue, laquelle densité variera d'une couche & 1 antre , suivant une fonction donnée de la distance an centre. En faisant, pour abréger,
et effectuant les intégrations relatives à 6 et 4 ^ on trouve
M = A(a' — et) (cos œ — cos a') , Ma:.== iB(af — a) (cos* cû — cos* û>"), M7^,= ^B(sîna'— sîna) (co' — « — ^ sin 2»'rî- i sîn 2»), Ma, = ~B(cosa — cosx')(a' — (» — j&in2a>'+lsm2ai);
ce qui £sdt connaître les valeurs de Jc, , j*, , a, , qu'on ne pourrait déduire, dans cet exemple, des équations (i)»
Si la masse M forme un anneau complet , de sorte ' qu'on ait «^ =5 a + 29r , il en résultera j^, = o et z, = 0, c'est-à-dire que le centre de gravité sera situé, comme cela doit être, sur l'axe de cet anneau : sa distance :r, au centre de la sphère dont cet anneau fait partie , aura pour valeur
R(cosd»+coSd»')
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Dans le cas de rhomogéaéité de la spkère, la densité f étant constante y on aura
Quand le vide de l'anneau disparaîtra , on fera a»s=o; et, enfin, s'il se change en un secteur sphérique, on fera aussi a = o ; d'où il résultera
^, = ^ (l + COS Cù')i
ce qui s'accorde avec la valeur de la quantité àési^ gnée par x dans le n" 88 > en observant que la flèche représentée par/" aurait pour valeur a\i — coso)'), et que le rayon est a'.
gS. Pour trouver la différentielle ds^ du volume , expritïiée au moyen des différentielles des coordonnées polaires, je suppose que M (fig. 3x) soit le point qui répond aux coordonnées r, 6, ^; en sorte que O étant leur origine , OM soîl le rayon vecteur r, fl l'aûgle mOx compris entre ce rayon et un axe fixeOx, et 4 l*aogle que fart le plan de ces' deux droites avec un plan fixe, meoé arbitrairement par la seconde. Soit M' un point situé sur le pix>longement de OM , et dont le rayon vecteur OM' sera /. Du point O comme centre , et dans le plan M'O^^ décrivons les arcs de cercle AIN et M'N' -compris -«ntre les deux droites OMM' et ONN', et désignons par 6" l'angle NOjt; enfin., faisons tourner le plan de cet angle autour de l'axe Ox^ •et repnrésentoos , dans sa nouvelle position, par 4' Tangle qu'il fera aveq le plan fixe. Dans ce mouvement, l'aire MM'N'N engendrera un volume MM'N'NPP'Q'Q , que je représenterai par U.
Or, cette aire, diiTérenoe des deux secteurs cûnealaires M'ON' et MON, est égale à
Si l'on appelle u la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur Taxe Ox, on aura w (•>{/' — -vj/) pour la longueur dç l'arc qua ce centre décrira autour de cette droite. D'après le théorème du n"* 84» nous aurons donc
Cela posé^ concevons que les trois dimensions de U deviennent infiniment petites , et faisons , en conséquence y
Le facteur r''^r 9e réduira, en même temps , à nr; on pourra aussi prendre pour u la perpendiculaire MH abaissée du point M sur l'axe Ox^ laquelle est égale à rsind, et ne saurait différer de u que d'un infiniment petit; enfin, U se changera en dv, dont la valeur, qu'il s'agissait de déterminer, sera
dsf =z T* sin Q dr de d'^.
' On remarquera, effectivement, que ce volume ds^ peut être considéré comme un parallélépipède rectangle, dont les trois côtés adjacens sont MM^ ou dr, l'arc infiniment petit MN, qui a son centre au point 0 et pour longueur rd^, et l'arc infiniment petit MP, qui a son centre au point H et pour longueur r sin W6.
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La base MNQP de ce parallélépipède est l'élément de la surface sphérique dont le centre est au point 0 et le rayon égal à r. En la désignant par dcr, on a donc
d^ ^s r^ sinQdQd'^ , ds^ = da-dr.
Si Ton appelle deo Félément de la surface sphérique dont le rayon est pris pour unité, on aura aussi
dcù = sin Qd&d'^, dsf = r^drdœ.
En intégrant cette expression de d(ê depuis 6 = o et •>[. = o jusqu'à 8 = ^ et ^z = :i^\ on, en déduit J^^TC pour le rapport de la surface de la sphère au carré de son rayon; ce qui est, en effet , sa yalear connue.
CALCUL DE L9ATTRACTI0N DES CORPS
§ !•'. Formules relatives à un corps quelconque et à . , la sphère en particulier.
94* Supposons qu'un' point matériel 0 (fîg. 52) soit soumis aux attractions de tous les points d'un corps de forme quelconque; en décomposant cha-* cnne de ces forces en trois autres ^ dirigées suivant des axes rectangulaires menés arbitrairement par le point 0, et faisant ensuite la somme des compo* santés positives ou négatives qui agissent suivant chaque axe^ on aura les trois composantes^ dont la résultante exprimera, en grandeur et en direction ^ l'attraction totale qui sera exercée sur le point 0. Ces trois composantes seront des sommes d'une infinité d'élémens infiniment petits, étendus à la masse entière du corps attirant ; elles s'exprimeront par des intégrales triples , et le calcul de ces quantités sera semblable à celui des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque dont nous venons de nous occuper : c'est pourquoi je placerai ici ce que j'ai à dire sur le calcul des attractions.
Cette question est une de celles dont les géomètres se sont le plus occupés , soit à cause des difficultés
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d'analyse qu'elle présente , soit à raison de ses rapports avec le problème de la figure de la terre et de la loi de la pesanteur à sa surface; mais^ dans cet ouvrage , on se bornera a dbnner les formules qui se présentent immédiatement, et quelques-unes de leurs applications. Je renverrai, pour de plus grands développemens, au second volume de la Mécanique céleste, et à mon Mémoire sur Y attraction des S phéro'ides jin-^ séré dans la Connaissance des Tems de l'année 1829. 95. Soit D un point fixe pris dans l'intérieur du corps attirant; parce point, menons trois axes rectangulaires Dx, D/*, Dz, qui seront les axes des coordonnées positives; désignons par x, jr, z, les coordonnées d'un point quelconque M du corps attirant, et^rdm rélément différentiel de sa masse, qui répond à ce point M ; représentons aussi par a,S,yf les trois coordonnées du point 0 , et par ^t la masse de ce point ma<tériel ; et soit enfin u la distance OM , de 8(»te qu'on ait
L'attraction exercée par dm sur fi sera dirigée sui* vaut la droite OM. On suppose cette fcM^e propor^tionneUe aux produits des deux masses , et en raison inverse du carré de la distance u; en la désignant donc par F , on aura
„ _ ff^dm^
y étant un coeiBcient constant qui exprimera Tinten^ site du pouvoir attractif, rapporté aux unités de masse et de distance. Pour se former une idée précise de cette quantité /, il faut concevoir deux corps
de forme et de dimension quelconques^ dont les masses sont égales et prises pour unité , et supposer que Tattraction ne varie ni en grandeur ni en direction dans toute l'étendue de ces deux corps; en sorte qu'elle soit la même entre deux élémens quelconques de leurs masses, égaux à dm et à )c<, qu'entre les points matériels /t et dm que nous considérons, lorsque leur distance OM est égale à l'unité : la force^^est Tattraction totale qui serait exercée alors par l'un de ces deux corps sur l'autre.
Les projections de la droite OM.sur les axes Dor, Tijy Dz, sont a — x , € — j^, > — 2; en les divisant par u, on aura les cosinus des angles qui déterminent la direction de la force F ; ses trois composantes seront donc
l=fF, ^=^F, 2:=-*Fj
et en y considérant u comme une quantité positive , elles tendront, selon quelles seront positives ou né« gatives , à diminuer ou à augmenter les trois coordonnées a, &y y, du point 0. Si donc on désigne par A, B, C, les trois composantes de l'attraction totale exercée sur ce point, on aura, en mettant pour F sa valeur, et observant que jte et y sont des facteurs constans ,
ces intégrales triples s'étendant à la masse entière du corps attirant.
y En représentant panp la densité de réIéDfientV//iiV
et par dv son volume^ on aura
dm = pds^.
Cette quantité f sera^ dans le cas général ^ une fonction donnée des coordonnées du point M; elle se réduira à une constante donnée ^ dans le cas de l'homogénéité du corps attirant. On exprimera dv au moyen des différentielles des coordonnées de M , dont on fera usage, et qui seront le plus propres à faciliter les intégrations.
g6. Par une considération très simple , on réduit à une seule les trois intégrales triples d'où dépendent les valçurs de A , B, C.
Les limites étant les mêmes que dans ces intégrales, faisons
A cause que ces limites sont indépendantes de la position du point 0 , si l'on différentie T par rapport à ses coordonnées , on pourra effectuer ces différentiations sous les signes /"^n* i4); et comme on a d'ailleurs
il en résultera
qui change les équations (i) en celles-ci :
de sorte que le calcul des trois composantes A, B^ C, -K^e dépendra plus que d'une seule intégrale T.
En la déterminant^ il sera important de se rappeler que le dénominateur u deyra avoir constamment le même signe dans toute l'étendue de l'intégration ^ et qu il doit être positif si Ton veut que les composantes A, B, C, tendent à diminuer ou à augmenter les coordonnées du point 0^ selon que leurs valeurs données par les équations (2) seront positives ou négatives.
Au lieu d'une attraction, si le point 0 était soumis à ime répulsion y il suffirait de changer les signes des valeurs de A, B, C, ou, ce qui est la même chose, d*y regarder f comme une constante négative. Dans le cas où la force attractive ou répulsive qui agit sur le point 0 ne serait pas, comme nous l'avons supposé, en raison inverse du carré de la distance , et qu'on représenterait, en général, le coefficient de ft^/7ï par une fonction donnée de u, que je désignerai par (pu, on prendrait une autre fonction <l>u, telle que l'on eût
et que Ton mettrait à la place de - dans l'expression
de T. U se pourrait aussi que cette force fût attractive pour une partie du corps qui agit sur Ov et répulsive pour une autre partie, auquel cas la fonction
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pu y dans laquelle est compris le coefficient /, changerait de signe dans Tétendue de l'intégrale que T représente.
Les composantes de l'action exercée sur un corps de forme et de dimension quelconques, se déduiront des formules précédentes ^^ en y remplaçant f/, par l'élément différentiel de sa masse, qui répond aux coordonnées a, Ç, >, et intégrant ensuite, par rapport à ces trois variables , dans toute l'étendue de cette masse ; d'où l'on voit que les composantes de Taction exercée par un corps sur un autre dépendront, généralement , d'intégrales sextuples.
' Telles sont les formules d'après lesquelles on calculera les attractions ou répulsions; mais avant d'en faire aucune application, il est nécessaire d'expliquer conîment elles conviennent à la constitution intime des corps naturels, et d'examiner la difficulté dont il a été question à la fin du n^ 91 •
97. Les dîfférens corps renferment, sous des volumes égaux, des quantités inégales de matière pondérable (n^ 60); et ces quantités variant, pour un même corps, avec sa température et la pression extérieure à laquelle il est soumis, on à été conduit à considérer les corps naturels comme un assemblage de parties matérielles non contiguës, et séparées les unes des autres par des pores ou e^ces vides de matière pondérable. Ces parties matérielles se nomment des atomes; leurs dimensions et celles des pores échappent, par leur extiéme petitesse, à nos sens et à tous nos moyens de les mesurer. On regarde les atomes comme indestructibles, et la masse, la forme.
]e yolumc de chacun d'eox^ comme inyariables. Les dimensions des pores varient^ au contraire, avec les quantités diverses de chaleur qu'on introduit dans les corps ou qu'on en fait sortir , et avec les pressions auxquelles on les soumet ; et comme les çhangemens* de volume d'un corps peuvent être très grands^ sans que sa masse ait augmenté ni diminué^ il s'ensuit que les dimensions des parties vides doivent être comparables ef généralement supérieures à celles des parties pleines.
Les atomes de même nature ou de nature différente, se réunissent en diverses proportions, pour former d'autres parties des corps, toujours insensibles, qu'on appelle leurs molécules. Les corps difierent entre eux par la nature et la proportion des atomes qui entrent dans la composition de chaque molécule; et les atomes sont regardés comme invariables et indestructibles , ainsi qu'on vient de le dire , parce qu'en les réunissant dans les mêmes proportions, on reproduit, à toutes les époques, les mêmes corps > jouissant des mêmes propriétés.
98. Il est évident, d'après cela, cpie la division de la masse en élémens infiniment petits, et la supposition d'u^e densité de chaque élément, qui ne varie pas dans les corps homogènes, ou qui varie par de-' gcés insensibles dans les corps hétérogènes, ne conviennent point aux corps naturels ; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse faire usage des formules fondées sur cette considération, et qu'elles ne soient encore applicables lorsque les corps ont été divisés en parties de grandeur finie , mais tout-à-fait insensible.
En effet y les molécules sont si petites et si rapprochées les unes des autres y qu'une partie de la masse d'un corps qui en renferme des nombres immenses ^ peut encore être supposée extrêmement petite , et son volume regardé comme insensible. Soit s^ le volume d'une semblable partie^ d une grandeur însen-* sible, et qui contient^ néanmoins, des myriades de molécules ; soit aussi m la somme de leurs masses ; et désignons par M un des points de v^ qui sera, si l'on veut, son centre de gravité. Si nous faisons
ce rapport p exprimera réellement la densité du corps au. point M , quelles que soient d'ailleurs les masses des molécules et leur distribution régulière ou irrégulière dans l'étendue de p. De même , en désignant par n le nombre de molécules que v renferme, et faisant
cette ligne €, de grandeur' insensible, pourra être appelée Yintervalle moyen des molécules qui répond au point M et à la densité p. Dans un- corps ho- • mogène, ce rapport et cette ligne ne varient pas avec la position du point M ; dans un corps hétérogène, ces deux quantités varieront par degrés insensibles, et pourroiit être supposées des fonctions données des coordonnées de ce point.
Cela posé, si l'on veut connaître la masse d'un corps, ou, plus généralement, la somme des par-
ties extrêmement petites de cette masse y multipliées obactiiie par une fonction U des coordonnées de Fun de ses points M, on divisera le volume V de ce corps en parties extrêmement petites Vy puis on fera là -somme de tous les produits Upt^^ que j'indiquerai par
et qui devra s'étendre à toutes les parties p de V. D'après le théorème du n* i3, si les termes de cette somme étaient infiniment petits et que leur nombre fût infini, sa valeur serait rigoureusement égale à rîntégrale définie
étendue au volume entier V , dont ds^ est Félément différentiel. Or, on conçoit qu'en général la différence entre cette somme et cette intégrale diminuera de plus en plus, à mesure que les parties de la première deviendront plus petites , et que leur nombre sera plus grand; de telle sorte que la grandeur de (^ étant insensible , maïs toujours distincte de dv , on pourra néanmoins prendre , sans erreur appréciable, l'intégrale à la place de la somme. Il y a cependant une exception à ce principe général : c'est lorsque U est du genre des fonctions qui varient très rapidement, et qu'en même temps cette quantité change de signe dans l'étendue de l'intégration; ce qui arrive, effectivement, dans le calcul des forces provenant de l'attraction moléculaire et de la répulsion calorifique , qui ne sont sensibles qu'à des distances insensibles. Mais il nous I. la
suffît^ quant à présent^ d'observer que cette exception n'a aucun rapport avec les formules des n^gi et 95 ^ relatives aux centres de gravité des corps et aux attractions en raison inverse du carré des distances, et qu'on peut, conséquemment , les appliquer aux corps naturels formés de mf>lécules disjointes;
99, Revenons maintenant au calcul des attractions.
Si la distance du point 0 au corps attiré est très grande relativement aux dimensions de ce corps, on pourra, dans l'expression de T du n* 96, développer la quantité - en série convergente, ordonnée
suivant les puissances et les produits de oc y y ^ z. En faisant
^* + €• H- >• =5 cTS
on aura s^lors
Si Ton prend le centre de gravité du corps attirant pour l'origine D des coordonnées, on aura
fffxdm=:o, ffJxdm = o, fffzdmzzzOy
puisque ces intégrales , divisées par la masse M du corps^ seraient les trois coordonnées de ce point (n'^gi). En désignant cette masse par M, nous aurons donc
Lorsque la distance OD ou cT sera assez grande pour qu'on puisse réduire cette valeur de T à son premier terme , les équations (2) deviendront
or ces composantes sont les mêmes que celles d'une force égale à ^-jé f agissant au point 0 suivant la direction OD^ il s'ensuit donc que l'attraction exercée sur un point 0, par un corps qui en est très éloigné, est à peu près la même , en grandeur et en direction, que si la masse M de ce corps était réunie à son centre de graTÎté.
Lorsque ce coi^ sera une sphère homogène ou composée de couches concentriques, on trouvera que tous les termes de la valeur de T, excepté le premier, se détruisent; il suffira pour cela de remplacer o:,^, Zp par les coordonnées r, â, 4 > comme dans le n** 92 ; ce qui permettra d*efiFectuer les intégrations relatives a^ei-^. Le théorème qu'on vient d'énoncer sera donc alors toutà-fait exact , si la distance J^est seulement assez grande
pour que le développement de - soit une série convergente; et, en effet, on verra dans le numéro suivant, sans recourir a la réduction en série, que ce théorème a lieu, quelle que soit la distance du point 0 à la sphère attirante, pourvu qu'il ne soit pas situé dans son intérieur, n est facile d'en conclure que l'attraction d'une sphère sur une autre est la même que si la masse de chaque sphère était réunie à son centre ; car^ en appelantM et M' les masses des deux sphères, et C et C leurs centres, l'attraction de M sur un point quelconque 0 de M' est d'abord la même que si la masse M éfait concentrée au point C; en outre, cette attraction de C sur tous les points 0 de M', est égale et contraire à
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l'attraction de tous ces points ou de M' sur C, laquelle est la même que si la masse M'était réunie au point C; donc 9 l'attraction des deux sphères est la même que celle de deux points matériels situés en C et C'^ et dont les masses seraient M et M^
loo. L'attraction exercée sur le poînt*0 par une couche sphérique^ homogène et d'une épaisseur constante, dont D est le centre^ se réduira évidemment à une force dirigée suivant OD. En faisant coïncider cette droite avec Taxe Ox, les composantes B et C^ parallèles aux axes Dj et Dz, seront donc nulles, et Ton n'aura que la valeur de A à calculer.
Dans ce calcul > on emploiera, comme dans le n* 92, les coordonnées polaires r, fl, 4/. L'axe Djc se confondant avec la droite DO, on aura alors
ODM = fl, DO=flt, C = o, y = o;
^t à cause de DM = r et 0M= u, il en résultera
w* = a* — 2arcos6 + r*.
L'angle '^ sera celui que fait le plan ODM avec un plan fixe passant par la droite DO ; on prendra (n"* 95)
dv == /•sinflrfrrfflrf4,
pour l'élément du volume; et dans l'élément dm=2pdi^ de la masse, on regardera p comme un facteur constant.
Après avoir substitué ces valeurs dans l'expression jde T du n® 96, on intégrera depuis r = i jusqu'à r=:a, en désignant par aei b les rayons extérieur ^et intérieur de la couche sphérique, et depuis 6 = 0 ^t 4 = o jusqu'à 6 = TT et 4 = ^tîT. Gomme la va-
nable 4 n'entrera pas sous le signe /, rîatégratîon> relative à cette variable se réduira à remplacer la ^(Térentlelle ^4 P^^ ^^* ^^^^ étant, on aura
Aux limites fl = o et 8 = tt, le radical aura pour valeurs
mais comme il exprime là valeur de w, qui doit étre^ constamment positive (n* 96), il faudra prendre a-^r à la limite Bsis'Tf , et r — tt ou et — rà la limite fl=:o, selon que le point 0 sera situé en dedans; ou «n dehors de la couche sphérique. Nous verrons tout à llienFe ce qu'on doit faire lorsque ce point appartiendra à la couche même y de sorte qu'on ait r'^.(t\ dans une partie de cette couche,, et r;<flt dans rdutce partie.
Relativement à d, l'intégrale indéfinie étant
==~V^* — j2arcosfl+r*+const., I^«» — 2«rcosô +T^ *
on aura donc, dans le cas du point intérieur,
par conséquent, la valeur de T ne dépendra pas de a, et celle de A qui s en déduit au moyen de la preniière équation (3), sera égale à zéro. Dans le cas du point extérieur, on aura de même
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et, conséquemment,
OU , ce qui est la même chose ^ T — ?!•
M étaùt la masse de la couche sphérique dont le yolurae est ^'^^ ~ — k Oa en conUut
ce qui est la même force que si la masse entière de cette couche attirante était réunie à son centre.
loi. Ces résultats s'étendent immédiatement aux cas d'une couche sphérique d'une épaisseur constante, mais composée d'autres couches concentriques, dont la densité varie de l'une à l'autre, suivant telle loi qu'on voudra , et ne change pas dans toute l'étendue d'une même couche ; car on peut déterminer séparément les attractions de ces différentes couches, et faire ensuite la somme de toutes ces forces, laquelle sera nulle pour un point intérieur, et donnée par la formule (3) pour un point extérieur; M exprimant toujours la masse totale du corps attirant.
Concluons donc,
I*. Que les attractions en raison inverse du carré des distances, exercées par tous les points d'une couche sphérique d'une épaisseur constante, homogène ou composée de couches concentriques, sur un point O situé dans l'espace vide que cette couche termine, se
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détniisent mutuellement; en sorte que ce point demeurerait en équilibre , quelque part qu'il fut placé dans cet espace.
2"". Que l'attraction de cette même couche et, par conséquent aussi ^ l'attraction d'une sphère entière, exercée sur un point extérieur 0, est la même que si la masse du corp9 attirant était réunie à son centre.
Si le point 0 fait partie de la couche attirante, on, autrement dit ^ si l'on aa>îietflt<û, on partagera cette couche sphérique en deux autres : l'une dont les rayons extérieur et intérieur seront a et ct^ l'autre pour laquelle ces rayons seront aeib;\e point . O étant intérieur à l'égard de la première de ces deux couches , elle n'exercera sur lui aucune action ; et si l'on appelle m la masse de la seconde couche, par rapport à laquelle le point 0 est extérieur, l'attraction de cette couche se déduira de la formule (5) , en y mettant m au lieu de M. L'attraction totale exercée sur le point 0 aura donc pour valeur
et*
Si la couche sphérique se change en une sphère entièrement pleine, et qu'elle ait partout la même densité, on aura
c'est-à-dire que dans l'intérieur d'une sphère homogène^ l'attraction est proportionnelle à la distance du point attiré à son centre.
Les mêmes théorèmes ont lieu dans le cas d'une ré^^
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pulsion^ pourvu que cette force varie toujours en raison inverse du carré des distances.
102. L'équilibre du point 0, situé dans l'espace que termine une couche sphérique , et attiré pu repoussé par tous ses points^ peut facilement se vérifier.
Supposons^ pour cela, que cette couche soit d'abord infiniment mince. Soit s son épaisseur. Décomposons sa surface en élémens infiniment petits; et désignons par cû Taire de celui qui répond au point P (fig. 35). Les élémens correspondans du volume et de la masse de cette couche seront ea> et pea> ; et si l'on appelle r la distance OP, la valeur de la force dirigée suivant cette droite sera
Imaginons un cône dont la base soit eo et le som-* met 0; en prolongeant la génératrice OP jusqu'à ce qu'elle rencontre en P' la surface sphérique, et prolongeant de même toutes les autres génératrices, on déterminera sur cette surface un second élément que je désignerai par a>'. Soit, de plus, r' la distance OP'; la force dirigée suivant cette droite, en sens contraire de la précédente, aura pour valeur
or, je dis que ces deux forces contraires seront égales entre elles, c'est-à-dire qu'on aura
m tt
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Soient y en effet, POQ et P'OQ' les sections des deux cènes, faites par un même plan quelconque, passant par leur sommet commun 0. Les surfaces semblables tù et û>f seront entre elles comme les carrés des lignes homologues PQ et P'Q'. A cause des triangles semblables POQ et P'OQ', on a d'ailleurs
PQ : P'Q' :: OP : OF
en élevant au carré les quatre termes de cette pro- . portion, on en conclura donc
et, par conséquent, Téquation précédente.
n résulte de là que les actions exercées sur le point 0 par tous les élémens de la couche spbérique se détruisent deux à deux. L'action totale de cette couche sera donc nulle; et il en sera encore de même si elle a une épaisseur finie; car alors on pourra la décomposer en une inanité de couches infiniment minces, dont chacune n'exercera aucune action sur le point 0.
* § IL Formules relatives à Tellipsoïde.
io5. Lorsque le point 0 appartiendra à la masse attirante, on facilitera souvent les intégrations en prenant ce point pour origine des coordonnées polaires. Le rayon vecteur du point quelcouque M sera alors u; en appelant donc, comme dans le n^gS, dcù l'élément de la surface sphérique dont le rayon çst l'unité, on aura
d{f = u^dudoùf dm = pu^dudco',
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et si l'on appelle g, h, k, les angles que fait la droite OM ayec des parallèles aux axes Dx ^ Dj; Bz ^ menées par le point 0, on aura aussi, d'après les notations du n* 95,
cosgrc= , cosÂ =*^ , cosa:=s ^;
ce qui changera les équations (i) de ce numéro en
celles-ci :
A = — l^ffffpcosgdudoù, B = — l^ffffP cos Jidudœ , C = — !^fffff cos kdudca.
Les intégrales relatives à u s'étendront depuis u^azo jusqu'à u=2ry en désignant par rie rayon vecteur d'un point quelconque de la surface qui termine le. corps attirant. Pour plus de simplicité , si l'on suppose ce corps homogène, ces intégrales s'effectueront immédiatement, et il en résultera
. A = — jit/py^rcosgrf», ) B = — fJLfpJfrco%hdœ^ ? (a) C = — V^fyJT^ cos kd'^. J
Pour déterminer la valeur de r, qu'on devra substituer dans ces formules, soit, en coordonnées rectangulaires,
^{pCflf^) = o,
l'équation de la surface du corps attirant. En un point quelconque de cette surface , on a
a: = a + wcosg, ^=^ + MCOsA, asr^+ttCosA:, d'après les valeurs précédentes de cos g, cosA^ cosâc,
et et, 6^ ^^ étant toujours les trois coordonnées du point O dont les valeurs sont données. On substituera donc ces valeurs de x,jr^ z^ dans l'équation précédente ; celle qui en résultera donnera , en général , denx valeurs de r, lune positive et l'autre négative j maiâ on rejettera la valeur négative, parce que le iQijron vecteur r est une quantité positive dont la direction est uniquement déterminée par les angles g y h, k, qui peuvent être aigus ou obtus.
Après la substitution de la valeur de r dans les équations (a), les intégrales doubles s'étendront h, tous les ëlëmens da> de la surface spbérique, décrite du point 0 comme centre, et d'un rayon égal à Tunité.. 104. Appliquons ces formules au cas de l'ellipsoïde homogène dont la 'surface a pour équation
a, b, Cf désignant les trois demi-axes, et le centre de figure étant l'origine D des coordonnées. Si l'on y substitue les valeurs précédentes de a?, ^, z, il vient
en faisant, pour abréger,
— . I ^ r —r- — Pf
eteosg j^ s C.08 h , ycùsk
Nou9 aurons donc
Or^ la quantité p est positive; la quantité / est aussi positive ou zéro, parce que le point 0, qui répond aux coordonnées cl, C^ y^ est situé dans Tintérieur de l'ellipsoïde y ou, tout au plus, à sa surface; par conséquent, il faudra prendre le radical avec le signe +, pour que le rayon r ne soit pas négatif. Je dis, de plus, qu'on pourra supprimer ce radical dans les formules (a). En effet, la partie correspondante de l'intégrale contenue dans A, par exemple, serait
ff 'pV¥Tj^ cos g da>;
mais pour chaque couple d'élémens^o) dont les rayons sont dans le prolongement l'un de l'autre, les élémens de cette intégrale double se détruisent; car en passant de lun de ces élémens dco à l'autre, chacun des trois cosinus cos g, cosh, coskf change de signe, les quantités p, Z, ç', restent les mêmes, et le coefficient àèdûù sous le signe y* prend des valeurs égales et de signe contraire. Tous les élémens de l'intégrale précédente se détruisant ainsi deux à deux, la valeur, de A devient d'abord
en ayant égard a la valeur de q. Or, les deux dernières de ces trois intégrales se composeront de cou—
pies d'élémens qui répondront aux mêmes valeurs de ^ et de A:, et à des valeurs de g supplémens Tune de Tautre. Chacun de ces couples d'élémens se réduira donc à zéro, et, par conséquent aussi, les intégrales entières. En supprimant ces intégrales et faisant suLir des réductions semblables aux valeurs de B et de C , on aura simplement
Soient actuellement 9 langle compris entre le rayon OM et la parallèle à Taxe Ox menée par le point D, et >[/ Tangle que fait le plan de ces deux droites avec un plan passant par la seconde et parallèle à celui des x et / ; nous aurons (n*' 8)
cosg^=cosdy cosA=sin6cosN|/, cosA;=:sin9sin4/,
et, en même temps (n* gS),
d'où il résultera
a^b^c^p = èV fcos»^ + (c* cos*4 + b^ sin* ^|.)a• sin* fl,
Pour comprendre les directions de tous les rayons OJVI^ les intégrales devront s'étendre depuis 6 =: o et >(/ =0 jusqu'à 0=7r et 4 = ^''^ 7 ^^îs ^ cause que le coeffi-
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cient de dâ a la même valeur pour Q et pour «tt — 6, il suffira d'intégrer depuis fl = o jusqu'à ÔssJtt, e\ de doubler le résultat ; et parce que le coefficient de 4 est le même pour 4 ^^ pour 9rrb4^ il suffira aussi d'intégrer depuis 4 = o jusqu'à 4 = 7^; ^t de quadrupler le résultat. Cela étante je fais
<p = tang4, ^<P = ^J et à cause de
cos* 4 == — ; — ; > sin* 4 = — 7— r » il en résulte
J o p J o (A"cos'^+a*siu»e)c'+(c»cos"«+ô'sm*0*'^'
2 k^(A* cos* 9 + a» sin* 0 (c» cos» é + a* sia* 0 *
au moyen de quoi la valeur de A ne dépendra plus que de l'intégrale relative à ô. Sans nouveau calcul^ on déduira B de A en y mettant S au lieu de, a, et permutant les lettres a et &; et de même, on déduira C de A en y mettant y au lieu de a ^ et permutant les lettres a et c. De cette manière, on aura finalement
Ay_ /i r^^ bc cos"" 0 sïn ùdê • 1
^' J o V^(é«cod*«+a'sin-'0(c'co8*tf+a*sm*ô) I
'^'^^ J O K(a*co8»6+**sm'6)(c'cos*ô + A*sm*ô) ( ^
^^f^fnpj
Ces valeurs de A, B^ C^ étant positives^ il s'ensuit
qae chacune de cqs trois composantes tend à rapprocher le point 0 du centre de l'ellipsoïde ; le contraire aurait lieu dans le cas d une répulsion où Ton devrait mettre, dans ces formules, — /^au lieu dey!
io5. Désignons par S" une constante positive, et supposons qu'on substitue (i+cr)^, (ï+J^)^^ (i + J^)c, au lieu de a, b, c, dans les formules (c). Le facteur i + cT disparaîtra , et les valeurs de A , B, C, resteront les mêmes. Or, par cette substitution, l'ellipsoïde se trouvera augmenté d'une partie comprise entre sa surface primitive et une surface semblable; les composantes A, B, C, ne changeant pas, il en faut donc conclure que l'action de cette partie additive sur le point intérieur 0 se réduit à sero.
Ainsi une couche homogèbe comprise entre deux sur£aices elliptiques semblables , ayant le niéme centre et leurs axes dans les mêmes directions, n'exerce aucune action attractive ou répulsive sur un point 0 situé dans l'espace vide que termine sa surface intérieure; en sorte que ce point matériel restera en équilibre, quelque part qu'il soit placé dans cet espace ; théorème qui comprend celui que nous avons précédemment trouvé pour Yt cas d'une couche sphérique.
Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein et homogène sur un point 0 de sa masse, se réduit à celle qui est exercée par la partie de cette masse terminée par la surface elliptique, passant par ce point, semblable à celle du corps entier, et semblablement placée. D'après les formules (c), la composante de cette force, parallèle à chacun des trois axes de Tel-
lipsoïde y est proportionnelle à l'ordonnée du point O parallèle à cet axe, et ne dépend que de cette variable. Dans le cas général. où les trois demi-axes a, b, c, sont inégaux, on transforme en fonctions ellipti'^ ques les intégrales relatives à 9 que ces formules renferment ; ce qui permettra d'en calculer les valeurs numériques , au moyen des tables de M. Le^ gendre. Ces mêmes intégrales s'obtiennent sous forme finie, lorsque deux des constantes a, b^c^ sont égales, et qu'il s'agit, par conséquent, d'un ellipsoïde de révolution.
io6. Supposons, par exemple, qu'on ait cz=zb; la forme des intégrales relatives à 61 sera différente, selon que l'ellipsoïde sera aplati ou allongé , c'est-àdire , selon qu'on aura i > a ou è < «. Supposons aussi que ce soit le premier cas qui ait lieu; et faisons, dans cette hypothèse.
/jxfa^ (i + e') _
en sorte que la fraction e soit l'aplatissement de l'ellipsoïde, et m sa masse. Il en résultera
* ZfifmA rî^ cos* 6 sin 9 dd ^
a^ J 6 ThFFcÔs^T '
et, en effectuant l'intégration, on aura
A=^^^[e — arc(tang = e)],
pour la composante parallèle à Taxe de révolution. On aura aussi
B C Sféfm ri
^ cos*0 8mt
1/ 1 + c» sin* ô
Les composantes B et C étant entre elles comme les coordonne'es Cet y du point O, il s'ensuit que leur résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe de révolution. En appelant A' cette force, et et' la longueur de la perpendiculaire, de sorte qu'on ait
A' = v/B' + Cs a' = v/è'-f- y, et effectuant l'intégration indiquée, il vient
La résultante des deux forces A et A' exprimera en grandeur et en direction^ l'action totale de lellipsoîde sur le point 0.
Lorsque e sera une très petite fraction, on pouira développer ces valeurs de A et A' en séries très convergentes , ordonnées suivant les puissances de e. A cause de
arc(tang = 6) = e — l' + J — etc. , _£_=^--e»+e» — etc..
nous aurons
A -.3-(^i-._+ etc.),
A= -p-(^i--g- + etc.).
Dans le cas de la sphère, ou de e = o, la résultante de A et A' sera dirigée vers le centre, et aura la même intensité que dans le n* loi.
Le calcul de l'attraction d'un ellipsoïde ho
mogène snr nn point extérieur présente encore beaucoup plas de difficulté; mais on doit à M. Yvori un théorème au moyen duquel ce cas peut être ramené à celui du point intérieur ; ce qui permet d'exprimer les composantes de l'attraction par des intégrales sim* pies, semblables aux formules (c). Voici une démonstration de cette importante proposition.
Eq faisant ^ dans la première équation (i)du n"" g5,
dm = fdxdjrdz,
et observant que f est un facteur constant^ on a
JJJ [(« - ^y + (^ -jT + (y - ^)T Je suppose que l'équation de la surface soit toujours réquation (6), et j'y mets ax', bf, cz', à la place de ^f J9 2 y ce qui la change en célle-K^i :
En même temps la valeur de Â devient
A = «rpa*c fff '.±=^ÙÉ^j!i ,,
et si l'on désigne par d= x^ les valeurs de x^^ égales et de signe contraire, «pie l'on tire de l'équation précédente, l'intégrale relative à x' devra être prise depuis jcr' = — .r, jusqu a jc' = or, ; ce qui donne
A««#*. ( ff— ^^^^i— :
___ rr 4r'^ N^
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Chacotàe dé ces àen% intë^alés doubles s'étendra à tous les élëmens de la demi-snrface sphérique dont le rayon esrt runîtë, et qui a son centre à l'origine deâ coordonnées ; le produit dydz' est la projection stir le plan des j et z, dun élément quelconque. Si donc on désigne par 9 l'angle que le rayon qui aboutit à cet élément fait avec Taxe des œ, et par 4 l'aûgle compris entre le plan de ces deux droites et le plan des a:r ct^, l'aire de cet élément sera sinO^&t/^, son inclinaison suf le plan des ^ et z sera Tangle 9> et il en résultera
dfdzf = cos fl sin 9^8 d-^ ,
pour sa projection sur ce plan. On aura en même temps
or, = cos 6, ^' = sin 6 cos >[/ , 5;'= sin 9 sin 4-
Les limites des deux intégrales seront maintenant Ose et 4=^<>» 9 = ^7r et >{/sc=:27r; mais si l'on met) dan^ la sei^onde, ^ — 9 à la place de ^, il est aisé de voir que ces deux intégrales se réuniront en une seule y, qui aura les mêmes limites par rapport à ^^y et dont les limites relatives à fl deviendront 8 = 0 et 9 = 7; en sorte que l'on aura simplement
en faisant^ pour abréger,
R*=s: *• 4- C* + y* — 2 («a COS 1 + W sin* 0081J/ +yc8in û sin^') + «• cos' * + *' sin* é cos* 4^ + <^ «n» $ sin* 4^ ,
et regardant K comnie une quantité positive. Les
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deax autres composantes B et C s'exprimeront pareil^
lement par des intégrales doubles.
Maintenant, considérons lattraction d'un autre el* lipsoïde ayant la même densité f , le même centre , Qt ses axes dans les mêmes directions que le premier. Soient a^, b^^ c^, les trois demi-axes correspondans ka,b, c; appelons 0^ le point soumis à cette attrac-> tion, ^19 ^19 >i9 ses coordonnées, et A^, B^, C,, Jes composantes de cette force, parallèles aux trois axes de l'ellipsoïde. En supposant toujours que fc soit la masse du point attiré, nous aurons
k,^,^fb,c,jj^ 5^- ;
R, étant ce que devient R quand on y change a, bf c, a, ^, y y en a,, ^i, c,, a,, C,, 7,. Les valeurs de B, et C. se déduiront de même de celles de B etc.
Supposons que les deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers, et conséquemment des excentricités égales; on aura alors
h y ky h'-^k^ étant des quantités positives ou négatives qui exprimeront, abstraction faite du signe, les carrés des excentricités communes à ces deux corps. Supposons, de plus, que le point 0, , attiré par le second ellipsoïde, soit situé sur la surface du premier, et le point 0 attiré par le premier , sur la surface du second. D'après l'équation {jb) et celle de la surface du second ellipsoïde, il faudra qu'on ait
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fl + iL + lI-,
Soient enfin /i et g deux angles donnés; et prenons
^«=acosp, C|=6sin/>cos9, 5^,=:csîn/>sîny, 1 ^ ^ OL =a,cos/>9 ^ =6,sin/>€Os 9, 3^ s=:(?jsin/>«înj^ J
valeurs qui satisferont . aux deux équations précédentes et qui établissent une relation particulière entre les coordonnées des points 0 et 0,. En substituant ces valeurs de a, ff , y, dans l'expression de R% et y mettant aussi les valeurs précédentes de A% c% ^\f c\, il vient
R* = û* + a» 4- A (sîn^ p cas? q + sin» fl cos* 4) + k (sin* p sin* q •+- sin* fl sîn* 4) — !i(a,û cos/) cos fl -f-^i ^ sîn/> cos ^r sin Ocos>[/ + c, c sînp sin ç sin 9 sin 4)«
Or, sans écrire la valeur de R' , on voit qu'elle sera la même que celle de R*; car elle s'en déduirait par les permutations de a et a^^ b et b^, c et c^ , sans changer ^ et k, qui sont des quantités communes aux deux ellipsoïdes; et il est évident que cette dernière formule ne change pas par ces permutations. Â cause de R, = R, les valeurs de A et A, renfermeront la même intégrale double; en l'éliminant, on aura donc
A, bc = kb^c^.
Relativement aux autres composantes, on obtiendra des résultats semblables; en sorte que, d'après les
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suppositions qu'on a faites sur les deux points attires
0 et Ok> on aura finalement
B, a.ci
HF
B ~ ac'
"C*" ab
Pour énoncer le théorème que ces trois équations renferment I appelons points correspondons , sur les surfaces dçs deux ellipsoïdes ^ deux points doat les coordonnées sont entre elles dans le rapport des demi-axes auxquels elles sont parallèles. Le point 0^ de la surface du premier ellipsoïde, dont les coordonnées parallèles aux demi-axes a, b, c, sont a^, 6i, yt, aura pour correspondant, sur la surface du second ellipsoïde , le point 0, dont les coordon^ nées parallèles aux demi-axes cit,bt,c^, sont a, €, y^ puisqu'on a, d'aprè$ les équations (22),
ad, C hC y c, .
Cela posé, il résulte des équations (3) le théorème suivant :
Si l'on a deux ellipsoïdes homogènes qui aient le même centre et les mêmes foyers, l'attraction suivant chaque axe que l'un des deux corps exercé sur un point situé à la surface de l'autre, est à l'attraction de celui-ci sur le point correspondant de la surface du premier, comme le produit des deux autres axes du premier ellipsoïde est au produit des deux autres axes du second.
io8« Lorsque deux ellipsoïdes différensont, comn:ie on le suppose, le même centre et les mêmes foyers^
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l'on des detix est entièrement compris dads l'autre ; par conséquent , ai le point 0 est extérieur par rap^ port au premier ellipsoïde^ le point 0| sera intérieur par rapport an secondé Pour déterminer^ au moyen du théorème précédent, l'attraction d'un ellipsoïde domiésur un point extérieur Oausn donnée on fera donc passer par ce point la surface d'un second ellipsoïde ayant le même centre et les mêmes foyers que le premier; par les formules relatives aux points intérieurs, on déterminera les trois composantes A., B^ , C^, de 1 attraction de ce second corps sur le point 0, de la surface du premier, correspondant du point 0 ; les équations (5) feront ensuite connaître les composantes A, B, Cy de l'attraction de rellipsoid« donné sur le point donné. Ainsi tout se réchiira ^ trouver les vsh leurs des trois demi-axes a^, b^^c^^ du second ellipsoïde, d'après ceux du premier qu'on a représentés par a, ^, c, et d'après les coordonnées a, ^> >, du point donné 0. «
Pour axer les idées, je suppose que a soit )a plus petite dés trois quantités a^ b^ c; ce qui rendra posi« tives les quantités A et A: du numéro précédent. J'appelle u le carré de a, ; oti aura
et il ne restera plus qu'à déterminer cette inconnue u, qui devra être réelle et positive. Or, en vertu de la seconde équation (1), nous aurons
équation du troisième degré par rapport à u, qid a au moins une racine réelle et positive ; car en faisant croître u depuis zéro jusqu'à Tinfini, son premier membre est d'abord plus grand et ensuite plus petit que le second; en sorte qu'il y a au moins une marieur positive de u qui les rend égaux. Je dis de pins qu'il n'y en a qu'une; car en supposant qu'il y en ait deux y u et u\ il faudrait qu'on eût à la fois
et en retranchant ces équations l'une de l'antre, et sujpprimant le facteur u! -^ u, commun à tous les termes, il en résulterait
ui/ "•" (a + A) («' + h) "*" {u + k) {u' + k) — ^J
ce qui est évidemment impossible. Donc il n'existe qu'un seul ellipsoïde qui ait le même centre et les mêmes foyers qu'un ellipsoïde donné, et qui passe en outre par un point donné. La quantité i^, d'où dépen^ dent ses trois demi-axes a,, ô, , c, , est déterminée par l'équation (4); ce qu'il s'agissait de trouver.
109, Nous ferons remarquer que le théorème du n"" 107 convient également à toutes les lois d'attrac-tion en fonction de la distance ; car la démonstration qu'on vient d'en donner est fondée sur la forme que prend l'expression de R"" , qui se trouve identique pour les deux points 0 et 0,, et non sur la forme
de la fonction de R^ qui exprime la loi de Fattraction.
Si leis deux ellipsoïdes sont des sphères concentriques^ l'attraction de chacune d'elles sera la même sur tous les points de la surface de l'autre, et il ne sera plus nécessaire que les points 0 et 0. soient correspondans. En appelant a et a. les rayons de ces deux sphères, D l'attraction de la sphère du rajon a sur un point de la surface sphérique du rayon a, , et D, celle de la sphère du rayon a^ sur un point de la surface sphérique du rayon a^ lesquelles forces seront dirigées suivant les rayons des points attirés^ on aura
quelle que soit la loi de l'attraction en fonction de la distance.
Cette proportion est facile à vérifier dans le cas ordinaire où l'attraction est en raison inverse du carré de la distance. En effet , d'après les résultais du n® loi, si l'on suppose £i > a,, l'attraction D de la sphère du rayon a sur un point intérieur^ situé à une distance a. de son centre et dont fJL est la masse ^ sera
l'attraction D. de la sphère du rayon a^ sur un point extérieur 9 dont /te est aussi la masse et qui se trouve à la distance a de son centre; aura pour valeur
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et en comparant ces valeurs de D et D|, on voit qu'elles sont entre elles comme les carrés des rayons a et ctg»
FORGES
§ !•*■. Formules du mouvement rectiligne.
iio. Le mouvement le plus simple que puisse prendre un point matériel est celui qui a Keu en li^e droite, et dans lequel le mobile décrit des espaces égaux en temps égaux. C'est ce mouvement rectiligne que Ton appelle uniforme^ et qui sert de terme de comparaison à tous les autres mouyemens.
Quand le rapport des espaces parcourus aux temps employés à les décrire change cottlinuellement, le mouvement est varié; si ce chàngeiqjent n'avait lieu qua des intervalles de temps finis, le mouvement ne serait qu'une succession de mouvemens uniformes.
ao4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
Dans un mouvement quelconque, l'espace parcouru par le mobile^ ou^ plus généralement , sa distance à un point fixe pris sur la ligne qu'il décrit, est une fonction du temps écoulé depuis une époque convenue. Ainsi y en appelant t ce temps ^ et x cette distance^ on aura, dans tous les cas,
et les diverses sortes de mouvemens différeront entre elles par la forme de cette fonction F^. La variable t pourra être positive ou négative : ses valeurs positives répondront à des époques postérieures à celle d'où l'on compte le temps, et ses valeurs négatives, à des époques antérieures.
Dans le mouvement uniforme, si l'on appelle a l'espace parcouru dans chaque unité de temps , et b la distance du mobile au point fixe , à l'origine du temps tf c'est-à-dire, la valeur de x qui répond à ^ = 0, on aura, à un instant quelconque,
ar = & + a^;
car^ d'après la définition de ce mouvement , l'espace jc— 6 décrit dans le temps t doit être égal à l'espace constant a, répété autant de fois que t renferme d'unités.
m. On ne définit ni le temps ni l'espace; mais il suffit à la Géométrie et à la Dynamique que nous puissions mesurer les dimensions des corps et les du« rées de leurs mouvemens. La mesure des longueurs est fondée sur 1% superposition , et se conçoit sans aucune difficulté 3 celle du temps exige quelque explication.
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On ferait un cercle vicieux si l'on disait, d'une part^ que le mouvement uniforme est celui dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels au temps ^ et^ d'un autre côté, que le temps a pour mesure le mouvement uniforme, c'esl-à-dire qu'il est proportionnel aux espaces parcourus dans ce mouvement. Mais la notion des temps égaux et la mesure du temps ne sont fondées nécessairement sur aucune loi particulière de mouvement, et l'on peut, en conséquence, les supposer dans la définition du mouvement uniforme et de toute autre sorte de mou* vemens.
Concevons, en effet, que des corps parfaitement identiques se meuvent successivement, et que, pendant toute la durée de son mouvement, chacun des mobiles se trouve exactement dans le même état que celui qui l'a précédé : il est évident que tous ces mouyemens, dont la loi n'est pas donnée, s'exécuteront en temps égaux, et que leur nombre pourra servir de mesure au temps. Ainsi, par exemple, si ces corps sont pesans et retenus par un axe fixe horizontal , qu'on les écarte tous également de leur position d'équilibre, et qu'on les abandonne ensuite à eux-mêmes , de sorte que le mouvement du second commence dès que le premier est revenu à cette position, celui du troisième aussitôt que le second y est revenu de même, et ainsi de suite, il n^ aura aucune différence possible entre tous ces mouvemcns successif qui s'achèveront en temps égaux. On prouvera par la suite qu'il n'est pas nécessaire pour cela que ce soient différens mobiles qui se succèdent , et
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que les osciltatiotis successives d'un même corps, de part et d'autre de sa position d'équilibre, sont aussi isochrones^ on d'égeie durée; mais la considération précédente, qui ne suppose la solution d'aucun problème de Mécanique, suffit à l'objet que nous nous sommes proposé.
Les astronomes ont reconnu, par les observations les pins précises et le plus souvent répétées, l'invariabilité de la révolution apparente de la sphère céleste autour de la terre; et, effectivement, la théorie n'indique aucune inégalité sensible dans le mouve-* ment de rotation de la terre qui donne lieu à cette apparence. On appelle jour sidéral la durée constante de cette révolution, laquelle durée est moindre que celle de la révolution diurne du soleil. Celle-ci n'est pas exactement la même à toutes les époques de l'année; et c'est sa grandeur moyenne que l'on prend pour unité de temps dans les usages ordinaires, et que l'on appelle le jour moyen. Nous adopterons, dans cet ouvrage , la division du jour en n^ heures, de l'heure en 60 minutes, et de la minute en 60 secondes; en sorte que la seconde sera la 86400* partie du j6ur moyen. Le jour sidéral ne contient que 86164^09 secondes; d'où il résulte que pour exprimer en jours sidéraux un, temps donné en jours moyens, il faudra le multiplier par le rapport de 86400 à 86164^09, ou par le nombre constant 1,0027579.
I ï2. Un mouvement uniforme diffère d'un autre par la grandeur de l'espace parcouru dans l'unité de temps. Dans chaque mouvement uniforme, cet es-
pace constant est oe qu'on appelle la vitesse du mobile ; mais , pour parler exactement ^ cet espace n'est que la miesure de la -vitesse , et non pas la vitesse ellemême. La vitesse d'un point matériel en mouvement est une chose qui réside dans ce point , dont il est animé, qui le distingue actuellement d'un point matériel en repos, et n'est pas susceptible d'une autre définition. La vitesse exprimée , dans le mouvement uniforme y par l'espace que le mobile décrit dans chaque unité de temps, suppose qu'on prend pour unité de vitesse celle du mobile qui parcourt l'unité linéaire dans l'unité de temps.
Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse du mobile varie par degrés infiniment petits, et elle est une fonction du temps qui se déduit , ainsi qu'on le verra tout à l'heure , de celle qui exprime Tespace parcouru: mais, auparavant, il est nécessaire de connaître le genre de mouvement que prendra un point matériel en vertu de sa vitesse acquise , si la force qui lui a imprimé cette vitesse , par son action continuée pendant un certain temps, vient à cesser d'agir, et que ce mobile soit abandonné à luimême.
ii3« n est d'abord évident que si le mobile sVst mu jusque là en ligne droite, il continuera à se mouvoir suivant le prolongement de la ligne qu'il décrivait ; car il n'y aurait aucune raison pour que ce point matériel s'écartât de la direction qu'il a reçue plul6t d'un côté que de Tantre. Mais nous ne pouvons pas affiirmer, à priori ^ que la vitesse qui lui a été imprimée ne se ralentira pas d'elle-même, et ne fi-
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nira pas par s'éteindre entièrement ; ce n'est que par l'expérience et l'induction que cette question peut être décidée.
Ov, à mesure que les obstacles à l'état de mouvement des corps ^ tels que les frottemens et les résistances des milieux qu'ils traversent , diminuent d'intensité , nous les voyons persévérer de plus en plus dans cet état ; et , toutes les fois que nous apercevons une altération dans leur vitesse , nous reconnaissons que cet effet peut être attribué à une cause étrangère. Nous sommes donc conduits à conclure que s'il était possible qu^un point matériel^ après avoir été mis en mouvement, ne fût plus sollicité par aucune force , et ne rencontrât aucun obstacle , son mouvement serait rectiligne et uniforme, c'est-à-dire, le plus simple de tous les mouvemens.
Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer est mise en mouvement dans le vide, sur un plan horizontal et sans frottement, par la seule action du p61e d'un aimant , et que tout à coup on détruise le pouvoir attractif de ce pôle, en y juxtaposant un pôle égal et contraire, cette parcelle continuera de se diriger vers ce point ; mais son mouvement deviendra uniforme , et sa vitesse sera plus ou moins considérable, selon qu'on aura laissé agir la force attractive plus ou moins long-temps.
L'impossibilité où sont tous les points matériels de se mettre en mouvement ou de changer le mouvement qui leur a été communiqué, sans le secours d'une force , est ce qu'on entend par Vinertie de la matière. Ce mot ne signifie pas que la matière soit
incapable dagir; c^r^ au contraire^ chaque point niatériel trouve toujours dans Faction d'autres points xnatëriels, mais jamais en lui-même , le principe de son mouvement.
ii4- Au bout du temps ^^ et quand le mobile se trouve à la distance x d'un point fixe pris sur la droite qu'il décrit, soîl s^ sa vitesse acquise, c'està-dire, la vitesse du mouvement uniforme qui aurait lieu, si, à cet instant, la force qui agit sur le mobile venait à cesser d'agir. L'action de cette force continuant, l'espace dx que le mobile parcourra dans l'instant dt sera décrit en vertu de cette action, et de la vitesse (^; la partie de ^ correspondante à cette vitesse, qui serait décrite d'un mouvement uniforme, aura \fdt pour valeur. En appelant donc € la partie de cet espace qui répond à Faction de la force pendant l'instant dt ^ nous aurons
dx = pcfe -f- g.
Or, la vitesse variant par degrés infiniment petits, et ses variations étant uniquement dues à l'action de la force 'appliquée au mobile , il s'ensuit que dans le temps dt cette action ne peut produire qu'une vitesse infiniment petite ; par conséquent, cette même action ne peut faire décrire qu'un espace infiniment petit du second ordre, moindre que celui qui serait décrit uniformément par le mobile, s'il recevait au commencement de dt toute la vitesse qui sera produite pendant la durée de cet instant. On peut donc négliger £ par rapport h vdt dans l'équa^
tion précédente : et alors on aiva
dx
pour Texpression de la yitesse dans ua mouvement quelconque.
Si l'on voulait connaître la partie € de l'espace parcou m par le mobile dans le temps dt , en vertu de l'action de la force qui le sollicite , il faudrait conserver les puissances de dt supérieures à la première. Or, en appelant x' la distance du mobile au point fixe y au bout du temps t -{^ dt , on aura, par le théorème de Taylor,
a:^^a:^^dt + l^dt^^etc.,
pour l'expression complète dé l'espace parcouru dans cet instant dt. Le premier terme ^ égal à ifdt, est l'espace dû à la vitesse acquise au bout du temps t; si donc on néglige les termes du troisième et des ordres supérieurs par rapport à ceu?t du second, on aura
ou, ce qui est la même chose, é = ^di^dt,
pour la partie de l'espace jr' — a: que iactioii de h force a ^it parcourir. La vitesse produite eu même temps par cette action étant dv ^ on voit que l'espace que le mobile décrirait uniformément, pendant ce temps, dt, s'il recevait au commencement
toute cette augmentation de vitesse^ sel'ait égal au pi^odnit de di^ et dt , ou double de l'espace g qu'il cieciût réellement.
1 1 5. Lorsque l'espace parcouru sera donné en fonction du temps, on en déduira immédiatement la vitesse correspondante , au moyen de l'équation
i' = ^. Par exemple, les mobiles, dans la machine
^jithaody décrivant des espaces qui croissent comme les carrés du temps , on en peut conclure que leurs vitesses acquises doivent être proportionnelles aux temps pendant lesquels ces espaces sont parcourus; ce que cette machine fournît , en effet , le moyen At vérifier.
Réciproquement, si la vitesse est donnée en fonclion du temps par la définition du mouvement, on en déduira, par l'intégration, l'expression de Tespace parcouru. Ainsi, après le mouvement uniforme, le plus simple est celui dans lequel la vitesse aug«mente ou diminue , de quantités égales , en temps égaux 9 et qu'on appelle, pour cette raison , uniformément accéléré ou retardé. Si donc on appelle g l'accroissement constant, positif ou négatif, de la vitesse dans chaque unité de temps , et a la vitesse du mobile quand ^ = o , la vitesse p à un instant quelconque sera, dans ce mouvement,
sf — a + gt;
et en multipliant par dt et intégrant, on aura
X z=z b + at + \gt\
pour la distaiice du mobile à un point fixe de la
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droite qu'il décrit ; b étant cette distance à Torigtiie
'du temps t.
Lorsque les deux constantes a elb seront nulles, on aura simplement
v — gt, a: = ^g^.
L'espace parcouru est donc alors proportionnel au carré du temps ; et la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque t est telle qu'en vertu de cette seule vitesse le mobile décrirait, en un temps égal Si t, un espace vt double de celui qu^il a parcouru. Il s'ensuit que si l'on connaît l'espace parcouru dans là première unité de temps, on aura, en le doublant , la valeur de la vitesse constante g, par laquelle un mouvement uniformément accéléré diffère •d'un autre mouvement de la même nature.
Ce mouvement est c*elui des corps pesans qui tombent dans le vide. En un même lieu, la vitesse g est égale pour tous leurs points; en sorte qu'ils décrivent tous, d'un même mouvement de cette espèce, des droites verticales. Cette vitesse varie d'un lieu à un autre; en prenant la seconde pour unité de temps, et le mètre pour unité linéaire, on a conclu de l'expérience
à l'Observatoire de Paris.
La force qui produit des vitesses égales en temps égaux est pour nous une force constante. Ainsi,* la pesanteur est une force constante; ce qui signifie ici qu'elle agit avec la même intensité sur les corps
^jà animés- de vitesses quelconques y et non pas seulement, comme dans le n"* 59 , que son intensité est la même dans toute Fétendue d'un corps dé dimensions ordinaires.
1 16. Les lois de Féquilibre ne supposent aucune relation particulière entre les forées et lés vitesses correspondantes; et, pour résoud^^e les problèmes de Statique , il suffit de connaître les rapports numériques des forces, tels qu'ils ont été définis dans le n® 5» Les lois du mouvement , au contraire , dépendent du rapport qui doit exister entre les grandeurs des vitesses produites par des forces données; et ce rapport, dont la connaissance est indispensable pour la solution des problèmes de Dynamique , est le même que celui des forces, ainsi qu'on va lé dé^ montrer.
Soient toujours a: et i^ l'espace parcouru et la vi^ tesse acquise par un point matériel au bout du temps ^• Supposons qu'à cette époque deux forces données J^ et y agissent simultanément sur le mobile , suivant la direction de son mouvement; désignons par u la vitesse infiniment petite que la force /^ imprimerait au mobile., si elle agissait seule pendant un temps r infiniment petit, et par z^' celle qui serait produite par la force J"^, dans le même temps, si la forcey'n'existait pas. Je dis que la simultanéité de ces deux forces ne modifiera pas les vitesses dont elles sont capables séparément, et que la vitesse produite par la force y^ + y sera w + m', c'est-à-dire qu'au bout du temps ^ -j- T, la vitesse du mobile sera devenue
■DigitizepI by
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En eflTet, Taugmentation de vitesse du mobile ne^ pourra dépendre que du temps r auquel elle sera proportionnelle, et de l'état de ce point matériel, ou, autrement dit, de sa position et de sa vitesse pendant ce même temps r ; ce ne serait donc qu'en influant sur cet état que l'action de la force f^ pourrait modifier là vitesse qui sera produite par la ïorcef. Or, pendant le temps r, la distance du mobile à un point fixe et sa vitesse ne peu vent varier que de quantités infiniment petites, négligeables par rapport à x et v; ses variations de distances à d'autres points fixes ou mobiles , d'où peuvent émaner les forces y et f\ sont également négligeables; par conséquent, la vitesse que produira la force y, pendant cet intervalle de temps t, ne saurait être modifiée en aucune manière par l'action simultanée de la force f^y et il en sera de même à l'égard de la vitesse due à la force f'^ qui ne sera pas non plus changée par l'aclion de f. Donc la vitesse totale imprimée au mobile pendant le temps r, par la force f-hf^ sera égale à u 4- u!.
On verra de même que si la force f agit dans le sens de la vitesse f^, et la force/' en sens contraire, laugmentation de vitesse produite par la force/ — f\ sera égale à u — u!.
Quelle que soit la nature de chacune des forces / et/', si elles sont capables d'une même vitesse u dans un même temps infiniment petit, ce sont po'ur nous des forces égales. Appliquées en sens contraire l'une de l'autre, elles ne changeront pas la vitesse du mobile, s'il est déjà en mouvement; il y aura équi-
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Ubre , $i ce point matériel est en repos ; ce qui rei^tre dans la définition des forces égales du n^ 5.
Lorsque la force qui agit sur le mobile dana le sens de la vitesse acquise, deviendra double ^ triple, quadruple,..». la vitesse quelle produira dans le temp^ r croîtra suivant la mén^e proportion, Réciproquement, quand cette force se réduira à moitié, au tiers, au quart ,.... la vitesse qui sera produite diminuera de la même manière; et, généralement, les vitesses infiniment petites produites pendant des instans égaux, dans le sens ou en sens contraire de la vitesse acquise , ou imprimées à un point matériel en repos, seront entre elles comme les intensités des forces correspondantes.
Cest sur ce principe général qu'est fondée la mesure des forces dans la Dynamique. On a coutume de le présenter comme une hypothèse; nous le donnons ici comme une conséquence nécessaire de ce • que les vitesses imprimées par des forces quelconques , dans des intervalles de temps infiniment petits, sont toujours infiniment petites, et de ce qu'en même temps les déplacemens des mobiles sont aussi infiniment petits.
î 17. Si les forces que l'on veut comparer l'une à l'autre sont des forces constantes, de sorte que chacune d'elles produise , pendant toute la durée du mouvement, des vitesses égales en temps égaux (n* 1 15), lears intensités seront entre elles comme les vitesses qu'elles impriment en uu même temps quelconque à un même point matériel. Lors donc que ces vitesses seront données par l'observation , on en conclura le rapport des forces; et, réciproquement, quand ce
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rapport sera donné à priori , ou pourra le prendre
pour celui des vitesses.
Désignons j^ par exemple, par flr et <ar' les intensités de la pesanteur à deux latiludes différentes, et supposons qu'on ait déterminé , en ces deux lieux de la terre , les vitesses g et g', acquises en une seconde par les corps qui tombent verticalement dans le vide;
on aura
^tsr : ^' :: g : g\
Le rapport de ces forces ^ et ^' sera aussi celui des poids d'un même corps, ou de deux corps homogènes et d'un même volume^ à ces deux latitudes. L'observation a fait connaître que les vitesses dues à la pesanteur augmentent en allant de Téquateur au pôle , et que l'accroissement total est à peu près ^hô ^^ ^^ plus petite. Il s'ensuit donc que le poids d'un même corps, transporté de l'équateur au pôle, augmentera de 7^, et que , pour mettre en équilibre les poids de deux corps liomogènes placés en ces deux lieux de la terre, il faudra que le volume du corps situé à l'équateur excède de -^ celui du corps situé au pôle.
Soient encore ^ l'intensité de la pesanteur dans le sens vertical , et^, sa composante suivant une droite qui fait avec sa direction un angle a. D'après la règle du parallélogramme des forces, nous aurons
^, = ^20- cos a ;
et si l'on appelle g et g, les vitesses qui seront produites dans l'unité de temps par ces deux forces constantes , agissant séparément sur un même point ma-^
tériel, la proportion
donnera aussi
Sr. = g cos et.
Si ce point matériel pesant est posé sur nn plan incliné, qui fasse avec le plan horizontal un angle égal à 90* — a, la force 47 se décomposera en deox astres, lune perpendiculaire au pkm donné et qui sera détruite par fia Tesislance , l'autre dirigée suivant ce même plan et qui sera la force ^,. C'est cette dernière force qui produira le mouvement dans le vide, abstraction faite du frottement du mobile contre le plan incliné. Ce mouvement, dû à une force constante , sera donc uniformément accéléré ; et si l'on appelle œ^ et p. l'espace parcouru et la vitesse accpise au bout du temps t, on aura
équations dans lesquelles on devra mettre la valeur précédente de g,.
Cet exemple est très propre à montrer la nécessité de connaître à priori le . rapport des vitesses dues à des forces dont le rapport est connu ; car si l'on ne savait pas déduire g^ de la vitesse g donnée par Tob* servation, et qu'il fallût, pour faire usage de ces dernières équations, déterminer aussi par l'expérience la valeur de g, qui répond à chaque valeur de l'angle et , la Dynamique se trouverait à peu près réduite à une science expérimentale.
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1 18. Pour mesurer une force variable , il faut en considérer l'effet pendant un temps infiniment petit, durant lequel on peut la considérer comme constante. Soit donc <p, dans un mouvement rectiligne quelconque , la force qui agit sur le mobile au bout du temps t, et que nous regarderons comme une cpiantîté positive ou négative, selon que cette force agira dans le sens de la vitesse acquise ou en sens opposé. Cette vitesse étant p au même instant, elle sera if + di^sLU bout du temps t-^dt} en sorte que la force (p aura imprimé une vitesse dv au mobile dans l'instant dt. Si donc on désigne par ^ une force constante et connue, capable d'une vitesse g dans l'unité de temps, et qui puisse, conséquemment, imprimer au mobile une vitesse gdt dans le temps y//, on aura
(p : ^ :: dv : gdt;
d'où l'on tire
^ ^ gdt'
Après avoir choisi arbitrairement une unité linéaire et une unité de temps, on exprimera en nombres la
constante g- et la valeur de ^ qui a lieu au bout
d'un temps donné. Cette formule fera ensuite connaître, au même instant, le rapport numérique de la force (p à la force connue cy j et si celle-ci est la pesanteur , ce rapport sera celui de la force (p au poids du mobile sur lequel elle agit; en sorte que ce point matériel étant pesant et sollicité par la force <p en sens
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contraire de la pesanteur^ demeurerait en équilibre ,
si l'on trouvait, par exemple, - —z=: i.
On simplifiera la formule pnécëdente, en prenant tsreXg pour unités ; ce qui la réduira à
du
L'unité de force sera alors la force constante qui imprimerait au mobile^ dans l'unité de temps , une vitesse représentée par l'unité linéaire, de manière que si ces deux dernières unités sont la seconde et le mètre, l'unité de force sera à peu près le dixième du poids du mobile , d'après la valeur de g du
On peut remarquer que cette mesure -j- de la
force variable (p est la vitesse que produirait, dans l'unité de temps, une force constante qui conserverait pendant ce temps la nicme intensité que la force <p pendant l'instant dt. Ainsi , dans le mouvement d'une parcelle de fer vers le pôle d'un aimant , que nous avons déjà pris pour exemple (n* ii3), la force (p dépend de la distance au pôle, et est par conséquent variable; mais si Ton suppose qu'à un instant donné le pôle recule devant le mobile , de manière que la distance de l'un à l'autre devienne constante, la force <p le deviendra aussi, le mouvement se changera en un mouvement uniformément accéléré, et l'augmentation de vitesse qui aura lieu dans l'unité de temps sera la mesure de cette force à l'instant où elle est devenue constante.
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Ed ayant égard à la valeur de € trouvée dans le n"* 1 14> on peut aussi écrire
Il suit donc de cette formule et de la précédente qu'une force a également pour mesure la vitesse qu'elle produit dans un temps infiniment petit, divi^ sée par ce temps, ou bien le double de l'espace qu'elle feit parcourir, divisé par le carré de ce même temps. Dans le mouvement uniformément accéléré, ces deux manières équivalentes de mesurer la force ont encore lieu, sans qu'il soit nécessaire cpie le temps soit infiniment petit.
1 19. Nous avons maintenant
pour les formules générales du mouvement recbligne. Elles montrent les rapports qui existent, dans un mouvement quelconque , entre l'espace parcouru , la vitesse acquise et la force qui agit sur le mobile 1 et comment ces trois fonctions du temps peuvent se déduire l'une de l'autre, soit par la différentîation, soit par l'intégration.
En éliminant p entre les deux dernières, on a
ce qui suppose qu'on prenne le temps t pour la variable indépendante, et que sa différentielle dt soit constante; hypothèse que nous ferons de même, dans
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%o«2te U suite de cet ouvrage, sans que nous ayons l>esoin de le repeter.
l^ar rélimination de 6^^, on aura aussi
2 dx
oe qui servira à déterminer (^ quand la force (p sera donnée eu fonction de a;, et, réciproquement, cette fo&xre lorsque la vitesse sera connue en fonction de Vespace parcouru.
Nous donnerons, dans le chapitre suivant, diverses applications de ces formules générales.
S II. Mesure des forces en ayant égard aux masses.
i^o. Avant de montrer comment on devra tenir compte des masses dans la comparaison des forces qui . agbsent sur des mobiles diiférens, il importe de rectifier lîne expression inexacte, que Ton emploie souvent^ et qui tient à une confusion d'idées.
Concevons qu'un corps soit posé sur un plan horizoatal, et qu'il n'y soit retenu par aucun frottement. Si je veux le faire glisser sur ce plan, il faudra néanmoins, à cause de l'inertie de la matière, que j'exerce un effort quelconque; si à ce corps on en joint un second^ puis un troisième, etc., il faudra que je déploie , pour produire le même mouvement, une force de plus en plus considérable. J'aurai, dans chaque cas, le sentiment de l'effort que je serai obligé de £iire j mais je ne devrai pas en conclure que la ma-^
tière oppose aucune re'sistance à cet effoK , et qu'il existe dans les corps ce qu'on appelle très improprement une force dinertie. Quand on s'exprime ainsi , on confond lasensation que l'on a éprouvée^ et qui résulte de l'effort qu'on a exercé^ avec la sensation d'une résistance qui n'existe réellement pas.
Lorsque le corps frotte contre le plan , il y a effectivement une résistance au mouvement horizontal , et je ne peux pas déplacer le mobile sur ce plan sans exercer un effort supérieur à cette résistance. De même y quand je veux soulever le mobile verticalement^ il y a aussi une résistance à ce mouvement^ que je dois vaincre* par un effort qui la surpasse. Dans les deux cas, je ne produirai aucun mouvenieat tant que je ne ferai pas un effort plus grand que le poids du corps, ou que son adhésion au plau horizontal ; mais si l'on ne Suppose ni pesanteur ni frottement, je mettrai le corps en mouvement^ quelque faible que soit l'effort que j'exercerai, et quelque grande que soit la masse du mobile : alors, si j'éprouve qu'il faut i^ire un plus grand effort pour communiquer le même mouvement à un corps qu'à un autre, j en conclurai que le premier se compose d'une plus grande quantité de matière que le second; et si je pouvais comparer avec précision les gran*deurs des efforts que j'aurai exercés, leur rapport serait celui des masses de ces deux mobiles. C'est sur une semblable considération qu'est fondée, ainsi que nous allons l'expliquer, la mesure des masses daprès les grandeurs des forces qui les mettent en mouvement, et, réciproquement, la mesure
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des forces en ayant égard aux masses et aux vi-
121. Deux points matériels, appartenant h des corps qui peuvent être de nature différente^ ont des masses égales ou inégales^ selon que des forces qu'on suppose égales leur impriment ^ dans un même temps^ la même vitesse ou des vitesses différentes. Supposons , pour fixer les idées , que les forces appliquées à ces deux points soient verlicfiles, et qu'après les avoir placées dans les deux plateaux d'une balance ^ il y ait équilibre. Ces forces seront égales dans celte hypothèse ; et cela étant , si les deux points sont rendus entièrement libres , et que les mêmes forces les met*tent en mouvement, leurs masses seront égales ou inégales , selon qu'ils prendront , dans le premier instant, des vitesses inGniment petites , égales ou inégales.
Lorsque, de cette manière, les masses de différens points matériels auront été reconnues égales, en ,Ies réunissant on formera d^autres points dont les masses auront entre elles des rapports quelconques. Ainsi, en appelant /jl la masse de chacun des points égaux , m e\ ni les masses de deux autres points formés de n et n' des premiers, m et m' seront entre elles comme ces nombres n et «', et Ton aura
m = «/M, m' =te lifA.
Maintenant, soient m, ^, v»', des vitesses infiniment petites, / et i des nombres entiers, et
Si deux forces f et f^ impriment aux masses m et Tïi les vitesses s^ et v^' dans un même instant , je dis quon aura
f i f- :: mp : mV.
En effet, on peut regarder la force y* comme la somme d'un nombre n de forces égales qui impriment la même vitesse v à chacun des n points égaux dont m se compose ; de sorte qu'en appelant k l'une de ces forces égales, on aura
Soit, en outre ^ h la force qui imprimerait la vitesse u à chacun de ces points égaux , pendant le même instant que la force k lui imprime la vitesse s^. Ces forces agissant sur un même point matériel-, seront entre elles comme les vitesses i^ et i^ ( n"" 1 16 ) ; et, à cause de f^= i2£, il en résultera
k^ih.
Nous aurons de même
f = n!k\ k! == Vh',
en regardant f^ comme la somme de n' forces k' capables d'imprimer la vitesse p' à chacun des points égaux dont se compose m\ et appelant h' la force qui imprimerait à chacun de ces mêmes points la vitesse u. Or, h et V étant des forces capables d'imprimer dans un même instant une même vitesse u à deux points égaux en masse, savoir, à deux des points dont la masse commune a été représentée par fjL , il suit de ce qui précède qu'on doit avoir A'=A. D'après
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les équations précédentes, on aura alors
/= inh, f=i'n'h; .
et, en ayant égard anx valeurs de m, m', i^, </, il en résultera la proportion qu'il s'agissait de démontrer. i:>3.Cela posé y considérons un corps de grandeur et de forme quelconques , dont tous les points décrivent des droites parallèles , avec une vitesse commune qui peut d ailleurs varier avec le temps. Parta- . geons ce corps en une infinité de points matériels égaux en masse, tels qu'on vient de les définir. On pourra attribuer le mouvement de tous ces points à des forces qui seront égales et parallèles dans toute rétendue du mobile ; leur résultante, pour une partie quelconque de ce corps , sera égale à leur somme, et appliquée au centre de gravité de cette même partie. Les forces correspondantes à deux parties quelconques seront donc entre elles comme leurs masses; par consécpient, si l'on appelle y la force totale qui agit sur le mobile , m sa masse, et (p la force qui répond à une partie de cette masse prise pour unité , on aura
/= 'Wip.
Quant à la force <p^ elle sera proportionnelle à l'accroissement de la vitesse des points du mobile pendant un temps infiniment petit; et si l'on appelle u cette vitesse au bout du temps t, on pourra prendre pour sa mesure, comme dans le n** 1 18,
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Il en résultera donc
/dv
pour l'expresuon de la forùe dans ttn itiouTéiBent quelconque, en ayant ëgan) à la tnasse du kiiobile , et .supposant tous s^s points animes d'une même vi-
Cette force f^ qui est la résultante ou la somme des forces infiniment petites qu'on peut supposer ap« pliquées à tous les points dont le corps est composé, se nomme force tnotfiùe; le fecteur cp de sa valeur mp s'appelle force accélératrice^ et n'est autre chose que la force motrice rapportée à Tunité de masse.
La force motrice se change en une pression lorsque la masse sur laquelle elle agit est appuyée contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction, tlne près* sion et une force motrice ne diffèrent donc l'une de l'autre qu'en ce que 1^ vitesses infiniment petites qu'une pression tend à produire sont incessamment détruites par la résistance du plan fike qui la supporte , tandis que celles qui sont effisctivement produites pendant chaque instant par la force motrice s'accumulent dans le mobile , et qu'il en résulte une vitesse finie après un temps fini. Deux pressions sont eutre elles cttiiFime les masses multipliées par les vitesse infitiiihént petites qu'elles tendent à leur imprimer dans un même instant , et qu'elles leur imprinneraient, en effet, si ces masses étaient libres.
123. Si le mouvement commun à tous les points d'un mobile est uniformément accéléré, et qu'on appelle g l'augmentation de vitesse qui a lieu dans
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cha<|ue xinitfl ^9 teaipâ^ on a
^=^, fz=zmg.
Pcmr une «iitre (orée constante f, agissant sur une niasse m', et produisant une vitesse g' dans Tunité de UmfSf on a«ra de même
Or, Tobsenration a prouré que deux coips pesans, quelle que soit la différence des matières , acquièrent la méfue vitesse en tombant dans le vide pendant un même intervalle de temps. Dans le cas de la pesanteur > on a donc g= g'; et, consëquemment, Jes poids /etf'éd deux corps quelconques sont «nire enx comme lenrs masses m et n/, ainsi que nous l'avons supposé dans le n^ 60. Le seul fait, constaté par une expérience journalière , que des corps hélérogëDCS ont des poids égaux sous des volumes différons, ne suffisait pas pour décider â leurs masses sont égales ou inégales; il fallait savoir, de pins, que la pesanteur leur imprime le même mouvem«:it, pour ponvoir conclure, de l'égalité des poids, l'égalité des quantités de matière.
iie poids :d'un corps peaaiat qui tombe dans le vide est sa fonoe motrice, et ia pesanteur est sa force accélératrice. Pour abréger , on appelle souvent pesan^ leur ou gramté la vitesse g, qui n'est que la mesure àe cette f^roe.
ia4« & ^es forces données agissent à la sur&ce ou sur d'autres parties d'un corps scJide, et qu'il en résulte pour tous ses points des vitesses égales et pa-
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rallèles, il faudra qae ces forces aient uoe rcsultanfe ' unique , qui coïncidera, en grandeur et en direction, avec la force motrice , telle qu'on vient de la définir, et dont on déduira la force accélératrice en la divisant par la masse entière du mobile.
Supposons, par exemple, qu'un corps pesant tombe dans Tair , dans l'eau, ou dans tout autre fluide, et que sa forme et sa densité, s'il n'est pas homogène, soient symétriques autour d'un axe vertical. Il est évident que tout étant semblable autour de cet axe , tous les points du mobile décriront des droites verticales ; ce qui exige ^ puisqu'il s'agit d^nn corps solide, qu'ils aient tous la même vitesse à chaque instant* La résistance du milieu , qui s'exerce à la surface de ce corps , se réduira donc à une force dirigée suivant son axe de figure. Je désignerai par R son intensité à nn instant quelconque , par 4 1^ partie correspondante de la force accélératrice du mobile, et par m sa masse ; on aura alors
Comme cette force agit en sens contraire de la gravité pendant la chute du corps, la force accélératrice totale sera g — 4. Si le mobile était lancé verticalement de bas en haut , les deux forces agiraient dans le même sens, et la force accélératrice totale serait négative et égale à — g — %|/.
La théorie de la résistance des fluides est encore trop peu avancée pour qu'on puisse déterminer, à priori, la valeur de R , laquelle peut dépendre de la vitesse (^ dont le mobile est animé, de sa forme, de
U densité et de la.nature du fluide* Le plus commuoément, on la suppose proportionnelle au carre de u > et à la densité du fluide , que je représenterai par p , de sorte que Fou. a .
a- étant un coefficient qui ne peut plus dépendre que de la forme et des dimensions du corps , de la nature du fluide y liquide ou aériforme ^ et de sa température.
Dans lè cas d'une, sphère ^^ on regarde le coeffî-^ cient a- comme proportionnel à sa surface ou au carré de son diamètre. En désignant donc par r son rayon ^ et par D sa densité , de sorte que sa masse soit
m = ^Dr^
il en résultera
~ Dr
y désignant un coefficient numérique qui sera le même pour toutes les sphères , et dont la yaleur devra être déterminée par Texpérience pour chaque nature de fluide. A cause que cette quantité 4 ^^^ ^^ là même nature que g, il s'ensuit que si l'on désigne par k une vitesse donnée, il faudra qu'on ait
Dr k^
afin que l'expression de 4 prenne la forme
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Gonfbimémeotaa principe de rhomOgéûéîf ë des qnait* tités (n** a5).
135. Une même force constante^ agissant sticcessivement sur des masses difTéreûfeSy produira des mouyemens uniformément accélérés p dans lesquels la force accélératrice , ou l'accroissement constant de la vitesse dans chaque unité de temps ^ sera en raison inverse de la masse.
Ainsi ^ par exemple^ y étant le poids mg d'une masse m , si Ton suspend cette masse à l'extrémité d'un fil qui soit attaché par son autre bout à une autre masse m* posée sur un plan horizontal , il est 'évident que ces deux masses prendront un même mouvement uniformément accéléré ^ et d& à la force motrice f, abstraction faite du frottement et du poids de la partie verticale du fil. Si donc on appelle g' la force accélératrice de ce mouvement , on aura
ou^ ce qui est la même chose j^ g' = g cas et,
en désignant par a Un angle tel que l'on ait
m = (m + m!) cos a.
Par conséquent , le mouvement dont il s'agit sera le même que celui d'un corps pesant sur un plan incliné, qui fait l'angle a avec la verticale (n* 117).
Tous les corps étant mobiles et susceptibles de prendre des vitesses en raison inverse de leurs masses.
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lorsqu'ils sopit soumîiSy {ico^nt un mét»e t^«p$, à- Vaetiaii d'pne même fprcfl » il ç'ea^uit qu'il u'es^iste P9S 4^ corps iroell^inejit^^/ ceux qu'où appelle ainsi i^oat des carp9 qui oat dé très grfmdes lu^^te p;^r rapport % <;el}^s dont dapead^ot 1^ forces motrices qu'on leur applique > et qui ne reçoivent, cpnséquemmenti d^ l'açti^a^ ^ ces forces que des vitesses extrêmement petites. A Ifi surface de }k t^rre, ce soBijt le^ corps i^ttadiés k cette surface qui ne font qu'une se^le m^sse avec celle du globe terrestre; et y en effets en prenant cette masse pour ^' dans r^emple précisent, on voit que la vitesse g' qui lui seii^ imprimée dans l'unité de temps, pat un poidfs mg correspondaut k une masse ni de gran-p deux ordinaire p pourri» é(re regairdée comme tout-^r ftit iu^p§il^.
iâ6* Qp ^ coutume d'appeler quantité de mbu^ wn^nt dun corps le produit de sa masse par sa vitesse. Four Wà conformer à l'usage , j'emploierai cette expre^n , à laquelle il sériait toutefois plus ciorrept die sù}>9tituer ceÛe de quantUé de vitesse ^ puisque c'est la vitesse qui réside dans, le mobile , et que le mouvement n'eu est qu'un effet subséquent.
Il n'y a auaine force qui produise instantanément une quantité finie de mouvement. Le choc d'un corps solide en mouvement contre un corps solide en repos imprime à celui-ci^ dans un temps très courte mais non pas infiniment petit, une vitesse qui peut être ipi^tief<^ tr^ ^^d^j et, pendant cet inter^ valle de tei^ips, les 4&ux <^rp^ a^ s0 déplacent pas sensiUement. Quelque durs qu'on les suppose, ils se corn-
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priment toujours un tant soit peu; la vitesse passe de Tun à Tautre par degrés infiniment petits ; et si l'on fait abstraction de Tëlasticité de ces deux corps, leur action mutuelle cesse dès qu'ils ont des vitesses égales. Cette communication rapide de la vitesse , sans déplacement sensible des masses^ est ce qu'on appelle une percussion ou une impulsion; elle équivauty comme on voit, à une force motrice agissant, pendant un temps très court, avec une très grande intensité.
En considérant ainsi la percussion comme la somme des actions infiniment petites d une force motrice, on en conclut qu'elle se décompose en deux autres per- (eussions , suivant des directions données, par la règle du parallélogramme des forces , comme chacune de ces actions successives. Si, par exemple, on exerce sur la tête dun coin une percussion normale que j'appellerai F, elle se décomposera en deux autres percussions perpendiculaires à ses deux faces; et si l'on représente par Q et Q^ les deux composantes , par K et K' les longueurs des faces auxquelles elles répondent, et par H celle de la tète du coin , il est aisé de voir qu'on aura, d'après la règle citée,
Q': P :: K' : H;, d'où l'on tire
Ainsi, en supposant que cette percussion P provienne d'une masse m qui vient frapper la tête du coin avec une vitesse a, ^es deux faces , ou plutôt les obstacles.
fixes contre lesquels elles s'appuient , seront dans le même cas que s'ils étaient frappés noiifnalement par la même masse m ^ animée de vitesses proportionnelles à leurs longueurs, et exprimées par ^
137. Si un corps solide en repos est frappé à la ibis, en sens opposés, par deux autres corps dont les niasses sont m et m\ et les vitesses p et (^'; que ces trois corps soient symétriques autour d'un même axe quant à leur forme et quant à leur densité , et que tous les points des deux derniers se meuvent parallèlement à cette droite, leurs percussions sur le corps intermédiaire se feront équilibre , lorsque les quantités de mouvement msp et m V seront égales, c'est-ie-dire que ces quantités de mouvement passeront, pendant un temps très court, dans le corps intermédiaire, et s'y détruiront sans que ce corps soit défdacé d'une' manière sensible.
L'équilibre' aura lieu également si Ton supprime le corps intermédiaire, et que la communication de la vitesse se fasse immédiatement entre les deux autres corps. Ainsi, deux corps solides qui vont au-devant l'un de l'autre se réduisent au repos, abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viennent à. se choquer, et que leui^ masses sont en raison inverse de leurs vitesses; et, réciproquement, les produits des jooasses et des vitesses sont égaux quand il y a équilibre dans le choc de deux corps solides. On suppose ici, comme on vient de le dire, les deux mobiles symétriques autour d'une même droite , et les vitesses
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de tQi;^ Içurs pointe parallèles^ à cette droite, laqaeHê est c?l|e qui passe par lea centres de gravité des deux ma^s^ç. L^ condition d'équilibre dans le ciios de ces corps est donc l'égalité de leurs quantités de mouve^ nient, ou l'équation
m et /»' étant le^rs iQ^psps^ et p et i^' leurs vitesses. Nous déterininerons pai^ la |M|it^ ]^s mouvemens qui auront lieu après le choc, quand cqs conditions rela*tiyes aux grandeurs et à la direction dbs vitesses, et à la forme des niol>iles, ne serobt pas renipUes, ou bien quand on aura égard k leur élasticité»
Il résulte de cette loi de l'équilibre dans le dioo que la percussion fournirait le moyen le plus direct de mesurer la masse des corps. On imprimehiit une vitesse connue a k tous les points d'un corps dont la masse serait prise pour unité; et si Vùn pouvait dé*^ terminer exactement la vite^e i^ dont tous les points d'un autre corps devraient être animés , pour qu'il fît équilibre au premier, en le choquant en sens Gon^* traire de son mouvement, la masse de ce second corps aurait alors i>our valeur numérique le rapr*
port -; mais il est inutile de dire que ce moyen est
impraticable, et que c'est toujours aux poids des corps qu'il faut recourir pour mesurer leurs massues. Il s'ensuit aussi que deux percussions, exercées sur un corps solide, devront être régardées comme léqiil*^ valentes^ lorsqu'elles répondront à des quantités égalea de mouvemeat; en sorte que, dans l'exeniplè du
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numéro précédent ^ la tète et les deu faces du coin éprouveront les mêmes effets^ ou seront frappées avec la même! énergie > si la masse m et la vitesse a sont retnplaeées par une masse m' et une vitesse a!, telles que Von ait ma as mV.
138. Lorsque deux percussions^ provenant de vi* tesses en raison inverse des masses, seront exercées simultanément sur les deux plateaux d'une balance , il y aura équilibre; la balance remplaçant ici le corps intermédiaire que nous avons considéré dans le numéro précédent. Ce cas sera , par exemple, celui de deux corps pesans, dont les masses sont m et m', et qui tombent au même instant sur ces deux plateaux, après avoir acquis des vitesses (^ et v% telles qu,e Ton ait mif:=imV.
Si la masse m est en repos dans Fun des deux plateaux, son poids y exercera une pression qui sera génér^leâient vaincue par la percussion dé Tautré masse; mais il n'est poiôt exact de dire, comme on le &ît otdinairement, que cela aura toujours lieu, quelque grande que soit la pi^ssion dans son es-* pèce, et quelque petite que soit la percussion dans la sienne.
En effet, on peut rempliicer la percussion de m! par une force motrice agissant sur lun des deux plateaux sans le déplacer sensiblement, pendant un temps très court que je représenterai par r. En désignant par m^udt la quantité infiniment petite de vitesse dont cette force variable est capable pendant
rinstant dt, le produit m' f^udt sera la quantité
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de vitesse qu^eUe communiquera à la balance pendant le temps r. Fendant ce- même temps ^ le poids de m produira une quantité de mouvement exprimée par mgTy en représentant par g la gravité. Pour qu'il y ait équilibre dans le système, il faudra donc que l'intégrale / udt soit toute la vitesse v' dont la masse
m! est animée à Finstânt où la percussion commence ^ de sorte qu'il ne lui reste plus aucun degré de vitesse quand le choc est fini; et, cela étant , il suffira
que les quantités de mouvement mgr et m' l udt ^
imprimées en sens contraire à la balance pendant la durée du choc , soient égales entre elles. La condition de cet équilibre sera donc exprimée par Té-quation
mV = mgr ;
et selon qu'on aura , au contraire , mW > mgr ou m^v* <^mgr, ce sera la percussion qui l'emportera sur la pression, ou la pression sur la percussion. Or, quoique le temps r soit extrêmement petit, ce dernier cas est possible , en supposant la masse . m suffisamment grande à l'égard de m': pour qu'il fût impossible, il faudrait que la durée de la perçus* sion fut infiniment petite ; ce qui n^a pas lieu dans la nature.
La Dynamique sera une application continuelle des principes que nous avons exposés en détail dans ce chapitre , et dont il est nécessaire . de se former une idée précise , avant d'essayer de résoudre les difr férens problèmes relatifs au mouvement des corps.
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CHAPITRE n
EXEMPLES DU MOUVEHEirr REGTIUGNE.
129. D'après ce qu'on a vu dans le n° iig, les équations du mouvement rectiligne.d'un point matériel sont celles-ci :
ds ^ àif ^ d*x f V
dont la dernière est une suite des deux autres , et dans lesquelles on a désigné , au bout d'un temps quelconque t y par x la distance du mobile à un point fixe de la droite qu'il décrit, par (^ sa vitesse acquise, et par ^ la force qui le sollicite ; (p étant une quantité positive ou négative, selon que cette force agira dans le sens ou en sens contraire de la vitesse v. Ces équations s'appliqueront non-seulement à un point matériel isolé , mais aussi à un corps solide de grandeur quelconque, dont tous les points décriront des droites parallèles, et auront, par conséquent, un mouvement commun : <p sera alors la force accélératrice, égale à là force motrice divisée par la masse du mobile.
La valeur de ^ sera donnée dans chaque problème; et la question consistera à en déduire , par l'intégration , les expressions de (^ et a: en fonctions de t. Elles contiendront deux constantes arbitraires, dont on déterminera les valeurs d'après celles de a: et (^ à l'ori-
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gine du mouvement, qui devront être données dam chaque exemple. Dorénavant, nous supposerons toujours que Ton compte le temps t à partir de cette origine ; en sorte que les valeurs données de or et v répondront à fssso.
L'intégration ne sera généralement possible sons forme finie, que quand ^ ne dépendra, comme nous le supposerons dans les exemples suivans, que d'une seule des quantités t^sf^x. Lorsque la valeur donnée de <p les contiendra toutes trois, ou deux seulement, les valeurs de a? et p ne pourront s exprimer que par les séries.
i3o. Supposons d'abord que la force ^ soit constante , et qu'il s'agisse , par exemple , du mouvement vertical d*un corps qui tombe dans le vide en vertu de la pesanteur.
En désignant cette force par g, nous aurons
d'où Ton tire
et, par eonséquent,
P* = a^ar,
«n supposant que la distance x soit comptée du point 4e départ du mobile, et que la vitesse initiale soit nulle, de satXe qu^on ait xsso et P£=o, quand ^ ==: o.
Si Ton appelle a la vitesse acquise eu tombanl d'une hauteur A, on aura
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ce qui f^nmit une expression commode d'ane vitesse qiiel€!(>nqae , au moyen de la hauteur d'oà un corps pesant devrait tomber pour l'acquérir^ et de la vitesse constante g. Le temps de la chute de cette hauteur h étant représenté par B, on aura aussi _
^ leeorpd est lancé verticalement de bas en haut ^ réquation de son mouvement dans le vide sera
g étant la même vitesse constante que dans le cas précédent y parce que l'on suppose Faction de la pesanteur sur les corps en mouvement^ indépen*^ dante du sens dans lequel ils se meuvent^ aussi bien que de la grandeur de leur vitesse. En supposant que a soit la vitesse initiale ^ on en déduira
v = a— g^, x = at — igt%
pour la vitesse et l'espace parcouru à un instant quelconque. Il est évident que le mobile s'élèvera jusqu'à ce que cette vitesse soit nulle. Si donc on appelle 9' le temps de son élévation, et h' la hauteur à laquelle il parviendra, on aura
et comme ces valearo coïncicient avec celles de ^ et h
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du cas précédent , on en conclut qu'un corps pesant ^ lancé de bas en haut avec une vitesse a , s élève dans le vide à la hauteur d'où il devrait tomber pour acquérir cette même vitesse ^ et que le temps de son élévation' est le même que celui de sa chute.
Communément on appelle 7i la hauteur due à la vitesse a, et , réciproquement ^ a la vitesse due à la hauteur h.
i5i. Soit que. le mobile, monte ou descende , il suffira , pour former les équations de son mouvement sur un plan incliné , de mettre dans les précédentes g cas A k la place de g ^ en désignant, comme dans le n» 117, par a le complément de l'inclinaison du plan donné sur un plan horizontal.
Dans le cas de la chute , on aura donc
i;=g«cosa, xz=igt^cosa, p* = 3gxcosa;
mais en appelant l la longueur du plan incb'né , et h sa hauteur , on a
' h = Icosa;
si donc on indique par k la vitesse acquise par le mobile 9 quand il aura parcouru toute cette longueur^ on aura
A:* = 2glcosa = 2gh;
ce qui montre que cette vitesse k est la même que si le mobile fût tombé par la verticale h.
Soit ABC (fig. 34) la circonférence d'un cercle dont le plan est vertical. Supposons que AB représente son diamètre vertical, et cherchons, d'après les équations précédentes , le temps qu'un point ma-
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tiériel pesant emjJoiera à parcourir la corde AC^ aboutissante à l'extrémité supérieure de ce diamètre. En abaissant du point C la perpendiculaire CD sur AB ^ on. anra^ dans ce cas^
AC = Z, AD = A
mais si Ton désigne par 8 le temps demandé , on aora
/==igÔ*cosa = ^;
d'après une propriété connue du cercle, on a d'aillears
en appelant b le diamètre AB ; d'où l'on conclut
Or^ ce temps est le même que celui de la chute par une hauteur verticale & ; il en résulte donc que la corde AC sera parcourue dans le même temps que le diamètre AB.
On trouvera le même résultat , en considérant le mouvement sur la corde CB qui abcmtit a l'extré* mité inférieure de AB, et sera aussi parcourue dans le même temps que ce diamètre vertical.
Ce théorème, indépendant de la longueur de la corde parcoure, subsistera encore lorsqu'elle deviendra infiniment petite ; ce qui tient à ce qu'en même temps la composante de la gravité, qui agit suivant cette longueur, ne sera plus une quantité finie. i3:2. Considérons actuellement le mouvement d'un I. 16
corps solide pe^nt qui tombe ou qui est lancé de
bas en haut dans un milieu résistant , et dont tous
les points décrivent des droites verticales. Four que
la force accélératrice ne dépende que de la vitesse ^
nous supposerons que le milieu ait partout la même
densité.
Dans le cas de la chute ^ on aura
«P=ff—fr,
en supposant la résistance proportionnelle au caiTe de la vitesse ( n^ 124 ) » et désignant par k une vitesse constante et donnée. Cette valeur de pétant une fonction de i^^ il faudra faire usage de la seconde équation (i), et Ton en déduira
En intégrant et supposant nulle la vitesse initiale^ de sorte qu'on ait (^ = o quand ^ = o , il en résulte
et , réciproquement.
d'où
Ton
tire
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Je désigne ici par e la base des logarithmes népériens^ et par log un logarithme de cette espèce. Il en sera de même dans toute la. suite de cet ouvrage; ce qui n'empêchera . pas d'employer quelquefois la lettre e à représenter d'autres quantités , dans des formules où la base de ces logarithmes n'entrera pas. Elle a pour valeur approchée
et celle du module constant par lequel il faut multiplier le logarithme népérien d'un nombre quelconque, pour en déduire le logarithme ordinaire de ce nombre, est
A cause de dlr = ^^dt , on aura
^ = 7logiVe*+e *;, (3)
en intégrant et supposant a;r=: o quand ^ = o. On a aussi
^ = i^*^g5Fz:7?> (4)
et , par conséquent ,
pour la valeur de x en fonction de v.
i33. Ces formulies renferment la solution complète du problème. On en déduit cette conséquence, que le temps augmentant sans cesse , le mouvement
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a{>prOcbe de plus eti plus de l'uniformité ^ et qu'il est sensibleitient uniforme quand la vitesse g^» produite par là pesanteur > eât devenue très grande par Tapport à k. En effet) en négligeant alors lexponen-'
tielle e , qui est une très petite fraction ^ on a
ç=zky ^ = o, x = A^— — loga.
La résistance du fluide étant une force qui s'exerce à la surface du mobile, la force motrice qui en résulte est indépendante de la masse y et serait la même, soit que le mobile fut formé d'une matière très dense, soit qu'on enlevât la matière intérieure, et qu'on le réduisit h une enveloppe très mince. Or, la force accélératrice se déduisabt dô la forte motrice, en la divisant par la masse du corps, il s'ensuit que la première ►de ces deux forces sera, toutes choses d'ailleurs égales, en raison inversé de cette masse, et, par conséquent, k en raison directe de sa racine carrée. C'est pour cela que le mouvement final , dans un milieu Vésistant , est le plus rapide pour le corps pesant doht la densité est la plus grande; la forme et l'étendue de la surface restant les mêmes.
Quand la densité du milieu est très faible par rapport à celle du mobile , la quantité k est très grande; et ce n'est qu'après un temps très long que le tnoti^ vement peut approcher de l'uniformité» Ta&t que la viteës^î gt ik'ést pas devenue très considérôble, on a, en séries convergentes >
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«t Içs formules (a) et ($) (jf^evienoent *'=g< — 3jï + etc.,
Elles se réduisent^ comme cel^ doit être, à ççMes du mouvement uniformément accélère, lorsque la densité du milieu est tout-à*fait nulle , ce qui rend la quantité k infinie.
i54« Dans le cas où le mobile est lanqé de bas en haut 9 on a
Si sa surface supérieure est la tiiême que sa surface inférieure, la coiistante k $çra a«ssi la même que dans le cas de la chute; mais si ces deux portions de surface sont différentes, les valeurs de k le seront également; et, par exemple, s'il s'agit d'un cône dont la base soit horizontale^ la quantité k sera beaucoup plus grande ou beaucoup plus petite dans son mouvement ascensionnel que dans sa chute,, se]^.qp^ soi^ sommet sera situé Q4;i«-clessus ou au'^dessous de sa base. Pour fixer les idées , je supposerai que le mobile soit
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une sphère homogène; en appelant rson rayon ^ D sa
densité et p celle du milieu^ on aura alors (n^ 124)
y étant une constante qui ne peut plus dépendre que de la nature du milieu ^ liquide ou fluide aériforme, et de sa température.
En substituant cette valeur de (p dans la seconde équation (i)^ on aura
kdv gdt ^
et en intégrant et désignant par a la vitesse initiale du mobile, il en résulte
arc(tang = 0=arc(tang = j) — p
La valeur de \> qu'on en déduit peut facilement s'écrire sous jia forme :
k Caco^^ — k sin^ J
En multipliant par dt et intégrant de nouveau, de manière qu'on ait a:=o quand ^=0, on en conclut
a: = — log(5sinÇ+cosÇ).
On aura aussi
k^s^dv
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s% ^ par conséquent;
Si l'on fait j=a; etquel'onsuppose ensuite a =o^ pour appliquer ces formules au cas du vide, elles se présentent sons la forme -; et^ par la règle ordinaire^ on trouve 9 comme cela doit être,
résultat qu'on obtient aussi par le développement en série 9 comme dans le numéro précédent.
i35. Appelons Ma plus grande hauteur à laquelle le mobile parviendra, et qui répond à (^ = o; nous aurons
Soit aussi 6, le temps qu'il emploiera pour y parvenir; sa valeur sera
e. = |arc(tang = 0
Parvenu à cette hauteur, le mobile retombera, et son mouvement sera exprimé par les formules du no iSs. Si l'on représente par a' sa vitesse, lorsqu'il sera retombé de toute cette hauteur^, on aura, d'après l'équation (4),
en égalant cette valeur de ^ à la précédente, on a
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et, par conséquent.
tf
d'où l'on coaclut a' *< a; en sorte que la vitesse du mobile, quand il sera revenu à son point de départ, se trouvera moindre que sa vitesse initiale.
Soit aussi â' le temps de la chute totale, lequel répondra a ^z=za'. On aura
fl' = ± log *±4, ai? ^ k — a *
OU bien, en mettant pour af sâ valeur,
valeur différente de celle du temps 6, de 1 élévation. En multipliant par \/a^ +k* — £Z, le numérateur et le dénominateur de la fraction comprise sous le le* garithme, on aura, plus simplement,
fl' = A log *
et si Ton appelle fl le temps total 8' + 9, de l'allée et du retour du projectile, on en conclura
f=^rc(tang=0 + logp,=^==--..
Si le mobile est un boulet lancé dans l'air par un canon vertical, on pourra, malgré la rapidité de ce mouvement, mesurer le temps fl avec quelque précision; et si Ton connaît, en outre, la vitesse de pro-
jection a, Féquation précédente servira à déterminer la valeur de k^ relative au rayon r du boulet. En désignant par hf ce que devient k par i^pport à un autref boulet de la même matière et d'un rayon K, on aura
d'après Fexpression de A:* du numéro précédent*
i36. Dans le cas où Ton fait abstraction de la pesanteur^ et où Ton suppose la résistance du milieu proportionnelle à une puissance de la vitesse dont l'exposant est moindre que l'unité^ la solution du problème présente une singularité qui mérite d'être remarquée.
Supposons qu'on ait, par exemple,
g et A: étant toujours la gravité et une vitesse constante et donnée. L'équation du mouvement sera
en en tirant la valeur de ^dt, intégrant et désignant par a la vitesse initiale , il vient
g^= \/k{\ra — \/v),
et, par conséquent.
En multipliant par dt^ et intégrant de nouveau, de
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sorte qn'ou ait x=:o quand tsizo, on trouve
pour Fespace parcouru à yn instant quelconque.
D'après la valeur de v', la vitesse diminue depuis l'origine du mouvement jusqu'à l'instant qui répond
à tz=:^ — ; à cet instant, la vitesse est nulle: au-
delà 9 le mouvement continue dans le même sens qu'auparavant y et la vitesse augmente indéfiniment. Mais la vitesse étant nulle à un certain instant^ la force accélératrice est nulle en même temps; par conséquent^ le mobile doit s'arrêter à cet instant et demeurer en repos. Or^ il faut remarquer que l'équation du mouvement admet une solution particulière i^=o; en sorte que sa solution complète est l'ensemble de son intégrale et de cette équation (^=so; il s'ensuit donc que le problème est résolu depuis
^ = o jusqu'à t = , par l'intégrale de l'équation du mouvement^ et au-delà de cette valeur de t^ par la solution particulière. Pendant le premier intervalle de temps, le mobile décrit, d'un mouvement continuellement retardé, une ligne égale à
, à l'extrémité de laquelle il s'arrête et demeure
en repos.
Cet exemple; purement hypothétique, suffit pour montrer la nécessité d'avoir égard aux solutions particulières des équations différentielles du mouvement,
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s'il en existait; ce qui n'arrive pas réellement^ diaprés les expressions des forces en fonctions de la vitesse acquise et de l'espace parcouru , qui ont lieu dans la nature.
137. Donnons maintenant des exemples de mouvemens dans lesquels la forcé accélératrice variera avec l'espace parcouru.
Le cas le plus simple a lieu^ lorsqu'il s'agit d'un point matériel attiré vers un centre fixe, en raison directe de la distance à ce point, qae l'on suppose situé sur la droite que ce mobile décrit. An bout du temps t, soitjz cette distance; à une distance donnée a, supposons que la force accélératrice soit égale à la gravité g; on aura, d'après la loi donnée,
pour sa valeur à un instant quelconque. Si a: est l'espace parcouru au même instant, et que le mobile soit parti du point situé a une distance c du centre d'attraction, en se dirigeant vers ce centre, on aura aussi
dz X = C - z, ^ = - 57.
et la troisième équation (i) deviendra
d? — u^' Son intégrale complète est
z = A cos ^ y/^ + B sîn t y^;
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A et B désignant les deux constantes arbitraires, Ea supposant nulle la vitesse initiale du mobile, on aura h la fois
dz
t = o, z :=z c, 57 = o; d'où l'on conclut
et, par conséquent,
z sm c cos t %/^.
Cette formule montre que la distance z sera nulle ou que le mobile atteindra le centre d'attraction, ^u bout d'un temps indépendant de la distance c de $on
point de départ, et égal à - tT l/- : il fera ensuite,
de part et d'autre de ce centre, des oscillations dont l'amplitude et la durée constantes seront cette distance c et ce temps - tt l/-*
1 58. Pour un autre exemjde , considérons le mouvement d'un corps pesant dans le vide; nous supposons qu'il tombe d^une asâez grande hauteur pour qu'on doive avoir égard , pendant sa chute , à la variation de la pesanteur.
"Soient BAE (fig. 55) un grand cercle vertical de la terre, D le point de départ du mobile dans ce plan, M sa position au bout du temps t, sur la droite DC qui aboutit au centre C de la terre , et rencontre en A sa surface. Appelons r son rayon CA , A la hauteur AD, X l'espace DM parcouru par le mobile, z sa.
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distance CM au centre C; en sorte qu'on ait
z c=s r -+■ ^ — or.
La force accélératrice ç sera la pesanteur au point M; en la désignant toujours par g à la surface de la terre,^ c'est^àniire, au point A ^ et supposant que son intensité varie en raison inverse dti Carré de la distance au centre C^ on aura donc
(p : g :: r" : 2*; d'où Ton tire
au moyen de quoi la troisième équation (i) de-' viendra
Je multiplie ses deux membres par 2da:; j'intègre ensuite; puis je détermine la constante arbitraire
. dx de manière qu'on ait ^ =o, quand /= o; il vient
d^ dl*
ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mobile^ à ulie distance quelconque jc de son point de départ. Au point X, où iW a a> =A, cette vitesse sera
v-^* n/ttâ'
et, par conséquent, moindre, comme cela devait être, que si la gravité avait» dans toute la hauteur h, la même intensité qu'à la «urface.
L'équation précédente donne
2^r* , (r + h — x)dx
Or^ en comparant cette équation différentielle à l'équation (a) du n^ 73, on voit que si Ton construit une demi-cydoïde DOC^ qui ait son sommet au point D et son origine au point 0 , situé sur la perpendiculaire CO h la droite Q) , et dont le cercle générateur ait pour diamètre cette droite Q) égale à r ^ h; que Ton mène ensuite par le point M une perpendiculaire MN à la droite DC^ qui rencontre la cycloïde au point N, on aura
MN
en sorte que l'ordonnée MN du point N fera connaître le temps ty employé à parcourir l'abscisse DM, et réciproquement. Sous forme finie, on aura
en intégrant, et en observant que xz=: o quand ^=0. Lorsque la hauteur h et, conséquemment, la distance X, seront très petites par rapport à r, cette formule devra différer très peu de celle qui répond à la pesanteur constante. En effet, on a
c«=-FTÂ-)="<«'^= FTÂ — r^
le sinus étant très petit, on peut le prendre à la place de l'arc; ce qui rend d'abord le second terme de la
^igitized by
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formule précédente égal au premier. On peut aussi mettre le rayon r au lieu de r-f- *— ^; et réduire^ par conséquent, leur somme à a \/rx*y et, de cette manière, la formule dont il s'agit deviendra
ou simplement
^ = xë^^f en négligeant h par rapport à r.
Je me contenterai d'indiquer, comme exemple de calcul, le cas où le mobile soumis à une pesanteur variable est lancé de bas en haut; et, pour dernier exemple du mouvement rectîligne, je vais considérer le naouvement d'un point matériel attiré vers deux centres fixes, situés sur la droite qu'il décrit.
iSg. Soient A et B (fig. 36), les deux centres d'attraction , M la position du mobile au bout du temps f , et D son point de départ. On suppose , pour fixer les idées, que le mouvement a lieu entre les deux centres d'attraction , et de A vers B ; Élisons
DM = a:, AM=:z, AD = a, BM = c-— jz;
en sorte que x soit l'espace parcouru , z la distance du mobile au point A, a la distance initiale, et c la longueur de la droite AB. En supposant toujours les attractions en raison inverse du carré des distances, et désignant, à l'unité de distance, par a^ et b^ les intensités des forces qui émanent des cen-
très A et B , nous aurons — et r-^Tt; pour leurs
intensités quand le mobile est en M. La force accélératrice 9 sera l'excès de la seconde force qui tend à augmenter l'espace x ^ sur la première qui tend à le dimiauer; donc, à cause de dx=:zdz, on aura
dt' — {c — zy i^ ' W
pour ce que devient la troisième équation (i) ^ ^^7
pour la vitesse i^ du mobile au point M.
En multipliant l'équation (a) par 2dz et intégrant^ on a
y étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , je désigne par À: la vitesse initiale qui répond à z=et; on aura
£n retranchant cette équation de la précédente, il en résultera
£=*■+ ^-dn- —)— -G-D» M
ce qui fera connaître la vitesse du mobile, dans une position quelconque entre les deux points A et B.
i4o. Il y a, sur la droite AB, un certain point C^ dans lequel les deux forces d'attraction sont égales; en sorte que si l'on y plaçait le mobile , ou qu'il j parvint sans aucune vitesse acquise ^ il 7 demeurerait en équilibre. En appelant h la distance AC, on a
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(c — hy h*'
On tire de là deax valeurs de h, dont l'uue appartient au point C situé entre A et B ^ et Fautre à un point situé sur le prolongement de ÂB^ du côté du centre de la moindre attraction.. lia première de ces deux valeurs est
4ZC
Appelons f la plus petite vitesse initiale qu'il faut imprimer au mobile pour qu'il arrive au point C , de sorte que ^ parvenu à ce point , sa vitesse soit nulle ; on aura à la fois
et , en vertu de l'équation (c) et de la valeur de A , . il en résultera
Si la vitesse initiale k est moindre que^^ le mobile retombera sur A ; si elle est plus grande , il dépas-sera le point C^ et ira tomber sur B. Dans le cas de k =y^ le mobile emploierait un temps infini à atteindre le point C^ à cause qu'à une distance infiniment petlte.de ce point, il ne serait plus animé que d'une vitesse infiniment petite, et sollicité par une force qui le serait également.
i4i« Si A et B sont les centres de deux sphères homogènes, ou composées de Couches concentriques, I. 13
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on pourra supposer que les attractions que l'on considère sont celles de ces deux sphères; et alors leurs intensités a* et 6% à Tunîte' de distance , seront entre elles comme leurs masses (n** loi ). En supposant, par exemple , que Â soit le centre de la lune et B Celui dé la terre, et tiéglîgeant la non-sphéricité de ces deux corps, on aura
car la masse de la lune , conclue de son action pour soulever les eaux de la mer , est ;^ de celle de la terre. On aura donc
en sorte que le point également attiré par la terre et par son satellite se trouve, à peu près, au dixième de leur distance mutuelle k partir de la lune.
Soit r le rayon de la terre ; on pourra prendre 6or pour la distance c de la lune à la terre ; et si le mobile est parti de la surface de la lune ^ on aura en mèm«
3r temps a t= ^, d'après le rapport connu du rajonde
la lune à celui de la terre. Au moyen de ces valeurs
de r et ce, et de assi
77=j , 1 équation (d) drmtif
En désignant par g l'attraction de la terre à sa surface, on aura
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b- = gT-,
pour cette force à Funité de distance. Si donc on lait
n en résultera
Or y l'attraction g peut être prise pour la pesanteur dont elle est la partie principale; par conséquent, y* est la vitesse di^e à une hauteur / ; et à cause de
g = 9 ",80896, wr = 2QOOOOOO",
sa valeur est
La luoe q'ayapt p£^$ datmosphère dqnt la résistance puisse diminuer la vitesse des corps partis de sa surface, il s^ensuit que si la terre et 1^ lu fie étaient ^p fi^pqs , un corps lancé de la surface 4e la lune vers la teiTe , avpc une vitessp plus grande que 256; 9fètrçs par ^cpnde, dépasserait le point d egalç attraction , et viendrait tomber sur la surface de la terre. Dans le mouvement de la lune autour de la terre , la droite AB qui va d'un centre à Tautre rencontre constamment la surface de la lune en un même point, qui devrait être le point D , d'où le mobile serait lancé suivant la direction DB ; mais , pendant une seconde, le point D parcourt sur le cercle décrit du centre de la terre, une longueur d'environ looo" par seconde; par conséquent, la vitesse absolue du mobile serait, en grandeur et en
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direction , la résultante d'une vitesse dirigée suivant DB 9 et d'une vitesse de looo"" perpendiculaire à DB. *Cela étant , le corps : ne restera pas sur la droite mobile* AB; il décrira une courbe dans l'espace, les formules précédentes ne s'appli^eront plus à son mouvement , et il ne viendra plus tomber sur la surhce de la terre, comme dans le* cas de llmmobilité de la lune.
En résolvant Téquation (b) par rapport k dt , t>n'a
L'intégrale de cette formule s'exprimera toujpurs au moyen des fonctions elliptiques; en sorte que l'on pourra calculer, au moyen, des tables de ces fonctions , le temps qui répond à une distance donnée z , et réciproquement. Mais indépendamment des cas où l'une des deux attractions est nulle , il en est d'autres pour lesquels l'intégrale de la formule précédente peut encore s^obtenir sous forme finie. Ces cas ont lieu lorsque la quantité comprise sous le radical est un carré parfait ; ce qui exige qu'on ait
équation d'où l'on tire
En' égalant cette valeur à celle de > du n** 1 39 , il
vient
,, ai* j^ aa» a{a±:by ^ ^^^ 7i — Z "T" T* ""^ :; — •
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L'une de ces deux valeurs de A:* est celle dey* ; l'autre est évidemment plus grande. Il s'ensuit donc que quand aucune des deux quantités a et ^. n'est zéro, on* peut exprimer lé temps sous forme fîhie en fonction de z y lorsque le mobile a reçu la plus petite vitesse y* avec laquelle il peut atteindre le point C , et lorsqu'on lui a imprimé une certaine vitesse plus, grande que celle-là.
Je substitue la doublé valeur de y dans l'expression de di\ il vient
sf\
c ac — * (a d£ '^) z '
formule que l'on rendra rationnelle et qu'on intégrera^ sans difficulté^ par les règles ordinaires. La différentielle dt doit toujours être positive ; la différentielle dz est positive pendant que le mobile s'avance de D vers B, et négative lorsqu'il revient vers A. Dans le premier cas, on prendra donc le radical \/cz — z*, avec le même signe que le dénominateur ac — (a ± 6)z, et, dans le second cas, avec un signe contraire.
i45- Soit que Ton suppose 6=30 ou c == 00, le mobile ne sera plus soumis qu'à l'attraction du centre A. L'équation (c) se réduira à
la valeur de dt qu'on en déduit s'intégrera, sous forme finie, et fera connaître t en fonction de z.
Si Ton fait -^ = o, on aura l'équation
2a' . , ^ OsCr
pour déterminer la distance z à laquelle le mobile s'arrêtera. Dans le cas de aa*= Ar^a, cette distance sera infinie; ce qui signifie que le mobile ne s'arrêtera pas. Il en sera de même dans le cas de ^a^ <^ k^tt , d'où il résulterait pour z une valeur négative qui ne peut appartenir à aucun point de la droite indéfinie DB^ suivant laquelle le mobile a été lancé. Dans ces deux cas le mouvement approchera de plus en plus de Tuniformité, à mesure que le mobile s'éloignera de A.
Quand la distance z sera devenue très grande et le mouvement sensiblement uniforme , sa vitesse ^ d'après l'équation (e), sera à peu près égale à
f^ — — , ou à v/A:* — 2ga, en supposant qu'on
a a* = ga*, c'est-à-dire^ en supposant que le corps soit parti de la surface d'une sphère, d'un rayon a, et où l'attraction était égale à g. Ce qui montre que la diminution de la vitesse initiale k sera d'autant plus grande que cette force et ce rayon seront jAus considérables.
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CHAPITRE III
BU MOUVEMEZrr CUltVILiaNE.
§ !•', Formules générales de ce mousfement.
i44* Dans le mouvement curviligne^ la courbe décrite par le mobile est ce qu'on appelle la trajec-taire de ce point matérieL Au bout d'un teipps quel^ conque t, soit M (fig. Sy) la position du mobile. Si Ton appelle s Tare CM de la trajectoire compris entre le mobile et un point fixe C^ pris arbitrairement sur cette même courbe^ s sera une fonction de ^; en sorte que Ton aura ^ dans un mouvement curviligne quelconque ,
Si Ton désigne^ au même instant, par x, j-, z^ les trfMs COiMrdonoées rectangulaires du mobile, ces variable$ seront aussi des fonctions de / , et l'on aura également
X=:ft, jr^ft, Z^f't.
liQXsqiie ces trois dernières équations seront con*nues, on en déduira, par l'élimination de ^, les deur équations epi or, ^| z, de Ift trajectoire. Au moyen des équations de cett^ courbe, on déterminera s en
a64 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. -
fonction de l'une des trois coordonnées, et, par suite, en fonction de ty ce qui fera connaître la loi du mouvement sur la trajectoire. Chacune des trois équations précédentes est celle du mouvement rectiligne de la projection du mobile sur l'un des axes des coordonnées ; il s'ensuit donc que la détermination complète du mouvement curviligne d'un point matériel dans l'espace se réduira à celle de trois mouvemens rectilignes, qui seront les mouvemens de ses projections sur les trois axes Ox, Ojr, Oz, des coordonnées. Quand ces trois mouvemens seront uniformes , celui du mobile sera aussi rectiligne et uniforme, et réciproquement.
145. Pendant l'instant dty le mobile décrira l'élément ^ de sa trajectoire; en négligeant, dans cet in^ tervalle de temps infiniment petit, l'action des fbix:es qui le sollicitent, on pourra considérer son mouvement comme rectiligne et uniforme. Si donc on appelle 9 la vitesse acquise au bout du temps ^, on aura
ds
Si ces forces cessaient réellement d'agir à l'instant ' que l'on considère, le mobile continuerait de se moor voir avec cette vitesse (^, et suivant le prolongement MT de l'élément ds^ c'est-à-dire, suivant la tangente a la trajectoire, puisque en vertu de l'inertie de la X matière il ne pourrait alors changer ni la direction de son mouvement ni la grandeur de sa vitesse (n* 1 15). On peut donc considérer un point matériel qui décrit une ligne courbe quelconque comme étant animé^
à chaque instant^ d'uDe vitesse dirigée suivant la tangente à cette courbe^ et exprimée par le rapport de son élément différentiel à l'élément du temps.
En représentant, au bout du même temps t , par /?, 9,- r, les vitesses des projections du mobile sur les trois axes des ^,^, 2^ on aura aussi, dans ces trois mouvemens rectilignes,
dx dr dz
Mais si l'on désigne par 01, ^, 7^, les angles que fait la tangente à la trajectoire, ou la direction de la vitesse Vf avec Aes parallèles aux axes des x^jr^ z^ on
a(nOi7)-
dx J9 dv dz
cos* = ^, çosC=^f, cos> = ^^;
d oii Ton conclut
pz=ivcosa, q=zifCOs€, r=i;cos^, (i)
et en même temps
Le tenips f croissant continuelleiïient, sa différentielle est toujours positive. Les vitesses/?, q, r^ sont positives ou négatives, selon que les coordonnées x , jr, z, croissent ou décroissent. Dans les équations (i), on peut régarder la vitesse v comme une quantité positive; le sens de cette vitesse, ou la partie MT de la tangente à la trajectoire, suivant laquelle elle sera dirigée, se déterminera alôi^ par les signes de p , ^, r, qui feront connaître si les angles a,€,yf sont
aigus ou obtus. Dans l'équation i/= j , on considérera h vitesse i^ comme positive ou comme négative, selon que l'arc s croîtra ou décroîtra.
On appelle composantes de la vitesse i^ d'un point matériel les vitesses /?, ç, r, de ses trois projections sur des axes rectangulaires; et chacune de ces trois composantes est ce que l'on entend par la vitesse du mobile^ parallèlement à Taxe auquel elle répond. En comparant les équations (i j à celles du n"" 3i, on voit que cette composition des vitesses se fera suivant les mêmes règles que celle des forces. D'après cette ana-logie, si l'on mène par le point M une droite quelconque MA, qui fasse avec les parallèles aux axes des ûCfj", z, menées par le même point, des angles a, bf Cy aigus ou obtus, la composante de la vitesse V suivant cette droite MA aura pour expression générale
p cos a ^ q cos A + r cos c.
La quantité de mouvement (n^ 126) d'un point matériel isolé, et celle d'un corps dont tous les; points sont animés. de vitesses égales et parallèles, se décomposeront en d'autres quantités de cette n^^ ture, et celles-ci se réduiront à une seule, suivant les mêmes règles que les vitesses qu'elles ont poBr facteur.
146. Au bout du temps t'+^dt, soient p^p', q^q^^ r + /, ce que deviennent les trois compensantes de la vitesse du mobile , parallèles aux axes des X j j y z ; en sorte que p', ^', r', représentent
les augmentatfoils infinimeat petites de vitesse qui ont lieu suivant ces directions pendant l'instant dt. L'accroissement de vitesse suivant la droite MA sera
/?'cos a + 9' cos 6 + / cos c.
Or, quelles que soient les quantités p', q', r\ si l'on fait
et qu'on regarde u comme une quantité positive , on pourra toujours trouver trois angles a', ff', y\ 9igus ou obtus, tels que l'on ait
/?'=«cosa', (( 'zziuQo^&y ' r'=:Uco$y' ;
au moyen de quoi l'accroissement de vitesse suivant MA deviendra
u (cos et cos a/ + cos b cos €' + cos c cos y').
De plus , la quantité comprise entre les parenthèses est le cosinus d'un certain angle que j'appelle a. L^ccroissement dont il s'agit est donc égal à u eus a ; par conséquent , 1^ est sa plus grande valeur, et ell^ répond à la direction de. la droite MA, pour lacpielle les angles a, b , c^ sont les mêmes que a% C% y\ ce qui rend le coefficient de u égal à l'unité. Dans toute autre direction, l'accroissement de vitesse sera égal au maximum u^ multiplié par le cosinus de l'angle cr que fait cette direction quelconque avec celle du maximum; d'où il résulte qu'il sera nul par rapport à toutes les directions perpen*dicnlaires à celles de sa jdus grande valeur.
Quelle que soit la varîatîoa de vitesse du mobile ^en grandeur et en direction, pendant l'instant dt:, il y a donc toujours une certaine direction pour laquelle l'augmentation de vitesse est la plus grande, et qui jouit de cette propriété , q^^e, suivant toutes les directions perpendiculaires à celle-là , la vitesse* n est ni augmentée ni diminuée.
i47- La direction d'une force qui agit sur un point matériel en mouvement est la droite suivant laquelle elle augmente ou diminue la vitesse acquise , et perpendiculairement à laquelle elle n y produit aucune altération. Ainsi, quand nous disons que la pesanteur d'un corps en mouvement dans un sens quelconque est verticale, comme celle d'un corps en repos, nous entendons par là que cette force augmente la vitesse verticale , et n'altère aucunement la vitesse horizontale.
Cela étant, désignons, au bout du temps /, par U , U', U", etc. , les intensités des diflFérentes forces qui agissent sur le point matériel dont nous considérons le mouvement curviligne ; par ^, b, c, a', fe', c\ d'f V\ c", etc., les angles que font leurs directions données avec des parallèles aux axes des x^jr y z; et par X, Y, Z, les sommes de leurs composantes suivant ces axés; nous aurons d'abord (n*' Sa)
X = U cos a + U' cos a' + U" cos û" -f- etc., Y = U cos A + U' cos 6' + U" cos A" + etc.,, Z = U cos c + U' cos c' 7f- U" cos c" + etc.
Soient ensuite w, «', w", etc. , les vitesses infiniment petites que ces forces U, U', U", etc., produiraient, pendant l'instant dt, suivant leurs directions respec-
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tivesy si chacune d'elles agissait seule sur le mobile anime de la vitesse (^.. On verra , comme dans le n"* 116, que la simultanéité de ces forces n'influera nullement sur les grandeurs et les directions des vi* tesses qui. seront réellement produites; par conse- .quent^ si Ton continue d'appeler p', 9', /, les quantités infiniment petites dont les vitesses p, q, r, des projections du mobile sur les axes des a:,^:, 2,p'acci*oltront dans l'instant dt, ces quantités seront les sonynes des composantes de u, i/, u", etc. , suivant ces trois axes; en sorte que nous aurons
p' -=1 u cos rt + m' cos a' -f- tt'' cos d' + etc. , (f =z u cos i + w' cos h' + m" cos V[ + etc., r^ z=z u cos c + u! cos c' + lé' cos d' + etc.
Mais en appliquant à chacune des forces u , u' y li'y etc., ce qu'on a trouvé (n® 118) pour la mesure d'une force d'après la vitesse dont elle est capable , on a aussi
u=iJ3dt, u' = \]'dt, 1/" ==: UV^ etc;
en comparant les valeurs de p\ ?', V, à celles de X , Y, Z , il en résulte donc
p'=Xdt, q'=zYdt, r'z=zZdt;
ce qui montre que l'accroissement de la composante de la vitesse du mobile suivant chaque axe, dans l'instant dt, est la vitesse produite, pendant cet instant, par la composante totale suivant ce même axe , des forces données qui agissent sur. ce point matérieL
Ce résultat tient à ce que les forces sont proportionnelles aux vitesses qu'elles impriment au mobile dans un même temps infiniment petite lesquelles vitesses infiniment petites ne changent pas ^ soit que ces forces agissent isolément , soit que leurs actions aient lieu simultanément. Il s'ensuit aussi que si les forces appliquées au mobile sont y par exemple ^ au nombre de trois ^ non comprises dans un même plan ; que Ton prenne sur. les directions de ces trois forces U, U', U", à partir de leuï* point d'application, des droites de grandeurs finies qui soient entre elles comme les vitqsses correspondantes Uy u\ li* ; et que l'on achève le parallélépipède dont ces trois droites seront les côtés adjacens, la résultante de ces forces séria dirigée suivant la diagonale , et sa grandeur sera à celle de chacune de ces forces comme la diagonale est au côté correspondant.
i48. Si les forces qui agissent sur le mobile sont indépendantes de sa vitesse et de sa position dans l'espace, les mouvemens de ses trois projections sur les axes des coordonnées seront indépendans entre eux; en $orte que sa projection sur chaque axe ^ trouvera, au bout d un temps quelconque, au même point , et aura la même vitesse que si les forces et les vitesses étaient nulles parallèlement aux deux autres axes. Il n'en sera plus de même , en général , quand les forces données varieront, en grandeur ou en direction y soit avec la position du mobile , soit avec sa vitesse acquise ; mais on pourra toujours déterminer fia vitesse et sa position , à chaque instant, de la manière suivante.
Puisque toutes les forces qui agissent sur le mobile peuvent toujours être réduites à une seule ^ suppo* sons que U , capable de ia vitesse u , soit cette force unique, et désignons par $ l'espace qu'elle fera parcourir au mobile pendant Tinstant dt , suivant sa direction, indépendamment de la vitesse v de ce point matériel au bout du temps i. Diaprés ce qu'on a vu dans le n^ I i4f nous aurons
€ = i udt.
Mais, en vertu de cette vitesse acquise v et de l'action de la force U ou de ses composantes , les espaces parcourus par les projections du mobile sur les axes des 3c , y ^ z, pendant l'instant dt, seront
pdt + ^p'dt, qdt + iq'dt, rdt + ir^dt;
donc 9 a cause de
p^^=zu cos a , q' =2u cos b, r z=^u cos c ,
et en ayant égard aux équations (1) et à la valeur de %'j 00 aura
xf '^ a: z=z a> cos a + € cos a,
y — jr z=^ Où cos Ç + 6 cos b ,
2' — z = û» cos y + € cos c ;
cà étant l'espace s^dt qui serait décrit par le mobile dans rinstânt dt, txL vertu seulement de la vir tess^ V, et x\ y, jb', ses trois coordonnées au bout d^ temps t + dt, qui étaient oc , jr^ z, au bout du tem]is t.
Cçla posé , soient toujours M ( fig. 37 ) le point d« la trajectoire dont x, j , z, sont les trois coor-
a^A TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
données, et MT là direction de la vitesse i». Soit aussi MA telle de la force U. Prenons sur MA et MT des droites MH et MK, égales à € et a», et achevons le parallélogramme MHM'K, dont ces droites sont les deux côtés adjacens. L^extrémité M' de sa diagonale sera , en vertu des équations précé-* dentés, le point dont les coordonnées sont a:', y, z', ou la position du mobile au bout du temps 1 4- dt.
Appelons i^' la vitesse du mobile au point M^, laquelle vitesse sera dirigée suivant le prolongement MT' de la droite MM', et aura pour valeur la composante de i^ suivant MM', augmentée de la vitesse produite suivant cette direction par l'action de la force U pendant l'instant dt. L'espace £ étant infiniment pçtit par rapport à â> , il s'ensuit que l'angle TMM' est aussi infiniment petit; la composante de P est donc cette vitesse même, en négligeant les infiniment petits du second ordre. De plus, si l'on désigne par J" l'angle AMM' que fait la direction de la force U avec le côté MM' de la trajectoire, on aura u cos J^ pour l'augmentation de vitesse qui sera produite par l'action de cette force; il en résultera donc
(;' = i^ 4- " cos cT.
Je fais v^dt:=z a', et je prends sur M'T' une partie M^K' égale à a/; je désigne par M'A' la direction de la force qui agit sur le mobile quand il est parvenu en M'; sur cette droite, je prends une partie M'H', égale à l'espace que cette force peut faire parcourir au mobile dans un instant dt; j'achève le parallélo-
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gramme WWMUif} et l'extrémité Wàe la diagonale sera ttn troisième point de la trajectoire.
En commençant cette suite de constmctions au point de départ du mobile, où Ton doit connaître sa vitesse en grandeur et en direction, il est évident que Ton déteirminera successivement tous les points de sa trajectoire plane ou à double courbure , et , en même temps, la vitesse dont il sera animé en chacun de ces points. Si les intervalles de temps, qu'on a supposés infiniment petits et désignés par dt , sont seulement très petits > on obtiendra une suite de points qui seront les sommets d'un polygone, d'au* tant moins différent de la trajectoire, que se^ côt^ seront plus petits. En regardant la vitesse comme constante sur chaque côté, et prenant pour sa valeur la demi-somme des vitesses qu'on aura trouvées aux deux extrémités, on pourra calculer le temps employé à parcourir une portion quelconque du polygone; par conséquent, on connaîtra de cette manière la courbe décrite par le mobile, ainsi que sa vitesse et sa position à un instant donné sur cette courbe , à tel degré d'approximation qu'on voudra; mais il vaut mieux faire dépendi:e les valeurs des coordonnées du mobile en fonctions du temps, d'équations différentielles que l'on intégrera ensuite s'il est possible.
149. Ces équations différentielles du mouvement curviligne sont une suite immédiate du principe établi dans le n* 147.
En effet, les composantesde la vitesse du mobile, pa*
rallèles aux axes de ses coordonnées x,jr, z, étant ^^ 1. 18
-j-y -j- , au bout du temps quelconque /, leurs ao
croîssemens , pendant l'instant dt , seront d .-j-,
d.^f d^-j-i et comme chacun d'eux est dû imi-
quement à la composante suivant l'axe correspondant, de la force qui agit à cet instant sur le mobile, il s'ensuit qu'en appelant toujours X, Y, Z, les composantes de cette force, parallèles aux axes des coordonnées x, jr^ z , nous aurons
d.^^lUt, d.^^Ydt, d.%=^Zdt, OU, ce qui est la même chose,
Le problème consistera, dans chaque cas, à intégrer ces trois équations du mouvement; et l'on peut considérer, pour cette intégration, le procédé du n^ précédent comme une méthode générale d'approximation. Leurs intégrales contiendront six constantes arbitraires, que Ton déterminera au moyen des trois coordonnées du mobile à l'origine du mouvement, et des trois composantes de la vitesse initiale , c'est-à-dire , au moyen des valeurs des six
quantités x, jr^ z, -£, -£, ^, qui seront données
pour ^ = o. Ces intégrales et leurs difiërentielles premières feront ensuite connaître la position du mobile à un instant quelconque, et sa vitesse en grandeur et en direction. En éliminant entre elles
le temps t , on aura les deux équations de la tra-? jectoire. Quand on saura d ayance que cette courbe est i^ane , on pourra prendre son plan pour celui des xetjr^ par exemple; ce qui réduira les trois equ^ons précédentes aux deux premières..
i5o. Au bout du temps t, soient a, b^ c , les trois coordonnées d'un second point paatériel ^ à la position duquel on yeut comparer celle du premier. Les «oçes de ces coordonnées étant ceux des x,jr^ z, je fais
les variables jt'^ y, z', feront connaître à chaque instant la position du premier point par rapport au second; et d'après les équations (2), on aura
pour les déterminer en fonctions du tomps.
Quand le mouvement du second point ne sera pas connu y mais que Ton donnera seulement les composantes A, B, C, parallèles aux axes des coordonnées, delà force qui le sollicite, on aura
et il en résultera
pour les équations du mouvement relatif du premier point.
Si la force dont A, B, C, sont les composantes
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agit à la ifois sur les deux mobiles^ ces composantel^ entreront aussi dans les valeurs de X, Y, 2, et disparaîtront de ces dernières équations. Cest ce qui arrivera y par exemple^ à l'égard des corps qui se meuvent à la surface de la terre, et dont on rapporte les positions a des points déterminés de cette surface : les forces relatives à ces points et provenant du mouvement diurne de la terre , n^«n^ treùt pas dans les équations des divers mouvemens que Ton considère à sa superficie ; et Ton en fait complètement abstraction , en formant ces équations.
Toutefois, cela ne veut pas dire que les mouvemens que nous observons soient tous indépen^ dans de la vitesse de rotation de la terre. Elle influe pour une petite partie sur Tintensité de la pesanteur , et , conséquemment , sur les mouvemens verticaux. De plus , quand un corps tombe d'une hauteur considérable, la vitesse de rotation dont il est animé à son point de départ est un peu plus grande que celle qui a lieu au pied de la verticale menée par ce point; d'où il est aisé de conclure que le mobile doit s'écarter un peu de cette droite , et venir rencontrer la terre à une petite distance de son extrémité inférieure. Cette déviation , qui a été effectivement observée, rend sensible , par une expérience directe, le mouvement de la terre autour de son axe.
Les mouvemens indépendans de cette rotation sont ceux que produit le choc des corps, et aussi ceux qui sont dus à l'action musculaire des hommes et des animaux.
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ï5i. Leséqnations (2) sont celles du mouvement
^^-«ni point matériel entièrement libre; mais il est
fiic^ile de les. étendre a un point matériel assujetti à
se mouvoir $ur une surface donnée. Il suffira pour
<«ela , comme dans le cas de l'équilibré (n* 56), de
Joindre aux forces données qui agissent sur le mo-
liile, une force de grandeur inconnue, qui repré*
sentera la résistance de la Surface., Cette force sera
Zftormaleà lasurface donnée ; je lareprésenterai par N^
e€^par X, /ec, y, les angles quelle fait avec les proloii-
çemens des coordonnées x, jr, z, au mobile; le^
équations du mouvement seront alors
^ = X + NcosA.
^ = Y + Ncos;t,j (5)
^ =z= Z + N.cosF.
En- représentant par L??=o Téquation de la surface donnée, et faisant, pour abréger.
V = rfc r"^* + ^ 4- ^r'"
^ ~ =^ W ^ dr ^ dz^J en aura ( n^ 21 ) , en même temps ,
Après avoir substitué ces valeurs dans les équations (5) , on éliminera entre elles le produit NV ; les deux ^nations qui en résulteront, jointes à L=o ^ lierviront à déterminer x,ffZ^en fonctions de t. On
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tirera ensuite de Tune des équations (5)^ ou d'une corahinaisoa quelconque de ces équations , la valeur de NY I et comme N doit toujours être une quantité f>ositiye , le signe de cette valeur fera connaître celui de y ; au moyen de quoi la force normale N et le sens dans lequel elle agit seront complètement déterminés.
Si le mobile est assujetti à se mouvoir sur deux surfaces données, ou sur leur courbe d'intersection^ on le considérera encore comme entièrement libre > après avoir joint aux forces données deux forces inconnues N et N' , normales à ces surfaces ; et en . désignant par X, /jl, y , les angles qui détermineront' les directions de la première par rapport aux axes des JC , jr, z, et par A', fif, v' , les angles qui répondront à la seconde , il en résultera
^ = X + NcosA + N'cosA',
% = Y +Ncosfi + N'cos;t', ^ (4)
-£- = Z +' Ncos y + N'cos / ,
pour les équations du mouvement. Si Lr;=o est l'équation de la surface dont N est la résistance , et qu'on représenté par L'=o celle de la surface à laquelle N' correspond , les valeurs de cos x^ cos fi^cosy, seront les mêmes que précédemment, et celles* de cos A', cos/j/f cos /, s'en déduiront par le changement de V et L en V et L^ Après avoir substitué les unes et les autres dans les équations (4) » on éliminera les produits NV et NT'. L'équation qui en résultera^ et les
équations données L = o et L' = O » serviront à dé* tenniner les valeurs de x,jr, z, en fonctions de t. Cela taiX, on tirera de deux des équations (4)., les valeurs de NV et N'V, dont les signes seront ceux de V et y^; et , de cette manière , on connaîtra les forces normales N et N'^ et le sens dans lequel elles agissent : leur résultante sera , en grandeur et en direction , la résistance de la courbe sur laquelle le mobile est astreint h. se mouvoir.
i52. Pour donner une forme plus simple aux jéquations (4) , soient m la masse du mobile et mV la pression qu'il exercera^ dans son état de mouvement, . sur la courbe qu'il est forcé de décrire. Désignons par fiB', ^, m* ^ les angles que fait la direction de cette force avec les prolongemens , dans le sens positif^ des coordonnées jc , ^, z , de ce point ; la résistance que la courbe oppose au mouvement du mobile, considérée comme une foice accélératrice, sera égale et contraire à P; en la joignant aux forces données X, Y, Z, qui agissent sur le mobile, nous aurons, au lieu des équations (4) f
— - = X — p cos«-,
^ = Y -PcosV,^ (5) ~ = Z — Pcoscs".
La direction de la force P n'est pas connue à piiori : on saif seulement qu'elle est normale à la courbe donnée; d'où il résulte que le cosinus de l'angle compris entre cette direction et la tangente à la tra-
Go*ogIe
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jectoire doit être ëgal k zéro; ce qai donne
^cosw + ^ cos^' -|-^cos«" = o- (6}
Les angles «v*, m^', ^\ seront, en outre ^ lî^ entre eux par l'équation ordinaire
cosfv + cos'flr' + cos*«r" = i.
On éliminera P, m^ ^^ «v^ entre ces équaticms^ en ajoutant les équations (5)^ après les avoir mnltipUées
par -^9 ^ , 2r ' ^^ ayant égard à Téquation (6) > et en faisant, pour abréger.
^s+ïî+z|=,.
on a alors
dxd^x + drâ^Y + dzdH S5? = ^-
En différentiant Téquation identique
de "" ^û*'^ .
et divisant par ^d^r, on voit que le premier memlirede réqnation précédente est la même chose que -^ ; on aura donc simplement
dX'
La force ^ est la somme des composantes des forces données, suivant la tangente à la trajectoire, lestjuelles comparûtes seront regardées comme posi-
tives on corame négatives/ selon qu'elles tendront à augmenter ou à diminuer Tare s décrit par le mobile. L'équation (7) signifie donc que dans le mouyement curviligne^ comme dans le mouvement rectili^e, la force qui agit sur le mobile dans le sens de son mouvement est égale au second coefficient
différentiel de l'espace parcouru : à cause de p=s ^r^ on peut aussi dire qu'elle est égale au premier coefficient différentiel de la vitesse acquise p.
Cette équation étant indépendante de la résistance de la courbe, convient aussi au mouvement d'un point matériel entièrement libre et à celui d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface courbe; mais c'est principalement dans le cas d'un point matériel qui se meut sur une courbe donnée , que cette équation pourra être utile. On tirera des équations de cette courbe les valeurs de j:, ^, z^ en fonctions de ^; et après les avoir substituées dans l'équation (7) , il ne restera plus qu'à intégrer cette équation du second ordre entre s et t. Les deux constantes arbitraires que renfermera son intégrale se détermineront au
moyen des valeurs de s et ^rqni répondent à t:=20,
c'est-à-dire^ au moyen de la position et de la vitesse initiales du mobile. Quand les trois coordonnées œ^ jy z, auront été déterminées en fonctions de ^^ d'après l'intégrale de l'équation (7) ^ jointe aux deux équations données de la trajectoire y les équations (5) feront connaître^ à un instant quelconque, les trois, composantes de la pression P qu'éprouvera la courbe sur laifuelle le mobile est obligé de se mouvoir*
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Oa trouvera, dans le chapitre suivant^ une détei<* mination plus simple de cette force en grandeur et en direction.
§ n. Conséquences principales des formule^ précédentes.
i55« Lorsque le mobile est sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, on obtient immédiatement trois intégrales premières des équations (2).
Pour cela, plaçons Forigine des coordonnées Xy j, z, en ce point; représentons, en grandeur et en direction, la force qui sollicite le mobile , par son rayon vecteur; et construisons le parallélépipède dont ce rayon est la diagonale, et qui a ses trois c6tés adjacens sur les axes des x^jr^z. Les trois coordonnées *r,^, z, du mobile seront les grandeurs de ces trois côtés, et représenteront les trois composantes de la force donnée ; en sorte que Ton aura
X : Y : Z :: jc : ^ : z
d'où l'on tire
Xj = \x, Zo: = Xz, Yz = Z/.
D'un autre côté, les équations (2) peuvent être remplacées par celles-ci :
jrf'a? — a:^/ = (Xj— Ya:)^*», \ xd*z — zd^x — (Zx— Xz) €&•, \ (a) zd'jr —jd'z =î (Yz — Zj) dt\ )
jOvp leurs seconds membres sont nuls en vertu des
équations précédentes; et comnie leurs- premiers membres sont les difierentielles de jrdx -^^ xdfp ûcdz — zda: , zdjr — jdz , on aura , en intégrant ,
jrdx — xdj- = cdt, I xdz — i zdx = c'dt^ ? (b) zdf — jrd:^ ^zsd'dti j
Cj c\ d', étant des constantes arbitraires.
i54« Pour énoncer le théorème contenu dans ces intégrales premières des équations du mouvement, considérons la projectipn ÂMB (fig. 38) de la trajectoire du mobile sur le plan des coordonnées x et jr^ dont les axes sont Ox et Ojr. Au bout du temps t^ soient M la projection du mobile, OP et MP son abscisse x et son ordonnée^; et C étant le point où cette courbe coupe l'axe Oj , appelons u le secteur COM^ p l'aire COPM, q le triangle OPM; nous aurons
u = p ^ q, q = \xy.
Si AT est la projection du mobile au bout du temps t'+'dt, MOM' sera l'aire décrite par le rayon vecteur de cette projection pendant l'instant dt; ce sera aussi la différentielle de u ou de p — q; et à cause de
dp=jrdx, dqz=:ixdjr + ijrdx,
on aura
^ = tC^^JC — xdjr);
par conséquent, la première équation (5) signifie que l'aire décrite pendant chaque instant dt par le rayon .vecteur de la projection M du mobile est constante et égale à ~cdt; donc aussi l'aire décrite pendant un
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temps f quelconque, est proportionnelle à cette variable et égale à j^ct. Les aires décrites dans ce même temps par les rayons vecteurs des projections du mobile sur les plans des <r et 2, et des^ et z, seront de même égales à f c^t et i d'u. .
Concluons donc que quand un point matériel est soumis à une force constamment dirigée vers un centre fixe^ les aires décrites autour de ce point par le rayon vecteur de sa projection sur un plan quelconque passant par ce même points sont proportionnelles au temps employé k les décrire.
Réciproquement, lorsque cette propriété a lieu par rapport à trois plans rectangulaires menés par le centre des aires, on en peut conclure que la force ou la résultante des forces qui sollicitent le mobile est constamment dirigée vers ce centre fixe.
En effet, si les équations (b) sont données, on aura, en les différentiant,
jrd*x^*xd^jrs=iOp xd^z — zd^xz=zOf zd^y — jrd^z:=zo}
en vertu des équations (a), qui sont celles d'un mouvement quelconque, on aura dbnc aussi-
par conséquent, les forces X, Y, Z, seront entre elles comme les coordonnées x,jr^z, du mobile; ce qui suffit pour que leur résultante soit constamment dirigée vers l'origine des coordonnées. Au reste , cette force peut être attractive ou répulsive , c'est-à-dire qu'elle peut agir suivant le rayon vecteur du mobile, ou suivant son prolongement.
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1 55.. Lorsqu'un point matériel est soumis à une force dirigée vers un centre fixe, il est évident que sa trajectoire est une courbe plane, puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il sortit, plutôt d'un c6té que de l'autre, du plan passant par la direction de sa vitesse initiale et .par le centre fixe. C'est aussi ce que l'on déduit des équations (b); car en les ajoutant, après les avoir multipliées par z, /, a:, et divisées par dt, il vient
cz + c'j- -+- d^x = o.
On peut prendre ce plan pour celui des or et^; Taire décrite par le rayon vecteur même du mobile, dans le plan de sa trajectoire , sera donc proportionnelle au temps; et, de plus, le théorème précédent se réduira à cette proportionnalité. En effet, si elle a lieu pour l'aire décrite sur le plan de la trajectoire, elle aura lieu également pour Taire décrite par le rayon vecteur de la projection du mobile sur tout autre plan ; car cette autre aire n'est autre chose que la projection de la première sur ce plan ; et nous sa-* . vons (n"* lo) que la projection d'une aire plane a un rapport constant avec l'aire projetée.
i56. L'aire infiniment petite MÔM' peut aussi s'exprimer en -coordonnées polaires. Pour cela, désignons par r le rayon vecteur OM, et par 6 l'angle MOj:r qu'il fait avec Taxe des x. Décrivons du point 0, comme centre. Tare de cercle OMN qui coupe au point N le rayon vecteur OM^ correspondant à l'angle d — d8, et qui aura pour longueur rt/â. Le secteur circulaire MON sera égal à ^r*^, et pourra être pris pour Taire MOM", en négligeant Taire MMM', infini--
raebt petite du second ordre. On devra donc aroir J^da: — xdjr = r^^;
équation <]ue l'on vërifie effectivement au mo jen des valeurs
X = reosO, jr c= rsinfl,
et de leurs différentielles^ qui sont
€ir=cosfl Jr-f-/'smfl^, djr:=sin6dr — rcosO^iO,
a cause que celle de l'angle â est ici -—^28. De cette manière, la première équation (b) prendra la forme
i*dlè = cdt,
sous laquelle on l'emploie ordinairement.
On exprime de même en coordonnées polaires l'élément de la courbe. En désignant l'arc CM par o* et cet élément par dff, on aura à la fois
en considérant MNM' comme un triangle rectiligne rectangle en N, on en conclura donc
d<r^ 7=, di^ + r^S^;
ce qvL on peut aussi déduire de la formule
da^ = ÉÙ:* + djr%
AU moyen des valeurs précédentes de dx et djr.
A cette occasion , nous ferons remarquer que, dans une trajectoire plane, les composantes de la vitesse du mobile suivant le prolongement MO' de son rayon vecteur MO, et suivant la perpendiculaire à ce rayon^
sont exprimées par
dt' dt ^ car l'angle OTViT que fait ce prolongement ayec la tangente MT est complément de l'angle M du triangle MTÈIN} d'après ce triangle, on a donc
co8 0TM[T = ^, sinOTM[T = ^; et en miiltipli^nt ce cosinus et ce sinus par la vitesse -^ , dirigée suivant M T, on aura les composantes dont il s'agit. Il est souvent utile d'en faire usage. Elles diffèrent des composantes -^ c* ^ de la même vitesse
en ce que lès directions de celles-ci sont tixes, et que celles des précédentes varient avec la position du mobile.
La vitesse j , avec laquelle le rayon vecteur OM
décrit l'angle GOM, compté à partir d'une droite fixe,, estcequ'on appelle la vitesse ^i/ig-i^Za/re du mobile. Elle
se déduit, comme on voit, de sa vitesse -j- , perpendiculaire k OM, en la divisant par la longueur de ce rayon.
157. Revenons maintenant aux équaticms différentielles du miouvement.
Ajoutons les équations (5) du n"* i5a, après les avoir multq>liée8 par dx, dy^ dz; en ayant égard à l'éqnatioii (6) du même numéro, et olimrvant que»
dxé^x -^-djd^y -^ dzé^z i , ds*^ ^ ^ a
■ vu ■* ^— " ^« TZ ■— ~ «. K •
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il en résultera
irf.p*=Xiir + Y4r + Z&. (c)
Supposons que les expressions des forces données X, Y, Z^ ne renferment explicitement ni le temps t^ ni la vitesse i^, et qu'en considérant x,jr^z, comme des variables indépendantes, cette formule (c) soit une différentielle exacte; faisons^ en conséquence,
F indiquant une fonction donnée : en intégrant Téquation (c) et désignant par C la constante arbitraire, nous aurons
Pour éliminer cette constante, soient a, b, c, k, les valeurs initiales de x, jr, z, i^; on aura
et^ en retranchant cette équation de la précédente,
V* = *• + aF (a:, j, z) — aF (a, b, c). (d)
Ce résultat étant indépendant de la résistance N de la courbe, égale et contraire à la force P qui entrait dans les équations dont on l'a déduit, il s'ensuit qu'il a également lieu dans le mouvement d'un point matériel entièrement libre , et dans le mouvement sur une surface ou sur une courbe donnée.
La conséquence immédiate de cette équation (d) , c'est que la vitesse est constante et le mouvement uniforme toutes les fois que le mobile n'est sollicite par aucune force donnée; car alors la fonction F est
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nulle, et ron a ifs=zk,-soit que le xnouyemeut ait lieu sor une sarfiice ou siM* une courbe donnée, ou <iue le mobile soit (sntièrement libre»
Cette équation nous montre, de plus, que dans la supposition qu'on a faite sur la nature des forces X, Y, Z, laccroissement du carré de la vitesse du mobile, en passant d'une position à une autre, est toujours le même, quelle que soit la courbe qu'il a décrite, et ne dépend que des coordonnées ^f b, c, a:, jr^ z, des deux points extrêmes. Lorsque cette courbe sera donnée, ou seulement lorsque le mobile sera assujetti à se mouvoir sur une surfacq donnée, on prendra pour k la vitesse du mobile tangente à cette courbe ou à cette surface. Si la percussion exercée sur le mobile à l'origine de son mouvement n'a pas cette direction, elle se décomposera en deux autres forces, l'une normale et l'autre tangentielle; la première sera détruite par la résistance de la courbe ou de la sur- £sice donnée; et c'est la seconde qui produira la vitesse A;, et qui en déterminera le sens et la direction. Si l'on désigne par C une constante arbitraire, l'é* quation
sera celle d'une surface qui sera atteinte avec des vitesses égales par tous les mobiles soumis aux mêmes forces, partis du point dont a, b^ c, sont les coordonnées, suivant différentes directions et avec une même vitesse k. Lorsque, par exemple, ces mobiles ne sont sollicités que par la pesanteur, cette équation est celle d'un plan horizontal.
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Dans le cas dNàne îtonrbeclbmiée, on déduirÀ de ifie^^\!itàHo^& iès( Tè]^¥s dte âôijr^ Zyexx fbndtionë de l'arc s; en les substituant^ datl6 l'éic}tiat(on (rf), et y
ttieVtânt -r à ia place de ii, on en tirera dt ^àa Sdsp
où S est une fonction donnée de s ; par conséquent , dans cfe cas, là détermination du temps en fonction xîeTespâce'paf^cDiiru se trouvei'a réduite à intégration d'une différentielle donnée. Maïs la supposition Wr laquelle est fondée l'écjuâtion ^d\ et, conséquem- "inenk, cette équation, n'auront pas lieu quand l'emo- Wlé^rotiVera là résistance d'un milieu, qui est une ft)rt!e dépeitdànte de là vitesse j il en isera de riiêhie lohJqtfil s'agira du mouvement dNm pôînt matériel *àttîté ou re^xmssé pat d'autres points qui seront euxmêmes en mouvement ; circonstance qui introduira le temps t explicitement dans les valeurs de X, Y, 2. l>ans ces deux cas, si la trajectoire est une courbe donnée, on fera usage de l'équation (c),dans laquelle
on mettra ~ au lieu de i^, et qui se changera dans
l'équation (7) du rf iSs.
i58. La formule Xrfjc + ^djr + Zdz sera une dif- "férentielle exacte, comme on vient de le supposer, toutes les fois que le mobile sera attifé ou repoussé par des centres fixes, et que les intensités dfe ces forces seront exprimées par des fonctions de la distance aux cjénfres dont eltes émanent.
En ieffet, soient «, jT, g, les trois coordonnées d'un des centres fixes, rapportées aux mêmes axes que or,
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^ j z* Désigaens par r la distance du mobile à ce pmiit} on atira
;- = (e - x)' -f (/-^)* H- (g - zy ;
et les cosintis des angles que cette droite r fkit avec ^es axes menés par le mobile , suivant les directions des Xjy^Zy positives, seront les rapports à^e^-^Xj J^^^yt g^-^z^ii r. Si donc on représente par R la fbrtre attt^cti^é, dirigée du mobile vers ce centre ûxey ses trois composantes auront pour expressions
et, TOns^uemment, la partie de Xcîr +Yrfjr-4- Idz qui proyiendr2( de R siora
Mais en dyfiëi*entiant la valeur de r^^ oû a
rrfr = -— (e~x)e£r--(/— j-)4r~(êr^^)^2;
ce qui réduit à -^ IWir la quantité précédente. Si la force qui émane du centre fixe était répulsive, il suffirait de changer le signe de cette quantité , qui deviendrait Rdy*, en considérant, dans tous les cas, R comme une quantité positive.
On conclut de là que si le mobile est sollicité par un nombre quelconque de forces R, R', R", etc., qui émanent de centres fixes, dont les distances à ce point matériel sont r, /, i^\ etc., on aura
Xdlar+Yr^H- Zdî =â =fR^ i^R'^^ =F R''^^^
les signes supérieurs ayant lieu dans le cas des attrao tioDS, et les signes inférieurs dans le cas des reput* sions. Or^ en supposant que chacune de ces forces soit une fonction donnée de la distance correspondante , tous les fermes de cette valeur de ILdx'^Ydjr^ldi seront des différentielles dépendantes d'une seule variable, et, par conséquent, cette formule sera une difiërentielle exacte ; ce qu il s'agissait de prouver.
On voit aussi par là, et d'après l'équatioa (d), que l'accroissement du carré de la vitesse provenant âr chacune des forces R, R', R'', etc., sera le même que si elle existait seule : à l'égard de la force R, par exemple, cet accroissement sera exprimé par r^: txfKdr, en prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse pour la valeur initiale dé r.
i5g. Dans le cas d'un point matériel pesant, qui se meut, sur une courbe donnée, dans le vide et sans frottement sur cette courbe, l'équation {d) SR xér duira à
il* = À* -f 3g (a — r),
en désignant par g la gravité, et prenant l'axe des % positives vertical et dans le sens de cette force, de sorte qu'on ait
Soient ADBC (fîg. Sg) la courbe donnée, B son point le plus bas, A son point le plus élevé, qaî peut n'être pas dans la même verticale que B, et D le point de départ du mobile. Plaçons en ce dernier point L'origine des z, et supposons que la vitesse iai-
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lîale h soit dae à ane hauteur h ; nous aurons
c = o , A* = agh ,
ct^. par. conséquent,
II en résultera i que quand le mobile arrivera au point B, la vitesse maxima sera la même que sll fût tombé de la. hauteur^, augmentée de celle du point D au-dessus du. {dan horizontal mené par le point B* £n vertu de cette vitesse acquise, le mobile s'élèvera le long de BCÂ; sa vitesse diminuera continuelle-* ment ; et si Ton a A>=s o , elle sera nulle au point G situé dans le même plan horizontal que B* Parvenu au point G, le mobile redescendra le long de CB ; et iL.oscillera ainsi indéHniment de D vers G, et.de G vers D* Lorsque la constante h n^ sera pas nulle , le mobile s'élèvera au-dessus du. point C. Si l'élévation du point A au^essus du plan horizontal qui comprend D et G, est moindre que h^ le mobile ti'at« teindra pas le point A; il s'arrêtera en< un certain point G'; et si l'on mène par G' un plan horizour tal qui coupe la courbe en un autre point D', le mobile, oscillera, indéfiniment de G' vers D', et de W vers G'. Les. oscillations seront toutes isochrones ou d'égale durée. Gela est évident à l'égard de celles qui auront lieu dans lé même sens; et l'on voit aussi que la durée de chaque oscillation de G' vers Q' sera la même que celle d'une oscillation de D^ v/ers G^ en observant qu'un élément quelconque de U coui-be sera parcqura avec la même vitesse dans
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les deux cas» Getie durée commune de toutes les oscillations entières dépendra de la forme de la courbe et de la grandeur de h.
Lorsque l'élévation de A au-dessus du plan hori^ zontal passant par le point de départ sera égale à h^ le mobile approchera indéfiniment du point A , mais ne l'atteindra qu'après un temps infini. Quand cette élévation sera plus grande que h y le mobile dépassera le point A , et parcourra la circonférence entière de la courbe donnée. Revenu au point D , sa vitesse sera la même qu'à l'origine du mouve« ment; d'où l'on conclut qu'il fera une suite indéfinie de révolutions , qui auront toutes une égale durée , dépendante de la forme de la courbe et de la grandeur de h^
Si la courbe donnée est d^abord comprise dans un plan vertical^ tangent à un cylindre à base quelconque , et qu'on enveloppe ce plan sur le cylindre, de sorte que la courbe donnée devienne une ligne à. double courbure, le mouvement oscillatoire ou révolutif du mobile ne changera nullement , en supposant, toutefois, que son point de départ et sa vitesse initiale restent les mêmes ; car alors la valeur de t en fonction de s^ déterminée comme il a été dit pré* cédemment (n* i^y), ne dépendra que de celle de z en fonction de ^, qui ne changera pas, quelle que soit la base du cylindre vertical sur lequel la courbe donnée sera tracée.
i6o. Dans tous les cas où l'équation {d) a lieu^ et où le mobile n'est pas astreint à se mouvoir sur une courbe donnée, cdle qu'il décrit pour aller d'ua
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ppmt doan^ que j'^|)peUerai A, à ua iiu.tre pçint donné que je nommerai È, jouit d'une profiriété remarquable. Si le mobile est entièrement libre , l'intégrale f^ds, pri^ depuis le poîht A jusqu au point By çst plu$. petUç qu^ sijiivant toute autre courbe aboutissant à ces deux poiut3; s'il çst ai^ujettr à se mouvoir sur une surface doQuée^ cette propriété dd la ^ectotre n'^^ plurliea^ue relativement à toutes les courbes tracées sur Cjette surface, et qui aboutissent toujours aux points A et B. Ditns ces deux c^, ds est Télémant di^reptiei d'une courbe quelconque , qui répond aux coordonnées jc, jr^ z, ei V une f(^E>ctfOn de ceSi trois varin^i' blés et d'in^e constante k, donnée par l'équation {d}.
La démoostration de ce théorème revient à prou^ ver qii'en vertu des équations du mouvement, la variation àe finis est nulle, en supppsant fixes I^a limites de cette intégrale : âlom elle sera un mi" ràmum ocattn maximum i et ce sera tOQjouf^ \emini-' mum qui aura lieu quand le mobile sera entièrement libre; car il est évident que l'intégrale /(^d[y pourra croître indéfiniment avec la longueur de la trajectoire , et m 8QV^ pas. s^q^p^ib}^ d^ mojcinwm-
Or , par les règles les plus simples du calcul d^ variations , ou fi
J'.fwis = fif.uds, J'.ifds =5 cTwfc + i^J'ds.
D'ailleurs dt étant l'élément du temps^ on a d!f = {fdt ; •
donc
J'uds = idt^.v*.
Sî I on djfféreutie l'^q^ation (d) tt q^e Tqp remplace
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les différentielles dx^ dy^ d:i, par les variations /x,
J^jr, Sz, on aura .
En ayant égard aux valeurs de cos A , cos /x, cos r, et observant que
les équations (3) du n* i5i donnent
Le terme NYJ^L n'entrerait pas dans cette équation ^ si le mobile était entièrement libre ; quand il est assujetti à se mouvoir sur la sur&ce dont l'équatioa est Lsso, ce terme est nul; car toutes les courlies que Ton compare à la trajectoire du mobile devant aussi être tracées sur cette surface , oq a «TL =o; donc on doit supprûner ce termç daps tous Iqs cas; et il en résulte
Quant au second terme vS'ds de U variation de ^ » nous avons
d^ SB d!r' H- ^ 4- d;^ ^ et ^ par conséquent ^
donC; à cause àedszsz i^dt, et en intervertissant, dans le second membre , Tordre des caractéristiques det /»
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«toos aurons
£a réanissant ces deux parties de la yàlear de S" • i^ds, il ^ent
d'où Ton coDclut
fj'.wls = ^ JW + ^crr + ^ /^ + constante ,
pour Fintëgrale indéfinie de i'.vds. Mais les deux points extrêmes A et B étant supposés fixes , les yariatlons J^^r, jy, Sz, qui s'y rapportent, devront être nulles; par conséquent, l'intégrale définie /JT . i^^ , prise depuis le point A jusqu^au point B , laquelle est égale à la variation S'.fs^dsy se réduira à zéro; ce qu'il s'agissait de démontrer.
161. Quand le mobile, assujetti à se mouvoir sur une surface courbe, n*est sollicité par aucune force donnée , sa vitesse est constante (n^ 1^7); l'intégrale fs^ds est donc le produit s^s. Par conséquent l'arc $ décrit par le mobile est, en général, la ligue la plus courte du point A au point B; et il suit de l'uniformité du mouvement, que, dans ce cas, le mobile va d'un point à l'autre , dans im temps plus court que s'il était forcé de décrire sur la surface donnée toute autre courbe que sa trajectoire. Toutefois, si cette surface est fermée de toute part, comme une sphère, par exemple, les points A et B seront les extrétnitÀ de deux arcs de grand cercle , dont Fun sera moindre et l'autre plus grand que tous les arcs
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de petits cercles aboutissant aux mêmes pcrinls ; et le mobile pourra décrire l'une ou l'autre de ces deux portions d'un même grand cercle, ^lon le sens de sa vitesse initiale k t^pgentef à la sphère*
On peut présenter l'équation différentielle de lu trajectoire sous une £orme qui mette en évidence la* propriété de la ligue la plus courte sur une surface quelconque , laquelle consiste en ce que son plan os^ culateur en chaque point est normal à cette ^urface.
Les forces X, Y, Z, étant supposées nulles, les équations (3) du n^ i5i le réduisent à
^ = NcosA, ^=Ncos/A, ^=Ncosy.
A cause que s^ est une constante, et que sft=^s\ on a
de ~ d$^ ' de~^ ds^' de ds^ '
en prenant l'arc s pour la variable indépendante; et cela étant, on pourra remplacer le» équations précé« dentés par celles-ci :
qfii s'e^ déduisent aisément. Je les ajoute aprè$ Ie$ avoir lutiltipUées par cos r , cos /a , co6 A ; la qucintUé N disparaît, et l'on a simplement
dxdW — drd^x , dzd'x — dxtPz -v '
, drd'z — dzd*r ^ \ ^^>
D'après les valeurs de cos A , cosfi, cos v, citées dans le n® i5i , on aura donc
d^^ di'^ d^ dy ( ...
drd^z — dzd^r dL (^^
pour rëquation différentielle seconde de la trajec^ toire. On y substituera la valeur de l'une des trois coordonnées x, jr, z, en fonction des deux autres ^ tirée de 1 équation L =^ o de la surface donnée^ snr laquelle cette courbe doit être tracée^ on intégrera ensuite TéquaticHi à deux variables qui en résultera; puis on déterminera les deux constantes arbitraires que Fintégrale renfermera , en assujettissant la courbe à passer par les deux points A et B de la surface donnée. L'équation qu'on obtiendra de cette manière y et qui sera^ comme on voit, indépendante de la grandeur et de la direction de la vitesse initiale ^^ devra être celle de la ligne la plus courte entre ces deux points.
Or y si Ton appelle et, €, y fies angles que la normale au plan osculateur d'une courbe quelconque , au point dont les coordonnées sont oo, j-, z, fait avec leurs prolongemens dans le sens positif, et qu on
fisisse , pour abréger ,
lidxd'X—^J'd'^y+ idzd^X'^dxd^zy+idj'd'Z'^dzdyy']^ :=zh,
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nous aurons
C05 ^ = ^{dj(Pz — dzdy),
cos € = i (dzd*a: — dxd^z) ,
cos > = ^(dxdy — djd^jc),
d'après les formules (5) du n® ig, où ces mêmes angles sont représentés par X, fi, v. En vertu del'équation (e), on aura donc
COS A COSCt + COS € COS /JL + cos y cos V = o î,
ce qui montre que la normale au plan osculateur de la trajectoire^ et la normale à la surface donnée^ sont perpendiculaires Tune à Tautre ; d'où l'on conclut que l'équation {/), qui appartient à la ligne la plus courte , est aussi celle de la courbe qui a partout son plan osculateur normal à la surface donnée ; en sorte que ces deux lignes sont une seule et même courbe tracée sur cette surface, quand on les assujettit l'une et l'autre à passer par les mêmes points extrêmes A et B.
Il suit de là que , quand ces deux points appar-^ tiennent à une des lignes de courbure de la surface donnée , cette ligne est la plus courte d'un point à Tautre ; car son plan osculateur en un point quelconque renferme deux normales consécutives à la surface donnée, et est, par conséquent, normal à cette surface.
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§ III. Digression sur le mous^enient de la lumière.
163. Le théorème du n* 160 est conna sous la dénomination de principe de la moiridre action ^ qui lui vient du point de vue métaphysique sous lequel on la d'abord envisagé^ et qu'on a depuis justement abandonné. Mais il peut encore être utile de donner ici une des premières applications qu'on a faites de ce principe y celle qui est relative à la réflexion et à la réfraction de la lumière dans le système de rémission.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu d'une égale densité^ sa vitesse et sa direction restent les mêmes; mais quand il passe d'un milieu dans un autre , sa direction s'infléchit et sa vitesse i^ange. Dans l'instant du passage ^ la lumière décrit une courbe d'une étendue inappréciable, dont on peut faire abstraction sans erreur sensible. La trajectoire de chaque particule lumineuse est donc alors l'assemblage de deux droites, dont chacune est décrite d'un mouvement uniforme. Ainsi, en appelant^' et y les longueurs de ces droites, n la vitesse de la lumière dans le premier milieu, n' sa vitesse dans le second , on aura njr pour la valeur de l'intégrale fvdsy prise depuis le point de départ de la particule jusqu'à son entrée dans le second milieu^ eX ri y pour la partie de cette intégrale relative au second milieu; par conséquent cette intégrale, prise dians toute l'étendue de la trajectoire, sera exprimée par ny + liy ; et c'est cette somme qui doit
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être un minimum ^ d'après le principe de la moindre
action.
Avant d'aller plus loin^ observons que^ si le second milieu est une substance diaphane et cristallisée, la vitesse de la lumière , dans cette substance, dépendra, en général, de la dilution du raj^on lumineux; en $orte quelle sera constante pour un même rayon, mais variable d'un rajon à un autre. Le phénomène de la double réfraction que présentent le spath dtls^ /am/e.et là plupart ^s cristaux transparens, tient à la diflerenee de vitesse des différeuâ rayons lumineux qui les traversent. On doit alors regarder la vitesse n' comme une fonction des angles qui déterminent la directioa de chaque rayon ; et la loi de la réfraction dépend 4)9 la forme qtie l'on suppose à cette fonction. En faisant une hypothèse convanaUe sur cette forme, [japlace est pai^venu à déduire du principe dfi la mpindrb action (*) , la loi de la double réfraction , découverte {^ar Huyghens et confirmée par Malua; mais ce n'est point ici le lieu d'exposer cette théorie : nous noua bornerons à considérer le cas où tous les rayona se meuvent avec k même vitesse, quelles que soient leurs directions. Dans le. calcul suivant , les vitesses n et n' seront donc regardées comme des quantités données pour chaque milieu en particulier, ei indépendantes de la direction des rayons lumijieùic.
i63. Soient maintenant A et B (fig. 40) les deux
^) Mémoire de la première classe de tlnstilui , pour Tanliée 1809.
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points extrêmes de la trajectoire. Supposons <[fle la surface de séparation des deux milieux soit plane ^ et menons pair Ces deux points, un phm qui laîîoùpe suivant la droite CD. Soit encore AEB une ligne bri-t «ée au point E, qui représente la projection de la trajectoire sur ce plan. Menons par les point<; A ^ B^ E, les perpendiculaires AP, BG, HËK^ à la droite CD. Puisque la position des points A et B est donnée, les trois droites AF, BG, PG, sont connues; maid la position du point E, et les angles AEH et BëK sont inconnus, et doivent être déterminés par la condition (lu mtntmiim. Nou5 supposerons jfjonc
AF=a, BG=;*, FG = c, AEH==a7, BEK = ^';
les tnàngléd rMIatigte^ AFE et BGjE doanelPôilt
1^ ;= a t^pg^x, EG=: ^ tangue';
piar conséquent, ôrt aura '
Le rayon liiminei&x traverse la surÊtce de séparation des deux milieux en un point dont E est la projéctioii isur le plan de la figiire. Si nOus appelons z la distance de ce point inconnu au point E,^ sera Vhypoténuse d'un triangle rectangle dont z et AE seront les deux petits côtés, et y l'hypoténuse d'un autre triangle qui aura z et B£ pour ses deux petits côtés; mais en considérant les triangles AEF et fi£G, on a
AE t- ^^, BE =
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on aura donc
= \/*'+sîb» y=v/^4-
cos»l^
Si Ton substitue ces valeurs dans la quantité n/'+ fff/y il en résultera une fonction de z, x, a:\ qui devra être un minimum par rapport a ces trois Tariables, dont les deux dernières sont liées entre elles par Fé* quation (a). 11 faudra donc d'abord que la dîflanentielle de cette fonction , prise par rapport k z, soit égale k zéro; d'où Ton conclut
dz * dz jr y
Or, on ne peut satisfaire à cette condition qn^en prenant 2 s= o; ce qui nous apprend que le raj<w lumineux traverse au point E la surface de sépantian des deux milieux, et, par conséqueùt, qu'il ne sort pas du plan perpendiculaire à cette surface, mené par les points A et B.
En faisant donc is^:=30, on aura simplement
«r + «y = rrri +
COSX ' C08 X '
et en égalant à zéro la différentielle c<miplète de cette quantité, il vient
na siu xdx , nh sin x'dx'
cos*x C08* af '
mais en différentiant aussi Téquation (a), on a,.eiB même temps,
adx , hdx'
+ -rxT? = o;
C08* X COS
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dx
et sî Ton élimine -^ entre ces deux équations , on
trouve
nh\n X = 1Ï sin x'. (ft)
Celle-ci et l'équation (a) détermineront les valeurs de X et x' qui répondent au minimum de /y^ -J- »y . Après avoir calculé la valeur àe x, on construira le point E y en prenant EF = a tango*; ensuite on tirera les droites ÂE et BE ^ et la ligne brisée ÂEB sera la route que suit le rayon lumineux pour aller du point A au point B.
L'angle AEH compris entre la normale EH à la surface de séparation des deux milieux , et le rayon incident AE, est ce qu'on appelle ï angle d incidence; l'angle BEK, compris entre le prolongement EK de cette normale et le rajqn réfracté BE, se nomme Xangle de réfraction* Ces deux angles ont été désignés par a: et a:^ Ainsi l'équation {b) fera connaître l'angle de réfraction quand l'angle d'incidence sera donné; et l'on voit, d'après cette équation , que le sinus de l'angle de réfraction est au sinus de l'angle d'incidence dans un rapport constant.
Cest, en effet, la loi connue de la réfraction ordinaire, dont la découverte est due à Descartes. Le rapport des deux sinus dépend de celui des vitesses n et n' relatives aux milieux que l'on considère, et^ pour cette raison , il varie avec les différentes sortes de milieux transparens.
164* Si le rayon lumineux, au lieu de pénétrer dans le second milieu, est réfléchi à la surface de se-»
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paration y sa vitesse sera constante dans toute retendue de la trajectoire, qui est alors comprise en entier dans un même milieu. L'intégrale fs^ds sera donc égale à la longueur totale de la trajectoire^ multipliée par cette vitesse constante ; par conséquent, cette longueur devra être un minimum, en vertu du principe de la moindre action.
Supposons donc , comme dans le numéro précédent , que la surface de séparation soit plane. Soient A et B (fig. 40 ^^^ deux points extrêmes de la trajectoire; menons par ces points un plan perpendiculaire à cette surface y qui la coupe suivant CD : chaque particule de lumière ira du point A au point B, en suivant une ligne brisée AEB, la plus courte de toutes celles qui se réfléchissent sur la surface de séparation. Or, il est d'abord évident que cette ligne sera comprise dans le plan perpendiculaire à cette surface ; car toute autre trajectoire serait plus longue que sa pro-^ jection sur ce plan. De plus, il est aisé de prouver, sans aucun calcul, que la plus courte ligne brisée est celle qui fait deux angles égaux avec la droite CD , c'est-à-dire que si l'on a
AEC = BED ,
la ligne AEB sera plus courte que toute autre ligne brisée AE1B, dont le point E' appartient, ainsi que E, à la droite CD.
En effet , abaissons de A la perpendiculaire AF sur cette droite ; prolongeons-la d'une quantité AT égale à AF, et tirons ensuite les droites A'E et A'E'. Les deux angles AEC et A'EC seront égaux; donc les
deux angles ATC et BED le seront aussi , à cause de l'équation précédente; par conséquent, la ligne A'EB sera droite : on aura donc
AE + BE < AE' + BF
ce qu'il s agissait de prouver.
Si Ton élève au point E la perpendiculaire EH sur la droite CD, AEH et BEH seront les angles d'incidence et de réflexion du rayon lumineux qui va du point A au point B. Ces angles seront égaux , puisqu'ils sont complémens des angles égaux AEC et BED; d'où il résulte la loi connue de la réflexion de la lumière, qui consiste en ce que l'angle de réflexion est toujoui^ égal à Tangle d'incidence.
i65. Lorsque Ton admet la théorie de l'émission de la lumière , les lois de la réflexion et de la réfraction se déduisent de l'expression du carré de la vitesse d'un point soumis à des forces d'attraction (n* i58), d'une manière, plus directe qu'en faisant usage du principe de la moindre action. Cette ques* tion nous offrant un exemple du mouvement d'un point matériel, intéressant par la nature des forces que l'on y considère, et par son application à la Physique , nous allons en exposer la solution dans le cas ordinaire, où les deux milieux que traverse la lumière ne sont pas cristallisés.
Dans cette théorie, on suppose chaque particule
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lumineuse soumise à Tattraction de tous les points matériels du milieu qu'elle traverse , et l'on regarde cette force comme une fonction inconnue de la distance , dont on sait seulement qu'elle de'ôroît avec une extrême rapidité quand la distance augmente , de sorte qu'elle devient tout-à-fait insensible dès que la distance a une grandeur sensible. Ainsi , par exemple , désignons par r la distance du point attiré au point attirant^ par et une ligne . de grandeur finie ^ mais insensible^ et par e la base des logarithmes népériens. Une force de cette nature
pourra être représentée par Ae * ; A étant son intensité relative à une distance r infiniment petite. Dès que cette distance aura une grandeur sensible» et sera^ couséquemment , un très grand multiple de 4, cette fonction n'aura plus aucune valeur sensible.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu homogène et d'une densité constante^ les attractions qu'il éprouve se détruisent^ et son mouvement est rectiligne et uniforme. Mais supposons qu'il soit parvenu en un point M (fig. 4^) situé à une distance insensible de la surface CD^ qui sépare deux milieux difFérens^ et que nous suppose* rons horizontale pour fixer les idées; de ce point M^ abaissons sur CD une perpendiculaire MP^ et menons ensuite , dans le milieu supérieur^ dçux plans CD' et CD" parallèles à CD, dont la distance mutuelle soit égale à MP^ et dont le premier passe par le point M; il es^ évident que les attractions
DYNAMIQUis, PREMIÈRE PARTIE. Sog
exercées sur le rayon lumineux au point M, j>ar les deux couches du milieu supérieur, cpai sont comprises, l'une entre CD et C'D', Tautre entre CD' et CD", seront égales et contraires; elles se détruiront donc, et le mobile ne sera sollicité que par l'attraction dé la partie du milieu qu'il traverse, supérieure à Cl)'', et par l'attraction totale du milieu inférieur. Ces deux forces seront perpendiculaires à CD ; elles varieront avec la distance MP suivant des lois inconnues, mais telles que chacune de ces forces sera insensible quand MP ne le sera pas, et qu'elles atteindront leurs maxima lorsque cette distance sera nulle , ou que le mobile sera parvenu à la surface de séparation des deux milieux.
An bout du temps t, je représente par z la distance MP I et par Z et V des fonctions inconnues de z, qui expriment les forces accélératrices provenant des attractions du milieti inférieur et de la partie de l'autre milieu, supérieure à CD'. La force accélératrice totale, tendanle à diminuer z, sera la différence Z — Z'; par conséquent, on aura, dans le milieu supérieur,
pour réquatîon du mouvement vertical d'une particule lumineuse.
Lorsque ce mobile aura traversé la surface CD en un point E, et qu'il aura pénétré dans le milieu inférieur jusqu'en un point M', tel que ïa perpendicu-
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laire MT' à CD soit aussi représentée par z, il est aise de voir que la force accélératrice qui tendra à diminuer cette variable sera alors la différence Z' — Z; en sorte que l'on aura
pour l'équation du mouvement vertical dans le milieu inférieur.
Quant au mouvement horizontal ou parallèle à GD^ il sera uniforme^ et la vitesse .horizontale ne changera pas en passant d'un milieu dans l'autre ; car les forces attractives de chaque milieu se détruisent parallèlement à CD, et, dans ce sens, un rayon lumineux n'est soumis à aucune force accélératrice. Ainsi, en appelant k la vitesse de la lumière en un point A du milieu supérieur, situé à une distance sensible de CD, et a l'angle aigu que la direction de cette vitesse fait avec la verticale, on aura, à un instant quelconque, fc sin et pour la vitesse parallèle à CD. Si le rayon lumineux pénètre, d'une quantité sensible, dans le milieu inférieur, et qu'on représente par k' et af ce que deviennent A: et « en un point A' de ce milieu, situé à une distance sensible de CD, on pourra également représenter la vitesse horizontale du mobile par k' sin a'j en sorte que Ton devra avoir
A: sin oc =s k' sin a'. (5)
On voit aussi, à priori ^ que la trajectoire du mo« bile sera une courbe plane et verticale ; il ne restera donc plus qu'à déterminer sa vitesse perpendiculaire à CD, soit dans le milieu supérieur, soit dans le mi-«
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lieu inférieur, à une distance quelconque z de cette surface CD.
i66. Je désigne cette vitesse par u, de sorte qu'on
ait ^ = tt* pour les deux milieux. En multipliant
l'équation (i^ par ndz^ intégrant et désignant par c la constante arbitraire, on aura, dans le milieu supérieur,
tt* = c + a/Z'£3fe — a/Zûîz.
Je supposerai que ces deux intégrales s'évanouissent avec z, et je représenterai par h et K leurs valeurs à une distance sensible de CD. Il sera permis d'étendre ces intégrales h et K depuis zéro jusqu'à l'infini; car, au-delà d'une valeur sensible, les fonctions 2 et Z', et par conséquent les parties correspondantes de fldz et fHdz'f sont nulles ou insensibles par hypothèse. On pourra donc écrire, si l'on veut,
h == /f Zrfz, h! =f^Z'dz.
D'ailleurs , pour une valeur sensible de z, m» a u^ = k^ cos* a ; on aura donc alors
A:'cos*a = c + 2^' r" ^A;
et en éliminant c de la valeur générale de u*, il en résultera
tt»=5 *• cos* ût + ^h^2K+!ifVdz^:ifZdz,
en un point quelconque M.
Je représente par k^ la vitesse du mobile au point £ de la surface CD, et par a. l'angle que fait sa
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direction avec la verticale. On aura en ce point tt* = A:*cosa, j et comme il répond à i=Oy les deox derniers termes de la formule précédente s'évanouiront , et elle se réduira à
k] cos* a, = /f cos* a^2h—^ ah\ (4)
Pour que le rayon lumineux atteigne la surface de séparation des deux milieux ^ il faudra donc que le second membre de cette équation soit une quantité positive, ou qu'on ait
. h' < h + ik^cos^a.
Si cette condition n'est pas remplie ^ ce qui exigera que l'attraction du milieu supérieur surpasse celle du milieu inférieur, la vitesse verticale du mobile s'épuisera avant qu'il ait atteint le plan CD. Il y aura donc un point de la trajectoire où la tangente sera horizontale. Parvenu en ce point, le mobile rétrogradera ; les deux branches de cette courbe, aboutissantes en ce même point, seront semblables, puisquelles seront décrites en vertu de forces égales pour la même valeur de z; et, pour une grandeur sensible dé cette distance z , ces deux branches se changeront en des lignes droites qui feront des angles égaux avec la verticale, ou, autrement dit, les angles de réflexion et d'incidence seront égaux.
Si, au contraire, l'altraclion du milieu inférieur surpasse celle du milieu supérieur , et que la condition précédente soit remplie, le rayon lumineux pénétrera dans le second milieu avec une vitesse perpendiculaire à CD, qui sera déterminée par l'équation (/j). Dans cette hypothèse, on aura, d'après
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l'éqaatiôn (a) relative à ce milîeti ^
en supposant toujours les intégrales nulles quand z = o. A une distance .sensible de CD, on a w' = A:'' cos' a' j on aura donc
k'^ cos* a' = A:* dos» <x. + 2^ — aA';
et en éliminant A:* cos* a, au moyen de l'équation (4), il en résultera
k* cos» a' « A* cos* a + 4* -w 4A'. (5)
Pour que le rayon lumineux., après avoir traversé la surface CD , pénètre jusqu'à une profondeur sensible dans le milieu inférieur, il sera donc nécessaire et il suffira qu'on ait
h' < h -^ iA*cos'a.
Lors donc que h', quoique moindre que ^+f^cos*rt, surpassera néanmoins A + J A:' cos' et , le mobile ne 'pénétrera dans le milieu inférieur que jusqu'à une distance insensible au*delà de CD; il rentrera ensuite dans le milieu supérieur; et les deux branches de sa frajectoire seront semblables de part et d autre du point où il commencera à rétrograder. Par conséquent, la lumière sera réfléchie, comme dans le cas précédent, en faisant l'angle de réflexion égal à l'angle d'incidence ; en sorte qu'il y a deux cas distincts de réflexion dans la théorie que nous considérons. 167. Supposons maintenant que ni l'un ni l'autre de ces deux cas n'ait lien , de sorte que le rayon
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lumineux soit réfracté. Dapfès Téquation (5), ott
aura
k^ sia' a'* = k* sîa* cl ;
et en ajoutant membre à membre Féquation (5) et celle-ci, il en résultera *
ce qui montre que l'augmentation du carré de lavitesse du mobile , en allant du point A du milieu supérieur au point A' du milieu inférieur, sera indépendante, comme cela devait être (n^* 167), du chemin qu'il aura suivi.
On tire aussi des équations (3) et (6)
sïncL ^/yt» 4. 4 (A — A') ' ^'^
formule qui renferme la loi du rapport constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence, et qui donne la valeur de ce rapport en fonction de la vitesse k de la lumièrQ. dans l'un des deux milieux, et de la différence h — h! de leurs pouwirs réjringens h et k'. Si le milieu inférieur est terminé par deux plans parallèles, et qu'il y ait au-dessous le même milieu qu'au-dessus, l'expérience prouve que la lumière, après avoir subi deux réfractions et traversé les deux faces du milieu intermédiaire , reprend une direction parallèle à celle qu'elle avait dans le milieu supérieur. C'est aussi ce qui résulte de l'équation (7) ; car si l'on désigne par al' l'angle que le rayon lumineux fait avec la verticale , après être sorti du
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milieu intermédiaire, il fandra^ pour déterminer sin ai\ échanger entre elles ^ dans cette équation^ les quantités A et A', et y mettre A/, a', a'', au lieu de A: y cl y a!. On aura donc
sin *' y/k'^ + /^(k'^h)'
ou bien , en vertu des équations (6) et (7) ^
sin a' l/^*4>4(A— y) sin ce ^
sin «t' """ k *"" sin «t"
ce qui donne ^ effectivement,
Le phénomène de la dispersion, qui provient d'une valeur différente de l'angle de réfraction a', pour les rayons diversement colorés dont se compose un même rayon de lumière incidente, peut être attribué, d'après la formule (7) , soit à une inégalité de leur vitesse k , soit à une action différente de chaque milieu sur ces différens rayons, d'où il résulterait des valeurs inégales de k — hf.
i68. Toutes choses d'ailleurs égales, cette équation (7) montre que le rapport du sinus de réfraction au sinus d'incidence doit changer avec la vitesse de la lumière. Or, si l'on considère une étoile située dans le plan de l'écliptique , il y a une époque dans l'année où la vitesse de la terre s'ajoute à celle de la lumière , et une autre époque où la première vitesse se retranche de la seconde; ce qui rend la vitesse de la lumière, relativement à un milieu qui se meut
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arec la tetre, sensiblement plus grande dans le premier cas que dans le second. Le rapport dont il s'agit devrait donc aussi être différent à ces deux époques; mais des expériences très précises de M. Ârago ont prouvé qu'au contraire ce rapport ne varie pas d'une manière sensible pendant toute l'année, et, de plus, que sa grandeur est la même pour le soleil et pour les diverses étoiles d'où la ïumièref est partie.
Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on adopte, c^est toujours un iait très remarquable, que la composition de la vitesse propre de la lumière avec celle de la terre , qui se manifesté dans le mouvement apparent des étoiles, connu sous le nom àHaberration^ n'ait cependant aucune influence appréciable su^ la téftacûim de la lumière qu'elles nous efivo^nt a différons jours de l'année.
Dans le vide> le mouvement de la lumière directe ou réfléchie est uniforme, et sa vitesse indépendante de la source dont elle émane. La grandeur de cette vitesse est telle, que la lumière parcourt en 4ô5,54 secondes la distance moyenne du soleil à la terre ; ce qui donne 5og5o myriamètres par seconde.
Un rayon lumineux, lancé dii soleil ou d'une étoile, doit éprouver dans sa vitesse, comme tout autre projectile, une diminution due à sa pesanteur vers cet astre , c'est-à-dire, à l'attraction en raison inverse du carré des distances à son centre , que la masse du corps exerce sur chaque particule matérielle de la lumière ; mais cette diminution est une fraction très petite de la vitesse finale de la lumière. Ainsi, par exemple, l'intensité de la pesanteur à la
surface du soleil étant vingt-sept fois et demi Fintensité de la pesanteur terrestre, comme on le verra par la suite, et le rayon du soleil étant égal à 1 10 rayons de la terre, on conclut de ce qu'on a vu dans le n** i45, que la vitesse de la lumière , pour être de 50960 myriamètres par seconde à une grande distance du soleil , a dû être plus grande d'un peu moins de dçux millionièmes seulement, en partant de sa surface.
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DE LA FORGE CENTRIFUGE
i6g. La pression qu'un point matériel exerce sur une courbe qu'il est forcé de décrire , n'est pas la même que quand il est en équilibre sur cette courbe. L'état de mouvement donne naissance à une pression particulière qu'on appelle force centrifuge^ parce qu'on Ta d'abord considérée dans le cercle où elle est dirigée suivant le prolongement du rayon, et tend continuellement à éloigner du centre le mobile sur lequel elle agit. C'est cette force que nous allons considérer dans une courbe quelconque.
Soient M,M et MM' (fig. 4?) deux élément consécutifs et égaux de la courbe donnée , H et H' leurs milieux , MT et M'T' leurs prolongemens. Leur plan et Tangle TMT' seront le plan osculateur et l'angle de contingence de la courbe au point M ; et si l'on mène dans ce plan la droite MO , qui divise Tangle M^MM' en deux parties égales > elle représentera la direction du rayon de courbure en ce même point M; en sorte que le centre de courbure sera le point 0 de cette droite. Appelons ds. l'élément M^M de la courbe, lequel sera aussi égal à HMH'; soient, en outre, cT l'angle inflniment petit TMT', et p le rayon de courbure MO, nous aurons (n* 18)
Digitizêd by LjOOQIC
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Cela posé» faisons d'abord abstraction des forces données qui peuvent agir sur le mobile, et supposons qu'au bout du temps t, il arrive au point M avec une vitesse (^. S'il était entièrement libre» il continuerait à se mouvoir sur MT avec la même vitesse ; mais» par hypothèse» il est forcé de décrire une courbe donnée ; ce qui change la direction de son mouvement » qui devient M'F. Or» si l'on élève sur MT' la perpendiculaire MK» comprise dans le plan osculateur et en dehors de la concavité de la courbe» on pourra substituer à la vitesse (^» dirigée suivant MT» deux autres vitesses» Tune égale à i^cos eT et dirigée suivant MT'» l'autre égale à (^ sin cT et dirigée suivant MK; et alors l'effet de la courbe sera de détruire la dernière de ces deux vitesses» pour ne laisser subsister que la première, ou» autrement dit » cet effet se réduira à imprimer au mobile une vitesse égale et contraire à (; sin cT. La courbe donnée étant donc remplacée par un polygone infinitésimal » sa résistance consiste à imprimer au mobile» à chaque sommet M de ce polygone» une vitesse infiniment petite (^sin J^» dirigée en sens contraire de MK.
Pour assimiler complètement cette résistance à une force motrice y* qui agit incessamment sur le mobile» nous pouvons supposer que la vitesse ç siucT est produite pendant que ce point matériel va de H en H', et prendre dû pour la durée de cette action. Nous pouvons aussi négliger» dans cet intervalle de temps» le changement de direction de cette force , et la supposer , par exemple » parallèle à la droite MO. Alors la force accélératrice correspon-
daiite aura pour mesure , comme chacune des forces U, U', U", etc., du n** 147, la vitesse i^sin J^ qu'elle produit pendant l'instant dt^ divisée par dt; et en appelant m la masse du mobile, il en résultera /. ^__^ mv sin i"
pour ]a vajeur de f. Donc , en remplaçant sin J^ par <r, mettant pour cTsa valeur précédente , et observant que ds = s^dt , on aura
La pression que la courbe éprouve > et qui est uniquement due à l'état de mo.uvement du point matériel qui la décrit, ou la force centrifuge qui agit sur ce mobile, est égale et contraire' à cette force yi U s'ensuit donc qu'au point quelconque M, de la courbe donnée , la force centrifuge est comprise dans le plan osculateur, et dirigée en dehors de ]a concavité de cette courbe , suivant le prolongement MN de son rayon de courbure , et que son intensité est en raison inverse de ce rayon, et en raison directe de la masse du mobile et du carré de sa vitesse.
170. Cette vitesse étant (^ sur le côté M^M, et devenant V cos cT sur le côté suivant MM', il s'ensuit que sa grandeur n'est point altérée par la courbe ; car on peut négliger la quantité p(i — coscT), infiniment petite du second ordre , de laquelle il ne pourrait résulter qu'une diminution infiniment petite de vitesse , sur nue partie de ]a courbe de grandeur finie. Le mouvement sur une courbe quelconque est donc uniforme quand le mobile n'est sollicité par aucune
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force donnée. C'est ce qu'on a déjà vu dans le n? iSn; mais nous voyons de plus que ce résultat tient a ce que l'angle de contingence est infiniment petite et qu'en un point où deux courbes différentes se couperaient sous un angle fini, le mobile éprouverait une perte finie de vitesse, en passant d'une courbe k lautre ; laquelle perte serait égale à sa vitesse primitive , multipliée par le sinus verse de cet angle.
Lorsque le mobile est sollicité par une ou plusieurè forces données , sa vitesse varie k raison des composantes de ces forces tangentes à la trajectoire , et leurs composantes normales exercent, comme dans l'état de repos, une pression sur cette courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge.
Soit, en général, mR la résultante des forces données qui agissent sur le mobile, quand il eist parvenu au point M. Décomposons cette force motrice en deux autres, l'une tangente et l'autre normale à la trajectoire, que nous représenterons par mT et mQ; la première sera la force qui fera varier la vitesse, et la seconde produira la partie de la pression indépendante de l'état de mouvement du mobile. En prenant , par la règle du parallélogramme des forces , la résultante de mQ et de la force centrifogeyou— , on
aura, en grandeur et en direction, la pression totale qui aura lieu au point M de la courbe donnée. Cette force , divisée par la masse du mobile, ou la résultante des forces accélératrices Q et — , devra comci-
der avec la force P du n* i52. C'est en effet ce que nous allons vérifier.
I. ai
iji. Je remplace les équations (5) de ce numaro par celles-ci, qui s'en déduisent immédiatement.
dsdt* ds ds \ds d$ /
* Quelle que soit la variable indépendante , on a
dxd}j — dyé^x ^^_ rfx* * dx ,
— 3? 'dF ~dr ^'
on a , en même temps ,
d^^d^ds^ dx _ dlr ^ ^
Jf * ds^ de* dt ^j di '
à cause de «^ = j^, il en résultera
dxdy—^rd^x , </x' ' ^ i^* {dxdy — djd^x)
et l'on trouvera de même ,
d!grf^jc — dxd'z j/* ( dz4fx *-* <fa:<fjg )
i&^<» ~ ds^ '
dyd^z ~ dzd^jr s^jdjrd^z — dzdy) dsdi^ ^™ rf*5 •
En désignant par q, q\ ((\ les angles que la force Q fait avec des parallèles aux axes des x ^ jr^ z, et observant que X, Y, Z, sont les composantes suivant ces parallèles de Q et de la force tangentielle T , on
9iira aussi
^='^P,+^^osq, Y=T^+Qco8y', Z=T J+Qcosy%
et an moyen de ces valeurs et des précédentes , les équations (i) deviendront
V* (dz4^x — dxd'z)^^ fàz dx A ^dz dx AU.
i^idjrd'z^dxéfj) ^/djr „ dz \ ^djr „ dz ,\\
Or, si l'on appelle y, y', y', les angles que la direction de la force centrifuge , c est-à-dire le prolongement MN du rayon de courbure M0> fait avec des parallè^ aux axes des a:, y y Zy menées par le point M, et 3cf y j'y z'y les coordonnées du centre de courbure 0, on aura
a: — ^x'=pcos>, j^— y'=pcos5r', z — ^2'=pcosy,
et en combinant les équations {ta) avec les formules du n* 20 , on en déduira sans difficulté y
♦** r^ràr/dx , dr \ dzfdz dx A"!
tco. y'=Q[^(|lcoS9-- g COBJ') -^^cOSy'_|:c08 q )]
V' , .rdx/dz dx .\ djr/{fy , dx ,\-|
-co,y-=Q|_^(^^cosy-^co85r')-g^_cosç__co,î)J
ai..
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Mais à cause que les forces P et Q sont perpendi^ culaîres à la tangente de la trajectoire^ on a
àx u dr , dz „
dx , dr t . dz -
_coscir+^cos^ + ^cos-sr'=
ce qui réduit les coefficiens de Q, dans les trois équa* tions précédentes , a — cos 7, — cos q', — cos q", et ceux de — P à —cos ^, — cos <zsr', — cos^; on aura donc enfin
— cos 3/ + Q cos 7 = P cos w,
— cos > 4- Q cos 5' = P cos nsr',
— cos y"+ Q cos jf" == !P cos ns^'^
où Ton voit, comme il s'agissait de le vérifier, que la force P est, en grandeur et en direction, la résul-
tante des deux forces — et 0.
172. Quand le mobile sera seulement assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, il faudra que la résultante des forces motrices mQ et ^ , qui est
déjà perpendiculaire à sa trajectoire, soit, de plus , normale à cette surface. En appelant donc niN cette résultante, et désignant par a» et 4 les angles, aigus ou obtus , que font ses deux composantes avec une partie déterminée de la normale à la surface , au point où se trouve le mobile , on aura
N = =*= (q cos « + — cos 4 )•
La force N agira suivant cette partie de la normale on suivant son. prolongement ^ selon que la quantité comprise entre les parenthèses sera positive ou négative; et pour que N soit toujours une quantité po^ sitive , on prendra le signe supérieur dans le premier cas y et le signe inférieur dans le second. Cette force accélératrice N devra être égale et contraire à celle qui entre dans les équations (5) du n* i5i ; et^ en effet , celles-ci ne différant des équations (5) du n* 1 52 qu'en ce qu'elles contiennent N, À, u^ v, au lieu de — P, ^, ^', w", on en déduira^ par l'analyse précé-» dente , des composantes de la force N , qui seront ' égales et contraires à celles, que l'on a trouvées pour la force P.
Dans ce même cas d'une surfaoe donnée , si Ton dé^ signe par co' et %}/' les angles que les forces mQ et
— font avec un axe mené par le. point où se trouve
le mobile, tangent à cette surface et perpendiculaire à kl trajectoire , de sorte qu'on ait
cos' ûl + cos* O)' = T , cos'4 + cos'4' == ï >
il faudra que la somme des composantes de ces deux forces suivant cet axe tangent, soit égale à zéro, puisque leur résultante e|st normale au même point de la surface; on aura donc
Q cos û>' + — cos •^' =z= o ;
équation qui pourra servir à déterminer l'inclinaison 4' du plan osculateur de la trajectoire sur le plan tangent à la surface donnée.
Lorsque le mobile ne sera soumis à aucune force doonée, ou, plus généralement , lorsqu'il né sera soumis qu'à une force tangente à sa trajectoire, on aura Q = o ; il en résultera donc cos %[/'= o et >|;':±=90*; en sorte que le plan osculateur de cette courbe sera constamment perpendiculaire à la sur&ce donnée- Cette propriété étant, en général, celle de la ligne la plus courte entre deux points donnés sur cette surface, c'est cette ligne que le mobile décrira, ainsi qu'on l'a dit précédemment (n'' i6i); mais maintenant nous voyons, en outre, qu'une force tangente k la trajectoire, telle qu'un frottement contre la surface donnée, ou la résistance d'un milieu, ne fera pas dévier le mobile, de la ligne la plus courte entre son point de départ et son point d'arrivée.
1^5. Enfin, si le mobile est entièrement libre, il faudra que la composante normale à la trajectoire , de la force motrice mK qui le sollicite, fasse équilibre à sa force centrifuge — , puisque dans ce cas il
n'y a pas de courbe ou de surface donnée qui puisse détruire la résultante normale de ces deux forces. Il faudra donc, en premier lieu, que le plan osculateur de la trajectoire soit celui qui passe par la tangente et par la direction donnée de la force mR; en appe-lant 6 l'angle que cette direction , en un point quelconque , fait avec le rayon de courbure MO , il faudra, en outre, que cet angle soit aigu pour que la composante normale de la force mR agisse en sens <y>ntraire de la force centrifuge qui est dirigée suivant MN ; et cela étant , on devra avoir
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R cos S =s — . (a)
Quand la fotpe accélératrice R^ à laquelle le mobile est soumis, sera une force centrale dirigée vers un point connu, et que l'observation aura fait connaître la courbe qu'il décrit autour de ce centre fixe, on pourra déduire de l'équation de cette courbe, le rayon de courbure / et l'angle 0 qull fait avec la direction de la force R; on déduira aussi , de cette équation et de la proportionnalité des aires aux temps ( n"" i55 ), l'expression de la vitesse ^ en un point quelconque de la trajectoire ; par conséquent, l'équation (a) déterminera la valeur de R, ou la loi de la force centrale qui fait décrire au mobile la courbe donnée. C'est de cette manière que Newton a découvert la loi de la force dirigée vers le centre du soleil , qui fait décrire à chaque planète une ellipse dont ce point occupe un des foyers; mais on verra, dans la suite, qu'en parlant des mêmes données, cette détermination peut s'effectuer par un calcul plus siipple.
174* Huygbens, à qui l'on doit la mesure de la force centrifuge. Ta déduite de la considération du mouvement circulaire; et quoique cette méthode soit moins directe que la précédente , je crois cependant utile de l'exposer ici en peu de mots.
Soit M ( fig. 44 ) ^^ point matériel attaché à un point fixe C par un fil inextensible CM ; supposons qu'une percussion lui imprime une vitesse a, dans une direction perpendiculaire à la longueur du fil; et, pour simplifier la question, supposons aussi qu'aucune
force motrice donnée n'agisse sur le mobile. Ce point matériel va décrire un cercle AMB , dont le centre et le rayon seront le point fixe et la longueur du fil. Pendant ce mouvement, le fil qui retient le mobile éprouvera , dans le sens de sa longueur , une certaine tension qui n est autre chose que la force centrifuge» En appliquant au mobile une force égale à cette tension et constamment dirigée vers le centre fixe, on pourra faire abstraction du fil , et considérer le mobile comme entièrement libre. C'est donc en vertu de cette force centrale, dont la grandeur est inconnue, combinée avec la vitesse a, que le cercle sera décrit.
Il s'ensuit d'abord que les secteurs circulaires décrits par le rayon du mobile, seront proportionnels au temps (n** i55); ce qui exige que les arcs de cercle parcourus le soient aussi. Le mouvement circulaire sera donc uniforme ; et si Ton désigne par s l'arc décrit dans le temps ^, on aura s = at.
Soient m la masse du mobile , ma la force centrale, et, conséquemment, cl la force ' accélératrice qu'il s'agira de déterminer. Quelle que soit cette force, on peut la regarder comme constante en grandeur et en direction pendant un intervalle de temps. infiniment petit ; ainsi , pendant que le mobile décrit Tare de cercle infiniment petit MM', la force a sera supposée constante , et parallèle au rayon CM qui aboutit à l'origine de cet arc ; d'où nous concluons que si le mobile n'était pas animé de la vitesse a, la force centrale lui ferait parcourir , dans un temps infiniment petit, le sinus verse MN, ou la projection sur CM de l'arc MM', qu'il décrit réellement. Or,
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toute force accélératrice a pour mesure le double de Vespace infiniment petit qu'eUe est capable de faire parcourir à un mobile dans un temps infiniment petit, divisé par le carré de ce temps (n<* ii8); si donc on appelle € le sinus verse MN ^ et r le temps employé à décrire 1 W MM', on aura
mais en désignant cet arc par or, et le rayon CM par r, on a
en prenant Tare au lieu de la corde ; donc à cause de o* = aXf on aura
Cette valeur de a est donc celle de la force centrifuge rapportée à l'unité de nrasse, dans un.cercle décrit d'un mouvement uniforme. On en conclut immédiatement que cette force , dans une courbe quelconque, aura pour mesure le carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure; caria trajectoire ayant deuxélémens consécutifs communs avec son cercle osculateur, on peut supposer que, pendant un temps infiniment petit, le mobile se meut circulairement autour du centre de courbure, et qu'il a conséquemment la force centrifoge qui convient à ce mouvement. En multipliant par m cette force accélératrice , on aura la même valeur que pour la force désignée par f dans le n* 169.
DigJtized by
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175* Pour comparer la force eentrifoge dans le cercle à la pesanteur , supposons que la vitesse a soit celle qui serait due à une hauteur h y de sorte qu'on ait fl* =s ngh (n* i5o) , en désignant par g la gravité ; il en réstiltera
ce qui montre que la force centrifuge est à la pesanteur 9 comme le double de la hauteur due à la vitesse du mobile est au rayon.
Si le mobile est un corps dont les dimensions soient très petites par rapport à sa distance au point C^ on pourra considérer^ dans toute son étendue y la valeur de CL comme à très peu près constante y et pren^
dre le rapport- pour celui de la. force centrifuge
provenant du mouvement circulaire^ au poids du corps sur lequel elle agit.
Quand le mouvement n'aura pas lieu dans un plan horizontal^ la vitesse du mobile^ la force centrifuge et la tension du fil attaché au point* C, seront variables. Supposons que le mobile se meuve dans un plan vertical 3 désignons par 2gÀ le carré de sa vitesse, quand il se trouve dans le plan horizontal passant par le point C ; et , à un instant quelconque y appelons z sa distance à ce plan y regardée comme positive lorsque le mobile sera situé au-dessous, et comme négative quand il aura passé au-dessus; nous auron^ à cet instant 2g:( A + 2) pour le carré de sa vitesse
(n° iSg), et ^^^^ — 21-fi pour la force centrifuge*
Pour avoir la tension totale du fil, il faudra ajou-
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ter à cette force la composante du poîds du mobile dirige suivant le prolongement de son rayon , laquelle composante est égale à — ^^ comm^ il est aisé
de le voir. Donc^ en appelant 6 la tension totale du fil à un instant quelconque , nous aurons
Cette force exprimera aussi la pression que le point C éprouTera à chaque instant, suivant la direçtîoa du rayon qui aboutit au mobile. Elle atteindra son maximum f lorsque le mobile sera au point le plus bas du cercle, où Ton a z==:r, et son minimum^ lorsqu'il sera au point le plus élevé, où Ton a z=— -r.
Si h est moindre que —,1a tension deviendra négative
et se changera en une contraction pendant une partie du mouvement : il faudra alors que le fil soit inflexible pour que le mouvement circulaire ait lieu» On néglige , dans ce calcul , le poids et la force centrifuge du iil; ce qui suppose sa masse très petite par rapport à celle du mobile. On verra , par la suite , comment on y devrait avoir égard si cela était nécessaire.
1 76. Revenons au mouvement circulaire et uniforme, et désignons par.T le temps que le mobile emploie à parcourir la circonférence entière. On aura
2wr et, par conséquent,
ce qui montre que la force centrifuge est en raison directe du rayon du cercle^ et en raison inverse d\h carré du temps d'une révolution entière.
Lorsqu'un corps solide tourne autour d'un axe fixe y tous ses points décrivent , dans le même temps ^ des- cercles dont les plans sont perpendiculaires à Taxe, qui ont leurs centres dans cet axe, et pour rayons les perpendiculaires abaissées de chaque point sur ce même axe ; par conséquent , les forces centri-* fuges de ces difiërens points sont entre elles comme ces perpendiculaires. Ainsi, par exemple, la forée centrifuge des corps placés à la surface de la terre, et qui tournent avec elle autour de l'axe des pôles, est proportionnelle aux rayons des parallèles qu'ils décrivent; et, de plus , cette force est dirigée en chaque lieu de la terre suivant le prolongement du rayon du parallèle qui aboutit en ce point.
177. La force qui précipite les corps vers la terre, et que nous appelons pesanteur , est due principalement à l'attraction du sphéroïde terrestre sur ces corps. Mais quelle qu'en soit la cause, il est toujours certain que la force centrifuge diminue cette tendance des corps pesans ; en sorte qu'excepté au pôle , où la force centrifuge est nulle , la pesanteur est partout moindre que si la terre n'avait pas de mouvement de rotation. A l'équateur, la force centrifuge et la pesanteur sont dirigées en sens contraire l'une de l'autre; la pesanteur y est donc égale à.
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Texcès de 1 attraction de la terre sur la force centrifuge; par conséquent, on a
g étant cette pesanteur^ G l'attraction terrestre,, ou la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immobile, rie rayon de Téquateur, et T le temps de la rotation de la terre.
Le second terme de cette formule étant très petit par rapport au premier, on a, à très peu près^
Pour convertir en nombre la fraction 4^, on pourra
prendre le rayon du méridien au lieu du rayon r de l'équateur, dont il est peu différent; on aura alors
27tr = 40000000°".
En prenant la seconde! pour unité, et négligeant, dans ce calcul, la petite variation de la pesanteur à la surEsice de la terre , on a aussi ( n^ 1 15 )
On a d'ailleurs ( n^ 1 1 1 )
et de là on conclut, à très peu près,
Ainsi , à réquateur, la pesanteur est diminuée de -^
par le mouvement de rotation de la terre autour de son axe. Si ce mouvement devenait plus rapide-, le temps T diminuerait, et la force centrifuge différerait moins de la gravité. En observant que 389 est le carré de 17, on voit qu'il suffirait que la rotation eût lieu en un dix-septième de jour, pour que la force centrifuge à l'équateur fût égale à la gravité; alors la pesanteur y serait égale à zéro, et les corps abandonnés à eux-mêmes y demeureraient en équilibre.
Dans ce calcul, nous avons seulement eu égard à la force centrifuge provenant du mouvement de rotation des corps pesans autour de l'axe dé la terre j et, en effet, on conçoit que le mouvement de translation autour du soleil, qui est commun à tous ces corps, à la terre et à son axe, ne saurait influer sur leur tendance à «'écarter de cette droite mobile. En imaginant, par exemple^ un fil parallèle à l'équateur, attaché à cet axe et aboutissant à un corps situé à la surface, il est évident que sa tension ne changera aucunement par l'effet d'un mouvement qui emportera, à la fois, l'axe, le fil et le corps, sans changer leurs positions relatives.
178. La force centrifuge diminue la pesanteur en tous les points de la sur(àce de la terre ; m^is d'une quantité moindre qu'à l'équateur , soit parce qu'en allant de l'équateur au p61e la force centrifuge décroît, soit parce que l'angle qu'elle .fait avec la verticale augmente. Ep appelant toujours r le rayon de
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réqui^teur, et désignant par /Et la latitude d'un lieu quelconque de la terre, et par t^le rayon du parallèle correspondant, on aura
u = rcosft;
en négligeant la non-sphéricitë du globe terrestre, l'angle ijl sera celui que le prolongement de u, ou la direction de la force centrifuge, fait avec la verticale; la composante verticale de la force centrifuge s'obtiendra donc en multipliant son intensité ^^ par cos ft; ce qui donne
4irVc08> T* '
pour la diminution de la pesanteur due à la rotation de la terre; et, d'après ce qui précède , cette quantité aura pour valeur
cos* ft
Ce serait là toute la diminution que la pesanteur éprouverait, si la terre était une sphère homogène : elle serait proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; et la diminution totale du pôle où l'on a fA = 90°, à l'équateur où l'on a ;t = o , s'élèverait à
-i-. Mais la terre est un sphéroïde aplati à ses pôles ;
l'attraction qu'elle exerce sur les corps placés à sa surface diminue, pour cette raison, en allant du pôle à l'équateur; cette diminution, en chaque point de la surface, est aussi proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; elle s'ajoute à celle qui est produite
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par la force centrifage , et par cette addition le
coefficient -g- augmente et devient — à peu près.
C'est donc cette fraction — qui exprimera, comme
nous layons déjà dit (n* ii?)^ l'accroissement total du poids d'un corps transporté de l'équateur au pôle.
A^<« V%AA^^^^%^^»^<VV»^\A/»^^^VVV%%»W^AA<VV»A/V%^'»^^<W»^<»^M/VV»W^<»M^^^VVVf»^<»\%%%»W»A/VVV^
CHAPITRE V
EXEMPLES DU HOUTEHENT WISN POINT MATERIEL SUR UNE COURBE OU 8UR UNE SURFACE DONNEE.
§ !•'. Oscillation du pendule simple.
17g. Un pendule est, en général, un corps solide pesant^ qui oscille autour d'un axe fixe et horizontal. Mais pour comparer plus facilentent. entre elles les durées des osciUations de différens pendules et les intensités correspondantes de la pesanteur, les géomètres ont imaginé un pendule idéal qu^on appelle pendule simple, et qui consiste en un point matériel pesant, suspendu à un point fixe par l'intermédiaire d'un fil inextensible et inflexible, dénué de pesanteur et même de densité, et dont la longueur est celle de ce pendule.
On verra, dans un autre chapitre, qu'il y a toujours UJ3L pendule simple dont les oscillations coïncident, et pour leurs durées et pour leurs amplitudes, avec celles d'un pendule quelconque; et nous montrerons comment la longueur du premier peut se déterminer d'après la forme et les dimensions du second. Nous ferons voir aussi que cet accord ayant lieu entre les mouvemens de deux pendules dans le vide, il subsistera également dans un milieu résistant, I. 22
quelle que soit la fonction de la vitesse qui exprime la résistance. Ainsi ^ il suffira de considérer le mouvement du pendule simple^ soit dans le vide^ soit dans pn milieu résistant ; et c'est ce qu'on va faire dans ce premier paragraphe.
i8o. Soient G (fig. 4^) le point de suspension, CB la verticale passant par ce point fixe, et CA la position initiale du pendule. Supposons que le point matériel qui le termine parte du point A avec une vitesse k perpendiculaire à CA, et dirigée dans le plan des droites CA et CB; il est évident qu'il ne sortira pas de ce plan vertical, et qu'il y décrira des arcs de cercle dont C est le centre et CA le rayon.
Au bout du temps quelconque t^ soit M la position du mobile ; des points M et A , abaissons sur la verticale CB , des perpendiculaires MP et AD , et faisons
CP = 2, CD = i?.
En désignant par g la gravité et par p la vitesse du mobile au point M , nous aurons , dans le cas du vide (n«i59),
et si Ton appelle s l'arc AM décrit par le mobile , de
sorte qu'on ait ^^ s= «^ , on en déduira
Désignons par S l'angle MCB, qui sera positif quand
.k pendule se trouvera à gauche de CB, comme la
droite CA , et négatif lorsque le pendule sera à droite
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de la verticale. Soit aussi a Tangle ACB , ou la valeur initiale de 6. On aura
en représentant par a la longueur CM ou CA du pendule. On aura , en même temps ,
z 7=s a cos 6, c = a cos a;
et au moyen de ces valeurs ^ celle de dt deviendra
yk* + liga (cos « ~ cos «) ^ ^
Telle est donc la formule qu'il s'agira d'intégrer exactement ou par approximation.
i8i. Il n'y a qu'un cas dans lequel l'intégration sous forme finie soit possible^ c'est lorsqu'on a
A' = 2ga{i H- cos a);
ce qui a lieu quand le mobile part du point A avec la vitesse qu'il aurait acquise en tombant d'une hau« teur égale à ED; E étant le point le plus élevé du cercle qu'il décrit. En faisant S = a^ , et observant que
I -f- cos 2'^ = 2 cos
on a alors
^, = _ W'f Jt^.
V ^ cos^'
J'intègre y je détermine la constante arbitraire de sorte qu'on ait 4/ = ^a quand ^ = o ,' et je mets ^ S à la place de 4 î î^ ^^ieut
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* = i v^ log ^i^44Jiit4^.
Si le point A coïncidait avec le point E, on aa- Tait et = -îT } ce qui rendrait infinie cette valeuf de t, quel que fut langle 9. Cela signifie que le mobile ne quitterait pas le point £; et en efiet^ dans ce cas y sa vitesfia initiale serait nulle y et la tangente au point E étant horizontale , il y demeurerait en équilibre.
Le point B répondant à S s o, on aura, dans tout autre cas.
ÎV/1^«S7
-f- sin l et
pour le temps que le mobile emploiera à parcourir l'arc ÂB. Avec sa vitesse acquise en ce point, il s'éle*' vera sur la demi-circonférence BA'E ; mais , diaprés ce qu'on a vu dans le n"" iSg, il devra employer un temps infini pour atteindre le point E : c'est ce qui a lieu effectivement ; car en faisant Q ;= — qc ^ on a
Quelle que soit la vitesse initiale k et Tangle a, la formule (i) pourra s'intégrer par les fonctions elliptiques ; en sorte que le temps des oscillations ou des révolutions du pendule se calculera toujours au moyen des tables numériques de ces fonctions; mais, dans la pratique, on a seulement besoin de connaître la durée des oscillations très petites, que nous nous bornerons à considérer.
Pour que le pendule ne fasse que de petites
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OftdiUatioDs de part et d'autre de la verticale CB , il. fiiHdra qne l'angle a* et la vitesse k soient peu consi*^ dérsiàsê; on potirra toujoa/s rendre cette vitesse ^ lout*à-fait nuUe^ en faisant partir le mobile d'un point un peu plus élevé que A, c'est-à-dire^ en augmentant oonveikableinent l'angle a; on ne nuiva donc pas k la généralité de la qaestioti en s^iposaal kz=zo; ce cpii réduit l'équation (t) à
d^ „ - Jî-^^n (a>
^ S K2C0Stf — 2C08ct
Par les formules connues, on a
ces « == I 1 5-7 — etc*
Les angles a et 6 étant très petits, par hypothèse,, je néglige leurs quatrièmes puissances ; il en résulta simplement
En intégrant et observant que 6 = «( quand ^ = o , on en déduit
d'où Ton tire
«s=^«c(cosa:i)j e
Ces formules montrent, conformément à ce qu'on a déjà vu (n^* iSg), que le pendule fera une suite in-
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définie d'oscillations égales et isochrones de part et d'autre de ki verticale CB : il reviendra, avec une vitesse nulle, au point A où l'on a 6= a, toutes les
fois que t w- sera un multiple .de 2Ty et au point
A', situé à la même hauteur que A et où Ton a 6 = — ot, toutes les fois que 6 sera un multiple impair de "jr. En appelant T le temps qu'il emploiera à aller de Fun de ces points extrêmes à l'autre , c'est-àdire, le temps d'une oscillation entière, on a
Les durées des deux demi-oscillations, l'une descendante et l'autre ascendante , seront égales entre elles età^T.
En général , à deux instans séparés par un temps égal à T, le pendule occupera , des deux côtés de la verticale CB , des positions également éloignées de cette droite, et sera animé de vitesses égales et contraires; car si l'on met ^ + T à la place de ^,.dans les
valeurs de 6 et ^, on voit qu'elles ne font que changer de signe.
Le pendule coïncide avec la verticale quand on a 6 = o, ou ^ égal à un multiple impair de ; T; il en résulte
çt, par conséquent,
pour la vitesse du mobile au point B. En appelant b la hauteur DB de son point de départ au-dessus de B, on aura
£ = a(i — cos a) =2= jacL^f
à cause que l'on néglige la quatrième puissance de a. Abstraction faite du signe y la vitesse acquise au point le plus bas sera donc
V = \/2gb;
ce qui est, comme eela devait être, la vitesse due à* la hauteur b.
i83. La valeur de T est, comme on voit, indépendante de Fangle a; elle subsistera encore, et sera rigoureusement exacte, quand cette amplitude a sera infiniment petite. Si donc on écartait le pendule iti- Hniment peu de la verticale, il emploierait pour y
revenir un temps fini et égal à - ^ l/-. Dans ce
mouvement, le mobile décrirait un espace infiniment petit dans un temps fini ; ce qui vient de ce que l'intensité de sa force accélératrice serait infiniment petite. En effet, cette force est la pesanteur décomposée suivant la tangente à la trajectoire; or^ dans l'étendue de l'arc infiniment petit qui aboutit au point le plus bas de cette courbe, la tangente fait avec la verticale un angle qui diffère d'un droit d'une quantité infiniment petite ^ le cosinus de cet angle , par lequel il faut multiplier la pesanteur pour obtenir sa composante , est donc infiniment petit ; par conséquent, cette composante est aussi infiniment petite.
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On peut étendre ce résultat aux oscillationB d'oir }>otnt matériel pesant sur une courbe queloonqae, dont le plan osculateur au point le plus bas B est vertical; car dans une étendue infiniment petite la courbe coïncide avec son cercle osculateur, et, dans une étendue seulement très petite , elle s'en écarte très peu; d'où il suit que C étant le centre de ce cercle , la durée des oscillations très petites sar la courbe , de part et d'autre de son point B , est la niêiTie que pour un pendule simple dont C serait le point de suspension , et qui aurait pour longueur le rayon de courbure CB correspondant à ce point B. Les oscillations très petites ont donc une. même durée indépendante de leur amplitude , sur toutes les courbes verticales qui ont la même courbure à leur point le plus bas. Lorsque le plan osculateur en ce point n*est pas vertical, U faut remplace* dans la valeur de T la gravité g par sa composante dans ce plan 9 laquelle est égale à gsini, en appelant i Tinclinaison du plan donné sur un plan borizoatal. i84* Quand langle a, a une grandeur finie et seulement très petite, la valeur précédente de T n'est qu'approchée.
En effet, si l'on conserve les quatrièmes puissances de a et de 6 dans les valeurs de cos « et cos fi, et qu'on les substitue dans la foitnule (3), ou aura
/â de
A ce degré d'approximation, il faudra prendre
on aura donc
formule qui s'intègre par les règles connues. En intégrant depuis ô = a jusqu'à 8= — a, pour avoir la durée T d'une oscillation entière, on trouve
ce qui montre que cette durée est un peu augmentée par la grandeur de l'amplitude.
Il en résulte que si l'on appelle n le nombre des oscillations infiniment petites d'un pendule quelconque dans un lemps donné, et n' le nombre des oscillations du même pendule et dans le même temps, quand leur amplitude a est seulement très petite, on aura
car le nombre n^ doit diminuer dans le même rapport que la durée de chaque oscillation est augmentée par la grandeur de cette amplitude.
i85. Quoiqu'on ait soin, dans les différens usages du pendule, de faire en sorte que l'amplitude des oscUIations soit très petite , ce qui rend toujours suffisante la correction relative à la grandeur de a qu'on vient de déterminer, il est bon , néanmoins, de connaître la sérié convergente par laquelle on peut exprimer la durée d'une oscillation, quelle que soit son . amplitude.
Pour cela , soient xetQ les sinus verses des angles 6 et a ^ de sorte qu'on ait
1 — cos ô = X , i — cos a z=i €; on aura, en même temps.
La formule (2) deviendra
rf^ = _ 1 1/^ ^ ^-=^;
et, pour en déduire la durée ^T d'une demi-oscillation , il faudra intégrer depuis a: = f , qui répond à 0 = «, jusqu'à a: = o, qui répond à 6 = o.
Or, en développant par la formule du binôme, on a
(ï V ï , 1 X - 1.3 ar' . 1.3.5 x^ , .
série dont le terme général est
an
et qui sera toujours convergente, à cause que x est constamment moindre que ^. Si donc on intervertit Tordre de Tintégration , ce qui est permis en changeant en même temps le signe de dt-, qu'on £sisse ensuite , pour un nombre quelconque n ou zéro ,
o \/Cx — X-
bt fja^ca donble la valeur de - T, il en résultera
I^es valeurs des intégrales définies A^, A, ^ A«, As 9 etc. , sont liées entre elles de manière que l'une d^elles étant connue ^ il est facile d'en déduire successivement toutes les autres. En effet, on a, identiquement.
x^-'dx
r(ar — iC)j^^'dx ^7===-=_x— \/Çx^x^+(n-i)fx-'^i/Cx—x^dx,
p x^^^ dx p x^dx
d'où Ton conclut
et, par conséquent,
Aux deux limites xko et jc=£, on a \^hx^^j^}=so; en passant aux intégrales définies, on aura donc,i d'après cette dernière équation ,
Si l'on fait saccessivement 7i5=i, =a, =5, etc., dans cette formule , on en déduit
A. = |eA. =«ii|^A., As = |€A. =ii|^ff3A,^ etc.; par conséquent y nous aurons, généralement,
• =^ ■ > /> b Ao;
et quant à ia valeur de Ap, on aura A s= f^ ^ =
En substituant les valeurs de A» , A, , A» , etc. ^ dans celle de T, il en résulte
pour la sérié qu'il s'agissait d'obtenir ^ et qui est essentiellement convergente , puisque 7 ^ est toujours moindre que l'unité.
Si l'on néglige la quatrième puissance de ol, on aura f == -^ a ; il faudra réduire la série à ses deux premiers termes, et la valeur de T coïncidera avec celle du numéro précédent.
i86. Considérons actuellement le mouvement du pendule simple dans un milieu résistant. En conservant toutes les notations précédentes, la composante de
Gopgle
DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 34g
la pesanteur suivant la tangente MT sera gsinO, à cause que l'angle que cette droite fait arec la verticale MN est complément de l'angle MGB ou 8. Dé^ signons par Y la force accélératrice provenant de la résistance, laquelle est dirigée en sens contraire de cette composante g sin 8 , et appelons s l'arc AM ; l'équation du mouvement sera ( n"* iSs )
^'=ffsiné-V. (5)
On pourra faire différentes hypothèses sur la valeur de y en fonction de la vitesse du mobile ; le plus simple est de la supposer proportionnelle à cette vitesse , de sorte que l'on ait
en désignant par A; une vitesse constante et donnée. On a aussi
s s= a (a — 6), sin 8 = 6 — -j-^ -f- etc. ;
si donc 8 est , comme précédemment, un très petit angle, et que l'on néglige sa troisième puissance, réquatiôn (3) deviendra
Son intégrale complète est
8 «= (c C05«>y/f ^ c' sin ty y/f) e^^\ en représentant par ç et c' les deux constantes arbi-
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traires^ par e la base des logarithmes népériens^ et
faisant^ pour abréger^
fi/
Je détermine c et c' par les conditions 6 = 0& et ^s= o, quand ^ = o; ce qui donne
Par conséquent, on aura et, en diffërentiant,
pour les formules qui font connaître, à un instant quelconque , la position du pendule et sa vitesse angulaire.
A la fin de chaque oscillation , on a ^i ^= o ; ce qui
a lieu toutes les fois que ty %/^estunmultiplede7gr.
Il s'ensuit donc que les oscillations sont isochrones , comme dans le vide , et qu'on a
pour la durée d'une osdllation entière; en sorte qu elle est augmentée, par la résistance du milieu, dans le rapport de l'unité à la fraction >.
Quant aux amplitudes des oscillations^ elles diminuent continuellement à cause de l'exponentielle
e '^. En appelant a, l'amplitude de la n'*"' oscillation, c'est-à-dire, en supposant qu'on ait 6= ( — i)"flt,, quand ^=:itT, il en résultera
a, = ae ^>* ;
ce qui montre que les amplitudes successives forment une progression géométrique décroissante , dont le
y Vga
rapport est e ^^ .
Toutefois, ce mouvement oscillatoire suppose que ^ soit une quantité réelle; et, en effet, c'est ce qui a lieu dans les expériences du pendule, qui n'a jamais une longueur extrêmement considérable, et dont la densité est toujours très grande eu égard à celle de l'air où il se meut : la vitesse k étant proportionnelle au rapport de la première densité a la seconde , elle est très grande par rapport à j \/ga , et , conséquemment, y est une quantité réelle qui diffère peu de l'unité. Si, au contraire, on avait nk <A/g^^ > serait imaginaire et de la forme £ V^ — i » en désignant par 6 une quantité réelle ; par les formules connues, les sinus et cosinus qui entrent dans l'expression de 6 se changeraient en exponentielles ; et cette transformation faite, on verrait que l'angle 6 ne pourrait devenir nul qu'après un intervalle de temps infini ; en sorte que le pendule approcherait indéfiniment de la
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verticale CB , saas pouvoir la dépasser ' ni même
l'atteindre rigourensement.
187. A mesure que les amplitudes des oscillations diminuent, rexpérience prouve qu'elles approchent de plus en plus de décroître dans l'air en progression géométrique: elles s'en écartent peu, par exemple, lorsque l'angle cl est d'un tiers de degré ou au-dessous* L'expérience montre, de plus, que ce décroissement est très lent ; ainsi , dans une expérience de Borda, où il avait lieu sensiblement en progression géométrique, l'amplitude ne se réduisait qu'aux deux tiers environ, après 1800 oscillations. En appliquant l'expression de a, à cet exemple, on aura donc
e M = f., et, par conséquent,
l522îjV^=:;^l0g 1 = 3,(0,40546),
mais on a
il en résultera donc
(i8oo)V(i — >■) = >*(o,4o546)»; d'où l'on tire
ou à très peu près j/ == i ; ce qui permet de négliger
la résistance de l'air dans le calcul de la valeur de T.
On peut donc admettre que quand les oscillations
^ont très petites, la résistance de l'air est proportionnelle à la vitesse, comme notts venons de le supposer , et que cette résistance n'influe pas sensiblement sur leur durée. Mais lorsque les amplitudes sont un peu considérables, l'observation montre c|n'elles ne décroissent plus en progression géométrique ; en sorte qu'il devient nécessaire de faire une antre bypôthèse sur la loi de la résistance.
i88. Supposons cette force proportionnelle au •carré de la vitesse , et prenons
^ étant une vitesse constante et donnée qui sera toujours très grande; en sorte que si Ton fait
ft sera une très petite fraction. A cause de ds=i — ad^ , l'équation (5) deviendra
5^ + f smfl = iAt3^î (4)
«n la multipliant par 2dB , intégrant et faisant
nous aurons
équation linéaire dn premier ordre, dont Tint^rale complète est
c étant la constante arbitraire et e la base des logarithmes népériens. Je la diiférentie par rapport à 6^
et je remets ^ au lieu de —^ ; il vient
ce qui est une intégrale première sous forme finie de réquation (4).
Pour déterminer c, je suppose qu'on ait, comme précédemment , ^ es o quand 8 =s a ; il en résultera
22?(cos fit 4- 4c sin «) — /*« Par conséquent, on aura^ à un instant quelconque^
'Au point le plus bas, oui Ton a d = o^ on aura donc
-di^ — T^- L' ~ (cos^ + A^ sm a> ],
pour le carré de la vitesse acquise^ laquelle est évi^ demment moindre que dans le vide.
En vertu de cette vitesse, le mobile montera sur l'arc BA' jusqu'en un point A,, moins élevé que A',
et pour lequel on aura ^ =o. Si Ton désigne par — dt.
la valeur correspondante de 9 , il en résultera
( C08 0&I — fD sîn tf, )«'**• = (cos a +fD sîn tf )e"''** j
et si Ton développe les exponentielles .snivant les puissances de /i, et qa'on néglige le carré de cette fraction très petite, on aura
cosa, — )Et(sinot, — 0&.coscc .)=cosa -f-fc(sintf — acosa) .
La valeur de a, que Ton tirera de cette équation , différera très peu de a ; je feis donc a. = 0& — J^ , et je néglige le carré de cT et le produit fjt,J^ ; il vient
cTsi»* = :2;^(sina — - acosa); CL.^
en sorte que Ton aura
a, = a —^ ( sîn a — a cos ât ) ,
sia « ^ ^ '
pour la grandeur de 6 , abstraction faite du signe , k la fin de la première oscillation.
Ce résultat ne suppose pas les oscillations très pe*tites; mais si elles sont asse^ petites pour qu'on puisse négliger la quatrième puissauce de a dans cette va* leur de tf . , elle se réduira à
Parvenu au point A, , le mobile redescendra , et il continuera ainsi à osciller de part et d'autre du point B> jusqu'à ce que les amplitudes de ses oscillations soient devenues sensiblement nulles. Si Ton appelle ce. l'amplitude de la seconde demi-oscillation ascendafite , il est évident qu'elle se déduira de a, ^ comme on a déduit eti àe et; en sorte que Ton aura
Et de méme^ si a^, a^^ etc.^ sont les amplitudes sncoessives des autres demi-oscillations ascendantes ^ on aura
tts= ct^ ^ , cL^ = (h y^ > etc. ;
ce qui montre qu'elles ne décroîtront plus en pro- ' gression géométrique , comme dans le cas de la résistance proportionnelle à la vitesse.
1 89. Pour déterminer le temps qui répond à un angle 0 ^ il faudra intégrer la valeur de dt tirée de l'équation (5) ; ce qui sera toujours possible par la méthode des quadratures , quand les valeurs numé* riques de et, //,, ^, seront données. Mais dans le cas des petites oscillations, on peut obtenir, en série con^» vergente , la valeur de 0 en fonction de ^ , et réciproquement.
Je supposerai toujours la vitesse initiale du mobile égale à zéro ; la valeur de 6 à un instant quelconque, sera une fonction de ^ et a qui devra se réduire à zéro dans le cas de tf = o ; je la représenterai donc par
fl = afl, + £ffl. + a% + etc. ;
0< y Oft y fis f etc. , étant des coeffîciens îndépendans de ât. En substituant cette série dans l'équation (4) , développant les deux membres suivant les puissances de ^, et égalant ensuite les coefEcîens des mêmes puissances , on formera une série d'équations différentielles du second ordre, qui serviront à détermir
ner les inconnues O^ 0« ^ O3 , etc. De plus , pour qu'on
ait 8 = a et ^ =0, quand ^ = 0 et quel que soit 0^,
il faudra que les valeurs initiales de 0. ^ 63 ^ etc. ,
2f, -jTf etc. , soient toutes nulles^ et que celles de
6| et ^ soient l'unité et zéro i et c'est d'aprè&ces con--
ditions qu'on déterminera les constantes arbitraires qui seront contenues dans les intégrales complètes de cette suite d'équations. De cette manière , on calculera autant dé termes que l'on voudra de la série précédente. Nous bornerons l'approximation au carré de a y et nous négligerons le cube et les puissances supérieures de cette quantité.
Alors ; on a simplement
d^ dt^ ^^ ' dt^^
sm
fl = ûtO, + ^%y
dê^ . dé,-
et en substituant ces valeurs dans l'équation (4) , et égalant les coefficiens de a et de a* dans ses deux Inembres^ il vient
En intégrant la première de ces deux équations , et déterminant les deux constantes arbitraires , de sorte
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qu on ait $, =s o et ^ =5? G ^ qaaiid ^ = o , nous
auBons
fl, =s cos ^ i/^.
Il en ré&ulbçra
la seconde équation deviendra donc
et Ton aura
pour son intégrale assujettie aux conditions S^ = o et
^ = o , quand t= o^.
Au moyen de ces expressions de d. et S«, celle de fl devient
9=(«--?)Wf + f+7^«««v/î' à cause de (^ = — a ^ , on aura^ en même temps , .
et ces formules feront connaître la position et la vitesse du mobile à un instant quelconque.
190, Si nous remplaçons^ dans la dernière^ sia^tu-
par 2sin^ l/ - cos t y^ , l'équatioa i^ =0, qui a lieu à la fin de chaque oscillatioa^ prendra la forme
L'angle a étant très petit, le premier facteur ne peut être nul; le second est zéro toutes les fois que
t i/- est un multiple de ^. Il s'ensuit donc que l'in-
tervalle de temps qui s'écoule entre deui: vitesses nulles et consécutives, ou la durée T d'une oscillation entière , est
en sorte que la résistance de l'air, proportionnelle au carré de la vitesse, n'influe aucunement sur cette, durée.
Cependant, elle augmente le temps que le mobile emploie à atteindre le point £. En effet, en le désignant par t', et faisant 6 x=: o , on a
La plus petite valeur de t^ w- qui satisfasse à cette équation diffère très peu de ^ ^ ; soit donc
en négligeant le carré de «T et le produit aj'j on aura
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et^ par consëqaent,
La résistance de lair augmente donc la durée de I^r première demi-oscillation descendante, dans le rapport de I -{- ^ à Funité ; et puisqu'elle n'influe pas
sur la durée de l'oscillation entière^ il faut qu elle diminue, dans le même rapport, la durée de la demioscillation ascendante.
En substityant cette valeur de i dans celle de (^ ^ et négligeant le cube de tty il vient
d'où Ton conclut que ta vitesse acquise au point le plus bas est diminuée par la résistance de l'air', dans
le rapport de i — y à l'unité.
Si Ton désigne par — a^ la valeur de fl.qui a Heu à la fin de la première oscillation entière, et qui ré-*
pond à t %/- = îT , on aura
comme précédemment.
Ces différens résultats sont indépendans de la grandeur du coefficient fc de la résistance, et supposent seulement l'angle et très petit; ils conviennent également au mouvement du pendule dans un fluide aériforme et dans un liquide, pourvu que le coefficient
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fi soit déterminé pour chaque milieu en particn-^ lier. Dans le cas de a très petit, il est inutile d'examiner l'hypothèse d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puissance supérieure de la vitesse ; car il n'en pourrait résulter, dans les valeurs de ô et i^, que des termes dépendans des puissances de et supérieures au carré, que l'on a regardés comme négligeables dans les calculs précédens. En rapprochant ce qu'on vient de trouver de ce qui a été dit dans le n** 187, ou en conclut donc que la résistance de l'air n'influe pas sur la durée des très petites oscillations du pendule, pour lesquelles on néglige la correction relative à la grandeur de l'amplitude (n"* i84)- Quand on tient compte de cette correction , la résistance a une petite influence, à cause qu'elle fait varier les amplitudes pendant la durée du mouvement.
191 • Il ne suit pas de là que la durée des oscillalions d'un corps pesant, quelque petite qu'on la suppose, soit la même dans l'air que dans le vide j car ce fluide, par la pression qu'il exerce sur le mobile, augmente cette durée en diminuant la pesanteur. D'abord, on sait par l'expérience, et nous démontrerons dans Y Hydrostatique^ qu'un corps en repos , plongé dans un fluide, y perd une partie de son poids, égale au poids du fluide dont il occupe la place. Ainsi , P étant le poids de ce corps dans le vide, P' son poids dans l'air, Il le poids d'un volume d'air égal à celui du corps, on a
En appelant f le rapport de la densité de l'air à celle
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du corps, g la gravité dans le yide^ g^ ce que cette force
devient dans l'air, et m la masse du corps, on a aussi
n = Pf, P = mgr, r=mg';
on aura donc
Or, si Ton désigne par T et T' les durées des petites oscillations d'un même pendule qui répondent aux deux forces accélératrices g et g\ on aura
et", par conséquent.
Soit aussi a' la longueur dupendule soumis à la gra* vite g^, qui fait ses oscillations dans le même temps que le pendule soumis à Is, gravité g et dont la Ion-* gueun: est ^ ; il faudra qu'on ait
d'où Ton tire
a' = fl(i — />).
Donc , par la seule considération de la perte de poids à l'état de repos, la durée des oscillations dans l'air se trouve augmentée dans le rapport de l'unité à V^i — p pour un même pendule, et la longueur du pendule simple se trouve diminuée dans le rapport de 1 -^ p à l'unité pour une même durée.
De pins, M. Bessel a lait voir, par Texpârience, que la perte de poids qu'un même corps éprouve dans Tair n'est pas la méoie^ quand il est en repos et lorsqu'il a un mouvenaent oscillatoire. Elle augmente* dans le second cas; et il en résulte qu'il faut^ dansles formules précédentes^ multiplier p par un fac*teur y* plus grand que Tunité^ et dépendant de la forme du mobile. Je suis parvenu à ce même résultat dans un Mémoire sur les Mcawemens simultanés ctun pendule et de l'air environnant (*); et, d'après mon analyse, on ay=c=| quand le pendule consiste, comme celui de Borda , en une sphère suspendue à l'extrémité d'un fil très mince, dont la longueur est très considérable par rapport au diamètre de cette sphère; en sorte qu'alors il faut augmenter de moitié la correction relative à la densité de l'air, que l'on faisait subir, avant l'observation de M. Bessel, à la durée des petites oscillations et à la longueur du pendule simple. Pans tous les cas, le coefficient y* est toujours indépendant de la densité du pendule, ainsi que de la densité et de la nature du fluide dans lequel il oscille, de manière qu'on peut toujours le déterminer par l'expérience, en comparant les durées des oscillations de deux pendules de même forme et de densités différentes, dans un même fluide, ou bien d'un même pendule dans deux fluides diflerens^ tels que l'air et l'eaù, par exemple.
192. Maintenant, soit n le nombre des oscillations infiniment petites qu'un pendule quelconque
(^ Mémoires de VAcaditmie desSci^noes, towe XI»
ferait dans le vide pendant un temps -donné r. Pour déduire ce nombre, par la règle du n* i84i de celui des oscillations très petites qui est donné par l'bb- -servation , et afîq d'avoir égard à la variation des amplitudes pendant ce temps r , on a coutume de prendre pour l'angle cl la moyenne des amplitudes extrêmes qui sont aussi données par l'observation. Cela étant, la durée T d'une oscillation infiniment petite de ce pendule sera
et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure du temps r aura d'autant moins d'influence sur cette valeur de T, que le nombre n sera plus considérable. D'après la forme et les dimensions du corps oscillant, on déterminera, par la formule qui sera donnée dans un autre chapitre, la longueur du pendule simple , dont le mouvement est le même que celui de ce corps; on réduira cette longueur, comme on vient de l'expliquer tout à l'heure, à ce qu'elle serait dans le vide ; et si ou la désigne par a après cette réduction , et qu'on représente par g la gra — vite dans le vide, on aura
r fa
d'où l'on tire
C'est au moyen de cette formule que l'on détermine avec une extrême précision , en chaque Heu
de la ten^e , la mesure de la pesanteur^ ou la vitesse g que les corps pesans acquièrent en tombant vertica— lement dans le vide^ pendant une unité de temps. D'après l'expérience faite par Borda , à TObservatoire de Paris ^ avec un pendule d'environ 2 mètres de longaeur, on a
en prenant la seconde pour unité; et l'on en con-^
dut
en ce lieu de la terre, c'est-à-dire, à une latitude de 48*5o'i4".
M. Bessel ayant fait osciller successivement des corps de toutes sortes de matières, tels que des métaux , de l'ivoire , du marbre , des pierres météoriques, etc., a constamment trouvé des valeurs de g sensiblement égales ; les plus grandes différences , de part et d'autre de la valeur moyenne, s'élevant à peine à un cent-millième de cette valeur, et pouvant être attribuées aux erreurs inévitables de l'observation^ Il ne peut donc rester aucun doute sur la parfaite égalité de l'attraction exercée par la terre sur tous les corps, quelle qu'en soit la nature, qui sont situés en un même lieu de sa surface; car cette égalité résulte de celle des valeurs de la pesanteur g, puisque cette force est l'excès de Tattraction terrestre sur la composante verticale de la force centrifuge, commune à tous ces corps.
193. En considérant la surface de la terre comme le prolongement du niveau des mers en équilibre ,
on démontre , dans la Mécanique céleste ^ que la variation, à cette surface^ de la longueur dû pendule simple qui fait chaque oscillation dans une unité de temps , est proportionnelle au cosinus du double de la latitude ; en sorte qu'eti désignant par A cette longueur en un lieu dont la latitude est >[/ ^ on doit avoir
A = Z(i — cêcos2'^); (b)
/ et û) étant des constantes déterminées par Tobservation. On démontre aussi que le coefllcient co est lié à l'aplatissement du sphéroïde terrestre par Téquation
2CÛ + J" = ^r,
dans laquelle on appelle «T cet aplatissement, de sorte que le rayon de l'équateur et celui du pôle soient entre eux comme i + J^ et Tunité, et où Ton désigne par r le rapport de la force centrifuge à la pesanteur, qui a lieu k 1 equateur, et dont la valeur est (n* 177 )
La formule (b) est, en effet, confirmée par l'expérience quand on fait abstraction des circonstances locales qui peuvent influer, comme on le verra par la suite , sur l'attraction de la terre et sur la longueur du pendule. li^ensemble des observations faites à dif-* férentes latitudes donne
ce qui suppose J" a trèé peu prè$ égal à r* La côns-
tante / est la valeur de A correspondante à '^zssj/iS'*; elle difiere peu de celle qui répond à la latitude de Paris; et^ d'après celle**ciy on a
o«*,995855 = Z [i 4- o,oo2588.sin (7^ 40' aS'O] ;
d'où l'on tire
Si Ton fait n = i et r = i dans la formule (a) ; que Ion y mette successivement / et A à la place de a , et qu'on désigne par pet^ les valeurs correspond dantes de g, on aura
on aura donc
et y ht une latitude quelconque ,
<tsr z= p{\ — o,o02588 cos 24)*
En observant que
cos n-^f = 2 cos* *>!, — I ,
on voit que la diminution de la pesanteur , en allant du pôle à 1 equateur^ sera proportionnelle au carré du cosinus de la latitude ^ conformément à l'énoncé du n^ 178.
En transportant un même pendule en difierens lieux de la terre, on voit, par lequation (a), que les nombres n de ses oscillations, dans un même temps r, varieront proportionnellement à la racine carrée de la gravité. Ainsi, par exemple, une horloge réglée.
à Paris ^ sur le mouvement diurne de la terre , et transportée ensuite à lequateur, retardera sur ce mouvement. En appelant n et n^ les nombres des oscillations de son pendule en un jour sidéral dans ces deux lieux de la terre , on aura .
■ o,oo2588
,002588 sin (7* 4o'28^' et, par conséquent,
en sorte que le retard sera d'environ 127 secondes en ^4 heures. C'est l'observation de ce retard qui a mis en évidence , pour la première fois , la variation de la pesanteur à la surface de la terre*
§ IL Mouvement sur la cjcïoïde.
194* Soit ABC (fig. 46) 1^ trajectoire d'an point matériel pesant, dont le plan est vertical. Supposons que ce mobile parte du point quelconque D, sans vitesse initiale, et qu'il soit en M au bout du temps ^; des points D et M abaissons des perpendiculaires DE et MP sur la verticale passant par le point B', qui est le plus bas de la courbe; en faisant EP=z , et désignant par i^ la vitesse acquise au point M, et par g la gravité, nous aurons (n* 169)
si Ton suppose que la pesanteur soit la seule foix:e qui agisse sur le mobile. Soit aussi s l'arc BM; comme il décroit quand le temps augmente, on aura
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ds
et si Ton fait
EB == h, PB = je = À — z, il en résultera
quelle que soit la courbe donnée.
Cette courbe étant, par hypothèse , une cycloïdc, on aura (n* 73)
en désignant par a le diamètre BF de son cei;cle générateur. On aura donc
V a [/hx — a**
et, en înt^prant,
on n'ajoute pas de constante arbitraire, afin qu'on ait ^= o à l'origine du mouvement, ou quand 07= h. Sillon appelle t' le temps que le mobile emploie à atteindre le point B qui répond h ûoj=^o, oa aura
t' 1/^ = arc (cos = — ï) ==: çsr, et, par conséquent,
Ce temps est, comme on voit, indépendant de la hauteur h du point de départ D du mobile ^ au-dessus du point le plus bas B; en sorte que cette propriété, qui a lieu par approximation dans toutes les courbes pour une hauteur h très petite , est rigoureusement vraie dans la cjcloide, quelle que soit cette hauteur^ toujours moindre que a ou BF. Il en résulte que tous les mobiles, partis en même temps de différens points de la cycloïde, arriveront en même temps à son point le plus bas.
On aura iry — pour le temps d'une oscillation entière de part et d'autre du point B; or, on voit que ce temps est celui des oscillations très petites du pendule dont la longueur :xa est le rayon de courbure de la cjcloïde en ce point (n* 72); ce qui s'accorde avec le résultat du ri* i83, relatif à la durée des petites oscillations sur une courbe quelconque, laquelle durée est la même, dans le cas de la cycloïde, que celles des oscillations d'une amplitude quelconque.
195. Le temps que le mobile emploie à parcourir lare DB de la cycloïde est encore indépendant de la longueur de cet arc, quand le mouvement a lieu dans un milieu résistant , et que la résistance est supposée proportionnelle à la première puissance de la vi-* tesse*
En eft^et, représentons celte force par ^ , comme dans le n* 186; la composante de la pesanteur suivant la tangente MT est g^, en observant que ^ est le cosinus de l'angle TMN que fait cette droite
avec la yerticale MN ; la force qui agit au point M , et qui tend à diminuer Tare BM ou s, sera donc la
différence g-^ gji P^r conséquent, on aura pour
réquation du mouyement
d*j /dx if\
d? ~ '^ S \di ^ kj'
OU, ce qui est la même chose,
dt^ ^ k dt ^ afl ^ ^ ' à cause de
^_^ ds dx s ^
It^ ^ ""^ afl
Je suppose qu'à Forigine du mouvement , ou quand ^ = 0, la vitesse i^ soit nulle, et quon ait sz=za; en déterminant les deux constantes arbitraires d après ces conditions , et faisant , pour abréger ,
v/Ti:
rintégrale de l'ëquation précédente sera (n* i86)
Si donc on appelle tf le temps qui répond au point B ou à ^ = o, on aura
équation d'où l'on tirera une valeur de t' indépen-* dante de «; ce qu'il s'agissait de trouver,
Si la résisttince est très petite , ou la vitesse k très grande , on aura 7^ = i , à très peu près; et l'é<juatîofi pre'ce'dente donnera
ce qui montre que le temps t' est un peu augmenté par cette résistance.
196. Prolongeons la droite BF jusqu'en 0, d*une quantité égale à BF ; ce point 0 sera le centre de la cycloïde au point B ; et si Ton trace les deux demicycloïdes OA et OC , tangentes aux droites OB et AC, et ayant OF pour diamètre de leur cercle générateur, 0 A sera la développante de AB , et OC celle de BC (n^* 72); par conséquent, un fil d'une longueur constante OB ou 2a , attaché au point 0, et qui s'enveloppera successivement sur les deux courbes OA et OC , tracera par son autre extrémité la cycloïde ABC.
Cela fournit un moyen de construire un pendule cycloïdal. Pour cela, supposons que les courbes OA et OC soient tracées en relief, et que OB soit un fil inextensible et parfaitement flexible, attaché au point fixe 0 ; attachons aussi un corps pesant à son autre extrémité B , puis écartons ce fil de la position verticale, de sorte qu'il s'enveloppe, en tout ou en partie , sur Tune des courbes OA et OC , et que sa partie non enveloppée soit une droite tangente à cette courbe : en abandonnant ensuite le mobile à lui-même , l'extrémité inférieure du fil décrii^a la courbe. ABC > et^ d'après le n^ ig^, la. durée de»
oscillations de ce pendule , dans le vide , sera rigoureusement, et constamment indépendante de leur amplitude. Mais ce moyen ne serait susceptible d'aucune précision dans la pratique; et, d'ailleurs, Tisochronisme des grandes oscillations n'aurait plus lieu dans l'air, la résistance de ce fluide n'étant point alors proportionnelle à la simple vitesse.
197. On appelle tautochrone toute courbe sur laquelle un point matériel pesant parvient toujours dans un même temps au point le plus bas , quel que soit le point de cette courbe d'où il est parti. Ainsi , dans le vide, lacycloîde est une courbe tautochrone ; et , de plus , on va voir qu'elle est alors la seule courbe de cette espèce.
Si l'on appelle t^ le temps que le mobile emploie à aller , sans vitesse initiale, du point D au point le plus bas B , sur une courbe quelconque ADB , la valeur de i\/^^ sera donnée par l'intégrale de la formule (i) , prise depuis ^ = ^ jusqu'à ar= o , ou , ce qui est la même chose, depuis a:=:o jusqu'à jc:=A, en changeant le signe de cette formule; on aura donc
''^^S=/„'l7fe'
et pour trouver la Courbe tautochrone , il s'agit de déterminer s en fonction de Xy de 'manière que cette valeur de € \/2g soit indépendante de h.
Or , je suppose cette fonction inconnue développée suivant les puissances ascendantes de .r , de sor te qu'on ait
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S =2 Aûc* + Bj:^ + Cr> + etc.;
A^B, C^ etc., a, ^t>i etc., étant des coeflficiens et des exposans indéterminés. Comme l'abscisse a: et l'arc ^ ont lenr origine au même poiqt B , on deyra atoir en même temps a: = o etJ = o; il £siut donc que tons les exposans a, S, y, etc., soient positif, et qu'aucun d'eux ne soit zéro. On voit aussi, à priori^ que le plus petit d'entre eux devra être moindre qoe l'unité ; car le point B étant, par hypothèse, le plus bas de la courbe demandée, la tangente y est horisontale ou perpendiculaire à Taxe des x ; ce qui exige
qu'on ait j-=:oo , quand x:siO.
En prenant la différentielle de cette série, et la substituant à la place de ds dans la formule précédente , il vient
'^^€-4o 7K+^/o T^Wo T^-H--
Je fais x'sszhxf et dxzrzhda^; les limites des intégrales relatives à cette nouvelle variable x' seront zéro et l'unité; on aura, par exemple,
J o j/ÂHi J o Kl— y '
et si nous faisons , pour abréger,
Jo Kl— a: Jo |/i — X
il en résultera t'\^g = ct\\'k*^' + CB^h'-^ + yCCh""' + etc.
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U est important d'observer qa'aucune de ces intégrales A', B', C, etc., ne peut être nulle; car les valeurs des différentielles dont elles sont les sommes (n^ 1 3) ne changent pas de signe entre les limites des intégi*ations : ces valeurs sont toutes positives, et par conséquent aussi celles des intégrales.
Maintenant, il est évident que la valeur de ^ ne peut être indépendante de A, à moins que tous les termes de la série précédente ne soient nuls , excepté celui dans lequel l'exposant de h est zéro , ou qui
répond à un des exposans a, € , y^ etc. , égal à -.
Supposons que ce terme soit le premier, ou qu'on
ait a =-. Pour que le second terme disparaisse, il
faudra que le produit CBW soit nul; ce qui exige que B soit zéro, puisque € et B' ne le sont pas. On verra de même que les autres coefficiens C, D , etc. , sont aussi égaux à zéro ; de sorte que l'équation de la tautochrone se réduit a celle-ci :
j = Aa:", ou j* = A'ar,
qui appartient à une cycloïde , dont la base est horizontale et dont le sommet est au point B que le mobile atteint toujours dans le même temps.
En désignant par a le diamètre du cercle générateur, on aura A* = 4^, et par conséquent
eV'^ = M\/a. .
A cause de a = 7, on a d'ailleurs
kl T' ^'
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oii aura donc
cotnMe datis le n"* îg4'
198. C'est encore la cycloîde que Ton trouve quand on cherche la brachjrsiochrone dans le vide,.c'est-àdîre, la courbe AMB (fig. 47) qu'un point matériel pesant doit suivre pour aller dans le temps le plus courte ^ns vitesse initiale^ du point donné A au point B aussi donné.
Pour déterminer cette courbe, soient ar,^, 55, les trdîs coordonnées rectangulaires du point M où se trouve le mobile au bout du temps t; soit aussi s l'arc AM qu'il a parcouru. En supposapt que l'axe des X âOit vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et désignant par «t la valeur de œ au point A , la vi-*
tesse -T 9 acquise en M, sera la vitesse due à la hauteur jc-— «; en représentant la gravité par g, on aura donc
et en faisant , pour abréger,
,dj* , dz*
de sorte qu'on ait ds^=zudx, il en résultera
VX — OL
Donc, en appelant € la valeur de x au point B,' et t^
temps que le mobile emploiera à aller dn point A pbint B^ nous aurons
Ainsi ^ il s'agira de déterminer la courbe pour la- <|iielle cette intégrale est un minimum; mais, pour plus de généralité, je considérerai l'intégrale
dans laquelle X est une fonction donnée de or; ce qui nous servira , par la suite , k résoudre un autre problème du même genre : dans celui dont il s'agit
maintenant, on prendra Çx — a)" • pour X.
199. Désignons par i une quantité constante et infiniment petite, et par jy et Sz deux fonctions arbitraires de x, assujetties seulement à la condition d'être nulles pour a: = a et pour x ^=€, et de ne pas devenir infinies pour les valeurs intermédiaires de a:. Soient U' et u' ce que deviennent U et m lorsqu'on y met^-f- fcT/ eiz+ij^z k la place de j* et z, de sorte qu'on ait
U'^y^^X^Wx;
intégrale qui répondra à une autre courbe AM'B, passant, comme la courbe demandée ÂMB, par lea points A et B, et s*écartant infiniment peu de celle-ci. Nous aurons aussi
U' — U = //X(w' — w)rfr;
et, d'après la propriété de la courbe AMB, il faudra que cette différence U' — U soit positive, quelles que soient les valeurs de ^jreiefz, et quelque signe qu'on donne à L Or, en développant la différence 1/ — u suivant les puissances de î, et désignant par iJ'u le premier terme de son développement, le premier
terme de celui de U' — U sera ij XJ'udx; d'où Ton conclut qu'on devra avoir
HJ^udx = o, (a)
sans quoi la différence U' — U changerait de signe eu même temps que L
Cette condition est commune au minimum et au maximum de U. Quand elle sera remplie, la différence U' — U sera , en général , infiniment petite du second ordre ; elle aura le même signe que le coefficient de £* dans son développement; par conséquent, il y aura maximum ou minimum^ selon que ce coefficient sera négatif ou positif. Mais, comme il est évident que le temps t' n'est pas susceptible d'un maxi^ mum^ ce coefficient sera certainement positif dans le problème de la braehjrstochrone , et il suffira de satisfaire à la condition exprimée par l'équation (a),
La quantité i^u n'est autre chose que la différentielle de u , prise par rapport à ^ et z , et dans laquelle leurs accroissemens soRt réprésentés par ijy et îcTjZ. En supprimant le facteur i, commun à O^u et à sa valeur , on aura donc
jv,. — i ^ ^ a. ' ^^.
^^^udx dx'^n dx dx'
en sorte que l'équation (a) deviendra
J ^ u dx dx^^J^ u dx dx^^^'
Mais en intégrant par partie, et observant que les quantités cT^ et cTz sont nulles, par hypothèse, aux deux limites j? = ix et x = ^, on a
ce qui change l'équation précédente en celle-ci :
Or, jy et S^z étant des fonctions arbitraires de j:, cette intégrale ne peut être nulle, à moins que la quantité comprise sous le signe f ne le soit elle** même; par conséquent, on aura
dx J ^^ dx
200. Si la courbe demandée AMB et la courbe quelconque AM'B doivent être tracées sur une surlace donnée dont l'équation soit L = o , il faudra que les valeurs de^ et js en fonctions de x, qu'il s'agit de déterminer, et ces valeurs augmentées de iSy et /cTz , satisfassent successivement à cette équation; d'où Ton
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conclut
au moyen de quoi Ton éliminera, de Féquation {b)j Y une des deux quantités jy et J'z: l'autre s'en ira eo même temps , et l'on aura
dh \u dxj dL \u dxj
dz dx dy dx
Cette dernière équation et L^=o seront, dans ce cas, les deux équations de la courbe demandée, et pourront servir, par exemple , à déterminer la courbe de la [dus vite descente sur une surface donnée.
Si, au contraite, le minimum de U doit avoir lieu entre toutes les courbes qui aboutissent aux points A et B , et ne sont assujetties à se trouver sur aucune surface particulière, les quantités S'y et S'z seront arbitraires et indépendantes entre elles. Il faudra donc que leurs coefficiens soient séparément nais' dans l'équation (^), qui se décomposera ainsi en deux autres, savoir :
S ^' di —^'
c'est ce cas que nous nous bornerons à considérer.
En intégrant et désignant par a et a les denx constantes arbitraires, nous aurons
IL dr X dz f , X
u dx ^ u dx ' ^ *
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et , par coDséquent ,
,djr dz
Intégrant de nouveau, et désignant par y une troisième constante arbitraire , il vient
a^y -^ az = y;
ce qui montre que la courbe demandée sera plane et comprise dans un plan perpendiculaire %k celui des jr et z. Pour simplifier, je prends le plan de < celte <x>urbe pour celui des a: et j*; on aura alors
et Ton aura seulement à considérer la première équation (c), qui deviendra
d'où Ion déduit
Il ne restera donc plus qu'à intégrer cette formule, ce qui dépendra de la forme de la fonction X, et ensuite à déterminer a et la nouvelle constante arbitraire, introduite par cette intégration, d'après la condition que la courbe demandée passe par les deux points donnés A et B.
30I. Avant d'aller plus loin, soit c une constante quelconque, et supposons qu'on mette X + c à la place de X dans les formules précédentes. L'înté-
grale U deyiendra
et la valeur de y y qui la rend un minimum ^ sera donnée par 1 équation
djr = —= i=. (e)
Or, cette somme d'intégrales que U représente étant un minimum, en considérant toutes les courbes qui aboutissent aux points A et B, il est évident que la première intégrale
sera un minimum, en considérant seulement, parmi toutes ces courbes, celles qui répondent à une même valeur de la seconde intégrale.
Cette remarque fort simple permet d'étendre immédiatement aux problèmes de maximum ou de mtnimum relatif, les solutions des problèmes de maximum ou de minimum absolu; nous en verrons une application par la suite.
Comme ici la seconde intégrale contenue dans U est la longueur de la courbe cherchée, il s'ensuit que l'équation (e) servira à déterminer, entre toutes les courbes d'égale longueur, ou isopérimètres ^ celle qui répond au minimum ou au maximum de la première intégrale. En appelant / la longueur donnée et corn** mune à toutes les courbes, on aura
idition à laquelle oq satisfera au moyen de la cons- 'tAi^te ÎDdëterminée c^ qu'on a introduite dans la forxnix.Ie(e).
a02. Appliquons actuellement la formule {d) à la oonrbe de la plus vite descente.
A cause de
on. aura alors
{x — et) dx
y/a{x — cL) — (a:— «)•
en mettant — =. à la place de a. Or^ cette équation
différentielle est celle d'une cycloîde (n* 72 ) dont la base est horizontale et passe par le point de départ A da mobile^ et dont le cercle générateur a a pour diamètre; ce qu'il s'agissait de trouver.
En intégrant, on a
j' — a'=-a,arcf cos= — j— V/t(a:— a) — (*— ^) J
a^ étant la constante arbitraire qui représente la valeur de jr correspondante à or =: «. Si l'on désigne par & celle qui répond à ûc:=zC, on aura
Les coordonnées a et a\ € et C', des points A et B, sont données; cette dernière équation déterminera la constante a; et la valeur précédente de^ ne renfermera plus rien d'inconnu.
Au moyen de la valeur de dj; on a
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on aura donc (p? 198)
^ J* v/a(x— fit) — (or — *)»' et f par conséquent ,
s la f a — 2ff4-2*\ ^= V i^-"^ t^^' = 'a )'
pour le temps le plus court que le mobile puisse employer à passer du point A au point JB.
SI ces deux points sont situés dans une même ver* ticaie, on aura & = a'; condition à laquelle on satisfera en prenant a = 00 ; car on a
arcf co8= J=arcf sin= ^ — ^ ^ j;
et, dans le cas de ^= 00 , cet arc peut être remplacé par son sinus, ce qui réduit à zéro la valeur précédente de €' — cl'. En même temps, la valeur de / se réduit ka'; en sorte que le mobile ne s'écartera pas de la direction verticale. La valeur de t^ deviendra aussi
V ag* a g ^
ce qui est effectivement le temps qu'il doit employer à parcourir la hauteur ^ •*— oc, du point A au-dessus du point B.
La détermination de la ligne de la plus vite des-
cente étant un problème de pure curiosité, je me suis borné à en considérer le cas le plus simple , celui où le mouvement a Heu dans le yide> et où les points extrêmes sont donnés. Si ces points A et B ne sont pas fixes et donnés, niais qu'ils soient seulement assujettis à se trouver sur des courbes données DÂE et FBG, ou sur des surfaces aussi données, la brachystochrone, dans le vide, sera encore une cycloïde, et, d'api*ès les règles du calcul des variations, ou pourra déterminer, dans tous les cas^ ]esl coordonnées de ces deux points. Dans un milieu résistant, cette ligne sera une autre courbe, dont on obtient, par les règles de ce calcul, Féquation différentielle, dépendante de la loi de la résistance par rapport à la vitesse du mobile. Pour tout ce qui concerne le calcul des variations , je renverrai au Mémoire sur ce sujet, que j'ai inséré dans le XII' volume de TÂca* demie des Sciences.
§ III. Mouvement sur une surface donnée,
3o5. Pour donner un exemple du mouvement d^un point matériel sur une surface donnée , je reprends le pendule simple du n"" 179; mais je suppose qu'après l'avoir écarté de la verticale CB (fig. 45), et l'avoir transporté en CA, on lui imprime une vitesse qui ne soit pas dirigée dans le plan vertical ACB. Le pendule sortira alors de ce plan , et le point matériel qui le termine se mouvra sur la surface d'une spbère décrite du point C comme centre , avec un rajon égal k la longueur a de ce pendule. La
percussion qui sera eitercée sur ce mobile^ à rorigînn du mouyement, se décomposera «a deux forces^ Tune dirigée suivant AC ou suivant son prolonge ment y qui sera détruite par la résistance du point fixe C, l'autre perpendiculaire à AC, qui produirai la vitesse initiale du pendule, que je représenterai par A:. Je supposerai que le mouvement a lieu daiu; le vide; en sorte que la gravité soit la seule force ac^ célératrice donnée qui agisse sur le mobile.
Cela posé, au bout du temps t, soit CM la position du pendule ; et désignons par j:, ^, z, les coordonnées rectangulaires du point M. Soient aussi m la masse du mobile, et mN la tension inconnue au fil CM, dirigée suivant son prolongement. En prenant le point C pour l'origine des coordonnées x , 7, z, les composantes de la force accélératrice N suivant leurs prolongemens seront
Or, si l'on applique au mobile une force égale et contraire à N , on pourra ensuite le considérer comme entièrement libre, et faire abstraction du fil CM; donc en supposant l'axe des z positives, vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, les troil^ équations du mouvement seront
dp
dy df
IF
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<pi s'acoordeat avec les ëqiiations (3) du n® i5i. On les réduira à deux par rëlimination de rinconnue N; et en y joignant l'équation de la sphère , savoir^
a:* + ^ -f- je* = «*,
on aura lés trois équations qui devront servir à déterminer Xyj\ Zj en fonctions de t.
2o/|. J'ajoute les équations (i), après les avoir multipliées par x, jr^ z; i\ vient
a:d*x +jrdy + zd*z . ^
En difierentiant l'équation de la sphère^ une première fois, on a
xdx + jdjr + zdz = o , (2)
et^ une seconde fois^
x(tx -f- jdy + zd^z = — da^ — dj^ — cfe*.
jSî donc on représente par c la vitesse du mobile au bout du^emps t, de sorte qu'on ait
dt^ ~ ^ '
il en résultera
et y en effet, la tension mN doit être la somme
de la force centrifuge — et de la composante ^^
du poids du «mobile ^uitvant le prokingemeat du «yon CM.
J ajoute aussi les équations (i), après les xmkt multipliées par dx , djr^ dz ; riuconnue N disparaît eu vertu de Féquation (2), et Ton a
dxd^x + àjrd*jr + dzdH ^_^ ,
Eu intégrant et désignant par b la constante arUtraire^ on aura donc
d3i^ + dx^+ dz^ , , ...
— ^J-^ — = !igz + fc. (5)
La valeur initiale du premier membre est ^; par conséquent^ si Ton désigne par y celle de z, on aura
et, à un instant quelconque ,
ce que nous savions déjà.
Enfin, je multiplie la seconde équation (i) par x, et j'en retranche la première, multipliée par j*; œ qui donne
dy d^x
donc, en intégrant et désignant par c la constante arbitraire, nous aurons
xdjr — jrdx = cdt. (4)
De cette manière , la solution du problème ne dé^ pend plus que des trois équations différentielles (a), (5), (4), qui sont du premier ordre, et dont la prc-
mière a déjà pour intégrale réquation de là sphère. On peut séparer les yariables, et réduire la question aux quadratures par le calcul suivant.
r2o5. L'équation (2) donne
xdx + jdj = — ^scfej
en élevant au carré ses deux membres et ceux de réquation (4)^ et ajoutant ensuite les équations résultantes, il vient
Je mets a^ — z* au lieu de x^ -i^J^t et j'élimine dx^ + djr^ au moyen de Téquation (5); il en résulte
(rt* — z*) [{2gz + b) dt^ — dz^] — z^dz"^ + c^dt^ ; d'où Ton tire
dt :^ , ^^ (5)
D&ignons par r le rayon vecteur de la projection du mobile sur le plan horizontal des x et j', et par 4 l'angle que fait ce rayon avec Taxe des x ; nous aurons
j:î=rcos4> 7' = ^sin4> ^^ — jdx=:r^d^ ;
à cause de i^z=za* — z*, l'équation (4) deviendra
(a* — z*)rf4/ = crf^;
et en y mettant pour dt sa valeur précédente^ on
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en déduira
Les intégrales de ces expressions de dt et d-^ feront connaître les expressions de ^ et %{/ en fonctions de z; elles se réduiront toujours aux fonctions elliptiques^ et ne pourront s'obtenir sous forme finie qne quand la quantité du troisième degré par raj^poit à z, renfermée sous le radical , aura un facteur double. La valeur de 4 et Téquation de la sphère détermineront la trajectoire du mobile; la valeur de t en fonction de z^ ou de z en fonction de t, fera ensuite connaître là position du mobile, k chaque instant, sur cette courbe.
La constante b est connue d'après les valeurs données de k et y. On déterminera les constantes arbitraires qui seront introduites par les intégrations de ^ et ^4 f <l'Api*ès les conditions ^ = o et 4 == o, quand z=z y, dont la seconde suppose qu'on place Taxe des X dans le plan vertical ACB, d'où part le pendule* n ne restera donc que la constante c à àétet' miner* Or, la vitesse if du mobile étant pèrpendicalairç au rayon CM de la sphère sur laquelle il se meut, si on la décompose en deux, l'une perpendiculaire au plan vertical MGB, et l'autre comprise dans ce plan, la première composante sera la vitesse de la projection horizontale du mobile, perpendiculaire à son rayon vecteur r; en la désignant par u, on aura donc (n^ i56)
on bien y en vertu de Fëquation (4) y
donc 9 si l'on appelle t Tangle que la vitesse initiale k fait avec la perpendiculaire au plan ACB^ de sorte €|u'on ait ii = Â:cos6 à l'origine du mouvement, il ea résultera
c = A: \/a* — y^ ces €.
Lorsque la vitesse k sera nulle, on aui*a c = o, h ;= — ag>, et, par conséquent,
adz
dt —
{/2gV^(a^ — z-){z^y)'
ce qui coïncide avec la valeur de dt du n"" i85y en observant que a — z et a — ^ sont ce qu'on a appelé €Lr et aC dans cette valeur.
ao6^ Considérons spécialement le cas où le pendule a été très peu écarté de la verticale CB^ et a reçu une très petite vitesse initiale. Supposons cette vitesse horizontale, et, par conséquent^ perpendiculaire au plan ACB, de sorte quon ait € = 0. Dési-^ gnons par C une fraction très petite, et faisons
, k =z C \/ga.
Soient aussi et et 6 les angles ACB et MCB ; en négli*géant leurs quatrièmes puissances, on aura
^ = — 2^a + ga (at* + f •) , c» = ga?<e&^ ;
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et les formules (5) et (6) deviendront
rfj.= ^'^' ^ ^^
L'angle 4 ^^^^ connaître la position du plan vertical MCB, dans lequel le pendule se trouve à chaque instant; il pourra croître indéfini ment. L angle 6 déterminera, aussi à chaque instant, la position du pendule dans ce plan variable; on le regardera comme une quantité positive y et les positions du pendule, également éloignées des deux côtés de la verticale GB, répondront à un même angle 6 et à des valeurs de 4 qui différeront entre elles de i8o*.
D'après la valeur de t- , tirée de la première équation (a), on voit que Tangle 6 sera toujours compris entre a et C. Si Ton a ^ = â& , on aura constamment 0 = a; en divisant les équations (a) Tune par l'autre, on a, dans tous les cas,
d-\^\J\~dt, {b)
dans le cas de 0 = (t== ^, on aura donc
par conséquent, le pendule décrira alors uniformément un cône droit à base circulaire, et le temps
d'une révolution entière sera ^tt y - ^ c'est-à-dire.
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le même que celui d'une double oscillation dans le plan vertical AGB. Ainsi ^ deux pendules de même longueur a^ qui partiraient ensemble de la même droite GA , l'un sans vitesse initiale et l'autre avec une vitesse perpendiculaire au plan ACB et égale à a \^ga , reviendraient ensemble à cette droite CA. ' ^207. On peut écrire la valeur dt sous la forme :
Je fois , pour simplifier^
3fl«— a*— ^•= (*•— ^•)^> 4yfl=(cf— e*)dlr ;
le radical devient ± (et* — ff*) \/i — a:*; et il en résulte
j^ i /a dx
A cause deO = â&etx=i^ quand ts=:o, on tire de là
t=:=t i ^1 arc(cos = x),
et, réciproquement,
a: = cos 2t y-'
On aura donc» à un instant quelconque,
e«=i(a*+€:-) + ^(«--C-)cos3<v/f;
ce qui montre que le pendule fera dans le plan variable MGB, des oscillations isochrones «dont les ex-
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trémités répondront àQ=aetâ=C^ et donl la d«*
réesera- cr y ~> ^^ moitié d'une oscillation dans le plan fixe ACB.
Je substitue cette valeur de fl* dans l'éqaatiQn (b) ; en observant que
cos 2t y/| = cos'^ \/^ — sin^t %/^ , il en résulte
rf+ = v/f ^ ,
et y à cause de •>!. ^ o quand t = o^ on- en conclut et tang 4 == ^ tang t 1/^.
Cela étant, le moavement du plan MCB ne sera plus uniforme comme daùs le cas de a = ^ ; mais on voit qiie ce plan effectuera successivement les quatre quarts de sa révolution entière , dans des temps égaux entre
eux et au temps - ^ \/- » pendant lequel le pendule
fait une oscillation dans c6 plan variable. ^ On tire de cette dernière équation
cos* 4 =
sin* 4
••cosW^| + «*8i"'^v/f «» co8« i \J^ + C' sin' / %/|
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on a aussi
or* = ( a* — z* ) cos* 4 = a* &• cos* 4' 9 ^ = («• — z*)sin»4 = i2*6*sm*4,
d'après la valeur approchée de 2; donc, à cause de
6* = a» cos* t }J^ + ff* sîn* t y/j, nous aurons
jc* = rt*a* cos' 4 > 7** = ^*^* sin* 4 > et ^ par conséquent,
ce qui fait voir que la trajectoire de la projection du mobile sur le plan horizontal passant par le point C, est une ellipse qui a son centre en ce point, et l'un de ses axes dans le plan ACB , d'où part le pendule ayec une vitesse perpendiculaire à ce plan.
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LIBRE
§ I*'. Mouvement des projectiles.
208. Dans ce paragraphe , nous nous occuperons particulièrement des projectiles de l'artillerie, qui sont lancés avec de grandes vitesses , et soumis à la pesanteur et à la résistance de Tair.
Faisons d'abord abstraction de cette résistance , et considérons un point matériel pesant qui part du point 0 ( fig. 48 ) , avec une vitesse a dirigée suivant la droite OÂ. Il est évident que le mobile ne sortira pas du plan vertical passant par cette droite. Soit OMD sa trajectoire dans ce plan , laquelle sera tan* gente à OÂ. Dans ce même plan, menons deux axes Ox et Ojr, le premier horizontal , et le second vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur. Prenons ces axes pour ceux des coordonnées; au bout du temps quelconque t, soit M la position du mobile, a: son abscisse OP, et / son ordonnée PM • Désignons par g* la gravité. Enfin , appelons a l'angle aigu ÂOx que fait la vitesse initiale a avec l'axe O^r , de sorte que ses composantes soient a cos a suivant cet axe ,
et a sin À suivant Taxe Ojr : l'angle a serait négatif^ si la droite OÂ était située au-dessous de Ox.
D'après ce qu'on a vu dans le n^ 148, les mouvemens des projections du mobile sur les deux axes Ox et Ojr seront indépendans l'un de l'autre;. le mouvement de sa projection horizontale sera donc uniforme et dû à la vitesse a cos a ^ et celui de sa projection verticale sera dû à la vitesse initiale a sin a et à la force constante g agissant en sens contraire de cette vitesse; par conséquent , on aura
X ^ ta cos CL, y = ^ a sin a — ig^*;
et si l'on élimine t , et qu'on suppose la vitesse a due à
une hauteur h^ de sorte qu'on ait a = \/t^gh , il en
résultera
or* jr z=z X tang a —
4* cos* m '
pour l'équation de la trajectoire.
Cette courbe est donc une parabole qui a son grand axe vertical ; son sommet , déterminé par l'équation
^ = o, répond à
X =1 :kh cos oLÛnoL, y z:^ h sin* et ;
et elle rencontre l'axe Ox en un second point B , tel qu'en appelant h la distance OB , on a
6 ss 4^ sin 01 cos et z=t ah sin qlcl.
Cette distance h est ce qu'on appelle Yamplitude du jet. Dans le vide^ son maximum répond, comme on
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voît, à fit = 45% et il est e'gal à ^h, c'est-à-dire,
double de la hautenr due à la vitesse initiale.
En appelant c la yitessedu mobile au bout du temps t,eï substituant les différentielles des valeurs précédentes de X etjr dans l'équation
il en résulte
Le temps que le mobile emploie à arriver au point B en décrivant la courbe OCB , est le même que s'il décrivait la droite OB avec la vitesse a cos «; il est
donc
. b ^_^ CJi sin m ^
"^ a cos flt "^ a *
et à cause de A = — , il en résulte gt = 2a sin a ;
ce qui donne i>* = a*. La vitesse en ce point B est donc la même qu'au point 0 J elle est dirigée suivant la tangente BE, et l'angle de chute ERr est aussi le même que l'angle de projection' AOo:*
Si le mobile, au lieu d'être un point matériel, est un corps solide, de forme et de dimensions quelconques , on verra par la suite que ces équations du mouvement parabolique devront être rapportées à son centre de gravité.
209. La vitesse a étant donnée, si l'on demande quel doit être l'angle a pour que le mobile atteigne un point déterminé, dont les coordonnées seront xz=zC et 7" = >, on mettra ces valeurs dans l'-équaftion de la trajectoire, et l'on aura
pour déterminer cl. En faisant
tanga = z, cos^a = 7— jj-^f .
cette équation devient
^hy + g* — 4hSz + €^z^ = o; d'où l'on tire
Cette double valeur de z ou de tang cl nous montre qu'on peut atteindre un but donné , en tirant sous deux directions différentes^ tant que /\h* surpasse ^7iy + &•; que ces deux directions se réduisent à une seule^ lorsque ces deux quantités sont égales; et qu'on ne peut atteindre le but, sous aucune direction, c{uand ^h* est moindre que 4^iy + 6*.
Ainsi, en traçant dans le plan verlical qui passe par la direction initiale du mobile, la parabole dont l'équation est
4hy + €• = 4h%
cette courbe divisera le plan en deux parties , telles que tous les points de la partie extérieure seront garantis de toute atteinte , que ceux de la partie intérieure pourront être atteints de deux manières dijBPérentes, et ceux de la ligne de séparation, d'une manière seulement.
:aio. La théorie du mouvement des projectiles
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serait donc très simple, si l'on pouvait négliger la résistance que l'air oppose à leur raouyementj mais dans le cas des grandes vitesses dont nous nous occupons spécialement, cette force est beaucoup trop considérable pour qu'on en puisse faire abstraction : elle change entièrement la forme de la trajectoire et les lois du mouvement sur cette courbe, ainsi qu'on va le voir.
Quelles que soient la forme et les dimensions du projectile, on fera voir, dans un autre chapitre, que son centre de gravité aura le même mouvement qu^un point matériel pesant, dont la masse serait celle du mobile, qui aurait une vitesse initiale donnée en grandeur et en direction , et auquel on appliquerait en outre, parallèlement à elles-mêmes, les forces provenant de la résistance et du frottement de l'air, qui s'exercent à la surface de ce corps solide. On verra aussi que la force motrice qui résultera de ces résistances transportées au centre de gravité > pourra quelquefois faire sortir ce point du plan vertical mené par la di-rection de la vitesse initiale; mais ici nous supposerons que ce cas n'ait pas lieu , et que la force motrice dont il s'agit soit constamment tangente à la trajectoire du centre de gravité.
Cela posé , pour former les équations de son mouvement, conservons toutes les notations précédentes, et supposons qu'elles se rapportent maintenant à la figure 49 f ^ù la trajectoire OMD n'est plus une parabole. Soit, en outre, ^ l'arc OM décrit par le mobile au bout du temps t, et R la force motrice provenant de la résistance de l'air, qui sera dirigée suivant la
partie MT de la tangente en M. lies cosinns des angles que fera cette droite MT avec des axes menés par le point M suivant les directions des x et des^ po*
sitives , seront — ^ et — -^ > en appelant m la
masse du projectile et g la gravite, nous aurons donc*
J/* m ds* dt* ^ mds^
pour les équations du mouvement de son centre de gravité.
Je prendrai pour ce projectile une sphère homogène ou composée de couches concentriques dont chacune sera homogène; en appelant D sa densité moyenne et r son rayon ^ on aura alors
4jrDr5
Je supposerai aussi, conformément aux hypothèses généralement admises, la force R proportionnelle au carré de la vitesse du centre de gravité , à la sur* face du projectile, et à la densité de Tair; il enré^
sultera
R np^ ds^^
m Dr d^*
p étant cette densité, et n un facteur numérique qui devra être déterminé par l'expérience. Cette exprès-* sion satisfait a la condition de l'homogénéité des
quantités; car — et le rapport de t-j à r sont deux
quantités de la même nature que la gravité g, et les
facteurs ^ et ^^ sont des nombres abstraits. Pour
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plus de commodité, je ferai
hr ~ ^'
de sorte que - soit une ligne dont la longueur sera
donnée, et que je regarderai comme constante, en faisant abstraction du changement de densité de la masse d'air que traverse le projectile.
R ds^
Util. En mettant à la place de — ^ sa valeur c -=- , les deux équations du mouvement deviennent
d^x , ds dx
à*r . . ds dr
L'intégrale de la première est dx
di
= a cos et e""'%
en observant quon a — == ^ cos et, au point 0 où
j=:o, et désignant par e la base des logarithmes népériens. La forme de la seconde ne différant de celle de la première que par son dernier terme*, je fais, pour l'intégrer,
dr dx
dt — P dï'
p étant une nouvelle inconnue. En substituant cette
dv
valeur de ^ dans la seconde équation (i), et ayant égard à la première , il vient
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dx dp
dtdt S'
Je diyise cette valeur par le carré de ^ ou de sa valeur précédente; il en résulte
dt dl a*cos*x
En considérant^ et p comme jdes fonctions de a:, on aura
r — dt ' dl ^ dx' di * dt~ dx^
si donc on Êdt toujours a* = ^8^f l'équation précédente deviendra
^ = — ' e^'- fa)
et ce sera l'équation différentielle de la trajectoire. On a identiquement
V/i H- p^dx = dsi
en multipliant membre à membre ces deux dernières équations, on aura donc
d'où il suit, en intégrant et désignant par y la constante arbitraire.
Pour déterminer y, on fera, à la fois, j:^o et
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p = tang A i ce qui donne
^^jj^^ ï/i+lang**;;
mais^ pour abréger^ je conserverai ^ à la place de cette valeur.
D'après les équations précédentes^ on a
dx^ — ^hcos^ae^^'dp, djr^=zpda:, gdt^ss — dxdp;
en éliminant Feicponentielle au moyen de Téquation (3) p nous aurons donc
cdx = == ^- — ' — ,
pV^l+P'+los{p+\/i+p'')—y
formules qui ne sont point intégrablcs sous forme finie : dans la dernière , on regardera le radical comme une quantité positive^ parce que l'apgle dont p est la tangente diminue quand le temps augmente.
212. Si l'on appelle où cet angle, c'est-à-dire, l'indi* naison MTor de la tangente à la trajectoire, sur Taxe horizontal 0^, on aura
^ = tang«, dp^^^.
Les valeurs de or,^, t^ déduites des équations (4), seront de la forme fCldo»; l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse au point 0 où l'on a «s=a, et n désignant une fonction donnée de co.
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On calculera cjes trois raleure, pour chaque pioint M, par la méthode des quadratures {xè? i5). De cette manière^ on pourra construire la trajectoire par points , et l'on connaîtra le temps t que lé mobile emploiera à décrire chaque arc OM , dont la longueur s sera donnée par l'équation (5). Quant à la TÎtesse du mobile au point M , on aura
et, par conséquent, ^
En étendant ces intégrales jusqu'à a>=ro, on déterminera l'abscisse et l'ordonnée du point C, le plus élevé de la trajectoire. Si l'on donne ensuite à a> dés yaleurs négatives, on déterminera lés points dé la branche descendante CBD de la trajectoire. Quand on sera parvenu à une valeur — ^ a/ dé a> , pour laquelle l'ordonnée j de la trajectoire sera nulle , la, valeur correspondante de x exprimera l'amplitude du jet OB, qui ne sera plus double de l'abscisse du point C, comme dans le cas du vide,^ et dont le mojcimum, par rapport à a, répondra à un angle moindre que 45* et dépendant de la grandeur de la vitesse initiale. L'angle a! ou £B«r et la vitesse au point B différeront aussi de cl et a.
Ainsi, toutes les circonstances du mouvement seront connues, et la solution du problème est complète , sauf la longueur des calculs numériques qu'il faudra exécuter dans chaque cas, lorsque lés valeurs
4o6 TRAITÉ DE MÉGANIQUE,
des trois constantes h^ct^ c, contenues dans les formules pr^ëdentes, seront données.
21 3. Le mouvement du projectile sur la branche descendante de la trajectoire , approche de plus en plus d*étre vertical et uniforme.
En effets soient ^.^ ^i, ^, les valeurs dear,^^ t, qui répondent au sommet C; trahéportobs l'origine des coordonnées en ce point, et faisons
or = a:, -f- or', 7- = 7-, — . /, t =: t, -^ t';
en sorte que ûc' et y soient Fabscisse et rordonnée du point quelconque M' (fig. 5o) de la branche descendante, rapportées à l'axe horizontal Ca/ et à l'axe Cy qui est dirigé dans le sens de la pesanteur , et que t représente Iç temps employé à parcourir Tare CM'. Soit aussi p' la tangente de l'angle M'TV que fait la tangente à la courbe en M' avec l'axe Car'. Nous aurons
et à cause de
la première équation (4) deviendra
cdûo' = -^ , en faisant, pour abréger,
L'angle aigu MTV pouvant approcher contiQuelIement d'un angle droit , la variable p' croîtra indéfini-
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Ynex^t; mais il n'en sera pas àe même à Fëgard de.ar'.Four «le très grandes valeurs de p\ on pourra mettre // à la place de V/i +/?'•; et en négligeant 7 -f- log 2 par rapport à p'^p on aura
?' = /)'* H- ilog;>'%
ou simplement F' =:'/>'*^ en observant que le logarithme d'une quantité très grande p'^, pt^ à plus forte raison^ îIog/>'% ^t très petit re{i^tiv^aient.à. Cettf cpiantité : on aura donc, pour ces valieurs d^ p%
en intégrant et désignant par G une quantité conSr tante, et il en résultera . .
ce qui montre que les valeurs de x* ne croîtront pas indéfiniment avec celles de />'/ Cela étant, soit
q sera une ligne de grandeur finie, qu'on pourrit calculer par la méthode des quadratures; et si Ton prend sur Cr' une partie CA égale à cette ligne, la verticale ^B menée par ce point sera une asymptote de la partie CD dé la trajectoire ; en sorte qup le mouvement du projectile sur cette branche descendante, approchera indéfiniment de la direction verticale.,
Olîservons, de plus, que pour les très grandes
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yalears de p\ les deux dernières éqaations (4) se
réduiront à
d*bii il résultera
par conséquent, le mouvement final et vertical du projectile sera uniforme; ce qu'il s'agissait de démontrer. La vitesse de ce mouvement sera ceUe qu'un corps pesant acqitiert en tombant dans le vide, d'une
hauteur égale à — ; et c'est aussi ce que l'on condot
de la formule (5), en mettant — />' au lieu de p, et considérant ensuite p' comme une très grande quantité.
En faisant, dans la première équation (4),
p = tang«, dp = '^.
et, pour abréger, on en déduira
[y^tang«l/i-f.|aQg*«— log(ûmg« + l^i+taDg*«»)]co8'#=ri,
X,^\f^ada>,
pour l'abscisse du point C. Si donc on prend sur Ox (fig. 49)^ ^^ point F, tel que l'on ait
OF
la verticale F6, menée par ce point F, sera l'asjmptote de Ja branohe descendante de la trajectoire.
2 14- Soit Orrie prolongement de la trajectoire OCD- 1^ point de départ du mobile étant 0, le mouvement n'aura pas lieu sur cette partie de la courbe; mais on peut, néanmoins, désirer den connaître la forme. Or, on la construit par points, au moyen des deux premières formules (4), en y donnant à p des valeurs positives et plus grandes que tang a ; et il est aisé de s assurer qu'elle a aussi une asymptote , mais qui n'est pas verticale, comme celle de la branche descendante.
Pour cela, j'observe que, d'après la valeur de y du n* 3 1 1 , il y a toujours uû angle Q aigu , et > a, qui est tel que p = tangf rend nul le dénominateur commun de ces deux formules, c'est-à-dire, un angle Q qui satisfait à l'équation
y — tang? l/i + tang*?— log (tangff+ i/ 1 + tang'C) = 0. (6)
Cela étant, on voit par la valeur de dp^ tirée de l'une ou l'autre des deux premières équations (4) , que Tabscisse x et l'ordonnée jr croissant indéfiniment, abstraction faite du signe, dans cette partie ON de la courbe , la quantité p cesse de croître, lorsqu'elle di£fere infiniment peu de tang^; en sorte que p ne peut jamais dépasser ni même atteindre rigoureusement cette valeur /7=tang^; ce qui signifie que la branche de courbe ON a une asymptote qui coupe le prolongement de l'axe Ox sous l'angle Q. On déterminera sa distance au point 0 de la manière suivante.
Je mène par le point 0 un axe qui fasse, avec le prolongement de Ox, un angle égal au complément de é, et qui soit, par conséquent, perpendiculaire a
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Fasymptote de ON'. J'appelle u l'abscisse d'uti point quelconque de la courbe ; comptée sur cet axe à partir du point 0; les coordonnées de ce ix>int, par rapport aux axesOâ? et Ojr^ étant toujours x eijr^ on aura
u =:jr cosC — or sîn C.
' En différentiant et mettant pour dx et djr leurs yâleurs données par les deux premières équations (4)^ il vient
Cdu = (tangg^/7)4p
[y— /7V/f+/^*— lo6(/; + »/i+/^*)]cosC'
formule dans laquelle on donnera â p des valeurs plus grandes ou plus petites que tanga, selon qu'il s'agira d'un point de la partie ON ou de la partie OM de la courbe. On peut retrancher de son dénomina-* teur le premier membre de l'équation (6) , multiplié par cos^; et si Ton fait, en outre,
/)= tango», dp = ~.
et, pour abréger,
tangff V/ 1 +tang*e+Iog(tangÇ-+- \/i+tang*C) — ianga)V/i+tang*a — log(tanga>-+-v/i-|-tang^(»)=U,
il en résultera
cU C08 C C08* m
Or, en faisant
ccosCJ tL
^ ( tang C — tang je) dâs U cos* •
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r sera une ligne de grandeur finie ^ que l'on calculera par la méthode des quadratures, et qui exprimera la valeur de u relative à Tasymptote de ON , c està- dire, la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur cette droite , qiu'il s'agissait de déterminer. Cette droite asymptotique aura pour équation
^cos^ — jtrsînS = rj
en sorte que si l'on prend sur le prolongement de Ox un point H tel que l'on ait
OH = r,
l'asymptote de la branche ON sera la droite HK^menée par le point H, et faisant avec le prolongement de Ox un angle KHO supplément de C. Les deux asymptotes FGetHK, prolongées au-dessus de Taxe 0^, se reticon* treront en un point L , de manière que la courbe entière sera comprise dans l'angle KLG, dont le complément est l'angle Q déterminé par Téquation (6).
ai5. Lorsque l'angle tie projection A0:r ou et est très petit (fig. 5t), le projectile ne s'élève qu'à une petite hauteur au-dessus de l'axe horizontal Ox , mené par son point de départ. Or, dans ce cas, on peut obtenir, avec une approximation suffisante , l'équation en x et jr de la partie OCB de la trajectoire, située au-dessus de Ox^ et même on peut étendre cette équation jusqu'à un point D, ' dont la distance à cet axe n'est pas très considérable.
En effet, dans toute cette partie OCB, ou même OCD de la trajectoire, la tangente à cette courbe sera presque horizontale, et la quantité p très petite ;
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en négligeant le carré dep, on aura donc
• lis = dx , s 2= X f
et réquation (2) deviendra
dx dx* ^hcos*a
En intégrant deux fois de suite, et déterminant les
dy
constantes arbitraires de manière qu'on ait -j- = lang etetjr = o, quand a: = o, il vient
r = or tang « - gc/cos'^ (^'^ ^ ^^^ — 0'
pour l'équation approchée de la trajectoire, qu'il s'agissait d'obtenir. En développant l'exponentielle qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite c=o, elle devient l'équation exacte de cette courbe dans le vide.
D'après l'équation gdt^ = — dûcdp du n** 21:2^ et
la valeur précédente de ^ , on aura
dt = — =i e"rfx,
y 2gh cos «
et, par conséquent ,
C y 2gh cos OL
ce qui fait connaître le temps t que le mobile cnt— ploiera à parcourir une portion quelconque OM de la courbe OCD.
Supposons que le projectile vienne tomber
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Bur le terreîn en un point D; représentons par A l'abaissement de ce point au-dessous du plan horizontal , mené par le point O, ou la perpendicalaire DQ à Taxe Ox; soient aussi Z la distance OQ, et r le. temps employé à aller du point 0 au point D; nous aurons y à la fois,
X =: l, jr z= — X, t z=s n
et en remplaçant, pour plus de simplicité, cos* a par Vanité dans les formules précédentes, il en résultera
8c*A ( A -h^tang a ) = e**'— 2c/— i ,
^c\/2gh=:e^ — I. j
Lors donc que les deux constantes h et c seront données^ et qu'on aura mesuré Tangle a et leléyatioa A du point 0 au-dessus du terrein, ces équa« tions feront connaître la portée horizontale Z; et la darée r du trajet du projectile. Réciproquement, quand on connaîtra et, A , Z, r, par des mesures directes, ces équations pourront servir a déterminer le coefficient c de la résistance, et la hauteur h due a la yitesse initiale. En éliminant h, ou a.
4(A -h Ztang a) (e*' — i)* = gT»(e**'— 2cl— i) ;
équation d'où l'on tirera la valeur de c : l'une des deux précédentes donnera ensuite immédiatement la valeur de Â.
Il existe encore de l'incertitude sur les grandeurs des portées et des vitesses initiales. D'après Lombard^ pour un canon de ^4 chargé au tiers du poids du boulet, la vitesse initiale est de 4^3 mètres par se-.
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conde; et pour un canon de 1:2, dont la charge est aussi le tiers du poids du projectile , cette vitesse s'élèye à 494 mètres. Suivant le même auteur, les portées correspondantes et relatives à X = o , sont 700 mètres dans le premier cas , en supposant et = i* i5' 6", et 660 mètres dans le second cas , en supposant et = 1^5' 36''.
Au lieu du temps r, on pourrait employer à la détermination de A et de c, une seconde portée du même canon à une élévation différente au-dessus du terreîn. Ainsi , en supposant que le poids du projectile, celui de la charge et l'angle ot ne soient pas changés, les quantités h et c resteront aussi les mêmes; et si A et Z deviennent A' et F, on aura
8c*A ( A' + Z' tang a) = e^^' — 2cP — i ;
d'où il résultera
(A + Z tang a) (e»*" — 2cP — 1)
= (A'-|-Z'tanga) (c^'— acZ — i), (6)
en éliminant h au moyen de la première équation (a). Les auteurs de Balistique ne sont nullement d'accord sur la grandeur du nombre n qui entre dans l'expression du coefficient c , savoir ( n^ 310 ),
^ — Dr
D'après une théorie très imparfaite de la résistance des fluides, ce nombre n serait |; mais toutes les expériences Iç donnent plus petit , et Lombard le fait égal à ^. L'équation (b) fournirait le moyen le plus sus-
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ceptible de précision pour la détermination de c, en supposant bien connu et invariable , Tangle de projection a.
§ IL Mouvement des planètes*
21^. Les lois du mouvement des planètes autour du soleil sont connues sous la dénomination de Lois de Kepler^ parce qu'elles ont été découvertes par cet astronome , qui les a déduites de l'observation. Elles sont au nombre de trois ;p dont voici les énoncés :
lo. Les planètes se meuvent dans des courbes planes y et leurs rayons vecteurs décrivent , autour du centre du soleil^ des aires proportionnelles au temps.
2*". Les orbites, c'est-à-dire, les trajectoires des planètes , sont des ellipses dont le soleil occupe un des foyers.
3*. Les carrés du temps des révolutions des planètes autour du soleil sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites.
Toute leur importance n'avait pas d'abord été comprise; cest Newton qui en a montré l'usage pour déterminer la force qui retient chaque planète dans son orbite, c'est-à-dire, la direction de cette force et les variations de son intensité , soit d'une position à une autre d'une même planète , soit d'une planète à une autre. On verra, en effet, dans ce paragraphe,, que chacune de ces trois choses est une conséquence nécessaire des trois lois du mouvement planétaire que Ton vient d'énoncer.
4i6 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
Ces lois se rapportent au mouvement du centre de grayité de chaque planète; c'est le mouvement de ce point que nous allons considérer; et quand il sera question de la position ou de la vitesse d'une planète, il faudra entendre la position ou la vitesse de son centre de gravite.
:ii8. Soient ÂMBD (fig. 62 ) l'ellipse décrite par une planète, AB son grand axe, C son centre , 0 et 0' ses deux foyers, 0 celui qui est occupe par le centre du soleil, B le périhélie ou le point de l'orbite le plus rapproché de 0 , A Vaphélie ou le point le plus éloigné du soleil*
Au bout du temps t qui sera compté à pai^ir du passage de la planète à son périhélie, soit M sa position sur l'orbile. Désignons par r son rayon vecteur OM, et par 9 l'angle MOB que l'on appelle, en Astronomie , V anomalie vraie. Le secteur décrit par ce rayon pendant l'instant dt sera 7 r* ^6 ( n* i56 ) ; d'après la première loi de Kepler, on aura donc
r»rf6 = cdt; (i)
c étant une constante égale au double de Taire décrite dans l'unité de temps, et ^ et le double de l'aire MOB décrite dans le temps quelconque t.
Soient aussi
O'Mrnr', CB = CA = a, CO = CO' = ae-
D'après une propriété de l'ellipse, on aura
r -f- r' = na; dans le triangle O'MO , on a aussi
/• = /- + ^ae cos 0 + 4aVV €t si l'oa élimine r' entre ces deux équations, il vient
1 4- ecosfl' ' W
pour réquatlon de la trajectoire.
Pour toutes les planètes connues avant ce siècle, \ excentricité e est une fraction très petite; celle de l'orbite de la terre est
e = o,oi6855i8, ou, à peu près, un soixantième. La plus grande éfait celle de Mars, qui surpasse neuf centièmes ; c'était donc pour cette planète que le mouvement elliptique devait être le plus difiFérent du mouvement circulaire excentrique, que Ton adoptait avant Kepler; et c'est, en effet, dans les observations de Ticho-Bcahé, relatives à cette planète, que Kepler a reconnu d'abord la différence de ces deux mouvemens. Si l'on développe les valeurs de r et fl , en séries ordonnées suivant les puissances de e^ au moyen de l'équation des aires proportionnelles au temps, jointe à celle de la trajectoire elliptique ou à celle de la trajectoire circulaire excentrique , on trouve que pour un même temps ^, les développemens correspondans à ces deux courbes , ne diffèrent que dans les termes qui dépendent du carré ou des puissances supérieures dee; circonstance qui rendait, à Tépoque de Kepler, la différence des deux mouvemens très difficile à découvrir.
Si l'on appelle T le temps de la révolution
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d'une planète » et qu'on fasse
cette constante n sera la vitesse moyenne angulaire^ et nt le moyen mouvement de la planète.
Imaginons un astre fictif dont le mouvement soit uniforme, et qui parte du périhélie et achève sa révolution en même temps que cette planète; son rayon vecteur décrira l'angle nt , pendant que celui de la planète décrit l'angle 8; l'angle 0 — nt, compris à une époque quelconque entre ces deux rayons^ est ce que les astronomes appellent Y équation du centre : il est positif^ et la planète précède l'astre fictif, en allant du périhélie à l'aphélie; le contraire a lieu en revenant du second point au premier. Le maxi-mum de l'équation du centre dépend de la grandeur de l'excentricité.
En prenant le jour moyen pour unité de temps, et mettant SCo"" au lieu de ^tt, on a, relativement à la terre,
T = 565>,256574, n = o-Sg'ST.
Cette valeur de T est la durée de l'année sidérale , ou l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours consécutif du soleil à une même étoile , dans son mouvement apparent autour de la terre. L'inter* valle compris etitre deux retours consécutifs à un même équinoxe, est plus court, à cause cfue les points équinoxiaux ont sur. Yécliptique un mouvement rétrograde ^ ou en sens contraire de celui du soleil.
En prenant 5o',22/\2j pour la précession annuelle en 1800, et observant que le rayon vecteur du soleil emploie o^^oi4i58, à décrire ce petit angle^ il en résulte
pour la longueur de l'année équinoxiale au commencernent de ce siècle. L'année sidérale est constante ; mais la précession des équinoxes varie un peu, et, par conséquent aussi , l'année équinoxiale : sa longueur diminue d'à peu près une demi-seconde par siècle.
220. La constante c aura pour valeur le double de la surface de l'ellipse divisé par T ; en observant que le demi-petit axe est a \/i — 6% et la surface Tra^y/T^—ë^f on aura donc
2sra* l/i — e*
Au moyen de cette valeur et de celle de n, Téqua-tion (i) devient
r*£i9 = na^i — e^dt.
L'équation {2) donne
6 = BTC[CO& = -^^ -^ j,
ri/aV — (r— û)»'
par conséquent , on aura
- rdr
nadt =
^/fl*e« — (r — . a)»
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Pour intégrer œs formules^ faisons
. r s £1 (i — e cosu); (à)
nous aurons
dr =s ae sin u , ndt = (i — e cos u) du ;
a cause de r = a( i — 6 ) au point B, il faudra que Fangle u soit nul en ce point où Ton à aussi t =0 ; en intégrant, on aura donc
En mettant pour r sa valeur dans celle de do , et observant que cos u = cos* 7 u — sin*x<^, i^ en résulte
^ i^i — <:'du
M = Tî ; !~n — f
1 — <î cos* î M -f- c sin* ~u'
et si Ton fait
tangitt = a, ^-^ = orfz, cette valeur devient
I — c + Ci +e)z*
En intégrant et observant que fi et z^ sont zéro en même temps, c'est-à-dire, au point fi, on aura
i9=arc(tang=:z v/f^)?
d'où Ton conclut
tangie= v/7^ toi.gi«, (c)
en remettant pour z sa valeur.
Ces trois équations (a), {b), (c), expriment , sous forme finie, les valeurs de r,nt, ^^ au moyen de la variable auxiliaire u, qu'on appelle VanomaUe excentrique* En éliminant u entre elles , on aura les deux coordonnées polaires r et 6 de la planète en fonctions au temps, sous forme de séries ordonnées suivant les puissances de l'excentricité, qui seront, par conséquent, très convergentes dans le cas des anciennes planètes. Après qu'on aura formé ces séries, on y pourra remplacer les puissances de cos nt qui se trouveront djins le développement de r, et celles de sin nt que renfermera le développement de 6 — nt, par des cosinus et des sinus des multiples de nt. Si Ton conçoit qu'on ait ensuite ordonné ces développemens du rayon vecteur et de l'équation du centre suivant les cosinus ou sinus des multiples croissans de nt, on pourra déterminer directement, par l'analyse suivante, les valeurs des coefBciens de ces deux séries en fonctions de Texcentricité.
Je fais
r:=Ao+A,cos/i^+A,cos3/î«-|-. . .+A|COsm^+etc,, 8 — ?i^=B,sin7z/-|-B.sin272^+' • .+ B|Sin int^ etc.;
Ao, A, ,A«, etc., B,, B^^, etc., et généralement A| et B|, étant les coefficiens qu'il s'agit de déterminer. Si / et i' sont deux nombres entiers positifs et différens , on aura , en effectuant les intégrations ,
cos int cos i'nt d.ntz=zo, sin int sin int d.nt =:o}
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et dans le cas de /=£', on trouvera
/cos* int d .nt =: -tt, O 2
sm* intd .nt s=: -tt.
Ces dernières formules ne s'appliquent point à i = o; dans ce cas , la première intégrale est égale à ^^ et la seconde à zéro.
Cela étant, je multiplie le déyeloppement de r par cos intd.nt, et celui de 9 — nt par sin intd.nt; puis j'intègre depuis /i^ = o jusqu'à nt =w. Tous les termes s'évanouissent, excepté ceux qui ont Ai ou B| pour coefficient, et l'on en conclut
A| = - Y r cos int d.ntf B| = ^ / (ô — nt) sin int d^nt.
Dans le cas de £=o, on aura, en particulier, Ao = - / rd.nt.
c'est-à-dire qu'il faudra réduire à moitié la valeur générale de Aj* En intégrant par partie, et observant que 0 — nt est zéro aux deux limites n^ = o et 72^ = 9r, l'expression de B| pourra être remplacée par celle-ci :
B| = ^ y cos int rf(fl — nt).
Je substitue à la place de r, n^, 9, leurs valeurs
^n fonctions de u , tirées des équatioQS (a), (6), (c); à canse de
— = -^ , —y— =1 — e cos 1^ ,
du I — e C08 u' du
et parce que u = o et 2^ s^ 'tt répondent à /i^ = o et ntz=^, il en résultera
A|= — / (i — ecos m)*cos {iu — ie sin u)du^
B,;=r- / VI— e* — {i— ecosï/VJ — ^ -^t/w;
formules qui feront connaître les valeurs numériques des coefficîens A| et B|, soit par la méthode des quadratures, soit par la réduction en séries. Pour cette réduction , on aura, par le théorème de Taylor,
co^iu — /esînM)==ri--— sin-2^4*--|78Îo^«--ctc.)co8itt
ie sin« g sîn*« + eXc.pwkiu;
et il en résultera pour A| et B^ des séries d'intégrales relatives k Uy dont les valeurs exactes s'obtiendront toutes, soit immédiatement, soit par des formules connues; en sorte que Ton pourra prolonger ces développemens de A| et \\ aussi loin qu'on voudra. On pourra même obtenir leurs termes généraux en fonctions de i et de e ; mais ce fi'est point ici le lieu d'insister davantage sur ce sujet, qui appai-tient spécialement à l'Astronomie.
Relativement à z ;=: o , on a
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Ao = - y (i — e cos m)*^ = û (i + ye*) ,
en ne prenant que la moitié de la valeur de Âj, qui répond à i = o : c'est le seul des coefBciens Aof A| , A., etc. , B, , B«, etc., dont on puisse obtenir la valeur exacte.
H211. Si l'on appelle p la vitesse de la planète au bout du temps t, et J^ l'angle que fait sa direction avec le prolongement de son rayon vecteur r ou OM, on aura (p? i56)
En éliminant dt au moyen de l'équation (i), on a
dêj En Yertu de l'équation (3) , on a aussi
^=^1-^7 + P' »'cosJ^=î.
I .1 + ^ cos 0 ' r , c sin fl
r fl(i_e*) ^ "39" fl (i — c*) '
d'où il résulte
^» ( i — e*)* i/* = (1 + ae cos 9 4- e*) c%
et , par conséquent ,
u^z=: (- ijf COScr= ,— ;
ce qui montre comment, dans le mouvement ellip* tique, la vitesse et la direction du mobile en chaque
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point se déterminent au moyen de son rayon vecteur. D'après la valeur de c du n** :220, celle de i^ peut aussi être écrite ainsi :
• Ces formules, jointes à celles des numéros précédons^ font connaître complètement le mouvement d'une planète dans le plan de son orbite^ mais quan^ on veut considérer à la fois les mouvemens de deux ou de plusieurs planètes , il est nécessaire de rapporter la position de chacune d'elles à un autre plan, qui est ordinairement le plan de Vécliptique ou de l'orbite de la terre.
223. Soient NON' (fig. 55) l'intersection du plan de l'orbite d'une planète avec un plan passant par le centre 0 du soleil , OE une droite menée dans ce second plan , OM' la projection du rayon vecteur OM de la planète sur ce même plan. Désignons par y • rinclinaison des deux plans, par ot Fangle NOE, par cd l'angle BON que fait le rayon vecteur OB aboutissant an périhélie avec la droite ON. Ces trois angles €L, y, 6û, devront être donnés, et ils détermineront le plan de l'orbite et la position de l'ellipse dans ce plan. Soient aussi ^ et 4 1^^ angles variables MOiVl' et M'OE , que fait le rayon vecteur OM avec sa projection OM', et cette projection avec la droite OE , lesquels angles détermineront, à chaque instant, la direction du rayon OM aboutissant à la planète.
Cela posé, considérons l'angle trièdre qui a son sommet au point 0 , et dont les trois arêtes sont OM, CM', ON. L'anomalie vraie, ou l'angle MOB, étant
toujours â, les trois faces de cet angle trièdre seront
MON = MOB + BON = 9 + a», M'ON= M'OE — NOE = 4 — a, MOM'=<p;
la première sera opposée à un angle droite et la troisième à Tangle y. D'après les premières' règles de la Trigonométrie sphériqne , on aura donc
sin ^ z=: smy sin (fl + û>) , tang(4/* — a) = cos^ tang(8 + a>);
et l'angle fl étant connu en fonction de t, par ce qui précède^ chacun des angles ^ et 4 le sera aussi , au moyen de ces formules.
Lorsque le plan donné sur lequel on compte Fangle 4 est l'écliptique^ et que la droite OE, à partir de laquelle on compte cet angle, dans le sens du mouvement de la terre, est celle qui va du soleil à Féquinoxe du printemps, les angles 4 ^^ ^ s'appellent la longitude et la latitude Ae la planète que Fou considère. La droite NON' est la ligne des nœuds de son orbite ; si elle entre dans Thémisphère boréal quand elle traverse le plan de l'écliptique au point N, ce point est le nœud ascendant^ et N' le nœud descendant. Selon que laplanète se trouve dans cet hémisphère ou dans Fhémisphère austral^ la latitude ^ est positive ou négative, et Tangle MON, ou ô + û>, est plus grand ou moindre que i8o'. L'angle (p s'étend depuis — 90* jusqu'à 90% et l'angle MON, ainsi que la longitude M'OE, depuis zéro jusqu'à 36o*.
Si ron remplace le point 0 par le centre de la terre , que l'on prenne Téquateur pour le plan donné BUT lequel on compte l'angle >{/, et pour origine de cet angle la droite OE qui va de ce centre au premier point du signe aries^ les angles >|/ et ^ seront alors Yascension droite et la déclinaison de la planète. En appliquant les formules précédentes au mouvement apparent du soleil autour de la terre ^ on aura et=zo, y exprimera Vobliquité de l'écliptique , et l'on devra prendre pour fl + o) la longitude de cet astre ; d'où il résulte qu'en la désignant par X, on aura
sin cp = sin ^ sin A , tang %[/ = cos y tang X ,
et^ en même temps ^
sin y taDg^^
sin 9
4/ cos' 7 + tang*^J/
Les plus grandes déclinaisons boréale et australe répondent à A = 90o et A = :j70% et sont zhy. Cet angle y est aussi celui que fait l'axe de rotation de la ' terre avec la perpendiculaire au plan de Técliptique; il est soumis à une petite inégalité qu'on appelle la nutaiion^ dont la période est d'environ 18 ans, et le majcimum de 9'',4 seulement. Sa valeur moyenne^ au commencement de 1800, était
elle diminue de o'',/^56g2 par année.
224- Dans tout ce qui précède, on n'a point eu égard à la force qui agit sur chaque planète , dont le mouvement a été déterminé d'après les données de
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l'observation y et sans recourir aux principes de la Dynamique ; il s'agit maintenant de déterminer les lois de cette force, ainsi qu'il a été dit précédemment (n* 21 7),
Il suit de }a première loi de Kepler que la force qai retient chaque planète dans son orbite est constamment dirigée vers le centre du soleil ; quoique cette conséquence nécessaire de la proportionnalité des aires au temps ait été déduite des équations du mouvement dans le n* 1 55 , il ne sera pas superflu d'en donner ici une démonstration synthétique.
Soit M.M (fig. 54) le côté de la trajectoire que le mobile décrit pendant un temps t infiniment petit. . Arrivé au point M , si aucune force n'agissait sur ce mobile, il décrirait, dans un autre temps r, une partie Mm du prolongement MT de M,M, égale à M,M ; mais , a cause de la force à laquelle il est soumis, il se transporte, dans ce second instant, en un autre point M'. Soit MK la direction de cette force au point M; pendant le temps r, on pourra supposer qu elle reste parallèle à elle-même , et alors si l'on tire la droite mM', elle sera parallèle à MK (n* 148). Or, si C est le centre fixe autour duquel le rayon vecteur CM décrit des aires proportionnelles au temps, les triangles M^GM et MCM', qui sont les aires décrites dans deux instans égaux, seront équivalens; mais les triangles M,GM et MCm le sont aussi, puisqu'ils ont leurs sommets au -même points G, et leurs bases M.M et Mm égales et sur une même droite ; les triangles MC/n et MCM' sont donc équivalens ; et comme ils ont une même base
MC^ il faut que la droite mW qui joint leurs sommets soit parallèle à cette base; par conséquent^ la droite MK , parallèle à mM% coïncide avec MC. Donc, en chaque point M de la trajectoire, la direction MK de la force sera celle du raj^on vecteur MG; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Réciproquement, si la force qui agit sur le mobile, au point quelconque M, est dirigée suivant MC , la droite mM' sera parallèle à ce rayon vecteur, les deux triangles M'CM et MGm seront équivalens, et , par conséquent aussi , les deux triangles M 'CM et M^CM. Les aires décrites par le rayon vecteur autour du point G, en deux instans consécutifs et égaux, étant égales, et cela ayant lieu daits toute rétendue de la trajectoire , si la force qui agit sur le mobile est constamment dirigée vers ce point, il s'ensuit que les aires décrites en temps égaux seront égales, et, en des temps quelconques, proportionnelles à ces temps.
:i25. Soit, comme dans le n^ 218, M la position de la planète au bout du temps ^ ( fig. 5^ )• Gonservons toutes les notations de ce numéro, de sorte que r et 9 soient le rayon vecteur OM et langle MOB; désignons, en outre, par a: et ^ les deux coordonnées, rectangulaires OP et PM , rapportées à des axes Ox et 0;^ , dont le premier passe par le périhélie B; nous aurons
/r = rcosO, ^=rsin6, a:*-f-^* = r*.
Soit aussi R la force accélératrice, inconnue en grandeur, qui agit sur la planète. Cette force est diri-
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gée , comme on vient de le voir, suivant le nym, vecteur^ et elle agit da point M vers le point 0, à cause que la trajectoire tourne sa concavité ai c6té dii soleil ; les cosinus des angles qu'elle £iitavee {
les prolongemens de jc et 7- sont donc — - et
•— "^^ par conséquent, les équations du mouveraent seront •
En appelant toujours ('la vitesse au point M, nous aurons
et, en différentiant ,
par conséquent, si l'on ajoute les équations (1) après les avoir multipliées par dx et djr^ et si Ton observe que xdx +jdjr = rdr^ il en résidtera
\d.s^ = — IWr.
Mais, dans le mouvement elliptique, on a (n* H22)
en faisant
on aura donc
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ce qui montre que la force, qui agit sur chaque planète suit la raison inverse du carré de la distance au centre du soleil.
La grandeur de cette force est /te à l'unité de distance ; soit fx' ce qu'elle devient pour une autre planète f dont le demi-*-grand axe et le temps de la révolution seront représentés par a^ et T'; on aura de même
Or, d'après la troisième loi de Kepler, on a d'où il résulte
par conséquent, à l'unité de distance, et^ généralement, à la même distance du soleil, la force accélératrice R est la même pour deux planètes différentes.
Là force motrice de chaque planète est donc indé^ pendante de sa nature particulière , et proportionnelle à sa masse, comme les poids à la surface de la terre. Elle varie d'une planète à une autre suivant la même loi que d'une position à une autre de la même planète ; et si deux planètes étaient situées à la même distance du soleil et abandonnées à elles-mêmes ^ sans vitesse initiale, elles tomberaient d'un même mouvement vers cet astre, et l'atteindraient dans le même intervalle de temps.
Ainsi ^ les trois lois de Kepler nous font connaître complètement la force qui retient les planètes dans leurs orbites : la loi des aires proportionnelles an temps nous fait voir que cette force est constamment dirigée yers le centre du soleil ; celle du mouvement elliptique ^ ou Texpression de la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précédente , nous montre que son intensité varie, pour une même planète, en raison inverse du carré des distances au soleil ; enfin , nous concluons de la loi des carrés des temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes y qu'à égalité de distance au centre de cet astre, l'intensité de la force motrice est proportionnelle aux masses de chaque planète , et indépendante de sa nature particulière.
226. Newton a étendu aux comètes, dans leur mouvement autour du soleil, et aux satellites autour de leurs planètes respectives , les lois de Kepler et les conséquences qui s'en déduisent relativement à la force qui agit sur ces mobiles.
Les comètes , dans leur mouvement , ne difierent des planètes qu'en ce qu'elles ne sont pas constamment visibles, à raison de 1 eloignement de leufô aphélies; ce qui rend très difficile la détermination de leurs orbites. Néanmoins, il y a maintenant trois comètes dont on connaît les orbites et les temps de leurs révolutions, presque aussi exactement que pour les planètes. A l'égard des autres comètes, on calcule leur mouvement par approximation, en prenant pour la trajectoire, dans la petite étendue où chaque comète est visible , une parabole dont le foyer est au
centre du soleil , et supposant toujours les aires décrites par le rayon vecteur autour de ce point, proportionnelles au temps pour chaque comète. Ce cas est compris dans les formules précédentes du mouvement elliptique » en y faisant
b désignant la distance périhélie OB, qui est une quantité finie*
Les masses des comètes sont très petites par rapport à celles des planètes et paraissent dune tout autre nature. En vertu de* la troisième loi de Kepler, les forces motrices de deux comètes, ou d une comète et d'une planète , à la même distance du soleil , sont entre elles comme leurs masses respectives, et leurs forces accélératrices sont égales; il en est de même à l'égard de plusieurs satellites d'une même planète , mais non pas relativement aux satellites de deux planètes différentes, ou à un satellite et une planète; car la loi des carrés du temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes n a lieu que pour les corps qui tournent autour d'un même centre: nous ferons connaître par la suite le rapport qui existe entre les forces motrices de deux satellites appartenant à des planètes différentes, et entre celles d'une planète et d'un satellite.
Ajoutons encore que dans ces derniers temps on a étendu les lois du mouvement elliptique aux étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement révolutif de Vune des étoiles autour de l'autre a été reconnu, et que leurs positions relatives, calculées d'après ces 1. 28
lois, se sont accordées aussi bien qu'on pouvait Tes-
pérer avec leurs positions observées.
227. Examinons actuellement les altérations que la résistance d'un éther très rare répandu autour du soleil, produirait dans le mouvement elliptique des planètes. Leur non-sphéricité parfaite et le frottement du fluide contre leur surface, pourraient faire sortir le centre de gravité du plan de son orbite : on fera abstraction de ces deux circonstances; et il ne s'agira oue de former les équations du mouvement de ce point, en ayant égard , à la fois, à la force centrale en raison inverse du carré de la distance , et à une force tangentielle provenant de la résistance du milieu.
Je supposerai, comme dans le mouvement des projectiles dans l'air, cette résistance proportionnelle au carré de la vitesse , a la densité du milieu et à la surface dç chaque planète ; la force accélératrice qui en résultera sera , en outre, en raison inverse de la
masse du mobile; je la représenterai par p ^ , en désignant par ds l'élément de la trajectoire, et par p un coefficient très peti^et proportionnel, pour une même plapète, à la densité du milieu* En observant que cette force agit en sens contraire de la vitesse du mobile, et représentant toujours la force principale dirigée vers le centre du soleil , par ^ à l'unité de distance et par -^ à la distance r, les équatioQS'(i) devront être remplacées par celles-ci :
IF^l^ -— '^ P di dt' [ .
d^ '^ r' ^ '^ r dt dr )
En employant les coordonqées polaires , oa en déduit^ sans difficulté, ces autres équations
d.r^c^z^ — pr^Sds, )
qui en sont une transformation.
228. Lorsqu'on néglige leurs seconds paembres, les équations (2) se réduisent à
et les équations (3) à ceUesrci :
dt^
2/trf. i = o, d.r*S=:o. (5)
On satisfait à ces équations (5) au moyen des formules (a) , (b) , (c) , du n"" 220 ; ces formules n'en sont pas les intégrales complètes, parce qu'elles ne contiennent que deux constantes arbitraires aet e; mais si Ton fait attention que les équations (5) ne renferment pas explicitement les variables d et ^, et qu'elles contiennent seulement leurs différentielles i^ eidt , on en*conclut que les formules du numéro cité devront encore satisfaire à ces équations, en ajoutant des constantes quelconques à / et 8. De cette manière, les intégrales complètes des équations (5), et, par
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conséquent y des équations (4) > seront exprimées par
ce système de formules :
r c= â(i -^ ecostt), 1
nt '^-^ ê :=s u — esin ir, t r \
tangf(6 — «) = y/L^tangitt; ^
a^ e^ ty(Ay étant les quatre constantes arbitraires, et /2 une constante liée à a par l'équation
par 1 equati
Û*/l' = fâ» ,
qui résulte de ^ = ti, ^-^ = ft, par Félimination
de T.
Le zéro de la -variable u répondra toujours à la plus petite valeur de r, ou au périhélie B (fig. S^). Pour U'=iOy on aura ô s= « j de sorte que ô représentera maintenant Tangle MOE, compté à partir d'une droite OE, qui fait un angle BOE =: €», avec OB. La valeur de 6 en série sera de la forme
9 = n^ + é + fl„
en désignant par 0| sa partie périodique, ordonnée suivant les sinus des multiples croissans de nt\ c m. Cet angle 8 sera la longitude vraie de la planète dans le plan de son orbite, au bout du temps f quelconque ; n^-f-é exprimera sa longitude moyenne au même instant, € sa longitude moyenne à l'époque d'où l'on compte le temps f , et &> la longitude de son périhélie* 229. Cela posé, quand ou connaît les intégrales complètes d'un système d'équations différentielles comme les équations (4) ^ on en déduit les intégrales d'un autre système d équations différentielles, telles
que les équations {2), qui ne différent des premières que par de très petits termes , au moyen d'une méthode dont les géomètres ont fait les plus heureuses applications à la Mécanique céleste, et que je vais exposer à l'occasion du problème qui nous occupe.
Les valeurs de x et^, qui satisfont aux équations (4), sont de la forme :
y et F indiquant des fonctions données. Four que ces valeurs satisfassent encore aux équations (4) > j y ^on* sidère a, e, i, (», comme de nouvelles variables qu'il s'agira de déterminer. Mais ces inconnues étant au nombre de quatre^ et les équations (2) seulement au nombre de deux , je peux prendre à volonté deux équations auxiliaires ; et je fais, ea conséquence,
OU, autrement dit, j'égale à zéro les parties de dx et dj'^ provenant des variations de a, e, é, oDe cette
manière , les valeurs complètes de ^ et ^ sont
simplement
dx df dj- dV
di -^ dt* li ^ Ti'
En difiërentiant de nouveau , on a
£x_dy ^/ da d^f de d^f A rf/ d^ dt^ — "dC" '^dlda dt '^ dtdêdt ^ dldt dl'^ dldmdt *
I0 — dt^'^didiW'^dtd^Tt'^duÛdi'^dtdidr
Or, par hypothèse, les valeurs précédentes de x et jr satisfont aux équations (4), en j regardant a, e, ifOf comme des constantes arbitraires, on a donc
par conséquent, si Ton substitue les valeurs complètes d^ ^ ^^ /T ^^^^^ I^^ équations (n), on ann
dtda ^ dtde ^ dtd, ^ didm *dtdt ' \
et ce système des quatre équations (Jb) et (c) servira à déterminer a, e, €, a>, en fonctions de t.
25o. Cette substitution de quatre équations différentielles du premier ordre, aux deux équations (2), qui sont du second ordre, n'aurait, en général, aucun avantage. Mais les valeurs de da, dcy dé, do^ qu'on tire des équations (b) et (c), auront pour facteur le coefficient p de la résistance » qui est une très petite quantité; les parties variables de a, e, êf G), seront donc aussi très petites ; et si Ton néglige le carré de p, on pourra considérer a, e, i^o, comrme des constantes , dans les expressions de da^ de, di, doD ; ce qui réduira aux quadratures le calcol des parties variables de a, e, €, &. Far la méthode des approximations successives, on obtiendra ainsi des valeurs de ces quantités , ordonnées suivant les puissances de p et aussi exactes que l'on voudra; nous nous arrêterons à la première puissance de p.
Les équations (a), après qu'on y aura substitué tes valeurs variables de Uy e, i, cj, feront connaître, comme dans le cas du mouvement elliptique, les valeurs de r et 9 en fonctions du temps. La trajectoire sera encore une ellipse, mais dont les élémens varieront continuellement. Si Ton suppose que Ton construise à chaque instant l'ellipse constante qui répond aux valeurs des élémens à ce même instant, les ordonnées xetjr, et leurs différentielles dx et djr, se^ ront communes^ en vertu des équations (b), à cette, ellipse et à la trajectoire, qui sera, par conséquent, la courbe de contact de toutes les ellipses constantes. Par la même raison, la vitesse du mobile et ses composantes auront les mêmes expressions, et seront déterminées par les formules (d) du n** 222, dans le mouvement elliptique et dans le mouvement altérq par la résistance du milieu.
:23i. Observons qu'on a identiquement
nt = fndt -h ftdn;
en comprenant ftdn daxis l'inconnue € , on pourra donc écrire ainsi :
fndt -4-€-^û> = M-*-csînw, (d) .
la seconde équation (a). Alors , en même temps qu'on cliangera, dans les équations du mouvement elliptique, les constantes a,.e, £, g?, dans leurs valeurs variables, il y faudra remplacer nt par l'intégrale fndt, que nous supposerons nulle quand tz;;=o^ La quantité n qu'elle renferme se déduira de a, au
moyen de la formule
donnée par l'éqnation a^n^ = /tt du n** nnS. Cette intégrale fndt exprimera le moyen mouvement de la planète (n* 219)9 altéré par là résistance du milieu; et^ de cette manière^ la différentielle du moyen mouvement sera ndt^ dans le mouvement troublé comme dans le mouvement elliptique.
Au périhélie^ l'angle 6 — cj est égal à zéro ou à un multiple de 36o*; en vertu de la première équation (a)^ il en sera de même à l'égard de l'angle u; donc, pendant l'intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs de la planète à son périhélie, la quantité fndt -f- € — (D augmentera de 56o**; ce qui servira à déterminer cet intervalle , quand on connaîtra iiy e, oa en fonctions de ^. Le temps de la révolution, ou l'inteiïralle compris entre deux retours consécutifs de la planète au même point fixe, sera celui qui répondra à un pareil accroissement de sa longitude vraie 6.
2^2. Nous pouvons remplacer les équations (b) et (c) par d'autres équations équivalentes, desquelles il sera plus facile de déduire les valeurs de da, de^ dif dû?»
Pour cela, observons que si une équation quelconque
(p(nt, r, e, a, e, ê, co) z= o ,
a lieu dans le mouvement elliptique , elle subsistera encore dans le mouvement altéré par la résistance da
milieu , en y regardant a, e, e, €û, comme des variables déterminées par les équations (b) et (c) , et y mettant /ndt à la place de nt. La différentielle de la fonction 9 sera donc nulle ^ soit qu'on la prenne, dans le premier cas, par rapport k nt, r, ^; soit qu'on la prenne, dans le second cas, par rapport à /hdt, r, 6, a, e, i, g^; or, r et 8 étant des fonctions àe je et /- , leurs différentielles sont les mêmes dans les deux cas, en vertu des équations (b); par conséquent, en supprimant, dans la différentielle complète de ^, la partie ^jA'.d.nt + ^dr+^é^f qui est séparément nulle, on aura
Cela posé, après avoir mis dans l'équation (3) du n^ :2i8, 6 — cd à. la place de 6, on en déduit
r -+• recos(8 — 0?) = a{i — e');
en différentiant, comme il vient d'être dit, on aura ddnc
rcos0^.ecosfi7-h rsinflrf.esino = rf.a(i — ^•). {e}
Je différentie de même la première équation (a) et réqoation {d); ce qni donne
(1 — eco%ii)da — acoswJe + rtesînttc?M = o, de — dcù + smude — (i --^ e cos u)du ==0,
en considérant u comme une fonction de a, e, <, c?» J'élimine du entre ces deux équations ; il vient
(i — ecosùyda'+^[e — co&u)de'+'€ieànu(di — d€sl)p=o.
Mais, en mettant dans les fonnnles
I — tane* ï « • 2 t^ng i ^
i + tang*J II' 1 -^VàXài^iu'
à la place de tang -î i^ sa valeur donnée par la troisième équation (a) , on a
tf + co8(e — ») . t/(i— c^Mnrt— •)
i-f-tfC08(« — •)' i-f-ecos(d — m) '
au moyen de quoi Téquation précédente devient
Ce que nous disons relativement à Téqualion 9=0, s'applique également au cas où la fonction ç renferme les différentielles premières de r et 0* Ainsi , Ton a, dans le mouvement elliptique ,
d^ r aV
r^d6 = VW I — e' ) A ,
efi mettant V^Ëîâ au lien dé â*7i dans la valeur de f*d6 du n? 220 : or, les différentielles dretd^, ainsi que ret 89 restant les mêmes lorsque a, e,ê, €â, deviennent variables ^ il s'ensuit que ces deux équations subsisteront encore dans cette hypothèse ; cela étant, en comparant leurs différentielles complètes aux équations (3) du n^ 22S , on en conclut
d. V«(« — c') = — p N//»(i — ^jds.
Maintenant^ on tirera facilement des quatre équations (e), (y), (g), les valeurs de da, de, diydc»; en y mettant pour r sa valeur^ savoir^
afin de les exprimer en fonctions de l'angle 9 seule* ment, on trouve
da :=> — ^Ê^ [i + 3e cos ( 9 — <» ) + e'jA, de = — 2p [e 4- cos ( 8 — œ )]c&, edofszz — :2p sin ( 9 ^-* co )ds ,
[i+<f cos (9 — 4»)] (1+ v/ riT^)
La valeur de d$ qu'on devra substituer dans ces for«xnules, est
ds = ^/i
et en y substituant celle de /> elle devient
^. _ g( ' — O i^ I + 2g cos ( e — 4> ) + g* ^fl
'^^— [,+ecos(ô-.)]> ''"•
On intégrera les seconds membres des équations {h)f en y considérant a, e, 6, o), comme des constantes, ainsi qu'il a été dit précédemment ; et quand le coefficient p sera donné eu fonction de r, et conséquemment de 9, on en déduira , par la méthode des quadratures ou par la réduction en série, les valeurs variables de a, e, €, û? , qui devront être substituées 4ans les équations du mouvement elliptique.
355. Si rexdenlricîté e est une très petite fraction^ les formulés (A), réduites à leur partie principale^ deviendront
dii = -r- ap ct^4^^ dezzz—' 2pa cos (9 — g? edcû = — 2fa sin (9 — c?)rf9, de^=2pae siu (9 — o^ô;
et Ton y pourra considérer le coefficient f comme constant. En intégrant et désignant par J^a^ J'e, J'cjy J'iy les parties variables de a, e, e, of, on aura donc
J^a =: — ajwi*6, «Te = — apasin(9 — G>), ej^û? = 2pacos(9 — f«?), J^€ = — 2faecos(9 — o).
Si Ton exprime par Sh la partie correspondante de n^.
ou de -^-~r, de sorte qu'on ait
il en résultera
J'n = Zpant
On voit donc que l'effet de la résistance d'un mi« Heu très rare sur le mouvement d'une planète très peu excentrique , serait de faire décroître iûdéfîniment le grand axe ^ d'augmenter de même la vitesse angulaire n ^ et de produire dans chacune des trois quantités e, Gj, i, une inégalité dont la période est la même que la révolution de cette planète. Non-seulement le mouvement angulaire s'accélérerait de plus en plus , mais même la vitesse absolue; car elle est à peu près
égale à an; son accroissement est donc aj'n -f* nJ'a; quantité positive et égale à fa*nA.
En négligeant tout-à-fait Texcentricité, on a
r ^=: a, ô ssz /ndt + $;
si donc on désigne par cTret J^O, les parties du rayon vecteur et de la longitude qui proviennent de la résistance du milieu^ on aura, au même degré d'approximation ,
Sr =: — apa*6, ^TS = ipa6\
En vertu de cette diminution continuelle du rayon vecteur, qui s'élèverait à 4^pa* à chaque révolution de la planète, elle finirait nécessairement par atteindre la surface du soleil.
Au reste, s'il existe dans Tespace un éther qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes que cette influence peut être sensible , à cause de la petitesse de leur masse, et parce que, toutes choses d'ailleurs égales , le coefficient p est en raison inverse de la masse du mobile. Et , en eflet , on n'a reconnu jusqu'à présent aucune trace d'une résistance de l'éther dans le mouvement des planètes et des satellites; mais d'après les calculs de M. Enke, cette résistance parait influer d'une manière appréciable sur le mouvement de la comète récemment découverte , dont la révolution est d'environ 1200 jours.
§ m. Mouwment dun point matériel soumis à une force centrale.
234* Le problème que nous allons résoudre est l'inverse de celui du paragraphe précédent : on supposait alors la trajectoire et la loi du mouvement données par l'observation , et il s agissait de détennîner en grandeur et en direction^ la force à laqoeUe ce mouvement était dû; maintenant , on suppose qu'une force constante dirigée vers un centre fixe, et donnée en fonction de la distance du mobile à ce point , est appliquée à ce mobile, et l'on propose d'en conclure la trajectoire et la loi du mouvement.
Cette courbe DMB ( fig. 55 ) sera comprise dans le plan passant par le centre fixe C, et par la direction DA de la vitesse initiale. Je mène dans ce plan et par le point C, deux axes rectangulaires Cr et Ç;^, dont le premier passe par le point de départ D du mobile, et qui seront les axes des coordonnées. An bout dn temps t^ compté depuis ce départ, je suppose que le mobile soit en M, et je désigne par .r et^ ses coordonnées CP et PM, par r son rayon vecteur CM, et par R sa force accélératrice , dirigée de M vers C et donnée en fonction de r; les équations du mouvement seront
et si la force R était dirigée suivant le prolongement de CM , il suffirait de changer les signes de leurs seconds membres.
On en dédait immëdiatement les deux intégrales premières
^djr^jdx^zcdt, ^f^L+Èlz=:^2fRdr^b,
dans lesquelles b eic sont les constantes arbitraires ; et si Ton appelle 6 l'angle MCr , de sorte qu'on ait
a: = rcosfl, / = rsinS,
ces intégrales deviendront
d'où l'on déduira des valeurs de dt et (^, de la forme
dt=zjrdr, ddrzzFnir,
qu'il ne s'agira plus que d'intégrer exactement ou par approximation.
En éliminant dt entre les équations (2) , on a
2fMr = b; (5)
pour l'équation différentielle de la trajectoire. Si l'on appelle u la vitesse du mobile au point M , on aura
^* = 6 — 2fKdr; (4)
et en représentant par «T l'angle que sa direction fait avec MC, ses composantes seront
i;coscr=-^, i;smj^ = rj^,
suivant MC et suivant MH perpendiculaire à ce rayon vecteur.
Les deux constantes b et c, et celles qui seront introduites par Fintégration des valeurs de dt et i^, se détermineront d'après la position et la vitesse initiales du mobile. Pour cela, je représenterai par y la distance initiale CD ^ par <t l'angle CDA qui pourra être aigu ou obtus, et par h la bauteur due à la vitesse initiale, de sorte que cette vitesse soit \/2gh , en appelant g la gravité. Si l'on suppose que l'intégrale yiU/r, qui entre dans les formules précédentes, soit nulle quand r = 7, on aura d'atxml
b = 2gh,
d'après la valeur de (>'. En vertu de l'équation r^dàz=zcdt, la valeur de i^ sin J" est la même chose
que ^; par conséquent, nous aurons
c = > \/2gh sin et.
Quant aux deux autres constantes arbitraires , on les déterminera de manière qu'on ait 6 = o et r = ^ quand ^ = o, et le problème sera complètement résolu.
!t35. Lorsque la force R est proportionnelle à la distance r, les variables xetj' sont sépsorées dans les équations (i), et Ton n'a pas besoin de recourir aux coordonnées polaires et aux équations (a).
Soient, en effet, k la valeur de R qui répond à r = >, et
sa valeur générale. Les équations (i) deviendront
iPx kx d^j , kj
'dr *"" 57' 'dF '■ "^ "57* et leurs intégrales complètes seront
sr = A cos ^ i/- H- A' sin t y -^ ,
j- = B cos < ^- + B'sin t ^-;
A , A', B, B', étant les quatre constantes arbitraires. Pour les déterminer , on a , d'après les suppositions précédentes y
^c=^yy J^o, -^=~ \/2p"cosa, ^= V^gMna,
quand ^ = o ; d'où il résulte
A = >, A'y/— = — \/2gÂcosa,
B = o, B'i/— = v/agAsiua, et ^ par conséquent^
a:=:>(cos/ y^i - ^/^ cosasin ^ ^A),
Ces formules nous montrent que les révolutions du mobile^ autour du point C seront isochrones^ et leur
durée commune égale à â'^r t/^. On en déduit
5*' sin a cos ty - = xsxvl a ^ jr cos a ; I. 29
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d'où il resuite
-K j^ + ( ^ sin â( •+- J" cosa )• = >• sin* oc,
pour réquation de la trajectoire j qui est , comme oo voit, une ellipse dont le centre est au point C. Pour que cette ellipse soit un cercle^ il faut qu'on ait A=g(/ et ky = 3gf&. Dans ce cas^ le mouvement est unifornie; car, d*après les valeurs de xtty ^ ou a
^ = - V?tsm£v/^,^=v/>Â"cost^;
ce qui donne \Jyk pour la vitesse p. La force centraie R et la force centrifuge — sont constantes et
toutes deux égales à k.
Si la force R est répulsive au lieu d'être attracdre, comme on l'a supposé, il faudra changer A en — i dans les formules précédentes. La trajectoire sera alors une b jperbole , et le mouvement cessera d'être révolutif.
^56. Prenons actuellement la force R en raison inverse du cube des distances , et représentons-la par
k étant toujours sa valeur au point D. Nous aurons, dans cette hypothèse ,
a/lWr = ky(j — ^),
k cause que l'intégrale doit s'évanouir quand r=y.
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E^ ayant ^rd aux vaiears de & et c , et fdsant
y r dz
l'éqnatiok (5) deviendra
<ffl* \ 2^A sin* «f / sin* «
2^A sin* «f / ^^ sin* « agk siu* «
L#e €oefficieat de z* pourra être positif ou négatif; je
fais donc
d'où il résulte
jr; ± /i*js» = cot* a db n*, et, par confièrent.
\/col»« =t n' qp 71* z*' Dans le cas des signes supérieurs , on aura
«9 =aTc(sia= p:=^)-.arc(siD = -7=^.).
et , dans le cas des signes inférieurs,
«« = *og s^T^t^;^ »
efi observant qu'on arr=:^et2=:i quand 6 s= o. De la première valeur de nO , on tire
nz =B cotctsiniid + ncosnO.
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Le maximum de z ou le minimum de r répond à la
valeur de 0^ tirée de Téquation dzssio, ou
tang /i4 =: - cot a ^ pour laquelle on aura
cot* a.
Au-delà de cette valeur de â ^ le mobile s'éloignera indëfiniment du point C , et son rayon vecteur r sera infini , pour la plus petite valeur de â tirée de l'équation 2 = 0^ ou
tangnfl = — ntaiiga;
valeur que 8 ne pourra atteindre qu'après un temps
infini. En mettant à la place de r, la valeur de ~ dans
la première équation (2), on en déduira sans difficulté^ t en fonction de 0.
Dans le cas de la valeur logarithmique de lA, on aura , en passant aux nombres et désignant par e la base des logarithmes népériens ,
nz + V'cot» a — 71*-+- n^z^ = (n + cot a) e"^ j d'où l'on tire
.in ^ ' ' • 2«
ce qui montre que r diminuera indéfiniment; en sorte que le mobile décrira une spirale autour du
point C f et atteindra ce point après un nombre infini de révolutions.
Si Ton fait a= 90*, pour simplifier , on aura.
ay
ne — /ifl>
pour F-équation de cette spirale. La première équa-* tîon (2) devient
\€ +e J et , en intégrant > on a
237. Pour dernier exemple, supposons, comme dans la nature , la force R en raison inverse du carré des distances; de sorte qu'oaait
k étant l'intensité de cette force au point I>, pour lequel Tintégrale est supposée nulle.
Si l'on fait
réqiiation (3) de la trajectoire deviendra,
d'où l'on tire
En intégrant et désignant par (d la constante arbitraire, on aura donc
Ô = ^ + arc r ces « ^JT^ );
ce qui donne
ky^r = c* — r\/h}A—c^ cos(fl— «?), (a)
en mettant fi? -f*^ à la place de co, afin que â» soit la valeur de 9 qui répond à la plus petite valeur de r, c'est-à-dire, au point de la trajectoire où le mobile est le plus rapproché de C.
Pour en déduire l'équation de cette courbe en coordonnées rectangulaires, je fais
;r' = r cos(fl — c?>, y = rsin(û-^fi^)}
x' et y seront lea coordonnées du mobile rapportées à des axes Cr' et Cy, tels que l'on ait x'Ca: = (o; on aura
et en élevant au carré les 4eux membres de l'équation (a) de la trajectoire, elle deviendra
Or, sous cette forme, on voit qu'elle appartient à une section conique, qui sera une ellipse, une parabole ou une hj^perbole, selon que la constante 6 sera positive, nulle ou négative* On voit aussi que, daxis
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tous les cas, le point C sera un foyer de cette conrbe ; car, d'après I équation (a), le rajon veef çw r est une fonction linéaire de l'abscisse x'; ce qui n'^^ lieu, dans les trois sections coniques', que quand l'origine des coordonnées est un de leurs foyers.
A cause de b = righ^ on aura
ff = :tky — 2gh;
il s'ensuit donc que le signe de é, et, par conséquent, la nature de la section conique qui sera décrite par le mobile , ne dépendra que de s^ distance et de sa vitesse initiales, et nullement de la direction dc! cette vitesse ; en sorte que différens points matériels partant d'un même point ïï, avec des vitesses égales , décriront tous des sections coniques de même nature, quelles que soient leurs directions initiales. Si l'on a, par exemple. A: =£= g, la courbe décrite sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole , selon que la hauteur due à la vitesse initiale sera moindre que CD, égale à cette distance, ou plus grande.
258. Dans le cas de l'elKpjse , Téquation (a) montre que la plus grande et la plus petite valeur de r, répondent à ô==:fi?+9r et 0=07; eu les désignant par a(i + e) et a{i — è), de sorte que a soit le demi'-grand axe et e l'excëntjrîoité , on aura donc
(*>• — s/h^^ — c*^) a{i + e) = c% • (A^* + \/k^y^—'c<)a{\—é) = c% ou, ce qui est la même chose,
En ajontant ces équations et les multipliant membre à membre, il vient
Sa = ky, SaXi — e") = c\
Si Ton y met pour ^ et c leurs valeurs
S = ^(ky — gh) , c =: y \/2gh sin a, on en déduit
yk\/i — e* = 2 \/gh{ky — gh)sina
ce qui fait connaître le demi-grand axe et l'excentricité. On déterminera laugle o en faisant , à la fois , 6 =L o et r:=: 7 dans l'équation (a). Ainsi, les dimensions de l'ellipse et la position de son grand axe seront complètement déterminées , d'après la position, la vitesse et la direction initiales du mobile. Quant à son mouvement sur cette courbe, il est connu par les formules (a), (b), {c)f du n* 220.
Le carré de la vitesse à un instant quelconque est, d'après la formule (4) du n* 254,
i'* = 2gh — aky + ^,
ou , ce qui est la même chose ,
à cause de la valeur qu'on vient de trouver pour a, et eh faisant ky^ = /4., de sorte que ft soit ici comme dans la formule du n* 2^5 , l'intensité de la force centrale à l'unité de distance.
aSg. Il ne sera pas inutile de considérer en particulier le mouvement parabolique que Ton prend, par approximation , pour celui des comètes pendant la durée de leur apparition.
A cause que l'on a , dans ce cas , f =0 ou ky=gh , les équations (b) donnent a = 00 et e = i; ce qui a efTectivement lieu dans la parabole. La formule (c) se réduit à
en appelant u la vitesse dans un cercle du rayon r, on aurait, en vertu de la même formule,
par conséquent, à distance égale du soleil , la vitesse d'une comète est à celle d'une planète qui décrirait un cercle , comme \/2 est à i .
En général , les équations (b) donnent
kya(i — e) (i + e) = ^ghysin^ct,
en élevant au carré les deux membres de la dernière , et les multipliant ensuite par ceux de la première. Si donc on appelle p la plus courte distance de la comète au soleil , de sorte qu'on ait
et qu'on fasse ky=ghetez=2i, on aura
p z=z y sin* a, ;
ce qui déternûne la distance périhélie , au moyen de
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la distapce et de la direction ioitiales du o^obUe » qus
Ton sqppose connues.
Je fais € s=s aet ky T=, gh dans l'équalioa (a), et j'y mets pour c* sa valeur agky*sin*et; eUe deTieiil
r z=s 2y sîn* a — r cos ( ô •— o) ;
d*oii il résulte
pour l'équation de la trajectoire. Si l'on j fait 0=ro et r = 5^, ou en déduit
7/(1 + cosû>) = 2p, cosjG? = sina;
ce qui détermine Tangle fi> que fait le rayon vecfeiir du périhélie avec celui qui aboutit au point de départ du mobile*
Je substitue les valeurs de c et de r, dans la première équation (9) du n® 2i54> et je faisj^ poiur abr^i
il en résulte
r ^Tr-ïï-» = »v^-
[i -+■ cos(0 — #)]* ^
En observant que
I+COS(Ô— ifi7)==2 COS* i ( fl fi? ) ,
et faisant 1
on aura donc
d^ ruU ^
d'où Ton tire , en intégrant et désignant par € la constante arbitraire ,
(5 + tang* 4 ) tang 4 + 6 = -^.
va
Pour déterminer cette constante, on a , en même temps,
et à cause de cos 7 ^ = sin ^ , il en résulte
« s= (3 + cot^ et) cot a.
En appelant if le temps écoulé depuis le départ du mobile jusqu'à son passage au périhélie, on aura à la fois
t = t', B =: io, 4 = ^>
et, par conséquent,
on
Cela étant , désignoi^ par r le tempp campté k partir de Knstant de ce passage, de çorte qu'on ait tzs^t'^r, n^us aurons
en résolvant cette équation du troisième degré , on aura donc tang ^ ( 6 — ft? ) en fonction de r, et , par
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suite ^ r et 6 à un instant quelconque : le temps r sera positif après le passage au périhélie, et négatif ayant ce passage.
A cause de
ghy == A7<* = jM , ]/y sin a = \/p^
la valeur précédente de n est la même que
pvr
elle est donc, d'après l'équation a?n^ = ^t du n"* 228,. la vitesse moyenne angulaire d'une planète dont le demi^rand axe serait égal à /? ; et si l'on appelle i celle de la terre et / son demi-grand axe, de sorte qu'on ait-
on en conclura
PVP
pour la valeur de n.
n/^o. Cette analyse montre qu'en considérant la détermination du mouvement d'une comète, comme un problème de dynamique , et supposant , en' conséquence , que sa position , sa direction et sa vitesse initiales soient connues, on peut déduire de ces données, la distance /? du sommet àe la parabole à son foyer , l'instant du passage du mobile par ce som^ met ou la valeur de t\ et la position de l'axe dépendante de l'angle œ ; les équations (c) , (cl) , (e) , font
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ensuite connaître la vitesse de la comète et sa position sur sa trajectoire à un instant quelconcpie; et comme le plan de cette courbe est celui qui passe par le centre du soleil et par la direction de la vitesse initiale^ il s'ensuit que le mouvement est complètement déterminé. Mais le problème astronomique est différent. Lorsqu'on découvre une comète^ les observations ne donnent pas immédiatement le plan de son orbite^ sa distance au soleil^ sa vitesse et sa direction, à l'instant où elle apparaît; en sorte qu'en prenant sa position à cet instant, pour son point de départ, les constantes y, h^ a, ne sont pas données comme dans le problème précédent. La question consiste alors à déduire des observations, les valeurs de cinq quantités , savoir : l'inclinaison de l'orbite et la longitude de son nœud ascendant sur le plan de l'écliptique, ce qui déterminera le plan de l'orbite ; la longitude du périhélie et sa distance au soleil , d'où il résultera la position de l'orbite dans son plan ; et , enfin , le temps correspondant au passage de la comète par son périhélie. Lorsque ces cinq inconnues sont déterminées^ les équations (c), (d), (e), représentent , comme précédemment, le mouvement de la comète dans son plan. Or, chaque observation de la comète donne son ascension droite et sa déclinaison; trois observations fournissent donc six données, et, par conséquent, six équations qui sont plus que suffisantes pour déterminer les cinq inconnues; et cela permet de remplacer deux de ces équations par leur combinaison la plus propre à diminuer l'influence des erreurs des observations. Les valeurs approchées des
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dii^ éléaens qa'on vient d'énamérer étant ainsi condaes de trois obseryatioDS faites à Tépoqne de l'apparition^ les observations subséquentes servent ensuite à corriger ces premières valeurs et à vérifier les formules (d) et (e).
Nous ne pouvons qu'indiquer ici ce problème d'astrmiomie , dont il existe difierentes solutions.
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DIGRESSION S€A L^ATTRACTION UNIVERSELLE
241 ' Les points matériels de tous les corps s'attirent nuitueUementy en raison directe des masses^ et ins>erse du carré des distances.
Cette glande loi de la nature ^ que Newton a découverte, est une conséquence nécessaire de Fobserva'tion elt du calcul. On peut voir, en effet , dans YEx^ position du Système du Monde j comment , en partant de l'expérience > on est conduit > sans aucune hypothèse et piar une suite de raisonnemens rigoureux , au principe de l'attraction urm^erselie. Les développemens de ce principe sont l'objet spécial de la Méca-^ nique céleste. Dans ce chapitre / nous nous bornerons k en exposer succinctement les principales consé- ^ences.
^4^. La force qui retient les planètes dans leurs orbites y est là résultante de l'attraction exercée par tous les points matériels du soleil sur tous ceux de ' chaque planète. Vu la petitesse des dimensions du soteil et des idauètes par rapport aux distances qui les sépàreht, on conçoit que ces attractions peuvent être regaiiâées, aviec une approximation suffisante, comme des foirces parallèles et égales dans toute l'étendue d'un^ àÊfénîê plafeiète ; lédr résultante est àloi^ égale àleVir sotiim^, et la distance restant la mélrae, la
poogle
force motrice de chaque planète est proportionnelle au produit de sa masse et de celle du soleil ; ce qui devient encore plus exacte à cause de la forme à peu près sphérique de ces deux corps , lorsqu'on prend pour leur distance celle de leurs centres de gravité
Supposons donc , pour exprimer numériquement rintensité de cette force^ que l'on prenne une certaine distance , par exemple , celle du soleil à la terre , pour unité linéaire; choisissons une masse et' un intervalle de temps déterminés pour unités de ces deux sortes de quantités ; et prenons enfin pour unité de force, comme dans le n* iï8, la force accélératrice constante qui produit dans l'unité de temps une vitesse égale à l'unité de longueur. Concevons maintenant deux corps dont les masses soient égales à celle qu'on a prise pour unité , et qui soient placés à une distance Tun de l'autre égale à Funité linéaire; soity^la force attractive de l'un des deux corps sur l'autre , c'està-dire , le rapport numérique de son intensité à celle de la force choisie pour unité ; soient aussi M et m la masse du soleil et celle de la planète : la force motrice de la planète senfMrn , à Funité de distance, et
deviendra —-^y à la distance quelconque r.
La grandeur de la quantité que nous désignons par/, dépend du pouvoir attractif dont la matière est douée ; ce pouvoir est le même , à égalité de masse et de distance, pour tous les corps de la nature; rien, jusqùa présent, ne fait soupçonner qu'il augmente ou diminue avec le temps ; et nous avons lieu de
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penser qil'H a ëte et qu'il restera ConstàiïinMeht le mérne.
!243. La fb^ce motrice de la masâe M^ due à l'at^
traction de m , est aussi représentée par*^^— - , dé manière que la réaction de chaque planète sur le soleil est égale et contraire à 1 action de cet astre sur la planète; mais la force motrice •^—j- , agissant sur les
deux masses M et m^ leur imprimera à chaque instant des vitesses infiniment petites qui sont réciproquement proportionnelles à ces masses, ou , autrement dit, leurs forces accélératrices sont*^ et *^.
Il en résulte que si ces deux corps sont abandonnés, sans aucune vitesse initiale, à leur attraction mutuelle f ils s'avanceront l'un vers l'autre en parcourant f dans le même temps , des espaces qui seront en raison mverse de leurs masses; ils se joindront au centre de gravité de M et m, qui partage leur distance primitive en deux parties réciproquement proportionnelles aux masses.
En général, si la planète est projetée dans l'espace suivant une direction quelconque , et qu'on propose dé déterminer son mouvement apparent autour du centre du soleil , regardé comme un point fixe , il faudra Concevoir que l'on imprime à chaque instant à cet à^e, une vitesse infiniment petite, égale et contraire à celle qu'il reçoit de l'attraction de la planète ; mais, afin de ne point altérer le mouvémem relatif dé ces deux corpà , il faudra, en même temps, înnpriiliéi^ cette vitesse à la planète ; ce qui revient à
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lui appliquer une force accélératrice égale et coatraire à celle du soleil; donc, daos le mouyement dont il est question , la force accélératrice de la planète m sera constamment dirigée vers le soleil M, et -
^ale à la somme des deux forces "^ et -^ ; si donc
on veut l'exprimer par ^ , comme dans le n* aaS, il faudra prendre
fj. =/(M + m).
Ainsi , Ton devra substituer cette valeur dans les différentes équations du mouvement elliptique qu on ir données précédemment; par conséquent^ réquation
du n® cîlé donnera
à' —/(M + my VV
T étant toujours le temps de la révolution delà jJa-
nète , et a le demi-grand axe de son orbite.
T* Le rapport -7 qui dépend , comme on voit , de la
quantité m , différera donc, pour deux planètes doat les masses sont inégales; en sorte qu'on ne peut pas supposer qu'il soit rigoureusement le niême pour tovtes les planètes. Cependant les observations qui conduisent à la troisième loi de Kepler, prouvent que ce rapport est sinon exactement , du moins à très peu près constant ; il en faut donc conclure que les niasses des planètes sont très petites par rapport à celle du soleil;
ce qui faît que le rapport -j du carré du temps au
cube de la distance moyenne varie très peu en passant d'une planète a une autre. La masse de Jupiter, la plus considérable de toutes, est efTectivement moindre qu^un millième de la masse du soleil.
244- C'est pour cette raison que l'attraction mutuelle des planètes ne produit que des perturbations, ou très lentes, ou très peu considérables, dans le mouvement elliptique dû à l'attraction du soleil. En effet, les masses de deux planètes étant m et m^, la force motrice dirigée de l'une vers l'autre, est exprimée
XMir '^^^' , à la distance p ; la force accélératrice de m
fm
provenant de l'attraction de m^ , sera donc —^\ et
comme la distance jo ne devient jamais très petite par rapport à la distance r de m au soleil , il s'ensuit que si m^ est une très petite fraction de M , le mouvement de m produit par l'attraction solaire devra être fort peu modifié par l'attraction de m^.
Les perturbations planétaires peuvent donc être déterminées par la méthode de la variation des constantes arbitraires, que nous avons expliquée précédemment (n® 229). Elles sont de deux espèces. Les unes consistent en des inégalités périodiques généralement très petites , dont les périodes comprennent des multiples peu considérables, en général, des révolutions de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Cependant, lorsque leurs moyens mouvemens approchent d'être commensurables , ces périodes peuvent devenir beaucoup plus longues, et
les inégalités beaucoup plus sensibles. Ainsi, les moyens mouvemens de Saturne et de Jupiter étant a peu près entre eux comme :» et 5 , Laplace a trouvé qu'il résulte de l'attraction mutuelle de ces deux planètes, une inégalité dont la période est de 929 ans, et dont le maximum est d^enyiron 48' dans la longitude de Saturne , et d a peu près 20' dans celle de Jupiter.
Les autres perturbations des planètes sont : i"*. les mouvemens progressifs du périhélie et des nœuds de leurs orbites, dans lesquels ces points parcourent la circonférence entière, en des temps extrêmement longs qui peuvent surpasser un millier de siècles; a*, les variations séculaires qui affectent les excentricités et les inclinaisons de ces orbites , ainsi que les longitudes moyennes des planètes, dont les périodes sont semblables aux précédentes , et dont les amplitudes , peu considérables , ne sont pas encore bien connues.
Mais tandis que ces divers élémens du mouvement elliptique varient simultanément en vertu de Fattraction planétaire , il est très remarquable que cette force n'altère aucunement les grands axes des orbites et les moyens mouvemens des planètes, qui seront les mêmes à toutes les époques, ainsi que les temps des révolutions, liés aux grands axes par l'équation (i). Toutefois, les variations séculaires des longitudes moyennes en produisent de semblables dans les intervalles entre deux retours consécutifs à un même point fixe; elles sont insensibles dans le mouvement des planètes, mais non pas dans celui des satellites, et particulièrement dans le mouvement de la lune , qui s'accélère, pour cette raison, de siècle en siècle.
La forcé accélératrice qui provient de l'attraction d'une planète m^ sur nue autre planète m, étant indé«« pendante de la masse m et proportionnelle k la maase 771^, on conçoit que les perturbations dues à cette force et observées dans le mouvement de m autour du soleil f peuvent servir à déterminer le rapport de la masse m^ a celle de cet astre. Ainsi ^ par exemple^ d après la grande inégalité de Saturne , produite par l'action de Jupiter^ on a trouvé la masse de cette dernière planète égale à -^^ de celle du soleil. Nous indiquerons tout à l'heure un autre moyen de cal* cukr la masse des planètes ^ quand elles sont accompagnées d'un ou plusieurs satellites.
Les comètesy à cause de la petitesse de leurs masses^ ne produisent aucun effet appréciable sur les planètes; mais leurs mouvemens sont troublés par les attractions j^anétaires^ et l'on détermine aussi par la méthode du n*" atàg, leurs perturbations, qui influent considéra* Uement sur les époques de la réapparition de chaque comète, c'est-à-dire^ sur l'intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs à son périhélie.
245^ Soient m! et m les masses d'un satellite et de sa planète, et r' la distance de leurs centres; la force motrice du satellite , dirigée vers le centie de la planète, sera aussi exprimée par*^^ à cette distance r'; le coefficient /étant le même que précédemment. Dans son mouvement apparent autour de la planète, la force accélératrice du satellite aura pour expression
-^,, en faisant
ju' ssJXm + mfy ^
Je représenterai par a' le demi-grand axe de Tor-*
bite du satellite^ et par T' le temps de sa révolution ;
en appliquant l'équation (f) à son mouvement ^ oa
aura
•TJ _ 4^*
et si l'on divise ces deux équations membre à membre, afin d'éliminer le coefficient y, il en résultera
Or y si l'on ^cepte la lune , les masses des satellites sont très petites par rapport à celles de leurs planètes respectives : la masse d'un satellite de Jupiter j par exemple , n'est pas un dix-millième de celle de cette planète ; on peut donc mettre ma la place de ^ -f- m' dans cette dernière équation; et comme a, al y T^ T^, sont des données de l'observation y elle pourra servir à déterminer le rapport de m à M. C'est de cette manière que Newton a trouvé pour la masse de Jupiter, Yô^y de celle du soleil ; ce qui diffère peu de la fraction 7^^ qu'on a obtenue depuis par un autre moyen. ^46. L'attraction mutuelle des satellites d'une même planète, quand elle en a plusieurs, etrinégalité d'action du soleil sur chaque satellite et sur sa planète , produisent dans les mouvemens elliptiques des satellites, des perturbations analogues à celles que nous venons dlndiquer pour les planètes. Les pei^turbations provenant de l'action réciproque des satellites, font connaître les rapports de leurs masses à celle de la planète, dont l'attraction produit leur mouvetnent elliptique. Mais ce meyen manquant
Dhgitized by
^peur la lune, on y supplée par d'autres consîdéra* t.ions^ parmi lesquelles je yais indiquer Taction de ce satellite sur les eaux de la mer.
Soient C ( fig. 56) le centre de la terre, A celui de la lune, M un point quelconque du sphéroïde terrestre;, faisons
CA = a, AM = p, CM = r,
et appelons A l'angle ACM ; nous aurons
p* = «• — aarcosA -f- '*;
et si nous abaissons du point M la perpendiculaire MBf ^r la droite AC , nous aurons aussi
^ MB = rsîn A , AB = et — rcos A.
Au point M, la force accélératrice provenant d6 l'attraction de la lune et dirigée suivant MA, aura
pour valeur •—:-, en désignant par m' la masse du
satellite , et parole même coefficient que précédemment. Les composantes de cette force suivant la per« pendiculaire MB et la parallèle MD a la droite AC, serout donc
fin'r sin A Jm et , /m'r cas x.
Je substitue la valeur de p dans ces quantités; et^ la plus grande valeur de r, cest-a-dîre, le rayon du globe terrestre, étant, à peu près, un soixantième de a , je néglige le carré de r; en faisant alors
les deux composantes de l'attraction lunaire seront
^ eX—^ — f- ^'. Tous les points dç la terre sont donc
sollicités parallèlement à CA par une force constante
frrî
et égale à'^r, et, en outre ^ par des forces ^ fit ^'
dont la résultante varie en grandeur et en direction, d'un point M à un antre, et est nulle au centre C.
Or, ii est évident qu'en vertu de la force^^, la masse
entière de la terre se portera vers la lune , d'un mouvement commun à toutes ses parties, sans que les points de la partie fluide changent de position relative; c'est donc aux forces ^ et cp' appliquées aux différons points de la mer, que seront dus le flux et le reflux produits par l'action de la lune.
La niasse du soleil étant M, et a sa distance à la terre, si Ton désigne, en outre, par /t^, 4» 4% ^® que deviennent A, cp, <p', relativement à cet astre, on aura^de mêa^e
f __ /Mr sin $a , , 2/Mr co8^
pour les composantes de la force provenant de l'action du soleil, qui concourent au phénomène des marées. En les comparant aux forces ^ et ^', on voit que pour un point de la njer, dont le rayon vecteur r fait le même angle A ou /c« avec le rayon vecteur de la lune ou du soleil, les actions de ces deux astres, qui produisent les oscillations de la mer, sont entre elles comme leurs masses, divisées par le cube de leurs distances au centre de la terre. Or, on conçoit que, toutes choses d'ailleurs égales, les grandeurs de
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c^ oscillation^ doivent atie entre elles connue les forces correspondantes; si donx: on désigne par m le rapport de la marée lunaire h la m^ée molaire , dans nxi Tnêipe lieu de la terre et pour des positions sensirr l>lab^3 des deux astres ^ on aur^
équation dans laquelle on prendra pour a et a le4> distances moyennes de la lune et du soleil à la terre, et d'où Ton tire
m or m*
en appelant m la masse de la terre.
D'après les lois différentes que suivent les uf^arées lunaire et solaire, on peut, effectivement, distinguer les unes des autres, et déterminer leur rapport en chaque lieu de la terre. La moyenne d'un grand nombre d'observations , faites dans le port de Brest , donne (*)
cû = 3,5555,
pour la valeur de ce rapport. La distance a est, 11 très peu près, 4^0 ^^î^ 1^ distance cç, et la masse M, comme on le verra tout à l'heure, aussi à très peu près , 555ooo fois la masse m. Au moyen de ces valeurs, on trouve, d'après la formule précédente, la masse de la lune égale à -^ de celle de la terre • Indépendamment des oscillations de la partie fluide
(*) Mécanique céleste, tome V, page 206.
de la terre, les actions du soleil et de la lune produt* sent encore, dans le mouvement du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité , à raison de sa non-sphéricité, des perturbations que nous fei^ons connaître lorsqu'il sera question du mouvement dé rotation d'un corps solide.
347. On peut remarquer que la composante des forces ^ et cp', suivant le prolongement ME du rayon CM , est ^' cosA — ^ sin A ; en sorte que sa valeur est
(2 cos* A — sin^ A) -—^3.
C'est lauliminution de la pesanteur au point M, produite par l'action de la lune. Or, en supposant que M appaiiienne à la surface de la terre , et désignant par g la gravité en ce point, on a aussi /m = gr*, à très peu près; d'ailleurs, le maximum Ae 2COs*A — sin'A répond à A=o, et est égal à 3. La plus grande valeur de cette diminution de pesanteur sera donc
-f-^ ; quantité à peu près égale à un huit-*millionième
de g, en prenant 60 pour le rapport -. Pour que l'influence de Faction lunaire sur la longueur du pendule à secondes fut appréciable , il faudrait donc pouvoir porter l'exactitude jusqu'à la seconde décimale au-delà des cent-millièmes, où l'on s'arrête ordinairement dans la mesure de sa longueur. Cette influence produirait, dans la mesure du temps, une inégalité réglée sur le mouvement de la lune , dont le maximum ne s'élèverait qu'à un demi-centième de seconde en un jour.
248. Abstraction faîte de la force centrifuge due à la rotation de la terre, la pesanteur que nous observons à sa surface est la résultante des attractions exercées par tous les points du sphéroïde sur chaque point matériel , laquelle résultante ne dépend que de la position et de la masse de ce point , et nullement de la nature du corps auquel il appartient ; c'est , en efiFet , ce que l'expérience a pleinement confirmé. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure qu'on s'élève au-dessus de la surface de la terre ; et c'est aussi ce qui résulte des observations du pendule, faites à différentes hauteurs. De plus, la pesanteur terrestre , diminuée dans le rapport du carré du rayon de la terre au carré du rayon de l'orbite lunaire, doit être la force accélératrice qui retient la lune dans son orbite. Or, la distance du. satellite étant, à peu près, 60 fois le rayon de la terre, il s'ensuit que la lune, si elle n'avait aucune vitesse, devrait tomber vers la terre, de la même quantité en une minute qu'un corps quelconque , dans le vide , en une seconde à la surface de la terre. Cette quantité n'est autre chose que le sinus verse de l'arc que la lune décrit sur son orbite en une minute , on, à très peti près, le carré de cet arc divisé par le diamètre de cette courbe ; et comme la circonférence de l'orbite est 60 fois celle de la terre, on en conclut que la quantité dont il s'agit est égale à
40 millions de mètres, multipliés par — ^, eu désignant par n le nombre de minutes que contient une révolution lunaire. Il faut donc, diaprés la va-
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leur de la gravité g qu'on a trouvée par Teiqiêrîence du pendulç , que ce produit soit à très pes près égal à 4"*9^; ^^ trouve, effectivement, 4*,88 pour sa valeur, en observant que fi 7=: 39543. La différeaoe serait encore moindre , en ayant ^ard k diverses circonstances dont nous avons fait alstrac* tion pour simplifier la démonstration.
La pesanteur terrestre est donc un cas particulier de l'attraction universelle; et, pour cette raison, Ton appelle aussi cette force générale la pescBKtmr ou la gravitation urwerseUe,
249* A cause que la terre s'écarte peu de la forme sphérique, l'attraction qu'elle exerce sur un pmnt
de sa surface est à peu près •^, comme celle d'une
sphère, en désignant par m sa masse, par r sod rajOD, et par y le coefficient de l'attraction universelle. Cette valeur approchée doit être tout-à-fiiit exacte pour les points appartenant à un certain parallèie; et, d'après la théorie de l'attractioa des sphéroïdes peu différens 4'une sphère, ce parallèle est celui dont le carré du sinus de la latitude est |. Sur ce parallèle, W pewnteur a pour mesure 9", 79386 (n^ 193); mais, pour l'égaler à l'attraction terrestre, il faut préalablement l'augmenter de la composante verticale de la force centrifuge, laquielle composante
est égale , sous ce parallèle, à la fraction 5 — g- de la
gravité (n** 178), Donc, en faisant
8 = (9",793B6) (i Hr 3^ = 9-,8i645,
OQ pourra regarder cette valeor de la gravité^ aiiutt modifiée, comme égale à l'attraction de la terre, et poser l'équation
En la multipliant membre à membre par l'équation (i) du n° 24^, appliquée au mouvement de ht terre autour du soleil , on en conclut
M + m 45r«tf * '
formule qui va servir à déterminer le rapport de la masse de la terre à celle du soleil.
Si l'on conçoit un triangle rectangle qui ait pour base le rayon de la terre, et pour hauteur sa distance au soleil, le petit angle opposé h la base est la parailaxe àvL soleil, que Ton détermine directement par des observations astronomiques, et que l'on peut aussi déduire d'une certaine inégalité produite dans le mouvement de la lune par l'action du soleil , que l'on appelle l'inégalité parallactique. La grandeur de la parallaxe varie avec le rayon de la terre et son éloignement du soleil auxquels elle répond ; pour la distance moyenne a et pour le rayon r qui aboutit au parallèle dont le sinus de la latitude est \/^ ^ sa valeur est &',6o. On a, par conséquent,
^ = tang 8^6o, a = (25984)^
Sous ce même parallèle, et en prenant j^ pour l'aplatissement de la teri^ , on a
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pour son rayon. Le temps de sa révolution autour
du soleil f expnme eu secondes y est
Au moyen de ces valeurs et de celle de g, qui suppose aussi qu'on a pris la seconde pour unité de temps 9 on trouve
^So. Le soleil est une sphère d*un rayon égal à 1 10 fois celui de la terre; on connaît donc le rapport des volumes de ces deux corps et celui de leurs masses; d'où l'on conclut immédiatement le rapport de leurs densités moyennes : celle du soleil est, à peu près, le quart de la densité de la terre.
A la surface de cet astre, l'attraction est exprimée par
en appelant R son rayon. A cause de
R = iior, g = ~, cette quantité est la même chose que
(iio)*m'
et elle a pour valeur (29,5) g, d'après celle de
— . La durée de la rotation du soleil autour de son m
axe étant de 25^,5, la force centrifuge à son équateur
n'est que le sixième de cette foixe à l'équateur de la
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^erre. Ea négligeant donc la diminution qu'elle produit dans la pesanteur à la surface du soleil , on voit C{i2e le poids d'un corps à cette surface est 29 fois et demie le poids du même corps à la surface de la "terr^ , et que les corps f parcourent à peu près 1 45 mètres dans la première seconde de leur chute. En appliquant successivement 1 équation (i) du n*" 24^ ^ 1^ terre et à une autre planète, et supposant que les quantités m, ^i, T, relatives à la terre, detiennent 713, , a, , T| , par rapport à la planète, on en conclura
?■ ~ M + rn T* '
par l'élimination de f. Connaissant la valeur de a par l'observation de la parallaxe solaire, ou autrement , ainsi que la masse m de la terre et la durée T de Tannée sjdérale, cette équation servira à déterminer la valeur du demi-grand axe a, d'une planète quelconque, lorsque sa masse m, et le temps T, de sa révolution seront donnés. Le procédé du n® 2^S pour déterminer cette masse, suppose seulement qu'on connaisse une valeur approchée du demi-grand axe. a5i. L'attraction exercée à la surface de la terre par une masse considérable, telle qu'une haute montagne, fera dévier les corps pesans de la direction verticale, et le prolongement du ^Z à plomb n'ira plus rencontrer le ciel au zénith. Il s'en écartera en sens contraire des deux côtés opposés de la montagne ; en sorte que si tout est semblable de part et d'autre , pour la forme de la montagne et pour l'éloignement du lil à plomb, la distance angulaire des
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dttix étoiles par lesquelles soù prolougement ira passer ^ sera double de sa dëviation. Cet effet a été observe, par les astronomes, au Pérou et en Ecosse; mais, à cause que les masses des plus hautes montagnes sont encore très petites, eu égard à la masse de la terre , les déviations dont il s'agît sont aussi très peu considérables, et ne s'élèvent qu'à de petits nombres de secondes. Voici un exemple du calcul de la déviation du fil à plomb, due à l'attraction d'une masse donnée.
Soit A (fig. 57) le centre d'une sphère homogène, suspendue à l'extrémité d'un fil inextensible et inflexible, dont l'autre bout est attaché au point fixe C; soit aussi 0 le centre fixe d'une autre sphère homogène qui agît sur la première. Le fil CA s'écartera de la verticate CB sans sortir du plan passant par cette dfoîte et la ligne GO; et, dans sa poisîtîon d'équilibré, il fendra que la résultante dû poids de la pnemière sphère et dé l'attraction de la seconde vienne passer pat* le point fixe C. Or, ces deux forces seront appliquées au point A , Tune suivant la verticale AD, l'autre suivant la droite AO ; et elles tendront à faire tourner le fil CA en sens opposés autour du point C. Pour que leur résultante passe par le point 0, il faudra donc que leurs momens , par rapport à ce même point, soient égaux (n" 46); pâr conséquent, si l'on appelle P et Q le poids de la première sphère et l'attraction totale de la seconde , et que 1 on désigné par p et q les perpendiculaires CE et CF, ubai^éés du point C sui' les prolongemens de DA et de OA , on aura
pour l'équation d'équilibre qui devra servir a déterminer la déviation inconnue BCA.
J'appelle a: cet angle , y l'angle donné BCO , a et c les distances aussi données CA et CO , et ^ la distance inconnue AO; nous aurons
^* = rt* + c* — 2accos(y — x),
et, en outre,
sinL.UA — — — , q=z , plasma:.
Appelons aussi m la niasse de la terre, m, celle de la sphère mobile, m' celle de la sphère attirante. En désignant toujours par y le coefficient de l'attraction universelle, et représentant par r le rayon de la terre, les forces motrices P et Q auront pour valeurs
et si p est la densité moyenne de la terre, f' celle de la sphère attirante, et / son rayon, on aura aussi
Au moyen de ces diflFérentes valeurs, l'équation P^ = Q</ se changera en celle-ci :
fiy^siaa: = fV'csin(j. — a:),
où il ne restera plus qu'à mettre la valeur de^ pour en déduire ensuite celle de x.
Si
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Je supposerai , ce qui a lieu généralement , la longueur CÂ du fil à plomb très petite par rapport à la distance CO. En négligeant a par rapport à c dans les valeurs de j^, on aura simplement jr = c; d'où il résultera
s\u (y — x) frc""
La densité p' et le rayon r' de la sphère attirante restant les mêmes, la valeur de x que Ton tirera de cette équation sera d'autant plus grande que la distance c sera plus petite y et que l'angle y approchera davantage d'être un angle droit; et comme c ne peut pas être moindre que le rayon r', il s'ensuit qu'on aura le maximum de déviation du fil à plomb que puisse produire Tattraction d'une sphère donnée , en prenant c = r' et 5^ == 90** ; ce qui réduit l'équation précédente à
tSLUgX = — .
Si l'on suppose, par exemple, p^ss p, et qu'on demande quel doit être le rayon r^ pour que la dévia*-^ tion :r s'élève à une seconde, on aura r'=rtang i"; et, à cause que la circonférence acrr de la terre est de 40 millions de mètres, il en résultef*a /=3o"',856.... Ainsi, une sphère homogène d'environ 3i mètres de rayon , et d'une densité égale à la densité moyenne de la terre, ne produit qu'une déviation d'une seconde au plus dans la direction du fil à plomb ; et pour qu'elle la produise, il faut qu'elle touche l'extrémité inférieure de ce fil , et que son centre soit
G.oogle
situé dans le plan horizontal passant par cette ex-* trémité.
aSa. Cette moyenne densité de la terre ^ conclue de la déviation du fil à plomb que produit l'attraction des montagne», a été évaluée à quatre ou cinq ibis la densité de Teau. Cavendish l'a trouvée égale à cinq fois et demie cette densité , en la déduisant de l'attraction exercée par deux globes de plomb de huit pouces anglais de diamètre^ qu'il a su rendre sensible par le nqoyen de la balance de torsion. Sans entrer ici dans tous les détails de cette belle expérience, des diverses précautions qu'elle exige , et des calculs qu'il faut faire pour en déduire un résultat exact , je vais seulement indiquer les points principaux de ces calculs (*).
La balance de torsion est l'instrument le plus exact que nous ayons pour servir à la mesure des forces très petites. Coulomb , h qui Tinvention en est due , l'a surtout employée à mesurer les forces d'attraction et de répulsion des corps électrisés; et, pour cette raison, eJW QSt aussi connue, en Physique, sous le nom de balance électrique. Elle consiste principalement en un fil métallique très délié , vertical , attaché à ttn point fixe , et à l'extrémité duquel est suspendu un levier horizontal. Supposons ce levier formé d'une tige très mince ACA' ( fig. 58 ) , partagée en deux parties égales à son point d'attache C, et terminée
(*) On trouve dans le 1 7' cahier du Journal de l'École Polytechnique une traduction exacte du mémoire de Cavendish.
par deux sphères d*un petit diamètre , dont les centres sont A et A'. Du point C comme centre, et d'un rayon égal à CA, décrivons le cercle horizontal BAB'A', dont nous diviserons la circonférence en un grand nombre de parties égales. Lorsque le levier tournera autour du point C , ses extrémités A et A' parcourront cette circonférence , et les points de division auxquels ils répondront à chaque instant feront connaître les arcs qu'ils auront décrits. Tant que le fil de suspension qui aboutit au point C n'est pas tordu y le levier reste en repos dans une certaine position. Je suppose qu'il réponde alors à la ligne 6CB'; si Ion vient à Técarter de cette ligne, pour le mettre dans une autre position quelconque ACA', le fil de suspension sera tordu sur lui-même, et cette torsion tendra à ramener ce levier vers la ligne BCB'. Pour le retenir dans la direction ACA', supposons que l'on applique à ses deux extrémités des forces égales et contraires, dirigées dans le plan horizontal, et perpendiculaires a sa longueur; la valeur commune de ces deux forces sera la mesuré de la force de torsion qui leur fait équilibre. Or, les expériences de Coulomb ont prouvé que le fil de suspension restant le même, cette force de torsion est proportionnelle à l'angle BCA; en prenant donc l'angle droit pour unité, appelant h la force de torsion qui répond à cet angle, et désignant par 6 l'angle BCA , cette force, dans la position ACA' du levier, sera égale à Afl : ainsi , dans cette position , la torsion du fil de suspension équivaudra à deux forces égales à Afl, horizontales, perpendiculaires à ACA', appliquées
aux points A et A', et tendantes à ramener le levier à la ligne de repos BCB^
Cela posé, approchons du levier deux sphères hor mogènes d'une même matière , d'un même diamètre, et symétriquement placées de part et d'autre de la ligne BCB'. Soient 0 et 0' leure centres situés dans le plan horizontal qui contient le levier, SL égale distance de G , et sur une droite OCO' menée par ce point. L'attraction de ces deux corps va écarter le levier de la ligne BCB%* et, à cause que tout est semblable autour du centre C;. la droite AGA' tournera autour de ce point, qui restera immobile. A mesure vque le levier s'écartera de la ligne de repos, la force de toi^ion augmentera. Il existe une position dans laquelle cette force ferait équilibre à Tattraction des deux sphères; mais comme le levier atteint cette position avec une vitesse acquise, il la dépasse , et il oscille , de part et d'autre , a la manière d'un pendule horizontal. L'observation fait connaître la durée d'une oscillation entière. En comparant la longueur de ce pendule à celle d'un pendule ordinaire qui oscillerait dans le même temps, on en conclut le rapport de la force d'attraction de chaque sphère à la pesanteur; et, par suite, on a le rapport de la masse de cette sphère à celle de la terre. L'équation qui sert à déterminer ce rapport est facile à former, ainsi qu'on va le voir.
253. Les deux sphères mobiles dont les centres sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes forces , et ayant le même mouvement autour du point fixe G , il suffira de considérer- Iç mouvement du centre de
486 TRAITÉ DE MÉGANIQUE.
Tune d'elles, du point A, par exemple; soient donc
comme dans le problème précédent ,
CA = a, CO = c, BCO = y;
appelons mf la masse de la sphère attirante dont le centre est en 0 , et/ le coefficient de l'attraction universelle ; au bout d'un temps quelconque t , désignons par 8 l'angle ACB , et par z la distance AO , nous aurons
a' = a* + C — 2ac cos(y — fl ) ;
et la force accélératrice provenant de l'attraction dirigée suivant AO sera *=^. Je la décompose en deux
autres forces , Tune dirigée suivant le prolongement de CA, et l'autre perpendiculaire à CA. Cette dernière
composante sera égale à*^ sin CAO, c'est-à-dire,
à •^-3- sin ( 7^ — 6 ), en y mettant pour sin CAO sa
valeur déduite du triangle COA. Si l'on retranche de cette composante tangente à la trajectoire , la force de torsion A8 qui lui est directement opposée , et si l'on observe que l'arc BA décrit par le mobile est ég^I à aO , on aura
pour réquation du mouvement ( n"* \Si )•
L'attraction de la masse ni étant une très petite force, l'angle 6 dont elle écarte le levier ACA' de sa
lâgne de repos sera très petit. En appelant b la dis-* tance BO , ou k valeur de z qui répond à 0s=£ o^ dé aorte qu'on ait
i' =3 a' + c' — nctcco&y^
et développant suivant les puissance de &, il vient
i^ — ' = -p^— [(« + ^ ccJg >— adc— oc sinV] rj +etc.
Si donc , on fait , pour abréger ^ .
[(a*+ c*) cos > — aac — ac sia^y] -^^ + A =g',
g3 — ^Sf
et qu'on néglige les puissances de 0 supérieures à la .première , Téquation du mouvement deviendra
d'où l'on tire, en intégrant^
fl = g + A: cos (^ y/? + *0 '
k et k! étant les deux constantes arbitraires.
D'après cette valeur de 0, le plus petit et le plus grand écart du levier ÂCA'^ à partir de la ligne BCB'', seront C + ketC — A: ; et , si l'on tire la ligne DCD', telle que l'angle BCD soif égal à ^ , le levier fera^ de part et d'autre de cette droite , des oscillations égales et isochrones dont l'amplitude sera la constante k :
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on déterminera Fangle.^ par rexpérience , en mesiH rant le plus petit et le plus grand écart du. levier , et . prenant , pour cet angle , la demi-somme de ces valeurs extrêmes de 8. La droite DQD' qui répond à 6=^ est la position du levier dans laquelle il demeurerait en équilibre , s'il y parvenait sans vitesse acquise. La durée de chaque oscillation entière du levier^ de part et d autre de cette ligne , sera le temps pendant lequel l'angle t y/— 4- A:' augmentera de i8o*;enlc désignant par T, on aura donc
et cette durée T sera aussi donnée par l'observation.
Maintenant, si l'on appelle g la gravité, et / la
longueur du pendule simple qui fait ses oscillations
infiniment petites dans le temps T, on a (n"* 182),
on aura donc
ga = g'Z;
par conséquent 1
a cause de
fin'csvay
nous aurons, finalement.
m' Cab^ m *"" clr^ sin y '
m étant la masse
idela terre et r son
rayon.
Toutes les quantités contenues dans cette formule sont connues dans chaque expérience; elle servir^ donc à calculer le rapport dé la masse rvl à celle de la terre ; et connaissant , en outre ^ les volumes de ces deux corps et la densité de w!y on en conclura la densité moyenne de la terre.
254> On démontre y dans là Mécanique céleste ^ que pour la stabilité de l'équilibre de la mer^ il est nécessaire et il suffît que la densité moyenne de la terre surpasse celle de l'eau. C'est parce que cette condition est remplie , que les forces provenant des actions simultanées du soleil et de la lune ne produisent que de petites oscillations : si elle ne Tétait pas^ et que la terre , par exemple, en conservant sa densité moyenne , fut recouverte par une mer de mercure y l'action des moindres forces étrangères au sphéroïde terrestre, produirait, dans ce fluide, un mouvement progressif, de sorte que la mer, au lieu d'osciller, parcourrait la surface entière de la terre.
On prouve aussi , par diverses considérations , que la densité des couches concentriques du sphéroïde terrestre doit croître en allant de la surface au centre ; d'où il résulte que sa densité moyenne doit surpasser celle de la couche superficielle; condition qui se trouve effectivement remplie ; car si l'on excepte les métaux, qui sont en petite quantité dans cette couche, les densités des autres matières dont elle est formée , sont toutes beaucoup moindres que cinq fois et demie la densité de l'eau. Mais il importe d'observer. que cet accroissement de densité ne suppose pas l'exis*.
tence de matières entièrement' différentes de celles que nous voyons à la sur&c^ , et dont la densité propre serait excessivement grande : on peat admettre que tontes les conches de la terre sont formées d'nne même matière ^ un peu compressiMe , ou d'un m^ lange de différentes matières, comme à sa surface; et dans cette hypothèse , qui parait la plus naturelle , leur accroissement de densité serait dû à la condensation produite ^ dans chaque couche , par la pression des couches supérieures , qui va en augmentant de la surface au centre.
Dans rintérieur de la terre, la loi de l'attraction dépend de la loi inconnue des densités; en. dehors, elle varie sur le prolongement de chaque rayon , à peu près en raison inverse du carré de la distance au centre; et d'un rayon à un autre ^ elle éprouve en même temps une variation proportionnelle au carré du cosinus de l'angle que chaque rayon fait avec Taxe de figure du sphéroïde terrestre, il résulte de cette dernière variation qu'à égale distance du centre de la terre y la force appliquée au centre de la lune et provenant de l'attraction de ce sphéroïde , n'est pas la même dans toutes les directions du rayon vecteur; en sorte qu'on peut considérer cette force comme étant composée de dçux autres , l'une provenant de la partie sphérique de la terre et qui est constante ou ne varie qu'à raison de la distance à son centre, l'autre due au renflement de la terre à l'équateur et qui varie avec la direction du rayon par rapport à l'axe des pèles. Laplace a déterminé la petite inégalité en longitude et en latitude, que cette seconde force
DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. . ' 491 produit dans le mouyement de la lune ; on conçoit que sa grandeur doit dépendre de l'applatissement de la terre; et en la comparant à celle que l'obsenration a donnée , on en conclut un applatlssement-;^, peu différent de celui qui résulte de l'ensemble des mesures du pendule et des degrés du méridien.
A la surface de la terre , la variation de la pesanteur provenant de celle de l'attraction et de la force centrifuge , suit la même loi qu'à une distance quelconque du centre y c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle , ' comme nous lavons déjà dit ( n" 178 ), au carré du * cosinus de la latitude. Mais pour vérifier cette loi par les mesures du pendule à secondes , il faut que les oscillations ne soient pas observées près d'une montagne ; car, en même temps que la composante horizontale de son attraction écarte le pejidule de la verticale , dans sa position d'équilibre , la composante verticale de cette force diminue la pesanteur, et, conséquemment, la longueur du pendule simple. En évitant cette cause d'anomalie, on trouve encore qu'en certains lieux la longueur du pendule à secondes s'écarte de la loi de variation donnée par la théorie ; ce qu'on doit attribuer à ce qu'en ces lieux , la densité du terrein , dans une étendue et une pro- * fondeur considérables , est plus grande ou plus petite que la densité générale de la couche superficielle; d'où il résulte une augmentation ou une diminution de la pesanteur totale, et, par conséquent, de la longueur du pendule simple, qui est proportionnelle à son intensité. Le pendule est donc aussi un instrur
ment de Géologie, qui annonce, par ses anomalies, des variations d'une grande étendue dans la nature du sol.
Au reste, il faut observer que la loi du décroissement de la pesanteur, proportionnel au carré du cosinus de la latitude , en allant du pôle à l'équateur , suppose qu'on prend pour la surface de la terre le prolongement du niveau des mers; et comme les lieux des continens où se font les observations s'élèvent à des hauteurs différeules au*dessus de ce niveau, il est nécessaire de réduire les longueurs observées, 'à celles qui auraient lieu à ce niveau-même sur chaque verticale. Cette réduction se fait ordinairement en augmentant la pesanteur et la longueur du* pendule à secondes , dans le rapport du carré de la distance du lieu de l'observation au centre de la terre, au carré de cette même distance diminuée de la hauteur de ce lieu au-dessus du niveau des mers; ce qui revient à négliger l'attraction de la couche de terre comprise entre la surface du continent et le prolongement de la surface des mers. On va voir, dans le numéro suivant, que cette correction est trop grande de près de moitié.
255. Soient AM'B ( fig. 59 ) la surface d'un continent,DAM BE le niveau des mers et son prolongement, et C le centre de la terre ; soient aussi M^ le lieu de l'observation , et M le point où le rayon CM' rencontre ce prolongement; M'M sera la hauteur du point M au-dessus de la surface des mers , que je représenterai par h, et qui sera donnée par un nivellement ou par des mesures barométriques. Si M' était
très voisin de la mer, la pesanteur pourrait être un peu diminuée et sa' direction un peu dérangée , à cause que la densité de leau est moindre que celle du terrein; mais je supposerai que cela n'ait pas lieu, et je supposerai aussi qu'autour du point M' la surface du terrein soit horizontale ou sensiblement perpendiculaire autayon CM', et que sa densité soit uniforme* Il s'agira de calculer l attraction exercée au point M% par la couche AM'BM, élevée au-dessus du niveau des mers. Dans ce calcul, on poura faire abstraction de la courbure de cette couche et delà variation de son épaisseur, ou, autrement dit, on pourra considérer l'épaisseur de cette couche comme constante et égale à h , dans toute l'étendue où son attraction peut être sensible. Je représenterai par c le rayon de cette étendue , et par p' la densité de la couche.
Gela posé, soit K un point quelconque de la couche attirante ; désignons par zeijr ses distances à la surface du terrein et au rayon CM' ; et décrivons deux surfaces cylindriques qui aient MM' pour axe commun, et dont les rayons soient^ etj^+djr. Le volume compris entre ces deux surfaces aura 27rydy pour Lase et dz pour hauteur; et si on le décompose en anneaux horizontaux d'une épaisseur infiniment petite, le volume de l'anneau qui répondra au point K sera i^tcjdydzy et sa masse "iTF^'ydydz. L'attraction de cet anneau sur un point matériel situé en M' se réduira à une force dirigée suivant MM', qui sera -égale à la somme des composantes verticales des attractions de tous ses points; et comme ^ pour le
poiot quelconque K, on a
KM' = \/r + z% cos KMTVI= — =4=,
la force accélératrice provenant de l'attraction de Tanneau entier, aura pour valeur
^Tff'jrzdjrdz
f étant toujours le coefficient de l'attraction universelle. Par conséquent, pour avoir l'attraction de la couche que nous considérons, il faudra intégrer cette formule depuis is = o jusqu'à z s= A , et depuis j" = o jusqu'à jrz=zc\ ce qui donne
en désignant celte force par K. Mais, en général, l'épaisseur verticale de la couche attirante est petite, eu égard à son rayon horizontal ; si donc on néglige hf^ par rapport à c^, on aura simplement
Soit k l'attraction exercée au poiot M par la pantie de la terre qui se termine au niveau des mers, et r le rayon CM ; cette attraction au point M' deviendra
En désignant la pesanteur et la composante verticale de la force centrifuge par ^ et 7 au point M, et
par g' et y' au point M', on aura donc
Je développe le premier terme de ^ suivant les puissanees de A^ puis je retranche g' de g > et je néglige le carré de h et la petite différence >' -^ > ; il vient
A cause de la petitesse du facteur - , on peut faire
k:=s g' dans le premier terme de cette formule; dans la petite quantité k', on peut aussi supposer
3 ~ S' en désignant par p la densité moyenne de la terre ^ et prenant -^^ pour son volume ; il en résultera alors
et/ par conséquent ,
C'est donc par le facteur compris entre les paren-
thèses, et non par le facteur i H , comme on a
coutume de le faire , qu'on devra multiplier la pesanteur g' qui £| lieu sur un continent , à une hauteur h au-dessus du niveau des mers , pour la réduire à ce
uiveau. Oq peat, en général ^ évaluer p' à la moitié
de p, et prendre, en coùséqaeoce, 1'+ j- pour ce
facteur. A Paris, Télévation h du point de l'Observatoire où se trouve le baromètre, est de 65 mètres; d'où il résulte cpie la gravité et la longueur du pendule à secondes y sont moindres qu'au niveau des mers, dans le rapport de l'unité à 1,00001 25.
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DE L^QCIUBRE D'UN CORPS SOUDE
256. Il n'y a pas de corps solide^ dans la nature, qui De soit plus ou inoîns compressible, et qui ne change de forme lorsqu'il est soumis à des forces qui se font équilibre. Mais quand le corps solide que nous al* Ions considérer aura pris la forme convenable, on pourra regarder les points d'application des forces qui le sollicitent comme un système de forme invariable; et c'est à cet état que répondront les coordonnées de ces différens points, qu'on supposera con* nues, et qui entreront dans les équations d'équilibre.
Soient M , M', M", etc. , ce système de points matériels. Pour cliaque point on aura sept quantités h considérer, savoir, ses trois coordonnées, la force qui le sollicite, et les trois angles qui en détermi-
lient la direction. Je désignerai par P la force qui est appliquée au point M , et doat la, direction, sera la droite MD (fig. 60); par jc, jr, 2, les trois coordonnées OG y GH , HM f du point M , rapportées aux axes rectangulaires Oxy Ojr, Oz; et par cl, S, y , les angles aigus ou obtus que fait la droite MD , avec des parallèles à ces axes, menées par le point M. Relativement aux autres points M^, M'', etc., je représenterai les quantités analogues par les mêmes lettres avec des accens.
Cela posé , avant de chercher les conditions d'équilibre des forces données P, P', P", etc. , nous allons transformer ce sj^stème de forces en trois autres, dont Tun sera composé de forces parallèles à iVxe Oz, un autre de forces parallèles à Taxe Ojr et dirigées dans le plan des a: et jr^ elle troisième de forces dirigées suivant Taxe Ox.
^57. Décomposons chacune des forces P, P', F'y etc. , sans changer son point d'application , en trois forcés parallèles aux axes des x^j-, z; P ces « , P' cos «', P'' cos et", etc. , seront les forcer parallèles à Taxe Qx; P cos ^ , F cos C', P'' cos C", etc., les forces parallèles à Taxe Oj; P cos>, F cos y\ P"cos y",, etc., les forces parallèles à l'axe Oz; et l'on pourra d'abord remplacer les forcqs données par ces trois groupes de forces parallèles.
Sans altérer le système de forces que l'on considère, il est permis d'appliquer en un même point deux forces égales et contraires. J'applique donc an point M deux forces parallèles à l'axe Oz, égales et opposées, et que je représente par gr et — g. Je com-
pose la forée g qui agit suivant MC , aTec la force Pcofitt^ dirigée suivant MA parallèle à O^; soient ME la direction de leur résultante , et K le point oà son prolongement vient rencentrer le plan d» x et jr. Je transporte son point d'application en ce point K ,, puis je la décompose en deux forces parallèles aux axes des a: et z ; ce qui reproduit les forces P cos a ei g ; mais la force P cos et est maintenant dirigée suivant la projection sur le plan des a: et j^, de sa première direction; et 1$l force g est appliquée , perpendiculairement à ce plan y au point K de cette ppo«» jeclioii, dont lea coordonnées sont faciles à détermina.
£n effet , H étant la projection du point M sur le plan des ^ et^^ ses coordonnées seront ac et jr, et Ton aura ^ et ^ — KH pour celles du point K, puisque ces deux points appstrtiennent à une môme parallèle a l'axe dess x. Or, en considérant le rectangle KNMH^ dont la di^goqale KM est la direction de la résultante des forces g^ et P cos a , qui agissent stdyant les cèté» KN et KH ^ on a la proportion
KH : HM :: P cos a : g; d'où Ton tire
k cause de HMsss. Les coordonnées du point d'application K de la force g, dand le plan des ^ et ^ ^
sont donc
zV cos fit ^ - et x ^—.
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En opérant de la même manière sur les (prces: P cos € et — g^ la prefnière sera transportée dans le plan des xetj' suivant la projection de sa première direction 9 et les coordonnées du nouveau point d'application de la force — g, dans ce même plan,
seront
, zPcosC
r -+- et x.
On transportera par le même moyen toutes les forces Fcos a', P" cos a", etc., Fcos €', P" cos €'\ etc. , dans le plan des x et jr; chacune de ces forces agira suivant la projection sur ce plan , de sa direction primitive, qui pouvait être au-dessus ou au-dessous de ce même plan ; et Ton aura de plus autant de couples de forces g' et — g', g" et — g", etc. , qu'il y a de points M', M", etc. Les coordonnées des points d'application de ces dernières forces, dans le plan des x et^, se déduiront de celles qui répondent aux forces g et —g, en accentuant les lettres JC, ^, z, g, P,
^58. Maintenant, par une semblable opération, faite sur les forces Pcosa, P'cosa', F' cos et", etc., parallèles à Taxe des x^ et comprises dans le plan des X et j^f on les transformera en deux groupes de forces, dont l'un se composera de forces parallèles à l'axe 0^, et l'autre de forces dirigées suivant l'axe Ox.
Ainsi , au point H (fig. 6i ) , où agit la force Pcos a suivant la direction HF, j'applique des forces parallèles à Ojr et i*eprésentées par h et — h; je compose la force A, dirigée suivant HB, avec la force Pcosa; je transporte le point d'application de leur résultante
STATIQUE, SECONDE PARTIE. Soi
4IU point Q 9 où le proloogement de sa directîoa HK vient reneontrer Taxe Ox; puis je la décompose sui- Tant les directions rectangulaires Qx et Q^, ce qui reproduit en ce point Q les forces P cos a et h, D ailleurs, on aura
GQ : GH :: P cos a : h; et, à cause de OG =rx et GH =s:jr, on en conclura
pour l'abscisse du point Q.
La force P cos a , dont la direction était HF , sera donc remplacée par une force P cos a, qui agira suivant Taxe Oûc, et deux forces het-^h, perpendiculaires à cet axe , et appliquées à des points Q et G dont les positions sont connues. U en sera de même à l'égard des autres forces P' cos a', P" cos^e'', etc. , parallèles à l'axe des oc, et comprises dans le plan des a: et jr, qui seront aussi remplacées par des forces P'cosa', P"cosa", etc., dirigées suivant la droite Ox , et par des couples de forces h' et — h', h" et — A", etc., parallèles à l'axe Oj.
aSg. Nous voyons donc que par ces deux opérations successives, les forces données seront transformées, comme on l'avait dit, en trois groupes de forces, dirigées suivant l'axe des a:, perpendiculaires à cet axe et comprises dans le plan des a: et^, et perpendiculaires à ce plan.
Dans cette transformation, la force quelconque P se trouvera remplacée par six autres forces, qui seront :
i*. Les trois forces Vcosy, g,*-- g, parallèles à
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Yûxe des z, et dont lés points d'application sur fe {dan des a: et j ont pour looordonnéës rapportée» aux axes Ox et Ojr, savoir : celui de la première , dt
et y; celui de la deuxième, x ct^; celui
de la troisième , x et jr ^ •
2"". Lès deux forces P cos £ — ^ et h^ parallèles à
Taxe des^, comprises dans le plan des x etj", et qu'on
peut supposer appliquées à Taxe deà or; la première
à la distance x du point 0 , et la seconde à la distance
yP C08 « X j •
3*. La force P cosa, dirigée suivaM Taxe dés ^, et dont on pourra transporter le point d'applicatiott eu O.
!i6o. Il est facile actuellement de former les équations d'équilibre des forces données P, P', P'', etc. , ou des trois groupes de forces qu*on vient de leur substituer.
On doit d'abord remarquer que cet équilibre ne peut exister, à fnoins qu'il n'ait lieu séparénlent dans chacun de ces trois groupes de forces. En effet , si les forces parallèles à Taxe des z ne se détruisaient pas entre elles, et que cependant l'équilibre de toutes les forces données fût possible, on pourrait, sans troubler cet équilibre, rendre fixe une droite traéée dans le plan des x et jr; mais alors les forces comprises dans ce plan seraient détruites , soit parce qu'elles rencontreraient cet axe fixe, soit à cause * qu'elles lui seraient parallèles. On pourrait donc les supprimer; et , cela fait , l'équilibre serait rompu , contie l'hypothèse, puisque rien n'empêcherait plus
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l«s forces perpendiculaires au plaia des ^t'elj'de Étire
tourner le corps solide autour de Taxe fixe ; par con-
sécfaeniy l'équilibre est impossible tant que ces der-
xxieres forces ne se détruisent pas séparément. Cela
étant, on yerra de même que FéquiliftHre nepetit exister
entre les forces 'comprises dans le plan des ûo et jr ^
saiBS que les forces piarallèles à Taxe des ^ ne «e dé-
tnxisçnt entre elles; car s'il* avait lieu, et que cette
<x>iidition me fàt pas remplie , on fixerait un point de
ra:XtB des x, qui détruirait tontes les forces dirigées
suivant cette droite : rien n'empécbërait plus les
forces perpeiidiculaires à cette droite, de £ùre tourner
le système autour de ce point ; en sorte que l'équilibre
se trouverait détruit par l'addition d'un point fixe, ce
qui serait absurde.
Cela posé, si le corps solide que nous considé-^ rofts est éatièrement libre, il fiiudra d'abord (a* $7), pour l'équilibre des forces parallèles P cos y, Rcos y', P*' cos y, etc-, g et — g, g' et — g', g^' et *^ £^> etc. , que leur somme soit nulle ; ce qui donne
Pcosj' •+• F cos y 4- F'cosy -f*'etc. ssi o.
Il faudra, en outre, que les sommes de leurs momens .par rappoi^t au plan des ;r et js et à celui des jr et z, qui sont parallèles à ces forces, soient aussi Bulles. Or, par rapport au premier plan , on a
jP cos > 4. yP' cos y -h /T" cos >" 4- etc. , •
pour la somme des momens des forces P cos y y. P' cos y'f P" cos j'", etc. j celle des momens des forces
5o4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
gf S'f «"» ^*c., est
ffj' + gy + g'y+etc.;
et la somme des momens des forces — g , — ^, •— g", etc. f a pour valeur
-é:(7-*— 7-)-^(/+-^)- etc.,
d'après les coordonnées des points d'application de ces diverses forces. On à donc , en ajoutant ces trois sommes et réduisant ,
P(^cos 7— zcos 5) +F(7cosy — ^a^cos 6')4- etc.=o;
et Ton trouvera de roême^ en formant la sonmiedes momens des mêmes forces, par rapport aa plan des ^ et js , et régalant à zéro ,
P(arcos7— zcos*)-f-P'(jc'cosy — z'cosa')+etc.=Q.
Quant aux forces P cos € — h, P' cos C — h\ P"cos^' — A'', etc., et h, h\ 11% etc., parallèles à l'axe des y y et toutes comprises dans le plan des x et j^, il n'y aura que deux équations d'équilibre (n'57]: il suffira que leur somme soit égale à. zéro, ce qoi donne
PcosCH-Fcose'H-F'cosC''H-etc. = o,
et que la somme de leurs momens, par rapport aa plan des ^ et z, soit aussi égale à zéro. Or ^ par rapport à ce plan , la somme des momens des pre* mières forces est
a:(Pcosf — A)-|-x'(P'cose'— A') + e*c. = o;
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celle des momens des forces h , h', h*', etc. , est , en même temps,
d'après leurs distances à Taxe des j- ; par conséquent^ en égalant la somme totale à zero^ on aura
P(ar cos f — ^cosa) +P'(a:'cosC' — -^cos a') -}- etc.Œ o.
Enfin, pour l'équilibre des forces dirigées suivant Taxe des ^^ il suffira que leur somme soit nulle 3 d'où il résulte
Pcosa4-Fcosa'H-P''cosa"+etc. = o.
Telles sont les six équations nécessaires et suffisantes pour réquilibre d'un coi^ps solide entièrement libre et sollicité par des forces quelconques , qu'il s'agissait d'obtenir. .
En faisant, pour abréger
Pcosct + Fcosa' + P''cosa"H-etc. = X, P cos CH-Fcose^ + P"cos g"+ etc. = Y, Pcos>4-P'cosy4-P"cosy4-etc. = Z,
P(a:cos f — ^jcosa)+P'(j?'cosff'— ycosa')-f-etc.=L , P( z cos a — jccosj^)+P'( jg'cosa' — a:'cosy')+eic.=M, JfÇj cos 7 — z cos€)+P'(y cos>' — z'cos Ç')+ etc.=N ,
ces équations d'équilibre deviendront
On peut remarquer que ces quantités L, M, N, ainsi
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que Z^ Y, X^ se déduisent les unes des autres par la
règle du n* 22.
Ces six équations renferment des conditions d équilibre tommunes ii tous les systèmes d^ points ïnatérielsy entièrement libres ; car, quelle que soit la nature dVn pareil système , ou la liaison mutuelle des points qui le composeùt^ il est évident qu'on ne troublera pas leur équilibre en rendant lenn dtstances invariables, sans changer leurs coordonnées, ni les forces qui les sollicitent. Par conséquent, les équations d^équilibre d^uti système de forme invariable, qui ont lieu entré ces quantités , doivent encore subsister pour tout autre ^y%ième ; ifiais alo^ elles ne sont plus suffisantes ; et il y faut joindre d'autres conditions spéciales pour chaque système en particulier, qui serviront, comme on le verra par la suite, à déterminer les positions relatives de ses différens points dans l'état d'équilibre.
262. Quand les forces données s^Oût toutes parallèles entre elles » les angles qu'elles font avec chacun des axes Ox, 0/, Oz, sont égaux ou supplémentaires,' selon que ces forces agissent dans le même sens ou 6n sens contraire; où peut les supposer égaux, en considérant, en même teftips, coûime positives le^ forces ^i agiâ&ent dans «n sens, et comme négatives celles qui agissexit dans le sens opposé (n* 1 1) ; on aura donc alors
a=ra'=a", etc., ff=^'=g",etc., yz=:y=y'',elc.;
au moyen de quoi les trois premières équations (i) se réduisent à une seule, savoir :
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P + F H- P" + etc. = o,
^t les trois setres deviendront
<T>jr + PV+ï>»x*'4.etcOco8ff=(P^+P>'+Py+etcOco8rt, Cfe + Vz' + Vz''+etc.)cosaL= (Px+ PV+Fx^-h etcOcosy, <}^:r+ Py + ^y+ etc.) cosy = (Pz+ PV +P^z'' + etc.)co8 ff .
Mais les équations d'équilibre des forces parallèles étant seulement au nombre de trois ^ il faut que ces trois dernières équations se réduisent k deux ; et ^ en effets si on les ajoute après les avoir multipliées par cos^^, cosf , cos«^ on trouve une équation identique; en sorte que Tune d'elles est une suite des deux autres.
Quand toutes les forcés dotiâéiss soht comprises dans un même plan, on peut prendre ce plan pour celui des ocetjr; alors les angles y^ y', p^", etc., sont droits, et les coordonnées z, z', ^\ etc., égales à zéro; ce qui fait évanouir là troisième et les deux dernières équations(i). Dans ce Êas particulier, comme dans le cas des forces parallèles , il y a donc seulement trois équations d'équilibfe> qui sont
363. Lorsque les fbrc^ données ne se font poa équilibre, on peut demander la condition qu'elles doivent remplir pour avoir une résultante unique , et quelle est cette résultante*
Pour répondre à cette question, je désigne par R cette force; par a, 6, c, les angles que sa direction fait avec des parallèles aux axes Oa"; 0^, Oxj, menées
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par un de ses points , qu'on prendra pour son point d'application y et dont les coordonnées ^ rapportées à ces mêmes axes^ seront représentées par x^y Jx^ ^f Cette force, prise en sens contraire de sa direction, fera équilibre aux forces données. Les équations (i) auront donc Heu en joignant à P, P', P", etc. , une force égale et contraire à R; par conséquent, on aura
XsRcosa, Y = Rcos6, Z=:RcosCy (2)
et, en outre,
L = R(ar, cos6 — ^, cosa), M = R (z, cos a — x^ cos c) , N = R(j^,cosc — z, cosi),
c'estrà-dire, en vertu des trois premières équations,
Xr, — Yor. + L = o, ) Zx, — Xz, 4. M= o, > (5) Yz. — Z^, H- N = o. ) ^
Les coordonnées x,, j^, , z,^ pouvant appartenir à un point quelconque de la droite suivapt laquelle est dirigée la résultante, ces trois dernières équations seront celles de ses projections sur les trois plans des coordonnées. Pour que cette droite existe, il faudra donc qu'elles se réduisent à deux ; or, en les ajoutant après les avoir multipliées par Z , Y, X, les trois variables ^i> ^1 9 z,, disparaissent, et l'on a
ZL + YM + XN = o; (4)
par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que
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cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces données aient une rësnltante unique : quand elle aara lieu ^ cette force sera déterminée ^ en grandeur et en direction , par les équations (2).
Si les trois sommes X, Y^ Z^ des composantes parallèles aux axes des oc ^ y^ z, sont nulles^ l'équation {J\) sera satisfaite; mais alors la résultante sera une force infiniment petite, située à une distance infinie des points d'application des forces données, ou , plus exactement, ces forces se réduiront à deux, égales, parallèles, agissant en sens contraire, et non réductibles à une seule (n*^ 44)'
Lorsque les trois sommes L, M, N, sont nulles, réquation (4) sera aussi satisfaite; et l'on voit, par Ifis équations (3) , que la résultante passera par l'origine des coordonnées.
264- Quand la condition exprimée par l'équation (4) ne sera pas remplie , on y pourra satisfaire " en joignant aux forces données une force convenable. Je supposerai , pour plus de simplicité, qu'elle passe par l'origine- 0 des coordonnées ; je la représenterai par Q, et par -^ , f* , i' , les angles qu'elle fait avec les axes Ox , O/-, Ojs. Les quantités L, M, N, ne changeront pas par l'addition de cette force , et les sommes X, Y, Z, augmenteront des termes Q cos A , Q cos fJL , Q cos V. L'équation (4) deviendra donc
Q(Lcosv +McosAt-|-NcosX)-f-LZ+MY-|-NZ = o;
en sorte qu'on y satisfera d une infinité de manières différentes , au moyen de la force Q et de» angles A , yx, V , relatifs à sa direction.
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La résmltaqte K des forces Q, P, F, F', etc., et S4 positioDy se détermineront au moyen des équations (3) et (3) , dans lesquelles on mettra X+Qcos A, Y-f-Qcosft, Z + QcosiTy au lieu de X, Y, Z. Les forces données P^ F, F'^ etc. , pourront donc être remplacées par cette résultante R et une force égale ^t directement contraire à la force Q; d*où Ton con* dut que quand des forces données ne sont point en équilibre , ni réductibles ^ une force unique , on peut toujours les réduire ,. d'une infinité de manières difiereniçs^ à de^x forces seulement » qui ne seront pas comprises dans un même plan , sans qu<H elles Sie réduiraient à une seule » contre Vhy pothèse. C'est d'ailleurs ce qu'on yoit immédiatement par la transformation du n^ 1257 ; car les forces données P, F, F'^ etc. y pourront être remplacées par la résultante, des forces parallèles à Taxe des z, et par celle des Corci^ comprises dans le plan des a: ^jr; et Ton pourra ensuite transformer^ sans difficulté^ ces deux résultantes en deux autres forces, d'une infinité de mamères différentes. En cherchant la condition pour qu'elles se rencontrent, on trouvera l'équation (4), relative à l'existence d'une résultante unique.
265. Si Ion considère deux corps solides A et A' (fig. 62) f qui se touchent en un point K et s'appuient l'un contre l'autre ^ et si l'on suppose qu'ils soient sollicités par des forces données , il sera facile de déduire de ce qui précède les conditions de leur équilibre-
Poijir cela, je suppose que les six quantités X, Y» Z, L, M, N, du n^ 34» ^ rapportent au corps A^ et
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3^ désire par X', Y', Z', V, W, N', ce <p'e«es de^
^vi^nnent rdbtivemeat k A'; j'appelte œ,,jt\,z^,le&
OCiardannées âa point K rapportées aux mêmes axes
<|uq celles qui entrctPt da»s ces disperses qiiaQtités;
p^r le poimt K, je mène une droite BSIV perpen^-*
calaire an plan tangent commun aux deux corps ; je
représente par a > ^> 6% les angles que fait la partie KH
de cette droite , comprise dans A ^ avec des p^allèles
aux axes des a:,jr^z, menées par ce même point K :
toutes ces quantités sont données , et il s'agira de for^
cper les équMipns d'équilibré auxqu^les elles dpiyeul
satisfaire.
Or y le corps A exercera sur A'^ dans la direction KH'ji une press^n inconnue que je représenterai par R; il eu éprouvera y en noême temps > une résiatance égale et coutr^re à cette force uoirmale. Si donc on jcûnt aux fprçes douné^^s qui agissent sur A une force R dirigée suiyaut KQ , on pourra eusuite faire aba-*traction de A'; et, de même^ si Ton joint aux forcea appliquées à. A^ ux^e fqrce H dirigée suivant KB\ on pourra ^uM cousidérer A^ isdémeut* Il résulte do là et des équations (i) quon aura pour réquilil>ffe de^ ces deux corps les douze équations suivantes : X -t^RcosasasOy Y^*RcosA=BBo, Z4-Rcosc=o, X'-^Rcosa=30, Y' — Rcos^scso, Z' — Rcoscso^ L •4^R(;r, oosi — ^jcosa) =mo, M + R(a, eosa — X, cos c) =i=:o,
N 4-R(jr,C08C — J8, cos 6) =30,
V •~R(ji:,cos^ — j^, cosa) œo, ftT — *R(s, cosa — o^.cos c) ŒO, N' -^R(^,cosc — z, CQS b) =o,
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qui se réduiront à onze par 1 élimination de R. Après que ces onze équations d'équilibre auront été vérifiées^ Tune des précédentes fera connaître la yaleur de Ry qui devra être une quantité positive pour que les deux corps s'appuient réellement l'un contre l'autre.
Ces douze équations donnent immédiatement
ce qui résulte aussi des conditions d'équilibre communes à tous les systèmes entièrement libres, comme celui des deux corps A et A' (n® 261).
On trouvera pareillement les équations d'équilibre d'un nombre quelconque de corps solides, dont plusieurs s'appuient l'un contre l'autre; et il est aisé de voir que le nombre de ces équations sera égal à six fois celui des corps-, moins le nombre de lears contacts.
266. lies équations d'équilibre d'un corps solide assujetti à des conditions données doivent être comprises parmi celles d'un coi^s entièrement libre ; car l'équilibre de celui-ci rie serait pas troublé^ si on l'assujettissait à ces conditions particulières; en sorte qu'aucune nouvelle équation d'équilibre ne peut être introduite par ces conditions. Mais, au contraire, une ou plusieurs des équations (i) deviendront superflues; et il s'agira de déterminer, pour les difierens cas qui peuvent se présenter, celles de ces équations qui resteront nécessaires. C'est ce que nous allons faire successivement dans ce numéro , en supposant
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[oojours qu'on ait remplace les forœs données P^ P', P", etc. , par les trois groupes de forces du n** 259. I •• Si le corps solide qui doit rester en équilibre renferme un point fîxe^ on prendra ce point pour rorigine 0 des coordonnées. Les forces dirigées sui* v^ant Taxe Ox seront détruites par ce point; ce qui fera disparaître l'équation X = o. Pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe Oy et comprises dans le plan des x et jr, il ne sera plus nécessaire qu'on ait Y = o , et il suffira que leur résultante coïncide avec Taxe Oj-, ou que la somme L'de leurs momens, par rapport au plan desj'' et z, soit égale à zéro. Enfin ^ pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe des z, l'équation Z =s o ne sera plus nécessaire ; il suffira que leur résultante coïncide ayec l'axe Oz ; ce qui exigera que les sommes de leurs momens , par rapport aux plans des^ et z, et des x et z, qui sont les quantités — M et N , soient égales à zéro.
Ainsi ^ dans ce premier cas, les trois équations d'équilibre qui resteront nécessaires seront
Elles signifient , effectivement , que les forces don* nées ont une résultante unique , et que cette résultante yient passçr par le point fixe 0. Cette force exprimera, en grandeur et en direction, la pres-*sion exercée sur ce point, et sera déterminée par les équations (2).
a"". Supposons que le corps solide soit retenu par un axe fixe, autour duquel il est assujetti à tourner, sans pouvoir glisser dans le sens de sa Ion-* 1. 33
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gueur. Prenons cet axe pour celui des s; les forces parallèles à cette droite Oz ne pourront produire aucun mouvement , et les trois équations Z s o , M = o^ N=Oy relatives à leur équilibre , ne seront plus nécessaires. Les équations X= o et Y=o ne le seront pas non plus pour l'équilibre des forces comprises dans le plan des x et jr; en sorte que, dans ce cas , il n'y aura plus qu'une seule équation d'équilibre, qui sera Lsso, c'est-à-dire,
V{x C08 C — jr cos fit) + V\x' cos C — y cos a') + etc. = o. (5)
Mais si le corps avait la liberté de glisser le long de l'axe fixe, il faudrait en outre, pour empêcher ce mouvement, que la somme Z des forces parallèles à Oz fïit égale à zéro ; et il y aurait alors les deux équations d'équilibre
La pression que l'axe fixe éprouvera perpendiculairement à sa direction sera la résultante des forces comprises dans le plan des x et jr, déterminée , en grandeur et en direction , par les deux premières équations (2), et passant par le point 0, en vertu de réquation (5). Les forces parallèles à cet axe tendront en même temps à le faire tourner sur luimême.
En comparant les quantités M et N à L, on coo" dut de leur composition que l'équation d'équilibie autour de l'axe Ojr sera M = o , et qu'elle sera N= o autour de l'axe Ox. Il en résulte aussi que la condition d équilibre autour d'un point fixe con-
STATIQUE, SECONDE PARTIE. 5i5
âste en ce que l'équilibre ait lieu successivement
ftatouT de trois axes fixes et rectangulaires , menés
rbitrairement par ce point. Par conséquent , si l'é-
<]ixilibre existe autour de trois axes rectangulaires
<]iu se coupent en un même point, il aura aussi
lieu autour de toute autre droite passant par ce
point.
3«. Je suppose que trois ou un plus grand nombre 4le pbints non en ligne droite ^ appartenant au corps solide, soient assujettis à demeurer sur un plan fixe clont la position est donnée ; et je prends ce plan pour celai des x et y. Les forces parallèles à l'axe des z ne pouvant produire aucun mouvement, les équations relatives à leur équilibre n'auront pas lieu ; mais les trois équations
qui répondent aux forces comprises dans le plan des a: et y^ seront nécessaires pour empêcher le corps de glisser ou de tourner parallèlement à ce plan fixe.
La force Z exprimera la pression totale que le plan fixe éprouvera. Si le corps est seulement posé sur ce plan, de sorte qu'il s'agisse, par exemple, d'un polyèdre dont une face soit en contact avec le plan des X et jj il faudra que le signe de Z soit tel , que cette force appuie le corps contre ce plan. Il faudra , en outre, que cette résultante des forces parallèles à Taxe des z vienne percer le plan des x q\. jr dans l'étendue de la base du corps, sans quoi elle le détacherait de ce plan, en le faisant tourner autour de l'un des côtés de cette base. Or, si Ton appelle x^ et
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y^ les coordonnées du point où cette résultante rencontre le plan des x qX, y ^ ses momens par rapport aux plans des x et z et des j^ et z seront Z^. et Zx. ; ils devront être égaux aux sommes des momens des composantes par rapport aux mêmes plans; et, diaprés les valeurs de ces deux sommes qu'on a trouvées précédemment (n** 260) , on aura
Zx, = — M, Zjr, = N. .
11 faudra donc vérifier > dans chaque cas particulier, que les valeurs de x^ et^,, tirées de ces équations, appartiennent à un point de la base du corps; condition d'équilibre qui ne peut être exprimée par des équations, non plus que celle qui est relative au signe de Z.
4*. Si les points du- corps assujettis à rester sur le plan fixe des x et y sont seulement au nombre de deux, ou bien s'ils sont tous situés sur une même droite, on prendra cette ligne pour l'axe des^; la ré^ sultante Z devra alors rencontrer le plan des x et/ en un point de cet axe; et, indépendamment des trois équations du cas précédent, on aura cette quatrième équation d'équilibre M = o.
5^. Enfin , lorsque le corps solide ne touchera le plan fixe des x et/ qu'en un seul point, où l'on pla* cera l'origine 0 des coordonnées , on verra , sans difficulté , que les équations d'équilibre seront au nombre de cinq , savoir :
La force Z exprimera toujours la pression exercée sur
le plan fixe au point O, et devra avoir un signe conrenable.
Ce résultat coïncide avec celui da numéro précédent; car si l'on suppose le corps A' fixe et terminé par un plan, que Ton prenme ce plan pour celai des x et jr^ et le point K (fig. 6a) pour origine des coordonnées^ on devra faire , dans les équations de ce numéro, x, rs o, jr. = o, js, =: o, a = 90% bz=igo''; ce qui réduira aux cinq équations précédentes, un pareil nombre des six équations relatives à l'équilibre du corps A . La sixième de ces équations deviendra, en même temps,
en supposant qu'on ait c == o, ou que la partie KH de la normale soit Taxe des z positives; par con-séquent , la pression exercée sur A^, qui est égale et contraire à la résistance R , sera la force Z en grandeur et en direction.
On peut remarquer, d'après cette énumération des dîfférens cas d'équilibre, que les nombres d'équations relatives à iin corps solide gêné par des obstacles fixes peuvent être tous ceux qui sont inférieurs au nombre six , correspondant à un corps entièrement libre.
267. L'équation (5) relative à l'équilibre autour de l'axe des z supposé fixe , ne contient ni les composantes parallèles à cet axe, des forces données P, P', F', etc., ni les coordonnées parallèles au même axe, de leurs points d^appllcation M, M', M", etc. ; en sorte que l'équilibre ne serait pas
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troublé y si Ton remplaçait ces forces et leurs points d'application par leurs projections sur le plan des X et^; ce qu'on démontrerait d'ailleurs facilement à priori.
Soient donc Q , Q', Q'', etc. , les forces P , Vy V, etc., projetées sur le plan des a: et jr, c'est-àdire, décomposées parallèlement à ce plan et transportées aux projections des points M, M', M", etc., sur ce même plan. Désignons par q , (fy q^'y .etc., les perpendiculaires abaissées de l'origine des coordonnées, supposée fixe, sur les directions des forces Q, Q', Q", etc.; et, pour fixer les idées, supposons que Q, Q', Q", tendent à faire tourner, dans le même sens , autour de cette origine, et que Q'", Q'% etc. , tendent à faire tourner dans le sens opposé. Pour l'équilibre de toutes ces forces , il faudra , d'après le
Qî + QY + QY — Q^'T— Q'^î'"— etc. =o, (6)
en considérant ç, q'y q^'y q"'y etc., comme des quantités positives, aussi bien que Q, Q', Q", Q'", etc. ; par conséquent , cette équation devra coïncider avec l'équation (5) j ce qu'on vérifie , en effet, de la manière suivante.
Soient H (fig. 65) la projection du point M, OG et HG ses coordonnées x et jTy HA la direction de la force Q , A et jc^ les angles que fait cette droite avec des parallèles aux axes Ox et OjTy menées par le point H. Par le point 0, menons deux autres axes Ox^ et Qt", , le premier suivant la direction HA, et le second perpendiculaire à cette droite et tel que
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â'suDgle jOj't soit aigu .ou obtus en même temps ijiae jcOx^ ; appelons jc, et 7", les coordonnées OF et WIBL du point H ^ rapportées à ces nouveaux axes; nous axtrons, comme on sait,
.sr, =:jr COS fJi[+ ^ COS A , jr^ =ijr COS X — OTXîOSft.
Or, la perpendiculaire OK ou q, abaissée du point 0 SXMT HÂ^ devant être une quantité positive, on aura
ç = ± /, =: =b (jrcosX — orcosft),
selon que Fordonnée jr^ sera positive ou négative, on, ce qui est la même chose ^ d'après le sens qu'on SL supposé à l'axe Oj*, , selon que la force Q tendra à £aire tourner, dans un sens ou dans le sens opposé^ autour du point 0. On a d'ailleurs
Q = P sin>,
et, de plus (n* 8)
COS 0t s= sin y cos A, cos ^ =: sin 7' cos jUf
il en résultera donc
Qy = ± P(^cosflP — ;rcosÇ).
Les forces Q' et Q" tendant, par hypothèse, k faire tourner dans le même sens que Q, on aura de même
QY = ± F (y COS a' — afcosC), QY = =b P"(y'cosa" — ar^cosC'Oî
et les. autres forces Q"', Q'% etc., tendant à faire tourner en sens opposé, on aura, au contraire.
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Q'Y" = =F ^'"(j'^coscl'"' — a:'"cos^'")»
etc.
Oa prendra donc , en même temps , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs; et en les sul^stituant dans Téquation (&), elle deviendra l'équation (5); ce qu'il s'agissait de vérifier.
268. Le corps en équilibre étant toujours soumis à la pesanteur, il faudra comprendre parmi les forces données P^ V, V, etc.^ son poids appliqué suivant U verticale à son centre de gravité. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un .corps pesant posé sur un plan incliné et soutenu par une seule force. La figure 64 représente une section du corps passant par le centre de gravité G, et perpendiculaire au plan incliné; la longueur de ce plan est ÂB, sa base BC, et sa hauteur AC. On place l'origine O des coordonnées sur la verticale 6H passant par le centre de gravité , et l'on prend les axes Oz et Ox perpendiculaire et parallèle à AB : le troisième ax:e Oj, qui q'est pas représenté, serait perpendiculaire au plan de la figure. La force P sera le poids du corps , la verticale GH sa direction, et HOo: l'angle a. On aura, en outre, ar=5 0, /"sssQ, S = 90*. En prenant donc F pour la force donnée qui soutient le corps pesant^ les équations d'équiKbre du troisième cas du u"* 266 se réduiront à
Pco8fi6+P'cosa'=o, P'cosC=o, P'(jp'cosff'— yco8«')=o.
D'après les deux dernières , on aura €' = go* et
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jr^ =: o ; ce qui montre d'abord que la force P' devra âlre comprise dans le plan des a: et z ; et ^ en effet ^ œla est éyidemment nécessaire pour que celte force et le poids du corps aient une récoltante unique , perpendiculaire au plan incliné. Je supposerai que 0 soit le point où la direction de Y rencontre la vertioale 6H^ et je représenterai par OD cette direction. Ij'angle ci! ou DO.r deyra être obtus pour satisfaire à la première des trois équations précédentes ; j'appellerai cT Tangle aigu DO:i/.que fait k force P' ayec le prolongement de Ox^ de sorte.qu'on ait
cos ût' = — cos ^. '
L'angle et ott HOo: est le complément de l'inclinaison ABC du plan; en désignant la hauteur AC par A, et , la longueur AB par Ij on aura donc
h cos ût = •%;
d'où il résultera finalement
^ = P'cosJ^;
équaition d'équilibre qui fera connaître l'une des deux quantités F' et S'y quand l'autre sera donnée.
Lorsque^ par exemple, la force F sera parallèle au -plan incliné ^ on aura J" =: o, et, conséquemmenty
V : ? :: h yl
ou^ ce qui est la même chose ,
F = Psini,
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en appelant i Tinclinaison du plan. Si Ton appelle Q la pression que le plan éprouvera, et qui sera, dans ce cas , la composante du poids P suivant la perpendiculaire Oz , on aura, en même temps,
Q =: Pcosî.
369. On fait ici abstraction du frottement qui s'a-* joute à la force P^ parallèle au plan incliné, pour empêcher le corps de glisser le long de ce plan. Si cette force P' est nulle , le frottement seul peut retenir le corps tant que l'inclinaison / n'a pas atteint une certaine limite. En désignant par X cette limite, c'est-àdire , l'angle i qui a lieu lorsque l'équilibre va commencer à se rompre , et supposant qu'à cet instant le frottement est une fraction y de la pression, il faudra que la force yQ fasse exactement équilibre à la composante P sin K du poids du corps , parallèle au plan incliné. Par conséquent, on aura, à la fois,
Q = PcosA, /Q = PsinA;
d'où l'on tire
/= tangX;
ce qui fera connaître la valeur de fy d'après l'observation de l'angle A , sous lequel le mouvement commence , et qu'on appelle V angle du frottement.
Toutes choses d'ailleurs égales, l'expérience prouve qu'à l'instant qui précède la rupture de J'équilibre , le frottement est proportionnel à la pression ; en sorte que le coefficient y et l'angle A sont indépendans de la pression Q , et par suite du poids P. Ce coefficient varie avec la nature du- corps et le poli des sur--
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faces : on a aussi remarque qu'il n'atteint le maximum cle sa valeur qu'après que le contact du corps et du plaxi a eu Heu pendant un certain temps^ différent pour les corps de nature diverse; et ce n'est qu'à partir de ce maximum que le frottement est proportionnel à la pression.
En admettant cette loi expérimentale, il en résulte que si plusieurs corps de même nature , et dont les surfaces ont le même poli^ sont placés sur un plan horizontal , et qu'après un certain temps on incline • ce plan graduellement^ tous ces corps commenceront à glisser sous un même angle X, quels que soient leurs poids et l'étendue de leurs surfaces en contact avec le plan.
370. Lorsqu'un corps est posé sur un plan horizontal, la pression exercée par son poids P se distribue entre les points d'appui de ce plan ; mais quand leur nombre surpasse trois, cette distribution semble d'abord indéterminée; ce qui présenterait une difficulté que nous allons examiner.
Pour fixer les idées» supposons que ce plan horizontal soit la surface d'une table dont les pieds sont Terticanx. Dans ce plan , menons deux axes rectangulaires Ox et Ojr (fig. 65). Soient C la projection du centre de gravité du corps sur ce plan, et A, A^, A'', etc., les points de ce même plan qui répondent aux pieds de la table. Désignons par jc, eijTiyX et j-, af et y, x" et y, etc., les coordonnées de ces points C, À , A', A!', etc. , rapportées aux axes Ox et Ojr. Pour que la table ne sçit pas renversée, il faudra que le point C soit situé dans l'intérieur du polygone
AX^A'^A"' etc. Cette coddition étant remplie, k poids P appliqué an potût C se décomposera ' en forces parallèles, dirigées dans le sens de la pesanteur, et passant par les points d'appui A, A\ A'', etc. , lesquelles forces seront les charges que les pieds de la table auront à supporter. Soient Q , Q', Q", etc. , ces charges inconnues ; d'après la théorie des forces parallèles, nous aurons
P = Q + Q'4.Q"4- etc., P^. = Qx + QV + Qf'a:^' + etc., Pr. = Q^ + Oy -h QV + etc.
Qr, s'il n'existe que trois points d'appui A, A', A'\ ces trois équations suffiront pour déterminer les charges Q^ Q', Q*; mais s'il y en a trois ou un pins grand nombre, le problème sera indéterauné, et l'on pourra prendre à volonté les valeurs de toutes les inconnues, moins trois, pourvu qu'il n'en résulte, pour ces trois inconnues, que des valeurs positives. Cette indétermination aurait lieu, en effet, si la table était rigoureusement inflexible ; mais cela n'arrive jamais; et, quelque peu flexible qu'on la suppose , eUe se déformera un tant soit peu et se comprimera inégalement dans ses différentes parties. Or, la figure qu'elle prendra et la quantité doiit elle sera comprimée en chaque point dépendront non-seulement du poids P, mais aussi du nombre et de la disportion des points d'appui A, A^, A', etc.; etFune et l'autre, ainsi que la pression qui aura lieu en chacun de ces points, seront complètement déterminées dans chaque cas particulier. Toutefois, cette déter-
nination est un problème très difficile, dont la solu- 3on générale n'a pas encore été donnée , et qui appartient à la Physique mathématique. Nous nous cornerons ici à remarquer qu^ tout est nécessairemeot déterminé dans la nature, et que quand quelc]iie chose nous semble indéterminé, c'est que nous avons fait abstraction de quelque donnée du problème, c'est-à-dire, de quelque propriété de la matière , comme le degré de flexibilité de la table, dans la question présente.
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CHAPITRE n
THÉORIE DES MOHENS.
2'j I • Les momens que nous allons considérer dans ce chapitre sont ceux dont il a été question dans le n^ 4^* Ainsi , le moment d une force P est }e produit P/? de cette force et de la perpendiculaire p abaissée du centre des momens sur sa direction. Si donc ce centre est C ( fig. 66) , et que la force P soit représentée par la droite MA prise sur sa direction , son moment aura pour expression le double du triangle CAM qui a pour base cette force et son sommet au point G. D'après cela, le théorème du n^ 4^, relatif au moment de la résultante de deux forces, n'est plus qu'une proposition de Géométrie facile à démontrer.
En effet, soient MA et MB les deux composantes ; la diagonale MD du parallélogramme MADB sera leur résultante; et le point C étant en dehors de l'angle AMB et de son opposé au sommet^ il s'agira de prouver que le triangle GMD est la somme des triangles CMA et CMB. Or, on a d'abord
CMD = CMA + CAD + MAD;
en abaissant du point C une perpendiculaire CE sur la droite MB, qui rencontre en F sa parallèle AD, on
aura
CMB = ^MBXE, CAD = ^AD.CF;
et à cause de
MB = AD, CF=:CE — EF, il en. résultera
CAD = CMB — iMB.EF;
mais le produit MB.ËF est la surface du parallélogramme MÂDB , ou le double du triangle MÂD; on aura donc
CAD = CMB — MAD,
et , par conséquent ,
CMD = CMA + CMB;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
La figure suppose que la droite EF soit la différence des perpendiculaires CE et CF; elle pourrait être leur somme , et Ton modifierait sans difficulté la démonstration précédente pour l'appliquer à cet autre cas. On prouvera aussi , de la même manière , que le triangle CMD est la différence des triangles CM A et CMB, quand le point C est placé dans l'angle ÂMB ou dans son opposé au sommet.
272. Par le centre des momens (fig. 67)1 menons un plan quelconque; projetons sur ce plan la droite AB qui représente la force P en grandeur et en direction; soit Q la force représentée de même par la pro* jection A'B'de AB; le moment de la force P sera le double du triangle CAB, et celui de la force Q le double du triangle CA^B'; par conséquent, le centre des momens restant le même , le moment de la projection d'une force sur- un plan passant par ce point ^
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est la projection^ sur ce même plan^ du moment de
celte forcé.
Si Ton appelle H le moment de la force P, et K celui dé sa projection Q; que Ton élève sur les plans de ces deux momens des perpendiculaires CD et CE , et qu'on appelle J" Tangle DCE, cet angle sera aussi Tinclinaison de H sur K, et Ton aura ( n^'io )
K = HcosJ^.
Pour une même force P, langle J^ et le moment H changeront avec la position du point C sur la droite CE ; mais cette droite restant la même , le produit H cos J" ne variera pas; car K ou le triangle CA'B' ne fera que se déplacer parallèlement à lui-même, sans changer de grandeur.
2j5. Au lieu d'une seule force, considérons un système de forces quelconques P, P, P", etc. Soient H , W, U", etc. f leurs momens par rapport au point C (fig. 68). Désignons par cT^ S', J"", etc. , les angles que les perpendiculaires CÙ, Oï, Clf', etc., aux plans de ces momens, font avec un même axe CE; par Q, Q', Q", etc. , les projections de P, P', F', etc., sur le plan mené par le point C et perpendiculaire à cet axe; et par K, K', K", etc., les projections de H, H', H'', etc. , sur ce même plan. Nous aurons
K = H cos J^, K' = H' cos J^', K'' = H" cos cT^', etc.
Si Ton voulait seulement, connaître les aires des projections d'après celles des surfaces projetées, il faudrait considérer les inclinaisons cT, J^', cT", etc. , comme des angles aigus ; mais dans les usages que
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nous ferons des projections des momens, nous regarderons ces angles comme aigus ou obtus^ ou^ autrement dit, nous prendrons pour les droites CD^ CD', CD''^ etc. , les parties des perpendiculaires aux plans des mooiehâ H^ H\ H''^ etc., qui font des angles aigus ou obtus avec l'axe CE , selon que les projections Q, Q'> Q''* c*c- f des forces P, P', P, etc. , tendront à ibire tourner autour du point C, dans un sens con-* venu, ou dans le sens opposé. Ainsi , dans la figure , les angles DCE^ D'CE^ D"CE, étant aigus^ et les angles D'^CE y D'^CEy etc. , étant obtus, cela suppose que les forces Qy Q', Q% tendent à faire tourner dans un même sens, et les forces Q'^', Q'% etc. , dans le sens opposé. Les droites CD'' et CD^'^ étant le prolonge-^ ment Tune de l'autre, cela signifie que les forces F' et P'^' sont comprises dans un même plan passant par le point C, mais qu'elles tendent, ainsi que leurs projections Q" et Q''', à faire tourner en des sens opposés.
En appelant S la somme des valeurs positives ou négatives de K, K', K'', etc. , nous aurons
S = H cos <r + H' cos cT' + H^ cos ^' + etc. ;
abstraction faite du signe , S sera la somme des momens des forces Q , Q', Q", etc* , qui tendent à faire tourner dans un sens , moins la somme des raomens de celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé ; d'après le théorème du n* ^7^ î» quantité =^ S exprimera donc le moment de leur résultante qui tendra à faire tourner dans le sens des forces qui répondent aux angles aigus /, ^\ /", ou aux angles
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obtus ^"'f J^'% etc. , selon que la valeur précédente
de S sera positive ou négative.
Si Ton change à la fois toutes les droites CD, CD', CD"^ etc., dans leurs prolongemens, les angles eT, <:^^ cT't etc., se changeront dans leurs supplémens, et S deviendra — S. Il en sera de même lorsqu'on remplacera l'axe Œ par son prolongement CE'.
La somme S, comme chacune de ses parties, sera indépendante de la position du point C sur Taxe CE; elle -ne dépendra que du système des forces P, P', P^'^ etc., de la position de cet axe et de sa direction perpendiculaire au plan de projection. Dorénavant nous appellerons cette quantité S le moment des forces P, F, P^, etc. , par rapport à Taxe CE.
^74' D'après cette définition ^ les trois quantité L, M, N , du n"" 361 , seront les momens des forces P, P', P", etc. , par rapport aux axes des coordonnées positives de leurs points d'application.
Pour le faire voir, soit Q la projection de la force P sur le plan des x eXjr^ et q la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur sa direction, de sorte que son moment par rapport à ce point ait Q9 pour valeur. Supposons que la force Q agisse de A vers B ( fig. 69 ), et que AC et AD soient les coordonnées X Qijr de son point d'application A, rapportées aax axes rectangulaires Ox et Oj. Soient aussi X et fju les angles BAC et BAD' que fait la force Q avec les prolongemens de x et^ ; les composantes dirigées suivant AC et AD' seront Q cos A et Q cosytt, et leurs momens par rapport au point 0, ^Q cos A et jcQ cos^t; d'apiès la figure, elle tendront à faire tourner en sens
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contraire Tune de l'autre » et la force Q, dans le sens de Qcos)E<e; on aura donc
Qq = vTQcosfi — ^QcosA.
En examinant les différentes positions que peut avoir le point A, et les diverses directions qu on peut supposer à la force Q, il est aisé de voir que cette équation subsistera quels que soient .lés signes de jc, y y cos A , cos ft, pourvu que la force Q, transportée au point E ou F, où sa direction rencontre l'axe des x ' ou des j^ tende à faire tourner l'axe Q'x des x positives, dans l'angle des a: et ^positives, et, conséquemment , l'axe Oj des^ positives, en dehors de cet angle, comme cela est indiqué par les flèches s et st. Si le contraire avait lieu, c'est-à-dire, si la force Q, ainsi transportée , tendait à faire tourner l'axe des y positives, dans l'angle des x et y positives, et, par conséquent, l'axe des x positives, en dehors de cet angle, on aurait
Q^=^cosA — :rQcosjEt,
quels que soient aussi les signes de x^y^ cos A , cos /ec, U suit de là que si S est le moment des forces P, P', P*, etc. , par rapport à l'axe des z positives, et que l'on regarde les angles ^T, /', cT'', etc. , du numéro précédent, comme aigus ou obtus, selon que les projections Q, Q', Q'Vetc, de ces forces tendent à faire touroer" l'axe des x positives , dans l'angle des coordonnées x e\y positives , ou en dehors de cet angle, on aura
S = Q (a: cos|t — y cos A) -f- Q' (•3?' cos fâ! — ^cos A') + Q" {x'' cos /a" —f cos A") -h etc. j
x\ y y X', f/!; Jp">y> >^'f f^"$ etc., étant ce que deyiennent x , y^ ^ ^ j^ > relativement aux forces Q', Q", etc.
Soient , de plus, a, ff, 5. ; et', ff', y'; a", Ç", y"; etc., les angles que font les directions des forces P, P', P*, etc. , avec des parallèles aux axes des x , j, z; on aura
Q=Psiny, Q'=P'siny', Q" = P''siny% etc.,
cos et = sin y cos A, cos ce'= sin y^cosA', 003*"= sin y"cos a", etc. , cosC=sinycos/c^ cosC^isïuycosfi^y cose"=siny''cos/*'', etc.;
et d après ces valeurs , celle de S coïncidera avec la quantité L du n"* a6i . Ainsi L est le momentdes forces P, P', P% etc. , par rapport à Taxe des z positives; et selon qu'il est positif ou négatif, ce système de forces tend à faire tourner le plan des xetz positives autour de cet axe y dans Fangle trièdre des coordonnées positives , ou en dehors de cet angle.
Maintenant, si l'on substitue respectivement les axes des z, x^jr, positives, à ceux des JC,^, z, positives, L se changera dans M; il s'ensuit donc que M est le moment des forces P, P', P", etc., par rapport à l'axe des^ positives, et que, selon qu'il sera positif ou négatif, ce système de forces tendra à faire tourner le plan des zetj" positives autour de cet axe, dans l'angle trièdre des coordonnées positives, ou en dehors de cet angle. Cela fait, si Ion remplace de même les axes des z, X, j-, positives , par ceux des^, z, x, positives, M se changera en N; par conséquent, N sera le moment des forces P, P', P'', etc. , par rapport k l'axe des x positives; et suivant qu'il sera positif ou négatif, ce
STATIQUE, SEœWDE PARTIE. 533
sjstème de forces tendra k faire tourner le plan des^ et a: positives autour de cet axe , dans l'angle des coordonnées positives^ ou en dehors de cet angle trièdre.
Les trois quantités L/ M , N, sont donc^ comme on l'a dit, les momens d'un même système de force par rapport aux trois axes des coordonnées positives de leurs points d'application ; et les signes de leurs valeurs, telles qu'elles sont écrites dans le n"" 261 , répondent à un sens de rotation connu , autour de chaque axe supposé fixe.
2j5. La première valeur de Qq du numéro précédent, est la même chose que
Qq = orPcos^ — P^cosa.
En appelant H le moment.de P par rapport à l'origine des coordonnées^ et cT l'angle compris entre une partie de la perpendiculaire au plan de ce moment et l'axe des z positives^ on aura donc ( n* 372 )
H cos ^ = P ( ô? cos C — ^ cos rt ) ;
ce qui suppose que cette partie de la perpendiculaire au plan de H^ soit celle qui fait un angle aigu ou obtus avec l'axe des z positives, selon que la quantité comprise entre les parenthèses est positive ou négative. Soient cTi crt cT^ les angles que fait la même partie de cette perpendiculaire avec les axes des^ et des x positives ; on aura de n>eme
HcoscT, = P(zcosât — xcosy),
HcoscTft = TÇjrcosy — zcosÇ).
Si donc on fait , pour abréger ,
{xcosC — jrcoaa.y'^'(jico8aL^xco3yy+(jrcosy—zcoBC)*=p^^
etqu'on regarde /i comme une quantité positive^ il en résultera
H = ¥p, k cause de
cos*«r + cos*<r, + cos*<r. = i;
par conséquent , on aura
cos cT = - (x cos S — J" cos * ), cos cTi = - (5J cos a — a: cos 3^ ) ,
cos <r. = - (jrcosy -^ zcùsC),
pour déterminer sans ambiguïté les trois angles J", cTt , J^ft. L'angle «T sera aigu ou obtus , comme on Fa supposé , selon le signe de x cos € ^^j cos a, et les angles ^^ et cT. y selon les signes de z cos a — x cos y et y cos 5^ — 2 cos €•
On yérifiera aisément ces formules. En effet ^ représentons réquation du plan qui comprend l'origine des coordonnées et la force P, par
Att + Bi' + Cfv = o;
UfV^'Wy étant les coordonnées courantes. Les coordonnées du point d'application de cette force étant Xy jf 2, il faudra qu'on ait
Ax + B^ -f- Cz = o;
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de plas les éqaations d'une droite menée par l'origine des coordonnées et parallèle à cette force , seront
V cos CL =iu cos €, w cos a z=z u cos y;
et cemme cette parallèle est aiissi comprise dans le plan que Ton considère, îl en résultera cette seconde éqaation de condition :
A cos a 4- B cos C + C cos 5. = o. De ces deux équations, on tire
p __^ A ( or cos C — jr cos a ) "^ J' cos y — Z cos Q *
^ A ( « cos m — X cos y ) D == — -— — *
jr cos y — z cos C '
et en substituant ces valeurs dans Féquation du plan.^ elle devient
v{jrcoB y — z cos C) +v(z cos a — x cos >)+w(j: cos ff— j*cos«):=o .
Or, d'après les formules connues ( n* 17 ) , les cosinus des angles J", cTt, ^^y que fait la normale à ce plan avec les axes des u, v^ w, qui sont aussi eeux des or, ^, z, auront pour valeurs les formules qu'il s'agissait de vérifier.
En vertu de l'équation H = Pp, la quantité- p est la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la direction de la force P. C'est aussi ce qui se vérifiera sans difficulté , en prenant le pied de cette perpendiculaire pour le point d'application de P; car^ si l'on appelle r le rayon vecteur de ce point, qui sera alors cette perpendiculaire^ et ^ ^ /« , y, les angles que
fait sa direction avec les axes des Xyjy z, on aura
X = rcosA, y = rcos/x., z = rcosj.;
et en substituant ces valeurs dans celle de j^y et ayant égard aux e'quatîons ( n®* 6 et 9 )
cos* a + cos* & H- cos* y z=z \ y
cos* A + cos*ft + cos* y = I ,
COS OL COS A + COS ff eus jE^ -+- cos y cos y = o,
on trouvera
p^ =z r^ ou p z=z r.
2j6. Les momens d'un même système de forces par rapport à difFérens axes , jouissent de propriétés remarquables qui sont une conséquence immédiate de celles des projections des surfaces planes sur diflférens plans, que nous allons maintenant exposer.
Soient Ox , O/*, Oz , trois axes rectangulaires qui se coupent en un point O ( fig. 70 ). Menons par ce point trois autres axes Ox% Oy, Oz' , aussi rectangulaires. Pour déterminer les directions de ces nouveaux axes par rapport aux premiers^ faisons
xOx^ = et y yQx' = S , zOor' = > ,
o^f =. a! y joy =n Cy -soy = y,
xOz' = a" y 7O2' = €\ zOz' = y";
et considérons e^ C, y y etc. , comnie étant neuf angles donnés y aigus ou obtus. Leurs cosinus seront liés entre eux par six équations. En considérant successivement les trois droites Ox\ Oy% Oz'y on aura d'abord
cos* a + cos' 6 + c^s* y = ^ f ] cos* cl' + cos* €' + cos* y s=z i , > (i) cos« fit" + cos* C + cos* y =z= I ; )
et à cause que a/Oj' , ar'Ojg', j'Oz", sont des angles droits, on aura aussi
cos * cos uf + cos € cos f -|- cos y cos y = o , ) cos a cos a"+ cos € cos ^'+ cos > cos y = o , ^ (2) cos a' cos a"+ cos ^' cos C + cos y cos 3." = o . )
Les neuf angles a, a', a", etc. , détermineront réciproquement les directions des premiers axes Ox, Oj^, Oz , par rapport aux seconds Ox\ Oy, 0/. De cette manière on aura d'abord
cos* et -j- cos* a' -f- cos* et!' z=s j , ) cos* e + cos**g' + cos* C = I , > (5) cos* y + cos* y + cos* y' := 1 , '
et , en outre ,
cos a cos 6 + cos a' cos ^' + cos a" cos f = o , i cos a cos 5^ + cos a' cos jr' + cos a" cos 5/" = o A (4) cos € cos 7^ + cos C cos j'' + cos S'' cos 5." s= o ; )
équations qui^seroDt équivalentes aux six précédentes^^ et pourront leur être substituées.
Soit a l'aire d une surface plane terminée par un contour quelconque , et située dans un plan passant par le point 0 ; par ce point , élevons sur ce plan une perpendiculaire OD, et faisons
xOD = q, jOD = q', zOD = q\
Ces trois angles aigus ou obtus , détermineront la di-
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rectioa de OD et celle du plan de a ; s'ils se changent tous les trois dans leurs supplémens , la droite OD se changera dans son prolongement , et le plan de a restera le même.
Appelons aussi /?, p\ p", les projections de a sur les plans yOz , jcOz , xOjr^ nous aurons ( n* lo )
p^=:a cos Çf p' z=a cos ç', p^ =:a cos q'.
Soit, enfin, b la projection de a sur un quatrième plan , qui sera, si Ton veut , le plan^'O/, et c Tangle or'OD ; on aura aussi
b = acosCf et , d'après la formule (2) du n' 9 ,
cos c = cos q cos a + cos q' cos 6 -j- cos ç* cos y ; (5) d'où Ton conclut
6 = I? cos ût +/)' cos € +/>" cos y ; (6)
équation qui fera connaître la projection d'une aire a sur un plan quelconque , lorsque l'on connaîtra ses projections sur trois plans rectangulaires.
. Comme l'équation (5) n'a lieu qu'en tenant compte des signes des cosinus qu'elle renferme , il s'eosnit qu'il faut de même avoir égard , dans l'équation (6)» aux signes des projections p, p', p'\ et les considérer comme des quantités positives ou négatives, selon que la perpendiculaire OD au plan de a fait des angles aigus ou obtus avec les axes Ox, Oj", Oz.
2'j'j. Gela posé, considérons de même un nombre quelconque d'aires planes a, cl ^ d\ etc., situées dans des plans différens; projetons toutes ces aires sur les
STATIQUE, SECONDE PARTIE. 53g
trois plans ocOj', xOz^ jrOzj et ajoutons ensemble les projections faites sur un même plan , en ayant égard à leurs signes , ainsi qu'il vient d'être dit. Soient A , A', A", les trois sommes qu'on obtiendra de cette manière ; soit aussi B la somme des projections de a^ a' y cCy etc. , sur le plan ^'Oz' ; en formant pour chacune de ces aires, une équation semblable à l'équation (6), et ajoutant ensuite toutes ces équations y on aura
B = Acosât + A'cos^ + A^'cos^.
Représentons encore par B' la somme des projections de a, a', d\ etc. , sur le plan jc'Ojz'. Il est évident que la valeur de B' se déduira de celle de B , par la substitution de l'axe 0^' perpendiculaire à ce plan , à Taxe Qaf perpendiculaire au plan yOz'^ c'està dire^ en mettant dans la formule précédente a!, C\ y\ au lieu de a, ^, > ; ce qui donne
B' = A cos a' + B cos 5' + C cos y^ .
Si Ton représente de même par B'' la somme des projections, de a^ a! ^ a", etc. , sur le plan oc^^fj sa valeur se déduira de celle de B , en y substituant a", Ç\ y' y au lieu de et, €, y; d'où il résultera
B" = Acosa" + Bcos^" + Ccosy'.
De ces valeurs de B, B', B% et en ayant égard aux équations (5) et (4) , on tire réciproquement
A = Bcosa + B'costt' + B^'cosa", ) A'=Bcos^ + B'cos^' + B"cose', > (7) A^=Bcos5.+ B'cos>'H-B'cos/. )
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Ces (lifTérentes équations nous montrent que les projections des surfaces planes sur difierens plans » suivent les mêmes lois que celles des lignes droites sur des droites différentes.
2j8. En faisant la somme des carrés des valeurs de B, B', B'', il vient, d'après les équations (5) et (4),
ce qui fait voir que la somme des carrés de ces trois quantités B , B', B% ne varie pas avec la direction des trois plans rectangulaires de projection auxquels elles se rapportent. Dans le cas particulier où toutes les aires a, a\ a", etc, , sont dans un même plan, cette somme n'est autre chose que le carré de laîrc totale a + ^' + a' + etc. ; et si Ton prend ce plan pour celui des axes Ojr et Oz, par exemple, on aura évidemment
A = a + û' + a*-j-etc. , A'ssro, A"=o.
Cherchons actuellement ce que la même somme représente dans le cas général où lesAaires a, à!f a'f etc. , sont situées dans des plans quelconques.
L*équation (8) donne
la somme B, qui varie en passant d'un plan de projection à un autre, est donc la plus grande possible , quand on a B' = o et B' = o ; et alors elle est égale à \/A* + A'* + A'S Ainsi , la quantité constante dont il s'agit représente , dans le cas général , la plus
grande somme des projections sar un même plan ^ des aires planes que l'on considère dans l'espace.
2jg. Le plan^'Oz' qui repond à cette plus grande projection / jouit de propriétés importantes en mécanique , que nous ferons connaître dans la suite de ce traité. Sa position est facile à déterminer , d'après les équations B' = o et B" = o , qui le caractérisent.
En effets les équations (7) se réduisent alors à
À = B cos a , A' = B cos € , A' = B cos y ;
d'où Ton tire
cos a
cos
cos y =
Lors donc que l'on connaîtra les sommes A^ A', A% des projections sur trois plans rectangulaires jOx , âiOZf xOjr, choisis arbitrairement , on pourra immédiatement déterminer la direction du plan^'Oz' de la plus grande projection , au moyen des trois angles a,, € , y, qui se rapportent à la droite Oo:' perpendiculaire a ce plan. Quant à sa position absolue dans l'espace , il est évident qu'elle est indéterminée ; car les projections de chacune des aires a, a% a% etc. , et, par conséquent, la somme de ces projections, sont les mêmes sur tous les plans parallèles.
La somme des projections des aires a, af
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a% etc. , est égale sur tous les plans également inclinés sur celui de la plus grande projection.
Pour le démontrer ^ prenons le plan perpendicalaire à la droite OD ; désignons par C la sonmie des projections de a^ dy a'^ etc. , sur ce plan; soient toujours ç, q', q'f les angles que cette droite OD fait avec les axes Qx^ 0/, Oz, et c Tangle or'OD qui mesure rinclinaison de ce plan sur celui de la plus grande projection. On aura , d'après ce qu'on vient de trouver ( n** 277 ) ,
C = A cos 9 -|- A' cos q' + A' cos q'.
En substituant B cos et, B cos € , B cos y , khi place de A, A', A% on aura donc
C == B (cos et cos 5^ -4- cos ê cos ç' -h cos y cos q^) ,
ou bien , en vertu de la formule {5), G =: B cos c ,et, en mettant pour B sa valeur,
' C = v'A' + A'* + A'* cos C}
par conséquent , la valeur de G est la même pour tous les plans qui font le même angle c avec le plan yOz' de la plus grande projection.
Cette valeur diminue à mesure que l'angle c approche de 90^; elle est nulle pour tous les plans perpendiculaires à ^'Oz'.
281. Pour appliquer maintenant à la théorie des momens ces propositions relatives aux projections des surfaces planes, il suffit de supposer que les aires Uf d, a", etc. , sont les doubles des triangles qui ont pour sommet commun le point 0, et pour bases les
roites qui représentent , en grandeur et en dîrecîofi, les forces P, P', P*, etc. , que l'on a considérées •récédemment. Leurs momens L^ M , N^ par rapport ax axes Oz , Ojr, Ojc , des coordonnées positives de surs points d'application ( n"" 274 ) seront alors les ommes des projections de a, d^ct^ etc.^ sur les plans xX^x^ ^xfiZjjiiz^ et voici les conséquences qui résultat des propositions qu'on vient de démontrer :
i*. En appelant E le moment des forces P, P', P*, etc. 9 par rapport à un axe passant par le point O^ qui fait avec les axes Oo:, 07-, Oz, des angles 6 , g', 6% aigas ou obtus , on aura
E = N cos £ + M cos h' + L cos i.
^. Parmi toutes les directions autour du point 0, de Taxe du moment E^ il en est une pour laquelle ce moment est le plus grand possible et égal à
V'L* + M* H- N*. Par rapport à tout autre axe , passant toujours par le point 0 et perpendiculaire à celui du plus grand moment, le moment E est zéro, et il est égal k \/L* + M» + N* cos /, relativement
à un axe qui fait langle cT avec celui du plus grand
moment.
3"*. Enfin, si Ton appelle ^c, ^, ^, les angles que
fait l'axe du plus grand moment passant par le point 0,
avec les axes Ox, Oj-, Oz, des momens N, M, L , et
que Ton désigne par G la grandeur de ce plus grand
moment , on aura
^ cosa = rr, cosb = -p-, cos>=^.
et , en mênie temps ,
G = v/L* + M* +ir%-
d'où il résulte qu'en prenant sur les axes Ox, Oj, Oz, à partir du point 0 , des droites proportionnelles aux momens Ny M^ L^ et achevant le parallélépipède dont ces droites seront les trois côtés adjacens^ la longueur de sa diagonale représentera la grandeur du plus grand moment , et cette droite sera l'axe de ce moment principal.
Ces théorèmes remarquables sont dus à Euler. Ils établissent une parfaite analogie entre la composition des momens et celle des forces ; analogie qui tient à ce que les forces étant représentées par des lignes droites » les momens sont exprimés par des surfaces planes^ qui se projettent sur des plans différens, de la même manière que les lignes sur des droites différentes ( n® 377 ).
282. Le point 0 et le système des forces P, F, P*, etc., étant donnés, j'appellerai moment principal de ces forces, leur plus grand moment 6. Si l'on transporte toutes ces forces parallèlement à ellesmêmes, en ce point 0, elles auront une résultante que je désignerai par R , et dont les composantes , suivant les axes Ox, Oj^, Oz, seront les trois quantités X, Y, Z, du n' 261. La considération de cette résultante et du moment principal, fournit un énoncé très simple des résultats du chapitre précédent.
Pour l'équilibre des forces P, P', P*, etc. , appliquées à un corps solide entièrement libre , il suffira que la résultante R et le moment principal G soient
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égaux k zéro ; car , à cause de
les équations R == o et G = o , entralaeront les six équations d'équilibre du n* 261 .
On eu peut conclure que pour qu'un système de forces fasse équilibre à un autre, il est nécessaire et il suffit ; i"". que les résultantes R qui ont lieu dans ces deux systèmes soient égales et contraires ; 2: que, pour un même point 0 , leurs momens principaux soient égaux et répondent à des axes dirigés en sens contraire, ou dont l'un soit le prolongement de l'autre. La résultante R et sa direction , le moment principal et la direction de son axe, resteront les mêmes, dans toutes les transformations qu'on peut faire subir à un même système de forces, et, généralement, pour deux systèmes de forces équivalens.
Soient a, b , c, les angles que la force R fait av^c les axes Ox, Ojr, Oz, on aura
cos a = ^ , cos 6 = g- , cos c = g-.
Soient aussi ro l'angle compris entre sa direction et Taxe du moment principal ; a, G ,y, étant les angles que fait cet axe avec Oor, Ojr, Oz, nous aurons
cos fi> = cos a cos a 4- cos b cos € + cos c cos y,
ou., ce qui est la même chose ,
XN + YM 4- ZL
cos G? = gg .
n s'ensuit donc que la condition d'une résultante I. 35
unique qui est exprimée ( n** 263 ) par l'ëquattoa
XN + YM + ZL = o,
consiste en ce que Taxe du moment principal G et la direction de la résultante R doivent se coupera angle droit. C'est ce qu'on vérifie , en effets en observant que si les forces P, P'^ P'^ etc. , dans leur véritable position^ ont une résultante unique^ cette force doit être égale et parallèle à R^ et que son moment par rapport âu point 0^ doit aussi être le moment principal G ; en sorte que l'axe du moment principal est alors perpendiculaire a cette résultante transportée au point 0 parallèlement à elle-même; mais ce raisonnement ne suffirait pas pour prouver que réciproquement, quand l'équation précédente a lieu ^ les forces données ont une résultante unique.
285. Je transporte le point 0 en un autre point quelconque que j'appelle 0, ; je désigne par jet,, j^„ js., les coordonnées de 0,, rapportées aux axes Ox, Ojr^ Oz, et par L, , M,, N.^ ce que deviennent L, M, N , relativement à ce point 0, : les valeurs de ces dernières quantités se déduiront des premières ( n® 261 ) , en j mettant x — oc^j j — jr^ , z — z, » à la place de J7, ^, ;? ; et îl en résultera
M. = M -f- Zor, — Xz., \ {a)
N. = N + Y^. - Zr.. (
Ces foroiules montrent que quand P, P', P*, etc. , se réduisent à des forces égales, parallèles et dirigées en sens contraire, mais non directeoient opposées,
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auquel casoD aX= o, Y=:o^ Z=70> les quantités Lr , M, , N, ^ sont indépendantes des coordonnées du point 0| ; en sorte que la grandeur du moment principal et la direction de son axe ne varient pas avec la position de ce point. En effet, quelque part que soit placé le point 0, ^ il est évident que Taxe du moment principal des deux forces parallèles qu'on peut substituer aux forces données F, P', P', etc. , est la peipendiculaire à leur plan; et nous savons d'ailleurs (a? 43) ^^^ 1^ somme des momens de oes deux forces qui sera le moment principal des forces données^ est une quantité constante*
Dans tout autre cas, le moment principal change avec la position du point 0, ; et Ton peut demander quel doit être ce point, ou ces points, s'il 7 en a plu-* sieurs, pour lesquels ce moment est un minimum. En le désignant généralement par 0| , c'est-à-dire , en faisant
nous aurons
G.' = (L+Xr,-Ya:.)«+ m+Zx,—Xz,y+ (N +Yz,-Zjr, )\
Si l'on égale à zéro ses trois diffék*ences partielles par rapport à or,, ^g, z, , afin de déterminer sa valeur minima, et si l'on observe que
on obtient trois équations qu'il est facile d'écrire sous cette forme :
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R*x. =x(Xjc. 4- Xr. +Z^. ) + YL— ZM, R'jr.=Y(Xx.+Yjr. + Zz.) + ZN-XL, R% =2 (Xx. + Yr,+Zz.)+XM— YN.
Or, si Ton ajoute œs trois équations après les ayoir multipliées par X , Y, Z, on trouve, une équation identique; il s ensuit donc que Tune d'elles est une suite des deux autres ; et comme les coordonnées x^jjTtf Zt, ne s y montrent qu'au premier degré, elles appartiennent à une ligne droite qui est le lien des centres des momens, par rapport auxquels le moment principal est au minimum. Il n'est pas nécessaire d'examiner lequel a lieu du maximum ou du nûmmum; car il est évident que la valeur de G, croit indéfiniment avec les variables x^^ jr^, 2. , et n'est pas susceptiUe de maximum.
2i84* En éliminant la quantité Xa7| + Yjr^ -f- Zz, , entre les équations précédentes, prises successivement deux à deux , on trouve
Yz. - zr. + N = x(NXJ:_ML.+ J^-J
équations qui appartiendront aux projections sur les trois plans des coordonnées du lieu des centres des momens principaux minima.
On en déduit
r — NX -f MY + LZ , X
^« — ïï ' W
pour la valeur du moment principal mininuim, qui est ainsi la même pour tous les centres 0,.
Si Ton appelle ot,, ^, , y^j les angles que Taxe du moment G, fait avec des parallèles aux axes Ox^ 0^', Oz, menées parle point 0,, on aura
cos a, = g- , cos b, s= ^, cos 5., = ^^ ,
quel que soit le centre des momens ; et, d après les équations (a), (i), (c), il en résultera , en particulier, pour un point O, appartenant à la droite déterminée par les équations {b) ,
cosot, = g^, cos^, = g^, cos^>. =g;;
ce qui montre que les axes de tous les momens principaux mi/zima^dont la valeur commune est donnée par la formule (c), sont parallèles entre eux et à la direction de la force R.
Quand les forces données ont une résultante unique, il est évident que la plus petite valeur de G, doit avoir lieu lorsque le point 0, est pris sur sa direction ; ce qui rend cette valeur égale à zéro. Réciproquement, si la valeur de G, est nulle par rapport à un point 0, , on en conclura que les forces données P, P', P*, etc. , ont une résultante unique, passant par ce point; car si elles se réduisaient à deux forces non comprises dans un même plan , on pourrait faire passer Tune d'elles par le point 0,, et réduire leur moment principal à celui de Fautre force, lequel ne serait pas zéro, contre riiypothèsc. On conclut de là que la condition néces-
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saire et suffisante pour que les forces données aient une résultante unique, consiste en ce que leur moment principal puisse être égal à zéro. Ce moment étant alors un minimum , la condition dont il s'agit sera exprimée par l'équation
LZ + MY + NX = o,
d'après la formule (c) ; et le point 0, auquel il se rapporte , appartenant à cette résultante , les équations de la droite suivant laquelle elle est dirigée , seront
X;-, — Yar, -f- L = o, Zxt — Xj3, + M= o, Yz. — Z^. +N = o,
en vertu des équations (b). Ces résultats coïncident avec ceux du n"" :k65 qu'on a trouvés par d autres con« sidërations.
CHAPITRE m
EXEMPLES DE L'EQUILIBRE D'UN GOmPS FI.EXiJNLE.
§ t". Équilibre du poljgone funiculaire.
385. On appelle, eo général , machine Jwiiculaire, tout assemblage de cordes liées entre eUes par des nceuds fixes , ou simplement passées dans des an« neaux qui peuvent couler le long de ces cordes. Le Dombre des cordons qui viennent aboutir à im même nœnd peut être quelconque ; mais pour simplifier la question , nous supposerons que chaque nceud n'assemble jamais que trois cordons; et , en premier lieu, nouB exclurons les anneaux mobiles.
Prenons donc une corde parfaitement flexible et dune longueur quelconque , dont A et B (fig. 71 ) soient les deux extrémités. Soient M, M', M'^ etc. , différens points de cette corde ; attachons à ces points des cordons MG , M'G^ M'C% etc. , suivant lesquels agiront des forces données P, P', P', etc. ; applîqucms aussi au point M une force donnée H , agissant dans la direction du cordon MA , et au dernier des points M^ M', M'', etc. f une autre force donnée K, dirigée vers le point B. Dans Tétat d'équilibre, cette corde flexible formera un polygone dont les sommets seront
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les points A , M , M'^ M%... B^ et que nous appelle^ rons spécialement un poljgone funiculaire. Il s'agit de trouver les conditions que les forces données H , P, P', P, . . . K , doivent remplir pour que cet équilibre soit possible , et de déterminer la figure du polygone qui convient à cet état.
Pour trouver ces conditions , je pars de ce principe évident que si l'équilibre existe^ chacun des cordons MM', M'M*, etc., doit être tiré, à ses deux extrémités, par des forces égales , dirigées suivant ses prolongemens ; car si ces deux forces n^avaient pas la même direction que le cordon , rien ne les empêcherait de le faire tourner; et si elles n'étaient pas égales et contraires, elles feraient avancer le cordon suivant sa direction.
11 s'ensuit d'abord que la résultante des deux forces H et P, appliquées au point M , doit coïncider avec le prolongement MD du cordon M'M. On peut donc transporter le point d'application de celte force au point M' situé sur sa direction (^n'' /^i); enXdi composant ensuite avec la force P', appliquée à ce point, il faudra que cette seconde résultante , qui sera celle des trois forces H , P, F, coïncide avec le prolongement M'D' 4p^ cordon JVTM'; et, par conséquent, il sera permis de la transporter au point M^ Je prends encore la résultante de cette force et de P" qui agît en ce même point M* ; j'ai , de cette manière, la force qui tire le cordon M"M"' à son extrémité M", et qui doit être dirigée suivant son prolongement M"D". Cette force est, comme on voit, la r^ultante Ae& forces H, P, P', P"; un raisonnement semblable prour*
yerait qne la force qui tire le même cordon k son extrémité M'", et qui doit coïncider avec son autre prolongement M'^'D'", est la résultante des forces P% P'% . . .y K ; ces deux résultantes sont donc égales et directement opposées; et, conséquemment, la résultante de toutes les forces données H, P, P', P*. . . . K, doit être égale à zéro. On parviendrait évidemment au même résultat , en considérant les forces qui agissent aux deux extrémités de tout autre côté du polygone. Ainsi, les forces appliquées au polygone fiinicnlaire doivent %tre telles qu'en les transportant en un même point parallèlement à elles-mêmes, elles s*y fassent équilibre ; ce qui donne ^ comme on sait , trois équations entre les grandeurs de ces forces et les angles que font leurs directions avec trois axes rectangulaires menés par ce point. Ces équations sont (n? 35 )
Hcosa4-Kcos6-f-Pcos(X-f-P'cosot'+etc.= o, ) Hcos6-|-Kcos/+Pcos^+P'cosg'-f-elc.=o, > (a) H cosc4-Kcosg+Pcos5r4-P'cosy4-etc-=o; î
a, e^ ctj a% etc. , désignant les angles relatifs à Fun des axesj è,/", C, €% etc., les angles relatifs à un autre axe; et c, g, 5^, >', etc., ceux qui répondent au troisième.
386. Lorsque les forces H, P, F, P",. . . K, et les directions des cordons par lesquels elles agissent, ne satisferont pas à ces équations, il sera impossible qu'elles se fassent équilibre par le moyen du polygone funiculaire, quelque figure qu'on lui donne; mais toutes les fois que ces équations seront satis-
faites, on pourra donner au polygone une figure telle que l'équilibre ait lieu. Les grandeurs et les directions des forces H, P, F, P",. . . K, étant données, cette (igure est déterminée, et sa constructiou résulte de la suite de compositions de forces que nous venons d'indiquer.
En effet, connaissant les directions des cordons MA et MC, par lesquels agissent ks forces H et P, on déterminera la grandeur et la direction de leur résultante. Sur le prolongement de cette direction, à partir du point M, je porte la longueur donnée du côté MM'; cela fait, j'applique au point M' la résultante de H et P suivant la ligne M^M, et la force F suivant la direction donnée du cordon M!G. Je prends la résultante de ces deux forces, et sur le prolonge-ment de sa direction , à partir du point M', je porte la longueur donnée du côté M'M". Maintenant, je fais au point M'' une construction semblable à celle que je viens d'indiquer pour le point M ; j'applique en M'' la dernière résultante sur le côté 'Ml'W, et la force P'' suivant la direction donnée du cordon M'^C; je compose ensuite ces deux forces en une seule, et, sur le prolongement de celle-ci, je porte la longueur donnée du côté M''M^
Je continue ainsi jusqu^à ce que je sois parvenu au dernier des nœuds M, M^, M'', etc., qui sera , je suppose, le point M*% de sorte que M'^B soit le dernier côté du polygone. Sa direction est connue, puis** qu'elle représente celle de la force extrême K, qui est donnée par hypothèse. Il faudra donc qne la direc«* tion prolongée de la résultante des deux forces appli- j
quées au point M^% suivant le côté M'"M'^et suivant le cordon M"C'% coïncide avec la direction donnée du côté M"'B. C'est, effectivement, ce qui arrivera toujours; car, d après notre construction, la force dirigée suivant M *^M''' n'est autre choise que la résultante des cinq forces H , P, P, P", P'", transportées au point M'^ parallèlement à leurs directions ; en la composant avec la force P'% dirigée suivant M*'C'% on aura la résultante de toutes les force$ données , moins la force K; or, en vertu des équations (a), qu'on suppose satisfaites, cette résultante est égale et directement opposée à la force K (n"" 35).
Si l'on mène par le point A, les trois axes auxquels se rapportent les angles a, e, êL, a', etc., b, f, Ç, C% etc. f c, g,y,y', etc., les coordonnées de chacun des sommets du polygone, rapportées à ces axes, seront les projections sur ces mêmes axes de la partie da polygone comprise depuis le point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calculer, en fonctions de ces angles, des longueur des côtés du polygone et des forces données ; les formules générales que Ton obtiendrait de cette manière serviraient, dans chaque cas,' a construire directement tous les sommets du polygone, ou seulement un ou plusieurs de ces points ; mais il est plus simple de déterminer succès sivement, et les uns au moyen des autres, les différens côtés du polygone, ainsi qu'on vient de l'indiquer.
287. Quand les forces données remplissent les conditions exprimées par les équations (a), et qu'on a fait prendre au polygone la figure propre à l'équi-
libre, rintensité commune des deux forces égales et contraires qui tirent chacun des côtés suivant son prolongement, est la tension que ce cordon éprouve; il est donc important , dans la pratique , de calculer cette tension , et de s'assurer, par l'expérience, qu'elle ne dépasse pas celle qu'un cordon du même diamètre et de la même matière peut supporter sans se rompre.
Or, d'après ce qu'on vient de voir, cette tension variera d'un côté à lautre du polygone; la tension du côté MM' sera égale a la résultante des forces H et P, ou à celle des forces P', P", P'",. •. K; la tension du côté M'M'' sera égale à la résultante des forces H, P, F, ou à celle des forces P",P'",. . . K; et ainsi de suite. Il sera donc aisé, dans chaque cas particulier, de déterminer les tensions qu'éprouvent tous les côtés du polygone en équilibre, lorsque les grandeurs et les directions des forces H, P, P', P", ... K , seront toutes données.
Si les points extrêmes A et iS du polygone sont fixes, les forces H et K représenteront à la fois les tensions des cordons qui aboutissent à ces points et les pressions que ces points éprouvent. Dans ce cas, les valeurs de H et K, et des angles a, b, c, e,J*, g, qui déterminent les directions des deux côtés extrêmes du polygone, ne seront plus données; mais on aura huit équations pour déterminer ces huit inconnues', savoir , les équations (a) , les équations ( n* 6 ) cos'a -f- cos*é -f- cosV= I , cos*e + cos'y+ cos*g =i , et trois équations résultant de ce que la position des deux points fixes A et B est donnée. On formera
celles-ci en calculant les valeurs des trois coordoanées de l'un de ces points , rapportées à des axes passant par l'autre points c'est-à-dire, les projections du polygone entier sur ces trois axes, et les égalant aux valeurs données de ces mêmes coordonnées.
La détermination de ces huit inconnues sera généralement très coiïipliqaée; mais après que le polygone funiculaire aura pris de lui-même la figure propre à Féquilibre des forces appliquées à ses sommets, on obtiendra sans difficulté les tensions de ses différens cotés ; ce qui suffira pour la pratique. Ainsi , en décomposant la force P appliquée au point M en deux autres forces dirigées suivant les prolongemens des côtés ÂM et MM', les composantes, données immédiatement par la règle du parallélogramme des forces, seront les tensions de ces deux côtés. Celle qui agira suivant le prolongement de AM devra être égale à la force agissant suivant ce premier côté, lorsque le point A sera libre; et quand il sera fixe, elle exprimera la pression exercée sur ce point. Pareillement , les composantes de la force P' suivant les prolongemens de MM' et MW, exprimeront la tension de MM% déjà connue par la décomposition de F, et celle du côté adjacent M'M"; et ainsi de suite.
288. Les cordons qui forment les différens côtés d'un polygone funiculaire sont toujours un peu extensibles; chacun d'eux s'allonge d'une petite quan^ tité, en raison de la tension qu'il éprouve dans l'état d'équilibre; et lorsque cette tension est connue, on peut calculer l'allongement correspondant.
En effet ^ l'expérience prouve que tant que la
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teasioa d'ua fil homogène et d'une épaisseur cens* tante n'approche pas de la forde nécessaire ponr le rompre, son allongement est proportionnel à sa Ion-* gueur et à la tension qu'il éprouve ; il varie d'ailleurs, d'un fil à un autre y avec l'épaisseur et la ma* tière du fil. Cela étant , je suppose que Ton attache à un point fixe un fil de la même épaisseur et de la même matière que le cordon AM , et que l'on suspende à son extrémité inférieure un poids donné n, très grand par rapport à celui du fil. Soient / et /(i +C9-) ses longueurs avant et après la suspension du poids FI ; cette quantité tar sera une fraction très petite , indépendante de / et proportionnelle à n , en négligeant le poids du fil ; en sorte que si, dans une autre expérience, les trois quantités 1,^8-^11, sont t, v\ W, en aura
'tsr = — ,
quels que soient / et l'. Or, il est évident qu'un fil attaché à un point fixe et tiré à- son autre extrémité par une force dirigée suivant son prolongement , est dans le même état que s'il était tiré par cette même force suivant ses deux prolongemens. Si donc on appelle T la tension du cordon AM, et si Ion suppose quMl se soit allongé dans le rapport de i+ r à Tunité, on aura
pour déterminer cet allongement ; et il en sera de même pour tous les autres côtés du polygone.
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289. Soit que les points extrêmes A et B du polygone soient fixes, ou qu'ils soient libres^ si Tun ou plusieurs des nœuds M, M, W, etc., sont remplacés par des anneaux , cette circonstance donnera lieu à de nouvelles conditions d'équilibre. Supposons, par exemple , que M'' soit un anneau mobile qui puisse glisser le long du cordon M'M"M^'; il est clair que dans ce mouvement la somme des distances M'M" et M"M'^ du point M" aux points M' et M'", res^ fera constante. Or, si l'équilibre existe, cet état ne dera pas troublé en rendant fixes ces deux derniers points; mais alor$ le point M'^ sera dans le même cas que s'il était astreint à demeurer sur la surface d^oQ ellipsoïde de révolution, dont M' et M''' sont les deux foj^ers^ et dont le gnind axe est égal à la longueur donnée du cordon M'M"M'"; donc ce point ne peut rester en équilibre (n"" 36), à moins que la force P'' qui lui est appliquée ne soit perpéndicu«laire à cette surface; d'où il suit, d'après une propriété connue de l'ellipse, que la direction de cette force doit couper en deux parties égales l'angle des deux rayons vecteurs M''M' et M"M'".
Lors donc qu'en exécutant la construction du n* 286, on sera parvenu à un anneau mobile tel que M", et que l'on aura pris la résultante des deux forces dirigées suivant M"M' et M''C", dont le prolongement sera le côté M"M'"î si Ton trouve que les angles C"M"M' et C'WM'" ne sont pas égaux entre eux, il en faudra conclure que l'équilibre n'existe pas. En général, il faudra que la direction du cordon M'^C, attaché à un anneau mobile, ne
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soit pas donnée d'avance , afin qu'on paisse , en la déterminant d'une manière convenable , remplir la condition de 1 égalité des deux angles M'M^'C' et
Observons que dans letat d'équilibre^ les tensions des deux côtés adjacens à un anneau mobile seront égales entre elles; cela résulte de ce que ces deux côtés font des angles égaux avec la direction de la force appliquée à cet anneau , et que leurs tensions sont les composantes de cette force suivant leurs propres directions; mais cette égalité de tension peut aussi être considérée comme évidente en elle-même, puisque les deux côtés le long desquels l'anneau peut glisser ne forment qu'un cordon , qui doit néces-. sairement éprouver la même tension dans toute son étendue.
290. Ce que nous disons à l'égard d'un anneau obligé de glisser le long d'un fil considéré comme ainextensible et parfaitement flexible ^ peut s'étendre à tous les points d'un système de points matériels en équilibre. Quelle que soit la liaison de ces points entre eux , on ne troublera pas cet équilibre en « fixant tous les points du système , excepté un seul. Or, si la liaison de ce point avec les autres est telle qull puisse encore décrire une surface ou seulement une ligne courbe autour de ces points fixes, il est évident que le point mobile sera dans le même cas que si la surface ou la ligne courbe existait réellement; par conséquent^ la direction de la force qui lui est appliquée doit être nonaale à cette surface ou à cette ligne.
Concluons donc que dans tout système de points matériels en équilibre ^ la force appliquée à chacun de ces points est perpendiculaire k la surface ou à la ligne sur laquelle ce point serait obligé de rester, si tous les autres points auxquels il est lié étaient regardés^ pour un moment^ comme des points fixes.
^ Quand cette condition , relative à la direction des forces et à la liaison des parties du système, n'est pas remplie, on peut être certain que l'équilibre n'existe pas ; mais elle ne suffit pas à elle seule pour assurer l'équilibre du système.
291. Si toutes les forces qui agissent sur un polygone funiculaire suspendu aux deux points fixes A et B, sont des poids donnés, il résulte de la construction du n** 286, que ce polygone tout entier sera contenu dans le plan vertical passant par ces deux points ; et cela est d'ailleurs évident en soi-même , puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'écartât de ce plan plutôt d'un côté que de l'autre. En prenant alors la perpendiculaire à ce plan pour l'axe auquel répondent c, g, y, y', etc. , tous ces angles seront droits, et la troisième équation {a) disparaîtra; les deux autres se réduiront à
H cos a -f- K cos 6=0, \ (h)
Hcosi + Kcos/-f- n = o, J ^/
en supposant. que les angles a, e, a, a', etc., répondent à un axe horizontal, et les angles b, f, C, C% etc., à un axe dirigé dans le sens de la pesan- I. 36
leur, et en représentaot par II la somme des poids P,
V, Vf etc. ^ appAicpiés au polyj^oae.
L'équilibre de ce polygone ne sera pas trodUe si l'on rend sa former InTariable; par conséquent^ k force n devra être égale et directement opposée à la résultante des forces H et Kr En yertu des équations (b)f elle est déjà égale et contraire à cette résultante; il faudra donc encore qu'elle passe parle point 0 (6g. 7:2 ), où les prolongemens des cordons extrêmes AM et BN Tiennent se couper^ et qu'oa peut prendre pour le point d'application commua aux deux forces H et K. Ainsi , dans l'état d'équilibre, la résultante n des forces verticales P, P', F', etc., sera dirigée suivant la verticale OD ; et , cela étant , on aura les proportions (n"* 29)
H : n :: sin BOD : sîn AOB , K : n :: sin AOD : sin AOB,
qui feront connaître les tensions des cordons extrêmes, ou les pressions H et K exercées sur les deux points fixes A et B, quand on aura mesuré les angles AOD et BOD.
292. On peut faire sur les tensions des cordons qui supportent un poids donné , la même remarque que l'on a déjà faite à l'égard des pressions éprouvées par les points d'appui d'un plan horizontal sur Lequel un poids est placé (n** 270).
Supposons que les trois cordons attachés aux points fixes A, B, C (fîg. 73), se réunissent au point M , et qu!en ce point un poids P soit suspendu et agisse sui' vant la verticale MD* Prenons un point D' sur le pro-*
longement de cette droite, et construisons le parallélépipède dont MD' est la diagonale, et qui a ses trois cètés adjacend MA', MB", MC, sur les directions des trois cordons. ^ Ton réprésente la force P par la droite Mjy, ses composantes suivant ces directions seront représentées par les droites MA', MB', MC, et elles e^prioieront les tensions des trois cordons MA, MB, MC, ou les charges des trois points fixes A , B, C, lèsqtiélles se trouveront, dans ce cas, complètement déterminées. Mais , lorsque les cordons aboutissant au point M seront au nombre de quatre , ou en plus grand nombre, on pourra décomposer la force P d^une infinité de manières différentes, suivant leurs directions; en sorte que leurs tensions et les charges des points fixes ne seront plus déterminées , et une ou plusieurs d'entre elles pourront être nulles ou prises arbitrairement. Or, cette indétermination aurait réellement lieu dans la question abstraite , oii Ton n a tenu aucun compte de l'extensibilité des cordons; mais elle n'existe plus dès qu'on a égard à cette propriété de la matière : alors tous les cordons s'allongent un tant soit peu ; leurs extensions dépendent de leur nombre et de leurs positions relatives ; et si Ton mesurait ces petits allongemens , on en pourrait conclure la tension de chaque cordon, ou la charge de chaque point fixé qui a réellement lieu.
Ainsi ^ en supposant que le cordon AM, par exeknple^ de ^it allongé dans le rapport de i-f-eT à l'unité, et sachant, d'ailleurs, qu'un cordon de même matière . et de même diamètre s'allonge dans le rapport de
1 -f- «ir à ruDÎtë^ quand on le suspend yertkalenieBl: à un point fixe , et qu'on attache le poids P a son extrémité inférieure, on en conclura (n"* ^288) que h tension éprouvée par ce cordon, ou la charge que
supporte le point A, est égale au produit -P.
Si l'on désigne par <»•' et J^', ^* et /", etc., ccq^e deviennent les fractions «zr et ^ relativement aux oh^ dons MB, MC, etc., et par ^, y, y, etc-, les angles aigus que font les cordons MA, MB, MC, etc., a?ec la verticale jVII)^ il faudra qu'on ait
- cos > + — , cos 5.' H — ;^ cos y 4- etc. =5 1,
afin que la somme des composantes verticales de toutes les tensions soit égale au poids P. En projetant les mêmes cordons sur un plan horizontal mené par le point M, et désignant par 60, c»\ a»'', etc., la angles que les projections' de MA, MB, MC, etc., font avec une droite MO tracée arbitrairement (!bm ce plan , on aura aussi
- sin y sin « -f- -7 sin y^ sin »' -(- etc. = 0,
- sin y cos û> H , sin y cos «' + etc. = 0,
tir W"
pour exprimer que la résultante de toutes les teosioD^I est une force verticale.
Quand il n'y a que trois cordons, ces trois qn«tions suffisent pour déterminer les rapports de leifls
tensions au poids P, ou les valeurs de - > -^> ■"•>*"
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xioyen des angles qaé ces trois cordons font avec la fertioale MD^ et des angles compris entre les pkns le cette droite et de leurs directions. Quand il n j en 1 cjue deux, leurs directions et cette verticale sont [Tomprises dans un même plan; ce qui réduit à une seule les deux dernières équations.
§ II. Équilibre dun fil Jlexihlè.
293. Considérons d'abord un fil pesant, homogène et d'un diamètre constant; supposons-le parfaitement flexible et attaché par ses extrémités A et G (fîg. 74) à deux points fixes; et proposons-nous de déterminer la courbe ABC qu'il forme dans son état d'équilibre. On nomme cette courbe la chaînette; elle est évidemment comprise dans le plan vertical passant par les deux points fixes A et C ; car il n'y aurait aucune raison pour qu'elle s'en écaitàt plutôt d'un côté que de l'autre.
Par un point 0^ menons dans ce plan deux axes rectangulaires Ojc et Ot* , cpii seront ceux des coordonnées positives ; prenons Oor horizontal et dirigé du côté du point A, et Qt* vertical, dirigé en sens contraire de la pesanteur^ et passant par le point B; le plus bas de la courbe. Soient a: et y les coordonnées OP et PM^ rapportées à ces deux axes, d'un point quelconque M de la chaînette, et s l'arc BM aboutissant en ce point et compté du point B; et désignons par xf yy\ s\ ce que deviendront x ^ y ^ s j relativement à un autre point de cette courbe , tel que Ton ait / > j.
Si Ton appelle p le poids de l'unité de longueur du fil y lorsqu'il est couché sur un plan horizontal , p {s' —- s) sera, dans cet état , le poids d'une longueur s' — s dn même fil, puisqu'on le suppose homogène et d'une épaisseur constante. Quand il sera suspendu aux deux points fixes' A et B, ses différentes parties s'allongeront inégalement ^ à raison de leurs tensions respectives; et^ en même temps ^ leuns densités ou leurs épaisseurs diminueront de manière que leurs masses ne changent pas; par conséquent, le poids de cette longueur ^'—*^ ne ser^ plus exactement le même qu'auparavant ; mais si la matière du fil est très peu extensible, et qu'on néglige les petites dilatations de ses parties, on pourra encore prendre p{s' — s) poor le poids correspondant à l'arc MM' de la chaînette.
Soient, en outre ^ T et T' les forces inconnues qui agissent à ses extrémités M et M', et proviennent de ce que ces points sont liés aux parties CM et AM' de celte courbe. En joignant ces forces au poids /^(^ — s), on pourra considérer MM' comme entièrement libre; par conséquent, si l'on représente par ot et ^ les angles que fait la direction de la force T avec les proloa* gemens des coordonnées a: et ^ de son point d'appli*cation, et paroc' et C les angles analogues relativement 8 la force T', nous aurons
Tcos a+ T'cos af= o, )
Tco9^ + T'cosC=^(/— j), V (il) T(:rco8C— jxo» ce) +T{x'cosC — j^cos cL')s=zp{s' — j)jr„ J
pour l'équilibre de ces trois forces comprises dans un même plan ( n° 262 ) ; x, étant l'abscisse hori-
itale dn centre de grsritë de Tare MM\ Elles au-
Usn , queUe xfiie coit la Jokigoeur de cet arc :
^a la fivppose ififiniineot pethe , on pourra nié-*
^^îger, dans œs éqoatiôns , les quantités inânim^at
thés du second ordre ; mais il £emdra conserver
quantités dn premier ordre; oe qui n-empêcfaera
qu'on ne doive considérer la force T comme
étant dirigée suivant la partie MH de la langente ,
it r«xtréinité M, et la iforce T'^ suivant la partie
SCH' de la tangeaèe , k Vvatré extrémité M.
Four le faire voir, prenons sur MM' un point m Hel que l'apc Mm soit infininoent petit du second omire; ce qui permettra de négliger le poids de cette partie de la cbalnette. Si l'on ûxe le point m, Véqiiilibra ne sera pas troublé ; or^ le fil étant sup-« posé per&itement fleiciMe» il ny aurait lien qui empêchât la force T de faire tourner l'arc Mm autour de m , si elle n'était pas dirigée suivant son prolongement MH. On Vetra de même que la force T' doit être dirigée suivant M'H'.
D'après celâ^ nous aurons
dx p dr
«»*'- ^\ cobC'=^î
et en négligeant les infiniment petits du second ordre , ces dernières valeurs seront
cosd'as^-f-rf.g, cosC=f-Hrf.f.
On peut aussi prouver qu'en a T'=ssT-^ctT. En
eff^t, la quantité T est une fonction des coordonnées du point quelconque M auquel elle répond , qui devient, conséquemment, T -^dT au point M'; en ce point, elle exprime la force cpii agit sur la partie supérieure AM' de la chaînette, suivant la direction M'H^, prolongement de HTVi'. Or, si m' est un point de la courbe dont la distance à M' est infiniment petite du second ordre , la force qui agit en m' sur la partie Âm', sera la même , en grandeur et en direction, que celle qui agit en M' sur AM'; par conséquent, la partie MW de la chaînette est tirée en sens contraire, suivant MU' et m'H^, par des forces T' et T-f-dT, qui doivent être égales pour que MW demeure en équilibre.
Cela posé , je substitue ces différentes valeurs dans les deux premières équations (a), et j'y fais s' — s=:zds; elles deviennent
rf.Tf = o, d.T ! = ;«&. (b) Quant à la troisième, elle prendra la forme
en y négligeant les infiniment petits du second ordre, ce qui permet de remplacer a:^ par a: dans son second membre. Or , cette équation est la même chose que
et, comme on voit, elle est une suite des deux au-
STATIQUE, SEœNDE PARTIE. 569
beiM. Effectivement, le problème ne peut dépendre que de deux équations , puisqu'il n'y a que deux inconnues ^ et T à déterminer en fonctions de a: ; la première, pour connaître Téquation de la courbe, et la seconde, pour savoir quelle est la tension en un point quelconque M, c'est-i-dire ^ la grandeur des forces égales qui tirent l'élément Mm suivant ses deux prolongemens.
^94* L'intégrale de la première équation (b) est
eu désignant par c la constante arbitraire. Au point B, on a 27^^ ^ et T = c ; si donc on représente la tension en ce point le plus bas, par le poids d'une longueur A du fil, on aura c^rzph, et, en un point quelconque ,
La seconde équation (b) deviendra donc
dx
d'où l'on tire
en observant qu'on a, en même temps, j = o et
^ = 0 au point B. Ces équations feront connaître
immédiatement l'arc s et la tension T , lorsque l'or-* donnée^ aura été déterminée en fonction de x.
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En mettant dans rëqnation précédente, âi la pboe de ^ y sa râleur
ds s= dx y i +^f an en déduit
hd.^
dx ss:
dr En intégrant et observant qu'on aa: = oet 2;^ = o
au point B^ on en déduit
. , = *k,g(|H.v/7rg),
€t, par conséquent^
e étant, à Tordînaire, le base des logarithmes népériens. Je multiplie cette équation par
(vA
en résulte
- V '^di» dx'
on aura donc
ds =
+ e Vdx,
rfr =
— e'vdx;
d'où Too tire
en observant que ^ =f o et jcsso, au point B, et prenant l'origine 0 des ooordonnées à la distance h au-dessous de ce point ^ de sorte qu'on ait^ = A quand ar=i=o.
Ces équations {c) donnent s^rih-^, comme plus
haut. La seconde est Tequation de la cbainette, sous la forme la plus siinple; elle montre que cette courbe est symétrique de part et d'autre de son point le plus bas.
La valeur précédente de T deviendra
en aorte que la tension en un point quelconque M est exprimée par le poids d une longueur du fil , égale k la perpendiculaire MP abaissée de œ point sur la droite horizontale^ passant par le point 0. C'est au point B que cette tension est la plus petite ; et sa valeur en ce point est pk, comme on l'a supposé.
agS. Il ne reste plus qu'2i déterminer la constante h qui entre dans ces formules. L'expression de^ fera en< suite connaître la figure de la chaînette ; mais pour que sa position soit connue dans le plan vertical passant par les points A et C^ il faudra aussi déter-
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miaer la distance de Taxe Ojr à l'un de ces points
fixes.
Pour cela , je mène par le point A nne horizontale qui coupe Taxe Ojr en un point Q^ et. par le point C, une verticale qui rencontre cette horizontale au point D. La position du point C, par rapport au point A, étant connue, les distances AD et DC seront données. Je les représente par a et ^ ; je désigne aussi par k la distance AQ; en sorte qu'on ait
AD = a, DC = 6, AQ = A, OB = A;
a et b étant des quantités données , et A: et A les deux inconnues qu'il s'agira de déterminer.
J'appellerai kf la distance QD , / la longueur donnée de la courbe ABC f g et ^ ses parties AB et BC , / la flèche BQ ; on aura
k + k' =za, g + g' =: l,
en regardant k' et g' comme des quantités positives ou négatives, selon que le point C appartiendra au prolongement de AB ou à AB même. Les ordounées des points A et C seront h +/ et h +/*— ^9 en considérant aussi la quantité b comme positive ou comme négative, selon que C sera au-dessous ou au-dessus de la droite horizontale , menée par le point A.
Si l'on fait dans les équations (c) , d'abord
a: = A, ^ = g, / = A + /, et ensuite X =: — k\ j c= — g', 7 = k^+ f — b,
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il en résultera
d'où l'on tire
/ = He* - r'ï + e"^ - e"^),
De là et de A: + A:' = a ^ on conclut
et 9 par conséquent ,
-L(/ - r") = n, (rf)
en faisant, pour abréger,
ii = «, v^ï- ="•
Cette quantité /i étant composée de quantités données ^ l'équation (âf) fera connaître la valeur de et^ et par suite celle de h. En général , cette équation se résoudra par des essais ; et l'on en déduira la yaleur numérique de ol d'après celle de n , aussi exactement qu'on voudra. Si n diffère très peu de l'unité, la valeur de ci sera très petite ; en développant alors
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les exponentieUes^ et négligeant la quatrième puissance de «5 on aura simplement a' = 6(7»— i). Si nous fusons aussi
nous aurons
A = ia + hQ, k' — \a — h€; et la valeur précédente de b deviendra
ce qui fera connaître la valeur de € , d*apres celle de h, et, conséquemment , les quantités A: et ^. Le signe de k' décidera de quel côté de Ojr, le point C sera placé.
Le cas le plus simple aura lieu quand les points fixa A et C seront situés sur une même droite horizontale. On aura alors 6 sar o f Téquatian (e) donnera €z=:o, et , par suite , k:s=k' z=z\a, comme cela doit être. On aura^ en même temps,
ce qui fera connaître les tensions aux points A et C , ou les charges que ces points fixes auront à supporter, après quô la valètir dé h aura été calculée. Dans le Càs général', ces tensions extrêmes se déduiront des valeurs dé jr , corresponctantes à jr := A: et jc = — A^.
ag6. Farmi toutes lés courbes de même longueur.
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qxÊji aboutissent aux points donaés' A et C ^ la <^«inàtte est celle dont le centre de gravite est le plus bas.
"Ru effet , menons par le point A ( fig. j5 ) un axe hori^ntal Ay, et un axe Xa/ vertical et dingé dan» le sens de la pesanteur. Soient ;r^ et y les coordonnées d'an pomt cjuekonqoe M^ rapportées à ees axes. du appelant x^ la distance du centre de gravité d une courbe quelconque AMC, à l'axe Ay, nous aurons
b étant la valeur de x' qui répond au point C ^ et / désignant la longueur donnée de cette courbe , de «K>rte qu'on ait
Or, d'après la foirmule (é) du n° :k>i ^. la courbe dans laquelle la première intégrale est un maximum entre tottifes lés courbes^ de même fongueur, a pour équation différentielle
» / c dx
e et d étant des constantes arbitraires. En intégrant et observant que les variables x' et j^ sont nulles enmême temps, il vient
et, par consé^foent-,
jr.' -f- C -h >^{X' + C/ — C'" = > C°' ,
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IQUE
c -f. v/c* — c" On tire de là
en faisant aussi
c — -VC — c'»
On aura donc
pour réquation de la courbe qui jouit de la propriété demandée. Au point C, on aura
b + cz=z\ye^^\y' i
a étant la distance donnée de ce point à l'axe Aj/; de sorte qu'on ait à la fois x^ ^rz b tï y = a. Cette équation particulière et \% longueur / de la courbe serviront à déterminer les deux constantes c et d.
Maintenant^ pour faire coïncider l'équation (/) avec celle de la chaînette^ désignons par € une constante indéterminée, et changeons les coordonnées x' eXf en d'autres , telles que l'on ait
x' + c = — jr, / = 6 — a:,-
de manière que ces nouvelles coordonnées ^ et/ soient dirigées en sens contraire de j et x\ et rapportées à une autre origine. Par ce changement, Té-
qaation {f) deviendra
j* = — \ ye'^ e ^' — \y'e ^ e**'. De'termioons la quantité €^ en posant 1 équation
et désignons par — h, la valeur commune de ces deux quantités égales^ de sorte qu'on ait
Comme on a yy' = c'', il en résultera h := c'\ et l'équation précédente de la courbe deviendra
=^iAG^+ e ^);
ce qui coïncide avec la seconde équation {c) que nous avons trouvée pour la chaînette.
297. Si la force verticale qui agit sur chaque élément du fil suspendu aux points A et C ( fig. 74 ) ^ au lieu d'être proportionnelle à la longueur de Télément ds, est proportionnelle à sa projection horizontale dx, la seconde équation (b) deviendra
p étant une constante donnée qui représente le poids d'un prisme dont la hauteur est l'unité linéaire. En vertu de la première équation (Jb)^ qui ne changera pas, on aura toujours
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en dësignant par h une ligne de longueur inconnue, et par ph un poids équivalent à la tension au point B, le plus bas de la courbe. Il en réitéra donc
dx '
d^où l'on tire
en plaçant l'origine des coordonnées x ctjr au point B. Dans ce cas, la courbe sera, comme on voit, nue parabole qui aura son sommet an point le plus bas; et l'on aura
T = p VA' + x%
pour la tension en un point quelconque.
En employant les notations du n"* 3g5 , on aura , aux points A et C ,
et à cause de A: + ^ =» ^^ on eo conclurai
ce qui fera connaître kyk^f^ quand on aura déterminé h j dont la valeur se déduira de la longueur / du fil. On aura , en effet ,
* = J \/FT^' , */ = /^^ \/TFj^-dx\
ce qui donne , en effectuant l'intégration par les règles ordinaires,
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En supposant^ pour plus de simplicité^ les deux points Â et C dans une même droite horizontale, on arara
^ = o, k = k" z=: la;
réquation précédente se réduira à
kl = ^Mog^ V'h^ + k- ^ ;tVA*+ k-}
et l'on en déduira, par des essais, la valeur approchée de h , lorsque les valeurs numériques de / et ^ seront données.
Cette inconnue h se déterminera plus facilement quand la longueur / de la courbe difierera très peu de sa projection a; ce qui rendra la valeur de k très grande par rapport à a. On aura alors, en séries très convergentes,
v/jçrq-F^: h + {j^ i^, + etc..
Au moyen de ces valeurs, l'équation précédente devient, à très peu près,
h^(l— 2k):=^^k^; d^oà Ton tire
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On a choisi cet exemple ^ parce qu'il trouve une application utile dans la construction des ponts suspendus, où il est important de calculer la tension de la chaîne de suspension et la charge de ses points d'appui.
!29vS. Supposons actuellement que tous les points du fil soient sollicites par^ des forces quelconques. 11 formera, en général, une courbe à double courbure; les équations d'équilibre de chacun de ses élémens seront au nombre de trois ; et, en supposant toujours le fil parfaitement flexible, on obtiendra ces équations par les considérations que nous avons exposées en détail dans le n^ 293. De cette manière , on trouve
d.T^ + Xé^ = o,
d.T^ + Yids =2 o, ) (1)
^•T ^ + Zids = o;
x^ y^ z, étant les coordonnées rectangulaires d'an point quelconque M de la courbe, ds lelément différentiel de sa longueur, e le produit de la densité du Al et de la section perpendiculaire à sa longueur qui ont lieu au point M, de sorte que ^ds soit l'élément de la masse du fil; T la tension en ce même 'point, ou la force, de grandeur inconnue^ qui tire cet élément îds suivant chacun de ses prolongemens; X, Y, Z , les forces rapportées à l'unité de masse et parallèles aux axes des x^j^ z, qui répondent au point M et seront des fonctions données de ses trois coordonnées.
En vertu de la tension T, Félément^^ aura éprouvé vne extension et la quantité 6 une diminution, telles que la masse ^ n ait pas changé; en désignant donc par ds* et t^ ce que ces quantités étaient dans l'état naturel du fil , on aura
ids = e'ds' ;
et en supposant l'extension proportionnelle à la force qui la produit (n* 288), nous aurons, en même temps,
ds z=z {i + cùT)ds'i (2)
câ étant un coefficient très petit , dépendant de la matière et de l'épaisseur du fil au point M. Quand le fil sera homogène et d'une épaisseur constante dans toute sa longueur, é' et oo seront des quantités constantes; mais, en général, ces deux quantités pour-» ront être regardées comme des fonctions données de lare/, compté d'un point déterminé du fil et aboutissant au point M.
299. Si le fil, de nature quelconque, est seulement soumis à la pesanteur et suspendu verticalement à un point fixe que j'appellerai A, les deux dernières équa*tioDS (i) disparaîtront, et la troisième se réduira à
dT + gidx = o,
en prenant l'axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et désignant cette force par g. Je place au point A l'origine des Jt-, et j'appelle Q la valeur de T qui répond à a: = o , c'est-à-dire , la charge que ce point aura à supporter. Au point quel- Conque M ,. on aura
T = Q - gfidx;
Fiotégrale étaat nulle en même temps que œ.
Appelons B Textrémité inférieure du fil; attachons en ce point un poids P, et désignons par l la longueur de ÂB. U est évident que P sera la tension au point B; on aura donc, en même temps, ar = /, et T = P ; ce qui donne
Q = P +gf^édx,
et, par conséquent,
T = P + gf îdx—gfubc.
Or, le second et le troisième terme de eette forroale sont les poids du fil entier et de sa partie AM ; il s'ensuit donc que la tension au point M est le poids de la partie BM, augmenté du poids P; ce qui est d'ailleurs évident.
La loi de l'allongement du fil dans toute^son étendue , dépend de sa nature et de son épaisseur. Je suppose , par exemple , qu'il soit homogène et partout d'une même épaisseur, ce qui rendra constant le coefficient où. En appelant x* la longueur de la partie AM , avant que le fil soit tendu, laquelle longueur devient x par Tefiet de la tension , et mettant , ea conséquence, dx' et dx au lieu de ds' et ds^ dans l'équation (a) , on aura
dx =^ (i + coT) dx'.
Soient aussi /' la longueur totale du fil avant son al-
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loDgement^ et p «oa poids entier. Le poids de la par*
tîe BM sera ^ I^ — -, et la tension au point M aura pour yaleur
T = p H- iSLp^.
En la substituant dans l'équation précédente^ intégrant et observant qu'on sl a/ z=z o et;r = oau point Â , il vient
pour rallongement de la partie AM, On en déduit rallongement total en faisaot x's: Z' et or = /; ce qui donne
en sorte que pour avoir égard au poids du fil dans le calcul de cet allongement, il faut ajouter la moitié de ce poids à celui qui est attaché à son extrémité inférieure.
3oo. Dans le cas général , j'ajoute les équations (i J^
après les avoir multipliées P^^^> ^> T j î^ ^^ résulte
dT + i{Xdx -H Yrfr + Zds) =r o, (5) à cause de
i;^ '^ ds- ^ ds- — ^'
. ds ds ' ds ds * ds ds
Si Von suppose le fil homogène et son épaisseur confia
tante ^ et qu'on néglige la petite dilatation de sdl élémeus, la quantité e sera constante; de plus, la formule Xdlr + Ydj- H-^Z^ est, en général, la différentielle exacte d'une fonction des trois variables ^fTf h considérées comme indépendantes; en faisant donc
'Sjdx + Ydfr~\'Zdz=: — d.(p {Xyjr^ z),
nous aurons
rfT = €d.<p{a:,jr,z),
et, par conséquent ,
T = 6(p.(x,jr, 2),
en comprenant la constante arbitraire dans la fonc" tion <p. Cette constante disparaîtra dans la différence des valeurs de T relatives à deux points du fil ; il s^ensuit donc que sans avoir déterminé la figure d'équilibre, on connaîtra Taccroisseraent de la tension d'un point à un autre ; en sorte qu'il suffira que la tension soit connue en un point déterminé, pour quelle le soit aussi dans toute la longueur du fil.
Quant à la courbe formée par le fil , elle sera déterminée par deux des trois équations (1) , ou par deux combinaisons quelconques de ces trois équations, dans lesquelles on substituera la valeur précédente de T; en sorte qu'il faudra généralement intégrer le système de deux équations différentielles du second ordre pour connaître cette courbe. Son rayon de courbure au point quelconque M s'exprimera an moyen.de la formule différentielle suivante, qui n est
^ae du premier ordre ^ et qai suppose seulement connue la direction de la tangente en ce point.
Les équations (i) peuvent être remplacées par celles-ci :
qui sont la même chose que
da:dy — djd^x == (Xrfr — ^dx) '^ , dzd-x — dxd^z = (Zdlr — Xrfz) ~, \ (4) djd^z ^ dzdy = (ïdz — Zdjr) ^\
en eHectuant les différentiations et prenant Tare s pour la variable indépendante. Or, si Ton appelle p le rajon de courbure au point M, on a (n** i8)
{{dxd'r—dj'cl^xY+ {dzd^x — dx£^z)•+ {djd'z — dzd^xY']'^
d'après les équations précédentes et la valeur de T , on aura donc
^^ ■ ^{x,jr,z)ds ^
[(X^ — Yrfr)» + {Zdx — Xdzy + (ïdz - Zdxyy
Dans le cas de la chaînette , on a
X = o, Y = — g, Z-=c, (p—sj^
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en prenant les axes et ForigiDe des ooordeanées qne
supposent les équations (c) du n* 394. On aura donc
ds
ce qu'il est aisé de vérifier, d'après ces équations.
Soi. Appliquons ces formules au cas d'un fil tendu sur la surface d'un coips solide » et supposons , pour plus de simplicité^ qu'il ne soit soumis à aucune force donnée , de sorte que la seule force qui agisse sur ses différens points soit la résistance inconnue du solide sur lequel il s'appuie.
Au point quelconque M du fil^ soit îids la grandeur de cette force appliquée à l'élément eds du fil, et dont les trois composantes seront lS.ids , Yéds, Tikdsi ^ direction sera normale k la surface du solide, et dirigée de dehors en dedans. La pression qui aura lieu sur la partie du solide correspondant à fk sera égale et contraire à cette force ^ds^ de ipa* nière que N exprimera la mesure de la pression rapportée à l'unité de longueur.
En appelant x, f&, y , les angles que fait la partie extérieure de la normale en M avec des parallèles aux axes des x ^ jr ^ z, menées par ce point, on aura
€X = Ncos;^, 6Y = Ncos/A, «Z=Ncosir.
De plus , si L = o est l'équation de la sur£ace du solide, et qu'on fasse, pour abréger.
dx' ^ dy ^ di*J
on aura aussi (u? 21)
. «r du my dh ^r oL
COSAssVj^, COSfL=z\—, COSF=V^,
en prenant convenablement le signe de Y* Cela étante nous aurons
Xda: + Ydx + Zdz=: NV^L = oj
ce qui rendra nulle la valeur de dT- donnée par réquation (3). La tension sera donc la même dans toute la longueur du fil, quelle que soit la forme du corps solide. Je supposerai sa valeur donnée, et je la représenterai par Ar. Si le fil est attaché par une de ses extrémités à un point du corps , et qu'un poids considérable , par rapport à celui du fil qu'où a négligé , soit suspendu verticalement à son autre bout, ce poids sera ]a tension A: et la pression que le point fixe éprouvera. Si le fil est libre par ses .deux bouts, et que des poids considérables j soient suspendus , ils exprimeront les tensions extrêmes ; par conséquent , ils devront être égaux , et chacun d'eax sera la tension A:. Enfin , si les deux bouts du fil sont supposés fixes, sa tension k se déduira de sou extension, qui sera constante dans toute sa longueur.
5o2. Je désigne par X^ fjif, y', les angles que fait la perpendiculaire au plan osculateur au point M , avec des parallèles aux axes des a:, jr, z. Le rayon de courbure en ce point étant p , on aura (n"* 19)
dxd*r — ârd'^x , ds^ =/'COS»',
dzd*x — dxd*z , 5P = pcos^,
djrd^z - dzdy _
Si donc on ajoute les équations (4) après les avoir multipliées par cos v, cos ft, cos A, et qaW ait égard aïix valeurs de X , Y^ Z^ qui ont lieu dans le cas que nous considérons , il en résultera
cos V cos /+ cosfjL cosf«'+ cos A cos A' = o;
par conséquent , les normales à la surface du corps solide et au plan osculateur de la courbe formée par le fil , en chaque point M , sont perpendiculaires Tune à l'autre; ce qui est la propriété caractéristique de la ligne dont la longueur est un minimum ou un maximum sur une surface donnée (n® i6i). Il s'ensuit donc qu'un fil tendu sur un corps solide , trace ^ en général, la plus courte distance d'un point à un autre sur la surface. A la rigueur, il est possible que cette distance soit, au contraire, un maximum; ainsi, par exemple , deux points donnés sur une sphère sont les extrémités communes à deux arcs de grands cercles, dont l'un est la plus courte distance entre ces points, et l'autre la courbe plane la plus longue; or, il est évident que l'équilibre du fil tendu sera rigoureusement possible sur ces deux arcs de cercle, puisqu'en le plaçant sur l'un des deux, il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'en écartât plutôt d'un côte que
ie l'autre; mais sur le petit arc Féquilibre sera ;tal>le , et sur le grand il ne sera qu'instantané , de ioirte qu'il ne pourra subsister^ physiquement^ qu'à l'aide du frottement du fil contre le corps solide.
Si l'on substitue encore les valeurs de cX , sY, cZ^ du numéro précédent, dans la formule (5)^ on aura
, rdz dr vn k
â cause de €^ (x, /*, 2) = k. En même temps, on a
ds^ ^ ds^ ^ ds* '
COS' A + COS' /JL -f- COS' V =: I ;
la normale à la surface du corps et la tangente à la courbe du fil, en chaque point M, étant perpendiculaires l'une à l'autre, on a aussi
^cosA+f cosfi + gcosF=:o;
or , au moyen de ces trois dernières équations, on réduit sans difficulté le coefficient de N, dans la précédente, à l'unité* On a donc simplement
ce qui montre que la pression rapportée à l'unité de longueur, exercée par un fil tendu sur la surÊice d'un corps solide, est égale, en chaque point M, à la tension divisée par le rayon de courbure du^ fil ,
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c'est-à-dire, par le rajon de la sectioii normale à U
surface et tangente à la courbe du fil.
5o3. Ces résultats sercmt modifiés par le firott»ment du fil cootre la surfece du corps sur lequd 3 s*appuie. Pour montrer comment on doit ayoir ^|^rd à cette force dans l'équilibre d'un fil flexible , je vais considérer FéquiHbre dun cordon ABMCD (fig. 7^), dont la partie BMC est apfdiquée sur la gof^ dune poulie fixe, et qui est tiré, suivant les prolongemens BA et CD de cette partie, par des forces données. La poulie et la droite AB seront supposées yerticales; la force agissant suivant BA sera un poids k, et je représenterai par F celle qui agit suivaqt CD. Les tensions qui ont lieu aux points B et C suivant les tangentes BA et CD, auront i: et F pour valeurs. Je supposerai aussi, pour simplifier la question, que la poulie soH circulaire; j'appellerai c son rayon, et je prendrai son centre 0 pour Forigine des coordonnées : l'axe des 2 sera perpendiculaire k la pooKe, l'axe des jr vertical et dirigé de bas en haut , Taxe des x horizontal et passant par le point B. Enfin, je fixerai au point C l'origine de l'arc s aboutissant an point quelconque M du cordon , de sorte qu\>n ait CM = ^.
Cela posé , si le frottement était nul , il faudrait qu'on eût A: = F dans le cas de l'équilibre; mais , à raison du jfirottement , l'équilibre peut subsister tant que la différenœ de ces deux forces A: et F n'a pas dépassé une certaine limite: Concevons donc que l'équilibre soît sur le point de se rompre dans le sens du poids k; ce qui suppose qu'on ait it > F. A cet
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instant ^ le frottement du cordon eontrè la ponlie ^ qui a Heu au point quelconque M, sera dirigé, sui«vaut la partie MH de la tangente, en ce point. Je représente par /x son intensité, et,, comme précédemment, par N la résistance normale qui a lieu au même point M, suivant le prolongement MO' de MO, de manière que [ids et ^ds soient les forces tangente et normale qui agissent sur l'élément êds du cordon aboutissant au point M, et que /i et N représentent ces mêmes forces, rapportées à l'unité de longueur. Si Ton mène par ce point M des parallèles Mo:' et M;^ aux axes 0«r et O^*, en aura
cos a:TVfH = — •^, cosyMH = - , cos a/MO' = - , cosj'MO' = ^-i
de là on conclut
C C ' ce'
pour les valeurs de éX et eY qu'il faudra substituer dans les équations (i). La force cZ sera évidemment nulle; la troisième équation (1) disparaîtra, et les deux premières deviendront
rf.Tj + 'ï?:^+^' = o.
Le point M appartenant à la circonférence de la poulie , on a
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au moyen de quoi les deux équations précédentes
peuvent être changées en celles-ci :
Maïs i (j'dx — J^djr) est la différentielle du secteur décrit par le rajon OM , à partir d'une ligne fixe (n* i56), qui sera OC, par exemple. Ce secteur étant circulaire et répondant à Tare s, sa valeur est ics; on a donc
j^djo — jcdjr = cds.
D'ailleurs, on a aussi
^^ -L. r ^ — o W — -4- rrf ^ — — £fc
IF ^ H^-— ^' ds ^'ds^ ds ^'ds —^'.
ce qui réduit les équations (6) k
T = £:N , dT = fjuis;
d'où Ton tire
crfN = fjids.
La pression qui a lieu au point M, sur la gorge de la poulie , est égale et contraire à la force N ; si donc on suppose le frottement proportionnel à la pres^ sion ( n® 1^69 ) , on aura
f étant un coefficient constant qui dépendra de la
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latare des deux surfaces eu coutact. On aura donc
A, en intégrant,
N ==: IW ;
Al désignant la constante arbitraire , et e la base des logarithmes nspériens. On aura, en même temps,
Jf È
T zn kce\ fisrzAfe\
Au point C, on a ^ = o et T =: F ; on a donc
F A =:: - ; et si Ton appelle / la longueur de Tare CMB,
on aura 5=^/etT=:A:,à son autre extrémité B« Noos aurons donc finalement
N=:-!^eS T = Fe% u^-^^e^ ,
en un point quelconque M, et, de plus,
pour réquatioB d^équiiibre.
En représeâtaat par F' le frottement total qui a Ueu dans toute la longueur de CMB , on aura
et réquation d équilibre pourra s écrire ainsi :
Si nous faisons I, 36
e" - 1=/', nous aurons
OÙ Ton voit que le frottement total F' est égal à b plus petite des deux forces A et F, multipliée par un coefficient f\ qui varie non-seulement avec la quantité J y mais aussi avec Tétendue / du contact et le rayon c de la poulie» La différence des forces A: et F, à Tinstant où l'équilibre se rompt, fera connaître la valeur de F, et leur rapport , diminué de l'unité, sera la valeur du coefficient y^, d'où Ton pourra ensuite déduire celle de^l Lorsque F sera un poids, ainsi que A:, on devra, pour plus d'exactitude , comprendre dans ces poids A et F , ceux des parties verticales BÂ et CD du cordon.
3o4- D'après les trois équations (i), il est £idle de vérifier que les six équations générales de l'équilibre (n* !i6i) ont lieu dans le cas d'un fil parfaitement flexible.
Pour cela, j'appelle K et K' les deux extrémités du fil , et Z sa longueur; et je fixe au point K l'origine de l'arc s. En intégrant les premiers membres des équations ( i ), depuis le point K jusqu'au point K', on aura
(TS)-[TS3+/;z«^=oi
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les quantités comprises entre les crochets répondant au point K, et celles qui sont renfermées entre deux parenthèses^ au point K'. Indépendamment des forces X , Y, Z , qui agissent dans toute la longueur du fil , je suppose que des forces particulières^ données en grandeur et en direction, soient appliquées à ses deux bouts : j'appelle k celle qui agît au point K ^ et ât, ^, y^ les angles que fait sa direction avec des parallèles aux axes des oCy y^ z^ menées par ce point ; et je désigne par Ji^ (t'y €', y, les quantités analogues relativement au point K'. Ces forces k et k' seront les tensions extrêmes, en grandeur et en direction j et d'après les parties des tangentes en K et K', avec lesquelles leurs directions devront coïncider, nous aurons
les équations précédentes deviendront donc
ILeds = o , i kcos€ + k'cos€'-h r^^=^Oy \ (8) k cos y + A-'cos y' + f Zeds = o ;
et elles expriment, comme on voit, les conditions d'équilibre renfermées dans les trois premièr^^quations(i) du n* 261.
En observant qu'on a idenlicmp^'^^*^
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on déduira des équations (i) du n* 298
Si donc on intégre ces quantités nulles depuis le point K jusqu'au point K', et que Ton désigne paru, b, Cf les valeurs de oc, jr, z, relatives à K, et par a', b', cf, celleB qui répondent à K', on aura, ea ayant égaixl aux équations (7) ,
*(acorf— *co8*)+A'(û cosC— ô'co8«')+ / (xY— :rX)i^*= o, 1 *(cco8«— «coiSy)4 A^(c'coW— a cosy )+/ Ç;6X—a:Z)«£f = 0,^(9)
pi \
k{bcotc^c cosA) -f- k\ycosc—ccosff) + / (^-Z— zY)i&= o ; J
ce qui expriine les conditions d'équilibre relatives aux momens des forces données , qui sont renfermées dans les trois dernières équations (i) du u"* a6i. Soi). Ces équations (8) et (9) serviront, en général, à déten^i^er les coordonnées a, b, c, a', b\ c\ des deux points écrémes K et K' j toutefois, il y aura
des caâ où une partie de ces quantités devra rester indéterminée. Si, par exemple, les fiorces données <|ai agissent sur le Hl sont* la pesanteur et d*autre$ forces indépendantes des coordonnées de leurs points d'application , il est évident que la position absolue du fil dans l'espace ne pourra pas être déterminée : 00 pourra alors prendre arbitrairement les trois coordonnées de l'un des points K et K'; les équations (9) détermineront les trois coordonnées de l'autre point; et, pour que l'équilibre soit possible, il faudra que les forces données satisfassent aux équations (8).
Lorsque l'un des points K et K' sera fixe , le premier par exemple, les équations (8) et (9) auront encore lieu, pourvu que l'on regarde la force k comme inconnue, eu grandeur et en direclipn, et représentant la pression que le point K aura à supporter. Dans c^ cas, les valeurs de a, à, c^ seront données; les équations (9) détermineront celles de a', b', c\ et les équations (8) feront connaître les trois composantes de la force Ar. Quand les deux points K et K' seront fixes et donnés de position , on connaîtra leurs coordonnées, et les équations (8) et (9) serviront à déterminer, en grandeur et en direction , les pressions kelV exercées sur K et K.^
Dans tous les cas, soit que les coordonnées de K et K' aient été données, soit^u'on les ait déduites dqç équations (8) et (9) , on assujettira la courbe formée par le fil à passer par ces deux points; ce qui servira à déterminer les quatre constantes arbitraires que renfermeront les intégrales complètes dp ses deux équations différentielles du second ordre. Quant à la
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constante arbitraire que contiendra la fonction ^ dd n** 3oo , on déduira sa valeur de la longueur donnée du fil, c est-a-dire, de l'équation
dans laquelle on regarde ^ et jz comme des fonctions de X, De cette manière, le problème sera complètement résolu.
§ III. Équilibre dune verge élastique.
3o6. Nous entendons par cette dénomination une verge droite ou courbe, dont on ne peut changer la courbure sans j appliquer une ou plusieurs forces, et qui reprend sa forme naturelle dès que ces forces ont cessé d'agir, tandis qu'au contraire un fil parfaitement flexible conserve , sans le secours d'aucune force, la courbure qu'on lui a fait prendre, et n^est élastique que dans le sens de sa longueur. Pour qu'une verge soit élastique par rapport à la flexion , il faut qu'elle soit formée d'une matière fort peu extensible et contractible ; mais cela ne sufiit pas : il faut encore que les dimensions de son épaisseur, quoique très petites par rapport à sa longueur, aient cependant une grandeur convenable ; car, quelle que soit la matière de la verge, on peut toujours diminuer assez son épaisseur pour qu'elle n'ait plus aucune tendance sensible à reprendre la figure dont on l'a écartée, et qu'elle soit ainsi réduite à l'état d'un fil parfaitement flexible.
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Lorsqu'une verge élastique est écartëe de sa forme baturclle par des forces données, chacun des filets poTigitudinaux dont elle se compose peut éprouver trois effets diffërens : chaque partie j d'une longueur aussi petite qu'on voudra, peut être contractée ou dilatée, sa courbure naturelle peut être augmentée ou diminuée, et cette partie peut avoir été tordue sur ellemême. La tendance de chaque partie à reprendre son état naturel, dépend des attractions et répulsions mutuelles qui ont lieu entre les molécules de tous les corps et ne s'étendent qu'à des distances insensibles. Le calcul des forces totales qui en résultent et doivent faire équilibre aux forces données, appartient à la Physique mathématique : je renven^ai, pour cet objet, à mon Mémoire sur YéquiUhre et le mouvement des Corps élastiques (^). Dans ce Traité , on formera les équations d'équilibre d^une verge élastique,, en partant de principes secondaires qui sont généralement admis.
On appelle, en particulier, lame élastique un parallélépipède rectangle d'une petite épaisseur, que l'on courbe dans le sens de sa longueur, de manière qu'il se trouve compris entre deux surfaces cylindriques, dont les arêtes sont égales à sa largeur. Cette dimension peut avoir une grandeur quelconque; en la divisant par des plans très rapprochés et perpendiculaires à sa direction , la lame sera partagée en veines élastiques rectangulaires. Jacques Bernouilli a déterminé, le premier, la figure de la lame élas-
(*) Mémoires de V Académie des Sciences, loiiie YIJI.
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tique en équilibre, d'après des considérations que oous allons développer, et qui Serviront ensuite k la solution complète du problème , dans le cas d'une verge élastique quelconque*
$07. Considérons une lame élastique encastrée par une de ses extrémités, c'est-à-dire, fixée de ma-* nière que l'un des deux petits rectangles qui la terminent perpendiculairement à sa longueur, ne puisse prendre aucun mouvement. Supposons qu'on la plie dans le sens de sa longueur au moyen d'une force appliquée à son autre bout, et qui sera la seule qui agisse sur la lame. Pour que la lame prenne une figure cylindrique , comme on vient de le dire, il faudra qu'elle soit terminée, à son extrémité li-< bre , par un rectangle inflexible , au milieu duquel on appliquera la force donnée , dans un plan per* pendiculaire à la largeur de la lame. Toutes les coupes longitudinales ou perpendiculaires à cette largeur seront égales; celle qui renferme la direction de la force donnée est représentée par la figure 77 j et les courbes AMB et A'M'B' sont les sections des deux surfaces cylindriques de la lame, qui formaient se; deux faces planes dans son état naturel.
On suppose que tous les points qui appartenaient, dans cet état, n une même perpendiculaire à ces deux faces, sont encore situés, après que la lame a été pliée, sur une même normale aux deux surfaces cylindriques; ce qui est, effectivement, conforme à ce qu'on observe dans son changement de figui^. Il en résulte que si MM' est une normale à
la courbe AMB^ elle sera aussi perpendiculaire à A^'B^^ et contiendra tous les points de la lame qui étaient situés primitivement sur une des perpendiculaires à ses deux faces ; il s'ensuit aussi que si Fon décompose la lame, dans son état naturel, en filets longitudinaux , et que la courbe CND représente un de ces filets après le changement de figure, elle coupera à angle droit en N la normale MM - .
Soit m un point de la courbe AMB, infiniment Toir sin de M; menons la normale mnm! aux trois lignes AMB, CND, A'M'B', qui les coupe eu m, n, m'; les prolongemens de MNM' et Tnnm^ se rencontreront en un point 0, qui sera le centre de courbure commun à ces trois courbes. Appelons p le rayon de courbure du filet moyen, ou également éloigné de AMB et A^M'B^; ^ la partie de ce filet comprise entre ces deux normales MNM' et rmvnf; u la distance du filet quelconque CND au filet moyen, et </ la longueur de N». En considérant cette distance u comme positive ou comme négative ^ selon que CND se trouve , par rapport au filet moyen , du côté de la convexité AMB de la lame, ou du côte de sa concavité A'M'B', le rayon de courbure NO de CND sera égal à f +u, et les longueurs infiniment petites ff' et (f seront entre elles comme p + 1^ et p , de sorte que Ton aura
En se courbant , les filets longitudinaux auront éprouvé de très petites extensions ou contractions , et les longueurs tr' et ^, qui étaient égales auparavant,
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seront devenues inégales. Désignons par y leur grandeur primitive^ et faisons
cT et S' étant de très petites fractions, positives ou négatives, selon que le filet moyen et le filet CND se
seront allongés ou raccourcis. La fraction - est aussi
supposée très petite ; si donc on néglige le produitde
J^ et -, on aura
ce qui montre que quand le filet moyen n'aura pa& changé de longueur, les filets situés du côté de la convexité se seront tous allongés , et les filets situés du côté de la concavité, se seront tous raccourcis, les uns et les autes proportionnellement à leurs distances au filet moyen.
Cela posé, rendons invariable la forme de chacune des deux parties de la lame qui répondent à AMM'A' et Bmm'B', et que nous appellerons H et K, pour abr^er. La partie H sera immobile; la partie K sera tirée vers H » ou en sera repoussée , par la tendance de la partie intermédiaire Mmm'M' à reprendre son état naturel et redevenir une tranche d'une épaisseur constante y. Le filet Nn de cette tranche tendra à se contracter ou à se dilater, selon qu'il aura été allongé ou raccourci, c'est-à-dire, selon que la quantité J^'sera positive ou négative. La partie K sera donc tirée dans le premier cas, et poussée dans le second cas, par une
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'force appliquée an point n ; or, on suppose que cette force , provenant de Faction de Nn , est proportionvielle à la quantité eT' et normale à mnm% comme si ce filet TSn était isolé.
En adoptant cette hypothèse y je représenterai par ^fle<r' la force dont il s'agit, rapportée à lunité de surface , et , conséquemment , par aJ^'Àdu la force normale exercée sur l'élément transversal de la surface K, qui répond au point n; a étant une constante dépendante de la matière de la lame , A sa largeur, et ^du l'aire de cet élément. Si donc on désigne par 2î l'épaisseur de la lame, et qu'on représente par T la force totale qui tirera ou poussera K, selon qu'elle sera positive ou négative , on aura
et , en mettant pour eT' sa valeur,
T = aaAfiJ^.
Soit, en outre^ /Et le moment des forces normales à la surface de K , pfis par rapport a Taxe transversal également éloigné des deux faces de la lame; nous aurons aussi
ju = aA r* éTWm,
et, par conséquent ,
On voit par là , i*. que la force T, qui tend a contracter ou à dilater une tranche quelconque de. la lame, est proportionnelle à Tex tension positive ou né-
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gatire dn filet moyen^ et indépendante desatopiirlraFe; 2"". que son moment a& est, au contraire , indépendant de cette extension , et ea raison inverse du rayon de courbure; 3^. que la matière et la largeur de la lame restant les mémes^ la valeur de T est proportionnelle à son épaisseur, et celle de /x, an cube de cette dimension.
Quand le filet moyen n'a pas changé de longueur^ on a é^^azo et T ss o ; les forces parallèles qui tirent on poussent K se réduisent à deux , égales et contraires, mais non directement opposées, dont le moment, par rapport à l'axe transversal perpendi'*culaire à ces forces, est toujours égal à fi. Cetle quantité /i est ce qu'on appelle le moment de îélasticité^ lequel est proportionnel, en chaque poiot, à la courbure de la lame, ou à l'angle de contingence de son filet moyen.
3o8. Il est facile actuellement de former les équations d'équilibre de cette lame. Dabord, si l'on appelle T ce que devient la force T au point M, on voit que la tranche infiniment petit? qui répond à Mmm'M ', sera tirée ou poussée , d'un côté par cette force T', et d^ l'autre par une force égale et contraire à T ; et puisque , par hypothèse , aucune force donnée n'agit sur cette tranche, il faudra donc qu'on ait T' = T. Ainsi la force T est constante dans toute la longueur de la lame, et, par conséquent, égale à la composante suivant cette longueur, de la force donnée qui agît à son extrémité libre. La dilatation cT sera aussi constante , proportionnelle à cette force , et positive ou négative selon que cette force tendra à allonger ou ï
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contracter les filets loogitudinauic. Elle n'aura aucune influence rar la figure de la lame; mais quand on laura mesurée, elle pourra servir à déterminer la valeur de la constante a, relative à la matière de la lame. En représehtanl par «sr un poids équivalent k la force qui tire la lame dans le sens de sa longueur, et par co 1 aire de chaque section transversale de la lame , on aura
Pour déterminer la figure de la lame , menons par le point Â, dans le plan du filet moyen, deux axes rectangulaires Ax et Aj-, dont le premier sera tangent à la courbe AMB , et représentera la direction de la lame dans son état naturel , et dont le second sera tourné du c6té de sa concavité. Soient a: et ^ les coordonnées rapportées à ces deux axes, d'un point quelconque du filet moyen ; aetb, celles de son extrémité libre, que nous prendrons pour le point d'applica* tion de la force donnée qui tient la lame eh équilibre ; PetQles composantes de cette force, suivant les prolongemens de a et 6. Par le point qui répond & ^et^, menons Taxe perpendiculaire au plan de la figure, auquel répond le moment désigné par/Ei, et faisons une section perpendiculaire au filet moyen. Pour Féquilibre de. la partie de la lâmi^ comprise entre cette section et son extrémité libre, il faudra q'œ le mo-^ ment )b&, ajouté aux momens de P et Q, par rapport â« mémeaxe, donne ttne&ottmte égale> zéro^ on ayant égard au sens dans lequel les forces dont fe est le mo-
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ment,' et les forces P et Q, tendent à faire tourner
cette partie de la lame ; on aura de cette manière
En prenant l'abscisse x pour la variable indépendante ^ et observant que la lame est convexe vers l'axe Ao? ^ on aura
où l'on regardera le radical comme une quantité positive. Si donc on substitue cette valeur dans celle de fz, et celle-ci dans l'équation précédente^ et qu'on fasse , pour abréger ^
il en résultera
pour l'équation de la courbe formée par la lame élastique en équilibre.
Son intégrale contiendra deux constantes arbitraires que l'on déterminera par les conditions / = <
et j^ = o, quand orso, ou, si Ton veut^=o et ^ = o , pour cette valeur de :r , à cause de la
petitesse de £. En faisant ensuite a: = a et jr^=zb dans cette intégrale , on aura une équation en a et bf que l'on joindra à celle qui résultera de la longueur donnée de la lame ; on aura alors les deux équatioos nécessaires pour déterminer ces inconnues a et b} et
la courbe élastique proprement dite^ sera complètement déterminée.
Sog. Si la lame^ au lieu delre encastrée, est entièrement libre à son extrémité A , il faudra poar la maintenir en équilibre^ appliquer à cette extrémité une force dont les composantes soient égales et contraires à P et Q; en prenant l'extrémité correspondante du filet moyen pour son point d'application, il faudra, de plus, que la résultante de P et Q vienne passer par ce point; ce qui exigera qu'on ait
Qa=P(è — e).
Cette équation suffira, quand la lame sera retenue par un axe fixe, passant par cette extrémité du filet moyen, et dirigé dans le sens de sa largeur. Si elle est simplement posée sur un plan perpendiculaire à sa longueur, qui ne l'empêche pas de tourner autour de Tarète d'une de ses deux faces « il faudra que le frottement de cette arête contre le plan , ou une autre force^ empêche la lame de glisser
La lame n'étant point encastrée, la direction de son plan tangent en A ne sera plus connue ; si l'on place toujours en ce point l'origine des coordonnées a: etjr, on aura encore ^=6 ou^=o, quand a: = o; mais on ne pourra plus prendre l'axe des a: sur la tangente en A , dont la direction ne sera pas donnée à priori. Cet axe sera alors la direction donnée
de la force P, et l'équation ^=0, quand a:=o,
devra être remplacée, pour la détermination des constantes arbitraires , par l'équation précédente ,
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relative aux momens des forces P et Q^ qu'on pourra
réduire à Qa = Pô.
3 io« Supposons qu'on ait P=o; en sorte que la lame soit pliée par une force Q perpendiculaire k sa direction primitive ; ce qui est, par exemple, le cas d'une lame horizontale, encastrée par un bout, et à l'autre bout de laquelle on suspend un poids donné Q.
Je fais dans ce cas
c étant une ligne dont la longueur donnée sera généralement très grande , à moins que le poids Q ne soit aussi trèis considérable. L'équation (i) deviendra
et en intégrant de manière qu'on ait ^ = o quand xssso, on aura
On en déduit
, ^^^ (7ax — jc*) dx
ds=z
j/4c> — (3UIX — a:*)* 2c*dx
V/4c*— (OMX — Xy^
ds étant l'élément différentiel de la courbe. Ces formules s'intégreront exactement par le moyen des fonctions elliptiques; mais à cause de la grandeur de c, on a szssx , à très peu près, et Fon peut réduire à
la valeur de djr} d'où Fon tire
pour Féqnation de la courbe.
La lame s'écartera peu de la direction horizontale; Tabscisse a pourra être prise pour sa longueur^ et Fordonnée b exprimera son plus grand écart. Â cause de
3Qc' = CU»6%
si Ton fait 2€A = co , comme précédemment , nous aurons
dans le cas de :r = a et ^ = i. Il en résulte donc que la nature de la lame restant la même^ la quantité b dont elle fléchira sera proportionnelle au poids Q et au cube de la longueur ^e^ et en raison inverse du carré de son épaisseur £ eé de Faire o de sa section tranversale.
Si Fon substitue pour acù sa valeur j du n*" 3o8, et
qu'on appelle h Fallongement total aj^ de la lame p produit par un poids ^, on aura
En supposant <9* = Q^ on en conclura que si un même poids Q , appliqué à l'extrémité libre d'une lame élastique^ agît successivement dans le sens de sa I. 29
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longueur et perpendiculairement à sa longueur , l'extension h et la flexion b^ supposées très petites par rapport à la longueur a^ seront entre elles comme les carres de 1 épaisseur et de cette longueur.
3i 1. Quelles que soient ]es forces P et Q, on obtiendra toujours une int^prale pi^mière de l'équation (i) en la réduisant à la forme de Féquation [2) par la transformation des coordonnées. Nous nous bornerons à considérer le cas où la lame, appuj^ée contre un plan et non encastrée^ s'écarte peu de sa forme naturelle. Ce sera^ par exemple , un ressort posé sur un plan horizontal par son extrémité inférieure Â ^ et chargé d'un poids donné à son extrémité supérieure B. On suppose qu'en se pliant sous cette charge^ le ressort s'écarte très peu de la verticale ÂBy et que dans toute sa longueur, la tangente a la courbe qu'il forme dans son état d'équilibre, fait un très petit angle avec cette ligne droite. La figure 78 représente différentes formes qu'il peut prendre dans cet état.
Prenons pour axes des x et des jr , la verticale Ax dirigée en sens contraire de la pesanteur , et l'hori-
zontale Ajr. La quantité ^ sera très petite , par hypothèse; nous négligerons son carré dans l'équation (i); on aura aussi Q = o, puisque la force qui agit à l'extrémité B est verticale ; en vertu de l'équation Qa=zJfb du n° 309, il s'^ensuivra 6 = o ; et comme le poids P sera dirigé de B vers A, il faudra changer le signe de cette force dans l'équation (i), qui la suppose dirigée en sens contraire. De cette
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manière, cette équation deviendra simplement
en Élisant, poar abréger,
On représente ici par œ Faire de la section du ressort y perpendiculaire à sa longueur; par € sa demî-épaisseur^ dans le sens où il est plié; et par €t une quantité dépendante de la matière dont il est formé. Ces trois quantités sont supposées constantes , et par suite c est une ligne de grandeur constante et donnée.
A cause que l'on a j^=o, quand :rs=o^ on déduit de cette équation
• . «rjt: dr wk ara:
r = A sm — , -^ = — cos — ; •^ c dx c c '
k étant une constante arbitraire qui doit être nulle ou très petite par rapport à c.
Quand on aura A: = o, le ressort restera droit , et sa longueur AB sera un peu diminuée par la pression du poids P. Lorsque ce coeflficient k ne sera pas nul ^ le ressort se pliera; au point B^ on aura «r = a et jrz=zb z=,o; en désignant par i un nombre entier^ il faudra donc qu'on ait
pour la valeur de a ou de AB. Si l'on appelle / la longueur du ressort, on aura aussi
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en négligeant la quatrième puissance de -^ et mettant pour a sa valeur ^ il vient
d*où Ton tire
Ainsi le coefficient k sera nul ou exprimé par cette formule.
5 12. Voici les conséquences remarquables qui se déduisent de ce résultat.
1®. Tant que / sera moindre que c, la formule (5) sera imaginaire pour toutes les valeurs du nombre entier î; on ne pourra pas prendre le coefficient k différent de zéro^ et le ressort ne sera pas plié parle poids P.
2*". Soit parce qu'on aura augmenté la longueur du ressort , soit parce qu'on aura diminué la quantité c en faisant croître le poids P^ supposons que / surpasse c; la valeur de A:, différente de zéro et qui répond k i=ii, sera réelle, et le ressort pourra être plié par ce poids. En désignant par / une fraction très petite , et faisant
on aura
1=1, as=6', k =fa;
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réquation de la courbe du ressort sera donc
wx
a sm —,
oii Ton voit qu'elle ne coupera pas la verticale entre les deux points A et B.
S"". Le rapport - continuant à croître , s'il vient à
surpasser 2 , la valeur de. k qui répond à f = ^ sera réelle, et le ressort pourra prendre une figure différente de la précédente. En désignant par^ une fraction très petite , et faisant
nous aurons
t =:: 2, a =: 2C , k :=: fa;
d*où il résultera
ce qui montre que, dans ce cas, la courbe coupera la verticale au milieu de ÂB, qui répond à a: =; ~ a« jS^. En continuant ainsi, on voit que si l surpasse un peu ic, et qu'en désignant par <p une très petite fraction, on ait
on pourra prendre
a z:^ ic, k =: ^a-y
ce qui donnera
jr =z (pa sin — i
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équation d'une courbe qui coupera la droite AB en un nombre î + 1 de points éqùidistans , y compris A et B.
Lorsque l surpasse un multiple de c d'une quantité qui nest pas très petite^ la valeur de ky donnée par la formule (5) , cesse d'être très petite par rapport à c; et celle de ^ n'étant plus alors une très
petite fraction ^ la figure du ressort ne peut plus être déterminée par l'analyse précédente. Il faut observer que^ dans tous les cas^ la figure rectiligne, qui répond à A; =: o , est possible ; mais elle n'est stable et nécessaire que quand / est moindre que c. 5i5. On entend par la force d'un ressort ^ supposé vertical pour fixer les idées, le pkis grand poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids P est déterminé par l'équation cz=zl, qui donne
OÙ Ton voit que, toutes cboses d'ailleurs égales, la force d'un ressort est en raison inverse du carré de sa longueur. Le ressort étant un parallélépipède rectangle, on voit aussi que si Ton essaie de plier successivement les faces adjacentes, sa force sera proportionnelle au carré de l'épaisseur perpendiculaire à la face qu'on voudra plier.
Quant à la grandeur absolue de P^ on la calculera en mettant dans la formule précédente la valeur de a , que l'on déduit soit de l'extension A de ce ressort, soit de sa flexion b, que produirait un poids 4r ; or ,
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d'après les n"" 3od et 3io^ et à cause de aJ'^^b et 41 = /, ces valeurs soot
par conséquent, on aura
p ^rwi* . p ' irwl
3 14. Les résultats du n* Soy s'étendent aisément à une verge élastique, lorsqu'on la suppose droite ou à simple courbure dans son état naturel, et qu'en la pliant elle reste encore à simple courbure et n'éprouve aucune torsion.
On prendra, dans ce cas, pour le filet moyen, celui qui passe par les centres de gravité de toutes les siectîons perpendiculaires à sa longufsur, lesquelles pourront êtr^ constantes ou variables, pourvu qu'ea chaque point leurs dimensions soient très petites par rapport au rayon de coiirbure de la verge. Soit fi> Taire de Tune de ces sections, faite par un poii^t quel-* conque du filet moyen ; décomposons eo en élémen3 perpendiculaires au plaq de ce filet ; et soit (^ l'^re de l'élément qui répond à la distance u de ce même filet; la variable u pouvant cire positive pu négative, et p désignant une fonction donnée de u. Soient aussi A: et — k les valeurs extrêmes de i^; nous aurons
la seconde équation résultant de ce que l'origine de la variable u est le centre de gravité de co.
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Daignons par d-, a^, /, J^', f , les mêmes quanti-' tés que dans le n** Soy, et par y, y, r, ce qu'étaient ^9 ^'f f9 dans l'état naturel de la verge élastique; on aura^ pour les deux états de cette yerge ^
et, pour le passage de l'an à l'antre.
Si doue on néglige les produits -^ et — ^ on en dé* duira
valeur qui coïncide avec celle du numéro cité^ dan$ le cas [de la vei^e naturellement droite, où Ton a r = 00.
Soit encore T la somme des forces perpendiculaires à cù qui tirent ou poussent Tune des deux parties de la verge y séparées par cette section normale. Appelons fi le moment de ces forces par rapport à l'axe passant par le centre de gravité de », et perpendiculaires au plan du filet moyen; d'après l'hypothèse du n^ 307, on aura
CL étant uue^quantité dépendante de la matière de la verge , [qu'on suppose constante dans l'étendue de chaque section ca y mais qui pourra varier d'un point à un autre du filet moyen. En substituant pour «T'
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sa valeur précédente^ et faisant^ pour abréger,
^ ^ Kfu^du = ^ (êq^ , il en résultera
Quand la verge élastique sera à double courbure , dans son état naturel ou après son changement de figure j la force T aura encore la même expression ; de plus 9 le filet moyen étant toujours celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections normales, et en désignant par r et f ses rayons de courbure en un même point, avant et après ce changement , on pourra prendre cette expression de /et pour le moment de l'élasticité par rapport à un axe pas-sant par ce point et perpendiculaire an plan osculateur du filet moyen ; mais il faudra, en outre, avoir égard à la torsion de la verge, comme nous le ferons tout à Pheure.
3i5, En comparant cette valeur de jw à celle du n* 307 , on voit que l'équation différentielle seconde de la courbe plane formée par le filet moyen d'une verge* élastique qui n'a éprouvé aucune torsion , ne difierera de celle qui répond à la lame élastique proprement dite , qu'en ce qu'elle contiendra au
lieu de - , et la quantité 9 à la place de la demiépaisseur €• Si la verge est homogène , et qu'elle soit, dans son état naturel, un prisme ou un cylindre al«
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longé, les trois quantités a, o^y V» seront constantes, et l'on aura r = oo • On en conclut que la flexion d'une verge naturellement droite, produite par un poids Q perpendiculaire à sa direction^ et la force de ce ressort , se déduiront des valeurs de 6 et P trouvées dans les n"" Sio et 3i3y en y mettant 9 à la place de €. Par cette substitution, / étant la longueur de cette verge, on aura
ou, ce qui est la même chose,
Pour deux verges différentes, mais de même longueur, les flexions produites par un même poids seront donc en raison inverse des forces de ressort ; en sorte qu'il suffira de comparer entre eUes les grandeurs de ces forces, dans les différentes hjrpothèses sur le contour de la section normale.
Supposons que la section normale soit un triangle isocèle, et qu'on veuille plier la verge, de manike que la face correspondante à la base de ce triangle devienne une surface cylindrique, concave ou convexe. Soient a et c la base et la hauteur de ce triangle. Dans le cas de la convexité, vers laquelle sont dirigées les valeurs positives de u (n* Soy) , nous aurons
et il en résultera
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p «-'(tac'
ans le cas de la concavité , on aura d*où Ton conclut
P7r*aac^
ce qui montre que , dans ce second cas , la force du ressort est triple de celle qui a lieu dans le premier. Si la section normale est un carré représenté par y*y et qu'il s'agisse de plier le ressort ^ de sorte que deux de ses faces opposées deviennent des surfaces cylindriques, on aura
*=*'=;/, ^=/. P=îï^.
Si elle est un cercle dont le rayon sort ijb , nous aurons
et en supposant Taire de la section normale égale dans les deux cas, de sorte quon ait y*=s "TCk^, on voit que la force de ressort qui a lieu dans le premier cas surpasse celle qui répond au second, dans le rap« port de ^ à 5.
Supposons encore que le ressort cylindrique soit un tuyau creux ^ dont les surfaces concentriques, in* térieure et extérieure, aient g et ^ pour rayons. Pour avoir la force de ce ressort, il faudra mettre
successivement g et g' k la place de k dans la dernière valeur de P^ et retrancher les résultats l'un de l'autre; ce qui donne
Si Taire tt (g'' — g*) de la section normale est égale à ttA:*, on aura donc
d'où l'on conclut que le vol urne ^ la longueur et la matière étant les mêmes» la force d'un ressort creux est plus grande que celle d'un ressort plein , dans le
rapport de i -j- ^ à l'unité ; 2g étant le diamètre
intérieur, et Tck* l'aire de la section normale.
5 16. Formons maintenant les équations d'équilibre d'une verge élastique quelconque, dont tous les points sont sollicités par des forces données.
Appelons A et B les deux extrémités du filet moyen. Soiento:,^, z, les trois coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M de cette courbe, s l'arc AM, « la section normale de la verge faite par le poiut M , y sa densité en ce point, et, conséquemment , ><wfc la masse d'une tranche infiniment mince de la verge. Désignons par Xyoûds, Yyatds, Zycùds, les forces données qui agissent sur cette masse parallèlement aux axes des x^ y^ z, de sorte que X, Y , Z , soient ces forces rapportées à l'unité de masse. La somme de leurs composantes, suivant la tangente en M au filet moyen , et tendant a augmenter l'arc s , sera
Représentons aussi par T la force provenant de Faction d'une partie de la verge sur la partie adjacente , appliquée à l'une des faces de la tranche ya>dsy perpendiculaire k û), et tendant à diminuer ou à augmenter Tare s, selon qu'elle est positive ou négative. L'autre face de yceds sera tirée ou poussée en sens contraire par une force égale à T + dT ; par conséquent, pour l'équilibre de cette tranche^ il faudra que la force dT soit égale et contraire à la force tangentielle donnée , ou qu'on ait
dT + y(» {Xda: + Ydjr+Zdz) = o; (a)
ce qui s'accorde avec l'équation (5) du n° 3oo.
A cause du peu d'extensibilité de la matière de la verge y on pourra prendre, dans cette équation (a), pour T' et o) la densité et la section normale de la verge au point M, dans son état naturel. Si ces deux quantités sont constantes, et que la formule com-r prise entre les parenthèses soit une différentielle exacte, on obtiendra, par l'intégration immédiate, la valeur de T; et, parce que l'on a T=zclcûJ' (n** Soy), on en conclura la dilatation positive ou négative de l'élément ds , qui se sera allongé dans le rapport de I -f- iT à l'unité ; mais cela ne fera pas connaître la dilatation de la section normale cû, ni le changement de densité de la verge au point M. Or , d'après ce que j'ai fait voir dans le Mémoire cité au commencement de ce paragraphe, l'allongement ou le rac-
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courcissement de ds est toujours accompagné d'une diminution ou d^une augmentation de œ^ mais telle , que le volume ends variera dans le même sens que dSf et la densité y, en sens inverse. II s'ensuit que quand une verge homogène , prismatique ou cylindrique y est attachée par un bout ^ et tirée à son autre extrémité par une force dirigée suivant le prolongement de sa longueur, elle éprouvera , à la fois, une extension et une augmentation de volume, proportionnelles à cette force; ce qui a été effectivement confirmé par l'expérience. Réciproquement , si cette verge est posée verticalement sur un plan horizontal, et chargée d'un poids à sa partie supérieure, qui ne la fasse pas plier, elle se raccourcira , et , en même temps, son volume sera diminué proportionnellement à la grandeur de ce poids.
517. Prenons sur l'arc ÂM du filet moyen un point m infiniment voisin de M; par ce point m , faisons une section normale ; et concevons que la partie de la verge comprise entre cette section et Textremité Â, soit rendue tout- à-fait immobile, et que la partie comprise entre l'autre bout B et la section faite par le point M, devienne seulemetit de forme invariable. Cela étant, cherchons les conditions d'équilibre de cette seconde partie , que nous appellerons K.
En vertu de la torsion de la verge , les points de la tranche comprise entre les deux sections normales faites par M et m, seront sollicités par des forces qui tendront à détordre ses différens filets longitudinaux, et agiront dans des plans perpendiculaires à Mm, cest-à-^ire, à la tangente en M au filet moyen. Ces
forces tendront à faire tourner K autour de cette droite^ en sens contraire de la torsion. Soit r leur nwMnent par rapport à cette droite , que Ton appellera le moment de la torsion de la verge ^ correspondant au point M. Si Ton mène ^>ar ce point des parallèles aux axes des x^ jr ^ Zy et si Ton observe que Taxe de ce moment fait^ avec ces droites ^
des angles dont les cosinus sont ^, ^, J ^ ^^ ^^
conclura (n** 281)
pour les momens par rapport à ces trois parallèles , des forces qui agissent sur K dans le sens de la tor^sîoo.
Désignons par ft ^ le moment de l'élasticité relatif au point M ^ c cst-à-dire, le moment des forces dont T est la somme , par rapport à un axe mené par ce point et perpendiculaire au plan osculateur du filet moj^en; r et p étant les râ jons de courbure en ce même points dans l'état naturel et après le changement de forme de la lame y et € désignant une quantité positive , dépendant de la matière et de la section normale au point M^ nous aurons (n"" 3 14)
et si l'on appelle ffgfh^ les angles que l'axe de ce moment fait avec les parallèles aux axes des x^jyZ^ menés par le point M, les momens de l'élasticité par rapport à ces trois droites seront
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/A COS/, fJLCOS g, fJL cos h.
Soîent M' un point quelconque de Parc MB; x\y, z\ ses trois coordonnées ; ^ Tare AM', et y/, a)\ X', Y', Z', ce que deviennent y, a, X, Y, Z, relativement à M^ En appelant Z la longueur totale au filet mojen , et faisant
[ [Y' (^' - X) - X'(y- jr)]>V^' = Z„
■^' [X' (2' — z) -r Z'{x' — ar)]>Va:f' = Y/,
ces trois quantités X^, Y^, Z^, seront les momens des forces données qui agissent sur K , par rapport aux axes menés par le point M^ suivant les directions des Xj y f z.
Enfin , supposons que des forces particulières agissent à l'extrémité libre de K; représentons par Py Qy R, les sommes de leurs composantes parallèles aux axes des œ^y^z^^X par a', h\ c\ les coordonnées du point d'application de leur résultante ; leurs momens par rapport aux mêmes axes que Z^, Y^, X^, seront u
et si Ton désigne par a^ h^ c^ les coordonnées de l'extrémité B du filet moyen , on pourra remplacer ces momens par
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Q C« - Jf) - P (* - 7) + R', P (c — z) — R (a — a:) + Q',
en faisant, pour abréger,
Généralement, les coordonnées c^, h\ c'^ seront distinctes de a , b ^c p parce que les forces extrêmes P, Q, R, ne seront pas appliquées immédiatement à la verge élastique, et qu'elles agiront aux extrémités de bras de levier. Soit que ces forces aient ou non une résultante unique , les quantités P', Q', R', seront leurs momens par rapport à des axes menés par le point B, parallèlement à ceux des x, ^ , jz, ; si donc on suppose qu'on ait en ce point
_ = cosa', £ = cosC, ^ = cosy,
et qu'on fasse
P'cos a' + Q' cos C' + R' cos>' = L,
cette quantité L exprimerai le moment des forces extrêmes par rapport à la tangente au point B (n* iiSi); d'où l'on peut déjà conclure que L sera le moment de la torsion extrême , où la valeur de T relative à ce même point.
Cela posé pour l'équilibre de la partie K de la verge . I. 4o
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élastique , il faudra que la somme des mcHnens par rapport à chaque axe , de toutes les forces qui agissent sur ses différentes tranches et à ses extrémités , soit égale à zéro; ce qui donne ces trois équations
/.co8/-r^+X;+F + R(ô-^)-Q(c — z) = o,l
^cos^-r^ + Y,+Q' + P(c-*)-R(a— x) = o,J(«)
Si 8. D'après les formules du n* 19, on a dzà^x — dxd^z
"»*= Td? '
>jds^ étant la racine carrée de la somme des carrés dtf trois numérateurs. Il en résulte
d.fi. cosj — dfd.^^ — dzd.^, d.fM cosg = dzd.^—dxd.^, d.fJL cos* = dxd.^—djrd.^, et, par conséquent ,
^d. fJL cos/ -i- £ d.fJLCosg.-h ^ d.fi cos A=^' On a d'ailleurs
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4? "T- ds^ '^ d$^ — ^^
dx , àx djr M djr dz w dz dJ'^'dJ + di'^^d^ + di'^'ds =^-
Si donc on ajoute les différentielles des équations {b), après les avoi en déduisant.
après les avoir multipliées par ^z» f'f X» ^^ aura.
mais à causç que les quantités soumises à Tintégration dans les expressions de X^, Y^, Z^, s'évanouissent à la limite / = s, il suffit (n"" i4) de différentier sous les signes f par rapport k x^j, z, pour obtenir les valeurs de dX.^, dY^ , dZ^ ; on a donc simplement
ax^ = dzJ^^X'yWds^ — rfr//zyû)W,
dï^=^dx y 'ZV'«W — dz f^^%fyWds\
dZ, = djrf^X'yWd/ — dxJ^yWd/;
* et en substituant ces valeurs dans l'équation précédente , eUe se réduit à rfr = o.
Ainsi le moment de la torsion est constant dans toute la longueur d'une verge élastique en équilibre, quelles que soient les forces qui y sont appliquées.
Sa valeur sera donc partout la même qu'à chacun des deux bouts de la verge; et il est facile de vérifier qu'au point B, on a t=:L, comme on l'a dit plus haut. En effet, en ce point, on a, x = a, y — &,
z=:c} les intégrales li^,Y^,Z^, s'évanouissent, et
les équations Çb) deviennent
T cos a' =: /tt cos y + P', T cos f ' = /t cos g + Q',
T COS y Z=z fJL cos h + R'.
A cause que la normale au plan osculateut* du filet moyen et la tangente à cette courbe, sont perpendiculaires l'une à l'autre, on a ^ en ce même point B,
cos aJ cosf + cos Ç' cos g -f- cos >f' cos A = o ;
en ajoutant donc les équations précédentes , après les avoir multipliées par cos a', œs €', cos y', la quantité fjL disparaîtra, et, d'après la valeur de L, on aura T = L.
Le moment de la torsion peut seul se déduire des équations d'équilibre ; quanta la torsion elle-même, sa grandeur est variable le long de la verge, lorsque la matière ou la section normale varie d'un point à un autre. Si la verge est homogène, et que la section normale soitconstante, la différence des angles de torsion est la même aux extrémités de deux parties de la verge, d'égales longueurs, et proportionnelle aux longueurs, quand elles sont différentes. Supposons, pour fixer les idées, qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique, soit encastrée par un bout, et qu'on applique à son autre extrémité deux forces égales , parallèles et contraires, agissant à distances égales et de deux côtés différens ; cette verge restera droite } mais elle se tordra sur elle-même, proportionnelleixient à sa longueur et au moment de ces deux forces
par rapport à son iSIet moyen , lequel moment sera la valeur de la quantité L. J'ai trouvé, en outre, dans le Mémoire déjà cité (n* 5o6), que si la section normale de cette verge est un cercle, la quantité de la torsion sera proportionnelle, toutes choses d'ailleurs égales, à la quatrième puissance de son diamètre; ce qui est conforme à Texpérience.
3 19. Deux des équations (£), ou deux combinaissons quelconques de ces équations, après qu'on y aura substitué la valeur de jbt et mis L à la place de r, serviront à déterminer la figure de la verge en équilibre. Si elle est droite dans son état naturel, et que toutes les forces qui y sont appliquées soient comprises dans un même plan , les trois équations (b) se réduiront à une seule qui sera celle de la courbe plane formée par le filet moyen.
Prenons le plan de ces forces pour celui des x etj'} nous aurons
z = o, cosy=o, cosg=so,
cssô, c'=:o, R = o, cosy'=i.o;
d'où il résultera
X^=o, Y^=so, P' = o^ Q'=so, T = L:=o?
et les deux premières équations (b) s'évanouiront.
A cause de r=s oa, la valeur de fi se réduira à- ;
on aura aussi cos A = ± i ; mais en ayant égard au sens de l'action de T Sur la partie E de la verge (n° 3 14), il est aisé de voir quil faudra prendre cos A= — 1 dans la troisième équation {b), qui
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deviendra, de cette manière,
et Ton remarquera qu'en conservant les notations du n* 5i4, le coefficient C aura pour valeur
Lorsque les forces X et Y seront nulles , cette équation (c) coïncidera avec l'équation (i) du n* 3o8, en observant que dans celle-ci^ les forces P et Q agissent à l'extrémité même de la verge, ce qui rend nul leur moment R'. Dans tous les cas^ on fera disparaître par des difierentiationSy les intégrales contenues dans cette équation {c)^ qui se changera par là en une équation différentielle du quatrième ordre.
La figure de la verge étant déterminée par l'équation (c), il faudra en outre que les forces données qui y sont appliquées , satisfassent aux conditions d'équilibre du n** 361 , qui se réduisent à trois ^ à cause que ces forces sont toutes comprises dans un même plan. Désignons donc par D et E les sommes des forces particulières qui agissent à l'extrémité A de la verge, parallèlement aux axes des x et y y et par F' leur nkoment pat rapport à ce point A , de manière que D, E, F', soient à Tégard de ce point, ce que P, Q, R', sont relativement à l'antre extrémité Bj les trois équations dcmt il s'agit se^ ront
D + P+r XV«V/=o,
+f^ [YV - ^) - x'cr - j-)] y.'ds'=. o, ^
où Ton mettra pour a: et j les coordonnées du point A.
Lorsque les deux bouts de la verge seront entièrement libres , les forces extrêmes et leurs momeos seront donnés. Si la verge est encastrée à son extrémité A, les forces D et E, ainsi que leur moment F% seront indéterminés; mais on connaîtra les valeurs
âc jc f jr, -j- , relatives à ce point A. Si la verge est
seulement retenue par le point fixe A , les forces D et E seront encore indéterminée^ ; leur résultante sera égale et contraire à la charge de ce point d'appui , dont elle exprimera la résistance , et l'on aura F'=o pour leur moment : on connaîtra alors les valeurs
de x etjr, mais non plus celle de ~. Les mêmes remarques s'appliquent au point B.
320. Supposons^ par exemple ^ que la verge soit homogène et naturellement prismatique ou cylindrique ; ce qui rendra constantes les trois quantités y^ C0, €. Supposons, en outre , qu'elle ne soit sou-* mise qu'à des forces perpendiculaires à sa longueur, qui l'écarlent très peu de sa position primitive; et prenons pour Taxe des x, le filet moyen dans cettç
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position; on aura alors
ce qui fait disparaître la première équation (d). En négligeant le carré de ^ > on aura aussi
et l'équation (c) se réduira à Cg:=R'+Q(a-a:)+>«//Y'(x'-x)ai'. (e) En la différentiant une première fois, on a
On a aussi (n® i4)
d.f^^Tds^ = — Yds;
en différentiant une seconde fois, et mettant dx au lieu de ^, on aura donc
Les quatre constantes arbitraires que contiendra l'intégrale complète de cette dernière équation , se détermineront d'après les conditions relatives aux deux bouts de la verge, et en observant que la valeur de^ tirée de cette équation devra satisfaire aux deux précédentes pour toutes les valeurs de a:. Or, réquation (/) résultant des deux autres par la diffé-
rentiation, îl suffira^ pour cela ^ que cette valeur dejr satisfasse à celles-ci pour une valeur particulière de x; il suffira donc qu'on ait
■ «g=R'' «ê=-o. fe)
pour a:=a ; conditions qui résultent de l'équation (e) et de sa difierentielle première^ en y donnant k x cette valeur particulière. Si l'on y donne à or la valeur relative au point A^ et qu'on ait égard aux équations {d) , on aura
«g — f'. «ê=Ei w
mais ces équations n'expriment pas de nouvelles con« ditions distinctes de celles que renferment les équations (d) et (g), que l'on pourra, si l'on veut, rem-, placer par le système des équations (g) et (h).
321 . Ces formules comprennent le cas de la verge pesante. Alors, je suppose le point A fixe, et j'y place l'origine des coordonnées a: et ^; je suppose aussi que Taxe des x, qui représente la direction naturelle de la verge, soit horizontal ; je prends l'axe des jr positives dans le sens de la pesanteur, et je représente cette force par g. On aura Y = g, et l'intégrale de l'équation (/) sera
6y = ^ar^ + Cjt' + C'jf + C'o:; (i)
C, C, C^ désignant trois constantes arbitraires, et la quatrième étant nulle, à cause qu'on a <r=:o et jc=zo SLU point A.
Supposons la verge encastrée à cette extrémité; il
£3iudra qu'on ait aussi ^ = o quand jc = o ; d'où il
résulte €"== o. Supposons, en outre , que le poids Q soit attaché immédiatement à l'autre extrémité B, de sorte que son moment R' soit zéro; en vertu des équations (g) , qui répondent à ce point , ou à a: =: o , on aura
igya)a^ + 6Ca + aC == o,
gycùa + 6C = — Q.
Je tire de là les valeurs de C et C^ je les substitue dans l'équation (i), dont je supprime le terme C'x; j'appelle q le poids de la verge , de sorte qu'on ait ijl=: gye^a'y il vient
équation qui coïncide avec celle du n* 3io, quaod on néglige le poids de la verge , et qu'on y met Qc* à la place de €•
Pans les deux cas de Q = o et ^ =r o, on a
pour l'ordonnée du point B , qui exprime la flexion totale de la verge. En supposant Q s= ç, on voit donc que les flexions produites par un poids Q suspendu à l'extrémité libre d'une verge horizontale encastrée par son autre bout , et , par ce même poids , réparti uniformément sur toute la longuetir de cette veige^ sont entre elles comme 8 est à S.
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Si le point B est fixe comme le point Â^ et
situé sur la même horizontale ^ il faudra qu*on ait
jr^=io' quand .r = £z; ce qui change Téquation (i)
en celle-ci :
q étant toujours le poids de la verge. La déter* mination des deux constantes C et CJ présentera les cas suivans.
i^. Quand la verge est encastrée à ses deux bouts,
il faut qu'on ait ^ •= o pour j: = o et pour x=a;
on tire de là
et réquation (a) devient
En appelant f la flèche de la courbe formée par cette verge , c'est-à-dire, la valeur de^ qui répond à son milieu, ou à a: = x^> ^^ «ura
f — g^^ J ^ i6.a4,tf'
2*. Si la verge est simplement retenue par les points fixes A et B, les charges de ces points d'appui seront les forces E et Q, prises en sens contraire de leurs directions, et leurs momens F' et R' seront nuls (n® 3 19). En vertu des premières équations {g) et (^), on aursi
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^ c= o pour X = o et pour or = a; d'oà Vo^
conclut
a Ou aura alors
^^ gg (g — ar) (g* + ax — x^)
et la flèche y sera
c'est-à-dire, quintuple de celle qui avait lieu dans le premier cas. D après les dernières équations (g) d (A), on aura aussi
valeurs qui ont aussi lieu dans le premier cas, et qd sont évidentes en elles-mêmes.
3®. Enfin, lorsque la verge est encastrée à sob extrémité A, et seulement retenue à son antre boat|
on a ^ = o pour a: = o, et ^ = o pour x^^\
ce qui donne
au moyen de quoi Téquation (a) devient
^„ gx*(fl — x)(3a — 2j)
Les secondes équations (g) et (A) donnent, en même temps ,
ce qui montre que le poids de la verge se partage inégalement entre les deux points d'appui , et que la charge de rextrëmitë encastrée est plus grande que celle de Tautre , dans le rapport de 5 à 3,
5a3. En supposant toujours les points A et B fixes et situes sur une même horizontale, et la verge homogène et prismatique y considérons le cas où les autres points sont chargés de poids inégalement distribués dans toute la longueur.
Soit donc
^ac étant une fonction donnée qui s'évanouit quand a: =so et quand a:z=:a, et q désignant le poids total , ce qui suppose
/ ^xdûc = a.
Cette fonction Çx pourra être continue ou discontinue , c'est-à-dire que son expression analeptique pourra changer une ou plusieurs fois entre les valeurs extrêmes a: = oet^ = a;ou, autrement dit, si on la représente par l'ordonnée d^une ligne dont œ soit l'abscisse, cette ligne pourra se composer de plusieurs portions de courbes différentes. Si l'on désigne par J^ une ligne d'une longueur aussi petite qu'on voudra, nous pourrons supposer, par exemple, que (poc soit zéro depuis x=:o jusqu'à x = {a — J", et depuis or =z= -J a + J^ j usqu'à x=a,de sorte que cette fonction n'ait de valeurs différentes de zéro que dans une très petite étendue J^ de part et d'autre de xz=^a.
Ce cas sera celai d'un poids q agissant au milieu de la verge élastique , que nous examinerons tout à l'heure en particulier.
Quelle que soit la fonction ^x , continue ou discontinue, pourvu qu'elle soit nulle pour x=:o et pour x = a, on aura, depuis x = o jusqu'à jcz=a inclusivement ,
^a:= -2( / sm <pxdxf\ sm — ; (a)
n étant un nombre entier et positif, et la caractéristique 2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de Uy depuis 71=1 jusqu'à /t = 00 . Cette formule est due à Lagrange, qui l'a donnée dans les anciens Mémoires de T Académie de ^Turin (*) ; nous la démontrerons plus bas. En en faisant usage , l'équation {f) devient
et en intégrant et observant que ^ = o pour x = 0 et pour jr = a, on aura
+ x(a — a:)[Gr-fC'(a — o:)]; (b)
C et C étant des constantes arbitiraires que Ton déterminera comme dans les .trois cas du numéro précédent.
334« Examinons en détail le cas où le poids q est
(^) Tome III , page a6i .
suspendu au milieu de la verge, c'est-à-dire, le cas où, comme on vient de le dire, la fonction <px' est nulle pour toutes les valeurs de x' qui diffèrent un tant soit peu de -^a.
On pourra aloi*s faire a? z=i \a dans le facteur
sîn '^— que renferme l'intégrale relative à x'j ce
qui donnera
/ sm (pxdx = sm — / ^xcUxfzrzasm — ,
et fera disparaître tous les termes de la somme 2 qui repondent à des nombres pairs n. Je désigne par i un nombre pair ou impair; je fais n^rzni — î, et j'étends la sonrnie 2 à toutes les valeurs de f, depuis 2=1
jusqua 1=00 .A cause de sm i ^=: — ( — i)',
l'équation {b) devient
Cj—x(a — x)\Qx + G{a — x)'\
Mais d'après une formule connue, on a, comme on le verra plus bas,
pour toutes les valeurs de a», depuis a) = o jusqu'à ^=f7r. Si donc on a x<C - a , on fera û» = — et l'on
aura
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si. au contraire. onsLX>^a.on fera (»=*^^ -;
et comme on a
(af — i)v(tf — x) . (ai— i)vx sm ^^ ' — i ^ = sin ^ ' — ,
on en conclura
De cette manière , nous aurons Tune ou Fautre de ces deux équations :
Il ne restera donc plus qu'à déterminer les constantes C et C dans les trois cas suivans :
I*. La condition ^ =0 pour x=o et pour x=^
qui a lieu quand la verge est encastrée à ses deux extrémités y donne
Les équations (i) deviendront
au milieu de la yerge^ on aura ^= o, comme aux extrémités; et la flèche/, ou Fordonnée corrcspon-
dante k x =s ^a, sera
qa
€^est-à-dire , double de celle qui avait lieu dans le premier cas du n"* 5:2 a. En yertu des secondes équations (g) et (h), ou aura aussi
comme cela devait être
a*. Dans le cas de la verge simplement retenue par
ses deux bouts ^ où Ton doit avoir ^^^=0 pour
^ = o et pour a: == a ^ il en résulte
et, par conséquent,
La tangente au milieu de la courbe est horizontale, et les valeurs de Q et £ sont -7-7^, comme dans le premier cas; mais la fléchera pour valeur
en sorte quelle est quadruple de la précédente, et plus grande dans le rapport de 8 à 5, que celle du second cas du n" 522. Si l'on mène une tangente à la courbe élastique, par Tun ou l'autre des points A etB; que Ton appelle <t son inclinaison, et qu^on
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désigae. par f rordonnée verticale du point de cette
droite qui répond à Fabacisse égale à ^ a, on aun
**°«* = ^' / = îûtang«i d'où Ton condnt
Dans le second cas du n* Sâa^ le rapport defkjse-
rajt g.
3*. Enfin , si la vei^e est encastrée à Textrémité A
et seulement appuyée à l'autre bout B, on aura
dr d'r
^s=:opour :r = o,et 7^ = opourar=a;oaea
déduira
et les équations (i) deviendront
Elles donnent pour x =? ^ a, la même valeur de jr, savoir
mais ce n'est pas la plus grande ordonnée. On am
aussi
p, iiy ^ Sy^
sorte que le poids q se partagera dans le rapport de
1 1 a 5 entre les points d'appui A et B.
3a5. Nous allons maintepant démontrer la formule
de Lagrange, citée précédemment.
Pour cela y considérons la quantité
1 — M 1 — aA CO8 0 4- A* '
cfoi est une fraction rationnelle par rapport à A , et dans laquelle 8 désigne un angle réel. Son développe-* ment suivant les puissances de h sera
I +^Aco8 9+2&*cosa3+ai^ cos39+aA4G08 4^-i-etc. ;
ce qu'on peut aisément vérifier; car si Ton multiplie cette série infinie par le dénominateur i — aA cos 0+A* de la fraction, on retrouve son numérateur, en observant qu'on a
2 co6w6cos9 = cos(n+i)fl-f-<^^('* — 0®^
quel que soit le nombre n. Si h est moindre que l'unité,' ^sstraction faite du signe, cette série sera conver-gente , et la fraction sera rigoureusement égale à son développement prolongé à l'infini ; à cause de
I— 2Âcosfl 4- A* = (i — *)•+ 4Asin»|fl, nous aurons donc, dans cette hypothèse,
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier 71, depuis n= i jusqu'à 72= 00 . Quelles que soient la fonction y9 et la constante réelle a, on aura
donc aussi
Soit g une quantité positive et infiniment petite; cette équation subsistera encore en y faisant hz=s, i— ^g, puisqu'elle a lieu pour toute valeur de h moindre que l'unité. Pour toutes les valeui^s finies de n , on aura
pour des valeurs infinies de cet exposant, ^" pourra différer de l'unité , mais en intégrant par partie , on a
//a C08 ii(é — tf)dS*= i/é sin n(é— a) — 1 Ç^ sin n(ô — «yi;
en sorte que si/'d ne devient point infinie, entre les limites 6 = o et 6 ='7r, ni pour ces limites» l'intégrale
f 'y8 cos w (6 — a )rf6 , qui multiplie A", s'évanouira
pour 72=: 00 ; d'où il résulte qu'on pourra toujours remplacer A" par l'unité sous le signe 2. Au numérateur de la fraction comprise sous le signe f^ on aura I — A* = 2g, en négligeant g' par rapport à ag; dans le second terme du dénominateur » on pourra mettre l'unité au lieu de A ou i — g; et, de cette ma* nière , nous aurons
Le coefficient de ^^ô sous cette dernière intégrale est infiniment petit, excepté pour les valeurs de 6
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infiniment peu différentes de a ^ qui rendent son dénominateur infiniment petit ; cette intégrale est donc infiniment petite ou nulle , tant que la différence 0 — a 'est une quantité finie ; ce qui aura lieu dans toute l'étendue de l'intégration , lorsqu'on supposera a<C o, oua>>^; donc toutes les fois que la constante oL tombera en dehors des limites zéro et ^^ on aura l'équation
If'f^ + ^fo ^ ^^ '^^^ ~ "^^^^ ^ ^- ("*)
Si, au contraire, on a a > o et < 9r, il y aura des valeurs de 0 qui différeront infiniment peu de et; en faisant donc
9 = et 4- tt, é/ô = du,
l'intégrale dont il s'agit s'évanouira encore pour les valeurs finies de u, mais non plus pour les valeurs infiniment petites de cette variable, positives ou né-** gatives; à l'égard de celles-ci , on aura
par conséquent, le second membre de l'équation (i) devient
gdu
lorsque a tombe entre zéro et ^. Or, cette intégrale étant nulle pour toute valeur de u qui n'est point infiniment petite, nous pouvons maintenant l'étendre, sans en altérer la valeur, à des valeurs quelconques AeUf positives ou négatives, et la prendre, si pons
voulons, depuis u s= -~ oo jusqu'à i^= oo : on aura
alors
et finalement
y^'/y^+^J'f^ cos n (8 — a)d» = Trfa. (5)
Ce raisonnement conviendra encore au cas où a coïncide avec une des deux limites zéro ou ^sr ; mais si Ton a a = o, on ne pourra donner à uque des valeurs podtives, et seulement des valeurs négatives, si Ton a eL=z/7Cf afin que dans ces deux cas, la variable 8 qu'on a faite égale à ft-f-u, ne sorte pas des limites de l'intégration. De cette manière, l'intégrale relative à i^ se trouvera réduite à la moitié de sa valeur, ou à -j^; et si l'on représente par 6 et y les valeurs de fu qui répondent à oc =: o et a =^, il en résultera
Maintenant £ûsons
et soit aussi
La quantité x étant positive et moindre que la eons^
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tante a^ mettons à la place àeet, dans Féqua-
tion (2) et — dans Téquation (5) ; en observant que les limites relatives à x' seront zéro et a^ nous aurons
— / ^xdx' + - 2 / ^x CO8 — i — -ï»— Vj/ = o , yaj o a J o a
— / çxdjf + - S / f X CO8 — ^ -dx = ^x ;
naj Q a J o û
et en retranchant ces deux équations Tune de l'autre, il vient
-if l^a/ sin^^—dx'j sin^^ = (px;
ce qu'il s'agissait de trouver.
5a6. Cette formule représente les valeurs de la fonction (px, pour toutes les valeurs de la variable X, qui sont positives et moindres que a, et même pour ^ = o et x=sa, lorsque çx sera nulle pour ces valeurs extrêmes. Il est important d'observer qile la série indiquée par X, finira toujours par être convergente; car pour de très grandes valeurs de n, l'intégrale relative k x' deviendra une très petite quantité, qui diminuera de plus en plus à mesure que 71 augmentera, et qui sera tout- à- fait nulle pour n =s 00 , comme on Ta vu plus haut au moyen de rintégration par partie. Cette remarque est nécessaire et suffit pour justifier l'emploi qu'on fera de la formule précédente.
Les différentes formules par lesquelles on peut ainsi représenter en séries de quantités périodiques, toujours convergentes, des portions de fonctions arhi--
traires contiuties ou discontenues ^ se déduisent des équations (5)^ que nous venons d'établir. Je me contenterai de donner ici deux de ces formules , qm nous seront utiles dans la suite ; pour de plus grands déyelopperoens sur cette matière, je renverrai à mes Mémoires sur le Calcul intégral^ qui font partie du Journal de V École Pofy'tecknique, et où Fou trouvera une théorie complète de ce genre de transformations.
Âpres avoir ajouté les équations (5) et retranché la première de la seconde , j'y mets 2I au lieii dea^ puis X + / et ^1:^+ / à la place de a: et j/, et ensôile ^x et Çjc' au lieu de (p(x + Z) et <p(a/-4- 0; les limites des intégrales relatives à af deviennent ^ l, et ces équations sont remplacées par celles-ci :
Partageons chaque somme 2 en deux autres , doot Tune se rapporte aux nombres n pairs, et l'autre aux nombres n impairs. Pour cela, soit i un nombre en- 1 tier quelconque ; et faisons successivement n = ai, 71 ss af — I ; nous aurons
7ii7r{x+l) , .. mx . ^iw(x + l) , ^. »»* cos ^^j is=(_i)ico8-p, 8in ^^^ =(-.i)%in-^,
2/ ^^^ — âZ — ' a/ K-yr^^-^jT'
et de même pour les sinus et cosinus compris sous
les signes y"; par conséquent , on aura
^^^^^U -/^ ^1 \J ^?^ cos^dxj cos -p
^ ^f r^ / • 'Va:' A . rVx
r 7 ^l / ^^ sin —7- ^J^ Jsin -=—
les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs de i, depuis f=i jusqu'à î=qo. Ces équations auront lieu pour toutes les valeurs de «r qui seront comprises entre les limites =b L
Cela posé, si la fonction <px est telle que l'on ait <p (— x):^s — ^jc, il en résultera
I ^xdx;=zQy I çxcos--j'dx=±o^ j fxcos^ j- — dxssLO,
et, en outre,
1 ^x' sin -^^ ûù/ == 3 I ^;z/sin -^^ ifar' ,
au moyen de quoi la seconde équation (6) coïncidera avec la formule (a), en y changeant £X en /; et la première se réduira à
Si , au contraire, la fonction (px est telle que l'on ait
^ (— x) = ^o:, on aura
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1 , ^x^sin — ~' é£r^= o , Ç f j/sin '^^ = o;
et les antres intégrales pourront s'étendre seulement depuis X = o jusqu'à or = /, en doublant les résultats. La seconde équation (6) rentrera dans Féquatiou (7), en y mettant Z-^o; au lieu de j:, et ^x à la place de ^ ( / — x )• La première équation (6) deviendra
(pa:=iy V'^'+|2(/j<pjc'cos ^^'dic')co8^.(8)
Ces formules (7) et (8) représenteront les valeursde ^Xj depuis or s=: o jusqu'à x = / ; celles qui s'en déduiront, en les différentiant par rapport à or , exprimeront, dans le même intervalle, les valeurs
de -j-. La formule (7) suppose ^x=:o pour jk:s=o, et ^=:o quand 0: = /; la formule (8) exige qoe
l'on ait ^^ = o pour jr = o et pour a:= /. Lorsque
ces conditions ne sont pas remplies, ces formules on leurs différentielles n'ont pas lieu pour les valeurs extrêmes de X.
337. Réciproquemeint, les formules de ce genre font connaître les sommes des nombreuses séries pé* riodiques que l'on a obtenues par différens moyens. Ainsi , par exemple, pour en déduire la somme de la série dont on a fait usage dans le n* 3^4 9 j'^' joute les équations (a) et (3) , après avoir mis — et à la place de « dans la première; il en résulte
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flfy^ + a2 (///« cos « Odô) cos n« == irja. Je prends ensuite yd:=0; on a alors
cos nir — I
quantité nulle pour tous les nombres pairs , et égale à -r- .^ pour 71 = ai — i . L'équation précédente devient donc
la somme Z s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier i\ depuis /= i jusqu'à £=00.
En multipliant par da et intégrant, on en déduit
^nn(2i— i)tf _ Wf_ .
On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce que les deux membres de cette équation sont nuls, soit pour a = o, soit pour a = 7r; en sorte que cette équation a lieu pour toutes les valeurs de a, depuis Cl == o jusqu'à « s= ^ inclusivement. Si l'on y fait tt=s {•'7r-}-a, on aura
sin {ni — i) et = — ( — lycos (ni — 1) û> ,
et, par conséquent,
^(— i)'co8(at— i)i> _ » /^. _ ï -A
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depuis « = — ^TT jusqu'à « = i^. Je muiti*
plie par dœ et j'intègre de nouveau; il en ré^
suite
^ ( — 1^8111 (ai — i)m wm^ iir^iÊ ^
(2t_i)4 — ^ ~ li"^
ce qu'il s'agissait d'obtenir.
328. Si l'on met 2a au lieu de a , et ensuite ar'+n et a: + a à la place de x et a:', dans la seconde équation (5), et qu'on fasse ^(a + a:)=s¥x , on aura
' ^aj -^ ' aa J ^^ aa '
pour toutes les valeurs de x comprises entre dza. En faisant
^ nx
aa ' aa '
cette équation pourra s'écrire ainsi :
F^= ^/j/a:'é£r'+ ^2[yj[^Far'costt(ar'— a:)]]^;
w étant un multiple de «, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de u , depuis u zss e jusqu'à i£=:oo. Or, si la constante a devient infinie, la différence i des valeurs consécutives de u deviendra infiniment petite, et la somme 2 se changera en une intégrale prise depuis tt=€, ou ws=o, jusqu'à u=co. En faisant donc £Z = oo et£=:d^, mettant le signe / au lieu de 2, et supprimant le premier terme de la formule précédente, nous au-
rons
Fourier a donné le p'remier cette formule importante^ qui s'étend à toutes les valeurs réelles, positives ou négatives, de la variable a:, et convient, comme les précédentes, dont elle se déduit, à une fonction quelcouque For, continue ou discontinue.
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CHAPITRE IV
S^lKins bs cas lespfais malfies de rëqniKbredes SMclmas, h puîsBaDoé et lajrésifltcnce sont rëdprtH <^iii00t propoiitanatllès aux espaces que leurs poÎDts 'd'application décrinientsiinaltanément, si réqnilihre venait k se rompre. Pour que ce rapport ait toujenis lieu, il fau^rendre les espaces iofiniment petits qui seraient décrits dans le premier instant, et les remplacer par leurs projections sur les directions des forces. U a été remarqué depuis long-temps dans les machines simples; Jean Bemouilli Ta ensuite étendo, par induction y k un système quelconque de poinb matériels sollicité par des forces données; et, sons h dénomination de principe des vitesses mrtueUes, il est ainsi devenu le principe général de l'équilibre. Nous le démontrerons dans toute sa généralité , après ravoir vérifié sur les exemples suivans.
I*. Soient (fig. 79) A, A', A",... une suite de poulies contenues dans une même chape, et formant une moufle fixe^ et B^ B', B",. • . une autre suite de poulies aussi contenues dans une même chape 1 et formant une moufle mobile. Supposons qu'un fil soit attaché à la poulie inférieure de la moufle fixe, et s'enroule successivement sur toutes les poulies, en passant alternativement d'une moufle à Tautre. A I ex-
trémité libre de ce fil, suspendons un poids P qui £isse équilibre k un poids R suspendu à la poulie in* férieure de la moufle mobile. La tension du fil sera la même dans toute sa longueur^ et égale au poids P; de plus, si les diamètres des poulies sont très petits, eu égard à la distance qui sépare les deux moufles , les cordons qui vont de l'une à l'autre seront sensiblement parallèles et verticaux : la force qui soutient le poids K sera donc égale à la- somme de leurs tensions, ou à /i fois le poids P, en appelant n le nom-* bre de ces cordons; par conséquent, dans Tétat d'équilibre, on aura ^"^«^
R = /dP. ' ^
Or, si l'équilibre se rompt, et que le poids R monte pu descende d'une quantité a, tous les cordons qui aboutissent à la moufle mobile se raccourciront ou s'allongeront dé cette même quantité. La longueur totale du fil devant rester la même, la partie, à laquelle est attaché le poids P s'allongera ou se raccourcira de n fois cette quantité a; donc, en désignant par € la quantité dont le poids P s'élèvera ou s'abaissera, on aura f :=/ia, et, conséquemment,
Ra = Ve ;
ce qui renferme le principe qu'on vient d'énoncer.
a*^. ABC (fig. 80) représente la roue d'un treuil, et klS^C l'intersection du plan vertical de cette roue et de la surface du cylindre; 0 est le centre commun de ces deux circonférences, et AOC et A'OC sont leurs diatadètres horizontaux. Un fil s'enroule sur la roue ,
et s'attache à l'un de ses points; un autre fil, attaché à Fan des points du cjUndre , s'enroule dé même sur sa surface. On suspend un poids P au premier fil ^ et un poids R au second ; ces deux poids tendent à faire tourner le treuil e|i sens contraire y et sont supposes en équilibre. Cela posé , si l'on applique au point C deux forces R' et R", verticales, égales et contraires, l'équilibre ne sera pas troublé; si^ de plus, ces forces sont égales à R, la force R'' et le poids R se feront équilibre, puisqu'il n'y aurait pas de raison pour que leur action simultanée fit toui^ner le treuil platôt dans un sens que dans le sens opposé ; il faudra donc qu'il y ait aussi équilibre entre le poids P et la force R\ perpendiculaires \ ÂOC, et qui agissent aux extrémités de ce levier, dont 0 est le point d'appui. Donc, en appelant r le rayon AO de la roue, et r^ le rayon OC du cylindre, l'équation d'équilibre sera
Pr = Rr',
à cause de R'=:R. Maintenant, si l'équilibre se rompt, et que le poids R monte ou descende d'une quantité a, tandis que le poids P descendra ou montera d'une quantitc ^, il est évident, par la n'ature de la nuichine, qu'on aura Qr^ = ttr\ d'où l'on conclut
conformément à 1 énoncé du principe qu'il s'agissait de vérifier.
5®. Suj^sons qu'une vis verticale soit chargée d'un poids R à son extrémité supérieure; qu'une roue horizontale, ayant son centre dans l'axe de
'Cette vis, soit adaptée à son extrémité inférieure; qu'an fil soit enroulé sur cette roue et attaché par un bout à sa circonférence , et qu'on applique à son autre bout une force horizontale F qui agisse sui- "vant une tangente à la roue, el Êisse équilibre au poids R. On pourra, si Ton veut, placer Mr la direction de cette tiu^gente uu^ poulie fixe et verticale, plier le fil sur. cette fntim^pt remplaoeÉ^'F par un poids F égal à cetle f08Woi|t>&ttaclié iui^liii^ mité libre de là partie vertîcâk^e. du fil. En appelant k la hauteur du pas de la vis^ tt^t la ciiconfArem^ de la roue, on aureu.» .< -i «;.»bî oi j. •. «i «' # ^h
d'après la condition connue de lequilibre dans cette machine. Les deux poids R el F tendront à &ire tourner la vis en sens contraire; si l'équilibre vient à se rompre, Tun de ces poids montera, et Tautre descendra; et si le poids R s'abaisse ou s'élève d'un pas h de la vis , le poids F s'élèvera ou s'abaissera d'une hauteur égale à la circonférence c de la roue ; d'où il résulte qu'en appelant, en général, ât et ^ les espaces parcourus simultanément par les deux poids R et F, on aura acs=:€h^ et, par conséquent,
H = Kct,
conformément au principe dont nous nous occupons. 4®. Considérons encore deux poids F et R posés sur deux plans inclinés, et attachés l'un à lautre par un fil passant sur une poulie fixe^ située en haut des deux plans qui sont adossés l'un à l'autre. La fi-
gure 8i représente une section verticale de ce système ; AC est la longueur du plan sur lequel est posé le poids K, BC celle du plan qui supporte le poids P, AB une droite horizontale, et CD une verticale qui représente la hauteur commune des deux plans. Faisons
AC = a, BC = *, CD = A;
la composante de R suivant CA sera R-, et celle de
P suivant CB aura F r pour valeur. Pour l'équilibre, il faudra que ces deux composantes soient égales; en sorte que l'on aura
Va = Rb.
Si réquilibre se rompt, et que le poids R glisse d'une quantité y sur le plan CB, le poids P glissera de la même quantité , mais en sens contraire , sur le plan AC; et en appelant <t la hauteur verticale dont le poids R se sera élevé ou abaissé , et C celle dont le poids Pse sera abaissé ou élevé, il est aisé de voir que l'on aura
d'où il résulte
comme dans les exemples précédens ; mais ici a et ^ sont les projections verticales des espaces décrits simultanément par les poids R et P, tandis que , dans le cas précédent, et et C étaient ces espaces mêmes*
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55o. D après ce quoa a vu dans le n^ 49 1 deux forces qui se font équilibre par riutermédiaire d'uu .levier quelconque, sont en raison inverse des espaces infiniment petits, projetés sur leurs directions res* pectives, et que peuvent décrire en même temps leurs points d'application. Cet énoncé est celui qui convient k tous les cas. Ainsi , en appelant P et R la puissance et la résistance en équilibre par Tintermédiaire d'une machine quelconque, supposant qu'eu imprime un mouvement infiniment petit a cette ma- chine , et désignant par S et x le$ projections sur le^^ directions de ces forces, des espaces qui seront décrits en même temps par leurs points (fapplication , où aura toujours
Ve = Qa;
à quoi il faut d'ailleurs ajouter que l'une des projections devra tomber sur la direction même de la force correspondante, et l'autre sur son prolongement, ainsi que cela a lieu dans le levier.
Dans la pratique, il suffira que le mouvement imprimé à la machine soit seulement très petit. En mesurant les longueurs des projections C et a, on en conclura immédiatement le rapport de la puissance à la résistance, sans rien connaître de la composition particulière de la machine.
53 1. Non seulement cet énoncé convient à une machine quelconque, mais il s'étend aussi à un nombre quelconque de forces en équilibre. Soient donc, en général, M, M', M", etc. (6g. 82), un système de points matériels liés entre eux de telle manière qu'on
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voudra; supposons que des forces P, P', P*, etc., agissent sur ces points ^ suivant les directions MA, M'A', M"A", etc. ; faisons subir à ces points des déplacemens infiniment petits et compatibles avec les conditions du système, de sorte qu'ils soient transportés en N, N', N", etc. ; projetons N, N', N'', etc., sur les droites MA, M'A', M"A", etc, en a, a', a", etc-, et posons
Ma = /^, M'a' = />', MV = p% etc.
En considérant ces projections /i, /?', p*, etc., comme des quantités positives ou négatives, selon qu'elles tombent sur les directions des forces correspondantes, ou sur leurs prolongemens , nous aurons
Vp + If y + Py + etc. = o,
lorsque réquilîbre aura lieu; et réciproquement il j aura équilibre , quand cette équation subsistera pour tous les déplacemens compatibles avec les conditions du système.
Les droites infiniment petîtesMN, MTN', M"N", etc., sont ce qu'on appelle les vitesses virtuelles des points M, M', M", etc. ; dénomination qui provient de ce qu'elles sont considérées comme les espaces qui seraient parcourus simultanément par les points du système, dans le premier instant où l'équilibre viendrait à se rompre.
On doit observer que le principe des vitesses vîr^ tuelles , contenu dans la formule qu'on vient d'écrire, donne seulement les conditions d'équilibre qui peuvent être exprimées par des équations.
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mais non pas celles qni sont relatives à la direction de certaines forces, et à Tétcndue dans laquelle elles doivent rencontrer un plan fixe (n* 266). Les mouvemens compatibles avec les conditions du système, qni donnent lieu à des équations d'équilibre, sont ceux dont les mouvemens directement contraires sont également possibles. Mais, par exemple, si un point matériel est posé sur un plan fixe, le mouvement sera possible dans ce plan , suivant chaque di* rection et suivant la direction contraire ; et perpendiculairement à ce plan, il ne pourra avoir lieu que dans une seule direction. Or, la considération des mouvemens dans le plan, donnera lieu aux conditions d'é* quilibre qui s'expriment par des équations, et la considération du mouvement perpendiculaire déterminera seulement la direction de la force normale , qui doit être contraire à celle, du mouvement possible. Dana Ténoncé du principe des vitesses virtuelles, on suppose implicitement que chacun des mouvemens compatibles avec les conditions du système , et le mouvement directement contraire , sont également possibles; en appliquant successivement 1 équation précédente à ces deux mouvemens, les quantités p, p\ p^\ etc., changeront toutes de signe, et il nen résultera qu'une seule équation d'équilibre.
Si la force P, est la résultante de plusieurs forces données Q, Q*, Q", etc. , et quon représente par ç, q'y q"f etc. , les projections de MN sur leurs directions, on aura (n^ 54)
Pp = Qî -H QY + Q-V' + elc;
en sorte qu'où pourra remplacer dans l'équation précédente, le terme ¥p relatif à la force P, par cette somme de termes de la même nature, qui répondent a ses composantes; et de même, par rapport aux forces P, P', P% etc., si elles sont aussi les résultantes de plusieurs autres forces.
Le principe des vitesses virtuelles, dans le cas d'un point isolé en équilibre, est, comme on l'a vu dam le u? 59, une conséquence de cette dernière équation, soit qu'il s'agisse d'un point entièrement libre, ou qu'il soit assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée. Il s'agit actuellement de démontrer ce principe général, dans le cas d'un système quelconque de points matériels M, M', M", etc.
332. Supposons ces points liés entre eux par des verges inflexibles ou par des fils flexibles, dont les uns soient fixement attachés à ces points, tandis que (Tau très les traversent comme des anneaux mobiles. Dans ce dernier cas, ces points ou anneaux ont la liberté de glisser le long des fils qui les traversent , et que Ton suppose, pour cela , parfaitement flexibles.
Après qu'on a appliqué les forces données P, F, V, etc., aux points M, M', M", etc., et que Tcquilibre s'est établi, il est clair que les fils qui joignent ces points deux à deux , éprouveront chacun une tension particulière, c'est-à-dire, que chacun de ces iils sera tiré à ses deux extrémités par des forces égales et contraires, dirigées suivant ses prolongemens , ainsi qu'on l'a déjà dit dans le cas du polygone funiculaire {n^ :285). L'intensité de cetle force sera la me-
sure de la tension inconnue que ce fil éprouve. Un fil qui ne serait pas tendu, ne contribuerait pas à l'équilibre, et Ton pourrait en faire abstraction.
lia tension peut varier d'un fil à un autre ; mais s'il s'agit de deux fils qui sont le prolongement l'un de l'autre à travers un anneau, la tension est la même dans ces deux parties d'un même fil qui doit nécessairement éprouver une égale tension dans toute sa longueur (289). Ainsi, par exemple, si M est un anneau traversé par le fil M'MM'', la tension de MM' sera égale à celle de MM^
Lorsque plusieurs fils viennent se croiser dans un même anneau » la tension est la même dans les deux parties dé chaque fil , et peut varier d'un fil à l'autre. Si donc, outre le fil M'MM'^, il passe encore un fil M'^'MM'^ dans l'anneau M ^ la tension sera la même dans les deux parties MM'" et MM*' de ce dernier fil, et, en général, elle sera difierentede celle des deux parties MM^ etMM'', du premier fil. Et si un autre fil^ tel que MM', vient aboutir au même anneau M auquel il soit fixement attaché , ce fil aura sa tension particulière, généralement difierentede toutes celles des autres fils qui aboutissent au même point M«
Observons encore que si M' est un anneau ainsi que M, et que le fil M"MM', après avoir traversé l'anneau M, passe encore par l'anneau M' pour aller aboutir au point M'", la tension sera la même dans les trois filsM"M, MM', M'M'"; car alors ces trois fils n'en font qu'un seul M"MM'M'". En général, lorsqu'un fil est partagé en plusieurs parties , par des an-
neaux mobiles , la tension est la même dans looles
ees parties.
i\ 1 égard des verges inflexibles/ quand FéquitilH^ existe, elles sont tirées on poussées dans le sens de leur longueur, par des forces égaies çt contraires, agissant à leui^s extrémités. L'intensité commune de ces deux forces, pour chaque verge, est la mesure de .la tension ou contraction qu'elle éprouve. S'il eu existe une ou plusieui^ dans le système, qui ne soit ni tendues , ni contractées, elles sont inutiles à Féquilibre, Qt l'on peut les supprimer. Ainsi, dans ce qui va suivre, nous supposerons tous les liens physiques qui existent dans le système , tendus ou ccHitractés suivant leurs longueurs par des forces inconnue?.
L'avantage du principe des vitesses virtuelles est de donner l'équation d'équilibre dans chaque cas particulier, sans qu'on ait besoin de calculer ces forces in« térieures ; mais con^niè la démonstration que nous allons donner est fondée sur la considération de ces forces y de grandeur inconnue, voici la notation dont nous ferons usage pour les réprésenter.
Nous désignerons par [/n, m'], la tension ou la contraction du fîL flexible ou inflexible qui joint deux points quelconques M et M' du système. De cette manière [/», m"], [m', m"], etc., représenteront les tensions ou contractions des fils qui joignent M et M", M' et M", etc.
355. Nous aurons aussi à considérer les variations inflnimentpetitesqu'éprouventles distances des points M y M'y M", etc., pris deux à deux, soit quand l'un de ces points change seul de position, soit quand ils
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sont déplacés sîmultanëment« Alors, nous désignerons par (td^ m') la distance de deux points quelconques M et M'; en sorte que (i», m"), {m! , ni')^ etc., soient de mênie les distances de M et M', M' et M^', etc. Nous emploierons la caractéristique cT^ , pour indi-quer les variations de ces distances , relatives au dé-* placement du point M; la caractéristique cT/^ pour indiquer celles qui ont lieu quand c'est le point W qui se déplace; la caractéristique S" j'y pour indiquer les variatians provenant du déplacement de W; et ainsi de suite. Enfin , nous réserverons la caractéris-* tique J^i sans aucun accent, pour indiquer la variation de la distance dé deux points ^ résultant de leurs déplacemens simultanés.
' Puisqu'on suppose , par exemple , que M a été transporté de M en N et M", de M' en N', nous aurons
^ {m, nT) = MM' ~ NN',
/, (m, m') == MM' — NM',
^!(m,m!) = MM' — MN';
U est important d'observer que la variation totale, indiquée par i"^ est égale à la somme des variations partielles , indiquées par «T, et cT/ ; de manière qu'on a , pour deux points quelconques^
cr(m, ni) = <f^{m, m') + J'/(w, ni);
équation qui résulte de ce que les déplacemens de M et M' sont infiniment petits , et qui n'a lieu que dans cette hypothèse. En effet (m, m') est une fonction des coordonnées de ces deux points; ces variables pven-
nent des accroissemens infîniment petits , posilils ou négatifs^ quand M et M' sout transportés en N et N'; or , en rejetant les puissances de ces accroissemens supérieures à la première, il est évident que l'accroissement total d'une fonction quelconque de ces coordonnées, est égal à la somme des accroissemens partiels qui seraient dus à la variation de chaque coordonnée isolément; par conséquent, la variation totale de (m, m'), indiquée par la caractéristique «T doit être égale à ]a somme de ses variations partielles qui répondent à cT^ et cT/.
354- Tout ce qui précède étant admis, considérons le point quelconque M , auquel est appliquée la force donnée P. Ce point est lié aux autres par les fils MM', MM% etc. ; il est donc tiré ou poussé , dans le sens de chacun de ces fils , par une force égale à la contraction ou à la tension que ce fil éprouve ; eu sorte qu'outre la force donnée P, le point M est encore soumis à l'action d'autant d'autres forces qu'il y a de fils aboutissant à ce point. Après qu'on a eu égard aces forces intérieures, il faut faire abstraction des fils qui lient M aux autres points du système , et le considérer comme un point isolé, autour duquel les forces [m, 7/i'], [m, mTjf etc., et la force P, doivent se faire équilibre. Si M est un point fixe, il n'en résultera aucune équation de condition; mais s'il est entièrement libre, ou s'il est seulement assujetti à rester sur une surface ou sur un courbe donnée , on aura entre ces forces l'équation des vitesses virtuelles , déjà dé' montrée pour l'équilibre d'un point matériel isolé.
Pour former celte équation , prenons un point N
îndinment voisin de M, et appartenant à la surface ou à la courbe sur laquelle ce point IVl est astreint à demeurer, s'il n'est pas entièrement libre. Soient /7, tf t\ f^ etc. , les projections de MN sur les directions des forces P , [w , vf\ , [m , w''] , \pi , m'"] , etc. ; nous aurons (n® Sg),
P/? + [/7i, wi'].^-f [/n.m"].«'+[/ii,m'"].^"+elc.= o.
Mais, à cause que la ligne MN est infiniment petite,, il est aisé de voir que sa projection sur la ligne MM' n'est autre chose que la différence des deux distances MM' et NM'; car si l'on abaisse du point N (fig. 83) la perpendiculaire NH sur MM', la droite MH sera cetle projection, et l'on aura
MH = MM' — HM'.
Or, on a aussi
HM' = v/(NM7 — (NH/ = NM',
en négligeant les infiniment petits du second ordre ; on aura donc
MH = MM' — NM'.
D'après les notations convenues, cette équation est
et Ton aura de même
t'szJ'Xm, m") , t" = J', (m , m'") , etc. ;
par conséqueut, l'équation d'équilibre deviendra
Tp + [/«, to'] . cTX'», m') -+- [w , /»"] . «T/m, m") + [m , m'"] .^/m, m'") + etc. = o .
En oonsidérant les autres points M'^ M'^ M'''^ etc. , da système, oo aura pour chacun deux une équation pareille à celle-ci ; ces équations seront
'Pp'+im%m'\.^;{m',m)'^im\m''].^;{m\ m")
-h [m', m"^] . J^/ (/»', m!") + etc. = o,
+ [/»", m!"] . //' (m", m'*) + etc. = o,
+ \m!", m"],<r,'"(m«', m") + etc. = o;
/>', /i", p'", etc., étant les vitesses virtuelles de M', M*, M''', etc. , projetées sur les directions des forces données P', F', P''^ etc., qui agissent sur ces points matériels. Ajoutons toutes ces équations: en observant que [m, m'] et (m, m') sont la même chose que [m', m] et (m', 77i), et de même pour toutes les notations semblables ; et en substituant la variation totale de chaque distance à la somme de ses variations partielles, nous aurons
Pp -f. py + p-^-^. PV+ etc. 1
. +[m,m']./(m,m')+[w»,mT./(7ii,m*)+[m,m^./(m,m'')+ctc. I
+[m', m^ . t (m', m') + [m , ?»•] . ^(i»', m") -f- etc. > (fl)
-|-[m', mT . /^ (m'', rnT) + etc. l
-f-etc. = 0 J
555. Jusqu'ici les déplacemens MN, M'N', M"N",etC4 (fîg.82),sont indcpendans entre eux; et Téquation {a) suppose seulement que ces points n'ont pas quitté les surfaces ouïes courbes données, sur lesquelles ils sont obligés de rester^ mais si nous supposons, en outre, qu'en vertu de ces déplacemens, les points du système
^i sont joints par une verge ou un fil tendu, ont conservé les mêmes distances respectives, nous aurons
«r(m,7n') = o, Ér(m, 7?i") = o, cT (m', m") 5=30, etc.,
et Fëquation (a) se réduira à celle-ci :
Vp + py + py + P'y" + elc. =r o , (è)
qui est précisément celle du principe des vitesses virtuelles (n** 35 1).
Si dans les déplacemens des points M, M', M'', etc., ceux qui sont des anneaux ont glissé le long des fils qui les traversent, Téquation (b) aura encore lieu, pourvu que les longueurs totales de ces fils niaient pas varié. Supposons, par exemple, que M est un anneau qui a glissé le long du fil M'MM''; alors on n'a plus séparément c^Cw, m") = o et cT (m , m") = o , mais on a toujours
puisque la longueur totale du fil reste constante. Mais, dans ce cas, les tensions [m, m!^ et [m, m'^ des deux parties de ce fil sont égales; les termes qui renferment ces tensions dans Téquation (a) peuvent donc s'écrire ainsi :
et, par conséquent, ils se détruisent.
En général, on conçoit que si un fil flexible passe à travers un nombre quelconque d'anneaux , les tensions égales de ses diiSeventes parties disparaîtront de
Gopgle
réquatioD (a) toutes les fois que la longueur totale de
ce fil ne variera pas.
Concluons donc , enfin ^
i^. Que Féquation résultante du principe des vitesses virtuelles a lieu pour tous les mouvèmens infiniment petits qu'on peut donner à un corps solide , libre ou gêné par des obstacles fixes ; car dans tous ces mouvèmens les distances respectives des points de ce corps sont invariables.
â"*. Que cette équation a aussi lieu pour tous les mouvèmens infiniment petits que peut. prendre un système de points ou d^anneaux liés par des iils flexibles y pourvu que ces fils restent droits ou tendus. Quand cette condition n'est pas remplie, les tensions ne disparaissent pas toutes dans Téquation {a), et, conséquemment, l'équation (b) n'a plus lieu.
556. Il faut encore démontrer que, réciproquement^ quapd Téquation (b) a lieu pour tous les mouvèmens infiniment petits qu'on peut faire prendre au système des points M, M', M", etc. , les forces dontiiées P,' P', F', etc. , sont en équilibre , ainsi que nous l'avons énoncé précédemment (n** 55i).
Supposons pour un moment que l'équilibre n'ait pas lieu. Les points M, M', M", etc. , ou une partie d'entre eux, se mettront en mouvement, et, dans le premier moment, ils décriront simultanément des droites telles que MN, M'N', M'W', etc. ; on pourra donc réduire tous ces points au repos, eti leur appliquant des forces convenables, dirigées suivant les prolongemeiis de ceis droites, eii
sens contraire des mou vemens produits; par conséquent, si nous désignons ces forces inconnues par R, R% R", etc. , 1 équilibre. aura lieu entre les forces P, P', F', etc., R, R', R", etc.; en sorte que r, r', i^\ etc. , désignant les vitesses virtuelles projetées sur les directions de ces nouvelles forces R, R-, R", etc., on aura, d'après le principe des vitesses virtuelles qui vient d'être démontré,
Pp 4- P'p'+Fy'+ etc.H- Rr + RV+R V+ etc.=o,
ou simplement
Rr + RV + RV'+etc.=o, {c)
en vertu de l'équation (6), qui a lieu par hypothèse.
Cette équation (c) existant pour tous les mouvemens infiniment petits compatibles avec les conditions du système des points M, M', M'', etc. , nous pouvons choisir pour leurs vitesses virtuelles les espaces réellement décrits MN, M'JN', M'WVetc, dans un même instant; mais comme ces lignes sont comptées sur les prolongemens des directions' de R , R', R", etc., il s'ensuit que toutes les projections r, r\ y, etc. , seront négatives fn* 55 1) , çt égales, abstraction fidte du signe, à ces mêmes lignes MN, MW, M"i>l", etc. Alors, tous les termes de l'équation (c) étant de même signe, leur somme ne peut être nulle, à moins que chaque terme ne soit séparément égal à zéro ; on aura donc
R.MN=:o, R'.M'N' = o, RM\lWr±=o, etc.
Or, pour que le produit R.MN soit nul, il fout
qu on ait^ ou R sr o , ou MN ss o ; ce qui signifie , dauB l'un et l'autre cas, que le point M ne peut prendre aucun mouvement : il en est de même à l'ë^ gard de tous les autres points { par conséquent, le système entier est en équilibre; et c'est ce que nous nous proposions de démontrer.
5S7* Lorsqu'il sera question des fluides, nous ferons voir, en partant de leur propriété fondamentale, que le principe des vitesses virtuelles a aussi lieu dans l'équilibre d'un système de forces dont les actions se transmetteat par l'intermédiaire d'un fluide contenu dans un canal ou dans un vase de forme quelconque. De cette manière , la démonstration du principe général de l'équilibre aura toute l'étendue que l'on peut désirer; car lés verges inflexibles, les fils tendus, les fluides contenus dans des canaux, sont les différentes sortes d'intermédiaires qu'on peut établir entre des points matériels, séparés les uns des autres, pour transmettre l'action des forees de l'un de ces points à un autre ; et si d'ailleurs , parmi ces points, il y en a qui soient immobiles, d'autres par&itement libres, et 4'autres assujettis à rester sur des surfaces ou sur des courbes données, on aura le système de points maté* « iels le plus général qu'on puisse avoir besoin de considérer. Toutefois, je vais donner" une autre démonstration du même principe, que l'on doit à Lagrange, «t qui repose sur des notions plus élémentaires que la précédente ; elle est fondée sur la possibilité de remplacer toutes les forces appliquées à un système quelconque de points matériels, par un seul poids agissant comme on va d'abord l'expliquer.
338. Si un point M ( fig. 84) est sollicité par une force P dirigée suivant la droite MA , on peut d'abord supposer que cette force soit appliquée au point A ^ et agisse au moyen d'un cordon MA attaché à ce point M. On peut ensuite remplacer ce cordon par un fil qui s'enroule alternativement sur une moufle fixe et sur une moufle mobile^ et soit attaché par Tun de ses • " deux bouts à l'une ou à l'autre de ces deux moufles ; celle qui est fixe répondant au point A^ et celle qui est mobile au point M< En suspendant verticalement un poids K à l'extrémité libre du fil, la tension sera égale à K dans toute sa longueur. Si les dimensions des poulies sont regardées comme infiniment petites^ les tensions de toutes les parties de ce fil ^ qui aboutissent à la moufle mobile ^ auront la même direction; en appelant i leur nombre^ leur résultante sera égale à iK, et agira sur le point M suivant la direction MA; par conséquent, si l'on a iK = P, on pourra remplacer l'action de la force P par celle du poids K.
Il en sera de même à l'égard des autres forces P', P", etc., appliquées à des points M', M", etc. , suivant des directionsM'A', M^'A'^, etc.; chacune d'eUes pourra être remplacée par un poids égal à un sous^multiple de son intensité, agissant comme on vient de Texpliquer pour la force P. De plus, il est aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer successivement, comme le représente la figure* 85, un seul et même fil sur toutes les moufles fixes en A, A', A", etc., et sur toutes les. moufles mobiles attachées aux points M, M', M", etc. Supposons donc que i, i', f", etc., sont I. . . 43
des nombres entiers , et qu'on ait
iK = P, rK = F, i"K = F', etc. (d)
En su^ndant verticalement le- poids K à lextrémité libre de ce fil ^ le système des forces données P y J?\ F'', «te. , se trouvera remplacé par ce senl poids, dont Faction sera transmise aux points M, M' y M'', etc. , par l'intermédiaire de ce fil , et des moufles fixes et mobiles. A la vérité, les équations (d) supposent les forces V , V, F', etc. , commensurables ; mais cette hypothèse est toujours admissible, puisque leur commune mesure K peut être un poids aussi petit qu'on voudra, et mêûie infiniment petit, SI cela est nécessaire.
35g. C!oncevon6 actuellement qu'on imprime aux points M, M', M"j etc., un mouvesment qui soit compatible avec les conditions du systèi^ie^ ainsi que le mouvement directement contraire; soient N, N', N'^ etc. , leurs positions après un temps infiniment petit; et appelons, comme précédemnient,/i, p', p", etc., les projections de MN, M'N', M'W, etc., sur les directions de P , P', P", etc. , ou sur leurs prolongemens.
Le point N étant projeté en a sur la droite MA , chacun des cordons qui vont de A à M sera raccourci d'une quantité AM — AN, pour laquelle oo pourra prendre Ma, en négligeant .les infiniment petits du second ordre ; ce cordon serait , a^ contraire , allongé de Ma , si le point a tombait snr le prolongement de AM; d'où Ton conclut qu'à raison du déplacement de M, le poids K descendra
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lans le premier cas, et montera dans le ^cond, Toime quantité égale au produit de Ma et de i; ce [ai i^YÎeqt à dire, d'après le signe de p (n* 53 1), que a irariation positive ou négative 4e sa hauteur verti'- :ale sera exprima par ip,k raison dq ce seul dépla* :ement. Il en sera de même par rapport à tous les autres pQÎqtsAI', M'^etc; par conséquentes! Ion désigne >ar Ç une quantité iqfiqiinent petite, qui représente, ;elpii qu'elle aéra positive ou négative, la quantité totalft dont le poid» K descendra ou iqontera, par suite des déf^cefpens sin^ultané^ de tous les points du sjslème, nous aurons
Ç = 1/) H- iy + ty + etc.
Or, le poids K tendant à descendre, et étant la seule force qui agisse sur le systèpae, il est évident que rien ne l'empêchera de produire le mouvement que nous considérons, si cette valeur de Ç est positive; et que, si elle eçt négative, rien n'empêchera le poids K de produire le mouvement directement contraire, qu'pn suppose également possible, et pour lequel Ç chang^era de signe. Pour que l'équilibre ait lieu , il est donc nécessaire que Ç soit ?éro. Réciproquement, le poids K ne pouvant produire aucun zDOuven>ent quelconque, sans descendre d'une quantité infiniment petite dans le premier instant, il s ensuit qu'il n'en produira aucun, et que l'équilibre aura tîpu,~si Ton a iC = Pt pour tous les déplacemens des points M, M', M'', etc., infiniment petits et compatibles avec les conditions du système.
Hdaintenant, si l'on multiplie par K l'équation
ip 4- ly + lY' 4- etc. = o ,
nécessaire et suffisante pour Téquilibre^ et qu'on ait égard aux équations {d)^ elle se changera dans Féquatîon {b) du principe des vitesses virtuelles, qu*îl s'agissait d'obtenir.
540. Cette démonstration ne suppose pas le principe préalablement démontré pour un point matériel isolé. Si le système se réduit à un seul point M auquel sont appliquées les forces P, P', F', etc. , données en grandeur et en direction , on substituera à leur action simultanée celle dun seul poids K, comme dans le n* 338; et, dans le cas de l'équilibre de ces forces, le principe des vitesses virtuelles se déduira de cette substitution par le raisonnement qu'oa vient de faire : or, ce principe fournira immédiatement les équations d'équilibre du point M, assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe , ou entièrement libre (n* 39). Dans ce dernier cas, en considérant l'une des fbt*ces données comme étant égale et contraire à la résultante de toutes les autres, on en déduira les règles de leur composition et de leur décomposition I et le théorème du parallélogramme des forces. En appliquant ce principe à l'équilibre de trois forces parallèles, dont l'une est, par conséquent j égale et contraire à la résultante des deux antres, on en conclura également les règles de la composition et de la décomposition des forces parallèles.
On déduit aussi, sans difficulté, du principe général des vitesses virtuelles, les équations d'équilibre
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d'un corps solide entièrement libre, que nous ayons trouyées d'une autre manière dans le n"* 260.
En effet, nous pouyons d'abord supposer que tous • les points de ce corps décriyent des droites égales entre elles et parallèles à Tun des axes dies coordonnées. En appelant h la longueur de ces drcHtes,, et « , a'f a'', etc. , les angles que leur direction commune &it avec celles des forces données, nous aurons
/y = Acosa, p'=Acosa', p"=:Acosa", etc.,
pour les yitesses virtuelles des points M, M\ M", etc., du corps solide , projetées sur les directions des forces P, P', P", etc., appliquées à ces points ; donc, en substituant ces yaleurs dans l'équation (^), et supprimant le facteur A, comme à tous les terknes, on aura L'équation d'éqxdlibre
P cos fit + P' cos a' H- F' icos a!^ 4* etc. = o.
En considérant successivement les mouvemens du corps parallèlement aux deux autres axes des coordonnées, on obtiendra de même les deux autres équations d'équilibre semblables à celle-là.
Nous pouvons aussi faire tourner le corps autour de l'un des aites des coordonnées. Pour former l'équation qui correspondra à ce mouvement, je représenterai les coordonnées des points M, M', M*, etc., et les angles que font les directions des forces P, P', P', etc., avec celles de ces coordonnées, par les mêmes lettres que dans le n^ 2Q0» En supposant que la rotation ait lieu autour de l'axe des z, chacim de ces points décrira un arc de cercle parallèle au plan des
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X etjTf qui aura pour rayon la perpendiculaire abaissée de ce point sur tel ajcie. De plus, par )a nature da cbk^^s solide, Tangle décrit par cette perpendiculaire sera le même pour tous ses points. Si donc on le suppose infiniment petit , qu'on le désigne par », et par r, r'y r^\ etc. , les distances des points M, M% M'', etc., à l'axe des 2, on aura roù^r^m^ r^œ, etc. , pour ledA vitesses virtuelles ; et en appelant aussi J^, J^, J^, elc., les angles aigus ou obtus que font les directions de ces vitesses avec celles des forces P, P', F', etc., il en résultera
^B=r^ coscTy />'e=/»cos J", p*=sr"» cos J^, etc.,
pour les projections de ces mêmes vitiesses sur les directions de ces forces ou sur leurs prolongemens.
Soient, en outre, a, b,c, les ang;Ies compris entre la direction de la vitesse rcû et des parallèles aux axes des X ,jr,Zp menées par le point M ; les mêmes angles relatifs à la direction de la force P étant A,€,yj \
on aura
coscTscosacosot-f-cos 6cos €+oosccosy;
mais à cause que la vitesse na est tang\ente en M , ao cercle du rayon r qui a son centre dans Taxe des z, il est aisé de voir qu'on a
oos6==t-, cosa = qp-, cosc = o, et, par conséquent,
p SB rcùCùs J" = ziz(x cos€ — ^cos et)». On aura de même
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p' zsz db (x' cos €' — ^ cos flt')û>, / = zt {af cos Ç' — y cos a")», etc.
Lies signes dépendront du sens de la rolation ; et l'on devra prendre^ à la fois , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs ; en lessubs^ ti tuant donc dans féquation (i) et supprimant le facteur dbo^, commun à tous les termes, nous aurons
p (a: cos f—^ cos cty^p' {a: cos G'-^y cos flt')+etc.=o.
Cette équation d'équilibre est celle des momens par rapport à Taxe des z, autour duquel le mouve** ment a eu lieu ; on obtiendra de la même manière les équations des momens par rapport aux axes des ao et des ^9 en faisant tourner successÎTement le corps solide autour de ces deux droites.
• 341- On peut donner à Féquation (ô), une forme différente qui en rendra les applications plus faciles.
Pour cela, soient or,^, z, les coordonnées du point M dans sa position d'équilibre ; x + «Tx , ^ + Jy , z + J'z, ce qu'elles deviennent quand on transporte ce point matériel dans une position N infiniment voisine ; X, Y, Z, les composantes de la force P suivant les prolongemens des x, f, z, dans le sens positif; ces quantités infiniment petites J^a:, J'jr, J^z, seront les projections de la vitesse virtuelle MN sur les directions de X ^ Yy Z ; et /7 étant toujours sa projection sur la direction de P> on aura (n* 53 1)
Tp s= XcTo: + YcTr + Z<fz.
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En dÀignant par les mêmes lettres avec des accens, les quantités analogues qui repondent aux points M', M", etc. j on aura aussi
etc.;
et si l'on ajoute ces équations et la précédente^ on pourra écrire
la somme 2 s'étendant à tous les points M, H', M'', etc. y du système , et se composant , par conséquent^ d'un nombre de parties semblables, égal à celui de ces points. De cette manière^ Téquation (&) prendra la forme :
2(XJ'a: 4- Yjy + ZH) = o, [e)
qu'il s'agissait de lui donner.
Or, quelle que soU la liaison des points du système, on peut toujours Texprimer par une ou plusieurs équations entre leurs coordonnées. Soient donc L , L', \l[y etc., des fonctions données de x.f j^ z, jc', y y etc. , ou d une partie de ces coordonnées; et supposons que ces équations soient
L = o, L' == o, L" = o, etc. (/)
Les déplacemens simultanés de tous les points du système devant être compatibles avec les conditions auxquelles il est assujetti, il faudra que les coordonnées o:, 7, J5, x\ y, etc. , de M , M', M'', etc. , et les coordonnées x-^-S'Xy y-^Sy^ z+J'Zyx'-^S'x', etc..
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de N , N', N", etc. , satisfassent successivement à ces équations ; par conséquent^ en négligeant les infiniment petits du second ordre , nous aurons
^ J^x + I jy + S <f- + §cra:'+etc.=ç/
^J^^ + f jy+ ^J^.H-^<ra:'+etc.=o,( etc.
Si l'on change en même temps le sens des déplacemens de tous les points du système , les signes de J'a:, jy, cTz, J^x', etc., changeront tous à la fois, et ces équations seront encore satisfaites; en sorte que le mouvement infiniment petit auquel elleâ répondront, et le mouvement directement contraire, sont également compatibles avec les conditions données, comme le suppose implicitement Ténoncé du principe des vitesses virtuelles (n** 35i).
Cela posé , au moyen de ces équations (g*) , on éliminera, dans chaque cas, de l'équation (e), un nombre des quantités J'Xy J'jr, J'z, /a:', etc., égal à celui des équations (/); celles de ces quantités qui resteront ensuite dans le premier membre de l'équation (e) , seront indépendantes entre elles ; on devra donc égaler séparément leurs coefficiens à zéro ; ce qui fournira toutes les équations d'équilibre du système , dont le nombre sera égal à trois fois celui des points matériels M, M', M'', etc., moins le nombre des équations (y). Lorsque les positions de ces points, è'est-à-dire, les valeurs de leurs coordonnées x, j-, z, x[^ etc..
seront données, il faudra que les conapesanles de& forces P, F', P", etc., saffsfassent k eeis ëquàtioiûs d'équilibre; quand, au contraire, on donnera ces forces en grandeur et en direction, et q«e les posH tions des points du système seront inconnues, ces mêmes équations , jointes aux équations (f), serviront à déterminer toutes leurs coordonnées.
34a • Les équations Ce) et (g) étant linéaires par rapport à Sx, Jy, S'z, Sx\ etc., FéliminatioQ d'une partie de ces quantités pourra se faire, d'après la méthode connue ^ en ajoutant ces équatictos après avoir multiplié les équations (^) par des factéurfr indéterminés, et en égalant à zéro , dans cette somtne, les coeiBciens de celles des quantités cf^or, jy, St, ^xf, etc. , qu'on voudra éliminer. Les coefficiens des quantités restantes devant ensuite être aussi égaux à zéro, il s'ensuit qu'on devra égaler à zéro les coeffi* ciens de toutes lés quantités cTa:, J^, S^z, S'x^ etc., indistinctement , dans la somme dont il s'agit ; d'oà il résultera un nombre d'équations égal à celui des coordonnées, entre lesquelles il restera, dans chaque cas, à éliminer les facteurs indéterminés, pour avoir les équations d'équilibre du système.
En désignant par A, V, >!\ etc., les fisicteurs par lesquels oti multipliera les équations (g), on aura, par ce procédé ,
pour les équations provenant des coefficîéns de Sx^ Jy^ /2 ; on aura de même
pour cielles qui proviennent des coefflciéns de S^af^ Jy^ J'z' j et ainsi de suite.
An lieu d'éliminer simplement X^ X\ ?<\ etc. , on pourra tirer de ces équations les valeurs de ces inconnues; nous allons expliquer comment on en déduira ensuite^ en grandeur et en direction ^ les forces provenant de la liaiton des points du systèibe , qui agissent sur tous ces points et font équilibre atix forces données P^ P^, P'^, etc. La détermination 4^ ces forces inconnues est une partie importante du problème de l'équilibre, dont la solution complète et générale se trouvera ainsi comprise dans l'ensemble des équations (/) , (A), {V) , etc.
343. Si l'on suppose que tous les points du système, moins le point My soient rendus iBxes, l'équilibre ne sera pas troublé. En vertu de Téquation L = o , le point M* sera alors astreiht à se Mouvoir sur la surface dontLssO est l'équation, et dans laquelle les coordonnées or, ^, z, seront seules variables. Or, en désignant par 11 la résistance de cette surface, laquelle sera dirigée suivant une des deux parties de la normale en M, on pourra remplacer cette surface, ou l'équa^
lion de coadition L==o, par cette force inconnue. De méme^ on pourra remplacer L's=o par une force f(Lt normale à la surface qui répond à cette équation ; L'' = o par nne force ^ normale à la surface correspondante; et ainsi desnite. Donc, en joignant à la force donnée F , on à ses composantes X, Y, Z, ces forces normales fi, fA^ , /jl^, etc. , on pourra ensuite considérer le point M comme entièrement libre et isolé. Par conséquent^ si Ton désigne par a, b, c, les angles que fait la direction de la force /a avec des parallèles aux axes des JCyjr,Zp menées par le point M; par a, , ^t, c^, les mêmes angles Telatife, à la force /«, ; et ainsi de suite , nous aurons
X+fi cos a-^fi^ cos a,+/M., cos a^-f-elcso, Y +/i cos b+fit cos i| + ft. cos b^+eic.z=iO , Z +fA cos c +14, cos c, +jw, cos c, +etc.=o ,
pour les trois équations d'équilibre du point M. De plus , si Fou fait , pour abréger ,
etc., on aura aussi , par les formules connues (n* ai).
I ^ > i dL i dL
cos a =- -j-, COS £^ r= - -=-, COSCzzz --7-, 9 dx' f djr' f dz '
idV .1 dU 1 dU
COS a.= — T— » cos a,= - 7—, cos c.^--=- , * »,tfx ' »i «r * », as '
COS «ft= - -j- • cos ^^= - -=—, cos Cj=- -1- ,
etc. ;
ce qui changera les trois équations d'équilibre en celles'-ci :
XI u dL , u, dV , lé» dL , ^
Y +^^ + ^^ + ^#^, + etc. = o, Z +^^ + îi?^' + ^î^ + etc. = o.
^ f dz ^ fi dz ' ». « »
Or, en les comparant aux trois équations (g) avec lesquelles eUes doivent être identiques, on en conclut
^= yX, A^r = ^x'^'f t^% = ^â^"* etc.
Ainsi, par rapport au point M, les forces provenant de sa liaison ayec d'autres points du système, sont exprimées par les produits fA , FjA', f^A", etc. j ces forces devant être des quantités positives , on donnera aux radicaux v , y., v», etc., les mêmes signes qu'aux quantités A, A', A", etc., et leurs directions seront complètement déterminées par les équationis (f).
Si l'on appelle de même /a^/àJ, /jlJ, etc., les forces provenant de la liaison du système, qui agissent sur le point M' et sont normales aux différentes surfaces
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sur lesquelles il est obligé de se mouvoir, quand tous les autres points M, M'', M''', etc., sout rendus fixes, on trouvera pareillement
fi! = ,'A, /ti/ = r/A', fi: = r/X", etc.,
en faisant pour abréger,
'■■=^/(^)-+(f)'+(gy.
'.■=\/(ëy+(f;j+(f)-.
etc.
On obtiendra.de même les expressions des forces relatives aux points M", M''', etc.
S44« ^^ comparant les valeurs de ^ et fjjy on a fjLv^ = fjJv ;
de sorte qu'ielles sont entre elles comme les quantités V et /• Lors donc que deux points matériels M et M' soni liés entre ejux, et, si Ton v^nt, à d'^utr^ points en nombre quelconque, par une équatioii Lso, il jen résulte I dans Fétat d équilibre, des forces ^t et li! appliquées g M et M', dont les grandeurs sont ^n(r^ elles i^pmoie v et /, et qui font ^vec les axes ài^ coordoni^ées , des angles dont les cosinus 90nt
\ dL X dL \ dL 7 âx' 7 ^ • i di '
pour la force ft , et
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pour la force (/!. Le sens et la grandeur de ces forces dépend du s^ne et de la grandeur d'une quantité A qm se déduit, dans chaque cas, des équations d'équilibre. La considération des surfaces sur lesquelles chacun des points d'un système conserve la liberté de se monyoir, lorsque tous les autres sont supposés fixes, <}étermine les dti^ctions normales des forces provenant de la liaison de ces mobiles, pour chacune des équations par lesquelles cette liaison est exprimée (n* 290); mais on n'en peut conclure aucun rapport entre les forces relatives à deux points matériels liés par une mêoae équation ; et c'est le principe des vitesses virtuelles, ou les équations. (A), (A'), etc. , qu'o,n ei> a déduites, qui fait connaître ce nfpoitàpriorj, daus le cas de l'équilibre.
345* P.Q.urxlonner une application de ces fonjQules, reprenons l'exemple du polygone funiculaire que nous av,9n$ .déjà considéré- dans Je § V^ du chapitre précédcïnt ; et supposons qi^e les poiuts matériels M, M% M", etc.. , soient Içs sommets successif de ce polygone.
Si l'on appelle /, /', F', etc.^ les longueurs données des côtés MM', W'M", M"M'^ etc., les équations (/), seront, dans ce cas.
y= v/(^--yo>+(/~yr-^(z--z7~r=:o,
etc.;
d'où il résultera
dL dL X — x'
dL' dL' x'—x' , dx' ' 'rfx* e * ^^'*
dL'_ dL'_y-y
dx~ daf l ' dL dL y — y
^- dy— l '
dL dL z —3!
dy dy t ' "*^-'
dL' dL' / — *• .
li ~d£ — l '
rf/ ~~ dz'~ f » ^^^'*
et toutes les autres différences partielles de L, U^ Vf etc., qui entrent dans les formules précédentes, seront égales à zéro.
En considérant les deux points M et M', on aura
F ^= / = ± I, ft = yx' = ± A ,
où Ton prendra les signes supérieurs ou inférieurs , selon que la valeur de A sera positive ou négative. On conclut de là et des équations précédentes, que les points M et M' seront sollicités par des forces égales et contraires, dirigées suivant la droite MM' ou suivant ses prolongcmens, et dont la quantité A, abstraction faite du signe, sera la grandeur commune. Il en sera de même à Tégard des points M' et M"^ M"etM'", etc.; en sorte que dans Tétat d'équilibre, les quantités A^ A', a", etc., exprimeront les contractions ou les tensions des côtés successifs MM', MW, M'TVr, etc. Comme on aura, d après les équations (/),
cosa
= =±2-^— , COs6===t'^--^, COSC=±— j— ,
et qu'on devra prendre les signes supérieurs ou infé- ' rieurs, selon que la valeur de A sera positive ou né*» gative, on en conclut, par exemple, que la force ap-
piiquée au point M sera dirigée de M vers M', et exprimera une contraction du côté MM', quand celte valeur sera négative , et que cette force agira dans le sens opposé et exprimera une tension , lorsque la valeur de A sera positive. L'un ou 1 autre de ces deux cas sera possible , si les côtés du polygone sont des verges inflexibles, jointes par des charnières; et le second cas pourra seul avoir lieu, si les côtés sont des fils flexibles.
ï^es équations (A), (A'), (A"), etc., pourront s'écrire ainsi :
AH j ji ,
etc.
Les trois premières montrent que la tension A sera la résultante des forces X, Y, Z. En les ajoutant aux
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trois suivantes, on aura
Z + Z' = ^-1^-il^
ce qui fait voir que la tension A' sera la résultante de X', Y^, Z'y et des forces X, Y, Z, transportées au point M'^ parallèlement à elles-mêmes. En continuant de même, on aura pour la tension d'un coté quelconque la même valeur que dans le n"" 287.
Le nombre des sommets M , M', M'', etc. , étant désigné par n^ celui des équations précédentes sera 3a/, et celui des tensions A, A', A'% etc., égal à n ^ — I. En éliminant ces quantités, on aura dofic 27i+ I équations d'équilibre, lesquelles, jointes aux n — I longueurs données /, /^ Z'\ etc., des côtés du polygone, suffiront pour déterminer les S/2 coordonnées de ses sommets, et, par conséquent, sa figure d'équilibre. Mais ce calcul n'aurait aucune utilité; et il vaut mieux, comme nous l'avons fait dans le n* a86, tracer successivement les côtés du polygone funiculaire, d'après les grandeurs et les directions données qui agissent à ses differens sommets.
346. Dans le cas d'un système quelconque de points matériels M , M', M'^, etc. , si les forces -données, qui sont appliquées à ces points, proviennent de leurs attractions ou répulsions mutuelles, et de forces semblables qui émanent d'un ou plusieurs centres,
on aura
:E^'Xda: + Ydjr+Zdz)=dp{a:,j, z, :r',y,z', etc-);
(p désignant une fonction donnée des coordonnées de M 9 M^ M'', etc. , dépendante de la lot de ces forces par rapport aux distances.
En effet, h l'égard des forces provenant des centres fixes, cela résulte de ce qu'on a vu dans le n"* i58. Supposons, en outre, que U exprime l'action mutuelle de M et M', qui sera attractive , pour fixer les idées. Soit aussi u leur distance mutuelle , de sorte que U soit une fonction donnée de u,et qu'on ait
M* = (x' — a:y + (/ — ^)* + (z' - zy.
Les cosinus des angles que fait la droite MM' avec des droites menées par le point M , suivant les directions des a:,jp z, positives, seront
en les multipliant par U, on aura les composantes de celle force appliquée au point M et dirigée suivant MM'. Celles de la même force U, appliquée au point M' suivant la direction M'M, seront égales et contraires; et de la on conclut
?[(^-.a:) {dx - dLO + [j'—j) (djr— d/) + (z -z) {dz—dJ)] ,
pour la partie de la somme Z qui provient de l'aclîon et de la réaction de M et M'. Or, en rliffcrenliant la valeur de w*, on a
ce qui réduit la quantité précédente à — IJduy c'est* à-dire, à la différentielle d'une fidnction de u. II en sera de même pour les parties de la somme Z provenant des actions mutuelles des autres pcÂats du système; par conséquent, sa valeur entière se composera de termes qui seront tous des différentielles exactes , et cette valeur sera aussi la différentielle d'une fonction donnée des coordonnées de tous ces points.
En vertu de l'équation (e), cette fonction, que nous représentons par (p, sera un maximum ou «n mmîmi^m^ relativement aux valeurs des coordonnées qui répondent à une position d'équilibre du système; et, réciproquement, si l'on détermine le maximum ou le minimum de la fonction p, en ayant égard au équations (f) qui peuvent être données entre les coordonnées, les valeurs qu'on obtiendra pour ces variables répondront à des positions d'équilibre.
On conclut de là que quand le système des points M, M', M", etc., est en mouvement, de sorte que leurs coordonnées , et, par suite, la quantité ^^ soient des fonctions du temps, cette fonction ^ atteindra son maxi^ mum ou son minimum, toutes les fois que le système passera dans une position où il resterait en équilibre, si les points qui le composent n'avaient pas de vitesses acquises.
347* Il y aura entre le maximum et le minimum de la quantité ç une différence essentielle, à laquelle il importe d'avoir égard, et que nous allons expliquer.
On dit que l'état d'équilibre d'un corps ou d'uû sys-
Xkmeéiecqrfseststabie^lorsqaen écartant un tan! soit peu ces mobiles de leurs positions, ils tendent k y re*venir y en faisant de petites oscillations que les frotte* mens et les résistances des milieux finissent toujours par éteindre ou rendre insensibles. L'équilibre est non stable ou instantané y lorsque le corps ou le système de corps qui est dans cet état, tend de plus en plus a s'en éloigner , et finit par chavirer^ dès qu'on l'en a un peu écarté. En ne supposant aucun frottement qui puisse, jusqu'à un certain point, retenir les corps dans leurs positions, ee second état d'équilibre est un cas purement mathématique, qu'on ne saurait jamais observer, puisque la moindre force perturbatrice suffirait pour le détruire.
Cela posé, les équations fournies par le principe des vitesses virtuelles , ou, ce qui est la même chose, par la condition du maximum ou du minimum de la fonction ^, sont communes à ces deux états; mais le maximum convient à la stabilité, et le minimum à l'équilibre iustantané; et c'est, en effet, ce que nous ferons voir dans un autre chapitre, où nous considérerons la nature du mouvement qui a lieu lorsqu'un système de points matériels a été très peu écarté d'un état d'équilibre quelconque. En attendant, nous al^ I0Q6 donner des exemples de ces deux états d'équilibre dans le cas d'un système de corps pesans, et &ire connaître d'abord une propriété de son centre de gravité.
348- Supposons donc que la pesanteur soit la seule force appliquée aux points M, M', M", etc., lesquels seront les centres de gravité de corps dont nous
représenteroDS les poids par ^, nar ^ <w^', etc. En prenant la pesanteur verticale et dirigée dans le sens de cette force, nous aurons
Z = ^, Z' = ^', Z'' = -nr", etc.;
les autres composantes seront toutes nulles , et il en résultera
d(^ = fsrdz -f- 'zsr'dz' + m^d^ + etc.
Mais eu appelant n la sonimedes poids ^\ ^^ «zr*, etc., et 2. l'ordonnée de leur centre de gravité, verticale et dirigée dans le sens de la pesanteur, on a aussi (n® 64)
nz, = <nrz 4- <zyV -f- ^V + etc.;
on aura donc
c étant une constante arbitraire.
Or, on conclut de là, i**. que l'ordonnée «, est la quantité qui devra être un maximumou un minimum^ lorsque le système sera en équilibre , et réciproquement; 2*. que le maximum de 2, répondra au cas de l'équilibre stable, et son minimum au cas de l'équilibre instantané.
Ainsi, la condition d'équilibre d'un système quel-
y conque de corps pesans , consiste en ce que le centre
de gravité du système entier soit le plus l^s ou le plus
haut possible ; le plus bas quand l'équilibre est stable,
et le*plus haut quand il n'est qu'instantané.
349. D'après ce théorème , si une chaîne pesante, attachée par ses deux bouts h des points fixes, est en
équilibre, son centre de gravité sera le plus bas possible; ce qui s'accorde ayec le résultat du n"" 296.
Si un point matériel pesant est pose sur une courbe, et qu'en plusieurs points la tangente soit horizontale, l'ordonnée verticale du mobile , comptée dans le sens de la pesanteur, sera un maximum dans ceux de ces points où la courbe est concave par en haut, et un minimum dans ceux où elle tourne sa concavité par en bas ; par conséquent, les premiers seront des positions d'équilibre stable, et les derniers des positions d'équilibre instantané.
Si l'on pose un ellipsoïde homogène et pesant , sur un plan fixe horizontal , son centre de gravité, ou de figure, sera le plus bas possible lorsque l'ellipsoïde touchera le plan fixe par l'une des deux exti'émités du plus petit de ses trois axes ; et alors l'équilibre sera stable. Quand il le touchera par l'une des extrémités du plus grand de ses trois axes, son centre de gravité sera le plus haut possible ; et l'équilibre ne sera qu'instantané. Enfin, si le point de contact est une extrémité de l'axe moyen, l'élévation du centre de gravité sera un minimum pour une partie des sections du corps , et un maximum pour les autres sections ; par conséquent, l'équilibre sera stable ou non stable, se-^ Ion que les déplacemens auront lieu dans le sens des premières sections ou dans le sens des dernières. Tout cela étant évident, à priori, peut servir de vérification au théorème du numéro précédent.
Supposons encore quW ait versé dans un vase deux liquides homogènes et pesans. Si la surface de séparation et celle qui termine le liquide supé-
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rieur sont toutes deux horizontales, et que ce liquide soit celui qui a la moindre densité , le centre de gravité, de ces deux liquides sera le plus bas possible; car il est aisé de voir qu'en inclinant ou cour« bant l'une ou Tautre des deux surfaces, on élèvera toujours le centre de gravité du système. Ces deux surfaces étant toujours horizontales , si le liquide le moins dense est au-dessous de l'autre , on verra de même que le centre de gravité du système sera le plus haut possible. Par conséquent, pour l'équiUbre de deux liquides superposés , il est nécessaire et il suffit que chacun deux soit terminé par un plan horizontal ; mais, pour la stabilité , il faut , de plus, que ce soit le liquide le plus dense qui occupe là< partie inférieure du vase. Quand la différence des deux densités est peu considérable, il est possible, avec beaucoup de précaution, de faire surnager le liquide le plus dense ; mais cet équilibre non stable ne peut se maintenir assez de temps , pour être observé , qu'à raison du frottement des deux liquides contre les parois du vase.
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